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INTRODUCCION

Algunos problemas, en Teoria de Representaciones, relacionados con la clasifica-
cidn de médulos inescindibles se pueden reducir a problemas de dlgebra lincal sobre
equivalencia de matrices con respecto a un conjunto de operaciones vlementales per-
mitidas, Se han ereado procedimicntos para resolver estos “problemas matriciales”
transfitiéndolos al lenguaje de categorias, aiin cuando en algunas situaciones la in-
terpretacidn categdrica del problema matricial sc ve de una forma muy natural, y
en otras no resulta tan evideate.

Uno de los intentos en relacion con estos problemas son los trabajoe de A, V.,
Roiter y Kleiner [R-K;] y [R-K3), en los que muestran que una amplia clase de pro-
blemas wiatriciales pueden inierpretarse como problemas de calegorias graduadas
diferenciales {(DGC). Como las representaciones de DGC resultaron dificiles de ma-
nejar, A. V. Roiter introdujo, en [R], €] concepto de birhodulo, sobre una categorfa,
con estructura de codlgebra (BOCS) y sus represenlaciones, una construccién menos
complicada, y que esencialmente es equivalente a las representaciones de DGC,

Usando vstos conceptos Droed probd, en [D], el teorema que lleva su nombre, y
que establece que toda dlgebra A, de dimensién finita sobre un campo &, algebrai-
camente cerrado, cs mansa o salvaje, pero no ambas, Informalmente, que A ¢s un
algebra mansa significa que en cada dimension d, todos excepto un mimero finito
de A-médulos de dimensién d pertenecen a un mimero finito de familias con un
pardmetro; mientras que un dlgebra salvaje ec un dlgebra cuya categoria de repre-
sentaciones es tan complicada como la de &(z, y), ¢l algebra asociativa libre en dos
indeterminadas, En [D] Drozd formula definiciones de bocses manso y salvaje en
una clase suficientemente amplia que incluye los bocses asociados cou las dlgebras
de dimension finita, y prueba que un bocs de estos es manso o salvaje.

Como (D} es un poco mas que un sumario de resultados, es enunciado usando
DGC en vez de bocses, Crawley-Hoevey en [CB, incluye una prucba completa del
Teovrema de Drozd, reformula o cambia algunos de los conceptos, dando tratamientos
alternativos, ¢n ciertos casos bastante diferentes, de varios resultados técnicos de
Drozd, algunos de los cuales no se han podido comprobar. En este articulo Crawley-
Boevey utiliza el Teorema de Drozd para dar otros resultados sobre dlgebras,

El objetivo de este trabajo es mostrar un desarrollo explicito de las técnicas
de bouses propuestas por Crawley-Boevey , incluyendo la construccién de un bocs
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carrespondiente a un algebra.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el primer capitalo se
introducen algunas categorias que tienen un papel importante en todo lo que sis
gue. Empezamos definiendo y ejemplificando los coneeptos de midulos izquierdos,
derechos y bimédulos sobre una eategoria, Enseguida se recucrdan las principales
propiedades del producto tensorial de modulos y bimodulos solire categorias. Es-
tudiamos los bimadulos libres y las categorias libremente generadas y finalmente se
introducen las ideas de categorias trivial y minima.

Fl capitulo 2 se dedica a los concepto de hocs y la categoria de sus representa-
ciones. Definimos morfismo de bocses y vemaos come cada uno de éstos determina el
llamado funter inducido entre las correspondicntes categorias de representaciones.
Especialmente nos interesa la idea de bocs inducido a partiv de un bocs dado y
un funtor, la existencia de un morfisino de bocses entre el original y el inducido;
notaremon que para este tiltimo morlfismo tenemos un funtor inducido que resulta
fiel y pleno (2.6). Esla técaica de inducir bocses y funtores entre categorias de re-
presentaciones, aplicada a los llamados bocses estratificados o con estratificacidn,
es ampliamente utilizada en el capitulo 3, El concepto de estratificacién 1esume las
condiciones esenciales que caracterizan a los bocses que estaremos en posibilidad de
manipular. Una idea clave en bocses estratificados es la de group-like, y especial-
mente la de reflector (2.7), por ella podemos hablar del diferencial que nus permite
hacer unz descripeién mas manejuble de os morfismos entre representaciones. En la
parte final del capitulo se dedica & mostar en que condiciones un group-like resulta
ser reflector.

En el capitulo 3 se estudian las operaciones sobre bocses que permitirdn el paso
inductivo en la demostracidn del teorema para bocses mansos y salvajes (capitulo
4). Todas las operaciones se obtienen usando hocses inducides y pushouts que se
construyen a partir de categorios libremente generadas (capitulo 1). Partimos de
bocses estratificados que permitan describir of bocs indrcido. En casi todos los ca-
so0s trabajaremos cor lo que definiremos como funtores admisibles (3.3) pues, como
mostraremos en una de las afirmaciones centrales del capitulo, bocses estratificados
producen bocses inducidos estratificados cuando se utilizan funtores admisibles para
inducirlos. En algunos casos el {untor inducide entre las ecategorias de representa-
ciones de los bocses correspondientes resyltard una equivalencia.

En el capitulo 4 introducimos las definiciones de bocses salvajes, criticos y
minimos.  La afirmacién mas importante muestra algunas caracteristicas de los
hacsns no salvajes, su demostracién se basa en que estos bocses no poseen las con-



figuraciones de los bocses criticos, y aqui utilizames las operaciones sobre bocses
estudiadas en el capitulo anterior. Terminamos el capilulo haciendo una detallada -
demostracién de que los bocses criticus resultan salvajes.

En el capitulo 5 establecetnos las relaciones entre boceses y dlgebras, especifica-
mente para cada k dlgebra de dimension finita construimos un boces estratificado
que le hacemns corresponder. Las respectivas categorias de representaciones no son
equivalentes, pero la categoria de representaciones del bocs resultard equivalente a
una categoria que se construye de los A-mddulos proyectivos. Las construcciones y
demnostraciones son muy detalladas, no evitamos pricticamente ninguna verficacidn,
excepto la de una afirmacién acerca de médulos sobre dlgebras semisimples.




1 CATEGORIAS

El objeto de este capitufo es introducir algunas categorias que tendran un papel
importante en los siguicntes capitulos, En particular se formalizan las ideas de
bimddulos libres, se recuerdan las principales propiedades del producto tensorial de
médulog y bimédules sobre una categoria, estudiavemos las categorias libremente
generadas y finalmente se introduce la idea de categorfa minima.

DEFINICION 1.1 Sea k un campo. Una calegorin A ¢s una k-categoria si pa-
ra cadu pareja de objetos X, Y de A, fencmos que HHoma(X,Y) ¢s un k-espacio
vectorial y la composicién de morfisinos es bilinecal,

Dadas A y B k-cateqorias, un funtor F ; A —— H es un k-funtor, si cada
restriccion F . Homa(X,Y) —+ Homp(FX,FY) es una {ransformacion lincal
parn X, Y € ObA.

Nétese quesi A y B son k-categorias, entonces Ax B también es una k-categoria.
En todo lo que sigue las calegorias son k-categorias y los funtores son k-funtores, a
menos quc se establezca explicitamente de otra forma.

DEFINICION 1.2 Sea A una categoria. U/a A-médulo izquierdo M, denotado
AM, es un funtor M : A — Modk. Un morfismo de A-médulos izquierdos es
una transformacidn natural n: M — M’ de k—funtores, cs decir para cada ebjeto
X nx : N(X) ~ M'(X) es k-lineal. (A, Modk) denote la categoria (k-calcgoria)

de A-mddulos izquierdos y sus morfismos.

Tenemos algunas observaciones y ejemplos.
A.Si F:A—s Besnn funtor y M es un B~médulo izquierdo, A denota Ja
composicién M F : A —s Modk, y eatonces pM es un A—mdédulo izguierdo.
B. Cada objeto X en A determina el A—-maédulo izquierdo A(X, ~}: SiY <.0bdA,
entonces
A(X,=)(Y) 1= A(X,Y) = Homa(X,Y).
Si f: Y, — Y2 en A, entonces

AX,=)f) = A(X, f) = A{X,}1) — A(X,T2),

tal que g = Jo.
C.Sea F: A — Bunfuntory X € ObA, ex’onces pB{FX, —) es un A-médulo
izquierdo, y el siguiente diagrama es conmutativo:

ot



AX, Vi) F B(r(x), F(v))

A(X, ) B(F(X), F(N)

A(X,Ya) B(F(X), (7))

F

para f 1 Vi — Y3, muestra que F : A(X,~) — pB{FX,-) ¢s un morfismo de
A-médulos izquierdos.

D, 5i M es un A-maddulo izquierde, un elemento m de M es un clemento m €
M(X) para algin X €0bA. Si f : X — Y en A entonces fm := M(f){m) € M(Y).

DEFINICION 1.3 Sca A una categoria. Un A-médulo derecho N, denotado
Na, es un funtor N : A°? — Modk. Un morfisitno de A-mddulos derechos
es una transformacién natural g : N — N' de k-funtores. (A", Modk) denota la
calegoria (k-categoric) de A-mddulos derechas y sus mnorfismos.

También tenemos algunas ohservaciones y ejemplos.
A.Si F: A — Besun funtor y N es un B-médulo derecho, Np dennta la
comnosicion NF : A — Modk, y entonces Ny es un A-médulo derecho.
B. Cada objeto X en A determina el A-mddulo derecho A(—, X): si ¥V € 0bA,
entonces

A(= X)(Y) = A(Y, X) = Homa(Y, X).
Si f: Y] — Y2 en A entonces
A= X)f) = AULX) = AV, X) — A(Ye, X)
tal que g — gf.
C.S¢ca F: A— B unfuntor y X € ObA, entonces B(—, FX)r es un A—mdédulo

derecho, y el siguiente diagrama conmutalive

A(Y;, X) F . B(r(v), Fx))
A, X) B(F(J), F(X))
A(Y;, X) B(F(%), F(X))




pata [ : Y1 — Yy, muestra que F : A{—, X} ~ B{—, FX)g es un morfismo de
A-médulos derechos.

D. Si N es un A-madulo derecho, un elemento n de N es un elemento 2. € N(X)
para algin X en ObA, Si g: X — YV en A°", entonces ng := N{g)(n) € N(Y).

DEFINICION 1.4 Sean A y B k-calegorias. U/n A — B bimédulo V, denotado
por AVp es un funtor V : B® x A — Mok que es k-bilineal, es decir rada
restriceion

V(B x )X, 1), (X, 12)] — Homi[V(X,, 1), V(X,, V)]
es lintal en las dos coardenadas (recucrdese que
(B x A)(X2, 1), (Ko, 1)) = BP(Xy, Xo) x AN, 12)).

Un morfismo de A-B bimédulos es una transformacidn naturaly : V. — V',
ABing denota la calegoria de A-B bimédulos.

Algunas observaciones y ejemplos,
ASiF:A — Ayy G : B, —+ B; son funtores y V es un Ay-B; bimédule,
rVe denota la composicién

V(G x FY: B x Ay = By x Ay — Modk,

que resulta un A,-H; bimddulo. :

B. Toda categotia A resulta un A-A bimddulo: Si X,V € ObA, eutonces
A(X,Y) = Homa(X,Y). Ademds, para (f,g9} 1 (X, V) —= (X V") en AP x A
entonces A{f,g) : A{X,V} — A(X", V') es tal que A(f,g)(h) = gh/.

SiF:A— Besunfuntery (f,q):(X,Y) —s (X",Y') en A% x A, entonces
el siguiente diagrama es conmutativo:

A(X,Y) B(F(X), F(Y))
Alf9) B(F(f), F(g))
AXYT) e B(F(XY), P(V)).



En efecto, si h € A(X,Y),
B(F [, Fg)F(h) = F(g)F(K)F(f) = F(ghf) = FA(f,0)h.

© Asique F : A ~— pBr es un morfismo de A-A bimédulos.
C. Si V es un A-8 bimddulo, entonces un elemento v de V es un elemento
v € V(X,Y), para algunos X €0bB y Y €0ObA, decimos que v es inescindible
cuando X y ¥ son abjetos inescindibles. Ademads si (f,¢) : (X,V) — (X, ¥} en
B°P x A, entonces
guf = V{[,9)(v) € V(X" Y').

D. Sean A y B categorias, M un A-médulo izquierdo y N un B-médulo derecho,
entonces

M@ N: 8% x A — Modk

es un A-B bimédulo definido de la siguiente magera: para (X,Y}) € Ob(B* x A},
tenemos
[M & N)(X, V) = M(Y) ® N(X).

Si{f,g):(X,Y)— {X', V') en B x A, entonces
: (MR N]([,9) = M(g) @k N(f) : M(Y) @ N(X) = M(Y') & N(X').

E. En particular, si X € ObB y ¥ G 0bA, con Fxy se denota al bimédulo
A(Y, ~)®4 B(—, X). Nétese quesi (f,g) : (X1, Vi) — (X3,1}2) en B°? x A, entonces
Fxy(f,9) = A(Y,9) & B/, X), ¥

Fyy(f,9) 1 AV, 1) @ B(Xy, X) — A(Y, Y2) @4 B{X;, X).
“Ademés, para (f,9) 1 (X,Y) ~ (X, Vi) en B x A, g ® [ € Fxy(X1, 1)y
9® f=AY,9)ly @ B(f,X)lx
=[A(Y, 9} @+ B(f, X)(ly 9 ix)
= Fyy(f,0)(1y @ 1x) = g(1ly ® Lx)f.

F. También tenemos la nocién usual de conjunto de generadores para un bimé-
dulo, asi como la de un bimddulo finitamente generado. Un A-B bimédulo V' es
generado por vy,...,v, v € V(X;,Y),i = 1,2,...,r, si para cada v € V(X,Y),
existen fi; : X — Xien By gi;: ¥; = V en A tales que

v= Zﬂ-‘jviﬁ.i-
e
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En E vimos que el A-B bimédulo Fxy estd generado por el elemento 1y @ 1.
G. Sea V un A-B himédulo y v € V{X, '), entances existe un morfisimo iinico
de A-B bimddulos

Y:fyy —+ Vo talque 1y ®@lywsuv,

cuya existencia se sigue de la propiedad universal del producto tensorial sobre k y
las caracte, sticas de V como funtor.

Mas generalmente, para vy,...,v, elementos de V, con v; € V(X,¥;),i =
1,...,r, por lo anterior existe un morfismo tinico de A-8 bimodulos

v Fyy B oy, — V

tal que ¥(ly, @ lx,) =v,i=1,...,r

DEFINICION 1.5 Un A-B bimodulo V se dice libre si es isomorfo a una suma
directa de bimddulos de la forma Fyy, y V es libremente generado por v, ... v,
con v; € V(Xi,¥i) si el morfismo ¥ es un isomorfismo.

Recordamos que una categoria A es esqueléticaniente pequefia si tiene una
subcategoria densa pequeiia. En lo quesigue supondremos que A es esqueléticamente
pequena, Por ahora recordaremos algunas propiedades det producto tensorial de A-
médulos.

OBSERVACION 1.8 Dada A, categoria preaditiva, Abla categoria de grupos abe-
lianos, con (A,Ab) denotamos la categoria de funtores aditives de A en Ab. Existe
un funfor inico (hasta isemorfismo)

& : (47, Ab) x (A, Ab) — Ab
A

liamado producto tensorial con las siguientes propiedudes:

Sean N : A — Ab y M : A — Ab funteres adilivos, denotumos con N®A M
o @ (N, M), entonces:

()

~@M (A% AB) — A
A

N@— o (4,Ab) — Ab
e



son funtores exactos derechos.
) -@4sM yN@, ~ preservan sumas directas arbilrarias.
(?) Para cada X € 0bA se tiene:

N AX,-) = N(X),
A
A=, X)Q M = M(X).
A

Para consultar mas propiedades de este funtor veise [A]. Existe ura particula-
rizacién de este funtor para k-categorias y también una descripcion en Lérminos de
sus generadores.

DEFINICION 1,7 Sean M un A-mddulo izquierdo y N un A-module derecho, y
H un k-espacie vectorial entonces una transformacién A-balanceada
v: N x M —— H es una familia de funciones

(vx : N(X) x M(X) — H)xeosa

que salisface las condiciones
a) vx ¢s bilineal para cada X €0bA,
5) S5i f: X =Y es un morfismo en A, ¢l siguiente diagrama conmuta:

MOXL yexy x m(x)

N(¥) x M(X)
1 x M{J) vx (1

N(Y) x M(Y)

i

2%

TEOREMA 1.8 Sea A una categoria.
(1) Existe un funtor dnico (hasta isomorfismo)

® + (A%, Modk) x (A, Modk) — Modk
4
llamado productoe tensorial con las mismas propiedades dadas en 1.6.

(2} Sean M un A-médulo izquierdo y N un A-médulo derecho. Entonces eziste
$:NxM—NQ,M, A-balanceada con la propicdad de que cualquier otra
v:Nx M- H A-balanceada, eziste una iransformacion lineal v :N@, M — H
tal que para cada X €0bA el siguiente diagrame conmula
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Vx

N(X) x M(X) . H

-
e
*x %
s

NQ, M~

Tomando 1t @x m = ®y(n,m) se tiene que
{n@xm|X e ObAd,meMXN),neNX)}

genera a N &, M, como espacio vectorial,

(3) Si M y M son A-médules izquierdos, N y N' son A- médulos derechos,
uiM — M\ n: N — N son morfismos, enlonces & cs la inica transformacidn
lincal tal que, para cada X € 0bA, conmuta

, by
NX)x M{X) -2 N@, M

TR X px 1 ®ap

NX) 3 MA(X) g N' @, M*

es decir, (7 © p)(n ®x m) = nx(n) Ox px(m).

DEMOSTRACION. (1) se sigue de Ia observacion 1.6 y del heche de que si A es
k-categoria, entonces {A,Aby= (A, Meodk).

En 5] se encuentra la demostracion para (2) y (3) en las condiciones de 1.6, con
&y aditiva en cada coordenada y 5 y n ®x 1 morfismos de grupos. Asi sélo f.\lta
mostrar que son transformaciones lineales. Nétese que NV @), M tiene estructura de
espacio vectorial con el producto

Ar=(My@Iy}z)=(In@Ay)(2), sixck yzeNQM
A

Asf que, si consideramos el diagrama [1] con [ = Ay tenemos que An @x m =
n®x Am, de aqui que

My @1y)n@xm)=In @xm=n&xyAm = (In O Mar)(n ®x m)},

11



y ademas
Sx(An,my=In @y m= Ay @ Iy)(n @y m) =An @xm) = Abg(n,m),

y también se tiene que dy{n, dm) = Ad;(n,m). De aqui que ¢y es bilineal. Para
ver que ¥ cs lineal basta verlo en generadores:

H{An®x m) = oby(dn,m) = vx(An,m) = Avg(n,m) = Ap(r @x m).
Lo misii0 para np ®4 p:

[r@adAn@xm) = nx(An)®x px(m) = Apx(n) ®x px(m)
Mnx(n) ®x px(m)] = Alyp &4 pl(n ®x m).0

OBSERVACION 1.9 Sean A, B y C categorias. Eziste un funtor
‘.BI.HIB X gBitllc -— ABimc

que es bilineal, lfamado ¢l producto tensorial de bimédulos, denotado por g,
y definido como sigue:
S§i aVe y sWe son bimadulos, enlonces

VEW: 07 x A — Modk
B

es el funtor dado por las fdrmulas

VERW)X,Y)= V(- V) QW(X,~)
B B
VRW/.9) = V(- RQW(/,-)
B B

'y para un par de morfismos de bimddulos
L oniaVe— AV% , v: gWe — aW¢,

podemos definir

n®sv: V®W — V'®W’,

B B
observando que para cada (X,V) € Ob(C"? x A):
n-y) i V(= ¥) — V'(-,7)

Y(x,) ¢ W(X,-) — ‘V'(X,—)

son transformaciones naturalcs, y podemos tomar

[7 ®s ¥xry = n-) @b Pix,-)-

12



En [S] se muestra que este producto tensoriai goza de las siguientes dos propic-
dades:
a} Dado un bimédulo 4V, hay isomuedisinos uaturales de bimédulos

oviaV @Bl -— aVs  av i {AQQV)y ~ aVa
2] A

es decir, tales que sin: V — W oes un morfismo de bimodulos entonces commutan

AQ,V — v & V®,B
1@y n &t
AQ,W e 14 - W@yhB

Ademas, en generadores se calewla mediante las siguientes férmulas, suponiendo
que v € V(X,Y):

ov(v®x f) =vf o' (V) =v@xly
dy @y v) = gv aptv) =ty @y v

b) Si Vs, 5, V3,, 8,V& son bimédulos entonces hay un isomorfismo natural de

bimédulos
S (VRQVIQV — VRV RV
B, B,

Hy I
es decir, tal que si
AVa, 3 aWa,, n Ve, kA PRI FRZ i 5V,
son morfismos de bimédulos entonces conmuta el diagrama:
vev@v —U2NOY (e wygw
§ )

VRV eV WRW QW

18{' ©%")

13



Ahora mostraremes que el ejemplo dado en 1.4(D) es un caso particular de

“'producto tensorial de bimédulos. -
Sea i la k-categoria tal que ObK = (k} y Hompg(k, &) = Homy(k, k). (Por la
conmutatividad en &, ndtese gne K°° = K).

LEMA 1.10 Ses A una categaria, enfonces
(A, Modk) ¢ 4 Bimg.
DEMOSTRACION, Definimas
F: (A, Modk) —+ 4Bimy

de la siguiente forma:

a) Para M € (A, Modk), se ticne
FM: K" x A— Modk

tal que
FM(kX) = M{X), para X € ObA,

v si (Alg, f) (K, X) = (K, Y) en K x A, entonces
FM(Ma, ) : FM(k,X) — FM(k,Y)

es tal que FM{Aly, f) = M(Af) = AM(f) : M(X) — M(Y). Veamos que FM es
A ~ K bimédulo,

=) FM(l1x) M(1x) = Iaxy = Lemqr,x)

FM{MXM14, fg) = M(Ada fg)
M((M/)(%ag)) = M(AS)M (dag)
FM(M1y, [)FM(Medss g)i

) PM{(ale Aler9)]

i n

=) FM{ALet dalin ) = M((A + X2)f) = MM f) + M(Xaf)

FM(Mig J)+ FM(Aa 1, 1)

noa

) FM(Mu,f+g) = M(MS+g)) = M) + M{Ag)

= FMQL,[)+ FM{Ali,g);
-) FM(Aale ) = M{(AMA2)f) = MM(Asf) = MFM(ali, );
) FMO\ M) = MO(af)) = MM S) = FM (M, ).
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b) Sea'n : M — N una transforipacidn natural en (A, Modk) entonces Fy :
" FAM — FN es tal que )

Py s FM(k, X) = FN(E,X)
es la transformacién lineal
gy s M(X) — N(X).

Coruo 1 es transformacion natural, claramente Fp también lo es.
Veamos que F es un fuator.
=) F(lag) = lpat, pues:

(Flagexy = (Iardx = larx = Veagge x)i
<) Flng) = FyF, pues:
Flmheny = (an)x = axpx = (Fplox)(F ey = (FaFp)ex)
=) F{A+ )= AFy+ Fp, pues:
FOR+ p)axy = (A + 10x = dnx + e = APy + Frexy = (AFy + P
F rerulta un isomorfismo de categorias, pues su inversa
‘ FmVz g Bimye — (A, Modk)

estd definida de la siguiente manera:
c) Para V € 4Bimy se tienc

F'V : A — Modk

tal que
(FWV)(X) = V(k,X), para X € Ob(A),

ysi f1X — Y en A, entonces

(F2V)D  (FV)X) — (FTVYY),

_es tal que

EL= VL) VR X) — VIRY)

15



d) Para n:V — W un morfismo en 4Bimy tenemos
Py PRV — PO
es tal que para cada X' € Ob{A), entonces
(F'p)x : (FTVY(X) — (FT'W)(X)

esta definido por
NkX) + V(kv X) —_ W(k,X),

Fécilmente se muestra que £-! estd bien definido y que realmente es el inverso

de .0

C_OROLARIO 1.11 Sea B una categoria, entonces
(B°", Modl:) & g Bimpg.
DEMOSTRACION. Como K°f = K, enlonces
K% x B® = K x B? 2 B™ x K,

asi que por 1.10
(B“’, Modk) ¥ gor Bimy = g Bimg.Q

Llamamos G al funtor que dd el isomorfismo de categorfas en 1.11,

"PROPOSICION 1.32 Sean A y B categorins, M un A-mddulo uqumdo, N un
B-mddulo derccho, entonces.

HM@N = FMEGN.
k K
en ABimpg.

DEMOSTRACGION. Sea (X,Y) en B x A, y consideremos el diagrama -

e



Bx.v)

M{Y) x N(X) MY)I®, N(X)
ol I
FM(k,Y) % GN(X, k) (M@, N)X.Y)
e
vk vl
fxyy 7 bk
e
Vv
' e

FM{~Y)®x CN(X,-)

_ [
(FM®, GN)(X,Y)

Donde v e¢s la transformacién K-balanzeada que corresponde a FM @, GN, y
6x vy es la transformacion bilineal que correspoude a M (V) @, N(X). Afirmamos
que ;¢ y) os K -balanceada. Asi, s6lo falta mostrar la conmutatividad dada en 1.7,
es decir, si Al : k — &, entonces comnuta el diagrama

FM{AL,Y)x1

FM{k,Y) x GN(X, k) FM(k,Y) x GN{X, k)

1 % GN(X, A1) bix.vy

FM(EY) % GN(X,4) —ps

(M@, N}X,Y)

En efecto, se ticne que

. 0(x.y)(Fl\vf(A‘k,}") X 1)(m,n) 0(,\'_)/)(1\’(/\1)') X l)(m,n)

0[){')/](/\"1,11) = 0()(')’)("1,/\71)

Bpxy(1 % N(A1x}(m,n)

0(,.{,,/)(1 X GN(X,,\lk))(m,n).

Por 1.8(2), existe §xy) : (FM &, GN)(X,Y} — (M &, N)(X,Y), transforma- .
cion lineal tal que Six,vywi = Oyxy). Ademis & : FM@; GN = M@, N esun
morfismo de A-B bimddulos. En efecto, si (f,g) : (X,Y} — (X, Y’) en B x A,
entonces el siguiente diagrama es conmutativo

fh

1}

1]

17



FM{=Y)®,GN(X,~) ——ﬂﬂLM(Y)& N(X)

FM(~,0)@x GN(f,-) M(g) @, N(F)
FM(=,Y) @y GN(X', ) =g M (V) @ N(X')
pués
() R NUNoxa(m @i n) = [M(9)@ N(F)m@n)
11 &
= M(g)(m)® N{f)(n)

= By [M(g)(m) ®x N(F)(n)}

= Gixipn FM{Li, g)(m) @ GN(f, 14)(n)]

= buyy FM(--,0) @ GN(/,-)|(m @ n).
K

Para c¢oncluir basta mostrar que d es un isemorfismo. Como v; es bilineal, entonces
existe una unica transformacién lineal

«ry) : MY) R N(X) — (FMQGN)(X,Y)
k K

tal que C(x‘y)o(x.y) = 4, asi
v = £x Py = «xndexrve

Oixyy = S vy = §ixryeenixry-

De aqui que:

m@en = wnlmn)= qxrdxrmlm,n) = qxnbory(m @ n)
men = &xyimn)=Sxncxnbixvimn) =dxrexrim®a),

ea decir, e(x v)8x,y) ¥ §(x.y)€(x,yy coinciden con la identidad en los generadores de
(FM @, GNYX,Y)y (M@, N)(X,Y), respectivamente, luegos se tiene que:

fxnbixn = Len@, onixr
Sxnaxy) =l @, Mxay:

18



asi &(x,¥) 3 un isomorfismo de espacios vectoriales.O

Sea /4 una categorfa y V un A-4 bimdédulo, el simbolo V¥, n € I1. denota el
producto tensorial V&, ... @, V, n veces, V& = A Ademis V¥ = [[72, VO,
¢s una categoria con los mismos objetos que A, y la composicion dada por el iso-
morfismo natural ¥o" @ VEm ~ peM+m) 18 oy jlumada la Categorfa Tensorial
sobre V.

PROPOSICION 1.13 Scan ¢’ : A ~— B un funtor y+p : V — 4By un morfis-

mo de A-A bimdédulos entonces exisle un funtor inice ¢ : V® ~— B que extiende u
¢ v
DEMOSTRACION. Como A y V? tienen los mismos objetos, en ellos hacemos
coincidir ¢ y ¢'. Solo tenemos que definir ¢ en morfismos. Notese que ¢l morfismo
Y, para n > 1, induce el morfismo

Ve
tal que Y Qv ® ... O v) = Ylwm)(va)...¥(va) € B. Si n = 0, entonces
y® = ¢ Obsérvese que- sivi € VO y u; € V8 cutonres *(u;) z/;’( ;) = g (v
Asi podemos definir ¢ en morfismos dL la siguiente manera: si [ = 302, v; es un
morfismo en V®, con v; € V¥, entonces

NEDIACH

Veamos que ¢ cs un funtor:
=) (lx) = Hllx)=lax = laxs

(PN wi(ws)) = Z‘“ P ()

- HNBe) = >
= Z;(}; Do) i) = nzu('z‘,, (el
= g‘p;(zu.wn-)h E(g”'“’"*'”
03 SURE 1
= #ig).

La unicidad de ¢ es clara.0



DEFINICION 1.14 Sean A una calegoria y A’ una subcategoria con los mismos
objetos que A. Decimos que A es libremente generada sobre A’ per morfismos
apy...0q con a; € A(X;,Y;) siempre que dados cualquier funtor ¢ : A - By
b € B(¢'X,,¢'Y;) morfismos en B, entonces ¢ se exliende de rmignera tinica a un
funtor ¢: A — B lal que d(a;) = b;

En los siguicntes lemas damos algunas propiedades basicas de categorias libre-
mente gencradas

LEMA 1.15 A c¢s una calegoria libremente gencrada sobre A' por morfisinos
Qyye. .y Oy, cona; € A(X;, Y:) siy sdio si eziste un A~ A' bimddulo hibre V generado
porvy, ... v, con v € V(X Y;), tal que V@ = A,

DEMOSTRACION. Supongameos primero que ¥ es un A’ - A’ bimddulo libre gene-
rado por vy,...,v,, can v; € V(X;,Y;). Veamos que V¥ es una categoria libre sobre
A’ generada por mnrf'smos Uty ooy, Sead’ i A' — Bun funtor y b; € 8(¢'X,, ¢'V;)
morfismos en B, por 1.4(g) cxisLe ua morfismo unico de A’-A’ bimédulos p: V' —» B
tal que ¢(v;) = ;. Por 1,13 existe un funtor tnico ¢ : V¥ — B que extiende a ¢’ y
¥, es decir $(v;) = b;. Esto muestra nuestra afirmacién.

Reciprocamente, supongase que A €3 una categoria libre generada sobre A’ por
morfismaes ay,...,a,. Consideremos el A’-A" bimédulo libre

V=@ A ® A=, Xo),
i=t £

con v; = ly, ® Ix,,i = I,...,n. Como V® también es libre sobre A’ generada
por uy,..., vy, para los funtores inclusion A’ — 4 y A’ — V@ existen cxtensiones
dnicas ¢ : V@ — A yn: A — VO respectivamente tales que ¢(v;) = a; y 5(a;) = v,
consecuentemente ¢y = 14 y n¢ = lya, luego V® ~ A0

LEMA 1.16 Supdngase que A ea libremente generada sobre A’ por ay,...a,, con
a; € A(X,,Yi). Entonces:

(1) El funtor inclusidn 1: A’ < A preserva clases de isomorfia.

(8) Supingase ¢ < j < n y sea C la subeategoria de A generads por A y
G1y..., a5, Entonces C es libremente generada sobre A' poray,...,a;, y A es l:bre-
mr'nh' gencrada sobre C por @i, ... .
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DEMOSTRACION. (1). Sea V el A-A’ subbimédulo de A generado por
G106y De 115 se deduce que Voes fibre y A >~ VO = A'BVEPH---. La
proyeccidén candnica sobre A’ dd un {ustor p @ A —+ A’ que es la identidad ¢n
objetos. Ast X >V oen 4, entontes p(N) =X 2V =pY)en A,y X ¥ en A,
entances 1 X = X~V =¥V en A,

(2). Sea@': A" — D unfuntor y & € B(¢X,,¢'Yi),i = 1,...,J, morfismos en
B. Sean by41,..., b, morfismos arbitrarios en B tales que b & B(#'(X5), 4 (Y)),i =
J+1,...,n. Entonces existe ¢ 1 4 — B un dnico {funtor que extiende a ¢’ tal
que ¢{a;} = b, i=1,...,n y por lo tanto, tomando la restriccién a £, tenemos un
funtor ¢ : C — H que extiende a &' y ¢(ai) = b, i = 1,...,7. Claraniente ¢ es
tnico. Aborasea ¢ : C — B un funtor y b; € B{MX), (V)i =5 +1,...,n.
Sea b, = ¢'(a,),i = 1,...,7. Restringiendo ¢’ a ¥ tencmos un funtor ¢ : A" — B,
éste puede extenderse de manera dnica a ¢ 1 A ~—. B tal que ¢(a;) = b,. Como
$la;) = b = ¢'(a;}, i = L,..., ], y extiende ¢ sobre A', entonces ¢ = ' sobre O,
pues los elementos de C son sumas finitas de composiciones finitas de morfismos en
A'yay,... .05 Asi ¢ extiende a ¢’ y concluimos que A es libremente generada sobre
C por Gjgry..oyn O

LEMA 1.17 Sea A una categoria libremente yenerada sobre A’ 4 supongamos que
A’ ticue sumas dircctas. Entonces:

(1) A tiene sumas directas;

{2) L1 funtor inclusion 1 : A' — A preserva inescindibilidad;

(3) Si A’ tiene la propiedad de Krull-Sehmidt, es decir todo objeto es isomorfo
a une suma dirceta finita de objetos inescindibles, y tal descomposicion cs inica
hasta isomorfismo y reordenacion de los sumandas, entonces también A.

DEMOSTRACION. (1) sesigue del hecho de que en categorias preaditivas las sumas
directas estin dadas por biproductas [Mc]. -

Para probar (2) empecemos observando que si X es inescindibleen A, entonces X
es inescindible en A, pues de otra manera ocurre que Hom 4{ X, X} & Homy(X, X).
Por otro lado, como en 1.16, consideremos la proyeccion candnica p : A —=v A’ tal
que pt = 14, Asi st X inescindible en A’ y supongamos que X)) = X, D Xz en
A, entonces X = p{X) = p{X;) B p(X2) en A', lnego X se escivde en A', asi que
1{X) = X es inescindible en A. La afirmacién (3) se sigue de (2). O

LEMA 1.18 Sea A una calegorin libremente generada sobre A’ por elementos
apyeeyan, 8 € ALXL Y. Si BY es una categoria y 0/ : A' — B' es un funtor,
entonces hay una calegoria B que contiene a ' y con los mismos objelos, y un
Juntor 8 : A — B que extiende a 0 y tal que:
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(1) B es libremente generada sobre B por 8{ay),... . 0(as) ; v

(2) El cuadro conmulative

A A
g [
B B

es un diggrama de pushoutl en la calcgoria de las k-calcgorias esqueléticamente pe-
querias y k-funtores.

DEMOSTRACION. Por 1.15, existe V un A-A’ subbimédulo de A libremente
generado por ay,...,a, tal que A ~ V@, Denotamos B'VE' = B2, V®E4' ey
que es un BB’ bimédulo, y definimas B = 'V8'® Consideremos en 8'VE' los
elementos

b= 0'(1)/,) Ra; ®0'(1_\'l).
Como V =@, A'(Yi, —) @, A(—, X.), entonces

2ye o B QID AN ) @A XNR
X B A

R .

= DB RN -IQ A XN B
| A k At

= PIB' R AV, =R (- X) Q) B
1 A k At

1]

P B (Y, <) Q) B(~,0X)
P k

y este isomorfismo cs tal que b — 0(1y) © ¥'(ix,). Asi P'V¥ es un biméduio

generado libremente por &;,...,5,.

El funtor A & B' 2 B induce un funtor 0 : A — B tal que #(a;) = b,
que hace conmutar el diagrama del enunciado. Veamos que el diagrama es un

2



pushout. Consideremnos funtorrs ¢ : A — Oy 12 B — € tales que ot = 7.
Come I categoria 8 es librenmiente generada sobye I3 por Iy,. .., b, existe un funtor
p: B Cconplb)=ve(a;)yi=1,...,n, ¥y p) = 1. Probumos que pf = . Notese
que

pU(a;) = p(b;) = ola,).
Ademas, pfhr = ) = 70' = a1, asi p y o coinciden al restringirse a A’ y también en
los a,, como A es libremente generada sobre A’ por los a;, entonces pf = ¢. Ademds
p es tnico, pues si g’ 1 B — C tal que p'y = 8y p'0 = o, entonces p' restringido a
B esry o(a) = po(n;) = p'(bi), es decir p y o' coinciden al restringirse a 8’ y en
los b;,i = 1,....n, luego o’ = p.0
Consideremos un diagrama de pushout

13
A e A

o' [

B ——m——ee B

En lo que sigue estudiaremos las relaciones entre los micleos:

K =ker(A@ A — A) L=kr(l@g B— B);
J=ker(B@,B — B); J=ker(B'Q, B — B).

Queremos mostrar que &y L son bimddulos libres, para lo cual basta considerar el
caso de K. .

LEMA 1.18 Sea K = ker(A@, A — A). Enlonces K es un A — A bimddulo
libre generado por los elementos ly, @ a; —a; @ 1,, donde A es libremente generada
sobre A' poray,...,an, con a; € A(X, Vi) i=1,...,n

DEMOSTRACION. Sea V el A-A’ bimddulo tal que A = V. Consideremos el

A-A morfismo
: P ARQVRA— K
A A
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dado por (g @v® f) = g@vf—gv®R f. AQ .V @, Aesun A-A bimddule libre
generado por los elementos 1y, @ a,© 1 x,, asi , si probamos que ¥ s un isomorfismo,
K resultard un A-A bimédulo libre con generadores
Py, ®a; @ ix, ) =ly, ai—a; @ lx,.

1 es epimorfismo: Seaz = ) ¢, ® fi € K, entonces Y, gifi = 0, por lo tanto

z=3 40fi-3 0fi®l=3 000 fi-fiol)

Es-decir, /{ es e} A-A bimddulo generado por los elementos de la forma $(f) :=

10f~f®1. Para [ = 5, [,, tenemas (/) = T, (), ¥ podemos suponer que cada
fiesdelalorma f, = vivg- - v, conv; € V. Obsérvese que ¢(gf) = ¢(g)f +9é(f),
luego ’

$luyrg. oo+ md(vg..v) =

dlmvai.omy) =
= ¢lnvze - v+ ed(va)uye vt - b vvg v ().

Por lo que A cs el A-A subbimddulo de A@,, A generado por los clementos de la
forma

go(v)f=¢lgevelf),

por lo tanto K = Imy.
¥ es monomorfisino: Supéngase que se tiene

‘/’(Z.'I;GDUa@fa) =Zy;®v;f;—yav;®f;:(). 1]

oo
Como A= V@ = H V" 4 ez upa categoria gradunda, y A@ A = H ver ® vei
n=0 (5] At -
es un A-A bimédule graduado por las parejas de enteros no negativos (i, ), pues
ven(vei ), Vei) ¢ veltd @ | V8 mientras que (V¥ @, Ve )Ven C
V& @, V. T ba suma [, para cada i,j, i = S0 0 v fi = oo }m),
donde _q}”,f}” € VO De aqui que:

Toeuwes = SO dMene( /=

i =0 m={

Y Y ane i
i t m
Ty euesi,

n=0 s=0

[
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de donde
OMLELIOLDY YT s u T - e 70, gl
e a=0 §
y por [1], el sumando de 2] en cada grado ({,m) se anula:
Sl @u N gl [ =0,
i :

Para un entero fijo n, veremos que 3, g.‘"fé)v.@f;("—') =0, peracadas = 0,1, .. 5.
Usamos induccion sobre s, Para s = 0, el término de grado (0,1 -+ 1) de la suma {2)

es .
0=3 o @us,
’

. pera A @y p®mt ARV, Ve C AR, 4, ¥ bajo este isomorfismo
.59 @ v s se transforma en 3,6 @ n @ £ = 0. Supongamos cierta el
resultado para s ~ 1 y Jo probamos para 3. Tenemos

-t L pln~att
T oV @t =,

por lo tanto Z:I.gf‘"”v.- G?Jf,(""“] =, pues V- @ LV @, V-4 ~
Vor@,, Vo=t Comg el término de grado (s,1n — 3+ 1) de (2] es

0 = Z!]")@v j(u-:) ZJ(‘ Wy @ ’(n )

Lg(ll Qv f‘"-') e per ® V@(rn-:-ﬂ Y a8 ® V@V@(r"l)

il

y con este isomorfismo la idltima suma se transforma en }:g,"’ Qe jf"”‘) =0,
cual prueba nuestra afirmacion. En consecuencia, 3, i ® vi® fi = 0 y ¢ resuita un
isomorfismo.0

Ahora vemos las relaciones entre X y L,
De la sucesion exacta

0-+I(-oA®A-—oA—MJ,

A

obtenemos la sucesidn exacta



BRUIQ@u8— BR(1R,AR,B — B®A“}®AH'—‘0

e ~

@8

BI\'H

BB —0.

Y también el diagrama conmutative

BB B® . [ B®,B—0
|
|

0—1L B Ry B B 0.

Por consiguiente, la aplicacién PK? — B R g B tiene imagen contenida en L
y determina un morfismo 2 K8 — L.

LEMA 1.20 £l morfismo PKP — L cs un isomorfisme

DEMOSTRACION. Sabemos que K es A-A bimddulo con generadores
ly, ® a; — a; ® 1 x,, asi PK? es un B-B bimédulo libre con generadores

Tary @ (ly, ® ;i — a4, @ Lx,) ® Loy
cuya imagen en B Qg B son los elementos
Lorpy ® #(ai} — 0(a) ® Logxiy-

Pero sabemos que los eiementos 8{a;) generan libremente a B sobre B', asf los
elementos tapy,) ®6(a;) - 0(a;) ® Lg(x,) generan libremente a L como B'- B bimédulo.
De aqui que PK® — L envia generadores libres en generadores libres y es un
isomorfismo.0

Veamos ahora las relaciones entre J y J'.
Tomemos la sucesién exacta

0-+J' = BQB —B -0
Al

Coma, por 1.18, Bp: y g8 son B'-médules planos, se induce la sucesién exacta:
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0-B®p.J @ B ~—B® (B ® 4 B) ® p B—B R B' Dy B0

- ~

0—t BE, B

12

B®uB—0 [

Consideremeos el diagramna

0
BKB = {
0 —eB )l B@A’B B@BIB-—-O
1
| .
|
I
|
|
|
0—J BQ,P b ——0
] 0

en el que conmutan los cuadros completos. Observemos que la aplicacion
B BQB~BE B~ 8
& A

es cero, por lo que la aplicacién 5J7 — B®, B induce un morfismo 8% — J
que hace conmutar ¢l diagrama anterior. De aquf se sigue que K% —» B@®,, Bes
mono ¥, por el Lema de la Serpiente, P — J es iso. Luego se ha mostrado el
siguiente
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LEMA 1.21 La transformacidn [9] induce un isomorfismo BJ'8 — J, 0

En lo yue sigue el siguiente resultado serd muy itil.

LEMA 1.22 Sea
0+XY—+A—=0

una succsion ezacta de A-A bimddulos, supdngase que la sucesion
O Xpr —+ Yo Ay — O

de A-A’ bimddulos se escinde. Entonces
(t)Le sucesidn inducida

0—BX2 4 BYY S BB -0
A
es ezxacta;
{8) Si J’ es itbre coma B'-B' bimddulo, ¢l nicleo de la composicién

By? L B®, B — B es isomorfoa 5X3 @ BB,

DEMOSTRACION. Obsérvese el diagrama:

AX@ K BY @ K BB

— 0

BB By B Y BR,B —0
| ! |
0 6 0
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es conmutative y exacto, se obtiene de [4] aplicando B® ,~ y — @ AP para el
primer renglén, para el segundo aplicamos B @, ~ y — @, A¥ y utilizando que
la sucesidn {4] se escinde como A-A' bimédulos, mientras que para el tercer renglén
aplicamos 8@, — y — &, B. De la sucesidn

0—'1\'—-0/4@.4—’/1—-00
o

obtenemos la primera columna al aplicar X & , — vy ~ ®,, 8, la segunda columna
se obtiene aplicando Y @ , — y ~®, B,y finalmente a tercera columna sc obtiene
aplicando B® - y — @, B: y de la demostracion del lemna 1.21.
Utilizando €l Lema de Ja Serpiente, concluimos que kera = FX# y obtenemos
la sucesién exacta
05X a7 i(J) 5 J -0
Como J' es B'-B' bimédulo libre y J ~ 878, J es B-B bimédulo libre, y la sucesion

anterior se escinde como 8- B bimédulos, y

ker(PY? -+ B B By=a"'(J) = JPPX¥ 0
A

Terminamaos este capitule introduciendo el concepto de categoria minima. Di-
remos que una categoria csquelética es trivial si es equivalente a un producto de
un nimero finito de copias de mod(k), la categoria de k-espacios vectoriales de
dimensidn finita.

DEFINICION 1.23 Decimos que una calcgoria esquelelica A cs minima st es
equivalente a un producto’

B x P{R) x...x P(IL.),
donde B es trivial y los R, son anillos de la forma &[z, f(x)™') y P(R} denota la

calegoria de R-médulos tzquierdos proyectivos finitamente generados.

Maostramos las propiedades béisicas de las categorfas minimas.

LEMA 1.24 ({} Sea C una categoria con un nimero finito de objetos,C(X,Y) =0
para X £Y, y par tode X, C{X,X) = k 0 C(X,X) = klz, f(x)7), dondc f(z)
es un polinomio no cero dependiente de X, Entonces C puede sumergirse como una
subcalegoria plena de una categoria minima A en lal forma que C = ines(A);
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{2) Los endomorfisma idempolentes en una categoria minina se escinden;

(3) Las calegorias minimas tienen la propicdad de Krull-Schmidt;

(4) Si A es una categoria minima y B una categoria con sumas direclas, entonces
cualguier funtor ines(A) — B se exticnde a un funtor A — B;

(5) Si A es una calcgoria minima y C es una subcatzgoria, entonces la subcate-
gorie plena de A euyos objetos son aquellos que ne tienen ningin sumando directo
no cero isomorfo a un sumando directo de un objelo de C c¢s minima.

DEMOSTRACION. Consideremos la categoria (C°F, Modk). En ésta tomamos
la subcategoria plena esquelética A cuyos objetos son @ g MxC(—, X), mx es
entero no negativo, y A es una categoria minima. En efecto, sean Xy,..., X € 04C
tales que C(X, Xi) = ki = 1,00, 1y Xigtyeeo, Xpan €0C tales que
C(Xigi, Xigi) = k[z, fi{z)"] = Ri,i = 1,...,m Definimos el funtor

B:A — modk x ... x modk x P{R1) x ... x P(R,).

-) Para A GObA, OM = (M(X\)y. .oy M(XD), M(Xig1)s .., M(Xipnye Notese
que si M = @mxC(-, X), entonces M(Xjyi) = mx,, B que es un ebjeto en
P(R). :

-} Para cada morfismo 5 : M —— N en A, tomamos

On:0M — 0N, 0= (yx.)izt,na!

Nétese que 1y,,, es fi;-morfismo, pues si m € M{Xiy) ¥ r € Hi, por la naturalidad
de 7 se tiene:

xp (rm) = gx,, M{r)(m) = N(r)r)xu_(m)': mMxg(m)

Ficilmente se nuestra que 6 es una equivalencia, en particular # resulta denso ya
que en Jos anillos R; médules proyectivos son libres, y se sigue la afirmacién (1),
Las afirmaciones (2), (3) y (4) son claras, Veamos (5). A4 tiene un nimero finito de
objctos inescindibles, digamos JX;,..., Xy, Sean Xiy,..., X, los inescindibles de A
que son sumando directo de algin objeto en C, entonces la subcategoria de A con
abjetos que no tienen sumando directo no cero isomorfo a un sumando directo de un
objeto de C es Add(Xr41,..+, X:), €3 decir la subcategoria plena de A con objetos
que solo tienen sumandos directos inescindibles isomorfos a Xepa,..., Xe. S1 D es

la subcategoria plena de A cuyos objetos son X,yy,..., Xy, enlonces argumentando
comoen (1}, se muestra que Add(X,4,...,.X,) es equivalentea @ m;D(—, X;)
X,€08(D}

con m; un entero no negative.O
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2 BOCSES

En este capitulo damos la definicién de bocs, estudiamos la categoria de represen-
taciones de un bocs, y finalmente consideramos el concepto de boces estratificado,

DEFINICION 2.1 Un par A = {(A,V) es un boces (o un } bocs) si A es una
calegoria (esqueléticamente pequeria) y V' es una A-codlgebra. Esto es, V es un A-A
bimddulo con una counidad ¢ : V ~— A y una comultiplicacion gV — V5, V,
que son morfismos de A-A bimddulos que satisfacen las leyes

(1opp= (@) y (@1=1=(1Q¢e,

con mayer precision tenemos los diagramas conmulativos

1®,/®*‘V®* V) o
av \Er'v
V‘L’V®4V = V®A;t H ﬁ@AV

#m\ 1®x /(@I

VRV, VR,V

OBSERVACION. La conmuiatividad de los diagramas anteriores queda des-
crita en términos de elementos en la siguiente forma: para v € Vs

pe) =3 wiBxun  plw)=Y uli O, ul  p(w) = Y Wl @z, why
i

J I
entonces
Ew.« ®x, (1 O, uj;) = (1 & p)ul(v) = (u® Dp(v) = Z(w,,@z_, i) ®x, ui 1]
(K] il
y

Z wie(w;) = {1 @ehu(v) =v = (e ® Nu(v) = Z e(wiu, (2]
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Si A es una k.categorfa, A es desde luego un A-A bimddule; y tomando
=1t A — Ayp:tAd— AR A dadopor p(f} = fH 1y = Iy @ {,
para f € A(X,Y), entonces I1 = (A, A) es un hiocs, ¢l boes principal sobre A.

Ahora definimos R{A4), la categoria de representaciones del boes LA, Los objetos
de R(A} son funtores M : A — mod(k). 5i A y A son dos objetos, un morfismo
de M a N estd dado por un A-morfismo ¢: V@ M —+ N.Sip: N — L esotro
morfismo en (A}, la composicion ¢ estd dada por la compaosicion de A-morfismaos:

VRM XY QY@M VRN L
A A A A

Mientras que el morfismo identidad fyr : V &, M -~ M estd dado por la compo-
sicion de A-morfismas:

w®M@WAgMLLM
A A

PROFOSICION 2.2 #(A) es una categoria.

DEMQSTRACION. Sea ¢: M — N un morfismo en 2{A), los siguientes diagra-
mas conmutalivos muestran que ¢lay = ¢ = Iy, respectivamente.

veM 8 N

~

3
peiw | (1) Y@agy O 4
v @e lar o
V@V@w-~@~——:V®M
v ® far

v ¢

N oo

ARVEM-HCe e

! \m
()/f'@iv@lm 6®|N’
{2)

VYRVEM VRN
® ® v ©¢ @

N

He Iy
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En el primer diagrama, el tridngulo (1) conmuta por la definicidn de boes, el

{2) 1o hace por la definicidn
somorfistios es la identidad

de [y v {3) conmuta pues Ja composicidn de los dus
en V@M En el segundo diagrama, ¢l tridngula (1)

conmuta por definicion de boes. (3) por definicidn de Jy, la coumutatividad de (4)
es evidente, y (2) lo hace pues

{Ladd)e@ v ®la)

(1ae)O[p(lr@iall=c O d=clr © Ind
(c@1x)(lvad)

il

it

Ahora vearnos la asociatividad de la composicion.

L)

V@M K
(1) I

1 ,

i‘@ M IVCEQ'I,I",&//V@[

(pv)e] (3) hred

K

4

(V®V)®M VRIVRVIE

VRN (V®t')®V®M

wwzﬁ\
v Ry \

VL V@VRN

B L

R

H®O 1y @ laf
lv®@¢

1y @

Sean g: M — N, ) N -— Lyp: L ~— K morfismos en R(A), entonces

p(d) = (p)$ pues el diagrama previo conmuta ya que asi lo hacen los cuadros
(1}, (2), (3), ¥ (4) por definicion de composicidn en R(A), el triangulo (5) conmuta
por definicion de boes, la conmutatividad de (6} es evidente, y finalmente el cuadro

(7) lo hace pues
(4@ In)(lv ® &)

il

My @lng=p@¢={lv & 1v)p®¢(ly @ lyy)

(v @1} @¢)ue(le ® 1a)].0
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Observemos que si Il es el boes principal sobre la categoria A los morfismos en
R(I1) estdn dados por morfismos ¢ : AQ M — N, pero M == AR, M, por
tanto son transformaciones naturales de M en NV y la composicion es la usual. R(A)
denata o R(M).

DEFINICION 2.3 Scan A = (A, V) y B = (B,W) dos bocses, un morfismo
de bocses ¢ : A — B es un par (0p,0,) donde 8y : A —~—+ B es un funtor y
0V — 4, Wy, es un A-A morfismo de manera tal que los siguientes diagramas
son conmulalives:

[
v PRGN 1% : 8 Wo,
hw
ey Wy W@sW
. k2
A B V@,V @, W

bo 020,

donde  es el morfisme natural que envia W& W en W@, W.
Si #: A — B es un morfismo de bocses, inducimos una aplicacién
0* s R(B) — R(A)
definida de la siguiente manera:

Para M € R(B), tenemos 9*(M) = My = 5, M € R(A)
Para ¢ : M — N un morfismo en f(8), tenemos
0°(8) : V QM S o Wo, QoM 22 0, W QM Lo,V
A A B

Enseguida mostramos que 8° s un &-funtor que llamaremos el funtor inducido
por 8.
PROPOSICION 2.4 §*: R{(B) — R(A) es un k-funtor.
DEMQSTRACION. E! siguiente diagrama conmutativo muestra que, para cada
M € R(B), 8°(Ias) = Ip(pr). Eltridngulo (1) conmuta por definicién de yeqan, (2) lo

hace por definicion de 0*, (3) por definiciéa de morfismo de bocses, la conmutatividad
de (4) y (5) cs evidente y (6) 1o hace por definicion de .
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(1 /el 61 @ lag
A M Wi M
Dt @ lar woly "B
~ T (2)
5
(4) 08y @ 4 oM AW &y M
“C G N —
L e T T
oM - BRpy M - oA

Que 0* preserva la composicidn se sigue de la conimutatividad del diagrama de
la siguiente pigina, donde ¢ : M —+ N y i : N — L son morfismos en R(B).
Ndtese que los diagramas (1), (10) y {(11) conmutan por la definicion de 6%, (2) y
(12} por definicion de composicion, (4) por definicién de bocs, y para cf resto la
conmutatividad es evidente.

Finalmente, es may claro que 6 es un k-funter.0

Sea A = (A, V) un bocs, B una categoria y § : A — B un funtor. Se construye
un par de morfismos de A-A himédulos mediante las siguientes composiciones: la
primera g

BB 1883 B 48 B® BB
a

eplly ® v ® by) = byde({v)iy,

y la segunda pg )
ByB 128 By (QVE ~ By QAR VT IE By Q pR VP PVER) BYE
A 4 A A A B :
palb@u@b) =) (h®wi® lox,) @ (lox, ®w @ bi)
i

si se tiene que plv) = 3, wi ®u, ui.



ve,M 0(p9)

L
N -~
N@ tar (0 y
W, M—Z W®pM @ /v
Hv © lar frw ® Iae @ Iﬂw @ lar
lw®¢
WRsWR ML WRWRpM —WRpN
00" (3) Tl 5 TOlw (g [T (10) oy

WRWVR M- WRWR M — W, N

8 @0 @ la I”l O lwes (1) It’i‘n ® lwenm
o (9)
VR,WER M — VR, W@y M
0, @1y
(6) /1lv@0:®1u () v ®¢
1
VR VM ,
lv©@0¢
(12)

L 0 'Jv' 14 ®A N

 PROPOSICION 2.5 £ par A% ¢ A® = (B,® V¥) es un bocs con counidad ey y
comulliplicactdn jig.

DEMOSTRACION. Tenemos que mostrar que BVH ticne estructura de coalgebra,
es decir la conmutatividad de los diagramas:

Ev.ﬁ
oByE ooye
BV”®BB 0] /B@BBVB
1® ey el
BV ®BBVE
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ayB @(Bvli ®B‘/B)

1@ up
] ’
Byd ByH @ B8 ~
na® l\

(BVH ® h‘lxﬁ)® Hvﬁ

Si by @ v ®x b; €8 VP(Z', Z) entonces, por [2] tenemos:

It

(s @ Dus(b@v@ 1) = (ea@ DY (@ wi® 105} ® (lox, © ui B b}

ng(b, @ wi @ lox,) 5 (Lox, 214, @ bi)

i

il

3 babe() @ (Loy, ® ui & b)

i

S 12 ©2 b)) ® w2 )]
i

@z [Z by @ e{w)u; D by)

lz@20:8 (3 e(w)ui) ® by
i

1

lzohQuveh = Faya(l ®v ®()|).

Esto muestra que (ep @ 1)pp = Foyn y de manera aniloga se tiene que
(1®ep}up =anyn.
Por oiro lado, queremos mostrar que

(l@ps)nala@v@b)=(pg® Dpp{bh ©v O &)
cs decir, usando la notacidn <ada en {1}, que

E(bz @ wi @ lex,) @ [(lox, @ul; ® loy, ) O (loy, D 1; O bx)] =

12

= Z[(bz Q@ wh @ loz,) @ (Lo, @ 1) @ Lax, ] ® (Lox, @ i @ bs)
ik
Para ello consideramos el diagr: ma conmutativo:
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®V®V) ~ (V®V)®VB
B(V®A)®(V®:A®V)‘L_-_'!_,"(V®/;®V)®(A®V)”
"(v®3)®(v®a®V)" "(V®B®V)® B@V}

A

H(v®s®3)®(v®B®B®V)B__~__f(v®a®3® NRBEBRV)?
A B A A il A B A A B A

BVB®(E‘/B®BVB) ot B(VB®BVB)®HVB
B B B /]

Llamando ¢ y v a los morfismos de la primera y scgunda- columna, respectivamente,
y recordando que
(1 ® mu(v) = (5@ Na(v),

se tiene que

$b: @ (1@ p)u{v) @ ) = (b2 ® (u ® Du(v) ® &),

y ademds, nuevamente de [1}], sabemos que

$lbr @ (18 pjpr{v) @ 1) = (1 ® p)pia(b © v R b))

(b @ (1@ (v} ® bi) = (s & Lun(b @ v @ 4;)0

A A% 6 AP lo llamamos el boes inducido. También tenemos otro morfismo de
A-A blmodulo.. dado por

0, :V = AyA RS2 By B

tal que para v € V(X, V), 0;{v) = loy Qv lpx

PROPOSICION 2.6 Sca. A = (A, V] tn bocs, B unu categoria y0: A~— B un
 Juator._Enlonces : : o
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(1) 0=(0,6,): A — A? es un morfismo de bocses, y
(2) 0° 1 R(A®) — R(A) cs ficl y pleno,

DEMOSTRACION. Para mostrar (1) es necesario verificar la conmutatividad de
los diagramas:

v b ByA v b ByB
\Ila
P . u Bff}i@uava
i
A ; B V@, V5—tVIQ, v
1

siv e V(X,Y) entonces

eabi(v) = ep(loy) ® v @ logxy) = Togr)Pe(v}lox) = fe(v)

(0 ®B)p(v) = (6 ® 0,)(2 w; Dy, wi) = ”(Z 0 (w3) ®x, 01{w))

W[E(]y(}') @i ® lox,y) Ox, (Logx,) ® ui @ lorx)}

Z(IH(Y) @ wi ® lagx,)) Serx,) (Logx,) & i ® lagx))

#a{loyy ® v @ lgx)) = path(v).

i

Para mostrar (2), sea ¢ : M — N un morfisino en H(AE), asi
¢:8v® ® M — N, entonces

0°(8): V Q) adt 12 PV R oM 1 BV R M 24N,
A A B

asi que 0°(¢) = #r(0) ® 1). Sea ¢ : yM — yN un morfismo en R(A), luego
v: V&, oM — yN. Definamos

B(y) - BVE @) M 2 BV (ot L PioN) 4 BRIN N
B B

A
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es decir ~ :
0(y) = onw(lp ® ¥)(luy @ au)

donde a1 B M 5 M tal que op{f @ m) = fm.
Nétese que

00 ()b ® v @ by) wom) anm(lpg @ 0°($)}{1ay R oa)l{h @ v b)) @ m]
onn(lg @ 0°(4))((b, @ v) @ bym)

onxlb @ (0°(¢)(v @ bim))]

an(l®@ (1 @v® 1) @ bim])

= bpf{igve )@ bm|=J[(levab)em|,

fl

i

micntras que

0*9(){v ® m)

1]

Y0, @ )vRm) =0(p)(1ovel)@m)
= ont(1s @ P){lov Qaa)(1 @ v @ 1) D m]

= ont{lp @Y1 @ v)®m]=on(l ® (v @ m))
= Ywom).

Eisto muestra que
g = Lbom e nyiMN) ¥ 00 = 1 o gy ay oM 6N
5 por consiguiente que €° es fiel y pleno. O

"DEFINICION 2.7 Sean A= (A,V) un bocs y A* una subcategoria con los mismoy
objetos que A. Un morfismo de A'-A’ bimddulos w : A" — 4V es un group-like,
de A relativo a A’ =i el par (1,w) : (A, A") — A es un morfismo de bacses; asi
conmulan los diagramas

A aVar A AV i

1 ¢ VR,V
s

A e A A @ A VR,V

w@w

~ Si ademds, (1,w)" 1 R(A) — R{A") refieja isomorfismos, diremos que w ed un
reflector. o
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OBSERVACION 2.8 (1) Si A ticne un group like w @ A’ —- V4, enlonces
ew = 1, asi w es monomorfismo y € resulla epimorfismo, puce si [ € A(X,Y)
enfonces [ = flx = few(lx) = e[fw(lx)].

(2} Siw: A" — 4Va es un group-like, entonces pura cada objelo X de A,
plw(ly)) = w(lx) @w(lx), yew(lx) = lx. Reciprocamente, siw: A' — 4 Vi es
un morfismo de A' = A" bimodulos y p(w(lx)) = w(ly) Guwlly) yew(ly) = lx,
entonces w es un group-like. En efecto, si [ € A'(X|Y), teaemos que

f = fix = Jewllx) = cw(f1x) = ao(J)
y vsto muestra que €w = tl 4. Pero ademds

mw(f)) t(fw(lx)) = frw(lx)
Flw(lx) ®w(lx)) = [fu(lx)] @wily)
w(f)®wlly) = r{w & w)pa(f)

]

por o gue tenemos piw = 7w D wliar.

DEFINICION 2.9 Sea A = (A, V) un docs con group-like w. La diferencial de
w ¢s el par § = (61, 62) de morfismos de A’ — A’ bimddulos

b iadp — oV oy BV — A’V® Vi,
A

donde V es el A-A subbimédulo de V determinado por el nicleo de la counidad
e:V — A, y definidos por

Bl = wllp)a-eully),  sa€AXY), g

&H(v) = s -v@uwllyx)—w(ly)®v, sive V(X,Y)
OBSERVACION 2.10 Afirmamos que §(c) € V, y que 82{uv) es un elemento en
7®,7.

En efecto, la primera afirmacién es clara. Para la segunda consideremos la suce-
~ sién exacta
00—V V-4 -0

Tenemos los morfismos wy, : A — V ywp: A —= V, tales que wy (f) = fw(lx) y
wr(f} =w(ly)/, S € A(X,¥). wy, es un morfismo de A-A" bimddulos y wg lo es de
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A'-A bimdadnlos, Claramente ambos won inversas derechos de £, v an consecuencia
la sucesién anterior sc escinde, de aquf que

VA' EV,«@A,« Yy AIV ord AlV@ ,|-‘A.
Y :uiqmeis

aV ® Var = A'V®VAI @,«V@ Aar @,AIA ®VAI @m/‘l@ﬂm.

Por Io tanto el A-A" subbimédulo de 4V @, Var generado por los elementos de la
forma v; @ vy, con vy, v, € V, ea isomorfo a 4V & Var Siv e V(X,Y), entonces

8(0) = p(w) - @w(lx) —w(ly) @v = I KO &

como

E@N&() = (8 Dulv) ~(v) Buwllx) —ew(ly) @ v

ly@v—-0Quw(lx)~1y @v=20

i

i

y analogamente (1 @ €)6:{v) = ¢, tenemos que

0 = (19)h(v) =3 noc)e VA=V,
i A

0 = (oL =) cwoneA@VaV; v
i A

0 =

(@D @)= F e(r)@r(z) e AR A= 4,
de donde | ’
2oviEl) =00 3 oellni=0, v 3 elwe(z) =0.
Acttenemos que ' |
5,@):2%@1,» = Zy,-@x,--
5 ween) @ulix) = Y wliv) ®eudes + 3 wlin)e(n) & e(zdulle)

= Z YO — i @e(zw(lx) ~ wlly Je(ni) @ 2 Follyle(y) @ eladw(lx)



=3 0@ [r— el )wlle)] ~w(lv)e(n) @ [ ~ ele )i x )]

=2[ye - w(ly)e(y)] ® [z — elew(ly) € V ® i,
A

En adclanlo omitiremos lon. subindices de & y &, y ambos morfismos serdn
denotados por 8.
En seguida veremos de que manera la diferencial § permite describir los morfismos
. en R(A) para un bocs A = (4, V) con group-like w y en ¢l que V es un A-A bimddulo
libre finitamente generado por vy,... v, v € VX, 1), Esta descripcion quedara
determinada por las siguientes dos fdrmulas.
Si M y N son dos objetos de R(A4) y ¢ : Al —~- N os un morfismos en {A),
entonces para toda @ € A(X,Y) y m € M(X) se tiene que
¢r(6(a) Qx m) = ¢ylw(ly) Oy Mia)(m)] — Nlu)dxjw(ly) @ m]. {3]
En efecto:
dy(8(a) @x m) y(lw(ty)a — aw(ly)] @x m)
= dyfw(ly)e®x m - aw{lx) Gy m]
= dylw(ly) @y M{a){(m)] - dylaw(ly) @x m]
= ¢r{w{ly)®x M(a){(m)] — N{a)px|w(lx) ®x m).
Por otro lado, si_l_J € V(X,Y), entonces v = [v — wr(e(v))] + wa(e(v)), ¥ nétese
que v ~wpr(e(v)) € V, luego
v — wp(e(v)) = Z alvaig,
i
para algunos a;; € A(X, X,) y a;, € A(Y,,Y}. Tomando m € M( \’) tencmos:
y{v @xm)= Z N{aj,)ov o By, M{uij)on)] + dvfw{ly) @r Me(e))(m)] [4]

[N}

it

En efecto:

dy(v®x m) = oy[([v —wnl=(v))] + wrle(v))) @x M)
dr{[v —wr(e(v))] ®x m) + dyvlwnle(v)) ©x m]
9”Y(Z almag; @x m) + py[w(lyv)e(v) Qx m)

i

i

i
= Z:j)y[nflv. Bx, M{ai;)(m)] + driw(ly ) @y M{g(v))m)
B
= 3 Nlag)dy v 6, M(u., m)}+ dyfw(ly) ®y M c(u))(m)]
i3
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La férmula [3] sugiere definir, para cada objeto X de A una funcién
%t M{X) — N(X)
tal que para m € M(X) se tiene:
¢x(m) = ¢x(w(ix) @x m).

Claramente ¢% resulta una k-transformacién lineal.
Consideremos la familia de transformaciones lineales

= {d% X e0bA) y ¢ ¢ Home(M(X),N(X)}.
A su vez, (4] sugicre para v € V(X,Y), también pademos definir:
¢y s M(X} — N(V),
una transformacion lineal de tal manera que para m € M(X) se tiene
@u(m) = dy(v ®x m).

Siademisve Vyuv= Zafjv;a;_,-, entonces, por [4] se sigue que:
hi

o = Z N{ai;)bo, M(aj;).
3

Consideremos la familia de transformaciones lineales

=g li= 10,y by, € Home M{XD, N(YN)

Usando la familia [6] y (7], le ecuacidn [3] se convierte en

bstay = By M(a) ~ N(a)¢}.

(51

{6l

{7l

(8]

R

{10]

Como §(a} € V(X,T), escribiendo §(a) = Zafjvgau, por [8], la ecuacién anterior:

i

$M(a) ~ N(a)ds = 3 N(al)gu M (ai),
i

se convierte en:

para toda a € A(X, V).
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Nuestro objetivo sera mostrar que las familias [6] v [9] junto con la condicidn [11]
determinan de manera inica los elementos del conjunto Hottp (A, N}, Denotamos
con S{M, N 2} conjunto de pareias (4% ¢1) tales que

' € xxeaaHom{AM{X), N(X)),

# e < Homy(M(Xi), N(¥))),
¥ que satisfacen [11].

PROPOSICION 2,11 Sea A = (A, V) un boes con group-like w relative a A, di-
) fcrenf_iul 0 ytal que V es un A-A bimddulo libre finitamnente generado porvy,. .. vy,
v € V(X:,Y;). Para dos objelos cualesquiera M y N en R(A), entonces la aplica-.
cidn
Q. l!amm,‘)(M, N) -— E(M. N),
tal que ) = {¢%¢') es una biyeccidn,

DEMOSTRACION. Debemos construir una inversa para §&:
¥ Z(M,N) — Hompga (M, N},

Para (©°,¢') € Z(M, N} descamos contruir una transformacién natural

@i VEIM - N
A

Asi para cada objeto Y en A tenemos que definir

pr V(= VIR M — N(Y).

A

Con el objeto Y fijo, definimos

g T V(X Y) x M(X) — N(Y)
tal que

vx(v,m) = N{a}puM(aij)om) + o} (M(e(v))(m))
; T
donde v - wg(e(v)) = E aj;va;;. Debemos probar que
i

{ex s V(X, V) x M(X) - N(Y)}XEOB('})

15



¢s A-balanceada, es decir que;
i) #x es bilineal para cada objeto X. En efecto, es claramente lincal en la primera
coordenada. Mientras que en la segunda, observemos que si v, u € V{(X,Y) tales
que
v — wr(e(v)) = Z aljwaij, y  u—wple(u)) = Z boihy
i il
y A € k entonces
{Av + u) — wple(Av + u)]

i

(Av 4 1) = [Awa(e(v) + wale(v))]
M - wr(e(v))] + [u = wale(v))]

Z Aaflv;ai, + Z ()2,‘),'!),[.
i il

De aqui que:

vx(Av +u,m) = 2 N{Aajp0, M (a;j + 2 N{Uyou, M{by +
%] i

+ipy [M(e(Av + u))(in)]
A7 Nalheu Mlai)(m) + Y, N(byow M (bia)(m) +

1) 0l
+o2 (1AM (e(0)) + M(e(w))}(m))]
A" N(al)pu Mai)(m) + D N (Hy)eu, M (bi)(m) +
(%] (¥}

+e P (M(e(0)) (m)] + oF [M(e(u)m)]
= Aux{v, "+ px(u,m),

"

i) §i f: X — Z en A, entonces conmauta el siguiente diagrama

v(z,Y) x MOO)— Xy vy x )

1xM(f) vx
V(Z,Y) x M(Z)—-——-—;z——-——-—— N(Y),
en efecto, primero observemos que para v € V{Z,Y) :
vf -~ wrle(vf)) = vf —wale())f = [v — wale(v))lS
' = Eaf-ju;a;jf. - e
. S
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De aqui que, para meMX):

v V(i Y) x H{v,m) svx(vf,m)
= 37 N, oo Mlay S )(m) + S5 (M (e(ef)0m))

= Z Nag dou M (ap )M (S )(m) + 63 (M{e(0) M(Sf){m))
= EIN(G:J):,@.,_ M@ NIM (D] + @ MUe() MU )
(%]

=vz(v, M(f)(m))
=pzll % M(f))(v,m).

Lﬁcgo. 1.8 asegura. la existencia py tal que

(o @xm) = 3 V(! o, M) () + 3 (M (e(0))(m)),
i
donde v € V(X,Y), me Af(X) y v—wple(v)) == Z ag .
i
Podemos definir
‘ Y(e' ') = ¢ = (or)reoma)

si logramos mostrar que @ €Homppay(M, NV}, es decir que para f ¢}
tenemos el siguicnte diagrama conmutativo:

S —+ Z en A,

V=@, M~ Ny

Vi /)@ L N

1]
V(= 2)®, M =

Antes nolemos que:

Jv —wpie(fv)) = Z fa;vaiy — be,u;b.—,e(u),

[H) . i

47



cuando §(f) = w{lz)f — fw(ly) = 2 by, En efecto:
i

To—w(lz)e(fv)
Sv—[w{1z)fle(v)
fv—[6(f) + Jw(iy))e(v)
v~ fw(ly)e(v) ~8(fle(v)
Jlv — wale(v))] - 6(f)e(v)

!
E Saj;viai; ~ thugbife(v).
i o
Ahora veamos la conmutatividad del diagrama anterior.

wz[V(~, ) @ Iul(v ®x m) = pa(fu @x m)
A

3 N ()M (e )im) = 3 N )pu M (b)) (m) +

fv—wr(e(fv))

B oo o# o

M
= Z N(f“:j)‘r"wﬁ’[(ﬂ:’f)(m) - Z N(b:r)%. M(b,,)M(s(u))(m) +
” W
SIMUIM () m)]

[

):N(fa.,)m'(a., )(m) ZN(%)% M(bi)[M (e(v))(m)) +

MM (e(v))( m)]
}: N(N)N(a};)pu, M(ai;)(m) + N([)pp [M(e(v)) (n)] por [L1]

i

i

M) | 32 Naghow Mlais)(m) + @p [ (e(w))im)]
i
N(f)py(v®x m).
S6lo resta mostrar que 2 y ¥ son inversas,
Veamos que Wi = ]HOHlnw(M Ny Seag: M — Nen Ii(A), probaremos qae
para todo objeto Y en A se tiene:

(W) (B)y = ¢v.

fl

En efecto:

(U Ny (v@x m) = [y (v @x m)
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[¥(°, &' )y (v cax m)
= Y V(@) M (ug)(m) + o[ (e{0))(m)]

"
dy{v &y m},

f

como se sigue de [4].
Tambidn se tiene que Q¥ = Izpw). Sea (¢° ') € Z(M, N), probaremos que

(9% 0% [ e ' = (% 0t) = (0%, 0'),

" es decir que para cada objeto X en A y para i = 1,...,r, se ticne
[ o' s =v% vy (9o = o

En efecto, si m € M{X), antonces

[ (", ")) (m)

[$(e® 0" )x(w(ly) Gy )
G M (e(w(1x))) )]
PRM Ly )m)) = Py (m),

Ll

pues w{lx) ~ wnle(w(l x))) = 0.
Mientras que si m € M(X;), entonces

(8, ")) = (90 )01 @ 1) = o om),
pues e{v;) =0y vy —e{v;) = v, O

Evidentemente de aqui en adelante identificaremos cada morfismo ¢ con el par-
(¢°¢).
PROPOSICION 2.12 Sca A = (A, V) un bocs con group-like w relativo a A, y.
supongamos que V' es un A-A bimddulo libre finitamenle generado por vy1,...,v,.
Para $: M —s N en R(A) se tiene:

(1) ¢° es un morfismo en R(A');

(2) S5 A tiene la propiedad de Krull-Schmid!, entonces para cada X € ObA, con
X =@, Xi, X; inescindible se cumple que

oy = 3 N(eddy, Mp),
donde e; : Xi — X ypi: X — X; son las inclusiones y proyecciones naturales
correspondientes.

(3) Si A es libremente generada sobre A' por ay,...,a, enltonces: a; satisface
1] parai=1,...,n si y sélo st todo a & A sntisface [11].
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DEMOSTRACION. Para probar (1) recuérdese que
(o) (#) M- AQMEL VR M VM LN,
A A A
asi que para X € ObA y m € M(X):

(@)l x(m} = dx{u(lx) ®x m) = ¢ (m).

(2) se muestra observando que M(X) = @, M(X;), de aqui que Ipyx) =
3= M{e)M (), por lo que:

% % Lanxy = 6% z M{e)M(p:)

2% MleM(pi) = 3 N(e)s5 M (pi).

It

Finalmente en el caso en que A ea libremeate generada scbhre A’ por gy, ..., 8y,
s¢lo s interesante mostrar que si los morfismos generadores satisfacen [11], entonees
asi lo hacen todos los morfismos en A, Eu efecto, como los morfismos en A4, son
sumas finitas de composiciones finitas de los morfismos ay, ..., @, y de morfismos en
A’, si todos éstos satisfacen [11}, es suficiente ver que: si a y b son morfismos en Ay
satisfacen [11), entonces también lo hacen a+ by ab, para concluir que todo morfismo
en A satisface {11}, Si a,5 € A(X,Y) y como §(a + b) = §(a) + 6(b) entonces, por
[1] y [10] se ticne:

= Poa)66) = Po(a) + Doty
= ¢yM(a) - N{a)é% + ¢} M(D) — N(b)¢%
= ¢PM(a+b) - Na+b)¢%.

Pstart)

Por otre lado tenemos que

8(ab) = 6(a)b-+ ab(b),

§(a) = Z agvia; y  8{b) = Zb:'juibl'ﬁ
hi Vi

"

5{abd) = Za:»jv,-n;;b + Z abi;vibij,
i J

entonces



Por {11] se tiene que

duany = 9 N(al)bo M (aih) + 3 Nab],)80 M ()

= 0 N(a)d M () M{E) + N{a) 3 N(8;)d, M (bis)
ij ]

i

Ps(a) M (b) + N{a)ds)
[83M(a) = N(a)dP)M(b) + N(a)d- (D) — N(b)#%]
9 M (ab) — N(ab)p%.0

]

OBSERVACION 2.138 ({) Sifas : M ~— M es ¢ morfismo identidad de M en
R{A) e Ine = (13, 1};) entonces

(Bx =laxy ¢ () =0

(2) Si¢ = (¢%8") 1 M — Ny = (¥ ¢!) : N — L son morfismos en
R(A), entonces
v = ()" (vé)'): M — L

es tal que
(¢;¢,X = l/’f}d",’\-

(¥), = Yudk, + V0,00 + 2 ot bu,
F

donde v; ¢ V(X;, Y) yé(w)= vl @ vij.
.~ (8) Para un morfismo ¢ : M s~ N e R(A), ¢ = (¢°,¢%), si " ¢s isomarfismo

en B(A') y 8" =0, entonces & es isomorfisma,
DEMOSTRACION.%(1)". Recordemos que
Do VR M 2 AR M = M,
asi que para X € ObA y m € M(X):
(I)x(m) = {In)x(W(lx)®m) = ew(lg)@m =13 Qm=m
y para m € M(X;):
k (Iarho (M) = (Ing)y, (i ®@m)=c(v;) @m =0Q®@ m =0,
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“(2)" Tenemos que
vo: V@M X VRV M H v Qi Ay
A A A A
asi quepara X € ObAym e M{X):

{Bd)xlm) = (Pg)x(w(ix)@m)

Ux(lv @ dx)(n @ Iar)(w(lx) @ m)
Ux(lv ® éx }{puw(lx) ® m)

¥x(ly ® éx H{w(lx) @w(lx) ® m)
Yxfw(lx) @ ¢x(w(ix) ®@m)|
Px(w(lx) ® ¢% (m) = 3 g% (m).

L A LS (I

Por otro lado, sabemos que
8(vi) = plw) — v @ eflx,) —wily ) B v,
entonces, para m € M(X;):

(¥4)u(m) (¥l (v: @m)

[#(lv ® $)(5 ® Ira)iv (vi @ m) = (Y(lv @ B)v(p(vi) @ m)
[$(ly ® )y [ @ w{lx,} + w(ly,) ® vi + &(v;)) @ m]
Uy, [ ® b, (w(lx,) ® m)] + Py [w(iv) @ ¢y (vi ®m)] +
+[u(lv & ¢y (6(vi) @ m}).

LI

" Pero

Prlvi © éx(w(in,} © m)] = dloi @ ¢, (m)] = ¢, 6%, (m),

Prfu(ly) @ dr(vi @m)] = ¥y w(ly) @ b, (m)] = P, by, (m).

Mientras que

P(lv @ ¢)v{b(vi) @ m)

]

P(ly @ ¢)Y.(Z vj; @ vi; @m)
J
E P(vj; ® ¢{w; @ m))
1 .
E #(vl; © do, {m)) = Z P! o (m).
] i

1

il
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“(3)": Como tﬂ, : M(X) ~— N(X) es un isomorfismo, podemos definir
. o = R .
p={% ") N — M

tal que ¥} = (%) y ¥, =0, parai = 1,2,...,r. ¢ es un morfismu en R{A). En
efecto, para a € A(X,Y), [11] se convierte en:

A M{a) ~ N(a)h =0
puesto que ¢, = 0, implica que dyp5) = 0. Tambidn se ticne que g,y = 0 y adnimds
0= M(a)(¢%)™" - (¢p)"V{a) = M(a)¥ ~ Y5 N{a),
es decir (4°,9') satisfacen [11]. Por otro lado
Y= In y ép = In

ya que
()% = v5 9% = (8%)7'¢% = Lany

(B, = Yo bk, + V8,00, + 3 bus b, =0
J

pues thy, =0y ¢, =0y ¢, =0. An:ilogamcnte se tiene que ¢y = In,0

Sea A = (A, V) un boes ¥ supongamos que A tiene la propiedad de Krull-
Schmidt. Pare una representacion Af de A el, vector dimensién de M, dim(M),
estd dado por un vector indexado por las clases de isomorfia de objetos insscindibles
X en A cou componentes

(dim(M))x = dim M (X),

y llamamos dimensién total de M, dimA, & la suma de las componentes de
dim(M), en el caso que sea finita. De los lemas 1.16 ¥ 1.24(3), se signe inmediata-
mente e siguiente.

LEMA 2.14 Scan A’ minima, A libremenle generada sobre A y M una represen-
tacién de A = (A,V), ¢.lonces

dim({M) = dim( ,uM) ¥ dimM =dimu M. O
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DEFINICION 2.15 Sea A una calegoria Lbremente generada sobre una subea-
tegoria minima A’ por ay,...,a, con a; € A{Xy,Y;) y M una rcpresentacicn de
A = (A,V), definimos la norma de M, || M ||, como

WM Q1= dim M(X:) dim M(Y:) + ) [dim M(X)P
i X

donde X corre sobre los objetos inescindibles de A, con A'(X, X) # k.

Por ahora queremos estudiar ciertos bocses con group-like que resulte reflecior.
En ¢! resto de este capitulo consideraremos un bocs A = (A4, V) con una coleccion

’
(‘4;w;ﬂli"'lun;vh"-yvr)

tal que

1.- A’ es minima;

2. A es libremente generada sobre A’ por los elemcntm inescindibles a;,...,an;

3 w es un group-like con respecto a A"

- ¥ cs libremente generado como A-A bimédule por elementos inescindibles

u,,...,v,.

Denotaremos por 8 la diferencial correspondiente a w.

Empecemos observando que los morfismos en R(A} para esta clase de bocses
pueden describirse con familias mas pequenas de transformaciones lineales, En efecto
de 1.17(3) y 2.12(2), se ticne la siguiente

PROPOSICION 2.16 Seen A = (A, V) un bocs que salisface las cualr. condicio-
nes enleriores, y ¢ = (¢°,¢') : M — N un morfismo en R(A), entonces ¢° puede. -
sustituirse por

8" = { 6% | ¢% € Hom(M(X),N{X)) y X €ines(d) }.0
DEFINICION 2.17 (1} Perai >

> | eseribimos A; para denotar la subcalcgoria
de A generada por A' y ay,...,ai, ¥ Ao = A’ decimos que la diferencial § es O-
triangular si pam cualquier 0 < i < n, §(a;4;) estd contenido en el A;-A; sub-
bimédulo de V generado por vy,...,v,.

(2) Decimos gue la diferencial § es 1- trmngular izquierda, si e:tzste un orden
parcial-en {vy,v,,... v} tal que §(v;) € V ¢V ®4V, en donde V Ves el A-A
subbimddulo de V ®A V generado por los elementos 1 @ v, en donde para

2“:-‘” aj, con af, ya,., € A se tiene v; < v,
ug



Tencmos el siguiente resultado

LEMA 2.18 Sea A = (A, V) un bocs con diferencial 8 0-triangrdar y I-triangular
izquierda. ¢ : M — N es un isomorfismo en R(A) si y sélo si §° es un isomorfismo

en R(A').

Para probar 2.18 necesitamos algunas cousideraciones. Estudiaremos las repre-
- sentaciones con vector dimension fjo m = {mx)x¢inesa, de un bocs A con diferencial

0-triangular,

Sea M una representacion de A4 con dimM = m, y supongamos que
M(X) = k™~ para cada objeto inescindible X de A, Para ;1 X; — ¥; tomamos
por M({a,) la representacion matricial asociada a las bases candnicas de A™* y k™%,
M denota la restriccion de M a A',

Asi las representaciones de A con vector dimensidn m, estan descritas por

R(m) = Ru(A) [0, Mo oy (4]

donde Ry (A’') denota las representaciones de A' con vector dimensién m.

Sea ¢ : M - N un morfismo en R(A) tal que ¢ es un isomorfismo, y
asi dimM =dimN = m. Para cada objeto X de A, por ¢% tomames la repre-
sentacién matricial asociada a la base candnica de k™% = M(X) = N(X), asfi
#% € GL(my, k). Para v; € V(X;,Y}), por ¢, tomaos [a representacion matricial
asociada a las bases candnicas de ™% = M(X;) y &% = N(Y)).

Denotande G{m) = xxGL(mx,k), tenemos que los morfismos ¢,.con ¢° iso,
quedan descritos como los elementos de

Hlm) = G(1m) % %oy Moy xoms, (£)
que satisfacen [11].
Definimos una correspondencia
¢ : H(m) x R(m) — R(m).
Sea ¢ € H{m) y M = (aM,{M(a;))) € R(m) y pongamos
0(d, M) = (4N (N{as)))

en donde 4N = oM y N(a.) estd definida por induccién sobre i
Para a;: X; — ¥,,, entonces

p :
8(ay) = E“-’iv‘“‘f‘ con aij a5 € A'

if



entonces tomatos

Niw) = dn M(@i)g5, = D #N(a})du M (ai;)b%;

Supongainos definida N(a,) para t < iy definimos N{ay;). Tenemos que §(aiyr) =
Eb:jv,b,,' en donde b; € A;, es decir, t); es una combinacién de composiciones en

la; que tinicamente intervienen morfismos de A' y ay, ..., 0i, asi N(/;) esta definida,
y por lo tanto podernos definir

bty = D V(b)) M (bsy)
a3
y tomamos
N(ain) = vy M) $3),, = Botain) ¥,
Denotamos 6{4$, M) =M.
Ndtese que si ¢ € H(m), entonces ¢ define un morﬁs'no en f(A) de M en

*M. Reciprocamente, si ¢ € H(m) es un morfismo de M en N, en R{A) entonces
N =M.

DEFINICION 2.19 Sea T c¢s un conjunto parcialmenic ordenado. Parat € T
dectmos gue t licne altura A si es el mdzime entero tal que sit = & > .. > ta,
entonces ), es es minimo. Decimos que [a altura de T es m si es la mdzima de las
alturas de todos los elementos de T'.

Sea ¢ : M -— N tal que ¢% = lemx para todo objeto inescindibles X de A. -
Definircmos

gt — Ml

para cierto ML"], de la siguiente manera:
Para w = 1, ponemos

M=o y  MI=nN
Para u = 2, d=finimos ¢ y M‘ como sigue: Lomnamos ¢ € H(m) definido por
bx = Lynx para tode objeto inescindible X de A, y

$u=~¢,  paracada generador w € V.



Entonces .
M=y oy ¥ =gdesar —

Si gl Af s Ml' esta definido, pouemos

A,lvﬂl N'I(MM) v ¢[u+l] = (BE]&H)

En lo que sigue suponemos que ¢l bocs A4 también tiene diferencial 1-triangular
~ izquierda.

LEMA 2.20 Sea 1 la altura del conjunlo parcialmente ordenado {vy,va,..., 0},
entonces ¢l : M ——s MY ) es tal que

¢L’:‘+” =0  pare  di=1,..,n

DEMOSTRACION. Observemos que si v; es minima, entonces c,’;!,z,} = 0. En efecto
¢ = 44, y como §(v;) = 0 pues v; es minima, v; € V(X;, V), Lenemmos, de 2.12,

¢EI = (¢?¢)Vc = ’;Sllnrr‘"/\'. + ’}Y.‘y/’v. = -"(]5‘,' + (-‘]’v. =0.

" - K} .
Observemos ahora que si v; tiene altura 2, ¢SL’ ={. Hu efecto, si §(v) = 3,7 @7/,
entonces ; estd formado por elementos v: manotes que v, s decir todas las v; son

minimas. Por lo que st
' ]
Y= E By 5
Sk
'
€on Uj < U, @y, 1}, € A, entonces

gz} .= —ZMIJ]( Ju 1“]( =0

De aqui que

(67, = (dgth),
B, 8+ S+ 5 6 41
1] .

i

= —ligllio=0

Por induccién concluimos que «b[J:'HI = 0 para lodos los elementos de altura < m,
_pero estos son todos los elementos de {v1,...,, v}, y se sigue el lema,0
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COROLARIO 2.21 Sid: M — N en R(A) ¢s tal que dx = limx pare tode -

objeto inescindible X de A, entonces ¢ es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. En 2.20 hemoys probado que para tal ¢ existe

gmttl s pr — M£m+ll con qSE,',"'Hl = 0 para todo vi,7 = 1,...,7. Asl que por 2.14(2),
¢+ og up isomorfismo. Luego existe ¢, : ML"‘“] —+ M tal que g+ =
Iy, _Pero Agi“"“‘ = «;[-"Tl¢l7"-:'1~--$51$¢, asi ¢ tiene un inverso izquierdo ¢ =
dydimi. . gHE N — M, con ¢ = Iy Como iy = Iymx para todo objeto ines-
cindible X de A, también ' tiene un inverso izquierdo )y : M — N y yp = Iy.
De aqui que

Y =i = ¢

es decir ¥ también es inverso derecho y consecuentemente ¢ es iso.0

Ahora estamos en posibilidad de dar la demostracién de 2.18.

Sea ¢ : M — N un morfisme en #(A) tal que ¢° es un isomorfisnio en R(4'),
entonces ¢x € GL(mx,k} para todo objeto .X. Definimos ¢ € H{m) tal que
dox = ¢k para X € inesA Y oy, = duni = L,... v Tomamos L = 9N, y en-
tonces godp : M — L es tal que (dod)x = doxda = limx para todo X € inesA.
Lucgo, por 2.21, ¢oé es un isomorfismo en R(A), y existe ¢ : L — M tal que
Yo = Ip. Tomando ¥y = gy se tiene que P es un inverso izquierdo para ¢.
Pero ¢, : N — M es tal que para cada objeto inescindible X de A,

Yix = Yxdox = ¥xdx' € GL(mx, k), luego ¢ tiene un inverso izquierdo ¢, $19;, =
Iy, Como antes ¢; = d1ihid = ¢, asf que ¥y también es inverso devecho, y conclui-
mos que ¢ es isomorfismo.d

De 2.18 ¢s inmediato que:

PROPOSICION 2.22 8§i A = (A, V) es un bocs con group-like w y diferencial § '
O-triangular y i-triangular izquicrda, enlonces w ¢s reflecctor.0

Terminamos este capitulo con una definicién.
DEFINICION 2.23 Sea A =(A,V) un bocs. Decimos que una celeccidn
L= {Awayy... 05 V1y...,0)
e3 una estratifieacién para A, y que A es estratificado  sir

(L1) A" es una categoria minima; o _
(L8} A 'es libremente generado sobre A’ por los elcmentos incscindibles ary. . yag;
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(L3) w es un reflector para A con relative a A';

(L4) V es A-A bimddulo libremente generado por elementos inescindibles
Uy U Y

(L5) 30 8 es la diferencial definida por w, entoices § ¢s (-trianguiar.
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3 OPERACIONES SOBRE BOCSES

En este capitulo intreducimos las operaciones que permitirin el paso inductivoen la
prueba del teorema para bocses mansos y salvajes (ver cap. 4). Todas las operaciones
son obtenidas usando bocses inducidos y pushouts. Consideraremos un bocs 4 =
(A, V) sstratificado y estudiaremos algunos funtores # : A —+ B tales que A’ resulta
también estratificado, y describimos la estratificacién de A® en términos de la de A.
En algunos casos 6* : R(.A?) ~ R(A) serd una equivalencia.

La primera de nuestras operaciones, llamada regularizacién, es una de las
originales de Roiter [R], pero el enunciado en términos de boeses inducidos estd en
(D].

PROPOSICION 3.1 Sea A= (A, V) un bous con cstratificacidn
(AW 8y, ey @3 Vry ey U

y supdngase que §(a1) = vy. Sea B la subcalegoria de A generada por A' yaz,...,a,;
ysead: A — B el funtor que aclia como la identidad sobre A',ay,...,a,, y que
envia a; & cero. Entonces:

(1) El bocs inducido AP tiene una estratificacicn

(A’: Oiw;dg, ... an: 0!(”2); v aol(vm));

(2) 0 es una equival ncia;
(3) Si N es una representacion en R(AP), || N [|S]| 0°(N) ||. Si a1 € A(X,Y)
¥ O (NYX) y 0" (N)Y) son ambos no cero, entonces la desigualdad es estricta.

DEMOSTRACION. Supdngase que a; € A{X,Y). Por 1.16(2), B es libremente
generada sobre A’ por ag,...,a,. Sea j: A’ «— B la inclusién, como (3,0w) =
(8,01)(z,w) es un morfismo de bocses, entonces yw : A’ — BVF ¢g un group-like.
Ademis, (3, 0iw)* = (1,w)’(0,61)" : R(A%) — R(A’) refleja isos, pues asi lo hace
(3,w)" y, por 2.6(b), también lo hace (8,0,)*, por ser fiel y pleno. Asi 0,w es reflector.

Sean U el subbimédulo de V generado por vy, y W el subbimédulo generado por
Vzy-eryUm. Sea p: V — V/U la proyeccidn. Abhora pwy, : Ay — (V/U) 4 es un
morfismo de A — A’ bimddulos. Sea C la subcategaria de A generada por A y ay,
como &(a;) = vy, entonces ’

. pwp(a1) = playw(lx)) = plw(ly)ay —vi) = p(ly )ar = pwr(ly)a,
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lo que inuestra que pwy también es un morfismoa de A-C bimddulos. Luego, tenemos
una sucesion exacta de A-A4 bimddulos

00— W — VU -2 4 — 0

donde £ es el morfismo tal que ép = €. Esta sucesion se divide como A-C bimddulos,
pues £pwy, = £wy, = 14. Por 1,18, tenemos un diagrama de pushout

y por 1.22(2), el nicleo det'morfismo #(V/U)? — B® , B — B es isomorfo a
BWwo @ B8, dunde J' = ker(A' @ A’ —+ A’). Pero J' = 0, ya que C — A’ es
un epimorfismo, y asi si f®@ g fy =0, entonces f@ g =1@® fg = 0. Ademds
BB =0, ya que

ly v ®ly ly®68(a))®1x
Iy @ [w(ly)m — aw(lx) ® Ly
ly@uw(ly)ay @ lx - 1y @aw(ly) @1y

ly @uw(ly)®@ 0 ai)ly — lyfa}) ®u(ly) @ 1x. =0,

[ T I}

pues 8{a;}) = 0.
Del siguiente diagrama conmutativo

Byn B _p
197®!

Bvjuy?

tenemos

kereg

(162 1) ker(3(V/U)® — B)]

R

BH/B®EJ/E +BUB = Buﬂ?.
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Luego ker ep es libremente generado por 0y(v2),. .., 01 {vm). Puesto que la triangu-
laridad, L(5), es clara, hemos demostrado {1).

Sabemos que 8% es fiel y pleno, y para probar que es denso es suficiente demostrar
que toda representacion M en R(A) es isomorfa a una representacién N con N(a} =
0, Construimos N y un isomorfismo M — N inductivamente. Para 0 < ¢ € n sean
A; la subcategoria de A generada por A' y ay,...,a;, y Wi el Aj — A subbimédulo
de V gencrado libremente por vy,...,v,. Para definir N primero tomamos
aN = 4M, asi que M y N tienen los mismos elementos, y usaremos 1.i4 para
definir N sobre ar,...,a.. Una vez que N ha sido determinado sobre ay,...,a;.
definimos un morfismo de A;-modulos a; : Wi @, M — N por

=M(ai)(2),
0, para 2<j<m,

a(vy @ )
a{v;®z)

i

y para todo z en M, y lo extendemos:

aw(v@x 2) = aw () givif; @x 2) = Y Nlg;)ouw, (v; ®x, fiz),
1 3

cong; € Ay f; €Ay v=3 gjv;fj, o es un A; morfismo, puessih: Y — Zen
Ai, entonces conmuta

Qiy

(W: ®, MI(Y) N(Y)
[W; @, MI(4) le)

Wi @4 M)(2) —5—— N(2)-

ya que:

N(h)aiy (v Qx 2)

i

N(h) Z Ng;)uy, (v; Bz, f52)
= 5: N(hgi)"!'r,(vi ax; fix)
7
= a;(Y hgv; Ox, fiw)
3

= @i, W @ MIRID S gsvifs ©x 2).
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Ahora extendemos nuestra definicién de N al tomar
N{ain)(x) = aiy, (8(ais) @ )+ Mai Nz)
para todo x en N,
Repitiendo en esta forma, obtenemos un A-médulo N y un morfisino

a: V@M — N N estal que N{ay) = U, pues

N(ag}(r) = aob(a} )+ M{a))(z)
ag(vy & z:) + M{ay)(z)
~M{ar)(x) + M{asjlz) = 0.
Us.’mdo el isomotfismo 4V = 4V B 44, dn.do por wp, definimos
ﬂ A:V®AI > A'A’ por

Bl(v +wn(a)) @ 2] = a(v & <) - M(a)(z),
patav € V,a € Ayz € M. Para ver que 4 s realmente un motfismo de A-médulos
basta mostrar la conmutatividad del diagrama:

4§

i

Bx N(X)

[wlg) M](X)
V@ MI(J) NS

V& M|Y) e N(Y)

tinicamente en los morfismos o; : X; — Y}, i = 1,.,.,n, Primero observemos que
. awp(e) = —6(ai)a + walaa),

pata !.udu morflsmo a : X —+ X;, asf que

N(ﬂ-)ﬂa (v®wp(a)) @] =

= N(a)[ax,(v@ ) — M(a)(z)]

N{aax,(v®z) — N(a;)M(a)(x)
N{a)ax, (v © z) — av,[6(a;) @ M(a)(z)] — M(a;)M(a)(z)
ay,(a;v ® ) — ay, (8(ai)a @ =) — M(a,a){z)
ay;[(aiv — 8(n;)e) ® 2] — M(aa)(x)
Brl(ew ~ b(a;)a + wr(a;n)) @ ]
By [{aiv + awn(a)) @ 1]
= By (V @) M)(ail(v+ wn(a)) & a].

]

]

fl

i

I
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Ademds 3 es un isomorfismo en B(A), pues (1,w)*(3) es e isomorfismo ~1,a
en RA(A'). Asi hemos probado (2). :
Veamos (3). Sea N una representacidn en (A7), entonces

S dimN(X)dimN (V) + Y [dimN(X)P?
=2 A’f&?{l)ﬁk

idiﬁw(x,-)dim/v(y.-) + 3 [dimN(X)?
=l

3 dim(NOX)imN (0} + 3 [ dimN(@X)P = 0°N ||

i=l

Claramente, si 8*(N)(X)) = N(X,) y 6°(N)(V1) = N(¥}) son ambos no cero, la
desigualdad es estricta.0

TN

IA

H

“En lo que resta del capftulo estudiaremos boeses inducidos por un funtor 8 :
A —+ B que es el pushout de un funtor & : A’ — B', con B' minima. En nuestras
consideraciones aunque A estard libremente generada sobre 4’, no necesarinmente
A’ es minima, por esto consideraremos la siguiente

DEFINICION 3.2 Sea A = (A, V) un bocs. Decimos que una coleccidn
L= (Al'vw'valvHuan;vh---'”m)

s una pre-estratificucion si se sat'sfacen las condiciones de 2.23, czcepto posi-
blemente (L1).

Ahora bien, la verificacién de que los bocses inducidos son etratificados resul-
tard la parte mas complicada en todas las demostraciones, y para simplificar esta
verificacién consideraremos en cada caso un bocs inducido por un funtor que sea
pushout de alguno de les llamados funtores adinisibles, concepto que introducimos
enseguida. '

DEFINICION 3.3 Diremos que un funtor ' : A' — B’ es admisible si:

(A1) A' es esquelética, pequeria, tiene sumas dircctas y tiene la propiedad de
Krull-Schmidt, y B’ es minima;

(A2) &' es cofinal: esto es, cualyuier objeto inescindible en B’ es isamorfo e un
sumando directo de 0'(X), para X en A';

(A8) El niiclea J' del morfismo B' @ ,, B' — B es un B'-B' bimddulo libre; y
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Hay un conjunto ordenado finito A, tal que para cada A € A «risten objetos ines-
cindibles X5 en A" p ¥y en B, ymerfismes ex € BV, 0/(X2)) v [y & BU{(#{X\). V)
con las propiedadcs:

(A4) Para toda A, frey = 1y,; si Xo = X, para b # 1, entonces fien =0;

(A5) Pare todo objeto inescindible X en A':

loyxy = Z € fa,
AEA(X)
donde A(X) = {A€ A | Xy = X} y 0(X) #0;
(A6) Para tods be B'{Y\,Y,), bfy@ex = [, & eub;
(A7) Para A < pt com X, = X, fa@ey=0.

OBSERVACION 3.4 (1) Las condiciones {A{) y (A5) ascguran que los elementos
ey ¥ fy son monamorfismos y epimorfismos que se escinden y descomponen a ¢'{X),
para cada X inescindible en A', en suma de incscindilbles. En realidad tenemos un

isomorfismo
V(X = P v,
AeA(X)
dado por el morfismo {/\)agax). De hecho, sicmpre verificamos que un funtor es
admisible dando la descomposicidn de los 8'(X).

(2). Ademds todo objetn inescindible cn A’ aparece como algin Xy, y puesta
que A' y B’ son Krull-Schmid! todo objeto inescindible B' aparece como algin Yy, y
(A2} es verdadero para cualquier objelo de B'.

(3). Puesto que B’ ¢s minima, ln propiedad (A6) es equivalente al par

{A6,1) /L ® ey depende de A dnicamente via Ya;
{A6,2) Si b € B'(Yx,Ya) enlonces by @ ea = fa®erb.

En efecto, si Yy =Y, =Y, entonces por (A6) tencmos
h@ea=lyfidea=iQely=fu®e,,

y lu segunda cfirmacidn es (A6) tomando p = A\, Por otro lado, comoe B! es minima,
siVA#Y,, entoncesVa £ Y, y B(Y5,V,) =0. Sea 0 5 b € B(YA,Y,), asi Vs =,
v i®er=J. Qe porlo gue

bawer=b10e\) =b(f,®e)=bl,De,= fiQeub.
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PROPOSICION 3.5 Sca A = (A, V) un bocs con pre-estratificacion
= (Al;w;ah-'-’an;”h-"yvm)

ysea t': A — B un funtor admislib.-'e. Sea

A A
. [

B B
J
el correspondiente pushout, entonces:

(1) lay un morfismo de B'-coalgebras
BB
Al

tal que para todo A, o(ly,) = L ® ey,

(2) J* el niicleo del morfisme B' @ ,, B’ — B’ es un B'- B’ bmwaula libremente
generado por cierfos elementos x4,...,2,;

(3) El bocs inducido AP tiene evtrullﬁl‘aciou

(B 705 aiux; vjun, (7))

donde 1 es ¢l morfismo de B' — B' bimdédules

BRBRQARQE @ VRB— BRVRE="VE
A A A At 4 A

b
Los @,y cstdn definidos para ag € A(Nx, X ) por

ai = fub(ai)en € B(Ya V)
y ordenados por:

Gia < apgy s i<t o (i=i

y A<XN) o (i=i A=)y u>u)
Los vj,y estdn definidos para v; € V(X), X,,) por
Uid = fubi(vi)er = f, @ v, O en.
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Ademds si 8 es la diferencial asociada al group-like wg = ra eatonces:

Hlag) = fu@ble)@ent Y anar(f o) D (30
achiny) AeA(Xa)
y
o) = Falh®8@)Balt Y Ui By, (fo Ow(lx,)wes)
a€A(X»]
+ Z (fu @w(lv.) ® ep) By, via\.
BEALK.)
donde

m Bv®vﬂ BV®A®VB 1®9@‘Bv®a®vu Bvﬂ®ﬂvﬂ

DEMOSTRACION. Sea C = ines{3'), observemos que ', B' ~ B', pues para
X,Y € Ob(B'), con X = @le X, descomposicion en inescindibles, X; € OO,
entonces

B B(X,Y)
C

B(~,Y) ® B(X,~) = B'(~,Y) @ 5'(@ Xiy-)
({BB(— Y ®B x,,_),_@g(_ Y)@C(.\.,
@B(.\’.,Y) BX,Y).

il

R

Ya que todo ohjeto en C' ¢s un Yy, podemnos definir

G':C -—DcBl® Bé,

A

tal que si ¢ € C(Y), ¥3) entonces o'(c) = fi®esc = cfi @ ey, (nétese quesi Yy # Y,
C(Ya, Y,) =0, pues B’ minima). o' resulta un morfismo de C-C bimédulos:

a'(heg) = heg /s @ ex = MegfL @ e2) = (/1 @ eacg) = M1 @ exc)g = ho'(c)y.

*- También tenemos morfismos de B°-8* bimédulos:



B@cCON ——orgT " H @ '@ '@ b

y extendemos el morfismo o’ para obtener
c=v(l®c' @lu: B — B Q5.
e

Para ver que o e3 un moifismo de codlgebras necesitamos verificar {a conmutatividad
de los diagramas

g —Ir®, B g il B'®.. B
P & Ho mo
o — B B ®p B e ' @ ' Q. B Qe B

-donde €5 ¥ gy son la counidad y la comultiplicaciéu del bocs principal (8, 8),
mientras que &1 y gy son la counidad y comultiplicacion definidas pur g ®x f ¥ gf
Y9®x [ g®x lox @ox lox ® f, para cada objeto X en A"

Por 3.4(2), B’ estd generado como B-B’ bimédulo por los clementos ly,: si
FeBVY)yY =@V, conty: ¥y — Yyp, : ¥V — ¥, las inclusiones y
proyeccienes naturales, entonces ly = 3, 1apy, asi

=1y =Y (fudly (o).
Consecuenternente bastard verificar fas conmutatividades en los elementos 1y,:

610’“);) Elv(l Qd'® J)u(lyx) = E)U(ly_‘ ®U’(1),A) ® lV,\)

av(ly, ® 1 @es@1yv,) =al(fy ®er) = fiea = Iy,

i

68



Y, por A(7),
]} - -
whiRe)= G lpxy Olox Ger
NHho Z e.f.@lax Qe = Z NGe, @ f.e
vEA(X) rEALX)
HOan@a={(eRe)(iy, @ ln) = (e®a)pliv,).

nullo(l vil

H]

it

Esto completa lz demostracion de {1).

Para mostrar (2), observemos que B &) ,, B estit generado como B-B' bimédulo
por los elementos Igxy ® lg(xy con X objeto inescindilile de A" y 0°(X) # 0,
en efecto, si ¥ es objeto en A, ¥V = @ X, entonees 0V = P OX,, con I y
8'p, las inclusiones y proyecciones en ', respectivamente, cuando 13 y py son las
inclusiones y proyecciones entre V' y Xy en A, asique ¥ @y b = ¥ Z: O f'pyr b=
S8y ®x, #'prb. Consecuentemente B’ ,, I3 estd generado por les elementos
T ® e, pues

oy @ lox = Z enfu® E afy= Z e[ @ ea)fa.

KEA(X) AgA(X) HAEALX)

Afrora bien, si z € J', entoncey

=2 alf®alh =) ali®eah+ 3 cllse)b,

i A A

asi 0 = 37, caba. Supongamos que, para cada N, by: YV — Yy, yque P, ¥, = Y,
tomando 1, y p, las inclusiones y proyerciones correspondientes, 1y = 375, 4 pu, asf
que: -

It

a(fr ®@ea)hy eA(f1 @ enin }: tpy = Z a(fa @ eabats)p
"

u

2 calbatafe ® e)py = aady z tufu & eupy,
v

v

de aqui que
Sathoalt =Y ab(d uhoen) = (3 ab )Y ®ep) =0,
A A v & v

y ademds

= ZC#(IH ® er)ba,
Au
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por lo tanto .J' estd generado par los elementos f, @ ex, ¢ # A, de los que tenemos
un conjunto finito, y como J! es kibre, J* estd libremente generado por un nimero
finita do elementos #;,.... 2,

Para probar (3), ohservemos que ro es un group-like, pues (3, 7){lg, @) = (1, 70)
s un morfismo de bocses: como ya lo sabemos para (I, 0), ahora lo demostramos
pata (3,7): {5, B' @ B"Y — (B,9VE), En cfecto:

ear{gDx f) = ep(g@uw(lx)® [f) = yosw(lx)f
90(x)f =9f = 9]} = 21(g Bx f),

mientras que

pot(g®x f) #alg @y wllx) @x f)
(9Ox w(lx) @x lox) Barx (lyx ©x w(lx)©@x f)

(r® 7)l{9 ®x lox) Box (tox @x )] = #(r @ Thlg @x f),

It

]

y esto muestra la conmutatividad de los diagramas:

. B,®A' B’_T_...Hvﬁ B — By#
| o
¢ Ev8® ByB
1 L) H a
T
BB B®uB @y B Qu BV @y, Y

“Ahora veamos, usando 1.14, que los clementos a;n = [.0(4;)ey para ¢; €
A(Xx, Xy, son generadores libres de B sobre I,
Sea ¢: B' — C un funtoi y ciua € C(é1, 4Y,). Consideremos

S = S blen)cind(fa) : 40/ Xs = §¥s = o, — 9U'X,,
A
donde Ay = {(a,8) | Xa = Xu ¥y Xg = X..}, asi que o,y € C(¢0'X,,$0°X,,).
Por 1.18, B es generada libremente sobre B* por 6{ay), ..., 0{a.), existe entonces un
tnico funtor ¢ : B - C tal que $0(a;) = c,, ¥ que extiende a ¢. Este funtor es
tal que
Hain) = dfublai)er) = 3~ dfudencind fader = ciun.

A
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Ahora vemos que BV 8 ¢ nicleo de g5, tiene los generadores libres snunciados.
Consideremos la suresidn:

Ot V ooy Vo 4w ),

la cual se divide como una sucesidn de A -~ A’ bimddulos, asi que, por 1.22, el niicleo
deep : BVE — B B —= B, es isomorio a Hp PHIY. J esti libremente
generado par 2y, ..., 2, asi TJ'P esta libremente generada por 7(zy), ..., (£, ). Por
otro lado, como V es libremente generado por vy, ..., v, entonces se tiene

VeI acx., "@’““""*” si vy € VIXy, X0) Asique

AR u@ | Gl ®A(-,.\q) ®u

'x Un@x ,‘,—)®A(~ \\)®U
e~ IIB(()\’,,,—)@U(— 0X,)
= HIJ(@Y;,—)@U(M P

[

ITH“ ,,,-)®n - ¥a),

vy ayl

y esie isomorfisima es tal que

Ujux b (Z Juea) (Z faer) =1y, @ 1y,
] a .

Por lo tanto, ¢l micleo de ByB . B esta libremente generado por la familia
(Uin, T(x1), ooy )
Para probar (1.5}, la triangularidad del sistema, determinamos & (ai.), donde §
es la diferencial asociado al group-like ro.
Slaga) = F(fub{aiey) = ra(ly) fublades ~ fub{wfearo(ly,)
= 1{fu ®eJf0uden ~ f0(a)eari i & e
= Y rhaaflade— Y Tl @ ca)fablui)es
AEALX,)

~[u0(a)exr([y ® ea).

7l
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Pero

Yol ® g fub(a)es

[

3 Lowl(lx,)®eafalla;)ey
a
= fiQuw(ly)® Zfﬂfﬂo(“i)m
i

= fu@uw(lx,)@tu)ex=f, Qw(lx,)a;®ey

= [i®8o) @+ fu@aiw(ly,)Be

= fu®8a) @+ fublar) Y cufaBu(lx,)@es

agh{Na)

= [i@da)@at D filla)eafa ®uwily,) @ e
a€A{X2)

= [u@8a)@et D LOlu)ear(fa®en)-
a€A{X))

Por lo tanto

Hlain) = fu@8a}®er+ 3 fubladeat(fo ® ea) = ) 7(fu ® ca)fab(ad)er

af) Bip

= fu®8a) @+ Y fubla)eat(fo @ e) = 3 (£ @ ep) fp0(ai)er
a<A fisp

s L®fslRat Y. awt(fa®@a)= Y 7(fi @ e
aﬁi\i:\'u UE?(':Y,.J

““Usando €l orden sobre A se sigue la triangularidad.

Para terminar lo referente a la estratificacion debemos ver que 7o es un reflector,
Sabemos que (3,70} = (3, 7)(1p1.a), asi {3, 70)" = (1p:,0)*(j,7)", y bastard probar
que cada uno de estos dos ltimos funtores relleja isomorfismos.

Para el caso de (j,7)°, consideremos los morfisimos inducidos

0= (0,0) (A, A)— (BB QY B), vy 0=(0,0):(A,V)— (4,7VF),
e

(E'A'E‘ ~ B'®, B’), son tales que
(8,6:)(,w) = (5, TN, 07),

ésto es claro en la primera coordenada, y para mostrarlo en la segunda es suficiente
verlo en los clementos 1x:

fiw(lx)

i

O(lx)Buwl(lx)@o(lx)
r(0'(1x) @ 0{1x}) = r8)(1x).
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Se sigue que
(Lw)(8,01)* = (¢,6))°(a, 1),
como {t,wj’ reileja isos y (#,01)" es fiel y pleuo, enlonces (g, 7)° refleja isos.
Para el caso de (Ip, o) R(B, B' @, B') ~ R(D'), tomenios f: M — N
un morfismo en R(B', B’@(,, B') tal que (l[;n,a)‘(f) es isomorfismo. Asi f es un
morfismo de B-madulos:

I (B’®E)® M N

Para A y pt con Xy = X, denotamos por [, al morfismo de 3(Y2) en N(V,) dado’
por
fuxtm) = f{fu G er@m).

Comeo (la, o) f es un isomorfismo en R(B') y estd dada por la composicion
o M=B@MuBERaQM LN
B A 21
entonces
gy, t M(3W2) — N(Y})

es tal que
gn(m} = f(A @ ey ® ) = Laa(m),

y far es un isomorfismo.
Por otro lado, consideremos el funtor inducido

0" R(B, B () B) — H(AY,
<
entonces #*(f) esta dado por la composicidn
MM ARQM R (R )R N
A? Al B

Si X es un objeto inescindible de A/, AM(0(X)) ~ [IAM(Yr), con proyecciones
M(fy) + M(#(X)) — M(Y)), e inyecciones M(C\) M(Yy) — M(0(X)), de
manera andloga N(0(X)) >~ ][] N(Y)), con proyecciones N(f1) e inyecciones Nea).
Con respecto a estas descomposiciones, h tiene una forma matricial (k,)), donde

hav = N(f)hM (ea) : M(Y) — N(S W)
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perh
N{L)AM(ex)(m) = fuh(eam)
LS (arx) ® Larxy € eam) = f(f, @ ex ®@m),
y como f, @ e, = 0 8i g > ), entonces © tienc torma triangular con elementos
diagonales hyy = fix que son isomorfismos, asi b = 6*(f) es isomorfismo, pueste
que 8’ es fiel y pleno, se tiene que [ es iso.

Finalmente mostramos que la validez de la descripcién de & para los elementos
de FVB, Sabemos que

&opn) = ps(vun) = v By, wa(ly,) —w(ly,) Oy, v
iB(vya) = vy By, T(f1 ® e2) — 7{f,, @ £,) By, Wi
se(vn) ~ (L@ uR &) &y, (/i ®w(lx,) ®ea)
= (fu®uw(lx,) Qe Oy, (fu@UBed)

pa(vm) = 3 (L@n @ ed) @y, (fa ®u(ix,) @es)
a€A(Xa)

- Y Uwouw(ly)®c) ey, (faoudel)
BENK)

+ 3 (uBuBe) B (fa®uwily,)@en)

a€eA{Xy)
afA

i

k,a{m)

il

it

It

]

+ Y, Uu®wlix,)&es) Gy, (o Bui@ed).
BEMRu) .
L Bfu
. Nétese que:
alfu®5(u) B ey)
= Fiplfu® (v ~ v @w(lx,) ~o(lx,) @ vl @ es)
Fs(fu® p(v) ®er)) —Hp(fu @u@w(ix,) ®es) — Fs(fu ®w(lx,) @ udey)
= pa(fu® @) —Falfu @@ w(lx,) @ ea) ~ Ap(fu @w(lx,) @ w @ es).
Pero

p(fu®uBuw(ix,)®e)
= (fu @ uB lopx,)) ®axy) (logx,) @ w(ly,) ®ea)
= {fu ®u®lgx,)) Bopxy Z enfu ®@(lx,) @ e}
a€A{Xy4)

= E (fu@u&en) By, (fo duw(lx)@e).
agA(X2)

=1

iy
i



Ademas:
Fallu®uw(lx,)@ude)
= {(Ju ®@w(ix,) ® lax,)) Oax,) (lox,) @ v ®ea)
= (fu@uw(ly)® loxy) Gsxa (Y ealn®u@ey)

p )
) AEAN,)
= Z (fu®w(lx,) Qep) Gy, (f2 Qv D en).
feAlX,)
Es decir:
(/@8 ®e) = pa(un) - ) (o Buwe)dy, (o @wlly,)0e)
wEA(XL)
- >: (fuwwlx,) @) S, (fa & u @ ed).
PENX,)

Y consecuentemente se tizne:
5’("‘”»\) = ﬁB(Iu ® 6(1'1) ® el) + Z (fu [SRTR ‘fa) Sy, (rur 5] W{lz\'x )‘*’5,\)
aEl;\i(;\'A)
+ Z (L,ewlx)Be) 6y, (JrOude) o

LLO)
Bea{X,)

“"Ahora cotnenzimos a usar la proposicién 3.5 para construir *reducciones™ para
un bocs es‘ratificade, iniciando con la exclusidn de ciertos objetos inescindibles de
la categoria A, .

PROPOSICION 3.8 Sean A = (4, V) un bocs con estralificacidn
(Awian,ee, Gni . 1),

y C une subcategoria de A, 5i B es la subcategoria plena de A" cuyos objelos ne
tienen sumandos directos no nulos isomorfos a sumaendos directos de un objeto en
C'. Entonces

(1) Eziste un funtor 0’ : A' — B' que achiv como la identidad sobre B' y envia
los otros objetas inescindibles de A’ en cero;

(2) Si8: A — B es el pushout de ¢, entonces of bocs inducido AP tiene una
esiratificacion

(30w {0(ai} | 1 € Lo}i {0h{v;) 17 € h}),
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donde Iy ¢ 1y son los subconjuntos de | < i < u (respeclivamente 1 < j < m) tales
que si ¢; € A(X,Y) (respectivamente v; € V(X,Y)), entonces X y Y son objetes
en B';

(8) 0° es una equivalencia que preserva normas entre R(AB) y la subcategoria
plena de R(A) que consisle de las representaciones que son cero sobre C;

(1) Si N es una representacicn en R(AF) con la propiedad de que (8"N)(X) # 0
para lodos los objetos X en A pero no en C, entonces N es sincera, es decir, si
N(Y) =0 enlonces ¥ = 0.

DEMQSTRACION. Por 1.24(5), B’ es minima. Tode objeto Z en A’ tiene una
descomposicién de la forma X @ Y con X € ObB' y Y € ObC, que es iinica hasta
isomorfismo por 1.24(3), y de aqui dnica pues A’ es esquelélica. El funtor & es
justamente la proyeccidn que lleva 2 en X.

Para probar (2), pur 3.5 inicamente necesitamos probar que &' es admisible, y que
-los group-like A0 y 7o coinciden. Claramente se ticnen (Al) y (A2). Veamos que
{A3) se cumple. §' es un epimorfismo, pues la inclusion de B’ en A’ es inversa derecha
de &, Asi que B'@, B' — B'esiso: si f € B'(Y\Y'), entonces &(¥') = ¥/
y la inversa estd dada por f — 1y ® f. En cfecto, sig@ f € BP®, B con
g:0(X) — Y’ [:Y — (X)), tenemos

GO gl =1y ®gf =98 f;

y si f € B'(Y,Y"), tenemos
flv@f-f.

Asi J' = 0. Tomamos A como el conjunto formado por los objelos inescindibles de

- B, ex= fy = 1y, y obviamente se siguen {A4)-(AT).
Veamos que 6w = ro. Tomemes f C B'(X,Y), X = P X, con proyecciones
pi: X — X, e nclusiones j; : Xy, — X, entonces

To(f} = ro(} Lam) =73 Sno(Lsm) = 73 f3if © eami)
Zf).- Qwilx, )Op= z ly @w(frm) @ Iy

r@uw(f)®lx = Unw(f)-'

6" ¢s fiel y pleno, por 2.6(b), asi sélo falta ver que es denso. Sea M € R(AF),
entonces 8" € R(A). Como # extiende a €', es cla o que 0*M = M0 se anula
en C. Sea N € R(A) tal que N se anula en C, definimos M : B — modk, por
M(X) = N(X)si X € ObB, entonces *M = N, puessi X € ObB', °M(X) =

TMO(X) = M(X) = N(X), ysiY € ObC, entonces "M (Y} = MO(Y) = M(0) =

fl
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0=NY) Deaquisi Z € ObAcon Z = X@PV ceon Z € ObB' y Y € OC,
entonces O*M(Z2) = 0°M(X)P o MY)=NX)PNY)=NXPY).

6* preserva normas, pues si M € R(AP) y X € Olb(inesA), entonces X €
Ob(inesB') a X es sumando directo de Y € Qb y se ticne

oMY = Zdim()'}W(X,-)(limﬂ‘M()",)+ Z [dimd* M (X)]
A

1l

SodimM(X)dimM(Y) + 3 [dimM (X =|| M ),
i€lo X€ines i
BY{X,X)#k
pues para i € fo, 0°M(X;) = M(X;} y para i & [y, 0°M(X,) =0 ya que X; & ObD.
Finalmente N es sincera, pues si N(Y) = 0 con Y € Obl', entonces (§°N)(V) =
0,asi Y € Ob(AddC), y por lotanto ¥ =9, O

La siguiente proposicidn se refiere a lazos con diferencial cero. s una mezcla
de las proposiciones 3 y 4 de [ D ], que al combinarlas se evita introducir los “1
nilpotentes” de Drozd.

AZOS

PROPOSICION 3.7 Sea A = (A, V) un bocs con estratificacidn
L= (Awian.oni ..y tn).

Sea X un objeto inescindible en A y supdngase que A'(XN, X) = Kz, f(z)~]. Sean
g un pelinomio ne nulo y r un enlere positivo. Enlonces cxiste una calegorin B y
un funtor 8: A ~— B lal que

(1) El bocs inducido A" ¢s estratificado;

(2) toda representacion en H(A) con norma ne meyor que r es isomorfu o §*(N),
para giguna N en R(AP); 7

{3} Si N es una representacidn en R(AP), entonces || N J<|| #7(NY H. Si
0*(N)(g{z)) no es invertible, entonces la desigualdad ¢s estricla,

DEMOSTRACION. Reemplazando y por el producto de sus factores lineales que
no son divisores de f, podemos suponer que ¢ es de la forma

g(z) = (e = M)z = Aa) ... (& = M)y

donde los escalares A; no soi: raices de [ y son distintos. Sea D la categoria minima
con objetos inescindibles {Z;; [ 1 € i <} < j <t} eY, cuyos anillos de
endomorfismos son

DY) =kly S o™y D(Z i) =k

77



Sea C la subcategoria plena de A’ cuyos objetos no tienen ningin sumando difecto
isomorfo a X, entonces 8" = C x D es una categoria minima. Sea 8’ : A' — B' el
funter que actia como la identidad sobre C y lleva X a:

7(X) 4’@[@{94]

=1 =1

donde Zj; denota la suma directa de ¢ copias de Z;;; lleva = en
0{z) =y @ [@}=1 @I Ji(A)]

donde J;(};) denota la matriz bloque de Jordan 1 x i triangular superior con valor
propio A; en )
BYZ{,, Z}) = Mii(B'(Zij, Zi5)) = Mii(R).

El morfismo 6 f(z}) = f(¢'(z)) = f(y) ® {® ® f(J:(A;))] es invertible, pues asf
lo sen f(y) y f{J:(A;)), ya que esta iiltima es una matriz triangular superior cuya
diagonal es f(};) # 0, [ Ma ], y por tanto @' estd bien definido.

Ahora mostramos que @' es admisible. Las condiciones {A1} y (A2) son claras.
Veamos (A3): Sea A el conjunto con elementos Y, W € Ob(inesC) y las ternas
(fik)eomt £i<r 1 €75yl €k < ysean Ky = Vv = W para
W € Ob(l'ncsC); XV = X, Yy = Y; ‘Y(".J'.k) =X ¥ Y(u',j,k) - Z.'j. Definimos ey
Ju por ey = fw = L, para W € Ob(inesC); ey y fy son los morfismos canénicos
que se escinden entre Y y 0'(X); y e(i;n ¥ Stsm) son los morfismos candnicos que
se escinden entre Z;; y la k- ésima copia de Z;; en ¢'(X). Claramente se tienen (A4)
y (A5). Ademads existen las relaciones:

Ay =yfy vy O(z)ey =evy. (1
Al + ey st k<,

fuin?(2) = { Ailein sio k=1 el
" = ,\_,-e(,-d-'l) si k= 1,

o (I)c(""k) - { €(i.j.k=1) + /\je(,’d““ si k>1, [3]

Esto es pues fy y fi;,;x) son matrices de | x (tr-+1) hloques, que si los denotamnos
por {fy}j y [!(x',;}k)]l se tiene:

1 sil=1 silA(G=r+(+1
”Y]‘={0Y o U('d-“]'*{[s,,,,.u,,]m_l IO i)
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donde 41 ¢35 la delta de Kronecker. Ademids ey y ¢(ijk Son matrices de (¢r +1) x
bloques y, usando igual notacién, se tiene:

o sit=), o, siLgt (7= 1+ (i +1),
[CY]I = { 0 sid £1, [C(u.kJal = { [{,'H‘UZ”]:‘":I sil = (J -+ (£+ 1).
Para obtener la primera formula de {1} basta obscervir que fy0'(.r) y y [y son matrices
de 1 x (tr + 1) bloques tales que

mean={y STy we={}

Anilogamente se obtiene la otra igualdad. Para obtener las formulas [2], si & <4
entonces fii ;06 () ¥ A; Sy + Joesry son matrices de 1 x {¢r + 1) bloques tales
que:

sil=1
sil#1.

, SUAG =+ (i+1),
Woin? (= ”"’{tamlz.,lm_,Ju) RYMA A S BT

) _ sll;é(]-l)r+(l+.l),
[’\Jj(‘d.k,+Jr(;J.k+‘)]l B { A [ﬁkm]zulm_l + [6L+1 '“lzil]lll 1 sil= (-) - l)" + !+ 1)
Para [ = (j — t)r+ (i + 1) los bloques correspondientes son tales que su m-ésima
entradaes Osim#£ & k+ 1, A;sim=4&,y 1sim=4%&+1,y tenemos la igualdad
en todos los bloques.
Si k = 1, el bloque [fi; ;.40 (z)]i se describe como en [4], mientras que:

_fe std# (= 1)r(i+1)
Pifiginl = { Ailbimlz,Jfmy  st= (j‘ ~ 1)+ (i +1).

Para { = (j — 1)r + (¢ + 1), los bloques correspondicntes son tales que su m-ésima

entrada es O.sim # iy ); si m = i. Similarmente se muestran las igualdades {3},
Las formulas {1], [2] ¥ [3} nos permiten mostrar las condiciones (A6) y (A7).

Veamos que fii iz @ €4 s independiente de k. Observemos que de [2] se sigue:

Sodken) = Jasn®(2) = Aiftisn = Joimb (= Ai1x ) 5]
y de {3] se tiene:
egib) = O(T)eqinn) = Neganrn) = 0z = Ajlx)eg ) (6]
Como 0'(x ~ Aj1x) pasa através del producto tensorial tenemos que
Jtgws) ® €y = Sagun0'(z = 41x) @ e juy
Jioiwy ® 0 = Ailx)eqiin
Siiin) @ egigp—1)e
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En particular

‘ Jeiise1y @ etigpin) = fizw & eggn
Y se ha mostrado (A6.1). Para probar (A6.2), notemos que es claro para los objetos
W en inesC, es cierto para los objetos Z;;, pues los =ndomorfismos de ellos son
miltiplos escalares de los identidad. . Para el objeto ¥ lo mostramos usando la
relacién [1):

Yy Qer = [y (2} ey = fr 8 8'(z)ey = Jy B evy,

e inductivamente es cierto para toda potencia de y, y por tanto para todo polinomio
en y. Mientras que

Ty 'y ®ey T 'y @ oy fly) flw)™!
FW) Uy @ ev SIF)!
F W) fr ®evif(y)™

froefly)™,

"

y de manera similar para g(y)~".
Las relaciones [1], [2] y [3] también son dtiles para mostrar que f, @ ex =0 en
tadas los casos excepto posiblemente para fir i) @ egijgy con &' < kel k' < i'+k.
En efecto, de {2] y [3] se tiene que:

0=Ju;a0'(2=X) vy 0=00—Aepjn {7
y para l € N, de {5} y [6], inductivamente se deduce que:
Jiisty = Jega@lz =) st k+1<i . 8]

ity = 0z — A,’)IC(.‘“"‘” k=121,
combinando 7} y [8] tenemos:

0= j(,-_,-‘k,ﬂ’(z - /\,‘)I para I>i-k
0=0(z~- Aj)'e(.-u-_k) para 12> k.

&)
Ademis, de [1] se tiene inductivamente que

(=2 fr=frfz =) ¥y er(y=A) =0 =2)er f10]
Asi tenemos para { > i — &t

Figmn®er = fiin@er(y—2) = A"
foin ® 0z = ) er(y — ;)
feint'z—2) @ev(y— 1) =0,

I
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yparal > &

fe®ein = (y=4)"y= ’fv@e(.,u
= (y- )"'fv Y @ ein
(y— ,)V,@U.—quwq_a

Para j # 7', (2= 4,) v (z = A;+)! son primos relativos, usi que
U= hy(2)z = M)+ ha(z)z = 40),

para algunos polinornios k\{z} y ha(z), de aqui:

Siiri ey © £(isiy
Jejriyto(x) © eisn
Soingran [0 (0 (2))0'(x = X) + ha(0 (D)0 (2 — Ao )] epamy
Jingranta(0(2))0 (2 ~ X' ® eqipy + Fogrpnhal#'(2))0 (2 = A0} @ i iy
Jin gty Iaf0702)) @ 02 = Aj)eqimy + Siegranl (7 = 30 ha(0'(2)) @ egisn)-
Por [9 ], tomando I > ky { > — &', se Liene fi jy (e = 0.

Para j = j' y k' > k, se tiene

]

Sisuny ® gy = S jw-n?(z = N egjn
sy © 0'(2 = X Yoeq jay = 0,

1

y tomando ¢ + &' > ' + k, tenemos

Sosm @ eiipy = Sunian @0 (= L) e vy
Jurgan @' = 2) K0 @ eqgain = 0.

" Paru obtener (A7), ordenamos A asegurando que:
si (k<kyo(b=4ced <i) entonees  {i],&) <5 E1)

Finalmente ndtese que, como se vid en la demostracion de 3.5, J' estd generado
como B[’ bimddulo por f, @ ex con A # pt, asi que J' es cero excepto para los
espacios J'{Zi;, Zy;) = ™ORA), doude nfi, p, j) es entero positivo, como los Z;; tienen
anillos de endomorfismos triviales en B, entonces

nli.p.j)
=11 I 2 —)@ﬁ Zis)i
(ipg) =1
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es decir J' es libre. Esto completa la prueba de que #' es funtor admisible. .

Ahora consideremos @ : A ~—+ B el pushout de #'. El lema 3.5 nos asegura que
el bocs inducido AP ¢s estratificado, y hemos probado (1).

Veamos (2). Sea M una representacin en (A} tal que | A [|[< r. Basta
mostrar la existencia de una representacion V' de ' tal que o+ M = N'¢, y para
tal N’ existe M’ € R(A) tal que M' =M y oM = N0y lucgo, usando yue # cs
pushout, existe N en R(AP) tal que 0'N = NO = M' = M.

1

A’

A

\‘madk

Construimos N’ Denotemes con J la forma candnica de Jordan para
M(z) + M(X) — M({X}. Sean {,...,£{u los valores propios de M(z), sea ¢ el

nimero de bloques de Jordan con valor propic & que aparecen en J, y sea

9 w
Ji= @l Jo )y i T = g} Ji,
= =1

-

Como dimM(X) = d < r, tenemos que ¢ S ry my, < r, para todo [ y p. Sean
LY)={l1&#puwatodaj)ydy = 3 my Paracadaj € {l,...,t}y
le;,'f)’)
cadaie {l,...,r}, sca di; el nimero de bloques de Jordan Ji(A;) que aparecen en
J. Sea J; = @j,—h donde Jij 1= J;(4;)% denota la suma directa de dy; bloques
=1
Ji(A;), de aqui que J; es una matriz de d; x 4}, con d; = 3, id;;. Noteinos que si
& =X, J;=J.Tomando d = dy + E d;, J puede describirse por: :

4®w@@44@w@@®% iy

I16L(Y) 16L(Y) i=1 i=t
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Definimos un funtor N' : B' -—modk de la siguiente manera: como B = € x D,
entonces ¢cN' = ¢M, y para objetos en D, N'(V) = kv y N'(Z;) = k%, y en
motfismos N'(y) = @,E,_“,) Ji. Para ver que N’ esti bien definido es necesario que
N'(f{y)) y N'(g(y)} sean invertibles en modk, y para ello es suficiente mostrar que
s6lo tienen valores propios diferentes de cero. En clecto, N'(f(y)) = f{N'(y)) sélo
tiene valores propios de la forma f{&) con ! € L{}) que no son nilos, pues también
lo son de M(f(z)} = f(M(x)} que es invertible. Mientras que los valores propies
de N'(g(y)) = g(N'(y)) son de la forma ¢(&) que son no nulos ya que & no es saiz
de g para toda . Ahora mostramos que 4 M 2 N'Y. Definimos el isomorfismo
vt arM — N0 tomando vz = 1ayz) para todo oisjeto Z en . Debemos definir
vx + M(X) — N'¢'(X} de manera que conmute ¢l cuadro frontal del diagrama

MX)= = — N0

“~-donde ¢ es el isomorfismo inducido por una base candnica de Jordan de AM(z) y que
hace conmutativo el cuadro posterior izquierdo. Bastard ver que la ferma candnica
de Jordan de N'0'(z) es igual 2 J, y asi asegurar la existencin de un isomcrfistno
k4 — N'@'(X) que haga conmutar el cuadro posterior derecho y las bases triangu-
* lares del diagrama al tomar vx como la composicién de tales isomorfisinos. Nétese

que :
t r
NOX) =N DDD V%),
i=l sl

N'(0(z)) = N'(y @ @, @i Ji(A)) = N'(y) b diley &y N'(i(N)- 12

Comparando [11] con [12] y recordando la definicién de N'{y), sélo testa mostrar
que para i y j.fijas, la forma candnica de Jordan de N'(Ji(A})) es Ji;. Como se
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_muestra ea | F ) necesitanius verificar que para s = 1,...,1 se ticne
di; = rango[(N'(J,{A;)) = M 1) ] ~ rangof(NV'(Ji(A;)) = A1 Y] (13]

Nétese que N'(J(;)) es una matriz triangular superior de i % i bloques de orden

di; % dijy en la que todoes los bloques de la diagonal son N'(A;) = ]y, los que
estéan por encima dr la diagonal son NV'(1) = {4, ¥ todos los demds son nulos. De
aqui que )
[0 4, 0 ... 0]
6 0 fy ... 0
INU D =201 = | s :
0 0 -0 Y
9 0 0 . 0
[0 . 0 Iy, O 0
0 .., 0 0 Iy, 0
Tlo..0 0 0 I, |’
0 ... 6 0 0 ... 0

aqu{ el primer bloque Iy, estd en la columna s + |, luego existen § — s bloques Jy,,
por lo que
: rangol(V'(Ji(A)) = M) = disli = ),
y se sigue la igualdad (13].-Esto concluye la demostracion de-(2). -
Finalmente mostramos (3) revisando la estratificacién del boes inducido dada en
3.5:
(8" 703 i vy, 7(24)).

Si iV es una representacién en R(AP), entonces
r

IV = 3 dimN (X )dimN (Yia) + Y [dimN(Z)].

tud B2, Z)ph
Zines

Ahora bien, para a; € A(Xy, Xu)y gy = fuf(ardes. Siap & A(X,X), entonces Xy,
Xy € OUC y ajux = @y, mientras que si @ € A(XN,X) entouces agn € B( Xy Yin),
¥ Xt Yia € ObD:

INVE = 3 dimNX)dimN(Y)+ Y Y dimN(Xpa)dimN (Vi) +
s g A(X,X) WEA(XX) sd ’
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+ 3 [danN(Z)] + [dimN (V)]
T zetdesc -

CleZV¢k

Por otro lado

CReN| = ST dmNe(X)dimNei) + S (dimNo(Z)

f Zeaney At
ALY 45
= Y dmNX)mN(Y) 4 > dimNO(X)dimNO(X) 4
agA(X,X) a€A[X,X)
+ Y dimN(2) + [dimNo(X),
S Tyex
pero
ZdimN(,‘(,\,,_\)(IimN(Y:M) < Z [im(M(Y) & @; @ N(Z))
QEA(X XY My €A XY
= 3 [dmNON)P
WEA(X X}
y ademas

dimN(Y) < dimNO(X),

y consecuentemente | N ||<]| "N | Si ademis 0*(N)(g(x)) vo es-invertible,
entonces existen i,j tales que N(Z;;) # 0, pues de otra manera 8*(N)(g(z)) =
N{g(y)) que es invertible. Luego dimN(Y) < dimNO(X) y | N i<} N .0

Tambicn serin necnsarias algunas conclusiones mas técnieas. En-la siguiente
-proposicién damos una situacién mas sencilla que 3.7, y que se obtiene aplicando
primero 3.7 y luego 3.6 para deshacerse de los objetos Z;;.

PROPOSICION 3.8 Sta A = (A, V) un bocs con estratificacidn

L= {Awag, .otV ey i)
Sea X un objeto inescindible de A y supdngase que A'(X, X} = kfx, f(£)7"]. Sea g
un polinomie no nule. Entonces existe una categoria 13 que conliene a A y con los

mismos objetos, tal que el funtor inclusidn 0: A — B satisface:
(1) El bocs inducido AP licne una estratificacidn:

(B';w';u.,.. e i )., D)),
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tal que B'(X, X} = K|z, [(x)~ ,g(x)"f y B(Y, V) = A'(Y,Y) para los otros abjetos
inescindibles en A;

(2)Toda representacidn M en R(A) con M(g(x)) invertible es isomorfa a §°(N)
para alguna N en R(A®);

(8) 0° preserva vectores dimension y aormas;

({) 51 & es la diferencial dado por ', entonces §'(a;) = 0,(é(q,)).

DEMOSTRACION. Sea r un entero positivo y 9 : A — £ ¢l [untor determinado
por 3.7 con g(z) y », y tomando la categoria minima D con objetos X'y Z;;. Entonces
A? ticne estratificacion (E'3 703 aiun; Vigr, 7(2,)), dada en 3.5, y E' = € x D, donde
C es la subcategoria plena de A" cuyos objetos no ticnen sumandos isomorfos a X.

Sea tp: £ — B el funtor determinado por !a exclusién de los objetos inescindi-
hles Z;;, de acuerdo con 3.6. Entonces (A®*)¥ tiene estratificacién

(B'sdnre; {y(ain) Find € Lo} {$i(vin)y dalr(e,)) | ind, g € 1))

Claramente B es una categorfa con los misiios objetos que A, asi mostraremos que
contiene a la categoria A y si 0 : A —s B es el funtor inclusién, entonces 6 = P
y el bocs inducido AP tiene la estratificacién anunciadi. Para ello bastars mostrar
que

{ar, .o an ) = {Plaga) | pA€ b},

{0uve),- - 0{vn) } = (v ) alr(xg)) | Jed g€ N}

En efecto, recordemos oqne A = T2, dondc T es el A-A' bimédulo generado
por ayy... 4, asi que £ = (E'Q,. T @, E')®, y £ es libremente generada sobre
L por gy, @ ai @ lax,y s'l e € AKX, Y.-) y (,5 A — Foestal que ¢lai) =
Loy B @ @ Loy, De aqui que

i = [udladen = fullagy) © ¢ @ laxn)en = £, ® a; D ey
Ademis, B es lasubeategorfa plcua de £’ cuyus objetos no tienen Sumandos directos
isomorfos a Z;; para todas 1 y 7, luego
B= 1 QE QTR FIQFT =T RTR P
A XA
y B es libremente gencrada sobre B’ por IW(Y.) @ a; @ lyyx ©
1)@ [ @ai®er® lyny,), ¥y ¥ : E — Besel funtor que extiende a ! + £ — A’
tal que ¢{azn) = ¥(f. ® a; @ er). Pero
a; si A, p € inesC,
1[’(!;1@(1(@3:\): 0 si A, o =(ilek)1
Ix®a; @1y =q sid, p=X.
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pues

U, Qaise)=ly @ fy Qo Rey 0 i = stk
Por otro lado, tomo v,,s = f.é1(v;)ey, entonces :
() = 0(v;) st N p € inesC,
l/'l(“.w«\) = ¢’=ch‘f|(lh)ﬂx) = 0 st Aop = (ivjv &)
Oy (v)) sidyp=X.

pues
Yi(fudr(v)en) = ¥{fx)idi(v;)lex) = vidi(v,) = Oi(v;).

Mientras que ¥ (r(z4)) = 0, pues z, es un generador de J' = ker(B' @, B’ — B')

¥ 24 € J'(Zij, Zy;) para algunos Zy; y Z,j, asi r(z,) € EVE(Zy, 4,;). Esto completa

la demostracidn de (1),

Si M € R(A) con M(g(z)) invectible, entonces M se extiende a B'(X, X) para
tener una representacién de O’y la propiedad de pushout de¢ ¢ nos dd una represen-
tacidn N en J{AP) tal que M = NO = 0*(N}, y hemos probado (2).

Mostramos (3) notando que A’ y B' tienen los mismos objetos inescindibles
con los misinos anillos de endomo:fisinos, excepto para X, pero A(X, X) # & #
B(X, X), pues se sigue de la proposician 1.18 que A y 1 estin libremente gencradas
sobre A"y B', respectivamente, con los mismos generadores.

Finalmente, tenemos que w' := ¥y ra, asi que

8lag) = (ly)a;—aw'(lx,)
= !}J,‘ra(lyl)(l; - ﬂ,’1,/)|1'0'(l.\")
To(ly,)ai — aira(lx,)
= (ly, Owlly) @Iyt - wlly, Gw(lx )6 Lx,)
= ly, CE}u“y')(l.' @ Ly, — 1y, @ agw( |‘\_—l) [ONBTS
ly, @ [w(ly)a; — aw(ly,)) @ 1y,
Iy, ® 6(0) ® 1y, = 016(w:).0

"

[

El dltimo tipo de operacién sobre bocses es la reduccion de una “arista minima”
dada por Reiteren [ R |,

PROPOSICION 3.8 Sea A= (A, V) un bocs con cstratificacidn

i
(A jwiag,. . yttg; by, sy Uy).
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Supdngase que ay € A(X,Y) tiene diferencial cero, X £ Y y A(X, X} y A(Y, Y}
son ambos triviales. Entonces ezistc une eategoria B y un funtor 0 : A —— B lales
que
. (1) El bocs inducido AP ¢s estratificado;
(2} 8" es una equivalencia; y )
(3) Si N es una representacidn en R(A), entonces || N <]l 0°(N) || Si
¢ (N)(X) y 0 (N)(Y) son ambes ne cero, entonces la desigualdad ¢s estricta,

. DEMOSTRACION. Sca A” la subcategoria de A generada por A’y a;. Sea D la
categoria trivial con tres objetos inescindibles Zy, 73, y Z3, y C es la subcategoria
plena de A’ cuyes objetos no tienen sumandos directos isomorfos a X o Y. Sea
B’ = C x D, una categoria minima. Definimos el funtor §' : A" — B’ que actiia
comno la identidad sobre C, 0'(X) = 2, 2, y #'(Y) = Z2 D) Z3, y ademis

0 Iz

6'(ny) =
0 U

Prcharemos que @ es admisible. Sea A la unién de ObfinesC) y {11,12,22,23).
Para W € Ob(fnesC), sea Xw = Yy = W, ew = fir = liy. Definimos Xy; = X,
Xy =Y, Y; = 2, y sean ;5 y [ij los morfismos que se dividen canénicos de las
descomposiciones de 0'( X} y 6(Y), asi:

1 0 1 0
¢n=[g']y ﬁu=[lz], ﬂu=[g’]' C'za=[12],
2 2

M=z 0], fu=[0 1], fu=[ls 0], fu=[q 12;]-7

Las siguientes relaciones son inmediatas:
O'(ay)en = 0, 0'(ar)en = exn
J20' (@) = i fal(w) =0

Al pasar #(w1) através del producto tensorial obtenemos:

JuB®en = [ul(a)@en = fu®l(n)en = ;@ en
Ju®en = (01} @en = fr2Q0(ar)es; =0, (14}
a®en = [p®0(a)ers = ful'(a)®en=0

De aqui se tiene que 8’ es adinisible: las condiciones {Al).y {AZ) son claras. De
las definiciones de A, ey y fy son evidentes las condiciones (Ad) y (AD). La primera
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de las ccuaciones [14] estublece (A6,1), mientras yue (AG,2) (i.c. bfySrea = fL@erb
para ben B'(Ya, Ya)), se tiene para los elementos W € Ob(inesC) pues pasan através
del producta tensorial, ¥ para log objetos Zij pues ticnen anillos de endumorfismos
triviales. Las dos iltimas ecuaciones de [I4] nos dan (A7) tomando 12 > 11y
23 > 22. Finalmente obtencmos (A3), pues en 3.5 se muestra que J' estd generado
como B'-B' bimddulo por los elementos f,@es con i # Ay Xy = X, en esle caso por
fnBenny fa®e, luege J' es cero excepto para lus espacios J'(Zy, Z2) y J*(Z2, Za).
Como en 3.7 J' resulta libre porque los Z; tienen anillos de endomorfismos triviales
en B’
Para aplicar 3.5, es necesario mostrar que tenemos una pre-estratificacion

"o, .
(/1 17502, e Ui VE e )

"para A. Por 1.16(2) sabemos que A es libremente generada sobre A” por los mor-
fismos ag, ..., a,, asi se tiene L(2), y obviamenic L{4).

Ahora definimos w”. Como 8(ay) = 0, ¢l A-A' morfismo wp : 44 — 4V con
wn(h) = w(1z)h con h € A(Z', Z) es realmente un morfismo de A"-A himddulos, y
sea w” [a restriccién a A", entonces w” es un group-like. En efecto, si j: A” — A
es la inclusion, entonces (), w") : (A", A") — A es morfisino de bocses:

H "

A v A EIN
ft
Lan € Han V®,| Vv
s
4 A 4 Y LL—— " Vv
an 7 ‘ D W R4V

Para que estos diagramas conmuten, como w” es una extension de w que es un’
group-like, basta ver la conmutatividad para a;:

ew'(ay) = mew"(1x) = a,c(lx) = ar,

(1 )|(er) = [mw(1y)](ar) = [w{w & w)pa(1y))(er)
[Flw®w)(ly & Iy)|(a} = [rlw{ly) @ wlir)la)
fr(w (v} @ w1y Dl(ar) = [7(w" @ w)pan(ly)}(an)
w(w” @) pan(m).

[}

()

' Pero ademis w” es reflector, es decir (5,w")" refleja isomorfismos. Considerando
1A = Aed A" — A” inclusiones, claramente (i/,1') 1 (A7, A') — (A", A") es
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un morfismo de bocses, tal que (1,w) = (7,0"}(1',¢), luego (1,w}" = (',v')"(3,w")".
Si ¢ es un morfismo en A tal que (J,w")" ¢ cs isomorfismo, entonces (1',1')*(7,w"}*¢ =
(3.w)* ¢ es isomorfismo, como w es reflector,é es isomorfismo.

También tenemos (L5), pues si para 2 < i < n, A} as la subcategoria de A
generada por A" y ag, ..., a;, ¥ 8 es el diferencial asociado a w", 4; es como en la
definicién 2.17, entonces §" = §, A; = A"y A} = A, para i > 2 y abviamente se
cumple (L5).

Tomando 8 : A — B ¢l pushout de &, por 3.5, 49 es estratificado y tenemos

).
* Mostramos. {2). Por 2.6(b) tenemos que 8" es fiel y pleno, debemos mostrar
que es denso. Sea M una represcntacion de A y consideremos M(a;) 1 M(X) —
M(Y). SiUy =ker M(a,), y Uz =ImAM(a;), escribimos M(X) = U, @ U y M(Y) =
Uy D U, dornde U =~ Uy y U3 es un complemento directo arbitrario de {/2. Con esta
descomposicidn M (ay ) sc describe matricialmente por

0 H
|
0 0
donde ¢ : U — U, es ¢l isomorfizmo que se obtiene al restringir M{a)) a los eapacios
dados,
Definimos N': B' ~— modk tal que ¢ N' = ¢M y N'(Zy) = U, N'(Z;) = Uy,
N'Zy) = Us. En R(A"} se tiene el isomorfismo v 1 4o M — N'0’ definido por:

para Z € OblinesC) o Z = Y, se tiene vz = Ipqz) : M{Z) — M(Z) = N'¢(Z),
mientras que vx : M(X) = Uy@PU — N'O(X) = U @ U, estd dado por el

isomorfismo o
y, O
0 ot }

Resulta que » es un morfismo de A" médulos, es decir que para a € A"(Z, Z') se
tiene N'0'(a)vz = vz M(n). Enefecto, si Z = 2 £ X, asi Z =¥V 0 Z € Ob(inesC),
entonces vz = layzy y si £ = 2’ = X, entonces a = My cor A € k, y en
ambos casos se tiene la conmutatividad, Perosi 2 # Z’, entonces basta considerar
ar: X — ¥. Notese N0'(ay) : N'O(X) = V, @ Uy — N'O'(Y') = U, @ Us y para
esta descomposicidn la forma matricial de N'#(ay) es

0 1z, 1] L,
- NO(a)=N = ,
0 0 0 0
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y de aqui que

1§

v M(a,)

voalfoe fr_ e 1)
o 1[0 o]0 ]
0 e 0] e
HS T

. Utilizando que 8 : A — B es un pushout, obtenemos una representacion
N B — modk tal que 8*(N) = N0 ~ M en R(A).
Finalmente, si N es una representacién en R(AP) se tiene

i)

(VT = 33 dmN (X )dmN(Yi) + 3 [dim¥(2)}
23w PR
= Y dimN(X )i (¥ +
€Al XY}
X, #X Y AY
+ 3 Y dinN (X )dimN(Y) +
e, €ALXY, ) aiv, 2 EAG X
+ z Z dimN(X;)dimV (Y, %) +
M EAX, ¥) ypx, sy
X, EX
+ 030 DT dimN( X )dimA (Vi) + Z [dimN(Z))3,
weAry) N DAk

: d_o;_]der:f L
A o= {awa [AEA, X=X )= {ag [ A=1112)
= { ”((t;’)k“,ﬂ(ﬂ;)(’n }. 7

Aiy = {aiw, | peAX, =Y ) == {2, | p=22,20)
= { fz0(a;), fb(ai) },

A= {am | mAeA Xa=X, Xu=VY}

= {ap | A=11,12, pu=22 23} .
= | [ub(ai)en, fab{ai)en, fub(ai)ers, fal{a)er ).
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Mientras que

S GmVe( X dmA(K) + Y [dimNO(Z))?

=t

Heni

AP ek
3 dmNX)dmN(Y) + Y dimNO(X)dimN(Y) +
= €A(X, ¥} - £AX V)
X, # XYY YipY .
+ 3 dmNX)dimNI(Y)+ Y dimNO(X)dimNO(Y) +
'ifv“:‘('” ¢ A(X\Y)

+ Y [dimN(Z)P.

Zines
BY(Z,Z)gk

]

Para i fija. con a; € A(X, ¥), con ¥; # Y, se tivne

Z dimN{XiaJdimN(Y) = dimN(Z2,)dimN(}Y;) + dimN(Z;)dimN(Y})
ﬂ.v,—AEA.,x
[dimN(Z,) + dimN(Z;)]dimN(Y;)
dimN(Z, ) Za)dimN(Y;)
dimNVO(X)dimN(Y}),

I

il

]

para i fija, y en el caso en que a; € A(X;, V), con X; #£ X, se tiene

Z dimN(X)dimN(Vy,) = dimN(X)mN(Z2) + dimN (X)dimN(Z,)
B €A, ¢ “ -

= dimN(X;)[dinN(Z,;) + dimN (Z,))
= dimN(X;)dimN(Z; @ Z)
= dimN(X,)dimNO(Y),

-para i fija, con a; € A(X,Y), se tiene

Y dimN(Xja)dimN(Yia) = dimN(Z3)dimN(22) + dimN(Z: )dimiV (Z) +
8, €A

+dimN{Z; }imN{Z;) + dimN(Z;)dimN(Z;)

dimN(Z, @B Za)diN (Z: P )
dimNO{X)dimNd(Y),

i

i
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y pot lo tanto que

Z E dimAN (X )dimA (V) € Z dimNO{X Jdim VoY),

MEA(X.¥)a,,1€4, 4, €A(N,Y)
i¥l
y consecuentemente | N ||| 0°N ||, Si NO{(X) y NO(Y') # U, nétese que la suma

de {a derecha posee un sumando no nulo mas que la suma de la izquierda, el que
corresponde a i = 1, y asi la designaldad es estricta.0



4 BOCSES MANSOS Y SALVAJES

En este capitulo introducimos las definiciones de bucses salvajes, criticos y minimos,
Los bocses salvajes quedardn definidos en términos de una categoria de médulos
sobre el algebra de polinomios en dos variables no conmutativas, z e y, denotada
por k{x,y). La afirmacién mds importante nos mostrard algunas caracteristicas
de los bocses no salvajes, su demostracidn se basa en que estos bocses no poseen
las configuraciones de los bocses criticos, pues comoe mostraremos al final de este
capitulo, estos iiltimos resultan salvajes. Antes de empezar, observenos que st A y
B son categorias y F: A — B es un funtor, entonces (F, F): (A, A) — (B, B) es
un morfismo entre los bocses principales, y § wa un boes A con counidad g, también
se tiene que (14,¢) 1 A — (A, A) es up morfisnio de bocses.

DEFINICION 4.1 Sea ¥ la categoria de k{x,y)—mddulus litres finilamente gene-
rados. Decimns que un bocs A = (A, V) es salvaje si exisle un funtar F: A — &
tal que el funtor inducido (7, Fe)* 1 R(Z) — R(A) preserva clases de isomorfia e
inescindibilidud.

En esta definicion hay una pequeiia inadificacion a {a de Drozd, pues é no pide
que {F, Fe)* preserve inescindibles, Se ha incluido esta condicidén para simplifi-
car algunos argumentos. Las siguientes dos definiciones tienen que ver con hocses
estratificados.

DEFINICION 4.2 Sea A = (4, V) un bocs con estratificacion
L= (Awian.. . dyion . )

y supdngase que ay € A(X,Y). Decimos que A cs un bocs critico en los siguientes
dos casos:

(1) 6{ar) = 0 y A(X, X) o A(Y,Y) es ne [rivial;

() ALX, X)) ¢ AV Y) con ambos no trivieles y 6(ay) = rvy, para algin v no
invertible en R= A'(Y,Y) @, A(X, X).

PROPOSICION 4.3 Si el bocs .4 es erilico entonces A es salvaje.

La demostracion de este resuitado o dejamos para mas adelante,

En el préximo teorema estamos interesados en cierto Lipo de bocses estratificades
con A’ = A, que definimas enseguida.



DEFINICION 4.4 Decimos que un bocs A4 = (A, V) es nn bocs minimo . si A
es una calegoria minima, V es un A-A bimddule proycetivo finitamente gencrado,
y ezislc un morfismo de A—coalgebras w: A — V', 1al qus of juntor '

i)' H{A) — R(A) es una equivalencia de representacién, es decir, es
pleno, denso y refleja isomorfismnos.

Observernos que la existencia del morfismo de oA-coidlgebras w @ 4 ~— V, ase-
gura que (14,w)” es denso y pleno. En efecto, cono sw = 1, entonces (14,w) ;
(A, Ay — Ay (la,e) 1 A — (A, A) son morfismos de bosees tales que (14,14} =
{lave)(1a,w) y de aqui que Tpgay == (14, 14)" = (La,w)"(14,e), y consecuentemente
{14,w)" es plene y densa,

TEQREMA 4.5 8§i A = (A4, V) es un boes estratificado no salvaje y d > 4, enfon-
ces exisien categorias By,..., B, y funtores 0,0 A —— B, lales que:

{1) Los bocses B; = At son minimos; y

(2) toda representacidn de A con dincnsign no mayor que d s isomorfa a 07(N)
para slgtin © y alguna representacidn N de B,

DEMOSTRACION. Primero notese que tudos los boeses quie se coustruyen son
inducidos de A, luego el funtor inducido entre las categorias e epresentaciones es
fiel y plena (2.6(b)), por lo que ningnne de ellos puede ser salvaje. Es claro que al
cambiar d podenos reemplazar (2) por:

(2') Toda representacion de A con norma no mayer que J es isomorfa a 0{N)
para algtin ¢ y alguna representacidén N de B;.

Probamos el teorema usando induecian sobre o, pero antes de empezar veamos
que podemos debilitar la afirmacion sobre d al reemplazar (2') por:

(2") Toda representacion sincera {ver 3.6) de .4 con norma no mayor que o es
isomorfa a #;(N) para alguna 1 y alzuna representacion N de B,
f I Y alg f §

Veamos que la afirmacion debilitada {2) implica el enunciado general (2°). Con-
sidérese la coleccion finita €y, ..., Cj de todas las subcategorias plenas de A que son
cerrasdas bajo sumas directas y sumandos directos. Aplicamos 3.6 a A con cada una
de esas C; para obtener categorias 1; y funtores a; : 4 — D, tal que los bocses
inducidos D; son estratificados y toda representacion A de A os isomorfa a of (M”)
para alguna ¢ y algana M’ en (D) con la mismia norma y tal que Al ca sincera,
Ahora, usando (2"), tenemos una categoria 0, y un funtor 1, : D, — B; tal que
M’ = g}(N) para alguna represeatacion N del bocs minimo 'Df". Tomado 8; = fjaq,

©
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._se tiene uue A STl MDY A2 B NLZ A (N) y ademie A0 o 4"}%’"‘” i
asi tencinos el enunciado general (2'). )
Iniciamos la induccién con d = 0. Si A es una representacion sincera con norma
cero, entonces claramente A es trivial, y asi 4 es un hbocs minimo.
Para el paso inductivo examinamos la estratificacion

(A% wiay, ..yl v, U)
para A. Supdngase primera que
fla)=0 y a € A(X,X) paraalgin X, [1]

Por 4.3 y 4.2, A'(X, X) es trivial, as{ que A”, la subcategoria de A generada por
A’ y ay, es minima. Por consiguiente, podemos reemplazar la estratificacion de A
con la nueva estratificacion (A";w";ag, ..., 80 V1, ..., ;) donde w” es la restriccién
de wr, a A”, que es un morfismo de A"-A" bimédulos pues &(a;) = 0. Repitiendo
este procedimiento de ser necesario, podemos suponer que a; no satisface [1]. Si no
restan generadores libres de A, entonces A ya es minimo. De otra manera, existen
las siguientes posibilidades para a;.

CASO (1): Si 8{ay) = 0y a1 € A(X,V) con X # Y, entonces A (X, X} y
AV YT deben ser triviales por 4.2, y es posible aplicar 4.9, asf existe una categorfa
B y.un funtor § : A — B que satisfacen la conrlnsiones de 3.i. Como §° es
equivalencia, para toda representacion M de A4 existe una representacién M’ en
R(AB) tal que M = 0*(M'). Si ademas M es sincera, entonces 0 # M(X) &
O{(M X))y 0 £ M) O (M)YY), asi que por 3.9(3), se ticne que || M’ ||<
-8 (M") |=)| M ||== d, y por la hipétesis de induccion, existe una categoria B; y
un funtor a; : B.— B; tal que B; = (A*)™ es minimo y M’ es isomorfa a}(N)
para alguna representacién N de B;. Tomando 0; = «;0, se tiene M = 0*(M') =
gt (N) = 6;(N), y adema's A% o (A%,

De otra maunera §(a;) # 0. Sea a; € A(X,Y) (posiblemente X = ¥). Sea
R=AYY)®, A(X, X)7, asi que V(X,Y) es un I-mdédulo. Supéngase que los
v; que estan en V(X,Y) son vy,...,vj. Asi8{a;) esticu el R-submddule de V(X,Y)
generado por uy,...,v;, pues 8 es O-triangular. Sea 6(a;) = 3L, rivi con r; € R.
Como §{(a;) # 0, al excluir los otres términos, podemos supouer que cada r; no es
cero. Ahora continuamos con los casos.

CASO (2). Algin r; es invertible en A.
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En particular esto pasa st A/(X, V) y A'(Y,¥) son triviales ambos: S r; es
invertible en R, entonces en ia estratificacion podemos hacer ¢l cambio de base
sustituyendo v; pur

U:- =rup+ 4o,

y después de intereambiar »; y v. Ahora podemos aplicar 3.1, y tenemos un funtor
9 : A — B, tal que, comcen 3.1(2) ° es una equivalencia, para toda representacién
M de A, existe M’ € R(A") con M = 6*(M'). Si ademds M es sincera, entonces
0# MX)Z0(M)NX)y 0+# MY) =0 (M)Y),y por 3.1(3) se tiene || M’ ||<
[| (M) ||=I| M {|= d. Usando la hipdtesis de induccién, como en ¢l caso (1)},
tenemos una categoria Bi y un funtor 8, : A — £, tal que M = 0;(N) para alguna
representacién N del bocs minimo A%,

CAS0 {3). A(Y,Y) es trivial.

Por ol caso (2) podemos supener que A'(X, X) no es trivial, Sea A{X,X) =
klz, f{z)y"), asi R = kz, f(z)~1]. Con un cambio apropiado en la Lase de V de la
forma

v = f(z) v,

podemos suponer que los r; son polinomios en . Sea o ¢ A4 — ' el funtor
construido en 3.7, nsando el polinomio ry{x) y tomando » suficientemente grande,
por cjemplo r = d. Para cada representacion sincera M de A de norma no mayor
que d y con M(ri(z)) no invertible, por 3.7(2) ¥ 3.7(3), es isomorfa a a”(M') con
M’ una representacion de AC y tal que || M jl<|| o*(M') < d. Asi por hipdtesis de
induccién. como en el caso {1}, tencinos una categoria B; y un funtor 8; : A —+ B;
tal que M 2 02(N) para alguna representacin N del boes minimo Ah,

Por otro lado, tomando £ : A —— D el funtor de 3.8 las representaciones sinceras
M de A de norma mayor que d y con M (ri{x)) invertible son isomorfas a g*(N)
con NV una representacion sincera de AP de norma no mayor que . Ahora AP tiene
una estratificacion de la forma

(D5es Blay), . Blundi Ao )s o Bulvn))
y B(a;) tiene diferencial ,(6(ay)), es decir
J
3 Blri)Aw).
=1

Como f{r) cs invertible por construccién, por 3.8(1), podemos proceder cormio en
el caso (2). :

CASO (1). A'(X, X) es trivial. Es dual del caso (3).
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CASO [5). A'(X, X) y A(V,¥) son ambos no triviales.
Sean A(X,X) = Kz, f(z)"] y A'(V\Y) = Ky,0(y)), asi que B =
kz,y, f(z)" g(y)™"]). Con un cambio apropiado en [a base de V de la forma

v = f(z)"g(y)Pvi,

podemos suponer que los r; son polinomios en ' y y. Sea h(x,y) el miximo comin
divisor-de los ri(z,y), y sea gi(z,y) = ri(z,y)/h(z,y). Puesto que los ¢;(z,y) son
coprimos en k{z)[y] existen polinomios si(z,y) y un polinomio no cero ¢(z) € k[z]
tales que )
1
ofz) = 3 silz, )il ). (2]
i=1
Como en el caso {3} para las representaciones M en I2(.A) con M{c(z)) no invertible
se prorede al aplicar 3.7,

Por otro lado, sea 7 : A ~— D el funtor construido en 3.8 usando el polinomio
oz} y r = d. Las representaciones sinceras A de A4 con norma no mayor que d y
M(c(z)) invertible son isomorfas a fj(V) con N una representacion sincera de A2
de norma no mayor que 4. Ahora A” tiene estratificacién de la forma

(D';w,;ﬂ(“l)) (R} yﬂ("n);ﬁl(vl)y .o yﬂI(Um))
y f(a)) ticne diferencial 8;(6(a,)), es decir
i Jj
BB = 3 B (o) = 3 i,

* dande hetnos identificado los r; con sus imdgenes bajo A, y escrito w; por (). La
formula [2] dd

k)
1= Y (sl )e(@) e w).
i=1
Los términos en esta fdrmula estan todos en el anillo § =k[z,y,c{z)""] que es un
anillo de Hermite {L], luego existe una matriz invertible @ en M;y;[5] con primer
renglén (g:(z,y)). Asi podemos hacer un cambio de base en la estratificacién para
AP de la forma
: (w’,,...,w})':Q(wl,...,w;)‘.

De aquf que

5 j
Cb(Ba) = Y rwi =Y Az, v (e y)wi = bz, ).

i=t (31
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Por 4.2 k debe ser invertible, y otro cambio de base di 6(A(e)} = wf. Como en el
caso {2), abora podemos usar 3.1.02

Ahora probaremas la proposicion 4.3, Observemos antes quesi £ es la cate-
goria de k{u,u)-mddulos libres finitamente generados, podemos asuwinir que £ es
esquelética, y entonces tiene objetos $™n = 0,1,2,..., § = ki, v} y (5", 5™) se
identifica con Myuxnfk{u,v)].

Debemos canstruir un funtor F: A — ¥ tal que el funtor inducido (F, Fe)":
R(Z) — R(A) preserve clases de isomorfismo e inescindibles. Daremos el funtor F
especificando Jas imdgenes de ciertos objetos y morfismos importantes. En cada caso
supondremos que / es cero en todos los otros objetos inescindililcs y generadores
libres de A schre A’, La existencia de funtores apropiados estard garantizada por
1.24(4) y 1.14. Separamos la demostracidn en «dos lemas.

LEMA 4.6 Sca A = (A, V) un bocs con estratificacion
L= (A5wan,. .., @il )

y supdngase que &y € A(X,Y). Sif(q) =0y A'(X, X) 0o A(V,V) s no trivial
entonces A es salvaje.

DEMQOSTRACION.
CASO (1). Supongamos que X =V y A(X, X) = kfr, f(z)"!]. Definimos

FiAd— X

por: .
p 10 o0 0

FX)=8, Fay={0p1|, v Fae)=|u1020

60 p 0 vou

* donde p noe es-raiz de f(z). De aqui que F(f{z)) = fiF(z)) es invertible y F estd

bien definide. v
. Sea M una representacién en A(Z), entonces M’ = (F, Fe)"M es un A-mddulo
tal gue

pl0 0 0 0
CM(X)=MESP, M@= [0 p L[,y M{@)=| M) 0 0
0.0 p 0 M) 0
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Sea ¢ : M’ — N'un morfismo en R{A), é: V @, M' — N',si ¢ = (¢° ¢!} y dado
que 8(a;) = 0, tenemos que

N'iz)¢k = ¢%kM(z) v N'(a)dx = 5 M'(a1).

Luego ¢% conmuta con un “bloque de Jordan triangular superior” y, como se hace
en [M ], debe ser de la forma

a a; oy
=10 a o},
0 0 «a

y de la segunda ecuacidn se tiene

0 0 .0 a oy az o oy oy 0 0 0
Nuw) 0 0 0 o oy =10 a m Mu) 0 0
0 Nw) o 0 0 a 00 a 0 M@)o

concluimos que

N(uya=aM(u) y  N(v)a=aMv). (3

Veamos que (F, Fe)* : R(Z) — R{A) preserva isoctases e inescindibles.

Sean M y N en R(E) tales que M' = N, sea ¢ : M’ — N' un isomorfismo,
entonces ¢° = (1,w)"¢ cs un isomorfismo, y asf lo es ¢%; siendo  §% triangular
superior, se tiene que a : M(S5) —+ N(5) es un isomorfismo que, como muestran
las ecuaciones [3], se extiende a un isomorfismo o1 M —+ N en R(Z).

Supongamos que M’ = (F, Fe}M = N@ L, con N £ 0y L # 0 en R(A).
Como R(A) es una k-categoria, en particular es preaditiva, entonces la suma directa
esta dada por un biproducto, por consiguiente existen morfisinos { : N~ M' y
p: M —+ Nen R(A) tales que pi = Iy, y (¢%¢") = ¢ =ip: M —+ M’ es
un: endomorfismes idempotente no tivial (i.e. no iso y no nule), Como w refleja
isos, entonces ¢” = (1,w)"($) es un idempotente no iso, y en particular ¢% es un
idempotente no iso, ¥ lo mismo es cierto para a. 5i a = 0 entonces ¢% es nilpotente,
y consecuentemente es cero, puesto que M'(Z) = 0si Z # X y Z € ines(A), se
tiene que ¢° = 0. Sin embargo, nétese que

I = pi = (pi)" = p(ip)i = péi,
luego
ety = (59 U} = (,0) (P)0r0) (B r10) (1) = (1,0 ()°00) (3) = 0.
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Asi (3,w)"(N) = 0, pero (3,w)* es un funtor que en objetos es la identidad, luege
N = 0. Esto contradice nwestra suposicién sobre My connecuentemente o # 0.

Se sigue que « : M(S5) —= M(S) es idempotente no trivial que se extiende a un
endomorfismo idempotente no trivial a: Af — A en (L) y M se escinde.

CASQ (2). Supongamos que X # Y. Si A(X,X) = &lz, f(z))] y A(V,Y) es
trivial, entonces definimos
F:A— ¥

por
PIX)=S" y FY)=5%
Yy
p1 000
0 pt oo I 6 0 a
Flz)=|{00p 120 y Flay=1{0 108 v 11},
000 p1 061 11
000CO0Yp

donde p no es raiz de f. Como antes F esti bien definido.
Sea M una representacién en R(E), entonces M’ = (£, Fe) M es un A-mddulo
tal que .

M(X)=MP(X)= M vy M(Y)=MFY)=MSP

y
p 1000
0p100 100 Mu !
ME)=[00 p 1 0 y Ma)=[010 M) 1]|.
- 0-0 0 p 1|~ - G G i 1 1
0000 p

Sea ¢ : M' — N’ un morfismo en R(A), ¢ : V@, M — N’ si ¢ = (¢°6!), ¥
dado que §(a;) = 0, tenemos que

N' ()% = % M'(z) v N'()d5% = ¢ M'(w,). 4 g

Como ¢% conmuta con un bloque de Jordan triangular superior, es de la forma

a ap 0y O3 oy
0 o a; o2
¢‘)'( =0 0 a o o
00 0 a o
60 0 0 a



Por otro lado, si escribimos
P

Mia)y=[1 2] y N)=[5h 3],

M(u) 1 N(u) 1
m:[M(u) l], y 8=1{ N 1],
1 1 . 1 1

donde

w‘X]z:

~ donde [¢% ] es “3 % 3" y [#¥]as €3 2 x 2, entonces, la segunda ecuacién de [4] da
que

= [ i 180 ]

RS Rl (i BT TR

por lo que )
’ a o o
=lxu=10 a o
10 0 «
¥ .
[#%] 2+ Blox ]2 = d52,

. de donde

aa+ Nula = aM(u) + arM(v)+ m

az+ Nv)a = aM(v)+a;- o i i

apta = a
o+ Nuy+a = a4+
ay+ N{p)ay+a = a+ea
atmta = a.

... Las cuatro iltimas ecuaciones muestran que
[<]] =a;=a3=a4=0,
mientras que las dos primeras muestran que

aMw)=N@wa y eMu=No [
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Asi a: M(S) — N(5) se extiende a un motfismo o 1 M — N de Sanddulos,
De ésto y de la forma triangular de ¢% y ¢ se siguen las propiedades del funtor
(F, Fe)* como en el caso (1). ’

CASO (3). Supdngase que X # ¥V, A(X, X) es trivial y AV, Y) = k[, 9(y)'],
entonces definimos
F:A— Y
por F(X)} = Sy F(Y) = 3% Fly) y F(a1) como ltas transpuestas de'las matrices
del caso {2), pidiendo que p no sea raiz de g, y se siguen las propiedades para ¢l
funtor (7, Fe)* y que A es salvaje.

CASO (4). 5i X # Y, A(X,X) = kfz. f(2)" y A(Y\Y} = Ky, g(y)~"]. Defi-
nimog
F:A— X
tomando F(X}, F(Y), F(z) y F(ay) comoen el caso (2), y F(y) = ¢ls, con ¢ no rafz
de g(y). Trabajando como en el caso (2) se obtienen uuevanente las propiedades
para (F, Fe)*.0

LEMA 4.7 Sea A = (A, V) un bocs con estratificacion
L={Awiay, ..., %05, 00y 00)
v supdngase que a; € A(X,Y). 8§ A/(X,X) y AV, ') no son triviales y §{a,) =

ruy, para algin r no invertible en R= A(Y, Y)Y ®, A'(X, X)), entonces A es sal-
vaje.

DEMOSTRACION.
CASO (1). Supongamos que X # V. Tomumlo AKX, XY = ke, fe) Ny oo
A'(Y,Y = kly,9(y)"'}, asi R = k|z,¥, ] g(1)™"). Haciendo un cambio de base

de la forma
v = flz)g(y) "
en la estratificacién, podemos asumir que r es un polinomio »(x,y) € K=,y
Para un ideal. I de kfz,y] y Z € k?, denotamos:

2y = ((a,b) € k* | s(a,b) =0 paritodo s{x,y) € I};

KZ) = {s(x,y) € klz,y] | s(a,b)=0 paratodo (a,b)€ Z}.
Resulta que [{Z) es un ideal en &z, y).
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Si para cada p,g € k, con r(p, g) = 0, se tiene que f(p) = 0 o g(q) = 0, entonces
Z({rlz, ¥))) € Z{{f(2)a(¥))), donde (r(z,y)) es el ideal de k[z,y] generado por
r(z,y). Por ésto y el Teorema de los Ceros de Hilbert, se tiene que: :

V{f(2)aly)) = HZ{{f(=)a(y}))) € HZ((r(z,4)))) = Vr(zw)),
por 1o que f(z)g(y) € /Ir(z,y}}, y existen m € M y s{z,y) € k[z,y] tales que
' ()90 = sz, ¥z, ).

Asf r(z,y) es invertible en B. Como éstc no es el caso para nnestro polinomio
riz,y), se sigue que existen p, ¢ € k tales que

ey =0, S A0y a(e) #0.

Ahora escribimos r(z,y) en la forma

r{z,y)= E Nz =¥y =gV, Mjeh

itz

Sea jo el tnenor j con Agj # 0 e #o €l menor ¢ con Aip # 0 (40, jo 2 1 ¥ posiblemente
fn, Jo = 00). Consideramos el caso ju < 9. El otro caso se obtiene intercambiando
Xy Y y reemplazando F'(a,;) por su transpuesta,

Definimos F': A — ¥ por

F(X)= 8%, . F(Yy=8",
Jilp) 0 0 0 0
0 Jp) O 0 0
Flz)y=4= 0 0 Ji(py 0 ] s
0 0 6 Jp O
0 0 0 0 Ju(m

F(ﬂl)=fB= . N . s
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fqfh 1, 0 0 0 0 00 0]
0 0 qu /2 0 i} 0 0 R 0
. 0 0 0 ¢ I 0 O [UN 1}
Fly)=e=| 0 0 0 0 qhb I, ¢ 0 0
6 0 0 0 9 gl & 0 0
0o 0 0 0 0 0 g 1, 0
60 0 0 0 0 0 0 gy I

0o o 6 0 0 0 o 0 qh |

donde Ju(p) denota un bloque de Jordan n x n triangular superior con valer propie
ps In €3 la matriz identidad den x n, y

1] 000 00100
'B'“[oj' ""”“[010]’ ”5‘[00100]’
g, =000 1000 g0 00010000
’ 0004000 *“lo oo 0voo0o0 0

Observermos que F estd bien defivido, pues F(f{x)) = f(F(x)), y #(9ly)) = o{F(¥})
son.matrices triangulates superiores tales que en sus dingonales ticnen a f(p) # 0y
g(q) # 0, respeclivamente.

Si M s un representacion en R(L) entonces M’ = (£, Fe)"M es un A-médulo
tal que

MU(X) = MF(X) = M(S)™,  M'(Y)= MF(Y) = M(S)'S,

y M'(z), M'(a;} y M’'(y) estdn dados, respectivamente, por las matrices

MA(p)  © 0 0 0
0 - Mh(p) - 0 o 0

M@y ={ o0 0 My, O o,
0 0 0 M dx(p) 0

0 0 0 0 M)

0 0 0 0 [t}

M) = : : : : : ;
() 0 0 0 0 1]

M(By) M(B;) M(Bs) M(B:) M(Bg)

y M(€) que se desciibe igual que ¢, ademas M (J.(p)} también es un bfoqm' de
Jordan “n x n” ttiangular superior con valer propio p, y

oo =[3], o= (38 3], =351 821
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BV | )

M= [UWU Ry 0
0000 1 0

“(""’)=[u 000 My) 000 0}'

Sea ¢ = (¢% #') : M’ —+ N* un morfismo en R(A), asi ¢: V QM — Ny
entances por 2.12 y la ceuacién {10] del capitulo 2, tenemos las siguientes relaciones

M (z) = N'(x)¢%, S M'(y) = N(y)sy [5)
S M (a1} — N'(a)dy = 8}, (6]

[T — ]
[ =~

' donde
, ¢t MUX) = M(S)™ — N'(X) = N(S)%,

Y MI(Y) = M(S)'® — N'(Y) = NS,
Bhay = 2 NilV'(y = P4l M (= =), (6
i+i>1 .
B (XS = M(SPS — N'(V) = N(S)™,
El extenso andlisis que hacemos enseguida de las relaciones [5] y [6], muestra que
'si P y Q son las matrices que representan a los marfismos ¢% y 4., respectivamente,
entonces: £ es una matriz triangular superior, existe una matriz invertible D, tal

que D7'PD también es triangular superior, todos los términos de las. diagonales
principales de 2 y D'PD son iguales, digames a a2 M(S) — N(S), y ademis

N{u)o = aM(u), N(vya= aM(v), . 3]

asi que v es realmente v morfismo de Tomddulos o ¢ M — N De ésto se siguen
las propiedades anunciadas para el funtor I, procediendo como en el caso (2) de
4.6. Por lo tanto basta mostrar las afirmaciones hechas sobre Py 0.

Notetnos que las relaciones {5] y [6] adquieren la siguiente forma matricial:

pM(a) = N{2)p, aM(e) = N(o), [7
AM(B) = N(B)D = ¢l {8]

Coansideramos Jas siguientes particiones en bloques para $ y :

P= [P] en 5x5 blogues P, de (20=1) x (2m ~1);
D= [Qm] en 9x9 bloques O, de 2 %2
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Evidentemente amitimos escribir las companentes nulas. :
Para obtener la forma triangular superior basta conjugar la matriz 9 con la
matriz D dada enseguida,

00000 0U00D 00000 00000 100007
00000 ¢0O0CGO 0DO100 000GO 00000
00000 ¢O000 00000 01000 0OODOO
00000 00000 00000 0DOOOO Q1000
00000 01000 00000 00000 00000

00000 000OL 000VOO QOUDO GUBOO
00000 ¢0000 0ONDG10C 00000 OOQOOC
00000 00000 00000 0DOXIGO0 0O00CO
00000 00000 00000 0O000 00100
00100 00000 GOOGO QO0ODO00 00000

00001 00000 00000 DOOOO 0OO0QOO
00000 00100 00000 DOOQUO DOCGO
000600 00000G 10000 00000 0OOGVO
00000 Q0000 00001 VDOOOUL 0OOUO
00000 00000 00000 00010 00000

D0000 00000 0NDO0DOO DOUBOO QOCLO
10000 00000 00000 VOUOO CGOOGO
01000 006000 00000 DOOOCO 0OOCGO
00010 006000 000CG0 0000¢ 0000GO
000006 10000 000CGO QOGOOOC NOOODO

00000 00010 00000 0COOQOO-00O0O0C
00000 00000 01000 00000 00O0VGU
00000 00OO0OYU 00GOO0 10000 VOOGULU
00000 000CGO 000CH 0000 000D
] 006000 00000 00CGO00 00000 00001

Esta matriz es tal que ™! = D', la matriz transpuesta de ©. En la siguiente
pdgina mostramos la forma triangular superior que. corresponde & D7'pD.
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La segunda ecuacion de [7] nuestra que 9 connta con g o e i1t 11
e o blaques y nuavamente, como se hace en (M), se tieae que 2 os de la forma

Q. = 0 si I>m,
A . S A BT

es decir _ _
2 Qi 2 95 25 Q7 A Qo
D 9y 3 0y 95 Oy Q7 Os
h 27 0y 9y Qy Q6 Q7
Q) 3 U Q4 5 Qs
1] = Q 2 O3 Qu Qs
Q) 2 Q3
92 9
Qy
L Q|
donde
poa
Q=

4 22
A i
Tenemos las afi, 1 fones hechas sobre P y 9 si mostramos que
21 W ) b1
i =0 ¥ By =07 =ap = ay = a5 = ayy = ags. [9}

Para ello utilizamos las ecuaciones [8] y {6'].
Ahora obtenemos una descripcion en blogues de QM{B) — N(B)%, partiendo de
lag descripciones de P y 9 y considerando la siguiente descripcion de A{(B):

M(‘B) = [{M{B)}im] en 9 x 5 bloques de 2'x {(2m ~ 1) cada uno,

v tal que
_Jo Tosi t#Y,
[M(B))im = { M) si 19,

Desde luego se tiene una descripcion andloga para N(3). Para QM(B) — N(B)p
podemos considerar una particidon de 9 x & bloques de 2 x (2m ~ 1), m = 1,2,...,5,
que al relacionarlas con las de ¢, 9, M(B) y N(B) para | = 1,2,....9y m =
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" 1,2,...,5, se tiene qué
[QA(B) — N(BYPhm = [QM(B))n — [V(U) B} =

5

o au (M) = D[V (B)]Psnn
=1 =1 {10]

It

]

-DIQ[A'I('B)]D:M - Z[N('ﬂ)]l.‘n,m'

a=1

_ En particular, para [ = 9, tenemos que

it

[DM(!B) - N(m)‘v}ﬂm Q'JB[A'I(‘B)]UM - Z[N("B)]Dn‘vnu
=1

5

Q’['&/1((‘87""4 )] = Z[N(mh-‘ )]qlsm

i

Tomaado m = 1,2,3,4, 5, tenemos:

[aM(B) - N(B)plor = 2 M{B,) ~ Z N(Bgym1 )P = [ ﬂ:lﬂ?:a:' ] P

_ s
[QM(B) — N(B)P]o: = 21 M(Bg) — ZN('Uza-l)fIl..g =

t

] 0
— 12 12 ot .
= i [T '

1 1.2 %
QT O3 TOp T ayp

. 5
[DM(B) ~ N(B)Plos = 21 M (Bs) — p_ V{¥rs1 JP3 =

FE |
t
0 0
0 0
- 11 20 1 21 _ 1 .
= A —2ﬂ1 1“33 . A \ a3 . s
gy~ Oy ~agy — afy — M{u)ajg

! 3 2 2 3 2 ]
—aly —a - ol —aly —al —aly - Mu)od, — N{v)al;

m



5

[2M(B) = N(B)Pluy = 0 M(B7) = 3 Ny, ), =
=1
0 0 )
0 0
0 0
= - [31”/”(1:) - n“ BEM (u) = Nlu)al, ;

—al
"'au “;4 - "‘54
—aj, - Gy — af,

S R ST, B
Wy ™ Anq — gy~ Oy

(M (B) ~ N(B)PBlos = M (B) = D N(Bas )W,

=
[ 0 0 1
0 0
0 0
0 0
= [ A = BPM{v) s AP (v) =~ N{v)og,
—afs —alg —N(“)C“ls ~ N(v)ai,
~as — afy — oy 'a:s N(uw)als — N(v)ags
—aj; — ajs ~ aly —atg ~ "35 N{u)ady = N(vjed,
L —ads — ajs — ady —ai; a%s 35~ N(“)“d!’. — N{v)ad, ]

Mostramos [9] y [3]; si vemos que

([ (B) —

—ady = N(uald, — N{v)al,

=y - a5y = N{u)ad, ~
-y — N{u)aj, —

2
Ty

(m)mlﬁvu]lm =0

N(v)ai,
N(v)al,

para m = 1,2,3,4,5 y t = 1,2, donde [[QM(‘B) N{B)Bom)m denol.a. la cntmda

tm del bloque [QM (B} — N(B)B]sm, pues asi tendriamos que:

B! —aly 0 gt =0

A =0 B-al, = 0

B —oy =0 Ail—aly =0

P BPMu) —ay = 0 BEM{u) ~ Nu)vl, = 0
Bit— [f,”ﬂl(u) - aé._; =0 BRM@v) ~ N(v)als = 0



de donde se deducen [9] v [3].

Para mostrar {11} usamos la ecuacién [8] y damos una descripeién matncnal de
[6’] Sea I una matriz que representa a ¢u‘, eutonces E egde 18 x 23, y podemos
partirla en blogues:

= [Em] en 9x5 bloques, £y, de 2x(Zm~1).
Ademas, denotamos:

En = [, para t=12 y 1Z£s<2m~1
Por otro lado, tenemos que:

Miz—p)= MF(x—p)= M{2—pl),
que es una matriz de 25 % 25, que en bloques queda descrita por:
M@ —pl)y =M@ —pD))) eon lLm=1234,5,

ytal que [M{A — pP)m ws de (20— 1) x (2m =1} y

_Jo si 1#m,
[M(‘Ql = #hlm = { Ju-i(0)  si I=m.

Y como,
N{y-q=NF(y-q)=Nc-ql},

es una matriz de 18 x 18, que podemos describir:
N(e— gy =[[Ne—gDh.] con 9x9blogues de? x 2 cada une,
tal que ) ) 7 7

_fJo siom—1ls#|,
[N((I*ql)];m—{ I si m=I=1

Como M (21— pl) es diagonal, tencmos para todo / que M (%~ plY = [[M{%—1)]m]
es de 5 x b bloques de (21 — 1) x {2m — 1) entradas y tal que

W [0 si l#m,
(Mt = pl) ] = { Jam-1(0)

st L=m.
Nétese que Jo(0} y N(¢ — ¢I) son nilpotentes con indice de vilpotencia n y 9,
respectivamente; es mis, es posible describir las entradas de J,(0) mediante:
PO m—!#i,.
19 (0) Y = { bosi o m=I=1i
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* Lo 'mismo hacemos para N{¢ — ¢/)!, pues:

0 st om—l#],
(N(@ = g1} ,{ o .

siom—I= )
Ahora, el morfismo ‘ﬁ.‘s(u,) queda representado matricialimente por:
Bhaal = 3 N N(€ = g1y EAf(@ — pI ),
itiz
as{ que [‘f’}(,],] es una matriz de 18 x 25 entridas, que partimos en § x § bloques
['»}(n:)]‘"‘ de 2 x (2m — 1), y que podemos determinar por:

(Bl = [Y AgN(€~ gIYEM(A~p!) i

21
= Y MIMe— gl EM(@ = pl)
iy 2l
5 . N
= 3 A Y M@l YEM (2~ plY ]
i+ipl =t
= z M [N(@ = g1V Eb [M(2 — pI) ]
i+l
4 v
= ¥ 2 DIN(E = g I B [M (2 = plY L
izl =
= Z s ErpinJim -1 (0)
i1
Y usando la mlpott_ncm tenemos quei < 2m— 1,y puc:&tu que 4§ £9, entonces

7<9-1
Considerando la descnpcmn de J.{0)', tenemos que la entrada [[¢5m)],,,,],, de la
‘matriz [¢},, )i estd dada por:

[I'ﬁ;(n.)hm]h = [Z /\ly' EH-jmJim-i(O)i]h
i+i21
Im=1

= Z '\U[EH-JmJ)m—.(U ]u = Z iy z ']lﬂm“lm-l(o)]w
i$j21 i u=1
Z .\,’j-yfj_'-',‘;] para J<Y~-lLerSs~1,

=4 izt ) . -y
0 de otra mancra,
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Mostramos {11}, viendo que: e
‘ [[¢;(n.)]9vn]11n =0 {13]
param =1,2,3,4,5 y t = 1,2, y por [12], es decir que: )

[l loria = 0=0
[bhayleale = Awrih=0
[[¢}q loslis
([ha, o]z
([Bdaloslis

Pm‘a probar [13] necesitaremas de las siguientes matrices que se obtienen de [10],
tomande [ # 9:

it

A+ Mol =0

Aao7hh + Moo + Aoy =0

Awovih + Aso783 + Mo + Mok = 0

{QA(B) ~ N{B)D)m = Qg [M(B))an = Qg M (Bapus)

De aqui que:

[@M(B) ~ N(®)Pla = Qio-rM(B1) = Ziii]

[o(3) - N(@)ple = smo-bt(a) = [0 0 )

f 11
[QM(B) — N(B)Pls = gt (Bs) = | ° 0 ’*w AFMEL 0 0] .

[0 0 Al +83, 00
[OM(B) ~ N(B)B)y = Dio_iM(®r) = (g}

000 ¥ +A2 Mu) 000,
00 0 FAL+AE Mu) 0 0 0]

[QM(B) - N(B)Flis = Dio-th1(Be) =

1

{ 0 /m-l+ Ao M(v) o
0 0 B+ AR M) 0

oC
[ =]

(=T 1
——



Recordando que Jjo es el menor § con Agy # 8 vy os ol mvnor i con Ao #0, ¥
que estamos en el situacion fo £ {y, pasamos a mastray [13].

CASO A jo 2 5, entonces i > 5, y conscouentemiente \jg = Ay = Aoy = Ago = {1
¥y se tiene [£3].

CASQ B. jo = 4, entonces Ay = Xy = Ay = 0, Aoy # 0. Como & 2 4,
Mo = Az = Aga = 0, y se tiene {13] para m = 1,2,3,4, Mientras que para m = §:

[, loses = '\‘10‘1‘5'5
Pero de las matrices [14] sabemos que:

(l2A(2) = N®)Blsslu = ([l = D Vot s =

=1

Aarves + davas -+ darrlh + fasris = Aoaris

=
fl

it

Como Aoy # 0, entonces 48 = 0, y se tiene [13].
CASO C. jo =3, entonces Ay = dy3 = 0y Ay # 0 y dado que iy 2 3 se tiene

Ao = Ay = 0. Se satisface {13] para i = 1,2, 3. Mientras que para m = 4,5

[l¢.’s(,,,]m],4 = ,\30.’,55

[[83(ay)lsshes

" - Usando las matrices [14], sabemos que

i

At + Asonid

0 = [joM(®) - MeWlala = [8 el = Z"UJ_’ilili;.d =

= s+ doaveh + Aardh = doavin

Como Agy # 0, entonces 1§} = 0.

) ]
0 = ([A(B)~ N®)Plasn = [[dhalosln = D Aosrihss =
a=h
= doys + dorvis + dearsh = Aaanlhs
Asi que 7{} = 0.
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4

QM (B) - N(B)Bsslar = [[$faylsslis = 3 Aoy hhss =
J=

Aaryes + Aoa it + Aaa vk + AoTes = Ay,

<
#

il

v.una vez mas g4 = 0.

=]
1l

L]

[[aM(B) ~ N(B)Plisla = [[?5;(“.)]45]11 = Z '\01')‘5';,‘.5

J=

Aoryis + Ao it + Aos s + Aoavhy + Aasis = Aoavdh,
Juego 4L = 0.

k)

3
([aM(B) — N(3)Pss)a = {[bhay)loslia = Z Ao Y4ss + E My =

J=1 =0

Ao 77+ deaths + Aarvht + Aroves + Ar v+ Arves + Aaeh = doavlss

=)
H

]

por lo que 82 = 0. Del hiecho de que v} = 8 = 98 = 0 se sigue [13].

CASO D. jo = 2, entunces Ay = 0y Az # 0, Ajp = 0 pues ip 2 2. Luego se

- cumple [13} para m = 1,2, mientras que

{ddapleal = Aok,

((#5(alosle = daoved -+ Aaavsl,

“(ﬁ}(n,)]ushs = Mo‘ﬁf;fs + 1\30‘153, + Apydd.

Utilizando las matrices [14), se observa que:

2
(M (B) - N(®)Plln = [dh.,)lmls = Z AoiVrisa =

i=1

[
i}

i

Au ) + Aaardh = Ao rdle

Como Ap2 #_0, se tiene que 7§} = 0.

<
It

[loM(B) ~ N{(B)P|r)u = U!ﬁ}(,,,)]n]u = Zt\oﬂ-ﬂm =

=1

]

Ao + Aoavey = Aoa e
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Luego 8} = 0.

([20() - N(BIBledla = ldgonlorln = 3 duatl, =

5=
= Ao+ Aoz vay + Aoty = Aol
Se sigue que yf} = 0.
0 = [[aM(B) — N(B)l]n = “‘f’é(u,)]u]a = Z Aoy vEia Z Ay bid =

=0

dormt + dearss + Mo+ Anrel + /\lz‘hu = At

It

Consccucntc-ncnu- W=

2
[taM(B) ~ N(B)Plrsln = (bl ylrsle = 3 duith s

0 = -
5=t
= Ao7ek + darhs = dordh.
Ast que 7,,§ ={.
L
0 = [[QM(B) — N(B)Psln = ([@heylosla = L Aoirhis =
=1

'\01775 + /\uz‘)‘ + \03“/,35 = «\01‘735

Lo que implica 4§} = 0.

[foM(s N('B)‘—B]ss]n = [[Bhalssln = Y dofh ” -

=1

=
I

= An e+ AoV + Aoarit 4 Ao vt = b
_ Dedonde 44 = 0.

=
It

2 2
(laM(B) - N(%)‘n]75],1 = [[éé(ﬂ,)l’ls](: = E /\017;?“'.5 + E'\'j7;‘+-i-5 =

i=1 j=0
AulTé?’. + AUTY;;‘; + AIO')’;IS + /\n‘yéls + /\1')75}, = /\oz’)gg.‘
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Por lo que concluimos que 782 = 0.

=}
il

(12M(8) ~ N(®)lesla = ([Bhaplesla = D doivilis + D Mirehss =

j=t i=0
Xov 7} + Ao vst + Aoass 4+ Mores + Anvih + havih + Aardh = Aoavai-

i

Y se tiene que 752 = 0.

[oM(B) ~ N(B)Plusla = {[$ka, sl

3 1 2
2 f\nﬂﬁu’.s + 2: Mivhs + Z A?i"l;'»r,.s =
Jj=0 J=0

J=1

0

i

Aor s + Aoa vy -+ Mot + Mrvey + Mg + Aaovgs + Auvig + Arres =

f\m'h%'

it

Concluimos que 7§} = 0.
El hecho de que '75‘).51 = 75: = 75‘}3 = 7}5.", = ‘)‘(_‘,g = 75% =0, 1103 permite afirmar [13].

CASO E. jo = 1. S6lo sabemos que Agy # 0, y dnicamente tenemos [13] para
m = 1. Por las matrices [14], se tiene que:

o
]

{[aM(s) -~ N('B)‘P]uﬂu = [{Bh(ay)lazla = Z Ao Vahja =

i=t

It

Aoy 'ré‘;

Como Jor # 0, se tiene que 13 = 0.

=
It

([2M{B) — N(8)Plsla = [[8(ay )il = Z XoiVoia =

=1

dor 8-

Il

Luego 98 = 0.

o
li

liaM(B) - N (%)‘?]min = [[8banlosl =Y Aojrhja = |

e
Ao + Aaavh = daris-

il
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Se sigue que 745 = 0.

=)
i

(1M (2) ~ N@)Plola = [Hhphla = 3 do2it i+ 3

=1 j=0

I

Aot 783 + Miovah 4 s = Aoy v,

Consecuentemente, 743 = 0.

0 = {[QM(B) - N(B)Plad)tr = [[$2(ayylsaln = Z Ao Taks,

i=1
= dot7es

Asi que y§, = 0.

(M () — N(B) Pl = [[Hhuglrln = Moy,

i=t

=
1]

Aot vy + 2oy = Ao v

Lo que implica ¥} = 0.

=)
1

3
[[aM(B) - N(B)Blsdun = [[4i(aylodda = Z dos 1k,

Xor7he + doavhs + doavhs = dorviye

]

_ De donde 91} = 0.

1 1

([2M(B) ~ N{B)P|salea = [[?;(n‘)]sdn - Z /\uj“/;.im + Z

J=1 i=0

=3
]

dorygt + Mevas + A = Ao
Por lo que concluimos que 43 = 0.

1 2
(l2M(B) — N(BYBInla = [[Bhalale = D doirihiu+ 2

=1 Jj=0
Aor7dd + Aoast + Ao + Anvek + Adh = Ao

=
N

i
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Milera =

5

it

4

4§ =

2] =
-x-l)"-’aﬁ.d =

A
MiTo4ja =



Y se tiene que 4§ =

0 = {[ﬂM(fB) 'V('B)‘nlsd 3 = [[¢;(,.,)}u4] 3
= Z AojYarja + Z MiTagia + Z N Tasi =
j=o
= ADl'qu + Mo')'u + /\11'1 + r\°0’1u + Anyel = ’\m"fm
Concluimos que 43 = 0.

(@M (B) = N(®B)Blasla = [[Bhaylssln = D, doishs

=
]

it

Aot 745

fi

Como Ag; # 0, se tiene que 7L = 0.

3
= [[aM (B} ~ N(B)Plsly = {85, ylsln = E Ao ¥

J=i

= ol + A = Ao
Luego 7§ = 0.

3
= [[Q}H(m) - N(m)m]iﬁ]ll = [[‘ﬁ(,dlﬁsln = Zt\q,‘y&j.s =

=1
= Ao + duavss + doavls = Ao ¥

Se sigue que 1} = 0.

[laM(B) — N(@)P)ssha = [[Bhgan]ssln = D doj7ehis

=1
Aorves + Aozis + Aaaves + AoaTes = dosTes

=]
H]

it

. Consecuentemente, ¥ = 0.

<
n

{[0Af(B) — N(B)Plsshz = £{¢§[u|)]85}f2 = Z )\oﬂgh 5+ Z Al)']a-h‘s =

J=1 =0

Ao vss + o7 + Mites = Anvoe-
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Asi que 9§ = 0.

ki

) 2
0 = [[OM (D)~ N(B)Plsl = ([$h1ay)rsliz = Z Mo ¥ Z Mitthie =

Jm=l J=0

= A+ Aoavdh + Aevis + ATt + Do = daral,
Lo que implica 7§ = 0.
4 3
o = [[9M(B) - N(B)Plsslie = ([Bia)luslie = Z MiTon,s + Z Aytths =
3=1 j=0
= it + Aorvis + Aoaris 4+ Aok 4+ Aurth o+ Migrit 4+ Al = day i,
De donde 7§ = 0.
0

[[DM(‘B) - N(‘m‘n]nslss = [[9";(.‘,; aslis

Z doiTayis + Z MivTeis + Z Mty =

j=1 =0

It

/\01'795 + 1\10'735 + '\11795 + 1\20"/55 + -'\21'795 = r\ul'T(,ll:-

it

Por lo que concluimos que 95 = 0.

[[QM('B) - N(‘B)‘Nn]m = U¢5(...)}15]n

Z dojris Z My + Z Majey g =

§=0 j=0
Am‘)’n- F A2+ Mo+ M 4 Mvsd 4 Aworis + An‘ms + )\12‘795
Aorvss-

Y]

1

i

Y se tiene que 73 = 0.

=)
II

oM (D) ~ N(B)Plushis = [Biaylech = Z)ﬁﬂ“-' + Z dyes ™

i=i =0

MoYes + Aoz + Aaovht + Aarres + Mivee + A s + Anvh = Ao

Coricluimos que 74 = l)
Elhechodeque 4y =1y =1 =i =l =i =1l =1l =4t = 1t =0,
nos permite afirmar {13],
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Esto concluye la prueba del caso (1).
CASO (2). Supangamos que X =Y, y sea A'(X, X} = [z, f(z)7'). Asi R =
K[z, v, S(=)Y, f{y)~'}). Haciendo un cambio de base de la ferma

u o= f(=)" () e

en la estratificacion, podemos suponer que r es un polinomio »{x,y).
CASO (2a). Supongase que existen escalares p, g € k tales que

JM#0 fl@#0, r(pgl=0 y p#q

Escribimos r{z,y) en la forma
rzy)= 3 Asle=ply—afs M Ek
i1

Sea jo el menor j con Ag; # 0, e fg el menor i con A # 0 (posiblemente ig,Jo = 00).
Consideraremos ¢l caso en que jg < ia. El otro caso se obtiene reemplazando F(ay)
por su transpuesta.

Definimos F : A — I de la siguiente manera:

F(X)= 38"

a 0 0 0
F(J:) = } N F'(a‘) = } .
0 e B3 0

donde 9, B y ¢ son como en el caso {1}, Como

fmy
FUf(a) = f(F(z)) = { J :
0 flo)

¥ como en el caso (1), f(2) y f(€) son {uvertibles, luego asi lo es F(f(x)), y por
tanto F estd bien definido.
Sea M una representacion en R(E), entonces M = (F, Fe)"M es un A-médule
tal que '
M(X)=MF(X)=M(S)%,

M) 0 o 0
A"l(x) = [ } P 4 A{’(al) = [ ] r
7 0 M@ M) 0
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con M{at), M(B) y AM(<) como en cl caso (1).
Si ¢ = (¢",¢') « M’ — NV es un morfismo en R(A4), entonces

N'(I)(ﬁ?\' = g, M'{x) [l5;
y
Py M (ar) ~ N{ar)dy = ‘J’é(a.) ) 16}
donde
& MIX) = M(S)V — N'(X) = N(§)YR,
Bl = 3 AilV'(w ~ qV &), 3 - ),
i+r21
y -
bt MX) = M(S) = N(X) = N(SYH

El andlisis que hacemos enseguida de fa relaciones [15] y [16] muestra que si i
es la matriz que representa al morfismo %, entonces existe una matriz invertible
@y tal que D uDy es triangular superior y las diagonales principales de ’D"Lml y
it hcrlen los mismos elementos, todos ellos iguales entre si digainos a

v: M{8) — N(5), y ademis:

N{u)e = aM(u), N(v)e = adf{v),

asi a es realmente un morfismo de L-médulos, a: M ~— N. Argumentando como
en el caso (1) de 4.6, tenemos que el funtor F tiene las propiedades deseadas. Veamos
que U tiene las propiedades anunciadas.

Consideremos una particién en blogues

P W
U= ,
T Q
con P de 25 x 25 y 12 de 18 x 18, entonces por {15 tenemos que

[N(u) 0‘}[‘4) W]=[q3 W][M(w) 0

0 N(g) 2 T 0 0 M)
es decir
N{2)p = pM(n) N(c)a = aM(e), Y

NIW =WM(E) N =TME). . [18)
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Mostraremos que W y ' son matrices nulas. Consideremos particiones:
W = [Wyn] en 5 x O bloques Wiy, de (21 - 1} % 2,

T = [Tim} en 9 x 5 bloques Ty, de 2 x (2m — 1).

Veamos que W = 0. Por la primera ecuacion de [18] tenemaos

INW i = [WM(€)}]m
] 8
SIN@Wan = D WilM(@)]m

- Usando las descripciones de N{2%) y M(¢} dadas en el caso (1), se sigue que

wein = { g

es decir
N(Jga(pOWon = Wimala+Wigls  sim #1

N(Ju_l(}l))uf“ “”“(,'12 sim =1

o bien que:
[N(Ju=a () = 911 ]Wis = Wiy param #£ 1,
{N(Ja=s(p)) = glaa Wiy = 8.
Afirmamos que

sit<m~—1

. ) Wia-
[(N{Jar(P)) = glaimr | Wi = { 0 o sift >m-1

Para probarlo usamos induccion sobre 2.

no)
(20]

)

Sea / = 1. Para m == |, entonces 1 > m — |, y nuestra afirmacidn es la ecuacién

[20], y para m > 1, entonces 1 £ m — 1, y nuestra afirmacién es [19].
Para probarlo para t + 1, chservemos que

IN(Ja=1(p)) = qlat-1}H Wim = [IN(Ju=1(p)) — qla—1][N (Jar-a(p) — qlaiea] Wim.

Enelcasoenquet+1<m-—1,entonces ! <m—-1y1 <m~1-—t,usando la

hipétesis de induccion
[N(J:u—l(l’)) - q’ﬂ—l}'“Wrm = [N(-’zl-l(P)) - f]’?l—l]”/l,m—l = VVl,m-f—t-
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En ¢l caso en que t 4 1 > m ~ 1, consideremos que £+ 1 =, de vpui t =m -1, 0
seal =m~—1ivy

[M{Ja1-3 (B1) = gat=3] Wi = [N (Jui(9)) = gL W= 0,
por [20). Pero si t + } > m, entonces ¢ > m ~ | v de aqui que
[N (Jai={p)} ~ qlaical* Wim = [N (Ju-1(p)) — @lu=i]0 = 0.
Y hemos probado [21]. Asi para cada mi, tomamas ¢ > m — | y tenemos
INCha{p)) — glaica] Wi = 0.

Como p # g antonces N(Jy-1(p)) —qlai-1 esinvertible, pues os wuna matriz triangular

superior con toda la diagona: prineipal no nula, lucgo también es invertible cualquier

potencia, y consecuentemente W, = 0, para todo valor de mi y I Luego W = 0.
Ahora mostramos que T = 0. Por la segunda ceuacion de {18, tenemos:

[N(OT hos = [TM (@)1

9 5

STIN@Tam = 3 Tl M ().

=t =1

Usandc las deseripciones de N{€) y M (%) dadas en ol caso (1), se sigue que

\ IN(@Tom + (M@ T sid#9,
TIm[Af('E)]mm { [N(¢)199T0m sil=0,

Es decir: . , . o
Tlm‘*“c’lw—l(]’)) = 'illem + Trsam sil 7'5 4
TonM(San-a(p) = 4Tom sil=Y,

o bien que
Tin{M{J2m-1(p)) — ¢fzm-1] = Tigrn  paral# 9 [22}

Tﬂvu[j"(l-’!m—l(l)).) - (Jlim—ll =0 [23]

Afirmamos que

T m it £9- 11 .
ThalM i) = el = { 47 L5470 24

Para probarlo usamos induccién sobre &,
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Sea t = 1. Para [ < 9, tenemos 1 € 9— 1y nuestra afirmacion es [22], y para
I'=9,tenemos 1 > 0 =99 ynuestra afirmacidn es [23]. Para probar el caso £+ 1,
observermos que

Tlm[M(JZm'-:(I’)) —qizm-nl'“ = TJm[M(JZm—l(I')) ind ‘ll2m—l]r[lll(',‘hn—l(P)) ‘*q’zm-l]

Enelcasoenquef+1 <9~ entonces t <Yyl <9~1—1¢ usando la hipétesis
de induccidn:

Tin[M (S2m-1{p)) = @laonat] Y = Trgon [ M (Ja 1 (1)) = ghim 1] = Tipesrim

En el caso ¢n que t + 1 > 9 ~ I, primero consideremos que ¢ 41 = 9 -1 41, asi
t=9-losea9=t+{y

Tom[M (J2m-1(p)) = glam-t)'t" = tom[M{Jon-1(p}) = 4l2m-a] = 0
por la ecuacion {23]. Perasi t 41> 9 =1+ 1, entonces t > § =1 y de aqui que
Tl M (Sam =1 {P)) ~= @lam=1]T = O M(J2nicr () = #lanm] = O,
Y hemos probade [24). Lucge para cada | tomamos ¢ > 9 —{ y tenemos
T [M{J2mer () = qlon-a]' = 0

nuevamente, [Af(Jam-1(p)) — @lzm-1)* es invertible y esto implica que T}, = 0 para
todoly m, Luego T =0,
m 1)
=
0 Q

con las matrices B y 13 que satisfacen (17}, y como en el case (1), 9.y Q son como
las matrices ya descritas anteriormente.
Para analizar [16], describimos a ¢}, como una matriz partida en blugues:

s T
LW

donde §us 203 x 20 y W oes 18 x 18 (luego £ es 18 x 25). Observemos que

Asi se tiene que

M{m—-pl} 0
M'(x ~p) = M'(z) - pM'(I) =
0 M{e - pl)

127



N'(z = q) = N'(z) = gN'(]) =

N —qf) 0
0 Ne—ql) |

Luego ¢}, obiiene la siguiente funua matricial

¢;(a|)
Z N(% — qf) 0 s 1 M= pl) o -1
= i
Frord 0 N(E - ql) E W | 0 M(c - pl)
> N — IPSM(A—pl) N2 — gl YTM(e — pl§
= A,‘, .
At | M@ =gl EM@=pl)Y  N(@ - W Alg - pl)

Mientras que ¢% M’(aq) = N'(a1)4% tiene la siguiente forma madricial:

(¢ 0] © o 0 0][e e
Py M'(ar) = N'(ar)dh -

[ 8 9 [Al(m) 0 Nmyolloa
C 0 0 0
B | aM(B) 0 B N(B} 0

[ 0 0
B | QM(B) - N(B)B 0 ‘

it

De esto.se sigue que:

QM (B) — N(B)p = E AigN(z— gl EM (2 = pI)%

i+iz

Hemos deducido que las matriees 9, 9 y £ salisfacen las ccuaciones [7} y [8]
del caso (1), lo que muesira las propiedades anunciadas sobre 4, y observamos que

basta tomar
D 0
D] =
[

donde D s la matriz del caso (1).
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CASO (2b). Abora supongamos que nu existen escalares p, g € & como en el
caso {2a), es decir, para p, ¢ € k tales que f(p) £ 0, f(g) # 0y v(p,4) =0, entonces -
p = gq. Luego el polinomio r{z,y) es tal que Z({r(z,y)}) € 2({z —y, (=) fl¥)}h ¥
consecuentemente por le Teorema de los eeros de Hilbert se sigue que:

Viz =y f(@D) () = HE({z -y, [ (N)) € IE(z, ) = V{r(z )
es decir que 7 — y € /{r(z,y)), por lo que existe m € N tal que (z — y)™ =

s(z,y)r(z,y). Pero kfz,y] es de factorizacién vinica y r — y es irreducible, entonces
r(z,y) = Mz - y)", con A € k. Otra sustitucién para vy nos permite suponer qite

rizy) ={x —y)"= i ('x') (C A S ¢

=0
definimos F: A —+ L por
F(X)= 5",
p 000 600 wu
_lorooao Lo _ 1000
Fay=to v oo FO@)=lg g
601 p 0000

donde p no es rafz de f(z). Asi F esta bien definido.
Sea M una representacion en R(K), entonces M’ = (F, Fe)"M es un A-médulo
tal que
M'(X)y= MF(X}= M(3)',

000 00 0 AMu)
e Y0 p oo N B R
ME=1g 0 pofr ¥ M@d=1{y 04 ap)
001 p 000 U

Para ¢ = (¢°%¢') : M" ~ N' un morfismo en /({(A) se tienen las siguientes
relaciones

N'(z)px = g5 M(r) ' (25]

S M'{a)) — N'(a))¢% = 'ﬁé"‘l) (26]
donde
#% : M'(X) = M(8)' — N'(X) = N(S),

‘ﬁ;(q,) = z (’;) (—l)"_'.NI(Ji)"—id):,‘ M'(r)",
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O L AP(X) = AM(S) = N(Y) = NS

]
Mostraremos que si % y 8 son matrices que representan i Jus morfismos %
y q’n,‘,l, respectivamente, entonces existe una matriz D invertible, tal que D-'aD es
triangular inferior con los mismos clémentos en ia diagonad principal que % y que
todos los términos de esta diagonal son iguales, digamos a o @ M(S) — N{S)y
ademas tal que

N{u}n = aM(u), N(v)a = aM{v),

Asl a: M — N es un morfisme de S-mddulus, y argumentande como en el caso
(1) de 4.6 se sigue que F tiene las propiedades esperadas,
Supéngase que

A= fanfighmes ¥ B = [Aon]icimess
donde ain, fim : M(S) = N(S). La forma matricial de [25]:
N'(x)a = ah'(z)

muestra que
ap g O 0
0 az 0 0
A= :
0 a3y a3 0
g (g (g Q3

Obtenemos la forma triangular inferior conjugando por la matriz

[0 0 1 0

po |1 000
RV RS B U B

0001

. En efecto, como D~' = D' se ticne

[z 0 0 O
-1 o Qg g ] [t]
oD = ag 0 o O
_04 Qg Q5 )
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El primer miembro de la ecuacidn [26] tiene la siguiente deseripcidn matricial

aM'(ay) ~ N'(e)2

o ag 0 0 00 0 Mu)
10 a0 0f|]l100 o
L0 a3 a0 000 Mv) |~
as 4 o3 Oy 000 0
00 0 Nu) ay ag 0 -0
it 00 O 0 a3 0 ©
000 Ny 0 a3 a; 0
6 00 0 as (g Q3 U
[as 0 0 o M{u) N(ujas N{u)as N(u)az N(u)nq
_ | 00 0 o og 0
“lez 00 azM(v) N(v)a,-, N(viay N{v)as N(v) og
&g 0 0 asM(u)+asM(v) L 0 0 0
[ ag — N{u)as —N(u)ay —N(u)a; ay M(u) — N{u)a,
- g — (g —0g 0
T aa— Mvyas —N(v)ay —-N(v)a;, azM(v) ~ N{v)e,
oy i} 0 asM(u) — aaM (v}

Nuestro resultado se sigue si legramos mostrar que
aM(u) - N(u)az [wM'(a)) = M)y =0
a; — o [ad'(ay) — N'(a)uly =0
(YQI"’(U) - N(U)ﬂ] ['1””'((11) - .Nl((h)‘-’l]m =

Para cllo veamos la descripcién matricial para ‘,‘»;(m. Empeceinos observando que
si Ja(p) es un bloque de Jordan triangular inferior de n % n con valor propio p,
entonces, para £ € 1

0 si. l<m
a(p) i = ( l—im )p""(""" si lzmy 05l—-msgi
st lZ2my l-m>i
La entrada Im de ¢}, queda descrita por

ool = 13 (5) (=0 N~ o

=0
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= (',-‘)( I N ) B AL () i
=0
= 3 () (<0 SV lulmar e ko
i=0 =l
n 4 q
= E (';) nﬂZZ[A (&) I-I]h/_u [M'{w Juu
=t =1 t=1

- £E O

pues N'(z)"' y M'(z) son triangulares inferiores. De manera particular ohservemos
que

0 = [ﬂAf’(ﬂl) bt N’((]l)'ﬂ]m = I¢;(u|)]ga

=y [E (%) (—1)""[N’(r)"“l-z.ﬂ.e{M’(x)‘lm]

=1 (=3 [i=0

= Z [i (;‘) (~1 )"—i[N'(l‘)"_']u/]zx[f‘”'(f)"]m]
=3 Li=0 .

(:) (= 1) N ()" oz Baa M (2) 0 +

1
'M’

Fa

+Z() PN ) [ M () g

¥=0

n
= Z (:)( ~1)*tpt tlc’v(.«a)/}z‘uu Iagsy + E( ) "l)"_;I)"_ilN(S)ﬂzqui_lIM'('s)'

= [i ] ("l)"-‘])"—ipi} A 4 [Z (i)(—[)"" ~i; ; 1] e

[}
= r(p,p)+ E‘E(Pvp)ﬂu = %;E(p' PP

Las ignaldades ne obticnen observando que [¥'(2)*%); = 0 y ademds que

M'(z) = Jy(n) D Jalp). Asi tenemas que
7}
b&(ﬂll))ﬂﬂ =10 .
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Paral=1ym=4
M (a)) — N'(ay)2tfiy = W’E(u.)ln

Z (‘1‘) (=1 N () N Al A () g
i=0

il

"
Z (:) (=" Ivgsybran' L)

i=0

[i (1) (-l)""ip""'pi] B =r{(p,p)hy = 0.

=0

1)

Il

Para I =3y m =4, usando que [N(z)" "] = 0, teuaios

[@{ar) - N'(a))2)as = [$1(a,) s

"

=Y [’2 () (—1)""‘[N’(I)"“]s.ﬁ.ai:1f'(1=)"]“]

s=1 Li=0

= 3 () O G Tl

=0

3 () (= e e A

=0
Z o e P ;
= (:) (=" (= D" sy Baep Ly +
=0
Z (:) (=1 s A n L)
¥=0
- [Z (';) (_1)"-;1)..-.‘1,.'} oy + {Z (';) (_l)n-.'pu-:p.'} Ba
i=9 i=Q
ar ar .
= a—y(P' PMas +7(p, )B4 = %(P‘ i

d
= ) =0,

Para ! = 2y m = | usando que IN(z)fg = (M (2)]a = 0, para t = 2,3,4,
tenenmos que:

@M (@) = N2l = [hayla
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i
{7

2 [ 3 ("!) (~l)""[N’(r)"“‘lz,ﬂ,.[.\/'(;)-1”]

=1 | =0 Sl

-
i

i

i
M-

‘ ('})(—-1)""7[5\"(13)"_']ul’u[-\‘ir(l‘)i]l!J

i

({) U N Bl Y
> (

1)( P " sy B Largsy

=P’J=EM=

i
Fe——
A agh

-3
v

} Bar = vl p)Ba = 0.

Esto.concluye el caso (2b).0
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5 APLICACIONES A ALGEBRAS

20 este capitulo establecemosy las relaciones entre boeses y dlgehras, Concretamente,
para una k-algebra de dimension finita A le haremios corresponder un bocs estrati-
ficado A. La categoria #2(A) de representaciones de A no s equivaleate a modA,
sina a una categoria conocida que se construye de las A-médulos proyectivos y que
ahora recerdamos. Py(A) denota la categoria cuyos objetos son lus ternas (P, @, a)
con Py @ A-mddulos izquierdos proyectivos de dimension finita y & ¢ P ~— radQ
un homomorfismo; y los morfismos de (£,Q,a) en (/”,Q’,a') son los pares (4,%)
donde ¢ : P — Py tp: @ — @ tales que o'g = da. L composicién de dos
morfismos (¢, ) : {1, Q,a) — (P,Q.«), (¢, ¢'): (P, Qo) — (P",Q",a")
queda definida por medio de (¢, W)(4, ¥} = (¢'¢, P ¥); los morfismos identidad son
Lpge) = (lpy ig). Claramente Pi(A) es una categoria.

El objeto de este capitulo es mostrar la siguiente proposieidn en la que se cons-
truye un bocs estratificado rorrespondiente a A, Con excepcidn de los detalles esta
construccion estd dada en [D].

PROPOSICION 5.1 Sea A una k-dlgcbray de dimension finita. Entonces cziste
un bocs estratificads A = (A, V), una equivalencia de categorias Z : R(A) — P (A)
y un A-A bimddulo T' finitamente generado tal que si M cs una represeniacion de

Ay Z(M)={PQ,a) entonces coker{a) = T® M.
A

Daremos la demostracién de esta proposicion en varios pasos. Primero cons-
truimos un hors sobre una A-ilgebra, es decir una categoria con un solo objeto, y
Iitego 1o convertimos en un bucs sobre uha categotia con sumas directas. Podemos
suponer que A es bisica, asi que A = J@ S, donde J = radA y 5 ¢s una subalgebra
semisimple de A, con § ~ &k x k x ... x & pues & es algebraicamente cerrado.

Antes de empezar hacemos algunos comentarios acerca de médules sobre S.

Sea {e(,€,...,e.) un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales
de S. Si M es un 8-S bimddulo y {m; } i} es una k-base para A, entonces
{eqtnie, | 4,0, 9} es un conjunto de k-generadores de M. Luego supondremos que
toda k-base {1 | 1} es tal que m; € e, Me,, para algunos ¢; y py. La siguiente
proposicion muestra algunas propiedades para 5-9 himddulos.

PROPOSICION 5.2 Sean M y N un parde §-8 bimodulos, {m; |i=1,...,t},
{nj 1j=1,...,ul}, subconjuntos de M y N, respectivamente, Sc tiene que:

(1) Si {mi} cs una k-base para M, t =u yn; € e, Ney,, cnlotices existe un
morfismo tinico [ M — N de 8-S binhodulos tal que f(m;) = n; paratoda i; y
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(2} Si {m;} y {n,} son k-buses para Al y N, {0, @sn, | ey, = ¢ ) o5 una k-base
para M@ N,

DEMOSTRACION. En (1) es claro gque [ es la tranformacion lineal determinada
por fa k-base {m,} tal que f(m;) = n,.
Para probar (2), nétese que si ¢ es un idempotente en S, entunces A e @ eN =
Me @, eN como k-espacios vectoriales. Ahora como M = @ Mey N = @c,N,
¥

7
sc tiene que:

M®N =@M¢=;®0,N = @Me;@ eV = @ i‘lffi®c;l\’~
s ' 5 i i &

i 5

Luego {m; ®sn; | e, = e, } es una k-base para M® N. O
s

Para un §-médulo dereche M, con Af* denotamos el espacio de morfismos de
S-mddulos derechos de M en S, M* = Homy(41,5). Recordumos que M* tiene
estructura de S-mddulo izquierdo definida por (sf)(mn) = sf(m); y ademiis st M es
un R-médulo izquierdo, entences M* también tiene estructura R-médulo derecho

definida por (fr)}(m) = f(rm),

OBSERVACION. Fara M y N S-mddulos derechos, si M es subiméduio de Af

entones podemos considerar que ¥* § M.

En efecto, podemos elegir &-base para N y Al tales que {n,} € {my}, y mi €
Me,,. Para [ € N*® se extiende lincalmente a f: Al -— S tomands f{ny) = 0 con
my € {nii) = {n;), y asi f € M.

Una situacion especialmente interesante se tiene para los S-médulos J y A, Dado
que J es un A-A biumédulo, para f € J* y y € J, podemos definir:
foy: A ¥

tal que para A € A se ticne (f o g}{A) = f{yM). Nétese que foy € A, pues para
sES:

(foy)(As) = [(y(As)) = S{yA)s) = [(yN)s = (S o y)(M)s.
Esta multiplicacidn tiene un compertamiento asociativo con respecto a las multipli-
caciones que hacen de J* y A” A-mddulog derechos, como vemos enseguida.
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OBSERVACION., Para f-€ J*,y € J, ¥ A € A sc tiene la siguiente propiedad:
(Ney=fe(dy) ¥ (Sopr=[e(p)

En efecto, tomando ¥ € A, entonces:

() 0 ui(1) = (FA7) = S = Siwdat = 1 « Ol

(f e A7) = (S o yXA7) = fly(Anl = flwA)y] = ([ o (pA)H7)-

Ahora construimoes bases especiales para J, J*, A y A*, Como J es nilpotente,
tomanios n tal que J" = 0y J"~! # 0, entonces

0=JCcJrtc...Clcd

Consiruimos una base {y;} para J inductivamente, extendiendo una base de J'*!
de elementos que se encucntran en e,JJ™e, a una base de J' agregando elementos
que también se encuentran en e,J'e, para algunos p y ¢, Como {e,) es una k-base
para 8§ y A = J DS, entonces {z;} = {5} U {c,} es una k-base para A.
Definimos
ylid =58y iA—§

de la siguiente manera
oy F O siiEg O sia A,
Uilas) = { e sii=J =) = { e 2=y
yporS2, yi € JCCA" y e €A
Para un S-médulo derechio M, una base dual es un par ({m;},, {£i}i) tal que
{mliC M, {i}iCM yparatedam € M, m = Zm.-f,'(m). También se define

A2
param € M, i ; M~ — § tal que if{f) = f{m), que results un morfismo de
S-médulos izquierdos, y asi m € M**. Una proposicién sin demostracion.

PROPOSICION 5.3 Para las bases {1}, {z;} de J y A, respectivamente, se
tiene:

1)yt € e ey, T; € ey, A%y,

Yyrey=e);
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3 ({x:}, {x:}) es una base dual para A;
{) ({vi}, {¥:}) es una base dual para J;
3) ({7}, {Ti}) es una basc dual para A*; y
6) ({¥7}, (%)) es una base dual para J*.0

Ahora empezamos con la construccion de la coilgebra.
PROPOSICION 5.4 Eriste un morfismo dc 5-A bimédulos

mi:A" — A'®:\'

3
definido de la siguiente manera: para f € A"
m(f)=3 e @z =30 3 [yl 6} 1

z 1 2
DEMOSTRACION. Sip: A®g A —+ A es la multiplicacion, se trata de un mor-
fismo de A-A bimédulos que induce el siguiente morfisimo de §-A bimodulos:

7 AT — (A®s A) = Homs{A©s A, 5}
Por otra parte, tenemos el isomorfistme de S-A himadulos
¢: Homg(A @5 A, 8) — Homg(A,Homgs(A,S))
dado para [: A@gA — S por:
(@) = fle & yh

y cuya inversarcs!.ri dada por: sig: A — A"

4™z © 3) — [ol=)}(o).

La base dual ({z;}, {z]}) para A nos permite construir un isomorfismo de 5-A
bimédulos

8. Homs(A, lloms(A, S)) — Homg(A, 5)§) Homs(A,5) = A" QY A",
s s

tal quesi g: A — Homs(A, 5) = A" entonces

Og) = D_ulz) & &5;
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su iaversa

07t A" Q) A" — Homs(A,A")
5
esta dada por:
0"1(,[@11) : o+ fh(x)

Asi tenemos un morfismo de S-A bimdédules

miAT— A @A
5
definido por m = 045", Ahora si [ € A” entonces

m(f) = 0n"(f) = 04(fn) = Y_[6(Sn))(=;) ® 5.

Nétese que para y € A, Lenemios

B0 ) = Sz ®y) = flayu) = [F:)(y).
Como fz, € A, usando la base dual de A®, tencmos
foi =3 Elfeidz = 3 lfailedel = 3 M)l
De aqui que
mlf)=3_ fr;825=3 3 flem)ei @ O

PROPOSICION 5.5 A" tiene estructura de S-codlgebra con los morfisinos de
S-8 bimddulos
m: AT — A'® A,
5

et AN -— §
tal que e(f) = J(1).

DEMOSTRACION. Necesitamos mostrar la conmutatividad de los siguientes dia-
gramas
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~
SR A m A@,S ‘ 2.
e®1 I1®e
A.®SA'
L &m /A:®S(A.®h"\-)
As At ®s = 13
m®l
(A @A) QA"

Veamos la conmutatividad de [2]. Sea f € A%

(e®@Dm(f) = (c® I)EZ Jz; @} = Z[f:r,](l) 4]
ZI ,)ur _me
1@2.{(")): _1572

l®f,

i

it

mientras que

(1-® eym(f})

[}

(e e)lz Jrm)= Z Jes@a3(1)
ZUHII 1)@1"‘?/[1,:, =R
f{}jx,x,(m@l-f@x

I

I

Para mostrar la conmuLuvandud de 3], tenemos

(I@m)m(f) = ZIJ:,@m(.r )= Zfz,@L¢ i ® T)
ZZfz,®(.r.l ®.z:)
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usando el isomorfismo de asociatividad y. que m es morfismo de A-mddulos derechas,

se ticne que.
Y. Unegmlen = Y fren0z]oxn
i g
Z[z ;@@ = z m{f)=: @z}
= Y m{fr)@s=(me 1)(2 [z ®z])

(m® Dm(f). o]

. [s 0
<[4 5]

Tomando mddulos sobre § podemos describir mateicialmente mddulos sobre A'y'y

se puede probar que
M, M, ® N N
hl] A{; Y N;) N4

i

Consideremos la k-algebra

es isomorfo a

M,@N @M,@Na M,@A,@M,@N.
Ma®m@n ®N;, M;®N7®M4®N4

Este isomorfismo se obtiene multiplicando matricialmente.
Para el A-A' bimédulo
A* D ]
0 A

podemas definir los morfismos de A'-4A’ blmodulos

E:[%- [&]—»A',

tomando



Estos morfismos determinan una estructura de /A'-codlgeliva, que se prucha facil-
mente dada la conmutatividad en cada coordenada, comu se sigue de los diagramas

2y (3.

Ahora consideramos la k-dlgebra

5 0
"2[1-5]

donde el producto se obticne usando la estructura de 5-§ bimadulo de J*. Clara-
mente A’ es una subdlgebra de A.

Tomando el bocs sobre A"
o | AT0
a4y 0 A" '

el morfismo inclusion 1 : A’ -—— A induce un A-bocs {4,117} en donde el A-A
bimédulo inducido W se describe pur

@[5 v]@a=[5 e[y Le[s ]

SRA s 0
J-®A'®'s@§® AR SRNRS
S s § 5 5 s

A 0
[ QAP A ] .
-8 5
tomando M; = J* @ A" y My = A° @), J* se tiene
o A0 }

W

12

W= [ M@ M, A

La estructura de W oromo A-A bimsdulo queda descerita de la siguiente manera:
pata 84, 33 € S, i, 2, 1, ;a € A®, y Ay By, ha € J° se tiene:

a0 S ] - sihi 0 ]
s ][ (@9,00k) fi (he fitsida@usan@h) safs |’
y

A 0] s 0 ] _ Fisi . 0 }
(M ®g,9:Qh) fa bosy ] 7 | (M@asng2@hasi -+ [t k) fam |7
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Por otro lado, la estructura de A-codlgebra de W en el bocs inducido queda
descrita de la siguiente manera.
La counidad

o At 0] 4o SO]
Al M@®M A =l sy

definida por la composicion:

(5 0 A0 s 0
J‘S®[0N}{WS‘
] 15 pe

19881 S 0] S0 5 0

B A ®[ns] [J‘S]
| < %

~ [S 0 S0

- J'S@LPJ

., (5 0]
.J. Sq'

tal que, para fi, [, ;1 y g2 € A* y hy, hg € J%

[ Ji 04, Il
(M ®g:@hk:) [z hgi(1) + ga(D)ha fa{1)
Mientras que la comultiplicacidn

, A0, A 1® 0
LM @M A M@M A | M@MA'

definida por la composicién:

e 0 A']®A®[0 ]



lll

ARIE-RA

- [M.@M, /{)]®[M.@M /?-

A
= WRW,
A

“tal que
[ o h 0
(Meg.mol) [

es enviado a

~ (1 fizi 0 € 0 0 0 2
57"<{ lO f“"i]®[0 x."]-’-[(hl@mtnm U]Q[G

|

0
0]*

+ 0 o " 0 0
0 gury ¢ (0,? D ly) O '

De la misma manera que en 5.4 podemos construiv morlismos de S-A bimédulos:

myJ — M= J'®A',
s

FTI';ZJ.-—-—?M7=A'®J',
5

. tales que para [ € J°, tenemos:

m{f)=Y fren=33 juyex
J

J v

mz(f)—'—'Zf'ya@ﬁ-‘-ZZ Flyiz)r; @91,

. [o0
=[]

es un A-A bimédulo por medio de la multiplicacion en A:

[Folls al=0as) 520

Observemos que
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_y definimos un morfismo de A-A bimddulos & : J= — W, tal que

0 1]
)= [ () =mal ) O

PROPOSICION 5.8 Im(h) cs un coideal en W,
~ DEMOSTRACION, Debemos mostrar que

Im(k) € kergy,
faa(lmh) € H’®Imh@lm/¢®”’

En efecto, si f € J* entonces

Ealh(f)) = Ea (ma(f), —ma(f)) 0]

0 0
FA[(ZII;‘@’I;,—ZIW.-ED%’) 0]
k] i
S0 9
[zfxff;(l)—Z(fﬂa)(l)vE 0]'

it

il

Pero sc tiene

1l

zfz.rr (1)
Y(f'!l- (U

f[ZI:‘I'(l N=/fl=
}_'f (i) S‘y.(/n. =f

]

 Asi que €4(h(f)) = 0.
Para mostrar la otra contencién, primere veamos que

| o o
= S5 entosno o]
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0
= ;‘ZZ [ (F(esm)0 @ 7520, 0)
0
= Z;: [ QoY Sy © 55700)
LI
i} 0 x; 0
- Za:[(’"l(fﬂ)-o) 0]®[ 0 OJ

0 0 . [ ey 0
) Z.:”'””')*[(omu(fz.)) dheld o]

B ZWI‘)@N g]*;[(ﬂ.mﬂn.z.) g]"’H g] -

,[(u.no( )3]‘9[7};3]
= ZEZ[(oJ(y 50312 H@H H
- sz[g wogss | L 0] 2[4 0]

= Z?L[gmo) ]“)[Jﬂx SHD 8]

™

\

= [0 s | © Z”“ ‘”g}

|
=22[0 oo )75 J [( (y)())ﬂ]
=§:E[0 stues; 2 160+, J”UD

= [gf(y )% ]‘““” +Z[ s | Loy o]

146



Asi que
'"‘([(mx(l’).ﬂ) 01) = Z“‘“"®[ 0 8]+
PEE[0 sy |1

Q.:‘;[D f(yigf)r;}a[(ﬂivr'(:(?f)) 8] |

Ahara bicn

ZZ[Q fy.x,)z ]‘5’[(0,,,3(3,;)) 8]
EE[ sl e [wginimosn |

2222[2 fy,«g,)x']é[ Oy:(Juw(i)'x,'@J.‘,) g]
zzvzhfwmmm][ummﬂ
ZZ[ ZZI(y.xﬂy(Juz: } : [ 0¢,O®r/) g]

Z;[o f-<y«z.)]@[<ﬂwr®-vc> '“}’

pues para £ € A se tiene

PIPBICEDEHH AR )

it

H

[

PRI HERA TS
|Z ‘: Slyizs} [y} (vuse)z))
i_ fj(y-' PR HEN)
Z‘; f (y.-y.-'l(yux,)r)

it
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f(lEy.y:(yuz,)).r)
fjunr) [J e (e} (

il

De aqui que;

ity £ = Swo [ 1]+
]S s osine

+7‘Z[o Jeo (Juu)]@[(oﬂfu‘@”” 3]

Por otro lado, tenemos:

ﬁ‘{(mmosz)) g} - ZZ""‘[ Uf(w \r o) 8]
EEE[0 st )| waionm o)

0,27 ¢ ul)

ZZ[ ZfM:)‘ i']Q[(U.r;O@y;) g]
ZE[ g j-(.'/n'—"e) } @ [ (ﬂ,r,‘ora vi) g]

]

. Finalmente. se sigue:

ﬁa(h(f)) = T [ Gm(f),0) 3 ] ~ A [ (O.Ml-)z(fJ) g ]

Lh(fx.m{ : 0]+ZE[8 f(y.gj)x; ]@h(y;)
€ Imh @ W + W () Imh. ]

[l

Sean 7 : W —— V = W/Imh la proyeccidn natural, los morfismos inducidos

eV — A y y:V—>V®V
A
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que hacen conmutar los diagramas siguientes

WA 4 w—-"4 we@,w
T € T TN
v Y—— V@,V

El par A = (A, V) resulta un bocs con los morfismas £ y u como muestran los
siguientes diagramas conmutativos,

W®A A AQW
/\®]
TR o~ l®rr
/ I®P4
VR, A W® W A@ v
¢ ®l

V@, v/

L WRWR, W)

|~ 7r®(7r®rr)
W W@A | VRAVRLW)

VR,V (W@, lV)®A o~
(ror)®r ’

V@, V)@,V

I
Bl
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PROPOSICION 5.7 f(A4) y Pi(A) son calegorias equivalenles.
DEMOSTRACION. Construimos una eqivalencia
2 R(A) — PA)

de la siguiente forma;
1.LEN OBJETOS, Una representacion de A = (4, V) vsti dada por un A-médulo
izquierde de dimensidn finita M. Definimas los S-mddulos izquivrdos:

M,:{[(l) g}m| mEM} y Ah:{[g ?]ml mEM},

y los relacionames por el S-morfismo:
T 2 S Q)M — M,
s
f®m— [?. g ]m.

Como J es S-proyectivo, entonces tenemos los isomeorfismos

JUxdy Homs(J, M) = (&) M,
5

" el primero dade por evaluacion, es decir
y=§idt— S talque ()= f(n),
y el segundo se define para y € J** y r € M, por
Y@zt g:d* — My tal que g(f) = (W ))(+)
“También tenemos los isomarfismos .

Homs(./' ®S ﬂlh A{g)

24

Homg(M,y, HHomg(J*, AMy))

s

HDms(A‘h,J" ®$ lw-z)

1

Homs(My,J @ M)

~ Homgs(M,, Homs(A,J Q4 M) H
~ Hompa(A@ M, Jd Ry M)

> Homa(A @ My, rad(A @ M)
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Siguiendo esla cadena de isomorfismos, al morfismo {y le corresponde un A-

morfismo
e AQY My — rad(A (X) My)
s s
tal que

tu{A@m) = E«\y.-@ [ ;. g ] m = Z«\y; ® by @m)

Ademds, M; es S-proyectivo y A es A-proyective, asi que A & Al es A-proyectivo,
7 =12,y podemos definir

Z(M) = (A M, A M, tas) € Pi(A).

2. EN MORFISMOS. Un morfismaos ¢ : Af — N en R(A, W) estd dado por un
A-morfismo de médulos izquierdes v : W @, M -— N y por restriccién delermina
un par de S-morfismos

P W@ My — N, =12
A

Mostrarenos gue 1;‘;_;, j = 1,2, determinan un par de A-motfismos
Ui AQM — AR N, F=1.2,
5 . 5

tal que
Pi(AOm) = Ef\z.@ l/'([ %‘ g ] @ m),

00 }
'J'?(’\ @m)= z Azi i/'([ 0 u ] & m).
Antes noternos la existencia de los S-morfismos

o s AR My (W) M)
s A
f@mr—a[é 8}@1:1,

o 2 A M — (WE) M),
s

A
4B M [g 2]@"1-
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@) vs un isomorfisto, y de aqui tenemos los morfisnios

Homs((W &, M);y N} — Homs(A @, M N))

= ffomgs(M;, Homg(A®, N))}
~ Homs(M A" @, N)
t
=~ [Homs(M;, A@, )
2 Homs(Mj lomalA, A, M)

n

Homa(A ®5 MA@ ).

‘Para j = | el primer morfisino tnmbién es un iso. Siguicndo las cadenas de motfismos
¥1'y iy son los correspondientes a vy y .

Probaremos que ¢ induce un morfismo en [(A) si y solo si {19y, ) es un wmor-
fizmo en P(A).

En otras palabras, considerando los diagramas

W®, M L4 =N A®s MDA, M,
-
*Q Ly - /¢ : o U
P
V&, M AQs M AR Ns

In

deseamos probar que el cuadro es conmutativo si ¥ sélo si existe & que hace conmutar
el tridngulo, es decir que Imh R M C kertp o que h(h Gy Iyy) = (1,
Nétese que para f ¢ J*:

(b @ 1)(f @m)=(h(f) @m)

= ([ (mn(f),o—mzu)) 0 } ®"’)
= ([ ('"1((}),0) g} @m-— [ (ﬂ,"?z(f)) g ] o) m)
=Z¥¢ ([ (f('*"i!/-’);" ®1,0) g]@ m= (0.1'(:/..1:?)::-; ) g J ® m).
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Mientras que

it

tyyn (A ®@ m) Iy (; Ar; @y ([ T'); g ] &) m))
e[ J5((4 1)
S nos([2 2][% 2]or

:
S S A P}

i -

it

Cobtu(AQm) = 4y (z Avi @ [ 0. 0 } m)

- EF el 216[2 2]
Swson([$ L[ ]
e[t o)

De aqui tenemos que (Enh — atar)(A®m) € J& Ny, y tomando A = | aplicamos
F&1:JQsNy — SR Ny, tenemos

(f ® Dtaaly ~ vt ar)(1 @ 1m)

(fo1 (ZTW-W([ J.ciar,,ﬂf H ﬁ’"')
-ZEMW([ 053 ©37) g]®"‘>) ‘

LZI<I:y-)W([(y ox0) 0]°™)
—¥¥f<wi’®"”([(mom) O]M)
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[

;le [ g f(ffy-‘) ] v ([ (o cEJo.r;,U) 8 ] & "l)

_lg[g f(!/(-)'fj)]w([ (0, UW/) 0]@"1)

e L ([ et o0 0 ] © >

2

0 01
_k[’ ([ (Ov f(!/..t,)_z; © y:) 0 ] )] 711)

(f @ Ditwtpy ~ utas) (1 @ m) = L @ fee(h & ){J @ on)]. 6]
Ahora podemos mostrar nuestra afirmacién. Supongamos que i induce un morfismo
¢ cn A(A) que hace conmutar el tridngulo, entonces (k61 1) = 0, de [6] se tiene

(o )ty —datm)(l @m) =0

para toda f € J*. Si (tnty = P2ty )1 @ m) = 3 0 @y, y usando Ja base dual
{Huds {57 }) para J, 0, = 3o e5y; y aplicando y7 @ 1, se ticne

0= ('/l. Q@ l)(z a, Q@ ”i) = Z l'uJ( J,r)c nj = Z('uﬁp, @ ny,y

i

1939k 1)(f &m)
Asi que

es decir para toda §, 3, cijep, @i = 0, por lo que multiplicando por y; a la izquierda
y sumando sobre j:

0= Zcuyj Gn; = a @ = (Eyyn — et )il om).
g [
Como tyy —1atar s un morfismo de A-mddulos izquierdas tenemos {nyy ~1halpy =
0, y consecuentemente (¥, 1) es un morfismo en P(A).

Reciprocamente, suponiendo que (¥, %2} es wn morfismo en Pi(A), de [6] se
sigue que

O=tolphel)(fom)eSQ N =N,
s

luego P(h® 1)(f@m) =0, asf que p(A® 1) = 0 y ¥ induce el morfismo deseado en
R(A).

De aqui que para ¥ : M — N en R(A), escribimos T =1Pp(r@ lar) en R(A,W)
y definimos

Z(¥) = (1,1},
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donde W=, i=1,2.

Ahaora mostramos que Z es funtor.
< Z(In) = Lzag, o8 decir (Iyg); = 1A®3M‘, i= 1,2 BEa electo:

Z)’ch’p—fﬂl ([T); g}c“-};m)

ZA:,-@E,.‘([ :B; ”)(”')=21‘*1®[ﬂ(;n_ g]m

E\zx(l)@m—(,\Lr, Y@m=AQm.

(Ia)dA@m) = Z’\l’j®7nl ([ Y f;]cf}m)
S ) mess[s )-

J

= Z,\z,'z;(l) @m = (/\ZJ?,'I;(I)) Gre= At
s H

" {Imh(A@m)

it

- Z(d) = Z(P)Z(), s decir (Y} = hidi, pava i = 1,2, Supongamos que en
R(A) tenemos

g VRM— N y VRN —L
A A

eatonces

vo: VRM'ZE (Y QVIQM =2V Qv RN DL
A A - . 4 A A

. Observemnos primero que

w([ ¥ olom) = wawen([§ g]mm)=rg¢(m']®m)
E'/ ([xm ]w([f) 8]@114))

([ o ([ ]ow)
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micntras gue

w([s en)

i

it

(’wf»)(wi)-(—{_io } & m) = , Gm@m)
AR
za((2 1o (3 2]

Donde la barra denota la clase en V de un eleniento de W, Pe aqui se tiene:

(Bd){r@m)

3. Az, @ (9) (

(]

i}

]

DY

I!

i

fl

Por otro lado, se tiene

7 4]
Zon(( 5 8] ([ 3
ppemor([ 1) |
w[rf(m,) 8]?’“([‘"{?‘ g]mz
EI,@EZ,,,([r,(\x, HO )
zn@zzf'([

e

{
0
EH \.rJ i 0 e ar .
LRGER

Er, Az;)r = Fa; 0],
0 0 oy 110 0 LIm .

(Wd(r@m) = 0, (@A @m))

% (E‘:Az;®$([ﬁ

E;Zj:«\xarj@@({ f}'

Jon) e (7 2109)
Jor(l3



It

mE (5
ZLZ%@%([ ) g]
(gl
S oy (Z ([ 3 w0z

Por consiguiente basta probar que para ¢ y { fijas se tiene:

Zlf(/\xg)z‘;a:.' = ZI,'(/\:U;;::J-);:; € A
i I

it

il

il

En efecto, si x € A, entonces

3 zi(Az,)ajei(z)

i

Zz,‘(Az, )z} ()
Zz,‘(/\z,x;(w(r))

i

(A a3y (wz) = wf(Aei),
J
y en el otro lado:

Y #imiz;)ay(z) =Y wi(mary(n))
i J
zf(/\a:.-ZIjm;(r)) = u}(Aziz).

j

]

Y esto muestra que (¢); = Yags.
. Para mostrar el caso i = 2, de la misma forma se prueba que

(¥g)a() @ m) = ZA:, w¢)({ %]@m)

= XI/QDE(Z ([g Zz;(gz,)z;z,-]\aa([g ;g,]@m)))..

J
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Mientras que

(16h2)(X @ m) = P B A 3 m)) (L\J.m([ _f”@m))

= ;x.az(z([g ;r;ur.z,)r:}@a([g ::_J;]@ng)).

Y como en ¢l caso i = 1 se concluye que (W), = 4,0,

Ahora necesitamos mostrar que Z es un equivalencia.

- Z es aditivo, es deeir para dp 1 V @ M — N en R(A), se ticue
Z(¢t)=((d+ P (@+¥h) = (¢ + v, da+ i) = 2(¢) + Z(h).
En efecto:
(¢ +dh{Aom)

Ssto (7 ¢
Z,\:Jw(eﬂrb ({ 0 chSm)

s (o[ o) (7]

0
0
Z/\x,ﬂdi([ 9 gJ{Dnz) +Z,\'.rj(§3|,’~(

% g]m)'
f(dem)+ (A

i

i

3

(¢ +vh(A@m)

Sazo@ 0 ([ .
Z,\z,-ca(qswv)(

i

——
o o



' Zxx,@ (¢ (mcam) +9 (mﬂ m))

ZA:,@d»([ }em)+z)«:,@d,( g f;]@m)
(A @ m) + ¢a(A @m).

- Z¢sfiel. Sean ¢ : VD, M — N tal que Z(4) = (b1, ¢2) = 0, entonces
¢1 =0y ¢ = 0. Siguiendo los isomorfisinos [5], Lenemos que:

0=f:(WRMn—M vy 0= A RM— N
A 5

i

[5) muestra que $2 = Gy, D aqui que para f1, foo g1, g2 € ATy by, by E J
$( (oo moh) 1 ®’")

(1 om) (s ]ew) 52 2[5 SJon)s

(o]l

il

~([fi 0 00
A5 a]em)+ s
$20'?(f2®[3 ?]m>+$202(92®[,2 O}m)
= 04+0+4+940=0.

Asique 0 = ¢ = ¢(m ® 1) pero 7 ® | es epi, entonces ¢ = 0.

- Z es pleno. Sea
(m,m): Z(M) — Z(N)

un morfismo en Pi(A). Asi i : A@g M — A®; Ni. Siguiendo los isomorfismos
[5], tenemos los correspondientes morfismos:

VG WRM— My AR M — M
A N

159



Queremos construir un morfismo ¢ : VR M~ N vu‘ 1t A) tul que Z(¢) =

('7!0 7)2)'
Para m' € M, existe un morfisino .

w5 0®[5 8]

tal que

i ile[d 1 )-

@vn)+[ ]M[ 0]@":)+'/7:(tf169[g ?]m)-

A
=5
=
—
=3
S~
oo

selely ml=lia v

Iy
tenemos i .
! —_ 7
1/’m'[J-®SA. A'] —0]\’
tal que
! H 0 0 0] a0
'-bm([h,@g, j;]) [0 0]®rr1)+[hl 0]“([0 G]@m)+

~ 00
+a(f @ [ g1 ] m),
“También tenemos el morfismo
; A D
W :[ @A A,]@M-—»N
! A

tal que

u fl 0 = I 0
d([z‘-’Li@!]i f21®m)_d"‘([z|-h.‘|@!l.‘ fz])

Pero M ~ A@, M como A-mddulo izquierdo, y en particular como A~médulos ;-

irquierdo, por lo que tenemos un morfismo

P WRM— N
A
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dado por la composicién

wRM
A

1 i
NN
X &
T
o o

° 2o 2o
——
2 ®
= =
»® &
= o

De aqui tenemos que

§ §Jom = u(f dlom=v( §lom
(%

}) = 'Zz(“]' g } ®m),

1}
Y
=
—
o

mientras que

'2:207([1@1!1) = ‘2"2([8 g]cbnt):w([g (g)]c‘)m)

= w(§ g]@m):w:.‘([g o)
0

= 1‘/;2(5)8’ [ 0 (]] J m) = 1/7-_;(;/ & m).

Esto muestra que 12;, = ‘2;1 y oy = J;g, y los isomorfisimas [5] nos dicen que ;= m
¥ ¥2 = 32, Como (my,12) es un morfismo en Pi{A), entonces p(h @ Iy) = 0y existe

$: V@M — Nen U(A) tal que ¢ = §(r @ Lar) =6 vasi Z(#} = (m,m2}

-2 es densg. Sea (P, (), a) un objeto en Py(A). Mostraremos que existe M €

R{A) tal que Z(M) = (P, Q, ). Primeramente probaremas que el funtor

A® ~ i modS —— modA
5

es denso sobre la subcategoria de A-médulos proyectivos. Comuo A @) — es aditivo,
bastari& ver que es denso sobre la subcategoria de A-méddulos proyectivos inescindi-
bles. Asi que si P es un objeto en esta ltima subcategoria, entonces P o Ae para

algiin idempotente primitivo ¢ de A, que como también lo es de S, entonces

Ae > (AR S)e = A Q) Se.
5 5
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De ésto, para I’ y (3 tomamos Ny y Ny ein mod§ tal que
PAR@N, ¥y QAN
5 5

y claramente
{B,Q,0) > (A ®N1, A ® Noi7),
donde 7 es la composicion AQ M = P "+ Q= A ®, Ny

Usando los isomarfismo [4] tamamos ¢l moriisimo Ty € Homy(J* Q) A,,N ) co-
rrespondiente a r. Tomarmos el grupo abeliano

M= N @ ANy

y le damos estructura de A-modulo descrita por .

[ sj! g } (n1,ng) = (sing, seny + To(f 9 m))

Nétese que

My = [ }M—N,@O'W\H,
0
M= [0 X }Af:a@mzlx'g.
Estos isomorfismes muestran que
Z(M) = (AQ) M AR Maytar) = (A Q) N1 AR Moy )
5 5 s K S
pues elr diagrama
AQo My —— = AQ N

fg\] 7

AQs Mz ———— AR N,



conmuta, ya que

i

(A6 (m,0))

ZAy.-®[ - 8}(:1,,0)

EAy. ® (0,Tn(y; ®@m)) = Z*J- o lv(y @m),

]

mientras que .
TABm) =3 M @inyl wm)

Asi hemos probado que Z es una equivalencia.d

PROPOSICION 5.8 Eriste un A-A bimddulo T' finitamente generado tal que si
M es una representacion de A y Z(M) = (P, Q,q) entonces

coker{a) ~T ® M.
A

DEMOSTRACION. Consideremos el morfismo de A-A bimddulos

QA:A®A| ——0/\@,’11
s 5

w(ro[3 8])- Sl ][ o] =Tmel ]

Notemos primero que en A @) A se tiene

s 0] 10
vol3 8]=ma[} 2],

tal que

y de aqui al aplicar 14

ZA‘W[O 0] LA‘”‘ [’/r g]

Tomando el A-A bimddulo T = coker(t4), deseamos probar que si M es un A-nédulo
Y Z(M) = (AQ@s MA@ My, 1), entonces

coker(fas) = coker(t,) ® M.
. . ’1
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Observemos gque A, M =~ Ay como A-module ¥, en particular lo es como §
médulo, un isomorfismo estd dado por

[ ten 3 1]

Asi tenemos el isomorfismo
P:i(ARs AR M2 AR (AR, M) = AR, M,y
(A® Y@m i A® 0 m
f t

Sean m: A@g Az — Ty n: AQg My —scoker(tay) las proyecciones candnicas, y
considéremos el diagrama

AQsA)®, M A2 (@ )@ M T2 ey

n e

/
coker(fag) = (A @5 M)/ Iinftyy)

"Nétese qué‘

ny (Z Asyi @ [ yo_. g ] ®m)
N (Z Asy; [ ;J, (U) ] m)

ylag(As @om) =0,

'I'/’(fa ®1M)()-® ([ 0 0 ] ®m)

i

Como ndcmas coker(ta®u lar) =coker(la}®alar =T @, M, a pmpue(lml universal
del coker muestra que existe un morfismo p: T @, M —coker(ia* Lal que
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p(m R 1a¢) = nyp. Veamos que g es un isomorfismo. Evidentunnte es epi, pues asi lo
son 7 y 1. Por otro iado supdngase que Y(x) € Im(ts), entonces

(DA @my) =ZZ'\j”‘ﬂ [ 5.' 8 }"*1‘
E J 1

2 (Zm«@[:{ g]@"h’)

Eib(t,t (/\,‘@ [ (l) g ]) ®m;)

]

zﬁl’(‘A@’ I){Ai® [ (1) 3 ] ®m;)

11'1(“ & m)(Z (,\,- ® [ (1) g D ®my),

" como ¥ s mono, eulonces

T=(ta® lu)(z ('\j ® [ (lj g D & m;).

¥(z)

"

]

[

De aqui que

F

(r® Iy)(z) = (7 ® 1u)(ta® La)(D_ (M o [ ‘1) g D ® ) =0,

es decir @ € ker(7 & lag). Luego ker(n) Cker{r @ 1a;), por lo que existe .
yicokertyy = T' @ M tal que w @ 1y = yyih. Comio 53 = p(7 @ lar), enlonces
7@ lir = 7p(m @ lpy) y dado que & Ias es epy, entonces 7p = lpgas, ¥ consecuen-
temente p es mono. O

Ahora veamos el bocs A = {A, V) en términos de categorias. Consideramos A’
y A como categorias con un solo objeto X y cuyas dlgebras de endomorfismos estin
dadas por
Homgu(X, X} =A y  Homy(X,X)=A.

Introducimos la notacién

o _Jeoo _Joo
“=loo A



para cada idempotente ¢; € 5,1 = 1,2,..,,r, Nétese que
e = &€, ge; = 8ise, e

para todo i,j = 1,2,...,r y donde &; es la Delta de Kronecker. También escibire

mos:
ol 7N T L
ST 0 0 t .‘/L“ i} U,- 1

Utilizaremos tambicn la siguiente notacidn: pura s € S, ¢, ¢ = [;...,r, entonces
con A,,; € & denotamos el escalar tal que:

$€; = e;9 = A, ¢,
Nétese que se satisfacen las siguientes relaciones: para s, 1€ S, 7€k yyg€ J se

tiene:
Aatyi = Agidei, Aabi = TAais

Asrthi = Aai + Ay Aglswduns = Mo Agtua) e

PROPOQSICION 5.8 £l bocs A = (A, V) salisface las «iyuicnis s condiciones:
(1). Seav:8 — A" el morfistno de S-S bimddulos tal yue +(1) 1 A — S-esla
proyeccion. Entonces

wiA —V, w:{gg}'

es group-like de A relalive a A'.

2. .
V:_/;@[ Jﬂ J[,) }@A
] A

(8). Sié es la diferencial asociada o w, entouces:

6([';,. g]) = %z\y;(v,v-).n.([;i. g]®\ [ b 8]&\_',)

0 0 0 0
~A st {ny ey “ ®Ox [ 0y ] Dx [ L) ])
g

¥
y:)‘&}?([ﬂ(mb) 0} [%’ 0 ] Qx oy (lox [ 0 g]@w 1.
6(u,)~§;([0 i) ] [ J}]a\l)@\(m\ [0 i ]@x 1),
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DEMOSTRACION, “{1)" Es claro que w resulta un miorfismo de A'-A’ bimddulos,
¥ queremaos que (1,w) : {A’, A’} —+ A sea un morfisiie de bocses, es deciry que

Ew =t Yy  uw= (@ wae.

10
o1y
Emgecemos observando que

Al =3 o()@)e = Y ees =36

¥

Para élla, basta mostrarlo en

ademds que
u(l)x,—:{ 0 sizi=e,

w(l) ¢ ) _ [ v
ELUEU)US()I‘;]U)]{ u[ ]

Mientras que .
i) = e ]
- T[N el
-2 4ol

Asi

i

)
bl I

il

~.

-y por vlro lade

wawne | [,’] = (w@w)([ﬂ, els b))
. _ [y(o!) U(DI) @[U(OL) ,;(01)]
57 el 2

]
—
S
NS AN
U

o b
———
o
tni (=}
[—



As{ w es un group-like,
“(2)"Recurdando el diagrama conmutativo

€A

1%

g

V = W/imh

Tenemos que ¥ = kere = r(kerg,). Afirmamos que

W: kcrEA = Im(h)@ [ J'®J'é-"®u}. }J. ] .

También se tiene que con fi, g1, gx € A°, by, b € ™

. fi 0 Htl) o1
Wl Q ey @bl Ll = Yhm()+Y sk K1Y |
1 3 [ %
Como A = J@ S, entonces
S ={feA | [(s)=0 paratodas € S| CA".

De ésto es clara la contencidn:
g 0 -
Im(h) + [ FRIDI R . ] C kerdy.

Ahora bien, sea

N
[ (Zhl@g:,zgk@hk) fa } € kergy

entonces
- At
ZMM+ZMMLL
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Porloque [;(1) = fo(l) =0y Y k(1) + X5, 010} = 0, en J*. Se sigue que
Jig J*, pues para s € 9, fi(s) = fi(1)s = 0, para i = 1, 2.
Enseguida debemos dar f € J* tal que

i

wn+ | 1

o
R

0
(ZI(;@QJ.Z&QM ) A }

[ 0 0 ] + [ h O ]
(m{f), =l f)) 0 z fa]?
conz € J"@J B J @ J*, o equivalentemente que

Shea-mNer@F v Y aoktm(f)er @I
[ k
' Notemas que

Zh:@y: = Zlu@Zgz(::,-):; =ZZ"'-‘/‘(%‘)®$
I : - —

220 ez wy; @ 53

[

ZZ [Z Iz;(g:(:,‘)y-')] y @i
i 3 L ’

i

i

Mientras que

doseh Zykﬁvzhk(y. W= EZJHu(V-)@J,
Tk

ZEZ[G.&’%(%‘ 1(x)zi @y
P

>3 [Zg’(h'k(y.»)x,-)] ey
i3 L&

Ademis Zh;g,(l) + ZQL(l)hi =0, y definimos
: i %

=3 higll) =~y gl )i} € J°,
t k

It
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¥ entonces

mlf) =33 Sz o) =3 S0 3 kdu gyl € 73,
i i J { ! .

I

ma(f) Z E [yies)e @ yi = Z Z Z hila(V)gizi)=; @ i
;o :
-ZZZMI (W) @ )

- Z z Z!,’;; Bilyai))z; O
Kl i k

il

De aqui que

Sk @g ~m(f)

izzl:fum(x,-)y.v)y: CEEDIDY 2 hulol D330, @ 25
i Z E‘? [l aulz;)y:) — fu(ar(l);jyx)‘} s

JX: ‘Z ;[’ll(gl(zj)y-‘) = hilg(V)zjm) y7 o]

)
Fritep

3000 Ilaityidue) — bl (M)l wi ©u; € I @) I
I
__ Mientras que

Ekjgi @ b} + ma(J)

2; Z ;yL("L(y-' £5)a; @ y; — Z E Z AL O e
Z‘_: ZJ: Zk: o (Ak()5) = gh(Riyis) )! oy

Zij Z ;[gi.(h;(y;)z,-) ~ gl () @ vi

=yitep

2SS leihidvaw) - aiivau)ly; v e @I
0k :
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Resta mostrar que

J* 0
lm(h)n[ FRIDIRI ] =0,

Supongamos que para alguna f € J* se tiene

h(f} = [ (m;(]).O-MQU)) g ] = [ f; J(')z ]

ceonfi, 1eJyze RS PI @J. Porlotanto fy = 1=0y
z = (my(f), —ma(f)). Bastard mostrar que f = 0. Ghservemos que

e=(m(-malf)) = Q03 vl @5~ 30 3 S (wizi)e} @ ui)
] 7 t i
3o Ulaiwdvi ® x5, ~flye)as @ ui) +

i jziden

303 ey @25 ~flviz;)z; © )

¢ jx=ep

Z Z (Flyiwily: @y}, —fwiys)y; @ wi) +

1

]

+ 20 2 (el @ e =S (ies)e; ®7)
Como yf, y; € J*, entonces '
222 Uleowidyi @ ¢ = fluiey)e; 0 v1) € QD I @ I
pero e ¢ J‘,"consecuenlem?nm .

0 = ZZ(!(epya)yF®e;,—f'(yeep)e;®y.~‘)

i

Z(f(eq.-ya)ye‘ ® €50 — f(vies ey, ® 37)

1

Z(I(ya)u.’ ®e,—f(w)e, @ ))-

. Luégo

.
It

Y i oe, € @A,
2o @y € A QU

=
i
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Pero para cada 1 se tiene:

J) = Jlyen) = ey, € Sep, = ey,
asi [y} = Miey, con A € k, por lo que
Z Avide, =0
Como {yr®e; | i} esunabase para J* @ 5%, por 5.2(2), tenemos que A; =0, es

decir f() = 0 para toda i, y por lo tanto f = 0. Esto prucba nuestra afivmacion.
De aqui vemos que

o rgrdrar ) =10 )] ®

“(3)". Si & es la diferencial de w, entonces observemos e
00 00 0 9
6‘[%‘ 0}) B w(l")[w' 0]‘[%’ ]““‘)

_ [ 0”0 n]&[o uHu(l) 0]
- 0 u([) ; J,' 0 0 r(l)
- o1 0]
B V([)®yf) 0 {ui 0“(1) 0 o

0 0 0 0

U] '[(J, @Y, e50) 0]

- [(0 E,c:®yl
0 _ 0
o 0] eromn o

Por otro lado

m(y) = DD vileuiy; ©%
D0 D i)yl @5+ 30 Y vileadui @

oY o uinv)e @ v+ v (m)i o,
4 -

i

2o S uilw)y 8 + i @<

i

1l
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om(g]) = 3D vilwe)e ©u
LI}
= }: Z vilnyiy; ® i + Z Zy;(y.-a,)c; 8y
Zzyl (yly})yy ®y| + ZJ((Jo)‘-p, ® yl

ZE-’/' (vavi)v; By + e, Byl

De aqui :
wee, =mly) - Ezyi(y,y.',‘y: Qy;
(]
y
&, @y =maly]) = Y 9 vilvivs)y} © v}
5
- eg decir

Ouen @37) = (57 @ u0) = (0= 33 uilvws)y ©37)

+(30 3 wilwvdur ©35,0)
i g .

=(m(y7), —ma(ui'))-
Y por lo tanto

6({;,, g])i zz[(m(y}y-);.m,,ﬂ) 0] [ ,J:(J.yJ i ® ¥ g]
ZAV,(Wlth:[y 0] [ ] x1):
0
0

slesli o]

Ahora veamos las férmulas propuestas para la diferencial en los elementos ;,7)'
yi- Recordemos que

H

—Ay, (v.v;).m(l By [

§:V — V®V,
A
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es lal que para v € V(X, X)
o) = plv)~v@u(ly) -yl G

Asi

§¥) = n(if) - Wi Qw(ix) ~w(lx)®

BEENAE

0
2§ a]el4 3]
L HEIHE-CRRHE
o alels ol-lE oleld 0]
- S[Je[ 5 25 2ol 3
S g [ aleli 8] e
=§[Z(Jr,)f,)y,0]®{yﬂ;3}
- p[ e[ ]
N %;([y”%m 3]8)‘{%’ g]fﬂhl co\(iu\[o g]mx).

Analogamente podemos mostrar que se vale la formula dada para 8(y; ).
Esto termina la prueba de 5.9.0

Queremos teper un bocs sebre una categoria adjtiva. Para élo consideremos en
modA’, la categoria de A-médulos derechos, a la subcategoria plena C cuyos objetos
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son (.\'.......\'.,,Y,,...J’, }, donde

. P 0 _ oo
‘\.':[tn 0]A’=¢‘.‘A' y Y-‘=-[ ,]A'=§4‘A‘r
parai=12,...,r, Nitese que
0 sii# ],
kc; 0 Sii=3
0 1t=].
0 sit#f,
[0 u] S
) sii=j,

Homc()(,-,X,-) = HOH‘IAI(E,'A,,EJ'A') = Ej/l'i?i = {

Home (Y, ;) = Homa(gA,gA) = ¢dy, = {

Home(X:,Y;) = Homa(&A g;d)=¢id'e; =0
Home(Y], X5) Homu(g A &A") = g A8 = 0.

Por 1.24(1), tomamos B’ la categoria minima, de hecho trivial, tal que tnesB’ = C.
Consideremos ef funtor

0 A =B

IX=Px.pBy=4a
v J

También tenemos e} funtor

tal que

F: B — madd,

donde madA es la categoria de A-médulos derechos, tal que
A EA  y  gd g,

parai=1i,...,r. Este funtor nos determina un 3-bimddulo U = pmodAp, y es tal
que;

]

U{X;, X;) Homu(€A,8;A) = €;de; = {
: ({

U(Y,Y;) = Homu(gd,g;A) =¢;Ae; = {

U(X,Y;) = Homa(Eid,eA) = &de; = { 0 0 ]
U(Y;',X.‘) = llomA(_c_;A,EjA) = ngE.‘ =0
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Nétese que B' es un B'-subbimédulo de U, entonces con T* denotamos ¢l B'-
bimédule determinado como T = U/ B'. Asi se ticne que:

T(Xi, X;) =0, T(Y,Y;) = 0.
- 0 o ;v
XL Y) = [ Joe, 0], T(Y,Y;)=0
En T consideramos la identificacion
._[o 0]
V= w0

PROPOSICION 5.10 (/). T cs un B'-bimddulo librc gencrado por los elementos

{wrli=1..,rk
(2). T® = 0.

DEMOSTRACION. “(1)". supongamos que n(f, j) =dime;/"¢;. Como los abjetos
X: v Y, tienen anillos de endomarfismos triviales en [, s¢ tiene que

nlig)
TP P B~ B(-. X
{ig) i=t k
Y este isomorfismo puede construirse de tal forma que
. gl by, 91,
dado que ¥ € epd e, forman un A-base.

“(2)". Notese que'si 21 = (@, X}) DI, 1), v 2 = (@, XP) D@ ¥,

entonces

(T®T)(Z.,Zg) = T(~—,Z,)®T(z,, -)
@[';(—,x.-)@r(lx',-.—)m"'a}T(—,x.»)®To’,»,—)'"'":
@T(-—.m@ﬂ. -y @B T(-.¥) @m ol
@T(—.H)@T(X;, —)r, i

[
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Por lo que basta probar que para i y 7 fijas se ticne;
=X, -) =0
B

En efecto, los generadores de ese bimédulo son de la forma v @x, t 0 v Qy, 4, pero
en el primer caso u € T(X;, Xi} =0, y en el segundov € T(¥;, ¥} =0. O

Ahora bien, {a categoria tensorial B = T®, por 1.1.5, resulta ser una mtegdrfa i
bremente gererada sobre B’ por los morfismos y! € B(X,,1},), y como B'-bimédulo

se tiene:
B=B@T.
Luego se sigue

B(X5X;) = B(X, X)X, ;) = B(Xi, X;)

B(YLY;) = B, V)P T, Y} = B(Y.Y),

B(X,Y;) = B'(x.-.m(BT(X.«.m=T(-\'..m={%3-.5,. 3]»

B(Y,, X;) = BV, X)Prv.X;)=0
Mientras que:
B(AY X)) = B(X;,X;) = A,
st ) = @k @ow~@| 0, oD -sa
B(X,A) = B(X,-,X,-)@[@B(,\’.-,Y,)]=A'E.-@(@[er‘?_ei g])=,1a,”
By, &) = B(Y,Y)) = A,

En [, tenemos 6'(X) = [, Xi] PP, ¥, y denotamos
f2:0(X)—2Z y ez:Z—0X)
las inclusiones y proyecciones candnicas, Nétese que:
OE)=cadx; v Ole)=enfy,
x)= Y. ezfz

Zgines B!
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PROPOSICION 5.11 Eriste un funtor
0:A— 1}

tal que:
1). 8 extiende a ' y
(1) ]

(1] .
9([ w0 ])=€v,,.'l.-f\'.,'-

(2). Et cuadro conmutativo:

A A
¢ 0
B’ B

es un diagrama de pushoul.

DEMOSTRACION. “(1)": En el tinico objeto X de A, definimos 0(X) = #(X) =
A'. En morfismos, se Liene

s 0 s 0 .
8 [ It } =¢ [ 0t ] +Z’\1(m)-)’;e"p,y1-{-\'¢,'
i
" Resulta -(iuc 8 estd bien ‘definido, pues sobre
0.0
Jo)
. A 00 . .
@ es la transformacion lineal que manda la k-base { w0 }.1} en el conjunto

{enui/x, 1i}
Para ver que 8 es funtor, basta verificar que respeta la composicidn. Nétese que
.;,o] 5 o]_ 5182 0]
hajlh 6 Sset+tfr ity |7

8. = Z ,\,h(ﬂ[, 8 = Z,\_‘,‘(C(
! i
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= zz\t,,lch ty = Z A e
1

1
con A, 1y Apts A ¥ Ayyg € k. Luego

(L7 o lls D=l aain o))

3182 1] -
=& 0 ity ] + E/\(/.nﬁ.h)(y,)‘p,E!’,,]/jf,\’,,
i

r
J139 0

o 0 4t ] + Z)‘Ul(ﬂv,)ﬂlh(!u)]»ll,c)"p, y;fqu
- i

]

f 8183 0 -
v 0 N ] + Z[’\f‘('"’l’"” + A‘lh(lﬂ)-!’;]c"l',yjfx?,
g )

-

s18 0 .

= ¢ 0 iy ] + Z(’\-:.v,’\h(v,).p, + At.,p,/\/,(y,).;n,)CY,,,!J_,'fX,,
" J

Por otro lado
(7 a7 e))
= (0' [ 501 :)l ] + Z)\]l(m),p.‘fyp_!/.,fa\’,,)([}l [ 302 tol ] + Z'\jg(u,)m,c)’p,y;fz\’q)
i i .
= 0’[ 5 2 }ﬂ'[ o 101 ] + ZAh(y.)au”}-.#?ﬁh.”’ [ v 102 ] +
1
+ Zg’ [ 3(; lﬂ‘ } Ah(w)ff‘:eyﬂ;y;f‘\"u
J
+ Z A heAs o), €%, U X 0%, U5 M x,
W
= ¢ [ :)' lc: ]0' [ 35 toz j +Z’\ll(v-)-PieYr.y:fX'-0,[ :}2 107 ] +
i
+ Z o’[ %l 3 ] At )y €2, U5 X
i

Abora bien, para 1 fijo tenemos

. i s 0 . v 8901~
Awdaerayifx, 0 [Uz 12] = Ap(ww et Ui fx,0 (ﬁ.,;)ﬂ' [0’ '12]
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er g | ity @
= e\my.).u.“‘p.-'fl/-"«.”[ 0 0]

' . ¢, 0
= A€, 18y A [ 0 0 ]
= A Mitadn © ¥, "/-'./:\’-.m

Mientra que para j fijo se liene

a0 . s 0
lmy,m,”'[ 0 h]r:v.,y,l.\'v, = Apgyief [ 0 “] CL

0 0 -
= ’\h(y,).p,a’[ 0 the, ]c)’hyjfxw

00 e
= Aflydrs M, ”'[ ‘ ]fl)’.-,.’/,fxn
"y
. = ’\h(v,J-ﬂ;’\lqul‘..l!/,L\',,)
Es decir

Ul

227 2)

ETR P
[ l{) {12 } Z’\'i v;’\/l(!lﬂ")(‘)r,JJf\v, + L'\‘J Wy \fi(!l)) Pre)r,JJf"',

it

l'I

"l 2
tits J + Z \igyAiis)ay F Mus Mt lev, U5 5 x,,

~ Asi que @ ¢s un funtor. : :
“(2)". Que el diagrama dado es un pushout se \l[.,ll( de la demostracion de 1.18
pues los funtores desde A estin determinados por sus imigenes sobre los morfismos

fo 0
ly.’ﬂ'

y dado que B es libremente generada sobre &' por los morfismos y7. O

it

En seguida deseamos mostrar que el boes que estamos buscando es precisamente
¢l bocs inducido A® = (8,PVB), Para ello es necesario que las categorfas R(AZ) y
Py(A) sean equivalentes, pero por 5.7 basta mostrar que R{A¥) y R(A) los son.
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PROPOSICION 5.12 R{A%) y R(A) son categorias equivalentes
DEMOSTRACION, Notemos queel funtor 81 A — 8 induce ¢! funtor
R(A") — R(A),

que por 2.6, es fiel y pleno. Bastard mostrar que 0* es denso.
Sea M : A ~—— rnodk una representacién de A. Definiinos

N': B' — modk
tomando
N(X) =M :=ME)MX)) vy  N(¥) =g = Me)(M(X)),
como B’ es minima, por 1.24(3), V' sc exticnde a B'. Notese que
N’(@ X Q}@ ¥)
@&’(x,-)@ @ N'(¥;)
@ M(c.)(M(X)) &) @ M{e)(M(X))
M(Z G+ Ze WMX)) = M(X).

il

N'(0X)

. Notese ademds que para a € A" = B(0(X),0(X)), se tiene:
N'{a) = M(a) : N'(8(X)) — N'{0(X)).
Sabemos que B es libremente generada sobre B por yj, ..., 9}, luego existe un tinico

funtor
N : B —= modk

tal que extiende a N’ y que
. ' 00 '
NG = N 1§ e
Consecucntemente
] . .
e [ o] = e = Men)MODNUR,)
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N W[ 0 Ve ),)

]

N’(e"m I"F-')Al({ 1/0.- g ])AU(( o, j-\';.)

00 .
v 0])1\ {(Fu)

N'(g,l)t\!([

i

M(gp.)M({ : 3 ])M(Eq.)

Mg, [ yO g]m: M([ ,? S])

Como los A-médulos quedan determinados por sus imagenes cn

Et

ésto muestra que N es una representacion de AP tal que 0°(V) = N0 = M.O

Ahora sélo falta mostar que AP es un bocs estratificado. Para ello usamos
algunas propiedades del funtor ¢ que se muestran en la siguiente proposicidn,

PROPOSICION 5.13 ¢ satisface las condivioncs de admisibilidad (3.3) crcepto
(At). '

DEMOSTRAGION. “(A2)". ¢ es cofinal, es decir cualquicer objeto inescindible en
B’ es isomorfo a un sumando directo de @'{.X'), para el tinico objeto X de A’
Tomando el conjunto I' = inesB' = { X;, ¥i } definimos

Xy=Xx, =X y Yy =X, W=V,
para todo i = 1,2,...,r. Ademds para Z € ines8’, tenemos
' ez : Z — ¢'{X), J2 0(X)y— Z

las inclusiones y proyecciones naturales, morfismos en B’ tales que para 2, 2y, -
Z; € inesB":
“(A4Y'. fzez =1z, fz.ez, =0 para Zy # 2o}
“(A5)“. lg-(x) = Z CZfZ; ‘
Zeines B’
“(AB)". Para‘h € B'(2),2,), bfz, ® ez, = [z,@ enyb. Enelecto, si 2y # 2Z;,
entonces B'(Zy, Z2) = 0, luego b = 0 y claramente bfz, @ ez, = 0 = [z, G ezb.
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Si Zy = Zy, entonces B(Z,Z,) ~ kypara b € k y como fz, @ ez, = fz, D ez,
entonces

bfz, @z, = [nb®ez = [z, @ bey
= [y, @enb=Jz, @ el
“(AT)". Sin importar el orden en ines B, se tiene que [z, ®ez, = 0 para 7y # Z;.

Primero observemos que fx,& = [x,, ¥y Giex, = ex,, fr.e; = fv,, e,y = ey,. Asi
tenemos:

xi®ex, = fxE&®ex,= fx,@Tcy, =0
fx,Qey, = [fxE®ey, =[x ®Fcy, =0
fn®ex, = fre®ex, = [y, @eex, =0
fn@ey, = fre;Qey, = fi, Deey, =0

“(A3)", J' = ker(B' @ B' — B') es B"-B’ bimédulo libre. De hecho mos-

traremos que J' = 0. Observemos que B’ @, B’ estd generado por el elemento

lpx) @ lp(x). Ademis
Z efz0 E ey fy
Z€incaB’ FEinecsH!

Zz ezfz ®eyfy
zZ v

ZEZIz Qezfz

z

v

i

Lox) © Loxy

L]

por lo que B'®) ,, B’ estd generado por los clementos [z & ez, con Z € inesB'. De
. .aqui que para z € J'(Y,Y'): )

2=Eczfz@ezbz

Zz

y por consiguicnte Eczbl = 0. Si para cada Z, bz : ¥ — Z, y suponiendo que
z
Y= @ Y., tomamos 1, p, las correspondientes inclusiones y proyecciones, asi

vEinesB!

Iy = Z 1,p., de aqui que

ca(fz@ezlbz = cz(fz@ezlbzy b

v
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= Z ez(fz & exbzi)p,
v

= Z CZ(”Z’U.{V @ e
= czbz ¥ tefu G Cuia.

Luego

N
|

YoczfzBezb =Y (czbz Y uf Bcum)
= .

>

3
(E czbz) Y 0 S ® e = 0.
z

v

Por lo tanto J' = 0.0

La estratificacion de A? la construimas en los siguientes lemas, Empecemos por
el group-like,

LEMA 5.14 A% = (B,%V?8) tiecne un group like
wy: B — BVE

tal que para g € BYZ, 7"}, Z = @ Zr, con Zi € { X, N ), v 4 — Z y
Vs 1 Z — Z; son la inclusiones y proyecciones candiicas, respoclivamente, entonees

wa(g) = Zﬂglfz. @x w(lx) @x ezt
7

DEMOSTRACION. Como en la demostracion de 3.5 se puede constrair of morfismeo
de”B"-bimodulos:
o: B — B'® B,
v

tal que o(1z) = [z ® ez, para todo objeto inescindible Z de . Tambiéu se tiene
el morfismo de B'-bimddutos:

r:B’®B' —s ByE
AJ

tal que 7(g ®x h) = g ®x w(lx) @ k. Evidentemente se tiencwy = 7o, 0
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LEMA 5.15 La counidad inducida eg : "VP — B determivada cn generadores
porealh @v @ g) = ho(e(v))y, es tal que

e[ 3@
;

A

es un B-bimodulo libre generada por

Ix,, ©x [ yO' g] wyex, ¥ Sy, Ox { 3 ;‘ ] ®x cv,,
parai=4¢,. .., T.
DEMOSTRACION. Como en la demostracion de 3.5 se tiene gue
EICES "V” @ B H“‘?H|

pues J' = {, como se vid en 5.13. Pero por 5.9(2) nitese que:

o= @4 )| ®a®u
A A Al A
- iJ0
> 0@y )| @
A Ar

4

. Joo
vgs s l@roeeli i en
Es suficiente ver que estos dos iltimos sumandos directos son B- bmlodulua llbrm
_ generadas por

{ [, ©x [ 0 0]@,\:(!,\'“ bi=1,..,r}

1} .
lfxyl®x[g y_.]@xr!yq' | i=1,...,7},

respectivamente. Hacernos la demostracién para el primero de los bimddules y
analogamente se tiene para ¢l otro.

Sea W un B-bimédulo y w; € W(X,,,X,,), para toda {. Deseamos maostrar la
existencia de un morfismo iinico de B-bimddulos

¢:u(§§)[{; g]®13~4w

At
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tal que
* 0
M ix,, Ox [ !8 0 J Excxy) = wi

Por ta propiedad universal del producto tensorisl podemos asegurar la existencia de
un morfisino de B-A" himddulos

J* o
11:D®[0 0]««»”’
%

definido por
i gy O
b [ 00 ]) = 2 Mbanbes o,
1
De fa misima forma se tiene, existe un morfismo de B-binaddulos
. J 0 .
.,6.3@[ 0 U]Q?uﬂn
tal que
0 . 0
stox [4 0 |oxm < umox [§ ]

. Z Agtuanbacx,, w fx, by
O

it

Nélese que

. e 0],
MWJx, C’Q«\"[ i; I ])c,\'q.
Z At Fx3, 25,05 0% €y,
2

= w.

- o [x,, Ox [ ‘!3‘ g ] @x ex,)

fi

La unicidad se sigue del hecho de que

0 1} p '
b @x [ g 0 ] @x b = Z,\g(m).,,‘bz&,\',,'(J"_!r,v ®x [ yﬂ, 0 ] Ox ex, ) x,b.0

LEMA 5.16 wp es O-frigngular,
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DEMOSTRACION.Sabemos que B es una categoria libremente generada sobre &'
por los morfismos 7, i = 1,...,r. Ademds

oo .
o g o | =ensise.,
y por lo tanto
. 00
Y =fYJ-[0([ y’- 0 ])ef\'n' ;

Luego como se vé en 3.5 tenemos

]

bator) = a0 . § Jrex)

fy,,@a([;l. 8])®ex,,)-+- > fy,,o(w. g])czr(fzmx.,)

il

Z<Xy

zel
- f,,,‘@)cz)fzﬁ({ 0])%.
Z>Yy
Zel

Pero por 5.15, se tiene que fz, @ ¢z, = 0 para Zy £ Z3, 2y, Z5 € T, y por 5.9(3), se
sigue:

a(yr)

il

s 3 2]

; 00 0],
fl'w, Ox [Z ’\u;(v,v.).v»(l v 0 ] ®Ox [ %’ 0 ] Qx 1)
]

1

: . fo o 00 :
R A2 [ 0y } &x [ -0 ])I By ex,

= L“\w v Ve O [ yr 0 ] ®x { 0 ] ®x 1 Bx ex,

(K]

O .
=2 Mitnn ®x 1 ®x [ 0y ] [ . ] Bx Xy

L]

Usando el isomorﬁsmo B®, A= B, se ticne:

[

Sa(y) = Zf\y,(y,v.)p.(fv,, [y 0])@,\[ 8] ®x ex,,
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0 0] 00
~Z /\y”,,y‘)‘mfy,,' Ox [ 0 v ] (510 (0[ v o0 J ex,)
Ly .

. y; 0
Zf\y;(y,v.).p.fv,,,ﬂy,._!/. Ix, ©x [ d 0 ] Gy ex,

12

00 .
- ZAVI'(V'VJ”'J[YFI O [ 0 y; ] B L\‘.,'ﬂ)(q‘
]

i

. - 7 U R
Z’\y,'(y,m,p.f"y,‘-’r,.,yf(f.x:,, ©x [ 7 o ] By ex,)
iJ
0 67, .
=5 A (v, ©x ¢y | BV i fxgex, )
uf

Ahora ordenamos Ja base { y7 ) de la siguiente manera:

Siyghy ey lyyeJ - 2 e J - JH entonces cnande J < 7, tomamos
yt <z,

De aqui siy; € J™ — J%H conny 2 1,y € J = 4 conong 2 1, eatences
yv €Sy gy = Zﬂ;ﬂy,, con ye € SV, a0 € kb, como ademds

t

2 Appacs = 5 (m) = D agilu) = agicp
u {

Pero si aijr = Aoy uyp # 0 entonces gy € J™™ y consecuentemente y7 < yf y
vi<u :

Esto inuestra que &g es O-triangular.0

Para terminar de construir la estratificacidn necesitiunos mostrar que wg es un
reflector. : -

LEMA 5.17 wp es refleclor.
DEMOSTRACION. Por 2.22 s6lo resta mostra que 65 es una diferencial !-triangular
izquierda. Valuemos pues esta diferencial en los generadores libres del B-bimédulo
BB,
’ ] 0 03
Ix,, ®x [ % 0 ] @xex, ¥ Sxy, Ox [ 0y ] By ey,
coni=l1,...,r. Pord.5 se ticne que:

)
6o(fx, Ox [ .'/01 0 ] ®x ex,)
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Fallnn 05 8| 3 ]hox ex,)

P
+ Y (Ux, ©x [yd 0] Qx e2) Dz [z Dy w(lx) @x ex,)
Z¢Xy .

Z€ines B!

* 4 Y. Ux, Oxw(lx)@x e2) @z (f2 ®x [ 00 } Ox exy)
Zuxy,
Z€ineaB!

Perosi Z = Xi # Xy, se tiene:
.01
(fx,, ®x 0 J ®x ¢x,) Bx, (Jx, ®x w(lx) ®x ex,)
0
=[xy ©x [ } ®x ex.fx,) ®arx) (Yapny @x wlly) @x ex,,)

]
J ®x 0(:)) oy (Logxy Ox wIx) tdx ex,,)

I

Ty

-

pl

&

=
—

DR, ofF, of, o

0
0
0
0 . o —
0 | & @x lagn) @arx) (lax) Bx wlix) @x ex, ) =0,
pues g, # e;. De la misma manera se muestra que si Z = Y; # X, entonces

Ix, ©x [ 0 0 ] ®x ev,) O (v, Ox w(lx) Oxex, ) =0,
y analogamente para Z # X, se mucstra que:

0

(T, @3ty Bx )@z (rox [ § o ex,) =0

Por ésto y usando 5.9(3), se signe que
b5(fx,, ®x [ 00 ] Bx ex,,)

= Tplfx, @x 5([ u ])@x €xq)

= Flla, o (D[ 74 Dex[4 0 ]exn

[T 1)
]
@x(l ®x [ 0 0 ] @x 1) ®x ex,)
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= U, fox[yf(%‘”’) g]@x[”n; 3]‘-*‘»"‘@-“ o)

A
®'(l OOy 1Oy y; 0 ;;9.]»:»,,,,)
allogx) ©x X1g gl @viesanh
Usando el isomorfismo B @4 A= B, se tiene:
b 1] R
88(fx, ®x [ "3 0 ] Oy ex,}

Tlwiwiy O . 0.
= SR U T S e [ 7 e )
[Tl
w0
Bexy(logx) Ox [ 0 0 ] Qx ex,)

= LZ’\y;(u-y;)vP,(fX,-,o(ej) Qx [ 0‘
i#l
Sy w0
Rox 9%, ) Ox 0 0| % €x,) 7
A y, 0] .
= ZZ vitwss )y L 08, (S, X g ol exg, M,
TR

w

_ o1,
Qox)(0(%, ) Ox [ 0 0 ] Bx ¢x,)

Ahora ordenamos los generadores de HVE de la misma mancra en que ordenamos
los generadores de ‘B, es decir que si Ayryy,),0, # Oy entonces:

* 9 yr 0
Tx,, ®x [ l:]’ 0 ] ®x cx, < i, Dy [ JU' 0 ] DX Xy,
Una férmula andloga se tiene para

00
85(fxy, ®x [ 0y ©x ey, ),

y ésto muestra que 8p es 1-triangular izquierda.Q

. Terminamos este capitulo resumiendo en la siguiente proposicién el resultado de
nuestros lemas anteriores. -
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PROPOSICION 6.18 El bocs inducido AP = (B,BVB) licne una estralificacidn
dada por:

(Busi {7 1) {Ux,, @ ®ex, | i), {Jy, @y Dey,}). _

SaTE
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