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1.- RESUMEN 

Se establece un modelo de elementos finitos de la distribución estática de esfuerzos en la zona 
de transición entre una plataforma carbonatada y la cuenca epiconunental \'ecina. para determinar tas 
áreas inestables fracturadas. 

Para obtener la distribución de esfuerzos se utiliza el modelo fisico clásico de los sólidos 
elásticos lineales de la mecünica del medio continuo 

div S( p) + b( p) = O, 

s[ vuc pJ J = 2µ(pJVu(pl + ..i(pl{ trVu(pl}I 

Vu( p) = ·HV'u(p) + V'ur (p)] 

Ecuación de campo 

Relación constitutiva de los sólidos 

isotrópicos elásticos lineales 

Tensor de distorsión infinitesimal 

donde u es el campo de desplazamientos. s( p) = e[ Vu( p) l es el tensor de esfuerzos de Piola-Kirchotr. 

µy A son las constantes de Lame y b(p) la fuerza gravitacional de cuerpo, Se consideran las siguientes 
condiciones de frontera: 

X(•, O) = ü( •) desplazamientos horizontales prescritos 

u( p) = O base de la plataforma fija 

S(p)n( p) = p( p) carga litoestática sobre la frontera suporior 

A panir del problema de 'alares sobre la frontera anterior se deriva la siguiente formulación 
\'ariacionnl (ntodclo matctmítíco) 

Dado b e L: ( B) encuentre u e K. tal que 

f c[~u]·~(v-u)dv- f p·(yv-,m)da~fb-(yv-,m)dv \iveK 
H ,:n,~ 8 

donde K es el con\'exo de soluciones cincmáticamente adnus1bles. 

La aproximación por elementos finitos es 

Dado b e L! ( b ), encuentre u,, e K,, 
fe[ Vuh ]· V(vh -uh )dv- f ji· (yv,, - ¡uh)da;:: f b'(vh - uh )dv tfvh eK. 
B ,i9r B 

u,, es la solución de la aproximac1on por elementos finitos y consta de funciones polinomiales por 
segmentos definidas en el interior de los elementos finitos. 

El problema discreto anterior de dimensión finita se resolvió con el paquete de elementos finitos 
de propósito general MODULEF ( Br:milfdu r:r. al. 1989), analizando dos casos: i) desplazamientos 
prescritos desde el interior de la plataforma y il) desplazamientos prescritos desde la cuenca epicontinental 
vecma. 



RESUMEN 

Una vez obtenida la distribución de esfuerzos se aplico el criterio de Mohr-Coulomb para 
discriminar las áreas inestables. En el criterio de fracturamiento de Mohr·Coulomb se considera que se 

presenta fracturamiento cuando las compenentes tangencial r y nonnal a. sobre el potencial plano de 
fracturamiento. relacionadas linealmente. alcanzan el "ator de la resistencia de cone del material S. 

k el coeficiente de fricción interna 

orientación de las fracturas respecto del esfuerzo principal 

máximo. 

También se considera la influencia de la presión de fluidos de pero intersticiales. 

Los resultados de la e'perimentación numerica son los siguientes: 

l. El esfuerzo principal máximo siempre es compresivo y se distinguen dos zonas: una 
donde predominan esfuerzos causados per el desplazamiento desde la frontera lateral y otra de esfuerzos 
gravllacionales. 

2. El esñterzo principal mínimo es distensivo en la base de plataforma para el primer caso 
y ta base de la cuenca para el segundo. En los niveles superficiales el esfuerzo es compresivo. Existe una 
concentración de 1 esfuerzo en el borde de la platafonna y el pie del talud. 

3. Debido a lo anterior. el esfuerzo cortante máximo disminuye en el pie del talud y 
m.u ~l.!n de la plataforma. 

~. Para el pnmcr caso el arca inestable ocupa todo el interior de la platafonna hasta el 
borde extcndicndosc hacia el interior dd talud en las nt\Cles basales. Esta ár~a ;e puede extender a todo el 

talud si se uttlila u!I factor de sobrcpres1ón de poro de A."'2.0. Para el caso Je desplazamientos desde la 
cue;:nca la zona rncstablc solo ocupa 1

/ .. partes de la cuenca y existe poi:o cambio en el área en función de la 
sobrepres1ón. 

5. Basados en la orientación de las fracturas obtenidas con el cnterio de Mohr·Coulomb se 
puede interpretar .un despegue intracarbonatos con geometria F/at-Rarnp·F/.lf en la zona de transición 
entre la plataforma y la cuenca. para el caso de desplazamiento desde el interior de la plataforma. Para el 
segundo un patrón de fallamiento con tra~ectoria ascendente hacia el pie del talud. Ambos resultados 
están de acuerdo con observaciones de fallamiento de los márgenes de las plataformas carbonatadas 
fósiles de Valles-SanLms Potosi y El Doctor en el centro-oeste de México. 

Hay que obser.·ar que los resultados del modelado muestran para ambos casos que ei esfuerzo 
diferencial no se concentra en la región del talud y borde de la plataforma. Incluso se requiere de un factor 
de sobre presión de poro para extender la zona inestable. "2 para el primer caso y >2 para el segundo. 
hasta el pie de la plataforma. Esto es contrario a las obser\'aciones de campo que sugieren que el esfuerzo 
diferencial probablemente tiene un ma"imo en esta zona. 

Sin embargo. el campe de desplazamiento y los esfuerzos máximo a,, a, y r. generados por 
los desplazamientos desde el interior de la plataforma tienen una mayor e'tensión que para el segundo 
caso. Esto sugiere que la geometría de cuila del talud tiene influencia en la transición a esfuerzos 
gra\'itacionales. Aunque otra explicación es que se requiere de una ma)Or energía para desplazar el 
interior de la plataforma que el interior de la cuenca. 



2- INTRODUCCIÓN 

El objetivo de esr· trabajo es establecer un modelo de elell'· "los finitos de la distribución 
estática de esfuerzos en Id zona de trans1c1ón entre una platafv 1 carbonatada y la cuenca 
epicontinental ,·ecina. para detcmlinar las arcas estables e inestables. 

Las márgenes de plataformas carbonatadas (Fig. 2. 1) están compuestas de rocas poco 
estratificadas. como arrecifes o brechas sedimentarias producto del detrito del arrecife ( Wilson. 1915), 
El mtenor de las plataformas tiene aproximadamente el mismo espesor que el borde.' pero está 
compuesta de caliza bien estrauficada con intercalaciones de evaporitas (Fig. 2. 1). La cuenca vecina 
también está compuesta de caliza bien estratificada: sin embargo. el espesor de la columna litológica de 
la cuenca sólo mide aproximadamente la mitad del espesor de la plataforma (Fig. 2.1 ), 

Mecánicamente. la zona de transición entre una plataforma carbonatada y la cuenca vecina se 
puede dividir en tres zonas (Fig. 2.2): tanto las rocas de la cuenca como las del interior de la plataforma 
representan un medio laminado: por otro lado. las rocas del borde de la plataforma y del talud son 
estadísticamente homogcneas por su falta de estratificación. 

lntcnor de pl•lAfonna 

Borde de platsíorma 

Figura 2 1. Elc!m.:nlos mOrfo\llgh:ns. \ h1olllg1¡;us dc: 
una pla1afonn.i .:arb\'natJdól tsc:gun W1lson. 
\'}7~} 

Los límites entre estas tres facies no son 
venicales (Fig. 2.2), sino inclinados hacia la 
plataforma, ya que el arrecife crece sobre su propio 
detrito. es decir. los cinturones de facies migran con 
el tiempo hacia la cuenca. 

Suter (l 98~. 1987) observó que la 
deformación en el cinturón de pliegues y 
cabalgaduras de la Sierra Madre Oriental en el 
ccmro-oestc de Me,ico se concentra en las márgenes 
de la plataforma carbonatada de Valles • San Luis 

Potosi en forma de una >cric de cabalgaduras cFig, 2.J y 2.~l. El 1111erior de la misma plataforma y las 
cuencas ,·cernas muestran menos aconamiento y su defonnactón es por plegamiento (cizallarniento 
paralelo a la cstrauficación) mas bien que por cabalganucnto (ctzallanucnto oblicuo a la estratificación ) 
cFig. 2.5). 

Carbonatos de interior de plataforma 
(medio laminado) 

\ Carbonatos de borde plataforma y talud 
(estadfsticameme homogeneos) 

\. 

Superficie :e despegue (contácto con fricción( 

Figura 2.2. El.:mc:nlos mci:a.nil:os d..: una plataforma i:a.rbonaud.l 

Carbonatos de cuenca 
!medio laminado) 

Lutitas 
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Figura 2.3. \tapa gclllógii:o del borde de la plau.fonna 
Crct:lcii:a. de \'all.:s·Silll Luis Po1os1 en el ccnlto­
ocsle de M.:x1i:o . La plat.úonna apart1:c en gns y 
la cuen~a vecina sm achurc. La zon:& obscura 
..:11m:spondc a la Cuenca lcrdaria de anlc·pais. Las 
linc.lS dcnl.'.ld<u indh:an cabalgaduras (según Sutcr. 
\1}90). 

cuando las componentes normal y tangencial del 
rcs1stcncia al corte del matenal. 

wsw 

Su ter ( 1984) sugirió que el borde de la 
platafonna fué una zona de inestabilidad por 
cizallamiento. La magnitud del esfuerzo 
diferencial que causó las deformaciones 
obscr,adas podria haber cambiado con un factor 
entre 2 y 5 a través de la margen de la 
plataforma. por varias razones: 1) la diferencia de 
área en cene (Fig. 2.2 y 2.5). il) la diferencia de 
la carga litoestática entre plataforma y cuenca y 
iil) la existencia de una. componente horizontal 
del esfuerzo gravitacional por la inclinación del 
talud de la plataforma. Todo esto podria tener el 
efecto de alterar la inclinación del talud hasta 
volverse una cuña de Mohr- Coulomb estable 
(Fig. 2.6). 

Para este propósito se considera el 
modelo clásico de la elasticidad lineal de la teoria 
de la M~cánica del Medio Continuo, con 
propiedades materiales de medio dadas y cargas 
tectónicas y desplazamientos sobre las fronteras 
(problema de valores sobre la frontera de la 
elastoestática lineal en 2 dimensiones) y se utiliza 
uno de los criterios más conocidos de 
inestabilidad por fracturamlento, el criterio de 
Mohr-Coulomb Este establece que el 
fracturamiento por compresión se presenta 

esfuerzo. rclac1011adas linealmente, sobrepasan la 

ENE 

[!]Borde 

~Talud 
CABALGADURA LOBO-CIENEOA .tNT!CUNORIO O! l'!ZAA.CRES 

Talud 

Figura 2A. Corte cstn.11:1ural a lo largo del borde oricnul de la plaufonna de Vallts-S.tn Luis Potosi .:n el Estado Je 
Hidalgo. ~l~x1co. L.is cabalgaduras l.obo·Cí¿ncga y Agua Zarca cortan y J~plzan el bord.: Ji: la plal.l.fonna y la 
fack" di: talud (s.:gun Sutcr. 1987) 
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carbonatos 

lutitas. 

despegue superior 
rampas tectónicas 

despegue basal 

Figura 2.,. Esquema de la deformación obS<rvad.t .:n el borde oricntal de la platafonna crbooata.d.t de Valles-San Luis Pot01f. 
L.1.:stnJctura coruistc de una serie de rampas t.:ctónsca.s en los carbonatos y ~gud .:n las lutitas. La concentraciOn 
de la deformación en el borde de la plauforma ~ .:n el talud rcquiCTc de: un esfuC'f'Zo diferenc1al más ¡rancie que en lu 
regiones \'cr.:mas de la cuenca e intenor de la plaufonna. 

A partir de este modelo se obtiene la formulación variacional primal del problema 
(formulación en términos de desplazamientos). mediante subdiferenciales locales. y de esta se obtiene el 
esquema numérico correspondiente de elementos finitos. 

La metodologia numérica utilizada en este trabajo contrasta con la metodología de la mayoria 
de los trabajos de tectonofisica. donde preferentemente se han encontrado soluciones analíticas. como 
los trabajos de Hathor ( 1951) para la distnbución de esfuerzos en bloques de geometria rectangular. de 
Borg•r y Johnson ( 1980! y Kilsdonk y Fl•rchor ( 1989) para la deformacion sobre rampas de bloques 
\'iscosos. donde la geometria de la rampa y el tensor de esfuerzos son aproximados por series de Fourier. 
o en el trabajo de Da vis ot al. ( 1983) para determinar las condiciones de estabilidad de cuñas de acreción 
y cinturones de plie¡,'lles y cabalgaduras en márgenes continentales tFig. 2.6J. entre otros. 

Siveldt=I==:'~----------

Figura 2.6. Ocomctrfa )'cargas tc1,."tónicas que intcri.·ii:n-=n 
en el desarrollo de una cui\a de Mohr·Coulomb 
(según Onv1~ ~f. 3/., 1983). 

Es de resaltar que la mayor pane de la 
producción petrolera de México proviene de las 
márgenes de las plataformas carbonatadas del 
Cretácico (Santiago ot al .. 198_.) en donde los 
hidrocarburos se encuentran entrampados en 
estructuras formadas por cabalgaduras en la parte 
frontal del cinturon cordillerano de pliegues y 
cabalgaduras. Los campos petroleros producen de 
porosidad de fracturamiento en intervalos 
dolomiti:zados. puesto que la dolomia es más 
quebradiza que la caliza (Steams y Friedman. 
1972). Por lo tamo. es de suma importancia 
conocer la distribución de las fracturas y su 
dirección preferencial en el desarrollo de la mayor 
parte de los campos petroleros de Mé"ico (Sutor y 
vargas. 1986) 
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Las rocas más someras de la coneza terrestre. de 10 a 15 km de profundidad. se componan a 
causa de la baja presión y temperatura como matenales rígidos. deformandose i) de manera elástica. ii) 
por fracturamiento y iil) por rotación y translación de cuerpo rigtdo a lo largo de discontinuidades > 
planos de debilidad preexistentes (Ramsay y Huben. 1987: Suppe. 1985; Mandl. 1988). Otros 
mecanismos que se obser•an en la pane supenor de la coneza son: i) disolución por presión. 
principalmente en calizas en zonas donde existe una concentración de esfuerzos (disolución-difusión­
precipitación) (Paterson. 1973: Rurrer. 1976) y iíl Oujo plástico en cienas evaporitas (fordan. 1987: 
Jordan y Nüesch. 1978). Estos illtimos mecanismos son continuos y por lo tanto no sísmicos. EstaS 
deformaciones se presentan en escalas de longitud desde granos minerales oo~ m) hasta límites de 
placas ( ltJ• mJ con razones de deformación que varían de IO·" a lO·i> s·1 (Pfiflñer y Ramsay, 1982: 
Civetingh et. al. 198~). 

Cuando el esfuerzo diferencial que actúa en el medio rocoso alcanza cieno valor critico 
("yidd stress'). 13 roca se fractura y la energia elástica almacenada se disipa, principalmente por medio 
de la emisión de ondas acilsticas y localmente, a lo largo de la falla por generación de calor causado por 
fricción ( Barr y Dahlen, 1989). La zona de deformación sísmica de una falla se e><tiende verticalmente 
hasta aproximadamente la profundidad de la isoterma de los 250° C, dependiendo, de esta manera. la 
profundidad de la zona sísmica del gradiente geotérmico regional. Por debajo se encuentra la zona de 
transición entre deformación rigida y ductil. Esto corresponde a un cambio del mecanismo dominante 
de deformación por fracturamiento a deformación por varios mecanismos de flujo (Asbby y Vi:ral/, 
1977: Schmid. l 982: Handy, 1989). 

El desarrollo del fracturamiento es un proceso que depende del esfuerzo efectivo aplicado, de 
las propiedades materiales y la energia disponible (Scholz. 1990). Las fracturas se pueden calegorizar. 
basado en su campo de desplazamiento. en tres modos: uno tenstl o Modo l. caracterizado por des­
plazamientos normales a !a fractura. y dos modos conantes: Modo !l o de conante plano, donde el des­
plazanuento es paralelo a la dirección de propagación de la fractura. ~ Modo llI o de conaote en anti­
plano. donde los desplazamientos son paralelos a la arista d, ·"pagación de la fractura <ArJdnson. 
l'!X7) 1Fig. > l l 

El intcio de una fractura tiene su origen en desperfectos materiales. La propagación 
macroscópica de la superficie de fractura está controlada por heterogeneidades locales que impiden la 
propagación auto similar. En esta última intervienen los tres tipos de fractura. impidendo que esta se 
propague en su propio plano. lo que favorece la distribución de la deformación sobre toda una zona de 
fractura o falla (Scholz. 1990). Si este proceso se presenta al mismo tiempo en otras partes, puede 
generarse una fractura de mayor dimensión por la unión de las discominuidades (Sega// y Polard. 1983: 
Granir:r. 1985; SegallySimpson, 1986) 

Existen muchos ejemplos de deformaciones tanto naturales como experimentales donde se 
obser\'a que el fallamiento sigu~ el cn'rerío dr: lhicruram1ento de Co11/omb (Anderson. 1942: Somervillr:, 
1978; Nakamur et. al. 1984; Pater>on. 19781. El cn'ten'o de thicturamiento de: Coulomb o Teoría de 
tracturomiento del mi.rimo estiJr:rzo corranr, :;tablece que un matenal frágil cede cuando el máximo 

esfuerzo cortante es igual a cieno valor finito denominado la resistencia dr: corre de:/ mateniJI. Si (J es 

el tensor de esfuerzos en un punto y0'1 2:0'1 "ª•son los esfuerzos principales. el máximo esfuerzo 

cortante sera r = 1/2 (a, - O',l y se presenta en un plano que bisecta al angulo formado por los esfuerzos 

principales mayor y menor (Fig. 3.2). Esto implica que si C. es la resistencia compresiva de un material 
sometido a compresión pura. el material deberá fracturarse en cualquier plano inclinado a ~5° respecto 
del eje de compresión. Para estados tridimensionales de esfuerzos. el material cederá en cualquiera de 
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dos planos (o ambos) a ~Sº respecto del eje del esfuerzo principal máximo y paralelo al eje del esfuerzo 
principal intennedio. Para estados simétricos respecto a los esfuerzos principales intermedio y minimo. 
el material cede formando un cono circular de fracturamiento a 45° respecto de o:,, . Sin embargo. en 
experimento el ángulo es <~5° para todos los casos ( Parerson. 1978). 

t"/...-/ 

-~ 

Figura J, 1. Tipds de l'ractur;u;: ~todo 1 (amh3), 
MoJo U (.:n m.:dio) :-' ~ll'ldo 111 (ab;ijo) 
(s.:gun Alklf\SllO. l 9R7) 

Esia teoría f\ie modificada por Navier de wia 
forma que cualitatl\amente se ajusta a los hechos 
e.xpenmentales. En lugar de asumir que la fractura se 
manifiesta en un plano donde rtlega al limite cortante del 
medio S,. se asume que la resistencia cortante se incrementa 
proporcionalmente al esfuerzo normal o:, sobre el potencial 
plano de fractura (Fig. J.2). La fractura ocurre cuando 

r=O'n·t 

a, =O'n·n 
(J.1) 

llnll = lltll "" 1, n · t =O Y k · es un factor de 
proporcionalidad que a su vez suele expresarse en tenninos 
de otro parámetro r;. k=tanr;. k es denominado t:I 

coeticit:nre d.: fricción int.:ma y </¡ el ángulo de fiicción 
interna. Estas constantes ·son empíricas y se desconoce si 
tienen significado fisico. 

El fracturamiento se presenta con una orientación tan(2 B) = I ik o 6 = 'l.;r ± 'hlP. donde (} 
es el angulo que guarda la fractura con el esfuerzo principal ma.ximo (Fig .• ~y J.J). 

Con base en este criteno se puede obtener el siguiente modelo do frncturamiento 

(J.21 

Este modelo. da lugar a criterios de fractura cuando el material está bajo condiciones de com· 

presión o tensión pura. El fracturamiento bajo tensión pura unia.xial ocum: cuando 0'1 = T ,. a: =a, = 
O. por lo que 

7;,(k+(k'+IJ")=2S0 (J.3) 

El fracturamiento bajo compresión unia.xial corresponde a <1'1 =a,= O. a, = C, 

C0 ((k'+1)"'-k)=2S0 (H) 

De acuerdo con estos resultados. la teoría predice que la resistencia compresiva síempr~ es 
mayor que la resistencia a la tensión. Las· deformaciones experimentales muestran que la resistencia 

7 
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teórica a tensión está sobrestimada del orden de 5 a 10 veces (/aeger. 1969. Paterson. 1978). La Tabla 
l.l muestra los valores tipicos de resistencia a tensión y comprr.sión de algunos materiales. 

Material Tensión Compre•ión ,p 
Kg/cm' Kg1cm' compresión 

Se encuentra 1mplícilo en el 
critcno de fracturanucnto de ~1ohr­

Coulomb que el valor del esfuerzo 
principal intermedio a., no afecta la 
resistencia de fracturami~nto (ec. 3.1 y 
3.2); sm embargo. las conclusiones de 

estudios expenmentales muestran que a 

11 asi como O"n se ven afectados por el 

valor de 0':2• sin que exista un acuerdo 

de la manera como dependen de a,,. 
También se ha encontrado que el ángulo 
e del plano de cizalla aumenta cotüorme 

a,, se incrementa (Paterson. 1978). 

Granito 40 1.400 50° 
Gabro 1,800 48° 
Marmol 60 1.000 
Caliza 40 350 35° 
Arenisca 20 700 45° 
Cobre 1,600 300 
Vidrio 600 
Fibra de 10,000 
Cuarzo 

T.lbla 3.1. Rt"S1stcn..:1a .l h:ns1on. i:ompres1on y :ingulo de fncc1ón intcmil de La comparación de los valores 
teoricos con la baja inclinación de las 
cabalgaduras. bien documentadas en los 

cinturones de pliegues ~ .:abalgaduras. muestra una marcada discrepancia en las orientaciones de los 
planos de d1scomin11idad ' on el \'alor del coeficiente de fricción esperado (0.85 vs 0.36) (Paterson. 
1978: Tun:orre ySchuberr. 1982). Esta deferencia es atribuidas frecuememente a la presión de poro de 
f1111dos mstersuciales demro de las rocas (Hubberr y Rubey. 1956). 

algunos m:itcrtalcs naturales y sintd1i;os 1s.:gUn faegcr. 1969) 

:-.tacroscopicamente. la presión de poro es una variable del esfuerzo que no tiene ninguna 
influencia sobre las propiedades materiales del medio. Esto sugiere que el criterio de fracturamiento de 
~fohr-Coulomb para medios porosos sólo depende del estilazo et2o·ti1·v. l.1 diferencia entre el esfuerzo 
normal CJ'., al plano de fractura y la presión de poro p. 

:•!=5'.-k(a,-p). 

e 1 cr, :~=::1° 
.,V t= (·sene .cose l 

O'" n=(cose.sentl) 
kan =14-.j>(.! 

de fractura 

0'2 

Figura 3.2. Eh:mc:nh1~ mc:canii:os de la leoria de fr;ii:tur3.tnic:ntu 
di: .\lohr·Coulomb (tomJdo Je: J.:ic:gc:r. 1969). 

(.1.5) 

p 

Figur;i 3.3. Di;igr3111;i de ~h1hr i:orr~pnndíomh: a todas l:i.s 
condic1ond de: fr;i,,;turam1c:nto (Evllluta di: ~fohrl. El 
efo.10 ~uc: t1c:n la premln de poro e:s Jo::sp\:iz.:u c:I 
Circulu de: Mohr. pc:rd1c:ndo c:l meJlll su otab1lidad. 

8 
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Si los poros se encuentran interconectados. la presión de poro p es la presión hidrostática de 

la columna de agua. p =p.gh. Si existe confinam1en10 en los fluidos ins1ers1iciales. la presión de poro 
puede aumentar significalivamente con respecto a la presión hidrost:ilica. siendo necesario introducir un 

factor de sobrepresión A. p =.1p.gh. Este factor depende de la posición de cada pane de medio y del 

esfuerzo confinante rr.. .1= .1(x,cr.). 

En un diagrama de Mohr ( "'·· r). el criterio de fraciuramiento de Mohr-Coulomb corresponde 
a una aproximación lineal de la evo/ura de Mohr. la curva generada por los círculos de Mohr 
correspondiemes a todas las condiciones de fraciuramiento (Fig. 3.3). En las condiciones de esfuerzo 
por debajo de la cur\'a el material permanece sin fracturarse. mientras para las condiciones por arriva de 
la curva. el material es inestable. El efecto que tiene la presión de poro es desplazar el circulo dentro del 
diagrama. lomando la roca más frágil (Fig. 3.J) (Jaeger. 1969). 

Aunque el criterio de fractura de Na\'ier-Coulomb se acerca bastante a la realidad. la teoría no 
es aplicable cuando el medio ha sido fracturado por campos de esfuerzos preexistentes. Juntas 
preexistemes se reacti\'an antes de que se alcance un esfuerzo diferencial lo suficientemente grande para 
fraciurnr la roca: es decir. el coeficieme de fricción en las juntas es menor al coeficiente de fricción 
interna. 

Cuando el esfuerzo efectivo ha alcanzado la resistencia de cone de la roca. ocurren drásticas 
alteraciones locales en el campo de esfuerzos. que son acompaJ'ladas por la aparición de una nueva 
superficie interna de fromera (plano de discontinuidad). La formación de la fractura tiene como efecto la 
reducción de los esfuerzos en su vecindad. permaneciendo el campo en las porciones distantes, 
esencialmente sin alterarse y siendo aun capaz el medio de soportar considerables cargas, especialmente 
cuando existe confinamiento lateral. Bajo esta consideración. se liene que las condiciones para producir 
nuevo frac1uramien10 son cercanas a las condiciones iniciales. aunque no son exactamente las mismas 
<Ha/her. 1951: Parersvn. 1978). 

Una \'ez que una fractura se ha propagado ~ se ha formado un plano de discontinuidad. el 
mo\'imiemo del cuerpo a lo largo de la disconlinmdad esta colll.rolado por fricción. La fricción es una 
fuerza de co111ac10 que aparece 1angenc1almenle a la supeñ1cie de deslizamiento emre dos cuerpos que se 
mueven entre si. 

ü(t)+A.u(r) = A.vtf¡¡lm, A=k/m 

Se ha obser\'ado experimentalmente que 
la fricción es proporcional a la carga normal sobre 

la superficie de contacto 1 rl = f rr,,, lo que es 
conocido como la ley de: Amontan. donde el factor 
de proporcionalidad fes el coeficiente d.: fricción. 
que depende del tipo de material y de la rugosidad 
de las superficies en contacto ( Turcorr.: y Schuberr. 
1982). La rugosidad de muchas superficies de 
fracturas se acerca a distribuciones de fractales 
(Brown, l 987a. l 987b¡. Figura J.4 Modelo mccinico del deslizamicnlo sohr.: una 

folla ..:onsistcnlc de una masa m sobre una 
superficie n.ig~ con coefüientc dc fricción 
/su1.:1a a un r~onc Je r.:onstanlc le, que se .:longa 
paul:1.ttnamcntc i.:on un.i vc!01.:1d.ld r.:oru.1anh: v. 

También se obser\'a experimentalmente 
que pueden existir variaciones en la resistencia fric­
ciona! durante el deslizamiento. En sistemas 

consistentes de una masa descansando sobre una superficie rugosa sometida a una fuerza pro\'eniente de 
un resane que se elonga gradualmente (Fig. 3.4 y 3.5) se tiene el siguiente componamiento: la 
resistencia fricciona! se incrementa en el iiempo hasta que el bloque empieza a deslizarse. el máximo 
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coeficiente de fricción durante este periodo se le denomina el cot:licit:ntt: dt: fricción estático <f, ). Una 
vez iniciado el movimiemo ocurre una inestabilidad mecánica que resulta en desplazamiemos rápidos 
seguidos de periodos conos de reposo. un componamiemo conocido como "stick-slip" donde el 
coeficiente de fricción experimenta amplias variaciones. Despues de un tiempo. este ambiente 
imerrnitenle puede ser reemplazado por un régimen de desplazanuenlo estable donde el bloque se desliza 
con \'elocidad constame. m\'elándose el componamiento del coeficiente de fricción a un valor 
denominado el co~ticic:nrc: ,:ftu:mlirico o coc:ticicntc: ~sidual ( f, ). 

Mediciones de los coeficientes estáticos de fricción en di\'ersos tipos de rocas y superficies 
muestran que a bajas cargas. la resistencia fricciona! se ajusta a una relación lineal. aunque la 
dispersión es alla y con grandes \'ariaciones en f,. entre 0.2 y 2.0. de acuerdo al tipo de roca y 
superficie. Estas \'ariac10nes son originadas primordialmente por la rugosidad de la superficie. 

A altas cargas existe. en contraste. pequei\a \'ariación en el coeficiente de fricción para una 
amplia \'ariedad de rocas ) rugosidades. Esto se debe a que el efecto de la rugosidad disminuye por 
efecto de la carga. dado que las asperezas son eliminadas. Byerlee ( 1978) aproximó la relación enlrC los 
esfuerzos normales y cizallanle con dos líneas rectas 

r = 50 + 0.6a. (MPa] para a.> 200MPa 

r =O. 8Sa. [MPa] para a. < 200MPa (3.6) 

Esta ley de fricción es. con muy pocas excepciones. independiente de la litología: además se 
mantiene sobre un amplio rango de durezas. \'elocidades de deslizamiento y rugosidades y para 
temperaturas por debaJO de los ~00º C (Scholz. 1990). Esta relación es conocida como la lt:y de Byer/ee 
(8yt:rk•t:. 1978: Suppt:. 1985). 

Con este análisis es posible delermmar las siguientes caraclerisucas. conocido un sistema de 
esfuerzos 1uno de los objeti\'oS de este trabajo): i) la onenlación de superlic1cs de fracturas y fallas y 
,·anaciones en su onen1ac1ón de acuerdo al sistema de esfuerzos y ii) locailmción de fallas potenciales 
en el medio. 1.e. determinar la distribución de las regiones inestables. suscepllbles de afallarse. El 

fracluramiento se obuene lomando superficies con una inclinación constante ::9 respecto al esfuerzo 
principal maxuuo. obuenendose dos conJumos de fracturas. La longitud de las fracturas es 
indeterminada y depende m:is bien de la energia dispomble en el medio. 

4.0 

u(t) z 

00 

Figura 3.~. Grifü:a de IJ solución di: la «uadón ditim:m:i3l dd modi:lo tlsico de fa figura 3.4. para \'arias \'clocidadcs de 
i:longamicmlll Jcl r(Sonc. 

10 
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La orientación de las fallas se obtiene encontrado dos conjuntos de curvas tales que la 
tangente en todo punto de las curvas corresponda con la orientación de las fracturas. Aunque no existen 
bases teóricas para discriminar entre un sistema de fallas y el otro. evidencias geológicas de 
defom1aciones finitas muestran que solo un sistema de fallas se desarrolla o que predomina fuenemenie. 
desarrollandose el sistema que coincide con la dirección del transpone global del sistema. El segundo 
problema concierne con los limites entre las zonas estables e inestables. Este es resuelto considerando 
que el fallamiento ocurre en las arcas en que el ma~imo esfuerzo conante sobrepasa la resistencia de 
conan!e del material. que se incrementa linealmente con la presión confinante efectiva (Criteno de 
Mohr·Coulomb. ecuaciones JA y J. 5). 

En los planteamientos anteriores la distribución y orientación del fallamiento es visto como un 
proceso que solo depende de la configuración inicial de los esfuerzos. En realidad. este es un proceso 
dirnimico. donde el campo de esfuerzos y el fallamiento tienen una fuerte influencia el uno sobre el 01ro. 
Este argumento cobra relevancia en deformaciones finitas. sin embargo. para deformaciones pequeñas. 
el enfoque estatico es una buena aproximación y es el utilizado en este trabajo. con la me!odologia ames 
descrita. 

11 



4. MODELO Fts1co: EcUAC!ONES DE CAMPO, CONDICIONES INICIALES 

y DE FRONTERA 

Considerando que el fallamiento presenta una simetria lateral en el plano de ruptura con 
respecto a la dirección de los esfuerzos. y que el medio a simular. borde de plataforma carbonatada. 
tambien es simétrico. se establece un modelo bidimensional de esfuerzos planos !plan.- stress). es decir. se 
presume que sólo los esfuerzos principales máximo y mimmo son \'ariables y nuc el esfuerzo pnncipal 
intermedio es paralelo a la dimensión restante. 

Los e.,perimentos de termoíluencia ( cn:ep) y deformación bajo presiones confinantes muestran 
que las rocas se componan como materiales plasto-elásticos lineales ( Nevlile y Kirby. l 978). En este 
traba¡o sólo la considera la pane elástica lineal de la respuesta completa en la relación constitutiva 
material ya que el objeti\'o del trabajo se encuentra en el rango de la deformación frágil. 

Las relaciones entre desplazamiento. fuerza interior por unidad de volumen y tracciones sobre 
la frontera están dadas a tra,·és de las leyes de balance de momenfW11t 

Js(p,t)n(p,t)da+ fb(p,t)dv= f P<.p.t)ü(p,t)dv, 
~ p p f {r(p) + u(p,t)} x {S(p,t)n(p,t)}da + (4.1) 

<'P f {r(p) + u(p,t)} x {b(p,t)}dv = J {r(p) + u(p,t)} xp(,p.t)ü(p,t)dv 
p p 

Donde r(p) es el \'ector de posición del punto p. El mapeo continuo y diferenciable S:Bx(O.~)~ 

..L'('/ ~'11) 2 es el tensor de r:smr:rzos dt: Piola-Kirr:hhotl'que representa el campo de esfuerzos inducidos por 

el desplazamienro . en general un tensor no simétrico. S(p.t)n(p,t) es la mena de superficie por 

unidad de .irea en la confib'Urnción de referencia. b:B .<(O,t,)~'/l la fuer1.a gra\'itacional de cuerpo por 

unidad de rnlumen en la configuración de referencia. Lt1 función p: B , (O. t )~\R es la distribución de 

densidad de masa y u: B <(0, t,)~'// el campo de desplazamientos. Esta relación es \'álida para toda 

pane P y tiempo t de la configuración de referencia B del cuerpo. que esta embebido en el espacio 

euclidiano de puntos ; (Be ;) . 

Si se aplica el teorema de la divergencia el teorema de localización estas leyes son 
equi\'alentes a 

div S(p. t) + b(p,t) = p(p, t)ü(p,t) 
S(p,t)FT (p,t) = F(p,t)ST (p,t) 

donde el operador 

(4.2) 

t La mayor parte de la derivación del modelo fisico está basada en Gunin ( l 981 ). capítulos V 
.Vll y VIII. 

2..i'(1(1 ~ es el espacio de transformaciones lineales del espacio de \'ectores 1l en el espacio de 
\'ectores 1'. 
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(divS(p,t)) = ±. as,j 
' 1=• ºP1 

(.t,3) 

y el mapeo continuo y diferenciablc F: B ><(O. t,) -4 ,,L'(11.1l) es el gradit:nte de detimnación. 

Mediciones de razonés'de deformación en fallas geológicas acti\'as muestran que estas son del 
orden de lO·" -10·1' s·• (Ptitlñer y Ramsay. 1982). por lo tanto. el término inercial p(p,t)ü{p,t)es 
despreciable. reduciendose las ecuaciones de campo (-1.2) a: 

divS{p,t) + b(p.t) =O 

S(p.t)FT (p. t) = F(p. t)ST (p,t) (4.-1) 

La ecuación constitutiva de los cuerpos elásticos establece que el esfuerzo en cada punto material 
del cuerpo es una función de los cambios de las distancias locales sin importar la historia de deformación 
previa del cuerpo 

S(p.t) = S(F(p). p) (4.S) 

Aprovechando la relación F(p)=l+V'u(p). la igualdad anterior se puede expresar 

S(p) = S(I + V'u(p), p) (-1.6) 

y dada la diferenciabihdad de S. se puede obtener por una expansión do Taylor 

S(I + V'u(p). p) = S(I) + DS(l>[V'u(pl) ... o(V'u(pl> (-1.7) 

donde 1 es el tensor identidad. S(I) son los esfuerzos en la configuración de referencia o r:/ r:sliJr:rzo 

residual. DS( 1) :.L'('/11,)-i..L'('l/V) es la primera derivada de S(I). un tensor simétrico de cuano orden 

denominado el tr:nsor de r:/asticidad denotado comúnmente por C. y o (V'u) las derivadas de orden 

superior. Obsérvese que conforme V'u-+0. o (V'u)-+0 y el tensor de esfuerzos S se toma una función 
lineal de V'u. Esta es una suposición aceptable para este caso. dada la magnitud de los gradientes de 
deformación observados (pánafos precedentes). Dado que D es una transfonnación lineal de tensores 

simétricos en ellos mismos. la relación esfuerzo-distorsión. considerando a S(l)nulo. (-1.7) se puede 
expresar 

s(p) = c[vu(p>] (4.8) 

donde Vu es el tensor de distorsión infinitesimal. el campo de distorsión inducido por el campo de 
desplazamientos. Este corresponde a la pane simétrica de V' u 

- 1 
V'u(p) = -(V'u(p) + V'u; (p)) 

2 (-1.9) 

13 
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Como se mencionó en la introducción las márgenes de una plataforma carbonatada está 
compuesta por una mezcla heterogénea de rocas calcáreas producto del crecimiento de organismos 
arrecifales y detrito resultado de erosión. transporte y depósito. A gran escala esto le confiere a la región 
el comportamiento mecánico de un sólido isotrópico. Las rocas del interior de la plataforma y de la cuenca 
\'ecina constan de caliza bien estratificada. La presencia de laminación induce un comportamiento 
mecánico distinto al del talud: en lugar de ceder frag1lmente el material lo hace por deslizamiento capa 
por capa. formando pliegues angulares. en un upo de inestabilidad conocido como kinking. característico 
de muchos materiales fibrosos. como la madera y los filosilicatos (Jar:gr:r. 1969). Esto se debe a que la 
resistencia a esfuerzos cortantes es mayor en la dirección normal a la estratificación que paralela a esta. 
fa\'oreciendo el deslizamiento capa por capa. También implica que existen r·opiedades materiales en 
diferentes direcciones. aunque esto también se ve afectado por una serie de facto ros: i) el acople mecánico 
entre las inteñaces. iil la e.xistenc1a de material entre capa y capa y su espesor. por ejemplo la presencia de 
lutim entre los estratos podria reducir la fricción hasta 4 \'eces. üil la presión confinante disminuye este 
efecto al aumentar el acople. iv) la escala de la anisotropia: e.g. a escala mineral. como en los esquistos. la 
anisotropia tiene un mayor efecto (Bayly. 1992; CRC. Practica/ handbook ot'pbysical propir:ni<!s of rocks 
an minr:rols. 1989). 

Razones entre el modulo de elasticidad en la dirección paralela a la estratificación y la 
dirección normal obtenidas de calizas puras arrojan valores entre 1.08 a 1.10. llegando ocasionalmente 
hasta l.S. Esto muestra una reducida amsotropia en las constantes elásticas en calizas puras (Savr:r. 
19M). 

En resumen. la anisotropia no solo consiste en la variación de las constantes elásticas, sino en 
una competencia entre varios criterios de inestabilidad: fracturamiento en el borde y talud y 
fracturamiento vs. plegamiento en el interior y cuenca. Considerando esta complejidad. solo se tomará en 
cuenta el caso isotrópico. 

Para materiales homogéneos e isotrópicos. el tensor de elasticidad t4.8) tiene la forma 

(4.IO) 

El operador lineal tr: . ..L"/.'11 ~'R se define como la traza y los campos escalares µ . ..1.:~9t se 

denominan los módulos dr: lamrf. Estos escalares pueden expresarse a su \'e¿ en tcrminos de los módulos 

de Young E (elasticidad) y de Poisson v (contracción) de la siguiente forma 

E 
µ=-. 

1 +V 

A.=--E __ 
(1 + v)(l - 2v) 

La Tabla 4.1 muestra valores de las constantes de elasticidad tipicas de algunas rocas. 

(4. ll) 

Como condiciones iniciales se tiene la posición inicial y la velocidad inicial del cuerpo 

x(p,O) = x0 (p), 

x(p. O)= v,, (p). 

donde la función de claseC: '. x:Bx'Jl~I; se define como el movimir:nto. 

14 
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1Dens~d1 Razón de 

1 

Módulo de 

1 

Compresibilidad 
Roca Poisson Young 

KQ/m 3 x10' N/m' <10' m'N·' 
Granito 2670 0.25 85 185 
Anortosita 2730 0.31 93 120 
Diabasa 2970 0.27 112 120 
Gabro 2980 0.31 115 115 
Cunita 3300 0.27 150 85 
Caliza 2660 0.34 65 150 
Marmol 2700 0.34 70 130 
Cuarcita 2660 0.25 96 235 
Dolomita 2830 90 110 

TablJ • i. Prop1.:dades mat.:riaks tip1~as d.: algunas rocas (segun Sup~. 1985). 

El borde de la plataforma puede estar sujeto a dos juegos de condiciones de frontera. como se 
muestra en la Figura~. I. de acuerdo a la orientación de la plataforma respecto a la empujes tectónicos: i) 
empujes dirigidos del interior de la plataforma hacia la cuenca y li) empujes dirigidos de la cuenca hal:ia 
el interior de la plataforma-'. Sin embargo. solo es necesario establecer un juego. ya que ambos son 
similares y sólo hay que cambiar las nomenclatura de las fronteras (Fig. ~. I). Las condiciones de frontera 
son: 

l. Desplazamiento prescrito sobre la frontera lateral del interior de plataforma y cuenca o 
B, (Fig. ~.la y 4. lb). Estrictamente. sobre estas fronteras actúan tracciones horizontales (empujes 
tectónicosl sin que se conozca la magnitud de estos. Por esta razón se ha optado por especificar 
desplazamientos. 

x(•,0) = Ü(•) sobre c."B, (4.15) 

2. Sobre la frontera basal DB,se tiene contacto con fricción. que es modelada por la /~y d~ 
tri~dún d~ Coulvmb tFig. 4.1) 

n(p)·S(p)n(p) = °ii(p). 

t{p)·S{p)n(p) = t(p) 

= S(p)n(p)- n(p)n(p) 

-{t(p) = g(p)u, (p)/¡u, (p)¡, 

- li<P>I::; g<p>. 

sobre cB,. 

u,(p) =O 

u,(p) =O (U6) 

3En México. el primer caso es típico de las márgenes orientales de las plataformas y el segundo 
para los bordes occidentales. puesto que la dirección general del transpone de material. durante la 
formación del cinturón de pliegues y cabalgaduras de la Sierra Madre Oriental es del Oeste al Este. 
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presión 

aBr ----­fricción basal 

presión 

fijo 

LJ __ J ¡ ¡ 
ªª~--~t ~i~t~.i 
oBr aBd/~-\ -------- ) fricción basal . desplazamientos 

figura -1 1 \h1d.:lo tis11:0 h1dimi:ns111n.il y i.:ondir.:mni:s J.: frnnli:ra d.:I tmrdi: Ji: un:i pla1a.forma .:arhnn.atJ.da. Dos situaciun.:s s.: 
ru.:Jr.:n pr..:~i:nt.ir· . .\) J.:~plJzanu.:nto do::!<od.: .:1 mh:nor d.: l.i pl.it.it~1rm y 8) d.:~pl.1zam1.:nh1 .. rr.: .. .;ntos d1.-sd.: la cui:nca 

donde n, t. ). ii,t son los \ectores y tracciones normal y tangencial. respectivamente: 

g =fin!: c81 ~ '.H- la máxima fuerza tangencial de fricción y el campo escalar f: c81 ~ <.n· el 
coeficiente de fricción. Esta relación modela el componamiento de los esfuerzos tangencial y normal a la 
superficie de fricción de la siguiente manera: cuando existe desplazamiento tangencial a la superficie de 
fricción. el esfuerzo tangencial t(p}S(p)n(p) es opuesto al desplazamiento y toma el valor de la máxima 
resistencia friccional. Cuando no hay desplazamiento tangencial. el esfuerzo tangencial varia entre los 

máximos de la resistencia fricciona! (·,g'.p) y g'.p)). El esfuerzo normal n(p) · S(p)n(p} = ñ(p} 
permanece constante. 

Existen tres inconvenientes al utilizar este modelo de fricción: il la tracción tangencial es 
desconocida a pn"vn· (sólo se conocen los valores máximos que ésta puede alcanzar). por lo que es 
necesario introducirla como incógnita en el modelado. il) se trata de una funcional no difercnciable. Jo que 
obliga a utilizar una formulación dual (ver capitulo siguiente). en términos del campo de esfuerzos en 
lugar del campo de distorsiones. y iil) no reneja enteramente la naturaleza del fenómeno de fricción. una 
formulación más realista involucra un modelo de deformación cuasi-estático con una componente 
irreversible de deformación (Alduncin. 1993). Una aproximación a esta relación experimental es 
considerar que el umbral de resistencia fricciona! es demasiado grande por lo que no existen 
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desplazamiento tangenciales sobre la superficie de fricción. además. dados los espesores (" IJOO m en el 
interior de la plataforma y .,700 m en la cuenca) y la condición de desplazamientos peque~os. la 
superficie de contacto no puede experimentar levantamiemos (Fig. 4.2). 

u(p) =O sobre cBr. H.17) 

En este trabajo se considera esta aproximación en Jugar de las relaciones de ley de fricción de Coulomb. 

3. La frontera lat~ral restante oB,. (Fig. 4.1) se considera fija. Esta se encuentra lo 

suficientemente lejana (10 Kml de Ja frontera con desplazamientos prescritos oB, y de la zona de 

Jeformación inducida como para no tener efectos en 8810 • 

S{p)· n{p) =O sobre é'B1., (·U9) 

4. Sobre la frontera superior actúa una presión pxlucto de una carga litoestática (Fig. 4.1) 

S(p)n(p) =p sobre cBP (4.18) 
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X (0,p) =u (p) u (p) =o 
S(p)n(p) =p B 

i i i ~ i i 
3 aB -~as;-ll__~i~i ~i'---"i .. 
=1~,,,,-.,~~'°r· -, .... , -,.-,--,,-,.,-.,.,-.,~~) .\A:--.,-,.-,-,,.-,-,,.-, -,-~~~f 

u(p)= O X (0,p) =u (p} 

Figura 4.2. Don11n10 de dc:linición y conJ1cwni:s sobre 13 fronti:ra di:I modelo fis1co de ddonnac1on de umt platafomia 
carbonatada. En ~ta \•c:rsilln la ley de fricción de: Coulomb se ha sustituido por una co1111ición simplificada (ver lc:\1o 
para mas dc:talles). 

En resumen, hay que encontrar el campo de despla1~1mientos solución del problema de valores 
sobre la frontera (Fig. 4.2): 

divS(p) + b(p) =O, sobre B 

s[ Vu(p)] =e[ Vu(p)]. 

Vu(p) = .!.[Vu(p) + Vu T (p)] 
2 

sobre oBd x(•,O) =ü(•) 

u(p) =O 

S(p)n(p) = p(p) 

sobre 080 = oB r U iJB10 

sobre oBP 

con la relación constitutiva de los sólidos isotrópicos 

e[ Vu(p)] = 2µ(p)Vu(p) + A(p){ trVu(p)}I 
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5.- FORMULACIÓN SUBDIFERENCIAL Y V ARIACIONAL DEL 
MODELO FISICO 

Para obtener el modelo de elementos fnitos y eventualmente la solución numérica del modelo 
elastocunsiestático presentado en el capitulo anterior es necesario primero derivar la formulación 
variacional del problema. Las formulaciones variacionales son caracterizaciones equivalentes de las 
ecuaciones del modelo. en forma de un funcional que evalúa el trabajo realizado por el sistema. Estas se 
obtienen sistemáticamente a través del siguiente método: i) las condiciones en el interior y de frontera se 
expresan en términos de ecuaciones subdifcrenciales locales, ii) suma e integración directa de las 
ecuaciones y lii) aplicación de la fórmula de Green (Alduncin, l 986a, l 986b, l 989). Las ecuaciones 
subdifercncialcs son ecuaciones que modelan localmente las relaciones gobernantes en el interior y las 
condiciones de frontera del modelo. 

5.1 Elementos de análisis convexo 

Figura S. l. A) Gr:i.fica de un subdiferencial (izquierd.:i.) y su 
suhpohmcial (derecha). Gráficas duales de (A) 
(según Alduncin, 1986a). 

Una función convexa 1 real definida 
sobre los reales f\ll-¡.\Jlu{ +co} no 
necesariamente continua ni difercnciable, cuyo 
dominio efectivo es el conjunto 

~(/) "'{; E\ll:f(c;} < +co} 
(5.l) 

no vacio y cerrado, 

se dice ser subdifcrenciablc en un punto T/ E \Jl, si 
existe un real 17* tal que 

f(.fp f( r¡) + 11*(;- r¡), 'i ; E \ll 

Esto es, fes subdifcrenciable en l/. si existe una 
función 

;H f( 17) + r¡*(;- r¡) 

con pendiente 11* que pasa por f ( r¡) cuya gráfica 
se encuentra por debajo de la gráfica de f (Fig. 5. l). El conjunto de tales reales 11 *(posiblemente vacío), 

denominados subgrodientes de f en l/. define el subdil"r:rencinl de f en 11 y se le denota af ( r¡). De esta 
manera, af :\Jl,-¡.z~. es tal que: 

of( l/) = { 11* E \ll:f(c;) '?. f ( 1/) + 11* (;- r¡), V ; E m}. (5.2) 

1 Una función real f definida sobre un espacio lineal X se dice que es convexa si cumple que: 

f(ax+py) $ af(x)+pf(y) para todo x,y E Xy a,p E m tales que o$ a, p $ 1 y a+P=l 



FORMULACIÓN V AR!AC!ONAL DEL MODELO FIS!CO · 

Aquí. 2" denota el conjunto potencia de \R. la familia de todos los subconjuntos de \R. incluyendo el 

conjunto vacío. Obsérvese que sif no es subdiferenciable. entonces q ( r¡)=0: esto ocurre si. y sólo si r¡ 
(;! ':bif ). De esta manera. (S. I) se puede reescribir: 

cf(r¡)={rt e'Jtf(.;)?.f(r¡)+r¡•(.;-r¡). ';/ .;e2'(f)}. (5.3) 

Observe también que fes diferenciable en r¡ si. y sólo si. q ( r¡) tiene un único subgradiente en r¡: 
Cf ( r¡) = {j '(r¡) }. La función primitiva de CfJ, es denominada r:I subpotencial de Df (Fig. 5.1). 

El subdili:n:ncial duál de Cf :'.R, --+2" es la gráfica inversa de la correspondiente ecuación 

subdiferencial. que se denota por Cf" :'R,--+2" y está dado por 

T/ E 2'(f): r¡* E éf ( T/) <=> rf E':})([*): T/ E éf * ( rf), (SA) 

donde 

f*:\R--+ 9l U { +"° }.f *(.;*) = sup{ .;'q*-f {.,;);.;E \R}, (S.S) 

es la función duál (conjugada) de f convexa y con dominio efectivo ':bif *) no vacío y cerrado {Fi¡¡. 
S. lb). Aqui. sup indica el valor supremo del conjunto2. Esto es. la gráfica inversa del subdifercncial de 
f ( Of) es la gráfica del subdiferencial de f • Of " De aquí que una ecuación subdiferencial primal está 
caracterizada por su ecuación subdiferencial duál y viceversa. De acuerdo con la definición (5.3), las 
ecuaciones (5..1) y (5.5) se pueden caracterizar por 

y 

r¡ E 2>(f)f(.;) - f( r¡)?. r¡* { .;- r¡}, V .; E':b{f), 

rf E 'l>(f*):f * ( .;'*) - f * ( r¡*)?. q• {.;• - q}*, V .;· -= 2>([*), 

5.2 Planteamiento del problema de la elastoestática lineal 
mediante subdiferenciales. 

(5.6) 

Ecuaciones subdifercociales. 
El sistema de ecuaciones (-1.19) y (-1.20) constituye el modelo clásico de la elastoestática lineal. 

A partir de éste se presenta un modelo en términos de ecuaciones subdiferenciales locales. el modelo 
/Tsico subdilim:ncial El primer paso consiste en representar las condicmnes en el interior del cuerpo y 
sobre su frontera por medio de subdiferenciales de funcionales convexas 

Ecuación de Equilibrio: 

u(p) e':b(.p(p;•)):divS(p)+b(p) eCt/;{.p,u(p)), pe B. (5.7) 

Ecuación de frontera: 

yu(p) e2'(<p{p;•)):-S(p)n(p) ec<p{p,yu(p)) p EOB. (5.8) 

2Asi. el máximo y el supremo del conjunto A= {.~E \R: O ~ X~ 1} es el número l. sin 

embargo el conjunto A = {X E 'R: O < X < 1 } no tiene máximo. pero su supremo es el número l. 
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Donde oif¡: B xV -+ V y o<p: B xV -+ V son los subdiferenciales que modelan las relaciones enue 

desplazanúento y fuerza de interior de control y restricciones de frontera. respectivamente. y y el operador 
de frontera de Dirichlet. 

Dado que no e"isten restricciones internas en el desplazamiento. la ecuación de equilibrio 
subdiferencial (5.7) se especializa en la forma 

Ecuación de Equilibrio: 

u(p) E "l>(if¡(p;•)) = 1/:div S(p) + b( p) E cif¡(p; u(p)) ={O}, pEB. 
(5.9) 

que corresponde a la ecuación clásica (4.20). 

formas: 
Por otro lado. la ecuación de frontera subdiferencial (5.8) para las condiciones (4.20) toma las 

Condiciones de desplazamiento prescrito: 

u(p) E2>(<pd(p;•)) = {u(p)}:-S(p)n(p) Ec<pd(p;¡u(p)) =V. 

Condición de desplazamientos nulos: 

u(p) e2'(<p0 (p;•)) = {o}:-S(p)n(p) Ec<p0 (p;¡u(p)) =V. 

Condición de tracción: 

p eiJBd 
(5.10) 

p eiJB0 

(5.11) 

u( p) E "l>(<p,(p;•) = 1/:-S( p)n(p) e c<p, (p; u(p)) = {-p( p)}, p eiJB, 
(5.12) 

El modelo matcm:itico (5.9)-(5.12) corresponde a la tónnulacúin 1-.maciona/ pn'mal local del 
problema. Las respecti,·as griúicas de los subdiferenciales y subpotenciales s" 0bser\'an en la Figura 5.2. 

De la definición de subdifcrencial (5.3) y de su caracterización (5.6) el modelo se puede 
e.wresar cqu1valentemen1e en términos de sus correspondientes desigualdades niriacionales (identificadas 
directamente de la Fig. 5.2). 

Ecuación de equilibrio: 
u e2'if¡(•)): 

t¡l(v)- if¡(u) 2: {ctivc[ vuJ+ b}·<v- u) '<:lv e2l(if¡(•)). 

ueV: 

o 2: { div e[ vu] + b}· (v- u) '<:lv e1/, 

21 
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A) 
B«J';u(p)) <!i(p;u(p )) 

---.....¡----u(p) 

B) 
a111d (p; ru (p)) 1vct (p; ru (p)) 

·~ 1 ""(/>)lu(p) ru(p) u(p) 

C) ª% (p; ru (p)) rp;Yu(¡,¡) 

ru(p) ru(p) 

D) 
ª~'p(p; ru(p)) IVP(p; ru (p)) 

1 p(p) 

ru(p) 

Figura S.2 Subdifercncialcs y subpotencialcs (función pri~itiva) que modelan la condición de equilibrio en el interior (A) y las 
~ condiciones de frontero dc despinza.miento pri."SCTito (B), frontera fija (C) y tracción prescrita (0) (según Alduncin. 

1989a). 
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Condiciones de frontera: 
/1.1 e2'(10a(•)): 

llla üvl -11'ª ~ '_'1) ~ {e[ vu ]n }-c)"V - rul 'V)"V e2'(10a(•)) .. 

(5.1.¡) 
/1.1 =u: 

o~{c[vu]n}·<rv-/1.ll 'V)"V=u. 
;u= O: 

o~{c[vu]n}·()"V-ru) liyv=O. 
/1.1 e1/: 

-ii· rv + ii· ru ~ {c[vu]n}·()"V- /1.1) 

(5.15) 

(5.16) 

yveV, (5.17) 

en donde. como simplificación. la dependencia de p se ha omitido; además se ha sustituido la relación 

constitutiva s = e[ vu]. 

Formulación variaciooal primal. 
Sumando las inecuaciones (5·13)-(5.17) e integrando sobre la frontera y el interior, se obtiene 

la expresión 

ueK 
- f ii·<rv-rulda~ J-c[vu]n·(yv-/1.l)da- í divc[vu]n·(v-u)dv 

•
18l' ,~81 

+Jb·(v-u)dv 
8 

'Vv e K. 

donde K es la familia primal de campos de desplazamiento admisibles: 

K = 2'(<l>) r. 2'('1' o y), 

<l>(v) = J 1,6(,p. v)dv, 'V v e.2J(<l>). 
8 

'l'(v) = J 'l'(p, v)dv, 
~8 

que son usualmente caracterizados por 
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!Zl(<l>) = {V E H1
: IÓ(•; v(•)) e L1 (8)}, 

3 

2'('i' o y)= {V E H 1(B):1/f(•; yv(•)) E l.] (B)} 

J Antes de definir los espacios H'(n) y L1(n). es necesario recordar algunos conceptos de 
algebra lineal. Si V es un espacio lineal. entonces se dice que! es una tbrraa lineal sobre V. si! es una • 
transformación de V en \H (/,V --> \R ) y! es lineal si para todo V, w E V y a., 9 escalares se tiene 

f(/Jv+ Bw) = /J/(v) + B/(w). 
Se dice que a(•,•) es una forma bilineal sobre VxV si a:VxV --> \H, y es lineal en cada 

argumento y si para todo u, v, w E V y todo /3, B escalares se tiene 
a(u./Jv+ Bw) = fJa(u, v) + Ba(u, w), 

a(j)u. Bv+ w) = f3a(u, v)+ Ba(v. w), 
Una forma bilineal a(•,•) sobre VxV se dice simétrica si a (u,w) =a (w,u), 'V v,w e 

V. Una forma bilineal simétrica se dice que es un producto escalaren V si a (V, v) > O 'V V E V. 

La norma 11•11, asociada al producto escalar a(•,•) es definida como llvll. = (a(v, v)) 112
, 'V V e V . . 

Si V es un espacio lineal con producto escalar y la correspondiemc norma 11•11 entonces se dice 

que V es un espacio de HJ1berr si V es completo. es decir toda sucesión dr: Caucby es convergente con 

respecto a la norma 11•11· Una sucesión v,. v, ..... de elementos v, del espacio V con norma 11•11. se dice que 

es una sucesión de Cauchy si para todo .; >O existe un numero natural N tal que 1\v ¡ - v,\\ <.; si iJ > 

N. 
Algunos espacios naturales de Hilben a formulaciones variacionalcs son los siguientes: El 

'espacio de funciones cuadráticamente integrables sobre una región n. 

L'(n) = { v:v está definida en n y ! v'dn < :x:} 
es un espacio de Hilben con el producto escalar 

(v. w) = J vwdn 
o 

y la correspondiente norma (la norma L2) 

llvllL'lm = <J v'dn)112 = (v, v)'" 
o 

Asi. el espacio U(n) consiste <le funciones continuas por segmentos. posiblemente no acotadas, tales 
que 

es finita. 

J v'dn 

" 
El espacio H'(n) = ( v: v y v' pertenecen a L'(n)) equipado con el porducto escalar 
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Aplicando la siguiente fónnula de Green 

f divc( vu]· vdv =-fe[ vu]· vvdv +fe[ vu]n· yvda 
B 8 M 

y sustituyendo en la expresión (5.18)) se establece el principio variacional primal 

Dado b E L'(b ). encuentre u E K tal que 

fe[ vu]· V(v -u>dv - f i>· <rv- ¡-u¡da 2: f b(v- u)dv, 
B e~ B 

'Vv eK. 

K = { v: V EH' (B), yv = ii sobre cBd, yv =o sobre aa.}. 
(S.19) 

La expresión (5.19) es la timnulación vanacional primal global del probíema 4.19-4.20 
(Alduncin. l 986a. 1989). 

Obsr:rvación l. El principio variacional (5.19) se define como el principio del trabajo vinualy 
es equivalente al pn"ncipio dr: la mínima r:nr:rgía potr:ncial. 

Encuentre u E K: J(u) :> J(v), 'V v E K 

J(vl =*Je( vvj- Vvdv- f !Hrv>da- f b·(v)dv, 
- a car B (S.20) 

'VveK. 

en donde la funcional J :K ~91. es la energía potencial del sistema y la cantidad~ Je[ vv]- Vvdves 
8 

la energ1a dr: dr:timnación t•l:ística del cuerpo. Este principio establece que la diferencia entre la energia 
de deformación y el trabajo realizado por la fuerza de cuerpo y las tracciones de frontera. adquiere un 
valor mimmo para la solución del problema. respecto de cualquier otro estado cinemáticamente admisible. 

Para demostrar esta equivalencia. considérese a 

(v. w)L'cm = J (vw + v'w')dn 
Q 

y la norma correspondiente 

ilvllH'(Cll = cf[v' +v'']dn)'' 
Q 

De esta manera el espacio H 1(n) consiste de las funciones v definidas en n tales que junto 
con su primera derivada v' son cuadráticamente integrables (penenecen a L'). . 
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J(v) = .!..a(v. v)- J b· vdv + <l>(v) + 't'(yv), 
2 B 

donde a:H'(B)xH'(BJ-}\R, es la forma bilineal de la energia d~ deformación elástica. Observese que la 
funcional 

'd v E H'(BJ es una funcional cuadrática y por lo tanto. diferenciable en todo H'(B). En efecto "i/ U. V 

E H'(B). 

(VQ(v),v)= dQ(u+Bv) =a(u,v)-Jb·vdv 
dB ''"° B 

V Qes el gradiente de Qy. consecuentemente. su subdiferencial univaluado, esto es 

Q(v)- Q{u) ~ (VQ(u), v -u), 'v'u, v EH1(B). 

De lo anterior. claramente toda solución de (S. l 9) es de (5.20). 

Inversamente. si u E K es una solución de (5.20), "i/ 9 E (0.1 l. so tiene que 

OS /(u+ B(u.v))-/(u) 

Os Q(u+ B(u. v))-Q(u) + B( <l>(v) + <l>(u)- 'f(yv)- 't'(tul] 

en donde es usado la con\'esidad de las funcionales <!> y 'l'o-¡. De aquí. dividiendo entre (]y pasando al 
limite cuando oJ.o. se concluye que la inecuación variacional t5.19) es sati,;fccha. 
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6.- DISCRETIZACIÓN DEL MODELO FISICO Y APROXIMACIÓN POR 

ELEMENTOS FINITOS 

6.1-Método de Elementos Finitos. 

Como se ha \'isto, una ecuación diferencial y sus condiciones sobre la frontera se puede e.,presar 
equi\'alentemente por un problema de minimización 

Encuentre u E K: J(u) $ J(v), V v E K. 

donde K es el conjunto de campos de desplazamientos cinemáticamente admisibles y J :K~9t es una 
funcional qu~ representa la energia potencial del sistema. El conjunto K es de dimensión infinita, sus 
elementos v son una cantidad que varia continuamente en la región de definición del problema y es 
compatible con las condicrnnes de frontera y en general no se conoce la solución exacta del problema. 

El método de elementos finitos es una técnica para la solución numérica de ecuaciones 
diferenciales que consiste en obtener a panir del problema continuo un problema discrr:to con solución. 
El proceso de discrelización utilizando elementos finitos consiste en reemplazar K por un subconjunto K~ 
de dimensión finita. Esto conduce a un problema de minimización de dimensión finita 

que. como se \'erá más adelante. origina un sistema de ecuaciones lineales o no lineales. cuya solución 
aproximada u,. puede ser encontrada por métodos numéricos. Una caracleristica especial del método de 
elementos finitos es que los elementos de K, constan de funciones polinomiales por segmentos definidas 
en el imerior de los elementos finitos. 

6.2- Discretización del Modelo Físico. 

Se procederá ahora a establecer la discrelización del problema de minimización (5.19). Para 

esto considérese a V,, e H' (f.l). h>O, una familia de subespacios de dimensión finita m,. tal que la 

dimensión del espacio m, _,.,.,, conforme h->0. También sean K, e v. una_ familia de subconjuntos 

convexos que aproximan los subconjuntos convexos cerrados del campo primal admisible K Entonces. la 
aproximación interna 1 o familia de problemas discretos de la solución del problema de minimización de 
Euler (5.19) es 

Dado b EL2 ('1). encuentre u. eK •. tal que 

I e[ Vu, ]· V(v, - u, )dv- I p-(yv.-: )1J, )da?. I b-(v,, - u.)dv (6.1) 
o ~ . o 

tcuando una aproximación {V •• K.}.,
0 

de {H'(.Q),K} cumple con la inclusión 

V,, e H'(n). '<lh >O. se dice que {V,,K,},.
0 

es una aproximación interna (Ti:man. 1970; 

Glawinskir:tal. 1976). 



APROXIMACIÓN POR ELEMENTOS F!NTTOS 

Estableciendo ahora el espacio de dimensión finita V, en termines de un conjunto de funciones 

base {<p.}:·, 

V,= generado{qi,,rp,. .... qim,} e H'(l:1) (6.21 

u,. y v" se pueden e.'°'presar como las combinaciones lineales uh = ¿~· a¡<p1 • V 11 = ¿7• /3/P ¡. donde 

a =(a,, a,, ... ,am, ). p = (/31 ./3, •... • /3m, ), a,fJ E 'Jtm• son los vectores coordenados relativos a la 

base (6. t ). De lo anterior. se deriva la siguiente versión del problema discreto 

Encuentre a E Km• 

Aa (/J- a)- p· (/J- a)?::. b·(/J-a), '<:/pe Km• (6.3) 

donde la matriz Ay los vectores p y b están dados por A;¡ =fe[ Vrp,]. Vqi¡dv, Pi= f p• Y'P¡da y 
o dl, 

b
1 

= J b · qi
1
dv. iJ = 1.2 ..... m,. respectivamente. Km' es la versión \Rm• de K,,. La matriz A 

o 
generalmente se le denomina la matriz de rigideces y la suma de los vectores by p el vector carga. 

6.3- Aproximación por Elementos Finitos. 

Introduciendo una panición del dominio (l (Fig. 6.1 l en elementos geométricos sencillos o 
elementos finitos' E,. tales que 

D=LJE., EtnE1 =0, k~I 
A:=I 

donde E k indica el interior de los elementos E,. Definiendo ahora la familia aproximante del campo 
pnmal de la siguiente manera: 

2Et dominio es subdividido en polígonos o poliedros regulares. usualmente triángulos y 
rectángulos o tetraedros y hexaedros. con grados de libenad en los venices (los parámetros nodales que 
gobiernan la formulación del problema e.g. presión. velocidad. desplazamiento. etc.) y eventualmente 
grados de libenad en puntos sobre lados o aristas y puntos internos. El espacio de elementos finitos más 
sencillo consiste de elementos triangulares cbn grados de libenad en los vénices y son los más usados en 
la práctica para resolver problemas de mecánica del medio continuo. 
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Figuro 6. J. Discrc1iiacii\n de unn rcgión Q mcdi:111ti: dcrncnlo'i linilrn; gcomi.!tricll" lriangularcs r..:clos (lrinngulución ~).La 
sclcccilin d~· c11tc IÍpíl Je dc111c1lh1' linitn'i r111:d~· oi:a.~innar t¡UI.' /;1 gcnrudrfo apnn.inrnJa de la fronlcrn c)O rcsulh: 

poligonal 1.'ll Jug:ir Je curva. </lt es la inlo:rprcl;1chi11 gc1111i.:lrica dd tipo 111,\s sencillo de las funciones bnsc, 

Esto significa que las funciones base que componen a V, son globalmente continuas, constituidas por 
segmentos polinomiales definidos en el interior de los clc111cn1os fi11i1os3. Las funciones base están 
definidas de la siguic111c numera sobre los punros nada/es l/

1 

i=J 
j ;e j 

i,j = 1,2, ... , JJ]h 

Con eslo se concluye la discretización del modelo fisico. 

Considérese ahora el problema de calcular la integral de una función O sobre un dominio real 

Q con una partición de elementos finitos. Obsérvese primero que los elementos finitos de la partición E. 

pueden ser generados por un elemento finito de referencia E a través de una serie de funciones de 

deformación F"; E -> E,,: E J p ~ ,r = F" (p) E E", a= J .2 ..... N (Fig. 6.2). Entonces Ja imegrnl de 

Gsobrc el dominio n se puede e.,presar en forma cqurrnlenle (Ald1111<'ÚI y 01m:m. 1987): 

N N f GdQ= L f GdE= ,L:J Gm det'VFª dE, 
n a=I Ea a=I E 

donde G,,, = G( F,, ( p)) es la dcscrlpci611 m111,•ria/ (de referencia) del c11mpo r:sp11c1;1/ O (en la 

configuración <leformad<1) y det 'V Fªes el de1er111iuan1e del gradiente F
0

, la medida del cambio de escala. 

3 En términos generales. la selección del espacio de ele111cn1os linilos y 'el grado n de los 
polinomios depende de las propiedades de regularidad de Ja solución. de Ja precisión buscada y de Jos 
recursos de cómputo disponibles para calcular la solución. 
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APROXIMACIÓN POR ELEMENTOS FINITOS 

De manera análoga, se tiene la siguiente expresión para calcular la integral de una función B 
definida sobre una parte 00.k de la frontera de 0. (Alduncin y CatTera, 1987) 

N • f Bmof>.= L J BmdetV'Fª-TndiJE 
cUk a=l CEa,-,r:JJ. 

donc1e m y n son 1os campos vectoriales unitarios normales a ank y aE.. respectivamente. 

Otro resultado de la teoria de la deformación es el siguiente: la descripción material del 
gradiente de una campo escalar espacial ,r. definido sobre E.. esta dado por 

(V' X)m =(V' Fa_, f Y' Xm•dondc F;': Eª ~E es la función inversa de la función de deformación F,,. 

Aplicando los resultados anteriores a los terminas de la expresión (6.3), se obtiene 

Aü = f Je[ V'(F:rTv'Pm ]· V'(F,!rTv'Pm detV' Fª d E 
a=I E 
N 

(6.4) 

b; = ¿Jbm · 'Pm detV'Fj d E (6.5) 
tt=I E 

N 

P;=L f p·yipmdetV'FjV'(FjrTnda (6.6) 
a=I iJE0 n<tlr 

h' 

a' . 

b' 

B 

Figurn 6.2. (A) M11peo de un elemento finito de reíerencia en 
)05 elementos de una malla. de elementos finitos a 
través de una función de defonnación F. (B} Se 
puede realizar mapeo en elementos curvos si se 
inlroducen nodos c11.1ro.s (según Johnson, 1990). 

De esta manera sólo es necesario 

conocer las fünciones de deformación F ,! , su 

gradiente V' F ,! . y una función de interpolación 

global 'Pm en el elemento finito de referencia. Esta 
tccnica es muy importante desde el punto de vista 
pníctico. ya que el cómputo directo de la matriz de 
rigideces puede consumir un tiempo considerable. 

6.3- Algoritmo de resolución del modelo 
discreto. 

El método para la resolución numérica 
de sistemas de ecuaciones de la aproximación por 
elemento finito depende de la linealidad del 
problema. En problemas lineales (como es este) la 
aproximación por elementos finitos origina un 
sistema de ecuaciones lineales de la forma A!;=r¡, 
A simctrica y positiva definida. Este sistema 
puede ser resuello por métodos din:ctos, o 
métodos basados en eliminación gaussiana. y 
algoritmos di: miminización, o métodos iterativos, 
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como el método dt:/ gradit:ntt:y gradiente conjugado (Pn:ss r:t. al, 1986). 

La no linealidad de un problema se caracteriza por la presencia de un subdiferencial 
multivaluado o no lineal (A/duncín. 1991). En problemas no lineales el método de elementos finitos 
conduce a encontrar la solución de un sistema de ecuaciones no lineales o la solución de sistemas de 
ecuaciones acopladas. Estos son resueltos por algoritmos ilerall\'OS. 

Típicamente un programa de elementos finitos consta de 3 panes: i) pre-procesador. ii) 

procesador y iii) post-procesador. El pre-procesador realiza las siguientes tareas: a) entrada de datos b, p, 

c. n. etc. b) construcción de la malla de elementos finitos y c) computación de los elementos de la 
matriz de rigideces y el vector carga. El procesador consta de un conjunto de algoritmos para la resolución 
del sistema de ecuaciones en simple o doble precisión: Cholr:sky, Crour. Gauss, etc. En el post-procesado 
se despliegan gráficamente los resultados y se realiza el calculo numérico de otros campos \·ectoriales y 
escalares. La codificación de éste tipo de programas es una tarea que consume mucho tiempo y se puede 
ahorrar mucho trabajo utilizando sofmare ya e."stente. con la ventaja de que la fuente esta depurada y 
optimizada. 

Para la resolución de los problemas formulados en ésta tesis se utilizó el paquete de elementos 
finitos de propósito general MODULEF. desarrollado en el !NRIA (lnstítut Natíona/ de Recbt:rcbe t:n 
lnlbnnaríqur: r:t r:n Automatiqur:) en Francia. MODULEF es una biblioteca extensiva de subrutinas y 
funciones de elementos finitos. en lenguaje FORTRAN 77. que pueden utilizarse. ensambladas y 
compiladas en módulos con orientación especifica (conversacionales) o ligarse a programas desarrollados 
independientemente. El código de las bibliotecas tienen una estructura modular. clara documentación y 
acceso a los códigos fuentes. 

La plataforma de computo en la que esta instalado MODÚLEF es una estación de trabajo SUN· 
IPC con 16 MB de RAM y sistema operatirn UNIX. ademas MODULEF requiere de un ambiente gr:ilico 
para el desplegado de resultados como Open IVindows o Sun View. 
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7. RESULTADOS DE LA EXPERIMENTACIÓN NUMÉRICA 

7.1.- Desplazamientos desde el interior de la platafonna 

Datos del Modelo. 
Las Figuras 7. l a 7.3 y las tablas 7.l-7.lll muestran la geometría de la frontera del modelo de 

elementos finitos, las condiciones so!>re esta y los parámetros materiales utilizados en el modelo. Sobre la 
frontera superior se prescribe una presión Iitostalica constante, equivalente al sepullamiento de de la 
platafom1a carbonatada bajo 500 m roca con una densidad de 3000 kg/m'. 

4km 

16.5° 

-----~ 

E_A 
4k~ 

~-~~~~~~~~--, 

~--º------~110.7km 
1.3 km 

Figura 7.1. Región de definición del moddo de elementos finitos. Las dimensiones están basadas en las dalos de la 
plntafonna carbonatada Faja de Oro en la región de Poza Rica Vcracruz. ~lo!xico, tomados de Enos 
(1977) 

·-----.l 
TI 6 ~-~j,,_ __ 

1 t 
Figura 7.2. Puntos que delinco la frontera de la región de definición del modelo. Las condicionc:s de frontera a que cada 

nodo punto esta sujeto están dadas en la tabla 7,J. La presión sobre la frontera superior t?quivafo a la carga de 
una columna de roca de SOO m 



RESULTADOS DE LA EXPERIMENTACIÓN NUMERICA 

Punto Coordenadas Condiciones de frontera 

X 

1 

y Desplazamientos Tracciones 
m m m N/m2 

X 1 y X 1 y 
1 o.o 1300.0 50.0 o.o 
2 o.o o.o 50.0 o.o 
3 10000.0 o.o o.o o.o 
4 10000.0 700.0 o.o -1.5x107 

5 6000.0 700.0 o.o -1.5x107 
6 4000.0 1300.0 o.o -1.5x107 

Tabla 7.1. Dalos de los puntos frontera (Fig. 7.1) y comfü:ioncs di? fronh:ra que actUan sobre estos, utilizados 
para construir el modelo die clemi:"ntos linitos, . 

-1 l ·----J~-~l f l l l s ·~ -. 
Ji:] 

:J • ~ • • • • • • . 
'--' u. '-" w "--' u 

Fisura 7.3. Linea.'! que fonnan la frontera geoml!lrica dd modelo de clc:mcntos finitos. La.., condiciones sobre 
estas se encuentran especilicadas en la Tabla 7.11 

Número 1 Puntos Condiciones de frontera 
que 
une 

Desplazamientos 
1 

Tracciones 
m N/m2 

X 1 V 1 X 1 V 
1 1-2 50.0 o.o 
2 2-3 o.o b.o 
3 3-4 o.o o.o 
4 4-5 o.o -1.5x107 

5 5-6 o.o -1.5x107 

6 6-1 o.o ·1.5x107 
Tabla 7.IJ. Condiciones sobre lns lineas frontera (Fig. 7.2) del modelo elenwntos finitos. 
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RESULTADOS DE LA EXPERIMENTACIÓN NUMERICA 

Constantes materiales 

E 65x 109 N/m2 Módulo de elasticidad 

V 0.35 Relación de Po1sson 

p 2660.0 kg/mJ Densidad de las calizas 

g 9.81 m/s2 Aceleración 
gravitac1onal 

s, 3.54x 107 N/m2 Resistencia al cone bajo 
presión atmosférica 

k 0.75 Fricción interna 

T.ibla 7111. Ri:sum.:n d( 13.S prop1(dadi:s malcnal~ de l.:is ..:al1z¡is, uhliz.ld.u.:n el modelo de 
.::l.:m.:ntos timtos. \'.:r ..:ap11ulos prcc.:d.:nt~ (toma.dos Je Suppe. 1985 y Jouger. 
1969) 

La discretización por elementos finitos consta de 1214 triángulos rectos lagrangianos. con una 
dimensión máxima promedio de 200 m . Sobre los vénices de los triángulos están definidos 2 grados de 
libenad (desplazamientos en cada dirección canesiana). Sobre los puntos intermedios de cada lado se ha 
introducido un nodo extra sobre los cuales a su vez se han definido 2 grados de libenad. Esto permite 
definir funciones bases cuadráticas por segmentos sobre el sopone de las funciones bases (Fig. 7.1). 

Campo de desplazamiento. 
Las componentes horizontal y venical del campo de desplazamiento (Fig. 7.4) se muestran en la 

Figura 7.4 y 7.5. En estas gráficas están contorneadas las isopletas (isolineas) de cada una de las 
componentes del desplazamiento. La gama de colores \aria del rojo (máximo¡ al azul (mínimo). 

La componente en x del campo de desplazamiento tiene un mú,imo en el interior de la 
plataforma por efecto de la condición de frontera impuesta. El campo dcsplat.amientos es amoniguado 
clasticamentc por el medio. sin embargo. debido a que la base esta fija. aparece un gradiente positivo en la 
dirección \Cntcal. 111duciendose un conante o cizalla simple tFig. 7.4 ). Los desplazamientos se atenúan 
en una zona que comprende del interior de la plataforma al pie del talud. apro.,imadamente. Fuera de esta 
zona no existen desplazamientos con componente horizontal. Esto ultimo indica que la cuenca. para este 
modelo. solo esta sujeta a compresión \enical producto de la carga litoestauca. por lo que los esfuerzos 
compresl\·os horizontales. causados por los desplazamientos sobre el intenor de la plataforma. no afectan 
a la cuenca. 

La componente en y del campo de desplazamientos (Fig. 7.5) muestra una mayor variación en 
su distribución que la componente horizontal. El campo tiene un máximo cercano a la frontera lateral del 
interior de plataforma (en rojo. a unos 800 m). originando un levantamiento de "'12 m por "'1.5 Km sobre 
la frontera superior del interior de plataforma (Fig. 7.5 ). En una posición smular pero sobre la base de la 
plataforma se presenta un minimo de ,,,.1.5 m. A partir de mínimo. una sene de minimos relativos con 
valores entre -1. 5 y -O. 74 m. se alinean en dirección hacia el talud de la plataforma (Fig. 7.5). La isopleta 
O corre del borde de plataforma hacia el interior y hacia la base de la plataforma con una inclinación 
similar a la que tendria el limite superior del cinturón de facies arrecifal. 

Dado que la cuenca solo sopona compresión venical. las isopletas son horizontales con valores 
negativos. indicando que la cuenca esta sujeta a compactación. 

LJ ,;ráfica 7.6 muestra el componamiento Vu:, (&vv en algunas notaciones). Esta gráfica 
resalla las porciones de la plataforma que tienen una mayor \'ariáción de desplazamiento en la dirección y 



Componente horizontal del campo de desplazamientos 

50m 3Bm 12m 6.2m 2.9m 

Componente vertical del campo de desplazamientos 

10m 7m 1.Sm 

Figura 7.4. (Anillo) Componmte horizontal del campo de dCBJ1lazamic:n101 multado del modelo de 
dm1entos fmilos, La gama de <olor.. varia del rojo (máximo) al azul (mlnin10). 

f'igura 7.S. (Abl\io) Componc:nle vertical del <nmpo de desplazamientos multado del modelo de 
elemento fmitoL La gama de colores varia del rojo (máxin>o) al azul (mlnimo). 
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FIGURA 7.6. 

Can¡nnente vertical del gradiente de desplazamientos. La zona por debajo de la isopleta o.o está en contrae- . 
ci6n y la superior bajo extensi6n. 
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. La región basal del interior de la plataforma tiene un máximo y un mínimo muy cercanos entre si y se 
distinguen dos zonas: una porción con valores posili\'os que se extiende hacia la frontera lateral y frontera 
superior del interior de la plataforma y una zona con valores negativos que se extiende de la base del 
interior de la plalaforma hacia el talud y cuenca. Las áreas con valores positivos corresponden a zonas en 

extensión y las valores negativos corresponden a zonas bajo contracción. El minimo en Vu,, es 
correlacionable con el minimo en desplazamiemos venicales. mientras que el máximo indica que la base 
en el inlenor de la plataforma experimenta una mayor extensión que la porción superior (máximo en 
desplazamientos). 

Campo de Esfuer7D5. 
Debido a que la formulación variacional del modelo esta en función del campo de 

desplazamientos. el campo de esfuerzos y las gráficas aquí discutidas (7.7-7.11) se han obtenido por pos. 
procesado numerico aplicando las relaciones de esfuerzo-distorsión de la elasticidad. 

Las Figuras 7.7 y 7.8 muestran la orientación de los esfuerzos principales má.ximo y mínimo cr, 

y cr,. En el interior de la plataforma el esfuerzo principal máximo cr, es(horizontal en los niveles 
superiores y tiene a rotarse a hacia la base de la plataforma y la frontera del interior de plalafonna (Fig. 
7.7 y 7.8). En el talud de la plataforma el esfuerzo maximo se orienta paralelo a la inclinación del talud, 
adquiriendo una mayor inclinación hacia la base de la plalaforma (Fig. 7.7 y 7.8). En la cuenca. el 
esfuerzo principal máximo. en la pane superior cercana al pie del talud. se reorienta subhorizontal. pero 
aumenta su inclinación hacia la base. Hacia la parte distal de la cuenca el esfuerzo principal máximo es 
vertical o cercano a la venical (Fig. 7.8). 

La orientación del esfuerzo principal minimo cr. muestra poca variación en el interior de la 
plataforma y talud (fig. 7 7-7.8): tiene una inclinación alia en la baso y se loma subvenical hacia la 
frontera superior. En la pane distal de la cuenca el esfuerzo principal nunimo cambia de esta tendencia a 
una orientación subhorizontal. 

'. '' 

Figura 7,7, Ori.:ntación Je I°' i=sftii:nos prm..:ipal.:s moiximo y mtmmo par:i d modc:lo JI! d.:m.:ntos Ílnil~l5 die un.:i platafünna. 
carbonatada. Desplazami<nto pr(Sl.-ritos d.:sdc: c:I inh::rior di: plataforma 
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Esfuerzo principal max1mo 

~ 8· § 1000 ~1M ! ! I 
~\ ~ $ 1 \Y 
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o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 

Figura 7.9. 

Distribución del esfuerzo principal máximo. Los valores entre las isopletas cambian con un factor de 1.25, 
evitando de esta manera que la grafica se satu~e, 

10000 



Esfuerzo principal m1nimo 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

~'igura 7.10. 

Distribución del esfuerzo principal mínimo. Los valores cambian de isopleta a isopleta con un factor de 1.5. 
La base del interior de la plataforma y el talud están en distensión y los niveles superficiales del interior 
de la plataforma y la cuenca bajo compresión. Obsérvese el alto en el margen y pié del talud. 



Esfuerzo cortante max1mo 

1000 ~ ~ \ (, \ \ l \ \ \\-\ ~ -­
~ \\\ \\ \ \\\ \\ \ o '----'~--'-~-'-~-'-~-'-~-'-~-'--~.l...---''----'~----L~-'-~-'-~--'-~-'-~"'-~'----'~----L~---' 

o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figura 7 .11. 

Distril:uci6n del esfuerzo cortante m§ximo. ú:is valores varían de contorno a contorno con un factor de 1.5. 
Ol::sérvese que esta gr§fica y la del esfuerzo principal m§ximo tienen gran similitud. 



Zonas inestables 
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Auirento de las áreas inestables ele acuerdo al criterio ele 1'Ptu:--coulO!lP en :f;unc,i6n ele]. fac1;o,r de sop.repres,i6n. 



RESULTADOS DE LA EXPERl!v!ENTACIÓN NUMÉRICA 

Fracturamicnto y presión de poro. 
La Figura 7. 12 muestra las regiones inestables, porciones donde se presenta 

T= Un· t 

un =Un·n 
p = A.p .. gh 

y por tanto susceptibles de estar fracturadas de acuerdo al criterio de Mohr-Coulomb. La figura muestra 
las regiones inestables para 3 casos: 1) sin presión de íluidos de poro (A.=0.0), Ji) presión de poro 
hidrostática (A.=1.0) y ii1) presión de poro considerando un facmr constante de sobrecarga A.=2.0. El 
segundo caso corresponde a una situación de poros interconectados y el tercero a un sistema cerrado donde 
la presión de poro se incrementa uniformemente e independiente del campo de esfuerzos. Aplicando el 
criterio de Mohr-Coulomb sin presión de poro cA.=O), solo se fractura el interior de la plataforma y parte 
del cinturón de facies arrecifales (Fig. 7.12). En los niveles someros solo el interior de Ja plataforma se 
encontraria fracturado mientras que hacia la base la zona inestable se extiende hacia la zona del talud, 
tomando la frontera de Ja zona una inclinación subparalela al talud. Para A.=1.0, la zona inestable 
aumenta aproximadamente 20%. En los niveles someros llega hasta el borde del talud. La región 
fracturada exhibe Ja misma tendencia, se inclina paralelo al talud con un pequet1o escalón en Ja base. 

Aplicando un factor de sobrecarga A.=2.0 a la presión de poro (p=A.p,,gh), la zona inestable 
aumenta hasta alcanzar el pie del talud, pero ahora se extiende hacia la base con una inclinación contraria 
al talud (Fig. 7. 12). 

La Figura 7. 13 muestra el incremento de las zonas inestables en función de 2, independiente del 
campo de esfuerzos, apreciúndose el control de r sobre el incremento del área (compárese con la Figura 
7.13). 

Criterios de fracturamiento de Mohr-Coulomb: 

D 
2 =O.O 2=1.0 2 =2.0 Zona sin fracturar 

Figura 7.12. Área.e; ine!>1ablcs del modelo de la plalafomm carbonatada par11 varios factor1.-s de sobrecarga. A.=O no existe presión 
de poro, ..t-=tcorrespondc a presión de poro hidrostática y A.=2 sobrecarga unifom1e de dos veci:s la presión hidrostática. 
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Figura 7, 14. Orientación de los planos de fracturns de ai:ul!'rdo al criterio de Mohr·Coulnmh sin discriminar las zonas ini .. -stahles 

La Figura 7.1~. muestra la orientación de las fracturas potenciales con desplazamiento relativo 
lateral-derecho dentro de la plataforma. sin discriminar las áreas inestables. En esta figura se ha omitido 
el sistema conjugado de fracturas. con semido de desplazamiento lateral-izquierdo, ya que tienen una 
inclinación subvcrtical. Las fracturas del interior de la plataforma. en niveles intermedios y someros. 
tienen orientaciones entre 20 y 25° (Fig. 7.14 y 7.15) que se suavizan hacia el talud y pie del talud (10-5° 
). Hacia la base del interior de la plataforma y talud se puede identificar un grupo de fracturas con 
orientación y desplazamieulo hacia la base. El límite entre estos dos sistemas de fracturas corre del pie 
del talud al imerior de la cuenca. hacia la zona de máxima concentración de esfuerzos. En el interior de 
la cuenca. el ángulo de las fracturas tiene un comportamiento sobre lodo subvertical, pasando de O a 16º y 
luego a -55° hacia la parte distal de la cuenca (fallas normales). 

Los sistemas de fallas potenciales a desarrollarse dentro del medio. se muestran en la Figura 
7.15. Existen dos sistemas: un cinturón de fallas convergencia hacia la base de platafomm y otro con 
vergencia contraria. hacia los niveles superficiales de la plataforma. Estos sistemas de fallas se desprenden 
y ramifican de lo que podria ser un despegue paralelo a la estratificación. dentro de los carbonatos. En este 
último. dos subsistemas de fallas se pueden identificar: un sistema de fallas curvas con ángulos terminales 
altos (25-32°), localizados en el interior de la plataforma. y otro subsistema con ángulos terminales bajos 
(0-16°) en el talud de la plataforma (Fig. 7.15). 

Traocioncs basales. 
En la Figura 7.16 está graficado el comportamiento de la magnitud de las traccioucs basales 

normal y tangencial y la máxima tracción tangencial esperada de la relación de Coulomb. En general en 

Figura 7.1 S. Geometría de los poknciales planos di! follti.'i dentro de la plat.afonna carbonatada. Sólo se mu.:slra el sistl!mn de 
fallas con mayor probalilidad de desarrollarse. En el circulo se muestra el criterio para disi.Timinar i:I sentido di:I 
d1..-splnzamiento a lo largo de fas follas. 
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Angulo de las fracturas respecto a la horizontal 
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Figura 7.15. 

Contorneo del ángulo de fracturamiento, sin discrllninar las áreas inestables. La isopleta O define un despegue 
dentro de los caroonatos con gearetrfa de "ranp-flat-ramp". 
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los primeros ~700 m la magnitud del esfuerzo tangencial rebasa a la resistencia fricciona! de Coulomb y la 
magnitud de las tracciones normales. lo que sugiere que la base es mecánicamente inestable dentro de éste 
intervalo. Después de esta distancia. la tracción normal es mayor que la tracción tangencial y tiene valores 
similares a los de la resistencia friccional de Coulomb. La presencia de los picos en las fucrLas normal y 
tangencial. se debe al hecho de que parte del sistema esta en tensión. y que los picos corresponden al 
mínimo en el esfuerzo principal mínimo (Fig. 7.16) 

Comparación de los n:sultados del modelado con observaciones 
Un resuhado que se puede interpretar. de la distribución de esfuerLos y la orientación de las 

potenciales fracturas del primer caso. es la formación de una falla en la zona de transición entre cuenca y 
plataforma de geometria "Flat-Ramp-F/af'. Es decir, se puede fonnar un despegue subhorizontal dentro 
de los carbonatos a pesar de qne se traca de un medio homogéneo. Esto parece estar apoyado por la 
geometría de la cabalgadura El Doctor (Fig. 7.18) que forma en el afloramiento transversal del RJo 
Moctezuma una rampa de 2~º sobre una distancia de 2.4 Km y se vuelve horizontal al nivel del río sobre 
varios kilómetros (Palacios. l 980). Se desconoce el ni\'el estratigráfico que corta el segmento horizontal , 
sin embargo. corre dentro de los carbonatos de la plataforma. 

Figura 7.16. Comportomh:ntn de l:t lraccioncs nomtah:s, tangencial y m:ixima de fricción di!' Coulomb esperada. 

Banco carbonatado El Doctor 
Cabalgadura El Doctor 

km 
2 
1 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-º 

B!lnco carbonatado El Doctor 

1111111111111111111111111111111111111!111! 1!!1!!!!!!i~· 
lnleriof Borde Cuenca 

Figur.i. 7.17. Sección estructural del borde occidental dd banco El Doctor. Ln gcometria del frente de In folla (romp) está bien 
documentado (línea sólida) pero se desconoce d ni\'c) ~1ratigrdfico en el que corre el 11eg1m:nto horizontal de la foUa 
(11:1() (scgUn Suler, 1987, modilicadll, basado en datos de Placios·Nieto(l982) 
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7.2.- Desplaz.amientos desde la cuenca 

Datos del Modelo. 
La geometría de la región. el tipo de lriangulación. las funciones bases. el número de elementos 

finilos y parámetros materiales son los mismos que para el caso an1erior. Las nuevas condiciones de 
fronlera se muestran en las labias 7.IV y 7. V. 

Punto Coordenadas Condiciones de frontera 

X 

1 
y Desplazamientos Tracciones 

m m m N/m2 

X 1 V X 1 V 

1 o.o 1300.0 o.o -1.5x107 

2 o.o o.o 00.0 o.o 
3 10000.0 o.o -50.0 o.o 
4 10000.0 700.0 -50.0 o.o 
5 6000,0 700.0 o.o -1.5x107 

6 4000.0 1300.0 o.o -1.5x107 

Tabla 7.IV. Dalos de los puntos frontera utilizados para constn1ir el modelo de elementos finitos, y 
condiciones de frontera para el caso de desplu:unientos prescritos desde la cuenca. Ver Fig. 7.1 y 
7.2 para detalh.-s de In gcometria di: la frontera 

Línea 

1 

Puntos Condiciones de frontera 
que 
une 

Desplazamientos 
1 

Tracciones 
m N/m2 

X 1 V l X 1 V 
1 1-2 o.o o.o 
2 2-3 o.o o.o 
3 3-4 -50.0 o.o 
4 4.5 o.o ·1.5x107 

5 5-6 o.o ·1.5x107 

6 6- 1 o.o -1.5x107 

Tabla 7. V. Condicionts sobre la.s líneas frontera 1fol modelo de elementos ti nitos para el caso 
de d1$JJlaz.amienlos prcSl.Titos dt'Sde la frontera lateral de la cu~ca V1.-r Fig. 7.1 y 7.3 
r11ta detalles de la geometría de la fronlera. 

La única diferencia con respeclo al modelo anterior es que ahora los desplazamientos son 
prescritos desde la frontera lateral de la cuenca (Tabla 7.IY y 7.V) 

Campo de desplazamiento. 
La FigUra 7.18 y la Figura 7.19 mueslran la componente vertical y horizonlal del campo de 

desplazamientos. respectivamente. Eslas son obtenidas dircclamente del modelo de elementos finitos. La 
gama de colores varia del rojo (máximo) al azul obscuro (minimo). El campo de desplazamientos es 
similar al caso anterior. La componenle horizontal tiene un máximo sobre la frontera de la cuenca y se 



Componente horizontal del campo de desplazamientos 

Componente vertical del campo de desplazamientos 

Fi!l)lm 7.18. (An-iba) Componmle horizoiual del cwnpo de desplazamientos resultado del 
modelo de ei<mentos finitos pero el cOJo de deoj>lazamlenlo• prcscrlioa d"de 
la cuenca. La gama de colores vorla del rojo (máximo) al llZlll (rnlnimo). 

Fisura 7.19. (Abajo) Componente vcrticru del <111TJpo de desplazamientos resultado del modelo 
de elementos finitoli para el cnso de desplazamientos prcscrilos desde la cuenca 
La g.vnn de colorcs vruia del rojo (máximo) al 112111 (mlninio). 

-1.9m 
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Figura 7 .20. 

Canponente vertical del gradiente de desplazamiento. La isopleta O corre del pié del talud a la base del in­
terior de la cuenca. La zona por debajo está en contracci6n y la superior bajo extensi6n. 
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amonigua elásticamente hacia el pie del talud, donde finalmente el desplazamiento es nulo. Al igual que 
el caso anterior aparece un gradiente vertical que induce un efcc10 de cortante o ci1.1Ila simple (Fig. 7.18). 

La componente y. también muestra un comportamiento similar al del caso anterior (Fig. 7.19). 
Esto indica que el efecto de la geometría de la platafonna es mínimo sobre el campo de desplazamientos. 

La zona sujeta a compactación vertical abarca el interior de la plataforma y el talud donde las 
isopletas de la componente y son horizontales (Fig. 7.19), reduciéndose. respecto del caso anterior, la zona 
de influencii1 de la distorsión generados por los desplazamientos desde la cuenca. En el caso anterior. la 
zona de influencia se extiende en todo el interior de la plataforma hasta el pie del talud, mientras que en la 
cuenca predominan desplazamientos en sentido vertical (Fig. 7.4 y 7.5). 

La gráfica del gradiente vertical del campe 'e desplazamientos Vu,, (Fig. 7.20) muestra que 
solo una porción triangular (frontera lateral y niveles superficiales) de la cuenca está bajo extensión. El 
resto de la plataforma se encuentra bajo contracción. 

Campo de Esfucr.r.os. 
Las Figuras 7.21 y 7.22 muestran la orientación y trayectoria de los esfuerzos principales 

máximo y mínimo. En el interior de la cuenca el esfuerzo principal máximo es horizontal en los niveles 
superiores y tiende a rotarse hacia la base de la cuenca. En el pie del talud de la plataforma, el esfuerzo 
máximo se orienta subparalelo al talud, volviéndose vertical hacia el margen de la plataforma y 
permanece con esta orientación en todo el interior de la platafomia (Fig. 7.22). 

La orientación del esfuerzo principal mínimo a, en el interior de la cuenca muestra poca 
variación: tiene una inclinación aHa en la base y se torna subvertical hacia la frontera superior. En el 
tnlud de la plataforma, el esfuerzo principal mínimo cambia de esta tendencia a una orientación 
subhorizontal (Fig. 7.21 y 7.22). 

Las gráficas de los csfucr¿os principales máximo. mínimo y cortante máximo se muestran en 
las Figuras 7.23 a la 7.25. El componamicnto del esfuerzo principal máximo es similar al caso anterior: se 
concentra en la base del interior de la cuenca (Fig. 7.23) y disminU}'e horizontalmente hacia el pie del 
talud e interior de la plataforma. Las isopletas muestran poco cambio en la dirección horizontal en todo 
el interior de la cuenca. En la región del talud y el interior de la plataforma el esfuerzo principal má.ximo 
se incrementa hacia la base (donde predominan los esfuerzos generados por el 

1 

1 + 
¡.; 

Figura 7.2 J. Orientación y magnitud de los l!sfuerzos principales máximo y mínimo. Se distingu..:n dos zonas con tra>·e1.1oria 
difercnl\.'S: una en el interior de la cu1.-nca y otra al el interior de fa plalafonna y parte del !alud. 
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Esfuerzo principal max1mo 
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Figura 7,23. 

Distrib.Ici6n de los valores del esfuerzo principal rnáx:41P i:ia.r;;i el caso de desplazamien.tos prescritos desde la 
frontera lateral de la cuenca. IDs valores de contomo a contorno varían con un factor de 1,5. 



Esfuerzo principal min1mo 
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Figura 7.24. 

Distribución de los valores del esfuerzo principal mínimo. Los valores varían de contorno a contorno con un 
factor de 1.5. La distribución es similar a la de la Figura 7.10. Obsérvese tamb;én el alto en los valores 
en el pié del talud. 
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Esfuerzo cortante max1mo 
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Figura 7 .25. 

Distribución del máximo esfuerzo cortante. Los valores varían de contorno a contorno con un factor de 1.5. 
La influencia de los esfuerzos principales en este campo es variable. La zona del pie del talud tiene ma­
yor .influencia del esfuerzo principal mínimo (Fig. 7.23.), mientras que en el resto, el esfuerzo principal 
máximo tiene una mayor influencia (Fig. 7.22.). 
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1 

Figurn 7.22. Trnyectoria de lm1 esíuerzos principalts máximo 0'1 {linea conlinun) y minimo 0"2(1inea punteada} obtenidas de la 
grñfica de la orientación de los csfu1.1'ZOS principales (Fig. 7.8 y 7.9). La parte distal del interior de la plataforma ticm: el 
mismo comportamiento que el borde. Esto se dehe a que en el interior de la plataforma los esfuerzos en el medio son 
producto del propio p1.-so del material. 

propio peso del material (p,g/I). De esta manera los esfuerzos generados por el desplazamiento sobre la 
cuenca solo tienen influencia local (predominan en la cuenca únicamente). 

En la gráfica del \'alor del esfuerzo principal mínimo (Fig. 7.2.J). de nuevo se distingue una 
zona sujeta a tensión ( o-2>0) y otra zona de compresión (a, <O). También se aprecia que existen un alto 
en valores negativos (compresión) en el pie del talud. que se extiende hacia la base e interior de la 
cuenca. 

En la rcg1on de la cuenca. el max1mo esfuerzo conantc (Fig. 7.25) muestra un 
componamicnto similar al de la gráfica del esfuerzo principal máximo (Fig. 7.11) debido a la gran 

discrepancia entre a¡ yu, en esta zona. En el pie del !alud T presenta un mínimo. esto se debe al máximo 

rclati\'o que a2 alcanza en esta parte. En el interior de la plataforma el nuíximo esfuerzo cortante se 
incrementa hacia la base. dado que está sujeta a compresión. 

Fracturamicnto y presión de poro. 

Las áreas inestables obtenidas con el criterio de Motu-Coulomb para valores de A. entre O y 2 
sólo ocupan Y. del área de la cuenca (Fig. 7 .26). El aumento en el área entre ..l=O y A.=2 es de sólo de una 
sexta pane, aproximadamente, y cambia de una inclinación contraria al talud a una inclinación 
subvcnical. 

Esto. aunado a la discusión del campo de desplazamientos y componamicnto de los esfuerzos 
(secciones precedentes ). indica que los esfuerzos generados por los desplazamientos desde la cuenca 
decaen con un mayor gradiente que en el caso anterior .. 

El patrón de fracturamiento se muestra en la Figura 7.27 y nucrnmente no se han discriminado 
las áreas inestables. En el interior de la plataforma se tiene un fracturamicnto con un alto ángulo. Los dos 
sistemas de fracturas son igualmente favorables de desarrollarse y producir fallamiento normal. En la 
zona del talud predominan fracturas con esta misma tendencia. Hacia el pie del talud la orientación de las 
fracturas se rota. quedando en los niveles superficiales un sistema subparalclo al talud. mientras que 
hacia la base se tiene un sistema con orientación contraria al talud (Fig. 7.28). El sistema conjugado de 
fracturas para ambos casos yace subvenical. En la figura 7 .28 solo se muestra las fracturas con la 
orientación más favorable para desarrollarse (Fig. 7 .27); las fracturas conjugadas tienen un ángulo 
demasiado alto o contrario al desplazamiento. 



Zonas inestbales 
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Figura 7.26. 

Aumento de las áreas inestables de acuerdo al criterio de Mohr-Coulomb en función del factor 
para el caso de desplazamientos prescritos desde la cuenca. 

9000 10000 

de sobrepresión 
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Figura 7.27. P;itrón de íractur;1mi.:nlo obte"nidn de aplicar d criterio de Mohr-Coulomb. para .:1 Cll.!lO de dcsplazamfontos 
pr.:scritos dcsd.: la frontera lah:ral Je la cuenca. 

Figura 7.28. Gcunh!lria de los potcnciah: .... planos d.: follns dentro de la platafomia carbonal.Ada. En la gr.ilica no se han 
dis1..1iminado las drca." inl!llrnhli:s. 

De acuerdo a lo anlerior. en Ja cuenca se desarrollarían dos sistemas de fallas: un cinturón de. 
fallas con \'ergencia hacia la base de plataforma y otro convergencia hacia los niveles superficiales de la 
cuenca. Un despegue corre. comunicando ambos sistemas. de la base de la parte distal de la cuenca hacia 
el pie del talud. En esta parte el füllamiento puede aprovechar el sistema de fracturas con orientación 
paralela al talud y afüllar parte de este. Sin embargo. solo es factible que la parte más baja del talud tenga 
füllamiento inverso y que en el resto del talud se presente.fallamie1110 normal. Hay que notar que en el 
análisis precedente no se han discrimnado las 1íreas inestables y que ésta solo ocupa parte de la cuenca. 

Tracciones basales. 
En la Figura 7.29 está gralicado el comportamiento de la magnitud de las tracciones 

basales normal y tangencial y la má~ima tracción tangencial esperada de la relación de Coulomb. Entre 
los O m y 3500 m (referidos al extremo derecho) la magnitud del esfuerzo tangencial rebasa a la 
resistencia fricciona! de Coulomb y la magnilud de las tracciones nomiales. Fuera de este intervalo, la 
tracción normal es mayor que la tracción tangencial y tiene valores similares a los de la resistencia 
fricciona! de Coulomb. 

Comparación de los n:sullados del modelado con observaciones 
De igual manera que en el modelo anterior. observaciones en el margen occidental de la 

plataforma de Valles-San Luis Potosí apoyan los resultados obtenidos del segundo modelo . La margen 
occidental de esta plataforma esta cortada por la Falla El Volantín y la Falla de Jiliapan (Suter, 1987) 
(Fig. 7.30). La Falla El Volantín sigue el margen de la Plataforma de Valles- San Luis Potosí y se 
extiende dentro de la Cuenca de Zimapán con un ángulo de 23° y es paralela a la inclinación del talud de 
la plataforma (Fig. 7.30). El alto ángulo de la falla y el margen se puede explicar por la rotación y 
transporte sobre la Falla Jiliapan (Suter, 1987). 
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Figum 7.29. Comportamiento de la tracciones nonnnl, langi:ncial y máxima di: fricción di: Coulomb modelad.1. 
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Figura 7.30. Sección estructural dd borde occidental de la pla!afonna carhortatada de Valles-San Luis Potosi (segUn Sutcr, 
1987) 
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8.- COMPARACIÓN CON RESULTADOS DE OTROS MODELOS 

Parte de los resultados obtenidos de la experimentación numérica son similares a los de otros 
trabajos en los que se han aplicado olras metodologías. relaciones con~litutivas y condiciones de 
frontera. Por ejemplo, en el trnbajo de Hafner (1951), se obtiene la distribución, las trayectorias y zonas 
inestables mediante las funciones del esfuerLo de Airy para un bloque rectangular dadas las tracciones 
sobre las fronteras (Fig. 8.1); el trabajo de Müller y Hsü ( 1980), para un bloque rectangular 
elastoplástico donde se utilizan elementos finitos; Mandl y Shipman (1981). para un bloque rectangular 
plástico con tracciones tangenciales sobre la base y frontera superior (Fig. 8.2); Golf y Wiltschko 
( 1992) de metodología similar al de Hafner ( 1951) pero con condiciones de frontera más específicas para 
un bloque rectangular con presión variable sobre la frontera superior (Fig. 8.3 ), etc. 

La trayectoria del esfuerzo principal má.ximo en los trabajos anteriores y este. es horizontal 
o ligeramente inclinada y se curva hacia la base del bloque. Esto hace. dependiendo de la inclinación 
de la trayectoria, que se presenten dos juegos de fracturas, una con trayectoria ascendente y otra 
descendete (Fig. 8.1 y 8.2). 

Estos autores no discuten la distribución de los esfuerlos principales o los campos de 
desplazamiento, sin embargo, Müller y Hsü ( 1980) confirman que en los niveles basales alguno de los 
esfuerzos principales pueden ser tensiones. 

Una diferencia con los resultados de Hafner (1951) (Fíg. 8.1) es que el área inestable se 
extiende hacía la base del bloque. Esto se debe a la condición de frontera de base fija. Esto tiene el 

efecto de concentrar las tracciones basales y que el medio en esta región esté en tensión respecto a a,. 

Figura 8.1 Trayectoria del esíuerz.o, planos poh.'tlcinl.:s de 
folla y drcas inestables obtenidas por Hnfner 
(1951) para un bloque rcctnngular. La distribución 
de los i:sfucrzos es obt-.-nida a trovés de las 
funciones del esfumo de Airy y las condidoncs de: 
frontera son lra\.-ciones prcscrit4S. 

Figura 8.2. Trayectoria de los pinnas potenciales de fa.tia 
obtenidas pura un bloque plástico sujeto a 
tracciones tangenciales (según Mandl. 1988). 
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Figuro 8.3. Planos de falla poti:nciah.-s para un bloque 
ri=ct.:mgular con trai;cioncs pt~'-Till\S sohr~ las 
fronteras. Cada diagramn correspondi: n condiciones 
especificas de tracciones V1lfiabl1.>s sobre la frontera 
supi:ritlr (!iegim Goffy Wikhsko, 1992) 

Hay que observar que los resultados 
del modelado muestran para ambos casos que el 
esfuerzo diferencial no se concentra en la región 
del talud y borde de plataforma. Incluso se 
requiere de un factor de sobre presión para 
extender la zona inestable, .,z para el primer 
caso y >2 para el seb'llndo, hasta el pie de la 
plataforma. Esto es contrario a las 
observaciones de campo que sugieren que el 
esfuerzo diferencial probablemente tiene un 
má.\;imo en esta zona. 

Sin embargo. el campo de 
desplazamiento. cr,, cr, y 't, generados por los 
desplazamientos desde el interior de la 
plataforma tienen una mayor extensión que para 
el segundo caso. Esto sugiere que la geometrla 
de cuña del talud tiene influencia en la 
transición a esfuerzos gravitacionales. Aunque 
otra explicación a este fenómeno es que se 
requiere de una mayor energía para desplazar el 
interior de la plataforma que el interior de la 
cuenca. 



9.- CONCLUSIONES 

Se analizó la distribución de esfuerzos, el patrón de fracturamiento. la geometría de las fallas 
potenciales y Ja distribución de áreas inestables en la zona de transición de una plataforma carbonatada y 
una cuenca cpicontinantal vecina. Se utilizó un modelo elástico lineal isotrópico y el criterio de 
fracturamiento de Mohr-Coulomb con propiedades tipicas de las calizas. ~e definieron las siguientes 
condiciones de frontera: i) base de la "plataforma carbonatada. base de cuenr.a y frontera lateral lija. ii) 
presión prescrita en la fromera superior. correspondieme a 500 m de presión litoest.'Ítica y iii) 
desplazamiento prescritos desde una de las frontera laterales. El modelo se resolvió numéricamente por 
elementos finitos. Dos casos se analizaron: desplazamientos desde Ja frontera lateral del interior de la 
plataforma y despla111mientos desde la frontera lateral del interior de Ja cuenca. 

Los rcsullados de la experimentación numérica son los sib'lticntcs: 

l. El esfuerzo principal máximo siempre es compresivo y se distinguen dos zonas: una 
originada por el desplazamiento desde la frontera lateral y otra de esfuerlos gravitacionales. 

2. El esfuerzo principal mínimo es distensivo en Ja base de platafomia para el primer caso 
y la base de la cuenca para el segundo. Los niveles superficiales el esfuerzo es compresivo. Existe una 
concentración del esfuerzo en el borde de la plataforma y el pie del talud. 

3. Debido a lo anterior, el esfuerzo cortante nuíximo disminuye en el pie del talud y 
margen de la plataform:i. 

4. Para el primer caso el área inestable ocupa todo el interior de Ja platafomia hasta el 
borde extendiéndose hacia el interior del talud en las niveles basales. Esta área se puede extender a todo el 
talud si se utiliza un factor de sobrepresión de poro de "-"'2.0. Para el caso de desplazamientos desde la 
cuenca la zona inestable solo ocupa 'l. partes de la cuenca y existe poco cambio en el área en función de la 
sobrcpresión. 

S. Basados en la orientación de las fracturas obtenidas con el criterio de Mohr-Coulomb se 
puede interpretar un despegue intracarbonatos con geometría F/at-Ramp-F/at en la zona de transición 
entre Ja plataforma y la cuenca, pare el caso de desplazamiento desde el interior de la plataforma. Para el 
segundo un patrón de fallamiento con trayectoria ascendente hacia el pie del talud. Ambos resultados 
están en acuerdo con observaciones de fallamiento de los márgenes de las plataformas carbonatadas 
fósiles de Valles-SanLuis Potosi y El Doctor en el centro-oeste de Mé.xico. 

Hay que observar que los resultados del modelado muestran para ambos casos que el esfuerlo 
diferencial no se concentra en Ja región del talud y borde de plataforma. Incluso se requiere de un factor 
de sobre presión para extender la zona inestable, "2 para el primer caso y >2 para el segundo, hasta el 
pie de la plataforma. Esto es contrarío a las observaciones de campo que sugieren que el esfuerzo 
diferencial probablemente tiene un máximo en esta zona. 

Sin embargo, el campo de desplazamiento. a¡, 0'
2 

y r, generados por los desplazamientos 
desde el interior de Ja plataforma tienen una mayor extensión que para el segundo caso. Esto sugiere que 
la geometría de cut1a del talud tiene influencia en la transición a la zona de Jos esfuerzos gravitacionales. 
Aunque otra explicación a este fenómeno es que se requiere de una mayor energía para desplazar el 
interior de la platafonna que el interior de la cuenca. 
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APÉNDICE : ARCI-llVOS DE MODULEF PARA GENERAR EL 
MODELO DE ELEMENTOS FINITOS Y SU SOLUCIÓN 

A continuación se presentan los archivos con los datos para obtener. mediante MODULEF, el 
modelo de elementos finitos y la solución numérica del problema de valores sobre la frontera de la 
elasticidad presentado en este trabajo. MODULEF tiene malladores y módulos ya compilados 
(conversacionales) para la generación aulormitica de mallas y para obtener la solución de modelos 
clásicos de la mecánica del medio continuo. En los convcrsaciorrnlcs se introducen los parámetros del 
modelo (geometria. tipo de elementos finitos, funciones de interpolación, constantes materiales. fuerzas 
de cuerpo y condiciones de frontera) y como salida se obtienen archivos con estos parámetros. con un 
formato estandarizado. Estos. a su vez sirven de entrada a ejecutables que forman la base de datos del 
modelo de elementos finitos: nodos y puntos. conectividad entre los nodos, funciones de interpolación, 
matriz de rigideces y el vector carga. Esta organización tiene la ventaja de que una vez creados estos 
archivos. fácilmente se pueden efectuar cambios sin necesidad de correr el conversacional. 

Se presentan únicamente los archivos de salida de los conversacionales, de la versión 
francesa. para el caso de desplazamientos prescritos desde el interior de la cuenca. 

Contenido del archivo de salida MALLA.DATA del conversacional que requiere los datos 
para generar el mallado de la región de definición del problema. Durante la ejecución del conversacional 
hay que especificar los puntos y líneas que definen la frontera (sección POIN y LIGN), las coordenadas 
de los puntos, los puntos que unen las lineas, la segmentación de las lineas y asociarles a cada punto y 
linea un número de referencia o etiqueta. También hay que especificar el tipo de malladar. QUAC en 
este caso. y el archivo con la estructura de datos conteniendo los nodos y puntos de la malla 
(PLATAFORMA. NOPO). 

•PLATAFORMA 
'POIN 

l 6 $ IMPRE NPOINT 
$ NOP NOREF(NOP) X(NOP). Y(NOP), $ 

l l O.OOOOOOE+OO O.l30000E+04 
2 1 O.OOOOOOE+OO O.OOOOOOE+OO 
3 2 O.lOOOOOE+OS O.OOOOOOE+OO 
4 J O.lOOOOOE+OS 0.700000E+03 
5 J 0.600000E+04 0.700000E+OJ 
6 J 0.400000E+04 O.l30000E+04 

'LIGN 
l 6 $ IMPRE NDLM $ 

NOLIG NOELIG NEXTRl NEXTR2 NOREFL NFFRON RAISON $ 
l 20 l 2 l o O.lOOOOOE+Ol 
2 SS 2 J 2 o O.lOOOOOE+Ol 
J 20 J 4 2 o O.lOOOOOE+Ol 
4 20 4 5 3 o O.lOOOOOE+Ol 
5 16 5 6 3 o O.lOOOOOE+Ol 
6 20 6 1 3 o O.lOOOOOE+Ol 

'QUAC 
l l l 6 $ IMPRE NIVEAU NUDSD NBRELI 

NSlL 
$ LISTE DES LIGNES DU CONTOUR 

l 2 3 4 5 6 
20 -l $ IMAX NQUAD 

'ADPO 
l l 2 l o IMPRE NIVEAl NIVEA2 Nl ISET 



o 1 
'RENC 

1 2 1 
'SAUV 

1 1 o 
PLATAFORMA.NOPO 

'FIN 

APENO ICE 

$ ISEQ NOESOM 

$ IMPRE NIVEAl NIVEA2 

$ IMPRE NINOPO NTNOPO 
$ NOM FICHIER 

Contenido del archivo de salida !NTERPOL.DATA del conversacional que requiere los datos 
para calcular las funciones de interpolación o funcioues intérpretes. Durante la ejecución del 
conversacional hay que especificar la dimensión del problema (2 o 3). la biblioteca del tipo de problema 
a resolver (ELAS) y el tipo de elementos finitos (TRIA 2P2D, triángulos lagrangianos rectos con 
funciones de interpolación de segundo grado) y los archivos con la estructura de datos de la malla de 
elementos finitos y sus coordenadas: PLATA TFORMA.MAIL y PLAT AFORMA.COOR. 

o $ Y: A T IL OES FONCTIONS 
INTERPRETEES 

2 1 o $ NDIM NDSD NBSDC 
4 o $ NNR NBLC 

ELAS $ NOM DE LA BIBLIOTHEQUE 
1 $ NTY:ED DU SO 1 

TRIA 2P2D $ LE NOM DES ELEMENTS DROITS 
o $ NT'lEC DU SO 1 

PLATAFORMA.NOPO $ NOM DU FICHIER 
o $ ET NIVEAU DE LA so NOPO 

PLATAFORMA.MAIL $ NOM DU FICHIER 
o $ ET NIVEAU DE LA so MAIL 

PLATAFORMA.COOR $ NOM DU FICHIER 
o $ ET NIVEAU DE LA so COOR 

o o $ NTMAIL NTCOOR 

Contenido del archivo de salida LIMITES.DATA del conversacional que requiere los datos 
para calcular las condiciones de frontera tipo Dirichlel (lista de los grados de libertad restringidos). 
Durante la ejecución del conversacional hay que especificar el archivo que contiene el mallado, el 
archivo que almacenará las condiciones de frontera (PLATAFORMA.BDCL). las etiquetas de los 
elemenfos (puntos y lineas) con grados de libertad restringidos, tipo de grados de libertad y los valores 
prescritos. 

PLATAFORMA.MAIL $ NOM DU FICHIER 
34 $ ET NIVEAU DE LA so MAIL 

PLA'rAFORMA. BDCL $ NOM DU FICHIER 
35 $ ET NIVEAU DE LA so BDCL 
o $ NTBDCL 
1 4 5 $ ICONST NBFR NTY:P 
1 1 VN $ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 
1 2 VN $ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 
2 1 VN $ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 
2 2 VN $ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 

0.50000000+02 $ VALEUR 
0.00000000+00 $ VALEUR 
0.00000000+00 $ VALEUR 
0.00000000+00 $ VALEUR 

5.¡ 



o 
o 

APENDICE 

$ l SI SO NDLl 
$ l SI CL EN RL A LA MAIN¡ 
-l SI CL EN RL PAR SP 

Contenido del archivo de salida CALCULOS.DAT A del conversacional que requiere los datos 
para calcular la matriz de rigideces y el vector de carga. Durante la ejecución del conversacional hay que 
especificar los archivos con el mallado y sus coordenadas, el archivo de salida con estructura de datos de 
la matriz de rigideces y vector de carga (PLATAFORMA.TAE). el tipo de material (isotrópico), las 
constantes materiales, la fuerza de cuerpo, las etiquetas de los elementos (puntos y lineas) con tracciones 
prescritas y el valor en estos. 

PLATAFORMA.MAIL 
35 

PLATAFORMA.COOR 
35 

PLATAFORMA.TAE 
35 

:RIE 

o 
o 

2 
o 
o 

l 
LISTE 

l 
l 

LISTE 
3 

l 
o 

l 

2 o l 
l 

l 

0.65000000+11 0.40000000+00 
0.00000000+00 0.00000000+00 

l 
0.00000000+00 -0.26600000+05 
0.00000000+00 -o.15oooooo+oa 

$ NOM DU FICHIER 
$ ET NIVEAU DE LA so MAIL 
$ NOM DU FICHIER 
$ ET NIVEAU DE LA so COOR 
$ NOM DU FICHIER 
$ ET NIVEAU DE LA so TAE 
$ NTTAE 
$ l SI POBA EST UTILISE , o 

SINON 
$ NPROV 
$ NTHELA 
$ IOPT( •) 
$ NOM DU TABLEAU DES CL ET 

NOMBRE DE CL 
NOMBRE DE SO A DECRITS ' 

$ NBRE DE REFERENCES DECRITES , 

$ NDIM NAXIS ISOTROPIE 
$ NOPTIO 

0.00000000+00 $ TENSEUR E(I,J) 
0.00000000+00 $ TENSEUR E(I,J) 

$ NDSM 
$ F DANS OMEGA 
$ F SUR GAMMA 

Contenido del archivo de salida SOLUCION.DATA del conversacioual que requiere los datos 
para calcular la solución numérica del modelo de elementos finitos. Durante la ejecución del 
conversacional hay que especificar los archivos con el mallado y funciones de interpolación, el archivo 
con la matriz de rigideces y el vector de carga y el archivo con las condiciones de frontera. Para este caso 
se obtuvo la solución mediante el método dr: Choli:sl.y. 

PLATAFORMA.MAIL $ NOM DU FICHIER 
l $ ET NIVEAU DE LA so MAIL 
l 5 2 $ NDSM NTYP NO 

PLATAFORMA.TAE $ NOM DU FICHIER 
l $ ET NIVEAU DE LA so TAE 
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1 

PLATAFORMA.BDCL 
1 
o 

PLATAFORMA.B 
l 
4 

APENDICE 

$ 1 SI BDCL EST UTILISE , O 
SI NON 

$ NOM DU FICHIER 
$ ET NIVEAU DE LA SD BDCL 
$ l SI CL. EN RL. EXISTE 
$ NOM DU FICHIER 
$ ET NIVEAU DE LA SD B 
$ IMPREB 
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