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INTRODUCCIÓN 

Desde que Wjgner y colaboradores introdujeron exitosamente ]a teoria de grupos 
para f"J estudio de los espedros atómicos de elementos multielectrónicos, esta her
ramienta matemática ha encontrado aplicación en miílitples ramas de la física básica
mente por dos razones: i) En el problema de muchos cuerpos en mccátúca cuántica, 
permite obtener espectros de energía y una base de estados adecuada al problema sin 
necesidad de resolver explícitamente la ecuación de SchrCdinger (o la de Dirac, en el 
caso relativista), la cual es en general un sistema de ecuaciones diferenciales parciales 
no lineales y acopladas. H) Cuando se desconoce la forma del potencial de interacción 
en un problema determinado {como es el caso de la física nuclear y la de partículas), 
la teoria de Grupos permite obtener, aproveclmndo el concepto de Simetría, Hamilto
nia.nos modelo que pueden ajustarse de manera adecuada para describir los resultados 
observados. 

En este sentido, y en vista del éxito que ha tenido la aplicación de la teoría de 
Grupos en el campo de las partíc11las elementales, el concepto úe Simetría ha pasado a 
ocupar un lugar preponderante en el estudio e interpretación de los fenómenos ñsicos. 

En este trabajo se describirán los conceptos báskos de la teoria de Grupos, asi 
como su aplicación en Ja física nuclear y de partículas. Se estucüa.rán modelos simples 
pero que indican las dificultades que se presentan en modelos de interés actual. La 
extensión de estos modelos resulta ser directa en el aspecto formal, aunque los cálculos 
algebraicos se compliquen. 

Dentro de estos conceptos vamos a mencionar aquí dos, que son importantes para 
comprender lo que se hará en este trabajo dentro de lo que seria la aplicación de la 
teoria de grupos en la física: Algebra de simetría y Algebra dinámica de simetría. La 
primera es el conjunto de generadores de algún grupo que conmuta con el Hamiltoniano 
del problema en cuestión¡ entonces, estos operadores son capaces de generar todo un 
multiplete correspondiente a un mismo eigen-vnlor de este Hamiltoninno. Por otro lado, 
cuando se tiene un álgebra de operadores tales que generan In totalidad del espacio de 
Hilhert del Hamiltoniano (es decir, su acción permite cambiar estados de un multiplete 
de energía. a otro), se dice que el Ham.iltoniano posee un Algebra dinámica. De tal 
forma, si se tiene un Hamiltonia.no escrito en términos de los operadores de Casimir 
asociados a una cierta cadena de· grupos, el grupo 'menor' determina el Algebra de 
simetría, mientras que el grupo mayor determina el Algebra dinámica. 
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No daremos aquí, por motivos de extensión, una introducción de los conceptos 
básicos, pero remitimos a los textos clásicos del tema con enfoque hacia la física: 
Homermesh [1] , Wigner [2] , Chen [3]. De cualquier manera, algunas aclaraciones son 
pertinentes: Siempre que hablemos en lo sucesivo de la 'representación 1 de algún grupo, 
nos referiremoe a una representación irreducible. Trabajaremos básicamente con grupos 
unitarios U(n) que son un ejemplo de grupos continuos de Líe¡ también trataremos 
con el grupo simétrico de permutaciones S(n) 1 el cual es un grupo finito que, como 
se sabe, guarda una relación muy estrecha con los grupos unitarios y en general, con 
las representaciones irreducibles del grupo lineal en n dimensiones GL(n) . Como 
el manejo que se hará en toda la tesis de la teoría será puramente algebraico, traba
jaremos solamente con los generadores infinitesimales de los grupos y utilizaremos las 
álgebras que satisfacen en términos de relaciones de conmutación. En este sentido nos 
apartaremos del tratamiento al estilo Hamcrmesh 1 sin embargo, en Chen (3] Capítulo 
V se encuentra una excelente referencia básica para el trabajo <le esta tesis. En el 
capitulo VII del mismo libro se hace un análisis detallado de los grupos unitarios; en la 
sección 1 de dicho capítulo aparece la relación de conmutación básica que obedecen los 
generadores de estos grupos a la cual haremos referencia en el trabajo para encontrar 
el grupo de simetría en cada uno de los problemas que se tratarán. 

En física generalmente se utiliza el grupo SU(n) ,el cual consiste en la matrices 
unitarias complejas con determinante l. Sin embargo, en muchos de los teoremas y los 
cálculos de la teoría. de Grupos aparece el grupo U(n) de matrices unitarias (den 
dimensiones) , que es más general que el anterior, aunque no aporte más información 
físicamente relevante. En términos de generadores, los de SU(n) son los de U(n) pero 
sin traza, y son n 2-1 encontraste con los n 2 de U(n). Entérminosdediagrn.masde 
Young (que veremos en el capítulo 2), In diferencia entre las representaciones de ambos 
grupos está solamente en las columnas con n cajas. Es decir, las representaciones de 
U(n) en las que aparecen columnnR de n cajas son equivalentes a las representaciones 
de SU(n) correspondientes al diagrama que resulta de eliminar dichas columna.'I. De 
hecho, es posible demostrar (Chen cap. VII) que cualquier eigen-función .¡.(•) que 
pertenece a la rep. { v} de U ( n) pertenece necesariamente a una representación 
irreducible de SU(n), aquello. cuyo diagrama de Young se obtiene del correspondiente 
a la representación de U(n). A lo largo de la tesis se manejará. indistintamente a. los 
grupos U(n) y SU(n), pero queda garantizado por la teoría que los resultados son 
los mismos, con la salvedad que acabamos de mencionar. 

En los dos primeros capítulos se tratarán temas que son de interés en física nuclear. 
El marco general de lo que se hará en ellos será el modelo de capas para el núcleo, en 
el cual juegan un papel básico los niveles de energía N de un oscilador armónico 
tridimensional. El modelo microscópico de referencia será entonces el de un conjunto 
de partículas (hosones o fermiones} 'embebidas' en una capa N del potencial común, las 
cuales a su vez interactúan mutuamente bajo la. acción de un potencial indeterminado. 



En el tercer capitulo nos ocuparemos del papel que juega In teoría de Gn1pos a 
nivel fenomenológico en la física. de partículns. Dejaremos de Indo el estudio de los 
estados excitados de los bnrioncs lo cua1 1 como se verá, sería una extensión directa del 
trabajo que se hace en este capítulo. 

Pese a que los temas a tratar son bastante diferentes, se hará uso a lo largo de 
todo el trabajo del método algebraico ele 'segunda cunntización', a través del cual se 
puede convertir un problema de ecuaciones diferenciales con variables continuns en un 
problema algebraico susceptible de resolverse de manera sencilla empicando teoría de 
Grupos. Una justificación de la validez de este método se da en el libro de M.Moslúnsky 
[4) y aquí sólo se hará una mención de ella. 

También se puede ver que surgen operadores bosónicos de creación y aniquilación, 
de manera natura1 1 como los coeficientes de un desarrollo en serie de Fouricr para la 
función de estado de un sistema. Sin embargo1 el enfoque de esta tesis será el de Moshin
sky, en el cual se interpreta un operador de creación como una partícula física con 
propiedades definidas, y un operador de aniquilación como su conjugado hermiteano1• 
Para ilustrar el modelo de capas se estudiará un sistema ele N fenniones confinados 
a ocupar una sola capa principal de un oscilador armónico tridimensional y que están 
interactuando a.través de fuerzas centrales de tipo gaussiano y de Yukawa. Se encon
trarán los cpectros de energía y las eigcnfunciones correspondientes y se analizará el 
comportamiento del espectro respecto a un parámetro de intensidad de las interacciones 
mencionadas. 

Como ejemplo del procedimiento matemático que se utiliza en el modelo de bosones 
interactuantes introducido por Inchello y Arima. se considerará un sistema de N 
bosoncs con momento angular uno (bosones p) . Determinando el potencial general 
que puede asociarse n. cualquier interacción entre los bosones que sen invariante ante 
rotaciones; encontrando su espectro de energías y sus correspondientes eigenfuncioncs. 
También se calcularú.n transiciones electromagnéticas cuadrupolares entre los estados 
utilizando la forma explícita de las funciones de onda encontradas. 

En el campo de las partículas se tratarán los temas siguientes : 

1) Simetrías internas de la interacción fuerte. 

ii) El modelo de quarks . Restringido a solamente tres tipos de quarks ( u,d,s ). 

iii) Fórmula de masas de Gellmann-Okubo. 

Se hará un modelo fenomenológico que describe el espectro de masas de los bariones 
utilizando la simetría dinámica U(6). También se obtendrá la. base completa de estados 

I Dicho en lérmino1 mú formales: El mélodo de 1eft11nda cuanll:&acl6n "es un formalh1mo matem,tico 
e• el cual ion precln.mente 10:11 números de ocupación (y no las coordenadas o l~s proyecciones de lo• 
e.pines de la• partlculu) lo• que de1empeñan el papel de variables Independientes (5J. 
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portando esta simetría y con ello. se calcularán los valores de los momentos magnéticos 
de los bariones y sus proporciones, los cuales han sido un soporte más para la hipótesis 
de confinamiento del color. 

En cuanto a la manera de organizar la bibliografía en este trabajo, debemos co
mentar lo siguiente: Aunque algunos de los textos a los que se hará referencia fueron 
utilizados a lo largo de todo el trabajo, daremos, por facilidad de manejo, una referencia 
bibliográfica para cada capítulo. De tal manera, cuando se mencione un libro citado 
previamente, sólo escribiremos el nombre del autor, seguido de los datos específicos de 
la referencia en cuestión, v.g. capítulo, sección, página, ecuación, cte. Como es usual, 
se hará referencia a la bibliografía con números entre corchetes. 
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SISTEMAS DE BOSONES INTERACTUANTES 

1 Introducción 

Como ya hemos dicho, en el presente capítulo y en el siguiente trabajaremos en temas 
'que tienen aplicación en física nuclear. En la sección 5 nos referiremos con más detalle 
al Modelo de Bosones lnteractuantcs propuesto por lachello y Arima. Aquí haremos 
una breve referencia al problema microscópico antes de comenzar con cálculos que 
pertenecen propiamente a un modelo de bosoncs previamente establecido que en nuestro 
caso será simplificado y para el cual no tendremos una referencia física cóncrcta. 

El Modelo de Bosoncs Interactuantcs (IBM) da una buena. descripción de los es
tados colectivos de núcleos medianos y pesados. El hecho de que el Hamiltoniano en 
este modelo conserve el nl1mcro de bosones (c.f. el Hamiltoniano que obtenemos en 
la sección 2 de este capítulo) sugiere que estos bosones representen de alguna manera 
pares de nucleones. De hecho, en los modelos propuestos, al menos en los más simples, 
se proponen bosones que representan pares protón-protón ó neutrón-neutrón. Sin 
embargo, lograr una perfecta coherencia entre la imagen microscópica del núcleo como 
un sistema de muchas partículas que además tienen espín, y el modelo algebraico de 
bosones interactuantcs aún en su formn más simple (bosoncs " y d como se verá en la 
sección 5) resulta una tarea complicada que abarca toda una línea de investigación con 
la literatura correspondiente. 

Como es bien sabido, el modelo de capas es una buena aproximación a la com
plejidad del problema de muchos cuerpos que presenta el núcleo. En núcleos ligeros, 
y en núcleos pesados con configuraciones cercanas a las de capa cerrada, el modelo ha 
permitido obtener exitosos cálculos de niveles de energía y probabilidades de transición. 
Esto se ha logrado utilizando interacciones de dos cuerpos y operadores de partícula 
independiente para las transiciones electromagnéticas. 

Sin embargo, en los casos en los que el número de nucleones de 'valencia' (ver 
sec. 5) es grande, la aplicación directa del modelo de capas se toma prácticamente 
imposible. Tomando en cuenta todo el espacio de Hilbert que en principio implica el 
modelo, se observaría que mucha de Ja información incluye estados de muy alta energía 
en los que juegan un papel muy importante lns configuraciones excitadas. Sin embargo, 
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generalmente interesan sólo los niveles de más baja energía, lns cuales muestran una 
estructura simple y regular. En la ref. [7] se ilustra, con ejemplos concretos para 10 
y 12 neutrones de valencia, cómo la dimensión del espacio a considerar prohibe defini
tivamente cualquier cálculo en el modelo de capas. Entonces se debe introducir algún 
esquema de 'truncamiento', o dicho de otra forma, un esquema de 'acoplamiento' que 
aporte una descripción simple pero adecuada· de los niveles mM bajos. Esta descripción 
se tiene con el IBM cuya imagen microscópica resulta ser entonces el modelo nuclear 
de capas (como lo manejaremos en este trabajo). El IDM ha mostrado ser eficnz en la 
descripción de estados colectivos de baja energía en términos ele hosones con momento 
angular O y 2 (ver sec. 5). El modelo asigna parejas de nucleones de valencia 
idénticos (protones por una parte y neutrones por otra) acoplados con ¡P =o+ y 2+ 
a bosoncs ~ y d respectivamente. Esto implica dos cosas: 

i) La imagen fermiónica de los bosoncs (los pares acoplados) debe satisfacer rela
ciones bosónicn.s de conmutación (descritas en la siguiente sección). 

ii) Los estados colectivos del m'1clco serán descritos tan bien como sea posible en 
términos de estas superposiciones tipo S y D de operadores fermiónicos, pero es de 
esperar que el modelo tenga limitaciones. 

Respecto al punto (ii), es interesante señalar el tipo de problema que se presenta. 
La prescripción más simple para escoger los pares a acoplar es diagonalizar el Hnmil
toniano para nucleones idénticos 1frr (T = v ó n-) en el espacio de configuraciones de 
dos partículas y luego identificar los eigenvectores de menor energía de dos partículas 
acopladas a o+ con el par. S y los cigenvectores de menor energía acoplados a 2+ con 
el par D. Los operadores S y D de pares así formados crean los estados de mínima 
energía en la ausencia de otros pares. Pero surge la pregunta de qué ocurre cuando 
existe más de un par de partículas. El problema es si es posible reproducir el proceso 
de 'acoplamiento' entre los pares mismos de manera que las interacciónes mutuas que 
estos sufren sean manejables de la misma manera que la interacción nucleón-nucleón, 
con la consecuencia de que el acoplamiento entre pares resulte en estados de mínima 
energía. Dada la propiedad de aparcamiento de las fuerzas nucleares, resulta que la 
interacción entre pares semejantes es muy débil. Sin embargo, se ha demostrado que 
es posibla realizar una renormalización entre pares neutrónicos y protónicos ya que la 
interacción entre estos resulto. ser bastante fuerte. En este sentido se pueden esperar 
resultados importantes aplicando este procedimiento de pares S y D en sistemas que 
involucren neutrones y protones de valencia. 

Considerando los dos puntos anteriores, vemos que se tienen entonces dos prob
lemas por resolver: el primero es encontrar un mapco bosónico, y el segundo es el de 
optimizar el truncamiento del espacio fermiónico.a mapear en el espacio bosónico. No 
hablaremos de estos problemas ni de las técnicas que existen para resolverlosl, pero 

l Como ya dijlmo•, exi•&e toda una literatura al re•pedo, además de la rel. [7), podemo1 recomendar 
[8) , y e1 excelente arHculo de revi1ión de Kleln y Mauhalek {9] • 
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diremos que éstas básicamente se subdividen en dos tipos: Aquellas que realizan el 
truncamiento antes de la 'bosonización' y las que lo hacen a la inversa. 

En este capítulo estudiaremos un sistema de bosoiies con momento angular l = 1, 
para ésto consideramos un Hamiltoniano general constituido por interacciones de uno 
y dos bosones en el esquema de segunda cuantización. 

El objetivo es indicar los pasos a seguir para identificar la estructura de grupos que 
está asociada a sistemas de muchas partículas y así descubrir la existencia de simetrías 
dinámicas asociadas al Ha.miltouiano completo o a parte de él. Este análisis pennitc 
obtener el espectro de energía en forma analítica o al menos proporciona una base 
completa de estados, por medio de los cuales es posible diagonalizar el Hamiltoniano. 

En el párrafo rulterior se han introducido conceptos como esquema de segunda 
cuantización, estructura de grupos y simetría dinámica que aclararemos en el desar
rollo de este capítulo. Primero daré un breve resumen del formalismo de segunda 
cunntización, para aplicarlo posteriormente ni problema particular que nos interesa. 
Una vez que hayamos obtenido el Hamiltoniano en términos de operadores bosónicos 
con momento angular 1, determinaremos su estructura de grupos¡ las simetrías dinámi
cas asociadas y el correspondiente espectro de energías. Finahncnte se harán algunas 
consideraciones acerca del método general y sus aplicaciones en el campo de la física 
nuclear. 

2 El esquema de segunda cuantización : 

Básicamente, este método se utiliza para estudiar sistemas de muchas partículas en 
mecánica cuántica no-relativista, para estos sistemas el problema fundamental consiste 
en resolver la ecuación de Schr8dingcr: 

~fJfJ>l' (r, t) - ~V'2 >l'(r', t) + V(T; t)>l'(T; t) =O. 
1 t 2m 

(I.2.1) 

La función de on<la 'P representa el estado del sistema de partículas, siendo V la 
energía potencial (que puede incluir interacciones entre las partículas además de un 
potencial común o. todas ellas). 

La idea es cambiar el espacio de objetos con los que se trabaja. En lugar de tratar 
con funciones definidas en un espacio continuo de coordenadas, se representará el cstnr1o 
del sistema en términos de operadores de creación (bosónicos ó fcrmiónicos) actuando 
sobre un estado que se define como de "vacío". A este nuevo espacio se le conoce 
como 'espacio de Fock'¡ de manera que reemplaza al espacio de Hilbert de funciones de 
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estado.Cada elemento en estos espacios representa un estado del sistema que se estudia. 
Cada uno de estos operadores crea una partícula (bosón ó fermión) en un estado de 
partícula independiente bien definido. A continuación nos enfocaremos a estudiar un 
sistema de bosones p (/ = 1) que se encuentran bajo la acción de un potencial común 
U y Jos cuales además interactúan por pares através de un potendal V;;; así el 
Hamiltoniano esta definido por la expresión 

n p2 n 
H = L[(.!..L)+U;) +E V;;. 

i=I 2m i<j 
(1.2.2) 

Vemos que H está formado por la suma de operadores de uno y dos cuerpos: 

n 2 
w =E [(EL)+ U¡) 

i=l 2m 
Í:JV¡;-
i=I 

V ='t·.vi)!~ 
i<j 

que de acuerdo con Moshinsky [!],en segunda cuantizacl6.n estos operadores toman la 
forma siguiente: · 

w =E (pi W¡ ¡p') btll'', 
p,¡I 

V = ~ E ( PliP2 I V12 lp'1 ;/2) bt, bf,. 11''• 6"•, 
p¡,p'¡,1>2.1"2 

(I.2.3.a) 

(1.2.3.b) 

donde los indices p¡, p1 ¡ denotan el conjunto de números cuánticos que caracterizan 
los estados de partícula independiente. Se puede demostrar con las relaciones de con-

mutación generales de los operadores bosónicos bt, que los elementos de matriz de los 
operadores así definidos entre dos estados cualesquiera del sistema, son iguales a los 
obtenidos en Ja representación del espacio de Hilbert de funciones de onda. 

3 Modelo de Bosones P 

En el caso que trataremos ea este capitulo, que es el de operadores bosónicos de mo
mento angular 1, o bosones p, el Hamiltoniano puede escribirse como sigue: 



Bosones p 

+ 2 E ( vlq¡;vlq2 f V12 I vlq1¡; vlq~) bÍ9,hf9,b1'1\blq!, • 
911921~1.tz 

, 9 

(1.3.1) 

Por simplicidad supondremos que los bosones p se mueven en un potencial común 
de oscilador harmónico, caracterizándose entonces el índice p por {vlm}, donde v = 
1 denota al número de cuántos, l = 1 el mrimento angular y m su proyección. De 
acuerdo al esquema de segunda cunntización tendremos una equivalencia con el estado 
correspondiente en el espacio de Fock que queda expresada por : 

El estado de vacío J0) se define de la siguiente manera: 61910) =O, para toda q y 
los bosones p satisfacen lns regln.'> de conmutación siguienlcs: 

(1.3.2.a, b, e) 

Es inmediato mostrar que los operadores e( = hfqb1'1', cumplen c~n las rel~cioneS 
de conmutación: 

¡c(,cr,'1= c~"ó,( - cf.ó(', 
que caracterizan a un álgebra unitaria en tres dimensiones, U(3). Utilizando las rela
ciones (1.3.2) es fácil ver que el Hruniltouiano (l.3.1) puede escribirse en términos de 

los operadores e (. 
Cuando un operador está formado por combinaciones de los generadores de un 

grupo .o sus potencias, y resulta que conmuta con todos los generadores de dicho 
grupo, entonces se dice que este operador es invariante y se le conoce co~o operador 
de Cwimir. La importancia de estos operadores radica en que dada su propiedad, 
permiten clasificar los estados de un sistema en sub-espacios o multipletcs caracter
izados por determinados números cuánticos (que son los eigen-valores de los estados 
respecto del conjunto de los operadores de Casimir), los cuales son invariantes ante la 
acción de los generadores del grupo. Entonces, diremos que un Hamiltoniano posee 
una cierta simetría dinámica cuando sea posible escribirlo en términos de operadores 
de Casimir asociados a un cierto grnpo de simetría 1 y sus subgrupos. En este caso, 
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será. posible escribir el Hamiltoniano en forma diagonal en la bnse de estados definida 
por los multipletes asociados a estos operadores invariantes. 

A continuación demostraremos que el Hamiltoniano para un sistema de n bosoncs 
p cuyas interacciones son escalares ante rotaciones (V;; conmuta con cualquier operador 
O de rotaci6n del espacio) puede escribirse en términos de los operadores invariantes 
de Casimir de la cadena de grupos: 

U(3) :::> 50(3) :::> S0(2). 

Para encontrar el espectro de energías del Hamiltoniano tendremos que encontrar una 
base de estados que porte la representación irreducible de dicha cadena en términos de 

los operadores bosónicos bl
9 

definidos antcrionnentc. 

Introduciendo el operador de número Np tenemos: 

W= E ( vlq 1 W¡ 1 vlq1
) btq b1q' = Evl E btq blq = Evt Np, 

q,q' q 

donde Eµ 1 es el valor de la energía. del nivel v 1 en el espectro de una. sola. partícula, 
o energía de bosón independiente. Se puede demostrar fácilmente que el operador N'p 
definido anteriormente, conmuta con todos los operadores e( , con lo que tenemos 
un operador de Casimir de U(3). Utilizando lo. invariancin. ante rotaciones (simetría. 
rotn.cionel) del Ha.miltoniano podemos reordenar las sumas que tenemos en la cc.(1.3.1) 
en términos del acoplamiento entre loo vectores: { lvlq1); lvlq2)} y { lvlq\); lvlq~)} 
y obtener la siguiente expresión para V : 

V=~ E L {(1,q1;l,q2IJM)(l,q\;l,q~IJ'M')• 
91,q2,9{.~ J,M,J',M' 

(1.3.3) 

con los símbolos (; 1 ) denotando a los coeficientes de Clebsch-Gordan del grupo SU(2). 
Dada la simetría de V, el elemento de matriz es independiente de M ·y M 1

1 y además 
debe ser cero entre estados con distintos momentos angulares J y J 1• Podemos entonces 
escribir, utilizando el Teorema de Wigncr-Eckart para V12 un tensor escolar: 

l E•ta e. la definición de •imetrC• dln4mlca que Hi maneja en el libro de lachello y Arlma (-4) y que 
adopta.remo• ea ate trabajo 
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donde ( 11 11 ) es el elemento de matriz reducido de V12 que depende en general de v 
y de J y que denotaremos por el símbolo V11 JJ • Por lo tanto podemos escribir la 
expresión (1.3.3) como sigue: 

V =~E v,..1; ( bf xbt J:{, ( bxb f M , 
J,M 

donde utilizamos lns definiciones 

( bt xbt lir = E (lq¡;l~;JM) bfq1bfq, , 
91192 

( bxb JJM = ~ (lq¡; lq2;JM) blq1blq2 • 
9'119'2 

Para que los operadores bosónicos de aniquilación tengan las mismas propiedades 
de transformación ante rotaciones que los opera.dores de creación, introducimos los 
operadores definidos como sigue: btµ = (-1)µ bt,-1, • De esta manera podemos acoplar 

los tensores ( bfxbf J:{, y [ bxb J:{, , en la forma siguiente: 

V = ~ ~ ./2J + 1 V,..IJ [ ( bf xbf J:{, X (bxb ):(¡ n: , (1.3.4) 

reftejando el acoplamiento a momento angular total cero el hecho de que V debe ser 
un escalar ante rotaciones. 

Ahora vamos a introducir una notación que ayudará a simplificar los resultados 
y al mismo tiempo escribir V en términos de operadores de Casimir; así definimos los 
operadores g ¿ Y :15. : 

(1.3.5.a) 

(l.3.5.b) 

con L =O, 1, 2y>.=0,1 1 2. Los operadores anteriores están relacionados a través de 
un coeficiente de reacoplrunicnto de momentos angulares, un símbolo 9-J, y tomando 
en cuenta las reglas de conmutación entre bt y b podemos establecer la expresión: 

<h= E (2L+1)(2A+1)(~ i i
0
)J:i -(-1¡LJ

2
L+

1,v¡, 
~=0,2 ,\ ,\ 3 

(1.3.6) 
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Como g 1 = O, porque únicamente son diferentes de cero los acoplamientos entre 
dos bosones de creación o de aniquilación a momentos angulares pares, del sistema de 
ecuaciones (1.3.6) se puede despejar 72 en función de Jij y .1j y determinar las relaciones 

1 2 
!i'o = 3.NP + .1ii + v'3 Ji' 

y 

Los operadores de Casimir de la cadena U(3) :::> 80(3) están dados en términos 
de J5. por: 

{l.3.7a,b) 

La obtención de estas ecuaciones se hace en el apéndice 1 de este cnpítulc>;;~:·-

Substituyendo las ecuaciones (1.3. 7) en las expresiones para Q'o y !i'2 y éstas en el 
Hamiltoniano obtenemos 

i N¡,CA'e + I) c2 i 2 ,,,, 4 c2 
Hv1 = Ev1A'e + 2 Vvw { 3 - 3) + 2 Vv12 { 3;vµ- 3.NP+ 3) . (1.3.8) 

Hemos logrado escribir el operador H111 en términos de los operadores de Casimir 
de la cadena U(3) :::> S0(3). Esto nos permite inmediatamente encontrar el espectro de 
energías de un sistema de N bosones p en interacción, cuya forma explícita depende de 
los valores seleccionados para las interacciones de uno (Evt) y dos bosones (V,.,10 1 V,..12). 
Lo anterior únicamente requiere conocer la regla de ramificación de U(3) a S0(3)¡ que 
en este caso corresponde a la bien conocida relación entre el número de cuántos y el 
momento angular de un oscilador armónico en tres dimensiones. 

La ecuación ( 1.3.8) puede reescribirse de manera que se exhiban claramente los 
operadores de Casimir de la cadena, .con lo que la energía quedaría en términos de 
coeficientes asada.dos de manera unívoca a cada uno de ellos 

{1.3.9) 

Los parámetros K¡ están relacionados a los elementos ele matriz de uno y dos 
bosones de acuerdo a 
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(1.3.lOa) 

" ~·;, . ' ' .·~· 

1 .·e 1 ·•. -
"2 ¡¡Vvto + 3Vv12 , (1.3.lOb) 

1 
"3 = + ¡¡(Vvt2 - VvtO , (1.3.lOc) 

Si con nuestros bo.'iones p buscamos describir el espectro de núcleos par-par1 de 
acuerdo con el modelo se tendrían que ajustar los parámetros tt¡ para lograr repro
ducir la información experimental disponible. En principio, y de acuerdo a como se 
aplicó originalmente el modelo, solamente en este punto podríamos decir si los bosones 
p son o no una buena aproximación al problema. En las figuras 1.1 - 1.3 ilustramos 
los espectros de energía que se obtendrían para distintas elecciones de los parámetros 
Vv10 y Vv12 • En la fig. 1.1 vemos claramente cómo la energía del estado base del 
sistema de bosones describe una parábola de concavidad negativa respecto del número 
de bosones; si nos fijamos solamente en el espectro de excitación, se ve también muy 
claramente que es el de un rotor rígido cuyo momento de inercia estaría asociado a la 
constante ~3· Estos además se superponen para N par e impar separadamente. Nue
stro modelo entonces limita los estados excitados accesibles, lo cual sería un resultado 
susceptible de verificar experimentalmente. La flecha que aparece en la figura junto a la 
etiqueta 'momento angular' indica el sentido en el que crecen los momentos angulares 
del sistema, para cada N, a partir del vnlor correspondiente al estado base, que según 
las reglas que hemos encontrado, es cero para N par y uno para N impar. 

En la fig. 1.2 se han cambiado los parámetros, de manera que los espectros de 
excitación son de tipo rotor rígido pero invertido: el estado de máxima energía resulta 
ser el de menor momento angular, al contrario de lo que se observa en los espectros de 
la física nuclear. También observamos que los espectros de excitación pares e impares 
se superponen separadamente. La figura 1.3 repite básicamente las características de 
la figura 1.1 pero ahora, como los valores de los parámetros se han escogido pequeños, 
se ve que la. interacción no alcanza a reducir por debajo de cero la energía de 'amarre' 
(energía del estado base). 

Ahora determinaremos las correspondientes eigenfuncioncs1 las cuales son nece
sarias si se quieren evaluar valores esperados de observables de interés, como por ejem
plo: probabilidades de transición y mome°;tos magnéticos. 

Deseamos constn1ir los estados base de la cadena de grupos : 

U(3) ::> S0(3) ::> S0(2) . 
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La base está caracterizada por los números cuánticos asociados a los operadores 
de Casimir de cada uno de los grupos que conforman la cadena, a saber : 

N .... Número de partículas ( bosones con i = 1 ) .. 

L -t Momento angular total del sistema . 

M -. Proyección del momento angular . 

De tal manera que el estado está definido por el ket IN LM), el que debe satisfacer 
las ecuaciones 

Np INLM) = N INLM), 

C.2 IN LM) = L(L + 1) IN LM), 

c., INLM) = M INLM). 

Los estados que buscamos son polinomios P en los operadores bf_1,bfo1 bf1 
actuando sobre el estado de vacío definido anteriormente 

donde claramente el número N será el grado del polinomio 1'N LA!. 

Siguiendo el procedimiento usual de construcción de estados que son base de las 
representaciones irreducibles de cadenas de grupos ( 2 1 3 J, buscamos primero el estado 
de mtkimo pt:3a1 que denotaremos como P N L ¡ al mismo tiempo encontraremos la regla 
que nos permite identificar los valores permitidos de L para una N dada. El polinonúo 
de máximo peso debe satisfacer Jas siguientes ecuaciones : 

C.+ PNLIO) =o 
C., PNLIO) =LPNLIO) 
Np PNLIO) =NPNLIO) 

{1.3.lla) 
(1.3.llb) 
{1.3.llc) 

Para resolyer estas ecuaciones primero escribimos los operadores C.+,.C.z,C.-, y Np 
de manera explícita en ténninos de b f y b 

" - bf bl-1 + bf blO + bf bll .IVp - -1 10 11 ' 

.C+ = -bf ob1-1 - bÍib10 

c. - bf 611 bt bl-1 r- 1 - J-1 ' 

e,_ = hÍ-1 b'º + bÍobll , 
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donde hemos desarrollado la ecuación (1.2.3a) sustituyendo los operadores que nos 
interesan en lugar de »\ y hemos evaluado los elementos de matriz correspondientes 
utilizando el teorema de Wigner-Eckart. Para realizar las manipulaciones algebraicas 
en forma simple, dadas las relaciones de conmutación (1.3.2) , podemos hacer la iden
tificación 

Para N = 1 obtenemos el polinomio de máximo peso, P 11 = bf 1 que satisface 
las ecuaciones (1.3.11) con L = l. Si N = 2 se tienen combinaciones de productos 

bf mbtm'' que pueden expresarse en términos de los polinomios de grado 2 que denotamos 

como sigue: [bf x bfJ;{1 , donde de acuerdo a (1.3.2) J esta restringida a tomar los 
valores O y 2 . Así, estableciendo In correspondencia [ b t X b f D;{t -+ ( J, M) tenemos 

(2,2) -bf1bf 1. 
(2, 1) - bÍib!o , 
c2.o) -bfu2 +2bl1bL. 

c2. -1i bL bt0 . 
c2.-2i bLbL. 

co.oi bt0
2 

- 2bt1bL. 

Todas las expresiones anteriores satisfacen la ecuación (1.3.llc) con N = 2, aunque 
únicamente las combinaciones ( O , O ) y ( 2 , 2 ) cumplen las relaciones (1.3.lla,b) 
con L =O y L = 2, respectivamente•. Entonces los polinomios de máximo peso para 
N = 2 están dados por: 

P20 - (O, O) ; P22 - (2, 2), 

que son los dos únicos valores posibles de L para un sistema de dos bosones p. 
Sin embargo es importante señalar que la combinación (2 12) se puede generar con el 

producto bt1bf1 . 

En general el polinomio de máximo peso de N bosones p lo podemos escribir 

• Se puede 'é'erlficar que : ('Z,OjO,O} = (OJ(b1º2 + 2111- 11111 ) (1if0 
2 

- 'Zbf1bf_1 )lo)= O 
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t 
PN - (bt )N P( (O,O) ~) JO) (1.3.12) 

- u (bf 1>2 • bt¡ • 

ya que eo directo mostrar que este polinomio cumple la relación (1.3.llc) lomando en 
cuenta que 

Nj,= E bf9 ~ 
r-o-1,0,I 8b 19 

Explícitamente, primero se obtiene que Nj, (bÍi)N = N(bf 1¡N y después que: 

t OP Ox OP 8y 
.Nj, P(x,y) =E b¡q {a;;-t + Oy-f } ' 

q 8b19 8b19 

(1.3.13) 

1º& 6t . . ... 
donde se definieron z = f .. T,"i e y = J'1 . Efectuando las derivadas de x e y con respecto 

(611 )' 611 

a las variables bf 9 y substituyendo el resultado obtenido en (1.3.13) se concluye que 

aP{ t bt ~} +a -buñ + t = o. 
Y (bu) bu 

Por lo tanto hemos demostrado que P N es un polinomio homogéneo de grado N, ésto 
es, 

Ahorn veremos si cumple la ecuación (1.3.lla) : 

t a t a t N 
{ b10-t- + bu-t } (bu) P(x,v) = o, 

élb1_ 1 élb10 

donde la forma explicita de C+ fue utilizada. Realizando las derivadas en la expresión 
anterior y simplificando se obtiene ~ = O . Por lo tanto hemos mostrado que P sólo 
puede depender de x . Entonces podemos proponer la forma siguiente para el polinomio 
de máximo peso : 
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Es inmediato encontrar el grado del polinomio N = n 1 + 2n2 . Para determinar su 

momento angular hacemos notar que .Co bt¡ = hÍ1 , y que .Co (O, O) =O, implicando 
entonces 

y así podemos escribir : 

PNL =AN¿(bÍ¡)L(o,o)~. 

con ANL un factor de normalización. Recordando que (0,0) = L:9 bf
9
b1• = (bf ·bf), 

podemos expresar el estado de máximo peso de un sistema de N bosoncs p como sigue 

(1.3.14) 

Es importante señalar que las relaciones anteriores indican que N-L debe ser un 
número par. 

Para obtener una proyección arbitraria o sea el estado 1 N LM) podemos utilizar 
el operador .C,_ y actuar con él L-M veces sobre (1.2.14). Primero encontraremos la 
acción de .C- sobre (bf · bf) 

= 2bL bj0 - 2bf0bL =o , 

que da cero, como se esperaba ya que está formado por un producto escalar. Entonces 

ni actuar con .e_ sobre P N L 1 O) sólo afectamos ni término (bJi)L . Para determinar 

la acción de .e_ sobre (bj1¡L, calculamos los conmutadores: 

De tal manera q11c ( bf 1) Les un tensor esférico de orden L y proyección L, que en 

forma wuiloga a la componente x11 del vector de posición es proporcional al armónico 
esférico sólido Yf (r), esto es 
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Esto nos lleva a escribir el estado general de la siguiente manera 

donde sólo nos falta encontrar el factor de normaliznción AN L· Este coeficiente real 
está determinado por la expresión 

(1.3.15) 

ya que el factor AN L evidentemente no depende de M puesto que si 1 N LL) es un 
estado ya normalizado, el operador C,_ da por resultado estados también nonnaliztidos 
si Jo multiplicamos por el factor 

{ 
2 (L +M) ! } 112 

(2L) ! (L - M) ! . 

A contin.uación damos los rcs.uHados •.iguientes [lOJ 

i) (b·b)(bl.bf)K =(bf.bf)K(b·b)+ 

+4K(bt:bt¡K.:.1(bl. bJ + 

+2K(2Kfl)(bf ·bf¡K-I, 

ii) (bl. b) Yf(bl) 

iii) (b · b) Yl{bl) o. 
donde la última ecuación se debe a que (b · b) es el operador de Lnplace en este 
espacio de Fock y precisamente el que su acción sobre la Y/: de cero lo define como 
un polinomio armónico. Substituyendo estas expresiones en (1.3.15) obtenemos 

Si definimos la función g(K,L) como sigue 
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se Obtiene ·d~Ja ·~~u~i6ii: (1.3.16) ·f~· sig.tien.t·e rcl~cióÓ: d~· ;~~·~xTell~ia+ ·, . 
. g('Jc,L) = 2K(2K+2L+l)g([(-Ó,¡':; 

que pued; ~~~!verá~ e~' f ornla inniecllBta 
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La función g(O,L) se calcula utilizando.hi !Órma'eiéplí~Íta :~~I armónic() ;,sférico 
sólido, esto es , " . ,., y ,~:,~;~'Lil~l~·~::::;'::·~'¡t;~-> -;:~.;-'. --

.0,L) - '",; '''~, :L,, ,;f~¡J·i·l;~\~rtf~.tF:r 
Así, podemos escribir IOs--eigeáestaclos nOrmaliz~dOS 'dC~:Sistc'iiia·t;;rno·~~¡gu~~: __ 

-=-·-«;y·-~'~--co-;::',o.!- --··'e"'"'"·· - -

'Jf:. 

Del coeficiente de normalización para nuestros estados~ y de la e>eprcsión para 

(bÍ1lL podemos calcular el coeficiente ANL: 

- _ _!_ (2L+ 1)! 1/2 
ÁNL - L!{(N-L)!!(N+L+l)!f2L} 

Con lo cual hemos completado nuestro problema para el caso de bosones p. Hemos 
encontrado que se cumplen las siguientes reglas entre los números cuánticos N , L , y 
M . 

L - N {O siNespar 
- ' N-2 ' N-4 ' · · · ' 1 si N es impar 

M = -L , -L+l , ... , L-1 , L . 

Podemos entender la restricción impuesta sobre L en términos de N demostrando 
que cuando acoplamos N bosones con momento angular 1 a un estado colectivo con 
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momento angular L, la paridad de L debe ser igual a la de N. Debido a que 
los operadores bosónicos conmutan entre si, y por las simetrías de los coeficientes de 
acoplamiento, cuando tenemos estados de bosones p con momentos L 1 y L2 de 
paridad opuesta, sólo pueden acoplarse a un estado con L impar¡ y si tienen la misma 
paridad sólo pueden acoplarse a L par. Ahora procedemos por inducción; supongamos 
que para N = K bosones p, el momento angular total L debe tener la misma paridad 
de K . Consideremos K+l bosoncs p. Acoplamos cualesquiera 2 y obtenemos K 
momentos angulares; uno de estos momentos debe ser par (0,2) ya que es el resultado de 
acoplar dos bosoncs p. Si los bosoncs restantes se acoplan a momento impar, sabemos 
que el momento total debe ser impar. Pero esos J(-1 restantes se acoplan a momento 
impar si K-1 es impar (por hipótesis de inducción). Entonces K+l debe ser también 
impar; aaí que 9i K+l bosones se acoplan a L impar, entonces K+l es impar. 
El argumento es anR.logo si los K-1 bosones que restan se acoplan a momento par¡ 
entonces L debe ser par1 pero por hipótesis K-1 debe ser también par y entonces 
K+l es par. De aquí se sigue el resultado. 

4 Transiciones y momentos cuadrupolares 

Una vez que hemos determinado las funciones de onda para estados ele N bosones 
p, ya podemos calcular elementos de matriz y transiciones de los operadores físicamente 
relevantes. Especial importancia tienen, sobre todo en la física nuclear, la evaluación 
de las transiciones electromagnéticas. Las transiciones electromagnéticas están carac
terizadas por operadores multipolares que se trnnsfonnan como tensores pertenecientes 
a una representación definida L de S0(3) [4) . El conocer las propiedades de transfor
mación ante rotaciones de los operadores de transición es útil en dos sentidos: 

i) Permite obtener reglas de selección y 

ii) En ciertos casos permite calcular explícitamente sus clemcnt~dc matriz entre 
dos estados definidos del espectro de energía del sistema físico bajo ~tuclio. 

Ilustrando estos dos puntos calcularemos en esta sección las transiciones y mo
mentos cuadrupolares que caracterizan al sistema de bosones p . En general, para un 
sistema de bosones de mo1nentas angulares 11 11, podemos escribir al operador multipolar 
de orden Len la forma siguiente : [4) 

r,(L) 
µ ... , (1.4.1) 



Trans, cuadrupolares 21 

donde se ha cortado In. serie hasta términos que incluyen un sólo cuerpo {un bosón de 
creación y uno de aniquilación). La razón para esto último es simplificar los cálculos, 
pero de manera general podemos construir tensores de rango arbitrario que pertenez
can a la misma representación L de 50(3) . Estos términos de orden superior que se 
han suprimido se incluyen en cálculos más detallados que buscan una mejor aproxi
mación a las transiciones de espectros nucleares. Entonces esperamos que los coefi

cientes t~f,), t~f,~11 , etc. decrezcan en magnitud de tal forma que al truncar la. serie no 
se pierda información relevante. En la reí. [4] , sec. 1.4.4, se hace un breve análisis 
de estos términos de orden superior, para el modelo de bosones s y den interacción. 

El operador de transiciones cuadrupolares corresponde a la representación L=2 1 

y que es proporcional al operador cuadrupolar (ver apéndice 2.2) que además es un 
generador de U(3) : (5] 

rJ2> =<>Q2µ 

=a ~ ¿; (1 9
1;2 "11 9") btq',¡;q, V3 q'q" 

= a(bl X b)l, (1.4.2) 

donde los operadores bf q denotan a los hosones p que hemos utilizado a lo largo de este 
capítulo, pero que por simplicidad hemos eliminado el índice del momento angular. 

Ahora bien, por el teorema de Wigner-Ecka.rt los elementos de matriz del operador 
cuadrupolar están dados por: * 

(NL'M' 1Q2¡•1 NLM) (L M;2 µIL' M') (NL' 11 Q2 ll NL). 

donde (N L1 11 Q2 11 N L) es el elemento de matriz reducido del tensor QÍ . Nótese 
que en todas estas transiciones el número de partículas N se conserva. Por otro 
lado, conociendo la estructura de nuestra base de estados 1 N Llvf) 1 vemos que las 
transiciones cuadrupolares L -+ L 1 con L 1 = L ± 1 quedan prohibidas, ya que la paridad 
de N y L debe ser la misma, y como el número de partículas se conserva, entonces 
debemos tener: L 1 = L ± 2. Por lo tanto únicamente necesitamos evaluar los elementos 
de matriz reducidos siguientes: 

i) L' =L-2; (NL-211 Q2 ll NL) 

l Se puedeo definir operadores de 'transíerencla' para describir las reacciones nucleare1 en las cuales 
un par de nucleones •e auma o se separa del núcleo (ellle par de nucleones representaría en nuestro 
modelo a un bosón). 
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ii) J;' = L; (NLJI Q2 ll NL) 

iii) L' = L+2; (NL+2 ll Q2 il NL) 

Primero calculamos la acción del operador b9, con q = 1,0,-1, sobre los estados 
J NLM). Aquí no vamos a encontrar una fórmula general, sino que vamos a encontrar 
la acción sobre los estados que convienen para encontrar los elementos de matriz re
ducidos. Utilizando la forma expl • icita de los estados (1.4.15) para el caso 1 NLL) y 
substituyendo la forma del armónico esférico sólido se tiene, 

con: 
- _ 1 (2L+l)! 1 

ANL = Ll{(N - L)!! (N +L + 1)!!2¿)• . 

Tomando en cuenta la relación de conmutación: [b-1 , bl · bl] = -2bl ¡ puede encon
trarse en forma inmediata la expresión siguiente : 

[b-1,(bf · bfJK] 1 O)= E1 
(bf. bf¡K-r-l[b-1 ,bf · bf)(bf • i;f¡r 

r=O 

= - 2K bl 1 (bl. bl¡K-I 1 O). (1.4.3) 

Calculemos primero b-1 1 N LL) : Como en su forma covariante b-1 = -61 , el 
único elemento de matriz diferente de cero debe ser de la forma: 

(N-1,L+ l,L+ l I b-1 1 NLL) 

ANL AN-1,L+I (O 1 (b. b)~-1{b1 )l+ 1 (bl ¡)L(b-1)(bl. bl)~ 1 O)' 

donde hemos aprovechado la conmutatividad entre b-1 y bl 1 • Utilizando (1.4.3) 
tenemos: 

(N-1,L+ l ,L+ l I b-1 1 NLL) 

=(L-N)ANLAN-l,L+1(01 (b· b)~-1 (b 1 JL+l(bf 1)L+l(bf. bl¡~-11 O) 

= _ «N -L) (L + 1»1/2 
(2L+3) 
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en el último paso se identifico el miembro izquierdo con el coeficiente de normalización 
para el estado: 1 N - 1 ,L + 1 ,L + 1) y se subtituyeron los valores de los coeficientes 
AN L correspondientes. Obteniendose finalmente que: 

b-1 ¡NLL) = -{(N-L)(L+l)} 112 IN-1 L+l L+l) 
(2L+3) ' ' . 

(1.4.4) 

Mediante el teorema. de Wigner·Eckart podemos encontrar el elemento de matriz re
ducido para el operador b: 

(N -1,L + 111b11 N L) 
{(N-LJ#B:\b}f 

(LL;l llL+lL+l) 
=«N -L) (L+ 1)}1/2 

(2L+3) . 
(1.4.5) 

donde en la última igualdad se subRtituyó el valor del coeficiente de ClcbscJ1.Gordan. 

Análogamente a como se encontró (1.4.3} , se obtiene que: 

(1.4.6) 

Por otro lado, de las propiedades de transformación ante rotaciones de b1 sabemos 
que la acción de 61 sobre el estado 1 N LL) debe ser una combinación lineal de los 
estados 1 N - l ,L - l ,L - 1) y 1 N - l ,L + l ,L - 1) ya que N y L tienen la misma 
paridad y no se puede construir el estado J N - l ,L ,L - 1). De esta combinación, nos 
interesa el coeficiente para el primer estado , i; e. · 

(N-1,L-I,L-ljb1 INLL) 

= AN¿AN-l,L-1(01 (b. b)~(b1 )L-l(b 1 )(bf 1)L(bf. bf)~ 1 O) 

En el segundo miembro reconocemos el factor de normalización del estado 1 N LL): 

1 AN-_ 1,L-1 L 1/2 
(N-I,L-I,L-Ilb INLL) = ANL = ÍC2L+o<N+L+I)) (1.4.7) 

Utilizando nuevamente el teorema de Wigner·Eclcart encontramos el elemento de matriz · 
reducido: 

{(N + L + I)(2Í:¡:n) f 
(N-1,L-IllbllNL)=- (LL;I-IIL-IL-I) 

=- {(N+L+ 1) L¡1/2 
(2L- I) . (1.4.8) 
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donde el valor del coeficiente de Clebsch-Gordan fue usado en la última igualdad. 

El operador cuadrupolar 'h-2 = 61 _¡ 61, para evaluar su elemento de matriz • 
utilizamoo el conjugado henniteano de la expresión (1.4.4), con momento angular L-2, 
y la relación (1.4. 7); obteoiendose el resultado 

(N,L-2,L-2 l Q2-2 I NLL) { (L-1) L 1/2 
- (2L- l)(2L + l)(N +L + l)(N -L+ 2)} 

(1.4.9) 

Ahora es inmediato obtener el elemento de matriz reducido a partir del teorema 
de Wigoer-E<kart y considerando que (L L; 2 -2IL- 2, L -2) = {~}112, i.e. 

L(L -1) 1¡2 
(N,L-21i Q21i NL) = -{(2L-a)(2L - l)(N +L + l}(N -L+2)} . (1.4.10} 

Ahora vamos a determinar (N L 11 Q2 11 N L) , para esto calcularemos el elemento 
de matriz: (N LL 1 'ho 1 N LL), que de acuerdo a la ecuación (1.4.2) puede escribirse 
como sigue: · 

(NLLIQ20INLL) = ~{(NLLl6t_¡6- 1 INLL)+ (NLLjbf1b1 INLL) 

-2(NLL 1btobo1 NLL)} . 

Necesitamos la acción de bf sobre el estado 1 N LL), de tal manera que: 

69 1 NLL) = EC-l)q 1 N...: l,L, 'L-q)(L L; 1 -qlL', L-q)(N -1, L 1 11b11 NL) 
L' . 

Como debe suceder que L' = L ± t;' conocemos los elementos de matriz redt.icidos 
( C.f. (1.4.5} y (1.4.7)) podemos calcular la acción de 60 y 61 conociendo los 
coeficientes: · 

(L L; 1 OjL + 1 L) =v L: 1 , 

(L L; 1 -ljL + 1 L - 1) = v~(L-+-l)-~2-L-+-l) , 
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Tenemos éntonccs: 

b1 JNLL) =.:..fc2L~X2~~1)¡1/2 JN-r,L.+1,L-:.t) 

+{L(N+L+l)¡1/2JN~l L-1 L-1) 
(2L+l) '. ' ·. ' 

o (N-L) 1¡2 · 
b JNLL) =<¡2L+ 3)¡ JN-1,L+l,L), 

2!; 

(1.4.lla) 

. (1;4.llb) 

Así pues multiplicando cscalarmente las expresiones (1.4.4) , (1.4.lla), y (1.4llh) 
con sus correspondientes expresiones hcrmiteano conjugadas se obtiene 

(NLLJQ JNLL) = L(2N+a). 2º v'6(2L + 3) 

. Dividiendo esta expresión entre el coeficiente (L L; 2 OJL L) = { (2 ¿;~~f;¡,1J2)) 112 

se obtiene el elemento de mntriz reducido diagonal del operador cuadrupolnr: 

(1.4.12) 

Por último, debemos calcular: (N, L+2 IJ Q2 JI NL). Nuevamente por medio de 
(1.4.2) se deduce que: '122 = bt ib-1, por lo tanto necesitamos calcular la expresión 
hermiteano conjugada de (1.4.lla) , con momento angular L + 2, y multiplicarla es
calarmente por (1.4.4); dando el resultado siguiente 

(N, L + 2,L+2 J '122 J NLL) = -<¡~~ ! ~~ ~~L++2~)(N + L + 3) (N -L)} 1/2. 

En este caso el coeficiente de Clebsch-Gordan vale la unidad y entonces 

Por medio de las expresiones (1.4.10), (1.4.12), y (1.4.13) podemos calcular tran
siciones electromagnéticas, las cuales quedan gobernadas por el factor B(E2) : 

B(E2;L-.L1
) = {~} {

2
L'+l}l(NL1 1JQ21JNL)l2 , 

Srr 2L + 1 
(1.4.14a) 
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y momentos cuadrupolnrcs: 

J. - Bosont'S-interactuantes 

L (2N +3) 
(2L+3) . (1.4.146) 

A continuación se ilustrará el comportamiento de los valores B(E2) y los momentos 
cuadrupolares como función del número de bosones. Para los decaimientos L ---.. L - 2 
se observa un comportamiento peculiar respecto de L (ver figura 1.4) . Mientras para 
los decaimientos L-+ L+2 (figura 1.5) la amplitud disminuye con L, en los primeros 
se observa un máximo para L bajos, del orden de 5 ó 6 .. Como es de esperar, para 
los decaimientos L -+ L + 2 , B(E2) vale cero cuando L = N . En la ref. (4] , cap. 2, 
sec. 6 1 de Ja cual haremos mención explícita más adelante, se realiza el cálculo de los 
coeficientes B(E2 L -+ L - 2 ) , pero parn las cadenas de grupos 1, 11 y 111 (ver sec. 
4 de este capitulo}. Se observa gráficamente un comportamil'nto muy similar al que 
hemos obtenido aquí (c.f. lafig. 2.14 de la referencia con la fig. 1.4) especialmente para 
las cadenas JI y III, y se aprecia claramente en ambos casos el efecto de "cut·off" a 
medida que L alcanza el valor máximo permitido. También mostramos una gráfica de 
los momentos cuadrupolares para distintos valores de N (figura l. 7). Se ve claramente 
el comportamiento creciente respecto a N y L , si bien se tiene un valor limite cuando 
L -+ oo . Este comportamiento creciente se entiende ya que a mayor L se tienen 
funciones más dispersas espacialmente que contribuyen en mayor medida al momento 
cuadrupolar. 

5 Generalización y conclusiones 

El tratamiento anterior para el caso de los bosones p puede generalizarse fácilmente (4]. 
Así podemos definir operadores bosónicos de creación, identificados por el conjunto de 
números cuánticos que caracterizan el estado de una sola partícula¡ a este conjunto de 
números lo denotaremos por p. Estos operadores satisfacen las propiedades siguientes: 

La función de onda de un sistema de n partículas puede caracterizarse por los 
números de ocupación, { np}, que nos dicen cuánta.i; veces aparece el estado de partícula 
independiente p en los 11 números (p¡, p2, ••. Pn). Obviamente, se cumple 
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Enp=n 
p 

y las funciones totalmente simétricas están descritas por la expresión 

1 
~{n,} = Jn1!,n2!, ... 

1
np!

1
n! ~P'Ppi "'PP'l .... ·cpPn' 
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donde la suma corre sobre las permutaciones pJ 1 P21 • •• ,pn de los números (1,21 ••• 1 n) 1 

y lpp¡ son las funciones de onda en el espacio de Hilbert que definen los estados de 
partícula independiente p¡. Esta función de onda es equivalente al est~o en el espacio 
de Fock que caracteriza a n pariculas ocupando los estados p¡,·•·pn, esto es 

i PIP2 •• •pn) 

Se puede comprobar, considerando las reglns de conmutación de los operadores 

b!; que los dos estados anteriores obedecen la estadística de Base. La expresión del 
Hamiltoniano de este sistema tiene la misma forma que el descrito en las ecuaciones 
(1.1.3a y 3b), ésto es, con términos de uno y dos cuerpos. También se puede verificar 
que los elementos de matriz de estas interacciones en el espacio de Fock son iguales a 
los obtenidos con las funciones de onda en el espacio de Hilbert. 

Ahora definimos los operadores C 3': 

Estos operadores satisfacen la siguiente regla de conmutación : 

De esta manera, vemos que el conjunto de operadores C3:' son los generadores 
infinitesimales de un grupo unitario. Para determinar este grupo se hace una restricción 
al tipo de problemas con que se va a trabajar, esta restricción es que el número de 
estados de partícula independiente con los que contaremos debe ser finito •. Es decir, 
los índices T}, 1}1 sólo tomarán r valores diferentes y entonces el grupo de simetría 
asociado será desde luego U(r). En el problema que trntrunos en la sección anterior, 

* Mo•hlD•kY • Group Theory and • • • op. cit. 
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nos restringimos a estados con v fija y t = 1 , lo cual dió lugar a que el grupo 
más grande de simetría fuera U(3) , En términos de los generadores de U(r), los 
operadores W y V en segunda cuantización quedo.rían como sigue : 

w = E (~ 1 W1 1 ~')c3' 
qq' 

.V 

De acuerdo con el procedimiento de la sección anterior, el paso siguiente es expresar 
a V y W en ténninos de los operadores invariantes de Casimir de una cierta cadena 
de grupos: 

U(r) ::i U(r-1) ... ::i • 00 S0(3) ::i ... so(2) . 

Casi siempre en los problemas üsicos de sistemns de muchoo cuerpos se espera 
que el Hamiltoniano sea invariante nnte rotaciones por eso esperamos tener los grupos 
SO (3) ::> S0(2) en cualquier cadena que formemos a partir de U (r}. 

El siguiente problema consiste en hallar la base de estados para la representación 
irreducible de dichas cadenas de grupos y encontrar todos los números cuánticos que 
aparecerán asociados a los operadores de Casimir de cada grupo, así como las reglas 
de selección que deben satisfacer. 

Si el operador V es invariante ante rotaciones, conviene trabajar con estados cnr· 
ncterizados por : 11 -+ vtµ , donde t denota al momento angular y ¡1 su proyección. 
El número cuántico v es un índice extra que permite' definir los estados de bosón inde. 
pendiente en forma completa. Entonces podemos acoplar momentos angulares como lo 
hicimos anteriormente¡ y si nos restringimos a un espacio de configuración de un sólo 
estado; es decir, dejamos v y t fijos permitiendo sólo variar m. Obtendremos para 
H: 

?t=W+V 

= Evt Nt +~E V¡2J [ bj X bj J;{1[ bt X btJ:{1 
JM 

EvtNt + ~ EVi21v'2J+l(JM;J-M;OO)( bj x bj J;{,[ htxht):M 
JM 

Evt Nt +~E Vi21v'2J + 1 ( [ bl X bl JJ X [ ht X ht JJ)g 
- J 



Generalización y conclusiones 

Ahora reacoplamos el operador G J para obtener H en términos ele operadores 
'i y escribir el número máximo de términos en el Hamiltouiano en íunción de los 
Casimires de las cndcnns de grupos. Tenemos : 

{
e t J} (( b1 X b1 )J X ( bt X bt)'J8 = ~(2/ + 1)(2J + 1) ~I ~I JO 

J J J 

t ., t - ;' o (2J+1¡1/2 J 
11 bl X bt )' X ( bl X bt) Jo - (2l + l) (-1) Nt 

Nos queda entonces : 

{ 
t e J} 

+ ~ ¿: v12J (2J + 1¡3/2(2/ + 1) e t J F;, 
-Jj' i' i' o 

Finalmente, se busca obtener una relación entre los operadores F; y los invariantes 
de Casimir de todas las cadenas contenida.• en U(r) y que contengan a S0(3) . En 
el problema resuelto nnterlonncnte sólo tenemos una cadena 1 : 

U(3) :J S0(3) :J S0(2) . 

De manera que los operadores F; nos quedaron en términos de los Casimires de 
dicha cadena y el Hruniltoniano total resultó ser diagonal de manera directa en la base 
de estados del oscilador armónico. 

En general esto no sucede lL'>Í, de modo que H queda en términos de los Casimires 
de distintas cadenas¡ escogiendo como base de estados una de lns correspondientes a 
cada cadena, queda el problema de diagonalizar }a., matrices de los Casimires restantes 
en esta base. 

Una de las aplicaciones importantes del Modelo de Bosoncs Interactunntes es en 
el campo de la Física Nuclear. Fué introducido por InchelJo y Arima 2 para describir 
estados colectivos de baja energía en núcleos medianos y pesados [4J. 

l En la cadena padriamo11 incluir el grupo SU{3), o podrlamo1 reemplazar S0(3) por SU(2), En 
el primer caao, no e1taremo11 introduciendo ningún número cu,nlico nuevo, ya que los Culmlre11 de 
SU(n) quedan expresado• en términos de 101 de U(n) • Y en el segundo caso, resulta que lo• números 
ca,ntico1 a.ociados a SU(2) no tendrían una interpretación Usica clara. Obtenida la bue para la 
cadena, para encontrar el momento angular de lo• estados habrla que diaKona.llzar el operador t:.2 en 
esta base. 
2 Bonatsos ; Jnteractlng Boson Models far the nuclear atructure • P,g.8 1988, Clarendon Preu, 
Oxford. 
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En el modelo de IBM-1 1 como se le llamó, se consideran solamente bosones b1m 
con l =O {monopolares) y i = 2 (cuadrupolares). 

Se tiene entoncea un álgebra de SU(6) involucrada, la cual se puede descomponer 
en las trea cadenas siguienteo : (6] 

1) U(6) :J U(5) :J 0(5) :J 0(3) :J 0(2) . 

11) U(6) :J U(3) :J SU(3) :J 0(3) :J. 0(2) . 

Ill) U(G) :J 0(6) :J 0(5) :J 0(3) :J 0(2) .. 

En este caso, el Hamiltoniano más general queda escrito en términos de los oper~ 
adores de Casimir de todos los subgrupos : 

H =.e IU5 + aC2Us + /JC205 + -,C203 + óC2sua + qC205 

Donde los sufijos indican que C es el Casimir del orden indicado en el subgrupo 
correspondiente. 

En conWciones particulares puede ocurrir que H quede en términos de los 
Casimires de una sola Cadena. En estos casos H será una matriz diagonal, y diremos 
que posee una dÍmctría dinámica • 

Cuando '1 = 6 = O entonces se puede diagonalizar H en la base para la cadena 
l. Este caso límite corresponde a núcleos esféricos. 

En el límite f =a= 6 =O se tiene una simetría dinámica dada por la cadena 111¡ 
la cual corresponde a un núcleo deforme cuya en~rgía no depende de la variable que 
contribuye a la excentricidad (prolata u oblata). 

Para E = o = TJ = /J = O se tiene la simetría dinámica correspondiente a la cadena 
ll; en este caso, se describe un sistema prolato con simetria axial. 

El modelo IBM-1 tiene limitaciones que pueden superarse dentro del marco general 
del modelo de bosoncs interactuantes. La idea del IBM-1 ( y de cualquier teoría de 
bosones interactuantes en física nuclear ) consiste en asumir que Protones y Neutrones 
( que son fenniones ) en las capas de valencia, se acoplan por pares que pueden ser 
tratados como bosones. En el IBM-1 se consideran solamente bosones formados por 
pares Protón-Protón y Neutrón-Neutrón, ya que se encuentra que en los núcleos pesados 
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e intermedios los protones efe valencia ocupan capas distintas de las que ocupan los 
neutrones de valencia t. Por tanto en estos núcleos el acoplamiento Protón-Neutrón 
resulta poco probable; lo cual no ocurre para los núcleos ligeros, en los que deben 
incluirse estos apareamientos ( Modelos IBM-3,IBM-4 ). 

También se encuentra que la descripción de ciertas propiedades de los núcleos 
requiere de la introducción <le bosones con momento angular 4 ( llamados bosones g )¡ 
a este modelo se le llama sdg-IBM. 

Todos estos modelos sólo pueden describir estados con paridad positiva. Para de.. 
scribir estados con paridad negativa se deben introducir bosones con paridad negativa, 
como serían por ejemplo los bosones p. 

Para describir núcleos impares se tienen que incluir fcrmiones en el modelo, y 
aquí se debe considerar si se distingue o no entre protones y neutrones. 

En el siguiente capítulo trataremos el problema de la segunda cuantización para el 
caso de fcrmiones. El número cuántico importante será el momento angular total J del 
sistema (momento orbital más espín)¡ es decir, en las cadenas de grupos debe quedar 
siempre incluido SU(2) • 

6 Apéndice 1 

Operadores A"¡ y .C2 en segunda cuantización 

En este apéndice vamos a obtener las expresiones para los operadores de Casinúr 

de la cadena U(3) :::> 50(3) en términos de operadores bosónicos de creación btq 

(para bosones p: q = 1 , O, -1). Comenzamos con el operador 'de peso' N¡ 

Sabemos que, en términos de operadores bosónicos de creación: Np = I:mbÍmblm. 

Por lo tanto: 

L bf n,blmbf m,blm' L (-l)m+m'bÍmb1-mbf m,bl-m' 
mm' mm' 

f El término 'valencia' •e toma de ¡.;. rl•ica atómica, uoclando cohfiguraclonH de capa cerrada a loa 
número• m'gico• 
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y considerando que: (1 q; 1 -qlOD) • ~\-iJ1-9fa ;'tenemos: 
·.-.·-- ,1..": .\,,, .· :.:. : 

N'; 3 E (1 m; 1 _,,;¡o 0)(1 m';t -ri:;¡o ~) í.f~/,l-mbfm,bl-m' 
mm' 

= 3Jij {1.6.1) 

Encontremos ahora la forma del Hamiltoniano Ho de un oscilador armónico 
en tres dimensiones en el esquema de segunda cuantiznción. Sabemos que : Ho = 
Lm=I,0,-1'/m{m + 3/2 donde: 

~m }i(xm - ipm) 

{m }i(xm + ipm) 

em = (-1im{-m . 

con Xm y Pm las componentes 'esféricas' de los vectores r y p , y (-l)móm-m' 
la métrica plana en dichas coordenadas. De esto vemos que el Hamiltoniano de un 
oscilador armónico en tres dimensiones presenta una simetría dinámica de tipo U(3) 
(M.M oshinsky] . Entonces tenemos que la forma en segunda cuantizaeión del Hamil
toniano de oscilador annónico queda: 

Ho = E (vtm 1 E~9{• + 3/2 l vlm1
) blmbtm' 

mm' q 

utilizando el teorema de Wigner-Ecknrt tenemos: 

(vtm 1 E~9{• l vlm1
) 

q 
(vl IJ E~9{9 IJ vi)(l m; O Oll m1

) 
q 

v(t m;O Olt m') 
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* Ho = (v + 3/2)Nj,. 

Ahora veamos c,2 . Sabemos: 

.e,= 

Conociendo que: 

Entonces: 

.C.9 (vi 11 .C. 11 vi) 

Finalmente: .C.9 = (-l)l(vi 11 .C. 11 vi){~} 112 
( b¡ X ht )~ • 

Donde estamos considerando forzosamente interacciones en un sólo nivel. 

Entonces, para calcular .c,2 tomamos en cuenta la métrica para coordenadas 
esféricas: 

Para calcular (vi 11 .C. 11 vi) utilizamos: 

(vU l .Co 1 vii) i 

* (vi 11 .e 11 vi)(i i; 1 Oli i) 
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También utilizamos: (1q;1 -qlO O) = ...:c...:1)9~ 

Entonces: 

Con t = 1 (caso de bosones p ) tenemos: 

c2 = -2v'3Ji 

l. ,Bosones interactuantcs 

(1.6.2) 

Las fórmulas (1.6.1) y (1.6.2) son las que deseábamos encontrar . 
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SISTEMAS DE FERMIONES INTERACTUANTES 

1 Introducción 

El objetivo del presente capítulo es estudiar un sistema de fcrmionea con momento 
angular orbital e= 1 (fcrmioncs p) y espín 1/2 que se mueven en un potencial central 
con una interacción residual entre ellos. Para ésto, utilizaremos las ideas y conceptos 
introducidos en el capítulo anterior al tratar sistemas ele muchos hosoncs. 

Como hemos dicho en el capítulo anterior, para aplicar el método algebraico en 
el estudio de los núcleos impares, es necesario introducir fermioncs en el modelo. La 
teoría existe y se le llama Modelo de Fermiones y Bosones lnteractuantes (IBFM) [10] . 
La imagen microscópica concreta ele lo que se hará en este capítulo será un núcleo que, 
teniendo capa cerrada de protones o neutrones, tenga a su vez de tres a ocho neutrones 
o protones respectivamente. Entonces, considerando que la capa cerrada es inerte, dos 
de las partículas restantes cerrarán una capa 1 s y las demás pueden ser consideradas 
como fcrmiones p de espín 1/2 que, como el modelo de capas nos dice, no pueden ser 
más de seis ya que entonces cierran la segunda capa. 

En el IBM se manejan bosones con momento angular O y 2 ¡ al introducir 
fermiones en el modelo, como ya no se tienen apareamientos, en principio los operadores 
fenniónicos pueden tener asociado cualquier momento angular J correspondiente a 
alguno de los orbitales permitidos para los estados de partícula independiente. Desde 
el punto de vista de la teoría de grupos el problema se complica puesto que de alguna 
manera deben unificarse las cadenas obtenidas para los bosones y las de los fermioncs 
dentro de un álgebra más general . En este capítulo vamos a tratar exclusivamente 
con operadores fcrmiónicos sin analizar el problema completo (Modelo de Bosones y 
Fermiones lnteractuantes ). 

Definimos primero las relaciones algebraicas que deben cumplir los operadores 
fcrmiónicos de creación y aniquilación, 

(2.l.la, b, e) 
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donde { A, B J= AB + BA . El significado físico del operador a! es el mismo que 
para el caso bosónico, sólo que ahora creamos un fennión en el estado p y las ecuaciones 
(2.1) permiten establecer la antisimetría de la función de estado ante el intercambio de 
cualesquiera dos partículas. 

El estado de vacío 1 O) se define de tal manera que: aP 1 O) = O para todo valor del 
índice p, el cual especifica los estados de fermión independiente accesibles al sistema. 
Como tenemos íermioncs, ahora los estados p incluyen el espín de lns partículas : 

P _., µu' 

donde µ : vlm denota la parte orbital y 17 : sm, la parte parte cspinorial. 

Definimos los operadores: 

,,. ¿: t µ' {1•=-t,-e+1, ... ,e; e,, = " ª1urª (J' u= -s,-s+l, ... ,s ¡ 

los cuales, utilizando lns relaciones (2.1), satisfacen las siguientes reglas de conmutación: 

Por lo tanto los operadores cf satisfacen el álgebra de Jos generadores de un 
grupo U(2l + 1) . 

Por otro lado, podemos también definir los operadores : 

encontrando de manera análoga que : 

¡cg',c:'J = •(e;' - •:'e(. 

Es decir, Cg' son los generadores de un grupo U(2s + 1) , donde s es el espín 

intrínseco de los fermiones que estamos considerando. Estos operadores e~' y ctj en 
realidad son combinaciones de los operadores siguientes: 
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los cuales también satisfacen las relnciones de conmutación de un álgebra unitaria, si 
para cada valor de v {el índice ele 'capa' en el Hruniltoniano común) existe un sólo 
momento angular orbital, de N = (2s + 1)(2f + 1) dimensiones, es decir U(N) . 

Entonces pnra un sistema de fcrmioncs que tienen momento angular orbitnl e y 
espín s , se tiene asociada In. siguiente estructura algebrNca : 

U(N) ::> U(2f + 1) 0 U(2s + 1), 

cada uno de estos grupos toma en cuenta djstintas propiedades de una misma partícula 
: momentos angular orbital y de espín. Por esta razón, el símbolo © representa un 
producto interno entre grupos. Esto implica, entre otras cosas, que al considerar Jo.o¡ 
representaciones de cada uno de los grupos, éstas deben contener el mismo número de 
partículas. 

Como estamos considerando fcrmim1es 1 la representación del grupo U(N) al que 
pertenece In función de onda del sistema de N partículas debe ser la totalmente 
antisimétrica, es decir [l N}. Entre corchetes se indica la partición correspondiente, que 
de manera t'mica denota a una representación irreducible de un grupo unitario y que 
se le conoce como diagrama de Yotmg. Estos diagramas incluyen un número de cajas 
igual al rango de la representación, colocándose ordenadas en columnas y renglones, 
tantas en cnda renglón como el correspondiente elemento ele la partición. 

2 Modelo de Fermiones p 

De la teoría de grupos (ver Hamcnnesh sec. 7-13) sabemos que el producto interno de 
dos representaciones 1-'J y 11•] da lugar n la representación pNJ si y sólo si: 11•] = 
[lJ, es decir, las dos represcntncioncs son conjugadas. 

Nuestro problema, como mencionmnos antes, será estudiar sistemas de fcrmiones 
con espín s = ! y momento m1gular l = 1 • La estructura de grupos correspondiente 
es: U(6) ::> U(3) @U(2). Por lo tanto el número de partículas que podemos considerar 
en nuestros estados debe ser N :5. 6 debido a que tendremos una función totalmente 
antisimétrica con los seis estados distintos disponibles para caracterizar lns propiedades 
de cada partícula. 

En general los :mbgrupos que se dehen considerar dependen del tipo de Hamilto
niano utilizado, en nuestro caso tomaremos una int('racción residual que tenga simetría 
esférica y además sea independiente del espín. Por lo tanto, nos interesará conocer las 
representaciones de S0(3), (es decir, conocer Jos momentos angulares que tendrán las 
funciones de onda) contenidas en el grupo U(3); y del grupo U(2) las representaciones 
que contiene de SU(2) que indican el espín total. Finalmente, podemos acoplar los 
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momentos L y S para tener funciones con momento angular total J definido; aunque éste 
no aparece en el Hamiltoniano considerado. Entonces, la cadena de grupos a considerar 
será la siguiente 

U(6) ::i U(3) ® U(2) 
u 

50(3) ® SU(2) 
u 

SU(2) 

(2.2.1) 

A continuación escribiremos, para cada número N de partlcÜlns considerado, todas 
las posibles representaciones ele los grupos que aparecen en (2.2.1) Y«1lle nos permitirán 
etiquetar un conjunto completo de funciones de onda. 

Tabla 1 
Num. de partículas Rep. U(3) Rep. U(2) S 
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':. :;,<; ;;.,Da·:"·'• , .. ,,' 
s ·{221} .::.•.aa'."; om:¡ 

a>ºª· 
~· 

: aa;··.·· ·.·; 
¡222}.:; ·aa:gg~. º··· 

DO 
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Dado el número de pnrtículn.s, N ¡ las reprcScntaciones de U(2) cstan clct~~minadas 
por las particiones [h] tnles que 

{2.2.2a) 

además, es bien conocido que las representaciones S de SU(2) contenidas en U(2) se 
obtienen de la expresión 

(2.2.2b) 

La condición [h] X [h] = [1 N¡ impone una restricción sobre las representaciones [hj 
de U(3) a considerar, ya que [ii] deberá ser una represeutación posible para el grupo 
U(2), y ésto implica que [h] no puede tener más de dos índices /a1 y h2 . Como [i1) es 
la representación conjugada de {hJ es inmediato encontrar que: 

donde para obtener In última igualdad se usaron las expresiones (2.2.2). 

Ahora el problema es: dada In representación [i1] de U{3) , encontrar las repre
sentaciones de S0(3) contenidas en ella. De acuerdo con Hnmermesh {sec. 10-7), 
utilizando los diagramas ele Young, se pueden obtener las representaciones de SO( n) 
contenidas en una cierta representación [h] ele U(n) seleccionando todos los diagramas 
[µ¡µ2 ... µ~J tales que: 
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[h¡/12 ... h,,j está contenido en: [l'll'2···1•v] X [2] X ... X [2], 

can Ji l + · · · + hu = r ; /l 1 + · · · + /lv = v ¡ 2s + v = r • y en donde X representa 
un producto 'externo' entre grupos (como se ve, se está multiplicando un tensor de 
rango v con s tensores de rnngo 2 pertenecientes al mismo grupo Un pero que portan 
la representación {2J ) . Por otro Indo, debemos considerar que )ns representaciones de 
SO(n) contenidas en U(n) son tnlcs que en el diagrama de Young correspondiente la 
suma del número de cajas en la primera y segunda columnas debe ser menor o igual 
a n . De lo contrario, el tensor asociado resulta ser idénticamente nulo (Hamermcsh 
10~6) . Asimismo, se debe tcnC'r en cuC>nta que !ns representaciones de SO(n) con a 
cajas en In primera columna son equivalentes n aquellas con n-a cajas en la primera 
columna y el mismo miinero de cnjns en lns columnns restantes. 

En basen los criterios anteriormente descritos,* podemos escribir In siguiente tabla 
con las representncionf's de S0(3) contenidas en U(3) : 

* Para una revhlón detaÚada ver Hamermeali, cap.JO. 
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U(3) 
(h1hiih3) 

DO 
o 
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En general, se debe esperar que en la descomposición: U(2t+l) :::> S0(2l+I) 
aparezcan dos o más veces una misma representación de S0(2t+l) . En estos casos 
se requiere para clasificar las funciones de onda de un indice extra llamado de multi· 
plicidad que cuenta el número de veces que aparece dicha representación¡ este índice 
no tiene un sentido físico directo ,no e.dá a&ociado a un ob.H!rvable del .,iJ~ema • Sin 
embargo, ésto no sucede en el problema que vamos a estudiar. Los números con los 
que quedará clasificado nuestro estado serán entonces: 

1 (lN], (h], (h], L ,S ,J,M ), (2.2.3) 

donde (1 N] es la representación totalmente antisimétrica de U(6) , L y S denotan a 
los momentos angulares orbital y de espín totales, respectivamente, del sistema de N 
fermiones. 

En forma análoga al capítulo anterior, escribimos nuestro Hamiltoniano en segunda 
cuantización en términos de operadores fermiónicos: 

H EvtEaiaal'ª + 
I"' 

+ ~ E (vtµ¡; ve 1'2 1 V12lvt¡l¡; vtµ~)af,,.at,.aP•"' aP•"'' 
µ¡µ~µiµ~rrtr' 

en donde se consideró una. interacción V12 independiente del espín. Como hicimos 
anteriormente, suponemos que los fermiones se encuentran en un solo nivel v = t. = 
l. Lo que debemos hacer entonces es escribir este Hamiltoniano en términos de los 
operadores de Casimir de la cadena de grupos (2.2.1 ), es decir 

U(G) :::> U(3) X U(2) H .Np ' 

S0(3) H r. 2 ' 

SU(2) +-+ S2 , 

SU2(J) +-+ (r. + S)2 . 

Siguiendo el procedimiento indicado en el capitulo anterior, a continuación escribimos 
su expresión en términos de operadores fermiónicos: 

i) El operador de número esta dado por 
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(2.2.4) 

ii) Para determinar C 2 primero encontramos C 9 , un resultado parecido al .encon
trado antes pero ahora sumamos sobre el índice adicional de espín CT : 

e --{e(e+1)(2t+1i11 °'""'( t _ 11 f - 3 7' aO' X 8o' 11' 

donde ia- tiene las mismas propiedades de transformación ante rotaciones en los es· 

pacios orbital y de espín que los operadores fermiónicos de creación at. De acuerdo 
con la métrica introducida en el capítulo anterior para intercambiar indices en la parte 
orbital y utilizando para la parte de espín [Wigner] que: Ym,m'• = (-l)6+m'• Óm,, -m'• 
or gm,m', = (-t)•-m, óm,, -m'•' se obtiene la expresiónª''"= (-1) µ+!-O'a_1,,-0'• 

Como en nuestro ca.so estamos tomando t. = 1 resulta : 

C 2 = -2./3 ( ( at X ia )1 
X (al X Ro )1 18 , 

donde sumamos sobre los índices CT y a. 

(2.2.5) 

iis) Procediendo de manera idéntica a como lo hicimos en el caso de C9 , obtenemos 
el resultado siguiente para Sq : · 

s.. -- -{•(• + 1)(2• + l)}l """' t 1 
3 

> ~ [ Bm X iim ]q, 

como estamos estudiando un sistema de fennioncs con espín s = ~ 1 entonces tenemos 

2 ./3( t - 1 t 1 o S = -2 ( Bm X Bm ) X ( 8µ X Bµ ) lo , (2.2.6) 

donde sumamos sobre los índices m y Jl. 

iv) Aunque no aparecerá en el Hnmiltoniano, vamos a escribir en segunda cuanti· 
zación el momento angular total .:fl. Debemos primero tomar combinaciones adecuadas 

de los operadores at., : 
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Aj'M' =• i: c(;m.;.;,.~l{'M') ªm'm\ 
m'm~,~ · 

de aquí obtenemos : 

Ahora definimos los siguientes operadores: 

gg = (al x alJ f1¡ ~I, 
E (tm;tm'ILM) (sm.;sm~ISM,)a~,;;,a~;,;., 

mm'm.m~ · • 

:Ff;~ = (a t x a) 11\ ~E 
E (tm;lm1l.\M) (sm,;sm~IEME)•~m,ám'm\. 

mm'm.m~ 

Tomando en cuenta que : 

{
(tm;l-m\0,0) = (-1)1-m;h~+l 
(sm.;•- m,¡o,O) = (-1¡•-m•J2~+l 

(2.2.7a) 

(2.2.7b) 

(2.Sc) 

vamos a reescribir Jl'p y J:.2 en términos de lo operadores ¡:>.E : Notando que t. y m 
son enteros, y que 2s y 2m. tienen la misma paridad, tenemos los resultados siguientes: 

.Nj, = {{2l + 1)(2s + l))!_¡f;º, (2.2.Sa) 



Fermiones p 47 

l(t ·!'1)(2f+ 1)(2• + 1) l -1;0 -';ºJº 
, , y'3 .t"ti• X .t"ti• O • (2.2.Bb) 

Par~· simplificar la.·notación definimos los siguientes operadores 

Utilizando las definiciones anteriores se encuentra que las expresiones (2.2.4), 
(2.2.5) y (2.2.6) pueden escribirse en la forma siguiente: 

(2.2.9a) 

l(l + 1)(2lJa.1)(2s + 1) ~l;O = _4y'3~1;0 , (2.2.9b) 

s2 •(• + 1)(2• + 1)(2l + 1) ~O;l _ -~~0;1 
v'3 - 4y'3 ' 

(2.2.9c) 

donde en la última igualdad se hizo la substitución l= 1 , s=l/2 . 

Ahora vamos a escribir el operador Hnmiltoniano términos de la base acoplada¡ 
ésto es, en función de los operadores rL¡S : Consideramos primero la interacción de un 
cuerpo 

W= ¿: ( m,m6 j W11 m1,m~) a~m,am'm~ = E11t .Np, 
mm'm,m~ 

(2.2.10) 

donde E11t es la energía correspondiente al estado ve del Hamiltoniano con el que 
trabajamos. Nuevamente damos la forma de In interacción de dos cuerpos : 



48 2. Fermi~nes intefacLua~tes 

Reacoplando los estados que constituyen el elemento de matriz ( 1 1'12 I .)i~tilizaiido 
coeficientes de Clebsch-Gordan; · · · ·· ... ... .. · '. ,·: 

y recordando que 

( LM¿; SMs 1 V12l l!M~ ;. SMs) 

obtenemos: 

V= -~ E (L 11 V12 ll L)(LM¿;OOILM¿) [at X atJfifM, 'ªX ailf/M, 
LM¿SMs 

Denotando (L 11 V12 11 L) = A¿ y realizando un cambio de índices covariantes 
por contravariantes en at n1ecliante la métrica que tenemos, llegamos a 

v = _!E Ai ((2L + 1)(2s + i)} !rL;s 
2 LS 

Tomando e = 1 , s = 1/2 y considerando los valores de ( L;S ) a. Jos que nos 
hemos restringido, obtenemos 

Como el Hamiltoniano está dado en térmlnos de operadores rL¡S 1 para escribirlo 
en términos de los Casinüres de la cadena de grupos (2.2.1) 1 debemos primero encontrar 
una transformación que relacione los operadores: 

Así como en el capitulo anterior encontramos una restricción sobre los valores de L 
que podían tomar los operadores G¿ bosónicos, ahora identificaremos las parejas (L,S) 
para las cuales los operadores fenniónicos rL¡S resultan ser distintos de cero. De la 
definición misma tenemos 
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L (-1)2t-L+2•-S+1Úmí/tmi.ik}(sm~;sm,ISM,) ª~'m'ªlm, 
mm'm.m~ · :· : _• 

= (-IJL+S g¡;s. 
El mismo resultado se obtiene para. los operadores gf.s . Vemos entonces que necesi· 
tamos pedir 

(-I)L+S -> número par 

con: {
s =o, 1, ... ,2. 
L = 0,1,···,2i 

En nuestro caso i = 1 y s = 1/2; entonces las parejas (L,S) ycrmitidas son las 
siguientes: (O,O), (1,1) y (2,0). De tal manera que: g¡i = g?t = gn = O con 

las correspondientes g ras también iguales a cero y teniendo como consecuencia que 
r1;0 = ro;1 = r2;1 = 0 • 

Vamos ahora a obtener, en forma general, la relación: 

<).u::= L;A(A:!::;LS)rL;S 
LS 

Utilizando los resultados del capítulo anterior, obtenemos la relación: 

(2.2.11) 

= -~, (2L
1
+1)(25

1
+1)(2A+ 1)(2:!:: + 1) {1, 1. ~} {;, ;, ~} rL';S' 
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+ (.\mA,; .\mA2 IOO)(im¡; im\ J.\mA 1 )(tm2;lm~J.\mA2)(EmI: 1 ; EmI:2 iOO)x 

X (•m.1 ;sm~1 JEmI:1 )(sm.2 ;•m~2 JEmI;2 ) af..1m,1{am'm' ,af..,m.,Jiim'm' (2.2.12) 
l •• 2 •2 

en el segundo ténnino se suma sobre todos· las índices que aparecen dos veces (esto es, 
sobre todas ]as m's) . Vamos a reducir primeramente el segundo término, para lo cual 
necesitaremos las siguientes identidades: 

ii) 

Después de realizar manipulaciones algebraicas obtenemos para el segundo témiino de 
le. expresión (2.2.12) 

(-l)A+d(2,\ + 1)(2!: + l)}f N'. 
(U+ 1)(2s + 1) P ' 

Substituyendo este resulte.do en (2.13) se concluye 

4iAI: = - ~' (2L
1
+1)(25

1
+1)(2.\ + 1)(2E + 1) { J, l, ~} { ;, ;, ~} rL';S' 

l 
+ (-1¡A+d(2,\ + 1)(2!: + l)}• N. 

(2t+l)(2s+l) P' 
(2.2.13) 

Con i= 1y•=1/2, los valores posibles de los númeroo (.\,E) son 

{(O,O);(O,l)}; {(l,0);(1,1)}; {(2,0);(2,l)} . 

De acuerdo con las expresiones (2.10), los Casimires .N¡,2 , ,C.2 y S 2 sólo están rela
cionados con los operadores: iJOiO, rttO;l, y ~l;O. Por lo tanto sólo tomaremos en cuenta 
le.s pe.reje.s (.\,E) =(O, O), (O, l), y (1, O) . 

Ce.lcule.ndo los símbolos 9-j [2] e invirtiendo le. relación matricie.I (2.2.11): 
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rLs = EA-1(LS;.u::) ~Ai:: 
AE 

obtenemos: 

(~~:~) = [ ~~ -: -¡] (:~:~) + .Nj, ( :~~ ) 
r2:2 J5 ,¡¡ 4 ~l;O ,/5/6 

-T -T 7i5 
Finalmente efectuando el cambio rLS .---. il».\E escribimos V en términos de c,2, S 2 

y .Nj,2: 

v = Ao{-.!...Nj,2 - !s2 - !c2 + ~N,.} + 
12 3 6 12 

{
3 2 1 2 3 "} + .11 8Ni> + 2s - ¡'"P + 

(2.2.14) 

Este operador debe satisfacer varias condiciones que son simples de verificar. Primero, 
el elemento de matriz del potencial (2.2.14), respecto a estados de máxima proyección 
en L y S, se debe anular idénticamente para estados de una sola partícula, ya que V 
corresponde a interacciones partícula-partícula y no hemos incluido auto--intcracciones 
en nuestro modelo. De la Tabla 1 que hemos presentado con los números cuánticos 
que caracterizan los estados fermiónicos, vemos que con N = 1 debemos tener: L = 
1, S = 1/2 • Con esto podemos calcular el valor del elemento ele matriz, y lo haremos 
separadamente para los ténninos de cada coeficiente A¡ 

Ao : (N LS 1 _ _!_N¡,2 
12 

!s2 
3 ~c2 + -&.Nj, IN LS) 

A1: (NLSI 
3
N. 2 + !s2 

8 p 2 
3 ¡Ni> INLS) :!. + :!. 

8 8 
3 ¡=O. 
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Ahora consideremos .:iuestros estados con N=2. Para estos estados, el elemento 
de matriz de V debe ser A¡ donde i=L es el momento angular del estado. Esto 
resulta claro de la propia definición de A¡ . De acuerdo a nuestras tablas, los estados 
de dos partículas que podemos tener están caracterizados por los siguientes valores de 
L y S: 

N=2 Ua 

[200] 

[110] 

i) Primero el estado : 1 N LS) =l 200) 

Ao: {2001 _ _!_N,,2 -
12 

A1: (2001 

5 .r2 
A2 : (200 1 24"P 

ii) 1 NLS) =l 220) 

A¡: (2201 _!!x,2 + !52 
8 p 2 

L 

o 
2 

3 ¡N,, 1220) 

s 
o 
o 



Utilizando las expresiones (2.2.10) y (2.2.14) se obtiene que el hruniltoninno que describe 
al sistema de fermiones p se puede escribir de la manera siguiente 

1 2 8 " ii.C + 12'vp} 

(2.2.15) 

cuyos eigenvalorcs estn.o dados por la expresión 

(NLS IH,,t 1 NLS) 

(2.2.16) 

A continuación vamos a determinar el espectro que se obtiene con este Hruniltoni· 
ano, cuando se toman Ao, A¡ y A2 que provienen de la selección de algún potencial 
de interacción V12 . Antes de ver qué tipo de potencial vamos a considerar (el interés 
principal será ilustrativo), brevemente revisaremos el procedimiento para calcular los 
coeficientes A¡ • Estos coeficientes son elementos de matriz reducidos entre estndos de 
dos cuerpos, acoplados a un cierto momento angular total Lr . 
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Hemos supuesto que el potencial V12 es invariante ante rotaciones en el espacio, 
de tal manera que tenemos una función de la forma: V12(!T1 - f21)¡ así pues, si se 
tienen dos partículas con coordenadas r"¡ y T2, resulta conveniente describir el estado 
del sistema en términos de la coordenada relativa: f;.el = ~(r"¡ -~) y la coordenada 

del centro de masas: R"' ~(r"¡ + f2). De esta forma, la interacción V12 no afecta 

en absoluto la parte de la función de estado descrita por la coordenada ii. , y su efecto 
sobre el sistema tiene que ver solamente con la coordenada relativa, de manera que el 
elemento de matriz de dos cuerpos se reduce a uno de un solo cuerpo. 

Para el oscilador armónico el problema se ha resuelto de manera completa (3) ¡ 
la ventaja que presenta este potencial es que las funciones de onda en las coordenadas 
{f;_d, .Ü} son las mismas que en las coordenadas {f°h f2}; es decir, son funciones de 
onda de oscilador armónico. Por esta razón, y también pensando en que el potencial 
de oscilador armónico hn. siclo ampliamente utilizado en la física nuclear, vamos a hacer 
nuestros cálculos para este potencial, tomando los resultados encontrados en la ref. (4] 
. Aquí mostraremos los resultados sin hacer ninguna deducción . 

En general, el cambio de coordenndns para un sistema de dos partículas 'embebidas' 
en un potencial de oscilador armónico se escribiría como: (4] 

1 n1/1;n2l2;Lr1•) = L: (nl,NL,Lr 1n1li.n2/2,Lr)1 nl;NL;Lrµ) 
nlNL 

(2.2.17) 

Donde n1i /¡, n2 y 12 son los números cuánticos de las funciones de oscilador 
armónico en las coordenadas r"¡ y f2 respectivamente, mientras que n y 1 son los 
números asociados a la función de onda de oscilador armónico asociada a la coordenada 
relativa T;.t1 y N L los correspondientes n. la coordenada del centro de masas .ñ . 
Notemos cómo el momento angular total es Lr en ambos sistemas de coordenadas, 
ya que se puede ver fácilmente de la definición de {f°,.c/1 fi} que: .lrd + Lii. = 
li + l2 = lr . Además, como hemos cnn1biado solamente el sistema de coordenadas 
y no el sistema de referencia, la energía aso-ciada a las dos funciones debe ser la misma, 
y como en ambos casos se trata de funciones de oscilador armónico, se debe tener en 
laec. (2.2.17): 2n+l+2N+L,.2n¡ +l1+2n2+l2. 

Notamos también que el coeficiente de transformación (ni, N L, Lr 1 n¡ /¡, n2/2, Lr) 
no depende de la proyección del momento angular µ • 

En nuestro caso, como estamos trabajando con fenniones p en una misma capa 
v de oscilador armónico, en lugar de n1 1 /1 y n2, 12 tendremos los números: vl, vl 
y la condición sobre n 1 , N L será: 2n + 1 + 2N + L "' 2v . 

Vamos a tomar la capa v = 1 . Así pues, los valores n , 1 , N y L que tendremos 
serán: 
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o (n, l, N, L) = (1, O, O, O), (O, ci; 1, O); (0, 1, O, 1) 

ii)Lr (n,l,N,L) = (0, 1,0,1) 

iii)Lr = 2 (n,l,N,L) =(O, 1,0, 1), (0,2,0,0), (0,0,0,2) 

El elemento de matriz queda entonces · 

(vl; vl; Lr 11 V12 11 vl; vl; Lr) = 

E (n't;N'L';Lr 1 Ol;Ol;Lr)(nl¡ NL;~ jól;Ol;LT)-
nn',ll' ,N N',LL'. 

·(n'l';N'L';if ll lll2 llnlfJYL;LT) 

(con v=l,I=) =>n1;,;n2;;,0Í 

= E (n'l;NL;Lr 1Ol;Ol;Lr)(nl;NL;Lr1Ol;Ol;Lr)(n'l11 V12 ll ni) 
nn'lNL 
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(2.2.18) 
donde hemos utilizado el hecho de que V12 no afecta a la funci6n 1 N L) que describe 
el comportamiento del centro de masas del sistema¡ también, dada la invariaricia del 
potencial ante rotaciones, se tiene 11 = 1 . El elemento de matriz reducido para estados 
de oscilador nrm6nico está dado por ([4] cap. III) 

(n'l 11 V12 ll ni) = E B(n11; nl;p) Ip 
p 

(2.2.19) 

con 1 :5 p :5 1 + n + n1 • Y el símbolo lp denota las integrales de Talmi, definidas 
como 

- __ 2 __ ,oo 2p -r2 2 
lp - r(p+ a/2) r e V(r)r dr 

los coeficientes B(n11; nl;p) hnn siclo calculados por T.A.Brody y M.Moshinsky y se 
encuentran tabulados en la ref. [4] . 
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En nuestro caso resulta 

i)Lr = o ; Ao = {oo; 20; o 1 oti?t;~)~ (10 11 V12 ll 10) + 

+ {lÓ;OO;O 101;01;0)~ {oÓu fü 1100) 

+ (02; 00; 2 1 01; 01; 2)2 (00 11 V12 11 00) 

= ~{{02 ll V12 1102) + {00 11 V12 i1 00)} 

Ya tenemos todos los cálculos hechos, y sólo falta escoger el potencial de intearcción 
entre fcrmiones V12 , que ilustre el espectro. Tomaremos dos potenciales comúnmente 
utilizados en física nuclear, aquí simplificados de manera que tengamos una función 
v.12(1i'1 - '21> : [5] 

Potencial de Yukawa: V12 = -Voe-µ•/¡.r ; ¡1 -0.855/m-1 . 

Potencial de Gauss: V12 = -Voe-o'r2 ; o= r,k/m-l. 

La 'profundidad' Vo del potencial la variaremos de 1 a 30 Me V (en intervalos 
de 5 MeV) para ver cómo cambia el espectro a medida que la intensidad aumPnta. Las 
integrales de Talmi quedan expresadas en términos del factor Vo , calculadas utilizando 
el paquete Matemática resultan: 
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lo Ii 12 
Yukawa (0.664904)Vo (0.3059956)Vo (0.1848103}Vo 
Gauss (0.6344883)V0 (0.4684962}Vo (0.3459302}Vo 

A continuación listamos los valores absolutos (ya que los coeficientes son negativos) 
de Ao, A¡ y A2 obtenidos para cada valor de Vo . 

Vo Yukawa Gauss 
(MeV) IAol !Ad IA2I IAol IA1I IA2I 

1 0.60 0.31 0.42 0.52 0.47 0.49 
5 3.00 1.55 2.10 2.60 2.35 2.45 
10 6.00 3.10 4.20 5.20 4.70 4.90 
15 9.00 4.65 6.30 7.80 7.05 7.35 
20 12.00 6.20 8.40 10.40 9.40 9.80 
25 15.00 7.75 10.50 13.00 11.75 12.25 
30 18.00 9.30 12.60 15.60 14.10 14.70 

Nótese cómo se cumple siempre: IAol > IA2I >!Ad . Además, también tenemos 
la siguiente regularidad: IAolY > IAola; IAda > IAJly ; IA2la > IA2li' . 

Para evaluar H(N,L,S) hace falta determinar el valor de la energía Ev1 de 
partícula independiente de la capa donde estamos colocando los fcrmioncs. Esta energía 
puede calcularse de la expresión empírica: 

Ev1 - 40A-113 . Por ejemplo, para un sistema con A= 12 tenemos: Eu ~ 
17.47 Me V. Este es el valor que será utilizado para determinar el espectro (2.2.16) y 
tener asíuna relación realista entre la energía de la capa y las energías de interacción 
de dos cuerpos. 

Vamos a detenernos en 1n figura 2.A.I ; en ella se muestra el espectro que se 
obtiene para el potencial <le Gnuss considl'rando dos ferro.iones en In capa. Vemos 
que para intensidades de interacción pequeñas, existe prácticamente una degeneración 
entre los distintos rnnltipletes, los cuales tienen una energía igual a Ja suma de las 
energías de capa para cada fem1ión. A medida que la intensidad aumenta, desaparece 
la degeneración y los multiplctes conforman un espectro que se desplaza por debajo 
de la energía de capa del sistema. En el espectro, si vemos los números cuánticos 
de los multipletes, y volvemos a las tablas 1 y 2, encontramos que el nivel de mínima 
energía corresponde a los números (L,S) = (O,O) , nsocindos n.l estado cuya parte orbital 
(determinada por la rep. de U(3)) es la que tiene mayor simetría. El nivrl de núnima 
energía es el mismo para todos los valores ele Vo . Dada la relación entre lns magnitudes 
de los coeficientes A; , se ve que la energía total del sistema tiene contribuciones 
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positivas del tipo rotor para L y S separadamente, y es una competencia entre 
ambas lo que da lugar a los espectros que obscrvn.mos . 

Los mismos comentarios se pueden hacer para las demás figuras. Por ejemplo, 
vemos que tanto en la interacdón de Gauss como en la de Yukawa1 para cada N 
, el orden en que aparecen los multipletes (L 1S) es el mismo, y siempre el estado 
base corresponde al de máxima simetría orbital, y de entre estos, al que tiene menor 
momento angular (c.f. en el caso N=3 los multipletes (1,1/2) y (2,1/2) ). 

Se aprecia un comportamiento similar entre los espectros para N = 2 , 4 , debido 
a que los valores (L,S) son los mismos. La diferencia es que mientras para N = 2 los 
niveles sólo llegan a desplazarse por 20 MeV al variar Vo {con potencial de Yukawa), 
para N=4 , se tienen más partículas interactuando, de manera que el sistema está más 
'Hgado', y se observa un desplaznnúento del espectro de SO Me V (potencial de Yuknwa). 
Ocurre lo mismo con el potencial de Gauss: en este cacio, pnrn N=2 el espectro se 
desplaza alrededor de 15 MeV mientra.e; pnrn N=4 unos 80 McV . 

Esta analogía que existe entre los sistemas N=2, N=4 se puede entender como en 
la física atómica, en la que aparece el concepto de lagujcro'. En nuestro en.so tenemos 
un sistema de fermioncs p y esto implica que no se podrá tener más de 6 partículas 
en el sistema. Dado un número N de partículas, se visualiza el sistema como formado 
por 6-N 'agujeros' que tendrán las mismas propiedades que las partículas; en nuestro 
caso serían también fermiones p con espín s=l/2. Para ilustrar esto, en la figura 2.4 
mostramos los espectros de excitación para cndn N (hemos escogido el potencial de 
Yuknwa con intensidad de 25 Me V). Se ve que para sistemas análogos partícula-agujero 
los espectros son idénticos. 

De las gráficas se ve que el potencial Gaussiano tiene mayor 'penetración'. que el 
de Yukawa : los niveles descienden más cuando se varía Vo cu el prime r caso. De 
hecho, mientras que para el potencial de Yukawa el salto Vo : l __, 30 (Me V) es de 
aprox. 160 Me V , para el de Gauss es de aprox. 210 Me V. Sin embargo, la estructura 
del espectro para cada N particular se ve más claramente en el ca<;o de Yukawn , 
donde la separación energética entre niveles con la misma N y distintos valores (L,S) 
es mayor. 

A continuación vamos a construir los estadosjN[h1/12]LS;JM) en términos de 
operadores fernúónicos ah,.. Estos estados formn.n una base de la cadena de grupos 
(2.2) y portan las representaciones irreducibles que hemos indicado en el ket. 

Para el grupo U(6), que es el que contiene a toda In cadena, debemos tener la rep
resentación [lN] y sabemos que ello se satisface teniendo: U(3) [h] 0 U(2) [li]. Debemos 
comenzar entonces obteniendo los polinomios PjO) de máximo peso en U(3) 0 U{2) 
para la representación [ii] 0 (h] con N = 1, ... , 6 . Sabemos que actuando con los 
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operadores de descenso ele U(3) y U(2) sobre estos polinomios podemos construir una 
base completa de estados. * 

Para manejar en forma más simple los índices de nuestros operadores ( que in
distintamente hemos denotado como m s o µu ) , en lugar de tener m=-1,0,1 
escribiremos r=l,2,3 donde r=l córresponderá. a la proyección m=l , r=2 a m=O, 
y r=3 a m=-1 . Análogamente, en lugar de s=-1/2 , 1/2 escribiremos s=l , 2 con 
s=l correspondiendo a la proyección + 1 /2 , y s=2 a la proyección -1 /2 . 

Los generadores de U(3) los podemos obtener a partir de Jos de U(6) sumando 
sobre el índice s; así pues de acuerdo al trabajo de Gelfand, éstos se pueden clasificar 
como operadores: 

De descenso e~ = G~I + G~~ ; e! = G!I + GH ; cj = Gjj + Gj~ 

En forma similar los generadores de U(2) se obtienen de sumar sobre el indice r, 
adcmña se cambia la notación de e a e: para distinguirlos clarrunente de los generadores 
de U(3): 

De peso: 

De ascenso: 

De descenso: 

Denotaremos al polinomio <le máximo peso perteneciente a la representación pro
ducto {i1} 0 {li} en la forma siguiente: p{h}©{h} • Este polinomio debe satisfacer 
las ecuaciones: 

i) cip{h]©{h} 1 O) = ii;p{h}©{h) 1 O) ' (2.2.20a) 

ii) c{plh)©{h) 1 O) =O con i < j , (2.2.20b) 

* Para una di11cu1ión más detallada de los operadores de ascen10 1 descenso y de peso de un srupo 
anUarlo, uf como 1u relación con la obtención de una base completa de citados, ver ti) Apéndice 2.1 
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·(2 .• 2.20c) 

iv) <jp!h]®{h] JO)= O con i < j , (2.2.20d) 

Para construir los polinomios de máximo peso, seguimos las ideas de lvfoshinsky*: 
Dado {h} ® {h} tomamos h1 operadores af con el primer índice 1 , cuyo segundo 
índice se escoge de manera creciente 1, ... ii¡, o sea hasta que se termine el número de 
cajas del primer renglón de la partición. Estos se multiplican por la derecha por h2 
operadores a t con primer índice 2 y segundo índice nuevamente en orden creciente 
1, ... h.2 hasta terminar con el número de cajas del segundo renglón de la partición¡ y 
así sucesivamente. Tomemos como ejemplo la representación [220) ® {22] . Debemos 
ordenar cuatro operadores a f , de acuerdo con la partición [220] 1 cJ primer número 

2 implica el producto de operadores: a 11a f 2, mientras que el segundo 2 da lugar al 

término at1at2 y tenicnclose como resultado final el producto de los monomios en el 
ordcu siguiente 

pf
2

2DJ®f221 ~ at1°t2ªt1ªt2 • (2.2.21) 

el cual es inmediato checar que sntisfncc las expresiones (2.2.20), i.e., 

i) cjpf220]®[22J ¡o)= 2Pf220]®[22J ¡O), 

ii) c~p[220]®[22] JO)= 2pf220]©[22] JO), 

iv) (/ p[220]®[22] J O) = 2Pf220]®[22] J o) ; 

V) (Íp[220]®[22] 1 O) = 2Pf220]®[22] J O) ' 

Group Theory and "', cap.3 
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Las condiciones sobre la acción de C~ , C~ y Cf se verifican trivialmente. 

A continuación escribimos los polinomios p{ii.)®{h} para cada una de las repre
sentaciones { ii} ® { /1} involucradas . 



62 

N 

l. 

2 

4 

5 

6 

[2~0J: 
"í'·,., 

[22]':~ 

[211] [31] 

[221] [32] 

[222] [33] 

2. FermionC11 interactuantes 

'.:,;··~'ff'''f•' 
~·-~~11ª1:2ª2!~22 -. '2'": o 

t l t t ª 1ª 2°21ª31 

af¡af 2ª~1ª12°!1 1/2 

a JiaJ2a11ªi2ªÍ1aÍ2 

Aunque sabe'ruos que estos estados deben tener In máxima proyección de momento 
angular orbital M¿ = L y de espín Ma = S, para conocer los valores de L y de S de 
cada polinomio debemos aplicar el operador de peso del gmpo S0(3) y SU(2), respec-

tivamente .Co y~¡ que a continuación los vamos n escribir en términos de e~' y t;f. 

3 
Co =v'2 ¿ (lm1,; 10[lm1,) C~ 

µ=I 

="'2{(1-1;10[1- l}C~ + (10; lO[lO}C~ + (ll; lO[ll)Cj} 

= cf - ci, . (2.2.22a) 

1 2 . . . . . 
.SO = ,/2 .E (l/:m,; 10[1/2m,) ~ 

= ~{(1/2-1/2;10[1/2 - 1/2}<1 + (1/21/2; 10[1/21/2)(/} 

= el - e? , · (2.2.22b) 
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De esta mn.nrrn, obtenemos los valores ele L y S correspondientes a Jos polinomios 
p{h}®{h} (ver columnM quintn y sexta de la tnhla anterior), que son los mayores 
asociados a cada partición. Esto no constituye una regla, y en el capitulo siguiente 
veremos un caso en el que el estado de máximo peso de una representación no tiene el 
máximo valor de los momentos (de isoespín en este caso) asociados a la misma. 

El siguiente problema consiste en obtener estados para todos los momentos an· 
guiares L contenidos en cada representación {h} de U(3). Para lograr esto, vamos a 
proceder de una manera heurística siguiendo el camino de construcción de estados como 
lo hemos estado haciendo en este trabajo. Además, este procedimiento lo utHizaremos 
en el capítulo siguiente para obtener los estados bariónicos. Sin embargo, existe una 
forma alternativa de resolver el problema, la cual es ritás elegante, que utiliza un oper· 
ador ~, L * que ncttía sobre estados de máxima proyección de momento angular en 
la forma siguiente : 

J\1i,•¿ 1 LL) - 1 L
1
L

1
). 

En el apéndice 2.2 se indican los pasos a seguir para la constn1cción del operador ML' L 
y cómo se utiliza para construir los estados 1 L 1 L 1

) de nuestro problema. . 

Para simplificar los cálculos, al producto de k operadores fermiónicos ele creación 
los vamos a denotar por e] símboJo: 

A;l/i;·~!.~,k = ªt1i1 ª!2i2.'' ªt.ik ' 
donde i¡, · · ·, ik = 1,2 caracteriza los índices de U2 1 mientras que µh • .. ,/lk = 1,21 3 
son los de U(3), y por supuesto si los índices de dos operadores son iguales, Ajl/~;·:!tµk es 
cero. Además se verificn.fácilmcnte q1:c las relaciones de conmutación de Jos generadores 
de U(2) y U(3) con estas expresiones (actuando sobre el estado de vacío) estan dadas 
por 

(2.2.23a) 

(2.2.23b) 

El polinomio de máximo peso de la representación {h} ® {/1) del producto directo 
de grupos U(3) ® U(2) está clnclo por la expresión 

• Definido en Moahlnd:y, Group Th • .a.nd •.• Apéndice 111 
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(2.2.24) 

que se obtiene siguiendo el procedimiento indicado anteriormente, y es directo checar 
que satisface las ecuaciones (2.2.20). Considerando la representación [220] 0 [22] como 
ejemplo, la expresión (2.2.21) se escribe 

p(220]®(22] = A l 1 ~ ~ J O) . (2.2.25) 

Debido a que tenemos fcrmiones, y la representación producto debe ser {11:} , entonces 
la partición {h} fija automáticamente a la partición {h} ; es decir, cualquier estado 

de la forma r;11¡ 6 11~;··~~ 1,~2¡~·:~ .. ~l;··ii3 1 O} debe pertenecer n. In representación 
{l•} 0 {h). 

En la Tabla 1 se dan los polinomios de máximo peso de sistemas de 1 a 6 fermiones p, 
para construir estados can otros momentos angulares L' contenidos en la reprrsentación 
{ h} de U(3) proponemos el polinomio 'P 

p JO) = L Aµ, ,,,. .. ,,,A 1,¡;-·fa .. 1.2¡;/•2 12 ... .i, JO) . (2.2.26a) 
P1· .. 111,:::.t,2,3 

Este polinomio necesariamente pertenece a In representación {ii} ® {h}. Si los coefi
cientes Aµ 1 ••• 111; se eligen de tal manera que se cumplan las ecuaciones 

Co 'P J O) = L'P J O) , 
C+ 'P JO) = O. 

(2.2.266) 

(2.2.26c) 

Se puede obtener una relación dc,recurrencia para los coeficientes A1,1 ... 1,k que, una 
vez resuelta, dará por resultado un polinomio 'P 1 O) con momento nngulnr L' y máxima 
proyección. Esto lo tenemos que hacer solamente para las representaciones { h} ® { h} 
que contienen más de un momento angular, que en nuestro caso son: a){200} ® {11} 
que contiene a los momentos angulares O y 2 ; b) {210) 0 {21} que tiene asociados 
L' = 1 y 2; y c) {220) 0 {22) con L1 =O y 2. 

De acuerdo a la expresión (2.2.26a) para el caso {200} 0 {11} proponemos 

1\ JO) = L A1•11•2Jµ¡,µ2) 
µ1112 

= L Aµ1 µ 2A),~µ2 J O) • 
¡d¡12 

(2.2.27) 



Fermiones p 65 

Los operadores de momento angular que necesitamos son .Ca, que fue dado en (2.2.22a), 
y .C+1 =-e¡ -C~. Aplic1U1do la condición (2.2.26b) a 11 tenemos 

.Co 111 O) = L A,,111,(•1\ 1.6.ll., + c51\,.6.1~1 - c51~ 1 .6.!;., - •2,.6.1~a} 1 O) 
1Jll12 

= L:!A1 1..6.I~, + A111.6.),~ - Aa1,.6.!~ - A1,a.6.),~¡ 1 O) ,. 
=o, 

donde en la última igualdad se utilizó que el estado corresponde a momento nngular 
cero. Utilizando que los estados jµ¡, µ2) son ortogonales en los indices /lt y /l2t dé la 
expresión anterior es inmedinto concluir que A13 1 Aa1 y A22 son los tínicos coefi.cie~tes 
distintos de cero. Tomanclo ésto en CUl'ntn, tenemos 

11 1 O) = {A13.6.rn + A22.6.~~ + Aa1.6.fü 1 O) . 
Aplicruido la relación (2.2.2Gc) al polinomio anterior, obtenemos Josre•1ultad1>s.•iígu 
icntes: A31 + A22 =O y A13 + A22 =O; i. e. , 

1\ 1 O) = A {.6.!l + .6.g - .6.fü 1 O) , 

donde el coeficiente A se determina normalizando el estado: (O l 'Pi11 1O):=3A2 =·l, 
concluyéndose 

1{200} ® {11}; L = ML = O;S = Ms =O)= )a {.6.H + .6.H - .6.m 1 O) . (2.2.28) 

Para la representación {210} ® {21}, con momento angular uno proponemos el 
estado: 

Aplicando en forma similar al caso anterior la condicion (2.2.26b) obtenemos: 

.CoP.! 1 O) = L A1µ,µa.6.li.!11a + Aµ,Jµa.6.1~!µ3 + Aµ,µ,1.6.J,~),,1 
1111'2 

-Aa1121136A~~113 - A,,,3µa61~1µ3 - A,,,µ2a.ó.i~123 
= E A11w211a6J,~!12J13 ' 

111112113 
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ya que L1 = l. Tomando en cuenta In. forma del polinomio de máximo peso y las 
propiedades de anticonmutación de los operadores de creación, para tener AJl1µ 2µ3 -::/:O 
debe ocurrir µ1 -:/: µ3 y que Aµ 1µ 2µ3 = -Aµ31'l/llº Como la acción de .Co sobre cnda 
término 6~~i2µ3 es proporcional al mismo, entonces cada término separadamente 
debe ser tal que .Co aJ,~i'fª = .ó.J,~k2µ3 • Así, solamente los coeficientes Aµ 1112µ 3 
cuyos índices {µ11•2¡•3} E = {{113J,t311},{221}.{122}} satisfacen esta condición 
y necesariamente Ja expresión anterior. 

Considerando la condición (2.2.26c) se obtiene 

{CI - C~} E A111µ2113ll,\~).,,.3 =o 
{¡1¡¡1,¡13E/} 

donde podemos escribir expHcitamcntc la suma utilizando las propiedades A113 
-A311 =A Y A221 = -A122 = B; entonces 

(CJ - C~}'P.z JO) ={A(t:..!H- t:..fü)+ B(t:>g\+t:..fü -ll.gj -t:..lfü} f O) .. 

=(t:..JfüA '- B) + t:..fü(B - A)} JO). .. 

ésta se anula si y sólo si A ~ B. En ~oncl~sión; 6bienemos· el estado 

'P.z JO) =A{t:..fü-t:..fü +t:..fü-t:..m} JO), 

que al normalizarlo, y teniendo cuidado de considerar t:..JH = -t:>fü y t:>fü = -t:>fü, 
toma la forma 

. 1 1 
J{210}®{21};L=M¿=l;S=Ms=2l = v'2{t:..fü-t:..lfüJo). (2.2.29) 

Finalmente consideramos la construcción del estado que porta la representación 
{220} ® {22}, con momento angular cero, i.e. 

'P.i J O) = L A¡1¡¡1,¡13µ4ll.~~1~µ3µ4 J O) . 
µ1µ2¡13¡l4 

Nuevamente observando los índices superiores del factor ~ y tomando en cuenta que 
éste debe ser totalmente antisimétrico ante permutaciones de los operadores, obtenemos 
las siguientes restricciones: 
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Estas restricciones clnn por resultado que solamente sean distintos de cero los sigu
ientes coeficientes: A1122,A1123,A1223, A2J32• A2133,A2233, A1132,A1133¡ A~233• Apli
cando la condición (2.2.26b )1 con L' = O¡ se encuentra que cada factor Aµ~ L

2
µ 31,

4 
debe 

satisfacer por separado la ecuación .CoA~~:~ ,3µ 4 1 O) = 01 lo que puede cumplirse 
si entre los subíndices {ltJ/'21'31'4} tenemos e{ mismo número de 1 que de subíndices 
iguales a 3. Entonces, de los coeficientes anteriores solo quedan A¡ ¡33 1 A1223, A2132 #; O. 

Por medio de la expresión (2.2.26c) , i. c • 

.C+'P.J 1 O) =.C+{A1133A\m + A¡223A\m + A21321~~m> 1 O) 

=A1133{A\m + Anm 1 º> + A1223A\m 1 º> + A2132Alm 1 º> 
=0, 

que se anula tomando A1223 = A21:.s2 = -A1133 y normalizwido al estado resultante se 
tiene 

1{220)®{22) ;L = M¿ = O;S = Ms =O)= ~{AfühA\fü-A\füJ 1 O). (2.2.JO) 

En el apéndice 2.2 se obtendrán los estados (2.2.28), (2.2.29) y (2.2.JO) utilizando 
el operador M¿•¿ . Para completar la base de estados j{h) ® {li); L, M¿; S, Ms), sólo 
hace falta aplicar el operador .C- a los polinomios de máxima proyección. Finalmente 
a través de un coeficiente de Clcbscb-Gordan se construye la base de estados asociados 
a la cadena ele grupos (2.2.1). 

3 Momentos cuadrupolares 

En analogía a lo que se hizo en el capítulo 1 con los estados bosónicos que ahí se obtu
vieron, vamos aquí a calcular los momentos cundrupolnres para los estados p{ii}©{h} 
que tenemos en la Tabln 3 . Estos estados tienen máxima proyección de momento 
angular orbital y son por tanto los que interesan para el cálculo. La proyección de 
espín no interesa ya que el operador Q2r está definido en términos de los generadores 
de U(J). 

La fórmula para obtener el momento cuadrupolar ele un sistema 1 LL) está dada 
en el capítulo anterior (ec. l.4.14b); el operador Q2o que utilizaremos es (ver apéndice 
2.2): 
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La aplicación de la ec. (1.4.14b) con Jos estados p{ii)®{h} es directa. Los resul
tados los escribiremos en la siguiente Tabla¡ en la que omitimos escribir explícitamente 
los polinomios p{ii}®{h} . 

Tabla 4 

N {ii} {h} L s QNL 

{100} {10} 1/2 

2 {200} {11} o 2 

{110} .{20} -1 

3 {210¡.~.'. {2i}' o'. 2' 1/2 --, - -2 

;.ú;N · ;;~;~a·&t;:fir1 ~í~c ... 

" o 

4 {220} '{22r·· 2· o -2 

{211) {31}''' 1 1 

5 {221} {32} 1/2 -1 

{222} {33} o o 

Las unidades de '1.N L queden en principio determinndas por la constante a de 
la ec. (1.4.2) . Como era de esperarse, QN L = O para todos los estados con L=O 
. Si vemos los resultados pensando en la imagen partícula-agujero, comprobamos que 
el momento cuadrupolnr asociado a un sistema de N agujeros tiene el signo opuesto 
del asociado al sistema equivalente de N partículas (equivalente en el sentido de que 
tienen las mismas L y S). 
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4 Apéndice ll.1 

Dc,._la · t~ria de irUp~s,· sU:bemos que dado un grupo unitario Un, los generadores 
e~ ( con µ 1

, µ = 1, ... t n) del grupo se pueden dividir en tres clases : 

i) De peso 1 con p.'= Jl• • 

ii) De ascenso , con µ1 > Jl 

iii) De dC'scenso , con µ 1 < µ . Pensando en el 

esqu~ma de segunda cuantizndón, con operadores de creación aJ,, sabemos que ciado 
un polinomio homogéneo 1' en térmjnos de estos operadores, tenemos un estado pnrn 
Un sistema de N partícula.. al hacer: 'P 1 O), donde N es el grnclo de homogeneidad 
del polinomio. 

Se define el peso Wp del polinomio P como el conjunto de mímcros [w1 w2 • • • w 11J 

tales que 

C~'P JO) = W¡,"P i O) 

También, dados dos poUnomios 1\ y Pi , se dfre que WP¡ es mayor que WP.z si en 
el conjunto [w1(1\) - w¡(Pi), w2(1\) - w2(1'i), • • ·, w,.(1\) - w,.(Pi)J el primer 
número distinto de cero (de izquierda a derecha) es positivo. 

Hasta aquí tenemos definiciones que resultan de aplicar criterios arbitrarios. Se 
puede ver, de lo que hemos dicho, que los operadores de ascenso 'aumentan' el peso del 
polinomio 'P y los <le descenso lo 'reducen'. 

Se definen entonces los polinomios 1' de 'máximo peso' corno nqurllos tales que 

c¡{'P JO)= O 

para todos los operadores e~{ de ascenso. 

Más aún, se encuentra que 

Cl!'P 1 O) = 11µ 'P J O) con : hí °?; h2 ;:::··· • • <::: IÍn 

donde claramente : h l + /12 + · · · + hn ,,;, N 
partición de N. 

~ . ' -' •"' ·, 

E~.".dec,il', el pe~o {h} de 'P es una 



70 2. Fermiones interl\ctunntl'S 

Sin embargo, sabemos que para cada partición de un número entero positivo en n 
partes, existe una representación irreducible de U(n) 1. Es decir, podemos utilizar a 
'P para generar la base ele una representación irreducible a la que podemos etiquetar 
con la partición { h}. La manera de generarla será actuando con los operadores de 
descenso de U( n) sobre 'P y pidiendo que los nuevos estados sean eigenvectores de los 
operadores de Casimirt ele una determinada cadena de grupos. 

El hecho de que actuando con los generadores de descenso de U(n) sobre 'P se 
pueda generar una base completa para una representación irreducible se sigue del teo~ 
rema de Cartnn 2 que establece que el polinomio de máximo peso en una base para 
unn. representación irreducible de un grupo de Lie semi-simple es único. 

Sin entrar en detalles acerca de la definición de un grupo semi-simple de Lic, 
diremos simplemente que los grupos unitarios U(n) satisfacen las condiciones del 
teorema. Asimismo, del teorema se desprende que el polinomio de mínimo peso (si 
también existe, como ocurre en los casos de los grupos compactos) es también único 
(mínimo o máximo es custión de convención)¡ ele tal manera que, el polinomio P tal 
que 

i) p 1 O) = R cc¡:'J 'P 1 O) 

ii) c¡:'P 1 O)= o Vµ'<µ 

es el de mínimo peso y completa en consecuencia la base para la representación irre
ducible {h} de U(n). 

Ahora bien, recordando que estamos trabajando en segunda cuantización, y que 

nuestros operadores de creación aJ, representan partículas físicas, sabemos que estos 
operadores deben satisfacer alguna de las relaciones algebraicas siguientes: 

Conmutación : [a!,, aL} = O +- Bosones 

Anticonmutnción: {aJ
1
,,af,J =O +- Fcrmioncs 

l Elpldio Chacón, not&1: Rrnr'"""'ªhr.ino.,,. lgetludhlr." df! gr11no" unitario' ttomnacto"· 

t O invariante .. , en el sentido de que conmutan con todo11 1011 generadorn del grupo al que e11tan 
uociado11. 
2 

Mencionado en M.Mo•ld.,ky' """"lo• In. Rep. o! Unll. Grnup• and ••me apl." 

Jgmn1! nC Matbrmat!ret Phy11jn Vol.• N 9 Sep. 1963 
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Con.sideremos ambos casos para ejemplificar, de manera breve y senci118.,, ltiS ideas 
de este apéndice. 

a) Caso bosónico : 

Supongamos que deseamos construir un polinomio de máximo peso de grado N 
con operadores bosónicos para representar estados que porten una simetría U(n). En 
principio tendremos tantos polinomios posibles como el número ele particiones ele N 
en n elementos. Sin embargo, dada la realización que estamos haciendo de nuestros 
estados, se puede verificar que el único polinomio que satisface las condiciones de 'peso 
máximo1 es de la forma 

-p[h] = _l_(at)N 
,/Ni 1 

(2.4.l) 

donde el factor 'iv! nonnaliza el estado teniendo en curnta la conmutntividad de 
los operadores de creación. Este polinomio pertenece a la representación totalmente 
simétrica del grupo Su (grupo de permutaciones de n objetos) cuya base se compone 
de un estado totalmente sinu~trico ante el intercambio de cualesquiera dos partículas, 
como es el caso de (2.4.1). 

Como los generadores de U(n) conmutan con los operadores de 511 
3 , entonces 

toda la base para la rep. irreducible {N} de U(n) portará la rep. {N} de Sn; es 
decir, todos los estados construidos n partir ele (2.4.1) con los operadores ele descenso 
de U(n) serán totalmente simétricos ante cualquier permutación entre las partículas. 

b) Caso fermiónico: 

Ahora intentemos lo mismo que en (a) pero considerando operadores fenniónicos. 
Dada N debemos construir 'P recordando que ningiín operador fermiónico puede 
aparecer más de una vez. Así pues, para que la representación sea. no nula, se debe 
tener N ::;;: n . La única posibilidad para 'P es entonces 

p[tN] = afa~ .. ·at (2.4.2) 

Y vemos que (2.4.2) pertenecen In representación {l N} de U(n). Tnmbién se pudo 
haber escogido 

(2.4.3) 

3 Ver Hamermesh, secc. 10 - 4 • 
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donde P denota una permutación de los ni1meros 1 , 2, • · ·, N, y óp la signatura 
de dicha permutación. 

Pero, dadas las relaciones de anticonmutación de los operadores fcnniónicos, vemos 
que (2.4.3) es proporcional a (2.4.2) . 

Encontramos aquí que (2.4.2) pertenece a la representación {!N} de SN, la 
cual tiene dimensión 1 y cuya base se compone de funciones antisimétricns ante el 
intercambio de cualesquiera dos partículas. Así pues, todn la base construida a partir 
de (2.4.2) portará la representación totalmente antisimétricn de S N • Notemos que si 
N = n , la base en el grupo unitario tiene dimensión 1 ya que cualquier operador de 
descenso de U(n) anularía a (2.4.2). De manera general vamos a enunciar el siguiente 
resultado de la teoría de grupos: Dnda una base para la representación irreducible 
{h1 · · · h2} del grupo unitario U(n), esta base porta a su vez la representación irr. 
(/1( 00 ·hn}dclgn1po S¡ donde h1+ 00 ·+hn=f 4. 

Por esta razón, de antemano sabemos que si utilizamos operadores hosónicos para 
representar nuestros estados con simetría U(n), donde éste es el 1mlximo grupo de 
simctria, estos estados deben portar la representación irreducible {N} que corresponde 
a funciones totalmente simétricas ante permutaciones de las N partículas. Cuando 
realizamos los estados en términos de opcrndorcs fcrmiónicos tendremos entonces la 
representación {IN} en el máximo grupo de simetría U(n) , la cual a su vez cor
responde a funciones totalmente antisimétricns ante permutaciones (o de 'signatura' 
alternante) . 

De tal manera, para obtener representaciones más complejas de grupos unitarios 
en realizaciones fcrmiónicas o hosónicas, es necesario 'romper' la simetría máxima, tal 

como teníamos, de manera natural, en el Cap.2 con los operadores fermiónicos af,8 • 

De esto se habló ya al principio del capítulo y aquí mencionaremos que, 'rompiendo' el 
indice p de los estados en dos subíndices p ..._. ¡tu, obtenemos la estructura 

U(mn) :i U(m)®U(n) . 

Y así, en los grupos menores U(m) y U(n) podemos tener más representaciones, 
aunque siempre con las restricciones antes mencionadas para la representación del grupo 
U(mn). 

4 Para una revllión completa de las relaciones entre el grupo simétrico 'Y loa grupo!! unitarios exl!lte 
una extensa blbllogra(fa mú o meno11 estándar, de la cual podemo!I mencionar a Chen , Loebl , 
llamermeah , Weyl 
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5 Apéndice Il.2 

El operador ML'L 

En el capítulo II apareció la necesidad de encontrar, dentro de una misma rcpre· 
scntación de U(3), estados de máxima proyección para distintos valores del momento 
angular (que llamaremos L' y L) contenidos en dicha representación. Dada la 
simplicidad del caso particular, se pudo resolver el problema de manera sencilla es· 
tableciendo relaciones <le recurrcncia entre los coeficientes de un polinomio genernl al 
que se le imponen condiciones nclccuadas . De gran utitidad fue asimismo la propiedad 

anticonmutativa de los operadores ele creación atu. Sin embargo, para casos más com· 
piejos (por ejemplo, con nn mayor número de partículas) éste método puede resultar 
demasiado laborioso y en general es poco clirf'cto. 

Una forma más elegante de resolver el problema <les<lc el punto ele vista ele la teoría 
de grupos consiste C"Il obtener nn operador Mu L que cambie un estado de máxima 
proyección L en un estado con nuí.xima proyección L1

, Si este operador SC" construye 
utilizando solamente generadores ele U(3) 1 entonces no cambiará In representación 
{h} de dicho grupo ni nctunr sobre los estados / LL) , 

Para construir el operador MuL vamos a introducir los operadores cundrupolares 
'22r (T= -2,~1,0,1,2). 

En la física nuclear jucgru1 un papel importante las interacciones o transiciones 
cuadrupolarcs entre distintos estados. Como su nombre lo indica, éstas interacciones 
tienen que ver con los campos eléctricos clcbi<los al término un grado superior al dipolar 
en el desarrollo en serie del campo generado por una distribución de carga (incluso se 
toman en cuenta transiciones cundrupoln.res de masa}. Se define entonces el operador 
'cuadrupolar' Q2r para introducir estas intcracciones1: · 

donde .Y:zr son los armónicos esféricos sólidos de segundo orden, cuya forma en coor· 
denadas cartesianas es como sigue 2 : 

Mo11hinsky, Group Theory and ••• p.49 

Eiaenberg,Grelner, Nuc!ellr Mndr.IN , p.39 
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r=O 
T=±l 
T=±2 

Utilizando estas expresiones en el espacio de coordenadas para los operadores Q2r, se 
pueden verificar las siguientes relaciones de conmutación entre el conjunto de operadores 
I = {Np, r.,,, Q2r} : 

i) [N¡.,BJ O V Bel (2.5.1) 

A(la;2r f 2 (r+ a))Q2(T+u) (2.5.2) 

iii) [Q2r'• Q2r] = B(2r'; 2T l l (r + r'))C¡r+r) (2.5.3) 

con A = -,/6 y B = ~ que na dependen de u, T ó r . Estas relaciones de 
conmutación se preservan cuando escribimos los operadores en su forma de segunda 
cuantización¡ ésto se puede demostrar fácilmente. Consideremos los operadores A y 
B cuya Cormn en segunda cuantiznciOn denotaremos por 

A= L:(µ JA J ¡l) aJ,a1" 
/'µ' 

ÍJ = L:(µ J B J µ1) aJ,aµ' 
/'µ' 

Entonces 

i)[A")1] = L:(µ f AB f µ') aJ,aµ' - L:(µ f BA 1 µ') atal" 
µ¡J' µµ' 

Por otro lado, también tenemos 

[.A, fJJ = J.fJ - .fJJ. = 

L: (¡t¡ f A f ¡i¡)(¡<2IB1 jl2)aJ,,aii1aJ,,aii2 -

P1/11µ2ji2 
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E (µ1 1B1il1)(µ21A1 il2)ab1ail1ab2ail2 

1111i11121i2 

Considerando ail1 af,2 = óPl µ 2 ± af,2aji.1, donde el signo ± se incluye para considerar 
bosones o femúones 1 el miembro derecho queda: 

E (µ11A1k)(k1B1 il2)at.ail2 
- E (µ11B1k)(k1A1 il2)ab1ail2 

µ1l:il2 µ¡l:jj2 

:!:( E (µ1 1A1il1H1•2IB1 ¡12)ab,ab2ail•ail2 -

111il11121i2 

E (1•1 1A1jl¡)(µ2IB1 il2)ab,ab2ail1 ail2 } 

l't1i11121i2 

Pero es obvio que Et(µ1 1 A 1 k)(k 1 B 1 il2) = (µ1 1 AB 1 jl2) Y 
2:1(µ1 1BJk)(k1A1 ¡12) = (1•1 J BA 1 il2) . 

Entonces AÍJ-ÍIA = 2;1, 1¡;,(1•1 1 (A,B] 1 il2)aJ,,a1i2 Es decir, la forma en segunda 
cuantización del conmutador entre A y B es igual al conmutador entre las formas 
en segunda cuantización de A y B separadamente . 

De las ecuaciones (2.5.1 , 2.5.2, 2.5.3) vemos que los operadores del conjunto 1 
forman un álgebra de U(3); es dc

1
cir, son gencrndores del grupo, y podemos escribirlos 

en términos de los operadores C~! definidos en el capítulo 2. Para el caso de C.9 y Np 
ya lo sabíamos, y para el caso de '22r tenemos 3 

Explícitamente 

MoshiHky, Group Theory and ... p.43 
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La ventaja de utilizar los operadores de 1 es que estos r<'presentnn cantidades 
físicas relevantes en cualquier problema de muchos cuerpos (no solamente en la física 
nuclear). 

Vamos ahora al operador "'1,1 ¿; sabemos ya que si lo construimos utilizando 
operadores '22r y Cq dejará invariantes las representaciones de U{3) . De lo que 
hemos dicho, se desprende que .M¡,1¿ debe satisfacer las siguientes condiciones 

a) Co{.A-f[¡¿ 1 LL)} = L' {Ml!L 1 L' L)) {2.5.4) 

b) C+1{Mu¿ 1 LL)) = O (2.5:5) 

Estas condiciones además son suficientes para 10 que necesitam~s, yá que ambas· impli
can {Ml!L 1 L' L)) -1 L1 L). Si escribimos las condiciorirs(2.5.4 y 2.5.5)cn términos 
de conmutadores tendremos , · - ~ ' ' 

a.1) (.Co,ML'¿] 

b.1) (C+¡,Afi1¿] 1 LL) = O 

A continuación vamos a mostrar que el operador J\4i.1 L definido en el apéndice 
III del libro de Moshinsky (ya citado) como: 

M¡,t¿ = E (2r:LL'-rlL' L'){ (L+L'-r)I ¡1/2'22 (l/'2C 1)L-L'+r 
=-2 ' (L - L' + r)!(2L)! r -

Satisface las condiciones (a.1, b.l) . 

a.l) Consideremos el conmutador (.Co, Q2rl = rQ2r (que es equivalente a (2.5.2) 
como se puede verificar calculando los coeficientes de Clcbsh·Gordan correspondientes). 
También sabemos: (Co,(v'2C-1)L-L'+r] = -(L -L' +r) (l/'2C-1)L-L'+r . Para 
simplificar la notación definamos: 

Entonces 

-( ·L ,_ I t '){ (L+L'-r)! ¡1/2 
Fr- 2 r, L T L L (L-L'+r)l(2L)! 
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··. <··<• .i}J'"/ ,·<···.··.· q·'/ < •..••.... •'·. 
[Lo'; MvLl =, ,f;;,;;.{rQÍ~~~C-il~-L'+i,_(L :_L'+ r)Q;,(;/k.1 }L~L'+r} 

''.~-2 i,:.>~ 

2 
= (L' c:'·L). E Fr'12,(v'2C-1)L-L'+r = (L' - L)~JL 

r;=-2 
De ,;,anera que (a.l) se satisface. 

77 

b.l} Sea 1 L1L) uri polinomio de máxima proyección escrito en términos de 

operadores a/,cr actuando sobre I O); consideremos tainbién lo siguiente: . 

(Que es equivalente a (2.5.2)} ·, 
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: ::±¿¡,:~:;~~~~i ··~i~~,'.'i~'--;-7=--'·"-c ·:·~·,;;~~2 --'·~ceº- - -

~ (.C~¡,.MviJ 1 LL) = 

2 l <<·.· .. ··; rEi ~ ./2{(2;,-·l;LL1 -r+IIL'L'){(2-.r+l)(2+r)}1
/

2 + 
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+ (2 r;L L1-r 1 L1 L 1)(L-L1+r)1f2(L+L1-r+l)112 } 1 LL1 -T+1) -

- ~ (2 -2;L L 1 + 2 I L1L1)(L - L1 
- 2)112(L + L1 + 3)112 1LL1 +3) 

Analicemos primero la suma. Sabemos que los coeficientes de Clebsh-Gordan que apare
cen están dadeos por 

(2 r;L L1 - r I L 1 L') = (-l)T{~}l/2• 

Entonces se desprende que 

(2 r;L L' -T 1 L1 L1) (2+T)(2-r+l) 1/2 
-«L-L' +r)(L +L' -r+ 1)) (2 T- l;L L' - T+ l I L'L') 

Así vemos que los ténninos de la suma con T = -1, O, 1, 2 se anulan idénticamente. 
Para el último sumando que queda, vemos que se anula si L1 = L - 1, o L' = L - 2 
pero no se anula neccs~amcnte para L' S L - 3. 

En conclusión, la condición (b) se cumple para toda L siempre y cuando L1 

satisfaga L - 2 $ L1 < L . Desde luego que esto no limita la posibilidad de obtener 
cualquier multiplete L 1 contenido en U(3) ya que se puede constuir un operador de 
la forma GLaLb = M¿4 ¿ 1 • J\.1¿1¿:i • • · · • .Ñf¡,nLb con La y Lt- arbitrarios. 

Por lo demás, para las representaciones que tenemos de U(3) en el Cap.2 1 vemos 
que en ningún caso L y L1 difieren en más de dos unidades, así que nos bastará con 
aplicar un sólo operador M¿1 L en cada caso . 

Vamos a hacer uso de este operador para obtener los mismos estados J L 1 L 1
) que 

fueron encontrados en el Cap. 2. Siguiendo la secuencia del capítulo, enumeran1os las 
representaciones para las que tenemos momentos angulares distintos L 1, L 

a) {200} ® (11) ; L = 2 , L1 =O • 

b) {210} ® (21) ; L = 2 , L' = 1 . 
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e) {220} ® [22] ; L = 2 , L' =O • 

Vemos que se tienen que construir los dos operadores A-112 y JW,,2; de las fórmulas para 
~' ¿ y teniendo en cuenta la forma en segunda cuantiznción de '22r obtenemos: 

a) El polinomio de máximo pe5o con L=2 :~s:. p[22ÓJ©(IÍJ = ti. H 4. Actuamos primero 
con las potencias de i:+1 · · 

i) (C~ +C~)Aj¡ JO) 

ii) (C~ +C~)2Aji 1 O) 

iii) (C~ +C~)3AH I O) 

iv) (C~ +c~)4Afi 1 O) 

Entonces 

c.ci.g+Am 'º> 
(2A~~ +Ag+ ti.fü 1 O) 

3(A~~ + Afü 1 O) 

M!~IO) 

4 La notación ea la rnl•ma que la utlllaada en el capltulo 2 
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Normalizando el estado obtenido 

A1J26.H 1o)~11 = )ac6.rn + 6.H-6.fü 1 o¡ 

Que es justamente el polinomio que tenemos en la ce. (2.2.28). 

b) Tenemos p{2l0}®[211=6.ln . Vamos a aplicar M2 separadamente 

. l l ( 2 1) ¡21 1 ) l ( ¡21 121 1 ) 1)v'Sv'2C3-C2A12 O =,¡¡0 6.13-6.122) O 

... , l l l ( :Í 2)(CI C2)2Al21 I ) 3 ( ¡21 121) i ) 
m - y'54 v'2 C2 -C1 2 + a '-"112 O = 4v'5 6. 1a -6.122 O 

. l 3 3 1 2 3 121 ) l 3 121 121 
iv) y'SJ2C1(C2 +Ca) 6.112 I O = v'5i2(6.113 - 6.122) 1 O) 
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En suma, M2Pl210}®(21 l 1 O) ~"P.! 1 O) = v\2C6.!B - 6.jfü 1 O). Como tenemos en 

(2.2.29). c) p(220}®{22} 1O)=6.m~ 1 O) ; procediendo de manera análoga a los casos 
anteriores 

_ 1(2A 1212 A 1212 A 1212) 1 ) - 2 '-'1133 - '-'2132 - '-'1223 o 
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••• ,1(C3 2C2 ci)(CI c2)2Al212 ¡O) 1( 2A1212 2A1212 8A1212¡ 1 O) 111 ¡¡ 3 - 2 + 1 2 + 3 1122 = ¡¡ - 2132 - 1223 + 1133 

lc3cc1 c2¡4A 1212 1 o) {A1212 A 1212} 1 ) ¡¡ 1 2 + 3 '-"' 1122 = 2213 + '-"'2231 o 

Sumando tenemos 

20(A1212 A 1212 A 1212) J ) 6 3122 + '-"'1322 + '-"'1133 o 

Y normalizando 

1 (A 1212 A1212 A 1212) 1 O) 'D. I O) = - v'3 '-"'2132 + 1223 - '-"'1133 = '" 
como esperábamos obtener (c.f. (2.2.30)) 
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SIMETRIAS DINAMICAS EN BARIONES 

1 Introducción 

En este capítulo veremos cómo las ideas de la teoría de grupos se aplican en 
el tratamiento de una de las fronteras contemporáneas de la Física: lns partículas 
elementales. El objetivo será ilustrar algunos de los resultados más importantes que ha 
producido el modelo SU(3) de los quarks utilizando para ello las técnicas que hemos 
descrito a lo largo de este trabajo. Quedará abierta la posibilidad de aplicar el método 
de segunda cuantización en temas aún más controvertidos y para los cuales no existe 
una descripción satisfactoria que permita obtener datos fácilmente verificables por el 
experimento. Uno de estos temas es el estudio de los estados excitados de los haclroncs 
(partículas que intcrnccionnn 1fuertemente 1

) acerca de los cuales haremos aquí una breve 
referencia, y sólo para el caso de los barioncs. 

A partir del descubrimiento en 1947 de los mesones 7r cargados en los rayos cósmi· 
cos, numerosos hadroncs han sido identificados. Algunas de las nuevas partículas, ob
servadas como rcsonancins o ' picos' en la curva de la sección eficaz de procesos de 
dispersión respecto de la energía del centro de masas del sistema, resultaron tener 
un tiempo de vida media sorprendentemente grande en comparación con la escala de 
tiempo asociada a los decaimientos de las interacciones fuertes { 10-23 seg), aún siendo 
partículas suficientemente masivas como para decaer en objetos más ligeros sin violar 
conservación de la carga o del número bariónico. 

Gell·Mann, e independientemente Nishijim~1 consideraron esto como la mani
festación de un nuevo número cuántico, al que se llamó 'extrañeza' . Entonces se pos
tuló que las interacciones fuertes y electromagnéticas deberían conservar In extrañeza 
S. De tal manera, asociando valores de S adecuados a las partículas observadas, se 
entendía que ciertos dcC"nimientos violaban este nuevo postulado, explicando la ' esta
bilidad' (r-10- 10seg) de ciertas resonancias. 
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La introducción de la extrañeza S resultó ser equivalente a otro nuevo número 
cuántico, la 'hipercarga' Y, relacionada a la carga Q y a la componente J3 del 
isoespín a través de la relación de Gell-Mann - Nislújima 

Y=2{Q-l3)=S+B, {3.1.1) 

donde en la última igualdad se definió el níuncro bariónico B. Así que, al igual que Q e 
/3 , la hipercarga resulta ser un número cuántico aditivo, que genera transformaciones 
de un parámetro, Uy(l), que son invariantes bajo las interacciones fuertes. La ventaja 
de utilizar a Y en lugar de Q es que Y conmuta con los operadores de isocspin Ii, Z2, e 
I3 de SU¡(2) . De esta forma, todos los miembros de un multiplete de isoespín tendrán 
el mismo valor de la hipercarga, aunque no tengan la misma carga coulombiana. 

En ese entonces se tenía la simetlÍa SU¡(2) 0 Uy(l) que resultaba bastante útil 
en la clasificación de las partículas que interaccionan fuertemente¡ entonces la idea 
fue extender el grupo de simetlÍa SU¡(2) 0 Uy(l) de forma tnl que el nuevo grupo 
incluyera a los multipletes ele isocspín, y al ampliarlos, conjuntara en C"ada uno de los 
nuevos multiple~es a los hadrones con propiedades similares. 

Se buscó entonces entre los grupos de segundo rango, es decir, aquéllos que tien<'n 
entre sus generadores a dos que conmutan entre si. Dentro de los grupos simples ele 
Lie (aquellos que no contienen subgrupos invariantes) se tenía entre otros a SU{3) [6): 
grupo unitario unimodular en tres dimensiones, que tiene ocho parámetros. A este 
respecto Gell-Mann y Ne'eman en 1061 diseñaron un esquema para cln.'lificar todos 
los hadroncs hasta entonces conocidos de acuerdo a ciertas representaciones del grupo 
SU(3), que contelÚa a SU¡(2) y U¡,(1) como suhgmpos. De esta manera los barionrs 
y mesones fueron clasificados como miembros de la representación {2, 1) de SU(3). 
Esta simetría, conocida nctualmt>nte como 1SU(3) ele sabor' (ele aquí en adelante cle
notada por SU F(3)), era violada por las interacciones fuertes. El orden de magnitud 
del rompimiento d~ simetría puede estimarse de la razón 

{mA,;;-Pmp},. .2 (3.1.2) 

con mA y mp denotando las masas de las partículas A y del protón. Esta razón es 
suficientemente pequeña para que los efectos del rompimiento de simetría se traten 
por medio de la teoría de perturbaciones. Uno de los éxitos de la teoría de Gell-Man 
y Ne'eman fue la predicción de la existencia y el valor de la masa de la partícula 
n- descubierta en 1964. También llamó la atención que en la clasificación SU(3) ele 
las partículas elementales ninguno de los hadrones estaba asociado a la representación 
fundamental {l, O}. Esto sugirió a Gell-Mann y Zweig en 1964 introducir partículas que 
deberían transformarse de acuerdo a la representación fundamental y que recibieron 
el nombre de quarks; que ha siclo generalmente ~eptado. Los quarks se introdujeron 
en tres variedades 'up' u, 'clown' d, y 1strange1 s; con espín 1/2, cuyoo otros números 
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cuánticos intrínsecos daremos más adelante, destacando el hecho de que poseen cargas 
fraccionarias. En la teoría de los quarks, los mesones y bariónes son estados que están 
compuestos como sigue: Mesones ~ qij, y los Bariones ~ qqq¡ con q representando a un 
quark y ij a un antiquark t. 

Ahora bien, tener un grupo de simetria asociado a un cierto tipo de interacción 
no solamente significa tener la posibilidad de clasificar a las partículas involucradas 
sino también de describir a la interacción misma en términos de los generadores del 
grupo, así como los opernclorcs de transición. En este sentido, la interacción podría 
quedar en términos de los operadores de Casimir del grupo y en este caso se tendría una 
simetría exacta, ya que entonces la energía estaría degenerada para cada representación 
irreducible del grupo¡ lo que significa que la acción de los generadores o de cualquier 
operador pnrtenecientc al mismo deja invariante al Hruniltoniano del sistema. De forma 
más general, se podría pensar que la interacción ' rompe' la simetría del grupo, de 
manera que las energías serían diferentes dentro de un mismo multiplete. De cualquier 
modo, podría escribirse la interacción en términos de una serie de operadores de orden 
creciente que posean propiedades definidas de transformación ante el grupo de simetría. 
La acción de estos operadores ~ tensoriales' seria entonces conocida y se podria encontrar 
un espectro con el nivel de aproximación deseado cortando la serie hasta un término 
de cierto orden. Ahora la simetría no sería exacta ya que la acción de los generadores 
del grupo no dejaría invariante la interacción. Por ejemplo, para el caso del grupo 
SU¡(2) se observa que mientrtL"i las interacciones electromagnéticas uo son invariantes 
del grupo (en un mismo multiplctc de isocspín tenemos partículas con diferente carga), 
las interacciones más fuertes sí lo son, como aquéllas responsables de In estabilidad de 
los núcleos atómicos. 

De manera análoga, en el caso ele los hadroncs se espera que sus interacciones 
puedan clasificarse básicamente en dos grupos distintos: de las interacciones más fuertes 
que serian invariantes ante SUF(3)¡ y el de las interacciones 'moderadamente fuertes', 
las cuales no serían invariantes ante este grupo y son por lo tanto las que 'rompen' la 
simetría SU F(3) y dan lugar a que las partículas de un mismo multiplete ele este grupo 
tengan masas distintas. 

En el caso del grupo SU¡(2), afortunadamente la forma de la interacción electro
magnética que rompe la simetría es bien conocida. Sin embargo, éste no es el caso de 
las interacciones 'moderadamente fuertes' que rompen SU F(3). Lo más que se puede 
proponer es que estas interacciones se transforman como las componentes de algún 

f En Noviembre de 1974 Cuc encontrada una nueva partlcula, el me116n to , con una mua 1orpren· 
dentemente 1uperlor a la de l0!1 mesones formados por 101 quark1 conocidos huta entonces , 1e po11• 
tul6 entonce• la exiatenci• de un nuevo 'sabor' de quarlt, al cual se le uod6 un tercer número cu4ntico 
&dillvo, el •encanto' C (del lnglé1 charm). Esto de1de luego introdujo una. extensión en d modelo de 
SU(3) que ae tenía huta el momento, y 1e propuso el grupo SU(4) • El anii.llsls en términos de e11t• 
nueva descripción no 11er& visto en este trabajo. De hecho •ctuaJmente existen nuevu extensiones del 
modelo, pero todas resultan directas & partir del dC11cubrlmiento de Ja •imetr(a de SU(3) • 
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tensor del grupo. De cualquier manera, una ele lns ventajas de la teoría de grupos es 
que aún con esta pequeña información es posible predecir muchos procesos físicos. 

Cuando se implementó el modelo de SU F(3) para los hadrones, se encontraron 
bariones con espín semientcro que eran descritos por funciones de onda totalmente 
simétricas, contradiciendo el Principio de PauJi. Por ejemplo, dentro de uno de los 
multipletes del grupo para los barioncs aparece Ja partícula 6 ++ formada por tres 
quarks de sabor 'up': a++ = uuu. Esta configuración encajaba de manera correcta 
dentro de las características del barión doblemente cargado encontrado por Fcrmi y 
colaboradores en 1951 como una resonancia en la colisión 7r- +p. Su espín J=3/2 
se obtiene sumando tres espines 1/2 (uno por cada quark u), obligando el modelo a 
combjnar tres fcrmiones idénticos en un estado base completamente simétrico para 
incluir el estado .6. ++ observa.do experimentalmente. Sin embargo sabemos que ésto 
viola la estadística de Fermi que se postula para los qunrks (partículas de espín 1/2). 
Más aún, ignorando este problema, habría que explicar por qué en la Naturaleza no 
se han encontrado estados ligados de dos qunrks, los cuales en prindpio no quedan 
prohibidos por la simetria SUF(3); y solamente se tienen estados del tipo tres quarks, 
tres antiquarks, o quark-antiquark. 

Para resolver estos problemas, Gcll-Mann en 1072 y Fritzsch en 1973 introdujeron 
un nuevo número cuántico, el 'color'. Se supone entonces que cada qun.rk posee alguno 
de tres 'colorcs 1 que dcnotaremosR, G y B (del inglés 'Red','Grcen' y 'Blue'). Estos tres 
estados de 'color', serían los elementos del triplete fundamental de un grupo SUc(3) 
de color. Con esto queda resuelto el problema de la partícula 6++ ya que a cada 
quark se Je asignaría un color distinto. 

Sin embargo, el segundo problema planteado no queda del todo resuelto¡ además, 
aparece un nuevo problema en el caso del protón. Se sabe que p ""J uud y solamente ex· 
iste un estado base observado para el protón¡ sin embargo, existen varias combinaciones 
de color que se le podrían asignar: unuada, unuadc, unusdn, ... ,encontrando 
entonces un conflicto con las observaciones experimentales. El problema se resuelve 
postulando que todas las partículas observadas en la Naturaleza son 'singuletcs' de 
color (es decir, invariantes ante transformaciones en el espacio SUc(3) de color). Así, 
en el caso de tener tres quarks ligados, éstos deben combinar sus colores de manera 
totalmente antisimétrica, ya que con tres cajas, la representación antisimétrica [lllJ 
es el singulete de SUc(3) . Por esta razón no es posible tener sistemas ligados con 
solamente dos quarks (sólo tendríamos dos cajas para la representación de SUc(3) ). 
Esta es la hipótesis de 'confinamiento' del color, y hasta el momento no se ha observado 
ningún proceso que contradiga a1guno de los numerosos resultados que se derivan de 
ella. 

De esta íorma, tenemos dos nuevos grupos de simetría que intervienen en la de· 
scripción de las nuevas partículas: SU F(3) y SUc(3); de éstos, experimentalmente ha 
quedado claro que SUp(3) no constituye una simetría 'exacta' de la N~turaleza, míen· 
tras que SUc(3) sí lo es, al menos hasta los límites de validez del modelo estándard. El 
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hecho de que SUc(3) sea una simetría exacta implica que se puede construir una 'Teoría 
de Norma' en la cual las transformaciones del grupo SUc(3) jueguen un papel prepon
derante para encontrar cantidades conservadas y también para construir Lagrangianos 
que preserven estas cantidades. Esta teoría es la Cromodinámica Cuántica (QCD), la 
que tiene muy pocos parámetros fundamentales que deben ajustarse al experimento; a 
saber, un parámetro de acoplamiento (constante de estructura fina) y los parámetros 
de masa de los diferentes quarks (masas de los )eptones). Entre paréntesis se indican 
los parámetros análogos de la electrodinámica cuántica. El fin último de la QCD es 
describir todos los fenómenos asociados con las interacciones fuertes¡ meta que está muy 
lejos de ser alcanzada. En este trabajo nos restringiremos a la discusión fenomenológica 
de las interacciones fuertes. 

2 Modelo SU(3) para los quarks 

El objetivo en esta sección es obtener las expresiones explícitas pnra las funciones de 
onda de los bañones l'n su estado base, utilizando los métodos de la teoría de grupos que 
han sido expuestos en este trabajo, es decir en términos de operadores fermiónicos de 
creación pertenecientes a la representación fundamental de un cierto grupo de simetría. 

Los bariones son sistemas de tres quarks , cnda uno con color (R,G,B), sabor 
(u,d,s)1 y espín 1/2; teniendo 18 diferentes qunrks que representamos por operadores 

fermiónicos de creación aÍ,Ju ; con s= R,G,B; µ= u,d,s; y u= 1/2,·l/2. Para simplificar 
la notación vamos enumerar los estados de acuerdo con la siguiente tabla: 

Sabor 
Es pin 
Estado 

u d 
i 
2 

d s 
! ! 
4 5 

Entonces los operadores fcrrniónicos <le creación y aniquilación pueden escribirse en la 

forma siguiente: a!.B y a-' P', respectivamente; y los generadores de U(!B) están definidos 
por la expresión 

•'P' _ t s'P' 
g•P - ª•/Jª ' (3.2.1) 

En este trabajo no1 quedaremos con el modelo de quarkll mi.a simple en el que se incluyen sólo 
101 lre• 1aborem mencionado•, aunque como 1abemos exl•te evidencia expcrimcM&I contundente [lJ 
&cerca de la existencia de por lo menos otros do• sabores: c (encanto) mencionado anteriormente, y 
b (del ingli!s "bottom" or "beauty"} que se Introdujo pua explicar a la partlcula T, descubierta en 
1977. Po1terlormente en 198'4, 1e encontró evidencia experimental de la exl,tencia de un sexto quark 
llamado te del Jnal~s "top" or "truth"), pero ésto no ha sido confirmado aún. 
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con i,a = R,G,B ¡y /11,¡3 = 1,21 31 41 5,6. Sabemos que al11 y a0 'P' son operadores 
rermiónicoe por lo cual satisfacen las relaciones de anticonmutación 

{3.2.2) 

Por lo tanto las funciones de onda que describen sistemas de N quarks pueden clasifi
carse por la representación [lN] de U(l8), que por supuesto son funciones totalmente 
antisimétricas ante las pcnnutacioncs de las partículas constituyentes. 

Sumando la expresión (3.2.1) con respecto a los índices s o o obtenemos los gen
eradores de los grupos U Fs(6) o Uc(3), respectivamente. Por otro lado, existe el pos
tulado de 'confinamiento' del color [1], de acuerdo con el cual en todos los sistemas de 
quarks que existen en la Naturaleza, el color total es 'blnnco'; es decir, el sistema debe 
ser invariante ante transformaciones de color y por lo tanto debe estar caracterizado 
por la representación (nnn] de Uc(3), donde N = 3 n. De manera que 1inicamente 
definiremos explícitamente a los generadores de U p5(6) y sus subgrupos, i. e. , 

los generadores de U F(3) están definidos por las expresiones: 

C~=Cl+c~, 
e: =C~+c~, 
e~ =C~ +cL 

mientras que los de u s(2) quedan 

cj=chcL 
c~=Ct+cL 
e: =C!+cL 

e: =C~ +cg, 
e~ =C~+cg, 
c1=chc3, 

(/=cl+chc~. 
(~ = cf+chcg, 

i:i =C~ +chcg, 
i:i =Cl +che~. 

{3.2.3) 

{3.2.4a) 

{3.2.4b) 

{3.2.4c) 

(3.2.5a) 

{3.2.5b) 

Como es usual, los generadores de ascenso son combinaciones lineales de operadores CíJ 
con a > P y viceversa para los generadores de descenso. 

Por lo mencionado en los párrafos anteriores, se concluye que la cadena de grupos 
apropiada que caracterizará las funciones de onda de un sistema. de N {=3 n) quarks 
es 



SU(3) para loo quarka 

{nrin} Uc(3) 

Uy(l) 

{h1h2} Up(3) 
u 
181 
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{Y} 
(3.2.6) 

donde hemos indicado también la representación que corresponde a cada grupo. Los 
subíndices indican las propiedades físicas que incluye cada grupo: FS - sabor y espín¡ 
C - color ; Y - hipcrcnrga, y finn.lmcnte I - isocspín. Teniendo N = 3 quarks, el 
único invariante de color es el totalmente antisimétrico {13} y se conoce de la teoría de 
grupos [2] que para tener estados totalmente antisimétricos debemos multiplicarla por 
la. representación totalmente simétrica {3} de U Fs(6). En la. expresión (3.2.6) debemos 
tener entonces {iqi12} = {lqh2} ya que para grupos simétricos y unitarios se c~tmplc 
la relación: 

Primero encontraremos cuáles son !ns representaciones {h¡h2} de Up(3) y U¡(2) 
que permiten obtener la. representación {3} de U(6). De la. teoría de grupos, utilizando 
los coeficientes de Clcbsch-Gordan del grupo simétrico de permutaciones de tres objetos 
S3 [3], tenemos 

Ups(6) 
Up(3) Us(2) 

o D D D D D D= o 181 D {3} {21} {21} 

Up(3) Us(2) 
+ o D o 181 D D o (3.2.7) 

{3} {3} 

donde hemos utilizado los diagramas de Young para identificar las representaciones. 
Ahora veremos qué representaciones tenemos de U ¡(2) para cada multiplete de U F(3). 

Comenzamos con la. representación {3} de U p(3): E~tc grupo tiene tres estados 
básicos distintos u, <l y s que etiquetamos 1,2, y 3, respectivamente¡ entonces existen 
las siguientes maneras 'regulares' de incluir el estado 3 en su diagrama de Young [4], 
i.e. , 
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a a a a a a 
1 2 3 

O vece"' 1 vez 

a a a a a a 
1 3 3 3 3 3 

2 .vece.s 3 veces 

Antes de continuar es conveniente recordar la definición del operador asociado a 
la hipercarga, en términos de los operadores Np que determina el número de quarks, u 
y d y el de número de qunrks s, N3, i.e. t 

(3.2.8) 

En cada una de las tablas de Young anteriores, el diagrama que conforman los estados 
1 y 2 constituye una representación de U¡(2) contenida en U F(3), y utilizando (3.2.8) se 
determina la hipercarga correspondiente. Concluyéndose que la representación {3} de 
UF(3) contiene a las siguientes representaciones del producto directo SU¡(2) 0 Uy(l) 

a DO ººª {0}0{Y=-2} {l} 0 {Y= -1} {2} 0 {Y= O} {3} 0 {Y= l}, 
(3.2.9) 

con • denotando el singulete de isoespín O . 

Procediendo análogamente para la representación {21} de UF(3) tenemos: 

a 
a 
O veces 

a a 
03 
1 vez 

a a 
a 
1 vez 

03 a 
03 
2 veces 

03 

En este caso no incluimos tres veces el estado 3 ya que la tabla de Young ~~ 03 es 

idénticamente cero. Se obtienen las representaciones 

ªª a 
{21} 0 {Y= l} 

ªª {2}®{Y=O} 

f Ella ecuaci6n •e ob&iene lomando 101 valorea de Ja hlpercarga para e1tado1 de quark 1lndependiente1 

(ver tabla m4a adelante en este Capflulo), y ernple4ndolo1 en la fórmula conocida para obtener la forrna 
del operador en 1egunda cuantla:acldn (ver ec. 1.1.3&). 
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o 
o 

{1, 1} ®{Y= O} 

o 
{l}®{Y=-1} 
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{3.2.10) 

Concluimos entonces que los estados de un sistema de N quarks quedan caracter· 
izados por los siguientes números cuánticos: l{N}; {h1h2}; Sm,; Im¡; Y), y de hecho, 
para N =3 conocemos los valores que dichos números pueden tener a traves de los 
expresiones (3.2.7) , (3.2.9) , y (3.2.10). 

Ahora. pasemos a la. construcción de los estados, para ésto es conveniente definir 
los siguientes polinomios de tercer grado, 

(3.2.11) 

dandi! P representa toclns las permutaciones posibles entre los índices R,G,B y fip su 
signo correspondiente. Por definición estos polinomios son nntisimétricos ante el ínter· 
cambio de cualesquiera 2 de los índices R,G,B y por lo tanto portan la representación 
{111} de Uc(3). También es importante calcular la. acción de los genera.dores C~ de 
UFs(6) sobre los polinomios ti.~8 : 

C~ti.~8 1 O) = sg ti.[!fl 1 O) + 6f ti.:3.ª 1 O) + sf ti.:f! 1 O) 

De la expresión (3.2.11), resulta inmediato que los elementos A{!fj..,B son simétricos ante 

cualquier permutación de los índices o., {J t'Y ; es decir: A~?-rº = A 9~{1 = A §fo8 , etc. 

Los esta.dos que porta.o la. representación {3} de U Fs(6) y están asociados a. una 
representación de espín y sabor { h ¡, h2} pueden construirse tomando combinaciones 
lineales de (3.2.11), i.e., 

6 
1 {3}; {h¡h2);S,S;I,I;Y) = L Aap7 t>.~fj78 {O I • 

ap7 
(3.2.12) 

Es importante señalar, ele acuerdo a (3.2.11), que los coeficientes A en la ecuación 
anterior tienen que ser simétricos ante el intercambio de sus indices. Así para cada 
multiplete de espín y sabor {ht> h2} = {3,0} y {2, 1} vamos a. obtener los esta.dos de 
máximo peso. Entonc('S los estados (3.2.12) para. ser de máximo peso en el sabor debén 
cumplir el conjunto ele ecuaciones siguientes 

C:t 1 {3}; {h1h2}; S, S;I, I; Y)= ht 1 {3}; {h1h2}; S, S;I,I;Y), (3.2.13a) 
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e: 1 {3}; {h1h2}; S, S; I,I;Y) = h2 I {3}; {h1h2}; S, S;I,I; Y), 
e: 1 {3};{h1h2};S,S;I,I;Y) =O, 

du 1 {3};{h1h2};S,S;I,I;Y) =O, 
e: 1 {3}; {h¡h2}; S, S; I, I; Y) = O, 
C~ 1 {3}; {h1h2};S,S;I,I;Y) =O. 

De manera correspondiente son de máximo peso en el espín si satisfacen 

cl 1 {3}; {h1h2};S,S;I,I;Y) = h¡ 1 {3}; {h1h2};S,S;I,I;Y), 
q 1 {3};{h1h2};S,S;I,I;Y) = h2 i {3};{h1h2};S,S;I,I;Y), 
<? 1 {3};{h1h2);S,S;I,I;Y) =O. 

(3.2.13b) 
(3.2.13c) 

(3.2.13d) 
(3.2.13e) 
(3.2.13!} 

(3.2.14a) 

(3.2.14b) 

(3.2.14c) 

De las dos representaciones de UF(3) 0 U5(2) contenidas en la representación 
{3} de U p5(6) vamos a considerar el estado de máximo peso de {3} 0 {3} . La 
condición (3.2.13a) implica que: cr, {J, 7 = 1 1 4 . Con esto, queda satisfecha también la 
ecuación (3.2.13b), entonces tenemos solamente {A111 1 A14¡,+ pennutacionea} como 
coeficientes distintos de cero. Luego (3.2.14-c) implico. las relaciones 

A14¡ + Au4 + A4ll =O ; 

~ 14 + A¡44 =O ; +permutaciones 

A444 =O . 
Además como los coeficientes A son simétricos, concluimos Aap,. = O si a, {3 ó ¡ = 4 . 
. Por último, la condición (3.2.14a) queda satisfecha. automáticamente, obteniendo 

(3.2.15) 

es el estado normalizado de máximo peso que porta la representación {3} 0 {3} del 
producto directo U F(3) 0 U5(2) ; en el miembro derecho hemos identificado al estado 
obtenido con el nombre de la partícula que se le asocia en la literatura. Además por 
medio de las expresiones en segunda cuantización de los operadores de espín e isoespín, 

Z¡. E (s¡t 1 Z¡. 1 s¡l)a!,,a'I" = e~ (3.2.16a) 
•=R,G,B 
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To E (•1• 1 To l •1.')al,.a•P' = ~{C~ - cj} 
•=R,G,B 

z_ E (•µ 1 z_ l •µ')al,.a•P' = c3 
a=R,G,B 

S+ E (•1• 1 S+ 1 s¡l)al,.a•il = · (l 

'.}3.d:Í~c),.· 
';'. __ e:;::;,.,:, 

., :tr,.<\ 

(3:2:16tl) . 
•=R,G,B 

~ L (•1• 1 ~ l s1.')al,.a•P' = ~{(/-(i} 
•=R,G,B 

(3.Ü6e) 

s_ E (sµ 1 S+ 1 sµ')al,.a•P' = "1 (3.2.16/) 
•=R,G,B . 

se dctemúnaron el resto ele los mímcros cuánticos del estado (3.2.15). Para escribir los 
operadores (3.2.16) en términos de los generadores del grupo U Fs(6) se consideróhi. 
acción de éstos sobre los estados de quark independiente. Esta la conocemos (1] , y 
tenemos entonces la rcpresentnción fundamental de U F(3) para los quarks u, d, y s: 

d 

Isocspin (I,Io) (1/2, l/2) (1/2, -1/2) (O,O) 

H Í/)crcarga (l') 1/3 1/3 -2/3 

Ahora vamos n encontrar los estados restantes del multiplete {3) :::> (30} ® {30), 
verificando que cada estado se pueda obtener del estado de máximo peso en la repre~ 
sentación {h1h2} correspondiente actuando sólo con operadores de descenso de UF(3). 
Comencemos con el multiplctc de máximo isoespin 1 = 3/2. Sobre el estado de máximo 
peso (3.2.15) actuamos con z_, obteniendo el estado 

1 3/2 1/2) = )a z_ 1 3/2 3/2) 

l 1 4 1 RGB l RGB + 
= '"3{C2+C5}-Gtl.111 ID)= -t. . IO)=Ll. V" v'f2 211 

(3.2.17a) 

donde simplificamos la notación del estado indicando solamente los indices de isoespin 
y su proyección. Aplicando el operador <le descenso dos veces obtenemos los estados. 
siguientes: 

l 3/2 -1/2) ~z_ l 3/2 1/2) 
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(3.2.176) 

l 3/2 -3/2) .)ax_ l 3/2 - 1/2) 

1 RGB 1 -= ¡¡tl.222 O) = ti. . (3.2.l 7c) 

En laa expresiones (3.2.17) se utiliz6 el factor l/{I(I + 1) - M¡(M¡ -1)}1/2 pare. 
normalizar la acción de z_. 

Ahora, de la expresión (3.2.9) es inmediato mostrar que la representación irre
ducible {30} de U F(3) contiene e.demás del isoespín I = 3/2, con hiperce.rge. 1, 
le.s siguientes representaciones del producto directo U¡(l) ® SU¡(2): {(Y= O,I = 
l);(Y = -1,I = l/2);(Y = -2,I =O) } . Para encontrar estos este.dos vamos e. 
proponer un desarrollo del tipo (3.2.12) con h¡ = 3, h2 =O i.e. 

1 {3}; {30};3/2,3/2;1,I;Y) = t A.,p1 ti.{ffl-r8 1 O) 
<>/31=1 

La condición de que este estado sea de máximo isoespín seria cualquiera de las 
siguientes: 

a/37 i' 2,5, 
a/37 E {a24,al5 + permutaciones; a.,¡. 2,5), 

(3.2.18a) 

(3.2.186) 

Pe.ra obtener el multiplete I = 1 tenemos que tomar la condición (3.2.lSa) y 
además 

a,{3,7 E {117; 447; 147 + permutaciones"( i' 1,2,4,5) 

Si el este.do también cumple la rele.ción (3.2.14e.) con h¡ = 3 tendremos A116 + 
A¡43 + ~13 = O + permutaciones 

~43 + A416 = O + permutaciones 
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Finalmente, usando con h2 =O la condición (3.2.14b) nos queda 

1 {3}; {30); 1, 1; 3/2,3/2;0) = )i.
2

tifüjB 1 O):: E+• , (3.2.19a) 

Donde es inmediato checar que la acción de la hipcrcarga sobre el estado da cero¡ 
también puede demostrnrsc que 

1 {3);{30);1,1;3/2,3/2;0) ~ {C;'} 1 {3);{30};3/2,3/2;3/2,3/2;1). 

Ahora obtengamos el multiplete 1 = 1 completo 

1 {3}; {30); 1,0;3/2,3/2;0) = ~x_ Jr
2

t>.fli'ii8 1 O) 

_ _!_ARGO I O)_ ..... o• 
- v'6'"""123 = ... (3.2.196) 

1 {3); {30}; 1, -1; 3/2,3/2;0} = ~ ~l>.~2g8 1 O} 

1 ARGO 1 O) _ :¡::-• = ,/12'"""232 = (3.2.19c) 

Para el multiplete con 1 = 1/2 correspondiente a la tabla O de SU¡(2) tenemos 
que añadir, además de las condiciones (3.2.18), la siguiente posibilidad para los índices 

"'• {J, 'Y in U {lu{J, 4ufJ + permutaciones ; u, fJ = 3, 6) 

Ahora aplicamos las condiciones (3.2.14) con 1'1 = 3 y nos queda solamente un 
coeficiente libre A133 = A313 = A331 #O 

El estado queda 

1 {3); {30}; 1/2, l/2; 3/2, 3/2; -1) = . ;,. lif;.'ii8 1 O) :: =fJ• , 
vl2 

comprobamos que Y 1 *) = - 1 •) y también 

(3.2.20a) 
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1 {3};{30};1/2,1/2;3/2,3/2;-1) - {c:1 1 {3};{30};1,1;3/2,3/2;0) 

Completando el doblete 

1 {3}; {30}; 1/2, -1/2;3/2,3/2;-1) I- 1 {3}; {30}; 1/2, 1/2; 3/2, 3/2; -1) 

(3.2.20b) 

Por último, para completar el ;.;.,,¡¡>¡~¡~ {3} :::> {30} ·® {30) tomemos el estado 
singulete con 1 = O ' , " ':·;; 

' ·: -~~·~~"~ -

La condición (i) , junto con (:Í.:Ús¡'1ié.;..'~ qué los únicos coeficientes distintos de 
cero satisfagan 

O __ + permutaciones 

A246 + A155 = O + permutaciones 

o bien tener solamente ap7 = 3, 6. 

Por último, pidiendo que se cumplan (3.2.14) de la misma forma como lo hicimos 
anteriormente, implica tener sólo A333 1 O 

Entonces 1 {3}; {30}; O, O; 3/2, 3/2; -2) = /¡ti.r3'ii8 1 O) E n- (3.2.21). Y vemos 
que Y l o) = -2 1 •) , entonces escribimos 

1 {3}; {30}; O, O; 3/2, 3/2; -2) = ~D.f3'i!8 1 O) 

- {C!+C3} I {3}; {30}; 1/2, 1/2;3/2,3/2;-1) 
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Ahora vamos a completar el octete {3} ::> {21}@ {21}. 

Encontremos primero el estado de máximo peso que, como hemos estado haciendo, 
denotaremos como 

6 
1 [31 ; [211@ [21]) = L; A .. p7 t:>.'¡;f/7

8 1 O) 
0P7=I 

Sobre este estado actuamos con los generadores de SU F(3) y pedimos que se 
cumplan las ecs. {3.2.13 y 14) con h¡ = 2 y h2 = 1 

(3.2.13a) con esto debemos pedir 

0t,{i,7 E {14u;llu;44u + permutaciones} 

(3.2.13h} implica que u, en el inciso anterior, debe ser 2 ó 5. 

(3.2.14a y b) implican conservar sólo 

0t,{i,u E {142, 115; + permutaciones) 

(3.2.13d) tenemos A¡42 + A24¡ + A151 = O + permutaciones. 

(3.2.13f) se cumple con lo que tenemos en (3.2.13d) , así como {3.2.13e}. 

Entonces concluimos 

1 [31 ; [21} @[21]) = .As {A~';{B - t:>.[188 ) 1 O). 

Para completar los números cuáttticos del estado vemos que 

10 l •l = ! l •l 2 

YI+} =I>) 

'Tu.mhién debemos notar que tenemos la representación [21] de SUs(2) la cual 
como sabemos está asociada a un momento de espín S = 1/2 . 
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Entonces el estado queda 

1 {3}; {21}; 1/2,1/2; 1/2, l/2; 1) = Ji.a {A{W8 - A(i6f8 } 1 O)= P. (3.2.22a) 

Tenemos entonces un doblete de SU¡(2) ¡ actuando con L obtenemos el otro 
estado 

1 {3}; {21}; 1/2, -1/2; 1/2, l/2; •) = I_ l *l Ji.a {A~CJB -A~2<:¡8 } 1 O) EN. 

(3.2.22b) 

Vemos aquí como el estado de máximo peso en una representación de un grupo 
wütario (el protón P) no pertenece al multiplete de máximo isocspín contenido en el 
grupo, tal como hicimos notar en el capítulo anterior. 

Ahora obtengamos el estado de máxima proyección del triplete con 1 = 1 contenido 
en (21] 181 (21] . 

Tenemos 

(i) 1Q 1 *l = I •) 

Como ya discutimos en el caso del estado 1 {3}; {30}; l, l; •,•;o) vemos que (i) 
y (3.2.13d) implican 

Q,{J,-y #< 2,5 a,{J,-y E {11-y; 44-y; 14-y + permutacione.s} 

Aplicando (3.2.14c) , los únicos coeficientes distintos de cero deben satisfacer 

A115 + A143 + A143 = O + permutaciones 

Á443 + Á416 O + permutaciones 
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De todas estas combinaciones vemos que sólo los coeficientes A110, A143 1 A413 
satisfacen las condiciones (3.2.14a y b) . Asimismo vemos que la hipercarga corre
spondiente a cada uno de los términos asociados a estos coeficientes es cero ; entonces 
el estado queda 

1 {3}; {21); l, l; 1/2, l/2;0) = ..)¡
8 

{AjlB8 - Ár1'ii8 J 1 O):: r:+ , (3.2.23a) 

Y con esto obtenemos el triplete completo 

1 I {3};{21};1,0;l/2,l/2;0) = ../2L I {3};{21};1,l;l/2,l/2;0) 

l{ARGB ARGB 2 ARGB¡¡o)-"'º =¡¡ ""243 +u153 - ""216 ='-' • (3.2,23b) 

1{3};{21};1, -1; 1/2, l/2;0) 
1 vzx_ 1 {3}; {21¡;1,o; 1/2,1/2;0) 

(3.2.23c) 

Tenemos ya cinco estados del octete. Nos faltan los dos estados de un doblete más 
(sabemos que en el octete aparece dos veces el doblete de SU1(2) ) y el estado singulete 
con 1 =O. 

Obtengamos el estado de máximo peso en SU1(2) con l = 1/2. Nuestras condi
ciones son 

(i)Io 1 •) = ~ 1 •) 

Y las ecuaciones (3.2.13 y 14). La. condición (i) junto con (3.2.13) nos llevan a 
exactamente las mismas restricciones encontradas para el estado de I = 1/2 del 
decuplete, de manera que la información nueva está en las ecuaciones (3.2.14). 

(3.2.14c) implica A¡35 + A163 + A433 = O. Además, la. combinación A442 = 
-A45¡ debe eliminari:;e ya que la acción de S+ no anula estos términos. 

(3.2.14a y b) se satisfacen con A135,A153 y A433· 



102 3. Simet.rías Dinámicas en Barionea 

Entonces, el estado ya no~alizadO queda 

i {3}; {21); 1/2, -1/2; 1/2, 1/2; ~l) = ~ {A{lJ'g8 - Af:iC;J8) 1 O)= ::.0, (3.2.24a) 
vlS 

Observamoa que Y I •) '= - 1 o). 

Completando el doblete 

i {3}; {21); 1/2, -1/2; 1/2, l/2;-1) = lis {Af:¡CJB -AfaC;J8) i Q) = S- , (3.2.24b) 

Por último, debemos obtener el estado si~gulcte con 1 = O que debe cumplir , 
junto con las ecs. (3.2.13 y 14) la condición 

(i)Io I •) = o 

Con (i) y (3.2.13) se repiten las posibilidades que teníamos para la partícula n
del decuplete. Pidiendo que se cumplan las ces. (3.2.14a y b) queda libre un índice que 
puede ser 3 ó 6. Falta verificar (3.2.14c). 

Si escogemos "Y = 3 vemos que 

Con -y = 6 tendríamos 

S+ I •) 

O # Á.!26 = As16 =O 
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EntOiices e1. estado .. nofníalizado cS ' 

J {3}; {21};0,0; 1/2, l/2; O) = . ~ {Af2ga -Afül8 } JO)= A. 
vl2 
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(3.2.25) 

Hemos encontrado ya, utilizando los elementos que nos da la teoría de gn1pos, 
todo el conjunto posible de estados que existirían si los bariones c.stuvieran constitu
idos por quarks descritos por la simetría SU F(3) de acuerdo con la tabla mostrada 
anteriormente . 

Con este mismo modelo, todavía se podría pensar en estados formados por pares 
partícula· antipartícula ( mesones ) y estudiar los multipletes a que <ln lugar la simetría 
SU(3) , ahora tomando en cuenta representaciones especiales para lns antipartícnlas. 
Esto no se hará aqtú ya que, aunque técnicamente no es difícil de realizarse, requiere 
de la introducción de conceptos de la teoría de grupos que seria extensa de exponer. 
Así pues, tanto en el caso de los bañones como en el de los mesones, en el cálculo de 
razones de decaimiento , momentos angulares y paridades de los estados observados 
experimentalmente, el éxito del modelo de SU F(3) para los quarks es contundente e 
indiscutible. 

Como ejemplo de una de las predicciones de este modelo para los bnriones haremos 
una breve referencia a sus estados excitados (1] . Como se ha manejado hasta ahora, 
aunque sin hacer una referencia explicita de ello, los tres quarks u, d," conforman un 
sistema con momento angular orbital cero en el estado base de los bariones que hemos 
considerado . 

Consideremos los momentos angulares 1 y l' en el sistema de tres quarks que 
conforman un barión como se muestra a continuación 

1 q. 4----+ • q 

f 1' 
q• 

La paridad del sistema en su estado base (-1J1+I' es entonces positiva. El primer 
estado excitado puede tener 1 = 1 , l' = O ó 1 = O , 11 = 1 , o una combinación de 
ambos . El momento angular total del sistema será entonces L = 1 . Para considerar 
las funciones de onda qne tendremos debemos entonces incluir al grupo SO (3) y sus 
representaciones en nuestro esquema general , de manera que será el producto de tres 
representaciones ( SU F(3) , SU s(2) , y SO (3) de momento orbital ) el que debe 
presentar simetría total ante permutaciones ele 3 partículas. 
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Las representaciones del grupo simétrico 53 son tres 

(3( ... 000 (21] .... ~ o 
o 

(111] ..... o 
o 

De estas tres representaciones, debemos saber cuál puede contener a la repre
sentación L = 1 de 50(3) . Sabemos, de acuerdo a un resultado obtenido por 
Moshinsky (5] , que para el caso de tres partículas interactuando bajo potenciales tipo 
oscilador armónico , la función de onda del sistema para L=l porta la rep. (21] de 
53 . Vamos a tomar este resultado, asumiendo entonces que es válido en rigor sólo 
si suponemos que las fuerzas de interacción entre los quarks son del tipo de oscilador 
annónico. 

Entonces, en el espacio SU F(3) 0 SU s(2) debemos también tener funciones con 
simetría (21) para que el producto contenga una función totalmente simétrica, y 
finalmente tener el singuletc antisimélrlco al considerar el color. Ahora bien, sabemos 
que la rep. (21] de SU(6) se obtiene como producto SU(3) ® SU(2) de la siguiente 
forma 

o o 
o 

+ o o 
o ®o o o + 

o 
o®. o 
o • 

Donde hemos señalado con un punto negro los lugares que ' sobran 1 en la repre
sentación (21] = [l] de SUs(2) que corresponde a funciones de onda de tres partículas 
con simetría {21} y espín 1/2 . Vemos que aparecen el decuplete y el octuplete 
conocidos de SU F(3) y también aparece el singulete, que nosotros no necesitamos 
al construir el estado base de los bariones. Más aún, de las funciones anteriormente 
obtenidas es posible separar la parte de espín, de manera que la parte de ' sabor' de 
estas nuevas funciones puede ser encontrada sin dificultad. 

No vamos a entrar en detalles,pero de lo que hasta nqui hemos dicho podemos 
extraer la siguiente conclusión: El modelo ele SU p(3) para los quarks predice que el 
primer estado excitado de los bariones contendrá los multipletes de sabor 1 + 8 + 10 
con espín S = 1/2 y un octete de bariones con espín 3/2. Estos espines se combinarán 
con L = 1 para dar por resultado multipletes 1 + 8 + 10 con JP = (1/2)-, (3/2>
y tres octetes con JP = (1/2)-,(3/2)-,(5/2)-. 
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Este resultado es ampliamente confirmado para los bariones observados con masas 
de alrededor de 1600 Me V 2 • 

3 Momentos magnéticos 

Utilizando las funciones de onda que tenemos para el estado hase de los bariones, 
vamos a calcular sus momentos magnéticos para compararlos con resultados exper· 
imentales que, para algunos de ellos ( especialmente el protón y el neutrón ) están 
bastante bien establecidos. En primera aproximación, los momentos magnéticos de los 
bnriones pueden expresarse como la suma vectorial de los momentos de los quarks más 
la contribución de su momento angular orbital. Suponiendo que éste último es cero, el 
momento magnético de un barión se define como [1}: I' = Í:i µ¡{a3)¡ , donde la suma 
se realiza sobre los quarks constituyentes y u3 es la tercera componente del tensor 
de Pauli {la proyección del espín en la dirección polar) . De acuerdo con la convención 
aceptada, el operador se evalúa entre estados con MJ = +J , como es el caso de todos 
los estados que hemos encontrado {recordemos que para el estado base J = S ). El 
momento magnético de una partícula puntual con espín 1/2 y carga e sabemos que 
es µ = c/2m . Entonces, un quark de carga Q¡e y masa m¡ tiene un momento 
magnético µ¡ = Q¡(~)., i.c. Pu= "1kil'd = -~1 ¡i8 = -Bfk; (3.3.1). 

Dentro de nuestro formalismo, el operador de momento magnético está definido 
por la expresión 

(3.3.2) 

En la aproximación no-relativista, en In. que no se toma. en cuenta ninguna. cor
rección debida al movimiento relativo de los quarks, el momento magnético del protón 
resultaría ser simplemente 

1•p = (pflµI pl) 

Considerando la función que hemos encontrado 

2 El esludio de lo• eslados excitados de los barione• ofrece un extenso ca.mpo de trabajo y aplicación 
de lu técnicu de la leor(a de grupos que se han visto en este trabajo de manera introductoria e 
ilustrativa. 
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Obtenemos µp = ! { 4¡•u - l'd} .·(3.3.3} • 

Para el neutrón obtenemos 

1 . 
=> /In= 3(4J•d - J•u} (3.3.4) 

En el límite en que mu = md (que resulta natural ya que ambos qunrks con
stituyen un multiplete de sabor e isocspin -ver la siguiente sección-) tendremos en
tonces µu = -2J'd . Entonces, el modelo que consideramos predice '/!:, · = -! 
. Lo que concuerda bastante bien con los resultados experimentales, se sabe que 
~ = -0.68497945 :1: 0.00000058 (3.3.5) . 

En este punto hacemos el siguiente comentario . Supongamos que para construir 
nuestros estados no hubiéramos considerado el confinanúcnto del color, y por tanto no 
necesitáramos del grupo SUc(3) para describir nuestros estados bariónicos. Entonces 
las funciones de onda deberían pertenecer a la cadena 

SU(6) ::i SUF(3) ® SUs(2) 

y tendrían que portar la representación [111] nntisimétrica en SU(6) . El protón 
sería entonces el estado de máximo peso con espín 1/2 y simetría [21] de SU F(3) en 
el producto de grupos arriba escrito. Esta función la hemos encontrado en el capítulo 
anterior y es 

Donde recordamos la definición t>.!p
1 

= a1a1at con a,/J,"( = 1,-·-,6. 

La función de onda del neutrón se obtiene actuando con el operador L = C~ +ca 
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emosCalculnii~~ lo~ Jll~Jll~~t~N .. ~~éti~°;s• µ;_Y µ;1 asociados con estos estados, obten-

ii "· ~-):;'.,:. 

-" '--.~é (..,¡ 

/ld 

Pñ = (ñ tlµI ñ i) = "" ; 

Vemos que estos resultados contrastan notablemente con los obtenidos anterior
mente, pero también son contracllctorios respecto a los resultados experimentales puesto 
que se obtiene µ¡; < O siendo que el valor medido del momento magnético intrínseco 
del protón es positivo, y nclcmás la rezón entre los momentos magnéticos será ~ = -2 

De esta fonna 1 la construcción propuesta queda inmediatamente desechada por 
el experimento. En conclusión, tenemos un elemento más de apoyo para sostener la 
hipótesis de confinamiento del color. 

4 Fórmulas de masas para los bariones 

Si la simetría SU p{3) fuera exacta para lns interacciones fuertes entre los quarks, 
entonces lns masas para los estados no excitados de los bariones podrían escribirse en 
la forma 

(3.4.l) 

donde ao sería una constante independiente de los generadores de SU p(3) y 
rup(3)(h1h2h3) sería el eigenvalor del operador invariente de Casinúr (de segundo 
orden) de Up(3) asociado a ln representación irreducible {lqh2h3} del grupo. 

Como ya hemos mencionado al inicio de t'!'ite capítulo, en general debemos esperar 
que la simetría no sea exacta, y además se observa experimentnltnente que esto no ocurre 
así. Para comprobarlo, veamos una lista de las masns aproximadas ele los bariones f 

f Datos tornados de: Physics Letters, Volurne 170 B, Abril 10, J986; RevJew of Partlcle Ptopcrties 
- ParUcle Data Group. Nortl1 llolland, Arnaterdarn. 
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6++,a+,:Ao,a'
. E-

Eo 
:¡:+ 
=-
~ 
N 
p 

ri-

3. Simetrías Dinámicas en Dariones 

Masa decuplete Masa octup/ete 

1232 
1387.18' 
1383.7' 
1382.79' 
1535.18' 
1531.78' 

1672.43 

1197.39 
1192.53 
1189.37 
1321.34 
1314.83 

939.5729 
938.2796 

donde el símbolo • indica estados excitados de los bariones correspondientes. Todwi las 
cantidades están en MeV¡ de aqui en adelante todas las mnsns que reportemos estarán 
en las mismas unidades. 

De tal forma, una ecuación como (3.4.1) no describe de manera precisa las 
masas de los bariones. Sin embargo, si se espera que el modelo propuesto sea útil, 
se requiere que la fórmula {3.4.1) sea válida en cierto grado de aproximación (para 
lo cual se escogen,claro está, valores adecuados para las constantes ao y bo ). En 
otras palabras, cualquier desviación de las masas de los bnriones respecto a (3.4.1) se 
debe a términos en el Hamiltoniano que no son invariantes ante Sll p(3) , y que en 
nuestro modelo intentaremos describir como componentes de tensores con propiedades 
de transfonnnción bien definidas ante la acción de los gencrndores de SU F(3) . 

Si pensamos en términos físicos, los operadores que pueden romper esta simetria 
tendrían que ver con propiedades observables de las partículas. Desde luego que ten
emos a la hipcrca.rga y al isoespin como candidatos idóneos, además de que sabemos que 
son independientes (Y,~] = O , a = O, ±1 ; y sirven para etiquetar nuestros estados. 

Podemos extender entonces la fórmula (3.4.1) de la siguiente manera 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

La preferencia dada en las ecuaciones (3.4.2,3) al operador Y sobre z2 y el no 
incluir al operador I3 tiene que ver solamente con los resultados experimentales que 
pueden verse en la tahla anteriormente escrita. Por ejemplo, entre los miembros de 
un multiplete de isoespín, las diferencias de masa son menores del 1 3 ele la mn..c;a 
promedio del multiplete, lo cual va más allá de la precisión que tiene el modelo y se 
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entiende muy bien dentro de la invariancia ante el grupo SU1(2) propuesta para 
las interacciones entre qunrks. Las pequeñas diferencias de masa observadas pueden 
atribuirse a interacciones electromagnéticas. La magnitud de las íuerzas de interacción 
con que estamos tratando (aquellas invariantes ante SU p(3) ) queda de manifiesto si 
se comparan las masas de cada multiplete de isoespín respecto de las perturbaciones 
electromagnéticas. Por esto hemos descartado en nuestras ecuaciones al operador I3 . 

Razonando de manera análoga, vemos que el operador de hipercarga .Y juega 
un papel importante en el rompimiento de la simetría SU F(3) . Por ejemplo, para el 
octete vemos que la diferencia de masas entre los dobletes (n,p) y e=:-,=.<>) 1 ambos 
con el mismo Ísoespín 1 = 1/2 , es mayor que 350 MeV ; del orden del 30 % de la 
masa promedio ele cada multiplete. 

De aquí que en (3.4.2) se haya considerado ni operador Y sobre el operador z2 

Queda aún la pregunta de por qué en (3.4.1) hemos escogido en el segundo término 
al operador invariante de Casimir de segundo orden y no cualquier otro. La respuesta 
es que el operador invn.rin.ntc de primer orden es el operador de número, en nuestra 
notación N = Ea cg . Este operador no distingue entre las dos representaciones 
de SU F(3) que tenemos, y en principio buscamos una descripción más detallada 
(que aporte alguna nueva informnción). Asinúsmo, cualquier otra potencia .,N'l,J(J 
, etc. tampoco agrega más información. El operador rsup(3¡(h1h2) en cambio si 
distingue entre las representaciones (3} y {21} . Este operador de Casimir es, en 
nuestro esquema ruF¡3¡(/qh2h3J = L.ap cgcp· Y sabemos que sus cigcnvnlorcs para 
la representación {h1h2h3) de Up(3) son [7] 

3 
({h1h2h3} / rsup(3¡(/1th2) / {l'lh2}} = L: h;(h; + 4 -2i) 

i=I 

donde / {h1h2h3}) representa cualquier estado normalizado perteneciente a la rep. 
{h1h2h3} . Tenemos entonces 
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Vamos a buscar, tomando los datos que hemos tabulado, valores adecuados para 
las constantes que aparecen en las fórmulas (3.4.1, 2, 3). 

Como no tomaremos en cuenta el operador I3 , trabajaremos con los promedios 
aritméticos de las masas de cada multiplcte de isoespín, lo cual reduce a siete el número 
de valores que debemos ajustar y no se pierde información en relación a la magnitud 
de las interacciones fuertes. 

Para la fórmula (3.4.1) , tomamos el promedio de masas de cada multiplete del 
grupo completo {3}, {21} , de manera que obtenemos un sólo par de valores para las 
constantes a y b • El resultado es 

(3.4.l -1) 

Vemos que el coeficiente del Casimir de segundo orden es pequeño, por Jo que esta 
fórmula separa levemente las masas de los dos multipletes 

m6({30}) = 1382.1; m6({21}) = 115!.l 

La diferencia entre estas dos masas es aún menor que la diferencia. dentro de un mismo 
multiplete¡ así pues la fónnula (3.4.1) resulta ser una aproximación muy burd~. Esta 
'debilidad' en la contribución de los operadores cuadráticos o de orden superior justifica 
la idea de describir las interacciones mediante series truncadas con términos de orden 
creciente. 

Para encontrar las constantes de la fórmula (3.4.2) debemos seleccionar 3 de los 7 
valores promedio que tenemos . Lo que se hará es tomar el valor de las constantes tal que 
la fórmula resultante aproxime mejor las masas promedio restantes. La aproximación se 
evaluó tomando la desviación cuadrática respecto a los datos que se tienen. El resultado 

m(h1,h2; Y)= (859.99) + (34.59JruF(a¡(/11h2) + (-146.8l)Y 
(3.4.2-1) 

La desviación cuadrática respecto de los datos experimentales es u= 88.82 ; es decir, 
tenemos ahora una fórmula que se ajusta bastante bien a los datos. Se ve también cómo 
el peso del operador de hipercarga es mucho mayor que el del invnriantc de segundo 
orden. Es importante notar que los pesos de Jos términos comunes en (3.4.1·1) y 
{3.4.2-1) son muy parecidos. 

El mismo procedimiento se ha repetido para las constantes de la fórmula (3.4.3), 
obteniendo el siguiente resultado 
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m(h1,li2; Y; I) = (817.21) + (31.74)I'uF(3)(h¡h2) + (-189.58)1' + (34.22)I(I + 1) 
(3.4.3 -1) 

Esta fórmula da lugar o. uno. desviación cuadrática a = 40.28 . Como ero. de 
esperarse, la precisión aumentó. Vemos que los pesos de los dos operadores de segundo 
orden son también muy pnrecidos. Hay que resaltar de las fórmulas que hemos obtenido 
que sus parámetros no dependen de la representación de SU p(3) . 

Fórmula de Masas de Gell-Mann - Okubo 

A continuación vamos a derivar de manera semi-empírica la famosa fórmula de 
masas obtenida por Gell-Mann y Okubo al proponer el modelo SU p(3) para los 
quarks. Posteriormente mostraremos una manera mucho más elegante de obtener esta 
fórmula utilizando solamente los argumentos de teoría de grupos que hemos mencionado 
en este capítulo. 

Primero se propone una fónnula que contenga un término invariante ante SU p(3) 
más un término lineal en los generadores del grupo¡ este término lineal debe ser la 
hipercarga ya que estamos despreciando el papel de las interacciones elcrtromagnético.s 
controlado por el operador T.1 • 

Entonces tenemos 

M = a + bY (3.4.4) 
Vemos que esta fórmula no distingue entre las representaciones de SU p(3). Po; otro 
lado, se satisface la condición, respaldada hasta cierta aproximación por los datos ex
perimentales, dada por 

Mn-M:. = M;;.-M¡; = Mi;-M1t. (3.4.5) 
La cual apoya fuertemente el peso del factor lineal en la hipercarga como aparece en 
(3.4.4). Entonces, para aumentar la precisión de la fórmula, deben aparecer términos 
de segundo orden en los generadores del gn1po. Pensando en los operadores físicos, 
tenemos a z2 y a y2 

M = a + bY + cI(I + 1) + dY2 (3.4.6) 
Sin embargo, debemos imponer la condición de que (3.4.6) cumpla con (3.4.5) ; 
llamando 6.M a las diferencias de masas, tenemos de (3.4.6) 
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AM = bl!>.Y + c{Al2+Al} + AY2 

Considerando la restricción (3.4.5) tenemos 

Al= -1/2; A/2.~ 21Al + 1/4=1/4-1 

Con (I,Y) = . (1/2,-1) ; (1,0) ; (3/2,1) ·. d~nat.;,do los e5tados de M:_, Mr; y M¡.. 
respectivamente. Entonces; la condición·· (3.4.5) implica·. · 

-b + c{l/4- I} + d{l - 2Y} = K (1( constante) 

O bien 
-el - 2dY = K 1 (K1 constante) (3.4.7) 

La pareja (I,Y) = (1,0) nas lleva a J\1 = -e; y se puede verificar que (3.4.7) se 
cumple para d = -1/4 c; quedando entonces la fórmula de masas 

M = a + bY + c{I(I + l) - ¡Y2} , 

que es In fórmula de Gell-Mann - Okuba . 

(3.4.8) 

Notemos cómo (3.4.8) no distingue las representaciones de SU F(3) . Así que en 
principio los valores de los coeficientes a , b y e se encuentran separadamente para 
cada representación. De esta manera es posible incluso obtener una fórmula de masas 
para las mesones. [6) 

Vamos a obtener ahora la fórmula de Gell·Ma.nn • Okubo utilizando los coeficientes 
de acoplamiento de SU(3) y los criterios de simetría que hemos venido discutiendo. 
Debemos conocer primeramente las propiedades de transformación ele la interacción 
'moderadamente fuerte' bajo la acción del grupo SU(3) , como ya hemos dicho, esta 
interacción es la que rompe la simetría del grupo precisamente. 

Los generadores de SU(3) forman una representación del grupo bajo la con
mutación entre operadores. Un operador tensorial se define como aquel cuyas compo
nentes, al conmutar con los generadores del grupo, se transforman como los elementos 
de la base para alguna rcp. irreducible del mismo. Se denota. entonces al tensor con 
las etiquetas correspondientes a la hase para dicha representación [6) . 
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Tomando la cadena SU(3) :::> SU(2) ® U(l) que hemos estado utilizando, a la 
cual hemos etiquetado con los números {h1h2} ::> {I,13, Y} , y mediante una notación 
abreviada µ = {h¡,h2}; v = {I,I3,Y) vemos que el teorema de Wigner - Eckart 
para el operador tensorial T JA queda en la forma 

(fl"3
"" 1 T~' I "'"' v,) = E ( ~: ::; µ::n (.Pl'3 

11 TI'• 11 "'"').y 
7 

donde (µ¡ µ 2 µa"f) denota el coeficiente de acoplamiento entre las bases µ¡ y 
v¡ "2 va 

µ2 de SU(3), para dar por resultado un elemento de la base µ3 del mismo grupo, 
con -y denotando las diferentes bases ¡13 que aparecen en el producto µ ¡ ® µ2 (es 
decir, la. multiplicidad de µ3)i en términos concretos, estos coeficientes aparecen en el 
producto 

l "''''v,l I "'''' l = E (1•1 i•2 wr) I "'''"'"' l 112 Pll'Y V¡ "2 V V '1 

Los generadores de SU(3) pertenecen a la representación de octete ( {21}) del 
grupo¡ de tal manera, existe una combinación lineal de estos operadores (en la forma 
en que se tengan) tal que pµeden escribirse como las componentes de un tensor T,,8; 
esta es la forma fundamental de Cartan de los generadores del grupo. En esta forma, 
el opera.dore de hipercarga Y resulta ser proporcional a la componente Toio . 

Gell·Mann propuso en su artículo f que el operador de interacción 'moderadamente 
füertc' se transfürma como el generador de Wpcrcarga Y . Como he1nos dicho, la masa 
asociada a un estado 1 w1i,,) se podría expresar en términos de una serie 

m(µv) (.Pl'v l 'lt l .P1'v) + (fl1'v 1 f:an?-f 1 '111'v) (3.4.9) 
n=I 

Donde 1iJ es la parte de la interacción invarientc ante SU p(3) (la interacción 
propiamente 'fuerte') y los términos ?f¡ª son proporcionales a tensores de rango n 
que pertenecen a alguna representación irreducible del grupo contenida en el prcoducto 
(externo en este caso, ya que el rango crece; es decir, el nl1mcro de cajas en las tablas de 
Young se suma) de n oc tetes {21} . Entonces, con esta proposición, y desarrollando 
la serie hasta segundo orden, Gell·Mann obtuvo 

f Phy•. Rev. 125, 1067 (1962). 
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(3.4.10) 

donde los subíndices 1 y 2 indican el rango del tensor que se está considerando, como 
ya hemos dicho, en el primer caso se trata simplemente del operador de lúpercarga. 
Como los coeficientes an en (3.4.9) son invarhntes ante SU F(3) (la parte tensorial 
queda en el factor ?f) deben ser independientes de los parámetros v , pero dependen 
de la representación µ del grupo ya que en los coeficientes a y b se incluye el 
elemento de matriz reducido que aparece en el teorema de W.E. , el cual depende 
explícitamente de µ • 

El cálculo de los coeficientes de acoplamiento no se hará aquí , pero remitimos 
a la referencia (6) en donclt~ se calcula su valor en términos de las cantidades físicas 
contenidas en los índices I' y v 

(
µ,, 81 µ) !y 

000 ,, 2 

(~ 08020 ~) = {I(I+l)-~Y2-92} 
Con 92 el eigenvalor del operador de Casimir de segundo orden de SU F(3) . La 
fórmula de masas ele Gell-Mrum queda entonces 

1 1 
m(µv) = mo(µ) + 2a(¡•) Y + b(µ){I(I + 1) - :¡Y2 -92) (3.4.11) 

La fórmula (3.4.11) es aplicable dentro de cada multiplete de SUF(3), de manera 
que los coeficientes mo, a y b pueden cambiar al describir la masa de los bariones del 
decuplete {3} con respecto a aquellas del octuplete {21} . Esta fórmula es idéntica 
a la deducida en (3.4.8) bajo la identificación de los coeficientes 

a = mo(µ) - g2b(µ); 

b(¡•) • 
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El hecho de suponer que la interacción 'moderadamente fuerte' se transforme como 
el operador de hipercarga ha tenido importancia también en otros aspectos de la física 
de partículas, por ejemplo en el estudio de las interacciones débiles y electromagnéticas 
de los hadrones . 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo, se ha mostrado de una manera muy simple la utilización del 
método de segunda cuantización en Teoría de Grupos para tratar el problema de 
muchas partículas en 1necánica cuántica. Hemos escrito un Hamiltoniano invariante 
ante rotaciones para bosoncs p interactuando en una capa vl en términos de oper
adores ñsicamentc relevantes, mostrando gráficamente los distintos tipos de espectros 
que se pueden obtener. También ha sido posible calcular amplitudes de transición y 
momentos cuadrupolarcs de los estados, ya que teniendo la base de estados del sistema 
caracterizada en forma completa, y construyéndolos utilizando técnicas de teoría de 
grupos, se pueden calcular estas transiciones multipolares. Más aún, se podría tomar 
un Hamiltoniano que esté dado en términos de los generadores del álgebra, y con nuestra 
base de estados podríamos realizar cálculos numéricos de elementos de matriz, cte. 

El paso de bosones a fermioncs significó solamente la inclusión del grupo SU(2) 
de espín como un grado de libertad 'extra' y la definición de operadores que cumplieran 
relaciones de anti-conmutación. Con los fermiones se ha hecho algo análogo a lo que 
se hizo en el caso de los bosones, mostrándose las diferencias entre ambos casos. Una 
diferencia fundamental es que en el caso de los fermiones la base de estados consta de un 
número finito de elementos. Debido a que no se consideraron interacciones invariantes 
ante rotaciones que mezclen los grados de libertad cspnciale.<1 y de espín, el momento 
angular total: J = L + S , no es un mímcro importante, y no se construyó la 
base acoplada, pero el procedimiento es directo a partir de los estados encontrados, 
utilizando coeficientes de acoplamiento de Clebsch-Gordan. También para los fcrmiones 
hemos mostrado gráficamente los espectros de energía.e¡ obtenidos considerando dos 
potenciales de interacción que son bastante comunes en la literatura¡ en éstos espectros 
se vió claramente cómo existe una similitud entre sistemas de partículas y de 'agujeros', 
la cual quedó apoyada con el cálculo de los momentos cuadrupolares. 

Una vez teniendo las imágenes bosónica y fermiónica, podría buscarse un modelo 
que combine a las dos, de manera tal que se pudieran describir espectros de cualquier 
núcleo impar en el que se tuvieran tanto bosones como fcrmiones inter~~iuan~o en una 
capa de valencia. En el IBFM (mencionado en la sección 2.1) se busca{~~~-~ cadenas 
bosónicas y fermiónicas idénticas 1, lo que implica que los operadorcS~o:tónicos y 
fermiónicos puedan combinarse de la. misma manera. que se combinan L (de 50(3)) y 

l En el lenguaje de la teorfa de grupos, éstas •on cadenas en la• que 101 grupo• que las forman ion 
isomorfo• 
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S (de SU(2)) para formar J, y tener así una sola cadena de grupos (más general), en 
términos de cuyos operadores de Casimir (como sería J 2 en el caso anterior) se buscaría 
describir los espectros de energía. Una manera. más ambiciosa de combinar bosones 
y rertniones sería tomar todos los operadores de creadón (bosónicos y fermiónicos) 
p8.r:- formar un álgebra generalizada cuyos generadores serían productos de operadores 
de creación y aniquilación tomados indistintamente, combinándolos de manera que 
se tuviera un álgebra cerrada de opera.dores que obedecen relaciones de conmutación 
y anticonmutación. Vemos entonces que estos genera.dores podrían aniquilar un par 
(un lbosón') para crear una partícula no apareada¡ es decir, con las representaciones 
obtenidas en este modelo ('supersimétrico') se buscaría describir a todos los núcleos [3] 

Cabe notar que los 'bosones' y '!ermiones' de los que hemos hablado en este trabajo 
son partículas abstractas cuyo significado microscópico pul'<le ser muy distinto depen
diendo de la aplicación física que se le quiera dar a este método. En la introducción 
mencionamos que este fue introducido por Iachello y Arima para tratar problemas de 
física nuclear, en la cunl se obtuvieron resultados sorprendentemente buenos con las 
cadenas de Grupos I, 11 e III (mencionadas en el capítulo 1) para el UºCd (cadena 
I) , para el ~~6Gd (cadena II) y para el ~36Pt (cadena II!) . Sin embargo, también 
se puede aplicar en problemas de física atómica y molecular (para estudiar colisiones y 
fenómenos de dispersión) donde cncla partícula (bosón o formión) podría ser un sistema 
microscópicamente complejos pero cuya estructura interna no interese en el problema 
a tratar. 

Un aspecto del método que no fue discutido es ln. geometría que se puede extraer del 
mismo. La idea básica, de la cual partieron Iachcllo y Arima al proponer su modelo, 
es el hecho de que cada grupo continuo tiene a...:;ociado con él una cierta topología 
(Iachello, Arima [l]). El hecho es que utilizando estados 'coherentes' aparecen variables 
geométricas las cuales resultaron ser, en el caso de lns cadenas de grupos anteriormente 
n1encionadas 1 las introducidas por Bohr y Mottelson en 1952. 

Otro punto que quedaría a analizar es la analogía. partícula-agujero observada en 
el caso de los íermiones p . Una manera formal de hacer el tratamiento es introducir 
el concepto de 'representaciones conjugn.das1

, de las cuales no hemos hablado en este 
trabajo¡ pero se ve que estas aparecen de manera natural tanto en esta forma (partícula
agujero), como con la idea de las antipartículas. 

En cuanto a nuestro tratamiento de los bariones, podemos decir que los resulta
dos son un buen elemento de partida para cualquier trabajo que se enfoque en sus 
estados excitad.os e incluso, como lo ha mostrado Behrcnds [2], se podrían encontrar 
razones de decaimiento para ciertos procesos¡ claro que habría que extender el modelo 
a los mesones, lo cual, como ya mencionamos en el capítulo 31 no implica mayores 
dificultades. El punto básico es que conociendo los coeficientes de Clebsh-Gordan de 
SU(3) (los cuales ya están calculados en la literatura) podemos definir operadores de 
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transición cuya acción sobre los estados seria directo evaluar puesto. qúe, ya: tenemos 
una bnse de estados adecuada. 
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