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PROLOGCO

Para describir de una alguna manera las diferentes formas de
obtener el grado de Maestria en Matemdticas en nuestro pals un
buen ejemplo, vs analizar el caso de la Facultad de Ciencias de la
UN.AM. La afirmacion anterior se fundamenta en el hecho de ser
¢sta la pionora de las escuelas de matematicas del pals.

slendo México un pals que inlcia su desarrollo al términe de
la revolueitn vemos que en ese ehtonces la poblacién en general
carec de una formacién con sélidus bases ecducativas, y que el
misme Estado Mexicano no tenla wima clara idea del camino a seguir
para superar esta deficiencin, vo por esta caua que éste adopta
un esquema harteamericano para sus cscuclus de posgrada.

Fsta manera de resolver un problema interno adaptande uha

solucién extranjera condena pals a depender  tecnologicamente
del exterior.

Es importante fundamentar la  afirmacién  anterior:  log
primeros egresados en ol drea de matemdticas dsl pais cursan sus
estudios “de posgrado en .U, 3 su regrese waen consigo  una
forinacion  s<olida en la materia generando con ello un  ariplio
desarrollo de las matematicas en Maxico, sin embargo, las areas
que abarcan son limitadas a la matematica téorica; es por csta
‘razbn que no inciden en o iniclnti_\'n privada para un desarrollo
tecnoldgico del pals y los temas de investigacion gque desarrollan
no coinciden con las necesidades de investigacién del pafs.

En la Facultad de Cienclas no es sino hasta mediados de la

década de los ochentas cuande se Inicia el ofrecimiento. de manera-



sistematica de cursos  da posgrado "en el arca de Matemiticas
aplicadas {particslarmente en Andlisls Numéricn).

eta nueva época trae consige un mayor campo de trabajo para
Jos  matematicos  aplicados,  cabe  seialar que  algunos  de los
‘egresados  de esta nueva  corriente  han loprado  integrarse  a
instituciones  fporvantes en el pais por ejounplo, Bancomer, IMP,
ININ, Chevrolet, Ascguradoras, Cometro, ote,

Ttjonov y Kostomdrov en su Hbro titulade "Algo acerca de Ja
matematica aplicada Editorial MIR, Mosct, mencionan que un pais
desarrollade  tecnologicamente  debe tepner un 70%  de matematicos
aplicados y un 307 de matemdticos téarices, en México se tient en
forma inversa, es cechr, exXisten una gran cantidad de matematicos
téoricos y un pequeno porcentaje  de mateméaticos  aplicados. - Si
existiera  en  México el porcentaje adecuado, el flujo de
informacién acerca ac las necesidades de investlgacion en nuestro
pals serfa mayor.

En ja Facultad de Ciencias existen dos  alternativas  para
obtener &l grado de maestrias la primera de ellas ey prf:seh!nndn
examenes. generales, es declr, presentando un examen oral de tres
materias basicas {Algebra, Variable  Compleja ¥  Anailsis
Matemdtlico) y dos materias optativas a -escojer; a segunda es
presentando en up examen oral o) desarrollo de una tesis.

Desde mi .punto de vista y recordando lo anterior, se decide
realizar el presente trabajo para asi obtener una mejor formacién

en {nvestigacion.



En esta tesis se combinan ideas de dus escuelas malemdticas
diferentes como son la Norteatnericana y la Sovietica: por un lado,
fa - gran industria  norteamericana  necesila resolver  problemas
matematicos de gran eseals y por el otra lado los  sovieticos
debldo o  sus  escasns  reoursos  requicren  métodos  gue  sedn
susceptibles e realizarse eon pocos recursos.

Opino  que  en el waso  particalac de  México es  deseable
aprovechar la cercania con EU. y dada nuestra situacién econdmica
retomiar  Ins  kieas sovieticas. LEste hecho dmplica tener uyna  gran
cantidad  de biblisgrafia por un lado y debido a preblemas de
lenguaje  (Rugo) pocn del otre, lo gue origingd que el trabajo
tomara uni gran cantidad de tiempo e st desarrello.

Ml deseo o8 que esta tesit osea un grane de arcna en el
desierto, que ayude al desurrollo de Mexico,

Ouiera agradecer muy especialitente al DR, Jesus Léper Estrada
el haber aceptado dirigir esta tesls, usegurando que he logrado
obtener un gran aprovechamiento de la misma.

Asl mismo deseo agradecer al Dr. Humberto Madrid de la Vega y
al M. en C. Joasé Lopez Fsteada el ayudarme a realizar esta tesis

-ctando por razones de trabijo e Do Jesus se ausentd del puis.. o

Finalmente agradezco a:

M. en €. Hans Luis Fetter Natanski
M. ¢n € Maria Elena Garcia Alvarez
Dra. Susana Gamez Gomez
Dra. Patricia Saavedra Barrera
Por haber revisado e) prescnte, ya que con sus eomentarfos y

sugerencias s¢ logré tener una mejor presentaclén deb mismo.
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CAPITULO | INFTRODUCCION

En el presente trabsjo so abordara o problema  do resolver
numéricamente via ¢l criterio de Minimo de Cuadrados el sistema de
ecuaciones lneales algebraicus sobre-determinado A X = b, donde
A e R™" o5 moderada o prande, rala v mal condicicnada. E
objetiva es dar un algoritmo que aproseche, en su caso, la poca
densidad de 1a matriz A para ohtensr una golucian aceptable.

Para lograr esto se combinan dos metodos: 1) primero de
ellos, tiene como  propasite  simplificar el sistema ¥ es la
Bidiagonalizacion {aferlor de Lanezos, el cnal  transforma el
sistema original en wo de |a forma By =¢ donde B es una
matriz  bidingonal irferfor; este método serd  presentade en el
capitulo 2 de este trabajo.

La matriz bidiagonal B heredw ef mal condicionamicnto de la
matriz original, esto hace neccsaric aplicar un segundo método, el
cual amortighna ¢! mal comportumivnte y es conecido  como
Rugularizacion de Tijonov. En ¢l capltulo 3 se presenta el método
de Regalarizacion de Tijonov y con b proposito de cump‘nru;ion. [
método de Regularizacidn Directa.

El capitulo 4 tiene como propdsito presentar un algoritmo que
combina la Regularizacién de Tijonov con la Bidizgonalizacién e
Lanczos para obtener una solucidén aceptable de un sistema de
ecuaclones sobre-determinado en donde se  aproveche la  poca
densidad de la matriz A,

En el capitulo § se presenta ¢l trabaja cxperimental

desarroliade . en esta  tesis, asl come algunos  detalles



cemputacionakes utilizados en los experimentos numéricos,
Finalmente, en el capitulo & se presentan las conclusiones

abtenidas ep el presente trabajo y la bibliografia.
f.1 PLANTEAMIENTQO DEL PROBLEMA

El protiema es cl sigulenta:

mxt

KN , omo=onoyl yhew resolver:

Diados A e R
Ax=b NN}
Los términos  "mal condicionada” y  posiblemente "rala” son
adjetivos subjetlvos, por lo cual, es conveniente precisarlos.
i) Se dice que una matriz A es rala sioal aoenos el 507 de
sus elementos son iguales a cero.
ii} Se dice que una matriz A es mal condicionada sl

Y it ( slendo  jt la unidad de

(REAVY =g af Ay
redondno ).

i) Resta aclarar ol simbole n.3> 1, En fos altimos alios - se
ha dado un gran desarrello en la compulacion, es por esta causa
que el término n >» 1 {(grande) depende de la mdgquina on que se
trabaje (Medio Ambicnte). Diremos que n es "grande” en una PC sin
es del orden de 300 y en una maquina de nayor capacidad si n es

del orden de 800 ¢ mas.

1.2 PROBLEMA TIPICO QUE DA ORICEN A MATRICES MAL

CONDICIONADAS

Hoy en dia una gran cantidad de problemas de la Matematica



Aplicada dan origen a sistemas de vouacisnes lincales de fa forma

A X = b, donde A e @™

y-mal condlcionada. Fn esta seccion se
dard  un ejempio Upico de uno de ellok, como du s fa

discretizacidn  de ds Ecuncion  Integral e Frodhobs deo primer

orden.  Con  este  propdsite se  daran  algunas  delinicioties  y
resultados  del Andlisis Fuacional, los cuales  dndican un posible
mal cendicionamiento de esta matriz, otros elemploy son analicados
en [t

Fn la siguiente definicion Uy 17 son espacies de funciones
{Normados o Métricos ) y A ¢ U eme—> F o5 un operador el cunt oo
a5 necesarinmenie lineal y/o continuo,

Definicion L2001 { Hadsmard ) Dade {7 & I, el prablema  de
hallar € U tal e Au =1, ce dice bien planteado si
éstle tiene una Onica selucion Uy f2 cual depende continuamente de
sus datos. Y se dice mal planteado, si no es bien planteado. Por
datos en ¢l sentido amplio se cntiende Ay £y en ¢l sentido

restringldo se entiende usualmente solo a T

A continuucién se hard ver que para un operador At U —2 F
lineal ¥ compacte con Uy F de dibmension inlinita, cuande A
existe, A” no puede ser continuo. Para mayor detalle ver | 2}
{ bDecir continue en el caso lineal significa gue manda cunjuntos

acntados en acotados).

Definicion 1.2 Sean X y Y espacios lincales normados,

entonces un operador lineal A : X > Y es compactu, sl y. solo
si, A manda conjuntes acotados de X en conjuntas precompactes .de

Y.



Teorema 1.2.3 Todo operador lineal compacto es continuo.

Lemostracién:  Sea 5 un cenjunto acotado contenido en el
dominio de A, como A es compacto, la dmagen de § bajo A, A (5}
o5 precompacto, luego A U 5§ wes acolado, por lo tanlo, A es
continuo. g

Teorema §2.4 Si A cs un eperader lineal sobre un rspacio
normado de dimenston finita U, cntonces A s compacto,

Demestracion: Como A es lineal, si U es dre dimensién Cinfta,
A (Ut es de dimeasion finita. Como todo operador lineal sohre un
espacio  de  dimensién  finita es acotado, entonces para todn
conjuntoe § acotado de U, A { S ) ¢s acotudo. Como AL S Y cAa (U)
y A (U} es de dimension finita, se tiene que A (S ) es
compacto. fuegn entonces, A4 (8 )} er precompacto; por o tanta A es
compacto. @

Observacion 12,5, Un operador acolade no necesariamente og
compacto.

Comn ejenpn suplngase que U es de dimension  infinita

~

tomando Ii U——> U o operador ideatidad,  claramente éste _es
un operador acotado y abora sc probard que no es compacto.

Como U e¢s de dimension  infinita, se puede seleccioni

vectores linealmente independientes y se
desea que existan vectores yx"vz'ya"""y ) e tales que:
o
4 ¥, fo=1 , g, € M= Span (XX ,0x,)
¥ ﬂyhl»x}i?.l/?. vxeM

para lograr esto, sc toma ¥, = % 4 X II'y sea MI = Span{yl,‘,
nélese gque M‘ ©s un subespacio de dimension {inita, per lo cual es

cerrado. - Como X, ¥ x, son  Hnealmente independientes, la



ctmtencion '\’:C M2 ey propia y aplicandn el teorema de Riese |

existe y, € A!2 tal gue

cousiderands quic .'\lxc M, o wonr b oanisme
razonpamisnto e puede obteper LA N AU L satisfagan
las condictones requeridas. ‘Lomando e sucesfon 5 = ¥, }oopara n
ym tales que & # o se tivle que i Yoy [ Ve de esta

sueesion he se puede exileaer ung subsucesion converpente, por (o

tanto S ne e¢s precompiacto. Tomando la imageu de S ohajo ef

W

operador identidad, es claro gue  bol § ) = o ©5 precompacto;

ast queda demostrade que Ar U ————) U 110 08 copacto. g

Teorema .20, Sean u r Z ospacios  normados,  si

A U e oy I e U sop operadores lineales, donde A
#s compacto ¥ B acotada, entonces AR os compacto.

Demostracitn: Sea S un conjunto acotado de 7y consjdirese
{AB)(S)=A(BIS1Y) ComoDes acotado, B { S ) es un
conjunte acotada en U y como A e compacto, A (B { S )} es

precompacto en F, por 1o tanto AB es compacto ]

De mansra anddoga sl B F -- > 2 w5 Hueal acotado y

AU > I es lineal y compreto, entonces BA S es lineal
compacte.
Corolarlo Sca U e dimension  infinita y A un

operador lineal compacto de U en F, si Foeemd U existe,

entonces A na puede ser acotade.

Demostracién: Supbngase qusz i\~l es acotado; entonces, por el
teorema anterior 1= A A es compacto, Jo cual contradice a la
observacion  anterier; en  vista de esto queda  demostrado el

corolario. =



Utilizande  estos  resultados  es posible ver que ta ecuacion
integral de Frodholm de primera especie resulta ser, bajo ecicrtas
condiclones, un problema mol planteado o la Hadamard., En efecto,

¢l operador fntegral K; l_ﬁ’ln.bl e LG, d] dade por:

b
Kiul(z) = J iy, Ot 0 (02)

a

donde Kix,t} estd en J,z{ {n,tixle,dl 3, con frecuencia continuo,
restlta ser un operador lincal compacto.,
Ast, el problema:
KT ul)=fix)
resulta ser mal planteado o da Hadamard,
Por lo tanto, la ecuacitnn integral de Fredhslm de primer

arden:

b
I kix, theft)dr = r{x), cuxsd L (13
a

es un problema mal planteade a la Hadamard.

Tomemoes ¢l sistema de ecuaciones Ku =1, que resuita de
la  diseretizacion  de  esta ecuacion  integral, usualmente es  mal
condleionado [ ]

El corclario (1.2.7) ,es de gran importancia en nuestro
esticlio; nos  Indica que upa fuente importante de sistemas mal
condiclonades es la discretizacién de problemas inversos, a saber:
Inversa Generalizada, Fouacidn  Retrdgrada  del Calor, ctc.,  los
oales  ticnen  gran aplicacion - en Sreas  come  Estadistica,

Genfisica, Temografia, eto.




L.3.- DISCRETIZACION DL LA ECUACION INTEGRAL

En ta secclon anterlor se menciuns que e diseretizacion de
una - ecunelén dntepral de Fredholm de priner crden wsoalinente es

mal condicienada; sin embargo, b se presenta ep forma explicita
nsta diseretizacion, a contipnacisgn aclaraperios vste dutalie,

2

Y
Sua Jk(x,tlu(t)d{ = flx),  erxad (L3

ecuacién intepral de Fredholy de primer arden
dande:

kU x, t ) ntcdeo de la ecuacion integral.

u{t ) funcitn a estimar,

f(x ) lado derecho de la scuacion integral,
definimos { x , %,
ot T

. ) particien para el intwvale [ e, d 1
y

{ tD. '_]4 ey \‘ }opurticion para ol intervalo [ a, b ]
sustituyendo  x

en {1.3.1) se obtiene:

b
J k(x’,t)u(t)dt = I'(x]], a=xsd, 1=0,.,,,m  ...{1.3.2),
4

A continuacién  tomando  uan

regla de cuadratura del  tipe
sipuiente:

b n

I;_v,(t]zl‘., 4 )_ uji:(tjl
a =0

siendo’ u.J = pesos e Ju cuadratura,

la cuadratura Gaussiana o
Newton-Cotes,

Al aplicar esta regly de cuadratura en (1.3.2) da como
resultade:
b o
H(x,u(t)dl & s RO% Lt uft ),
J“l\(xl Jultldt J);o;J ( \ J) { ;



de doncle

n
TR i =0, Ly ety
)Tu)k(x‘,l])u(l’) f(x|), =00,
0
representando  esta lthna  expresion el sistema  de  ecuaciones
siguiente:

7 E - - (-
"u“‘\c'LuJ“|k(‘\(>'"1)""‘,,k(xu‘tnl fndtll !(x”l
pnuk(x].!“),t‘k(x,,tl),“;xnk(xl,r“) n(t)‘) f(xl)
"nkf)".n"o)"nk[xm‘tlj“'“nk(xm’rn) nfLm) f(xm)



CAPITULO 2 BIDIAGONALIZACION INFERIOR OF LANCZOS,

En el  presente  capitule  se presenta el algoritin  de
bidiagonalizacion de lanczos, o cual tiene su origen en el

calento de los valores singulares de A, Jdonde A < R

es grande y
rala, Este algoritme ssta relacionado con el método de teraciones
Mintmizadas dado por Lanceos [ 3 .

En la segunda  seccion  de  este  capitulo e presenta a
bidiagonall.zm:iw'm estandar {superior) de Lanczos.

n la tercera  Seeclon  se presenta el algoritmo de
bidiagenalizucion  inferior  de  Lancros,  al cual  coasiste  en
cateular dos matrices 0y i tales que A Q = U B, demostrands
la vrtogonalidad de fas matrices Oy U

Fn la cunrta y dltdma seceoidn se observan algunas ventajas
numéricas  de Ta  bidiagonatizacién inferior en  la - solucién - de

sistemas de ecuaciones y mlabnos enadrados lineales,
2.1 ANTECEDENTES.

Empecemas con el problema de encontrar In descomposleion
singular du una matriz, el cual consiste en lo siguiente:
Dada” una matelz A e R, encontrar V ¥ W matrices
. .
ortogonales (e, V V=1 y W W=1)} y Ve R™" ques
.
A=VY W

con



CGolub and Kahan [ 5 1 sugieren un algoritmo pacticular para
,ulW;nv‘,x‘ una matrie bidiagonal con tos mismos valores  slagulares
que A, Unit Forma equivalente de obtencr uvna bidiagona con los
mismos  valores singulares que A es usando  transformaciones de
Househelder, las cuales son mas estables; pero sy aplichcion en
probiemas  de pran escala resulla ser costona en tiempo  de
aperacion ¥y reaquiceen una o gran cantidad de memoria adicional, A
pesar  de 1a eonocida inestabilided oumérica  del alpopritme de
Lanczos {18 1, éste resulta see extremadamente tll en el caso de
anatrices grindes y ralas con upa imporiaste reduceldn de computo y
almacenamiento,  ademds  cobra  una  mayer  fuerza en el c.aso
particular  de  que uno se  requieran  las matrices Voy W

explicitamente,
2.2 BIDIAGONALIZACION ESTANDAR (SUPERIOR) DE LANCZOS, -

Golub and Kahan { § ] proponea para la primera élapa en el
cdleule de la descomposicion en valores sinpulares de una matriz
A, el caleulo de la bidiagenallzacion por ¢l méinds de Lancrzos, el
cual consiste en Jo siguicnte:

Dada A € ™", wncontear U y 0 tales que:

M
U AQ=08.

41 2N
en donde, U e & vy 0 e R son ortogonales, esto es,



mxn

donde B e R

i 0
3
o, B
8=
O unvll n-i
&
e e ——— L
0

NDade que U y Q son matrices ortogonales es clato que en
Aritmnética  Rea) los valeres singulares de B sen  los  valores
singulares de A,

fn la practica el algoriimo  puede truncarse sin completar
tada s Factorizacion, uvs  decir  tomar  upicariente  k  pasos
{ k = n ), este valor de kK puede ser determinado por ensdyo u par
algln criterio de truncamlente, obteniendo:

Ul A
CA0 =B

%
donde:
U emrR™ o0 e x™ tales que
13 *
. s :
U u o= , Ok QR =]
vy B € R™¥  bidiagonal; este es
a fi
1 ] 0
[ -
2 %y
- 6]
Bk = v} o ¥
X
0



Nota 2.2.1 Los valores singuiares mis grandes y mas chicos

de ﬂk estdn cercanns a Jos valores  singular mas grandes y mas

chicos de A 6L Por elle se ticne que K (A )
decic ef mal condictonnmiente de la matriz A se heredi a la matriz
Bu a
El algeritmo para olectnar esta bidiagenalizacidn truncada sc
derivis de las siguientes relaclones:
. .
AO=UB y A U=0R

TS

Dados A € B

Algoritmo 2 (X ]" (z 0y k

totnar q = z‘/‘f zlﬂ , y, = Aq
= oy =y
w= oy ¥ uo= oy
Papa 1 = 1,2,...,k=1
.

=ATL - =1 "
Eay A, : fo=he i
Yoy =

= - =
Yoo Aqn-l ﬁl Y ' i I"ym !
u = 3 7
14l Ll 1.1

los vectores ql ¥ ui son la i-ésima columna de la matriz Q y
U respectivamente,

Supdngase que la matriz A tlene M clementos diferentes de
cera, entonces ¢l costo del algoritmo es  {2M + 8nlk +M +4n flops:
si se compara éste con el costa de la bidiagonalizacion ebtenida
usando transformaciones de Householder { ss22(n + 1 Y m + 4 )} n ),
encontramos que existe un importante ahorro camputacional.

Para establecer la  conexién  entre 1o bidiagonalizacion de
Lénczos y el métado de Iteraciones Minimizadas (es decir, mcdiante

transformaciones ortogonales transformar una matriz S simétrica en



ung matriz T widiagonal siméwicn) (se tomerdn on cuents alpunas

definiciones ¥ resultades,

nxn

4 Sea 5 ¢ R simétrica y b e R tal que

Definteisn :
b « 0, entonces la sucesion 5h, $°hb, S"b,,,. recibe el

nombre de sucesion de psendo-Krilov. g

Observacion, 224 Dada $ e g y e R", b # 00 existe
k-2 n, tal que B, SN, :{"l‘lx, e, s¥h es g sucesion de
veglorss linealmente independientes, siendu la sucesion
b, Sb, Szb, TN skl Tinealmente dependionta. g

pefinicion, 2.2.5 s S e @y b oe 8, Iz omatrfz

[ su, Sgb, U s*b | ¢ Kril 8, b, k 3 ) recibe »i pombre de
matriz de Kretlov de orden K.y

Teorema. 2.2.0 Sea § € RM y qa, € ®" = 0 ,entonces
Krit s, qp k L= 0Q Kril T, e, k '}, donde Q ¥y T son las
matrices obtenidas de la tridiagonalizacion, de Lanczos 8 O = Q1Y

Denostracion ver |71 "

Teorema 2.2.7 La mateiz Rell T, e k )} es una matrie
triatgular superior,

Detnestracitn: ver [ 7 ig

) l)é fos recreniiy an!eriores se puede ver gi

Q Kri{ T, e, k)

es ia lactorizacion @ R de Kri( S, q, k2.

A continuaritn se probard un teorema del cual se desprende la
" conexién de  Ja  bidiagonalizacidn de lanczos con el método de
Iteraciones Minimizadas (Tridiagonalizacién de una matriz S & R
simétrica).

Teorema 2.2.8 Sea A e BTy q ®" = 0, entonces

" r\,. Ay 9, = [} (,B.— By e, donde By O son-las imatrices



.
obtenidas de 1a bidiapnaalizacion U AG=B.
Detastracion.  Por  induccion sebwe .

Sea U A Q = B la Uldiagenalizacién infecior de la mutriz
A, de enta gse obtienen lag relaciones sigujenies:
» -
AQg=URB Y A U=Q8B

.
Sea k =1, entonces A qi = AN ::‘; multipticando por A se

aliticne e
. « - -
A (z\ql)‘—‘(:\I A)l]|=/\ Uﬂel = Q(R B) e
» a
por  Io tante, {A A) 2, = Q(B B e .
Supangase gue el teorema es valluo para k =, es decir:
B ' . ;
ta Ay ql:u(n B e (2.2.n
Por demostear que es valido para ko= J4l, esto es:
. R . .
ta AV g =08 B)“el,
H
Multiplicando  { 2220 ) privcranente vor A, se obtiene:

]

. » ) « s
Aflan :\Jr|l=z\()(!i H_\t'l-“-UUlli UJcl, \

¥ posteriormente multiplicando por A«
. . 3 - . ) - . )
A ALA A ql:/\ Bt n) e1=OB BB B} e
Por lo tanto:
'

. * 0 -
{A .‘\1”(]‘:()(|5 Ii)‘“el ™

.
9 S Kril A A, q,. k )} es la natriz de

Corolario 2

. :
Kriiov penerada por A Ay 9, entonces QO Keit B B, 2. k}

.
es la factorfeacion Q R de  Kril A A, e k)
Domazstracion:  Usando ©i tearema anterior
. .
Kril A A, a, k) =0QKrilB B L k),

-
come B B es una matriz tridisgonal simétrica, al aplicar ¢f

Leorema 2.2, Kril B B, e [ 3] resnlta cer una matriz

«
triangular superior, lueyo entences Q Rril B B, € k }oes ia



factorizacion 4R de Keit A A, " kg

Patge | 8 ] obtiene otra Jorma de el eola retacion y oes de

Is manera siguiente:

]
Sean W =1iw, w, .. ,w_ |=}ju0 uvo6. u )
) T 1 F K
O v G v.., O ¥
! 2 i
0 u
! o
\'ll Q0 f :
5= 0O A ¥ T = 30 «o
] 2 3
A D
0 . .
{
L 0
obsérvese  ques
SW=WT+p3 w .
. k4 ok
v -
WowW = ¥ Wow, =0
e 2ked
Esto es el resultade de aplicar 2k ¢tapas del metode de

lteraciones Minimizadas a S con veetor iniciat W
De todo lo anterior se observa gue Ia bidiagonadizacton  de

Lanczos  eotd Vintimamente relacionada con la tridingenadizacion d=

z\' Al
2.3 BIDIAGONALIZACION INFERIOR DE LANCZ0S
Existe .mra forma alternativa de afectuar uta
bidiagonalizacion - de  la matrizx A, la cual fue dada por
Palge | 8 | de la manera siguiente: ‘

Dada A e 8™, obtener U e B™™ y 0 ¢ R™" matrices

ortogonales, tales que:



donde

con
o
i
f, % 0
B = B, o«
33
[ B
n n
0
Esta factorlzacion se puede obtener mediante transformaciones
de Houscholder; pero usande la idea de lanczos 13 1 se

aprovecha  la  poca  densidad de n mourdz A la idea es 1a
siguientd:

Pado u, tal que u =4, sean U = iul,u ,.“,unl

mateices cuyas  columnas  soh u‘....u y

ql,qz..‘ B 'qn respectivisnent s,

Utllizando las identidades A. U=0q B. Y AQ=UB
os decir:
A’
{":‘“z'”"”n‘ = illl.q‘,_.v-.,q“] w B, y
o, Bn 0
8}
B,
&
n

A lgiaena ) = uueu b fo




se tlene nue:

¥ nque:
A ql = \xl + ;32 u,

en general setiene que:

A 9 = o A
¥ quet

.

L LT P

tsto es las g, u. .

e} 13

1 =

a, y !%h

B
A v, 4 «
Aq - )y

(A 4 - ®u )7 {%H

(A uo ”M 9, e

1+

- ' se  pucden  oblener  de
.

manera iterativa conociende las ap Mpowy ﬁ‘ anteriores.

El algeritno tcrmina

B, =0

Algoritao 23,1,

.
yl = A u1 . ::,
- mlentras o« # 0 ¥
IX3}
LN PR
= | |
B\»l | % »l'!
= R
Y T Fg R, "
.
yIvl A uI LR} - ﬂ
=y
qm “ 3 IR
\ ql-luyhl/‘xnl
Nugvamente supbéngasc que

cero, entonces ¢l

en el

Dada A ¢ R

costo de este algoritmo es el

momento du cncontrar & = Qo

y en & lo mis n iteraciones, ol algorituo e5 el siguiente:

o
Ry u e &Y unitario, tomar
=l v 4 =y /u
oy, s e e
@ =0 y i+l 50
1ey
11 ql

A tlene M elementos diferentes de

mismo  que el

algoritmo de la bidiagonatizacién superior{( 2M + 8n ) k. + M + d4n)

flops).



Obsérvese que los escalares oy B| son o negatives, ya que

estos fueron caleulados de tal forma gque o = [ oy | ¥

= 1 oademas 1 Yt , 4 e
ﬁ‘ = z, | adenas | a, b=y u f= 1.
Usando un poeo de algebra en las relaciones AQ=Ub vy
- .
A U=08 se oblienen 3 relociones importantes en el andligis

de fa k=esina etapa de este algoritmo, oo base o las cuales se

demostrard que Q y U son de columnas ortonormales,

A partir de la primera relacién A Q = U B, es decir:

{ veey T =
Abdy g a |a. 1l
(I‘
0
{iz (Ll
i 0
fu, w, .., ulu .., oud By uy
1 2 k ket o )

asi, lomando Q = | @ | Q; Py U=t Uk 1 U: Y respectivamente,

se tieng que

A[Ok'Q:]=[Uv,U:l[ B, o
i ‘ "
o . L-. e i
, ° £ ®
l n

de donde se obtiene la relacion

sz

A Qk = Uk Hk* Bkduk‘lek

Tomando la segunda rclacion A U=QB, es decir:



.
[ " = ¢
A Uk i l'h) ! Jl« 1 Q! “y ".’ 4]
@ ﬂ] o
[4] ‘jk
e e i Paer
i
n
@ G «
"
se obtivne que
. .
s goB 202
A bk "k ;Bk {2..2),

" transponiendo esta relcion se olitiene
UI .
A = B
k 3 Ok
y multiplicande por (".tk en ambes dados de esta altime da coma

iesultado:

i = (8] 3
Ly A Q L N (2.3.3
Si ®y * 0 una etapn mas de la bidiagonatizacion puede
—_ . L]
ser calculada con Uk'l—- { Uk. u ., 1y [l“”: [ Bu' B\M ekdl
obteniendo
- . — .
i) A U'ml‘ Lk uj\d' o Q. e
n s Y n
A g bhvl .
de 1) se sigue que:
- L . * - = L'l L] : .
QA de;' 00, Hk‘lf a0 9oy Sy - Ld2.3.4)
y de ii)
) . Al {. - e ®
R uk-xUkuUm'

A continuacion e probard que las  matrices Q y U
obtenidas en esta bidiagonalizauién son de columnas ortonormales.

En efecto, tomande en cuenta las relacionss anterivres
(2,3.1) y (2.4.4) se tiene que:

. .
l}kAO_‘zukUkBk-l-ﬂ U u e =B Q 0



. . . . . . e
{ = 0 . ¢ =0 }
"n A Ulul i Tk Bku Senn Qk Ilul % [k-l Uku Lsul
- N
E iendo qui ¢ * ; . o -
suponicndo qut L 0, M’M Gy que ()I‘ lk lou Ik,
.
entonces de la primera relacids se desprende que Uk u = 0y
&
de  la segunda se desprende gue 0\« a9, = Q.

2.4, PROPIEDADES NUMERICAS DE LA DIDIAGONALIZACION

En esta secelon se  ven alpunas  venlajas  namd
hidiagonatizacion  inferior  de  lanczos  en  eomparacién con  Ja
superior  {estandar)  al regsolver un sistema de ecuaclones o oun
problama de mininies cuoadesdos jincales. Como se obterve en la

seochbin (A3, te Udisgonalizecion  inferie Jdi Lane

puedle:
truncarse en K = nl) iteraciones,  eswy es, e tiene  una

bidiagonalizacion truncada

« +
A ‘)u kD + {3

u e
k Mob kel k.
Supbngase que se desea resolver el sistema Ax=h con

TP Pl
Ace R yLe&

a, oo bldiagonalizacion  truncada

)
w.

*
Sean Uk A \Jk B
inferior de lanczos de A ¢ y e R tal gue:
y =X { 2.4.1),

rntonees

es equivalente a
: AQ y=h
.
multiplicande por ':Uk s obtiene que:
. ] .
Uu AQ y—Uk b,

cor lo tamo

50



ENS)
B;« ¥ lk b
Ahora, 5t se toma u = b/ § b | en el algoritmo  {£.3.4),

Centonces

3
B,
. 5]
U h= . .
0
de donde el vector y puede obtenerse en ta forms siguiente;

{sustituecisen hacia adelante)

[uego sustituyendo las v, en ( 240 ) tencimos

q =Q y.

B oy gy a ety g «

k

Todo o anterior se puede llevar a cabo sin necesidad de

almacenar las matrices Ok y Uk en memoria, usando el algoritmo

stguiente:
Algorttmo 241~ dada A ¢ R™" gy b ¢ g™
tamar p=ini, Cu=hbh/f, q=A u,

a=fq} ,g=q/e , y=B/a , x=ygq

mientras B3+ 0 y az0

u=Ag-au R A=Fuif
u=u/f

.
a-A u-8q a=fa]
g=q/ «

s=-RBy/’a

oy



Ventajas sobre la bidiagonalizacion superior

En el caso de la bidiagenalizacion superior el sistema

no puede  ser resueito  utilizando o informacién de  la etapa

antertor, yao gue se reghiere pealicar una sestitucion hacla  atras,
¥ i

lo cual obliga a mantensr en memovia la mateiz Qk y realizar o}

producto de b e Jorma explizity adembs, sione utiliza
-
Lidiagonalizacion superier, entonces U b es diferente para cada
valor de k.
ts muy importante que el lector observe gue en comparaciéon a
la hidiagenalizacion  superior, en la budiagonalizacion  inferior Ok

. .
no oeonpecestia mantener enomemorla y que (ly b= ﬁic] para todo

valor de k&, camno se desprende del algoritmo (2.4.1).
Ahora, supéngase que se desea resolver el probiema de minimos
de cuadrados siguiente:

Min L Ax-b| Cl2a2

¥

cuyas pcuaciones normales son
. .
A Ax~mA b ven (2.4.3).
Sea A "“x =4 Uk l<1k ta bidiagonpatizacién truncada inferio
de Lanczos de Ay sca X = Ok y fa solucioh aproximada del
mroblema (2.4.3); sustituyendo esta altima en  {2.4.3) se obtiene:
. . . .
A AX ZA b e AAQkyEAb
Utilizande [a relacion A ﬁ.‘k -] Uu Uk en esta Gltima cxpresion se
abticne:
. -
A Uk Bk yEA b

. » .-
tomo A Uk = Qx« Bk. ka Gltitna expresion .es equivalente a:



. .
OB B y=Ab

.
mititlplicando por © da coma o

. » .
Okﬂkliklikyau A b=(AQ 1 Db
recordando que L\k tinne columnnas ortograles y gue A Qk ¥ Uk B:‘
se’ obtiene la relacion:
. .
BB E] [SIREANRIN ¢
k Kk ¥ ( )k k ?

la cual es equivalente

. . .
= o2
l?k Bk ¥y Bk Uk b e A
: . .
observande que Ul' b= [ix e so obticne:

- *
B B =B c
w Y [
) .
dongls ¢ = l_f1 LA esta altima exdpresion son lae  ceonaclones
nortales del plablema de iminimos cuadrados siguicnte:

. 2 .
Min fB y-c{] s (2.4.8),
¥

e decir, encontrar una solucien aproximada def problema original
es equivalente a resolver otro problema de miniinos cuadrados mas
sencillo,

Un metade para resolver  (2,4.5) &8 wediante 4 factorizacidn
QR de B mediante el use de rotationes de Givens, la ided es la
siguientet

x

Dada t ﬂk | I!lell matriz aumentada def problema’ (2.4.5), tomar

£
G, , f B | B } de tal forma que:

- \
%7 0 “ ’{) Py (_Jl fl
G ';z 2 0 0 Py 0 ¢2
et P Y % : = iy o, )
0 I : ' ' )
o] IR E 0 B .
g 4] Q0 [4]



ubtiene:

)
o poo, # ¥y
r [¢] Q
£y ¢.‘ fz
e Byuy = (’..'3
o) 1 ; )
o] .
ﬂu “y 0 Bk %y
TTTTTY T e CR e
y en forma andloga - se multiplica por G o ... G Dasta
2,4 W gk
obtener:
I o b 9, ¢, P o #
h
p!(l2 [} “ﬁ?_ ", ()2 4 b,
0 [ Cimt Pk Py K LT
S Q I3 3 ) 0
w1 Tk Be i % Pl P
R I e |
{ W] ¢M
. .
se G G e Gl,_, como G es ¢l producto de matrices
ortogonales, entonres G es ortogenal.
.
La matrlz R.= G Llk resulta ser una matriz  trianguiar

stiperior, de donhde Bk=' G Ru e¢s Ia lactorizacidn OR de Hk; con

lo cuai. pl probiema (2.4.5) es equivalente a resolver cb sisteis

sigujente:
{ 7y “1 Y 4’:
P 9% o ¥, A\
Pt .
0 Py Yy *,
\

La solucion de este sistema pucde ser llevada a cabo de
manera iterativa tomandn
-1
=R =W .
yJ i ¢J J¢\
1

fas eolumnas  de W=l w, ... w’ } pueden ser’calculadas
. §

usando ¢l ssquema sigulente: { W] RJ = IJ )

24



P o

k-1 &k-1

- a partir de este se observa que:

¢l w + w o= e
1 il pl i (‘i

resolviendn para w, se abtiene {tomundo w, = (31

%, {1/ ’, ) { e - Ol—x wl—l 1 oLd2.e).

Este métedo tiene dos ventajus numéricas fmportantes a saber:
fa estimacion del residual y 1a condicidn numérica de A
Sea |~, =bh - A xj el residual para 1a soluclén j-eésima del

problema  (2.4.2), recordando yue

. . .
x =0y ., Ub=g e . U Ao =B
XYy ) Boe vy UpACED

.
al - muftiplicar el residval acterior por U’ vy utilizando | las
relaciones reeordadas se obtiene la expresion siguiente:

lJ = Iil e, - B, Yo donde t =U r;
es decir,  1a nortw del  residual  original  coinclde  con

IR TR

v fa norma del residual de  (2.4.5) resaita ser
I = r | =
be1=13,00¢,1=3

donde

¢J'l = {il A 5) .

.

A partir de U‘( A Qk “ Ek se tiene que:
. . .
BkBkﬂOkn AOk.

utilizando el teorama minimax de Courant-Ficher [2i, los valores
.

singulares de Bk Bk estan Intercalados por los de A - Ay

‘acotados  superfor e [nferlormente por el mayor ¥y menor

res) ¥

cetivamente dé estog, Lo inisme podemos decir. de {os de Bk

25



A obteniendo:

ERERY

en Forma antlega, también lmpllca que:

por lo tanto

Pegm bpupEialiA) an
la porma | UJ 1‘F pucde ser cafculada dicectamente, ya que
1 2 2
[ R R |
Ty by 1 ! )
V2
Para estimar  § )3] | cbsérvese la identidad sigulente:
e =r'ctor =R R,
b J ] 3} ) 1
dr donde o obtiene B 10 F b Rl y uiitizando fa identldad
LI I
R;' = W, da crma resultivie:
i Y
i B; |!F = (] w, i]“ Y Ma cual puede ser facilmente caleulada

1=l
a partir de  (2.4.6)

[.a subestimacién del condicionul numérice de A dada por
{2.4.7) en términos de U:«' guta sera utilizada cemo - criterio de
vu"unca'mlnm..ydc-i algoriting  de  bidiagonalizacion, véase secc 4.6 y

secc 5.2,



CAPITULO 3 REGULARIZACION DE T1IJONOY

Uta de Jas caracterlslicas amportanes de ana mateiz es su
candirtan numerice K (A ) EY aue onn mateiy e mal enpdicionada
indica que ésta es gnuy  susceplibie a amplificar los errores por
redendeo en Ja resolucion de sistemas de ecuaciones, de problemas
de minime de cuadrados, ete. ks por esta causs que requieren de un
tratamientn adecuade,  con el fin de  amortiguar  este mal
condicionamieato,

En el primera scccion de este capitulo se presenta o) método
de Regularizacion Directa ( truncamiento ), o cual es analizado
e Forma completa debido w la "forma sencilla® de ilevarla a caba.

En la sepunda seceion de este capitulo se presenta la
repularizacion de Pijonov, I cual es un métode mAs global nque el
anterfor.  Esta regularizacion requiere de la estimacion  de  un
pardmetro ¥ conccido como parametro de regularizacion de Tijonov.

Nuastra forma de clémo eszoger este parametro sera tratado en la

tercera seccion de  este capituto. Otros métodos o variantes  de

i discuton en | 4 ]

AL METODO DE REGULARIZACION DIRECTA

La solucion numérica de un sistema de ecuaciones lincales de
la forma

Ax=b O3

pucde ser analizada en tériminos de ln decomposiclén singular. de

la matriz. A (SVD { A) ), esto es:

Dada™ A € 'R"”‘", m=n , existen W e g™ y Ve R
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ortogenales tales que;
L h =

A=WDV =):u'|wiv.

B T

. - o=
donde W [wl,w2 oW | BN V [vl,vz,..,.vn] )

D = diag (ai.uz....,(r“!,

. z
¥ W = ., VoV = T @ T LT =, =g =
LA W ¥ NET v T =0
Ak matriz DT = ding [l/u-l,l/ar?,m,l/crk, U ..., 0] se le”’
Conoce comn  inversa g rada Moove-Penrose  de D 9h se

define la inversa generalicada Moore-Penrase de A como:
+ T
A= VD W
y en términos de esta, la solucian generalizada Moure~Penrose de
( 311 ) esta dada pors
k »
+ + — .
X = A b=} [ ¢ w, h)/ ., ] Y, o d 3020
1ol
Si la matriz  es mal condicionada, entunces nr‘ decrece
riapidamente a cero conforme crece iy a partir de (L1L2) es facil
ver que a pequeiias  modificaciones de b estas  pueden  generar
grandes cambivs en la solucion x.

El método de regularizacion directa censiste en truncar la

i ( 3.2 ) en r s Kk términos, conocido como

cXpI

"Regularizacién Directa” o “"Truncamiento  de la  Descamposicién

Singular”, esto b, tomar:

¥ cuya norma residual es:

I a
fo-Ax"E=E(w b)Y

Bupsl

El fundamento de' este procedimiento descansa en log  dos



hechos siguientes:

k L]
AL e ¥y A =T
BofA A |,:‘_— L. ya que A -A ) lerl w v,
e

iil KQ(A'X E KZ(A) i que KK(M = a"/u'k v K'/.(A'] = m]/n"

3.2. REGULARIZACION DFE TIJONOV.

Un m.lodn, el ewdl ha tenido una gran aceptacién en los
Wititmos  afis, s el métado "Regularizacion de Tijonov". Esto se
debe a sy mayor genepalidadl en comparacion con la regularizacion
directa.

Para ello considérese la funcional regularizante

2

z

c . - i i §?
J(xy.b‘—[!‘h-Axal*r;|x?§]s (3.2.1)

)2 A . . - -
dorde  § x [ = x S x  con S simétrica ¥ positiva definida,

El tomar $ = | tal vez no sea un eleccidn optima;  en [ 1]
se propope tomar 8 como la matriz gue resulta de discretizar por

diferencias divididas ta norma de Sobolev:

a ; .
'111|j?', = [ t] ™ (l)]/"ml uy ]l)zil con m = 0,1,2 7 (3.2.6),
olme Jy

pura ¢l casode m = 0 se tomad « = O, para m = 1,2 - se toma

I1»ad0 esto es, para m = 0 se obtiene que:

a
fup? =j | vt j?a
b

(L%
Utilizando la regla de cuadratura del rectangulo compuesto

con h ={b-a}/n tenemos que:

n

h Lul

1=1

W

* 2
J | ww | d
B

.29



u
2
u
donde . tl=a+h'i y u(l)=u(tl),
Obsérvese gun para m = 0 se tiene ¢l caso particular

S =hl.

Para m = 1 la expresién (3.2.6) toma lu forma siguiente:

a ;
J {|u(”(t)|1+a|u(ulzldt
b

¢ (1} 2 .
S J Jul i) Pdt o+ ahwu T
b

utilizando  diferencias  divididas  hacia  adelante

regla de cuadratura del rectangulo compuesto se obtiene:

{u ~u )?
n te H .
h ¥ ” + whu lu
1=l h
I n 2 .
= = ¥ ( um ~u ) + au hlun
hoast

. a4 e . .
= a¢hu Ju + huLbL v = u Su,

cn dande

a1 .
S=ahl + H LL

Para m z 2 se procede en forma totalmente andloga.
sl x minimiza 3 ( x_
¥ : ¥

tomando cn euenta que:

30

de

nuevamente la

: b} dada por (3.2.1), entonces



bo-Ax Jlesdx fie(b-Ax ) (b-Ax 1evx Sx

derivando con respecto a X, ° igunlande a cero se obtiene que;
T
Sx_ - A - A X =0
T ¥ ¥y )
o bien, que xy es la solucion del sistema:
" '
(A A+t3S)x=A Db (3.2.21

Fsta  dltima cxpresfon  sen las  cenaclones  normales  del

problema:

A b

Min | x o= i (3.2.3),
Q

- .
x_! Yok 2
sfendo R la matriz obtenida de la factorizacién de Chalesky de S.
Realizande un poco de algebra el sistema (3.2.3) pusde ser
siinplificada de Iz manura siguiente;
-
Sea $ =R R fa racterizacion de Cliolesky de 5, se tlene
quer
- . . . -
(A A+yS)x=A Db e (A A+yR R})x=A b
4 . l 3 .
&= (R R A AR R +7R R)x=A b
. A " .
e R OIR A AR + rl)JRx=A b
* L 1 l- !’

¢« (R A AR + 71 YRx=R A b
Ahora, sl se toma N = A R y y=Rx, entonces
. »
(A A+ yS)x=A b
s¢ rescribe como sigue:
. B
(X X+ylly=X bt (3249
lo que corresponde a las ccuacjores normales del problema de

minimo de cuadrados siguiente:

al



A b :
Min f dooooo oy - e i (3.2.5),

Yy Vol 2

Esta reduccion del probiema de minimo de cuadrados (3.2.3) at
(3.2.5) es de gran relevancian practica y juega up papel clave en
el desarrotio de puestro algoritno.

La flexibilidid de este método se ejemplifica clarmnente en

el caso de $ = [, e5 decir, al tomar el problema
. .
(A A+al) x = A b (3.2.6)

.
sea V § W= A la descompasicién singular  de A, con

T = dingl G T, e O, 0, ...,0) {siecndo ¢ = rango de A),

al sustitule ¥ sinpllficar vn ntz ubLeries
) L] - L]
{wz 3w !'.rl}xj_:'-WEV b (3.2.7),
.
como W W =1, la expresion {3.2.6)} os equivalente a:
N . . .
(W £ W d'y\UW)xw::WZV b,
.
factorizanmdo W y W de esta tiltima expresién da cotno resultado:
» . .
WilE €+31) W x7=w):\’ b,
resolviendo para xy e obtione:
: 2
x7=l);l(nl/(ml+7))zlwl

dende w, ¥y v, son las i-ésimas columnas de W y V respectivamente y

Ahora el condicional numérico de {3.2.6) resuita ser:
(oF e g1/ 0 vy,
1 r

Desde un punto de vista numérico este  procedimiento  de

repularizacién nos conduce. al sistema (3.2.6)} para el cual




z
ok oy

. .
. N 1 c ey
KIAA+ 3 2 e = KIAY v 0 /0,
z z 2 [
i + T
3
stempre ¥ cuando .rlar oy, enta es, con un condicienal nuwmerica
menor que el correspondiente al problema de mintmg de cuadrados

clasico s
Min § Ax=b]l
x 2

3.3. ELECCION DEL PARAMETRO DE REGULARIZACIGN

El meétode de regularizacion de Tijonov no dice que valor
tomar para el partmetro y. Existen vaprisy estrategias p:ﬁ‘a esto
como se puede ver en [ 4 |

Eno noestre caso particular se towa el principlo e
optimalidad  y pseudo-opthnalidad propuesto por Lepez Eo Je. en
i1l

Para presentar el principio  se  tomara, sin. pérdida  de
generalidad, el casu perticular de S = | partiends del problema
de resolver

Min
x

n 2 2 B
fax-bfy @3

en forma estable a perturbaciones del lado derecho. Esto es, dada
§.2 0, resolver:

2

. _n

Min I 4x-ngl;

cont b tal que:

fb,-bf, <8 {3.3.2).
Sean
R, ()= (A Avyl) A" b, (3.2.3)
. .
. r N b : .
¥ x =|}=:x v, w, .‘._(3..)7.4).

siendo r = rango { A ) ).

33



S desea encontrar y  de tal forma  que minindee
o +
IR, (byy-x" |
Como:
ko P oy
|}R7(b6)-—x H =Hkgl(b5]—R7(b)+R7(b)-x B
al.:\plicur desigualdad del triangulo y simplificar se obtiene:
R Cb ) =X s R (b ) -R (bR {(b)=x"]
"y 1% A ¥ L 4
TS i +
=§41\w(b5--b);§ + ]]Rg(b)—xu.

wtilizando (3,3,2) da coma resultado:
TR (b b -x"JsiR | & + R (b)-x" L
¥ S Y ¥
Fn terminos de ta descomposicion singular de A so tiene:

" o=
R] ={A A+yl)l A

wigy ety

Con el objeto de simplificar esta expresién  iitroducimos la
slguiente definicion,

. 2 .
Deftnicton. - Para A ¢ B, sea | A E;C =1 {A CA)
donde C es una mateie shnéirica y positiva-definida.
En particular. para un vector sc obtiene:
; .o . ; 2
fzf=wtlz Cz)=2 Cz:[;zuzc
B

Fn términos de esta definicion, se tiene que:

PR B v ECE E v 1) wow s s eg )t sV
Ahora, tomando C = W D W., con D = Diag ( yl. R 3tr )
( ) >0)

~se obtienm



( . - ] ire
IR ]J N ! .
¥ 'F.c o .
[ - (o, + 3 )° J
¥
I 2 -t
N ¥ ¥ ilI 1
PR (b}-x [ = x e
3 ' tet 2 b

dondcz‘ =Cb , v ),

o =l i ) o= "
Sean vl 3 ) =ff I“.? fgr',c y blyl)=f Rv(b)—x ﬁz.c
as decir,
2 142
r l‘| l)‘l
viy)= " -
=1 ( sty )
¥
2z 12
“1 ¥ Zl
y bilal=9¢ 1 __ - N
=12

En concluslon:
¢ly)=8vig)l+s b(y) .. (3.3.8),
resulta ser una cota superior para § RJ' { brS ) - x* I inmejorable.

Por _lo tanio, ¢l problema de encentrar g de- tat forma que
minimize | R, (by )= «* | se reduce en hallar 3 de tal l‘or.ma
que minimize &« su cota ¢ {y ). En esto consiste el principlo de
optimalidad para la cleccién del parametro de regularizacion.

Otra  alternativa  para  la  eleccion  del  parametro  de
regularizacién es el principio  de  pseudo-optimalidad, el cual
consiste en elegir a y de tal manera que resuelve ¢l problema
Felyl-1b(r)=0

con T dada. Para mayor detalle consultar [ 1.} .
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CAMITULO 4.~ ALGORITMO BIDIAGONALIZACION-REGULARIZACION

En el presente capltulo ge presenta un algoritmo que combina
la Bidiagonalizacion Inferior de Lanczos con la - Regularizacion de
Tijonov, FEl objetlve central es dlscutir  aspectos clgoritmices
relativos a ambos métedss, ast como los procedimientos usados en
el calculo de  los elementos  que intervienen  en ambos
(:;z, T, cte.); lo cual se Eesumc enn un algoritme presentado en
lenguaje informal. Conviene recordar gue desie un punto de vista
estadistico nuestro  problemy  consiste  en hallar  una "buunyu"

estimacion de x para x en ¢l modelo linvai A X + & = b, donde el

vecter & (0, 871}, bajo b supunstc que A ec pgrande, rala y mal
- + B} H f ¥

condicionada  (i.c. oo terminos  estadisticos  bajo  precencia  de
colinealidac)
4.1, SOLUCION CAUSS-MARKOY
Uno de los  problemas centrales de  la  regresion  lineal
consiste en obteper una "buena” estimacion X para x en el modelo

tineal estandar

Ax+o=h cux:A:NCO,szl)

mxn

donde A ¢ R be R, vector aleatorio de errores (no

"

vhservable de media O y matrlz de covarianzas 6‘ } y x R
vector de parametros a estimar,

Cuandn A es de range maximo [ R ( A )= n } y € tiene
distribucién normal con media O y desviacion estandar ézl. fa
ecstimacion mas (recuentemente usada debido principalmcnlc. a_ sus
propiedades estadisticas de ser un estimador insesgado de minima .
varianza, maxima verosimilitud,  consistencia y eficiencia, es’ 1a

estimacion Gauss-Markov



- . e
x=0{A A} A b (=A"Db)
para la ctusl se conoce que eés un vector aleaterio con media x v
P .
matriz de covarianzas 80 A A )'. wlemés que cs minimax con
respecto a cualquier funcion de perdida l,(_()_()z(x—-;()c(x‘n;z), donde €
es  una matejz simétrjca ¥y positiva  dellinida.  Asl, 2] error
cuadratice medio ( FCM { % ) 1 esta dada pot:
. - _ . . " [ .\;: 2
ECM I X =Rl (x1=a"wiCcla AY o —— KA,
[S c § ]
iA K
v
donde a =min { w Cw | fwi=t)h
Si la matrlz A esta cercana a4 una matriz de rango deficients,

©¢osea mal condicionada en términes del andligis numeérico, ¢ bien

bajo presencia de oolincalldad  en términos  estadisticos,  entonces

4 1

el cdleule mumdrico de x resulte ser ne séle insatisfuctorio, sine

¥

qie hasta jnservible, 1o cual se sucle manifestar con la aparicion
de componentes de X muy grandes o bien de signos naceptables.

Una alternativa a la estimacion Gauss-Markoy clasica bajo
pr‘escncia.dc colinealidad la sugiere de manera patural (por ser un
estimado sesgado) ¢l método de regularizacion de Tijonav.

Abora, con respecto al modelo lineal general

Ax+e=b & _(0d1)
~la idea consiste en tomar Ja siguiente funcionsl regularizante

2

pUkibl=fo-ax|leyfxig

para definir:

ijnnrghiin J?[;c:h]

x

como seluclon regularizada Gauss-Markov.

ar



4.2 Primera simplificacién via cambio de base

Como se acaba de menclonar el método de Regularizacién de

Tljonov consiste en sustituir el problema original
Min  Ax-b H: por un pueve problema de minimos cuadrados a
x

sabier:

Min fAax-bE ryixy 2.0
x, >0 < N

en donde S es una matriz simétrica , positiva  definida, bien
condicionada, usualmente dada por el investigador,

Las ecuaciones uoninales de (4.2.1) som:

(A A+ 8)x=A b L (4,2.2)

Este problema puede resolverse directamente; sin embargo, os
cenvenlente - simplificarlo  transformandolo en otro  donde S se
reduce a la identidad,

Sea R la matriz gue resulta de la factorizacién de cholesky

.
de § { S =R R ), al sustituir ¢s5ta on (4.2.2) se obtiene:
. « .
(A A+2R RIx=A b
+
factorizando de sty ultima expresion a Ry R da cvomo resuitado:
. 5. - .
R (R A AR +yIl)JRx=A b

-
multiplicandn por R por la izquicrda st obtiene:

(R A AR w31y Rx=rR"4"y,
Qlilizando algunas  sustituciones, esta  expresion  puede  ser
simpiificada de Ja manera siguiente:
Sean y =R x ¥y T = AR , sustituyendo-en la

expresidn anterier da como resultado:

. - .
(T T+yl)y=T b (42,30



4.3 Segunda simplificecién via bidiagonalizacién

Una vez efectuada la  cimplificacion: vista en la  seenidn

apterior, e p.rr-r,r:dc a calcular la bidiagonalizacivn  inferior de
T,

En el capftule 2 se discutieé 1a bidiagonalizacitn  inferior de
Wy matriz.

Sea TQ & Uk B; ia Lidingonalizacien truncada inferior
,‘ Y

de T donde O y U son matrices con columnas ortonermales y R

matriz bidlagonal Inferlor de la formas

¥ ‘sea y = Qk z, sustituyendo ésta en (4.2.3) se obtivne la

relacion siguiente:
.
(T T»:yl)ka=T b
la_cunl es cquivalente a
. - : i
(7 IQu+1Q‘)z=1 b
-
multiplicando por Q‘t se abtlene:
» T. T L] . . .
4 = .
(Qx Ok+70k)k)2 Qk1 b,
usando i relacién - T Qk ® Uk Bk. da como resultade
L] . - . .
(B U U B +70,Q )zB U b
ahora, recordando que tanto Uk come Q_ son matrices con columnas
" ¥
ortonormales y ademas que Un b=c¢= [3‘ e, al  simplificar la

uitima expresion se obtiene:

* »
(BkBk-*?rl)z:Bkc (4.3,1)
.
con ¢ = Bl e, resultando ser esta expresién las: ecuaciones
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normales del problema de minimos cuadrados siguiente:

Min ] [ B ‘Iz
- #
| K z - ¢!

! w42y,
|

i 172
L

}
iy

Todas  las transformaciones hasta aqui utilizadas dan como
resuttade un problema de minimos cuadrados en ¢l cual se ha
logrado una simplificacién impertante, ya que llk es una matriz
bidiagonal, obteniendn una importante reduceién de requerimientos
de meamoria adicional para obtener una  solucién  aceptabic del
problema original.

Para . obtener  la bidiagonalizacidn  de T se utiliza el

. .
algoritine (23,1} el eunl requiere de multiplicaciones de T ¢ T
por un vector, para reabiziae €s5tas no es conveniente obtener T en

. -3 R
forma expleita va que al caleular AR explicltamente se pierde
una cualidad importante de 1a matriz A, a saber la poca densidad;
sin embargo, csie problema puede ser resuelto en una forma
sencilla ya  que  calcular T q s equivalente a  resolver
primeramente el sistetia Ra=gq ¥ posteriormente multiplicar
. . i -
por A el vector a, en forma andtoga, para caledar T uw  primero
.

se multiplica y = A u y liege se resuelve el sistema R a = y {
en ¢b cddigo a e y son vectores auxiliares de trabajo),

¥n el capitulo 2 se discutid ecomo calcular el condicicnal
numérica de una matriz usande la  Bidiagonalizacidn  Inferior de
Lanczos, esto os, para caleular K ( 7 ) = | T ]]r P

utiliza la identidad (2.4.7)
1 2 n 2 2 no 2 172
K(T)=1 B W ”F[{ a,dlfzulﬁil] [l)‘:ldwl{] ]] 233,

asimlsmo, se observé que éste caleulo pucde realizarse en forma

iterativa al -mismo tiempe en que se efectua. la . bidiagonalizacion;
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por otro lado st menclond cue’ esta - bidiagenalizacién  puede
truncarse  en k-pasos k3 n) obteniendo una  matriz ﬂk cuyos
valores singulares estan cercanos a los valures singulares de la
matriz T. £l criterio ulilizade para parar el proceso iterativa de
la bidiagonalizacién es tomar un limite superior (usua\mcnﬁ: dado
por el investigador) para el condicional numérico de Bk. Para

maycr detalle véase las secclones 4.6 y 5.2,
4.4,- Estimacion de 7

En esta seccitn se  discute un método para  estimar ¢l
parametro ¥ de regularizacion que tiene jugar n la regularizaclén
de Tijonov.

E!l método de Regularizacion de Tijonov no dice que ¥
utilizar; ;in cmhaArgn. recordemos  que nuestro  problema  central

: f z
consiste en vesolver ¢l problema Min | A x - b I!Z en forma

%
cstable. y que este se¢ sustituye por ol problema de  mintmos

cuadrados

Min | { B i y
S
fleed)
cuyas ecuaciones normales son
. .
(BkBk+:r1)z—Bkc.
Sea 57 la soluclén calculada de este problema, entonces se

defipe la funcion de pérdida para i'l’ como:

donde C=1 6 C= Bk B . ¥ ose define el error cuadratico medio
de 'z ‘cofo:
¥

ECMlz ) =E{L (z )},
¥ < ki

a1



entendiendo por F Ao ]'r: { iy y} la esperanza de Ja funcién de
pérdida  para i,] . Recuérdese que el erpor cuadritico medlo
ECM { zT ) para y = 0 es el errop cuadratica medieo para el
estimador clasico z de Gauss-Markov.

Teorema.~ Fxiste 3, > 0, tal que ECM ( 57 < ECM (7 )
n

Demastracion 1]
[ste tcorema es el fundamento el criteric de aptimaiidad
para fa clecclon de ¥ @

y~6p = Arg Min ECM (z ) La4.40)
y =0 ¥

Como el KCM ( ;3’ ) depende de .52 y z descanccidos de antemany
sicndo z el vector a estimar, se propone sustituir &* LN = ¥ ;
por 2 en la expiesion (3.3.59) obienida en el r:npltuio 3 para as}
obtenzrr una  sobreestimacion para el l:,(iMléy) dende T

o . 2 .
estimacion inscsgada usual para &, obteniendn

7
2 i p[ "'n x d] 2
PR T
=i (ol ey ) [ETERR
L)
donde d = w2, iElAuak, oy o,
} st C o= !

A & a w de a -
valores singulares de B, P, o si C = BH

F ’

2z N
{Rcs Z{m=-n)  sim >u
VRes sihm =n

siende aqul. Res = | Bh z - ﬁ: . para mayor detalle consultar

[N

Desde ur punto de vista practico es importante dejar asentado
que en el calculo de | B: | se caleula a la vez la-estimacién
.Gau.ss-)\{itrkov ;, esto es, se resucive el problema de minimo de

cuadrados siguiente:



. 2z E
M;n I ﬁk - H? R C 0 I

Golub-Kahan proponen como primera etapa del cdlenlo de los
valores singulares de mna malriz T ¢l oblener la bidiagonalizacion
superior de ‘I' y on la segunda etapa utilizar ¢l algoritimo QR con
esta matriz bldlagonal. En el preseate  wabajo se  utiliza fa
bidiagonatizaetén inferior de T ( Bk } por esta razon comn segunda

.
etapa se prapone utilizar el algoritino QR con Hu' es decir:
. +
SVH(Bk)=V v,
*
st sV ( Bk )= W IV, en otras palabras, los vectores
uingulares derechos de Bu son los  vectores singulares  [rqulerdos

o N . N

drr Bu y en forina analoga los vectores singulares izquierdos de Eu
.
son Jos vectares singulares derechos de lik ;opar otra parte, en el
calcuto de y-Optima e requiere del caleulo de d‘ = < v, ¢c 2

como en este trabajo se vutilizd la matriz transpuesta, entonces o

=1

usara d) = £ vl‘ [

Luego entonces el  eoriterio  de  seleceitn de ¥y Optima
consiste en minimizar la funcién (p_l dada por (4.4.2) en vez de
la cbtenida por {4:4,1).

Una alternativa para el principic de seleccion de y optima es
el criterio de 7y pseudn-optlina el cuat consiste cn  hallar la

solucion de la ecuacion:
P

2 ¥ b, a-'| K d] 2 ¥ 2
§ f————— ~TE p [,_,] [— - ] =0 ,.{4,3.4}
2 2 W o
1=1 (crl+1) 11 ! LR

cont t un parfmetro de amortiguamiento, en este trabajo se toma

T = 29732 pard mayor detalle consultar [ | 1.



4.5 Sojucion del problema de minimos cuadrados.y

recuperacion de transfermaciones artogonales

En ‘la secclon 2.4 se utilizé un método basado cn rotaciones
planag para resolver el problema
. 2
Min | Boy-«l,.
M

Ahwora, al efectuar la regularizacion de Tijonav se da lugar

al problema de minimos coadrados siguicnte:
B, 1 )
Min i z -5 h R RRER-AY!
2z BTt ’
para resolver este problems se ntiliza wea moditicacion al mdtodo

anterior, le [dea e la siguiente:

B -
Dada [wr#—‘—I e } matriz aumentada del problema

?,
0
P | ©
é B
0
. i
¥ OJ
a continuacion se multiplica G’ N al resultado anterior para
eliminar (17, es decir:
e, -s, £y A Py (jl fo
] B e 3. H
% Y o 2, A 2
: (SN RN
0 2k-2 01 ‘61 Q ¢‘
. 4 0
¥ 1y 7 {0

‘a4



de manera aadlega al multiplicar primere por (;? , 5 abtivne;

©
<.
©
<

e, ¢ p,0 ¢

0 & o "

N ¢,

B S . T T R R e Y

i G o #,

o} a ¢

¥ : ¥ -2

¥ lo | v o

s el sucesiva se iplics G.,6 ,.G .G

y asl,- sucesivamente s multiplica  por L':Hua.k ,Jk_l'ka_l.k

hasta obtener:

p0 #
;0% 2
s

k-l
SRR
U 0 v,bl
0 1
[} é,

Fl vector solucidn z? puede ser obtenldo en forma analoga a

como se obluvd en la seccion (2.4) a partir de la reselucién del

_ -
sistema Rk Z =@ donde ¢ = ( Py Py o P

; 5 )yRk ¢s. una

k
matriz - bidlagona!l superior. Si  este  sistema se  resuelve
directamente, entonces es necesario copocer de antemano toda la

bidlagonalizacidn; sin embarge,: - ¢s importante - seflalar que - este

sistema se puede resolver de manera recursiva como se vié en la
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seeeion 2.4 del eapirulo 2 utilizando el esquema siguiente:
€ = R;l (-)k =W, ﬁk siendo i = ( 0, 8, ., 0 ), w, = )
y W= (l/pl) ( e -6 wH\.

Finalmente, habiendo  obtenido la  solucién  del  problema
(4.5.1), resta Gnicamente recuperar las transformaciones
ortogonales utilizadas en la simplificacién del problema original
{4.2.1); para elln se utiliza la  identidad y = 0Q z ¥y s¢
restelve el sistema R x = y.

4.6 Algoritmo

El objetive central de esta seccion es presentar un algoritmao
en lenguajfe informal gue permita resolver el problema al cual énia
dedicado ¢l presente trabajo, s decle, resolver en forma estable

X

el sistema A x = b donde A € R v boe &"

en el sentide de
minimos cuadradas,

fil algoritmo a grandes rusgos consta de tres etapas centrales
ademas de lectura e datos y escritura de resultados: la primera
de ellas es la bidiagopalizacion de i matriz T, truncando ésta en
base al crilerio de tolerancla para el condicional numérico de Bk,
ademds - incluye ¢l calculo del ndmero  de  condicién Kr( Bk Y el
residual y la estimacion Gauss-Markov, Cabe recordar que cstos
céleculos son realizadas en formma iterativa al mismo tiempo quc.sc
realiza la bidiagonalizacion.

En la segunda elapa cdel algoritmo se ealculan los elementos
que intervienen el la estimaclén de -dptima v y-pssudo-oplima,
asi como la estimacién de cstos pardmetros,

¥n la tercera y WOlthna ctaps se resuelve el problema de
minimos  cuadrades  simplificade  y  se  recupera  todas lasr

transformaciones  ortogonales utlilizadas en  la - simplificacién - del
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problema original.

Dt csta manera, el algoritmo puede resumirse de la forma
siguiente:

Etapa uno: Lectura de datos,

n, m, coniim, A. b, orden de regularizacién, pesos 'y

vriterio para la estimacién de la gumma,

Etapa dos: Bldiagonalizacion de T.

~Factortzacion de Cholesky de ld matriz $ ( § = R' R ) segun
el wrden de discretizacion elegido (véase seccién uno).

-Bidiagonalizaclon  inferior  de  Lanczos de T; para  la
obtencién  de  esta bidiagonalizacién  se  wtiliza el algoritmo
(2.3.1} con la modificacion mencionada en la  seccidn  anterior,
obtenfende  adumas Kr { Bk ), la estimacién  Gauss-Markov  y
su correspondiente residual.

Toda esta etapa en lenpguaje informal toma 1a forma siguicnte:

~Tomar @ = fo) w=b/f, aux2= A u,
-Resolver R' aux = aux2

-luggo tomar o i aux f, g, = aux / @, W, o= G, .
= 0. ‘—"z = &y ";1 = Bl‘ res = ﬁl'
BNORM2 (§ B [*) =of, ONORM2 (] D[ =0, § =0,
k=1

Mientras ﬁk =0 y e 0 y k=sn y Cond = conlim

(Bidiagonalizacion de )
Resolver R aux = a,
aux2 = A * aux

z = aux2 - @ 4
& k

bz

)
i

=
it

’
z Bk'l

auxZ = A
kel

47



resolver R. aux = arux.’»!
y:aux-ﬁk’lqk
= It

LT R

Doy =V 7,

Estimacién del condleional: Resuclve Min |[ Tx-~el

X

_ - F 1 /2

d = { P, t OB )

¢ o= Ek s d

5 iik” 7/ d

P = ep v s B

0 = 0

x k
) ERE-A

kel ket

Pear = ¢ %

LT

Puor =0 ¥

res = res * §
W= (l/pk) (a L vck\

o Kot HPLY oL
ANORM2 = BNORM?2  + o’  + @
'EE ket

DNORM? = DNORMZ  + | w; |*

Cond = BNORM * DNORM

_Etapa tres: Estimacién de y-bptima y y-pseudo-tptima
Calculo de la descomposicion singular de Bk

2 .
~Caleulo del &% = { r«:—s’/(m-n) si m#n
res” si m=n

~Calculo de dl-: < Vi li| e >

2
I { 7y sl pesos = |
1 sl pesos = 0

~Estimacion de y-6ptima. Resulviendo:
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- k - . o r
(p' cr:]/!trf ‘ 1)?' +1E pllt}l/a")"[y/(o‘: + 12”3

[
-Estimacion de y-psendo-optima. Resalviendo:
2 X 2 2 F . " ” 20
5" K (p| vl')/(zr‘ P F’,(dl/"',lhi:/(c; st =0
vl =1

Etapa cuatro: Soluctin del problema de minimos cuadrados

simplificado y recuperacién de transformaciones ortogenales,

] Dk [-2
-Resolver Min ,J [ . } z - cC ”
i 1/2
z vyt 2

-Recupera transformaciones ortogonales
.y = z
¥y =Q
-1
X = R ¥

Etapa cinco: impresién de resultados

~lmprime x.



Capitulo 5 Experimentos Numéricos

En el capitulo 1 se menciond que una fuente importante de
problemas de minimo de cuadrados mal condicionados es ia ecuacion
integrat- de - Fredholm  de  primer  orden; sin embarge, en la
bibllogralia se encontraren pecos problemas cuyo naclee  (kernel)
sen  esencialmente diferente, ademis, todos excepto uno  (Phillips)
generan matrices Hepas, o cual vompe con la idea de este trabajo
(l.e, gque la matriz sea rala ), no obstante, cabe mencionar gue se
reportan  experimentos numéricos sparse, los cuales se generaron

con estructura de manera aleatoria,
5.1 Aspectos computactonales

Empecemos por mencionar que la funeian
n

(X ,

2 1 n dl 2 ¥ 2

0 () = §%5- stz p![-&— ] (“’F"*] .11
=i e ¥)" 1= 1 t 7

1
con frecuencia resulta ser una funcign demasiado plana all'ededér de
su punto de minimo por, clle es de csperar que se  presenten
dificuitades practicas para encontrar el minimo.

Dificultades  similares  s¢ observan  también  al  resolver
pw( v)=0
donde

PO

R I —
(B8} (vl* 7)2

Con' respccto a la ecuacion ¢ ( ¥ ) se cuenta con un mctodo
"seguro” para resolver este problema, este método es ¢l método de
bireccion:  -sin - embargn,  éste rosulta - tener  una convergencia

extremadamente lenta si el valor ‘buscado se - encuentra "cerca® des
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un extremo del intervalo inicizl. Por esta razén se realiza una
moditicacién al métedo de biseccién ean el objeto de acelerar su
convergencia,

Un metodo "segmro” para resolver e iy 1 = © resulta Je
combinar " la idea el matodo de biseccion con la fitesofia  del
métade de regla falsa moditicada, la idra es 1a siguiente:

Se efectian 2 iteraciones del indtodo de bisecclén yo se
observa que los puntos medios obtenidos “"caen del mismo lado del
intervalo; en la  tercera {leracién  se trisecta el intervalo, si
et punto obtenidu “vae" del nisio lade, cntonces on la siguiente
iteracion  s¢  divide el intervale en 4, eote,, hasta oblsner un
punto del otre lade del intervaio, ¥n ¢l londo, lo gue se esta
haciendo os dividir ¢l intervalo en una razon dada, es por esto

que el método recibe ©f nombre de "Mstedo ce la Razoén" y su

algoritmo es e sigujente:

Datos:

Dados ¢{x} e Cla,b] tal que t-p(a) ¢{b) ¢ 0; hmax_: m’lmf:rd
maxime de iteraciones permitidas, tols lolCl‘;lnCiil para la solucién
aproximada.

Variables internas:

ia, ib ,i : contadores, r = razénm para dividir el

intervalo.
Inlclo:

fa=0,{b=0,i=0,r=L
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i =i+l

si @lin) = 0, m = solucién del problema
no sl gla) p(m) < 0 : ]
b= m , ¢lb) = ¢lm), ib= ib +t, ia =0

si ib z 2

no a =m, pla) = ¢lm), fa= ia + 1, ib =0

5 J»‘h‘_m___a_i < tol m soluc [én aproximada
T7a T ' del probiema

no si i £ imax, se realizaron todas las
iteraclones permitidas y no se
obtuyvo la tolerancia deseada

ho

L L vea (1)

En los ejemples que se pealizaron con biseccign se requerta
aproximadamente de 100 iteraclones para obtener una tolerancia de
IO'R. utitizando esta imodificacién se requiere de aproximadamente
15 " iteraciones, ¢ton lo que se obtuvs ‘un importante ahorro’
comnputacional ¢y esta parte del método.

Por otro lado, en la evaluacién de la expresion (5.1.2) se
esta trabajando cen valores de u‘z. como o, tiende "rapidamente” a
cero conforme i crece, esto resulta ser extremadamente delicado.
Una alternativa ~ para resolver este problema es obtener wuna
expresién equivalente de (5.1.2) con un mejor comportamiento. Para

cl primer término de la expreslén se utiliza la igualdad

T, 1
3 = (5.L.3}F
oY (0‘9?/‘1])

¥ puara el segundo términe




¥ ¥
= (5.1.4) .
Ar|4y u‘l(u-l*g/'rrl)

Por lo que respecta & fa sumatoria, ésta se realizn oen
sentide lnverso, ya que de esta forma se esta realizando una suna
cuyos elementos van en forma creciente y por lo tants generan un
MCAor £rror.

5.2 Ejemplos y resultados numéricos

Como se menciond anteriermente, una fuenle [nportante de
problemas que dsn lugar & sistemas de ecuaciones y problemss de
minimo de cuadrados mal condicionades es la ccuacidn integral de
Fredholin de primer orden. i esta seeccién su presentan brevemente,
destacande  sus  caracterfsticas, ios ejemplos que  se  trabajaron
experimentalmente,  asi  como  los  resultados obtenidos en  su
solucion,

Desde un punto de vista numérico las ecuaciones integrales de
Fredholm pueden clasificarse de acuerde a su nticlee en.tres tipos:
blando, mederado vy dura.

Se dice que la ecuacion:

b
Kix,tdulr)di=Ff(x) c=x=sd ..0520

a

es de tipo blando si ki x, 1t ) es una funcién poco suave, por
ejemplo, continua y derivable a trozos; dentro de esta categorfa
estd el clemplo clasico {aparece frecuentemente en la literatura)
de Phillips { ejemplo 11 ). Para este tipo de casos se tomé
CONLIM = m * 10°,

Diremos que la ecuacidén {5.2.1) es de tipo moderaduv si su
funcién nicleo K ( x, t )} es algebraico y esencialmente de clase

CW, como. lo es el .ejemplo 15 (Fox-Goodwin}). En este .tipo . de
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problemas se tomé CONLIM = m ¢ 10%.

Finalmente, diremas que la ecuacién (5.2.1) es de tipo duro,
sl K { % t ) es une funcion analitica, demtro de esta categorta
cac el efemplo 1. Para este tipu de casosse tomé CONLIM = m 10",

Esto es, a mayor suavidad del naclea K [ %, t ) en (52.1)
sug valores singulares tienden mas rapidamente a cero conforme i
crece, es de esperar que si K { x, 1) es anatitica, entonces

o o= 00ut ), 0¢ac
y a mayor suavidid del niicleo mas cercano o cero el valor de a.

abservacidn I-

En la expresion para obtener el pardmetro de regularizacidn
¥ se ulilica la estimacion

2 .
2 _ ) ores/ (m=n} simo=n

sim:=n

sin embargo para la clase de les  cjemplos dures este  valor
resulta ser ektremadaments "pequefio”, lo cual conduce o obtener
valores ‘pequeiios” para la oy, lo que va en  contra a necesidad de

tener una mayor perturhacion del problema de minimos cuadradoes. Es

por- esta razon que se tomd ta heoristica sigulente:

5 si el problema cs blando
T2 .

(s") si el problema és moderado
2,17 N

{s) si el problema es duro R

obsérvese gue si sz C 1, esta medificacién lo agranda.

observacién 2.~

Los errores son muy aceptables en la mayorfa de los casos aln
cuando éstos muestran un crecimionto en jos extremos del intervalo
como Jo muestran las grdafleas  de los  errores - usando

.
(Lngm|xx-xl|/|x||),
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abservacion 2.~

En términos gencrales el numero de Iteraciones realizadas. en
el procese de bidiagonalizacion no superan on la mayorfa de dos
casos ¢l 307 ( n / 3), obteniendo una buepa reduceion de cdmputo.

A continuacion se presentan los  ejemplos  trabajadas.

EjJempto L~ Lewis 1] ) Este ejemplo forma parte de una

tamilia mis general que se presentara en ol ejompin 7, estd dentro

1

de la categoria de los duros y su sobucion es w{ 1 ) = e

i
P uir gttt o1 oSy,
0 E |

Ejemplo 20 Miller [12] ) Este ejeapln es un ejemplo t{pico

dentro de la elase de los duros ¥y su soluclon es u (¢ ) = t.

w o 1
e™ u(l)d(:—? 035 x =ow,
[ x

Ejemplo 3.~ { Miller |12} ) Este ejemplo del tipo. cldsico de

. -1/16
los durps y tiene como solucién u (t ) = e

w .
; Vi
S ) dr s R

o

Ejemplo 4~ { Miller [J2] ) El npocleo de este ejemplo es
“geparable y lu imagen del operador integral que define es de
d¢imension 3. Fste cae dentro de la cateporfa de los duros y su

solucién es w (L} = t,

«
2
(x -t ut)d=12x- 29 %+ 14 0sx sl
a

EJemplo 5.-{ Marti [1l] ) Este ejemplo es de los clasicos
blandos, su ndclen es continuo y derivable a trozos, su solucién

esu(t)=1 -2+t

1 o
Klx, t)ult)d= 1"+3x5~5x"+3x 0=sx=1
o . 30
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wn{l-t) x=s1t
con k ( x, t )= .
tlt-x1 x>t

Ejemplo 6.~ { For-Goodwin 4] ) El ndcleo de este ejemplo
es scparable y la imagen del operador [ntegral que define es de
dimenslon 2. Este cac dentro de la categoria de Jos duros ¥y su
solucion es u ( t ) = L.

i
{x=-t)utt)d=wegx+ra Osx=|l.
0

Ejempio 7.~ Lewis [I15] ) Este ejumplo genera una fanilia de

problemas cuya solucion es u ( t ) = e, ta famiila es de tipo

dure, en nuestro cago particutar o tomeé n = 2

lxnl xnbf
[ ultidi=¢ + | 0sxs=1.
Q n

X+

Ejemplo 8.~ baubtner (9] ) Este ejemplo ss una ceuncidn de

Volterra y es del tipe Je lus duros cuya solucion es u { v ) = ),

1
J cos (x -t }lu(t)dl =senx 0sx =1,
1]

Ejemplo %~ { Dubner [9] )} Este ejonplo es de tipo duro y
surge de calcular la iuversa de la wansformada de Luplace, su

solucion es u { t } = 1/2% sen L.

» t
e u(t)d = 0sx<wm,
FE

Ejomplo M.-( Dubner 9] )} Simijar al anterior es, del tipo

duro y su sojucion es u (1) = 22 e"/z sen {atrs2),
@ . t
e it dtl e — 0 S x 3w,
2
o (x +1)

Ejemplo 1.-t Phbillips {1} } Este ejemplo es clasico en la
literatura y es conocide como E_n ecuacion  integral de  Phillips,
cabe seRalar  que es. el -Gnico ejemple de los trabajados que da. .
nrigen a una matriz sparse con estructura de banda, su tipo es

blando,
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b
J Kitx,tlu{t)ldi=f{x)} -6=xx6¢6
-6

donde
armsen{nx/3),

rl x J=l6~| x | MI+iecosinx/3i +agnix).
si]x-t]s3

I +cos (nlx-1t) d)
kix, t}=
0 [ x-t] >3
y st solucitn es
tevcos (a1 /3 sttt =3
uiyl=
0 ] t]>2

Eiemplo 12~ Fox-Goodwin (14] )} Este ejemplo es del tipo de

los duros y su solucién es u { t ) = sen t.
I
cos (x~t)uwlt)dt = zcosx +nusssenx 03x =]

o
Ejemplo 13- Fox-Goadwin {14} ) Este cjemple es del tipo de

los duros. su solucidn es #{ t ) = cos t + sen 1.
cOs X+ sen X

e
sen X+t )ult)dt s o
0 12 + ms4

Qs ¥ 5wz,

Ejemplo 1~ Fox-Goodwin [14] '} Andlogo al anterior y su

solucién es u { t ) = cos t ~ sen
£08 X - s#h X

furz
sen ( X+t )t )d = e
Q 172 - m/4
Ejemplo 15.-{

0 s x s 2,

Fox~Goodwin 14} ) Este ejemplo es del tipo

cldsicu de los moderados con nbcleo algebraico y su solucidn cs

ult)=t.
—— : 2 —— 3
ot )de w(luc)(‘/!”+ Z-X) 0sxsL

1
J’ Vo2 2 =
x° +t
[
Efempto 16.-( lLopez [I] ) Este ejemplo de la categorfa de los

moderados, es de nueva creacion y su solucién es u(t)=t{IOt+),
f i 10x +ti
jult } dL=5—10x+(lox+l)In(JOx Top) Osx=2

x + 1+ .
Ejemplo. 17-( Varah [i}-} Es un ejemplo que pertencce a la

categorfa de los duros, corresponde a la transformada inversa del
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caseno y su solucidn es u [t} = 1,
1 "
cos{ xt Ju{t)dt = senxsx+{cos{x-1l/x" O=xsl ,
0

Efemplo 18~{ Graves 13} ) Este cjemplo cs del tipo duro y

su sobucion es ul 4 ) = 1,
6 xz -8 x +3

[!lx-l)zu(v_,‘dt= —— OsxsL
4
Ljemplo W.-{ Graves [13) ) Andloge al anterior y su solucién
esu (L) =16t ~16t+ 3.
1 2 . 5x%-5x 43
J.u(x—t)u(t;dt=~~—~—~—fsv-«~—-- O<x=],

Ejempto 20.-0 Graves [131 ) Nuevamente el nicleo de esta
ecuacidn es similar al anterior ¥ SU soluclén es

ult}h=cos (Sth

)
tx-t¥ u(L}dt=ﬂ§xz—2(55unSor,usS—l)x—l0c055+23sen5 Osxs! .
) 5 25 125

A continuacidon  se  presentan los  resultados obtenidos, asi
como las grafleas de éstes.

observacidn 4.~

El'caso de los cjemplos que no se presentan las graficas de
sus- resultades  se- debe a que se presentaron problemas en el

cdleulo de 'los valores singulares,
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solucion exacta vs calculada errores log10{(x~x+*)/x)
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errores log10{(x-x+}/x}

| | AN
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solucion exacta vs calculada M L. £ *“\f’_

250

Ejemplo 2
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w
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solucion exacta vs calculada
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Ejemplo4

n =« 101 m 301
tipo: duro

No. de iHeraolcoes romiizadas = 16
Limile para e! oondhignal = 3.o0-14
8 ouvadrada ~ 30e-5
Qamma optirma = 1.0e-01
Gzrma posudo-optima = 18e-01

peaca - 1 orden = i



Comentarios sobre 1a grafica
En este ejemplo tomamos 1 = 10}, n = 30L; el noniero de
iteraciones realizadas en el proceso de Bidiagonalizacion fue de
kX = 16, como sc omencioné en el trabajs, ¢l nimero maximo de
iteraciones que se pucden efectyar os k = n o= 10, es por esta
razén que se observa un ahorro del 842 en los  céleulos
computacionales.

Por lo que respecti al tipo de problema es un ejemplo clasico

de la clase de log "dures", por lo tanto se tomé como limite para
el condiclonal CONLIM = 3. Comn se menciond en octe tps de
problemas  ln solueitn Guuss-Markov  puede  tomar  valores
inadmisibles, esto se  observa  en  la prafica, Ja  solucidén
Caugs-Markov toma vialeres gue varian entre --l.lLi'Juj y 1.4956”,

Observahdo la grafica de la solucidn cxacta contra la graflea
de la soluclén calcslada por nuestro métoda propuesto se confunden
ambas solucltones siendo apenas apreciable una pequeiia diferencia
en los extremos. Esto se ve reflejudo en la grafica de los errores
refativos; | usando Lu;;w los  errotes  varian  entre —lSen y
8‘71."]'. asl mismo, €stos tomman su valor maximo en el extremo
inlcial del intervalo y presentan un descenso en la parte central
con un pequedo repunte en el extremo final. Cabe destacar que este
mismo - fendmene  se  observé en [a mayoria de lus  ejemplos
trabajados, ¢s decir, los crrores tienden a disminuir en la parte
central y aumentan en los extremos.

Del parrafo anterior, de observar la prifica y el intervale
de los errores, podemos decir que en promedio se tiene 2 cifras de

aproximacién.
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solucion exacta vs calculada
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scricion exacta vs calculada
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solucion calculada vs drecta
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Comentarios sobre Ia grifica

in este ejemplo de ln categoria de los “duros" se tomd
no= 10}, m =301 y CONLIM = ,’)Acm, ¢l mimere de leraciones
realizadas  fue de K = 10y e5 decir, no ce obluvé aharro
cop:putacional con el criterio de truncamenta.

L comportamicmo de la solueion Gauss-Markov es muy similar
al de 1a solicién calculada.

Por lo que reopeeta a la solucion  usando el métads  de
"Regularizacion Directa” ésta nresenta valores inaceptables; eabe

pote métords din

destacar que ssle onoun
resyltados aceptables,
Finalmente,  observando  la  grafica de  los  errores, éstos
varfan entre  =2.73¢" v 8,316 presentando una pequefia zona de
“buena" aproximacien y una "mala" aproximacién en el resto del

intervajo.  Fn conclusidn, este  ejempld no  dlo  resultados

ateptables.
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golucion caiculada vs directa

Ejempio 11

a2 noe

! moa sisas

A

;

"’ i

P SR SR J— {

: ;

!

anh I T |

!

i

s !

- - d ] L] T a L]
T

——moe - grea

solucion exacta vs calculada

| N de Mecaloree relticiee = BT
il pars o sondiclrl - 7.3u-08

+ omdreca - 7.0s-08
Garew spome - he-td

. Catws pssudo-cotea « Ge-Od

pesop < 1 ofsen - 1

erroces Jogi0({x-x+)/x} solucion

cakuiada vs Gausa-Mark

2 ] S5 ] s8 - i
H ! {
: ) /\ |
! | i A
! i T FAR
asp . ’ s j 5
; i N
", ] e
- - -+ - [ 2 -] L] - 0 - < 19 . e 9




Comentarijos sobre la grafica

Ep este elemplo que pertencce a la categorta de los “blandos"
se tomd n = 75, m = 75 y CONLIN = ’LSe"; el nimero de
jteraciones realizadas fue de k = 131 obtenlendo un ahorro dei
58% en ¢l irabajo realizado .

Se observa que no existe vna diferenrnia sustancial entre las
soluciones obtenidas por los meélodos que se implementaron. Cabe
destacar que ¢l método de Regularizacion Directa solo en este
ejemplo dio resultadus aceptables.

Por lo que respecta a los ervores éslos presentan 2 picos en
los puntns de discontinuidod de la solucidn ( x = =3 y x =3
-f:u conclusién, en promedio se tiene mas de una cifra exacta eu la -

salucion catculada,
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Limils pars el condioconal = 3.0es14
B cumdrady - 82e-05

Gemmz opilma - 1.73-C6

Gamma psenio-gptinee - £3-02

pesas. - 1 orden - 1
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Comentarios sobre fa grifica
£n este ejomplo de la categoria de los “duros” se. tomd

W= 0L, m =30l y CONLIM = de'.

importante  seinlar que al udlizar el eriterio de
truncamiente de la Hidiagonalizacion uusicamente se realizaron k =
10 iteraciones  con  un  ahorro  del  90%  en los  cileulos
computacionales, es decir, se tiepe una ifmportanle reduccion en
los reguerimientos de cdmputo.

1.a solucion Gauss-Markov si bien no toma valores Inaceplables

prosonta  oscilaciones  apreciables  con respecto  a  la salucién
caleulada por nucstro metado.
Por lo que reopecta a fos errores éstos presentan un franco

descenso en la parte central  del  intervale, como  se - puede

observar, varfan entre  -3.082° y 1.0900, s decir, no se obtuvé
'

ninguna cifra significativa en el extremo inicial del intervalo
sin embargo, se tiene en promedio 2 cifras de aproximacién en cl

resto del intervalo.
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Ejemplo 13 .
n - 101 . m - 30%
tipo: duso

Na. de iteraolones realizsdos = B
Limiia para el gondloiona! = 3.0ne14

& ovadrads = 10e-04

Gamms oplima = 31e-05

damma pasudo-cptma «d.1=0S

pepoa ~ i ordan - 1
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Ejemplo 14
PICIRL-Y m - 3
e Ay !

Ho. de Firsciones maliiades = 8
Limbe pers el condipionsl » 3Dest4
» wadiedy ~ B28-05

Gamne opting = Z.08-08

Garme petwdc-ostime « 22-02
pescs » 3 arden « 1
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v 104 m - 301

e Frderade

;u. da huipoionoe roalizades - B
Limle ern al pondidonsd = 38a+11
» ousdsde * Q0«0 !
Gemra optina = 0.0e-00

Gormme poouda-optime = DO-00
posce = 1 arden =1
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Ejemplo 16-
n o= 10t m = 303
9o dro

Ho, de ntemclonos realizsdas = 41
Limin pars ol vondioecne » L0s-14
» ousiada = 12¢-C8

Gemea optine « 1.50-08

Cames porode-oplme = 8.1-10
posae = § T ordam = %
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Ejemplo 17
LICIR 1] m « 301
tpa dn

Mo, de Meresionts meslizadiss o 34
Limim pars sl condclonsl = 300414
o cusdrads - 11e-02

GeTme ontime + 1.2e-02

Gamew peeuda-iitime = 44-08
pesos = 1 orden = 1
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solucion calculada vs directa Ejemplo 18
n = 101% m = 301
tipo: duro

No. de orscloncs Tealzadas - 18

Umite pera el oondiplonal = 3.0wmei4q
& oyadrada - A tw-02

Gamma oplime = 5.6¢-02

Gamma pesodo-oplime = 1.3-01

sos = 1 den = 1
12 pe or:
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n = 1 mnoem
tho =13

No. da ltarsciones rosfizscims « 14
Limits para s condiclonst = 20714
» cusdeds + L2c-08 '
Gamme optine = 4.90-05

Gamme pasudo-optima « 17204
poscs + 1 orden - 1
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Limiv pera e sondsional -~ 305414
» ousreda = 130-04

Gamma optima = 5.54-07

Camma peeuds-optitd - 0.1-04
pesan = 1 oden = 1



CAPITULO 6.- CONCLUSIONES

El  problema  de  reselver numéricamente un  sistema  inal
condicionado de mediana ¢ gran cscala liene caracteristicas muy
[mportantes: por un Jado, el tamafio de la mawiz obliga 4 tener un
método que optimice los recursos de memoria y por el otro, el mal

comportamienta de la matriz requicre métodos que sean estables a

pequeiias perturbs

~nhiama requieren de

memoria  adicional o modifiean  interpamente 2 matriz  originat
generando  elementos  diferentes de cero en lugares donde habia
ceros, o5 decir, llenan la  matriz. Fste hecho genera  una
contradiceién.

La principal conclusion al respecto en el presente trabajo es
el haber logrado una combinaclén de dos métodos, a saber el método
de Bidiagonalizacién de Lanczos y el métode de Regularizacitn de
Tijonov  con - la  eleceidn  automatica  del  pardmetro - de
Regularizacion, resolviendo en forma razonatde las dos grandes
dificultades practicas antes mencionadas.

Dicho de otra forma, en esta tesis se presenta un método
nueve, estable y cficiente para la resclucién de problemas de
minimo de cuadrades muy mal condicionados con pocos requerimientos
de. memorja y computo.

Cabe mencionar que existen trabajos en la literatura en la
misma direccion. Palgu-Saundcrsr li6] presentan el algoritmo LSQR

para resolver

8l
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M!nu[ ]x-(——] “

: X vl o/ 1
conocido  como  minimos © cuadrades  amertiguades,” lo  cual eg
equlvalente a la regularizacitn de Tljonov de corden 0 con y dada
de antemano. Nuestre algoritmo es una generalizacién de LSQR ep
dos direeviones: por un lado, nuestra propuesta adinite ordenes de
regularizacién mayores que cers, en nuestro trabajo experimental
se contemplaron ardenes = 0, 1y 2 ypor otro lado ruestra
propuesta . estima  automaticamente el parametro ¥ de
regularizaclon  evitando el ensaye. Este ltime aspecte  adguiere
gran relevancia en comparacién con LSOR debido a que este oltimo
recaloula  toda la Lidiagonalizacién y factorizaciones involucradas

cada vez que cambla el parametrn 7 de regularizacion.

0' Leary- Simmons[17) presentan un algoritine que combina Ja
bidiagonalizacion  Superior de Lanczos con el método de
Repularizacién Directa. En el capitulo 2 del presentc trabajo se
hace ver las ventajas de la bidiagonalizacién inferior con
relacion a la superior. En este mismo articulo se da un critr{rio
muy burdo para truncar la bidiagonalizaciéon en base al cuul.sc
presenta un método de regwlarizacion directa.

Este mérodo no dio resultados aceptables para los ejemplos de
ecuaciones integrales de la categoria de los duros que en esta
tesis se estudiaron. En nuestro estudio experimental con sl método
de Regularizaclon Directa propucsto por O'Leary-Simmons se logrd
reproducir los resuitados reportades para ¢l ejemplo de Phillips.
Es importante dejar asentado que éste. fue el vnico de nuestros
ejemplos para el cual dicho método dié resultados aceptables, ~Ast

pues, el método propuesto en esta tesis resulla ser muy superior

82



al  métade de regulorizacidn  directa  vie  bidlagonalizacién
propuesto por Q’Leary-Simmons.

lLa tercera conelusién  es  relativa @ los  principios  de
optimalidad y pscudo-optimalidad para. [a estimacién del parametro
de regularizacién y consiste en la  obtencion de una  versidn
matricial de éstos en términos de la norma Frobenius mejoranda las
formulas obtenidas en [} para la varianza y el sesgo cuadrado,
ademis, s¢ obtiene una expresion equivalente y se desarprolla un
métode para caleular de manera mas estable Ins 774,

Para finalizar, no podemos dejar de mencloenar que se requierce
mantener en memoria los vectores q‘. (]2. v qk, 105 cuales se
utilizan para  recuperar tas transformaciones  ortogonales
utillzadas. El problema (abierto) radica e¢n obiener un  tpétodo
"barato” y de mancra  fterativa  para el cileulo de  la
descomposicion  singular o bien para la estimacion de las ¥'s a

partir directamente de la o's y B's de la bidlagonalizacién,
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