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TNTRODUCClüN 

b~e hqbqjo es~o. detlic.<.1clo a.1 e<;t1Jcl\o Je l<1s Pni-ebC1s de 
Col\sish1Kia Re\C\ti110. 1.1.\il1:ccrnclo e\ mé+ooo cle Modelos In-\-ernos. 
lo'> o't>je\.i11os .f1.mdumen.\<1\e5 sol\ \os si3ulen.\es: 
o.) l'ceciSQf los e o lile ptos de Consb\enc.ia e 1ndepeY1c.\e nc.ia 
b)Es\-<1b\elec ele 91Je fnt.\l\era se \líl.lebo. le1 ConslstelKiQ Relqh\Jct con 

e\ méto~o d~ IJ.odelos "!"\-ernos, es c\ec.ir1 es-\a'b\ec.er q11e fe~ll\tl\do 
ele \.o,91ca J<Js.k~\Cq n\Jes\rcA':> ¡>l\le'oas de Col\~(5-\-enc.io. Relc.t-\iva. 

t)Oac ejem11\os de rwe'bu'> c\e Con<:.i<:.tencíu Reluti'lia con el 11\étodo Je 
Modelos °1'0\efl\OS¡ \'CIW lo C\ll\I úti\;·wremo~ lo Teorfo de Cul\}\ll\\os 'l.F 
( :i- e rmelo-haen \(e\). 

h lo.s s\,9uien.\es l(Mas ho.-\-amos de w;q\\ar la lrn\lof-\-anc.ic.\ ~ 
U\-i\iducl oe luc, l'cue~u<; de Consistentia Re\e1-\-i11a. 

le1c;. \lfimeras Pcueloc.1s ele Cun<:.i<:.\.eoc.ia Re\q\iva ICAS erituntr~mos 
en c,eorne \-ría ~ foecon mot\\Jadu'> por \os e':>h.Joios q\le se 1-nueron 
o.ter ce.\ del \J pos\11\l\<lo de Euc.\icles. A contin1Jac.ióY\ eY\llYlc.iamos 
los cinco pos\-1.lludos oe t\lclides: 
!.Una rec\·a puede t10.'lurse de-,.de. Uf\ punto (.IJó.\<,\u\em nCA~tC\ otro. 
1L\lna íeda -l'.;n1\a p11ecl.e pro\ol\s¡a.rn:~ continl.lQme.n\-e ~ nac.erse 

\J'flQ re.e.ta i\\m'i\-odu o indef\nida. 
llL\.Jna cifcunfe1encia p\lede d1e~c.ri'oirse con UYl(:e.nho;i una 

di~ \-a ne.\ u. 
!'l., Toclos los cÚlgl.l\0$ cec.+os son igucJ.\es entres(. 

\J, Si 1Jna rec.\a que Cl>f\-a a.. o-\-rcó <:\os formc:.1 e.en es+us Ó.n.91.1\os 
in\-erioces del 11\\smo ludo oe el\q q1Je s1Jmaoo<; seun meno res 
que. do~ re e.tos 1 \us dos red-a'> si se prc\cn90.n indetinídc.\mente 1 

se C.of+arán del ludo en q\Je dic.'l\a $\Jffi(I de cf'1\31.J\()5 sea 
rneY1or q1Je al)s red-oc;. • 

.i 



f\\ leer .e\ V po-;hi\uclo 1 • noh.1mos qlle ni:i es tan c.onc.iso 
o comp're nslble como los c.uatro pr\meros pos+ulCAdos > ni 
expresa C.\I letl-or lo misma ''e11idenuo" jes decir, no tiene 
laspÍ-<?Pieclodes que se re<;J.\ler\dn en vn pc.stulado. 

los 9eomdras 9tie9os sintieron que el V poshilcdo tiene má5 
ele \u l\Qhira\e"ta ele \ll\Q proposic.ión q\le de vn pos+\llado ,3 1>or 
lo tanto tCQ'raron de dechicir\o e\ pur.\:ir oc \os o\ros 4, 

~\ C()llj\ln\-o de +eoremos q\le se c.lesprenclen 6nitumenh de l()s 
pcs.hilodus I-I.Y se denomina C:..EOM~íRIA ABSO\.UTA. 

f'or eS"Cmp\01 e\ el\\ll\C.iuclo ~ 
Ci) La S\lma delos án9\J\os in\ernos ele un-hic:íngvlo no suvero. a 

dos rec.tos. 
es un +eorema de lu G\eomeh(CA A'bsoluta. 
Los intentos por deducir e\ \/ postll\CAdo cuma un hurema u 
pur·\.ir de los res.\:an\es po!>\\l\a.dus tuvieron oc.upudos o. los geome\¡c;¡5 

por mús de dus mi\ años. 
Se dieron pruet.as¡ pero siem~re se encontró gve en dic.'1as ptllebC\5 
se ll~ili'l:aba cll9una Sllposic\Ón e~uwq\en\c o.\ ¡>ropio poSi>J\aJo. 

Una ele \os equi\JcJ.lencias de\ V pos~1J\c.1<lo es Óebicla o.\ .tísico~ 
tnQtemÓ.1<ico esc.oc.és :John Pla.~.fo.ir ~ 911e en11nc.(qmos. como s1jue: 

,, ror \In f>lll\.\-o do.oc no siillado ~o'ore \JI\(.\ red· a. Joda sólo pvede 
h<l'l:cJ.rse \lnu ret\-a paío.lele1 ~\a recta dada''· 
\)on<le enten<le'Nlos q1Je dos tec.tas sun pe¡ra\eluS¡seg\Ívi \a 
ctetinición oe E:.\lc.\\Jes 

02).Rec..\-Qs pe1rale\c.s son las ~ue¡ es\-a.n<lo en e\ mismo plano 
~ prolon9crndos.e in de \ini<lamen-te en úm'oos sen\idos1 
l'lo se cortan ni en uno ni en o-1-ro sen-1-ido. 

l:n lo ql.le si.9\le 1.1ti\i-co1emos. la. e!¡1J\v4\enc.iq ele P\Q~fCAir 
C::\)Ql\do nc.130.mos teferencia o.\ \) postula.do. 

2. 



1:.1 problema clel \J po.,.h\uclo -1\ie resllel\-o en e\ s¡_glo X: IX 1 pr incipo.lmen \e 

por \a o'ora de Bol~ai,Lo6ac.nevs\<.~iGullSS~ R\emann.Fina\men-1-e 

Se demos\-ró lq TMPOS\Sll\DAD ele deducir el V postlllc..clo <1 pcHtir de 
los o.\-ros postllla.clos 1 t1I mismo -1-iempo que se llegó a lo idea de 
s1Jsh\uir este pos\-u\o<lo por otro qve lo nie9\Je' por ejemplo-: 

(•)'1EKio;\-en \'1na rec\·a m ~ lll\ 1>un.\-o A 1 \-a les que \>Oí A puso.n !\O menos 
'*e Jos feltúS <\\Je 1\0 Coltal\ ó. m ~ es\-án en \JO !l\i<:,mo rlanocone\\a11. 
(lo't.ac.ne\ls\<.~). 

C\Ju\<;\\Jler s\s\emu 9eom~hico 1c.u~a bo.se \los.\-uluc.ionul cunlrG1d(9a 
a\g\Ín pos\-u\t1.do de \u C~eome~r(C\ \;uc.\ideúnU es \\a.IYJcHlú 

'-t"óM~TRIA NO EUCLIDEANA. 

Stendo profesor de \u Universidad ele l<cnán, Nil<olui "I11c.lnovic.h 
Lo't>uc.'nevs~~ en su \n-hir me c.1 la Fac.u \+ad ele fí~ica ~ Mql-€mahw5 
l.le\ H ue h't>rero á-e 1 'il2b 1 ses.Jn e\ cu\enilu.rio j0\iuno \li9e n\e 
'1\-\-onc.es en R1.1c;\u) ~ \'llb\i((.l<lo o. purrir <l.e 1.'Q'2q en susfomosa<;, 
"IN\IE':»ílG,f\Cl~t-1\;S '-EClME\~\C.A':> Sll\3R\; LAS PARl\LtLAS,po( ~rimero 
vee: forrnu\u la ;deu de q1.1e e\ V pc,S\\llC1<lo no puede ser ded\lc.i<lo de les 
restantes pos~ulu<los.Lo.!> if\\leshgu.c.101\eS de Lo'outhevski -\-rajeron como 

c.on;etll"enC.ia q\le: \*) CDl'-IS\SIElfüA(~EClMEW\A EUc\.\OEANA) ==9 

=) CON'i>\SiEfülf\ (f.ECIN.HR\I\ Ll.'lljAC\.\FIJ5\(\At-IA) 

A lll)Q p1ueba óe (-lf) lu llumamos Pr\le'ou de Consi!.\-enc.ia Rc:_lu\i110 
de \u Gcome\.río. \.o'ouc.\ievs\<io.nu con resrecto u \u Gieuml'.:11(0 \::ucliJean<A. 

La prnebo ri9urosa óe (-~) lu rea.\iillron i:.~e\trumi1f-.\\lein, 
1-1.PoifH.uré 1 A. Cay\ev y o~ros. 
En e\ cqp(·hilo "! J ¡se.u timos \ci (01,sis\enc.iu Re\o. \~110_ de la 
lñeoY11d1ía \_obut~ells"'iQ\\u cun re!.ptc\-o u \Q "cllffietfla \;1Jc.\,deo.l'la1 
uh\\'ta.ndo 1.ino. icle.a de Poi.nc.cué1en lo que se CuMce como el 
l'flode\o de f>oincuré puro. lo. C"\eomehío. ~\uno. lol>u.ón:\l!'.\(ian.Q. 
El rnétocla consis\-e en creur un mocle\o cle.ntro de lCA c~eomdr(a 
tuc.\ideana ,de \-o.\ m~nera q\le \.lna inconsis..\-enciCI e.ri \a 
~eomd¡fa Lo'o<Alnevs.~iunü i imp\ic.41\e1 unCA it'l(ons\s~enc.ia 
en \4 C1eome\f(o. t:u,\icleo.nc.\. 

3 



Oe es.\-u mo.nern, l\emos no.\-auo lu impoí~YIC.\Q qve \-uvieron l 
Pruebus ele (onSis\-enc.\'a Reluti-Ja el'\ el pro'olemu de\ \J poshi\u~~. 
A\iora presen.\-omos \JI\ demp\c de lo u1t\\i<lo.d de estas pruebf.ls 
eY'I \Q leor\o de Co'f\1\ln-\-os 1 e\ proble.mu que h<A~{emos es e\ ql.le 
':>e re~i-ere o. lu "ipó.\-esis Ae.I Cun\irnio. 

tn sus .\-ra\iC.\jos sobre wróinct\idodde Coajuntos, C1eor9e 
Cun\-or demoshó el si9vien-\e cc:su\\-c.1do ~ 

\.o c.urdir.a\ioacl <.\e \us n\Ímeros no\-vrnles es menor 
q\\e\o cardin<A\iuuc:l de los nlÍmt>ros rec.1\es, 
esaec.ir \\~\<\~\. 

\.JM IJN conociuc C\lle \ \Ñ\ < \I~\ ,es ln\eresal'l\e \He3\ln\-o.1sc 

ÓE.xis\.ir~ curdina.\o{ \-q\ql.le. \1).1\<c(.<. \l~I r 
Lc.1 respve!>ta o. e'>tct pre,g\l'l\hA .foe dadu pM "ºdel~ 
Ce>\\el'\. ·An.\es ele. ver como responcl\eroo 1 ho.c.emos o.\g11nos 

coY\\eVl\-urios. 
A\ ~llllO<.iudo: 

11 
ll~o exi~\e c"rdinu\ o( {q\ ~\le llt-.1\<.c<< \IR\ 

Se le C.ol\oCe C.Otl\0 lo \11\l()Í\;S\S l>n LQ~\\t-l\lt) l"'1:1lc:\JiülllOS ~.(.) 
'j \ue coajehJraaCl poi (,eor_9e Cun-\o(. 
A \u ne._9uc\éf\ óe. \a \\ipl.\esis. <!e\ Con-\in\lC la Clbfe1Jiomos 

COYTH) I "· (. 
En 1'H3 1\\ur+ Goch~\ mos.\rÓ que \C\ \\.{.. no {'od\o. ser 1e~\l\-ado 
\)or \os o.ltiomo.s \lS\lQ\es ch: \u Teo1\a c\e Conjontos.1 e-, de.de, 
q\le \u 1 \\.(..no es ul\ h:ore ma de \u Teoría ole Úl'il.jol\tos.. 
i=n \% "!> 1 ~u\'ll Co't\en mos·\<ó 9\le \a M~9acioñ de. lo.".(. no poMo 
Ser re~\lttlUO. cq>tlf~ir de \os ~xiomus \l~\lu\es cldu \-eo,íu de 
Conj\ln\as 1 e':. dc:c.if, q11e lo \\.C. no es lll\ teo1eroC1 de \u 
leor\a de Conj\11\-\os, 



\\aceroo'> e\ (omen\-ario d.e 'q\Je \os 1"es1J\\-adus ele ~a·oe\ -:i (o\\en es\-c(n 
Slljeh:is t.\ \o \\ipó-\esis c\e <\ue \us QJ<\omus IJ•;uc.1\e'.> de \<1TeorÍq c!e. 
Con-S1.1n\-oc;,(Teo1(a cleCon'jlln\os :tf) sean consi'>·h~rv\-e'i. 
l:s\o 9\liere decir que G-.O'de\ \Ho'oó 

co~~\Sí~ NC \A ( T:F) ':dJ (ONS\')\f.N(IA[H+ \-\.C.) 
~ Conen pro'oó qlle 
CONS\':iíE.N( \A (1: F)=/ co N":.\C,T E NCI A l:-t F + 1 \.\,(,) 
ts\-o \'\o"> \J\le\\le o. i\1Js\ro.r \a 1)-\.\\idud de\q~ ~ílre'ous ae (un<,,i<:,\endq 
Re\a-\wu. 
La (lll\SiS\enc.iu A'oso\\l\C\ de \1:1s o.xiomu'> \lWo.\es óe \u Teor(a de (onj\lr\"tos, 
l\o se puede demostrar ~ es-\o es de\:úoo O.\ll\ 'Teorerno ae 6od-e\ q\Je 
o.~ifl'l\C\ qlle para cua\q_uier -\-ea-ría q\le pueda 1epte<;entC1r o. \c1 
o.fr\méhta <ie \os n~meros nc.11-ura\es ,si esto-l-eo1íu es consish!n-\e 
en-Ton<es no se ¡i1Jecle ctemos-\wr $\J con':>istenciu por rné-1-odos 
-torma\·,=ta'o\es el\ \1:1 mi<,,mCI -\ea! ía. 
l u tun<;i<,,\-enc.la de. \os ai<.iornu'> \J')\lQ\es de.la Íeoría de Conjuntos 
se pile de ae.mostia~ en o·tra -ho río. má\o ·hie <-le 1 pero e~.-\·ci 
ton<:,\':.1-encio s.erc:Í una col\\ois.1-encia relati\JQ a \e¡ consis\entia 

de \u -'.eoY (a mÓ\. -foe<..\e. 

s 
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·•n,F9~ JE 1'1;!, fomJ;,¿;,J,;\~·1;1 •{;~,;;~·,,,:;~:.:,,,. ·• "' · 1a 
Ge~mdríct 'na;¡ \Jn postl)\adei quedes<le enhnces CCl\JSO especial 
atenliÓn ~el conociJc:. cerno el 5° pos~u\ado de ~uc\itles. · 
A con ti n\JClcio"h e nu ne ia mos los 5 po~h1\qdos 1 +al ~como fueron 
re<luda<lus por E\Jc\ides: 
1. \Jna rec-\.c¡ puecle >rro.wcse desde un punto cua\~uieía \'la~ta otro. 
2. Una rec+o Fi nHc.\ puede. pro\on9C1fSe con-\-inuo111ente 

Y liacerse una recta i\imifoda o inJetiniclC4. 
3.\lna circun~erenciCI pue<l-e describirse con un centro .':I una dish-1nciq. 
4, Too os los án9\J\os 1ec:\os son i 9\IG\ \es e111re sí. 
S.S; una red-o q\le cor\-a e1 o has dos formQ con es-\-as cíngulos 

interiores del oiismo \uclo de ello que sumados seah menores 
qlle dos rec.\-os, las dos rec\-QS1Si se prolongan inde\iniclome11ie1 
!:.e cC>r\c:.rQ:n del lc:ulD en q\le dichc.\s\Jma ele án9u\os se.a menor 
que dos redas. 

$i co111paro1Y1os e\ Sº \lostu\aclo c.on los ohos cw~ro,vemos que CJ 

cli~erenc\a de es\-os , el SD postv\e100 no e5 tan conctso 
o com\)riensi\,\e 1ni expresa q\ ledor /4 n\ismq tlevi<lenc.ia'' 

es oec\r1 care(-e de \u~ curac\erís\-icas 9ue se requerían en 
11n poshl\aclo •. 



E\lc\icle::. rrli';mo ~rotó ele .ev.1-\-ur\o mien~rns.,p\lc\.o¡~Q q11e nc:i\o. \ltlli't:Ó 
en S\lS demostrac.1ones c;.1nD hu~tCI q1Je \\e_gc:i 0 \q proposicló'n T 2.'l. • 

A los geeime-1-ras 9tie9c.s les pareció· 3ue el 50 poshi\o.do 1-eníu mús 
ele \a nll.turo..lew de una proposiciol'I qlle de un post\llctclo. 

tn \os in~entos por dechid e e 1 5° \>º; \ll\ac\c:i cllmo un -\-e ore ma a 
pu1.\ir de los restantes a1<.iomas ~ pos\u\o.<los se proc\\Jjercn 
demos\·rotion6 de es.\e hec.\io 1 l'ern siempce se eneontró q\le 
hq\:i\a sid<i u~i\i:i:.ado. ctl3llnU sllpo<;,ic.ioñ e!¡ui\ictle!\\e e\\ propio 
pns.\-u\ado. 

Una de lú::. e~1Jivc.1\enciuS de\ 5° posh:i\a<lo es de\,¡Jq o.l -\ísico !! 
\'Y\q\emcÍ.·1-ico e~c.océs 30\\n P\ayfo.ir ;¡\u enunc.io.mos c.omo si3ue: 

''Por \lY\ pun--\-o do.do no sih.iCAc.lo sobre unc.1 ted-a so\o p\lede 
.\-fu:t<Aí)e Vna. !ec\·o pura\e\a Cl e\\Q/f 

<l e~ 1J\\Ja len~e me n.\-e 

''Oado. 011a reda~ llll p1Jn\o -Nera Ó't'. elllliexi':>\e onu ~ so\o .una 
1ec\a que pa'>U. por e\ puí\-\-o daoo ~ e'>purwe\c.1. o.\o. recta eludo.. 

Generacione-:. e!\\erns Je ma\emÚ~iLOS inten\CAíOI\ c\ed\JC.1( e~te 
o.xi ome1 o p 05 \\l\u<lo i a \'O.¡ .\ir de \os o\ ros o.xi amo.'.> o l'os\-11 \o.dos 
our et.!\~e mé.1.s de c\os mi\ o.ños. 

F\l~ solC1men\-e en e\ s\9\0 XI Xi prlntipG\\rnente pl\í \o. obra ae C~t1\ISSJ 
l?>o\~oi 1 Lobc.t.thevs\<i .'J Riemann 1 cuan e.lo se óemostró la 
I._,WOS\~\LlDA\) Je deu\lc.\( e\ pos\u\uc\() óe la'!.para\elo.5 CI pll!tlr 
de \os o-tres. ai<\orno.s ~ °"º"'\u\o.clos. 

'f o<lemc.Ís tra}ó cons(90 \u idea de s11s\.ih>if e5te 130<;,t\l\aóo por 
oho qlle \~ nie911e 1 por ej-em~\o: 

T) Oada una {et ta y \JI\ plln\-o {ueíeA de e\\a 1 no 'na~ nin,9\1\\0 rec\a 
que pa5e l'M e\ l'ui\\O ~sea \lUra\e\a a \a cec--\-a c:\o.ck1 (Riernc.\nn ). 

:ir)Oado. \lnu recttA ~ \ll'I \'Uf\to ~\lera de e\la¡a\ meMs Yiu~jdos 
rec\.as 9\le pasan por e\ p1Jnto dwlo ~ son pqra\~\as 01 

lu rec\.a do.da ( LobC1che-Js\<i ) •. 
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(lla\!\lller ~istemCA A~iornú·Hco p~ra\a ":eo,etr~u1c.\l.1Jabase po~tu\o.cionci\ 
coY1trc:.1oi9e1 ct\g\ÍYI poshi \udo óe \q Ge¿~J.füd ~uc\iuea~ a 'es l\amac\ct 
~eometc\Cl No ~üc.lillwnc.¡, · '· . ~'.}. ·{ 

Lus f..eoroehío.s \-lo \;\Jc.\ioeCll\QS fue'rof\ c'ti;~':>¡J'e íCA<las como 1ncon":ii~\enteS 
COY\ ( e'>\''eC to o\ Es1>CAcl o f Í5ÍCO 1 es c\écir J

0

C\1Je S\l> O.J(.iOma., e \"C.\Y\ 

c\uram-en\.e folsos res~ec..\o q\ 'i:spaiio F\-:,ico. Por \o ta!\-1-o, fue 

aeci"'i~o es\a'o\ecer la consi-:.tencia de \as "eolilehío.s Nohc.\ioeo.na5. 

~ero, ¿túmo p1.1eae mo~\10.(se la Co11')i~\eY1c.ia <le \u Ci\eorne hío 
l'\anu \.ooac'ne\JSI'- \ona,~or e~emp\o~ 

\.a \oeu 'oás1ca e~ '€1\lontrar \ln ''rnooe\o11 (o ''interpretación'') 
\'Ofc.l \o~ po~\1.1\0.c\us oe\ !;i5\ema en C\leSt\Ón ¡ oe tu\ fl\U\'\er(t:,q~e 
cud.a ~os\1.1\c.ldo to o.l\iolV\a) se con'lioeltC\ en unao..\icmac<~.;." ., 
\Jetduuern e(\ \u\ moue\o. . . . . • .. 

fo.fo. \u (,eome\1Íu \;\lc.\ioeC11\CA e\ 11\0Qe\o ale\li"CAOD etae.\ 
e)po.c.i.o de \u \lic\a 01d.in~rio.. 

füfo \u G\eome.\( ía \.CJ'ouc.'ne\JS\< Ío.M e\ mooe\o o if\ ~e tpte \o.ciÓn 
(\\le ernv\eo.1emos he iÚeQ do ~or, \\eY\(i PoiflCQI~ ~ conc.hice 
u\ \\ull\o.do ¡nodelo Jr: Poincctr'e ele \u r.eorne.\no. l'\t.1r-a 

\.o'buc'ne\fs k io.na. 
tl'eg\mo':> \l!\U c\{(\lnh1enc.io. Z. ~\u\\ul1\u.mos f.\fClll\h~tencia fonÜo.
men.\-C1l.Oamo'> o contin1Jac.ión le>-'> si9\.\ien\es in\eqwe.-\ucionts: 
l/p\ln\o'' lo \nteq>(e\umo'=> corno\ln \)\ll\toene\in\eriorcle~. 

l/fec\all \o it1\erp1e\o.mos comD\c.q•ur\e ·1n\er\oc o.~óe C\lO.\<;\\.lleC 

c.\rt\lY\\e<ent.iu 1::\lc\1oeur.a d,\l'e !>eo º'~º.9º"°'' o. z. 
lo.'1\'oiél\ do.1'1\0S c\\g\lflU<, d-e\il\il(Ol\eS: 
~\:f\\-1\t\ON. rneclidu ele. \ln Ól\9\l\D en\re do,/'leda~1 

que se co(ta.n es 
'9\Jo.\a \Q medida en ruo\aneS en·he lu':> dos c.irc.\Jnierem\'aS 
e1Jc.\ioeanus q1Je coV\\ien-en a \Cls ao) "1edaS''. 
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\)~FlNICIO\-l. lon9i-hid de un fe9mert.\-~ A\li e<:, l9\la\ a 
~09 ( (AT /e,í) l '05/ AS)] 1 clo n de S ~ 1 sc.n los. pllo.\o5 en que \a 

ci f.C.\li\ \e 1 enci u. e\Jc.\icleanc1 9ue c.un\i-ene <.\\ "segmcnlo" AB CDftll C\ ~ > 

5ienclo plleo;.\-os S~T c\e modo 9ue A q1Je.cle entre S~ S. Oel>erú 
o'nservarse qve CAT/BT)(l3S/As)>.i 1 de donde 
J.09 t (Al/B1)(1?,S/Ao:.)]) O ¿0 

s 
y (!'ií/B1)t~c;/AS)°)1 <::-)(Al)(SS)( Urí)(AS) qve c\4rG1lflen\e se{lllll¡>lt>, 
Con \u<;, 1nter pretac.ton-es a11.\-erioreS caclu ~o~·hi\udo lobad1e\IS K ÍQI\() 

tiene como trao\lc:c.ión un -\-eorema en lo 'leorne\ría Ev,lióeunu. 
Oe e~-\-a munew. 1e\ po~~\lluuc lobac.nevs K iano de \qs pc:Ha\elo.5 
'>e huchice en 1JnC1 o.\i<rouc:ión 11eróo.<h:ru enlQ Geom~\r{a €vc:\iJeunC1. 
Probemos lo: 
Sea z una circur\-terencia ellc\ideo.nu \!ja. 
Sean m llnc/~ec..\-a 11 ~A un punto'' ~uewoe\u'lec.\a 11 m, 
~1Jpon9umos. que \a ci <c\lnhre ocio euc:lioeanQ que e.un ~iene a \Q 

11¡,c.\q11 m tol\ci o. ~ en)(~ Y .Trac.énse por A las <los c.ifc1J'll\e1enuas 
e1Jc:\ióecinns odo,9o'f\c.1\es o. :2. 'l o,ue ¡i<.\~Un fe>yec\i11CAmen-\-e por X>;J'/. 
\:-;-\-os tifcvn~efe_:'cius son dis.\rn-1-?s ~ C1clemús en e\ interior de z.. 
nc:i t1eneY1 n1n91Jn ¡>11n\·o en col'l\\ll\ e.oí\ m 1 ~'-' 9\le es\C1s circ1Jn~erenc:iu5 
Son-l-C1n9el'l\-es re~\)ec:ti1JO.l'!\en-\--e en X~ 'I a \L1círtun\erentía 
eut.\iueCAnu q1Je con~iene o. rn 111e<o X ~y nu son pun-1-os evi el 
interior de 2:. 

X 

io 



De e5\-a fo1mc,1, 'n-emos \Ji<i:.\c q\le el post\)\aoo l~bo.theV5\<. iCAi1D ele lus 
purn\e\us <>e -1-raduce en \lna u~1rmutión verc\aJ~rq ~n \Ü'•C-.eomfh(é¡ 
Eoc\i<leanu. .. • . . :·~·fa.,;.~e Si.#<< 
A¡ia1en\emef\te1es\o ¡>Hlebo. la conS1stenc.iC1d~\.~,~iome.\}(c:.i ,: -~ 
lo'oaclievsK ianu.Sin em'ollr90,lci ú11ilo q\le ~~p"r~i,.,"G¡~(Ci)~'>.IC> ,_:• ·. 
5i9uien\e: \a (,eomehía lobat\re\ISI<. icU\Q eSC.\l~Sl~fen~~/<;;tempre 
que \u C1eurn.e·h(a l:oc.lideanct 1esulte con':>i'>1 en.\e. · : ·•.·. <C. · 
Pero alioru co.'oe \CA pre9un\c.1 . ·'·" 

cf e~ (IJl\S\s\ente por sími<,ffiQ \Q c,eom-eh(a Euc\ideo.nl\? 

En e\ pu'>ullll se uf.9\llll-en\o'oe1 quelu tieome.\rfo Euc\t<leana '>€ 

\-iu'oíu cc.n'>\nii<lo ¿e O.luerdo a\ espCAtió de \u vi<la. orclcf\o.riu, 
Sin em\,ur_90¡ eKi">te lu posi \Ji\lduJ Je q\Je \\a~o OV\ {en6rneno 
de\ b~a<.1C:> .\isico que nu<,\a. anoro. no \tu~CA siclo ob<;,ell/G\dO 

~ 9\Je pue<lu s-er con\ruL\~c+oriei con los o.lliomas c:\e\u lieorne\ríc1 
Euc.\ i decmo • 
Por \o \an\o , e~\e ar90me n\-Cl ~u l\O e'> Qle p \-ac.lo. A o;,í que mi~ l\trG\S 
l\O ~e ptoe\:ie q\le lq V.eometrÍC\ \;\le.\ i ele.una es consis.\et1te por 5Í 
m\';mo ('/ C\f4\JÍ \o q11e queremos óecir es q1Je no se apele 
Q \u con'>\~-\entlo de o\(Q <;,1s-\erno),loúnic.o9ue tenl\remos c.-:.: 

({)~)\)TEl-\Cll\\l\E'Ol..\HR\Pi E\lCLIDi:;.A~A) =/ 
':) co~S\')\Et-.\(\1\(ntOMHR\A LOBP!C\.\t\JSKIANA) ti.) 

1ro.~o.11elo de probar lo. Cm si -;te ocia de \u EieometrÍQ Euc \¡ Jeunci 
podemos menc.ionl\r e\ ensu.yo óe ~111.:.er+:; 
\.li\ber..\- recurre a un s1s\-erna o.\9ebwíco,+ro.n~formqnc)o la 
expresiÓl'I 11 p1Jn\011 en un par de números, lo. expresión 1irecJo." 
1.>n \Jf\a re\o.cíón lineal 1e-l-c. . 
Sin em~o.r_go 1 el ·intento de \\¡\ber.\- solo pr\lebCA \o si_9\l\en~e : 
ca~s\SH.NC.\A(~l':.\IOMA AL{\'CBRA\CO) :'./ 

-==; COl--\S\~TENCll\{GEOl-llHRIA l:U(l\DEANA) (2) 

A .\-o.\ Si5.\emo. o.~e\iru(cei lo cunocemos como Geoll\eh{e1 AMl(hcq, 
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A(~) ~ c2>. las .\\(,¡1111.üncis l'c~e.hu$ de Consi'>tef\C\Cl Re\ci-\-i~ó.; .· 
~e es\a rnul\e(CI hemosmo\i110.oo el ~ilf\Le\'tÓ qe!.Pr\ié\icic, c\e (onsi~\encia 

· Re\Qti~a.Hemo<, \li!:.to a.\l~ e.un .'C4 u\>l\}'e1ci~~·~1\\?cle)c~~~.•P\l~<len 
prod\lC.lf ~rue \m<, de Cono;,1<,\l!l'l\Cl ..•. ~.e\~\l~(A •. · · •..• ;''.\'::' •\.:f;'i··3'J< .. • 
Nos inhw;a -l-amb1év1 \Hecisur. e \ufllll\~ñl-é~:~w:~~sk~\bt,geJ~~.'\~·¡;,+~nc.i.~: 
b\o \ene« \o. leclktaremos en e\ CL\\>1t\l\o:s'5:1~\enl:ety.~~:· ·/: > ;: 

Como ul\ re9.1men a es\.as \deos tinuk:co.fl\9ses\:e. c~~{-\~\o c.on.l.)i\ 
c.omen\ario q\)e 'no.ce A\on =to e lwrc. n uterw .óe \u Cul\Sisten ci. á: . 

la noción ce (Cll-\S\Sí'é:l'IC~A oe un ~¡¡,\emCl lo.9\s\ico 
·\-iene \lnu mCi\i'JUC.ÜÍt\ semcín\1rn 1'\ue S\Jí9e c\e \c.¡ 
ex19enticl cte q1.1e t\O 'nu ue <;e1 \ln +eMema nado 
que set1 \ó9ic.um-e.n\e a'o~\líOCl o que \en9a un 
!:.\gni~1t1.u\o o.\l\oc.on\wc\\c. tO(iO JO Oe (\\Je V\ú \-lubra 
clos .\eo{erous 1 \lYIO de \o-:; c\lo,\es secé.í \u ne9CAc.ión 
ele\ o\rn. ~ern \l(e\en<lemos moc.\i ~ ltur e-:.\o. \\OciÓ\\ 

oci9'1f\ufiamel\\e sernún\-i(G\ ¡Oe h~\-tcrmu O.,\le 

.\-ome \In co.10.c.\eí sin\,~c\ito ( 'J up\ic.C1\.\e \)CJí 

\o 1 crn \o o. ul\ si<;,\ema \03\s\.ié:.c:i inde ~en~ien\e~ 
men\e <le \t1 inh:f\)(e\MiÓn que· se.~oo¡>\e 
\)<AW é\) • ºª 

C'nurc\i /\\on:t.o. ··.·· . 
Tn\roc\\\c..\iof\ -to !Jlo.\"e.mo.\\w,\ \.o.9~C · 
l'ril\ce.\on \ln\\Je<s\lr)I \\ess 1 \t\'>'-lV.\Cl'O) 

/ :··:;.. .·\ 

\Je r lram '->•en . · · 
\\"n\er, \Ae\.u\ó9icc:t. \'"co.\\il\fo (p.o,:¡.) •. 
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CAR\;j\0;.\flkX).,¿ .. 
P1t\~Ti

1

i>~.ir~~H~l<B®S lli®S 
e O~Gri~,~ ; '. ~I~¿·:: .. 

i~~f Wl;l'Jt11Jf ü 
E r. e\ preset\\e co.p(hi\o hQtel'i\O'> vrec.\o;.oc:, los C\l'!\te ptoS 
de cor.<;,\~tenc.\c.1 1 ·11,c\e pe l\Ue nciu 1 deduce ióYI fo1mu\ 1 o.xi orna 1 e\c.. 

En \CI primeta sec.c.ión \o no.remos desde el \'lll\to de 11is\u de 
\()-:, lel'\9\luje<; fo(mu\es (pllnto de \Ji'>tO. sin+t\c.Hco); er. \í.\ 

se9lll\uu sección \.\cuerno'> res4\\-o.r este c.ul'\Cep\(.) de cun
si~\enc.\a e il\depenclenciu e'!\ un cusC> especiQ\ ele len9lla:Ses 
fonnu\ec;,: el \engllu3e formo.\ oe pnrner arder.. 
i::n lt1 te1 c.ew sec.~ión di<:.C.lltire mos el cunee pto de ccr.
sis\enciu y el cur.cep\u de inuepel\Óe1\ci<.1 deo:. ele un pllnto 
de \Jlo;\Q semú.n\ic.D. 
En l4 c\.larl.-u pqr-\e nL1remos notllr ILI re\Qci<ÍYI en.\re ~\ 

{'lll\to oe 11iStq .formt\\ 'I e\ Plll\.\o c\e \JÍSta SefY\c.Íl\ti<.ó 1 
~l'\llncia~do -\'eotemus ·111wo r \a.11\es Clcerca c.\e dic. hu 
re\uc.ion. 
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2..1 S\ s \tMAS FORtv\AlES 

Z1:\J)trl~\t\Q~. Seu At ~ Uf\ cunjunto á\ c¡ue 1\4IYIU\'{\Q') a\fo.'ce+o r 

(1.) VnQ po.lt1'brc.1 en el t.1\fe.¡\,e.\-0 A es uno suc.esión .fin\·h:1 ele S\m.:. 
bc.1\uo;. óe A lS1J••·1S"E:.A eniunces w-=S,•••Sn e~unc.i pU.\C\.bro.) 

(2) L(A) =-1W/w e'> \lnu po.\u'ora en e\ c.Mo.bdo A 1 
et e~te conj\)l\to \o \\c.\mumos e\ len!:Juaje ene\ Q\(u\:ie\o A. 

So\u \e ~ecbnos et\ coaj-unto A que nl1\9uno de Sl.l~ e\emen\os se 
Puedo. el(¡He~uf como suce~ión d.e o\ roo, s\rn \:io\o'> de A. 
\)e esta rnc.\l\ern 1 el c"njun-\o el.e \o<; riúmetos ncti1.ira\es IN no 
poclr(o. ser a\fo'oe\o coi\ e)\a cunclición. O 

Z.1..2.0HINIC\ON .Seo. Atocii 
~n l-en9uuje furrn4\ e-; <LCA)1 f) cl<.1nde 
(1.)LCA) e-;. lenguaje ene\ o.lfq'oe\o A 
l 2) F s UA) 1 F-=!=- <ÍJ 

A F \u \\umumus e\cunsun\CJ ele {orrnv\c.1s l:.ien {ormaclt\S (f\ifi-:,). O 

?..'.\J. EJEMPLO. Seo. A uncun;ivn-1-o / /\-4-c/i 
Si VJE-L(A) 11.>J=S1•••'5n cunSIEoA pci<<..doclo 1$'i~h 
ei\\ontes definimos ~(u.1)-=-h 

'.l Fn"' tw/ o<J.(w)~ h , w€:L(A)3 
'I de e~~a mQne ro 

<L(A) / Fn) e~ vn lengvqje furrnc.il po.rc:.dodo M.IN. O 

"2.1.4. OHIN\(\ON. lJn <;\stema t()ífficÜ la.l:.le\Jiamos SF) 
~.,, UOCI lernC\ (L(A) 1 F 11)) donde 
(1..) (UA) 1F") e~ VVI \en9vaje formul 

{2) D::f: c/i e~ un conjun\-o ele \eg\C\~ de -\{QnS~()rmtl.c.\ón 
(o in~-erendCA) 0 O 

1 L/ 



·u .. s. \)\:fl\\l\(\ON.Séa SF ¿<i.cA) IF,o) '1 ~(Jío(}sf 
e< es \l{ICA .~ed~cdÓI\ formu\ (6 cleti\/~clón fo1mu\) 
en el sy ~ cq>(\1 t1 r d~ Z. si -~ solo si · 

; existel\ '?(11c<íí<>~.¿1o<n &f-\-4\e~ q"e 

.m·~·tBli~!··~~,Jri ··•·•··. . . .. • ·. ; . .. > 
··•. ,.· ;~<;<~ •• s~-º~~~·11o_de uri~e1 io1es por.0.p\ifc,IC-iÓn de; . 
.: .. · 1; .'.~;~\9~p~~.i.e9\~}e i.1\f~(enc.iC\ ·:. ;/: <> : .. > > .·. . 

... En~~\~~j(J"~?\~~i.0~.as Z.ls¡;-:.~.o ~f.:.~ s,ie<,s\".lro l~C\\.es e\ sr.o 
Css~,Ry~,c\Al>léft1.f\'l~.ié';.:Poclrfmnós~ llcúnur <ledliéc~óó~~ºrll'~.i e\ \(J 

iv' 
---:;:.-;,_ 

··:._,'. 

\).).·a 

(1) ~ ~) d~cÍ11C.~·ivO.~in~·e :(:~r·rduo(Oc).si ~solo si.~~-~ 
(L\)~ e5_ inton;,i;,\c.Íl\

0

e'.:si~s~\~si~._no escunsi~\en\~.D. 
1. i~S. PR.OPIE DAl)ES ~ S~~n SF'=<~'tAltF ,~; urY si~\emuAur mC11 

z\JlHJ'iot"~sF. ·.·.·. '. · 
(1) z 1sf o( ~r2:c:: 61~\o•~is~·~lsf o< 
(2.)-Z,s.c, en\01,(es 256 

c-d~. =g 
(L\) ~\-s¡:o( <:.i ~~o\osl exis.\e ~ºS~ +'l\'-\'1e. 

Za e') .finito ~ ~o \Sf: O(. [l 

1S 



2.L9 .DH IN\( ION. Un sis\.emél formal o.xiomM 1co(u'ó1e11iamos SFA) es · 
( l(~)Jf• Pi.G\'7 º<l,nde ... <' .· .. · 

li)'< .L (A)1F,.D)~s'f #Y~·Si~~~~(A }?r~.~\· .. •:· 
C?.) o.sF,·.~ :f'..~' ·e\; .• q~i i~o.1n~oo<>~;:~\'.f~nj~:n\~;ct~~e1,\iom~s 
t3) hn~ .un pr.oteÓill\ie.nto ':glécfij~~(<:1\.9ofíL'1M·fi~ra,~deéiclir si. 

r;;~,::,~:~:~:,~I~t;::'.~i~t~:f i~~~~J!i~i~l~~r\1!;.~ 
2.1.1 Q. OHIN\(\ON.St.c.1 SFA =<LlA)1F11>1¡;1/ 1/';'~.\.~,~~.~·~t;f~A)l.'~\i~:~i~~~Ji~o. 
f.ll~ol}!:F.!)ec\mo~ que z lfü D( ~\ ~ ::.0\11 5i •.ei(\s\e!\~;t~·~~j~n'SE'.~~.é<\¿«'lu~C 

¡;{ ~~~~C\cb i', I~ ¡~ h . '. .}/; . ··• r,'';~i¡;,;[*;\'[''~f'':%ii~t~f·'···. 
<>< 1 ¡; !O_ • • • • ·,;:;~ '"N .. i.· •. ' ... •.· .•. ·.~.·.' ... i.;.·• .. _: .x;·:.· . ,, :.<{~ 

~ :;~~o'o.\u\Jo de Qn\edores por e1l9~~{:.¡ e,~,·~~~-;~'l\c;~u. 
/\lo. sucesión ""'"º""¡oln" \u \\urnumos le'J;c~1on :formci\'.tié'O(. [\ 

(bf\S\ÓeterooS e\ CC\~0 en q~e ~=-e/> _. __ .- ... ;;~~~~-;.f~~~,~--~~~~;'.~i~t:~r~~~~~.~~~;f--:: 
:" ·:~>- <'-i .. \.', _,,~;<{ : . :r;' .. ___ ·':'.' ;_ .. , 

'U.11. DE FI NIC. \CiÑ 5ea SF A~ <LCA) 1f1D1C\/ \ln sis.\-em~·>fa!W1~oxicmQ\ i(o 
oi.c:. F. Decimos que o( e~ un \-eQremq de\ SfA (q\i1.~;icimos1'\ifACl() 
5i ~solo si exis~en c<1 i·--i«nt. F to.\é.s ;q~e · ·· · ·. 

(1.) o(n =<X 
C'l.) pC1ro. caoci 11 \'=.\$.n 

o(¡i:O. .• ,. 
o o(¡ ~e o\itm10 de an\e fiCHeS por q\l\i CC\UOn 

ele e1\9"no. (e9\a oe "ir1\'e(enc.·1a. o 
'2.:\..12°0\:ffN\CION.fsFA-:::. ~o</o<.eF ~ \-;fA«}.O 
2.1.1). PROP\EOAO \)E T~FA. T5FA es OC ( -T;rA=TSFA J 
PR\l'CSA 
Reconlumos c¡ue T\.FA = t \JJ/wi;. F ::l TsFA l-ui1 
O.) rrol::>c~temos q\le TsrA s Tsr-A . 

s:a. o<.¡;TSFA l en~onces OC'-\= '.:\ lsF°Ao( porcle~inicioÍÍ cle~FA 
S1 \;f¡o< enh!\tes exi~\en o<11•uu¡c<n +a\e'> que: . .. ' ' 
Ci)o(n=oc' · 
(2) Para caclo. Í1 \~Ho.h 

o<¡€ a 
o o(¡ se obtuvo ele aV\\etiures por qp\icuc.iór. ele e1\9u!\Cl 

re9\a c!e ·1n{e1enciC1 · 
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~\<i poc\emos teescri'oirlo \t) ol.n.,. o( como (\\Je. existe!\ olwº•lo<n ~'l-

('l.) l'arncaAt1 i, 1~i~n 
oli f: isrA 

o o(¡¡: o. 
o o(¡ se o'otiel\e d.e. cm\eriorec;. 

(QI\ \o que. ob\el\emos !.\~e \ 5 fA \-.o( i 'l\Je. j\Jnto 'º" q\Je <>¿éF 1105 

imp\ic.t\ '\\le o(E TsfA • 

b) A\\oro. 1>r~~C11emo<; ~\le. ·í\FA S:TsrA 
Sea o( f: Ts¡:.A = Sw¡ F -r .'-----' wl 1 l.llE: ':l ISfA rsfA. }: 
en\on~es "'-"' F '.l \ '- · · .: ·• '1) _ ':.fA 'SfA o< , por lo \c.¡n-\o 
\ o(l\- o( 

\ 'l) ro.ro. e.o.da i il si 'Ed'\ 

ol\ €: T'i>fA 
o o(\ E: a ... 
o o1..·, .,e. o'o\iel\e el.e o.n\e.rio1es ~:, ·-'~; '~~bt}~'< 1~:C'./''..~·.:-,:'-1 : 

Ahora parn cada o(¡<,\sfA :¡10 

1.º) o(il'\¡ -:.o( i 
2) puro. woa j, \'S :J ~11\i 

o( i E: o. 
o o(¡ se ol:i\\el\e ele an\eriore e;. 

t11\011tes e>\\':.tel\ e( ll( t\1'ºº' 111111o(Hlºº'lo(11111 1o<111l 0 0°1c<nr11n +~\es que 

e urnp\e\\ cu\\ \u~ cundic.iol\e<, C~) ';1('2.) J.e d d . , \ 1 
\>or \o ~o.n-\c ot e:;.\ 'i>f A. e uwon ucma • 
\>or \o .\ an.\o ~s _ -r ...., FA-•sFA • ,_. 

En \'á5\nt\S pos\eriores ~'.)O.íemos e.\ conCe(ltº de C\\Je 0.\90 no es 
c\cc\oc.c.\ÓI'\ ~f\'l\<'.l\ 1por \o \-o.n.\-o cunc.\\Ji!11.0S e.<,\o. se.cc.\ón con \CA 

si~\l\el\\;e 
:2.1.i.L\. Al!>Rr.\1\1\ClCl~· 

Se.u SfA=~L(A1 1f 1 01a) 1 'Zuiot~SF 
Z 'tf::-;. o\ o.'o1e\J\O. O,\l€. ol r.o e':. u!\o..Ü.e.Ó11cdo"I\ \o\11\o.\ 

Sf/l. Q pcM\ir c:\e Z. e~ el SfA(S¡~\ema to\!llt1\ AúotiiÓ.\ict>),O 



1. '2_.lEN~llAJE~ FORtv\AlE') 1)1: PRIMéR GR\)tN 

tn e~\a 5ec.c.i.ÓI\ ¡>rec.iscHe\'flOS e\ tipo de \en91Jaj'e q"e IJ ti\it;atemos 
en e\ tes\o c\e eo¡,\e ~m'oa-So 1 o. e':>te \-ipo el.e. \en91Jase \o l\umuremo5 
Le!\91Je1je. rormu\ c\e Pr\11\ef o rcle!\) 'j e.!\ e5\-e len91Juje expw:.atemO) 
\o.o¡, nocioneo; de dec11Jtc.\o'!\ {ot mo. \, c.ol\'ói>\-e ntia J inde.~enc}.entiu 1uxiomct1elc. 
Comen:wmos COI\ \a <::.i91.1\e!\\e ae~il\ic.iÓl\ 

2.'2..1..l)HINIC\ON. si e~\l!\\-ipo óe seme3crn1:a si~ so\o si 
S> := CP \J :¡:;' U G clu!\c.le 

1) (?e~ \JI\ c.o!\jun~o de s(m'oo\os forrnu\e<.i po<;,i\ilemel\\e vo.tÍo. 
Si PE(?, c).e.c.imos C\Ue p e.5 uno. \e\ra predic.u\(vo. ~tiene 
o.soc.i.ado un 111.Íinern nahHal n (!\~1) llumudo o.ridud. 

1) J:í es \JI\ C\ln)un-\o cte sím'oolos {o,.-ma\es QOSi'o\emel\\e vado. 
)¡ ~f ~ idec.\mo> quet eo; IJl\CI le\ra tul\c.i<inc.¡\ ~ t(ene 

C\SOtic>.c.lo \J'I\ n'5mern '!\u-Tura\ n(n'/I) \lumudo o.rielad. 

1.) e e5 \ll\ Cunjun\-o el.e SÍM'oo\os ~ormu\e) po5i\i\emen\t: 110.c(o, 
C.,¡ cf;G 1 o. e lo llo.1tw.mos c.on~\-an\e indi11idv«l·D 

t:stamoo; \is\-oo; parn precisa( e\ \e1191Jo.je q"e u\-i\i·earernos 

2..2.2. l)l:FIN\C\ON.5ea 'r ul\ \-ipo oe semejC\nW. 

\Jn \..en~1J(lje ~afmo\ ~e ~cimef Orde11 de tipo 5'1 deno\nócpor lg 
1!5 lo. \HÚÓ'I\ de \os si91Jien\e<:. cun;Sun\-o~ el.e sím'oo\os 

1)5> 

2) \'Ji/tt,IN11 conjun\o c\e vcnia.\:i\es 
:i,) \) 1 ( J '11 conjun\o el.e. s{m\)o\o~ ae p\ln\vntioÍ\ 

41\~1 1 c.uajul\\o q1Je \.iene cumo e\emel\\o e\ o;(m\io\o el.e i91Ja\oud 
S) {71/\11 rnnjun\o ele conedivo.s 

(.)l3} 1 conj-1.m\o col\ \JI\ cu«nH(icoclor 

~0~0\C\ON':. l\in9-í11 sím'oo\o e~ sulesión -tini\-o. de 0\10~ s.<m'oo\os. 
A \o, \lnión de los cunjul\\os óel 2) q\ (;) 1.., deno\amos por 
'i>L-= Cunsun\D c\e S\m'oolos lósitos. 
\)<:! e~h.1 mune rc.1 , L .9-=- S LV 5' • Cl 
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2. 2.3. cllliSER~AC\clN~ f!\ t\Ju!'ltC> a. ~\le· C<ln3un\-o de s'\mholos lú9kos (SL) . 
\!Sar exis·\.en dlteren\es opiniones, por ej"émp\ei ~sa.r17, 73 
o tl1V1A1-?1.r,-;o1 co1110conjunto de ccnec.tivas~O +o.mb¡en' 
VSCAr 1. "11 en lugar ele \3}. O · · ,_: 

,y;-

2.2.\.\.0l?.S\:RVAC\ON. l~-==SL.CJ " 

Co~ ejemp\o pura mos\-rar oe q\le muneru este le~9J~j'e)~Jfr,·¡\n.ú!: 
ClrdeV'I \l\lede rec.u¡ierní n\les\rao:. iÓ.eQS 1 ~etin\ml>5 \us s19vie'~\~s.{¿r·~iJ\ds: 
'5>~t:l\1tll::!Vz)\ 7\1 1%'.Ji) 1 \o. icleo. cie~ener o.\ meno"> 2 e\e;.;'ie'~\os 0 .. 

Y\ . :·.: 

'fn'!. ?V1 ( /\_ (-, \J¡~V:i) J 1\u icku oe tener a.\ men\lS nelemento"> 
\':\ l~:l :·· 

~Qlemoo:. \o.s 5.i91Jien\es ódinic.ie>nes (\\le nl.l'> sercX"n 6-h\es. 

2.'l.S. \)t:fl~\(\GN. t\)e~initiÓn fH\Jf~\\JC\) 
1.) todo. 'l/o.riu'o\e es un 3- térmil\O 

!J) toda C.olWL\-an\e es ~n' ~-\~ í ~i:of f: n e• \lYI" \e\rQ{u.nc.f.·~.nu.· \ oe 
J si"'[, ,.,oa 1 n son J- ,erm1nu, " s , "' 

o.riduo n, el\\ol\c.es 
tlL.11uaa11.n) e~\ll\ 9-'ténnina. . :· . ,,, 

\.oc; 9-'tirmmo"> 1.:i.,, ael\u\o.remos pof ~'> me\o.\lafio.'o\es 111111-z!~ºº" D 

Z. 2. 6. ~H \\-1\C \()\>l, \Jl\o. 9- ex\l~e o:,iOÍ\ e~ •Jl'\u S\lc.es\Ón t\nH-a. 
ae sím'oolos Je L.r. o 

Cuo.\'\Oo so~~ec.nemos C\Ue no.~ \)l\O. \lfOpieuo.d pa.to. -\-oc\oo:. \os 

~éfminos, l\\l'> 9\IS-1-o.ríG 5Cl'oer de q1.1e mo.nera podríamos 

'1erih<C\f\Gie':>tú lu \\.e .emos con e\ si9\Jien\-e f'"inc.iplo 
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'2..2.=t.PR\~(\P\t\ \)E l\'\l)\lCC\GN ~ARA S1-tfRMlt.ICS. 
~Q 'jJ \Jl\O. pH11>ieao.d '\lle cum1>e\e o. Y-té(rl\\l\Os; 
Si ~e C\Jm11len lo-:. :, po.sos sl9lli en\ es: 

1)1(\Ji) po.HU.\JO.lqvier if. \~ 
2.) )3~C.' poJQ. C\IQ.\"\U\er Cf. (; <. 
3) S'í l:l)•••l"tl\ ~UI\ p-\é(l'(\i.t\OS-\.<;¡ '!('t1)¡ao•)'S(1:11) 

el\\onces ~l.\! c-i:11 ••• ·1-rl\)) po.to. \ocia letrQ {ut1cionc:¡\ ~e o.ridqd n. 

tl\.\-onc.es · 
po.rn. tuC\\~v\er lq1JeseQ,\l-\é{ll\\(1() ise hel\e 'StL.). 

A \os ~u\.o-:, 1.)1::12) ~ele~ l\cuna lu bo.\.e ele \o. i11d1Jcc.iÓY1, 

o.\ \'OSO '3) ~e le \\<.1mu poM indvc\.ivo. O 

?.. Vó. DEFl!-1\l\G t-.\. \l11Cl Y- tórr111J\o a\ómicq e<; 1.1!\o. ~-e1<,p1 esi¡Ífl oe la 
~ormu~ l-C1~-C-i) ó Htl1000\Ln) 

doncke L1 1 ••• 1L.n son ,1'-\érmil\05 ~ f6(? c!eo.ri<lud !\,O 

i. V~. Off lNIC.\ON. \)e~\nic.iu n 1ec-1r$\~o. dt: {Ólil\\J~~ C+órmll\a~ bien {01 mqoc:¡¡.) 

. i )Tuóo. 9- tÓnl\l.llci o\:ómico. e-:, \11\o. 9- ~Ó¡ mll\Q 

'/.) s\ O( ~ \'> son 9- .fó1mvlus e ntanc.e 5 
(lo() :i (o<./\~) ~o.mbién Su!\ ~-fo( mu\l4s 

'3) Si o( e> \11\0. 9-~ónnll\a ':I ')(. e~ 1Jl\a \Jatio.\,\e 1 e'C\\:onteS 
(~x o() e-;. 5'-~ónfNIC\. a 

2.'Z.1.0.tlEFlN\ClO~.Sea LrSLUS7 
1.) i::S' = 1,i:1i:. es UI\ S'-\ÚTIÜnO 1 
2) é'.I' =- ~~/i e~ \ll\Q s-~~rm~\a c.\tÓIT\llC\ 1 
o) [S' = \ 'S/ ~ e.~ \Jl\C\ 9-fúrm\J\(\ 5 • o 
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2.,'l.1.1.PRltKIPIO.,lt I~O\lCCIOt-1 rARA 9-t6rrn1J\o.s 
Se.o. P-=. \.:'.9 • Si suceden los 3 1'<1~us sigviert\~-;: 

1)to'da S'-fo'rm\J\CA a-hÍmico. per\enec-e o. P ··.· ·'-' 
2) Si (el¡ ?El~ ~ o(¡~G P) =) t1ol) 1 Co(A~)tE>/ 
3)s¡" to(.c:-L~ ~ x esun<A 11ariu'ole ).l~€:l')'f')Ti~~)¿p 
\: nt.onc.e s f ···· , 

P ~ L 9 • o :;:~.'~~>?F ,!,~ i . 

Ah oro. nc¡ceinos a\9unCAS cle{in\cio\'\eS C\Cerw de\ éG~~\Ú;ii:~Jd'[:::\) 
~~ ; . ·~~ 

2.'2.1.2. DtF\\J\C\OtJ. ·.~' 
\1. '\ S11pongamoo; C\\le 3Vn oc\lne en lo. formu\u o(. En\once ~ 

e.\ a\w.nte de 3 eY\ o1 e~ l<.11.a . .fórm1Jla ese rilo a cun\inuac.ion el.e 3\/n. 
('l.)Vn O(\life libre en'5'l~fórmulci)~7 Vnocurreen'3' .. . 

~ pure1 tval~o\er c1JC11\\i\icador =1 
e~cri.\o en'f1se tvJ11p\e que '\/n es.\-o. 

( ) Íueru ele\ o.lcance de 3 
;, Vn Ot\lr~e ligcldu (cuantificada o aco\-o.tle1) en i ~) 

Vn esto. de"ho del o.kunce de e1\g1Jn cvo.nh{irndur j escri\o en 'f 
C
4

) 'S e5 on 9-enllntiado ~) 'S no *iene ocurrencias li'ores clevctriG1'oles 

L~ =1~'" 1~ /"]es vn Y-rnunc1'udo}. O 

Con e\ {in de lle9cn ~ \C\ def1oiciÓI\ de d-educció11.fom1<.\I {.lc¡mos u.\s\lnC\S 
&e tinic.iones 

'2.2.1?:>. OtFIN\(.\0 N .., [-t 
5

¡ \J"=lfr 

(11 ~e<.\11 v111rvC1riG1\iles ~-\:un término 1e!\tonces (Vi)¡,"' v-
5
¡ \J",¡,~¡ 

(i) seon e une¡ ru11~lan\e,1J""unc.1.vG1riu\i\e ~t. urt bérmino
1 

·· ·· -

en~ontes 1 (c.)f :::.( 

("5) SeC1!\ ~1Jnu le~rc.duncional Je Clridad n 1 

v vna.11arít1\ile¡ ~ t 1T1 1 "º"1.n lirminos 1 entonces 

[Ht11uau1tn)lv- -+(rr]\f [T ·1v-) 'Jt.- l.Jt·100~1 "-1; 



'2. 2.iL\.OH INIC \ON. Seo.n.\f vna.vo.riO.li\e!\:. un término ~y u!lb.' tármv\q 
l)efinimosre t.~rsivi.lmen\e ()jl l~(;coino+i~· :;· 1 

e') · . L c.-.;,.,~; C. ,/;.;:~.,.:. ;'.::·;.:; '·'º'·"···''·.~,'' \ .. i:,'é.'..-,f. ¡_ +: ~ po.ru <ATO., 1 """'. ·.·.· ;, < \; i \;\ '.; / 
<1 •. ~t2)f :=,(\T:)~ ~-it,~)rYx;s~~~~(;~ti'.~Jéf~1nos 

[ PCt11•••1tn)]f~ P( (t1)i ,.~~ 1 lt;iittl~~'.J~;\i:,.~.j[ ~on \érminu5 .Y P 
. . . , ' : es un.G\ letra preclilq~l\ICI 

('l.) Seo.n ~ 1 ~ formvlas 1 e rüonces 
l.., ot)'f =-1 ((o()'{) 

e o1" (3 )r-= ( <e( 1~ " ( ~ )'f ) 
b) ~e.qn \f "<>.rio.b\e, o( una ~ÓOl\'J\ct 

v- ~=3V¡~ 1 si lf"=\f\ 
(3\l¡ol)l: 3\l¡((ol.)'{) 1 si>J""~\Íi ~.\l"il\Cl_OC.\ll{ee.1\-t 

;!:e_( (Oi..~i )~) 1 si 1S""t-'f1 .Y V"¡ oc1.1ne er1t 

(óonde "t es la 1.Q, nvevo vo.riali\e :e,¡, \f" 
C\ue l\ü O.\'CHele en \~'f¡o<) 1 ni en t ) •O 

2.'l.15.DHl\..l\C\ON.Seo. o(ul\Q t~tml.)\a 1 en\onces 'Jxoe =. 13xt1o<). O 
2.'2.16. D~flN\C\ON.SeC1.!I al1~1li' {órm\J\G1s, \:. ul\ \:.érmil\0 1 x unu vo.dc.\'o\e/:iva1j<1~\e 

los AXIOMAS L0"1\C05 SOi\ \os sene(Q.\i'tUCÍOl\eS oe. 
i.) (o{ -7 ( I'> -/ o( l) 

2) ((o{-) (l'>-=.:>01)) -7 l (o/-/~) -';>(o(-)~))) 
"3)( (lo(-/lP.,)-') ( ~-¡o(l) 
4) 'v'x o<-/ o<~ 
S) (o<.-/\JxO() i;i x M oc.une libre el'\O( 
6) ( \Jx (o(-7 f!>) -7 ('Vxo<.-,~ x ~)) 
"f) X~)< 

S) X~'j-¡ (o(-¡o(>). col\ o( o.lÓl't\iCq ':lo<' se o'ohene deo( 1 

ieemp\ll:to.ndo x por';! enc-eroomá5 \\lga¡es •O 

2.'2.11.ASRtV\AC\ON.A\ conj\ln\o de -Todos los o.xiomct':> \ógic.oS (o o.bre~iamos 
como AxL09. o 
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'2.. 2.1.CO. l>tr 11\1\(\0\.l ,De \in\mos C1I 'i>f=-< L .S' 1F1 MP) ~e \a s.i9\lie n~e:rocmera: 
L~ es leng\Jaje 'io1rno\ .\e ?rimer ()id.en 

F ""L~ "' cun3\)I\\() ~e \'órnYJ\c,is \::>ie!\ formados. q~e Yll de fi ni más 

MP es le.\ si9\Jie n\e le,9\a de \nfe re ncio. ~ O( ¡o(-7f-> 

"MP lo \\Qmc.\tnos modus pone ns. O 

2.'Z.1.C\.~t:fl~\C\Ot-l.Se°' ~U~o<J'=f=~.I'· 

!?. 

\Jn" deducción ele o< CJ. p<Artir de i es Un<A svte~ic\11 <<>111•••1o<n/ 
iie t'ci'rm\J\as ~a\es qlle 

i~o<n-=o< ... 
2) Para cada r, \<f:.\~n "'~n-· ... ·.:'.-;>-··· 

CI) oli E~ \J Ax lag :,.:- '"· : ,: ·.:·:: >. ··. · 

o b) txi<:>trn :j,~ menoresq\Je i JC\\e~~.~~~'~,I~~~,8,,~)}r!\VºL 
modus \)one'l\S c.\ po.r\ir de o<j ~,o<'.1<-=::l':"'-j;.7o<¡-) ~ ··• 

h.\-(.\\ CC\'iO o.'om1iQMOS 2:.\-sFº( .ce· ... 
2. 2. 2 O. l)H IN\( \ON. Seo. Sr A-::.< L91 f1Mt'1o;~1Jn s1<...\-em<A ~u1mG\ \ f 

o.><ium~\iw de P1í1M~r Orden \:1 seo. zut•(\sf,,,).9. 
\}no. r.led\lcciÓndeo<. cq:iar\irde~ lt1\i1e\li<A11105 2\sf"Ao<) 
es l.ll\(.\ SIJCeSi<ÍI\ <o<qou•Jo<h) ele fórmu\0,5 -\-!\ 

i)o<n=o< 
2) Para cada 11 i~'í~n 

q) o<'í.:. .Z.UAxlo9VGl 
o b) ~xi<:.\en :!,\::: ( ¡ 1-'4 o{¡ se o'o+ier.c. por mod\lS panel\'> 

o. pC11.\ir ele c:(j ':l o<1<::::(c(r--,D(¡) • O 

~n reo.\"idC..\d nosohos fo:~baj"C1remos con SFA \!en pC1rhc.vlcu conel SFA 

~l.le hene cuma conjunta de al\iomas q Q-=-1.f=\os axiomas de lt1 leoríq 
ele Con;j'ul\fos z. F. 

Y en patfau\o.r nos \nterescmi el CC\SO el\ q1Je 2.=-<P. 
~e es.\-c1. m@era nuLemos \Q '5i51Jiente cle{inicion. 



t. 2. H. OfflN\C.\0\-l, Se.a SFA-::-<Ly 1f1 MP1 a) o;,¡~~emcdurrnc,ll. C\xi9má~ico 
de tHf\\er OrJco 1 ':\ sea CX.E: F==l1 • < _ i i> • •_'; ; > : -

1.) e{ e~ \JI\ ·ho1erou de\ SfA .,,¡ ~ so\o si.; ~\Tn~)!I'~d~d~t~·\Óll 
¡'\P~ft\hd.e;r#~ .. if? :. -

en -1-o.\ rnso ctb{evio.rous 'rsFA o< • -- - ; ,>> _, 

2.) lsi=A =\o(/ o(" Lf ~ \s'FAo( 1'. el _ . "'' .···,2·>~. ,,,,_ '.:i ·/ 
p : . ¡.f•: _ ;•:,;·· ;(!;;,- ,•;• ,, )''+•·"' 

'L 2.2 2. ABRtV\ AC\O~. Decimos C\Ve .\+ o< ·s\f::.~~,~~S~~~!X~/-~~~~,.~>t~A~.: ("· 
sr:A _ · --.--•. · · '•':;r·•·: .;'"" 

Decimos ~oe 2 ~ o< (o z ~o() si no su(eo,~}~~~1
1

f,~~~;;(~~o<) •O 

"emes lle90.óo o. \o.s imporlran\es c\e~\n\tiones de Corv:,fc;\~1~c.i~;J:í~~~~.~ild~cia. ;.-··•,/··:· ,_-"' ·"\.·' ' 

2.2.'Pi.l)EflN\C\ON.Seo. 5f .. <L9 , Lf5' 1 MP) 1 '2.sl'..~ 
i) \ln cunjun\o z se c\i ce (IJ\'\Sic;.\en\e pcm.1 SF S\ •y Só\Ó si 

n'íngunc.\ fórmu\Q o< e~ ic.\\C',\ue '2 \-o( y i_\-7o( 

%)\Jl\C.\ formv\u el ~e óice ifldependíen~e de Z: ¡>o.m SF si~so\o"si-
2: \+o(. ~ 2. I+ lo( 

1) es \_ci. CON5\S\ENCIA en l.9 
2) es\(.\ --rNDt:Pt:NOHIUA er1 L9 • O 

~e.e~\-C\ l'l\C.\f\e~o. \\emos pre(ísado lo,c;'l\ociones cAe (ONSISTE~CIA e 

1 Nl)HE"ND'E N(\A en UI\ lel\9uo.;te \orrnul de frimer orden. 
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2."?i.(0~$\)\HIC.\A 1: !.i-.OHtNOHIC.IA.P\JNTO O~.IJ\ST,t\ SEMANT\<0, 

2.~.1...\lHl1'1\(\0N.\hw.eo;hllc.tllfQ e\ement<AI e.-. o-í~</,~¡rr, t) tq. 
1)A:F-<!l .•.. · .. 

2) IR <.unjunto de re\c.\tiOl\eS n-o.riLlS ,v\~lN 
3) f}- c.1.mjunto ele opero.cio1,eS l\-C1rius 1 n~IN · 
l.\) t tonjuntu ae e\ell\entos 1H<:.·\in9oidos. 

A \01\ :A \o \\C,\\l\(.\\'110') e\ oomil\iO c.\e Ó.i)CV[SO • o 
2;).'2.0tFlt-1\(IQN.Sw S':l?\J~UG 1Jntípode semejania. 

Uno. e5-tr1Jc.tvra 01-:::. (A 1 ~ 1 ~ 1 <¿/e~ de Hpo S' o 9- estrvdura 
sí~solosl . ·.•.· 
'no.~ \ll\CA h.inc.\Ón I "o ?-7~ Ufr'UE (\\o.ir.CAclu ~unción i<1\erpretación) 

~o.\ <\\le 
i) s ¡ PE6' ~ es c.\e. ~rictacl fl, en~unce. s 

"1.(P)G tR ~ eo; óe aridc.1d n 

2) si fE ~ ~ es de aricAod mi en\onces 
"I.(?)f; cr ~e<, de df'idcAd m 

3)s¡ c.E:G ,"I(c)E6 

4) T es ~uprc¡~ediva 
Del\9TClmóS "I(x) = xo'\ • o 

'2.:iJ.~ff\W\C\ON.Sea .s>=6\J:t{\JG ,seo. 01 vna ~-es\rudvra, 
o;eu L. un Y-te'rmino ~ .sc,.W\O'\\. 
Ddinirnos tec.1Jrsivamen+e lo. in\erpre\o.c.iÓn "'[en O' bC\Jo S 
denotado por i:: o-1[ 5] -

1) Si IE:IN 1 \Jt(l\[sl-=S1 

2) e E:(:; , c01 [s] -=- ce-\ . . 

'?>) :>i ~e:~ ':l e.s·c\e Qrioud ~(n'7,1) ':ILlf"ººj(n Son.S'-\érminos 

.f ( "l 11 u "ºl"tn )ex [s1 = t 01 
( T1C>\['{\ 1

1

.,. '.' )-r:~ [sj) • 0 

Z.5 



2.:i.\.\. nrn~fü~.Secf y~ Y.!í ti-o.fio.) ) <;) (z..'.o.r\C".\) 1e11 c'l.1 . 

;i!f 1 r~.J~~2f ~1i¿tr ,f ¿idi;t, 
•. Cr\. < ,, ·.·••···•·. ' d1 :: :¡ t -::-': ·¡ ·~ ;~,+ ; 

. c,ctt~ o 1.tf ~.L •' o· .. ··:.•. .··. . 
. se~ . s =~o 121\.\1&;~, ".º~/: i-r1 ~-1'.(9('1, l c'z)) 

~ > • .. ·• é~· ·-··.: .. .:':·:,, •• ,- .: ; -

~· -i:, ~~>l~-F-· l0
:: lv~ 1 c~)?;'[5l) ~.: ·· 

. . . _ ·. • ~· .(CJ~t'1f (~~ 1 :~~ Lsl )') ~: : 
<· .· _::. -<c,+1'1~~1--·.o· 

2.),l) ~\)ff l t-j\(\QN, S \ S.,, (Sl)o o•) Sn\SI\~ 11 o ~ 0/ 1 • 

- =/ S(ºf~) e.'> \a S1JW>(ón stn1~),,,\s, ••• 1 o 1 S.-.\\J••~/ • O 

2.'!i • G. \)H\N\C.\ON .Se.o.? \i I'º ae '>e\'1\ejal\'W 1en\onces \<t\01/(}llcsde\il'o.PJ. 0 
2.).'"'f.Otfll-.1\(\0N OtSl\\\~FAC\~\l\DAD (\ARWI) . 

~eo. 'Si=L1 1 o-i E: k9 1 s~ \()-1\Ui 1 aetinimo'> O'l\:='H.sJ 

1) 'S~ tr..~12) 1 011-=t-r.,~t ... )\..sl~/ i:1°'cs1-=.t.i.°1[5l 
~: rY\,I< lt11u •• 11")) Cf\ \= ( l'",I< ~'-11··"íln))\:.s"1 ~' <-r.:"[sJi •• , 11.~l:SJ/ t- Pn: 

2) 'S:lf.> l 0'1\= \1¡>)[SJ (¿::=)O"\\+ \'>tsl 
'3 o:, r> /\ ~ 1 01 \=. (MlS')Lsl ~/ et-\\= (!i\.s1 ':J o-\\= l:í't.sl 

:i) ~ ~ (:JvK ~) 1 Q-1 F ~:IV1<\'>)l:s] ~> po.~o.. 0.\9\in dE. \Q'\\ 1 O"\\= f,{( S l1"'/c1 ))] 
~¡ o.de('(lcA5 de,inimoso;. ~\I 6':. 7(1¡?.Al~) i ¡3-7ll': 7\'>V ~ 
\Y.-=J.)":~e>..:;i~)f\tó"-11'>) i 'q°\IK~ ;:.1t3v1<11~)) 1en\onm o'b-1-enc.mos: 

•)~~\'>\I~ 1 O\t=o(f.\lt-H:c;,1~7 011=~\.sl o CJ'\\:'1S'[s1 
··)'S:6~1S'1 ~\=.lll-'l~)f51~7 CJ-\\=l=IH.s1 o 0'1\=d"l:~J 
···'l'<J:ll~~I CM\=(\\<:-?»)l:s1é(Ot\Hl~l o 01l=IJlls1)., l<H\t~ls1 o 0tFl3(SJ) 

••••)'j:(Wici;), 01\=.(W1<\'>~t5J~) pc.1to. \o<lo 0E:\er1\ 1 011== ~L S(!Yc1)1 • O 



2.3.<ú. ~H 1 N \C \tJN. l Ddinitión oe ~e1óuoe1 o ::i mode\o)_¡_ 
Sean gun\ipoi\eseme;Scm'W¡O"E.\<.91 ~\l~'SlS~y 

1) o-\\=<';J ~/ O"\\=='SbJ \lc.\IGI \oda SE~IO-\\ 

2) ~e¡, -ie1óac\ew en o-1 ~7 o-1 \==~ 
"3) 01 es un modelo de 'S ~/ 'f 6 11erdud-e1a en 01 

4) o-\ es \ll\ mocle\o de 2. ~/ 01 \= ~ pQ!ll \oda \'>E'Í. 

S) ':f es fo\su en o-\ ~7 01 \=J:~l.5] \MO. \oc\a Stwl~\ • O 

'l.3.'\,AL"\lNAS PROPltOMtS. 
SeQY\ Junli\l(l de sel'f\e~un1a101(;Kp¡S(;w\~\ 1 iUz\\l~':91 1\l~SL~ 

1) (i1 \='H.s] *=-? 011=1=1-stsJ 
2) <Hl='Hs1 ~/ o-11==11-g[sj 

3HQ1a todo ~n\lnciudo \í ~ 01 \= cr º 011== 7 lf i pero no um \ios 
4) CN\4:('r/V1d)[sj~/ 01\:= l3V1<l1'5'))[5] 

5) 0114= (3V1<'S)f.sj~7 C>-1 \= ( 'VVK(1'S))C.sl 
")01 fl= (~-71\l)b1~70'\ \=("3Al \\l)[s] 
+) \ler<;,iÓY\ oe inocbs pollens 

a) 01\=('S-71\/l[o:,J 1 01 \:='H.">1--=7 CJ-\ \='1'[s1 
b) 0-\\=(~-;.'I') l <H\='S ===7 O'l\~"Y 

8) Z. no tiene moc\e\o ~ Z.S/J. =7 D 110 \\ene. mocle\o 

q) :E..'f -:::.1-Sn'5'1 no tiene moae\a 

\()) Lf 1 Le "º \ie!\e!\ mode\o •O J y 

f 
Z.:i.io. ~H 1 N\C \O~. Sean. Slvn \-ip:i <\e Semej«\\ta 1z~l9 

f) MocH~ )=\o-\/ o-\E:. \<9 1 o-1 e'> mocie\o cte f 1, 

i.he.o (O-\)= 1_-s /-sü~ , 011=='Ss • o 



2.3.11.0 &SER\JA(\O~t':>.Seo.n '3 hpo c.\~ s~111ejC111:iu,01&k9 1 2.s. l.; 
1)2. Hene rnodelo~/Mo<l(z):f:c/l 
2) C\)Teo(01):Lp 

bheo (CI-') tiene rnoclelo, ':lo. qlle ex es mo<le\o e~\c\noQr ue.1eo(e><) • O 

h Teor\u c\e Mo~e\os -\enemas llno. de(inic.ién o.nÓ.lo9C-1 a lo óe.fi11ic.ión 
c\e c,\ed\lcc. i. ón -fo r rnC\ \. 

Z.3.1.?. DtFINIC\ON.Seqn q vn\\\lo óe sem-e30.11iL1 1 :fV~'fls}_~ 
i) ~es con~<.<Jen.c,io. ló9iCü de ~ ( ~ l='S) 'i>i ~ so\o si 

fC\ra +oclo 01E\<9 (01e'.>moc.\e\ooe2: _;7 o-11=1) 

2) 'S nu es con-:,ec..;ien<..ia \ó 9ica óe 2: (zl*'S) si ~so\osi 
e)li5te 01t:l<S> (D-le'> l'l'loóe\otieZ. 'j 01\f='j) 

3) 'Se) inÓe\'enuien.\-e de z<=:) 't'_ '* 'S ~ ~ l=F7'5' 

4) ~ es comp\e.\-ci ~> po.w, \001:1 \'>f. L~ 1 ~ \= ~ o ~\= 71' 

5) 'Se) aepenc.\ien\e ch: '2. ~/'j' nu es ·,nc'ie~enc.\iel\\de-2_ 
<,) ~ e:> in<..01111'\e.\ci <=/ ~ no es cornp\e.\-o 
-1)~ es consis.\-en\e ~) 2. ~íene modele 
B) ~ es ·mcons¡s\en\e ~/ ~ no .\-iene rnoc\c\c 

q) Cn 2. = 1 B I ~\=e. s . o 

2.:i.B. DEF!N\C\ON. Seo.. ~= L~ . . > .· .. ··.· · .. ··.· 
~es unQ .\-eo,(o. ~.>pcno..\-oc\o'f€l} (~~~·=7~E-~) .'o 

., . ·.· ... , 

2."!i.14. EJEHl'lllS. 

q)\'o.(u <..1Ju\~\lie( ~=-L~ 1 Cn i e~_l)~dí~or(~ 
~)füy-o. c.110.\~1Jler CM&k_p 1 Teo(CM) es onq \-eo;{q • tJ 
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2.:i.ts. PRl.)\'\tl)A\)(S.SeQ? iipo <le semejania¡ ~utiu~:l'}SL~ J 01E Kp. 

i) 'J E Z =/ ~ \= 'j' 
2) 2.1=~ ~ 2 s /j ===7 .6 \:= 'S 
3) Oi e., modelo de 2 <:;=:/ CM e<.> rnodc lo de Cn ~ 
4)zc::::h =/ CnZ.~cnA 
5) Cn(C11'2.)=Cn'á. 

') 2. tiene MOdeh:i <?/ ex1'>4e ~EL~ ~!1- ~ \=F (3 

'.1-) :2. \::#=- ~ e¡::./¿ V't7 ':S} +iel\e tnode\c 

S) 2 \t 1 ~ <?-/2 u~ 'fl tiene modelo 

q) o-1 es mo<\elo de z ~/ CnZ S Teo (en) 

1.0) son e~ui1Jq\en\e5 
o.) 2. e-; i l\(o m p\eto 

b)exi~\-e f3eL; t!l ~es indepenuie1'1te de~ 
e) ex1~\e '!'el~ .\-!4 Z.\.J\'tl~ ~ ~\Jf7 1¡1J benen modelo 

d)el\\ste~el) \.~ \.l!'illfl1 {\Cnz-=<P. O 

Como se vio e" erl-e>. sección> \o) conc.ep.\-os de 
Consi":>hl'I ciu e "Tnoe.pen<le nlia -\qm\,\én se He nen 

desoe 1m \)vfl.\-o de vista semáV1~ic.o. 
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1.4.Cor.sis\-e~c\C.\ e -r"t\e¡ienderttiC\. ... . ... 
Re\CAc.ioÍ\ de \os Hmtos c:\e ~i<:.tc.1 Formu\ ~ Semát\~ico, 

E" \C.\<; sec.c.iones pase.u.los hemos ele finillo Cunc;¡~~ende1 e Independencia 
usuntlo dos por.tos <\e vio;,\a-¡, el formG\I ~el SemtÍntiló .~n este1 secelón 
re\uc.ionaremos los dos pu'l\\os ele 111~\o.. 

txisie un .\eoreme1 muy imporhmte Je \<A l~gitCA qve nos permite 
e<;,h.¡\,\ecer IG( 1e\C\c.ión en\re estos 2 p1Jn\o~ ele Vi>~a.Es\e ieo1emct 

lluro<Ado Teorernu ele Co\'i\p\ehid qpc.uec.ió pufG\ lengva:Ses l\umerablrs 
en \u tesis dudoru\ ele l<urt C1a·del el\ 1q30. 

El e l\\Jl'\llc>.do del Temema es el '<>19vien+e 

t'-\.i.TEORtMA DE CüHPLETVD ( C1itJe\, 1.0.10) 
~eu "2.\lto(<.i S L~ 1 entone.e~ 

1) ':>i zro( 1 erüorHeS '2.\==o< 

'2) 'ili ~Fo< I e.ntol\LCS ~\-o< 

A \u \'Mte .1) sve\e \\urnG1f>e\e Teorel'r'IG\de \IG\\iclee o (urrec.\vJ. 
~ \~ \'Q.fte '2.) ~ve.le \\o.Yf\\.\YSe\e leoiernu de Coml'letud • O 

~o.rn \lf\G\ prve'oCA c.onsv\\.CAr: 
tnder~on1 \l.P... Vnu in\rodvcciún 11\l\\erncÁhc.u o. \u ló9lcG\. \JNAt-.i. 

E~\.e Teu1emu nos permi\e {el\er \us si~uienteS eqvi1JG1\e\'\cCus 
Col'l\o coco\ado 

2..4.'l..COROlARIO. Sea ~\l'lc()SL~ • E n\umes 
1 )"2. ec, conc,io;,\en-\e de~de e\ p\ll\\:o de \J('>ta ~o( me.\\~) 
~) ~ e<;, con":>i<:.\en\e cteo;.de e\ p-.inh:i ele vi':>tu semc.í'V\ticó 

2) o< e~ independien{e ele Z. ~e!j\Ífl el ponfo de ui)ta {u(mu\é==/ 

~>o( e~ il\uepel'lcli~~~e de 'Z. 5E.91Í\'\ el pun\Ci devlslu se111c[r1~ico • O 
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'\:\ leore!1\ll ae Comp\e\\Jd e<:. óe ~HUI\ \J<.llur pCArCA l\OSohos~ 
L\lando .\H1.°base111os e" con<,'i<;\endc.1 e inuependenii<A 1 poc\remos 
11\\\i:co.r \os doS \'11í\\os de vi':.-\a se9vV1 nos col\venga. 

fo1 ejem\'\o 1 ser e{ il\ch pend¡en\-e de 2. Si<jni\\tll que~ \-/-o(~ ~I+ 7o(J 

\>O( el leo1emu de Comp\e\ucl podetllb) eml\'\dllr \o <oi9uiet1~e 

ti.\."!>. H f 1 N\l\ll~. Sea '2. IJ1 o(~=. L~ 
• ~ .1 • 1 1 ¿ ,.._.., 1.) z I+ o{ .-L--, 1') ~ \J11o1 l \¡ene modelo 

o( e'!. muqe11u1ente ue z. ,_/ ) ~ / 
. 2 ~ l+7c! i•) ~\l~o(~ ~iene modelo • O 

Lo.. {at:ÓI\ <le que e<:.\ll~ propie<luc.les se ~en90.n e~ q\le lu~ (eglas el.e 

decl,1c.tión {orn,ttl eo;\CAV\ cli<;puesh.1.s puw. que si 2 \-~ 1 entonces 

puro. tuu\li\Jier 01 que seu muue\o de z ,i,e \1ene que o-te\ modelo de 'l'. 

~culo 0-I mocle\o ele z -== I cuul\\\lie r en\JnLiCAdo \4\so en 01 l\IJ ede mos~r llb\e Je ~, 
dt1clo que r(f :} (f l\l enun,iudu) no pueden .\·en-erse uml>o'> el\ crt, 
en\unteS 'Z l\O puede ¡>rol>CAr o. Gt1Y1'oos1 por lo -\un\o-;? es col\Si'>.\en\e. 
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CA,p;;\;r;'.U~bt®~ ,·3,' 

p 1~'
1

~8~!~~t;11.~:;,? ;; '2 ··. > .•. · ..• 

D.E ··.· C~.~;~;ll~f~~~~~~f \"A'.Ai~~mfA 
3J_;:.u~~:,~11~t~~.\fü ·, 

3.i.LOHl~\C\ON. , \ .; ¡: . ·· . . . . 
(1.)SeQ I:t:~ i \E,,,íPs):iü .es e\

0

culü\lnto ~e lehos propeisi(1\\l\u\e~. 
<2) A=.IE \Jth< 1\1\11-:>"\ . 

. ,_ )¡ n .. ~ím'oo\os -téc\'\Í(0$ 

· {l,-)5 s~m\io\os \6.9ico<:. 

("3) f'árm1.1\us 'oien for maÓQS son 
.Jh\J~\«;¡\ller le\rQ ¡>rn¡>osicionul 
ll) si o(¡p., $1,m .fli.f•s en~ol\(es \"lo<), {o1,-7p.,) s1:in {b.f's 

¡:, '"-1o</o( e5 f\,.\'} 

<L(A) / ;M/ e~ d \en9uoje {01mo.\ ~ta IG1 \Ú3irn óe emrn(io.dos 
t 4) Sean ot 1 ¡>:.E ';H 

(o</\i'>)= (1 (c(7¡;)) 

(o("~)= ( l"1o<)-7~) 
{ol.~:>!l)=:, ((c(.-J!l)t\(!l-7o<)) 

<S)Sean o<1~E'J:Í • \)e.fin\mos. la. Re9\o. ck ~eri'IQti\Í11 Moo\l5 ~clfle11s(l1P) 
tel.-=;\'>) 
_O(_ 

r.. 
(t;,) A,=- f (o<-7 (¡!.-7"())/ o(¡ !!>E rl=í1 

A - . 
A :z. ~ l (o<-=J( P..-7~))-7 ( (o(-;>!l)-7(o<.-7~)) / "'-1\'»~E';}:{1 

3 -{ ( l111)-/(1a<))-) (o<.-7¡;) /o<1f!>E: ~ 1 
a=A1VA2UA?> .o 
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Rec.on~o.mos o.\9\Jnu<:. de~ini.ci.ol\eS 

3:1..2. Dt;Fl~\C\O~.~eq ~\Jto(\S ~. . .. 
2 e-:. con~\s\eo\e ~) l\\l exis\e o<E~ .t"'\'\ue -Z.co<.~ ~\-lo( ·O 

·Demos\fCA{ernos (\1Je O. e-;, consls\en\e • . .. (; ' 
PG\'(O. e::.\o llSo{erncs e\ con( e~\<:> óe \c.\\l\o\os\o. · 

3. 'L. S t: M /\ \\\ \ \ l ~ 
'3.'2.i. \)'ff \\-\\(\(\~. 

lo.) \llS \JU\o¡e<;. Ae ~erdull son<¡ 'Jerau.dern l i), ~"'\&:i lt)) 
2.=-\oits 

('o) una inhr¡:ire\o.c.iÓn de <L(A)1~/ eo;,\inq .\ul\ciÓn 
" ~ 'J:í -7 2. \.Q \ q1Je 
'f" l 1 o() -:. i - "(ot) 

\f' ( o{-7 ¡!>) = IY\O. '¡( ( i - Y lot) ,V ( ~)) -::: ~CA)( (V ( 1 o() f \/ ( ¡'>)) 
\.e) Sea o<.E.~ 

ot e-;, U\\(.\ ro.ll~o\09ío. ~)\/{o():i. ¡>o.fü \o&.. ir\\e¡¡:i(e\aciÓn 
V- de (\.(A) 1}í) .O 

'3.2.2.\EQR'CMA.\.C'l5 :>i31Jiel\\es coaj\Jl\tO':> c:\e .tórrn\J\us 
Son Col\j\Jl\tO'> óe ~o.\J\0\09\u ~ 

A1-= l \.o(-7 l!l-=Jo()) /o( 1 ~E~ 1 
A2-:ol \o(-Y(e>-7~})-l'(to1.-1(!>)-7(ot-7~)) /"'-i\?>i'll'E~1 

A'3""{ \.~1¡i,)-7t1c1))-7 \.o(-7p.,) / o{i\H. ~1 
es decir J O-=A1\JAz~A, e~ "n cunjul\to ~e \u\J\0\09(0.s • 

?R\\'é l)A 

~eo.I\ ol 1 t!'1 ~E~ i OC\mos .\ocios \os co.50'> po..w.A 11 Azf. 
e::, tiec.ir > esc.ri'oimos \u<... \<\'o\u<; ó.e \le(dud '?> 1 
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''. 

o< ~ {!i-7 o( o(-=) (l?>-7 e() 

o o 1 1 
-",,', 

o 1 o ' ,-, 
:, 

1 o 1 1. -
1 1 1 1 

o( ~ 1 f> lo( 76-flol o(,-7 f> (l\'>-)l0()-7(o(-;.13) -

o o 1 1 1 1 1 " 

o 1 o 1 1 1 1 , 

1 o o o o 1 
'¡ 

1 ----

1 ' o o 1 1 
' 

"" ¡; ~ ~,,'/J' "~ ~ c(...,(l!>"''ll') (o<-7\'>)7lo(-'lb\) (o<-7ll'>~b'))-1(lc\-Yi?>)-7 (c<-711')\ 

o o o 
o o 1 

() \ o o 
a 1 1 

\ o o \ 
o 1 

o o 

' 

o o 
o 1 

o 
1 

o o 
1 
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3, '2..).TEORt:MA.Set1 o<e: ~ 
ol e"' to.\l.\o\ogío. pc.\W .\ocio al tC\\ que O.\- o( 

PR\lt~A. "I"clucc.iÓn 
1.) 'ii i o( E CA 1 o1. es .\Qvto\09 (o poY- ~ eo1 e rnQ 3. 2. '2. 
2) 5i el. se o'o.\iene de ~-/o( ~ r. por mod\l~ ~onen~ 

Seo. 'n d=(-72 cuo.\~\Jier i<1\erpreto.tioÍ\ de <LCA)¡~) 
PoY- hipó.\es·ls ele ind11cc.ión J \f"(¡;-7o/)-=1 =i ~(~)=:1 

-'-l 1-='f"(~-7o<),,mo.x (1-\T"(fl) 1'1f(o()):: 1nqx l O¡\f(o()).~.1. 
=:-¡ \/"""(o<) = 1.. . 

Yero \f e<; \Jl\U interprdo.c(Óh ck <L (p.,)¡~> :dr~\)r~riu} 
ror\o\.Qn~o o( es 1o\lto\o9(ci .. d.· ·,~~,:~~~;:,_;;·:::_~ ·::.'·.~· --·-

3.'.d. Otf IN\C\ON. 
Sea <1.CA)i'd:i) e.\ \en(j\lQje .fo1mC11 po.ro. \q \ógicu de enuncíqdos 
':l 2- !::: :µ 

(r>.) ~ es 'i>implerfil'.'n1e col\5i\'\el\te ~.> no eú;\e O((';:\"! .¡."'\ q\le H-o< ~~1-70\' 
e.-, clecir1 si e1 eunc,is\en\-e se<j\Íl"I l\\les\r<.1'> cletiriicio11e~ o."\.ertores 

(b)z es C\bSo\1JtQmen.~e corisi~\en\e~ existe o<e~ ~o.\ que ;E. 'rf-o< 

(c)2 e'=> 5irt\p\e111e11\e intonsi-,-len.\e~/exi;-\eo(f~ ~q\ ~vei\-o(y~\-7o/ 

(e))~ .e~ o.'oso\11tqmen\e inclll\s'ís.\en\e~)po.1C11wo o{tr o;diene ;;Ef-o( • O 
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3.3.'2,\HRt MA. Se.o. o. =MJA .... UA0 t~mo 'ict \1) nemos ck{inido, 
en\:ol\ces 

Q e<, $il'll\>\emel\\e i(\tCil\Sis\el\\e ~/ Q es o.bso\\ltumen~e lncun5i~\en\e . 
f'RlJt:~/\ 
<:=Ji---
~]Seo. el ~q\ <\ue C\ \-cA. ~ Q 1-1 o( 

eof UeMOS\rnr C\\l€ Q\-~ ¡>Cfü,\ -\-odO ~~ ';):{ 
sea ~e:~ cu"\!\IJÍef fórm\l\C>. 
=( a\-1o(-7l1~-7loC) ~<.\que lol.-7(1~-?lol)E-Q 
como CA \-1 o( =='/ por modv"> pone ns C\ \- (1 P.,-=>lo<) 

fom'oiél\ CH- (1f>-'1lo<)--"7 (ol.-71?>) por ser elemen\o ele a 
C.Ofl\0 Q\- llf>-7lo<) -3) por mocl\l':. ponenS Ü\ \-- 0(-7f-. 

.t\nu.\m-en\e >~<\<\Ve C\ \-ot ~ por moM, \1Ql\ens OH~ tomo se q1.>erÍa fío'oo.r. O 

3.:i.3. COROL AR 10.0 es e1'bso\\l\o.men\e col\c:,i<;,\en\e (;;::/ 
«:=:;;>O. es s(mp\emen\e Col\"-i'>\en-\e • O 

'3.:i.4. LtMA.Se~n Pi"\ \e.fruc:, pcop0$icionc;\ec:,. 
P\/c<\. no es \-uu\o\09(a 

PR\ltsA. 
Rec.urclc,¡rnos C\\le l'\J<;\ = tip-1<":\) 
seo.~ unCA. il\hq)retC\c.(oh cuct\f4uierc,¡ ~o..\0¡ue V-(p)=O > \f(<;¡)= O • 
podemos pensar pur ejervtp\o en \f"g ~-72 \t1\<1,~e \f"(l'j)=O {'c.\rcduJoJtl 

.:::/V"(p\/~~-= V-(1p-"7"\)-= mo..x (1-'1"(1 p) ¡\f ("\ )) = mo.xCH1 O) :max(o,o)= O 
Pof \<J hl\.\O P\/'4 no es \q1J.\o\09fo. O 

'3.1.S.CORCll ARIO (Ejem¡>lu ele UnQ f1ue\ia de Con5i<,.\e nlia Abso\\l\o.) 
~ee\ <L(A), a::() el len9\laje -forrnql de \u lúgiw O.e eo\Jntic;<los 
':l ~et\ o.~ A1'1 A'l. \JA,, como yo.. lu hernu~ de(¡ nidC> 

=t Q ec; ClbSO\\ltQll\e n\:e CUV\o¡,ic;\ertte ~ 'i;tl'f\p\efl\el\\e (\ll\Sist-e n~e, 
·pRl..Jt:SA. 
Sea o<.= P \/<:\ con P1'4 e IE 
M\ono..roos qve a\./- pvc;:¡ 

Si cü-p\/ ~ =/ vur eHeufemQ '3.'l.'.> P\J<;\. e5 tqu\o\ogíq 8 
e~ul'.Cicvl\\rnaitci0n e~!\ el \.ema 3.3.4 .Por \ot~l\to 0\-f-PV'4 
(lar \1) .\al\\o (/¡ e<;, ctbso\u \qme 1\\e Cl.ll\Sis\e rv\:e • 
'l l'of coto\a.rio 3,:,.~ O. es. simp\emen\e cunsts\erüe. O 
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"3.""3.fi.CARACT'ER\':ff\CAS DEL ~ET?D9,Q\Jf USAMOS PARA LAS 
PR\lE\lAS DE CONS\'STENC \'A Al3S OLUT A 

'farn precisar nues~rn<, ·ideo.s so'br~ el ejemplo 9\le mostrqmOS 
de unu ptue'oo de cvl\Sis~endCA q\,so\u\c11 re s\Jtnimos svs 
CQfGll \.e rístilUS ~ 
Sec1 <.L(A)1~1D/ Ul\$ÍS~~mcdurmct\ j zS'J;' 
1:=\ procedimiento ele Pruehcts de (uns\<o~en(1U . Ansoluto.. 
consi')\e en encontrar vnc.\ propiedc.¡d de \as fórmvlcts 1 91.Je 
Sc.\tiS{ct9G\ \c.\ si9\Jienhs condiciones: 

1) Lt1 propiedad delie su-\.iS.fllc.erse pC\fC\ tocla {órmvla de ~ 
2) lCI pro pie ciad oebe :>er nt: reaito.rtc.\ C\ padir de las 

re9\c.\S de derivo.ciÓn¡ es <.\eclr1 que si q 1 lªªº)ol1l}ol.f:~ 
San -fórm\l'uS t(\\e') que {olquooJo(n1 \-o( 

~ oli tiene lC\ propii:cla<l pllra \odo 11 i=l, .•• ,n 
=? o( tiene \c.¡ propiedud 

h eo;\.e cuso¡~ tiene \u propiedad po.ro.. \odo \:)\e¡\ que il-f> 
3) \)e\, e exis\ir uno. túrm\Jlll CI" E~ 4-C1I que 

~ no -hel\e \u pro piedo.d • 

Ül))'t~\JAC\ON. fora nvesho ej'emp\o partic1J\ar¡ \c.¡ 
propi~Jad C\lle vsumos .fue lu ptopiedad <Je 

11 ser ~a. u to los {a 11. 



EL. >ü ~~~~·~~~;; 
R·hlN~DWME·~~~{~~;~~ARA 

. .. ·.~~&~í.ii~~~í1t~~~)íi 1ttg~c \A 
·R-E~G.f~~YJ\~'\l;LVr<co1~····· .EL 

. M~;\~&6'6' Üt MODELOS 

1-N1ERNOS 



l\M\~:('~~;\:~;f{fr~'h~i\rü:A~·\w·R·DE:BAS 
01;':«:~~~1~¡g'~é~a :· > ··· · ... 

1
• '.~) '¡'(~~;\.; ):~?~~::/.::t¿:'j{i e·'<::·~?·-,~;:.'{ 

; - -,-,~-.: ;. 

-- --., ;/~~-,:~~;¿{[}Jt~t;~~:: :~~-:;'.::r;:::;.·.-:.~- -:-,~~:_,¡. ,-~:~~>----~. · · 

~li{~llllf Jt;;tl:::: V A 

4.i.LIMITAC \O~tS t)[ LAS PR~tSAS Ot CoNS\STHlCIA 

Nue.,,\ro':> e~em¡i\o<, ele prue'oo.s de consio::.tencia e'>+arc:.Ín bC1so.<las 

en +omo.r como reorío. o. \a "leorío. de (on;jon\os ~\=¡€\decir 

o. \u ~eor\e1 proÓllcida por los ux.iomas <k iflicrmc'o-fre1cnl:e\). 

~eu -z. s1.~ ¡Si nosotros ¡>roóosefaUIO') lln mooe\o M pum~¡ 
esta.rían'º"' ¡>r<:>'ocmJo lc.1 con'i:.i~\.o::ncio. ele 2.. ':ii!\ em'oC1r901 

¿9ué mé\odos e111p\wmos PQfa prodllcir ta.\ modelo M¡ 
o <\Ue ¡iropiet\a<les tier1e este M? 

Tn\111\i'llo.men\e lF(~ Teor(o c)e Cunjv11\o':> t.F) es c~l\sis\en\e 1 
pof<.\\Je ci.\ propor.er lo~ o.i<iomc.1s 110 hac.emos b\JS<.c.m<lo ql.le e-:,\os 
tec upe¡en n\Je~ha iuea de cor\)\Jn\o 1 ~in em 'oo.rso n11 pate<t- fci:ci\ 
estq'o\ece1 exuctC1men~e l.líl modelo M pc.¡¡c.¡ z F ele ona m<1nerci 
forf'l\l\\ lmC1\emct1irn) que. e\1minc c\11:1\(\\Jier ~\n'oi.~flieclud. 



VMa procl1Jc.ir \ln+c.¡\ M1 só\o.\er.emos q,\éimano a~'. Así 
q11e deseamos q11e \)H\i<:C1n<.lo q '2: podctmos prod\lcir un 
moae\o de z. 
Por el Teo1elY\u de Cumplehd de "º<le\ es+aríamos c\c.¡n<lo vnq 
Prveba Aloso\v\a Je Cun'<>i<:.\eoc.iu 1 e<:. decir, sin sqber nade\ de 
la col'\c,\s\enc.it1 tle '2: 1 prodvcirnos un modelo porQ z ~ ct\ 
pC1recer uti\ieamos o. '2. p"'rn producir +al modelo. 

Exis\e vnq \imiiC1ciÓn pClra. es.\e \-ipo de prvebqs 1esfc¡ \imitacioÍÍ 
de \q qye \\ub\4mos eSel si9virn\e \eolel'l\CI , 

4.1..1.2° TEoREMA Ot INCOMl'L'tl\JO OE "ººotL. 

~o"'"~ IJl\O. prve'oq de IC\ con)1;.\-enciq de t F por método5 
~01ma.\irnb\e.-,. dentro de lHt.f o vr.ue)(ten<oi<5'n de zf).0 

Para une1 prueba ~ un envnw.\do fo1rnt1I consvlh:ir 
E"derton, l\.B.\lno intro<lvccion mq\emc{.\-ice> C\ \a IÓ9icC.\.UNAM 
h\o. \imi\-acioÍI nos conduce o.1 cuncepto O.e PRllt MS DE CóN~ISTi:NC IA 
RELA11'/A 

4.1.2. ABRt\JIACION. CONl<:i) = S ec, con&is\-ente. O 

'-1.1. 3. \)H\NIC\O N. SeQn S 1Ts.L~. 
l-lob\e<rno<; de 1ma Pruebc:i de C.onsis~enc1Cl Relo.+lva. 
'iil podemos píob<1.r 91Je 

CON ls) 7 CON lT} . 
\;s decir 1 \a consis-\:enc.io. deS implica IC\ conslshnciqdc:T 

o T ec, re\a-\i~uN\el\~e consis\en1e con respedo de S. O 

'/ .\-qrob1én podemos dur \4 ddin1don clt:' Prvebq 
ele In<le pentlentiC.\ Re\Q+íVC\. 
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4.2.ALC'.'\JNAS .. O~StR.Vl\(\0\.-11:)' ASER,~A ,OF,TEOR\AS 

A'f·'· º"".·.A TIC A·.·.·· .. ·s .. ··• ~w ... • .. '· A.· .. ··•·· L.···.·.~ ... 0.:. N .... A···.S···º.·. ·.·.B,.·$··.'.· ·.(R. v.·. A .. c,···.···\·O .•• NE s ~f 
- - -- - - - - .- - __ - - _-- _· .- -..-'· 



O. E xístencia de cctj1Jn.1í0S 
"3 x lx:d ><-) 

1.\:x\en<;\\11\a\i<lucl .•. . .... , 
\Jx ~';! l '<Jc l 1:e)<.~; 1.e~) ~~ x:o'J) 
tsto \u in.\eqHe.\amo'> cu~o q1Je *~óo cul\funVo es~d c\e\enninuclo 
l'O{ Sil'> e\e !l\ellTO s. ' . . . . .. 

2,Fondd.cion .. 
\Jx. \.3~\'jE.J1-)-73':ll-;Ex/\1:lc-lc<=XAH:~))} • 

ts\e O.llio~a \o in\ec¡:i1eto.mcis cor110 que *ocio ¿unjon\ono\í~c(o 
hel\e. u\\ e\el\\el\\o mil\iro.e1.\ cut\ \u ~e r \e \\el\ci o 1 es c1e ci r 1 ~,.(\ que 
Sl.l~ e\el\\el\\o'::. \:!Cl no es-tan e.n e\ cul\yvtl*O· 

'3.C.ornpre\\en<;ion li:;s<;\vemG1~. P,u<Hudu ~úrmll\o. ~ con \lruiu\i\eS, 
lí\ire<:. en\ce X1 'l;¡u.ll)•u•1Wn 

\;/,_ ~\lll)u'ou¡\.l.ln 3':) \:/l'- \H':J<(;-'7 XH /\ ~J 
11 Si Pe~ ul\u pro1>iedcul O.Lerw cl.e cunSl.ln\os ';J X es un cunjul\to 

coo.\f,\uieru.1\u cu\l!CliÓI\ óe elemen\o<:, cl.e'I< c¡ue \ienen \u pro1>ieJC.1J, 
\.um'oieÍ\ e') 1Jn co1\su11. \oll. · 

'-1 ·De\ Par 
'<Jx \J'j 3<:( Xf; t /\':lH ~ 

I/ • 1 Poru C1Ju\es ~1.1\era 2 cul\j1J11tos ,'nulj un consun;o t1ue \o"> tiene fl 

S. \JníÓn. 
\Jt. :lA~Y'<JKl'i.d /\ Ú~ -7Xt:A) 

11 fMo. cuo.\o,v\er con~l.ln.\o x 1 \\o.~ lll\Cu\\fun\o q1Je \iene o. 
h~dc~ \o; e\e men-\o<, cie \-ocl.o; \o<, e\e'fl\el\\O'> de.)< /1 

(,.Re e m1>\l\'l.O {E~\\1Je mo.), Pc.1 íª cwlu -tÓf((l\.l\CI ~con ~C1fit1\:i\ec, \ \\if éS 

e11\re )<.J':l1A1ui 11 oou1Wl\ :i 

\JA \lw, 1ouo 1wnC \lx E A :l~ ~ ~ -13 Y \Jxe A ~':l E'{ 'p .l • 

11 ~o. -,fi\ug-en de u11 cu11~111\\-0 ~01 l.lnu \1Jl\LiÓI\~~ \lf\Cu!13ul\to
11 

·Y3 



1."Intini\-o 
1Y. t Ot-X /\ \1 ~E:-Y.t S("')E-'X)) 

// hi<;te lll\ C.UIYSl.ll\tO indll c:ti-io''· 

aj Obset\Jo.c.iún. O· es simp\e me n\e e\ cal\jlll\ \-o VCAtÍ~jq~e;no)'\e"'os ~fobl\~ o 
<\lle ex~~\-e.\-\C19üma5\o' pa{/ca6~re~e·~sión~ /:> .• .· 
rar ClXiO!íÍCA () 1 :\:C ( 'l:: .'./:) .· /( •, ,: ' ·· .• ·· ... 

rO( Corn~renensión \a. ca\ewónVé.7:]:: ~fx}es;cunsl)l\to 
f oí tx\ensio11u\ióo.d .1 :!Xlx.~ x); / > \ : . • , 
Poí lo \.unto il(e.l ~ 'li* x1 "º· úé"(.e\e&en,\os/fyrlo 
\ul\\01 o\ w, \Je1: ¡>oí h+ensitinL\\iclu.9 .~.5yep.i!lj1Jn\-o 
eo; .Jnic.o. . ./•; •. :··.\· :;;•< · ·· 

;L':,. '/'.{· 

li)U\iservac'.ó11. '":>(~) es s(mplemen\-e Sl'j) :.O~\l{~V: , .,:':: > 
~>:.~ -. . .:-.. -· :.: . <~-·'. __ .. -.. : ~· ~·' 

S. Co nj'unto f ótel\tic.i • ; ~;g;,~;LJ. ,,cit ;•Ji 

~" :\~ 'IJ'e t -ce x-7 :¿e,~) , bun~,~ {&~.~,~~(~.f!~i0~E:x), 
// .. ,;/,''.'·'( 

Pt1rn c.vct\<;\uie• c.un!1Jn\ox.,e¡c.i<,\~·llncui\j~n\o C\ll.e. - Úeneq\os 
s..i'oc.un~un\-oo;, 01: x. '' ·· • ·• > · · '· 

C\. t:lecci6n. 

\JA~R (Re~ b\lel\ oroen pa.fCA A) 

1F tlll\Si~\-e c\e. \o!> o.l'-iomac:. 0-8 
't.!=-P Clll\':>i5\e ae. \e) °'xieimo.-:. Ci-':f 
=!ff-f coY\Si<:,\e ele lt>'> o.x1c:imu<; ()-r músc:\ '1.t;fE col\'>1~.\e. c:\e 0-9. 

'lfE- 1=l.f-1 t:F--P1'2.fE--P o.'b1e.>Jiol\ te':lpt'.c\i-iall\~l\~e. o. 

'tfE¡:iF11.f-f'1:ifE-P ¡to<~U...':. e\\o.':i '>ine\o.xi1.H110.2.. 

A E C\bte\li<.\ e.\ u1<i\lrnt1 C\.'tlecdón. 

4'-1 



\)~¡\i'1;c.11emos. e\ \enc;ivu~e de \o, Teoríc.1 ch~ (ol\Í'llfltO'> loró¡nu\eS¡ 

buen oruen¡e\:.c.) ':) So\u oe~~ni. fe N\OS C\'\\le\\oS Cu!\te p-\oS '.l 

mus\rcnell\o'> ª'4"c\\lls -Teorema.') q\lc se<111 6~t\es po.rn nveshC\':> 
T'niebu'> de Cor\';;,'.:>+enc.la. Re\q\-iva.. 

'l.n~onnu\m-el\\ e, \lumCAmos c\u'>e q C\Jti.\~uier cu\eccic.ín d.e \4 
fu(ll\Cl \ x ': 'J'('l<)~ d.onue x. es \'i'ore so'ore '1 ';) ~ pueue 

tener o\ro.'> llClr\u\le'> \i'o{eo;, \\CAmuóu'> pC\í~ll\c.\ro'> ~sobre 
\u-:. que uq>enó.e \Q c\u~e. 

tn-hinc.e'> cvunuc 'flu\.\emo~ el.e llnu c\uc,e M pouemos 

·1uent\tit<H \u c.on unú \ú"fm\J\CA ~(x). 

A\ \en9w~e O.e. \u Íeur \o. óe (on~un\o'> ff \o deno\o.mos \Xlí Lz¡: 
'1 "l\J ti~o Óe !'>em.e~o.l\'CU (\O \iel\e Col\S\an\e\, inu"1\J"1Óllo.\e5 1 

M .\\ene \üru'> ·h>nc.iona.\e<, 1 '::! s.:i\C> lien-e. \l1üi. \e\ra 

"f'( e Ó\ cu \iva de o.rl<lud 'l 1 a. su'ne! •. E 1 \ci 1e\atiún de \l(o'< -\-ene oc.\a. • 

'-15 



; ·. · · .. · NC.\A 
l\.~.:í\\S\\~\(l\\.\\)~ l)~LPó ?R\)'f?,f\S .DE cpÑS\SIE . 

R ELAT.l VA J~OR'C~I\ r\ll>!~f\\"-t~}b~ co¡.¡ ~L 
M'E\O~<l· ~'i: IVIOl>HO<::. -:r.t-\\é\HICS~, 

=· ~~·"''~~-~ 
., , . ~ ;L) ,· .... 

-:·~·i" ' _,;_/ .. ' ~·:~i~\~ '~t.,-" '· ',': . . ' ; : 

·:·~~S' ,·\·:> . ~.---.~, 

... ···.·.· ·\ )' : ..... x·;:x:;:.;·~;·;,\·,,;8.<.: .. •~•·· .·.· ... ·.• 
t qrem\)$ . r.tl9~n~~·~det\~'~:l'o ~·es §Ye 11,Íu~'~Qru prépuíQr \u ~tuebci 

de es+e \~p'.o¡\·an;(feor~m.~'.i . ' ' • 
4. 3 .1. l)H}\\l\¿~(\~'.~é~ ~ CvC\ \~uie r <:\use ,entonteS pom 

-; c0o.\~uier fÓí'ffi\l\q "g c\di!"'.iY'f\O) (CI 

tCÍrm\l\u ~!-\_\o 1e\q\1~itt\ción áe'j e.1 M-, 
el.e ffiUl\C'(l.\ feC\H5il/O': 

\{) lX~'j)M e<, X~';\ 
l2.) (X~':l)M 1!'.> Xc'J 

(-:,) (t!> /\\l/)H e<:, ~Mf\'\)tA 
( 4) t1 cp)H es 1 lc\l"') 
ts) l:ix~)M e') 3xtx<:M/\'S"").O 

Reo.\men.\-e J lv\ es \Jl\t\ \'.Jrm\l\o M('í") 1 ~ e5 otro fÓ(«l\J\cq 

\j c}e.fin10\o-:, en \u t\\e.l¡q\ellrÍci 11Jnu tercera fórm1.1\o.'-gl1. 

~?i/<-lxE::IV\/\~1'<1)) en rec.\\iou<.I es ~X(M(xll\~M) 
t-.\u5 'oíe\Jel1\e(\te1'5'"-' I!'.> lu .fórmu\u o'o\er\\ÓQ c>.e'S por e\ 
reem~\Cl'to de 1-odos lo') C\lo.\'\t"i.ficutlores ::!><. 1 ¡>or °d1<& M, 

\.\:VL l'RCl?\Ht\\)ES 
1) (¡?>V 1\1 ) t-1 es \'.>t-1 V l.\) N 

2) (~-=¡l\))N e-;, e"'--7'1}t-I 

3) l~.;-:>'\I)~ es ~""('-:;.'l'N 

4) (\dx'S')M e') "lix.(t-i.(><)-"7'S~)-:::_ "ixc=M('Sk) 
lé5tll'> y(o('ie<.\ulles se o'o\-1enen direc~c\mel\\e d~ \u5 c\.e~init.iol\e') 
ele (ev\ll) / t \>-) \\1) 1 (\><-'> '+') / (-qx'S'). O 



L\J."'!>.LtMA.Sec.¡n Q1-=<.A¡<(;) unCAes~rvc..\llfCl 
'.:l M \JnCl c.\ose ( fórmv\a) t<;t 

1.) 01 \= :lx li<e, M) 

1: n\-once'S .· .· .. ·.··,. .. : .. :. · 
i) l! = < B1 ~ l'e, '7 e'> e'.:.\r1Jc.\\l\O. ele\ Íni~mti \-i~~ c\~se.~ej-&l\t.a i\~c:.CJ1 

ocil\ue º-' A/ r ,? · · e'•'. ::,_ >." ·~· . 
!>-10.Eo 01\=XC:.MLO>} ··:: ·>:-/: .. >··:,, . . ''" 

i'i) f'o.ru todu fÚCll\\l\O 'g ll(.11u••)X'1\) ':l Clq·~~l;O,i'\c;','?1}t .c~~\l\'e 
(j\ \= 'S~ (c:11¡ ºº'' an"1~/';}j \= 's Y.~.\;~~~10:~1 tr; ': 

{'R\lt=iA. .·'./:,,'/'''· ·;, 
n !'ot demu<;.\-rnr q11e \~\= ei* cP 1 C\\le. 5e. Cllrn\l\e ~ºf'i~);·, . . • · 

Í'í) °InÓ\JC.C.iÓÍ\ ~o\:ire \<;\ ~or rno.c.iÓ\\ ae \Ór O\\)\O.S: 'IJ :,. ·'r::'.·; < ',' 
O.\ 'S=X~.:l:::.'SH ' , 

'$= )(Eo';l ='S"' 
Se.c.1n o. 11 <.1-z.E,\l,SA ¡cl\\onteS 
O"l\={x~~)Lo.110.?.1~/ a,~a." ~) ;)3\= (1.~':l) Í.Cl 1 l<l'tl 

O'\\= (xE:~)tu11 o.-i1 ~/' (o"f'!.) e: E"' te:=-~~ I'>-:. E:.@<¿>/ d3 I=- (.x.<='3)(0.11ª'0 
'ci) ~:l.. poJo. \\11 ~ 

•) 011= (-¡l¡l)l-l\_u•1•0•1Cl11]~/0-l\=('"i (1\11'1)) ln11••·\0.11l 

~/ Q'"\ \:t.. l\'t-llC\1¡00•1Unl«=-)"J3 \4:=.l\l[q1¡uoo¡Cl1\)~/¡j3 t=(1~H.t1110°•1Cln] 

••)O' I= l'\l A'Y- )Hla, 10•• 1'-'111«=-7 Q-\1= (l\IA')(.i" ltQi i•º· 1 anl . 
~/ Q""l\=\¡IK\_ai¡oo•¡O.nl ~ <H\=X.~\:o.11•••14nJ 
<==? ;}31= l\IY.0.1 l •••i C111] -,¡ 'J'.11= 'X \,C<q ••• 1 O.rij ~) J.3\=-(ll!NX.)LQ1 1 •••\C\llJ 

enum\io.,, cO..,,ll'::> •) '>! ••l s ~· , 1 ie\<1\. . . _ e •ene q\le: el ¡>l'imer ~)e:; la,c\e{in\c.ion C11e 
l\Jl'tCICICln J e\se~lll\UCI ~ n, ,..,_ , 

e\ +er<er ~> . _ C:.\JO. o,---') e;. \o. de\inicio1\ ele ~~ft\(Ad ':\ 
'\ e':> por '"' '" po\e'::.i'::. ele incluccicih. 

t 1 \.l.'1 po.rn 1.\1 ~ -.g.,,.:ix'll 
O'\==. l~ll ~)"" ~0.11 ••• 1 o.nl~/ ~P. l-=jx (1<t M ¡\ 'l'"" l) to.11• •·l t\nl 

~/'r.o.~ \JI\ o..¡;P. +o.lcwe O"\=(xE>M/\'V"") [<l/l(l00·10.\'\l 
'(=7\11>.~ Ul\ O.COA tq\ que l<M\=1<<0M\:.C1¡Cl1¡ouºJCll\1 ::¡O"\=:l.\IM[Cl¡Cl1¡•0a)C1nl) 

~)n<l.';j\11\ o,¡,P., +c.1\C\IJE Q'l\=l¡IM[C<JC111•••JC\nJ 
cF)\lC\~\JI\ o.i=e, tal qve :B\=l\l[ct 1u,, ••• 1un1 

~ d3 I= l3>c\V) lª•1•·•10.nj 
'El prime<<=) es \q deHniciÓn de fe\u.\ivlt.Qción 
el,se91Jndo 1lerc.ero ~ sex+o (,:>/e;. \u cle{iniciÓn ck "nJCAJ 
el t\JU{+O (;::./ e~ \'Cll \u O.e f¡ni<.ión de B 
el q\lin\o {=:)e':, por hip.;\esis ck i11ducc.iÓn. O 



4.1.4.(0R()L ARIO.Sean r\l~SL~¡: ; kv11u cluse (fór!1\\J\q JJ.~ 
1)111-:lx(x.<:M) . O 
Z)f\\- ijM pt1ru tocio uE2.. 
E11tol\c.eS 
f1 \- 'S M pqro. -Todo e 11\Jl\Gi<Aclo "3 ht ~\-'-S 

fR~Ee,A. . , 
<:iea CT"-=.<A 1(;-) moc\e\o ele f1 .Por clemus\-rar que ()"'lp:~M 1C.OhÍf~~}'5 
'.1 t1uemcÁ\. ~ e., en1Jnciuclei. 
Como Q-\ e'> rnocle.\o de \1 ':l 111-'.:lxlr.EoM) =/ 01\=-:::l)'.(l(<:M) 

-=-7 Por \t.1 pC1r\e 1) de\ \em<.1. 4.'.i.) d3 =< {\¡~ tr., I e.<, est!\J<..~\Jru J~ \' ,': 
ll'\\<:,mo hpo de semejt.1n-:cu que 0-'I 1dontle l).,;:.)a.~A/O"\\=)<~l-\[O.j1 

C'omc ~e-,conj\ll\to QU:l\\líll\<..\Ó.Cl)(~\Y\\/c.\f(u\.;,\e') \ibfe~) ::¡ 
\'U! \4 pt1r\e ii) de\ lemu lJ.~.~ ~ (011= ()"' ~) ;):'.H=ü) puru \oclo (i& i (.it) 

Como 01 e<> muóe\oae f1 ~ í'l-Gt-1 po.rn\otlo <rc='Z:. =7 
=I O"' \= (f 1-1 pum \ocio <J ¡;. '2.. =/ por (*) ;E\= (f p o.ru tocio <r & '2:. ' 
Como ¿ \--")' = 7 ;J3 \= '9 · .• 
?ero 'Se~ eO\Jflti<1llo(Sil\~Utia.'o\e5 \1bfe'>)1en\once') l'Of l.EHA'-\.~.111). 
01 \= 'St-1<=) ~ \= '3 • f'or lo \-aYltCJ 04\=':5'1-1 :.J-r,\umel'l\e lo q"e~e q\lerícq:irobo.CO 

4:3.S.IHR'éMf\ f\l~MWC:t-HA\.. PARA PR\l~l)A":i DE CüNS1<JT ENCIA 
RELATIVA 1lON.H ""t:TIJDO IH3 MOl>t.LO'::>ít•l"'iERNOS· 
Se~n í1\J2S 1.;F '::l M u1\U <..\o.<:.e ltórmu\q') ~9, 1., í'l-"1Xl>'Eol-'i' 

2.) 1"1 \-cr"' pura h:icla (f E:: .Z.. 
'Entonte<:> CcoN(\1) 7 CON~z)J 

~R\IHA. 
Supon9Qmos (ONlP)) sw O'l~<A ¡~) rnu<lelo der. 
\omo O'i ec, modelo ele í1 ~ 111-)Xlxe;,M) =/ 01\=~i<('l<EoM) 

=7 P~I lt.1 \'Cll+e i) del temo. 4.-s.3 d3-= <B /~ rs I e~ est(\ltturo. Jel rni~mo tipo 
de~en\e~a1Fl<1 q\Je Q-1 1 dende 1?>-='i_o.E:Afo·'l-=l<E:l-'IL"'l~ 
Nus 'bu::i\uiía. prol:io.r 9ve {ji e-, modelo ele 'á_. 

Como 01 es rnodelu de 11 ~ f1 1- G t.\ po.ru +odo (feo~ · 
=7 01l=uM puratodoui;z. l,li<) 
Como 2 es c"nj\Jn+o de e!\\/ntiudos (nu·henen 11arit.1ble~ libre~) =9' 
-'/poi lupu(\e i\\ <le\ Lfl!lt\ 4."3,3 ': (011=()1-l{=).1/!=0") pqrcdodo <re:,~ 
=7 por l1') ob\enemo~ Q\Je d:Tl=<r pC1r<:.1 +ocio <ré !f.. 

....:)' ~e'> modelo de 'E. Po<lo h.mto CON (:f ), O 
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l.J..L\º O~StR VAC \Ot-!E') 1.tJ\PO~\AIHE':> SoBRE MODELOS 1.NTERl-105 

e 
L\,4.1..0HlNICIGN.<:iecm rViV\'S°~'=l'l:F ¡ fll\ vnu c\Qse 

(1) '/'Se; veroQoero en M'1 en e\ in\enor de fl Si9nifitC1 fl \-'Sl"I 
(2) I/ Mes \Jll modelo ae ~_u en el interior de r s\9 ni.\i<.CI qve 

''<res \Jef<lo.dero en llA 1' p"'ru todo Cif-f.O 
4.4.'2..0~SER'JtlCION.(ObservcmoÍ\ a \uóe~1nición 4.'1.1) 

1.')Con /f~ e'> ~erduue!O en Mii trutumo> de tec~perur la 
itlea i1\\-vH

0

1\I C\ ':. M \= lsJ 
2.1) Con /1 !-\e<; \Jn O\ode\e1 ~e ~11 hu\-umo; de recuperar la idea in\vitivo.~ 

M \=. Cí para \-ooo G"E;z. o 
4.4:~. CON.\Jt;t-JCl\lN. (Cun1Jet1tiUÍI a. \u Oe\inic.iÓn 4.'-1.1.) 

Uno. ve i nec.nu \u. ab)nvoción \.\.4. 2 , con\/ e n\mo'>, eri orn\.\-ir 
lu<; cami\\u'> de \e1. de\1n\c\Ón l.J.4.i. O 

4.4,\.\. C'l~SE!l\JAC \CIN, (\lb~e(ll(.1ciÓn u \u oet1nitioí1 4."l.1) 
fn \u de~inic.iÓn '-V~.1. ~ 1 f1 o;~o\men\-e sercrn 

i! F1'.l.Ff11.r-P, ~fE- P, 'CFE-, u-, H--1' ¡ e\::c. \J 

1...\,1..\.S .( ON\J E NC \\J N •PO.(~ om\~ ir \u e xprec;1~fl 11 
en el interior ele f1 

11 

C\"e ~l'C\te.ce en \u de~1nición 4.4.1. 1 C\lu.'fluo 110S 1etiro.\'f\0S 
o. e-:,\-os col\<.qto<:. e5~eci.\ic~femo5 o..\-<.\\ (1 e)cri'oiendo 

( {1) c\e)p\lé<, de \<1 po.\u\,cu OH\ N\(\ON 1\..EMA /TEOflH1A, 
se.s~" ':>eu el e.uso. Q 

4.4.{, ,(()N\JHK\ON,Cvu11<lo e<:>tfibo.rnos M (o N) es\mcmos 

Penc;undc:i en \ll\a clo.<:.e, por ejem~\o 

S1 e'itri\.aimos~ ')ecA M .\rao$\-\i11a 

~n ~ea.\iclud lo qlle ql.ie(err\o'> decir e) q1;e M e'i ·· 

l)l\u c\u~e trcUI '<ii ti 'IJQ, O 



O.o.re mus uno. \IC1riC1n\e O.e 1e\u \i\Jicuc(Ón. \'.'q(C). es'to recuroo.rnus 
•) lJn re\uciol\o.\ e<:. lll\CA do.se R t<1\ que todo<; svs e\emen\;os 5()11 

Po.re<; 01denados ,es decir 
\Jx(R(x)-7~~,~ (x:::.<'31t.))l. 

4.1.1.. \)"& fl N\ C\l\t--1. Se cm M ul\u. c\u<;,e Y E un relo.c.(ol'c.t \ 1 erAonces 
'PC\rC\ cve1\~vier \ú1rn11\<.1 ~ de\:irli!l\ú<;\l\ \o<l'l\IJ\CA '9<M1E7_ 

-\q re\ut1v1io.c.1ún de'S Q (M1E/- 1oe tnCJne<o. retuf<:.i11a':. 

(f) (;<~13)<M1E) = x;::t.~ 

<:z) lXE~)<.M11:/:::. XE'J (clonoe Xf~t1b1evill "3z[t~<.><1~7At(:z))) 
(?) (~ f\\J./)<M1E/ ~ ~<.K1E°7¡\ \\J (M1E"l -

(4) \-¡'\))<M1E/-::--¡ ( 'l¡J<M1E7) 

(r;) l~x'S)<H1r'7 =::lx( x.c=fv\ /1. ~<M1E7). o 

L\.S.'2.QljSERVAC\ON. Lo. 1e\u\ivi1:lltiÓn nu~0rulcl-e'S aunu(\o.~e/-1 e)~ 
'1<.M1Eo/=''SH qve e~~Q'o\ecirno) en \L\úeHn1dÓn l.\:?>.1. D 

\.\.S:~,(.)Q,)ER\Jt\C\QN. \ouo:> \C1:> pro~1euo.tl6 .':J ob<:.ervc¡ciones qve 
se nitlerun eh. \4 secc1ún l\.3 1 1: 1enel\ ov~ o.ni'.Á\o~o.s eoti eshi 
'14nun\e de 1e\o\\\J\1:0.cién.\.u mlo;n\o Pc.\ru \u sec.ciún 1-\.1-l. O 

l.\,s.u.. ~01< tJ\:f/\l;'\.0.'1'EC>R'étJ\A r\lNQA.tJ.emAL. 
Se pve<\l' 5ef\e1u\i'tU( e\ \eoleffiQ ~\J(l<l.um~n\\.\\ \Jfi\iea\'\<lo 
<M1'¿) ~nh.i~l\r de M. 

fo.ru\u'> p1vel:>u~ del \emo 1-1.'.i.) lj e\"leo1e014 fu11t1umental 1.1.1.5 
ie~J.río.1110) J1=- < B, f:áil :> c\011~e Qh(f\, E

01
)' B~ tr.\EA/()'ll=X(¡.4[u1~ 

t-;B.=E"'l'IB2 .~~det1r E.'i3-=-1<b11b~/Ei3'/<J1\=(V,E'J1)Cb11b2Ji 
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~:~~:~1t~~~~i{f f~~~1~3;:e{{;~1~f ill'~(~.~~·: 
5. i ;}ro~s'\tl\Ji óod . 'f Col\}u11\<Jsi~\~~¿~,~~b'J¡~· 

:~.'.'.;':.~; '.·~ .',~~\~::. ·,~~:~: :~:·: ~&;;~.:~:" 
s. L 1 01:r11-nc 10 N • uf\_ conj\lÍ\t~ ~-~>J·r:o.~~x~~:J, '"·'· 

e\emento de X 1 e-; 11n s~bc.an~~~~~ de>{.:9;; 0 >>,·.·.····· 

>.i. ~",::;;:;;;:· 1;),;i~1~~:,;¡~~~f q~~f ;~~~::rt!' 
ele X\ se +·íene 'jSX~ ,p.~;?X¡S~./' 1 • 

C'o) See1 ~E;G'(x) --'/'j~X (qSef~m~s ~robo.r 9"e '::lsi?Cx} 
r.1.'..uro. seo. :e.e ':I =-/<.~X =7)~X por ~rqn$1.\-°i'1ioq<l áe X 
-7 ~c=G'(x.) 

=? \\e!Y\oS. encontro.Ja q\Je "\J:CE:~ ~e cump\e :Z.<:G'(i<-) 

-=7 ~sG'(l<.J. O 
Apro\Jec.'1u.mos. po.rn recarclo.r lo. de~\nic.1Ól\ de orc\int1\ 
S.1..'.i OH\N\l\ON.X e-, \l"T\ ordino,\ si:::\ so\o si X es fro.~.~it\\10 

y l:>1eY1- orcl~Y\cl(\O por E; ------- -
ON-=- clt1se de toous lo'> orúin0\.e':hO . 

En se3\l\OCA l ~e~i"nÍ\Y\O~ \o.c.\o.'>e óe los L(}Y\j\lnh:is. b1en f\lnJ~<lú~. 

5 2. 



SJ .• Y.Dtfl\-1 \C \Q N. Por .re.cllrslón.+r-ul\s·hnitC\ > deilnimos R(O() con 
. > ·•< Cl(e:ON par~· · · · 

(ci)_R(q)::=~Q.:.: .•;,;-,:::e·>:<:: ·~:· ••·· ....... ·. 

(b) RlO('\tht?(R(OI)) . · <0 :~: -~/ 

.c\<'}'ü~ .. o · . 

\.';'~. ; 

,.¿,- r:: ~".. , 

PRl.l\:'BA:.··. ¡.,,_.;,. ~·-· 
_"-,,;,-.- ~· -. 

TnMcciC.~n-~c .;.>: ·:. : ,., 
e<= o es\nmechá.\-oJ 

o<= r-.·n , c.L>mo R(~)é .. hO.~sl\i~o pi)r \-\1. 
9 (P(R(~)/-= R\c-<) es .\rC\n":.ih,10 ~,í\ o'o\i>r\lt.ll\l)n S.1'2.lb) 
~R(\">)cR(o</ oeci~uiqlle .\Jt<,,c<(Rlt)c.Rlc<)/ f'\lf \-\I, 

O(. eo. \(ml\-e > \CI) se \íene de\(.\\\), y de \qo'o<:.e1v~liu"111J.1.2.('1) 
(l:i) ~e ei.\i\iene de \CI ele \il\itiO\'\ k R\c<.) luundu e< e., \ími\e. O 

5.1.1-.l)H\t-l\C\ON. t;ecix1oVJF, ·:•••·.·. <' 
l'crngo(x) e5 e\ meno f}• te;\\ t¡'l~ :~E R (F-> 1 t )• O 

S.~ .'ó. \..E i"\ A. Paro. C\JC\ \l\ \Ji e c6<1 {{o< )~ h(~ W ¡: ~. run9 a(~ )<o< 1 
f'RIJFBA: . . 
::,pL\ ,, '="'IN r 

1"'-ln'.Jo\x) <;;¡ ~/ ::\ ¡!><..;{(x-¡, R (r-i-11)) 

<;=> X¡:_ R\\HI)'=:- R(O(J. o 
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5.1.9. LEMA.<:,¡ Y<= 'NF- 1 entº11ce .. S ••·· 
(o.) \Jxn ( xe\'lFt\r4~~o(~)~ rqf\90( Y)) 

( b) ro. ngo (~) =_s1Jp{r~119()\X )~~ I>~){ E 'j\ 
PR\lH>A . ; < • ~ ''é·i . > .•.•.. 
\o,) Sea o(= rn fl.9(\ (y) 1 el\ ton(~-~ ~ ·c=.~ton ~) =::CP ( R (O()} 

· 7 '::le. Rto<) .. · .. \:''.~· '';, ;¡ .. : .. •·•.'• ··•• ..• . 
~·, XE ~ =7 XE R(cC)c~·:xt~~~i>~.~J~~~~:·.rQD~º(x)~o( 

t Q) seu o(~ S\Jp \ ro.~~Ci_l~);*,\1~:j'~;~.}s··.'L•jÍf ~;:.,.; . . 
p<>r (o.) ro.n9o(xY< .~~9o'(~)t;·::~i;~96(x)-\ii~r~ngo('J) '\JxC:lj 

~«::~ ;:~1~t~~~~1~t¡tiJ!l?~J&¡~¡,~Zf ,~;:; 
t'l\tonce~ por l emo. s.t·.~~;·~5~~-~.f=:7'.·~,~. ~(ó<) ~ ... 
--,,¡ ~<:-<?(R(o()f~ R(o(t'1l"i'i f·'" s;; ·::";' , , 

) run90(~).~D{>. \ ·.\· /, :; 

por \o .\-o.n-1-o íCAY\90(~)~·0(:Q,"c' ' 

S.L10. LEMA. {o.) 'v'o(eQN ~Íi<eWFAr;hg~(o<)-=o<). 
(b) ~o< EON \~(o()[\ 0\\l=o<) 

PR\lHA. 
(CA)""foll1Jcc.ión 

\>C\ía ~<.o( =I ~EoON =)por \\1 r>E WF /\ rqn90(~)= f-> 
--:¡ ~<=R(r>+1) = G'(R(\'>)) 

C<imo f.><:.o< 1 ~'<l'Scl -) ~{(1>\1)=R(o<) :=-7 f->E R(\l\l)c: R(o<) 
':J \1 ~<.o( o;1: ~iene \3E R(o<) =7 o<.c R(o<) 

-¡ o<E R~o<~1) -='! o{E 'Ni;: 

Pór \\1 y \'Of \..emu s.1..'1 ('o) rqn9o(o1)-=5üPl~-t\~f><.o{\,-=-o< 
tb) poi' L<!l'(IC\ S •. 1..8 R~o1)=\XEoW\=<t,rc1119o(x)<.o<s 

·-,,7 R te() f\ON = l XE. OÑ ~ ycrn9o(J()«>< 1 
como X.t ON ...:/' l'<if LernQ .5".1.. .10 lu) C\"~ yq \'fó 'oa.mos 
se ~1ene '\lle RCol) f\ O N-= ~x1oON ~ X<:. o( 1 =o<. O 
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5; 1.H. L \0-MA (~) )¡ XE'Nf 1 en\onu:s \Jx ,(i~()()i t x1 E-'N f:.,~: \os Y<o1Y\go<, Su'n 

> m~nores <\\)e .r~\\<jo(><)/r~ •.. •\ < ¡".~</ . 

: (~) ~¡)(¡~ .. €:'Nf :.' x•X'1 ·1 x \l'3.)XI\~ 1 y~;Y}-i:.~~1'{ir~,~ ::\l!vven \Nf 

P·R~E•~.Ár~:SU •• ;f~~go··.e~ ~eMi .. que····~:~~\:1['~º\~1;;,~~K~~~li~:~<;~~········· 
(<\)Se~ ot'°r~"9.o (~)' ~? xc:. Rlo() =7. G'(~) ~~(~\'1-));'i:o.~~~:·\l);:::):g(i\){; ~(~ t'l) ~ 
· Como ,1' é R ~~., 1) :'/ tx\ c. R le< h) ~7 t?<1 E;t\'c~:c~.~í)\~~~;e,~/i:Y~{ < 

si 'jÉx' rnn9cl ~)< ru\\90 M.:;o.o(/:'-?.j~},~.ºl~~~~\¡).)'~~wJ~~)<i'·•,; ·· 
-:./ \l'::Jli:X ~e Rlo<) -=7 \Jxc Rlo<).;,,¡\(Jx<:'.,Rl"<J\~';fr; ,;;:> 

l ~) Seu o<,. N\Q)( ( rnY\90l><)1 l"Ql\90 l ~)) •• '\L.·1'~f.l12Í~~i,{f~31~'~y)yJJ,3f:d (,' · 
Kl~ E: Rlo(-\ 1) -) 1->< l '11e:.R(o<-\1¡,:;=7;~üly~-~--~i{R'(f ~\)J~·.R'(~\ 'l). 

'-'"'" n l ;\o R \• \ >) ~7 <<,y)"~ \1t;,\~~~1 J~f~'01') ': 

·={ 1 ':h; E. R(o<-11').) t~' 1ij~(R (O<.:\\ y =7\)~·1irt~qX1~ }cR(á<f1) 
-:-¡ l 111,?,,~\j1¡l<1S~-::. <~,, X17G R(c<.t2Y ·_.· ... 

d.e o..q\Jfq~e c-..io.\eJi\Jlec í..inc\<lfl .\i \j-7><. c.Gm\>\e te. R(c\'ú) 
'? -í E. R(o<fl) =/ ':l X c. R lo< +3) -:::::7 '.J)< E: R(oc-\1..\) • 

Simi\O.rmen\e 5c:. \>Ve.de.\)('.( o,ue i<.X~ 6R(cxn). a 
S.1..1.2. LHl\A, 

'<lx(xE\IJf~/ xc-WF) 
. l'R\l~M. =Jj S<: C\lNl\)\e 'f'oC \v. \ro,n<;i\iv\r1uc11 x.r=Wf¡ xd~C~) f(\fll c\\9u11 o( 

-=/ Xc:R\o<-)c:\J\lr 

~ J $ i X= \N~ i seo, O{='Sup\ (<1!\:Jü[~)t 1~'Jr:X1 =-7 )(.c. R(o\) =/)(G- ~(oe\;1),tJ 
5.i.'.i'.i.LL.MA. '<Ílh:W ( \Rl\\)\<W) 
l'R\lt.e,A:l.rn\·JCl\tifl. t\=O 1 Rlu):: o 1 \R(u)\c:- O <.W 

'...Jpq\le \RCn)\<W =7 \Rt1\t1)\=\G'(R.(n))\=- 2_\R\nl\<'. W,0 
S.i.1.\.\, Utv\A. \R(w)\-=W 
l'R\lEl'>A. R(w) es '°' \JnnÍY\ con\C\'o\e c\e tonjul\\os C<->!\tub\e<;. O 
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5.'2 RHAC lllWAlES Y RtlAC\Ot-lt.') 

5.2.1 .. l>l:f 1"1\l\l)N. LC-1) \Jn re\aliono.1 es \l~t':' c\o.'>e R -\-"\ q\le .\ol\os S\JS 

elernel"lros sol'\ penes C1rc\e.nc.\JO.s,es clecif 
~X ( Rlx)-">?i\1 1t: ( x~<~i."'l.7),)c .. 

(\,)~n re\ationu.\ (\ve e~conjlln\9,dedmo'> qve e5 ul\G\ re\uuon.tl 
S.?.'2.l>U\~\(\ú~. tC1) IJ11 funtionu\ ~~.\Í1{te\t.1u\ll\u.\ F-C\ue ~e 

com"of.\C\ 1:.omo t1Jnticn 1 es Jé~\r).q\lé·c\Jo.\e~f\U•ern dos 
e\ernenhs &e f con i3...ic.\\ e\~men·\o. i:c~u\erdo -ti~nc:n i'.:}\JC\\ 
eleme11-\o ciere~\\o 1 e~ cl.ec\r · · · 

\Jx1'{1i ( FC<x 1y;>)/\F(<x,D)...:../'3=:-i.) .. · . 
(!J) Unu +unción es\)\'\ f\JntionL\\ 0."fe~.\lí\ <"<i1\5un-\o • D 

S. '2. '.> \)'f::f 1 N\t \O N. Se<:.1 R un te\c.\t io nü \ (cf un ~·i.lnC.io ñq \ ) 1 en\onte s 
~OM(R) ==-1 'J 't. 3:t R (<~1-:Z.?)~ 1

11e\ dominio ck R" 
Rcrn~R)=\':l~:l'I. R(<:·¿ 1•.n)"! ¡tle\iC\l\9º ckR 11 

(C\m(R\ = \)amtR)\jRufl(R) 1 lle\ cu.mvo de~''· O 

S.'l.~ ~tFIN\C\ON. \l\'\ re\o.c.ionC-1l R es bien {\JndCAdo si y solo si 
todo sv'oconjun\-o 110 IJa.cío de S\J CC\m\lo Hene un elemen\-o 
R-rni"'imCA\ 1es oecir 

'Jxs. Co.m lR )l_x *~ -) :lyE X ( 'íllE:X 1 R. l < '1:1';1/ )'fl 

S.'2.C) t 5tMf\.()S. 
{Q) E=}'\K\'f/~Xe:':l\ es b\e\'\ fund.G1<la (Re9u\qri<lC1d) 
(b) EoN es. 'oten R1.mdG1dC1 
le.) '::>i r 'bien {unr1w1u so'bre o. ~ <c.i1r7 (Cl\0 

e1\.\onc.es (cqr/ CoBO 
( ó) ·~ 11() e":. bien k'vnduda 

><E-1K1E- gx\5E ººº o 



S.'2.b. O~F\N\(\ll\'J. SeC\ R re.\G1,icifl<.\\• )( .co~junto.\.r-1 ,c\<.\~e c\e \os 
R- predeceS.ofeS c.\e X 1 XR se tldíY\e como~ · 

XR..,,, J'::l ~ R (<':lJ)<::i)) .. 

o\:i~e'í\IC\C.ion. .: . •:, 
Si Xie.t\m(Rl en\-omes XR-=9',;:·/·.h·.,>':: , .. 
Si R=E en\oY\lC'::i Xt-=Xo;. '?.:::;').: 

5.'2.1. l)ff\~\(\()N. \Jn re\GlcioflG\\ Ries \·1rtÚ\'~·llo por lu ir<¡~ierda ó 
Cumt>-cunjlll'lto si ':l so\o si p~í(Ato'tiG'c:ohj~rdo~¡XR es coaj\ln\ei, 
e) uec\r, Vx1 XR e~ c:unjun\o-· ·. .·· .·.·· · .• 

. (?_¡:: \-Vx:\w\J:r(t..{W~)Ri<t..\w;>))).D 
S.'2.<Q. EJEl-:l~LOS 

(u) E es \imi \aclo pcir la i-rr.tvierdu . . · 
(b) si R e•; 1e\(\ción, R ..o.s \imita.do puf la Hqu·1erda 
(t) 3 l\Uc::>'::. lim1\o.Úll poí lt1ii,t;1v1erdt1. D. 

S'.3 1Nl>\JCC\ON Y RE:C~RS\ON )O\liRt Rt\A(IOWfS 
l!>\\:N F\JNOAl)A) 

5,3.i. TtORE-MA. Principio de Inu\lcción pC1ío. re\o.c.1on<t\es bien 
\'unc\uous y \ímito.clos por la i=t~uierda. (PI R \lf L 1). 

See1 R re\uciont1\ bien hinc.lu<lo '::\ \im\\u<lo por la iiqu1erda1 
SeCA ~tx) \J!\O. {orm\l\o ... \: n·\ol'He':> 

Si IJHCurn(R~[\-J';l (YRX -?':f(Y))-::>'J'(xf] 

en\011<e<, Y.x.c=-Com(R) ('f(x)).o 

5. "3. '2. CO RCll.. AR \OS Ot: I Nll\lC C\ON 
(1) <:--ind1Jccion ~SeCA 'H(x) llno. l;ú1rn\J\C\ 

<..i \/x.L\J':lc:X'f('l)-7~(xllen\0N61.Jx'j(x). (R;=E-) 
(t¿'\ 'Intl\]CCiÓn \ll.\f(\ ora1{\t\\es. Sea 'YCx) F-órmu\q 

'5i '<lo<E ON [\/p.,(( ¡i,r. 01\\\-/ ~(\'>) )-'l 'f'(o< lJ (R~f:-~N r-
\\" ~~o<) ') ,· .. ,· .·.·· 

en\.unces \} o(E ON 
1 

':f(o<). • < · 
l 3) Zº 0 · · · 0 · .1 \ .:.o · ). r · \ 

1 n nc11'1u t> mdvcc\ól\ pt1ro. oruinCA e':>. S eu J(x 1órm11 q 
Si ':\'(u) 

'<io<.t.ON (',l'(o()-/':l'(O( ~I)) 
"lo<E (IN ( 1 (m (o<)/\ Vp.. (~E: o(-7~ (l'> )) -/ "J'(~)] 

€1\ton e es IJ o( ( oN , '5'Co< l º . 
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(4\ Tn<l1Jc.<i\Ín ho.'f\<:>fini+o. \\o.~\v. uC\or¿inq\ 'll":>W.Se.ck~(x) (ó1l111í~C-\ · 

-:,¡ '<l ol<.'lí' t: '1 ~ ( ei €: o<.-7'5'(f>) )--; -s ce() 1 · ·<·f ;:J.,\ ::\ }>i .. 
en.\uflc_e~ '<Jo(<~ 1 '9 (el). ··• ·••··· ~/· ~!, 0'\-! ·¡-~e' -.. ~~,·~ > 

lsl Tnu\lcd<fl\ f; ni tu 1>0.rn f\O...\\lrn \e~ (h~~~o.~}~~-~~~~~í)1f1pnll\(,\ 

~~~º~:~s c~~O((:~«~<;~~))-/ ~(«\l •. 'g .-x~~r~~1:l~h,gy-: 
\<1mbié'f\ \lurol.lda ;ncl11 ccicin \ini\cd1Je{tepqr(.\ ~~\;~ro.lis··.,;/. 

(~) '°Il'lct\lc.c\i.ín fini.to. (óéb\\) puro. ÍIU\1Jrn\e':i.Se~is>(xi .fJpn\l\C\ 

~¡ 'S(o) Y \Jn1oWl'S(n)-)'\>(n-\1)) 
en\unleS Id nr:.w ~(\'\). 

()~S.lR\Jr..t \O N. l S)«=::> (t,) • Cl 

5,"3,-,,C\lRO\.AR\0~ \)\: MINIMAL\f)AD 

{i) \lR\N(.\\>\Q l>H 1:\.EM\:NlO R-MINIMAL Ot: \JNA CLA)t 
NO-\JACÍA fAllA R- 6\1.:N flJNOAOA Y L\M\TA(}A POR LA ltG\JIERDA. 

~eu R te\o.cionu.I bien .\\,nclo.<lu ':l \1mitacki por lo.. it'l1Jien.la1 
Seo. 'S~~'l U!\O. ~órm\J\Q. t.n\once e:, 

3 X ~()()-71 x {~(")A \l':l (~Rx-71 'S ('1))) 

es <\elir 1 si C= \X~'Hx)\, en1on(t'5 
Ci:-<J>-73HC .\e1\qlle \l'J(<jf<!X-/~Q.() 
PR%e,A. 

~vron9c.rrno":i a.\Je l.J,i<..[v~(~R1<--/n'(':l))-1ncx~ ~D Vi<lJ(x.) 
Sea x 
Si l(E.Cum(R)=/ por f1RSH-i conl'3 ~etieM'. r':f(x) 

!ii xcJ, Cc.\\"n {fl) ='/ "<}'j ('J ~X-71'.l'(~)) se C\Jinp\\'. por \IUtu i c1'CA.d 1 

':! pof \t1 $\Jpo<;il\Ón 1enemo5 l'Hx) 

As( en cue.1\~v\er co.so 't 'v.11< l '5'(i<:), 
V2) f110'iULAfHOAO fUl:RT<r-.s~CA ~Cx) fórnv\a 

:lx ~(l\)-/ 3>< (i(x)/\ \J'j (':1Eo ><-77°'i('J)) 
10<l~ clu~e ·na 'Jac.ío.. He ne un elemento E-min\mC\\ 

Áqv\ R.= E.v. 
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(""5).PR\~(\P\ll néL M\NIMO CR\)\NAL~Seil~'{úrÍY\~\<AJ~\q~e 
Vxt~(x)-/Ord(x))¡entohceS ;::,:·<·•;; -~, ,, .... 

3 
o( 'B \e() -/ :¡ o( ( 'j {<>:) /\ \/~ (~ 7 <;< ':;7~0~,f~ ¿.):)~ >i· .. ' ) ' .• 

ledo. c\c~<.ie de orainuks no,vo.'c."\c1;1ie~étgri.;m)Di~9or<Airiq\~ 
('-\) l'RINCW\U DH \)\JEN ORQEN.'?ie(:'~,f¿r~0~~,;~:~~(C¡'~.'¿,¿ 

\Jxl"i(x)-/xfW)¡en\once~ •..•. it;'.¡;,:,,·\,•;;·L,, .• 
~o< ~(o()-¡ 3o< ( 'S(o/)I\ \J(3 (B&o( :_71'.~(~)1 1:\!f:'B'~·; 

.-·-,r, ,;' .'.:--·';_:;·'.'f:2 , ." 

'.~!-··~ ·<{· 

5.3.4. f.)Q\lf:MA ~t=NERAl Qt: REC\lRS\ON .· •. ,.· ,·(.e:;. •· 

~eC\ R te\o.do nu \ bien f1¡n<lu<lo !'.\ hmituuo por.1ér·,,~lf,erdct:(~~r¿ A); ' 
Seo. ¡; Rvmionu\. En\onces . ';::-:: '•i; "':' . 

t~\ü~:\;~!°~~m1J;~){1Jn(c~~\c:~~)~ve • .;~;'.·i{f!;¡.SX}' .. 

(~·~~ ~ ~;x;~~~ ~t~~ ~\¡~~;º~:\ ~(cts~:~:Rqcd ·1\ 1 iÍ))~n~''6nc~s f; f '. O 

01\Sl:!Wl\C\ON. ·.~. 
\'l) \:\ e~~IJfmu 5eneíu\de rec\lrsioV\ pvecle teescri'o'1rse cump\e\Q-

1\'\el'\\e ""e\ leng\lC1je de !.r 
C2) Puede Ol\fSe ¡>CArn 1Jnq c\o.Se A 'C\"e. ~ l1.Jrt1p\o. Re.A xA (C<.1rn(fl.)cA) 

'1 \)om\F\=A.S11'-GA-C<-1m[R)=/ f(x)d .. (</J)p~esXR=c}yF-~=fO 

SJ.S. (ORG\.AR\D) :=; 

( 1) 1g E<,~vemu ck Recvro;ioñ pqro. Orc1iM\6. ~eo. (\ ~\HHioY\O. 11 
podelMS en\.ol'\le'> Ót'~ihlí F ~o.\ qve 
1) ~orn {F)~ ON 
ii)'<lo<.EON 1 F(o()=C:..(F~otl . 
i ·i\) F es 0ni co col\ lu'> propiec:\llcle5 i '\' 11) 0 

Ao..u\ R= ~oN. 



V2) 2º ts<;\uemo de Ret\JtSión ~to. Occ\inCh\cs.SeQn \\,J fllnci<il'lc.\\cs 1 
seq o. un C\J!\Jll!\tO, Podemos en.\011(e<;defin.ir F.Jc.l\que 

en \)om Cf)= O N . . . . 

(1'i) F(o)=C\ 

!=(.t.t1)= \-\(¡::(o{\).·· .. ).)';t1:J:.;).:/;., 
F l~) = :r( r (~)) .~~B~·?\h1Y'·'~t\ •··· 

Ci \i \ f e-:. \mico ccin \d') ~{o~i eJé.úle<:. i) 1 'i) • 

\lR\H:e,A. <•:· ·:,:;·ii' .· 
\J \i \it.crn uo e ufo \u.ci o• ti} Y ~e \i~ie ocle 
<Al ú: 1 'f))-::=. ( x ~ Q /\~= C\) ..j 3o< (Mdto<) /\ fun(x )A Oorn(11)=olt1 /\. ~-= \\ \x(o< )) ) 

V 3~(\ímlo<)/\hn\~)l\Qom(i<)·=o</\ '1-=-J (><[al])). 

("?i)°'Íeote\"l\u c\e Ret\JfSiÓI\ ¡>o.ro. f\t\\\lru\ec;, con .\\1C1.c.i<H\c>.\e':'i. 
Sec.\ Ci ~v1Kio1,ul 1 u. cvnj:\JY\"\O, éntol\leS \..u'.1 \l"U IÍnic.o. (llncion ~·~o.\ qlle 
(il Oom(n-=w 
(¡¡) Ho)-= q 

\IMW HMt)-=C\(Hn\) 

(L\) Teu(emu ñe Ret\JtSiÓn P<AW 11u~urn\es con 4'vnc\ol\eS · 
Seo. 9 unu hioLiÚn ~u un <on3un\o tCAI qve a.e; 0.olYI t~).,t.nto!\te') \..t1':l unu 

ÚnitL\ l{vl\tiÓll .\:' -\u,\ que 
l)om(O:=.O 
~(o)~C\ 

\Jn1:W f(Mt)= '3(Hn)). 

lo.m\7.én tenel't'lo"::. \u J\l<:.ti~itUCiÓn de \u.de\inicion 5.{LJ 
Is) l)e\iC\\c.i.ci'n J.e \t1 Jef1..1t<J.1J{o. Ac.\lmu\u.·\i\Ja ó ele \os bien .fvndqclos1 en ~.f. 

R(o); ~ 
R~1H1)~ OJ(R(O{)) 
R(o!.):= o.UR(El) si O\ e~ lírn\.\-e 

.-<o( 

AqlJÍ \J)t\11\0S e\ 2.P eS~\Jemu. ó.e Rec.1JtSiÓn l'C\fCA oraino.\es 
con C\'::cj>J \\=IS> J 'J~IJ 

l)c e">\.a. mo.MfO. tt1m'oib de\iniMo'=> 
v.J t: = U Rto< l 

o( ~ON 
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(6) ~e~iniliól\.~e lt11J.ir~r~v,íot~.e;\~s;/)~.f!p~ '> • 

li) ~:j~.11~,i~ltt~~~~, 
(~)El u~~'=,~~~:.,:: ~i~~~J~Í~fe (de. ~o·ae 1 

L.,= di '>• .. ,._ · 
:\):-i'fi: ;_~·.; 

lo(~ 1 =0(L~) .... ··:· ··>/;·2l'/.,):; 
L l!'-= B~11'L¡> <o\ /SI e~ lí~Í~é'~-~ <~'; . 

\)(A 1 Óeoo\GI (in\\Jiti\Jll\'!\e\'\\e\:i\el rllnjvnto c\e .\oóos lus sv'ocun.}vl\\os 
c\e A ) de \'ini\:.\t>.S q \'Glf-\ir ue A" J e') Ql:'Ci í 

~{A) = 1 l)c: A/ \l.i udinib\e en e\ len~vu:5 e c\e, :i.¡: q pt:.1d 1 f oe} 
_ e\e1r-t>1Üo':. d.~ A romu ~<1fL1meHo~ 

~ ~IHI . 
Ji "-ff Jenota e\ rnn}v!\to de {urmv\u<:i cte\ \eng1J<.\}e de cF,con 
n-11 \IG\ric1~les \i'ores ':\ ~A c\eno\a \u. relc.\~i11i:eo-cicín d.e ~o. A

1 
Podemos \!\\en\G\f ¡:>re ( isur lll o.n \e rior ¡ pe 10 C\Ún il\-\'\lf rnQ\me n~e 

1 ~<.\(\ve no sería vnu dli'\itll(ion 
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S.4 E\.: COl..Al'SO OE MtY:itClW':>~ 1 

.S.4.L\EORE!v\t\ OE 1~~1.\0Rf\~l'llO.~o'> clu.ses .\ro.ri<;ih;¡ac:, 
i-:,umor ~as S~YI \gllo,\e':>. \:.-:, ~eci\" 
5i tv'l1¡M., son c\u.ses ho.nsi\i\Jo.<;, 'I lí~<M11t-7~<\t-\''Ztt) 
en-tone.e<:, M1= M2 ~ ii (u)~l..l 'lfu<:M1. ' .: .;:>. .. 
PRUE\liA.E-\nclvcc.\Ón .. c5< 
~et\ xtM1, ::.upon90.111os 9ve \JH:X, \\l'l;)-="l: , >'.{,'(;:, ;:: 

" \Je.C\mo<:> C\"C: lt('l<\ ~X .···;···'.:;.·'c./.<.: ... · .. ··"".•.·• . .JJ s ' ' ; .·;. ,,;,,, .¡,; ' ' 

e] eQ HX ='7 rT('l)::-:¿. poi? 1\.1 ~ 2~tH'l) E.\í(ic;) por~e('tf.f!\ºf-{\'>mo 
se.e¡ tE: 1'I (¡<) 1 cumo l\(ic;)¡; M'Z 3 t--\'Z es honsi ti-Ja -\e'flell\os :\:.&Mi. 
p<.>r ser¡¡ su'ore no.';l :CE:t-11 -\o.\ que 1t(1)::-t. ' ' 

'1 íl("C\=tE1'(x) -'t ITC:zH\'i()() =7'l.E:X .· .. 
Po~ \.\.'I. 1;arn 'l;t)'. 5e -\¡ene -l=l\l'l.)=t =7J:E:X. 

Por \u \u.n\o 1'()<)= /'-. \Jr;<::-M1 1 por \o \o.n\c M1.= Mi~ G 
S.14.2. l)HlN\<.ION. 

<1) \ll'la re\uliO\'\Q\ t: es ex\el\-;,iono.\ so'ure uno. e lo.se M s\ ~ so\ci si 
< M1 E/ ~"> modela ele ~x\-ensio~o.\idiid. 

('2) \Jn(I c.\o.'>e M Q') ~x~en<;,ionc.\\ s1 ':!> so\o si 
<M1t/ e'> mode\o oe Sx~enc;icM\iJo.u.CI 

S.4.'"!i. Ofi':itR\JAC\ON. 
fv\ e'> e;x.\ensiono.\ .,¡ ~ so\o ~¡E: es ex\e'O">\cnc11\ s~'ore !'A.O 

S.\.\.~. C~~ER\JAC\QN. 
lac\G\ c.\Cl\)e h~ns\-h'JC\ es e11.\el\siono. \ 
\'R\lt.eiA. 
Seo. fv\ \ ro.nsi\-i1Ja.. 
G\\Jecemu-;. pro\-:>a.c <\"e 'Jxe:M\J 1H:l'.li('lh.ét-'1(HX<:-7-i!E:'.l)-7 i<=~) 
SeCln X1'1E:t-'I ~ supon90.mo-::. "l'Lt.MhEXé-/'l.E.~) 
q..iecc:mo5 prn'<>o.r que x~':I . . . E: 

c1"-eu:c.EX1comc )<.E;fl.\';lf'ile">hC11'1S1hva.,'.le*•en€"& M 
poc \t1 S\l\'OS\<.\Ón se ~iene q"e 'CE.~1 , 

"l'vC\ se .\1ene. 'tE:M 
:>°Jsco.'H;~¡CU!f\O'!!E.M';l t.i\e":;.\fO.{\">l"\'I ) 

\'M \u ~\J~os\cion el\<ol\\ro..mo'> O.\ll! '1;.E:X, 
~or \o \o.n.\a X='.:\. O 

6 2. 



S.4.S.TECRttv\A Dt Mll)TQW$\<\ (CC>LAPSO Ot MOSl?W':>\<1). 
S1 Re"' re\qc\on(\\ bien fvnclado J \irnitc.\óO por la i;iquier<lu !) e)(+en
'iiiOl\Q\ en uno. clC1se A ( Re.Ax A J <>"o fomCR'l.c:A)'; <: 
Entonces~ . ·.· ... · . > •: :;,., '",.;:· 

(i) 1-\C\y \Jnt1 c:.\Qse -l-rt1nos.itivo. M ·~ 1Jn i.somor{~~~o;ffi;:ic.¡\qJe · 
< A 1 R ) ':;; < M 1 E:'/, lT ~ ~ ~ni~~ ú: ' {? };~{i;~ .. {?h~;~lfi ;; 

(¡¡)En pqrtiLv\qr1 C\JQ\c;iu\er clc\se 'ex-\ensi<H'\o.\ {¿'un'E.) .e-s 
--( 11-" ' • l, ',t ...... -, - ~ 

'1somorfC\ QUnCo1_,ún1c.o, c\';lse_+.rc¡""'.i+.iv~~-·.J··!·:.J ·.,: 

[;f ~~~\~~:;~:,:::::~:.:.,:~:~~º~''f {P~~~~,,,~~{~ • ·. 
< U1'0 E- C1 ~) f\lnc(1.1) A~)< ( dom(u)=XR)dY.i=k~J~~]'''.:'~ • 
Como se \'vede 11er 1 Ci es fyncion<A 1 .. ~ co~o 8-e~=s¡y\'i{i~~dqdfl 'j 

\\mito.do por 10. i~quierclu l'odemos ele ~•nú· l'o=r,·r~c\l?"Sl~Jl;~-n · 
úni<o fur\Cion<d íl" .\-q\ que~ '•" ,t:i • ·: ' ·• 

CI) dom(Tí) =A? (C1m(R) ~ .. · .· · .... ·' 

\,) '<JX~A, lTC><),,,EJ(lí~x) ·==-Ílí(:i)~t.E:)(Rl_;:;1ífXRl 
Sea tv\""1Titx)<;.x1oA1-o:ITCAl .·· ··.· .. · . 

1í ?e l\r.11'<\G\ -\'\.1fü10Í\ ck tv\os\ow".>\< i 
tv\ se \\c.\,mG\ Co\o.~sc:. ck Mos+ow'>\<i 

\JeQ'ffios '\l.ll" ~Mes .\ransi h\Jo.1 'í\ es bi~ec~ i v G\ )líes mor~i'>mo, 
Tf vniCCI) ~por \o tat\t(\ M un\co. 

- M ircmsi \1 va.~ 
Seo ':IE:''NG tv\, t.n\.onU!S "'1-= ti (x) {lo.ío. ct\g\Ín xc:-A, en\oVICC'. ') 

W-=-{lílt.) g=tE: XR1 
como 'jé\J.l =7 '3:::~(:t) pwo.G1\3\Í\'\ 'Z:0XR -~ '2'RX 
de cl1:>~óe i:.E:Ccwn(R)c:.A. Así ~E.M. 

- Tí so\:,re. ~ 
~nmeoiu\-o l'or ck\\nic.\on pues M"=-TífA] 
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- lí e.s 1- \a.. (Aq11\ 1.JSQmO":> \e1. ei<.\-ensiol\q\iJaJ de\( e11 A). 
S\lpon<jC\mO'> C\"e no. Seu t:e.Mi ele ro.n90 mínimo -\-o.\ que 
~ :o-lí(-x.\==T'i{';I) CUY\ J(:\o'L 

Cumo P. eo; ex\-en'i.io\\o.\ XR :f. 'IR 
'Sin l'érdido.cl~ 9enern\iuuti ,-;eo. ue:A .\-o.\ C\\le. \.\EXR-YR 
-=7 v.~ X -5 \..\ p: '::l . . V • ' 

As\1 l""r 1k~il\ición de 1í1 líCu) i= ITC><) ::::~(;~.:"'J:. 
7 rrl1..1,<::- lí('/) =/ lllv.)""lí('f") pC\'fGi0.\9~ry;;'fe:·Y.P.:; 

\>o( \a <\\le u.:flJ. \'ero lí(ll)E:TI(x):::<r ~¿¿'.:,Xa··~<:íe/' 
ro.n~o (íi(4)) < ro.n90 l:i) "ó. .·· .. "'>;'!; .. ')~ '' 

- \"\es morfismog 1' R'f~> IT(l<)f\'iC~)·J;:;:~]~';~CZ:J{;iW. 
=/le;¡ Xf/.'/ =/ cke dehnic.ión óe \'i,¡ g_cx}~~.c)i)~;:1:U<'t)/HYRS' 
~l ":>i ncx)~~C~) =111ct\,,,n1oe11'Ar.~'.:'ó.x~'1"n!~¿y¡ú~,L· 

==) cumo \\ es \- 1 se \iep.e q\)e;~~'::} 1'He ~onc.l.e }~tS YR 
e.., Qecir 1 q\Je xRy. - · .:· -- -,~ -- · . - · ' -

- Vnil\dud ~ · ... , 
S1.rl'on9 o.<,e TI1¡ (h ao~ i'>()ffiu'f~\<,mos ~e <A 1 E I s.o\,re (M11 ~) 
':l (!-\?. 1 E:/ res pe e \i\Jo.me'<\\e 1 -7 1í2 oí\~ 1 ~ l'>li ~ M'L 
':I c11mo l'-\1¡\--1.-i son \(a.n'>i\\\Jo."> 1 ?"r leorerno. ~e 1-">omodio:.mo 
f'J,,-=M?.. ':l 11 2 0~~ 1 ~-rd ch c\oflue l\1-:::1\"2 

'ja.o,"e \\1(.x),,,1.cl• \\¡~¡<)-::: (llio\1",- 1 ) 0 \'i,lx)~Vi'Z(x) ~ 

'í'\I Cu.so \K\d·i(11\o.r Col\ \(-=E q1.1e es 'oien-\"nó.C1.oo. ~oí Regu\uti~o.u 
'I \im\\o,.ao. \'Oí lo. iiquíercla ~ si t"\ e~ e)(\e'fls\cno.\ (con E: ) 1 en\unce.s 
\-ot\u c\o.<:ie ei<.\cnSiC1flu.\ e') isom<:1rfu o. unc..c\o.)e .\-ro.\'\si\-ilJa. 

i¡\) Si P;,c.A 1'O~rnns1\i'-Jo1en\-ontes ~ M B 1 Xc e, e A 
'.l efl\-o'llc.ec;, Xfl/\-== X c\e donó.e \\()()=>tí (xC\AJ = \\" (x1 
\Jeumos \l<i'( E.-l'<'U\l(ció11 o,ue 'q,x..t:_\l.i 1 ~(l<)-=X: 

s"\'º'11<.:)<A'>e a.1.1e '<l~ex i 1íl:t)-=r --/ l\(x):= lí[xl=[1H:z)/Hxl 
\Js<1rou~ \o. \\iro\-es\'> el.e 11\U\ltÜIÍf\ ~urn o'o\el\er 
\1tC~)héXS"'-t~hol,==X ,(>oí lu-\cll\\-<:i \í(i<)"'X• O 

<:i!óSt:R\Jf\(\G~. 1'16\ese q"e es\-e \eeiremu de Nios\ows\<i gel\era\i1a 
e\ ieoremu. de énume~ución~,11.\-ocl.o C<:i'OO es i'>ornor\o o. \ln \Ínico aróinl\\/~ o 



5.1-\; 6. COROLAR\O. Si 'lf -~iene \ln mooe.\o· \:i'1enJuno<.1tlo cun'¡; 
\imit'1do por \Q i'lquierda, en+onces > .. ,· . 
zF tiene VI'\ modelo nc:.\t\Jr~\ fransi\ivo;O 
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CA? \l\JLO 6 
~ EJEN\BtGS Dt PRUEBA~ DE 
(ONS\STENC\A RELA1\VA 

Antes de ~uSGí o. lo-:, eiemp\os 1 c\isc\l '\-•remos '"' Cll'!\te P'°º 
im\'or~C\nte. · 

(i. io Abso\1J'\-e=c-

(,.i.1.l)t:FlN\C\ON. 5eq ':S' unCA -fónn\J\C\ C\ln c.\ \o mQS X1¡uuo)X11 
li'ores 

( \) <;,¡ Mc.N ¡~e~ o.\,so\1J\a pQH>. tv\,N ~¡ ':l so\ei 5i 
\Jx, ¡ooo)XnE:M ( 'jM(Xl)uoo)Xn)~/'jN(Xl)u••)Xn)). 

('1.j ~e~ a\,so\1.1\a 1'0.n:A M o;1 ~ so\C> si~ es o.'oso\1J\C\ \'O.HA MN. 
~q\J\'lo.\e" \e rn e l\te 

\:ixl)ooo l Xn E: M ('SI-\ (X11"ºº 1Xn)~/ ':9 lX•¡<>oo)Xn )), 1] 

O'i>St R\J/\Clút-1.\oóo \o o.n \.cr\or <;,e di te~ se n<1te desae \)\'\ 
c1:il\j1Jl\~o 11 de el\\Jn c1udos J por e:)eml'lo z r ó =n - cÍ 
1-F-\'o\enti<A Ó lF-1n\1nito 1etc. O 

G.1.2.Gl)SE:R\/l\CION.Si ~ eo; Qbo;o\11\0. p<>.ro. Mi~ es Qbso\\J·\ci 
~aro. N ~ l\f\c. N 1 entonces 'ge) c.1'oso\1Jh po.fo_ M1N. O 

G.L"3.LEMA.Si ~ 1 \V son ul:iso\\l\.o.s paro. M 1el\tonteS 
t1'l') > l'5'/\\\l) sol\ u'oo;o\\l\O..s l'C\íGI tv'\ 
l'R\\t.l)A. ¡,. M 
l.o.1'r1Je\,o. e~ c\o.rCA s\ recordCAmo~ q1Je lly) -=-1 IJM 
':l l'S/\'\J)'"'-=-'fl-l¡\\VM ':l ~SC\ndo c1.m-\-ro.po~ic.ícín 

'.:l \o, cle.t\nic.iol\ Ót:' ct\iso\11\e"t-, O 



\)u~ú a_1Je X=IJ f ~e'.1 ~""~\i~o\\l!\-C\~ \'O.tC\ +celo \v\ 1seJi(?l\e\osi9\l\e1\\e: ·. 

,.1..\.\.(6ROLAR\O.Si ~ nci-\-iene cvo.Y\\iti(o.dore.s, en+~nces' · 
'!les <Úi':>1J\1J\o. \'O.fO. C.\lc.\\qvierM.G \.:: :: 

Sin er11\,o.r90, e.x.is\-e'C\ .\órm\l\o.s q\le Sol\ rou~ v-\-i\i'!:a~O.S'~:*"e :ini.Johlcrnn 
C1.Jo.n-\-il1c.C10Clíe':>J\a\ Lomo XcY te1\u es ~?: (1~x-7·l~':l)~,;f!i.)~lJ 
?aw el \rn-\-o.mien\-o de es\as 'Óíl'íl\l\"'s,nec.e~\\-o.mos/~\9~~f\lst 
res1.J\\-o.<.\os '/ de·~in'íciol\e":.. . ·.·· < < ;·, y 

b.i. S. L E-MA. Si Mes \ro.ns1.\-i\lo. ~ ~es o.tso\~\o. pCA~~ ~., •••... · . 
-\-cnntié\\ es o.'oso\\l\a ~CAro. 1-i\. lo.fo'fmv\C\, "3)((XE:~Í\-PYi[J( 

PR\\t l)A.. . . ' . •. \:é •· 
"I1-1uic.umos \aou<:. \ll~ \lo.ria \,leo; libres ele '5' 1 es ~ecir, ~ (x 1~/.:i 11~~~1J,") ¡ 
\!!\tOl\C.e-:, f>C\rn C\Jo.\9i\lie.í '111; 1 l"ªºl t.n E. M . · . .~:>·• ,· · . 
[:\><.l')(E.~ /\'9(\11ll1°0°l?:n) )JM S7;>'j')C ~')(E:'j /\"gt'<l':\111\•• 0 lln))~/ 
~) 3 X l-t.\:. '1 /\ ~ \~111)••~)t.r1\) . . 

~o.ru el primer~., se "~o. \c.i \¡unsi-\-i11i<lo.J Je M ~o.ro. escri'oir ) 
'.\- )( t >(.f;~ /\ ~)>.\~~\:¡_\\O Ooj 'Z.0 )\ en \1J9(.\{ de 3 )(('; !J¡()(.é ':l /\'1f\(~11.l)oou)"l.n) 
YG.rc.\e\ seg1Jl\Ó.O «:--/ \l.\i\Humo<s \u C\b'>U\IJ\e'l de i;. IJ 

l\<..\mG\mos (,\ :1l<E:'3 \l!\ <1Ja!\\i~iu:.1dur Clco\uc\o¡':J \JI\<.\ \-órnwlG1 en lo. que 
~oó.os \1.1'> Cll<..\f\ti~1c.o.<lmeS <;ol\ O,(uto<los e\ \\qmadc.\ D.o. formci.\m~n\e~ 

b.1.E,.l)~f\N\C\ONº \.o.s fo1mll\o.<., bio lo.'> ó.d\nimos reC\líSh1C1mente 
(1) A.é'l ¡ l\=':l S\ll\ f::.o 
( 'L) <:.i '9 ¡\Ji son l::. 0 1 a sí 11.l son 1 ~ ':! 'S A 'V 
(:,) s1 '1 e':> !::.o 1 \am'oie11 \o es :\x(x\:.\j t\'-g), O 

~.~:1-.CüRO\..AR\0. Si' Me'> .\ru.no:,Hi110 ';'.\':'le.':> 6o 1en.\ol\(es 
'X e."> q'oso\\.lto. \'O.ta M, tJ 



A pe.,,Clr de Q,11e e<:. r1:1ro emonhcu \l\'\o..fórm11\o Ó.01e" ocuc;fones podemos 
el\c.oiüro.~ uno form\J\Q Ao q11e seu lú"91comen\e e51uivo.\er1ye ~ \q · 
+órmvlo. en cve.,,+ión. \'or e3etnl'lo, . . 
)(_ey e'!. \/ 0 (.:e X-7 H':l) • '\"C: cú,reviCA B.+.. 7 (<:EX-:-71E':l~~ ".< 
estC1 fcírm1JICA no es 6.o 1 ~in em'oor90 es ló9icC1men\e e~\Ji~G1len.\e o. 
l 3 H: "'- (-¡ =ie:':l) q\)e si e<;, D.o. 
Po.rn :}11-:,\,~ito.r e')\a ióeC\ !\ece ~i\o.mo'> e\ 'i.1911\en\e re<;,\J\to.<lo~ 

b.1.'i) • l E MA.Se.q f. un con;illn\-o de enuotie1do~ ele 1'lF y ti\ unct cl<1~e l\ovo.c.(a hlqve 
(i) G"M po.ro hdti (.íE:'Í. ,esdec.ir-1 ~f\-Q"IYI pr;rQ todo 0-E~ 

(¡¡) ~ \- \fx, 1•••IXI\ l"?(Xi¡•••)Xn)~¿l.\)(K1J••·JXnl) 
E n\once':i 

~e-; o.\i~o\\J\-C\ p<.1ro M ~¡~solo si \\)es <.11:.sa\v\o \>O.fa M. 
PR~HA 
Como t F 1- crM po.ro. todo <ré'2. 

'.l '2f\-°JXM(x~ .· ' 
e 11tonc es por e\ ca( o\ ario 4.1:y . . 
Se c11mp\e q1Je 1: F \- '<Jx11oou XY\EM{1t.1(l<'1/é~ºl )(ii)~/'\)N(K1j~--¡Xn )) \*) 
A \, 1 ~;.,,)·'~:i'f,;¡'· '"· .. ,,..,, . 

now pro emos e lema __ .............. <'··>>·' •·': . 
"=fil s11 p. ~ve Y es o.6so\"\e1 fuw. MJ ~.w~n: ~¡'ª~·1x'~fM,.~~~i\r,~rio~ 

~or de>mo<..\rt1r que '\leib~o\utCA fCArcAtv' .. , .· " 

l'or óemo-;\ml que '{JM~J(1¡cccJ x'") ~/ \¡]()11¡ •••)~") 
Por \~) ~e hene (\lle 'IJHlxqaa•)Kn)~7-gP.(xqau•JX11) 

Poi \o 4\,<;o\11kt ele 'S se \iene q11e '3f-l(lc'11 .,00 ¡l(n),.:-:;>.~(l1\¡ao~¡~~) 
l'erci ¡>or 11) Se .\1ene· 'j(x, 1 ••• ¡J(,,)~::>'\l(xq ••• 1x") , .·. 

Por lo \un\o lle9c.1Jl\O~ O. q\Je ~M(x11u••1Xn)~7 '\ltx'l)uu•)Xr\l 
Pero XIJ•• 0 1XI'\ son C1Ju\e'.>~\lleru elemeri\osde M,· 
por \u 1on\o '\le<:. C1bSo\1J\-cA puro. M. 

~] Ariú\cga • o 
OBSt.R\Jl\CION Al lt.tvlA (,.1..<Q. En e\ lerno G.1.<Q vsamo~ kt 4rurÍQ 

l'O.rtiuJ\qr 7.. f pC<rG\ -Íuti\1tar lt1 (umpielwn<..i<:>n de le¡ prueba 1sin cn1'our90 
Zf poclrío. S1¡<:,\i\virse por .:zr-¡ 'lf-Pohnti41t-F-1n{1nito 1etc.Cl 
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6.1.q. COROlAR\0. S·, ~ ':l ~ sen ef11.1i\Jq\en\es e~ "l.FJ enhince s 
pcm:.1 todo tnocle\o M de tF' .: , · . · .. ,. · 
'S e'> M-e1'o~o\\ltrA si ~so\o si "V e~ !v\_,C\\:iso\\l\a.:o 

"'.1..1.0. CIGSéR\JAtlGÑ. Nue~\ ra de.\1ni<.iÓn de .fun~(on~s; r~l0-l\vi~ci<lus a M. se 
Qcer\u sblo cuanUC) S\l -fórrnu\a de\1n'r\uri~-s:~\\<,f~te·,ski.s~éficiq''~ . 
\lnicidcd en M \l e5te cri\erio u~ e~isw\~(~i:~m')\('¡'(Jq-~ ~~ M • 
es \Jfl horemCA ele :zF 1 por hntci:h~'.~~C.rtc~lés~H0't'i.:~ . .ita.~tl~O.xiomas 
de :C.¡: <\ purfü Óe lu~ C\Jc.\\eS se:p,rq'e,'oJ~;{u\'{é~(~íi\t\'.;c\e~"-i)~·thC.ÍU 

~:~~~E?~~i,~:~~iIJ4l~f ~f~rii:i,;l,;i .•.. . 
entume) F M e~tCA de~inl~d c~~o' •. :~F~~i~<,);'g~MJc;lq~é ~(xq,..¡:<n1Y). O 

((\~hlTl\R 10 .Corno ~u n<M"mo~ ~~-n-c(;~~['{~;pc{;~·.>ó~r~5 ~eoTÍ as cuma 
:zf-¡ lf~Po\~11<.iCA(l t-':1~J~11<téJ/~ú:.,e1'cuRGLARIO 6.1.Cf 
~\u obse1\/QC.ÍÓI\ {;.'.\:f01f \ (Ím ~i{n Sol\ VCÍ\iclus.. 0 

6.1.11. TE.DROM\. \.o.s si9ui~n\~s re\~ti~n~~; hi~tiu\\eS puet.len 5er 
dd1nióos en "2:F--P-lnf.Mirrt)1.1mo<;q1Je toda~ e\\o.<; s.on 
Ó,b)Q\ll~CAS pcm~ c\Ju\l¡\ll er M .¡ f<:l\'\!'.i\i \JO.(\\i:: seo rnooe\ei, oe -zf-\'-1n~ .. 
Ce>.)X·E~ (li)X\J~ 
(b)><=:l {\)Xl\'1 

(c)xc.~ l5)X\\j 
(e)) {x 1 ~} (k) S {x) (x'\l 1x1) 
(e) ix5 · (..l) )(es ho.11!.ihvo 

~f)(X¡'j) (m)\)X 

('3) :e_,,, <P (n) l'lx lcon Xi=o) 



t>oí (ó) '::lle). lJ.\i\i'!:O.n º·o ~(:'\I .; ;: ;>·¡;:¡5,{y;;¡,¿\·f:•:i'•'t(!;r'. '• 

. (~) •;:;:::; ~:l:,~\''"m<OI• '~""~l·,~\'~f ~~~}~i~'~,(t 
Cn) t: :oxu'J~~ [ Xc. t /\';le!: A 1"3w ( -W<ct /\ l[Ul(;X] /\1[~,'E:':l}l) 

como )(.c.~ ¡':\c. :t. <;on e~llhJa\en\e<., o. ~cí"rm\l\u~ baren\unC:es IU. ·. 
~ó1 m\l\G\ ck \u dereá1u e<, e~vi\Ja\en\e .~ \lnt\ tórrnu\c.\ bo • · _ 
ti mi'Omo ~í9\lmen\D e.'> :;,\mi\Glf \>c.\H.I (\) 

(i) 1 = X\l'j <-:>[ t:c. X /\r.c. lj /\ 13W ( \iJ E: 1.: /\ [7 ( WEX /\WE:'::l)°)J) 
O)cumo X\~-='X..l\'{C. i\o.m'oién obtenemos l1) l'ºr \I\'\ . 

t\l\j\111\en\o ~nú\ogo o.\ cHg\lmen\o en ti) 

M c:Stx) ~> [x~ 'l: 1\ )(c:.t f\ l 3w ( wn /\ [-, w=x] /\ I1 \JJE:X])] 
l.i.) X es h~l'\<.;i \i\/O <'-:->Tlw (wo. /\ I l.wc.xj') 

'Hu~e~us que U,\c X ~1 eq\Ji\IO.\en\e q_ \1114 {Ó(mu\q .Óo 

\1\\) t:=\lxt-·;{J~\f"(-i-EXl\l(\fc 1)) /\ 7:Jw(\lJHf\l31J"(lfEX/\l.l.lE:\f))l ...... . 
_ (I'\ ):c:-=::r\x~ :7[l3\f (lfEX /\ l ('ecv-) )/\ 73 W (UJE: t f\ °3V- (V"GX/\ l [wi;;J) n . rJ 



G.1.12. LEMA;\_(\~ ('lician~<:> ~bso\\ltaS ~º'\.cetradc¡~b.élSo .~om~osidó11 ;. · · 
t'>\~'e~ i &i '<\l(ii ¡~ ó~¡ ~n)'i .\=(~,J~,~~¡X'O,) ¡:(;¡ (ll;j~~i)~m) \ ;= i. ~ \'\ . · 
: s~~ ~'o.~o\ . .iy<As~¡> fAffAFfl/\.> e~\o~te~t~m'oi~i · e.5•·ahso\uhÁ. ~ra ·.·M 

~\~ i~~~~{·~€ei.~{~f k~~r~~~~ E;·t~1ú/:~.t~l~{ ·· · · 
l'~\l't:BA. s¡~,1 \1,,¡·~~,~~E,.·M .. . .. 

( ~ [!i1l\l1¡oou¡\lm) ¡cuo1'-nl\l11• 0 0 1\lm~ )~7 ~M[ "~(Y1¡m¡'Jm)1••o)Gi~(\h¡u•:;¡lj~~ 
(-7 ~"'(" 1 (~ 11 •• ,1\lm) 1 ••• 1 1)nl\l11• 00>~m )j<.-~ ~ Í. '11(\!11<i••)\ln1 )¡ 0 "ºlf1n(~h1~~~l~~U . 

e\ l'fimer 1::--/ e~ \c.i .le~inic\Ón oe 1e\u\'i\iit:Qc.i.011. . . . ' ··r :> '!: ... 
e\ \>e(:l\lnuo (;-:>e'> pM lo absolute<r Je G11 \'ClfG\ \odo l~'lzl}. · e\ t M . . ..... ",;•.>. ·:.• 

eícer ~::> es por la o.\:iso\1i~e-:c de <P . ,-·:· ··'•••.· ·'•P•··''·• ;:: .. , ...• 
~im\\oxmen\e .·.< •• :·••· "::'<'J.•.\''\ ;. :·• 

( f [~ 1 l\!1i•c•J\lm), ººº ¡~nl \!1 >•••l~m )1 )~-;f M[ "~(~')ºº~~\lfy.!;· 0~\S,~~(~!lº·;:iYm~ 
~) FM(l;1l\!11•••1\Jm) Ja••) '"1nl\l11•••)'.lmU~ F [Gi1"(':ll;~:~l~~)¡~~:.¡'~,~(~p~•·;~~/]. O 

~-:;~~,-- '-,'~.~ :t;}J '--tt)<~<-~, .. ,,~ 

6.1.13.\EOR~MA~ l1:1s s\~uientes ~e\ud<ines ~;,~~~'Gi'o~~'s;~~tijk~\,~~\~~as .~ 
\'C\CO. C\lt\\~v,er modelo \ra'!l!>\\-i\JO. de,r.F-~~..:.Jnf·;~" .: " ·' · 
(~) 1. es un po.r ocdenw.\o 
(b) Ax B 
le.) Re~ u11u ce\uc.ión 
Cc\)oom(R) 

\E:) ta.11 (R) 

(f) Res llno. f11nc.ion 
(~)R(i<) 

(\\) R esunq funtiÓn i-L 



flR\\t:\l,A · 
lo.) 1:. esvn ~o.r ofOeMd0~7bxE:\le:\~1:\lt. (:e=<x11j/) . . . 

'J \<1 'Ó(m\J\Q oe \u dereLnU eSub\-enidu por \u $\JS.t1\\JG\01\ c\.e ~lllK\CneS 
C)."oso\\l\CIS en vnu 1e\utÍÚ\'\ 0,\,50\u\-a,es oeLi'í 
"-il'l.)-==-C.-i(:c)==\l<: ¡ ca,t:e)=>:C ::J </l(u1l:ll<.)es 3xi=o.1Jfblc-=(><1':1/J 
"1 ¡ ¡;2 ~º" a'oso\1.1\o<;, ~e e\ \eocemc1 6.i. i 1 (rn) ~ c/J e<:. u\>so\v\q ~ara,lle 
es o'o\en\uu fOf cl.la.n\i ~\cati<lÍ\ awtu<lu de \u .\'úrn11i\u a\i<,o\l.ltO. c""'<x 1':1). 

(o) C= Ax ~<:-·:{~xtA\l'::le:S (<x1':l::>E:C)/\ '4ie:C~xr=A-=\'::!E:~ ( 1=<)(11.nY\ 
(c.) Re'> lll\CA ~e\ución ~/l. 'cJ:tE::R VI. e)\111 fU.l" oroenc-100)"1 

(ó) A=clom(R)r)\_~x.eA :! '3E \l\IR t<)(1':1/ E: f?)/\ ~XE\l~R~'::lE\lUR l<xiY>E: R-/Xe:A)J 
le) e<, s"1mi\ar o (ó) 

l-n Res ~vl\c.ién ~,,. 
~/'(Res llnu ce\utiuh /\ ~xE.\l\)R'JYE:ÜÜ R \J ~'EÜUR \<x11J)E:RA<x1'.:l')E. R-)':J ='.:I~ 

\'3l 'j=-~lx)H~ \.</l(ll)/\<x1Y)1óR)\J l1<jl(x)/11:J:::O)l 1 úonue ~(x) es\q 

\úrm\l\Cl :hr i:, \l\.IR ( <x1\!""/ER f\ "lwE:~\.JR \. <x
1
\JJ )E: 1\-7 \!""-:. IJJ)) 

(\-)) R.es ~vnción i-.1 ~7 

~/ LR e~ ~u1K\Ón t\'<1~1:c\oml~)~ 1edom(R) (R6<J-=R(x1)-? x::x1J] 

lcc\u.-, \as \\oc.(ol\eS 1 (1,) 1 •• o l (h) 5Hl o\,\e'\\iUC.\S ue nocioYleS 
Ub'>u\u\O.'> Qúf Sl.lS\-i\-\)c\IÍ\'\11'0~ NO..\"\~itico-ciÓ\'\ o.cotClda ¡~\'O\ 

con"€c:\\\IQ<, ~foQc:isk\L>ro\es. ~aw, o\:i\ene< C\"e son c1.\i~\u'°-!> 
\J~0.'<1\uo:, e\ \e'<1\Q G.1.1.2. O 
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6.'l. • l'lfüht.R é:lcl'-W\.O 

b.2.1. LEMA.Si M e'> .\rnnsHi\IO.ie\ Ait.iCll'ílU de h\en:>iCIM\\dud es11e1c\qJe1C1 en M. 
l'Rl.l\:()A. 
h\ef6ior1u\1cio.ó re\c.\t\\li't:lldo a M e.s 'Jx1'JE;M (\l=tE:M(Y:E:X~::>W:l)-/X=·:I). 
~eu.n X1%M ~ s\lpon,90.mos \l'i.E:M (-t.E:X(--/ir,~).f0 r ó.e.m~s\10.1 q~e.X-=~ 
e] sea H:X 1 e.amo X1: M ~ t-.\ e5 -\rans\hlJo. 1 se -\.lene o.\)e -t.E; M 

\JS"ndo q\le \Jt:E:M lHX--"l-lE:~) o'o\enernos C\\le eE:'j =7 xc '::l 
:::i"] €":. o.nC.úo90 Cl cj \lSUl\tlC> u nora C\\le \J H M ( 1:E:)( ~-CE: ':l) • o 

b.2.2. LEMA. S\lpone1 C\1JE! ('UfG\ .\-odu {ónno.;\o. ~(X11: 1~1 1 ••• 1wn) 

'i>in o.\ro.s \lo.riu\i\es \1'o1es q\le \tl5 ex.'n\\:iiduS se c.1.1m11\e q11e 
~ '1.1\.IJ11 • 00 JWnE:M l \xH¡ QiM (x 1:¡_1w11 .ooJllln)1 E M) ; 
'f: n \o ne.es 
t\ A><.\ornu de Compre\'len<,,íÓn e~ \lerc\ctch~¡o en M. 

fRl.ltM 
Seo. </>(K1'l.1W1JwJ\\ln~ \11\0. ~orm\l\o.. ~o.to. e~\-o. ttirrn11\C1 1e\ A,..ic,ma 
ae Cump(e'net1':>iu"'"n re\u\-i\J1Wdú o.('¡\ e<;, 

\Ji. 1W1 '"ºº ¡Wn G Jv\ :l':!E. M\:JXE. M ( Xf: 'J~:;>XHI\ ~M (X17:1ul1Juo•)Uln)) 

SeQ'n e1\JJl)•o 0 )\lJnE:M i de~inirnoS 'J=- tXE: 1/ ~1A(X1 t. 1 uJ 11 ... 1 wn)~ 
S<Úiemo'> qve '3-=-1X&'t/~M(l<11:¡\IJ1¡000/Wnf~EM 
en.\-ontec, \lurc.A-\o(\o X 1 'I \'U( \u \-c\n~o pu.ro. -\odo XE:MJ1e cump\e C\lle 
X.&~ (:-7 Xf r /\ 4M (K1 :¡_' \J-lqooo \Uln) • o 

6.2.3.C()R()Ll\R\O.Si \lt.c:.M (\S(:i.)c.M),en\oncec:i el A1.1omu.de 

PRl.IESA. 
Coml'1e~ensió11e':> 'le¡dudeco en fv\. 

Sea <1ltX1l 1\IJ11•••1Wn)unu l(Jrrn~\u 'J sean '1.¡1JJ1 1oo•\\JJn&M 

-==! 1 XH/ ~M(x 1 i 1uJ 11 """ i\JJn)l e =t. =7 1xn14it-1 (Kt'l:1W11"º"'wn) ~é G'(t:) 

como =ce:M ~ \lt.E:MtG'ti)cfv\) =/ i_xn/c/>M(x1c1uJ 11, •• iwn)sE:;M 

er.\ol'\Le'> \'O( lemu (;.'l.2. 1 e\ A1'iO!iM defnm1>1e\\el'óic{!\e<:. ~etdc.\Ol!(Clt'llM. G 
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6. '2.1-1.\.E MA'; li F--;). 

Si fv\-= \~i} en\onte) \u~ QXiOlY\CIS-0-3jvn\.o con v~ ('!=O )1 

son "enlcúlero'> en M. 

PR\lte,A. 
\l':!(~=o) ~) er\{eo.\idud '..JIJ \Jx (xfY) 1 fe kd·ivi'!:c.tdu a "1. re su\+ct 
'V'je:M~x~dv1 (xi~) que es \lerdCAdero en M ~o. qve O 4 O. 
Axioma O e'> "3X(X=x). Re\C.(.\ivi~udo Q Me'> 

3H.Ml><=)() quee~"ercl<1JeroenM,1JC1C\Ve 30c:oM(O=O) 

Aidurnc.d.l:1<kn~ionulidc.td.Es1JqL\wlernen M por el lema 6.2.1. 
';)C\ que M-= los e~ lrun'>i \-ivo 

All\omu 'l. funduc(Ón ~X (ay(~ex)-i3~ (%X A Hl (c<:-.XA'le,':i))] 
~elu.\iuiwdo Q Mes '4xE t.\t3~rnl~E:X)-) :hie.M {~E:Xt\lllé~ (H)( ¡\'lE:':!))] 
que re>u\\a "erdudeiu en M por4~e e\ único eleme n~o de Mes O 
~~O{\ohmto 13';l(';!E:Q) 

Alliomo."3.Compre\lensiein.Porel coro\cuiD 6.2.3 bad·arÍCI probar 
911e \J =i é M (lP('l)c M) 

Sea !:EN=/ "1=0 =/ 'v'ieM(<P('l)=Cl(O)=fo~:Mc.fv'\) .o 

ia. rhe\:iQ cie Consts-\-enck~ Re\c.v\-iva 

~.'2.S. COROl AR\ O 

(OÑ(lf-) y(O~ \Ex\el\Siol\a\iclad+fond~ció11+Com\'{e'nenc;ián+ ~~(9=0)). O 



6.:i.SF~\11'1\)0 E31:1v\l'\.0 

Pr·1mero "U<emo-:. o.\gllnCA"::. o'oser vo.clune 5 

( =&c:::x)M a\,1e1Jiu '1'-ri;M ('\fc;~-=.>'ll"G ~) 
l\oe es e\\vhia\en\e C\ :Z:. í\tv\=X 1 

en\oY\teS podemo':> estr\l:iir el Ái<.iomu oe\ (onjovi\o Po.\enciCA 
Re\u~ivltci.do e\ M corno \:Jxt:.M3'jEMIQ:i(:.M(:cl\\.i\c.X-HC:~) 

6.3.1. LEMA.Si M e..,.\ro.n:':Ativo,. \:.\ A/\iomcde\ (01\l<Jl\\o \latencia se 
llene e1\ M ~/ \/x.E: M 3':JE: M ( l?(x )~Me. Y). 

PR\JEM 
':ii Mes -\-ro.n':>it-1110. "t [\tv\= =e '<lcc:M 
el\.\-onte5 pura 'l 1 \le.. M se +1cne ( 't c.. Y) M -<-:--/ 1:. c. Y 
el\\onces el Ax'1umo. ck\ Co1\~\ln\o Po-\encio. se ·llene en M ~/ 
~) \:JxE:M-::l':lEM\1-:ce:M (t.c:X-/cE:':l)~/ 

~:::> \:Jxc;M3'1E:M ( O'(x)f\Mc. 'j), O 

6.""3.2.LEMA.)i ~l'-1~t:M:\1E-M(xe-t:l\';IG't}) s IJXE:f ... flt.t:M(\lxd:) 
enlunces \os o.xiomus de\ l'cH ~ \lnloñ son \Jeroc>.<lt'ro) en M. 

PRIJEM. 
El Paf. \Jx 1 ~E t-i\:iHtJl(xEt.A':Je1) se .\iene ~e~ ~(ec(scunen\e 

e\ A1<.iomu. ele\ fü( fe\q\iv('Cado a M 

lJniÓn. Si tenemos \Jxe:M3~d.l\l\Jxc..:e) 

=7 '<Jx.e: M:hE: f"\\d~ 'v'w(w<:'jA';lE:-X-)\).)E--r) 

en pqr\ltu\<.1r 1t\/anchl %f.A1wE:lv\ ob.\enerno~ <1ve 

'<J><¡;f'li ::! =LE:MV~E:M \lwE:.M (w~':lf\ ':lE:X -/ wH) 
ci~e prec1sumente es e\A~iornc.1 A.e \)niJn 1elcA\\\/\:wdu Gl M.o 
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b.3.3~l~fvlA.Sec¡ M ~cqnsi\'1..¡Q · 
Suponer q\le podemos ~rol:iar1 paro. coda +órm\l\O. ~(X1':!1A11JJ11•••1Wn) 
~ coÓC\ A1Wqaa•¡ll.lnE:M '\lle: 
sr '..JxeA3~%M~M(x 1 ':1 1 A1W1>•• 01Wn) 

'? 3'/GM ( f ':!hxeA'7>""Cx1':11A1w11ªªº1wn)S c.'{) 
tn-1-onteS e\ Esq\lema ck Re ern¡>lo'ló es verdadern en M 

PR\l'i:BA 
~e~ clJ(K1':!1A1W1ju••1Wn) \JI'\(.\ fócmv\CA.tl\~01\CeS e\ Axioma ae Reemplato 
te\c.1\iv\:ic.100 CA M q\ledo. pQfO. e~ta. f.;rm\l\CA como~ _ 

l.JAE:M \Jw,, ••• \.ll"E M[\lxe.M l><e A-i>3l ':li:: M rpM)-> (:NeM\/xe M[_icEA-,.~yeM (':!E'/A~"'ll) 
CDTllO Mes .\ransT-1-iva¡ ¡>Q1cdodoAEM se~1ene que X.GMAxeA~;. xeA . 
Simi\CA~11H!l\\e 1 \laru 'fí=M se \iene c¡lle %M/\%'{<:-7~e'{ 

por la fon-to e\ A1<iomo de Reemplc.rrn relcdiviwdoG1Mese~uill"C1\en\e o. 

\IAe M\J\).)"ºº o ¡llln E M r '\lx.eA 1~ ':léM ~M -) 3YtM VxeA ~bt '{ <b MJ 
\ean A1uJ11ua•Jl.lJ11E.M ':l svpOY10<H1\0S 9ue \/x.eA::l~%M</>M (:\.) 

en~on<es por bllipÓ~e'i>i'S del lema 3'/GM( Pl3xi;Arj¡M(K1'.i1A1\.\ll)o••Mn)1c'i) 
nos loas\-ar(c,1 pw\iar qve IJxeA"d13i;y~M 

'i>eo. )(uf.A¡ por oemos.\rQí qlle 3-;EYí/JM 

Como XoeA ===? pof Ci) =:!~ ~oEM<$M 

basto.ría pío'oar que ':lo E Y 
Como Xo1':lo :;un ~q\es qlle se tiene c/JM (xo¡~lo1A 1w11•••l\J.ln), en\ol\ces 

':.lo(;:t'3/3xE;A~M(X1'.l1A1W11• 00 11.11n)1 C. y 
pot" \o .\-an\-o ~oE: '{,como se. C\\ler(a !'{ObClí. O. 



Par~lcl\tlo óc iF-, \:.eMmos e\ ~i91Jienh~ leme\ 
6.3.4.LEMA.El AJ<·1otf\Q ele fundación es 11erduclero en c\lo.\c:¡ui~ r Mc"flf. 
PR\ltBA. E\ Ax\omu. <le Funclac.iÓn relC1~i1Ji'1.C1Jo a Mes 

\Jxr::M l 3~ €M (':l ~l<)-'/:l';l.: M(':IEXA 13HM (·H:XA-:c .:':J) )) 

Seo. XEM ';l sopon9C1mos que :\';l&Ml~.:x) 

=7 M!\X-:f.0, seo. ::loGM!\X c.on rango o( mínimo 
tomo ra1190(':1o)::o( =/~i;R(o<.tl) =) 'Joc.RlO() 

supongC1mu~ C\lle eJ<.iS\e ';,e,M('tE-X/\1.E':lo) 
corno eE M ::l ~E X =I eE-M l\X 

Cl'norn corno '1:E ':lo ':l ~ºe RCol) =)·U R(o() =/ rc.1n9o(e)<.o( 
-":) t:E-fvtl\X ';l fC\1190 ('l) <.o( g (COI\ \wdicc.ioh ron \cÍ fuln'im~\\c\Qd de al) 
por lo fon\o l:!HM(HX/\H':l), O .. . . . . 

6."3.S.\..EMA.WF ::i R(w) s.on mode\os ck -=lF-Jn.\'.-.(po.{\iendüoe t.F-). 
PR\11:11:.A. . . 
~eCI N=\tJf ó N-=- R(VJ). E." {uC\\<,\"ier cu.so Ne; -\ru.l\~t~llJQ, 
Axioma(),:\)( (le= x). 1elo~1V.'tadu es :lx.:N(ic.-: x) 1 <..e sc>,\.ic;foce '/O. que 

R(uf) ':J 'N f "'°" no \JO..i;Íu~. 
A~iomu. :1.'é)(\en-;ionC1\idtld.Se sG1hsfoi;e por lema 6.2.1. ~~q"eNesha11sitivo. 
Ax.iomu 'l. F"n~uti Ófl.Como Ne IN¡:, foncla.ciún e~ \Jerdudero en N por \ef{IQ 6.3.4 
Axioma3.(omp(enenbiÓn.SeC\ Hf\], -'/por lema S.1..11. G'(:e)E-WF 

~ ro.11130 de (\'(:e)< ran90('t)-\W Cb• hecno r<.1n9o(G'{il):rt1n9(i)-t1) 
=/encual<;¡oief caso IPCL)t:N ~ l'l't\c:.N, 
el\\unle') ~ore\ corolario 6.2.:, e\A~iornucle Cornptensión es 
llerdudero en N. 

A x1omu 4. l)e\ für, 
~ Al(.,OffiC\S,\lniofl. \o.mliién poi el terna S.1.1.1 'N es cem:1clo blljo \os 

o~ewdorec_, Pur ':J \lnión, erdonces por e lernC-1 6.3.2 
enwl\~rwno':. (\\le los axiuMO.S oe\ für y \hill.Ín sol\1Jerclaü-efOS en N. 

Axioma(,, l:s<;¡uema &e Reemplcno. Seo. ~ (~1':1 1 A 1w11uu 0 1wn1 vnu ~ó1mvla1 

d.e {ifli rnOS 'l -=-1 ~ ( N ~ :! XG A <j>N(x.1Y 1A¡Ul1) o•"JWn)S ton A1\JJll•"\WnE N 

=/'(c:.N ¡\JeQMOS \o<:. 2 cGlSo'>: 
( t.1) N =\N ~ 1 por \emq 5. ·t.1.2. '(c. N(:-) '{ e-N , ~ot ~ \c.m\o '{E: f\l;\-.j F 
(IJ) N-=Rtlll) 1 =-1 lYl~IAl<W 

==-/ pato.cAlg\ín n, '(c:.R(\'\) ==/'{t:R(n\1)c. N. 
Por \o -\((n~o ¡por lemC\ {,;:,.!> e\ l:~qverMde 1ee«1p\C1'lO e~ \le¡Jc¡dero en N. 

Axioo.mu CQ,(onjun\-u Po\-enc.iu, S,irnillltmente o. Co111pre\\ensió11, enc.on\ ramos 
q11e 'VHN(\l'('l)fN)-=/ '<Ju. N°3l?(t.)fN (6'(1:) ílMc: (5>(=el) 

entontes por lernG\ 6.:J.'l .. e\ A~iomu Je\ Cunj11 1\\i.) Po\encic.1 es 
Verdadero en N. 



6.""?>.6.Ll:MA lu=-).SeC\ Mlln moae.\o .\-ro.l\5i~i'io cle lf:.?-ln~. 
5ect\'\ A1Re:M ~ s\lponer <\lle R 'oien-ordent1 A. 

=7 (R bien-oróe11u A)"" 
PR\ltBA. el ·edades 
Notumos '\IJC (R \o.\-<1\n\en\e or<leno. A)M e~\-u expresC1d.o \lSUn o pro pi 
b~siws de pcues ~ cuan4i{iwdoÍ\ solire A1 
-==-7 (R loh.1\men\e orclena A) e~ q\,sc\u\u pam M por \os re)\J\\u<los Sobre 

C\ \, so\u \-e:i. p rol:.C1clos en " .1. .1. 1 1 {, .1. 1 2 i 6 · i. B · 
\lo.ru b\J"fl\ orden cle\,emo'> cl\CcC\r qlle ('(/y.~ lx1A1R)) M 1 
cloncle cpCx1A1R1 es \c.dorm~\CI xc::.A f\X {-0-7 °3':lt X '<iHX l<~1 'f7 ~ R) 
~ kmbién es a,\-,so\u~o por los reSl.l\\G1clo'::> ~o. rnenciol\C\<los. 
Par \o \<.m\o 'oo.s\arít1 pro\iur O.\Je '<! X.G M cp(x 1A1 ~') 
':I E!'>tO se -;i9ve de\ \\ecno oe C\IJe R bien-orde\\CA A. 

6.:i.1.lt.MA(H-). R(w) e:; modeloóe AE 

PRIJESA· R(IAI)] 
t)ebemos ¡>ro\iar (\lle \JAf~ R(w)~RE:R(\.\I( ~R \>ien-orclenaA) 
Seq Ae: R(w) =/ sin '.l\lflOl\e r AE1 A ~s tini\o ~ por \u hm\-o pude ser 
bien oróenG1clo.<;ea, Re.Ax A un buen-orden de A 
=) RER(w) 

por \eme.\ ('.,,:,,e; 1 RC\.\I) es mo<le\o hC111Slhvo ae iF--P-Inf 
=)por lema 6.:i.(, ~e~iene (Rbien-orc.lenC1A)R(w). 

{,:;.<o.LtMl\llF-).E\ Axioma de fo.(\oito e<, folso en R(\Al)=M. 
PRl.}tM. 

ror teureMa ('.,.1.11 t<:i) 1(\<) +el\emosq\le\) ~ S sonaloso\u~QSpC1raM, 
en Cu!\Sec"encio. T!\tir\ito re\G1tivi-ro.du q M e1 e~uivct\en\e a 

3xE R(w) (OEX A '<J'.lEX CsC~) Ex)), 

C\~o(o. cc.mo ro.l\9o(c:,"+ 1 (o))~ rQn9o(s"(ol)+ 1 
--""/ tesu\fo C\Ve \11\ \o.\ x 9"e hnga a O cuma e\emen+o y setl cerrodo 
bo,jo S 1 oeberá .\ener í<.\O'.:)Cl in.\'il\i\-o; pero \os e\e\llen\oS 
ele R(w) tienen ra1190 tin\-to. 



6."3.'\. COROL AR\0 \ 2 fe-), R(w;~~ ~º~~lo ~iié;~ ¡:;~:Í~t+l,1n\) 
PR\lE\liA. 
Por \em{,\ 6.:i.)

1 
R(w)e<:> \'l\~oe\~ <).e 'lF-"lnt 

fot leme1 {,,:,,:¡., R(w) e-:. moaelo el.e AE. 

f1H lema 6.3.'D) R(i.JJ) eo; mode\o oe l/3.n·n. 
Pot" lu \qn\o, R(IJJ) es mode\o ele irE-"Inf+ lrln.f). 

b.'.i.10. COROLARIO. 

CON(:rF-)-:1 ( 0N(iFE-1n~+ l11n~)} 



6~4. TERC l::R ¡; J'CMPLO 

b,I.\, 'i.ti=MA ~ Sea· M 1Jn m()cle\o :tr<.1n<;i\-\\Joae lf.,..:..i?-1n~. 
S¡ WE M =I e\ Axioma de "!:nfinito es \lerdo.de ro en M. 

l'R\IHA. . .. . .. . e 

l'or .\-eorema 6.1.'.l.1 l9)1C\(), ~e .\-iene c.iue o~c;·5oncil'oso\1J\uc.,.purC:i M1 

=/ "I"~ini-To 1e\a\·111i't.ó.clo ó. M e~ ef,\u~'ie\\el\\e ~ 
~XGM \()EX/\ 'V% X l o;l~)E-X)) 

(\lle e~ 1;erdadern .\-omanclo X-=Wr ~Q que l.IJ E M. 
l?or \o \u'/\tO e\ Allioma de lntini\-o e<, \Jeroude10 en M. 

(,.Y.'2.CoROL ARIO {1\=-). 'NF e'> mooelu ele 2 F 
PR\Jt SA. 
ror \emq 6.3.S 1 V.ff es mooelo ele 1r-ln~. 
ror lerno. (:,,l\.1 1 V>Jr es rnooe\o del A~ioma i:Ae 1ntinitei, '!la que 
\Nfesmocle\ude:t.F--P-1n.\' '.:l wEoWF-. 

l'or \u \anto Wr es moóelo ele ir-. 

G.4.'.>. CGROL AR\O 

e o N ti r -) -"l e o N ( 7t i= ! 

so 



(:,.S. CUARTO flEl'llPLO 

6.5.1.. Lf:MA.Seo. At.'Nr. En\-oncec; 'b· el n clo)\Nr 
A pveóe ser \?len-orclel\tlclO (?:-)(A pvecle ser ien-of e a 

i:>!NH>A· 
'1..eu.i1Óettos \eMCA S.i.12., 'IJx.lx<:WF<o=>/XcW\=) 
~l <¡,¡ A ¡ivecle ser ll1en-oraenudo 1 sea Re Ax A 'ouen orclen óe A 1 

Ax/\c=WF poc \elY\Q '5.i.H (b) --:;¡ AxAc:.Wf-
=) Rc::AxAc'WF =) Rc::.WF =/ REWF 
Como A1 Re~F '/ WF "'~ moóe\o d.e ~f--P-11\~ v R biel\-orJeno.A Wf 
=7 11or \~mu E,.-:'>. b 1 LR b1en-ordenu A)WF =/(A puec\ner l>ien-orclenado'i 

~}si (A puecle ser bien- ocuenoclo)Wf 1 seq REWF tq\ ~ve (R biel\-orclen" A)WF-
(R iota\men\e ordena A\ e; ~'o~o\vro po.rti \\JF por \05 res11\+o.clos cle o.l>so\u\et
pro'oados en b.i.1.1 1(,.i.12 1 b.1.1 ~ 'jo.a,ve ~R .\:om\11\en.\e ordene.\ A) 
es\.a. expresado IJSQncl.o propiedades bGÍsica~ ele l'are5 '3(\J(.\l\ti~iCCICiÓI\ sonre A 
forn\>lén -lenemos o,ue \.~xl\>(x1A 1R))Wf 1 lloncle <jl{r1A 1R) eslo. fórrn1J\C1 
XcAAX''l=O -"'7°3~eX"1EX (<i1':l/.J:R) 1 

<\! .\.am'o1én e~ q'bso\vta. por\()') resvltaclos ~a rnentiona<los 1 

¡>or \o \-anto \enemos '\Ve \lxf"WF ~(x1A1R) (1.) 

Por demostra.r qve 'Vx </>lx1A 1V.) 1 

Sea X ar'oi~rcmo ':\ svpot"l~amos C\Ue xc.A 'j a.de!'('Á::, X=F01 
e.orno AE:WF 111or \emC\ S.i.1.'2 ,-tenemos. '\lle Ac WF 
='!como xc A 1 ~·'U":.anno <.\()e Ac.\\)\= 1 \\e<;1c.ir11os a que X.cWF 
.-:'? )l..<:. W F poi \emí.\ s. 'l_;l 2 

=7 por (i) lle9omo-;, q qve. l(>tx1A1R)1 

Pero pqr~imos c\e )( o.Y'oi\rario 
por \o \-w\\o 'l;Jx <ti<:x1A1R'\ 1 como qverio.rno::. pro'oo.r. 

for lo \-an\o R bien-oróenu A. 
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,WF 
bS.?. COROlAR\0 lt.F-), A E~ ( AE 1 • 

".5."!i. Ol?iStR\JA<l\lN. 1:\ í1werso de\ coro\ci.rio (,.5. 2 poch(°' no 

Ser cler-1-oi ':10. 0,1Je en \emCI C:,.5.1. uso.mas que AGWF, 
por lo -\-an\u 5o\o \enema'> qve e~ cuY\$\<,.\-en\e qve 

todo conjunto bien- foncle1do pved-e >er bien-orc:\encido ¡pe ro 
11\9ún cunj\J11\o q1Je ro e<, bien-\ undQÓO pcxh\u no '>e do 

b.5.4.C.ORQLAR\O lnE-).'Nf e<, moóe\ooe7t.FE· 
l'R\JHA. 
Por cofQ\ario G.~.2. 1 'vil\= e~ modelo de ~F 

~por curolC1.rio G.5.Z, Wf es modelo de AE 

l\a. 'Pnie.ba de Consis.\enc.\c.t Re\QtivC\ 

b.5.S. CORC\l AR \O. 

CON(~fE-)-7 CON(T:FE) 
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CAP\1ULO 
TtORFMA 

1 
f)E, .\\\~ FiE.X\ ON 

1.1.. NAS MSol..uTE.r 
1.1.1•:L~~Ag{~ :;·¡}~~f~~;s re\aciones y ~l)ntianes se oe~inen erdr-P. 

~;;s,~n{~lóg~\J\'~s,(purn MoMo~ .hun<oi.\-\-Jo':> ele 1F- . 
· .. <Ü.) i'¿s~~·-a1~itl·~y· > '· · ( '3) X es ~ln°1\-0 

(i,) xd'; ú'(~{i¡n~\\(m'1\e . l ~) YI A 
.;·té),x.:e~l.lYl~iliÓiÍliA\;S\l~esur < _1) R. bien olÜet\O. A .· .· ·.•·· ·. 
(~Ü ~s'.JY\:QrólíZt1ltiQi~o. < .J \el l-ipo de 01c.len de <M) Cu&O 
t ·)·.· <>• ~· - · · Ck)o<tl ¡ot,c.r<linul 

e IJJt;'' : T t ~)o\tP., 1 "''"' 01~inC1ltS 
lO º' 1., ~···:; l YYI) o(·~ ) o<.1\!> oroinu\6 

\l R\lHI\, .... '• , 
l4) X e~u,, tiroino\~/xe~ \rul\\,Í\"wo ~ h.\o.\r,,en\e 01ut>nado por E-

ror.leorel'<'á'6.:l:i i - 11x e~ \flll'l'::>i~ivo /(es q\,so\v1o 
~ /1 e~ -\o rq\me n~e ofdt>n<.nlo paf é 11 <\"e~'-" exprc:s r;Ju cr¡mo 

\l::!E:X·'1·c€:'>< l~!:-.:CV~="'l.VH~)/\" E: esunorc\enso'on~Y.// 
°i\Jt e~ \JVIO fórmv\ll /::.o 

( b) X e~ .\JI\ orói nq\ \ími\e~) i< es ~m 01Óint11 ~V :;JE.X 1ux ( ':lé't) /\ ~ t O 
'j e)\U J(óy!n\J\U. e:> 60 ) ':j // J'.. e~ un U J ui11q\/f e~ C\bSU\IJ \u poí (u) 

(c."\ '/- ~5un ordihCll sucesor~) Xe51Jn o ~oinc.¡\ ~ 110 es ni un OfÓ.int\\ \ími\e ni O. 
l'eir (u)~(\,) ~.,to. J(u(\1\\l\CA re~\l\to. Ao 

(o) X es 01d_inc.¡\ tini\o ~) h1nto X cumo .\o<lo % X son(} 0 son orV.in<\\e~ SIJ(e.l(J\e~. -
. Po\ \os 1nc.iS\JS o.nlenores ~':>h~ {ótmu\tl es u\isu\"\q 

le) )1..:\.1.l~) Xe'>orclinu\ 1;m1te '::I \J~c;;Xl':lnue'>olcl.IY\u,\\(rn,\e) 
po{ 1ntiSt.1S an\eriores le<,\1\-\u tl.b'>O\\J\Q. 

en ReMÓt11T\US que X=S(':li e<:. Óo jlO( ~e(J(E'IY\CI (;.i.i1. (\<) 
X=Q 'f-"> 13 ~éX 
X-=2..-/3~e:-X('l-::.O Ax-=S(':l)) 
X-=:2~/3%Xl'/=I /\ X-;Sl~)) 

le¡ p~imefQ e~ IJY'c.\ ·fotm\J\GI 6, 0 \'t1(t\ \uS Uef)1Q~ Seq~\\CC\ il\tl~ccicÍn 



ti:i) ':>obre \u<, bQ'>e~ de :ZF-P 1X e~ .\1nifo~::>~3~ ~><1-fL J~nJe 
~ (x1 .\') e.,~ ~e'> {undÓn /\ CiumH'l= X A ran(fl.~w /\f.,.~ 1.:1 
rof +eo rema {,.1..1. 3 (.f) ¡(b)¡ .t7}dh\i ~)b\)~~c~~\O\ll~Cl~P;UIO, N 
l\ontle M e::, mock\o 1Co.\\':J\j..,¡o. de 'if:-:l'>i'• ; ,-,,'. :;'.: '. ::-.•. 
l'oro, rer111inc.\r \v. p1 \Jé'oGI. so\ti. t e~.\u.·~eri)it~~q~¿~P"~~ ~6M/; 

°3? E M q'.}(x14')~? 3 ~ <1lti<1f.) ;'· •• •,/•• 

-·73 e~~\>viCA .... ·• < { /' ."i,,Y':\S'é~~·3.\f·~S.:;J]r'.t~,,·. \ '> 
~ J S11p. 'llle :¿}If <P lxí ~) 1 ~~\o)mp \i~«i.~J.~~t~~·~·IJ~'c¿MVn\~;~\f)\to.de 

re1fes .orueY1uuosc\e é\é ii\en;~~(~~ r-¿,,iM'.éf~~ r:t9~ª"º~º ·~\ 

~~ ~~ll~'.~~J.í.~f t~::JI~f i!f ?~f 11'~~··· 
S'?11\0~7'\'\':1Jc.Xc M':l'J'.. >)~JJ¡e11.e n~i*men.\os ... 

,. ·• ... ~? ~or v-::1. 1''\~'}\E M ~ ¿umo ~G- N 1 p~1: e:\ fro1e\\\Q 

l..S:H'(b)~lll.t1\i-.ól\Jkt. <!el par riusAo. \~\'\':11 1 ,':l"\1~M 
~ ('.,,l,1Mrn) \o.t1'oso\\l~ei de lu.Vnioí\ no; Jo, )(,,: )(\)\13\JM<::M. 

l_h) _"'A e;.\& sig1J_len\e f ~l\liOn r (A 1><) 

F(A1XhO si ~$Ul 'J si l\~\J.l rlA1n)~~~~M-:.fofontioii/\Uull\(f)-=t\l. 
l /\rcm(f)c.A ) 

et\\onte~ 1'º< \CA Cl.'oso\\J\n dew ~paf .\eoremo ('...i.1! 
<:.e tiene F"°'(A 1n)=f-(A1n\, 

\í) PI> 1'<1.rCA /\1R~M, l~ b¡en-orclenu A)M~/ lR b1rn-orJenuj:\) 
~']es el l<'-mC\ c,::,.b 
-/] so.be11,us que 1o<lo bvenordrn es isomot.fo c.1 vn orJinul ,u~í q1Je 

si lR \nen-orJrnc.1 A)I"' -=/\\u:; fiel.E: M 1 tG\\ <l\Je 
{"- e~\ll\orai11q\ ';l ~es vn1\umur.fisrnó ot <A 1 R/ cno1)M 

por (t1) ':J ¡>o( l'Cucem<-1 (,,1.1'.> cunLlv1mo$ os~e res\l\~i:Ado. 
t:S) Mismo «r1Jvn1e11io <.\llt li). 
(1<) ll( i 1 =':>lo(.) po! IL\ o'oso\IJte't de lu. ~vt\L1Ón svtnv1 
\rn) Ol.·B-= Hpo\ ~xoi. > J.ex((\,<><)) 1 ~une.le ..\.ex\1>1o<) e<, el or<len le.>1icug1c:.(-l;rn 
., so\,¡ e ·\?xol. ~ p\/ec\e ser escri\o (\/IT\O {Úrmvlc. '10 ~ por\o ~an1o esul,~otulq 
{l.),,,_,~ e<; '.>imi\o.r a tm) • O 



1.1..2.1\:0Rt: MA.5e(.\ R. 1e\atiunC.\I. \..ien ~~!\dudo !llim1\c.1oc poc\o. iiq1J
1erde1. 

Seo G. un tuntioflul .'Seu f ~e~inido corno en el fs.quema '3enerq 1 
.ele (l'.t\llS1ón ~\'\~e~ ., ·· ·· · 

oamci=\~C~m(R):; /C; .. {:>~ \ . ~·.·· · 
\JxeC:O.m(l:lYi ~(x)"";.~(¡= ~~R) •·.7 • , . · 
~eCI M mode\o:tr~n~l\.'i'~o de :tF-P '! supon9<1mos (,,R C1\iso\1J\u~ (XllO, M, 
tR e.,, \iroi\uüo ·l'<>r la h~uier<la)M ~ \Jl<E.M lXR cM) ':! (<1111(R) Q\:,;o\1J\a f".!íUM. 
'tn\onc:es · 
Fe~ t1bo;o\1J\CA pe1rc.1 M. 

f'R.\lEe.A . 
()bse1'JO.tion.Se cumple o.ue (R bien tune.ludo)!-'\ 
lR bien ~.mc.ludo)M(=) ('di<.';\'(x 1Ccun(P.) 1R)\H ~unde 
\f(l<1(<>.m(R)1 R) := ){e C<-1m (R) ¡\Xi'-() -73';\tX ~ :u:x ( ú1'd)</.: R) 

, \ l·P· ·•¡< t\L1k1S~\\OCiol\e)CuUIO 
~etu en e;h.1 \0rmv CA 1 so\o apc.11eten C.IJU\'\''"cuuo e,°' 0 u 
)(e Cc.\M(~) ~ o 1 ~') q\le Sl.l\• u'oso\u\c!S =7 "3 (><1(Qm(R)1R) e1 c.\\isohr\o puiC.\ M 
=7su\o bo.~\<.1 ¡>w'oc.\1 (\1Je ~11.cM':9(X1(u111(R)1R) queset1m1~\e \'<ll<\\Jl'.' Res\i(e11.fu11clado 
fo1e':>\o o\:i<;,e1~ac1ÚI\ ol:i\e11en\OS C\1Je Rl-1-=Rl\ll"lxl-\) es b1enfüntlc..1dC.\ 
==; (i) hdCl ~ubcul\jun\o t10 vacío de Ce1rn\p,l-l)=fo1'1(R\"~I 1iene ~n elemerv\o R~rninirnC.\\. 
ror \\\les\rn'> h'1po\esis ~ Poi l\Veshu oliser11C1.tión ób~enemos á,Ve 
R"" es bien ~unuo.dCl ~ \\m\\ooo ~or \o.1i<j1f1er<la j ló"'e; \llntionc..\\ 

/\·:/, <\IJ€ L\p\it@uo (<!L\)~$\Ó\\ huflSfi(\i\o. 1 pouemo':> oe\inir F"" como 
dull\ ( f M) = Cum(Rt><h (um(!l)[)M 

\J)U':·Ct11n(R)l\M, FMlx)=G""(ftvl~¡c.R"'J 
Pu(o, \u ó.bso\u\e:i. 1\e f bCl':>\<.\rtO. probt1r (\IJ€ r M = F tco,ro(1<\\\tv\ 
~" pUl,\Ju 1110'> C\IJ<' no = 7 1 )\(:; cc1m\R)\\ \vi; F 1o1cx) ~ F Ms -= P.i ::f o 
=/ ~ tiene \Jfl e\e1\\en\-o X R"°'-win'liln<A \ ¡>or { 1.) 

A ~it 1'(\udún. "1 t t: Co.in(fl.)\\M 1 1.ri.-=-\ '1: <'l1 v rn l=\'l: <'l1~<:: Rl\(M~M11= t«"' 
~] es c. lu1t.1 

S:l l'<A!t.1 u<~miR)\\\'1=1 or.(;M 1 por \\ip¿\e'>i'> 1Rc.JV'\ 
\",\';:.( ~IJe,~i ';dll. -=/ ':lttvl =/ (':11'l1EMXM =7 <\':11:Z)E.~[\(MXM)=7~d1v\ 

~urlu\un\c t-R-,..'.l.R"' pa{q\udo 'i!~(a!\\(R)l\M. 
A'nu10.1<ort10 X e<;, R"'-min\in<.\I =/fH(':l).,.t('l\ p<1!C\ tac.lo '.:JEXRM 

\Jtil1<ul'IUll\u.ufofí\uuún 1 X¡¡~X1<H=IF~x -=ft. =FMI' \2.) . R XRM IXRM 
={Hx)=~(Hx'"')=t;:.t-1\nxfl)=Cit.1(F""~ii "') = F""(x) 

11\ 1>noie10 ~ c.vo.l~o= e"'.'º <lt{,l\\(ión ie("l'>illu :e r':l fM üº 1· mel\\e · 
el ~e'j.J(luo - e~ 1 1 1 . d 1 1 r 1et1NC1 i _ - · "'"'~ª e~1'> e OC\'o1olv1Ndefi,el\1me1= e"> por (2). 
~7 FlX) = F""lx'\ "g ~" q\Je )( e~ Rl-l-mioi1\\!.1I +'4 F[¡c) 4:F"" (X). o 
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1'.13.CoROLAR\O, 0(1!> es qb~o\ll\O. ro.ro. tl\ode\05 \ro.!\~ilivos cle.=lf-P1t•11·.11~~,0N. 
PWt:e.A. o(~ O\tCl ~dini.lc.i pu( rctul'>ilÍn sobre f.>. D , .. , " 

U:\.\. l:M A. ~are1 co.oo. .\ónn\J\u i C\"e '>e pro'rió 9\le e::, o.'O:~\~J? .. ~5:\rº.'. • 
mode\o:> \fQ\'\";1\-i\lo"' <.\e -:e¡:-1( } pode!flo':> pfoc:\jvo.TI;'en.\e~ erco11\ro.r 
o.i<.iomo.s <J.l 11'fu 0 u" , "in. ele '1.. F- P .\-<.1\e~ a.IJr ;.·. ,); )·· t; " 
H-~ \-\) tv\ \)!i .\-rcw:.i\il/O /\\.A 'g¡ )1--o\~ ( 'st-'.l~;~)J 

PR\lEBA. ,,., ·.· ·. . .;,} '·ti·'• 
b.\-o oe'oe ser c\o.rn si pensamos q1ir!,iCIÍQl\dó·Ó.~~im'ps~· 

11 ¡,\ es mode\o de. 'l.t - p // 1 \o q\lé· fe9,\fY\~n~~ i-fitC.\rtlO'> c)é .. 
dec.ir e'> que''z-f- pt-crM ·~o.ru~"~~~iomctffcle ;¿f.CP'.' 

fer cho. \ufo 1 lu deml:i.,,.\rO.t(óri~óe q1Hii1JnG1.fJnriu\ci · ~ es 
ctbso\u\-a PC\W M 1 e<, un procd,so fin\\-o;•lpH I~ q1..1e el 
Y1vm-ero de axiornCA s vsC1do~>'el)e\(C-1-::.atleu110. iúrmll\Gl'f 
es finito. .· .. >' ··· ....... · 

As\ pues, n\le':>tros 1 e':>ull-uooc/o.n teÍ1 ore<;, -mue~\ro. vi 
91Je c.\eí\-a.s tú<vnulas· So\'\,q'Ose1\\l\o.s pO:ru.··mouc:.\•J':. 
hu\'\":il\ivos de lr-P 1 pero §;r\'t~(.\\¡clqrls\l\loY1e mos 
mel'\llS i e'>\u\,\ec'er\ lu qlc,;o\o\-e~~~~eSa5~\'er\q? 
fórmll\CAS· po. ro. l)\c.cle\os. ~f.c\Yl ~i.\i~o.s1dt{r~S \r\eVlfo5 
~ín'\tOS ( ~ufiCl~Y\\emei\\e ,g<o.videSi)i c\i:i f-:: P. O 

' . 

1-.1.5.Cl~Si:~~AC\ON.én e\ lemC\ 1-·1.Y poclemo~ co.m~íC.\r 
_'lf-P po¡ zf o porG\\911n<AotrGÍ teoría. de~<le \CA 

C.1JCJ.\ Se hc¡~u prubdOO lu qb-::.u\U~et c\e o.lg\ln~ ·fo'<m~\o,. 0 
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t.'2.TfOR~t-\Áv,l:\\!ERA\. t>~ R\;fLEXlÓN 

An\e~ 'J~ 1~'~\Jh~\<A(.~%';~º~~?~:v~ {fu\l~'r.\ujl \i.:\:e9relY\CA¡aq(fmo<, · Vl\C\ 

:~e~¡. n\~~(h;·:;fü.\e~~:i-0;·~ ~~~"~z\~r~Wi/~-:?~~t;ü{ ,-:~e'_; .. :•.·~~~-.{'.: . 1.\ .. ···.·•·-···. 
+ ?.. 1. ·~~{IN\t\~ .. ~·~;Vn~•\t~\-clfde~i~r.m\i\O.s.'Y11':V~ i .~,¡~/~.11 ·se, \\c¡ma 

-.·.· .. ·:;'.;1f 0~~m,~~r\~~~f t;t~~~;tt~r~~jJ~i~1~~\~t~g~;~)~'<le ·_~~~ 
\l~'.>~R'JN. \.o~ES; S.e~ ery\-ie n~¿\lº~'c.s11~f0~ú.~~::coú~~\Ji~,c \'CI~ \: de. \C.1 
~o' rm11\~~d.Ue seo: .~Óf~~\J; g;s• ~~~~·r.V0'!1~1P}~)B&txf.¿)·;·~f' 0. lx I~) 
• sun'·su\:i~ür tr.\i\G1s áe \o, t6"rr\'\~\G1··(2~;tr;c1~.-i-~'e:Fi<h))· 1:¡(p e ro ... 
3 x (P(x) /\ . ~.A~ lx1 'j) no ta.so~~·,.'1i:¡; ,;;; ;11, .'· • '• , . , . . · 
1) e1tl~ vnq. 1,.,-1-u .f¡ nito. de -\ó¡ m\J\~) 1.es'fcf~¡\·'o.~\~ner otra \¡~.\ q 
tinH~ de :fórm\J\C\c, qve con \ient:f,o. \c(~f\mer~(~ es ce 1 f Q0i:\ l'ºr _ 
S\l\:.fon111.l\C\':>. ·<,/ ;•;. ,,:;:. ,·,: .:;, · ·· · ·,e 

i.'2.2.LEMA(CR\l~R\O\W1AR<:;\<r~yA\l(\tt::.¡)~ ..... 
~eQn f'.\SN c.\u.'>e<:. ''j 'i'1 ¡óoo)'S~ l\s\q~¡nH·e1 c\e~úrm\l\o51 • 
'\lle e'>terra.~q ~cir s\Jbtórm11\<l\S.Erí\-onc.es. \C\S si3u\e'n\e<; 
~ti'> C\~irrnaciol\eS sun e'l¡u'\110,\en\es ':. 

te..)~, 1• 0 ·J~n son M-N o.bi.ohi+o.s (q'l>so\~\as paro. M1N). 
(\:,) fon-1 \ooa '3i(i=d 1uo•1h) óe \qforroq '.3/<.~j(i<1~1,.•••i\:lm) 

~e C\Jmp\e "l '.;I,) u 00 1'::\m ~ M(3)1.<=.; N 'g.r(l<.1':111-··J~tli)-/}xi:M1:"\x1'l11·"'JrnU 
PR\Jte,A. :r 

(a)-)(b115eo.n ~11·0•1':l~E."'1 ::J suponer 3MN '.llf (>11':l11••·1Y.1.)':-/'S/l':li¡u••J':l.i) 
Por \oq'oc,o\u\ec. de'S.¡ ob\ene1nos i.y¡M (''.:l1io••1'J.1.) ,e'> dec.ir 1 
3xE l"''9jMlx1\h¡u••1'L1) ::i poi \uo.loso\~\q. 3xi:-l'f'\'SjN(x1':l11•"IY..l) 

tb)-,lt.1)j '!nuvccion. 
1.) -g·, q\óm(c'O. 1 e lurC\fl\l'n\e e'> a\,so\11\CA 
2.'l S\Jp, '-gj 1'i1< S()habso\lltCA'; =7':'3j/\'SK~1':91< SOh a.\.so\\\\CI'> 
"5)s1.1pongo.mo'> que~¡ e<;, ~x~.;tx1'11¡·--1'la) 1 

'ieqn Y01••·1~J.E:M1 en-tonce<; 
':9¡ M (':l1)00o1 ':lJ. )*"') 3xt tv\ ~j M tx 1 9 \J""')'~J. )~; 3 XEM'Bj"'(x,-:i., ... ,':!.t) 

<-;> j X<i:- N ':9; N lx1~11•0•1':!J)<;-7 °S'¡N ( 91J ••• l Y-4) 
1- J 
t:\ plimero ':le\ vlHmo <t-7 son \t:.1 ck~il'litiOÍ1 de re\a\lvi'l;Qcion¡ 
el '>~-.9"nuo «-> c¡p\icu \u o.'o~olu~e~ de '5':i- 1 
e\ 1-ercero qp\ica lo. cond(cion (b) po.rG1 un sen\icÁCJ '::I MSN po.rGI 
e\ otro 5eYI \(<lo, O 



. -=t. 2.'3.TEORE MA ~ENERAL pi= REf.LfX\QI>\. . .. . . . , . 
5 

u 
~ea 1.unc.\clC.\'>e novat(a.~ V'.::'t;e1,!~do~ord.inc.1\1Lo(~f\Con111nto1tC\lc C\ e 
A\<{<. p., c..:---, "lo< s ip.. '• '> : : . 
13) ~ orclin<.11 lími\e -) Z.~=d.~b:,~"¿ .. ·· 
) :-; \J l. ' ' ·:;x • 

e '--=. o< · ... • .. •· .< .... > •··• .. ·:. , 
tí\tonl~~o~ oro. tuu\quier \is3ra +rn\~~ <l;}fr,;'1}~~i,5j¡~,X~~·i;i 

'Qo< 3~ 'lol ( 'S1)•u· 1'1n ~lln ab<:.o\\J ~~s l'.C\~'\4~,;!.~) ,{J:,. · 
Antes di? clo.< la pfue'oo. huc.€1MS ó.\9(Jl\(A'> 'c¡y>§1,vg,~¡cí~e,s;; < 

'I) ~e.cimo) que A) 1B) 1 c.) oe.\lnen \l\"\C\ :_}"efo.r~'ú(~~.A7~in~l':l\¡l/Ct· · 
Eicmp\C>$~\Nf= 1la~to.) ' .. SJo(~o~~ .. •:·~;'.>;\ ·· 

rr\ (on(i) C\IJ e(effio) ~ ecir que t:~ '(,rd(~jc.1'{''~\1; 'r'e'.Srccto, 
'S 11°ºu1'9n. \J $\JC.\ \rnen\ e -lot serc.(··~·¿;,R(J');:¡~'i:~¡.~f;S~~ .~•.>:j• 
~ 1 se íG\ 'N f o L • ~,,.;,. ;.;~;;e•:;!,·• 

l1Rllct\A OH IEOR\: MA V>tN"CRl\t'Ot':t*,~'.fl.~:xYóiJ~·0•l",J.f. 
A\)\ic.~1emos e\ \e mu unh ~io1 co~ N';_,z.~·7:¡~dtqí'g'~Ü}''~i;,~en<~n\rQr 
tv\"' z~ P':\tG\ e1\g\Ín ~,.e< .. P"<°' el é?CC\~~ó.~G·+.ttY,~9<éo'mpfr-1 (b) 
.)el lemu. . . . ... · ; ; {n: ·~··'T~ ?. !'~. }'J /· .. ··.··.·.· 

Sin pé ruidu o~ '~e 11e r a \iuud s upo-'ngo:m';s ¡\i;e ~.; ~·~~, ~'' e; cerrndt\ 
po~s1J\i.\Grn,1J\u<;,., ;c::~'.,j;•i;t;•',, //' 
füro. cuuu ¡". \ 1 ~ 0 • 1 11 / ~~°:' ~\ e\;nJ~ero l\e \/C.\í iub\ es \¡ b r ~s de 'g\ 

:·;l:',:.~.~·l¿f l~f j~f~f Yt~P~i:i~~);,:f~~::.:~N 
¡:: 1 (~ l-=cS~~P {G ¡ 7l~11•··~ Y~;_)/~y~~~d,mib.Li_"Ú.~\JP~ (i1fztJ 

· Ob~erl/e~e que ~(.\que V't!EoN, 2~:e5,c.01in;Su't'l\o' í 
par e\Axiumt1 dc. Reemp\t\'iO \61('3)/'31:'2i_\ e~ conjunh 
d ' ' ' ' 

eorchl\C1\es por.la que F1(-.¡;} exi~.\e po.IO.CC\<lo."i(EoN. 
Obser'io.ción 1. ~¡~¡no e~ e,x¡s\enc:iul, F¡ l"S'J:.o po.m Wü ~~ON. 
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Obsen1aüón 2: F¡ es. mu\\~tana: ~< s 1 =/Fil~)~ f¡ls •). · 
S; ~< ~ 1=1 po{ A) t l\~l~) /iie2'1¡ S S{G.t ('3)/ \J<.:2.~·l -') 

F¡ l~)=-Supf ~¡t\i)/g f:Z~ "\ ~ Súrl c,¡l~ )/gr: 1~·3 ~ f¡ <~·) 
Obsep.iuciún:..5¡ ~e'> \{mi'' ~ -,¡¡,,1, ••• ,n V'~<!!> lFi('i;)<Y,) .E11\ol'\CC') 
purn t\Jul!\vier --S; ::. "3X '3.Hx 11'i) se t\lmp\e q1.Je: 
'l/';ll)•••J 1hn¡ E=2~ c~xE:l '3?tx1':i)-/°3)1.é '2.r. ~f lx.~)J, 
Se°' 'S¡-::~;><'gllx,•;n.<:ico.n ~., ••• 1 ':1m¡ f:-2¡!> :::i s\lpollS<Al'OUS 91.le 

':!XE:1.'9j~lx,-g) -'l ¡>or\ude~initiÚI\ ~e ~il\í) o't>kMmo~ qve 

'dxe- 'Z.c"t'.i) 'B;s2" (x1~).u'' -
Como ~es \\mi\e ~ ~t2¡?>-~ for B) 3\<r.> tu\ que :Ji:2~ 1 

de aunde <;;¡lS)'S. Fill:()<.¡!> ¡>or\.ipÓ\esi":> ~for G(\inidúnclefi. 

--::¡ var A) 'tc ... ;t'.i)'=-"2.f>-=?1'6c\i-)3Xf1~'sij"Z...(x1~). 

l.)bservac.\Ón 4. rore\ lerno. "f.2.'l. ( lb)-"Jlo.)) 1 si ~es \(mi\e 

j ¡>u.w. \odo ¡.,,\121•••11\ se t\lm\)\e 'll'E¡<\'>(f;l'(\(¡;). 

~nh1\ce5 'S1ie••1':Yn sun t..i¡,-1- o.'oso\-i\u<;. 

A'r.urn si fe1n1ino.IYIUS \o. f1\lebu ue\ Teorem<.1 ~ener(.\\ de Rdlel'iÓn. 
\Jeo.rnus ¡>1.Je'>il\1Je. tlu.clo <>l1 pode1111t> entol\-\ro.r \lo"?ol t°'I c¡1Je 

13 J(mite /\ \\Ji-=l1••·1n '9 !;<~ ( Fil'(I<:: ~~ t,11 .1<) 

':le<; '>V~1c.iel\\e probo.r e>to \><'! nvt<;\rao, obsuvo.<.ione5 an\nlores. 

IJ;~"=~ ~'(\ q~euu ckfinido ptir rec1Jrsion 5o'ofe w: 

~r+~y=-mo.i< H""+11 r1l!!>r'l1·· 0 1rn1~r)1 
Ol>~e1vo.c.iol\. h~ol-ti "?o( 

)ea ~-=Sup~ l!>r ':.péw1 
co111.1:> 0( ... ¡;.,<11>i<-••< 1 ••• 1 =7 ~e~ \ío\i'te mu~or <¡veo(. 

~l?O. ~<. f> =l '<< ~p l'O.ftl u\31Ín pi:W· 
=7 po( \u ob~ervac.iÓl\ z f'ill;l~ f¡(l31') 

puy ck ~il\iti~!\ ~e l\P~1 \ 1 f'.i ( f3p) 'f:. f!>_.+I), ~ CUll\0 ~p~I <.f.> =) 

="7 F¡(~)~f¡(~p)-::.""H)<.r, • ..:7 '<J'!j<f.> (F¡['l¡)~f!) · 
~ es\o \o he mus pro'oudo po.ra cutio 1-= 11 ••• ,n. 

fn\once') q\ledt1 pro'oa.do (ir JI') \\ pudo \-anw quec.lq pro be.do e 1 

\ eoremu G\e nera.\ lle R~ne t<iÓt'\, O 



1.2.4.C.OROL ARIO. \)o.J.(\s ~1i·•·>~nf~rrn1>IC15 
\;).~ >qc1,. 3 l?J"7o< ( 'S11~a •1'Sn son ci'b'i.o\~\ó~ \>CIHA ~lo<)-\/IJF). 
\b)'VcC:l¡?.')o{ ( 'S11••·i"3n son <.\'o~o\vhY \>C\{0. Lr.-L) .tJ 

\'R\lESA . 
(o.) Z=Wr 1 Zo(.:.¡<to<) "'7o<<r.>-.,Rt.,¡)c:.R(\?.) 

4' limite -'7 ROS')= \J P.~114' 
<1.<r-

\J,J ¡: = V Rlo<) 
<i.EON 

e b 1 r = L , zo{ ""Lo( = ¡ O(< r. -/ Lot-= L ~ \.J L 
li" llMi\e -) Lll' :.o<.<-b" o\ 

L-=- V LO( 
o<eoN .. O 

:¡.?...S. (ORGLAR\0. l)o.clos Ci11 •• .,Cin eni.Jntú:.i.dos cJu\es~\lieru.. 
CCl"'I '4~ 3 ~ 7 « .A t ut\"'\-1 ~\ ·. . ·.. . · .. 

1=1 - -

l'») \Jo< 3 p o( A t (l.LI'> ~) (j":L) G .; 
';:::\ \ ~-- ... ~ :_ . ; ," 

'1-,2,f.. COR\Jl..A(<\0. l'luclo5 Úl¡ ... ¡ul"I o.1<icmCA~ dc=tF 

E" n 1-onc.es _ " ) . ---. -- ·-. - .-. " -~ R(~)) 
'\) 'V<>t 313 )o( rn. ()¡!{(f.>) . . ; =J p.. ( ~. ()¡ . 

~ 3M(l'\e')\-rC.\nSi\ivo/\l~, Ci¡)M} 

ii)S\lpol\\endo 1F\-fl"L pc.trCA.-tocloCi o.l{iomCA.<k z¡:,· 
\Jo<<:1~/ci.( Acr1L¡;) 

\-::\ 

¡¡) C'~ s11ni\o;< u í) 'o 



""f, i::r; CO ROL AR_\~) ;1: F1 ii=~·~ .cuq\.<;\Vlece}(\~~~i<ÍÍ\ de 1! ¡:. n<i 5611 

~iñi~a~e~\e q1(1011\u\\:i<Ati\c:>J\:( ·>> ·•·· 

·.~~~:~i f illll!lf \~f !;i!::;·,~~" 
:'.·.:-.. :: 

·- ¡.• :·\··· 

-4:ru;.,Ni~º'~M·,~~J.~··~nterior a\ leoreffiQ fund~m~ntql4.3. s 
t-e~~~~~ ~ue .• j~ !::, \-e- L3r-> (.,\ti i) R(¡i) -y«11J 

'---~' :.--'·--,--1•-c' >:>-' ';-_'.__~ - -· l: 1 

de·dunue·• .. ~¡:1-::i~GR(\3ul(l~ u;)R(fl))RC~o) 
-, _: -:,. \-=\ 

Peru '>i \3e:R{l!>o)='J\)<\3o(~''"ruL\ll1U5 ~-=-f'(~)<~(¡i)tl{,.\'>op11e':> ~e:R,, ) S~(llo)) . di! ti 
~si f.>~P..o en.\-ol\c.es e> fcÍcil 11erificar que. 

. (R(\)>')RC!l0
) =R(~' .\l 'lue l~R(C3l)R(f3°~1 'SR(\3) 

A">í o,1.1e =t: F \-3~<1>0 ( ~ u¡) R!\>) ~ ~M1\rücAicc.iÓO con ( 1')). 
1=1 

.- \Jea.mas que si \3<.¡'>o =/ lR(¡i))Rlfb)= R!\3) 'j {'SR(Pl)R(flol_¡\PR!\3) 
(11 (R(~l)R<~·)_ rx¡ 1R\p.) J 

-1 Plx)<f3 -,,.\xe:R[(3o)/p(><)<J!.~=f X/p(X)<f31= R(f3) 
lute rcera i9ual<lad se {iene 

tiil (~R((3l)R!(3ol -..\ORI¡>) porq\Je _R(¡3)cR(llo) 
~, , por 1ndvcc(on 

1.) ~ C\\.Óm\cCA ·es hiví'-1 \ 
2) \.\:I paro. 'V11C , e~ rnmed.io.to pClrCA (11\1) 1(1\1/\ X..) 
:;) "3-=3X\\I 1 \.¡,'I Plim 'V R( ) 

l~Rlll))Rl!lo)~) ( l'~x\\l)Rl~))Rl(3o)~) [ :::JX (XER(!l)A'lJRCl3) )1 ll• 

~/ 3x CM Rl e.)/\)'.{; R (f3)R[¡>,o) A t 1\-'RC!ll) R((3o )j 
-_7 3xl;:xe:R(f.>o)A X&Rt\'>) /\ ~f<!!lll] 
:::::./::\X. (XE R((l) A \41!1((3) J ~:> l :IX \ji ¡R(~) <"'-) 'S R(~J 

fora e\ primer=/ v5WT\OS. 1.) '::!\c.\ \.\:I 
Pa.ru e\ se~~l\do ~ \JSC\mO<; f.><.~"' . . . ,... 
fü~4tado~ \u5 =-> \J':.<\11\0S \u O.dinic.Í<Ít\ ele re\u\111\'l:l\t..ICil\· O 



1. 2,CQ,1EGR~Mf\JAE) .. )e~ i'c\~se" ~'311:~.>~n~.fór:"il_\CAS'.icntO!\(tS. 
~ xc. z ~A [ xc M: z. A ('!q·~"-¡'gr{·;r~ "Vió1~5CA?:r(Ar.·~.·.;. A.;=i 1 

/\ .. IA\é!f·~li~.:~,?<~.l,\•~-~1·e~. ;Y:: . , 
l'R\lEBA ... '•< :' ..,., ,~·1 ;-:· '.":ti': ,·;:~ 7•· .,,¡ . 
~ eo. Z c\Qse. S1" pé t oidCA de generu \IO(l~;~Fp~fa~,r2;0~{~1ú;¿:.01'5'~.ce1r;.¡a~ po,r subfórmvla s 
S eq'Z o1 -:;. 2 l'I RlO( ), Noto.rnos a.ve z ~ 2o< .s~~rsf«C:eíliA)I B)/C)Cle\.:Teore me¡ 
G\enera.\ oe Re{leJ<.<ón · ., ·';•.' ·•'> '\:' )!,•: '''·••' :~:;· '·' ·•· . · · 

A) o(<r> =7 2o( "°21\R(o.)c. 2f'\R((>\= ~~f'.S!\:;i[H;. iüLhL 

:\·;~~:l;~.~s~.~~~,~ J}~LT~~~rt~;, ,;' / 
Sea )(S ~. Seu ~ ~q\qve XcZc<.f'!rTe~~e~Q~cn;t~\c¡e~~~:i~/<io'h 1 . 

Seu ~--~ l<üq11e 'S1io•ol~h ~on,~bs<llv~~t~~f~~·~.1.~j·~f?X,¿Z~t:z~ct, 
E l\COl\horemos Ac. 2 ¡> <]\JC: cuMp\e:'\.o e~_dl'4of?~<~\iinplé(éu~ Vod01 
e 1'Ce p \o po'.>i 6\t\'f\{'f\h~ cuV\ \r.r~.~('.L~4t~i«tl\(U&'cL.s:\T\~x}XciJ\l'-.\1: 
Por A C1 seu' un b\Jen ord~I\ ~~\ci.~p1

1

~;~ e;~·( Z~ 1</CoBO. . .. 
Si~¡ iiene Mi \IQriCAbkS'\ibr~'>(~,,~·;¡~í~mi 1 pCirci cu<la '¡ :l¡··~Jll; 
~d'in\mo5 \-\¡~2;i-'?2·13·cumo::.i9\Je . ·. · 

l.\¡( g) =.•t·\.<-ll\eno'r t- \e¡\que ~GZr-. ':l ~j
2

r--('2-i'S) · 
si ~i-=3:t'Sj(=e,~) ':l ('S¡)z. 13 

e\ (-menor "" t\c 2 I!> 1 en oho C.c.\~O 
S¡ tili=O iiO.el\\i~icumos \-\i (Q)\ un elemen\o Je 2. (3 

l Cl5 fllntior.e.,, \-\; se \\ufl\ceiful\t\oneo:, de S\<ole rn o con~\cm\e~ ue S\<o\em par(,\ lú~ ~¡. 
Se<\ A= c\G\\JS\l(U de X 'oc>.jo \.\1>00•>\.\n. \orrn¡¡\rf\en\e 

1) Ao = x " :l. 
2) A!l\H-= Am\J ~ µ¡(-,Ja¡oo•¡IJm¡) / ~;iGAYll¡ \<'.: \ l¡oo•)YÍ\ S 
'3) A-=- 0 Am 

Y'l\oW 

(.)b~en/Gc.\Ón.i.\Jmew, \Am\-=\X\ si Xe~in~inito 
Q\,<,e1'/adón 2.Cumo A es ce1rac10 bQ:lo rncl4 Hi1e1\tonce~ 'Si 
serci o.'bso\u\o paw A1 2 r-. (Poi i:\ cli\en·o de 1o.r~\<¡ -V<1u9t1 lema t.n.) 
pves 'V~. 1 ... ~m¡ f: A[:lHLJ!o ~;~l,g)-7 :! XE:A -sJ~c)c.1 ~ )1 
tom<1ndoCA)( como X=l-lil~) 1 $\ ~\,,_::,\;x~j-(11. 1 ~) 

9 2. 



A5í que 1 '8¡ e~ qbc,uhJt4 peno. A11:.f:I ':I corno 'Si t'~~l:isu\u\c.r pGl(c;i 2~12:,) 
-7 'Si e~ <1bo;o\u\a PCAHA A ,-z.... .·· .· ·•·.•··.< · ' •. · >. ::. , 

Ahora 1 \A 1 = \ \J Am \S.. ..Z... \Ami=- 2- \x \"'.~()~IX\~ni(;IXl~o 1\xlJ~ [\ 

~eco r <l emos ,7·&: rola ~:~de Co\u:::i~e
1

~º~~~~2~t1~~"iro~~J~~~-~i~.~y: 
q1Je d1·ce~ ''Tocia clo.se ex~-en'>ioncÍ\ U~ÍI lú pe[t~~~11'ii&\:~s ¡'s'oino'r.fa -q 

una úni<.a. c\G1~e hG1nS\\ivCA11; ,;,.~:. ·: .. :. 

1.2.'\. LEMA.~eC\ A e~\e115\0T\Q\.Seq C1Ú~YE;~6t~'.1'1?~·/.:~~1·:el • 
Teure. mCAde Mo\tow~\<i. ~T\ \-ontes p~ro:.\od~ ~órmv\ci '1' se t\J mple 
\J X" ou• I Xn E: A ['iA (Xl)•••\ Xn )(:---? ~M lc..tx;) ,~~., (;.(l<n) n 

PR\IE6A . 
"l:nuv<.tiÓn so'ore 'f , 

1Nec, xt~ , tx.&~)A~?Hl..l~/nllC)E~t~)~:> C'it~lE':Cit~1)M 
el se91Jl\clo ~) es por (\Ye G\ es mo1 f1~mo i\cis o\¡os es poi ddioiüdll cle1e\q\ivitaciÓÍ1. 

~es X~j Cit~':l)A*'-) i\=~ ~' Gilx)-:C,(~)~/ ('l(xl=G,(~l) IV\ 

else91J11do~::>e5 purq1Je ~es i-1 1 \oso~ro:le~ por de\iníc.íÚI\ dc:fc\c1~iviiacluÍ\. 
'l..) \.\."I pcua o<. 1 ~ . . . . • 

t lo{ )A~) I (o( A)~) 1 (ol M) <=-> (1 o() M 

\el./\ ~)A ~::>(o<A AJ?>"' ) <:=-){o{ M ¡\ ~M) (=) (o</\¡!.) M 

en umbos Ct1'>0'>1 el seyvndo~) e>')¡><Jrll."IJ\u~o\toS~)e'>p~rd~.fí,1i{io'~ 
:,\ 1-l.""1pc.1ro.ol1poide111us\rCAf pQW 3xo< ., . 

\;\)<o( )A<===") 3x(><EAAolA(x\)<r)~x ('itx)&Mllo(M(c;,{x\)) 
..:'=) :!x (X E M A ~!VI)~/ (-=:¡ x o( ) M 

el primero ~ tvQ.rto <=)e~ por\u de{initioí\ dt: 1e\CA~ivi ú.tC.:ioÍÍ 
~\ se91.indu ~)e~ por H:1 >~el ~ertero e~ porqve. f.. es sobre. • O. 

7.2.10.COROLARIO.Si A e~ e~tel\~ione1\ ~~es el\unc.iCAd() =) 

-=!\\e,¡':! M trG1nsi\i'JC> tq\ q\Je ~ ~A<'=-) ~M. 



?R\J~e,A. , . .. . 
Sin ¡iérdi<lu óe 9e1\'efq \iduu · sup~ny.o. mos 'IV€ ':fo ese\ AJ\iomt1de ~x~e 11sionu\idad, 
Si no,\a o.9tegumus.$e1:4Ae\ del teorelY\q t.'2.S 1 -7 
Xc::Ac1 /\ ('f. 'S¡A~,.giz. )l\ \A\~m<Al<l'rlodx\1 

1 :1 

C'umu 7. es t1em~i\i\/e1. ='>se. \ienc (Exhn~ionu.\i<lcccl)-z. '::l po! lu tC.\!\tO 
(b<.1-en~iunu\iou<l)A. Así 1 por el eo\u¡iso lit l\\oo;hllll5\<::i l ltúlelllq5.4S¡ 

'.\u'j C.~ M cunj\ll\\c. \ fC\l\':.Í\ivo -\CA\ q\Je <A 1€:) '.:::'. <. M1f > 
c ... 

~por el \emu 1.2,q r pG\rC\ '"ºº ¡ ... 1.1u••1n se tiene. q\Je 
~¡!'-\ ~) °:S¡A ~)'°S¡-z. 

~ a.derncr~ \Ml=IA\?mt1x\'i<a1\xl1 
So\ o +u\t<.\ \Jef q1.1e Xc: M. 
Por hipótc'i>iS )(es h<.1n':>i\ivo 1 

Por el to\q¡iso ck Muo;,tow~l<t1 \c01e1Y1~ S.l.J.S1 M=Gi(A) 

1.r c.oMo '/.e A =7 ~Cx1 s "\:.Al= M - •.... ·.·.·••• :· . . .· 
Paru e)te cu'lo pu.rtitu\qr 1cn que X ~dra.n~i~¡vo·,~c: \iél\e qve 
Vwu. litw)=uJE:M-=-1 c;-,rx1=X:c:.M,Q. · · · · 

1.2.1.2.,(0RüL.AR\Q.(l\C),Secrn ~11 ... i'lt1 Qitiomc¡s cle.Z.FC
1
en\oncrs 

3M ( IM\='r<o /\Me~ l-<o.11<:.ni110 /\ ( R 'S· )M) 
l'R\lt:!.'A. i=1 

1 

.\-omamo!> 2=V ::J )<.-=-ul 1en\onte'> por coro\t1rio :¡.2.1.1 
~M[wsM /\ Mc5 \ro.n~i\-il/o /\ ~ 1 (-S¡M~7'j;)/\IM\~m<AXlH01lw~l 
Cuo10 luSt-1 '='? 'r\o ~ \M\~ mC\X~)\o¡\W\ 1 =-'lio =I \M\-::){0 
~I ~M( IMl-=){o /\ M e.~hCl.l'l':.i\ivei A (A '3¡ )M] 
(/\ '9· )M r, •=1 
i=• ' Se tiene p.;icqve se \1ene 1~1 ('S¡M<~'S¡) ':l 'Si etFC ºO 

r.2.U.lOROLARIO (At). Para +oJo Sll'oconj\)1)'\.o -Íinito ele 'l.rE 
na~ \}'r\ modelo nllmera'ole ~ hansi\ivo.o 



c·APITULO 8 
DEF 1 NrB\tJDt\D ·y, 
El \JN\VERSO L DE C-,ODEL 

S.1. OEFI N\\:NDO Dt FINiBIL\ DAD 
UtA) deM\orci n lle\ c.onjllnto Je. \Ds s!J'nconj\llltos ele A¡ 
<\efini'bles. « \)artir de Ail, intúi.\-i\/Qll\en+e 

1)(1\)-==). Ye A/ 'I es //Je{¡ni\:i\ell en A1a. pC1.r\ií cie e\i:rl\e1\\cy; c.\eA1 
Para \itl(ef roe.le:. precisa esta ldea 1 'rlcic:emos o.\ro in\err\o de definici<Ín 

0(A)::::t tXEA:~"'(Yoi••·JYn-iii<)}/'SEoLV:~ 1 ~o>•••>Y11-1&1,\; ne:wJ 
don~e ~~\:: denc-\o o\ cu11j1Jnto detórmll\as ele \.'lF 1 Cul\ IHI \laríu.\iles libres. 
De<>~e lll\ p1111to ~e \Ji~tu ri9\l(o50 +etl llde~énic.ioí'" es \ncorrec.ta 1 pues 
no es.\-á de..\'in\da en el len.9u'\ie de \u Teorfo. óe Conjuntos :e F > 
~a q1>e IClS ~ de las que se ho.'olo Son .\'.órl'(\u\45 ~ ''º co1\j..m\os. 
Estre cqp(+ll\o e'>ta deolmdo o de~inir \)(A) de modo rí3\lfoscl, 
as, como a rno'>trar o. 191.Jno-:. pío piedQ.clec;. 
<ó.1.1.l)H\N\C\0\-1.Si ni;W, id'<.n 
Q)Proy(A1R1n)::.):se:An:3\:E·R tHl'l~s)1 
h) D1a9 6 (A 1 111i1~)::fsi=A11 ~ <;(i)E sCs\1 
e:) \)¡u9= U11n1i1j)=fsEA": s(i):::s(sl} 
<l) Df 1 (~1A1n) se de{ine por 1et1Jrs\ón sobre l<i:l.JJ 

1) 0{ 1 (n1A1ll):.f~ie19 6 (A1n1i1j): i1!<.n}\.}\lliC19,.(A1n,¡,j): i,j<n} 

2) OP (1<+11 A¡n)= IH' ( 1< 1 A1n) U t A11-R : R é D{ • (1<1A1l1)1 IJ 
Uf Rf\S : R1S <> IH' (1<, A1Y1)1\J\Pro~(A1R 1 n)'! Ré W(1<1A1M1fr 

e) Ot<A,r.)-=-U~o~ 1 (1<1A1n):1<c::w1. u 



lc.i ic\ee.1 .le cldtnií OHA1n) e'.> cp.ie S'eq d~ \q fonl\O 

~HA ¡1))-=\ \<x11°•0 >Xn): ')>A(lt,, •• ~1 l<11)) /.si es tDfl11.~\a C:on~n IJ~(IC\b\es hl.fü5] 

'a. i.2. LEMA. Si R1SE Of (A 111) =) A'L R é~~CA1n) ~ 1~1'\) e D·HA1n) 
$¡ RG \).\'(A 11\tt) . _';J Proi,i (A 1~1n )e- l):f ( A1n) 

PR~t:BA 
-otiser\lntién. Sil«\<' =I \)~'(1<1A1n)S O.f 1(1< 11A1n) 

'3.upon90.1110':> 9ue R1C:.EDHA1n)=-~~u.P1-'(1<1A1n) . 
=/ poí \CI o'oSl:'fVO.CiOÍI 31<&W t!4 \~1Sé \H 1(1<1A11\) 

O'! l<!!\S«- IH 1(11.+1JA1n)s.. bHA1n) 

AhDÍC\jCO\Y\O RE. o.ti (1<1 A¡\'\) -'l N'- íh \).{'( l~H 1 A1.n\ s 04! (A 111) 

A hofo.1 S\J p\ln90.mos C\lle R1:;\)HA11\t1) =) Re IH' (11.11A111t1)' p.q~ l<itW 
=/ Pro~ (A1R111) G-l)~'(l<i 1 A1r.) s l)f(A111)• O 

S.i.'.:>. L 'i:MA (t=S<i\JE MA). Sea 'S(><.01•••1Xl\-1) fbn11ÍJ\!A con \lt1riubles 
li'ore~ e nt¡e X.01. ••1 Xn-1 • ~ n\once s 

<11) \JA [ tse-An: '3" ( '>(o) 1 ••• , ~tr1-1)) S E Df (A1nl] 
\>R \l&BA. -:tnu>Jc.c.ión. 
1.)Si 'l! e':> x.·,i; Xj ,en\unc.e.-,, l~) \eSi;¡ue ele '11.lC ílit19ElA1ll1id)E l>.flA1h) 

Si '3 es l<.i=-Xj l e\'\\-ol\le) (..,.\se 5"19\)e oe que ~iUS:lA1f\1i1'l\E H(A111) 

2) S\lpon90.1110:, C\IJ e t*) se. 'iene l'ufo. \\11 ')(. 
C1n ~e Hen'('. pc11 u \\)f1'X'.,~<.1qlle D~(Ain\es<.~rw.do bujo interseccione5 +ini+as 
lit) se hene pnrq 7\j) J ~CA que 9~(1\¡1'\ es celíwlo bajo complemecv\-05 

"3)Su1".}ll.9CAmos (.,,¡\pum 41.Por tle1'l\ost<ur po.íCA "3':l~'"''i 
o.)'::! es chst·111+<> ele Xo¡X11 """¡ X1\-\ 

E n+oiKe'S usundo lo. hil'o\esi'.:> ele induc.c.i óÍ\ 

\SEN': ~A(S(o)¡aao¡S(11-1J}= Pro~ (A1 p:.e An~A (Huli•••lt.(n)}\ 1n)f D.frA1n) 
~) ';:,¡ ~=l{j =) 'S(Xo¡ , •• ¡Xn-1)::. 3Xj'-\l (Xo i ... 1Xn-1)1 Q'>( qlle Xj no es 

l'.lor e en '3. Seo. ".l uno- 1Jctrie1\i\e q1.1e n1:1 oCllH e e1\ l\\n91.ina pt1r1e d.e'S 1 

sea 1\1' (Xo l •••> Xn- 11 t.)-= '\I( lt'o 1 o••l Xj-11=t 1Xj+1 J • •• iX'n-1) 
~sea ':l' ;;;:!~ \\l' 
~') 'S ~'S' son \Ógic.q111en~e e5l1J.11Ja\.et\hS ~ lus \Jo.fio.'o\es \¡\:ices 
de '3 1 se enc.11en\ro.n en\re XIJ•••)Xj-11 ~j*11•o•Jlt'11-1 
'.j 1: es dlsHn-\o. o. toJus e\\C\S > =/ C\~\ic.o.1no~ a) ~ o'bhrrernos 
C\lle Ut-) se hene puro '!3' ~por luhn.-to pCAfa')l. D 
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<3.1}-\. oi':>ER~AC\ó N :E\ Íll\Jt'. ISO del \<'n\•,\f<;"'1.¡emt1) ~'~'~u~~: \>"~1\(' 
j\J~\¡~ .irn1 r\:9\l,f\l.Su.m,e1\\J' .. 1~.olo \f\\v1\i\J.um~.!\\e. St:•\.1'C!\t' '-\ut~ 

.11 fo do e\~men\o de,Ó1'(A1 n) se:ckh!\t: V\'f IÍ"u,JJ1ajo\<..\1/: ¡' : ~·· 

· ,~~;.x\~~~~~~1~~i*2J~~r~~i11t1i~{:~;····· 
lomumos ':1<::\)~ .. (A 1nf1 e'n\onte~ -~-~:()~-~(l'-'!J~1~): 1't1fü~\3~!\\::'., 
&n\of\les o.~\(tumos ·¡nU.ÍJc(iZí'n'.'~~bt'é' 1<. :- ;·-, :;-i -- -:, ~ · , 
\/eo.mu5 cuma 5·~-.. C\e1ic·;~ío.~\ü ~\p;\~\¡~'-cké~ i.~duccl,c(n '.:: -- : 

'< E o~'Cí~~ 11~1Y\):·:: Df '.Í~YK:~) \)'{A~~-R'. : •. -R·&~llf~(úad~\~ \) -_ ~.·.·• _-·_ ... · -

. ·:'.~~lt~~tJl.~ll~~~,t~~f ~~~~l~S;~it'·";.
11 

•. 'j ····). SUl\(1:1,)0')_~ill\\\ures,unuru \JSundo/\ \l'.:!~ o e; .. ' .. 

Perol~) no e':i\11\ e.nunci<.1~0 d.e\ len<jlJCA3e cle\t1\eoría<le(urij\Íntostf~ 
Así1 súlo ~enemos il\\uih1Jo.rneC\\e ~ . , '> .. > e 
\)f(A1\'\)':;) t5€.An: 'jA(sc011 ... 1c:,cn-1)) /~ diF cu1\~arit.lb\c) hbfe'.> e~\r(;'_~or·:·i><11~1J 
S.i.5. (ji)')\:: R'JAl \O!-\. ~HA1f\) e~ con ~qb\e 1 P"f) fue. cl'el if\iUt> com<i\~ce¡(~d\1(0, 

de \JI\ (On1un'o col\\<üi\e: ~ ~io..9E:(A1l\1ld)/i ,:i~o) l,J~ Oit19~A1~1}i3 )/i,:iin} 
6ajo oprni.tiof\6 ~¡ l\i \a) ltumpleme1üu 1i!\\err,ección 1 pro~eccf0\); (\;e; 

\\.Lb· \)'t:Flt-.1\C.\üN. l'or ICC\líSiÓ!\ soo(e 1T1t.ul1 óefi111mo'.> E (mjÁjrí)> , 
1)~¡ lll=2.Í·'5t ~1i~Ll\ =/E'(m1A11\\=\)ia.ge<A1\'\1Í1}) .. · .. ·' 
l'\<¡;¡ m=2¡·1~.5'.l i;l~1\ _,7ECm1A1nl=-Oicx9=(A1n1ii3) 
'3)5¡ m=2i.13.~2 =7'E(m1All\\ =Al'\E(i1A1n) 
4)S¡ m=2•,1L'S" =7E(m1A1t\l=E(i1AlnHl!:lj~CAjn'lc''c 
S) ~¡ rn.,,.zi.1j. i; 4 = I E Cm1 A11'\\ = \lro'j l A 1E (i1f''I nt1) 1 'n) . 
6) Si"' no e<:. ne \4 .{u(t'1CA 1)-S) =/ E lrn1A1 n)= 0. 0 · 



'O.i:l-·L~MA.\JnE:WiAi OHA11\)=~ f(m1A1n) ".. rn(,wl 

l'R\l&BA· ¡- \J l):f'(i<A l\):¡3\<lwf<iR'f:orhi~~;n)'~t!\té;J\te_S~iJÚ,\n\ós;¡ndvcciÓO 

::~i;~;;¡~~¡¡~~~ljlllllll[l\it~li~,,· 
m-::C =I '""ºe~ ue \u.\ormci .i).:s ),'.~i~6élnii\i'n).:.;:'o§~i:Oil)f(f\in);i,i5¡','llle. 

"~~ ~;~ ;::~ ~~~~ 5~~l= m~i~¿H~1~J?~71'~1~1~~~f ~~{{~~~J:~ir~~1'.c:i 
~ht m l\ues ae \Q .(:ofmc.i i)-sl,,;),lul'tll.~\l~il;~~S~\:)~ti~\.~~.S,ci'.i1i;=:Q'; 

~\::~'.:~fa::;;~~ ::!,~~s;:;~11l1~,,~¡~,~~¡~·:~~,~) 
cumn ic rn =/ P•f \\."I. ~ (11A1n) <= 0/1/\<¡;;F~):;;~R(~\,. k¿ID 

C\Jmo i<m =1 poi \\.1:. E(iiÁ'in;~h0.9t 1\1~\i\'1 n~1\;1'ur~u\~1Ín \W~ 
=/ E ~"11A11\l '=\'ro~ lA \ 1: (i ilú n~1'l '"')E ci~ 'e~~\ 1' Ain) s O.f (A11\ 1. G 

8.i.<(L C~RllLA\~ \O • \ I){! lA1n)\ s w. r:i .. , 
'O.~.'\. LEMA. IH 'dé sonCA'oso\1J\C\':. {IQJCI mode\os .\rqX\'>t\i\Jo"lae:Zf-P. 

PR\l~e,A. 
Peo~, Oi'-19<; > \);t.19:. 1 tlf', llf' b 1 e'5tcÁn Ó.<' \¡l\icle¡<, 11s4n<lu nociones 
O¡ue ~q \\emo':> pru~G1du que sun u'osolll ~as~ por e,je nlp\o) po.fa 
e\ cus" M 1nu1-;1~11 qp\.tqmo; nuc:~\ro 1esuH·odo O,lle -\enema<; 
Su'ote o.'oso,l.,u-ln. clr 111ntiCOe':. f~tu-rsi~o)¡ ~eo relY\a "1.1. 2• 
~o.rn E -1-am\>ien u<,q"" 5 1 \, 1 ', . "'º "<.\ ~u ufrz de lu e xponend c.icion 
º'º"'u\ 1 to10\ario 1.'.t."3. O 

8.1.10.t-JOTA(\Ql\\. Si ':;=(So¡u,. 15"_1) ~~ uo1.1 wLesiÓr\, entume~ 
;,_"<':17 es lo. suce;iuñ S"<':I) = (s 01 u--¡)r1- 11 '::l) 

<':!) l<1 llG11nqrnos la co!\c~,\enución de 5 run 'J, O 



9.1.ii.Qt.tlN\C\ON . 

U{A)"'lX'=A/3n~w3sEAhJR~Pr(A11111J h:i1 X=l~EA~ 
A'\ur 1 si s" l<;u1•••l Sn-1) =) s"<~)'=' ºº'ºº'•Dn·•n>,1.• 

\?i.U. 2..lt::MA (ESG\lt l'IA). Sea 'j(Xu¡a<•l 

et\~te X"l••"l l<n-11 X 
"JA \J Xo 1- •. 1 l<n-1 E 

l'R\Jl:.BA. 

CIC1ro me l\ \e t XG A:· j~~r:~:~~~~~~,~~[~[~~j~¡is ~~" Seu11 A c.011:j...1ri\ o 
A1now 1 leluf 

{ i) s¡ 
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8.1Li. DE F lN\L\ClN: eorxe¿r\>(IÍñ'~ru~~(~{\~Jso~¡e .9t-l 1\~~¡(\\1110<; 
t~) Uu)-= O •.. ; > ' ·· '· :: · ' · - · 

(l;i) Lt11.11): l)(LtiÚ)~·,); /' ': ., '": '\ ' ·• 

« 1 tt~ )i ~}<~}· -¿~~h·~º &;·e~l~~1r~·r~~rif \ [1$m~~f i.:t~. ; ~ .. ; . .. . . 
IQ.2.?. \)i¡;f\N.\tÜ.\N~t:Ú \)"í~crs<l DeTinill\eci éo'n~~r\iv\~b\e~e ~b:,J~\). 

l~Uíú<'.r:~(ot-11 .!J •· · 
t>:,'..·:-.' 

'O.~:!>. Cl\l,~ERIJAC\ON. 1)(A)S.iS'(A). 

. E'sh "'~ inn\e.Óie1-\o ile \v. ddiniciÓ~ : .. ••. /,. ',i'.,,.p;:~ • • (.! d/ • 
ll~e111ú'> si AE.V y (s\ l)(A)si?cf...)es\l)-:7 Ot~IE\f:p~1,.Cur~p1e\\e{1$io'Íl.O 

8.'l.4. L-EM/\. ~X '=-A [ \x\ <~ ---:? ~é=to¿Í~)'~f'', ·~···'i:. •·" ·,; " 
fR\.lEe,A. .., .. ,- .,.-,- .... _-.;._•.-cZ-• ·.-/L.• ' _ ..•. ·.-.•.:.·_(.:. . ~·/dJ~-;:;_~:~~~2--:~:.,::;__.: ~,_',._-=:-·-;-.;; . -~-: -

'.ie" -;..sA ~ \ i<\-= l\e:VJ · .. ll\':'··p 11~\\r•ii~!-·'i;· {:J;J-:-;:c .• .. 

'""""'""' •' ~'"" ''º ;·¡ ;:·~ 2'''';f T!;~f l jí"\l '"'". "1 ''' 

~. po Y uef'\n\c:'1cn de'O~(~ 1M1) j \\1úón • 

Asr1 ~º"ª c1Jo.Út,1Jlec n ~ c\lU\'l¡\lle~ sc-"'A 1 s, Rs Atno\CA <1\ 11 Ro.n!Jo de S'
1 

i 

Lí!n.90 Ro;=\~e-A ! <o"<~)ét;"(,fO(A) ·-
po¡ 0.-e~inición de OCA) pue~ R~=A 1 nE.w 1 ~EonA ~\\u~ t:~E Df(A,1111) 
~t1\ ",\Je f<s-=-\1HA: S"<(':l'>"'C~) 1 p~(\u q\le RsE.O(A)¡O.'>Í 

IHAh~XSA ':. 3n"-w·:;i..,€, An2>\\E: ~HA1nt1) k\ x""1\jE.A~ 5".(~h.R 1, 
~-ecoceso.l'\áo C-\ x,,~'-lu1••"10.o-11 con!:.i~ero 'SE:A'n -\-~ S(i\=G\i 

'7 X:::l'JlA~ S"<',f~Et:nh1EO(A) .O 

iOO 



8.'l.S• ((lROlAR\Q;SiAc~ \i.r.\\-o, --"~ .~fA)'=-D(f\) .'?ar, lo <\Ve 
DCA)"' G'(AY:).'::\).lOCM \~\\?(A)\:~ 2\Al >SA L.á· 

8
. 
2
. ~~~º~~~ti ¿~2\:\~~~t~f ~~~!~i~;~;:~~ii'.!'.':0~~~; .·' •..• ' 

(2.) R.l1JJ).;.VR(~)''.;iíJ\:t~):=:l.:(ió\,:a·'''·· ·· 

,:·:;i{~ilf~t1!;1:11lt::Y· 
i) !'dí·111 de~¡~ítil\n•a~tolA\/ 1~ít1)i'~j:j~:.¡¡\ll\ -~~º; ·; 
·. ru(~e( A \~ei~\v~~~\i.fu~~,A~?·t!A~[~f\'i\nY~}AI ) ' ; ' 

,ii) \Al.~\ 1)(1\\I~ ~\ie~ .~b~A.J:\\,{~t~g~ t~:~l:i'.\ & Q(f;\) . 
1¡¡) por \) \l,ii). CI . > · • ·~i •, ·.·· .. · · 

'0.2.'c. l'ROVOS\CHlN. Si A e~ \run~i1·,~o :=7 AsO(A) 
PRl.lí:l)A. . . . . .... ·. 
'.:ie1:1 A \ío.l\\>\'ri\JO.Seo: biA. Entnnc.eS . . .. .. . 
b=~X/¡e,i;b°l,=f:><.EA/x€b"\=1xe,A/<xEob)A1e-t)(A) A · . 

lo- se~undl\ i~\lu\ocul. e') por \ro-n<,i\i\lia<Ad ~e Ailu.tercera. ~oH\\le (><<ól:i) :(><Eli) 

'3.'l.C\.~Ro\lO'::.\C\O~.ll'ROPIHAI)\;) DI:: L ~ L(o() 1s). 
(C\) l.. lo\) c. R (o() \/ o<.c.-ON ':l Le. WF 
tb) l(h)-=-R\n) 1fo~w '.jL(w\-=Rtui), 

ILln)\<:: \!Y(Lln))\-=\ O(L(t1))\=\L(l\~t)\ V n~vJ 
Cc.)";,,o{esin~ini\-o 1 \Llc<)\=\D(L(o<l\-==\L(•<t11\ 
(el) L (o.) es \ro.nsiJ,.i-io ...¡ ol E, oN 
le) \j¡;.1,,ot i L(P.,)S Llo() 

{.\')le~ c\a\e +ro.~~iti\JCI 
l<;1) "id.t=ON (l llo<H\G N) =o() 
(l\)\jo1,E<lN(c<El) e<,t\ecirONsl 

en "cl.éON(PLLo<)=ol=P«iO) c)on<le Pdx) eHI L-íC\1190 ~ex~ 
. €Y\u ó.e{¡nidci C\lrl\O 5\.tl<)= í\~<>1.CoON/x.E: l(o(t1í\ 

l:l) \/ot.EG!-1 Llo!)-=-~><él/f'Llx1(oq 
(i<) \Jo(E:QN L(o()E LCott1) 

l&) o:,; ci.<.fi =I Llo<)ELC¡>,1 

101. 



\'Rl.H:BA. , . • .·.·. ..•... '. ....... ·. ... .•· 
{o.) 'llll\llcciun 1 L lo)= ~(o\:0-0 ".:•. :: ,. ·; • < 11.~ ·': · '· · •·. 

•· ..•.. L (cH\ ).~0(Ll~1) 7 {SJ(Ll~l) ·-~ \Í'(Rlot\) =.R<oi ~1); =/ L S \Nt. 
~¡ llo()SRlc{\ .~~r,¡¡\~Í(i 1{~¡\e:•tC1flÍ-=\JLl.{) o;;.\jt<l;¡\=Rl~) 

¡~ 1ll!:lf itl~tlllll ;l f~¿:·.~ . • 
Wm<i'"'~P;,C""t~~·¡1¡~''."J~~~c º:'"\ ¡ ¡ ,1 (< H l,, Xsl ,., "1 

,!::::-~~ --------~ - ,~. -= 

., ... ,. 

[f) \_e~ tf~l\)l\i11c{~ ft'~ o~~e\~qdcívts.1: i \J "\cín d'e \fQ~~1\1~6~ ·<·.· 
. . . e~.\ <Ó.n<:.in\lcí . · , · , . 

(~J 'Jd.tON (L\o(\ ílOl~l"=o<) , :lr\dllcc\c.íí\ 
•)ol:ti. Lto)::-() ~ OíloN-=- O=o< 

••\ ol-: f>t\ :J pur \.\,:> l-C~) l\ON-= ~ • %1obser~aCiúÓ &.l?.3 l(~H)::\)(L(~l)C:G'(t(p)) 
Pur Le) L(¡l\SU\HI) 1 VOi (U\ L l~)SR l\3) =/ (Í'(L(~l) sG'(R(fl\) =/ 

=7 ~ =-lle>\l\OK S.\. \(1+1) l\ON s. G'CL((3\) !\QNS. &'IR\f.>)) l\()N-= ~(llH)l\01'\:\H·I 
lo.~\\1mu lc,\~Q\~(lu. e~ por lema s.1.10 (b). 

Por lo ~úMo ~SL(f>tl) !\CN .:! L({lti)\\Oi'-1 s ¡itl 
Su(o tu\ta \Je< qve P..Hl~t1)llON ¡=')solo·füH·Gl\Jefq"e 1>~Llllt 1 ) 
I'> ifi L (¡!.) ílOf\I "' f .5c; Ll~) I li el o rJi114 \1,-::: í ó <L(13) / ( s "" rt\1 ""' \ )Lf(l)~ G O(L (13) )-: le~tt) 
e\ \ercer'=' e"> pur '{~e CS e,ard1nu\) e~ a.l,;o\~\c¡ p41U tra..ns1.\ivoS 

':l \4 pertt:ne nliQ e' por \emu a. 1 .:1 'L 
o.o) ll' ICrni\e LCcllll\ON-::.(\J Ll(ll)ílON= \] (L{¡3)f\QN) ":r \.) f.>:1(1 

p<a> 13<.ai B<lf' 
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lh)\j«&ONld.ü). E~c\e.c.\r¡ ON<:l 
llSo.l\du (3) po.10.o(eQN, cl.&cl-tl=LlP<t1)(\0N .;,,,¡ ~EL(oCH)Sl. 

nw~~ o"' ~\ tu.\-=-o( 
sea O(E o('I, o(<=o<tl-=- Lt<H1\l\0N :./. O(~L\o<.+1) i~ ~:it-Lco(\ '3a. q1Je 
!>i o(Eolto<) =I O(H(o<.\l\ON"-<>l '3 ~o< <fod~)P;.l~),::o< 

t;i) \Jo<.GO~ Ltot)=t~<=L /Vxl<o(~ , \{ :: < · 
Sj Sí X&llo!) =7 XE,L ~ r .. t~):' el pul ll4tl,e~1ni~I~ de L-í-11nfo 

'2]':.¡ xü ~ PLt~\<O\ =/ xi:L(PLtx)t1) .. ::11di<~+1'50( 
=)porte) LU'Ll~\ti)SUcl) =I x'c;úO<,). ··.· 

Íl<) V'oti=-o\'l, Llot) GLCott1'l . . ... 

L(o1,):::\l<HL.i.)/ tiv~¡<)LÚ><)1 G l)(Lto<))=L(e\t1) 

la. ¡>er\.enentit1 E. e~ p<>r el \eme;¡ 'il.1.1 2.. 

l.2.) 'Oi °"'~=',lle<.) HC13) . 'lndvcc\C:-(\ S<il>re ~ 
•l P.,=O • ....- . 

~~) 5up o(<~tl (lb l\.'l P<tr<.1 ~) =) o{~P., 
:;¡o\<\) -=:1 pon \\,1.~ por (I<) L(o!.)H((3)GlC~t1) 
="/por {el) ltio,n<,iti11iAau ~e L(jH1)) ~e Hene Llot)&L(~-H) 

• • •) wp ol.(. lr' ':l )¡' 1(rnite ·.•.· 
=7 d.,<.o!.t\<.lf\ =I Uo<)EL(..(t1)S. \JL(~bL/j\ =/l(.ol\~Lló") 

!l<ll' 
\.lrJ.\t:Ll«.H) e~ p<ir \.\<::), O 

C0.2.1.Cl.CCROLAR\O. Le~ c\CAo:.e \n-111<,\~lva q\I~ <01'.\ti'en-e C\ 

h,d\l ~ lu~ o f a\r\u\e s. 
rn'-\c:BA. 
f'<ic pro po'i.(<.\Ó\\ 'é\. '2.q (.\') ~ l n \ • 11 

'2>.tt.:11. .O\?,SER\ft\t\Ot-l. Lto()-:j::R(o<) purn\o. mu~or(CA dec(>W 

PlleS SI W<o(<w1. 1 \L(ot)\=\o(\ eScor\\-o.b\e 

\'ero Rto<.) es inco1\\oble. 
En mic~tros roulro.<los O¡\le si9\Jen 'nG\ren\(JS ll'\Q"> c\o_ru. e<;.h1 
obH~.!110.Ci<.Íí\, 0 
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__ ,, 

9, '2. 1 r,. LEMA, Ltá1.'.e~'.~'){J~"~¿t~i\~i:{uWci1J\ó P.~r~mode\o!, M 

':::.~~:¡:':~,:~:i~~~~f :~~~,:~~~~"~"; "~K<M (X,' XsM 1 
~ L Lo() e~\ci de.\'lt\Í~üpot 1·ec~¡-'s'1q9/<1ri<;f'il\i~O: !.ubre ON o. po.C~\r 
el.e 1). A~( por :leuiemQ ~:~'.i -=-eo\1-ene q~e Lto<) e~ t\b50\1.1+0. 

1. o'-\ 



C AP\1\JLo 9 
OT Ro~ E ri=-MPLOS 

q.LEL AX\ot-\A 9E cot-l~>íRUCTIBIL\l)A\) V=l 

'1.1.1. DE FIN\t\ON. El A i<.iom1ule Coshudil.i\i<la~ es e\.enuncic.1Jd V='L 1 
· e5decir1 V'x3o1lx<;L(oO). > \/} 
q.1..'l.TEOREMA(H).l e':> un. modelo de.1:f• ,; .. · 

PR\l\;P,A . . .·••. ¡<'>'."'::.·';; ?· ; 
o. hi~\emiu ele Co11juntos, ~ x(i<=x) ~efie~~;~Cl~u~{áo.€:L (o::o) 

esto se podtít1 C\l~umevil-<M·~q,~~~i•Ú.i~7>f;f~n~.;fi?~7 p~rcu{o\<Afio 'a.'l.5 
~'o~rneMos '\ue 1í'(o)c.,O(ll);,,"'.'l~A\°:)~if-~(o)~~Dl~);~DJL!o))~L(1)s L..q OÜ. 

'· ~; '~;';~~!~:~:?~J:i;,~¿~\~:1Ñ~\i~J'f;~Ri~\lí:.r,d~~ 
:.~~~:~~~;:~~:;~~I~tl~f ~,~~1i~~í;~~,~~~,~ 

Por \emCA G.2. .. 'l ¡e-; ;\)\ÍC:iente ver{~'ict;l.f)p;:(a C~(Áq t'Jrrnv\a \\'(x1c,V1¡ ••. ¡Vr1) 
5irt o\rt1'> ~atit1'o\es. lib1e5 q~elu5.el\nibidu'>; qve. \ 
\Ji;v1 1uoo¡Vn<;L l 'ixE:7:/ l¡l'-(x,:;¡;\/t¡Óu•JVn)JE: l J 

lct ddinitiÓ'l\ ~e lto<t1)f.Q(L(o(¡) foe p1epC1CC1dll pum n<A<.et e5\e 
hu'o<.1jo 1 pero D{Lto()) en\J't.(e.hre. 1c\1.v\ivi:z.ac.\cin6 d-e L\o(.), No L. 
Pt:1ro. remedill! e-;.\-o 1<1p\iccnemos e\ Ternemq IÍle~eco.\ Qe Rdlex.io'fl. 
Set:1\'\ t)\Jl)vuoJVl'\E:L =/ ~CC\ o{E.QN tu\ que, 21V11u••1\Jr1<=L(O() 

Por leurernu !flenerl.(\ oe IM\o.ion 1.2.:i Seq ~/o( tq \\le~ O.b':>o\u.\a rl:\rQ L(~)¡ L. 
cldil\iMOS ':l'=<xHt\'\l) -=7 Íxf:l/1VL(x1r1V11···1Vr1)>?:=~xEl(1'>}/\()L(1'>) '1'1 

A1. L •J ! J ()(¡'G¡Ul¡• .. \/nl) 
Poc \ema '8.i.l. este cunx~n+o C5tt.\ en l)(L(i!>)):= l(p.¡1)-=L. 

l\. El füc 
SeC.\\'\ X. 1\jE.\_ =7 S.eG\ o( +"!- X1'1 <O U«) L.(o()'J. 

=/ h1 ':lÍ¡ = l 'CE Llo() I ('X-= X V ~ -::.lj)) ~ fiülo<) /t:z.-= X\} l:=':l) j E D (l(d-\)Ü(<H •) 

\J\i\i:i.undu ~\ lrmu 'éU.H ~ tum'o\é n lu d~~if\i~ión el.e: Re\a\iviw.dtíri · 
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S.Unión.Seq iC.~l =/~o<*~ X(;Llo(\=7XcLC~\por~rL\n~i\iv¡oucloel<«) 
\umbiénpo(Sei\(o<) 1í':l:l\'.'i\i'(0J~,,\J~ <:;UL(~ )C.,}~,(o<);.?}Jkc l(,o(), .· 

~n-\·cnl"S •·.······· .. ··.>.· ;:. ·.· .•.•... ~.. .... ·~· 
U.x ~·~Y~Lt"}.(,:.,7'.[}Ú't,~~~:}i .. <.•:; .. ·.;.~:· ••.. ::\ ... ······~-~· .• ·~·~)>•t(~(.:~~./ .•••.. 

\:~i~~~ .. : ?~Y:~;~}; 

;·¡ :''.'~· .. , 

~; ,, .. 

.. :,:·~~('·.=~~;~ .. 

~ r ub Q 1éffi~\;.2'ú\y oi'~d·~~fu,<!1'~ e''<~,~~ Ü"'<J.~lt.('~ ~~;.;--7.'l.,C: :~~ ... 
r,~['{r\t~15\*l{;;~~~;~~~·~¿t1iJi~1;1'{~;I;~t''' '' 
\J ~;,,X ,t~ ~Ú . se a. ~~ .\'•.::¡, ~~\·(~':l) )¡· 13'.J.eYei menor (un C')\L\ ~1opieJud 
Defo,iroll<;. oZ::.sul'{~/:;¡Ú(~) ;'Jc::X 1 ~ p, ~~nimo) · · 
=7 ~':le:: X. .~<,\ ~f-L l '\f: L\"t1)·) 

=I H'(t-))L ,.1':lel/'Jex1""1 ~ f L(.,;1 •I/ ':le x1-::\':JEl\<1 11l/('\C: í<)L(«\11] txl 
\4 Ú \hm" i'¡\liul~u<l e~ pof(\lle. '1c y.~· ) \':le ><)Lt«\1) '· . 

':Ju qve \'je:: l<)Lt.x " 1 ~7(~f\Lto(t1)) e:. X • 
peto \>Í ~<=l-le>(t\) =/ ~cLl<X\1) ~7[(':lc:x)L(«~/(\lf\L(o<t11)cx~)~cx]. 
Yor lu t«11\o pur \ernu '0.1..1.1. 11\f\ul!Ylef\\e lent:oioo; ll'>UJltlu ("') 
llí'Ci<'.\)L c=1':JE.L(o{tl)/(~c)()Llo<11)1 GO(Llo.11\\-=-L\o(\'l.)c:l. 

fn\ul\lt) ~t:fin1\1'\Cl'.) 'J = (6'(1l))L ':lubh·nemo'> e\ reiuHucfo. O 

i06 



q, 'L). L &t-1 A lt:f'). L e~ inol\e\u ~e\ A:~lort\u c\e(u~\(uC.\1 b·1\iuuJ \/=L. 
PR\Ji;,e,A 

iOi-
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Proloufrmos 9\Je Út(V-=L:) \--A.E •..... ··•···.· ... ·.··· ..... . 
Pum e\~o .<l.~Hnr;emo.~ un ~uen orÜ;etpq(c(Llo<) ,V<J.G.~N. 

ó b) (XG Llo<¡))\c>cg:;ti~~));'L •. . 
c.) 'e ....... •: .. ··"/<' ·;·:.•> ... ·.··:; ·::'" •::; : • • . . . 

X¡-j <i:L(p'.I) 1'\> ,,,. ·: >. . . . . 
l\(¡nx<~.;) v·ln~~n~~ s~15Y) V ( t\;<=t\y !\ s~=Sy/\ mx< m ~ i]. O 

ioq 





'l.2.15.CORCLAR\0. l ~ =L )-IAE 
PR\IE eiA 
Supo11yc.m\()';:. l\J = L) 

t>oC le1no. '\.2.14 1 <.L bien orJrnu Q L"' v' 
Seu XEL ¡por~er l ~run<,i~ivo ·=7 xcL • . 

-"7 X e~ bien ocuenudo par e\ b1Jen orclen <:L re.stril19iclo a X.O 

q,2.Lb.(GROLAR \O. [ 1.F +(\J=Ln \-Af. O 

6a. PnJe ba de Co(\s\c;~enc\u R€IC\tlva 

C\.'l.H. CGROLAR\0. 

co N c1 f) · 7CONt=i'.~·:E) 
. ~R.\\HA~ ' ; .... · .. ·. 

Pu.r{oco\~no C\.2.n. 1 iff(~{{~ \-AE 1 · 

Poc curo\u{i o C\. 2 ·.'L ( 1) i éoN.t°lf) _-7 CON (t. f E)• O 
:\~ · .. ,_ 
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9."!i. NIN \MAÚ6Ao::oEL1.ioot'-Ó L 

l:n ec,tCÁ se¿Úo'Í\!',~~te~itu1~l~.s·~~e.I~ ~YmilÍÍ\ ?cx1(run9oyi) ·se~ ~bso\utu. 

-=-7. p(x,t) = supfr<.~_,q_+~ú'sxJ=Jg 1;Jt1/úxl= f'(i<) 

en t\onot, \CA ~\\-if(\tA ígv.':\\a~d Éc; ~of lemO: 5:1.9. 
-=1 t>tx,.:l-=r<~r-s (~<"-1flj.rrx1).o 

q3,2.(0RO\.AR\0. 

(Q)('H -P) P(x, 1:) e~ qb~ol\J~C\ P<.\fCI l\\odelo> \-rqnc,i{ivos de 'lF-P 
(1¡) lrF) p(x) e., ul,s1.1\1J\-CA pam moJelo> 4¡un<:.itivo> ele t:F 

PR%13A. 
to,) Por koretnu -1.1. ?. .• , n ( ·. . 
rL) · .· · 1 ~'1'\)\lt .r )CJ<;) e~k Jd1r11<lo poi rcc.ur~1on 
'" por (a) ~ \- l i ~01en\u .. 2 ~"'°'"e P<xl=pCxrfl. O 
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C\.""S:?>.LEMA,.Si ._M es ,c.luse-._•.p'ropi(A1;\-rc.\!\'i>itivCA~i01ocl~lo de}-f 
En~on<.i!? ;ON.c fv( ' . ' ·-· ·. .;; , . 

PR __ \rE. 13,A-'.:• .. _,. _ ·- ·: . _ ·- _ _ __ _ _, , __ ._ : ·:· . ..,:-·.: .-.,.. •: •-: ,, , 
5eo. c(~ON .=-7 Mc/:;-RCc<) :::.fx¡pcx)<o<1 :?.ves•0.'.e?5LQs'tJ~~piu1 
· .. 9 h<A{ vn Úl'I fo\ ~\Je pcÍ() ;>/<>(:, ,:; ~;1~:'.':?~l'Dii\?[· b :: ' -
l'ero 1.u fundón p(X) es q\,su\u\.c.1 ~{c.\ ('11 p~~:;coi~h(i§.:~·~.'~z¡i(~} ¡ , · 

j:~¡¡~~iiit;iilCliJfu":,:ZF 
·t~',tM~~~~,~~,¡~!~-E~!:~l · .... 
Por \e mu : 1.1. L(<A t 1 <11,L es o.~ ~9 0 ••• ,ó.·1':'•'"···~, , 
for lema 8.'2.H, 1 Ll~) <'~.t1'os~iú\~·:p,u.fG1M~"Yco111oONC.!-Alle111u~.s.~) 

=7 1-"" o::: 1xE "'f (:;\o(, (><E: l lo<)))"" 1~ ~ XE-ÍJ./3o1 ciü(.())~ -=-\} (L(«))''\:.lj Llo<)= L 
_ _ <l.1<0N <><~ON 

ror lo ~o.n.\o l-=- L"'c IV\. a 

q,'3,5,D&SEINA( 101'1. l e.-, e\ e - menor mooc\ci - G\q~e \-ro.'l'\siHvode :Z F 
o, \le co 1t~e ne o.() N ( ó q1Je es c.\u;e ~ ro'y>i u), G 

q,?i.b.CW,)ER~f\(lOÑ.En teo~evnG\ C\,1.4 ~\erno. C\."5.'3 nu e~ !\t:C.f)c.11i6 q\le 
M <:.eu. modelo de todo í!F 1e-, j\Jfidef\-lt: c¡uelc seo. de unconjun+ti 

tinito de- Ul<iOl'tlO.~ f1 1 S\Jt\c.ien-\:emen-\e ,9fG!\d<" ¡>CHG\ que 
oruinu\¡fC.m901LCo<) t~eu.\'\ e1,l;,schi~o.s Pt\f4 rnotle\05 frqn~i~iVO!> 
ae r. tJ 

Oi,-;;:¡., ~H\N\Uül\l. C.(M) = M í\GN, O 

<\,-;,S. LHI\ A. S1 M e~ (uu.\l\u1e1 (llf\~\11'1\o Trl\'fl'.,\~i~C> 
~/otM)E?ON1~ e<:.e\Ffim:e! 01oinu.\quef\1:i<"')\<.\ e\'\"-'· 

l'IN~l?>A. 
(omo ME)COl\J\11\~0 =7 O(t-1l=MnON e~ Col\j\)l\~C =7 O(M)~oN ~ fJ\*ON 
;e.a.o< EON el p1in\~ior<linC1I +~ O(<t·M.Afamumo> 'lU€ ol=O(M) 

;~seo. ~fo( 1 pu< mil\1m4\1uud deo< =7 ~E:M =--, !><=t-41\0N=O(M) =7 o(c() \M) 
- ~e.C\ P.,€ 0(M),: M l\oN =7 \3 '-foil ':l ~EoON =7 ¡>or t>.\ trt.1n~ífNo¡ l)c M ~ ~ 1<UN 

1) ~=o<=/ ~o,1-\ im~\lta. olH-l'a'lo!GM) .Por \o~o.nto f>*-oC 
~)f\;.c< =7o(t:f.!oc.M=7o(~MIHo<.<lM) .Porluh1n+o ot~f3 
ar o +an\-o \?>E:ol. =7 O(M)c.ot. D 
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q,~.9.ogsERVAC\bN.S¡ Me'> !lloael~ hq~~iHl/o .~'et:f=-"7. ·.·.··. ·•···•· 
o {MhMnON-=. ~o(EoM 1 . .. ot ... · .e.-Órain~l1'4i"'ÉM/c~ ~e 1.''1·),.,1°=0. ·N··· M ,, 

l ' ..... ... J,..)"'·· .,, , <(e~o(u1nt1 .. ) , •J 

C\:?i.10 .COROLARIO· .... · .. , .. . :J' ·~~XvJi.'''fiC' !• ·,¡ '•'' 
i) Si. M es c.kl'>e propto. moc\eÍord:fQl\':>i.\ivofde{lf'f'i{.>. 

º"'1J~:)Ac¡,.º;~:~,
1

~"~:~ii:~111111~_t.•i.~t.·.;.~[ir.~~,, 
, ,, ~ \) ;:·~j.: ' ·-

~) ec, pof el \ern4 C\:;.<Q, •. : :,•;: :,
1

;· ::;<"/ ·; .. 
~J'p:,1';::::~~ .1::,c :. · :',j]~J~~;;f ~,~~~~~~·,~~J; d',\ f 

Mq-.e-;, '<IMLM trt1n'>i\lvo./\.1V~{··~·\_i-'.l~;f'\.r6(8))j'~ :.·_ · 
l'RIJEl3A. ·: ". ·;· ": ' C · ... -· .. ·. ·.·-\ 
Por lema 1.1..Y '3 por ubstll/<.\C.ión i.1.5 1exi\ten 'f,,; •• ¡"Snt1F !\. 

'1 F 1- 'I/ M \ M +<cm'>iti'JO A 'f,M A·~<- A "J.,"' .:-~'rX_ es ~'o~o\~t~ ~re.\ M) .. 
t'ionue ',:. pvet.1€ SH \Q. IVJCión de orclif\t1\Í ro.n~JO¡Úo<) J e\:C. •. 

To.rnl:i.ten ht1~ VI\(.{ e onjvc.ión -\'ini\-u e( ele '\l'.iomu> d.e°IF l'o.H.I pro'oqr 
'lile~ 111\1.J ~~ Qf Uin4\ mÓ.¡.;irno" J l;\X (x e1ordin4\ AV~ b orcli!IC.\ \-7 ~ ~xl) 
Seo 'V =='-(1, ¡\ ººº /\ 'Sn) /\O( 
MiY'IY\GIO'\ll'> qve 'd Ml, M ht1nsi+i-io /\IJIM_, t_M ~L(O(t-1))1 
~'i\'>ll\YO.•l\O'> °'"e Me"> \«.\li':>i\'i'iO 'j c.¡ve '\)M ~\) ¡_M.,,,L (O(M)) 

como (l(nlJnu~""ºrclinu\mqJ<imo")M =/ O(M) e5 atc\inl\\ \ími\e 
-=/ L(O(M))·=="U L(O\) 

o<"M 
~ por \u d.b~o\1J\n ck l(o<) 1 

~ t_M-;:: l "'" M/ (JCH)f-\ 1 =).xi:- M / (~q, (1<~ Lt«J))M 1¡ =[ x~t-thott:M (xc,l.(c<))J 

::. IJ L (o\) =. L(o (H)) 
O((;tA 

\O. lerlern i91.rnlouJ es por \u t1'osoluk~ el.e Ltoe) 
lo, l\Ju\~c¡ i9vc,looJ ·~ pyiqve ..,, ><e.LCcC) '.! olEc"'1 =7 por· q bso\u~e• deL(«} ..'IP0 r~ve 
~to1.))M = tXEH/txE L(ot.l)M ~ :.\llEM/ ,;d.td.)~ c"r",lv1mv':> ejue Htc'.,..¡ "7 /(.( M.D 
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C!."3.12,TEoRt:MA. ~CA~ \Jt\cA co<\~\JÍltio'n .\tt\i\o\~)e ~xioN\QS Ae t.Ft(v=L) 

+"\ qve < . , . > : · ... •··· •.• , .> > .· .•. 

't. 
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q,4. LA f\\1'011:':,IS <iit;t-\E ~0L'}}\D~:oi:;~(~.~( 1 N:~º· He,~ 
q,4.i. l)H 11-1\~\0.NlÁc)~.~c;,(-( l.~~¡i'¿k~i~:9~éñ~1fafofa~ócl Con\ió\Jo)es e\ r mJ f\uu<lo 

.\;/o( ·e iw~ d w:1 ¡'.)'.;., ;:;; .• r1i~· :.;;•i.•p;· ?· :·.,;.,...... . •• 
. ~011<l e ., .,, .. ,,_,_;,.,·• -c_•:·ú:·>• .. · >'~'.': ;.,:•/· 
1) ' ' ,_, ~'.~~<:~~·~ 

21 ~:,=:~ w,. 1 t · ~' ·~eX~~;d.iJin~¿1;,;w::i~r~J:::)·r ..... 

·;;;:~~:~::~, ,::·~ 'i!lf ¡~~,,~liJl1~~,)~\~l~/l};ii) 
l'or co1ak11ic 9.2.16 \V:=,l);;-7~c;ic~n\ü:t{ilecnosV,'OL ~q\ol\ttsten-ernus Ac. 
Ahuru ~rn °P/W ~ seo. AG,~(~l~Ú· ~~j Ak Lto(1 -
Ob1ervatiÓtJ1. o<.~,w -='7 (o(\,;\Lto<ll. · · . . 

1>o.uo t\oe. O(,c:Lt.<\ =/ \o<\~\Úo<.ll 
\'1o'oe(I\(¡) \L(o<)\ ~ P<\ ¡,o r ímlúcC.ion . · · 
S11¡>on!Jumuc, ·c¡ve '<1!3<'=< e IP/w-:, 1i.:rr.i1\::.\13\) =/ \J13«-l (IL{Jlllfolocl) 
•)ot \ími\e =/ IL<o<1l-=I \J L(~)\~ .:f. IL(\1ll =-~ \131!:2 l~l~\o<.\\ol\:\o(\ 

ll«>! ' ~<e< \\<o! ~<ol 

·•) :'."• o1.~¡>11 -=7 pu.- \l.i. \L(¡ol\,;,_l\3\=\c!I ':l Uo<)-=D(L(~)) 
=/ Puc p1opasit\UÍI '2,;'2.=t \D!L(pl)\~IL(~l\ ~q~ve Ll~)'e11nhn1fo 
-=7 1 L(o<)I '::.\O (L \flll\ ~ IL(f!>)I = \~\ =--1.;¡l. 

Por lll tqnfo loe 1 ==~ L(o1l I P c.rn o/ '7/ w 
1eoe rnos c¡ve Ac Lto!) •. · . . .-• 
Se~ ><=-LCo<)UfAl, =7 l><I-= ILC«ll-=-lo( 1 

Observutioll2. . · ' j'-;eLCo<)-=7':!SUo<l<;;X 
X •'> lrun<:.1fo¡o ~u 4ue ':!E-X =7 ~~-=A = 7 ':! sUo<l s; x 

=7 Por rurolc11i0(1H) 1.2.11 con 2-=Y "I 'x."'3ot\••·\\'n .!e\TeoremC.1 q,3.i2 
~ /<-:o L(o(llJ'iA) =7 i ('JlM , -x,)] 
3M[Me~~!Ul\':.itiVO A.xs.M A \M\~1>1qJl~Ho1\Xl¡A ~ 
-=7 \M\~m<.;X'il<o 1 1X\1-=mu;<.f'i\u 1 1o<l1-=-l<>!I =7 (MI~ \e<) 

Miu l<'<:t'\ ~ 1o11~1XI =7 \oll-=-\xl~lMI ,l'or lo \-untú IMl-=l""I 
l'•mo V=-L 1 1G '>e cumple~ 'X.f.I H Lvtnp\e1 en~onlc~ por ~eo1etnq q,o.1.Z.2) 

M,,L(O(MJ) 1 como \Ml=lct\ =7 IO(M)I~ IMílON\~ IMl"'io<I< lct 1+ ~7 I0{1-1Jl<l•<lt
=/ O(M\<.lo(li- =7 L(O(M))SL(\cl\t) 

=7 AE-XS.M-=L(O(M))c::l(1o<l+)-=/AE. L(\o1lq ='/G'(L(o(l)c.L(1.¡\t),Q 
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q,4,). LOROLAR\O. \J=L c-7 \1 C-.C 
PRutM 
'lupon<:¡umos \J= L • ror \e1:11emÚ q.t.¡; 2· .. .. ..· · · · 
Pufu \odu c<1rJ111u\ \<-71\il ::07 ()'(1~)s'.~(Ll1<>)'.§L(1<+) 1 p~es Ksl(I:) p~! prnp.'Q.Z.9(~) 
~e dunde 2~ ~ \L t1<+\ 1-.:. k+ po.r obsecvucion 1.dtl ~edrema. 9,Y.2· 

Pero 21
' ~ \<-1- poi el Teo1e111u de fon\-or. Poc lot~l\\.o 2 '<~ \< + 

De L\'l"Í q"e \lo< ( 2w-<.,,,.. W,<t1) • O . 

q,4,4.COROLAR\D 
1) 1ft(l/=L)\-l1"-( 

2) tF+ (l/=L)\- AEtH<ñC 
PR\l~BA 
!) put curolc.uio <\,1-\,7> . . · .· .· .• · · .• 
2) por Coro\<HÍO C\,4,~ ~ por CO(o\cuio•.C\;~,;11-,, Q 

9.4. t;, COROLARIO 

1) CON\H) -;;¡ CONl'1Ftl-\c,c) 
2) (()N(1F) --") CoN (tFE+H&c). 

PR\lE BA 
PCJ! t~fO~ufiO C\,4.4 ~ ~or Cofo\urio C\.'L'l ~ob~epJOtiÓn C\.2.j, 0 
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l \M\\AC\ONE~ DEL METODO 
D~ MODELOS 1 N'TERNOS 

Veterno~ .• Q'norq q\l~.l'\o.e.~' p~s;~\e'.,\'>tb'oar\~·con<,1':.teRGiQ 1c:\q\-ÍVQ 

ele un e n\lntiuuoiJ~\s~s-~1(s1r¡;Jr~1 '/o\¿-t~cl() áe mocld<><,i n~ernos; 
De1mo~ -; \erná; \>fe~'iosf'.'á,,,~ /,'•' · ·· · ·· ' · 

10. i.LEMA. \_L. :;_l· " 
PR'Jt: BA. . . 

S.] L1...=p<.ü/(xüfssL 
2] C-imo en 02. F se prue'oG1 ~ (\./=\_)L ':le\(\\le. les modelo <:\e V=L 

=7 (\Jx Llxl)l- =7 \Ji<.\.xE;-L-7 XG¡_L) =7 LS l1.... O 

10. 'Z. L l:'MA .S1 \\\e'> c;\u~e prop'Q. hunsih'ia modelo ck "l F =7 Ml:: L. 
PRl.lt=BA 
SJ ML=~Xf-l/ (xc:M)~~C::l 

;;!) Cumo M o c:.\u~e p{Qpiu ·hun'>i\\va moc\e\o Je lf =/ por hor-e m <-1 <\.~.4 
LSM (\eole\1\C.I <\e \'-lil\imu\i~U.j de L) 

9 en 72f $e pr1Je'oq q\Je. VxlXEL-t ~EM) 
(Qma L e~ ll\oclelti de lF =/en :if se prue'oC! 

l\lxlxü-7 XE Ml]l-~ 'ix(xü-"'7lJ<.<=LL-7)1.E:ML)) 
~ll'>~ i·h.1~e n<lo L L.-=- L \) \i\1·h1nuo \-e mu 1.0. i. ,0 ~h:l\e mo'> 
\Jx (xü-'7 b<.E L-/ X& f'v\~)) "l"e e-, \u\l\uló'girntnef\te e<_\1Ji\IQ\tn\e 
C\ ~.x..l11.1=L-7 )(cML) ;-¡ Lc:.ML.H:ir\ori>.nto ML-=-L.G 
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10;"3.LE M A. Sel\~ ~01m\Jl<1. ~ M 1 ~ c\cúe~. no \lo.c.ícl'J 
·• . . · .. E,n\o.nc.e5 (\yf<i)N,~? 'f fMt-1) 
\'R\l~BA .• ·. ····.. . . e, > . 
"l-1\dvcc1Ón· sa\icé."S · ..• · ...•....••.•. ·.}• :!. i. , :: . 
obser11Q¿ilí~ 'MN :,,~iü:N / li.:G-M.)N}c'.N '> · ·. 

1){(XE>'3)"\) N~7.(~ E-~)N~-, (i<E:-.'J)~/\.·i<G~) (M~ ~. ). 
·.· . . . .. · .. ·. (M 

((X~~)M)N-t-'7(X~':l)N~)(><~~) tf-') (i<':';:.'i) . ,,., 

h:ido::, \u<, ...... ., <;U\'\ I'º' udi1\\ciÓr\ Oe 1c:::\c.(\i..;i<.G1c.iOl'\ 

2) U;I \'O.l"GI ol. / ¡:, . . ~) (MN) 
l lic:{)M)N~, (I (o<M})N~')/ (o(M)N«-)7c((M ~7 (io() 

~ (o(, A~) M )N ~) (o<M A ~M) Ñ ~/(e{ M)N ¡\ ( \'M)N ~)o((MN)/\ ~ (MtlJ_) (ol.f\~iMN) 
En qm 60~ c1:1~0S el .\-ercer«--/ e~ 1'º6 \~."! 
'.:l lo<:. <levnc(<, <\'--:> :io1' I'º' ~e{ini<.íoí1 <le re\(,\ ~\v:io.ciÓ(l. 

'>) U:I \'Uíll. \\1 1 pcr dc1\\o~lrC11'" po.rQ =ix \11 

\ ( 3x l\l)~ )N ~;> [ 3X ~l<.E-1"'1 J\\\'M)] N 

~/ 3J<\11.<=Ñ/\)l,E-MN /\ ("\IM)N) 

~7Jxl)(tt-JA. )(,E-l'v\N A 'flMl'I)) 

~/:jx( X<;MN A \\)lMWl) 

~/ (~)<. 'IJ)MN 

e\ p1imero 1 se9v1\<lo '.:l '\\li\\\o i;;-/ e'> pc1 <Ae~inic\~I\ de ¡e\qtivi'lo.ció'n¡ 
e'lten:ero e> por 1-\.I., 

e\ Nu.1\-0 e.., por \<101>s .. 1vC1c1Úr\ M"'c N ,\oqu€imp\ltq MNí\N=MN.o 

1L~ 



iC.4.\EOl\E M A. No se pvecle probar lu col\c;is.\·~~~ío. 1e\~ \.ivQ de 
enuncic.11lus \'.-q\<;os e.n L 1 ¡>ore\ (\\éfodp <.lemoae\ós in-\er110<:.. 
for111a.\men\-e: · · · · · · . 

Se~ M c.\o:se f ':! ~ enV!\C.i~\\o \q\6 q~ie~'. 
1)t:Fl-ll'S)L ('5'fe1\c;o enl-)· 
2) 1F 1- (i1'4 poxq todo q11iom<Ade'tF. 
-.ii zrl- (\JMsM· A ONcM) · 
\;n\-onc.es 
(O~(.~r) ':/ t:'F lf-'iM . 

f'Rl.lt:iA 
<ll:iSecvaL1Ón. lamo Ot-.lc.M(:Zf\-UN<-M) '7'/7tFb3x'{M(lc\) 

Supang4f<\os q"e coNtiF) ~ -cr-1-.'SM+cr· 
(Qmo les moclelci de :t.t= 1 en-\011ce'.> j(· - -
l:F \- ( 'BM)l (~) '. ~'x - e ··-· 

llof \el'flu i().'?, t:f \-(1-jM}lE--)i(M,JJ (~.i) 
~or (o<) 'j l""') T.f\-'5'(Ml) -.. ·.·•··.· : :~:~ .. ·_ 
\'H \el)\o. 1.o. 2 1 ML= L =7 ~ F F~\ ~~ .. ·· · 
\>ero por 1) :Zr \- ll~)L _ .. ·. . 

-:/ 'lrl-~L ':! :tfl- t1~)L =/ -i.r. ~., in'c~11:-,<5\-e11~e íS(coN(rF)) 
~or \o tc.\\\to-:.. to~\t.f) =/.:c.fi-f.igH 
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B \ B L \O GR AFIA 

Amor;S.A. 
Ct]A>Ciumutiia\ii\i<luJ ~ (Qm\'lehicl en ló9icu ele Pfime1 Cl1d~11. 

'l\11c.11\us t-\C4\emu-\it0S i 60.1. 9 ~8. 
tl] FMcin.9 ::¡ PniebCAS óe Jnt\q>enc\enc\a. 

Apo1.\-o.c.iones Mu\emÚ\-iwS 9. S""l->i.i.C-\<\O. 
A111M1 3. A. .::i fi?ojo.s li?. 

C11Sis1emo.s fonnu\es.Wnl~\os t-/14.\-em&+i'cos i49.i99i. 
\;nde1.\on) \\.e. 

t11 \::\emenh o1 Se-\ T\\eor~.i\caóemic Hess.i<:\::H. 
t '2.] \}na Tohocl\lc.c.\Ón Mc.\\-eméÍ*íw Q \" \.Ó9itc.1.l)NAtJ\ .1.Cli<Bf. 

t: .ffmo\l i Ñ. 'J. 

tn ~eotnehíQ S"perioc. Mir .1..C~'Ol\. 
E ves, 1-\. 

(ij Esh1diC1 ele \u!> heomehíu<.>.\lo\umtnÍ..\J\EH/\. iq85 
l"utiéne-:c Agui\M , tJl.f¿. 

O.j A\_9\11\0S Re-li\e1<.iol"ll~S <i.ol:>ce e\ Ai<.iol'\'\CA de \;.\ecc.ió"l\. 
Te-;\s P10-fesiof\Q.\ \JNf>..t-il. i'\'O'). 

\-\un~ef 
U1 l-k\-o.\Ó9ic.a. Pa.ro.l\i"fo. 

'l\unen1 \: 
tn Se\ Íheor~.' Ar. "!ntroclllc.\-ion i-n ""fn<Aerrn<lente P1ooh. 

"lo!~~ \\o\\cm<l • i. O.SO • 

No.ge\ ~ Nel))mo.n 

tO f-1 Tencem" ue C:.ocle\ .(OIJAC.'::IT. iC\'Oi.. 

~ojo.s 1 R. 
C..11 (()l\Sis\el\C.io. Reh\i'IJa ae \u ("\eome\r(o 

\\ipHb~\ic.a t'\CAV\Q( t-110<\e\o óe Po\ncafé'). 
Tesi-:. í'rofrs¡Cll\ctl Ul-!AM.1..<r=i'\. 

121 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Motivación del Concepto de Consistencia y del Concepto de Pruebas de Consistencia Relativa
	Capítulo 2. Haciendo Precisos los Conceptos de Consistencia e Independencia
	Capítulo 3. Pruebas de Consistencia Absoluta
	Capítulo 4. Limitación de las Pruebas de Consistencia
	Capítulo 5. Requisitos de Conjuntos
	Capítulo 6. 4 Ejemplos de Pruebas de Consistencia Relativa
	Capítulo 7. Teorema de Reflexión
	Capítulo 8. Definibilidad y el Universo L de Gödel
	Capítulo 9. Otros Ejemplos
	Capítulo 10. Limitaciones del Método de Modelos Internos
	Bibliografía



