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Capitulo 1 

INTRODUCCION 

La conocida lc.•y de d(·c;1i1ni('1do t'XfHllH'tJci;d fw· t1htt'uida por pri111t•ra 

\"f'Z por Cilnww ''11 l ~l:.!X f 1 J. d1•11t ro d1·l 111.:trcu d1•I d1•cai111i1•11to n. Es 
bien conocido. dl·sd1·1•11to11n".;. q11<· la pn)J,;!!iílid~td dt· <¡líe iliid pttrtíndíl 
110 decaip;a st· ('Jl<'IIt'llf ra ditda por: 

/'(1) = '-1"1/I. ( 1.1) 

donde 11/1' 1's la \'ida lll<'dia di· lit partírnl;,. 

Si11 c1nhar,e;o, psf il ley no c•s 1111 rl'~1dt.;1do rip,11roso dt• la ~l('cú11ica 

Cu;Íntica. SP salH· qw• s11\'alidt>z1·stcí li1nitc-1dc:1 a 1u1 ci1•rto inlí'!'\'alo dP 
tietnpo tal cptt• (1lit111po .... llJll.'J n11·/o .... · r ;¡ lir111¡w.'i hu:qo .... el d1·cr1irni1•11to 
no C'S PXJlOIIC'llliaJ. Es;¡ 1 i1·111pus i111 t'fllH'dios ('IJitlldu ,.¡ t'Olll1'1Jrt (JJIJÍf•Jlfo 

PS Jllélyor111C'1lf (' l'Xpollt'IJCÍid. 

En J!J;J/. l\.ltalfin [:..?] dr>u111<'.">tra f1.1r111.d11H·1111· <¡11<' él partir del l11·cho 
dP q1w pf PSp<'cl ro dt· c1wr,c;í;.1s d1• 1111 sisl1•111a n1rí11tico Pstti <1colado, t'I1-

to11rf•s para tie111pos I >> h/r. qrn· dt'11on1i11i1tTl!Jos /ir111¡w ... /,J1:qos, f'i 
decairuif'llfo no <'S dt• 1 ipo cXJHHH'11cictl. 

D11rautt~ los ill~Jos ~1·scnta, I\lialfi11 dt·1111u•stra 1.a1nhi1'·11 [:J] cp1t• para 
lic111pns rorlos, 1 << h/1'. la prnhahilidad d<' no dPcai111ic11fo /'(/) cs 
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no expo11r-11cial. 

Esto dcfint~ u11 i11tt·n·alo <'11 t·I 1·nal t•l dccaii11i1·11to 1·s t':-.1•1wialnH'lil<' 

<'-XfHJllt'IJcial. Pur lu tanto. P:-i dt• p<trtindi1r rc•lt•\·a1icia dc·scril1ir y t'Jl­

lt'Hdc·r las ;j n•).!,io1ws t¡llP lo;-; lit rnpos lar~¡o .... y r'(J1'/c1 .... d1•f1·rr11ina11 t'll 

c11alq11icr ~islt'111a n1<Í11I ic11 q1w d1•1·;u• ... \dP1111í .... d1· 1•\'cd11;ir !t1 dí's\·iit1'Í1'111 

de 1111 co111port a1J1i1•11t u 1·xpnrw11cial t· .... t ril'I ;1Illt'lll<'. 

Es ilSÍ q1w ,.¡ pr c•s(•11t" 1 r<tii;1 jo 1 il'111· J H ''" 11l1j(•t i\·u t·I J¡,¡JJ;11 1111 rt fúrmulu 
f'.raf'/a rfr 1¡11 !t'r111i11,1 cu11~idcr.i11do L1 1·xpr1·-.,i1'n1 .!!,t'!lí'ral p(lril L=1 tlfll­

plit11d dt• fin d1T.ii111i1•11fu .·1(/) [IJ. \';í/i1/;1 p<1r;1 111d11 ti1·111po, q11c• lit)~ 

pcn11Íff' 1·\·rtl11:1r );¡~: .!'."'':i.11 iurw:-. d ia 11'_\' ('>;JH111c•111·ial 1·11 n1alq11it•r sis­

í c'lllil n1;Í11t icu 11u P.">! <1ciu11ilriu t n'·gin11·11 110 r('lid j\·j:-;t ;1 ). I.a forn11dr1ciú11 
pi:líit .·1(1) :-.t' f1111danw11t<1 t'll 11n f'onJ1ali:-.1110 d{· rt':..u11:1111·i;1~. !1;1-.;ado c·11 

Ja cu11diri1~?1 ;, h fr,;;;t; r.i ,¡,, 011da .... 11it1 flfr ¡.~,¡. 

E11t011n·s. t•:-; <t ¡1t1rtir d1• /;1 1':'•:pr1· . ..,it.llt d1· .1(/ ). ¡¡111• dcrÍ\'<ll't'lllOS 

analít Íc'itlll<'llf t' 1<1 frln1111/a r .nlf"la dr 1111 lr'r1111110. E:-.t 11di;1n·111os dc·s­
p116s, Ja prc:-.l'll(i;1 de 1•f1·c'l11:-. 11u t'Xpu111·n,·i;dc· . ...: 1'11 difc·n·nlc•s si..:;lcn1c1s, 
a11aliz;índnl11"i :-.isll'lll<Ífi1·,111H·1d1· 11lt'dit-11lle JJ1(··1ndu.., 11111n1"rin1s. Sc· lianí 

c•s¡wcial 1"1Jfasi . ..; 1·11 la i1JltTpn·t;11·i1'n1 dl'I :-.ig11ilicado d(' li1 tupo.'> ror/o .... y 

liunpo.'> lorqo,-.. p<1r;1 c;1d<1 ~ i"lt'l!J;i t·j<·111¡ilili1·<11l11. 

Nos uc11po1n•1nu . ..;. pr1rt ind<tr11w11l t'. dl'I an<íli~i.s d1· .·l( t) ¡i;1ra t if'111pos 

11111.r JH''Jllt'Úos t'll c·1J!llparilt'iú11 ""11 lil \·idc1 JJtt•dia d<'I sisl 1·111;~ <¡ti(' r/t'<'iLl'. 

l. En f'I .st•,t;1111do 1';1pít11lo lrat:1rt'lll•J:; lr1:-.. p1upit•df1d<'s .!!,t'IH'l'<llf'S dt· 
las rcso11a11cÍ¡¡s, y s11 n·li-1dt)11 con la r11;1t riz .'i' y la f1111ci1'u1 de 

Grc'Pn. 

:!. El fPrcPr t'<lpÍltdo \·('r:-.ca. ~ul,re la 11t,r11Hilizaci1'J11 d" los f•stados rr•­

sonantPs, la PXprcsi1',n p;1ra la f111wil)I1 d1• ( ;rcc•n c<'rca de sus polos 
y stt expa11~itj11 n·s¡H'Clo d'• las Pigt·11f111wiot1t•s. 
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:J. El dPsarrollo q11c cu11d11n· a la <'Xpresion para la arnplit11d de 
no decai1tii<'nto :1(1). cu su forrna gt'lH'ra1. srr<i exp11<'sfo en c-1 

capítulo ·l. 

4. Es t~ll t•l capítulo !J. do11dt• ullf P11drc·1nos la fármula r.racla dr un 
ff'rmino para 4·1(1). Calc11lan·n1os la f'Xpn·sitjfl para lit lfl/J(IS rorfo..., 

y la forrJ1a Hsi11tc}tici1. Finalnlt'll1t• di .... n1tin•1nos \·ariu:-. c•jt·111plu:;. 

fi. Por últ.irno. l'll Pl a¡n'ndil·1 11. dart'llJ(J.'> d pn1_t!_rarna de n~n1p11to 
con p} que SP n·alizaroIJ lus réÍlc11los 1111111(•ricos de• la prol1al)iiidad 

ck• uo d<'cai111ic•11f.n. l'xplicando dd all1·:-: ('SjH'1'Ílicu. ..... 
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Capitulo 2 

RESONANCIAS 

2.1 GENERALIDADES 

El d(•caí1nic11to dt· 1111 ~i"tc1w1 n1<Í.11tico llt>-n·lati\·isla puede dcscrihir~l' 
satisfaduri<lnH'lll<' por nwdiu d{·I co111f•Jilo dt· n•suru111cia. Lus <'~tadus 
f('l'OJiilllfPs f11c>ro11 c·I11plc-·c1dos por pri11wrn \'f'Z por C:at110\\' [!J t'll s11 1ra­

hajo ~obre tkr<1i111i<·1ilo o. JH•r lt1 qllt· fil111l1it·11 n•cilH'll fr<'<'lll'llf<'IlH'll1t• c•l 
llOfllhrP dt• f',<;fadn.o.; dt r:o1110tJ'. P<1ra d1·srril1ir il lus t':->tadu." rt'SUllit!llt'S 

rcquerin1os sol11cio1ws ;1 la t·c11acic)11 dt· Scl1rDdi11,f.!,1'r. t'll l<1s 1·11;tl1•s 110 

existan co1npotH'JJlt'S dt• 011d¡1 1'111 rr1111(' ;, 1listn11:·i<1s infi11ilí1S [.jJ. Exis­
ten olros for111,:dis1n1J~ p;11«1 d1•scril1ir a las rt·so11a1lí·ias. fti]. ['iJ. 

Co11sidPn•n1os <diora. :--i11 11lilyor ¡11'.rdida dt· gc11t•ralidad. q1u• tc•11<'­
n1os una partícula dt• 1no11wnto ;tn~11lar rcro sorndida a 1111 poteuci;:d 
de akanc<' finito. «'S decir 

\"(r) = lJ; ,. > (l (2.1) 

El n1is1no nH~todo p1wck aplicarsP a c11alq11i<'r ol ro n1nnwntn angular. 

La C'Cuacióu radial d<· Scl1rildi11gt•r t·~LéÍ ciada por 
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(2.2) 

con A.· c·I \'t•<·tor dt• <111da y l<-1 <'llf'rgía E ::::: ~.'!. Las 1111idadc:-; npropia~ 
das son: li = '!.111 = 1. 

En PI origen. r ~O, Id f1111cit'Hl de onda radial salisfar<', 

1.'(k. O) _,O (2.:1¡ 

La solución par<1 p1111tns fuera dt·I alc;1JH't' d('I pul1•1irial. ~<' <'Xprc•sa 

por: 

1;•(k, r) = .·l(l.·)1°'' + /{( Á")t _,,, ,. >a (2.4) 

con'''" rodki••JJl••s :\y /J ddi11idos para n1;iJ,¡11in /.·. El t(·nnino .t 
n.·prc·scnt a la uuda :--alil'lll i' y t'I /{ l;t onda c•ril rcn1t<'. 

Lfl dcfi11ici1'n1 dt' 1~1 111atriz 1k disp(~r:-.it'm u 111atriz S'. st• t'JJ<'llPntra 

darl<i por [H]: 

S(I.·) = .l\ki 
!í(k) 

('!. .. í) 

La n1atriz ,..,· 1•s 1111a litJl'iún ff•t'1ri<'a 11111y i111porl a111<·, ya c¡i1t~ pcrrnit<' 
<1sta1>1<'n'r la co11Pxi('>11 nm ca11t idad<·s qw· se 1nid1·11 cx¡H·rinwntRJuwntP: 
rorno por cjt·111plu Ia :-;1•ccit)11 PIJcaz. la «11al para prof"Psos d;.lsticos. que 

son los que co11sidt·ran·111os t'll t•stt• t ra!Jajo. s<• t'scrilH' corno: 
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7r 
rr = P 1 1 - S(l·) 1' (:.!.6) 

La n1atriz S pust'P caracft•rísticas 111uy i11i<'rcsautes. Por ejPtt1plo, la 
n1atriz S tÍPJH' las sip,11il'11f1•s prupiPd.adt·:-1 d1· sinwt ría {!j]: 

(i) Si f<Y'rnplaza111os l.: por "J.: 1·11 la t•c11aci1'H1 ('.:! .. 1 ), la t'XJHt'!->it"ll qt1<' 

fPsnll a siµ;1w si Pudo !->ol11dtJ11 a la t•r11;ici1~11 r;ulial dt• Sd1rl)din.c;cr; 
por lanto se tiP1w. 

S(I, )S(-k) = 1 (2.7) 

(ii) Sustituir li· por -l·"' nus cond11n• a: 

S(-l .. ) "" s·(l·) (2.8) 

Para potenciales de ctlra11cP Ji11ilo, t·s l1i1•11 sa!Jido [10] qu<' la 1natriz 
8 corn·spo11dic•11ff' SP pu<'dc· t·xf<'11der analítica11w11t1• <1 c11tdq11Í('f 

valor dP h· <'11 Pi plano co111plt>jo, y e:-> <111alí1 ic;:i c•x11·ptu <'11 1111 

111ÍIJ1<'ro infinito <k sing1il<1ridad1·:->. 

Para pote11cialc·s q11t' c11111pl1·11 lt1 1·1111dif'i1.lf1 dridri IF1r Li ,.,·11ac~r'i11 

(:!. I), ~" ::-:a!Jl' que lus pul1J:-. 1h- la n1<tt ri;. .'-i' s1• c11nw111 r¿t11 en la 111i­

tad infl'rior dd plano cu1nplt•jo k. o <'IJ el t'j<· i11w~i11ario positivo 
[1 O]. Lns polos cornplcjos t ic·1w11 sit11d ría Psp1·ndar n·sp(·1·to dd 
f'jf' iinnµ,inario. 

(iii) Otril in1portantt' propit>dad. <'S la 1111itariPdad, q11P SP <'XJHt'S<t por 
la r<'laci<in [11], 

S(l·)S.(I.·) = 1 (2.~J) 
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En 1111Pstro caso la 11rJit.i1ri<'dad de S nos nniducP, ll!"arH1n la cn1;1dt)11 

(2 .. 'l), a: 

(:!.10) 

Corno se 111<·11cion<') ;111tt'riorr11,•nf1>, las n•.-:011íHWÍa-; rcq11icrc·o de· la 
condici,Jn. 

IJ(/.:) = () (:!.! l) 

es dt>cir .. la a11s1•11cia dt> ondr1 Pnlrant1• 1·11 la solll('ÍtÍll asinlútica de la 
rc.uarÍÓJJ radial de Schr1')dingPr. E111 onces st• t1·r1<Jrí<1, 

1i>(l.',r) = .·l(k)1''" r > ,, (2.12) 

l)p <'Sf(' 111odo Pf!Cofll ra111us <¡ll<' piHft ~· n•;il 

/J(k) = () => .·l(k) = () (2.13) 

por lo 'Jllt' s1)lo PXistÍrÍéi la soliwiún tri\'ial ;1 la t•cuaritln d1• Sdiriicling<'r. 

Por n,1i.-.Íg1Ji•·1Jft', lus \·alorf'~ de J,· q1H' n11npla11 la 1·01Hlit·it)n ('L.10) 
debc·n Sf'I' 11c•n•sari;111lf'1lf P co111pllj11'.">. Fí~irauu·11tc'. las c1wrg:ías corn­
ph-:j;ts dc·scri IH'll sit w1cio1ws c•11 li1s c11a l<·s 1111a pa rt íntla pt·r111a11ccP llll 

tien1po finito c•n 1111 t•s1ado dl' 1111 !'lisl''lllít. piirf1 J11q.!,o d<'Célt'r. 

Podc111os dc11ol.ar los vaJon·s d1· /..· qw• n1rnp!ttn !;1 c·n1dcil>11 (~.l'L) 

cu1110 J.:,n y <l las <·i,!!/'I1Í1111cirn1t>s conc·~porl(lie111('s t'Olllt> llu(r). P:1ra 
1' > ll • 1 t'JH'lllOS: 
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(2.14) 

Si escrihimos 

n,.JJ., >O (2.1.'i) 

rutonrrs los n•spcctivos cig1'1ffn.lon•s de la r11er.e;ía E,1 , :-;011 t arnbil•n 
de rarádcr con1pl<'jo y .sp ('XJ>r<'sat1 por: 

(2. lll) 

desarrollando el prorl11.-to 

(2.17) 

que srnín dP.si,gnados co1no: 

con fu posición de l<t n·.so1w11cia. rf¡ PI a11d10 ('(ffJ'f'SJ>oildiPnlt'. Tauto 
Cn con10 l"',1 so11 observahlcs <·xpr-rin1P11f.alinr11tc. 

Debido a lo illllt'rior "' p11t'dc ''"·riliir la <'c11ació11 (:!. l·I ). incorpo· 
rando la depr'ndc11cia f Ptllporaf. co1no: 
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(2.l!l) 

Cahr> sc•J¡¿dar que In part(• inrnginaria ncgat i\'a dt· k 0 si• r(•tlt•n· a qth' 

Ja dr¡H•11dr-nri;1 radial dr• la f1111ció11 c!P onda. cn·cp t>XpotH'nci;d11wnlt.• 
co11 la.. distancia. D<·hido a la n111si1lcracit.)n dt' t•:...tadl)s qw• dt·c;H'll t'll 

f"I tit-1npo expo11t•11cial11w11tt•. a 1111a (li!->ta11cb1 r dt•I ori,e,1•11 ol1sc•n'tt111os 

partículas Pl1Jitid.:1s por t•I ~i~lt'lll<L <'t llll ti1·1tq111 I -- 1'/n,,; (do11dt· º" 
f"S la \'c•locidad de la part ínila ). :\ f';.it' 1 ie111po la'-i p;1rt Ít·n};1~ t'l'itll n1Ús 

abund.a11lt·s t·11 1111a ca111 idad ddc·n11i11a1Lt pur t·I Lictor, r/' 1
" r. nrn r lit 

\'ida nwdia dP ia part Inda. 

1111,.(r,/) ll'=ll 11,.(r) 11' ,-rt (2.20) 

2.2 MATRIZ S Y RESONANCIAS 

Corno ya lwruus dicho, hr1y \'arios 1rata111ic•11l11s dif<•n•1dt•s para c•xplinir 
P1 fc1H)n1P110 de• las n•so11a1H'ias. SiJJ t>11il1ilrp;o. todos coi11cick11 al r<'­
Haltar los 1no1rn11ciados picos cp1t• sP oliscr\'all ('JI la ,;n:'dka dt> la :-;c•cciún 

transversal, ct'J"<'a dt· la t'llPrpJ.:1 rf'sonil11fc> /•.,' 11 • E~tu podrí.11 J'(•lacionar!-ie 

con la <'XÍstl'IWia dt· 1111 c·~IHdo niasilig;ttdll, lucaliz;ido c11 1-.,'", t'll PI !-iÍ!-i­

ten1a blatwo-proyectil. Si r·I proycTtil St' C'll\'Ía f'u!l Ptwr~fo /~'n· t•I hlanco 
In capt11raní t<·1npvral11wnh· 1·11 1111 t•stculo 11u•ta-t'~lal1k o c11asilip;rHlo. 
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Podernos describir a las n·:-.011¡1nrias de uua fonua snt isfoctnrin nu~~ 
dinnt(\ las propit•dadt·s a11alit ka .... ~1t- ,,, rnat riz s· {I "2]. 

Los polos d'· la 111al riz .i....· c1JtT1·:-.po11dc11 a los n•ros dr• J¡L f1uwi1)11 dP 

,Jo!-it, p11t•s para llli lllOJIH'rilu a11g11lar dado pod1·111us cxpn·sar a.~· co1110: 

'' J(-1-l 
.~ ( •. ) = J ( ki - (:.!.:.!l) 

con .!(/,.)la fu111·i1í11 "" .)11st [!OJ. 

Los polos dt· lit rnalri~ ,1...,· :-.il11<-11lt1s <'11 J;1 1nitad SllJH'rior d<'I pla110 
cornpl1•jo l· (/nd.· >O) cn1T1·:..po11d1·11 ;1 t•s1;1dq<.: li[!.<Hlo'~ [Ifl} 

Para JH>lf'Jwial1•s d1· 4¡/c;111ct· li11itu. 1•stn 1·:-. \ '(r) s. lJ; r >a, se p11t>d1• 

<len1ostrar [10) <pH' la tnatriz .i....· 1'S a11;tlític;1 en todo 1·! pla11u <'01nplcjo 

/...·. t'XCPpto t'll llll 111'111wru i1ili11itu d<' polo:-., Jos n1ftl1•.s <'UfT<'SfH11Jd('Jl ;1 

los c<'rns .¡,, .J(k). 

E11 el ca,.;;o dl' /111/.· <O. lu~ pulu~ 1·:·diÍ11 di:-.fril1t1ido.-..; sin1l·lrica111t•11l.c 

con rc•spcdo c1l cj1· i111;1giI1í1rio /;. ,\· <-:11I1 1111 111Í11wro i1di11ilu de· t·llus. 
Ta111l1i6n p1wd('11 <1parc'ct'r lJJJél ca11tidcul fi11it;1 d1• pulo."' sul1rc· 1·l l'j(• inia­
ginario rwp;al i\'o. 

PodP1110s i:q·:1 /icr1 r J,y~ pullJ., d, · .''"''{l.· J. i\<'sllJI ;i e/a ru que 1lll<'llit parl t' 

dt' ltt i11fun11ac·i1iu :-.ol1n• las n•s1rn;11iciit..., :--t· r•11c·w·11tr.1 1·11 J,l 111;¡tri;.-: .':t'. 
EI1rout.r;1n1os la 1•sfr11ct11r;1 n1<111iÍ<'sf;1da 1·11 if1 gr<ific;¡ de• J;1 Ji:111ra :.!./. 

La forrna dt• la gr;ífica es si1·111pn· silllilar para \'(r) E R. finito, 
debido a los sit:?;11it•11tt·s pri11ripius: 

l. Ca11salidad 

2. lnvarÍñncia antP in\·1·rsio11c~ f.1·1nplHC-tl<·s 



I:' 

PLANO COMPLEJO k 

1'.\/'111'/.U :!. f//.',..:;O,\',\.\'CL\S 

----> 
k Rek ® 3 

Kn =an-i/3n 
estados 
resonantes 
propios 

Fiµ
1
11ra "2.1: l'oll1..; 1k !.1 111;11ri;: ,..,·, t'l11·l ¡ilc11111111111¡1l('_ju /;, Sl· rqn<·~1·11ta11 

los !'si ;1clt1'' r1·:-.1111;111I 1·:) pr11¡1Íl~''· 111.', c:-1 ;11 l{ls lig<11ln." y lu." ¡¡111 iligado:--. 

l,qs ¡Hi\1).'i il1· L1 lll;1t 1 i1, .... ...:. cu11111 y;1 \¡1·11111:-: c111·1nd rdd1>, n1rr<'SJH>1Hle11 

g<'1wr;1l1111·1it1· ;~ t\'>\.i(ll1'·· li~·.;11!11"· ;111tili,!..',;1d1H ~· n·~<111¡11tll':•. :\11;1lin·1nus 
alior;1 ~11 r• .... t n1t·l 11r;1 

S1·a, -. 11 

(2.22) 
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(2.23) 

(ii) Los f'stados virt11al<•s o antiligado!-i son 

(2.25) 

(iii) Los estados fP!-JOIHt.lltPs propios (nu > ¡J0 ) se expn•san con10: 

h·n = nll - i/in (2.2G) 

(2.27) 

El 1napeo k -+ R <'11 su funn<1 .!..!;r<Ífica, tie11l' <'1 c1s¡>t·cto 111ost rado Pll 
la figum 2.f!. 

Una hoja sP sit1'rn sulirc la ul r;1, y S(' co1wda11 por 1111 ,·ortt· rau1al. 

Esto q1wda n•prrs<•nt;1do <'11 la }ifllll'a J.:l. 

Los ceros s· dt_• .1. t'Jl l'Slc• Cél!-iO. p1wdt•11 JI() '''IH'f t'ft•ctos rP~Ollttlllt•s 

observ<1bh·s, a1'111 c11a11clt> la f111wí1'.rn de• .Jost fl(l lt•11p;a n•ros t'll t•sa rcg,h .. )11. 

Como ya ll<'mos dicho, los polos d" S <'11 hnk > O C01T<''i'º"d"11 

a estados ligados, 111iP11f ras que en 1 n1 h· < O ptll'df'n corn'sJHHHler a 
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Ho¡o no Hsica 

Fi~11ra :2.:!: ~Lqwu de'! pl111111 co111plC'jo /,· ;1! plc1110 nnnpJ,.jo /'.J'. 

rrso11a111·í;1:-.. E . .,jt· lw1 !111 ~-:11,t.>,w11· f111·rtc·11w1ill' 111¡;1 rcL11·i1'>11 nd.n' a1111-10:..; 

I ipc1~ dt• t·~I ;111• >' 

1 i11 .in.íli·.i:, ·~ti¡w1 Ji.-i.il 1111:\ 11J!ll'.'>I r;1 q111· 11111·.<.,l r;1 ;i,-;c•\'('l'<ll'.il;ll es co-
1Tc·d ;i. St1JH111g.i1ric 1·· •p11· p.1 r.i 1111 \·i1·rl t) \·;d11r d1·l pnl 1•1wi;d \ :;, l ~·npn10~; 

dos p()l11~ :-:il 11.1dr1" ...;i1111'·r ri1·:1111t'11!1• tt.:>IHTl.ll al 1·j1· i1n.i~i11;1rio. Si d pu­
tl'll1·i.d 1:.11Í.1, l1J· pulu:. e ;111d1i;111 d1· posicit'JJJ. Si c•J pu1c111·j¡¡J :-;e• hace 
111;i:-. .i!r;1di\·1i. !u•, c!u:-, p1il1J:, :~i11i1.·lri1c1~ :-;1· j1111l.<111 1·11 d t'.i<' ir11;1ginario 
llC'P,illi\·c1. IJ;11 i<"o1l11'-(' 111,;,; f¡¡1·1!1' 1·1 jJulr·11cial, 11r1 ¡Hilo~'~ 111111'\'(' liaciil 

ilrrÍh<1 (/111'.· > 11) _\' .·w 1·11/J\'Í(•rll' ('ll 1111 1· ... ilad11 ligildo; "I ul.rtJ pulo se 

C'llll\'i1•rl1• •'11 11!! 1"~l;ii/1i .tt:!ffip,;¡.!o. J-:¡¡ ~·J ,,i.,u l'll l'j tjlll; 1·J ¡1olCJJCiilJ SCil 
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PLANO COMPLEJO E __ -~- -~¡------.___......._ 

l 1 hojo JJ \ 
I 1 

I \ 

;>>-· ... - --,-,~~hOJO I 

---------- -l---- ·--·-·--------L -~ 
\ 1 I 

1 / t corle ramal 
\ 1 I Q-i>-CO 

\ ¡ I 
\ , 
',, /,;. 

---_;.:/ ---------

Fig11r;1 '.!..:~: S11¡H'rfi1·i1·~.; 1!< 1 /fi1·11111¡.111 1·11 1·/ p!.11111 Culllj1lf'jO /'.,,'. 

JJH'Bos ;d.r;1cli\·11, d pu/11 :---1· l1o1"/.1d:1 .i !11ilo < fl, y ~1· 1·1•11\'i(·rl'· 1'11 1111;1 

rcsu11;111ci.i ~¡ / · 11: 11 1·11 1111 1·:,l;idu \·i1111.d ,¡ 1 ti. 

Si ( > U, 1 l ¡11,/11 dl'l 1111dir;iJ 1·~. di• tipu duldt'. Si !1:1u·111os 1•/ pu­
f,c11cÍ;¡J li~',1•r;1111t'11!1· 111.í:, ;1!1;11 JÍ\"u t¡tw \;i. !11;., do:~ 111ilu:. se ;,il1"1;111 f'll d 
<'it' i111.1gi11.iriu. l:/l'l 'tJ/JltJ 1·,!.idu li•: . .id(J _\' 11! r11 1·111¡¡11 1·~-i1;1du \'irl1¡;d o 

;1111 i/ig;1c/11 

i;, ;1111Í111<.; ;,1' t'!Jt'llt'llf r;111 l'll r•J ('...;l;11J11 JÍg;L1JlJ 1J1• 

CJH'rp;Íii 1·1·111. C '11.ir1dt> ,.) ¡11d1·111·¡,¡/ ··1::¡1i,·~:o1 .1 .. 1-r 1111·110~ ;tlr<iclin), los 

polo:~ c11 1·l ori.e..~·i1 :-.r· !1;1:d.11/.111 r:111g<·111·j¡il1n1·1il1• ;i/ 1·.i<' n\1/. El ¡iuln d1~ 
la di.•r1·1·l1;1 .... <' c"11\·i1•rl (' 1·11 1111<1 11'.<u11,¡¡11·i;1 )' ,·,11d i111.¡;i t'>t' 1·;1111i11u l1;1..,L1 

<¡111' 1 C\'1•11l11;dn1r•111~., '>1' /1.u·i· Í11ol1·,1·r\·,il1k. 
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eruación radial de Srhriiding<'r f'st;i dada por: 

di·)= .·1(/.-)t ih + JJ(k)< _,.,. 

Esta n•Jacil:n1 ptH'df' JTt'srril,irsf', dt> cww·rdo '' la fonna 11s11nl t•n ];i 

tf·oría ch• dispt>rsio1ws (I '2] 1 c-<J1110 

t.'•{r) =e('{/.·) ,i11(h + 8(k)) (2:29) 

de aquí Sf' uht i(•fu• qllt'. 

(2.:JO) 

Se ha introd11cido el 111í11wru /i(l·). <¡lH' fl'IH't'S('Jlfil <·i torri111íc11fo 

<Íl' Jasr· dP l<t sol11ci1)11 a~i11tt'11 ica l"<'SjHTlo dl' f;1 fo::-.t• dt• la sol11rícín de 
part.ínila Jiln«'. E:-1 det'ir, !;1 pn'St'lll"ia de• 1111 pulc·11cial disJH'l'Sor s1.• n~~ 

flpja 1íukanH•J1tP c11 llll ca111biu d<· fase df' J¡¡ oncla disp,~rsada. 

Pua ht1c11<:1 dt>scripci1'JJ1 d" 111w n•so11.;1nci;1 p11t•d<' licH·1·rst• <'11 tc"rrninos 

drl corrin1it•1ilu cl1· fa:-w. 

St'a k u11 polo de ,"i·. Podt·111os f'Xpn·s;1r ;1 k d(• la sig11il'11I P 111cu1t·ra 

(/;, ;., O) (2.:ll) 

con los su1iindin·s r -~ n·al t· j--,i. irnagi11ario. ExcPplo c•u caso.s csp<'­
ciales~ tra1ilndo:-><· d(' 1111 canal Jos polos so11 de ct1rúct(~r !o;i1npl<· (IOJ. 

Como ./( k) 1 ic11<' 1111 <"<'r<> si111¡ill' c·11 l·, •·xisl<' 1111a 1·rriudad para la 
cual podC'1nos liac1~r Ja si~uit•nf.t· i1proxi111aci/m: 
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[d.}] 
./(/c) ""° -;¡¡ k (k - k) (:.!.:!:!) 

Si I· f'S ~11fici<'11lPJIH'fltc ccrcaua <ti <'jf' rPal <'llltHW<~s f'XÍ~ft• 11J1 in· 

tervétlo real. conct•ntrado t'll Á· 1 , t'll t•I c11;tl la ;1proxi11wch'n1 dl' J(Á·) 
f'S vcilidii. Par;1 f'Xit111i11;1r l'l i:orritnit·1du dl· f.t:-.t' •'11 dicho iutt•n·alo 
S<~fiahunos q11t•, para /.· re.al, 1·! n1rrin1it•nto dP fas,. t'S rn<'nos la fo:-.e 
de .l(k). E:11tu11n·" 

[ ,/./] ~(/.-)"" -(/1'!/ "'' k - <11º!/(/.· - le) ('2.:l:I) 

c·on J.: E R, cercana a l.·r 

(2.:Jl) 

donde 

y 

(2.:lG) 

La cantidéld t\r,.,(/.-} t'S J;1 parl(' fP:->011<111tc> dPI corrirnit•Jlto dP fas('. 

PuC'dc esq11Pn1otizan.;P. (t'XCPpto por 1111 <Í11µ.ulo rr irrcll'\'afllt·), 111ediantc 
la fi.qura !! .. {. 

Es f;íciJ ohsPt"\'ilf' 'fllf' co11furn1e l· eren• lwcirt k, t\r-s(k) \'fl d,•sdP O 

Jiao;tn tr. Entre tnñs n•rcana S<'a l.· al Pj(' rc•aJ, PI i1Jcn·111<'J1fo en (~ns(k) <'S 

mucho más prn111111ciado. E11to11c<'S n·rc<t d1• 1111 n·ro .¡., .! ( lc) prcíximo 
al eje n~al, !:!(' tiPnP q11P <'I rorrinti<·11lo de· fas<' total /J = fi1,_1 + f,n··"' SP 
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k 
\ 

Orcs(k) 

\ 
\ 

1·11•1 ru1.u :! 1u.;suf\.',\1\'< ·1,1s 

/~' 
L~ k=k,-ik¡ 

Pudc·1110s carill"ll'riz.ir .i 1111;1 rt'.~u11;111ci<1 1 por t•l pro1111ttciado i11c-rc­

llH't1l11 dl' .7 1¡lh' í'\jli'I i11w111;1 1'l(/;). 

o(/;) (:!.:l'i) 

l·:s d;nq q11c· pt11·dt·11 pt1•.-..1·1d,11."'.' difi-r<'11lcs pu'-:liliilicladt'~. L:1 111;Ís 

11Slliil ('~ it<jlll'IL1 !'t! L1 ( li<d 1\ .. ¡( /;) t·~ l't'l'U, .\' ('JJIUll<'<'S. l· \'él df':-ldt• (J f\ 7r 

l°l'IT<l 1k /; /;,. J·>.1 ¡· ! i¡iu dt• : j ·:,1J11;111t·i;1 ! tTil11' 1·l lh111ili1 I' dt· n'.-..ollilllt"it1 

¡111r;1 d1· Br1'il-\\'i.!~,IHT fJ:q. C1;ilic.111w11!1• St' ul1s1·n·;1 t'fl 1<1 Ji!Jura :..'.5. 
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3Tf/2 
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7T / 2 - - ·- ·- ... -· 
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a) 

b) 

Fig11r;1 ~.:-1: a )t 'on i111il·11tq dl· L1~t· \' L)Sl·t ,·i1'111 t r.iJJ.;\·<·r~al p<1ra u11a 

rcso11;1111·i11 t lp1) Hn·il. \\'ig1lt'r. 

ladus de l.1 ll'~t10;1111·i.i. _\· ¡111"··t·11ti1 1111 p11J111J11¡·i;1t\¡¡ pico n1;111du h p<1sa 

por rrf'.!.. a(/:) 111<111ti1·1w 1·11to11n· ........ 11 lí111it1· 1111it.1rit). 

\'olvt;r,·1110~ d1·:-.p11t'·:-. <1 1t·\1111idi 1.1 t,·:-qJ¡.11;1·i.1 d1· Hr1·i1-\Vi_r,1wr. corno 
\111 11a'~todu t!f' apr11:-:i111;1,·i,'111 p.1r;1 i 1 ;,1•c1·i1'¡11 l r<111s\'1•rs;d l<>l.al, <'11 la 

vcci111l<tcl ck 1111;1 r(':-.11l1<1l1c·i.1 
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(:!.:lS) 

Por tanto, rstarnos <'ll un but>n 111011u•n10 p<1ra resalL:ir al~11nos as­
pPcto:-; de~ la rt>larióu t·utre arnbas \'ariablc·s. 

y 

El lllétJH'O l· -) L~ ros dus (1 11110. Es d<'rir: 

•· "=I k 1 ''" 

1~· = l '' l ' ,, ... 

'º =1 " I' r';" 

=·:!O=="' 

(2.:l!l) 

Esto cs. si crn11plt•fan11,~ 11n<1 y1wlta t'll ,.¡plano¡~·, lrnljn•1110~ n~co­

rrhlo nlt'dia v11dta <'IJ d pla110 nnnplcjo 1.-. Esto 11t1s co11d11n• a n·cp1erir 

dos !'i1IJH'rfici1·s d<· Hic1Jlflf1IJ pill'il ,,, plano r:. Tradiciu11alnw11t<'. 1.~1 {'()· 
rn•spondcnda <'Jlf n• /,·y las do,...; liojr1<.: de /:,'se t':~rog(' a sal11•r: la prinu·ra 
lioja, 11 hu ja fh,ira. n'rr1·:-;¡1011dt• a la 1ni t cid s1q 11•rior d1·l pla11u ( / 111k > O); 
la segunda hoja curn•.-.po11d<· c1 la parlt' inf('rior ¡J,.¡ pla11(1 {fui!.·< O). 

Par;1 cada F. Sf' tic1wu !u:~ Y(d1>rc:-. ±k q11c 1·1JJTt'."PºJ1d('JI ri djf,.renh•s 
p111Jttj:-.' l'll l.i:-. l1ojr1...., d1· Hi<'l1litllll (plano}:'}. ('.110 s1• 1·11crn•11tra <'fl la 

prinu·ra hoja y d 111 ro t'il(' <'ll la ~q;1111da hoja, pero •1111IH1S f i<'TH'll <>l 
nlisn10 \'alor lllllltt"ricu /:' :::::- 1.-1.. 

La prinlf'ri-1 li11j<1 tiP!lC' 1111 curlt' q1w \"él d1· U a :X:. La parte sllp<'rior 

d<'I IHJnl<• coIT<'SfHHJClf" ;i lit t'f'~i<ín físi1'il /,· 2: O. Si co11fi1111a1nos por f'I 
cnrtt•, Ik.~a111ns a la Sc\~-~undrt hoja. ('011sid<·r<1ndo lo a11terior. 11na resn­

llét1tc:in l:, se cnnvicrt<' <'11 1111 cero cr1 la srµ;1111da hoja df' Hi1•rnan11~ dado 
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por: 

,, == p = f, - ;.!: 
2 

21 

{2..10) 

con -1'/2 co11\'t'1Jric"11 para la parl<' Í11li1gi11arin d .. /~. lfrlo111a11clo (•! 
argunw11to p;1ra l·. crrca de la rr!'lnrwucia pod¡·111u:-. 11:1n•r la si.e;11ie11t<~ 

aproxinrnri<'H1: 

' [ d.I] ' ' .l(J·.) :::o -
1

.• (¡.. -- fo) 
( l. !" 

(2 .. 11) 

La part<' CP!"Ullall1t• (kl corri111iP11to di' fase t•sf<Í. dada Jllt•diantP la 
gr Mica el<' la jig11rn :!. ti. 

Algunos srndllos cú!c11los t rig<H101n<'·trinJs ( Fiy11ra :.!.6), nos lh·va11 a: 

1'/2 
si11 /i,,,,( E) = [(le' - <,. )' + ( !' /2 J'] 1/l ( 2. l:l) 

En pnrtirnlar 1 traUlndu.-..e dt• la n·sona1wia de Brt·it-\Vign1·1-, lc11P1nos 
que fib 9 == O y ,} = b·,.t·s· En t·slt' ,·a!-lo, lit scccic'm t rans\·(•rsal p;:irciaJ Sl-. 

expresa por: 



PLANO COMPLEJO E 

E 
--------<o;: 

' ' ' ' ' ' 

r'-\l'f'l'l'i n :!_ llV'!O:V:\!li('li\S 

Ores(E) ¡-,,, iI' ____ ____,, ___ ---"- E= E, - 2 

Fit;111 il ~.(1;. j>;1rl (' 1 c·.i..u11a11I t' d1•f n1rn1t1it'lll.u de r 19', ('11 l'I pL1110 n111qilcjo 

/~. 

('2A•I) 

q11ec:-; la íc'1r1111d;1 de Bn·it-\Vigrwr [J:~J. l·:I pin1 dt• la rcso11ancia t•stá 

sit11ildo, co1110 y<1 l1<'lll1J'> :-.«úo1L11lu, l'ull -;¡¡ n·rtlr l c·11 <r y tic·11c• 1111 a11d10 

r. 

Si s11pu111·1110s 1p11: .~· ti1·1w 1111 pül1J :-.i111pk I t'JI la parl.c inferior dd 
pl:1t]I), y íjllí' 1':: C1'rt·;111u ,¡J ~'.ic 1t•._d. L'.llluncc:, l,L ÍtHlna 111.í.-.. .e,t'lll'r.;d para 
,.,· n>11,L".,11w1i1c· 1 011 l.1 1111it;11 i1·1l.11I 1·~: 

:-:u .. ) (:!.·1'1) 
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2.3 1vIATRIZ S Y FUNCION DE GREEN 

Para n·Jaciorrnr los (•st.a1lo~ n·su11;111t1•:; t'oll pn)n·so.-; físicos, 111w tllCl!H'­

ra rnuy ;1d<•n1ada c·:-i rc(·urrir tt la f11t1ci('n1 de (;r1·c11 dt• la <·c11aci1'n1 de 
Scliri)di11g1•r. co11 J;1 cundicit.,11 a J;, fr()11f1•ra de• onda salit•Jllt'. 

Las f11nc·io1Jf's dt• 1n1d<1 dt·I 1·~niti1111u, olwd<'('t•IJ la t·n1aci1Jn radial dP 
Sdiriidi11g1·r (l =o O), 

(2.·IG) 

Las rondicioru·s a la fro11I ('f.it p1u•tlc11 csf ¡-¡ blrn•rsP co111n: 

1.•(r =0)=0 (2.4 7) 

o hku para ,. > a, 

l/•(r) = ;\<. ,¡., + ¡¡,-ikr (2.·18) 

íY G' ( ,., r': k J . , . , , 
·;, +[.F-l(1·)J<;+(r.1·;.(:)=.5(1·-1·) 
( ,. .. (2.·l(J) 

ron c:+(r, r'; /.:) la f1111rió11 ,¡,. Grr·1•11 di' onda sali<·11te. Las rn11di­
doncs a la front(•ra !'ion 



C:\I'ITU/,O :!. UfoS'O.V:L\'('!..\S 

(:.!.:iO) 

(:!.;í l) 

~l11ltipli<'ando (;+(r-.r':k) por la c•n1il<'i1'1n q111• <'llll1plc• 1."(r), ,. 1."(r) 
pur ]a t•c11aci1.lll <¡llP :-;ati;-;í;icT (,'+(,., r': /,·). ITsl.;111do arnlias cn1acio1it•;-; P 

Íll1<•gra11do sohn· t•J t':iprtt·i¡i p<1ra la n·µ:i1~11 inl1·n1;1 dl·I potcnci;d, tt•tu•· 

run~: 

{" [ . il'!,' 1.(r,r';I:) , , i)1 1."(1')] .fo,¡,. 1,•(rJ--¡¡;:,-. -- -r,+¡,._,. :k)~ 

+ r t!r[1.•(r)[I.·' - \y;+(,., r-'; k) -- r;+(,., ,.'; l.·)[1.-1 - \.")1.·(r)] lo 
r ,/¡·,i(r - r')¡,•(r) (:.! . .'):!) 

./o 
CO!I Ü $ /' 1 $ ti, 

~It•diautP l•1 fór11111lc1 dP (~r<'<'ll, ohlt'IH'IllOS 

r. i)(;+(r.r';I.·) (}(•(/')]" 
[1,"(1·)- ---¡¡,. ··· ·· (,'+(r·, r'; l•J-T¡;:--

0 
= 1;·(r'J 

Utilizando l<ts co111licio11t•:-; a la frouf.t•ra y t•\·;:t!11anclu: 

1!•(a)i/.:G+(t1, ,.'; /.·) - (,'+(n, r': /:) ih/)•(n) = ~··(r') 
( ,. (2.54) 



pPl'O 

·,~ / [· , iJl/'(a)] / (<(a, 1·; l·) 1h•(a) - --¡¡;:- = ~'·(r) 

[ 
iJ1'·(" )] 

ih'•(a)--'.­
rh· 

Sustituyendo 

G(a,r1;k)['2ik/J(l-)<-' 1
''] = v{r·') os r'S11 

(2 . .s.5) 

(2 .. 'í7) 

Evaluando la (~c11aci<Jn a.11tt·rior c11 r' = a. y dividk11do <'Hln· IJ sr 
tienP: 

(:Ui8) 

pero por la ddiniriú11 d1· la matriz S n·sulta: 

(2.!i!l) 



rA 1'/TULO 2. RESON!\NCV\S 

ele cstP modo, si 1· = r' == a 

{2.f>O) 

La rdaci1',11 ;111t1•rior f1w f'fletintrt1d;1 por ('. Bloch ;1 llt1al<•s dP los 
a1-1os ci11nu·11ta [1·t]. 

('011d11inws p11<·s qtlt" ,...,·y (,' 1 (a.o;/;) tit·1w11las1nis111as prnpiPd;uks 
i111aliti1·its, y jHJr 1011~iµ,11i1·11l•·, Í11:-. 111is1110:-. polos. Si11 t•111l1ttq!.o oll~(·r· 

\'a111os que l<1 f11t1ci1J11 d1• ( ;ff'Ptl de 0I1di1 salic11ft 1 t'."' 1111;1 lwrr<1111i1·11ta 

llllld10 llliÍS podcrusa q1lt' la lll<d riz S', aJ nrnt•'llC'r IJtii~ infnrtllilCÍt,)JI. 



Capitulo 3 

ESTADOS RESONANTES 

En <'sta ~cccit'.i11 del trr1l1;ijo, ohti·udrc-niu.:-> l.:l nor111alizacit'111 di· lo~ ('~fa­
dos rt"':-;oJJa1llt's. fil <'XJH'<'.-..iljfl f'dl'.i la f11111·i1'i11 dt· ( :n·e11 n·rca dt' llll polo 
y Sil cxpansitJn r•11 f1~n11i110~ d1• J;1·~ r·it.>_t·11f111wi(!\11·.-. 

3.1 NORMALIZACION DE LOS ESTA­
DOS RESONANTES 

Con10 oht uvirnos en d c<ipít 11!11 ct11l.1·riur. };1s c-ig1•11fJJ11ciu1ws para los <'S­
tados J'<'~Olléllltl'!'. <'11 1· > u. p1wd,·11 c•xpn·sarsr- corno: 

(:1.1) 

y su 1rnidulo se <'scrilw 

(:J.2) 

27 



2H (',\f'/1TUJ :1. EHTl/JOS llJ·:suNAN'J'ES 

La 11ornmlización st• dc·flnt' 11s11cdn11·11tc• d1·l 111odl) siµ;uic>t1t.c: 

¡~ 11,\,(r) I' dr = l .Jo 

que t'n el caso dt• estcufns rPsu11a11tt•s ('q11h·aldría a: 

(:J.:I) 

(:l.1) 

Es nh\'ÍO qw· los rw'·todu:-. 11:-:11alt's 1li- 11on11alizaci<'H1 110 s1J11 aplicalJl(•s 

f'll f'I caso il(• l'!-il.rtdo:-1 n·so11;t11!1·~. 

[k,'.- l'(r)]11.,(r) = (1 (:J . .'í) 

cou las coudiciorw~ a la front t•ra: 

u,.(O) =O (Hi) 

(:!.7) 

Con d fin de ulil<'n<'r la condición el" norn1alizacicí11, plan!Pamos la 
ccuaric)n dP Schrüdi11g;er para la (•igp11f11nción um(r), 
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d'11,,.(1·) [''' . J ( ---;¡;::¡-· -j ··;,, - \ ( 1') ""' ,. ) = () (:1.8) 

y rn la front.1•ra 

(:l.9) 

(:UO) 

~lultipliq1w111ns ahorit 11,, 1 por la c>r11aci('.in para ull, y u11 por la 
Pcuación de llm · T<·11c•tno:-;: 

y 

d'11,,(r) [ , , J 
u,,.(r)--y,::¡- + k~ - 1(r)11,.(r)11,,,(r) =O 

( ·)ª'"·.J.!l ['·' - \'( )] ( ) ( ) () u,. 1 dr' + •,,, ,. 11,,. r 11,, 1· = 

Ilt>.slt'lllU!'i a111has l'l'IJaCiUIH'S p i11tt',~fP1llOS de• r = o ¿¡ 1' = fl : 

{" [ rl211,,(r) 
Jo u,,.(1·)~ ( ·) ,1111,,. (,.)] / · 

l J 11 1 ---;¡;::¡-- f I 

+ ¡··[k~ - J.·~.J11,,(r)11.,.(r) =O 
.() 

(:l.ll) 

(:1.12) 

(:1.1 :J) 
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La prim<'ra i11tt•grnl r<'sulta spr: 

/" ,¡ [ ),/11,,(r) ( )du,,.(,.) J 
Jo J;. 11,,.(r ----;¡-,.- - u11 1· --;¡;:--- dr (:l. l •tl 

Por ta11f o t <'Il<'llll>S: 

[ 
d11,.(r) d11,,,(r)] , ., [" 

11,,,(,.J-;¡,:-- -· 11.,(r)--~1-,.- + (k,'. -- !.-~,).fo 11,.(r)11,,,(r)dr =O 

·~·, (:!.!Ti) 

11tilizn11do J¡¡s n111dicio11t·s a la front t'l'Cl, :-ir· ohl j,•ru~ 

(l·,. - le.,,) [i11,.(11)11,,,(a) + (k,, +le,..)[' 11,,(r)11,,,(r),fr) =O ( :1.1 (i) 

De csf<' n1oclo, ll.¡{1') r llrr;(r) SOll f1111ciuncs <1rlu~u11ah·s si rl pro~ 
dueto <•scalar Sl' ddi1w pur. 

(:l.17) 

La condición dr non11a]izaciú11 sr ohti<'llf' de la ti<•finidón de pro~ 
dueto rscalar si u1 == n. Enlu11cr•s 

1". 1 
11~(r),Jr + ;¡-¡:--11~(a) = 1 

} .:.h H 

(3.18) 
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Ei-il.a dt:finici<Íll d1· prod1wto c•:-icalar t•s YéÍlicla. p1ws la intq.?;raf tf,. 
u~ es dift>rP11te di' t'l'ro. En t•I t·a:·•o t'IJ <pH· didw Ílllt•p;ral fuPra n'ro, 

pasa111os él olro lí1uit<• d1• i11lcgracit'lll a' l<d q11c a 1 > a, dado q1w la 
defi11icic'rn St' t•xlit'!ld(' para r11alq11icr r a partir dt· <flh' PI poft'11ciaf se 
a1111IP. 

3.2 EXPRESION DE LA FUNCION DE 
GREEN CERCA DE SUS POLOS 

Hl'f,011wn1ns ahur;i 1•! f,irni.di."1111) d1· !et f1111ci()11 d1· ( ;l'l't'll. dadu qllt' f'~ 

11na 1lHLJlt'J'(I :1dt•1'1Iitd<1 1lt· r~·J;tcÍ011¿1r /os t'.'->f;idus J"t'so111111lc~ co11 prol'c'!--OS 

de inf<'n'•s f1\icu. 

Cor110 snhc111ns. J;1 f1111d<'..n d1• (;n't'II ele· la t>1'11;:wi1'n1 radial de> Sd1ri"1-
di ngt•r sat isfa,-p; 

con co11diciont's a Ja fru11tf•rrt c·xpn·sétdas co111u: 

r;+¡o,r'.k) =o (:J.20) 

[
iJG+{r,r';I<)]. ),('+( 1 /.) ,.'<a 

¡),. . '=•!- =: I ' 1 11. t'; ' (:1.21) 

Hesultaní 111uy co11vc11i(·11! e, analizar 1•1 c·ornportinnic·nto ch· la f1i 11ción 
de Green Cl'rca dP 11110 d" sus polos ror11ph•jos. 



('.\l'JTLUJ :1. EST:\/)US W·:SO.\'A,\'TES 

Cerra dt• uu polo cornplc'jo k,1 , podt'lllt'.'\ pon••r a Ja f11nci1)11 de Crct'll 

COllJO [J!i]: 

do11dc \ ( 1·, r'~ ¡,) t•s rq!¡ular c11 /;11 y p,, ( 1·. 1·
1

) <':-; t>I rt':-;id1Jo. que S<' dP­
fine por: 

e11 c•I límil•· (!.· _, !.-,.) 

rr .-¡(;~(r, r'; k)] = p,.( r. r') 

Sustituyendo Ja <'í'11aci<)11 (:J.~:¿) <'11 la t•ruaciú11 ( .'L l ~J) y arrP~1ando 
ténninos. t ('JI<·n1us: 

---- ·-·-:-., -- + fk- - \ {r))p .. (1·.,.) 
j [iJ1p,, ( f'. /' 1

} ·• , / ] 

¡, - !.·n dr• 

[
Ü

2
\(r.r';l•í ['' ,.] '!. '] + '), + ,. -\(r)\(r,r; ·)-~(r-r) 

( r• 
o {:l.'.!:j) 

Ahora, s11nw111os y n•stPn1us Lt nt11I idad l·~r1,1 (r. r')/(J.·-'1·11 ) y forneino~ 
el H1nitc cuando k __. ~·fl· Por consistencia. Jos tt'·rr11iuos <Jll<' <'untiPnen 
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(k - l..·u)- 1 , y los qtH' lit'lll'll 1111 líniitt• co11st.:-1ntr> c11a11do /.._· 

cancelan por :-wparado: 

¡)' ¡>,. ( "· r') ' J ' 
i)r' +[l.-,: - V(r) ¡>,,(1", 1·) =O 

y, 

iJ
2

x(;;·,'.~'; k,.) + [k~ -- \ '(r)]\(r, r'; l·,.) + '2k,.¡1,,(r. r') = <'>(1· - r') (:l.:!7) 

S11stitu~·a111os ahora !;11''.\JH'f''.--it'rn p;1ra (,'+(r, r'; l.·) d;tda por la <·cn;1cit;li 

(~l.22) en las co11dirio11<'s H la fnmlc•ra ('Xprc:-.adas por J;1s fl'>r1111ilas (:L:!O) 
y (:l.21 ): 

r:+(o, 1-': 1 .. ¡ 

[
¡¡r;+(.r, r'; /;)] 

Dr r~"-

['_~) + \(0,r':l·)=ll ,, _ k,. 

__ l_ [ile,~:J.] + [iJ\(r,r';k)] 
k - /: 11 i)J' ,.=,i- i)r r=ri_ 

[

(',. ( I', 1·') ' ] 
¡¡,. -.--:--+\(1'.l':k) 

Á ·- /,,, "~" 

Si s11n1a111os ±l·11 p 11 t 1·. r' )/{ 1:-1:,,), il las t•n1etf'iu11t•.'\ an1t•riort•s. y llllf'-

Wl1l1Pllff' tOJJJilllJOS el lír11Íf (' C'!t<tlldu ,,. • /,·,1 • d ll<Íl1>p;.t1llt'llf l·, !-.t' t it•11('; 

¡1,.(0, r') =O ( :uo) 

(:1.:11) 



C\l'lTULO 3. l::STADOS ¡¡¡.;sos:L\Tli.'i 

y adu111ás, 

\(O, r'; /.·,.)=O (3.32) 

(:l.:l:I) 

La t-r·11;¡ci(m (:l.:!li) y las rn11rlirioJJ<'S (:l.:HJ) y (:l.:11) so11 i¡!;11a!Ps a 
las pl<<11k;uJa, para 11,.(1·) 1•11 l<ts t•Xpn·,.;io1ws (:l..'í), (:Ui) y (:1.7). l'or lo 
ta11to; 

¡:u 1) 

A fi11 dt> ol,tc·1wr /l(r') de- 1111a funn11 1·xplíl"ila. n111ltipliq1w1nns la 
t'c11arití11 {:l.:i) por \ (r, 1·': !.-,. ) ·" J;¡ f(1nJ1•ila (:l.'!.7) pur 11,.(r). Ht'st1•1J1os 

e intrgn·1nus: 

1" [iJ
1\(r.r': /.-,,) , d1

11,.(r) ] 
---,)-,--11,,(1·) - \(r.r: /,.,,)--

1
-,-11,.(r) 

n < ,... ',. .. 

l . ¡· + 11,,(r)'!.~·,,p,.(r.r')i/1· = 11,,(r).l(r.r')dr 
. o ¡) 

E1npkando la f(lnmila de c:n'''"· ohtt·nr·rnns: 

[ 
·)i)\(r.r';k,.) . -'·k .!11,,(r)]" 

11,,(1 i!r -\(1,1. ,,)-
1
-¡,-.-

o 

+ {' 1J,,(r)p,,(r.1.')dr = l'' 11,,(r)h(1· - 1·1)dr t1 ,,, 

(:1.3:;) 



;J.:!. FUXCIOS DE UIU·:Es 1 'UU'.\ VE .'il 'S l'OLOS 

Ptilizaudn <'11 lil ¡,·,nuula ('.!,:!(;) las coudi1·iu111•s il lit fro11t<•r;t (:Ui), 
(:!. 7), (:l.:!:!). (:U:!) ~; la 1•c1111<·i1í11 (:l.:; 1 ). "' t Ít'li<' 

i11;,(a)l'(r1
) + '.!.k,J'(r') f' 11~(r)dr = [" 11,,(r·j,l(r - r')dr (:l,:17) 

./11 Jo 

'.!.A· /'(r') [_!·--11'(a) + {" 11'(r)dr] = 11,.(r') 
" :.!1•11 " lo n (:l.:!8) 

entoun•s 

11,,(1") 
/'(r') = . [J;;• 11~(r)dr + ,~,, 11!,(a))'.!.A·,. 

(:1.:1•J) 

Por consig11iPt1f<•. 1·1 n·sid110 p,.(r, r') 1k la f11nci(,11 dP (;r<'t'll <'11 PI 
polo rP,11lta ser: 

, u,,(r)11,,(r 1
) 

p,,(r,1·) = -----------íf,;' 11~\r)dr + ,~ .. 11~(a)j:ZA·,, (:UO) 

ohser\'nt1do <fllP PI dc·n1H11Ín<-1dor t's la condicic'n1 clt' JJ(1rin<tlizaci1)11 

que df'd11jiino~ anlPrion1H•11tc•. Por ta11to, IH·111os uhte11ido q1w t'll c•I 
CélSO gc'neral, los n•sid11os dt' la f1111Cil)11 dt• (;rPí'll f'll los polo~ l·,., ~f' 

put'den <~scril1ir con1<1 d producto dt' las C'ip;1•nf1111ciuw·s de· la c•cuari<ln 
radial d<• Sd1riidiug1•r, di,·ididus por :Zk,,. Es d1·cir: 
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T'<:.•[G+(1· 1.', l.·)]== (1 (1· r') == ~_ .. _(_i·_)i_i,_,(_•·_') 
• . .. • '2k,, (:1.ll) 

en donde )as funf'io11cs ligéHfa.s. a11tilig;adasy rc-s()Jt<t11le!-i u11 (r), ci11nplf·n 
con las PCUllCÍOJJPS ~i~11iP11U•s: 

(:!A2) 

y las ro111lirit)fl<'S il Ja fro11lt•l'ft ciadas pnrt 

11,,(0) == () ¡:u:1¡ 

[du,,.i'.j_] ~ [ ·1.· ( ·)] 
dr ,-~,¡- ~ I 11ll11 1 r:;;11 

(:l.H) 

3.3 DESARROLLO DE LA FUNCION 
DE GREEN 

Obtvu.c,arr1os ahora la exp;111si/n1 d1• (.i'+(r, 1·
1

; l·). t•JJ 11~nninu~ dP las 
C'i.'(<'1tf1111ri01ws 11,,( 1·). 

Considt•n•n1us el c'ot1fc,rr10 1. q11c S!' 1ww:-t rc1 1·11 la fi_r111ra .J. l. Ho­
dP<tJ11os todns las si11g1ilaridt1d1·s ron <'I círc11lo <f>, ;i· a rada polo por 

srparado nu·diantt• los co11for11n..; tf•,.; el \·;:dur ft'cd /..·. queda Prwc·rrado 

en <l'k· Aplicando <'111 onr<•;; ,.¡ f<·on•mil d<> { 'a11d1:.·. S<' obt i<·111·: 
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l /, (;+(1·. r'; //) , 
'2r.i. ·~-l.~ ,/k 

+ 11 ., 
..,,;¡-¡ ·h. 

;¡¡ 

(3.15) 

J>oden10s 11t iliz;ir <il1ora la <'Xpn•.-.i1)11 q11c d<'ri\·.:uuos pan1 el n .~iduo 
de- lafu1u·íán ,ft (,'n 111 ccrc;1 d<· 1111 J'u!tJ, dad<1 1•11 la c·nwcitJn (:L·I J ). Así, 

(:J..17) 

De aq11í <pw: 

( '+( , , ,~ 11,,(r)11,,(r') 1 . J, r:+(r. ¡·': !.-) J" 
' 1'. ,. : ,. } = L., + - ( h' 

,, '2/.·,,(/c- /c,,) '!.r.1 •I• k - k' 
(:1..18) 

Ol>MTVa11to!'i q1w la <'Xpa11si<'H1 f'ontit>lll' llfl<t s11n1ct fi11if;-1 dc> tt:n11i110:-> 
discn•los y 1111a co11t rihuci<)11 dt• c;1rtlctr·r i11tcg;rc1l. Dado q11r• petra po­

trnciales dt• alcance finito PI utÍJll<'ro de• polos co111pkjos 1·s i11f111itu [IGJ, 
tcncn1os que co11sidl'rar PI líniit1• dt> radio i11fi11ito pitra t•I co11loruo <f,; 
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Im k 
PLANO COMPLEJO k T 

cPk 
---·---··---·------®---~---

@ ® ® @&® 
')o-

Re k 

cPn 

i."(r,11 ;/.·¡ .() I'. ,.r ::> il 

/ /; 1 ' :X 

en lod;i.-; l;io dir<·tTi"'"'' del pl;111u ro111pl1·jo J.-, por lo que el [t',n11i110 

i11lc,1!,ral !"<' /i;1n• n·111. 



:u. IJESA 11 /10/,/,0 /JE /,;\ Fl'.\"C'/(),\' DE (;U El'.'.\' :w 

La c•xpresi1í11 ari!Priur p<Tll1it111•r1• v<ilida a1'111 p<tra ,. < r 1 = a. E11 
el caso 1· = r1 =a. la «'.\p;.1r1.....,it',11 diverg(•, il 11wnu:-; q1w :-.t• i11trod11zcan 

suhstraccion<~s [ l 7}. La 1·xpc111sit'i11 dadct pur Ja f'Cl!c1rilÍ!I (:~}JO). ~e surna 
sohrf' 1•l conj1111tu Jinito d1· 1·:..tadu.-... li~<'1dP:-. ~- t111! ilig;nl11s, ,\· la1nl1ic'·n :-.11ln·p 

el ro11ju11to co111¡.J('to d1· 1•:-;tcHlo . .., 1T .... t111~1t1t1·.-.. Hc·(·onlf'111us que• p<1ra cada 
polo co1npkju f.- 71 situ<idu 1·11 1·! n1artu c11;1dra1d1·. 1·1111 l:i r>i;;.!,<'11f11111·i1'111 

fPHJH'f'fi\'a un(r), corr1·sp1lllll,·. por <tr.e.,t1n11•Jl{11s d1• i11\'t1rÍ<1111·i;1 at1l.1• i11-

n•rsio11t·~ lt'll1]'urak:..;, 1111 ptllll ~/: 1~. :-.il 11ailu 1·ri ,.¡ ll•1Y1•r c11;1drn11tc. 

S11stit11y;1111us l.:i tTU<1cit'>ll (:L..-lO) t'll ('.LJq); ~!lllH'lllo!"' -:l:l..-;~11,,(r). (;:-;;111· 

do ad<'IHiÍ~ (:!.·l~J). oldt'IH'lllO.'...: 

2-::y 1 .. + k., ' ' 
--·11 (r)11.(r)=rl(r-r) 

" '.!.k., " •. 
r.r' <a 

La <'Xpn·siti11 allfl'riur t'S uln·i;111H•11lt• i11nn1sisl1'1i1<•, 1h•l1ido a que la 
partt• izq11h·rdr1 <kpc•11dc d1· l..·, a Illt'JJo~ q11c s1• n1111pla, 

y, 
1 X• 

;¡ 2::11,.(r)11.,(r') = f(r - r-') r·,r' <a 
- " 

Sustituir lo <'C1taci<>11 (:Lrd} <'ll las co11dicio1u•s a la fr<Hlf<'ra para 
G+(r,r';/;) ((:!.'.!.O) y (:L'.!.I)). <'11 r =a i111plin1 
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t11,.(a)u,.(1") =0 i·<a 
" k .. 

Las c•xprt'!iÍotics (:i.!l~) y (:J.;).t) scl1ala11 qut• d co11j1111to de <'stados 
ligados, nntiligados y rf'so11;111tt·s snn li11t•al11wntc• dc•pt.>ndi<'nl<'s; 1nie11-

tras c¡11r la co11diri/rn (:l.:1:!) cst al,i<'n' <¡i11· t'slt• ro11j1111to de funcio1ws 

cntnp)P u11ci n·la1;i1Jn 111odificada dP cerradura. 



Capitulo 4 

DESARROLLO DE A(t) 

4.1 EXPRESION PARA LA CONTRIBU­
CION NO EXPONENCIAL A A(t) 

La a111plit 11d ck 110 dc·1·c1i111ic•nlo ~,. cxpr!'sa por ¡ l K] 

.-1(1) = j j •l'(r,O)y(r,1-';l)'l'(1'',0)drdr' (·1.1) 

Para pod('r c-\·al11ar :l(t ). w·r1·sit <1111u'-' P11co1JI rar lit 1 ra11sfor111;1da 
de La piare dP la f11nri<)11 dt• (;n·t'll dt• 011dil "ctlicJJI 1·: l'sl.o i11trod11rT la 
dcpPndf'nria t<'rnporal t'll 1111<':-.tro for111alÍ!--llm, 

(;+(,., r', /:) 'y(1·. r'. /) (l.:.!) 

La transforn1adH dP La place de lc1 f1111ci1í11 dt' Gn·p¡¡ d<' 011da scdiP1Jtr. 

coI'l'<''PºTicl<· a la función d<· (:n·1·11 r<'lardada (1 >O). 

R<'cordando que la transformada de Lqilacr "' <i<-fi1w pur [1 !J]: 

11 
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C.F(t) = r· ,-.•• F(i)t!I = /(.,) 
lu 

rnicntras q11<' la 1 ransfor111adi1 i11\·crsc1 S(' t•xprc~a 

1 /'+•. c.-'f(s) = -- ,-''f(->)d" = F(I). 
:!:r . -.~~ . 

(·1.:1) 

1>0 (•1..t) 

Es co11vP11ic11t1• par! ir dP J;1 ,.,·11.:11·i1',11 dr- Sd1riJdir1ger dc-pcndiC'11te 'kl 
ti<•rnpo, Ja nial e~di1 dad;1 por: 

( 
i) ) i¡¡¡ - JI •lt(,., 1) =O (4.!l) 

cou 

,p 
11 = --;¡;¡ + \'(r) (.Ui) 

Para la f11nci<)11 dt• f:n'f"'ll, ;111iílo~;;11w·11t<'~ tr•npn1os: 

(//; -- 11) y(I', r-': !) ce• ¡,i(,. - ,.')íi(I) />O (-1.7) 

doudr g(r, r': I) <·s la f11nciú11 dt• (;rct'll r<'1ard;ida. 

Aplicando la transfomwda de Laplac·<· a los disti111os l<;rminos en 

(•1.7), S!' t.Ít'IH' 
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Cl/(.q(r,1";t)) = 1/L1¡(1-,r';t¡ = ///¡(r·,,.';.•) (-1.8) 

y 

(4.!)) 

(l. Jo) 

simplificand,, 

(// - i.,)(iii(r-. 1'
1

; s)) = g(r, •";O)= b(r· - r') ( 1.1 1 ) 

ptH'.S .sa hc·rnos qtH' 

(-1.12) 

si t-+ o+ <'lllirncrs 

Ilaciendo 

E= i .. • (4.1·1) 
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resulta 

(l.15) 

De la rl('ti11ici<ín a11t<•rior St' dc·spn•11<lt· qw· la <·cuación que_~ satisfacp 
la funcÍ<Ín dt• Cn·<·11 lia dP rt'JH1'~<·11t c1rs1• por: 

b(r-r'¡ ( l.IG) 

Aliorlt hit·11. d.olu q1w ¡.; = '·"· ;ui;tlic<'ll\11~ n~1110 aft•cl a t•slt• carnliio 

a los lí111ilt•s d1• i11l1',!!,racil~H de- l,:1 lra11:-;fnrinada i11\·t·1·sa d1· J.aplac1•. 

En pri1;wr li1.~dl, 1t·._1iJt<1 claro (jlil' la ddi11ici1'H1 dt• (;+(r.r':l·) Ps 

congr11cnt P: 

J(s)d,, = .r/(r, 1-': s)(--idl-:) '~ (---i!i(r. 1-': ,,))dt; = (,' f-(r, r': l~)df,' 

(·l.17) 

(·1.18) 

entonrcs 

(4.19) 



4.1. CONT/11/11 '('[(J,\' SO F.\PO.\'E;\'CL·\/, :\ ,\('/') .j!) 

Por consig11icnll', pasar d<' ... a /~, es <'quivalt•Jllt• a rot11r t>I plano 

con1plt·jo .... 1111 tl11g11lo "1· 

De <·st a for111a. los lí111itP;-; dt> i11t.q!,rflcit'>11 df' la t ra11sfor111ada invt·rsa 
dt> Laplan· n·s111lan: 

/;rnilf inft rior ; - ix. _.... i) + ·x­

lin1ilt .c..u¡Hrior í + i.::-.:J -..¡. i¡ - ·:x,:. 

JlUf'S ''{-+ r,; -IX -- +x: l::X: ~ --x. 

( 1.:!0) 

Así., <'I cn11tor11l) •'11 .... ~i111itdo it la dr n f'lia dc- tod:1s las sinp;ulari· 

dadf's, en Pl pla110 F <':->tilr;\ .-.ofn·1 tod;1~ las si11g11larid;ult':-.. J)1• lllílllt'ra 

grriílca. C'sto St' ol1~(·rva t'Il lit jiyura .f. l. 

( 1.21) 

¿ Cú1110 St' transfornw la rccl a FJ c11 PI plano f,', ni can1hinr al plano/.;'? 

La rt'rta 11 :-;p t•nc11<~ntra dct.t•r111inada por 

/J: I' = r¡; (·!.:!:!) 

Por ot. ro lado, ""ª 

:: (r + iy) 

w (11+itJ) 



y 
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Im s 
Y+iro 

,+, 
IA 

1 

1 

1 

l'.\/'ffl'l.U ./. /l/~S:\/U!OLLO /)/·,' .\(T} 

ImE 

<-- - - - --
iY-ro B ¡y+ro 

_, _ _L _____ > -----·---> 
1 Res 
1 

ReE 
1 

1 

1 

1 

1 Y-jro 

Fih11rn ·1.1: 1\l;1¡1t.·o del nrnt.or110 e11 d pl;1110 .s, ;1! co11tor110 c~11 /;;. 

Clll.tJll("('S ~j W ::.:.: ::,!, l.<'IH'JllOS: 

11• = 11 -1 ;,. •= z' = (.r + iyf = .r' - y1 + 2ixy 

"::::: '.!..ry (·1.23) 



('(L\''J'fi'llll't '/(!,\' .\'(J /"\/'(),\'/·;,\¡ '/ IL .\ .\('/') ·17 

J1l,r •·011~ig11i~·1ii 1·. l.1 n • 1 ;1 /{ c11 1·! ¡)L111u /·,', M' n.>ll\'icrt.c en J¡¡ 
l1ipl'rl1t1la (' r•11 c·l ¡d.111t1 /;, d.id~1 por: 

{. (-1.2·1) 

ImE t Imk Ac 
1 
\ 

' ~--.- - - - 1 toe, 
~ 

',2xy=C1 

1 

·------:>--
Re 

Figura ·1.~: :'\Li¡w11 del 1·u1llt)J'llu <'11 vi pL111u crn11pkjo k al pbu1u ¡..,·. 

' ', 

t\!-!Í pH(';... lw111P> l\1'.11,.1du_ a Lt ;-,,ihuiv1d\' ~·:-.;pr<'sifl11 ¡i;ir<t y(1\ r 1
; !), la 

cual es l111pn·:-..1·i11dil1l1· t·\·;sJ11;n: 

y(r, r'; /) 

Rek 
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Para c•ncontrar f/(r,r'~ /), d<'hc111u:·, dt•li11ir t•l cu11torno !l dn11dt• lia 
dr <'\'itluar:-;c-. E~t<11110~ partindar11wnff' i11trn•sad11s «'JI la física a~odada 
a los polos, de· 1nodo qw• 1 ratar1~1no:-- de t•nn·rrdrlos c11 c·f coJJfun1n q11c 

huscan·tnos 1·11 t·I pJa¡¡u /.,, 

1lt•r110-, d1• co11.-,iderar qtw r - 1
"

21 di\'<.'r_r,c·, p<1ra \',d1HT.'i d1· l· 11111y 

grand1·s. ta11tu 1·11 "l pri111rTn cf•Tllo c11 "1 l''ITtT 1·11adr;-111f('. ~i11 t•JJ1~ 

har,E;o! did1u foctur dcn·c·n· r;Ípidfl!llt'lltt'. ¡¡;ira lu 111po.;;, razo11;d1Ic· ...... t'll 

los of n):-: c11t1t!ra1111·: .... 

P111•d1· dt·11111:-;trdl'!->t'. ;ulc·111;Í ..... q1w (,' 1 f1·. 
1:i-} \·;1ri;1 1 !1· t.t! 111111ltJ c¡w• 

/..· t•:-, il lo 111;Í:-- d<' I ip11 1'\IHHil'llt i;t! {.~1¡. 

J';1ra k __ ... '.:'\:·. 1·! f.:11·t11r <pt(' i!,•!lliri;i ;1 h ÍiH .. µ,r;~! d,· _1¡(r, r'; I J c·s 

,-;;,._,:. Pur t'o1i....,Í.!!,t1i1·11ff• i·I co11tor110 flti fll1t'd1• 111<1ndrir'-1' ti inlinilu, p1•ro 

t>S tnodif/caldc 1·11 1·/ <.,t'p,1111dq y niarto n1adr;111I<':--. 

{:na pu:iíl1ilid;1d dt> d1·for111;1r 1•! cu11!11r110. d1· l!llfl n1;11wra <Jlll' d<'­
JJlost rar;Í :-011 11t i/id;HI, 1·s co111t1 ~e· 1111w"t r¡1 •'fl t·l 1·.'-'r¡1w111;1 df' L1 jipuru ~{.:J 

(;i]. 

}\,d1·1110~ sc1J<tlit1 q1H' l.:1 \l1•r·.:i1Jica ('1uÍ11!i1·a ¡i111w 1•s1H·1·ial c'•nfasis 
f'll Jos t•stadc1s li,t!,<11)0:-. .\'el co1tli11110 dt• t'IH'l'.~.Í·tS. F'it1) :--f' olitic•JH' c'l>ll­

siderando t'I 1·u11lor110 dil111j;1d11 !'ll la ji9111·11 ·f .. ¡. 

IIPllHJS d1· r('cnrrir il lt1 li1·1T11111i<"lili1 di,po11il1!P 1·11 la t1·orÍ;1 dP \'a· 

riabJe cu111pJt·j<1. nJJJ i•J fi11dt'1'Xj>J"t':'i11" <1 y(r.r':I) d1• IJll l!Jodo r;ír·iJ de 
OJH'f<lr. 

(ísando d Tcun•1na di' C<111chy. prnle111us t>:-.cril>ir: 

+ 

+ 



·1.1 r·n:\'TIUIJl'('/O.\' ,\'() /'.\'l'0.\'/',\'1'!.\1 1 1iTi •']!1 

Jil 

J.-' 
¡· 

lmk 

~------~~ 

Re k 

N 

}o /f<,' 1 (r.r';/.·)r-'"''.'.lcjd/.· 
-~'. /, 

¿,., .-•I<; 1 (r, r'; /.·)c-«' 1'.'.I:) (•l.:2(i) 

, ., . r 
(n• - ¡i') - '.!tn¡Í = < - •:¿ 
·lnil 

-tr/
1 

•• ~/ 

Volvií'11do ;1lior¡1 ;1 lii t'\j1f°<'SÍ<)11 p;1ri1 ,<!( r, r'; I ), dcn10stn'lllll:~ c¡uc la. 
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lmk 

e 

t 
Corresponde al 
continuo de 
energía 
(kE"ffil 

---> 
Rck 

Fig1n;t l. l: 11 .. run:i.it j,',l! d.·l l u,d.111 iLll. ( Ull i·11L1sis ('Jl ('SI ados Ii.t;iHlns y 

f'OJ1ti1111<J d1· I' ll'l'gÍ.i.">. 

/.· -_. l " 1 i,i) ( .J.2i) 

( 1.28) 

Lti l.<·11dc11,-i,1 ;1 l t'IP dd i11l.c·~r:111d1i 1h·¡H'11d,, d1· f;1 fonna explícita de 
(,'--4 (1', r'; !.·). ~;,. p11cd1• cl('lllu:,! r;11 t¡llt.' <'JI r <a, si /,·--•ce., (/+(r, r'¡ l.:) 
l.0111;1 /;1 for111.i dt• /.·''. 

!.· •.~ (n -- i¡J) (4.2!J) 
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Por lo tanto: 

~ ,[ ¡r:+(r, r'; ¡,.¡,-•k''~k]tll· = L ,.,,,¡e;+(,., r'; q,-•k''~l·] 
.... rr1 JO 11 

-~-f,¡c+(,. 1-'-k 1·,-· 1
--'

1
•1l·ldl· (1 ·11¡ ~,.,- - /, ' , , - J •' 

Por otra parte, "I n-sid110 s.· ddin« por: 

Así qttl' t•val11a11dn en rada polo, f PIWllHn;: 

entonces 

(·1.:l:l) 

Esto reíleja claranwnt1· 1111 clt'caimit•nlo t•xpo11t•ncial parn cada polo 
k, .. 
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En el rapílulo .'J, rruaciún (:l.·J l ). <'1iro11t rn111os qrw: 

( 
, 11,.(r)11,.(r') 

1'11 r·.r}::::: ---'!.l·,1 - (-1..1-J) 

ÜP lo aulPrior s<· ohti1•11t• qHt' la C'\jH'f'"'i<'n1 pan1 !1(1-. r', t) U'l], se puede 
escribir co1110: 

y(1-.r',I) ~ 1, ¡r; ¡ ( I', r'; J.-)c-'"'-.Ik)rl/.: 
~7rl 1;1 
)~un(r)11 11 (r 1 )t_,J.·f,r 

( l.:!:i) 

La cout rih11chJ11 nu c·xpu111·11cial ,..;<· 111a11ilit•st ;¡en t•I ~wgundo s11111a11do, 
es dPc:ir, c•n In iJJt1·gral ~ol1n• L. 

Con los n>Jwt•plo'-i éllllcriorcs, p11d1·1nu:-> ('Xprt'sar a la a111plitud df' 
no-deraimi<·11to .·\( t) nm11>: 

.\(1) e~ LA,.(/)-\- /(1) ( I.:16) 

ton /(1) la contrih11cic'>11 no r~:poncnri;:d. 

4.2 CALCULO DE LA FORMA GENE­
RAL PARA A(t) 

Hevis<tudo alg111ws n•ft•n•1wias hihliog:riÍÍkils IH'rnos t•ncontnulo. con nn1cha 

frt•cuencia, que expn•:-;;u1 a la é11nplit11d dr· 110-d1•cain1iP11t o corno: 
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A(t) = .·\,,(/) ( 1.:!7) 

Que lo anlc•riur S('t1 t•stricl<tllH'lllt• \'<ílidu, tit•IJC' cstrccl1<1 rl'btri,)n ron 
la forma de \ji(r,O). Si la fonna ,¡.. \Jl(t',11) <'S f;¡l q11•· iihill'<"il \"ill'Ías n•so­

tHlllciCL<.;1 t•I n•;i.;111lado itllf<'rior 110 se· ~ig11<'. ('aht• M'Útilar q11<' In \'alid('z 
de~ la exprl'siún anterior para.·\(/). t'S i11dqH'ndic•11I<• de• la st•p;iraci<;ll dt• 
l<ts n•so11;u1cias. 

La n·sonancia por lu c11<1l J1;1 d1· dt'( iH'l' p1C•Í1·n·11l<'IJIC'!11t• f'l sistt~nia, 

~st tí tlada hcí.sica11w1it1· por la f1111ci('111 

f',,(r.r') 

la cual st• ('Xpn·sa ('Jl f1111ciú11 d1· 11¡¡(1·) y 11 11 (1· 1). cig1·11f1111cio11<•s de la 
<'Cllación radial de Sd1riidi11g1•r. a:-01·iadas <t lus pulos. 

Ahora hiPtJ, en la t'X!JlT . ...,¡1~11 urigí11al ¡ic1ra .·\(/), 110 hid)ianws f•stablt>­

ciclo co11crPla11H'JJÍP los lí111i1t·~ d1• i11tPp,raril'JJ1 T'<'SJH'cfi\'os. Estus son: 

:1(1) = f" dr f" ,¡,-'1J1(t',O).'J(r.r-'.i)•Ji(r1,0) 
./o Jo 

con 

11(1) =1:1(/)1 2 ( ·t.:I!)) 

El lí1uit~ dr intt>gracióu a. l'S dchido a qllt' para q11t• 1111 sistPn1a 

decaiga t's i1npresci11dihlP cstahlt•n•r ruando PSf an1os '"afuf'ra'' ( clPcai-

1niento) y cuando 1"adt•11tro" (110-d('cairni<·nto). E~ dc•rir. podt•rnos rt•­

prescntarlo gráf1ca11w111<' por la ji911m . .f.:í. 



~.1 

V (r), J lj.1(r,Ol 1
2 

V 

1· \l'/'1'1·1n ., nrs \11un1.1n 111·.· _.\ 1 n 

---~ 

r 

Fig11r11 .J .... 1: Ht'p1·<·:.1·111.1t i~',11 dt' l.1 f1111t·i('J11de·1111d.1 -11dPs dt> d1·cacr, y dd 
J>lll<"ll"ial .d n1;d ('~l .i »1111w! ii!u 1·1 ~·i:-;Ll't11<1. 

l,.1 1·x¡ii1 .. ~í1~11 p.11.i l.1 ;111i¡il1!1HI d1· 110 1lc·1·c1in1ii·111,, ,\(/),considerada 
1•11 1:1 1•1·11;i1 Í1.111 { 1 :!(;). ¡itH·-l~· (''-tTil1ir.c;1· 1"11 L1 ;iywh d1_• la f<',n1111!;1 ('l.1), 
1·11111u: 

.\(/) (·l. 1 O) 

/ 1t1(r.0)11,,(r)dr (·l. 11 ) 

e,,'" j 'i'(r',0)11,,(r').!r' 
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/(1) = -:!-: f ¡,¡,.¡,fr"l'(r.O)(:+(r,,.';k)\jl(,.'.O)r-••' 1'.!kdk (.1.·1:1) 
-1il 11. 

l. Si 1 =O . :l(O) ··~ 1 

=· I>·,.c,. + 1,.u¡ = 1 ( t.-1 1) 

2. Los tc~nninos discn•tns i111plica11 dt>cain1i<·11to t>XpOIH'JH'ial. 

.-\(1) = ,- .... 1,-!f (·1..15) 

/'(1) = ,-i-.. 1 (·1.lfi) 

En todos los sistc11ias ol•st·rvados hasta ahora, 1)(/) ~P nHnporta dt'I 
n1ndo cak11l:ttlo por ( !an1nw. E\'.pPrÍlllf'llt '' l1n1•ntl' podt·n111s 1•11t·n111 r:n 

(En, ru) que n_Hlli('llCll toda L_t iufur11wcil111 dt·l ·ler~1i1nil'111.u. Es pur 
c•sto q1w dl'st'illl1os <'XPl'<'"'r /(1) = f(J·:,,.1·,.¡. 

Para obtt•1wr la fon11a cu111plt'téL d<' /(/). 11tíliza111os ,.J d<':-.i1rrollo dl' 

(;+(r, 1-', /.:),dado por lil <'Cllaci<Íll (:l.'10): <'Sto'''" 

(IA7) 
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S11slil11ye11du la c•xprc•sici11 de (,'+(r. r'; k) <'11 la f(,rn11ili1 para /(/), 
resulta: 

E11rontrPn1os éd1Ura 1111a f'XJH't•~il.111 111ii"' :-.i111pk pi1ra J;, f11ncicJn de 
Gret'IL Ol1st'f\'1•111os <JHC' la s11111.:ttl11ia 11111·dt· cl1·:-;n11111111!1Pr"f' d1·J !fltHfo 

si.c;11h·nt1•: 

( l. I !J) 

¿ .~'·:(1·).",.(1.") = ¿ 11,.(1·!,"."(,.'l [-:--1 -. + -!-] 
,. -A,.(k - A,.) ,. _l. A - A,. A,. 

(·t.:10) 

P11tonces, 

( 1.51) 

pPro sahc1110s que, 

Lu,.(r)u,.(r') =O 
n kn 

(4.52) 
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por lo ta 11to, 

(-1.53) 

PodPn1os «'111 onces t'Xpn·sa r a ( ;+ ( 1·. r': l·) 1lt•I 111odu siµ;11i«'nt<': 

De PFita for111a, usando ( .J.."'>·I) 1•n la Pc11c1ci(J11 ( L-liS), J;1 t•xprc>sÍ<Ín p;1ra 

f( /) IJOS <¡UPda; 

/(/) = 

( ,1,5¡¡) 

Evalurmns l<t siguirnf<' int<>,t;ral. 

(·l.56) 
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M11ltipliq111·1Hos al 11u111•·r;1dur y al d<'11u111i11ador tk la intq;ral (-1.:í(i), 

por t ~,y carnbie1nos t•l signo ch-1 dc•nominador: 

Sea 

cnt.orH::cs: 

1 J, ,-•k'tfi,¡1.: 
- --: -¡-~~~,-

1fl L/"ik,.-!Jk 

i J, r -•.;·' d<p 

; J,f~l·ll-~., 

(l.!íi) 

(·1.58) 

(.t.!í!J) 

ll<1ga111os l'! u1111hio dt• \'ariablt• co1TPSJHHHlit't1te a una rot.fH'i«)Jl f'll 

f'I plano, dP .¡;)0 1; t•sto e·~: 

Es así que• la int.t•p;rtd st• <'XJH('Sa t•11lo11n•s, 

(·l.G 1) 

f\lultiplicando la ('Xpn·sión •n1tl'ríor por Ji/.Jf, ~e tic1w 

1 lfrrordaudo qur .¡-:::¡ = ,--T 
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(·1.6:!) 

La int<>gral a t"\'alunr q1H·da. finalnH'llff•, de la fnrnrn ch· la /uní'i<i11 
dr rrror<..•(::) [:!O]: <'s d<'cir: 

; r. 
; /_ ·~ 

' - ,, ti.\ 

:: - .\ 
(!.fil) 

La S<',~U1ul;1 i11tt·gr<d d<• la <·1 llt1cit'111 ( 1 .. ~1 .• 1), :-.t' olilit•1w pur 1111 (ll'un•:-.o 

análogo; s;tlvo qt1<' t•I si,~110 :-,(• pre:-.t•n·a. dt•l,ido a q11<' c·n el dt•1101ni11ador 
;:¡p.an•cp lllla ~!ll!lcl, ('IJ l11g<1r de ];: rc:-:t ;¡ qll<' :-.(' pn·:-.l'iiL1 cll la prinitTCt 

int<'gral; así, 110 es 11Pn•sario 1111 ca11il1io dP si,g11u .. \'us q1u·da: 

( l.lifi) 

Para cxpr<·~ar la inf<'p;ral t'll 1(·rininos dt• la f1111<·uJ11 dt f rrorw(::) se 
requiere c¡n<' !111:: >O [20]. V1·rifiq111·mns q111• la co11dici1í11 S<'il v;ílida <'Jl 
nnc-stro caso: 

:; 

(.UiG) 

i.e. 

(4.<i7) 
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por lo f,auln: 

( .J.tlS) 

¡.,Jicnlras q11e 

¡,,,:;>o==?º"+;:!,,> o (4.G9) 

Así r¡t1<' 111 <'Xpr<"si<Íll (·L-,r,¡ 1onli1 111 forrna, 

(·l.i'OJ 

o hi<·n, 

1 \' [ [ . 2 l J . [ . " 1 l] /(1) = -'.! '-;:' ,.,,i:,,~· (1k,/P - (<',,r,.J°"-' (1/<-1F ( 1. 71) 

Finalnwnlt·, ol1l.<·111·n1os la <'XfH'<'sitÍ11 para i\(1}. 
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PS d('cir, 

:\(1) = f(t,., !',.) (4.i:I) 

Con10 un n1t•llio ¡rnré\ cutnprohar sl 1111cstra cxpn·sión es v<ilida, ana­

licl·mos ,.¡ caso 1 = O: 

1 =u = :1(0) = 1 

A(O) = L [c,.c,. - b'""'" + b(c,J,.)"] 
Pl - ... 

(4.71) 

1 
A(O) = :¡ ¿:;[c,J .. + (c,.1',,)"] = 1 (-1.75) 

- " 

A(O) = /fr L c,J',. = 1 ('1.76) 
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Capitulo 5 

FORMULA EXACTA DE 
UN TERMINO PARA A(t) 

5.1 PROPIEDADES 

Considcn•t1to:-o. <1 hora 1111;1 funcil'111 illi1·i;t! a rliit ra ria <;1( '"O) cuyo t ra:-;lapt• 

eon u11 polo sPa dift•n·ntt· dt> Cl'l'U, y n·ro con li1~ dt 1 111;Í.s n•so1HuH·ias. 
Los ro<•fici(•JltPs St• n•prt'Sl 1 1lt;1ría11 t'11lo11n•s cun10: 

(.'í.l) 

Las reglas d<' s11111<t <¡lll' cn111plc-11 lo~ c0Pfici1•111.t·s, proviPIH'll de las 
condiciones <ptP c11111plen las s1111ws ,¡p las t·igt•11f1111cio11t•¡.; 11 11 (r) (ccua­
rionrn (:l.!í2) y (:1.:,:1)): son las siµ;11i<'11l<'s: 

(.'í.2) 

(5.:3) 
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En PI caso cpw cuusid(·r;unos alion1. t•st as n·glas de ~urna st• \'c•rían 
como: 

(!\A) 

l 
~¡, . .,, . ., -t- (c.,,· .. rJ =O (5 . .'\) 

l)p aq11í q11e los cu,•ficil'11f(•s r<'sult1u1 st>r: 

l 
.(J,, 

-1-

"" 
(5.6) 

( )• l . ¡-/,. 
c 11 (· 71 = +1- (::i.i) 

n" 

D<' {cl.72) l<'ll<'J110s '!'"'la cxprc>siún para .-\(1) q1wclil li11alnlf'11f P: 

A(I) = (1 - ¡-'~") ,-·k~I 
n,,, 

l [ ( . ,J,. )' .. , ' ·1· ;-¡ l - 1'- w[(1l·;,t)'] 
~' (\ 1¡ 

l [ ( . ¡Í,, ) [ . 1 ·2 11] :) l +1- ...J(lh',, /)< 
- {)1¡ 

(5.li) + 

La función i;..,..i(.z), p11Pcl<' PXpn·sarst• <'11 tc~rrninos d<' la función dr 
Moshi11sky, M(r = O,k,.,I) [21]. 



D.J. l'UOI' !EIH nrs ti.í 

5.1.1 FORMULACION PARA TIEMPOS COR­
TOS 

Cou t•I fi11 de calcular :\( t ), ri·c11ni111os a lus df·sanullos <'TI st•ri<• dt• las 
funcion<'s Lrpollf 11cial y d1· ( rror f'.!0] . 

.., .• . ti '~()" 
/· u11no11 f .r¡wuf nnal t = L f 

ti 71. 

F1111rión .Ir ',.,.,,,. c.:( O) = \~ _J_i!IJ:'_ __ 
~ 1'(7+ 1) 

(.'i.!l) 

l)esarrüll.audo en :-.1·rit' l<1s f111witHH'S t'Xpt1ll<'llCi:d y dt· <'JTor para 
tiempos p<'q11riios. 

I << r 
2 '1i 

-ik't (-ilc,~/) (-il·~l) 2 (-il.-~l)" 
e " = 1 + --1 !- + --2-!- + --:l_! _ + ... (.'i.11) 
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Dt'sarrnJlando la expn·si()11 pn.ra Ja f1111citi11 de error~ se ti(•rw: 

(5.l:J) 

ar1Hlognnw11lP, 

C<ilc11JPn1os (•J tt"nni110 principal dP la ;i111plit 11d de· no dPcairniPnlo 
A(I): 

( d,.) 1 ( .1,.) [i(ik~I)~] 1 ( .í,.) [i{il•~'t)t] A(!):= 1 -· i'- -:¡ 1 - i- -,-'"- +;:; I + i~ --, -"-
""· ~ n,. 1( 0) _ n,. !(:¡) 

Simplifica11do, 

v'!;J,. [ ·¡ l A(/):= 1 - --1 k,. + 1.-,. i' 
n 11 ;¡2 

v'!d .. 1 
,1(1) == 1 - -,-1' 

;;-i" 

(ri. 1 :i) 

(5.16) 

(.5.17) 
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Por lo tanto, la n>t1lrih11ci1í11 principal a la pro/Jabi/idad cfr 110 ele· 
rai11lÍl'11lo P(t). ••s: 

/'(/)=o .-1(1)/1"(1) '.::'. 1 - ~.i., d 
~ 

(5.1 S) 

OhsC'f\'íllllO!" qll«' par;1 /'(/),el f<~l'llli11u d1>1nit1<tIJft• <t lumpo...; f'Orfos 

es proporcional a I -I. 

5.1.2 DESARROLLO ASINTOTICO PARA A(t) 

Con;;;idt·rt·111os la ftír1n11 J¡¡ co111pll'I ;1 dt• :\ ( l). ol1t <'11ida ~·11 l'I capí/11/0 4, 
ecuación (·1.7:!): 

en donde 

1 
. ¡3,. 

C 11 é,1 = - l­
<>., 

(5.l!l) 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 
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Para dl'~arrollar -.¡,,..•(;;;)a lúmpo . .; hu-r¡o .... n.,n1rri111os a la funrián dr 
rrror rnmph111r 11/aria t rfr(::). St• sal u• qilt' podt'tllos r<•li1cio11etr a111has 

fuuciurws [~OJ. 1ft.l ~i.~11i<'11tt· rnudu: 

(;,.2:1) 

(!í.2·1) 

Si y --t OC·, el dc~arrollo it:-.iutútico Sf' t~xprcsa. co1110: 

(::í.2[i) 

e•:-; decir, 

(".2G) 

Por lo tanto, 

·' . 1 1 w(z) = r-· cr-fc(-1::) '.::::'. . - + 
.;r.(-1.c) 2fi(-i::)" ... 

(5.27) 

(:J.28) 
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S11stit11y!'11clo <'H la fonna para A{I), nos quPda 

A(t) = c,J',.c-ik~• ~c,J,. [Jir(l-i.::) - 2y'ir/-iz)''] 

+ ~(c,.i',. r [ fi( ~i.o) - 2v;r/-iz)3] (.r;.2!J) 

Simplifica111lo, 

l(t) .- -ik'< i [c,J',. (c,.c,.)"] 1 [c,J,. (c,J,.)"] .' = c,.r,.c " - '2fi -;- - ~- - ·lfi -;T - -.;¡-
(.r;.:!O) 

Retotnnndo los \·a)on•s para :: y .:·, rc;..11Jta: 

¿\( t) _ -.<'• .¡; [r"J·.. (r,.c,.r] 1 
r 11<'nt' " - '2/i T, -~ /1 
_I _ ["'"'" _ (c,,c'., )•l ~ 
-1 r-::: k.J l···' J 1' vnr 11 r1 -

(.5.:l!J 

pero sabernos qut• 

(.r;.32) 
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Dl~ ñ<¡llÍ qllt' el tPn11ino propon .. ·lo11;:d a 1-} :St' anuit•. Tt·1w111ns t.•11-

to11cr•s 

-ok't 1 ["""" (c,.c,.)"] l :\(/) = c,.i.,,c " - re- ·y. -~ ! 
·1v nr 11 n t,;. 

(:..:1:l) 

Cülcuknw~ !<1 prul1;il1ilid.;1d <i:··-.Ínt<'•t ict1 d1' llP d1•1·ain1i1•11to. Si I -+- Cx.J. 

la función t.rpont11cial Ya a n·ro n1;Í.s rúpi1h> c11w la part<· no exponen­
cia I; nhtt·ne111üs: 

1 r' 1 
/'(()::o---:----·-··-'.'..···-·-;­

l!í;-rn;'. (, :. + ¡·;,/ll"' ¡ 1 
(:..:¡;;) 

Por consignicnt.P, para lit 111¡w.-.: lar:<!''·"'·· l.:1 ¡wobafJilidud <h 110 <if­
caimirnlo prt'S<'Hta co111ct d1•¡J<•11dl'lKia principal un t<'·r111ino }>l'l'lpnr­

cinnal " 1-:t. 

5.2 DISCUSION DE EJEMPLOS 

Tratare1nus clift•n·11t1·s casos, 1·11 los q1w \·arÍct la raz/111 d(• la <Tlf1JJ{n En 
al nucho I'" d(' J,:, rt'StJllilllt'itt. Eu todo~ lo ..... cjt'lllplos. el \'alor de· ru 
es uno; es dt>cir, la vida nwcli;t ch•l sist<'1na es 11no. Dt• f'St(• 111odo, al 
graficotr el logrn·J/1110 1wtural dt• la p1t.,\,,d,ilid,ul de nu tkc;:1i111knto f"On­

tra el t Ít'tllp(J (<'11 111ddr11lt•s dt· vida inedia). el flpcai1ni<·nto p11ra1nent<' 

expo1u~11cial quc<l<t l"l'Jfft'S('nlado por 1111a n•cta dt· pt>ndi,·ntl' -1. Esto 
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han~ nHÍs fiicil la \·i:-;11~1li1t11·il'n1 d1· las cl,·!'"'viacioncs al co111port:uni1•11to 
~strktat1H·11t<> t'X¡1111u·n1·j¡1J. 

Todo:-. los 1·¡í.lndu:-. f1wnJ11 Jí«-di1.;1du:-. t•fl la 1t1it'J'U\'élX :i!)(lt) dt•l lnsl j. 

tu to dt• Física d(• la 1 '.¡¡i\·t·rsidad .:\'aciu11al :\11t1'>11n1na de !\h.~xico. El 
progr<llllil ~1· 1·s1Til1i1'1 t'TI FOBTB:\:'\, y 1·11 dohl1· pn•ci~i1Jn; ;-1sí q11P to­

dos los \'ttltlrt's si· J11illll'i;111 c-011 Hi cifras d1· pr1•,·isi1'n1 pflri1 111~ 111Í11H'f'1>s 

rPah·s, y >l~ p;1ra lus cont¡.ikju ...... S1· 11wtwjü11 ca11t id<11IP:-. n1yo i1111·n·alo 
S(' PllC'llt'TJi f'I' l'llj f'f' ] )<' )()_'¡¡¡"' ,\' ! X 1 ()'\(IN l 

El prilnc•r ca:-.o cnrr1·spu11d1· ;1 1111 :--i~.1t•111;1 q111· difít·il11lt·11t1· p111·d1· Pll­
conlrars1• 1'11 la 11<it11ralP;a: ... jll 1·11ik1r!~11. tif·1w i1111·r1· . .., !1'.'1ri1·1). S1 trilLt 

<kl sisfCIJlil COll f-..,'H :...::: (),} .\' r,. l. l'<tril Hll.il itJ>1'1'1'iil1'it
0

1/l ltlClS ;11kn1<1dé1, 

graficarnos difl'llh':-- c-0111'~, ('Jl lo~ n¡¡iJ, . ..., 1•1 t i1·111po \'<l .1111w·111 ;111do. Oh­
Sf'rvan1os q11t• <'JI <' ..... fl' casti ¡wndi;:1r. t•I dt·r-ai1J1it•11to 110 pas;1 111111c;1 por la 
Ja . .,r t.rpont 11t"ial. :\ln·.lcdor dt' :J rit!n., r11uliu ...... 1•l 1P111porl.:1111ic11lo t'.'i ya 
<·I corre~pundi1·11t1· ;1 li1 111po ..... lon¡n ...... E11t·1111l r;1111os 11t1c1 .<..(dt1 n'"'cila1·i,j11 
f'Il todo <·l tit•111p11. :\ lit fftj111s enrio ...... la d1•:-.\·iaci1~11 :ti d1•1·ai111it•11tu t'X­

po!H'llcial va 1·0111u f ~. 

En esta prí11wra _[!;reí lira d(' la '.-'t·ric J{ :.-:: /~' 1 ,/r, 1 ==-: 11. l, cor1Tspo111li1·11· 

te a la /1:.r111_n1 ;j_ f, pud1·11H1". tll1 .... 1·n'i1;· dar;111wnt1· q111· la p<1rl<' con1plcla 
ckl dt•,·;un1w11to 1·s pr<1purno11al a t ::- . 

La s<'g11nda .e;r;ílira ~t·!t·n·io11;1d:1, q11t· c1p<1n·n· 1·11 !;1 }iyura :).;!. 11111t•s­

tra corno Pll ('St<' Cí\SO t'SJH't'ltll. 110 t'Xl~li· j;, parlP ('.'-,lril'lit!lll'llfl' t'XJHl­

IJP1ldill rh·l dt•r:1in1!1·11f(J. En t -=---- :t r·idas nH d/,1.,;, :--;e 1·11~·111·1it ra d c.11t1Lio 

de pP11di1•111t• indicado por ('I tTIJCI' cu11 la Íri:-..:<• 1·xpt1rn•rici<d. 

El últirno cj<•111plo dt· 1•stt• grupo. que :-.1• ol)~1·n·a t'll J;1 jig11r11 ,';.:/ 
n111f'stra clara11w11t <' t'I co1nport .;1111il'11l 11 t ;11it 11 ;1 I ¡, '" !'"·" ('111'10...:_ 1·1Hnn :1 

tfrmpos ln1:qos. UPlu• n•:-;altarst' el IH'd1u d<' c¡•lt' el d1·cai111i1·tito 111lfll'll 

A. 
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() --··------,.- . -· - ,-----·.,-·-----·r-----

-O.:! 

'•. 

-0.(i 

-0.K 

Un~11im in1lo t'IJIOHcu<:ial ·­
/Jn·aiwin1fo 110 t·rpo11n1riul -

-1 ----'-------'-· ----'---------'-------º O.:! 0.1 0.(i 0.K 1 
Tiempo (1111idad<•s 1/T) 

Figura r,, l: Co1npill"llt"Í\)ll del df'cai111ic·1l1 u 110 ('Xj>OllPllCÍa l n·spf't:l.o del 
exponencial, pitrfl 11::.::: 0.1 ;.· I =: 1 Pido 111,dia. 
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ln(P(t.)J 

-•I \-

-li --

-S -

-,---------y-------1--·---· 

'~ 

/hn1i111ifnlo c.rp1111n1«ial -
/hc11imfr11/o 110 crponn1t'it1! -

~' 

~ 

- J () ------L-------'---------__¡ ______ ,__ __ 
O :! ·I !i K 10 

TÍPl11JIO (" 11idild<·' l./ T) 

Figura!).~: C:rillica del lu(prolmlJJ.lidad 1/t 110 du·oi111iu1lo) ('11 su part.P 

r.xponeucial y c11 ~ti fornw con1pld a.. ()J,;,1'-n·csc· el <TllrT de l.1 p:1rte no 
<'XJH>llf'tlcial 1·011 la f'Xpo11c·1tcial, alr<"ckdur clt• :~ 11i,/a,, rnr dias. 
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es expo1H·ncial. 

En d scg1111do cu11j111110 d<' gr<ifica~. ilu~t r,:111111~ ,.¡ ca."o /:'u ~- l PS 

dc•rir, N := Fr1 /I\, :..;: I. F11 la ji9111t1 .'1 •. J 1t·1w111us la p.~rf(' de tir 111po.r....' 

ror/0.-; 1 currt•.spu11dic·11tc• a t'...,f1· si!-il1'1ll<L L<1 pri11wret u~cilacil~ll es tn/i.s 

Sllil\"t' CJllf' Cll 1•! 1·aso c11d1·riur. l.c1~ llarnados lit 111¡10." n•rlo .... apan•n•11 

anf('s. {'011furr111• /{ 1'n'<'t', los tir '11/W:-. corlo.-. S!' ('t11·1w11! ré1ll fl!íÍS n·rT<L 

d1•l orip:t'll. St• (111.-.(·n·a 11111·\·,1ri1f'nf1' qiw ('/ t1'·r11ti11u pri111·ipal dt• la parf P 

no f'Xpn11c•11cial 1kl dc·c;1in1i1·11fo. \'t1 con1t.1 I ~. 

La jig111·a :i. ·! 110:; 11111«·>1 rc1 J,1 -.1•p,1l!t1L1 <1.-,1·i/.:11·i1'111 d1· L1 p<1rt1· 110 t'X· 

po1tc11citd. ('r111a l<1 parlt• 1·'q•u1w111·i,d ('f'r~·;i di· l -~~ .. ¡J,;.-.. 1111 .t;u.-... 

¡\\'é111zandu t'111·/ tit'l!Jpo. pl"t''-1'111•11110.i., la t<·1T1·r;1 µ,r.íli1·;¡ de•! cu11j1111lo 

U :::: J. Pod1·n10~ ol1.'-f'n·;11 L1 1·11 l;i li11i1r11 .í.ti <...;,.".!,!lil!nh l i1 ,-; ¡-4'·gilllt'll 

de /u mpos corlo.-..: Lis 1i,...;cilacit111c·s p;inTt'll ,:d1·1111a1."1'. p<tra 111fÍs 1 t1rd1· 
Ji;1n•r:-;1· pnrn111wiad.:1....;. 

En 1•! n1<1J"lt1 _\· 1'dtirr11) 1·.it·n1plo dt' c·st1• nH1j1111l11. q1w corr1·spu11d1· ;1 la 
}i!Jlll"ll /). 7. ~1· ul1~1·n·a t•I d<>:--iirrollo d1· /;1 gr/tfic<t p<H'it tu llJ!'º·" latyos. En 

<'SÍt' ca:-.n. p1wd'· \"C'r~<' la 1·xi:-.11·nci.:i d1· lil pi1flt' p11raT111·11t" 1·xpont>I1ci;tl 
dt>I dt•Ct1i111i1•11!11. Cali1· ~1·ú;dar q11c í'S!t· sist1·111;1 -..;Í p11cdt· •'llf"<Jilfrarst' 

t'H la 1Jitf11ralcza: PS d1Tir. \";¡ llliÍs all;í d1•J int1·n::-; n1t·r;111H'lll<' tcúricu. 
Ohs1'-r\"<'SP cu11 r11id;11/e1 L1 ¡H·ndi<tr JllttlH'f<t <'!l q1H' s1· ¡i<1"<t a J¡¡s lir mpo .... 
lruyos; co11 1111 pnn11111cÍinlo l'i1·0 et t ::-.- l :! l'irln.-.. 111r dio.-.. 

:\11;ilin·11Hh ali()ril t'/ sistt·111;1 /:', 1 _-:--.: JO, {'." d1•1·ir h' ::::- JO. En <·I 
prinwr caso, qw· si· til1."l'IT<t 1·11 la }r'yura :i .. "'i'. 1t•111'J11os /~1 p<-1rtt• dt• 1;n11-
¡t(IS f'OJ'Í(:.1. D..lw llol<11:·w <¡lit' ltt:-> d1•_.,;\·iricicHlf'." 1H'JllT1'1J <t lit'l!IJH'S n1<Í.s 

p<'qlH'l~los, confor111t• cr1·1·1· H. Sr· JH'rt ill1' la d1·¡H·11d1·11cia t'JI t&. dt• la 
parft• no t'Xp11w·1wicil. 

La sig11knl1· grrilin1 d" U = 1 O. q1w :-.1• p1wd1· \TI" 1·11 la Ji!¡ura :).9, 
nos iinwsl ra la sPp,1111da uscilaci1'u1 de• la p.:tr1P no f'Xp(JilCnt·i.d. La~ 

o.scilariotu•s \'illl alc1111iÍ11do:-:1• .=dn•d1~dor dl.' la p<1rf P t·xpnt1f'llrial. hasta 

f1111dirs" nm <'11<1. 



.r,.;>. /l/.W.'l 'S/(),\' PF 1:.11 :.H /'/.OS 

Jn[P(t.)] -!O 

- 1 :~ 

-11 

-lli 

-~n 
() !i K 111 I~ 11 

Tie111po ( 1111i.J;id1·s 1 / r) 
l(i :w 

Figura r .. :1: Crúlica CJll<' il11stra ('¡ n>11lporl ítlllic•11t.u paf'(I el sisl1·111a u= 
0.1, para lil'mpo.o.; hn:<¡o,..; ,\· lit 111/HJ-" cor/os. 
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ll o.~ 11. I O.!i 0.8 

Fi~1Iri1 r,_,1: (;rílfic;i para el c·;¡~itJ /¡' ::--..:;_ l. il tic111¡w .... ('Orlos. La priJ11cra 

o:;cilt1cit'rn t'S llH'flUS pro1111111·iada <¡llf' t'll t•I sistcn1a. /t == (},]. 
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TiP111po ( 1111id"d"" t /r) 

Fignra 5.!l: Par¿\ U ::::::. 1, sl' ilustra la ~wg1111da oscilaciú11 d<'1 logarit.1110 
nat.urol tlP la prnhahilidad dt· no dPcain1i<'ntu <·11 s11 fonna co111plrla. 



In[P(t)J 

i'. 1 l'ITl'f.O .í. F0/11\ll ·¡,,\ L.\i\C'T\ [)!·:UN Tlc'Ji,\/l,\'O 

-(i 

-10~---~ 
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··1-----.-----1 ------

/)rraJmifnfo c.r¡1011cnr:ial -
/)n·11h111c 11/0 110 cJporu:nrial -

(i 

Tiempo (1111idadcs t/r) 
8 10 

Fi,['.lll'it .'i.li: Co111pnrl;1111it•11I" d<'I sisl<'111a /{ = 1 a 1 = 10 l!idas 111f'di11s; 

1ic)tcst• <¡11(' la 1ílti11w osril;lcit'111 c·s 111.:Ís i11tc11s;1 qt:c! las otras. 
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ln(P(t.)) -l.'1 
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-:w 
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f)t n1i11li< 11/0 rr¡wnuu·ial --·~­
/hr·"1111ir'11/a 110 rJ¡w11c11rial -

_v_i__ __ --1..__ ____ ¡ _____ ~---~---~ 

:w 

Figura. .).7: Co111porta111it•11to cid sisf<'lllil /(::..:.: 1. para lin11po:- lor[!o.r.;; se 
ptwde \'<'r <Jllf' e11I n• 1 y ;í Pida:-> 111nlia .... 1·! dtTi1i111i1·11l o es ''Xpo1Jt•J1cial. 
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11 .-----¡-------.. ,.-------,----,---

-tl.11: 

-ti.(!(, 

-0.!I' -

-ll.i '-----'­
() O.O'..' 

/Jc('(limit11/o rI¡w1u:11l'ial --­
/Jtrai111inllo 110 c.rponrHrial -

O.lll O.Ofi o.os 
Tie111po (1111idi1d1·s 1/r) 

ll.I 

FiJ_~nra [>.K: Sisl.r·111a H ~:::: l U_ :...;(" 111;1111lil'sL1 !.t pri11w1«t oscilacit'.nt para los 
tinn¡w.<> ror/o ... _ N,·itt'sr· q1w !;1~~ d(·:~\"i;1cio1u·s a lic111¡ws prqunios ocurren 
1n;Ís tTrc-a dP I ·.:.. O. 
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ll o.o:. 
Ticn1po (1111id;1Cl!"s l/T) 

Figura 5.!J: Crcílin1.q1w il11:d r;1 1 para/{ 10. lil ;il1·1111i1•·it'111 d<· l;is osdla-
cioru·s del fotnport;1n1i<'11lo 110 t'XJH1111•1icial, r1'SfH't"lo dc•I t'XfHl!ICllcial. 
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En h1 gráficit th• la jiy11ra :). JO. dil)11jc1da. a una rida mt dir1, ~e apn•cia 
dan1nw111<· la parft' t•s1rit'fanwtllc> t•xpo1u·1wial dt·I d1·('ai111it·nto. :\ p11r­
tir dt• / =-= .01:! rida .... 11Jtdia ..... :-it' p111·d(' hald11r dt•l dt•cait11i1·11to cak11lado 
por (;;11nnw. 

La 1'ilt i1na grúlic-<1 d1• H = 1 O, prt'."'t'lll ad.a t·n la }iyr11·a ;J, / / d1•t1·n11i11a 
los lit wpo."i h11:1¡0 ..... Estus St' t•11n11·11tr<n1 d1•sp111":-. d1· '20 1·idas nu·dia ..... 

aproxi111adarJ1<'11t1•. 1\ p<irt ir d1· ar¡11í, 1•! t1'•n11i110 pri11cipal dt• la proba­
bilidad dt• IJC1 d('1·¡1i111i1•nlu n1111pll'ta, clt'IH'tJd1• dt· ¡~:f. 

Pnu·t·dat11os ,;tliur;i <1 t r;il ;1r t•I ca.-:u h' :::.:. /:'n :-:.·: ~;)_ E11 la pri1111·ra 

~rúfka 1·un1·:~p1111di1·1111· d 1.1 Ji.1111ru .J. J.:. ~t· 1Jut<1 11111y darr1111e111t· 1'1Hno, 

al c:1111111·11tar h'. J;1s u-..ciL1ci1111t•s del d1·1-;tÍ111it·11ru 1111 cxpon1·11cial apan·· 
ce11 et t icmpus r·cttL1 \"t•z !Jlt'lltfft's. L;h dt'~\'ia<"iutws :-.011 111;-'1s JH'fjllt'!-lilS, 

cun:u pucdt• djJi\'1·i.iJ;-.t', 

La jiyurn /"i. /.l llll!l'Sf1«1 co111n la . .., (1.-.cilacio1ws \"itll dis111i1111_\'1•11do, 

hasta junt;tr:-,t• COI\ la p<1rt1• l'XjHJ!lt'llCial. s(' dil111ja hasta I = 0.1 ,.¡_ 
das 111rdia.-.. 

:\lior;1, <'11 la jf.r¡unt ,J, J f. prt•sc·1J1 ;1JJl(IS llJl(l ;1111plifit·;wi1í11 ch-! n1111pur­

ttu11it•tllt1 d1·l 1kc;1i1nit•Jlf(J 11u t·:...:pu1w111 i.:il, .·11111.,.., •lt· 1-.111il1iar a l;1 partl' 

d<' lirrn¡w . ..; lar!Jn .... : 1· .... lu u1·11n1• ;1 :~.; 1·itÍ11 ... 1t1ulin ..... é1pru>.:i111ad.::11111·111t•. 

E11 la 1'tltinw g_rcilic;1 n111 H ·= ~.:-,, n·pn·s1·111ada pur l;i }iy11n1 .)./;j, s1· 

ilustra J;1 dt•s\·ia<·i,·n1 ;1lit111¡10 ... lt11:1¡os, 1·111¡iczando 1•11 l =O. L;1s uscila­

cio1ws <1 lit 111¡ui,... ¡ir r¡111 úo .... 110 p11f'd1·11 \'t'rs<' a 1·:-.l it 1•:.;c;da. 

El 1'd1 i1nu t't,¡ij1111\ 11 d1· .t;rcílic¡1s corrt>.'-.pu!Hlt• ;¡ n = 1--.:,, = l OO. La 
Jiguru .r,. /fJ, illlsfr¿¡ c•I d<'sarroll() íl lit 111¡u1,.; ror/os. Las nscilaciu1ws SOll 

~ÍP111pn· dt• la 111i.-:n1a funna, s;d\·o <pu• tit'lll'll rli:·di1Jta t'.>.;«élla. 

Lit scp;1111di1 µ,r;'ifica. q1w ~t· ol,:->t'l"\"ít c>11 la Ji!flf1"1 ;j, J 7. 1111wst ra la l'f"­

cupcracit~ll 1kl dt·1·t1i111i1·1du 1·x¡111111·1wial. Dt•lw 11ot.r1rst• q1w c•sto oc111-rP 

a tit'lllJHls 111/is n,rlus, rc·:-.JH'cfo dt• lus otros t't1:-.11s. ,\ I = .0)() t•idas 

111nlias, trala1tt<13 ya f°t)ll la par!'• Pstrictc1n1c·nt<" t•xpo111·1wial. 
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Figura ii.10: En esta gr:\fica aprccia111os l.1 rct·11pt·racit'111 d1•l decai111ie11t.o 

cxpone1wit1l c·nln· / = .01::! y I :.:..: 1 f'ido.-. 111tdias¡ :-;-q;11i1nos r11 ,.¡ c:a.<.;o 

ll = 10. 
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,-, 111 l!í '..'() ~:¡ :w ;¡;, 
'l'ie111po (1111ida1ks l./r) 

.JO ;;o 

Fi.r,ura :>.11: lli1sl r;1ci1'111 d1· lus ll;1111ados lin11po.'i la1:qos, para e•! sisl.Pn1a 

U= 10. Ol1st"rn·~1· la Pxisl1·11cia d1• nscilacin11l's, poco a11f<'s df' pasar al 
l'(~gillH'll dl• lit 111¡10,..;, /111yos. 1·11 I - ~() 11 ida . ...; 111ulias. 
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Figura .1).1 ¿; I1ri 11wr<1 gr;Í fir·;1 p;i rc1 <'I si:;11·1n;1 N :...::: :l:i. l ,as o~ciltH·io1H's 
son de 11w11or n1ag11it11d. y ~e pn·s,•1if;i11 :e licrnpos 111cis ¡wq11c·1~1os. 
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Fi~11r:1 .'J.l:f: Sq.~11tHLi oscil¡1ci1'111 p.ir11 el sistt·1na U 
corno las dt•s\'i;1cio1u·s se \';111 ah·1111;11Hlo. 

:!!J. Se aprecia 
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O Ó) 11) 1 :Í ~fl ~e¡ :111 

Tiempo ( >111i11;¡,¡,., 1./T) 

Figura ;).l·l: :\n·n·a111i<'11l11 d('I dc·sarrollu dl'I 1lc·c·ai111ic•1Jlo 110 C'XJH>Ilr.11-

cial il linnpo.'> la1:r1(1s. Nc')fcs1· q1w co11fur11w h' tTt'Ct', t·I 111'111wro de f1111:­

t.11acio11t'!" <llllllt'IJI a. 
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O " 10 l:J :!O :!!í :JO ;¡;. ·lll ''º Tiempo (u11id<tcl<'s t/r) 

Fi.~11ra. !"1.Jr1: J)c~arr<,Jlo ¡1 lic111j1ns lt11:r¡os d(• /( = ~;,, tlc-sdc· otra. <'srala. 
Lt1s pri11wr;1:• d1·s,·iacio11<'s no p1wdc·11 ohs<'n·ars<'. 
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Figura :J.l(i: Sisl.Clllil u_·.:__ 1 no. S(• 111111·sl l'(I .,¡ CiJ!lljHHl.;1n1i<·nfo ;¡ lif'111JI08 

cor/os. 
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Figura ;).17: Hec11¡JCt«1ril~ll ,Jt·I dccai111il'llt.O <'Xpo1w11cial Pll <'l caso n = 
lOO; JH)t<'~<· c¡n•· Jo..; /frm¡1os cor/o .... , lcn11i11;i11 en I = .Olfi 1'idas mrdin$. 
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?vloslriltt10:-;, <'ll la jiyura .). /,''i 1111a arnplitirariún del ro1nport.a1niP11to 
que sP pr('SPllfi't antes cl1• p;.isar id n"gilllt'll asintc'1ticn, <'11 PI d<'rairnit•nto 

no PXpo1u•11ricd. Las fl11ct11;11·io1w:-. se• 111;111ilit•stan con rncí:-: i11tt>11sidad y 
c~u n1ít11cro 1na.\"or qlll' c·n los t'é1~us ya ;111aliziulos. 

La 1ílt i1na .c:rú.lica que dt·scriliin·nH1s para /1 ·.:::: 100, t•s la <)11<' cu­
rrcspondr a la \'Ís1rnlií'aC'i<l11 d('I dt•rainiiC'lll.(J, dc·:-.dt· d orig<'ll, ha~ta los 
/it-111¡10,1.t largo .... S1• p11Pdc> ol,st·n·ar- t'll la Ji,r¡uni :>.19. 
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Figura fJ. I ('\: 1\111plilkaci1~11 d<·I CtllllJ>urtar11il'11l.o cl1·l sistrrna U = l 00, 
¡i) a1·crc;1r:-;c .-i. )¡i part.<· asi11túl ica d<'I d<'c<ti111i<'11lo llCJ t•xpo11Pncia1. Las 
osciJ;u:ion('s \·;111 ;11111wflta11do

1 
p¡1r;1 l1wg(J rde1111anw y dr·s;1p;1n•n•r en la 

p;1rl1· 1l1· lit 111¡)11,., la1y¡os.. 
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11) 1 :, :20 '.!.-, :rn :1r; 
'J'ipnipo (1111idadt·s 1/r) 

.JIJ ''º 

Figura fJ.l!J: (;r;ífka Ct11'1t':-.p1J11di1·nl1• •1 los¡¡, 111¡10.-. lar~¡o .... ·. para 1·1 caso 
R = l no. l lt-sp11t'·,, ,¡,. ;1pruxi111<11la11w11t1· 1 -= :11 1•id11s 1111 dias, ,.¡ dr·­
cai111it·111ullP1·xp11111·11cial dc·¡w11dc· pri11cip;il11w11h· dt· I ·¡ 
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Capitulo 6 

CONCLUSIONES 

D<~ íl.Cllf'l'do al anú!i~is n·;t!izr1d11. podt'fl!tJs nnicliiir c¡iH' t'll todos los~¡...,_ 
tenias c11tí11t icos 1 r;tf ado.-.. t'"' ;Ín pH·--1·n11."· J.,.") <'f1'1 !() ..... 110 cxpor1t•r1cial<·s; 

tüTJtu a iu m¡w ... nH·los co111u il lit 1n¡1r1.-. la1Nº·"· Fo <'1 C<1o.;o '1' :::z 0.1. t'S­

p<·c.ifiranlt'11lc. 110 ~t· c11n11·11t r;i 1q~i1'111 rlf· dt·c;1i111it·nto '""' ril'f ilf!H'lllt• 1·x­
ponc•11cia}: dt· lwd10. no apc1rc1«' 1·11 ;n¡ill·llfls n·:.;011a11ci;i-., n111 Fn << 1' 11 • 

Es 11111.r i111port1111tt• l1;1ct•r 11ufilr. 'l11l' '.--i :-.i· t1i111t1 l;i ffÍl'mulu t.ratla 

dt' un t/rmino, lus rol'Jicie1!1t·~ cpw <tpilrt'Ct'n <'11 L. c·xp11· .... it'111 pc1rc1 la 
,·unplil1ul de• 110 d1·cai111ic•nto 110 .-.n11 t • ..,f1·i<·fa1r,,ntr 11110. S11 parlt' r('al 

es nnu, f't'l"t> tic1wIJ llll.:t parl1• i111(1,gi11ari;1 <¡lit', ¡-11111t¡1w 1wq111·1'i;1, t'S vi~ 

tal. Son t•stos nH·liri(•r1tt·~ los q111· d.r11J lugar <1 qiw . .:i lir lfl/}('·" lar90 ..... !;1 
roJ1trih11cit)J1 1-~ ~(' <1111ilt'. Fstu 11os llt·\·;1 ri q1w <'I t1'·rini110 principal a 

Ja prohabilidad d,• 110 dt•cair11if'JJl0 ,...,t•a pn>pur1·ion<1l a 1<1. H1·cunlc·f!1os 

qttl' C"Stos ro<'fki1·11! t•s q1le'1L1 ru11 l'X{'ff'."iil•los corno: 

(G.l) 

El co1nporta111i<·nto de la probabilidad dt• 110 dt·cain1it•nto rJJ :;11 
forHHl gP1wral 1 a tinnpo . .,· p<·qunlos, n•s1ilta proporcio11al a (~. Tanto 
c.sta de¡Jt'1HIP11cia. con10 la d<• lif'lllJW.<.; lu1:qo ... ·• fu<·ron \'<'rifiradits 111J1n<"ri­
can1Pntr co11 u11 pro~ra111;1 de aj11s1'~ dt> c11n·as, pníct ici1nw11tc si11 <'JTor. 
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Se pt1<•d(• ohser\·ar <¡11<' c·n J,ts ra:--os t'~t uditulos t'll c·stc• t rahajo, l.a 

prinwra osrilari(.Jfl dt•l loyari/1110 11al11ra/ dt· Ja prnl1.:ihilid1-ul de 110 de .. 
cairnic•nt.o <'ll s11 fonna l°o111plda. \'a por aliajo dc·l cu1nporta11Iic•t1fo c'X­

pou(•Jlcietl. Q11c- :"Íg11ifican lir 111po .... r·orfo .... y r11aks p11t•dt·11 lla111c1rsc• lit 111-
pos lr11y¡o.-., dc·pt'nd(• el(·! si~te111a n1iit1tico d<· qll<' S<' trillt', t'll particnlar 

del \'alor de• la r,;1z1'ir1 11 -:::-~ /:'1,/I' ... ( 't11110 .;iprn·inrno~ c·n Iris ,1.!;rcíficns, 
cada sistc1na f i(·tw ~11s JH'niiiaridadc·:c;. Pc·ro l1ahl~nido t'IJ g<'11cr;1l, s<' 

pn•sptJlat1 los :-.ip,11Í1•1dc·!-i lwclio-..: 

J. Lc1s pri11H'r.:1~ cl<·:-;\·i;1cio1w:-. rc~p1•1't11 d1·/ d1·1·;1i111i1•11!c1 t'XJH111c1icittl. 

st• c·11c11t•11tr.:111 111;Ís t1·111pra110 t'll 1·1 tiP111p11, ,...,j U ('S 111.:í." .~rc111ch•. 

:¿_ Las dc:-.\'iacio1J('."' .1:-ii11lt.Jfi<"i1" flj'il!Tl'f'll <1 ti1•111pus c;ula \·cz 1nayo­

rt•s, tt 1 a1111H'JJ! ;1 r U. 

:i. L;ts oscilacio111'" a tiun¡w: .. ; pu¡1u 1io .... , . ..,011 d" rn;tyor i11tt·11~idad, <'11 

tanto u St'.:t llH'flOL 

.J. Al rrect~r H. };is f111ct 11aí'iot1<'s a lif mpo ... h11:fJº·" c111nv·ntc1n {'11 i11-

fp11sidad y ('ll 111Í11wro. 
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Apendice A 

Cálculo nunl.érico de la 
probabilidad de no 
decaimiento no exponencial 

El pr01!,ri:1ln<1 par<1 t·\·;.!1111r J¡1 prol1al1ilidad dt' 110 dt•t·ai111i('J1lo t•JI su funllil 

co111pkta, y cu111parc1rl" co11 la partt· t'XfHlilt'll<'iill. Í11t· 1•scrito PJI /·'()/l­
Tl?A 1V, t'll doldr· jlT't•cisitJ11. L<t 1·(,111pil;11·i()11 t'S tal, •¡rlt' el rr111).!;o st• 1·x­

th·nde d('sdP 1 x 10-·111'"' J1;1~ta 1xJ0."' 1 ~;1':il11 n,11 1•! 1111 .¡,. Jiodt·r n•;iliz.tr 

Ju~ c<ík11lo:i n·q1wridns. 

Se llS(·, una s1il1ri11 i11a d1· la l1ibliot1·c;¡ /,\/.<...'/.. p;1J«t c.:dnil;1r n111111~·ri­

ca111P11f 1· la Jn111·úín t!r r 1Tol' cu11 <1rg1JI111·1tfo cot11pl1·ju. Tt1f/il1it'·11 n•1pw­

ri1nos de 111odiflcar y cun1pilar 1111a s11ltr11ti11a d1· la l1il1liolt•ca ('/:'U.\'. 
para cuando rl prnµ;ra11lf1 d<' /.\IS/.. s1• Cllf'(l!Jt rarr1 f1wra d1• rango. La 
t'X;H·titnd de~"·" 1.dl1,fl' . ., d.uiu:-. por ias ~11!1n1l111a:-; ~1· n1111p;1r;1ron n111 

tablas [:!ll). 

Los dalos d(• (•11trada dt•l progrilll1ét .-.:011 la rnt1:r¡/11 F,,. 1•l 1rnf'l10 dl' 
Ja rcsot1;111cia 1' 1j, ('I lit 111¡10 t'll 1111id<1dt·s dt• \·id;1 11wdi.:1 y t·I in<Tt 111t·n/n 

('l) e} 1,j('Jllf>O. 

Para vís11alizar y arnplilintr lus 1.f1·t'los 110 PXpu11c1wiitl1•s. la salidtL 

del progran1a prodlll'<' 1•! logarilrno 11nlural de las prul1al1ilidadt•s dt• 110 

dt>c<tÍtnicn1o. Estos dalos \'ílll din·danJt•11f(' <1 las gr;ífic;1s. 

!IJ! 
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Las gráfica.s fut•ron rt·alizadas con PI proµ;rarna g11up/ol, y cada una 

de t•llas con(Í<'lll' :!0, (J()l) puntos. 

A continu;1ri~'111 1ncst•11t an10s PI pro.!!;fillllil que st· 11sl) para <'Stf" t ra­

hajo. 

A.1 Progran1a de Có1nputo 

l'llOCIL\:'11 Sll.\HAZS.\ll 

douh!P pn•ci::-iu11 1-~'n, f¡fl1fllJJ1111, /, i11crc·11w11to, 
ti1·1npo. ltlwrra. proluzhilidod. 
pro/111/úlidad( .r¡1. í11¡irolwiul1t11td, 
/11¡11'olu1bilitl,11/r.rp 

cornp1"x' ¡¡¡ r, o. lm. fr.rp, i, .\', ·'· zc. 
f. !i· 1/.1' 

"· h 

u¡H'11(11nit=I:l, stal.11s ='ne\\'', form = 'formattrd') 

print. '", 'Dm ,.¡ \'alor .¡., 1'.'11' 

read (;;,•¡ F11 

print ..._, 'Dar 1·1 valor dP .lJfl1t11uan' 

rf·;1d (.\"') .rJOrnrnnn 

pri11t ', 'C'nal es el valor dt· f!' 

rcad p:) 1 icmpu 

print. '", 'C11al es ,.¡ \'alor .¡,.¡ incrrment.o en ,.¡ tiempo'?' 
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fC(H.I (.5,"") incrt'IllPJJlO 

hbarTa J.r/O 

m 1 . .10 

dm1pl.r(O.dO, l .dO) 

k11 = cd8q1·t(<fr111pl.r(E11 • ni/hhm-r-rz, -(ga11111w11¡'2.d0 • w/hharra))) 

J drwp/J:( l .dO, dimag( l-71)/d1·111/( lm )) 

9 drnnjy(f) 

<lo t = O.r/O, tirmpo. i11nc111<·11lo 

J c.rp = rdr.:.rp( -i ·• kn • •'2.dO • 1) 

z = dr111pl.r(cd.-qrl(i • lm • •2.dO * 1)) 
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e-ali mc-rrrz( =, 1·. a) 

=e= dn11pl.r(nl.<1¡rl(i • dcu11jy(k11) * •'2.dO • 1)) 

call merrcz( zc, .>, b) 

N = f * (-1'/2.dO) + !! * (.-/2.dO) 

¡n·obabilida1fr.r¡1 ct!ali-'(fr J}I) • •'2.dO 

/11prubabi /i dadr.t: JI di<>!/( ¡1rol111lii 1 i d11dr.r¡1) 

pruhal1i/idad nlab.-( .V+ f • fc.r¡1) * •'2.dO 

/11prulw/1il id ad di uy(¡1ro/,.,/,i/id1ul) 

wriLc (o.2:1) 1. l11¡1rohabilid111/r•.r¡1. /11¡wol111hi/idod 

2:¡ forrna.t (Fii.:l. :lx, F:l2.:!0, :ix, F:J2.:l0) 

c111l do 

cnd 
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