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Capitulo 1
INTRODUCCION

La conocida ley de decaimiento exponencial Tue obtenida por primera
vez por Gamow en 1928 {11, dentro del marco del decaimiento o, Es
bien conocido, desde entances, gue ta probahibidied de que una particula

no decaiga se encnentra dada por:

ey = ol (1.1

donde #/T" es la vida media de ta particula.

Sin embargo, esta ley no es un resuitado riguroso de la Mecinica
Cudntica. Se sabe gque s validez estad limitada o un cierto intervalo de
tiempo tal que a ticmpos muy carlos y a ticmpos largos el decaimiento
no es expouencial. s a ticmpos intermedios cuando el comportamiento

es mayormente exponencial.

Sn 1957, Khalfin (2] denmestra formalioente que a partic del hecho
de que el espeetro de energias de nnsistema cnantico esti acotado, en-
lonces para tiempos > /U, que denominarcinos ticumpos lurgos, el
decaimiento no es de tipo exponeneial.

Durante los afios sesenta, Khalfin denmestra tambicn 3] que para
tiempos cartos, I << I[I", Ta probabilidad de no decaimiento P2(1) es
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no exponencial,

Esto define un intervalo en el enal ¢l decaimicnto es eseneialmente
exponencial. Por lo tanto, es de particular relevancia deseribir v oen-
tender las 3 regiones que los ticmpos largos y cortos determinan en
cualguier sistema coantico que decacs Ademiis de evaliar la desviacion
de nn comportamicnto exponencial estrictamente.

Es asi que ol preseute trabajo tiene por ohjetivo el hallar una formuda
eaacta de wn frmine considerando L expresion general para la am-
plitud de no decaimiento (17 [, villida para todo tiempo, que nos
permite evabuar b desviaciones o da ley exponenaal en eaalquier sis-
fema ctantico no estacionario (réeimen no relativista), La formulacion
para A{#) se fundamenta en un formalisine de resonanctas, hasado en

Ta condicidn s L Drontora do anda salecnte Dy,

Entonces, es o partiv de Ja expresion de A{4). que derivaremos
analiticamente ta formoula crocta de oun trmive, Estadiaremos des-
pués, la presencia de efectos no exponenciales en diferentes sistemas,
analizandolos sistematicamente mediante métodos nnmdéricos. Se hara
especial énfasis en la interpretacion del signiticado de diorpos corfos y

ticmpos largos. para cada sistema cjerplilicado.

Nos ocuparemos, particularmente, del analisis de A{1) para tiempos

miuy pegieiios et cotparacion con la vida meedia del sistema que decac.

Il trabajo se constituye de las signientes secciones:

1. Eu el segundo capitnlo tratarcinos L propivdades generales de
las resonancias, ¥ su relacion con la matnz Sy la funcién de
Green.

2. El tercer capitulo versa subre la normalizacion de los estados re-
sonantes, la expresion para la funeidn de Green cerca de sus polos
¥ su expansion respecto de las eigenfunciones.



3. Bl desarrollo que conduce a la expresion para la amphitud de
no decaimiento A{t). en su forma general, serda expuesto en el
capitulo 1.

4. Es en ol capitulo 5, donde obtendremos la farmula cracta de un
término para A(L). Calenlaremos la expresion para ticmpos corfes
v la forma asintdtica. Finalmente disentiremos varios ejemplos.

5. En el capitulo 6 se encuentran as conelusiones de este estudio.

Por dltimo, cn el apéndice A, davenmos of programa de compute

6

con el que se realizaron los calenlos mumdéricos de Ta probahilidad
de no decaimiento, explicando detalles especilicos.
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Capitulo 2
RESONANCIAS

2.1 GENERALIDADES

El decaimicnto de un sistemma cudntico no-relativista puede deseribirse
satisfactoriamente por medio del concepto de resonancia. Los estados
resonantes fueron empleados por primera vez por Gamow [1] en su tra-
bajo sobre decatmicento o, por lo que tambicn reciben frecuentemente el
nombre de estados e Gameow. Para deseribir a los estados resonantes
requerimos soluciones a la ecuacién de Sehrdedinger, en fas cuales no
existan compouentes de onda entrante a distancias infinitas (3], Exis-
ten otros formalismos para deseribir a las resonancias, [G]. [7].

Considerenos ahora, sin mayor pérdida de generalidad. que tene-

mos una particula de momento angular cero sometida a un potencial
de aleance finito, es decir

Vir)=U; r>a (2.1)

El mismo método puede aplicarse a eualguier otro momento angular.

La ccuacién radial de Schrodinger esta dada por
! 1
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Pk, )

- + K = V(e k) =D (2.2

con kol vector de onda v i energia £ = A% Las unidades apropia-
das son: h=2m =1,

En el origen, r = 0, L funcion de onda radial satisface,

Gk, 0) =0 (2.3)

La solucton para puntos fmera del alcance del potencial, se expresa
por:

Dl r) = A £ Bl 0 rs o {2.4)

3

con los coeficientes A v I delinidos para enalgier A0 El términe A
representa la onda saliente v el H la onda enfrante.

La definicion de Ja matriz de dispersion o matriz S, se encuentra
dada por [8]:

Ak

S(hy= - it (2.5)

La matriz & es una nocion tedrica mny importante, yi que permite
establecer la conexion con cantidades que se miden experimentalmente;
como por cjemplu la seecion eficaz. la cnal para procesos elisticos, que
son los que considerarcmos en este trabajo, se eseribe como:
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o= — | |- S(k) [ (2.6)

La matriz S posee caracteristicas muy interesantes. Por ejemplo, la
matriz S tiene las signientes propiedades de simetria [9]:

(i) Si reemplazamos & por =k en la ccuacion (2.4), la expresion que
resulta sigue sicndo solueidn a la eenacidn radial de Sehrodinger;

por Ltanto se tiene,

SU)S(=k) =1 (2.7)

(1) Sustituir & por — & nos conduce a:

(k) = S*(k) (

[
o
~—

Para potenciales de alcance linito, os bien sabido [10] que la matriz
S correspondiente se puede extender analiticamente a cualquier
vidor de & en el plano complejo, ¥ os analitica excepto en un

nimero infinito de singularidades.

Para potenciales que aimplen la comdicion dada por la ecnacion
(2.1), se sube que los polos de Tamatriz S se encuentran en la mi-
tad inferior del plano complejo Ao en el eje imaginario positivo
[10]. Los polos complejos ticnen simetria especular respecto del
cje imaginario.

iii Ol,l';l il]l ortante pro )i(‘(l:ul. (30 lh llllil,;ll‘il‘(];ld. (qUHEe S¢ eXpresa por
» 4 I
la relacidn [11],

S(k)S (k) =1 (2.9)
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En nuestro caso la unitariedad de .S nos conduce, usando ta ccuacion
2.5), a:

A(k) = 127(k) (2.10)

Como se menciono anteriormente, las resonancias requicren de la
condicion,

Bky =0 {21

es decir, la ansencia de onda enfrante en la solucidn asintotica de la
ecuacion radial de Schirddinger. Entonces se tendria,

Bk ry = ARt > {2.12)

De este modo encontramos que para & real

Bk) = 0= A(k) =0 (2.13)

por lo que sélo existirfs ta solucidn trivial a la ecuacion de Schrddinger.

Por consignicnie, los valores de & que crmplan la condicion (2.10)
deben ser necesartninente complejus. Fisicaanente, las energias com-
plejas deseriben situaciones en las enales una particula permaneee un
tiempo finito en un estado de un sistema, para lnego decaer.

Podemos denotar los valores de & que enmplan s ecuacion (2.12)
cotno A, y a las eigenfunciones correspondientes como w, (). Para

r > oo, tenemos:
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uvl(r) = A,.C“."' (2-]‘1)

Si escribimos

by =, —id, o,.0,>0 (2.15)

entances los respectivos vigenvalures de la energia 2, son tambidn
de cardeter complejo y se expresan por:

Ey=ki=(o—id)} (2.16)

desarrollando el producto

E, = (a? - #%) =2io,. 8, (217

que serin designados como:

F,o= e, — F— (2.18)

con ¢, posicion de la resonancia, I, el ancho correspondiente. Tanto
€, como I'y, son abservables experimentalmente.

Debido a lo anterior se puede eseribir la ecnacidn (2.14), incorpo-

rando la dependencia temporal, coma:
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wun(r,t) = ,‘1,‘(1‘(”"""")c"L?““"ﬁ) (2.19)

Cabe senalar que la parte imaginaria negativa de &, se refiere a gque
la dependencia radial de la functan de onda, crece exponencialinente
con la distancia. Debido a la consideracion de estados que decaen en
el tiempo exponencialimente, a una distancia » del origen observamos
particulas emitidas por ol sistema i un tiempo # - /oy (donde a,,
es o velocidad de a particula), A ese tiempo las partienlas cran mas
rfoanr

abundantes en nna cantidad determinada por el Tactor ¢ Leon 7 la

vida media de la particnla.

L médulo de fa funcidn de onda se poede eseribir como

(e ) 1F=1 ade) |F e (2.20)

el enal exhibe un decaimiento temporal,

2.2 MATRIZ S Y RESONANCIAS

Como ya henios dicho, hay varios tratamieutos diferentes para explicar
¢] fenomeno de Jas resonancias. Sin embargo, todos coineiden al re-
saltar los pronunciados picos gue se observan en la grafica de la seccion
transversal, cerca de la energia resonante I, Isto podria relacionarse
con la existencia de an estado cuasiligado, loealizado en £, en el sis-
tema blanco-proyectil. Si el proyeetil se envia con energia I, ol Dlanco
lo eapturara temporalmente en nn estado meta-estable o enasiligado.
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Podemos describir a las resonancias de una formna satisfactoria me-

diante las propiedades analiticas e la matriz S [12].

Los polos de la matriz S corresponden a los ceros de la funeion de
Jost, pues para un momento angitlar dado podenios expresar a 8 comost

_ Ji—k
S(h) = m;(ml (2.21)

con J(&) La funcion de Jost [10].

Los polos de la matriz S situados en la mittad superior del plano
complejo & (Dmde > 0) corresponden a estados hrados (106

La discusion se pucde extender sin cambilos esenciales o £ 5 (1

Para potenciales de aleance linito, esto os V(r) s Uir > o, se piede
demostrar {10) que la matriz S es analitica en todo ol plano complejo
k. excepto en un minmero infinito de polos, los cuales coreesponden a
los ceros de J(k).

En el caso de Jmk < O, lus polos estan distribuides siméricamente
con respecto al eje imaginario A, ¥ son un ntimero nfinito de ellos.
También pueden aparecer una cantidad finita de polos sobre ol eje ima-

ginario negativo,

Podemnos gralicar los pulos do S Kesulta claro que hoena parte
de la informacion sobre las resonancias =e encuentya cu la matriz S,
Encontramaos la estructura manifostacda en la grafica de la figura 2.4,

La forma de la grafica s sicmpre similar para V{r) € R, finito,
debido a los signientes principios:
1. Cansalidad

2. Invartancia ante inversiones temporales
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Imk

Ok =8,

p>g

estados ligodos
)

® K V®k2
kn:"iBn

P

K REK
®"s
Kn=ap=iBn
estados
resonantes
propios

Figura 2.1 Polos de fomaneiz Sen ol plano camplejo b Se representan

tos estados resonantes propios, fos estados ligados v los antiligados.

Los poles de fa matriz S0 como va liemos cncontrado, corresponden

sencrabinente o estados lieadas, antihieados v resonantes. Analicemos

abora suoostenebura |

Sear e

(i} Los estados ligados se representan por

k,

L == j,’;f“
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o = ki = —p} (2.23)

(ii) Los estados virtnales o antiligados son

k= —if (2.24)

iti) Los estados resonantes propios (o, > ,) se expresan comos
"n

by =, ~ i3, (2.26)

.

No= (a) = 32y = i, (2.27)

El mapeo & — E en su forma grilica, ticue ¢} aspecto mostrado en
la figura 2.2

Una hoja se sibila sobre la ofra, v se conectan por un corte ramal.

Esto queda representado en ta figura 2.3

Los ceros 8 de J, en este caso, pueden no tener efectos resonantes
observables, atin cuando la fincidn de Jost no tenga ceros en esa region.

Como ya hemos dicho, los polos de S en [k > 0 corresponden
a estados ligados, mientras que en fmk < ) pucden corvesponder a
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resonancias, Fste hechio sngiere Tuertemente npa relacion cutre ambos

Lipos de estados

Vo ansilisis superlicial nos moeslea que nuestra aseveracion ¢s co-

rrecta, Supongarmios quie pari nn cierto vador del poteneiad 1]

uy tenemaos
dos polos sitnados shindtricamente respecto al cpe inaginario. Siof po-

tencial varda, dus polos cambian de pesicion. Sicel poteneial se hace

s atractivo, los dos polos siméiricos se juntan en ol eje imaginario
negafivo, Hacidudose mas fuerte of potencial, un polo se mneve hacia
arviba (Hek > U} v se convierte en un estado ligado; el otro polo se

convierte on i esthado A\::li!i"_‘}.‘inlu. [DITRS

' \ .
caso e ol gue of potencial sea
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l‘ / corte ramal
/! Q=

’
PE
e

Supertivies Jde Ricnmean en ol plano complejo £

IYigura

menos atractivo, of polu se traslada o Lo <200 v se convierte en una

resonanciie 516 e U o cn v entado vivtmal S i (.

Stz 00 b prodo del wmbead es e tipo dobles S lacemos of po-
tencial ligeramente mas atroctivo que VL Jos dos polos se sitian en of
cje naginarios o como eatado leado vootro cono estado virtnal o

antiligado

Cuanda 17 o 30 os polos se deshizan sobre of eje imaginario hacia
el origen, v caando V0 L mbos se encuentrin en el estado ligado de
energin coro. Cuando o potencial cipicsa a s mienos atractivo, los
polos cn el origen se trastadan tingenciahente al cje reall Bl polo de
lil (l<,‘l'(‘(’|l{l S COUVIOr e CHonna resonancia A continan ese canine l:.‘mtvn

quir, eventnalimente, e hace fnobservable

fPaeri del alcance del potencial, hemos visto gue s soloeion a la
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ecuacién radial de Schrodinger esta dada por:

vr) = AT Bk (2.28)

Esta relaciou puede reescribirse, de acnerdo a b forma usual en la
teoria de dispersiones {12}, camo

G} == Ol sin(hr + 8(k)) (2.29)

de aqui se obtiene que,

o A
P L N 2,30
7 (2.30)

Se ha wtroducido el mimero §(k). que representia ol corrimicnto
! i
de fase de la solucion asintdlica respecto de la fase de la solucion de
particuia fibre. Es decir, la presencia de un potencial dispersor se re-
fleja inicamente en un cambio de fase de la onda dispersada.
I

Una buena deseripeion de nna resonancia puede hacerse en términos
del corrimicuto de fase,

Sea b un polo de S, Podeinos expresar a & de la siguiente manera

R S N N () (2.31)

con los subindices 1 — real ¢ 1— imaginario. Excepto en casos espe-
ciales, tratandose de un canal los polos sou de caracter simple [10].

Como J(&) tiene un cero simple en &, existe una vecindad para la
cual podemos hacer la siguiente aproximacion:
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Jik) = ['—['1] (k ~ k)
i

Ik

Si b es suficientemente corcana al ejo real entonces existe un in-
tervalo real, concentrado en b, en ol cual la aproximacion de J{&)
es valida.  Para examinar el corrimiento de fase en dicho intervalo
seftalamos que, para b real, of corrimiento de fase es menos la fase

de J{(k). Entonees:

11
S(k) 2 —ary [_,7] — argll — &) (2.33)
[tEN

i

con & € R, cercana a &,

(k) = Gy (k) + Brealh) (2.34)
donde

Breal k) = —arg(h — k) 2.15)
y

(k) = —arg [%L (2.36)

La cantidad &,,,(&) o5 la parte resonante del corrimiento de fase.
Puede esquematizarse, (excepto por un angulo = irrelevante), mediante
la figura 2.4.

Es ficil observar que conforme & crece hacia &, 8,.5(4) viv desde 0
hasta 7. Entre més corcana sea & al eje real, el ineremento en 8,,,(&) es
mucho mas pronunciado. Entonces cerca de un coro de J(F) proximo
al eje real, se tiene que el corrimiento de fase total § = &, + 6., se
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PLANO COMPLEJO &k

FFrgnea 2040 Pavee vesonante del coreimiento de fase, en o plano k.

erementa |('|H'nl.in.’nln'nl«' proroa

Podemos caracterizar o ana resonancia, por el pronunciado incre-

micsbo e w gue experimenta S{0).

Liv socerdn trimsversal paveial a(h) puede expresarse como:

n"\/»} - :<i||"(\(1.') ('..57)

Clerea e wna resonancia, o { k) depende do 8o 00,

s claro gue pueden prosentiese diferentes posibilidades, La mas
usual es aqueltlic en Lo caal &, (0) es cero, v entonees, & va desde 0 a «
corca de b A Fate tipo de vesonancia recibe o nombne de resonancia

wracde Breeit-Wigner [13] Graficamente se observa en la figura 2.5,
& t1o) gy

o este canoy L seccidn trivnsversal pareial es muy peguena a ambos
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3mr/2 |-

/e

o (k)

b)

Pignra 20 a)Comnmiento de fase v biScecidn transversal para una

resonancia Lipo Breit-Wigner,

lados de Yo resonancia, Vopresenta un ]AX\)H‘HH"HHIU ili(‘u cuando & pasa

por = /2. ol ) manticne entonces su linite anitario.

Volveremos despuds a tetoinat Lo resotianeia de Breit-AWigner, como
un étodo de aproximacion para la seecidn transversal total, en la

vecindad deouna resonanein.

Alora bien, algunos calonfos se hacen empleando s energia:

o7y
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Por tanto, estamos en un buen momento para resaltar algunos as-
1
pectos de la relacion entre ambas variables.

Fl mapeo b~ £ es ddos a uno. Es decir:

(2.39)

=k e

=i 20 == g

Esto es, st completamos una vnelta en ol plano £, habremos reco-
rrido media vuelta en ef plano complejo & Fsto nas conduce a requerir
dos superficies de Riemann para of plano £ Tradicionalmente, la co-
rrespondenicia entre £ v las dos hojas de £ se escoge a saber: la primera
hoja, whoja fisica, corresponde a la mitad superior del plano (Lmk > 0);
fa segunda hoja corresponde ada parte infecior del plano {(fmk < 0).

Para cada F. s tienen los valores &4 que corresponden a diferentes
puntos en las hojus de Riemann (plano £7). Uno se encuentra en la
primera hoja v ol otro cac en la segunda hoja, pero ambos tienen el
mismo valor numdrteo £ = A2

La pritnera hoja thene un corte gue va de 8 a oo, La parte superior
del borde corresponde a la vegion fisica & 2 0. St coutinnamos por ¢l
corte, llegamos a la segunda hoja. Considerando lo anterior. nna reso-

nancia k, se convierte en un eero en la segunda hoja de Riemann, dado
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por:

E=lt=e—iz (2.10)

con —1'/2 convencién para la parte imaginaria de £, Retomando el
argumento para k. cerca de la resonancia podemaos hacer la signiente
aproxincion:

d.J

J(E) = [Jf] (£ - 1) (2.1)
oy

v andlogamente para cualaquier £ real, proxima a ¢, se tiene

SE) == 8y 4 80a( ) (2.42)
con Y € R, cercana a «,.

La parte resonante del corrimiento de fase estda dada mediante la
grafica de la figura 2.6.

Algunos sencillos cilenlos trigonomdétricos (Figure 2.6}, nos Hevan a:

I'/2
(= 7+ (172217

sin &, (£) = (2.1:3)

En partienlar, trazdndose de la resonaneia de Breit-Wigner, tenemos
que &, = 0y 6 = &,.,. En cste caso, la seccion transversal parcial se
exXpresa por:



R CAPITUHLO 20 RESQONANCIAS

PLANO COMPLEJO E

Byes(E) ‘\\\ _ i
e

Figura 2.6:. Parte vesomaaite det corrimiento de {se, en el plano camplejo

I, :

(244)

F(EY osin? o(1) =

gue os la formula de Breit-Wigner [13], B pico de la resonancia esta
situado, como va hiemos sefakicdog con su centrs en o, v tiene un ancho

I

St suponemos qoe S tiene un polo simple £ oen la parte inferior del
plano, v que es cercano al cje real, entonces la forma mds general para

Soeongruente con L wnitarviedad es:

/IA

Sy o B oy g0l

-k

con &, @ Ry & proximo a &,
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2.3 MATRIZSY FUNCION DE GREEN

Para relacionar los estades resonantes con procesos fisicos, una mane-
ra muy adecuada es recarrir a la funcion de Green de la ecuacion de
Schiradinger, con la condicidn a {a frontera de onda saliente,

Las funciones de onda del continine, obedecen la ecuacion radial de
Schirédinger (¢ = (0},

e
Petr) + =V ery=0 (2.16)

dre

Las condiciones a la frontera pueden establecerse comm

r =0y =0 (2.47)
o bien para r > q,
vir) = At 4 Bt (2-18)

La funcion de Green de {a ecuacién radial de Schrédinger satisface

PG k)

— + A — VO (v k) = (e — 1) (2.19)
or?

con G*{(r, " &) la funcién de Green de onda saliente. Las condi-
ciones a la frontera son
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G0, k) =0 2.50)

i

=

[r’)(.'+(;~, s A-)] - [ilr(.'*‘(r, o “Jr (2.51)

Multiphicando (ZH(r 2" k) por la ccuacién que cionple @(r), v (r)
por la ccuacion que satisface G ' 0, restando ambas cenaciones e
integrando sobre el espacio para Ja region interna del potencial, tene-

nios:

" Y e et AT
/ dr [1,'(r)‘—v-_(—r—f,—r—'—~2 — Y e A)’—)—l—(ﬂ]
0 e s

"

+ /’l drle(r) bt — V)G e kY = G e )[R = V)]
Jo
= / SO — () (2.52)
i
con @ <r' < a.

Mediante la fornmta de Green, obtenemos

[ . o0aa' k) s defrl” )
YERTaAA N ST AN A LY B 2.5
GEEES O IR B O
Utilizando las condiciones a la frontera v evalnando:
: ‘ "4 ¢ v ’ (-)'!l'(”) ' "
Pla)ikGE (a0 k) — GHa s ) ——— = (") (2.54)

“r
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reordenando términos:

G a, 'k [:Aw(u) - 'r)(” ] = () (2.55)
r

pero

[z‘ku-(u)ud';ﬁ_”)] = ik[Aet 4 ety

EAC™ 4 kB = 20k BeT T (2.56)

Sustituyendo

(S
ot
~F
~—

Gla [-t/./?(l)(_" =) 0<rr"<a (2.]

Evaluando Ja conacion anterior en ' = «a, y dividiendo entre 2 se
tienc:
- . A B
Glla,a; k) [‘.3:/.'-[}\"—""‘] = Er."" + E('“'M (2.58)

pero por la definicion de la matriz S resulta:

GH{a,a; k)[2ike™ ] = —S(k)e™e 4 o7 (2.59)
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de este modo, sir =1 =«

SkY = {1 = 20k (a, a; k)]~ 2a (2.60)

La relacion anterior fue encontrada por €0 Bloch a finales de los

anos cincuenta (1]

Conchiimos pues gue Sy G (e o k) tienen las mismas propiedades
analitivas, v por consiguiente, fos mismos polos. Sin embargo obser-
amos que la funeion de Green de onda saliente es una herramienta
mucho mis poderosa que fa matriz S0 al contener mads informacidn,



Capitulo 3
ESTADOS RESONANTES

IEn esta seccion del trabajo, obtendremos fa normalizacion de los esta-
dos resonantes, la expresion para la luncion de Greenc eerea de un polo

Vst expansion en términos de las cieenmeiones,

3.1 NORMALIZACION DE LOS ESTA-
DOS RESONANTES
Como obtuvimos en el capitulo anterior, las cigenfunciones para los es-

tados resonantes en 1 > a, prueden expresarse como:

w,(ry= AT p s (3.1)

y su modulo se escribe

() =] A, 2 e (3.2)
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La normalizacion se define ysualmente del modo siguiente:
© .
/ [on(r) I dr =1 (3.3)
J
que en el caso de estados resunantes equivaldria a:

[)u | r) I..) dr+ 1A i;' [ \ PR L/ SRS (3.4)

Es obvio que los metodos ustales de nonmalizacion no son aplicables

en el caso de estados resonantes,

Las funciones u (r) obedecen la cenaeion radial de Sehrddinger,

Dk = V) = 0 (3.5)

con las condiciones a la frontera:

1, (0) =0 (3.6)
[ .
dunlr) = ibyun(a) (3.7)
(I7‘ =

Con ¢} fin de obtener la condicion de normalizacion, planteamos la

ecuacién de Schrodinger para la cigenluncion w,, (),
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of* u,,,(r)

T k2 — V), (r) =0 (3.8)

y en la frontera
w,{0) =0 (3.9)
['_1".’;7(_"’] = (hy up{a) (3.10)

Multipliquemos ahora u,, por la ecuaacién para w,, v u, por la
ecuacion de u,,. Tenemos:

d*u,(r)

e 4 K = V() ua (b (r) = 0 (3.11)

U {1r)

o? ""1(7)

(1) —— + [k} = V{r)u(ru(r) =0 (3.12)

Restentos ambas ccuaciones ¢ integremos de r =0 ar=a:

a 2 . ¢
/ 'l’"(’.)w - ,I”.(')I_E—I'L-L_)- I,
0 dr? dr?

+ /{1 — A2 (Y (r) = 0 (3.13)
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La primera integral resulta ser:

aQ i . f .
/ —i u,,‘(r)i—u—“ﬂ — u, r)‘—‘—l—"—'—(il—— dr (3.14)
0 lll' (11‘ 1[!‘

Por tanto tenemos:

! - Lot 00 y N e
[um(p)'_i"_’].‘,i.i_). - u,,(r)(__{[’.’{"_fil} _ - ,‘.’-")‘/(; (MY (1)l = 0
{3.15)

utilizando las condiciones a la frontera, se oblicne

UM—MJhmmWMw+(m+hn/3mumuﬂm}=u (3.16)
1]

De este modo, w,(r) v un(r) son fhimciones ortogonales st el pro-
dueto escalar se define por,

&mzziﬂywwMu+ﬁhumumw (3.17)

La condicion de normalizacion se obticne de la definicidn de pro-
ducto escalar si m = n. Entonces

/“ u',l‘(r)flr—k;i—u:‘i(n): 1 {3.18)
o 24,
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Esta definicion de producto escalar es valida, pues la integral de
u? es diferente de coro. En el caso en que dicha integral fuera cero,
pasamos a olro Himite de integracion o' tal que o' > a, dado que la
definicidn se extionde para cualquier roa partic de gue el pateneial se

amtle.

3.2 EXPRESION DE LA FUNCION DE
GREEN CERCA DE SUS POLOS
Retomemos ahora ol formalisine de la neion de Green, dado que es

una manera adecnada de relacionar fos estados resonantes con procesos

de interds fisico.

Como sabemos, Ta funeion de Green de la ecnacion radial de Schro-

dinger satisface;

GG (e k)
ar?

+ R = VNG o k) = 8 — ) (3.19)

con condiciones a fa frontera expresadas como:

GO, ) =0 (3.20)
DG (ror's ke e .
[ff__%i_‘l] = kG a k) P <a (3.21)
r "=y

Resultard muy conventente, analizar el comportamiento de fa funcién
de Green cerca de uno de sis polos complejos.
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Cerca de un polo complejo &, podetos poner a la funeidn de Green
como [15]:

GHror k) = o= A (r 0 k) (14.22)

donde y(r, ;&) s regudar en &, v p.(ror') es el residuo, que se de-
fine por:

residualGYir r' b)) = klinkv (A~ k) /—’Ad«};;-l ke’ &) (3.23)

en el imite (b — &)

res{GH (e " B = pa(eor) (3.24)

Obtengamos ahora nuna forma explicita para el residuo p, (0, 1),

Sustituyendo la ccnacion (3.22) en la ecnacion (3.19) v arreglando
términos, tenemos:

! Py’ - o o

e {""‘7;;;* + [ = V()

92\ (s k)
[r viror'i k)

s + K=V e k) = 8 - r’)} = 0{3.25)
art

Ahora, sumemos y restemos la cantidad A2 p, (2 '} (k—k) ¥ tomemos
el limite cuando & — k.. Por consistencia, los términos qne contienen
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(k — k)7, y dos que tienen un limite constante enando b — &, se
cancelan por separado:

Fparorh)
-

>

+ [& = Vr)p(n ') =0 (3.26)

¥

&*xir,r ‘/-,.)

W2
ar? +

(M k) 4 2k py(ro) = 8 —17) (3.27)

"

Sustituyamos ahora la oxpresidn pava CGF G 0 ) dada por la cenacion
{3.22) en las condiciones a la frontera expresadas por las formulas (3.20)

vy (3.21):

p(()r) .
- | ) o= 3.28
oy A0,k =0 (3.28)

AGH(r,r's k) _ 1 dp ey’ . Iy (i k)
r I ar | i s

= ik [TL/’ L \(r.r';lr)] (3.29)

il

0,0 k)

ro=

St sumamos £, p,(ror ) U=k, ), o las ecnactones anteriores, y nue-
vamente tomamos ol limite cuaudo b -5 Ly, andlogimente, se tiene:

M(0r) =0 (3.30)
J , . ] o
—pu(r ') = ik, )] =) (3.31)
()J. r=na
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y ademas,

N0, 15 ky) =0 (3.32)
( ik . )
i\-"-(u('—)—;r————z — ko (1" k,,)] = [ip(r,r')],_, (3.33)

La ecuacion (3.26) v las condiciones (3.30) v (3.31) son ignales a
las planteadas para w,(r) co las expresiones (31.5), (4.6) v (1.7). Por lo
tanto;

oy = (e e (4.3

A fin de obtener P(r") de nna forma explicita, mmillipliquemos la
ecuacion (3.5) por \(r, 't Ay ) v L formnla (3.27) por e, (). Restemos
e integremos:

[ ) ) T )
0 dar? drt

'
a a
+/ 1w, (P 2k pule P ile = / w dr)&(r.r )dr (3.35)
JO it
Empleando la formula de Green ohtenemaos:

(I)I' dr

[““(’_)()\(r, vk NI kﬂ)t/u,.(y)]
0

+ '/‘l () (o Yl = /d ()8 — r)dr (3.36)
o Jo
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Utilizando en la formula (3.36) las condiciones a L frontera (3.6),
(3.7), (3.32), (3.33) v la cenacidn (3.51), se tiene

a2 (YP'y + 2k P00 /“l wiirydr = /yl w (r)or = )dr (3.37)
JAY JO

Rearreglando términos,

2,20 |t + [ 0] = () (3.38)

entonces

1w, (1)

T e+ g ()2 (3.39)

P

Por consiguiente, ¢l residuo p.(r. ') de ta Tfuncidn de Green en el
polo resulta ser:

2 W (r )“,.(") .
w70 ) = RIS
pulri [fo uiirydr + —u a)|2h, (340)

ohservande que el denominador es la condicidn de normalizacion
que dedujimos anteriormente. Por tanto, hemos obtenido que en ¢l
caso general, los residuos de Ja funcion de Green en los polos &, se
pueden escribir como el producto de las eigenfunciones de la ecuacion
radial de Schrodinger, divididos por 24,0 Es decir:
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resfGHr ' k)] = pulr’) = '_‘LL(i)_A”_’i(_'._l (3.41)

‘3

en donde las funciones ligadas, antiligadas y resonantes w, {r), cumplen
con las ecuaciones siguientes:

~;—,~l~ + E—Virur) =0 (3.42)

¥ las condiciones a la frontera dadas por,

1w, (0) =0 (3.43)

du,, (r )
[_E;;J}:< = [kt (1)),.=, (3.44)

3.3 DESARROLLO DE LA FUNCION
DE GREEN

Obtengamos ahora la expansion de GHe k), en Wrminos de Jas
cigenfimeciones w, (r).

Consideremos el contorno Y. que se muestra en la figura 3.1, Ro-
deamos todas las singnlaridades con el circulo &, v a cada polo por
separado maediante los confornos @ el valor real £, queda encerrado
en ¢, Aplicando entonces el teorema de Canchy, se obticne:
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!

Qxe dy

donde el contorno T excluye todas las singularidades.

Desarrotlando of término izgnierdo de la eccuacidn anterior, tenemos:

(3.46)

Podemos utilizar aliora la expresion que derivamos para el residuo

dela funcidn de (reen cerca de nn polo, dada en la ceaacion (3o41). Asi,

s e U () . , .
dh - e e R = 3.
A L:/;,‘U;—k”)f'('" Fy=0  (3.47)

i

De aqui que:

by e dadr)ua(r) b Tatk) o, )
CGHror'i k) = Lm MRSl M e va dk (3.48)

"

Observamos gque la expausion contiene una snma finita de términos
discretos y una contribucidn de cardcter integral. Dado que para po-
tenciales de alcance finito el mimera de polos complejos es infinito [16],
tenemos que considerar el Iimite de radio infinito para ¢l contorue ¢;



38 CALTTULO 30 ESTADOS RESONANTES

Imk A
PLAND COMPLEJO & ] T

e

ke

D

Figura 3.1: Contorno considerado al evaluar Ta funcidn de Green.

ast incluimos todos los polos en i siatoria, Se sabe que {17

et k) 0 0 rorl e (3.19)

siempre e

e s o

en todas las direcciones del plino complejo £, por lo que ¢l términe

tntegral se hace cero.
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Por Jo tanto, la expansion de 777 (e’ k) esti dada por {121

La expresion antetior pertmanece valida win para r < o= . En
el caso r = ' = «, la expansion diverge, a4 menos que se introduzean
substracciones {17}, La expansién dada por la ecuacion (3.50), se suma
sobre el conjunto finito de estados: Heados v antiligados, v tambicn sobre
el conjunto completo de estados resonantes. Recordemos que para cada
polo complejo &, situado en o} cnarto cuadrante. con la eigenfuncion
respectiva w, (), corresponde. por argnmentos de invarianecla ante in-

verstones temporales, un polo =47 situado en el tereer cnadrante.

Sustituyamos la ccuacion GL0) en (3.49); xumemos 32470, (). Usan-
do ademas (3.19), obtenemos:

b+ ok, . , o
}_4 —fg“———hu,,(r)u”(r b= d(r — 1) rorf < a (3.51)

La expresidn anterior es obviamente inconsistente, debido a que la
parte izquierda depende de &, o menos que se cumpla,

vl Ly e (3.52)
v. A
i)z o (rh, (77 = 8(r — ") r' <a (3.53)

~ n

Sustituir la ecnacion (3.51) en las condiciones a la frontera para
GH{r ' kY ((3.20) y (3.21)), en r = «a implica
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T 1‘_,(_‘_‘_%11_@ =0 r<a (3.54)

Las expresiones (3.52) y (3.54) senalan que el coujunto de estados
ligados, antiligados y resonantes son linealmente dependientes; mien-
tras que la condicion (3.53) establece gue este conjunto de funciones
cumple una relacion modificada de cerradura.




Capitulo 4
DESARROLLO DE A(t)

4.1 EXPRESION PARA LA CONTRIBU-

CION NO EXPONENCIAL A A(t)

La amplitud de no decaimiento se expresa por [18]

A() = //‘1’(1‘,()),/(!‘. e D drds! (1.1)

Para poder evaluar A(£). necesitanmos encontrar la transformada
de Laplace de la funcién de Green de onda saliente; esto introduce la
dependencia temporal en nuesiro formalisino,

(","*(r., l'/._ /) ey !;(‘,.. ,_J‘{) (_1'2)

La transformada de Laplace de Ta funcidon de Green de onda saliente,
corresponde & la funcion de Green retardada (f > 0).

Recordando que la transflormada de Laplace se define por [19):
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LI(t) —_-/ e~ = [(8) (4.9)
u
mientras que la transformada inversa se expresa

L7 f(s) = ]—

*)
=

/ A(s)ds = F(1), 1> 0 (1.4)

Es conveniente partir de Ja ecnacion de Selirddinger dependiente del
tiempo, la enal esta dada por:

d) . - 45
(/m /l) W{r,t) =20 (4.5)

con
o= —(—7'—2 +1(r) (4.6)
Para la funcion de Green, andlogamente, tenemos:
N A i, ”
(,;,-)-} - 11) glr o) s 8 — 28 (50 (1.7)

donde g(r.r': 1) es 1a funcion de Green retardada.

Apticando la transformada de Laplace a los distintos términos en
(4.7}, se tiene
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CH(g{r, v )y = HLy(rr' 0y = Hg(r,r'ys) (4.8)
y
R/ R o p . '
L gt 1) = il ) = g 0) (4.9)
‘

Sustituyendo en ta ccuacidn (1.7}, se obtienc

— Hg(r o'y s) 4 isa(r,r'y &) = ig(r, 1775 0) {1.10)
siimplificando
(1 —3s)(Fg(r.r's8)) = glr, " 0) = 6(r = 1) (1.11)

pues sabemos que
W(rt) = _/.’/(". W 0)dr’ (4.12)

si t— 0F entonces

W(r,0%) = /17(", PO, e = gl ' 0T) = 8 —27) L (L1

Haciendo

E=is (4.14)
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resulta

GHr ' EY = —ig(r, 1"y s) (1.15)

De la definicidn antertor se desprende que la ccuacion que satisface
la funcion de Green ha de representarse por:

(£ — G (e EY = e — ') (1.16}

donde GHr s £) es Lo funcion de Green de onda saliente.

Ahora bien, dido que 7 = 15, analicemos cdmo alecta este cambio

a Jos limites de integracion de la transformada inversa de Laplace.

Eu pritaer fugar, resulta claro que la delinicion de GH(ror'ok) os

congrucnte:

S(s)ds = glr, 0y Y~ 0dE) = (—iglear s s )E = G e ' BYdE

Ademds, podemos expresar a £, /. s de la siguiente manera:

s=|s]e? (4.17)
P = e'd {4.18)

entonces

F5 s e =js|e0HE) (4.19)
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Por consiguionte, pasar de s a I ¢s equivalente a rotar ol plano
complejo s un angnlo =,

;

De esta forma, los limites de integracion de la transformada inversa
de Laplace resultan:

limidte inforior 5 —doc — iy 4+ o0
lintle superior 4 400 — 1y = ¢ (1.20)
PUes ¥ = 1§ —I0C = +O0 1 1DC > 00,

Ast, el contorno en s situado a la dercchia de todas las singulari-
dades, en el plano £ estard sobre todas fas singularidades, De manera
grafica, csto se observa en la figura .1

Pero también debemos recordar gue

L=kt (4.21)

¢ Como se transforma la recta 2 en el plano £, al cambiar al plano & 7

La reeta 3 se encuentra determinada por

B: r=rcy o constante real, ¢, >0 (1.2

Por otro lado, sca

z = (r4iy)
(4 1v)

w

I
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Fignra 4.1 Mapeo del contorne en ¢l plane s, al contorne en /2.
: 2
cnlonces s1ow = 2%, Lencnmos:
o= o= 2t = (e b ay) =2t -yt 4 2ay

T e =t eyt

= dry {1.23)
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Por consigmienie, la recta Hocn ol plano ) se convierte en la

|1‘l[)l"l‘|)u|il € on c'i Iv].‘\nu I'.', «l;ul:l jror:

Isto s obnervi grdficamente on o figura .20

&

ImE

- - Cy

v:cy

Imk

47

(+4.21)

Re

Figura 1.2: Mapeo del contorne en ol plano complejo & al plane 5.

Asi pues, hemes Hegado a la siguicente expresian para g(e, ' 1), la
cual es imprescindibde evadoane:

glr 1)

| 12
e O ay e Bye T ROk
_“_ﬂ./(l[ {1y &) ol

(4.25)
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Para encontrar g{r,r’; £), debemos defimir el contorne & donde ha
de evaluarse, Fstamos particularmente interesados en la fisica asociada
a los polos, de mado que trataremaos de encerrarlos en ol contorno que
buscaremos en ¢ plano b,

Hemos de considerar que « 75 diverge, para valores e & nmy
grandes, tanto en ol primero como en ol tereer enadrante. Sinoeme-
bargo, dicho factor decrece vipidamente, para fiempos razonables, en
los otros cuadrantes.

Puede demostrarse. ademiias, gne e e by varia doe tal niodo que

koes a o mis de tipo exponencial 3]

Para & — oo ol factor que doming o laintegral doe o gi{r, rii) os

b

e~ Por consiguicute el contorno no puede mandarse a infinito, pero

es modificable en el segiundo v enarto cuadrantes.

Una pusibilidad de sdeformar of contorno, de una manera que de-
mostrara su utilidad, es como se mmestra en el esquenia de la figura {03

[5].

Podemos senalar que la Meecanica Cuantica pone especial énfasis
en los estados ligados v el continno doe encergias. Fsto se obtiene con-

siderando ¢l contorno dibujade en a figura 3.7,

Hemos de recurric a la herramienta disponible en la teoria de va-
riable compleja, con o] ho de expresar a gleor' s 8) de un modo facil de
operar.

[Usando el Teorema de Canchy, podemos eseribin

57 G (k) 2k

2w

[

/ [ s e)e = 2k

[

1

et T LA Y STR T Tl
271 Js,
+ ;—I-— [(,'+(7xr';k)("“"l/c](lk

dri ds



4.1,

Imk 4

T

CONTRIBUCION NO ENPONPNCLAL A 5T

Figura 4.3: Delormacion del contorne pora evaluar (e, 17; 1)

2.

- N
2.

"

Recordenios en oste tomento qae

PRI
st (e

/l' (€0 (s e WL

Lye™ K9] (1.26)

, . o
Moo ot e gt —2ingg = ¢ =~ j—
2
I’ Jafd
it — - L
P 154} - ul’ 3!

Volvienduo alora o la expresion para g(r.

54, demostremos que la
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CAPPTELO 40 DESARROLLO DISA(T)

Imk

Corresponde al Rek
continuo de

energia

(kETR)

l“i‘["l!l'll | I DI

il det costorno, con cnlasis en estados higados y
conbinmo decaergias,

integral sole S0y Lo mtegral sobre S, tenden o cero si b - oo,

ool cuaddrante e tiene:

(4.27)

[ (o By e 0]

e B e i)~ 0 (1.28)

La tendencia a cero debintegrando depende de Ta forma explicita de
G by,

Se puade demostrar que en < a, si ko~ 00, GY(r, 2 k)
toma la forma de &)
IS el cuadrante 1V, obtencimos:

b= (0 — l'ﬂ) (42‘))
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(G (15 B )e ™R ]y — BT s oo (4.30)

Por lo tanto:

1 " , o . ’ "
5;-1:){7[('+(r‘ ' ke kq'll;]r{/{ = ; res[Grr o k)e “'.ZA']

b /[(,.+(,,y ke T R AR (1.31)

270 L

Por otra parte, ¢l residuo se deline por:

resga, (G e k) = ‘“lll (b = k)G (0 1" k)
Asi que evalnando en cada polo, tenemos:

p"(,.‘ ,,/)( —:l-"'l-lk

e 1.+ A <—¢k2t~)l, — L . __ L 4.392

res[GH{r.r" ke 2k] kl-Lnkl[]\ knl i~ (1.32)
entonces

res{GY(r, k)e™ k) = pu(r, r")r'"i""(:—E'f"_’A‘,, (1.33)

Esto refleja claramente un decaimiento exponencial para cada polo

ky.
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En el eapitulo 3, ecuacion (3.41), encontramos que:

pulrr) = el (1.31)

2k,

De lo anterior se obtiene que ba expresion para g(r. 17, £} [5], se puede
escribir como:

o) = e G e ke ek

27 Ju

= S (e T

]

4+ T g
- / HEARTIVEE ST IS/ (4.35)
L
La contribucion no exponencial se manifiesta en el segundo snmando,
es decir, en la integral sobre L,

Con los conceptos anteriores, podemos expresar a la amplitud de
no-decaimicnto A(t) como:

Ay =3 A+ 1 (1.36)

con /() b contribnetdn no exponencial.

4.2 CALCULO DE LA FORMA GENE-
RAL PARA A(t)

Revisando algunas referencias bibliogrificas hemos encontrado, con mmcha
frecuencia, que expresan a la amplitud de no-decaimiento como:
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Aty = A,(1) A, resonancia prineipal (4.37)

Que lo anterior sea estrictamente vilide, tiene estrecha relacion con
la forma de ¥, 0). Sila forina de Wi 0) es tal que abarca varias reso-
nancias, el resullado anterior no se sigue. Cabe senalar que Ta validez
de Ja expresion anterior para A(4). es independiente de la separacion de
las resonancias,

La resonancia por lo cual ha de decaer preferentemente ol sistema,
esta dada basicamente paor la funcién

.
a(r.17)
la cual se expresa en funcion de u, () v w, () cigenfuneiones de la
ccuacion radial de Schrodinger, asociadas a los polos.

Ahora bien, en la expresion original para -1(1}, no habiamos estable-
cido concretamente los Himites de integracion respectivos, Iistos son:

At) = /(‘,ﬂ (/1"/‘" e 0)g (e ' N (D) (

)

.38)

<on

Pty =] A * (

=N

39)

El limite de integracidn a, es debido a gque para que un sistema
decaiga es imprescindible establecer cuando estamos “afuera”™ (decai-
o

miento) y cuando “adentro”™ (no-decaimiento}, Es decir, podemos re-
presentarlo graficamente por la figura




o1 CAPITULOL BESARROLLGO DI AT

VORIZIXIE vir)

Y

Figura 1.5 Hepresentacidn de la funeidn de onda antes de decacr, v del

potencial ol enal estd sometido of sistema.

Favexpresion para b muplitad de no decadmiento A4, considerada
e v cenncidn { 136) 0 puede coeribivse von By ayeda de la fdrmnla (1.1),

COrRu;l

A = Y e e O (1.10)

con

Cy /‘I'(l',“)l(“(l')(ll' (4.11)

€y == /‘l’(r'.())u,,(l")«lr' (1.12)
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(1) = —~1-/ /:lr/.[r'\]‘(r. M (s O, 0) e R 2 hd ke (4.43)
L

2

Podemos hacer las signientes observaciones:

LSit=0.40) =1

== 3 e + (1) = (144)

2. Los términos discretos implican decaimiento exponencial.

Gamow derive la expresion [1]:

‘(/) i (.—u,.lr—!;?—' (115)
y por lo tanto,
Py = 7 (1.16)

En todos los sistemas observados hasta ahora, P(2) se comporta del
moda calenlado por Gamow. EFxperimentalmente podemos encontrar
(F£,.T,) que contienen toda la wfornmacion del decaimiento. Es por
esto que descamos expresar F(1) = f(#£,.1,).

Para obtener la forma completa de {1 atilizamos ol desarrollo de
Gt (r,r' k), dado por a cenacion (3.50); esto es:

GHoro' k) = Z %‘_(_('I\)_”i‘_(l:_}) ol < a (447)

n
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Sustituyendo la expresion de GH(r.r k) en la farmula para 1(1),
resulta:

. 1 TR Yo Y w, (F)un(r’) ., ~ikEE g
1) = "ZF—T[ :l:ll'(r,())/” Ay .U)/L S e
(1.18)

Fncontremaos ahora una expresion mas simple para fa funcion de
Green. Observemos gue la sumatoria puede descompanerse del modo
siguiente:

(Y (r') 0y ()i, (1) I
DBy b Dy [A-,.(A- - /;,,)] (1:19)

13 "

(Y, (! ~ Uy (Y, (' I |
Z;‘(;L)J_(Ag - (r.);;' (') [k S T] (4.50)

n "

entonces,
(), () s e () () ! (i )in(r'y -
;; (b —T] L sk~ ) T Z . (1.51)

pero sabemos que,



or
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~1

por lo tanto,

— 1, (7 ), (1) i, (i (')
DBE Ty oy B ey (1:33)

Podemos entonees expresar a (e, e k) del modo siguiente:

e ph ) = ”'('/“'_‘;‘(__' '} “n(")"n(r/) — unlr)unr )
LR D Dy sty o B Bk Ty oy sy I Ol Ty ryy
1.5

(1.54)

De esta forma, usando (1.5:1) en la ecuacion (1.48), la expresidn para
I{t) nos queda:

.—x‘. t,

It= - "rl '("/, f—ln
i ek
- =¥ / .k (4.55
RS ((“(' Lok I (4.55)

Evalucemos la siguiente integral,

1 C—ll;" l,[‘.
—_— [ —— « F5!
p /: e (4.56)
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Multipliquemos al numerador v al denominador de fa integral (1.56),
1 . . .
por 17, y cambiemos ¢l signo del denominador:

l/f““’z%llk
mEIL Tk, — 15k

(1.57)

Sea ,
cntoneces: ,
i -t o
_/ A (4.59)
®SLtik, —

Hagamos ¢l cambio de varfable correspondiente a una rotacidn en
el plano, de 459 15 ¢sto es:

A= (4.60)

Es asi que la integral se expresa entonces,

Y i -2y
I\/— ? / : ¢ [t : (‘I‘Gl)
e it — VTN

Multiplicando L expresidgn anterior por \/l_/\ﬂ, se tiene

]~

/"» =3 dA
e ik dT — )

Recordando que V=i = ¢~ %
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Definamos la siguiente variable:

o= ik td (4.63)

La integral a evaluar queda. finalmente, de la forma de la funcion
de error w(z) [20]; es decir:

(1.6:1)

La segunda integral de la ecuacion (1.35), se obticne por un proceso
analogo; salvo que el signo se prescrva, debido a gque en ol denominador

aparece nna sumea, en lugar de restic gue se prescita on la primera

integral; asi, no es necesario un cambio de signo. Nos queda:

(-1.65)

- T
con = \ﬂknlf

Yara expresar Ja integral en términos de la funerdn de crrorw(z) se
requicre que [inz > 0 [20]. Verifiquemos que la condicion sea vilida en
niestro caso:

Lo 1+ . [l'
i [ONE:
L
z = + i(u,, - iﬂ”)l% (1.66)

\/.;7

PR B YT #5 (4.67)
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por lo tanto:

Iz >0 = a, > 3, que se curnple siempre (4.68)

Mientras que

Imi>0=>a,+3, >0 (4.69)

pero por delinicion a,,, 3, > 0.

Asi que la expresion ((1.55) toma la forma,
i I

HOEDY {1( (—;},u;(:)) +le.e,) Gw(é))] {-1.70)

7

o bien,

}_j[(-,,a,,w.((;/;?,:)%} - u;f,,-,-w[(,;k;‘-’f)%]]

”

< —-

£{ty = -

t

Finaimente, obtenemos la expresion para A1),

Ay =3 [‘ ~ Lenllikin ) + %cc,.f-,.)'wuz'kft)%i]
(1.72)

"
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es decir,

"1(!) = f(‘na l‘n) (47‘)

Como un medio para comprobar si nuestra expresion es vilida, ana-

licemos el caso § = 0:

=0 = A0) =1

A(0) = Z [c,,('" - é(‘,,(‘,,, + é(c,,f‘,. '] (4.71)
A(0) = %}:[r',,ii,i + (entn)) =1 (1.75)

n

A(D) = lt’crz:(‘,,f;, =1 (4.76)
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Capitulo 5

FORMULA EXACTA DE
UN TERMINO PARA A(t)

5.1 PROPIEDADES

Consideremos ahora nna funcidon iuicial arbitraria &(e, 0) cuyo trastape
con un polo sea diferente de ceru, v cero con las demas resonancias,

Los coeficientes se representarian entonces comao:

Oty = 0y + i.’/u (3.1)

Las reglas de suma que cumplen los cocficientes, provienen de las
condiciones que cumplen lis sumas de las cigenfunciones u,(v) {ccua-
ciones (3.82) v (4.53)); son las signicntes:

(et )
AL L S A | | 5.2
D (52)

S fendn + {enda ) =1 (5.3)

n

bS] o—

63
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En el caso que consideramos ahora, estas reglas de suma se verfan

como:
uin {eucn)®

D 0 (5.4)
! .
slenen 4 (eaen)’] =0 {5.5)

De aqui que los coeficicntes resultan ser:

. .3
Cnén = | — i {5.6)
n’l

j'l -
(Cnén) =1 + ":T (5.7)

segin la definicién de &,

De (4.72) tenemwos que [a expresion para A(2) gqueda finahmente:

+
(Sf= I e
——
AN
e
—
Es
S
E 2
o=y
-~
=
[
~
-
[t
—
ot
2]
—

La funcidn w(z), puede expresarse en términos de la funcion de

Moshinsky, M (r = 0,4, ) [21]).
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5.1.1
TOS

63

FORMULACION PARA TIEMPOS COR-

Clon ¢l fin de calenlar A(4), recurnimos a los desarrollos en serie de Tas

funciones crponencial v de crror [20).

o o

2

~ s R )
Funcion crponencial o =

i

TTGE+n

"

Funcion do crror w(fl) =

Desarrollando en serie las Tunciones exponencial v de

tiempos pequenos,

t poqueno

A
A
exi| —

(=ikty?

(5.9)

(5.10)

orror para

o (—7h21y  (—ik2t)? .
e T + 5 - + .. (5.11)

T THENIEY: TSR ITE T iy
wl(ik2nyd) = 1 4 GRIDE | GERO GURDDY | GUk D

) I(2) r(3)

T(3)

5.12)
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Desarrollando la expresion para la funcion de error, se tiene;

VZikat} Vikptd ke
A t e
w A 2

(ik20)E] = 1 4 — k2 + . {3aB)

[ "

2

analogamente,

e,k \/r'_“'
WAk =1 + S -yt (5.14)

Calculemos el termino principal de la amplitnd de no decaimiento

Aty

i
A(t) = - |~
A(1) (E eﬂ") :

rl] ==
Pammtma

!

>

2=
N’
———y
—i
~
P
S -
s
| EE— |

+
SR
—

P

B i
N
e—————
oy
— 3
Pl I
=
i
P TS

Simplificando.

/i LT
Al =1 ~ lii}(k-,. 4 ke —'l{,_i[k; — kit (5.16)
0N, T? Tz

pero AL — ky, = 213, v b, + A7 = 20,5 entonces

Vi 1
-

we

Ay =1~
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Pur lo tante, la contribucion principal a la probabilided de no de-
caimiento P(1), es:

P = ANAT (1) = 1 = DDyt (5.18)

Observamos que para 12(), ¢l término dominante a ticmpos eortos

. 1
es proporcional a 43,

5.1.2 DESARROLLO ASINTOTICO PARA A(t)

Consideremos fa formula completa de A1), obtenida en ol capitulo |,

ccuacion (1.72):

e I,
A(l) = e, é, 07 5 [entawl(z) = (o) (2] (5.19)

cn donde
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Para desarrollar w(z) a ficwmpos largos, recurrimos a la funcidn de
error complenicntaria or fe(z). Se sabe que podemos relacionar ambas

funciones [20], det signiente modo:

w(z) = r,":)rrf(t(—-i:)

Definames gue,

= —i; = y"’ = e

Si y — oo, el desarrollo asintdtico se expresa como:

| 3
Vryc! (rfr(l/)"V Vg b — s
2y Ayt
es decir,
1 B

e orfel — -
fety) = \f 2ymP T Ry

Por lo 1anto,

i l

w(:)zn‘=’crf(,~(—f.~)—_~ﬁ(_;:) NG

I 1

57

w(z)=c”

erfe(—i3) >~ T - WL -+

(5.24)

(5.25)
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Sustituyendo en la forma para A(1), nos queda

A(E) = o & o ikdt L ! 1
"1(’) = 6, 0n€ e :;;(n‘n [\/E("‘l:) - 5 ﬂ‘(-—'i:):’]
1 1

Lo
+ r_;(ruc“) L/E(—-i:r) BENCESEE

} (5.29)

Simplificando,

ik;‘:t 7 (‘,‘E“ ( CrCy ) ) ! Cy (‘u (('n ‘v-fn )‘
A(t) = e ic - 5—\/——7? [——:—— — ..__:___} T A - e
(5.30)
Retomando los valores para = y =z, resulta:
et VT ewtn (en6n)]
A(t) = Oyt ot l\/T—r [ /.‘,;' - TJ l_g
I feadn  (eye] 1
- = | = 5.31
Wi [ [ EE T (5:31)
pero sabemos que
(‘u(-'u . ((‘nén)- _ ".n . k; =90 (5.32)

ky, ke ok, o,k
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s , . 1 . .
De agui que ol término proporcional a 172 se anuie. Tenemos en-
tonces

: !
Al) = e et — 5.3
" ' im 1z { )
Es decir, si e,0, = b, /o, resulta:
2 ! I 1 |
ALY = o, 8, LT L, —_ = = 3.3
(1) = o, ¢,.c NI es) s (5.34)

Caleulemos b probabilidad asintética de no decaimionto. Sit — oo
la funcion crponencial va a cero mas rapido que la parte no exponen-
cialy obtenemos:

S r:
I) |3 T e
U = e (T T

Por counsiguiente, para tiempos largos, la probabilidad de no de-
cabmiento presenta como dependencia prineipal un {¢érmine propor-
cional a 174,

5.2 DISCUSION DE EJEMPLOS

Tratarcmos diferentes casos, en los que vara la razon de la energia B,
al aneho I, de la resonancia, Bu todos los cjemplos, el valor de T,
es uno; es decir, la vida media del sistema es uno. e este modo, al
graficar of logaritimo natural de fa probabilidad de vu decaimiento con-
tra ol tempo (en unidades de vida media), of decaimiento puramente
exponencial queda representado por una recta de pendiente —1. Esto
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-1
—

hace mas facil la visnalizacion de las desviaciones al comportamiento
estrictamente expoticneial,

Todos los caleulos feron realizados en la microvax 3900 dei Insti-
tuto de Fisica de la Universidad Nacional Autéonoma de México, Fl
programa sc eseribid en FORTRAN, v en doble precisiong ast que to-
dos los valores se manejan con 16 cifras de precisidn para los mimeros
reales, ¥y 32 para los complejos. Se manejan cantidades cuyo intervalo
se encuentre enfre 1o [0 ¢ o (i L

Procedamos a preseutar los cjemplos,

P primer caso corresponde a un sistena que dificiliment e puede en-
contrarse en la naturaleza: <in embareo. tiene interds tedrieo. Se trata
del sistema con 2, = 0.1 v I, = 1. Para una apreciacion mas adecaada,
graficamos difentes cortes, en los cnales of tiempo va anmentando, Ob-
SCrvVatnos que en este caso peculiar, ol decaimiento no pasa nioea par la
Sase exponencial. Alrededor de 3 vidas medias, ol comportamiento es va
ol F(‘)I‘l‘t‘ﬁ[)umli(-llh' a i oS Largns, FEuncomtranios nna sola oscilaeion
en todo el tiempo. A licmpos corfos, la desviacian al decaimiento ex-
ponencial va como #3,

En esta primera gralica de la serie /== £, /17, = 0.1, correspondien-

te a la figura 5.1, podemos observar claramente que fa parte completa
S . L
del decaimienta s proporcionat a (%,

La scgumla grafica seleccionada, que apareee en la figura 3.2, mues-
tra como en cste caso especial, no existe i parte estrictamente eXpo-
neneial del decaimicnto, Fn ¢ o~ 3 vidas medias, se cncuentra o cambio

de pendiente indicado por el ernee con la fase exponencial.

I dltimoe cjemplo de este grupo. que se observie en da figura 5.9
muestra claramente ol comportamionio tanto a Hompos corfos, como i

ticmpos largos. Debe resaltarse of hecho de que ol decaimiento nunca

Tamto el programa como detalles espeeificos, pueden encontrarse en el Apéndice

AL
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FORMULA EXACTA DE UN TERMINO

SE—— - .
Deeaimicnto cxponencial —
Decaimiento no crponcncial —
-4.2
»\\
.1
[P (4)]
-0.6
0.8 -
-1 1 1 L
0 0.2 0.4 +.6

Tiempo (unidades t/7)

Figura 5.1: Comparacion del decaiiniento no exponendial respecto del

exponencial, pava B =01 v [ = | vide media,
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38
e

(1 1 T T T
Decaiinienio crponcncial —
Decaimicato uo coponenciol w—
)
I
In{P(t)]
6 1
8 .
-10 L L 1 1
U 2 4 6 S 10

Tiempo (nnidades 1/7)

Pigura 5.2: Crilica del In(probabiidad dc no decaimicnto) en su parte
exponcncial ¥ cn su forma completa. Obsérvese el eruce de la parte no
exponcncial con la exponencial, alrededor de 3 widas medias,
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es exponeneial.

En el segundo conjunto de grificas, ilustramos o caso £, = 1 os
decirg B o= L /U, = 1. FEu ba figura 5.4 tenemos la parte de fiempos
cortos, correspondiente a este sistema. La primera oseilacidn es mis
suave que en el caso anterior. Los Hamados ficmpos cortos aparecen
antes. Conforme [f erece, los Hompos corfos se oncuentfran mas cerca
del origen. Se observa nuevamente que el términa principal de a pacte

. .. 1
no exponencial del decatmiento, va como 17

La figure 5.5 nos maestra la segunda oseilacion de la parte no ex

ponencial, Cruza ke parte exponencial cevea de )20 vidas aod

l‘ll‘\w
Avanzando en ol Hiempo, presentamos la tercera gratica del conjunto

o= 1. Podemos observarla en ta Foura 560 Segulinos cn ol régiaen

de tiempos cortos; las oscilaciones parceen atennarse. para mas tarde

hacerse pronmnciadas.

I ol cuarto s idtiime cjemplo de este conjunto, que corresponde o la
Jigura 5.7, se observa el desarrollo de o grafica pava Feompos largos, En
este caso, puede verse la existeneia de Ja parte puramente exponencial
del decatmicnto. Cabe senalar que este sistema st puede encontrarse
en o naturalezas es decir, v mis alld del interés meramente teérico.
Ohsérvese con cuidado Ly peculiar manera en que se pasa a los ticmpos

Tergos; con nn pronunciado pieo a d = 12 cidas modias,

Analicomos ahora el sistema £, = W, es decir Y = 10, En ol
priuner caso, que se observa en fa flgura 5.8, tenemos La parte de fiem-
pos corlos. Debe potarse gue las desviaciones ocenrren a Hempos mas
pequenos, conforme crece /20 Se pereibe la dependencia en 15, de fa
parte no exponencial.

La sigmente gralica de J{ = 10, ¢que se puede ver en la figura 5.9,
nos muestra la segunda oscilacion de Ta parte no exponencial. Las
oscilaciones van atennandose alrededor de la parte exponencial, hasta

fundirse con ella.
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Figura 5.3: Gralica que ilastra el comportamiento para el sistema /2

0.1, para ticmpos largos v Hempos cortos,
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Figura H.0b: Grifica para o caso I= L a licmpos corlos, La primera

oscilacion es menus provunciada que en ol sistema 12 = 0.1,
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Figura 5.5: Para It = [, se ilustra Ja segunda oscilacian del logaritmo
natural de Ta probabilidad de no decaimicnto en su forma completa.
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Figura 5.6: Comportamicento del sistema /=1 a & = 10 nidus wmedias;
notese que bailtima oscilacidn es s intensa que las otras.
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Figura 5.

T'lcxnpo (uni\]m]«'n l,/’T}

7: Comportamiento del sistema It = |, para fHicwmpos largos; se

puede ver que entee Ty 5 eidas medias o decatmiento es exponencial.
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Fignra 580 Sistena /8= 100 Semaniliesta la primera oscilacion para los
ticmpos corfos. Notese que las desviaciones a licmpos pequenos ocurren

mas cerea de £,
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Figura 5.9: Gritica que ilustva, para 8= 10, T alennacion de las oscila-
ciones del comportamiento no exponencial, respecto del exponencial.
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En la grafica de L figura 5,100 dibujada & una vida miedia, se aprecia
claramente la parte estrictamente exponencial del decaimitento. A par-
tir de ¢ = 012 vidas mcdias, se pucde habilar del decaimiento calenlado
por Gamow.

Lailtima gratica de = 10, preseatada en la figura 5000 determina
los ticmpos largos. Fxtos se encuentran despnés de 20 vidas medias,
aproximadamente. A partic de agni, of términe principal de fa proba-

hilidad de no decaimiento completa, depende de $773,

Procedamos ahora a tratar of caso o= ), En la primera
grafica correspondicnte a la figure 3003 se nota nny claramente como,
al avmentar 7] las oscilaciones del decaimiento no exponencial apare-
cena ticmpos cada vez menores. Las desviaciones son mas peguenas,

comu puale apieciatae,

12 muestra como Jas oseilaciones van disminnyendo,

La figura
hasta juntarse con la parte exponencial. Se dibuja hasta £ = 0.1 pi-
das medias,

Ahora, en Ta figura 5.1, presertamos una amplificacion del compor-
tamiento del decaimiento ne exponencial, antes de cambiar o la pacte

de licwmpos largos; esto oenrre a 25 vidas medias, aproximadamente,
n Jailtima gralica con /7 = 200 representada por da figura 5,15, se
ilustra la desviacion a ficmpos lavgos, conpezanda en {0 = 0. Las oscila-

(‘i()ll(‘}i 1] tit I]I])HS [H I]IH .';II.\, 1y l)ll(‘(il‘]l VOrse o esta ('S("lll}l.

El dltimae conjunto de grificas corresponde a B o= F, = 100. La
Jigura 570, ustra of desarrollo a Hompos corfox. Las oscilaciones son

stempre de la misma forma, salvo que tienen distinta escata.

La segunda grafica, gue se observic en la figura 5,17 maestra la re-
cuperacion del decainiicnto exponeacial. Debe notarse que esto ocurre
i@ t'wmlms mas cortos, respecto de los otros casos. A = 016 ridas

medias, tratamos ya con la parte estrictamente exponencial.
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Figura 5.10: Ko esta grifica apreciamos la recuperacian del decainiiento
expoucncial entre 1= 012 y £ = | vides medias; seguimos en el caso

=10
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Pigura 5110 Hnstracion de los amados Liempos largos, para el sistema
It =10, Obscrvese la existeneia de oseilaciones, poco antes de pasar al

végimen do Hiempos largos. on fe 20 vidas wredias,
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Figura 5.12: Primera gratica para ol sistenm [0 == 25, Las oscilactones
son de menor magnitud, v se presentan i tiempos mids pequenos,
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o T R T T
Decaimicnto crponcneial —
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Fignra 5.13: Segunda oscilacion para ol sistema I8 = 25, Se aprecia

como las desviaciones se van atennando.,
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Figura 5.14: Acercamiento deb desareotlo del decaimienio no exponen-
cial a tirmpos largos. Notese que conforme £ crece, ol nimero de flue-

Luaciones anmenta.
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Figura 545 Desareollo o fiempos lurgoxs de 18 == 25, desde otra escala,

Las primeras desviaciones no piueden observarse.
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Figara 5.16: Sistema IR = 100, Se muestra el comportamiento a liempos

corlos.
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Figura 5,17 Recuperacion del decaimicento exponencial en el caso 12 =
100; ndtese que lox Liempos cortos, terminan en { = 016 vidas medias.



5.2, DISCUSION DE EJEMPLOS 41

Mostramos, en la figura 5,18, nna ampliticacion del comportamiento
que se presenta antes de pasar al régimen asintotico, en ol decaimiento
no exponencial. Las Hoctuaciones se manifiestan con mids intensidad y

en mimero mayor gue en los casos ya analizados.

La dltuma gralica que describiremos para 2= 100, os la que co-
rrr‘spoml(- a la visnalizacion del (l(‘l‘.’\in)i('hl.u, desde o Uriy\(-ll. hasta jos
Ltiempos largos. Se pucde observar en la figura 5.19.
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Figura 5.8 Amplificacion del compurtamicento del sistema € = 100,
al acercarse a la parte asintotica del decaimiento ne exponencial, Las
oseilaciones vin aumentando, para luego atennarse y desaparecer en la

parte de Zicuepos largos.
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Figura 5.19: Grilica correspondiente a los ficmpaos lurgos, para el caso
R = 100, Despuds de aprosimadamente = 31 vidas medias, el de-

caimiento no exponencial depende principalinente de "
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Capitulo 6
CONCLUSIONES

De acuerdo al analisis reatizado, podemos concluir quie en todos los sis-
temas etianticos tratados, estin pre<enies los efecios no exponeneiales;
tatitu a Hiempos corfos como a ticmpos largos. o el caso = 0.1, es-
pecificamente, no se cnenentra region de decanmionto estrictamente ex-

ponencial; de hecho, no aparece en agnellas resonancias con £, <2,

}:\ iy imporfnmv hacer notar, (e sf se toma a j};l'lllrzlll eracto
de un tcrmine, los coclicientes qne aparceen en la expresion para la
amplitnd de no decatmiento no san estrictamonlc wao. Su parte real
es uno, pere tienen ana parte maginaria que, anungne peqinena, oy vi-
tal. Son estos coclicientes los que dan Ingar o quesa ticmpos darqgos, la
contribucion (7% se anule, Esto nos Heva a que ol ténnime principal a
ta probabilidad de no decaimiento sea proporciomal a 7% Recordemos

que estos coclicientes quedaron expresados comor

3
i = | iR (6.1)
oy,

Fl comportamicnto de fa probabilidad de no decaimiento en sn
forma general, a fiempos pequerios, resulta proporcional a ti. Tanto
esta dependencia, como la de Lempos largos, fucron vertficadas numéri-
camente con un programa de ajuste de enrvas, practicamente sin error.

95
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Se puede observar que en Jos casos estudiados en este trabajo, la
primera oscilacion del dogaritio watural de la probabilidad de ne de-
catmicnto en su forma completa, va por abajo del comportamiento ex-
ponencial. Que significan tiempos cortos y cuales pueden Hanvarse tiem-
pos largos, depende del sistema cudantico de que se trate, en particular
del valor de Ta razon B o= B, /.. Como apreciamos en las graficas,
cada sistema tiene sus pecnliaridades. Pero hablando en general, se

presentan los siguientes hechos:

I. Las primeras desviaciones respecto del decaimionto exponencial,

se encueniran mis temprano en el tempo, st 40 es mas grande.

2. Las desviactones asintoticas aparecen a tiempos cada vez mayo-

res, al amwmentar [t

3. Las oscilaciones a ficupos poguenios, son de masor intensirlad, en
tanto /M sca menor.
4. Al crecer R, las luctuaciones a fiempos largos aumentan en in-

tensidad ¥ en mimero.
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Apendice A

Calculo numeérico de la
probabilidad de no
decaimiento no exponencial

Fl programa para evaluar la probabilidad de no decaimiento en su forma
completa, ¥ compararko con la parte exponencial, fue eserito en FOR-
TRAN, en doble precision. La compilacion es tal) que el rango se ex-

tiende desde 1 x 107" hasta 1< 10 osto con eb fin de poder realizar
los calenlos requeridos,

Se uso una subrutina de la biblioteca JYSL, para caleular numéri-
carente la funcion de crror eon argnmento complejo. Tambicn regue-
rimos de modificar v compilar una subrutina de la biblioteea CERN,
para cuando el prograna de JMSE se encontrara fuera de rango. La
exactitud de los valures sfudos por fas subrutinas se compararon con
tablas [20].

Los datos de entrada del programa son la cnorgin Lol ancho de
la resounancia I, ol tienpo en nnidades de vida miedia v el dneremento
en el tienipo,

Para visualizar y amplificar los efectos no exponenciales, Ja salida
del programa produce ol logaritno natural de Tas probabilidades de no

decaimiento. Estos datos van directamente a las grificas.

10}
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Las grificas fueron realizadas con el programa gnuplol, v cada una
de cllas contiene 20,000 puntos.

A continuacion presentamos el programa que se usd para este tra-

bajo.

A.1 Programa de Cémputo
PROGRAM SHARAZSAD

double precision  Enogannan, t] incremento,
ticnnpo, fharra, probabilided,
probabilidadesp, inprobalilidaed,
probabilidaderp

complex™ 16 rozokn, feaps i, NS ze,
Jou,ar
integer a, b

open{unit=13, status = ‘new’, form = formatted’)
print ™, "Dar ol valor de [0’

read (5,%) In

print =, "Dar el valor de gumnunan’

read (3,%) gomnman

print ¥, "Cual es ol valor de (77

read (5,7) tiempo

print *, 'Cual es el valor del incremento en el tiempo?’
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read (5,7) incremento

hbarra = 1.d0
1.d0
dermnplr(0.d0, 1.40)

m

i

{

kn = cdsgrif{demple{En « [ hbarra, —(gamman 2,40 « mmfhbarra)))

“~
|

dempla(1.d0, dimag(kn ) dreal(kn})
g = deonjy(f)

do t = 0.40, tiempo, incremento

Sexp = cderp(—i « kno+ x2.d0 + t)

z = dempla{edsqri(i « kn = +2.d0 + 1))
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call merrez(z, r, a)

ze = demplor(edsgri(« deongg(bn) « +2.d0 « 1))

call merrez(ze, s, b)

N = [ (~7/2.d0) + ¢ * (s/2.d0)

probabilidaderp = cdabs( ferp)+ +2.40

nprobabilidaderp = dloy(probabilidadeap)

probabilidad = edabs(N + [ ferp) * %2,d0
Iuprobabilidad = dlog(probabilidad)

!

write (6.23) £, Inprobabilidade.rp, Inprobabilidad

23 format (F6.3, 3x, F32.30, 3x, F32.30)
end do

end
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