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INTRODUCCION 

Es. di-Fi-c:il Orec1sa-r cuAndo aparecen en la historia de la 

humanidad- -ios " primeros nümeros, pero es innegable que éstos 

surgieron ·ante la necesidad de c:uanti-fic:ar y organi:::ar entes e 

i de.as. 

Poco a poco~ el hombre tuvo que emplear n1.'..lmeros cada vez má.s 

grandes y complejos, y oe manera paralela. debió crear mAquinas 

capaces de representat·los rá.pida y e-Fica=mente. Las orimeras 

computadoras eran verdaderos "monstruos" que empleaban. debido 

sus dimensiones. edi-fic:ios comoletos para su inst"afac:ión y 

operación, teniendo como componentes orine: ipales tubos al vac1 o o 

bulbos. 

Posteriormente, c:on la invención del transistor, disminuyen las 

dimensiones del equipo y se acelera la velocidad de respuesta del 

procesador. No debe subestimarse la capacidad o complejidad de las 

computadoras sólo porque SLI t::imaf'\'o se reduce cada vez iná.s. En la 

actualidad. con el uso del circuito integrado y del L.S. I. (Large 

Scale Integration) o chip, se ha logrado incrementar la velocidad y 

la calidad de las resouestas del computador. 

Aunque innumerables productos de Ha.rdwars y Software actualmente 

empleados. -fueron concebidos y desarrollados hace muchos af"i'.os, la 

industria de la In~ormática apenas empie=a a madurar. y existe 

alguna área de la Ciencia con la que no esté relacionada. Es en 

este c:onte>:to que abor·ctarán y expondrán tópicos 

técnicas nómericas y de programac:i6n~ aplicables 

problemas de Ingenier! a Petrolera. 

sobre 

diversos 



Los programas de cómputo v subrutinas básicas, oresentados en 

este trabajo. se estn.1ctu1·aron en lenguaje Basic <ambiente Qu~c>t 

Basic, versión 4.5>. Y como todo so.ft't.lX:U"e, son susceptibles de ser 

mejorados y optimi::ados. Los listados de los programas que logran 

la solución de problemas especi.-ficos del Area Petrolera. se 

excluyeron de este compendio con la -Finalidad de ahorrar escacio 

impreso; en st..1 lugar, se ane>:a un disco -Fle>:ible (.floppy disk 

c:li.skette, de 3 1 /z
00

• doble densidad. DD. doble ca1·a. HF2>. dividido 

en subdirectorios, para la consulta y uso inmediato de los mismos; 

ade~s. se incluyen las bases de datos necesarias para la buena 

ejecución de cada proyecto y las subrutinas t>Asicas tratadas en 

estos apuntes. Para un conocimiento rM.s amplio de los archivos 

contenidos en el diskette <denominado disco de aplicctetdn>. se 

recomienda ejecutar el archivo INDICE.BAT (archivo Batch fi.l9), 

o revisar el apéndice de este trabajo. 

Como herramienta de apoyo se empleó una comcutadora personal 

<PC> ZEOS 486SLC. 100~ compatible con IBM, tipo AT (procesador 

80486 .• 33 Mhz) y monitor cromático VGA (Vid9o Graphtcs Adapt.er:J. 

Es importante destacar la invaluable incansable asesori.a 

del M. en l. Néstor Mart1nez Romero y el desinteresado apoyo del 

Ing. Gustavo Hernández Garc!a. aspectos -fundamentales en la 

elaboración de estos apuntes. 
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CAPITULO I 

CONCEPTOS BASICOS SOBRE PROORAHACION 

Un conoc1miento sólido sobre conceptos de computación es 

primordial para entencer el -funcionamento de los di -fet·entes 

computadores que se emplean actualmente y para aquellos que 

aparecerá.n en un -futuro pró:dmo. 

A pesar de múltiples es-fLter-::os tecnol6g1cos, las computadoras no 

son má.quinas "pert=ectas", como la mayor! a de la gente cree, debido 

a que s6lo permiten el manejo de cierto rango de números reales, 

los cuales son reot·esentadoa con una cantidad determinada de 

ci-fras. incurriéndose. inevitablemente~ errores diversos. 

La -finalidad de este capitulo es describir dichos errores y 

generar en la act1tLtd del lector un a-fAn por evitarlos, para que 

as!. al emplear equipos de cómouco en la solución de problemas 

re.:i.les~ obtenga resultados con rapide::: y precisión. 

I.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES. 

Un comput.:i.dor es un sistema digital que e-fectúa operaciones de 

cómputo. El término dlgi taL implica que la in-formación es 

representada en el computador por medio de variables, las cuales 

poseen un número 1 imitado de valores di se: retos. Las computadoras 

digitales .funcionan de manera má.s confiable si únicamente emplean 

dos estados. Esto oebido restricciones T!sicas de los 

componentes, aunado al hecho de que la lógica humana tiende ser 



binaria (es decir: cierto o -falso. s!. o no>~ entonces. lo;; 

componentes digitales sólo admitirá.n dos valores~· los di·gitos O y 

1 que con-forman al. sist2ma de números binarios·. 

Un digito binario constituve una unidad básica denominada btt. 

La información se repres~nta en las computadoras por grupos de 

bits, los que caracteri~an no solamente nOmeros binat·ios sino 

también a otros slmbolos discretos cualesquiera. sean éstos. 

dlgitos decimales o letras del al-fabeto. 

A di-ferencia de los nOmeros decimales. que emplean el sistema de 

base 10, los números binarios usan un sistema de base 2. Por 

ejemplo. el numero binario 101101. representa una cantidad que 

puede transmutarse a un numero decimal. multiplicando cada bit por 

la base 2 elevada a una potencia entera, de la m.:rnera siguiente: 

Entonces. los seis bits (101101), caracteri:::an un número binario 

cuyo equivalente decimal es 45; sin embargo, 

representar un código binario para una letra 

estos 

del 

bits podri an 

al.Pabeto un 

código de control para especi-Ficar alguna decisión lógica. 

La in-formación b1nar1a se representa por cant:.1dades H sicas. 

nombradas señal.es. Las seriales eléctricas. como el voltaje, existen 

a través del sistema digital dos for·mas reconocibles, que 

representan a una variable binaria igual a 1 o a O. Las terminales 

de entrada de un circuito digital aceptan seriales binarias dentro 

de tolet·ancias permi:::ibles y los circuitos. en las terminales de 

salida. emiten respuestas con sena.les binarias que también cumolen 

con dichas tolerancias. 

Una unidad de memoria una colección de registros ce 

almacenamiento, junto con los circuitos necesarios para trans-Ferir 
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in-for·maci6n dentro y -fuera de los mismos. Si se puede tener acceso 

a los registros de memoria para real izar transTerenc:ia de datos 

cuando sea requerido C lectura/escritLlt"a). se habla de una Memoria 

de Acceso Alea.torio. RAM <Random Access /1emory); si sólo es 

-Factible la obtE?nc:ión de in-Formación <lectura). entonces se hace 

mención de una Memoria de Solamente Lectura. ROM (Read. Only 

/1emory> ~ en la cual. la in-formación normalmente es creada por el 

-Fabricante. 

Una unidad de memoria almacena in-fot·mación en grupos de bits. 

denominados palabras (words>. Asi. una palabra es una entidad de 

""" bits .. A una palabra de ocho bits comúnmente se le asigna el 

nombre de byte. Es costumbre re-ferirse al número de bytes en una 

unidad de memoria con la literal K.. la cual representa 1024 bytes. 

de esta manera 11< = 1024 bytes y 641< = 2t.6 bytes. El rango má.s 

común de memoria RAM es de 1024 a 2 20 bytes. La Tabla 1.1 esboza 

una comparación entre estos conceptos in-formAticos y conceptos 

cotidianos. 

CONCEPTO 

.EN :INF'ORMA.T.ICA. 

- 1 byte 8 bits 
1 byte = 1 carácter 

3 K = 31)72 bytes 
1 Mega.byte = 1 al06 bytes 

Tabla 1.1. 
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I.2 NUMEROS EN PUNTO FLOTANTE. 

Se han propuesto diferentes métodos para representar al conjunto 

infinito de nómeros reales mediante el eÍnpleo de sistemas iinitos 

de cómputo. 

El método que actualmente se emplea en la gran mayor! a de las 

computadoras es el denominado .. NtJmeros Bn Punto Flotan.te", mediante 

el cual un nómero X puede obtenerse con la siguiente expresión: 

donde: 

dt, son enteros que cumplen con 

(i= 2 ...... t) 

y, 

L :S e :S U siendo e. un nOmero entero 

Esta expresión conforma un conjunto F de números. caracterizado• por 

cuatro par~mett"os: un nt1mero base (3. un número de pt"ecisi6n t y un 

rango del exponente LL.UJ. 

Cuando X es diferente de cero, X e F, y d~ ~ o, se dice Que 

está. normalizado. El entero e. es llamado exponente. (J• es la parte 

entera y la Tracción T, está dada por la expresión: 

6 



La Tabla L2 muestra ios valores usuales de los parAmetros de la 

representaci6n en punto .flotante~ empleados por diversas compafUas. 

La columna (11.-t.. r~presenta un valor estimado de la precisión· 

aritmética del sistema <Ha.chine Epstl.on). la cual será trai:.ada mA.s 

adelante. 

COMPUTA.DORA. (1 t L u (1t.-t. 

Honeywel l 6ü00 2 27 -128 127 1. 49 E-08 

Contt·ol Data 6er(l(J 2 48 -975 1070 7.11 E-15 

Eurrougils 85500 8 13 -51 77 1.46 E-11 

Hev1lett Packard HP-45 10 10 -98 100 1. 00 E-09 

Texas lnstruments SR-5~: 10 12 -98 100 1.00 E-11 

IBM 361) y 370 : 

<•hor t. preci.ai.on> 16 6 ~64 63 9.54 E-07 

e long pr•ci.•i.on> 16 14 -64 63 2. 22 E-16 

Tabla 1.2. 

El conjunto de números en punto Tlotante. F, es ~inito y 

discontinuo; los elementos que contiene están dados por: 

t:2 <~-Uf't.. -t. <U-L+U +1J 

Ademas no están ig~almente espaciados a lo largo de su rango de 

valores. Aplicando la -fórmula anterior. posible estimar la 

cantidad de elemeni:.os cue puede representar exactamente una 

computadora. por ejemplo: 

F XBM LONO PRECXSXON ~ 1. 729382257 E19 nómP.ros 

F HP .c.5 ~ 3. 582 E12 números 

7 



1.3 ERRORES DE PRECISION O REDONDEO. 

Si suponemos un sistema en punto -flotante 

hipotética), con los siguientes pará.metros: (1 = 2. t 

<computadora 

3, L = -1 y 

U = 2. F estará. integrado por 33 elementos, por tanto. no es 

posible que todos los números reales DLiedan ser reoresentados y 

almacenados con este sistema. entonces cada número en F representa 

un intervalo de numeras reales. Si X representa un real. contenido 

en un cierto intervalo del conjunto F. entonces al número en F mAs 

próximo a X se le denotará. como /l. <x) CFigura 1. 1). 

1 1 1 1 1 111111111 1 111111111 1 1 1 1 
·2 ·1 ·112 ·1/4 o 1/4 11'l 

Figura 1.1. 

El error relativo en que se incurre. es -función de ~ y t: 

En sistemas de punto ~lotante con ~ = 2, o igual a una potencia 

de 2, al sumar 10 elementos de tamaf'io O. 1 no se obtiene 

resultado al rnl:mero 1.0~ puesto que 0.1 no tiene representación 

~inita en potencias de 1/2. Matemá.ticamente. esto es: 

_.!.... + ••• 
10 
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As1. emplean"do Súbindices.-p.ara- denotar la base (1: 

co.11~0 ·co.000110011001100 ... 12 

(0.012121212 ... )~ 

C0.063146314 ... ). 

e .1999999999 ... >u 

Los elementos del lado derecho de las expresiones anteriores han 

sido truncados despu6s de "t" d1gitos. y al sumar diez de ellos. el 

resultado arrojado no ha sido la unidad. 

Al sumar dos númeri:is en punto flotante < >< © y), donde © 
representa la operación suma en punto flotante. comúnmente se tiene 

como resultado una cantidad que no está en F; el valor real de la 

suma se puede aproximar por /l(>< +y). Lo ideal es que si <x <±> y) 

cae dentro del rango de F. entonces <>< + y) = <><@y) = /1..<x +y). 

lo cual, en la gran mayor! a de las computadoras se cumple sólo para 

algunos valores de x y de y. 

El error por preci•idn o redondoo, est~ representado por la 

diferencia numérica. en valor absoluto. entre <x + y) y (x@ y). 

Análogamente. puede calcularse en la resta. la multiplicación o 

la división. 

En el sistema en punto flotante F supuesto con anterioridad 

se observil que: 

IS 9 

La ra=ón por la cual ¡- + i no est~ en el conjunto F. se debe al 

espac.iamiento de sus elementos. Ahora. si se desea realizar la 

9 



suma i + i =7• no estaria en F. ya que el número siete serla mayor 

que el número má.s grande del conjunto. presentA.ndose entonces una 

sef'Sal de OV9r/tow. interrumpiéndose en la mayori a de las 

computadoras el proceso de cá.lculo. En la multiplicación <xy) se 

encuentra con mayor frecuencia esta sef'fal. puesto que esta 

operación abarca 2t o 2t-1 digitos signif=ic:ativos. 

Por otro lado, una senal de t1.nder/tow suele desplegarse cuando 

se multiplican dos números (l'<, y), diferentes de cero, cuyo 

resultado es mtt.s pequel'io que el menor número. también diferente de 

cero. representado en F. Este desplegado, aunque inusual, se 

presenta aún la suma. Las operaciones de adición y de 

mul tip l icaci6n en punto -Flotante 

asociativas pero. si conmutativas. 

no son distribLLtivas ni 

Los errores de pt·ecisi6n se generan al emplear en los cá.lculos. 

series o números irracionales <Yz. n, e, etcétera), ya que e:dste 

la imposibilidad de representarlos exactamente en la memoria de la 

computadora, entonces, al ef=ectuarse alguna operación se usa la 

aproximación más cercana. 

I.3.1 MACHINE EPSILON. 

La precisión de la suma en punto Tlotante puede determinarse 

por medio del Hachtne Epstton, esto es. el nOmero má.s pequeNo (&) 

tal que: 

o Ge> > 1 

Existen algunos métodos para calcular el valor (o una 

aproximación) de s. A continuación se presenta un programa. 

10 



lenguaje Baste~ que p·ermite el cá.lculo aproximado del Hach:tne 

Epsi l.on de un equipo de cómputo: 

CLS 

EPS = 1.0 

DO 

EPS = 0.5 * EPS 
EP5P1 = EPS + 1.0 

LOOP WHILE EPSP1 > 1.0 

PRINT .. e = •• ; EPS 

END 

Este concepto deTine la precisión y la calidad del computador, 

esto es, entre menor sea el valor de s .• mayor serA la precisión del 

procesa.dor del equipo empleado. En la Tabla 1.3 se concentran los 

valores de c. para algunos equipos de cómputo. 

Equipo oe c:Ompu~o 

PC XT. PRINTAFOaM tao••> 
PC AT • ZS:OS 486SLC C 804116> 

MICRO C, ~ TrMEX S lNCLAJ:a iOOO 
MICRO c.~ CASXO FX-795P 

Tabla 1.3. 

1. 3. 2 EJEMPLO DE ERROR POR REDONDEO. 

Mach1ne Eps1lon (&) 

!!J.9604641:-0 
!S.960,641:-8 

i.. S64i.!!:199E-j,0 
!!5, 82076609i.E-i.i. 

Supóngase que desea evaluar la Tunción ex mediante un programa 

de cómputo. Tal Tunción puede representarse como la sumatoria de 

una serie convergente inTinita, o sea: 

2 xB 

ex = 1 + X + ~t + 3t + 

11 



Si el sistema de cómputo a usar está caracterizado por f1 = 1(1 v 

t = 5. y se necesita el valor de -· e • para :< 5.5. entonces. 

sustituyendo en la serie anterior se tendrAn los resulta dos 

siguientes para cada término: 

-i:s. !J e = t.. ocioo 

- l:l.!:1000 
+t.l:I. t.2!:1 

-27. ?90 

•••• t.29 

-··· 9'2 •••. ••& 
-ao, zoe 
+20. ?«Se 

-t.2. 692 

+ 6.91109 

- •• •'902. 
+ •• !59'07 

o. 0026969 

El resultado -Final contempla sólo 25 términos. puesto que~ los 

términos subsecuentes no lo modi-Fican. ¿Es esta respuesta 

satis~actoria? ¡No!. ya que el resultado correcto es: 

e-!!l. i:s = o. 00408677 

Nótese que algunos términos, y consecuentemente las sumas 

intermedias, son mucho más grandes en magnitud que la t·espuesta 

-Final; por ejemplo. el quinto término. 38.129. involucra en si 

mismo un error por redondeo tan considerable como el del resultado 

-Final, debido a que el cuarto digito decimal se ha perdido. Por el 

impacto que tiene esa pérdida sobre el resultado. al -Fen6meno 

anterior se le denomina cancetacidn catastrO/ica. 

Una solución podr! a ser el emplear un mayor nümet·o de ci-Fr·as 

signi-Ficativas. aunqLte esto generarla un incremento en el tiempo de 

ejecución y a menudo requiere de técnicas de programación 
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un tanto '.5.o.fiStic:adas •. sin -embargo. una solución prA.c:tica .es la de 

calcular ex_. para :< .. = 5.5 y luego obtener su valor reciproco, es 

decir: 

~1- = ~~~~~~!~~~~~ 
e!J.!S 1+5.5+15.125+ ••• 

0.0040865 

Obsérvese. que el resultado .anterior reduce el error relativo a 

un (t.007Y. y ademá.s contiene 5 cifras signi-ficativas. Se puede 

concluir que el cAlct.110 de ciertas operaciones, empleando una 

computadora, no debe ser- axces1vamete complicado para incurrir en 

grandes errores por redondeo. 

Mediante técnicas adecuadas de programación siempre es posible 

reducir al min1mo los errores de redondeo. 

I.4 ERRORES 

FUNCIONAL. 

I NHEREl~TES, DE TRUNCAMIENTO Y DE APRDXIMACIDN 

Los modelos matemáticos de procesos f1s1cos naturalesJ 

indefectiblemente. acarrean errores t:nherentes, los cuales. son el 

resultado de una inadecuada o ·parcial interpretación del fenómeno 

natural a representar, de la aleatoriedad del mismo y de la falta 

de certeza de las mediciones experimentales. A menudo. un modelo 

incluye únicamente los rasgos más sobresalientes del proceso fisico 

y es deliberadamente despojado de detalles superfluos. que son 

catAlogados como de segundo término. 

Aquellos algoritmos que 

ciertas operaciones 16g icas. 

sólo operaciones aritméticas y 

lo las comparaciones 

algebraicas. son l larnados H9todos Ntun8ricos. El en·or que se 
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origina al aproximar la solución de un problema mate~tico a trav•s 

de un mQtodo numQrico. usualmente es denominado Qrror 

tr-uru:am.t•nto, El aproximar una función f(x). por medio de una 

función "Conveniente". g<x). promueve la aparición del Qrror dR 

aproxtmac:t&n funeionat. Error que frecuentemente se presenta en dos 

casos. El primero. es reemplazar una función f(x). dificil de 
evaluar o manipular <por ejemplo: diferenciales o integrales). por 

una expresión, g(x), mis simple. El segundo caso, es la 
interpolación de valores tabulados de funciones. La función f(x) es 

cuantitativamente conocida para 
llamados punto• bas•, es decir: 

nómero finito de argumentos. 

Entonces, debe generarse la función de aproximación, g<x>, que 
estime el valor de f( >< >. para x .,. XL. ·1 = O ,1, ...• n. 

La efectividad de una función g(x), y por ende una disminución 

del error de aproximación funcional. depende de varios factores, 

entre ellos estAn los siguientes: el conocimiento de la función 

original. el origen y la precisión de los valores tabulados. y la 
precisión ofrecida por la aproximación empleada. 
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I.5 EJERCICIOS RESUELTOS. 

PI-1. La._serie de Taylor para calc:ular la -Función error es: 

er-F<xi= ~-2~ E n(-,l)n x2n•~ 
y-;;- n=o <2n + 1) 

la cual convet"--9e para todo valor de X. Escriba un programa Que 

evalóe erf<x> usanda. esta serie. considerando tantos términos como 

sea necesario. de manera que el primero en des~artarse no altere 

considerablemente la suma acumulada. Como esta serie es 

alternante. el error causado por truncar la suma in.finita debe ser 

menor que el error de redondeo. Dilucide el efecto del error de 

redondeo. comparando el valor calculado de er-F<x) con uno obtenido 

de tablas o de una subrutina publicada. Considere X = 0.5. 1, 5 y 

10. E::pl ioue los resultados. 

Sugerancia: 

Forsythe propone un ingenioso ciclo iterativo. en lenQuaje 

Basic, a utilizar en parte del desarrollo de su programa'u: 

DO 

OLDS = S 
EN = EN + 1.0 

T = -X50 * T * (2.0 *EN - 1.0l/CEN * (2.0 *EN+ 1.0)) 

S = S + T 

LOOP WHILE OLD5 <> S 

¿Oué valores deben asignarse a T, s. EN y XSQ antes de iniciar 

con el ciclo? No olvide el ~actor 2/y-;;- ~ 

So1Ltci6n: 

Empleando la serie de Taylor esto es. sin 
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modificaciones, se obtuvieron los siguientes resultados <programa 

PI-1R en el di.slcette de consulta aneKo. revisar apéndice): 

erf(K) NUWEaO DE 
X TEaW .. ND&I 

o .5 o .52050024 4 

1.0 o .84269917 7 

5.0 3.87075E+07 35 .. 

10.0 4.094655E+28 35 .. 

Ahora. para utilizar el algoritmo propuesto por Forsythe. deben 

determinarse previamente, los valores iniciales de las variables 

involucradas. Si se desarrolla la serie de Taylor. se tiene: 

erf<x> = --
2

-..¡-n (x - ... ] 

Por otro lado. para el algoritmo: 

EN 1 .. T -xso (T) 

3 

EN 2 .. T xso'" <Tl 
l.O 

EN = 3 .. T = -xsoª <Tl 
42 

Para que ambas expresiones sean iguales. los valores iniciales 

que se asignar•n deben ser : EN = O. S = X, T = X y XSO = X2 
• Se 

recomienda al lector la demostración de lo anterior. 
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Los resultados del uso del artiTicio se presentan a 

continUaci6n (problema PI-1B en el disco Tle>:ible de consulta>: 

·. 
NUMERO DE 

X er-f<x> ITERACIONES 

·0;5 0.52049989 6 

1.0 0.84270066 10 

5.0 13.89649200 76 

10.0 1. 960269E+38 69 * 

Los resultados arrojados por ambos procedimientos son muy 

semejantes para valores del argumento iguales in~eriores a la 

unidad. sin embargo. su alternancia induc:e errores mayósculos para 

valores grandes de x. provocados por cancelac:i6n. Los dos métodos 

presentan cierta disoers16n con respecto a los valores tabulados 

para er~<x>. ConsOltese la Tabla 1.4 y la Figura 1.2. 

X er-F<x> 

l).5 0.6915 

1.1) 0.841:. 

::.o 0.9987 

3.9 1. ºººº 
TABLA DE VALORES DE ERFCX> 

Tabla 1.4. 

WAXJ:MO NUMERO DE ITERACJ:ONES PERMJ:TJ:DAS POR EL EQUIPO DE COMPUTO 
UTILIZADO CPC-CONPATJ:BLE JBN, T:lPO AT> 6 S:tN :tNCURRIR EN UN ERROR 
DE OVERFLOll. 
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FUNCION erf(x) 

, , , , , , , , , . , , . , , , . . . 
,' 

,' , , 
,• , 

--~----""" ·-·---·--... -: :.: ••••••••••••••••••••••••••• 1 ••••••••• ' •••••• 

3 3.5 4 4.2 5 

Argumento (x) 

Figura 1.2. 

PI-2. ¿Oué respuesta se obtiene al ejecutar el programa en Baste 

mostrado a continuación, en una computadora? Explique por qué, 

REM problema PI-2 

DEFDBL H, X-V 

CLS 

X = O.O 

H = 0.1 

FOR 1 = TO 10 

X = X + H 

NEXT 1 

V = 1.0 - X 

PRINT ABS <V> 

END 
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Respuesta: 

Al ejecutar el programa anterior en una c:omputadora personal. tipo 

AT. se obtiene el siguiente t·esUltado: 

X 1.000000014901161000000 

y 0.00001)0014901161193848 

El valor lógico a obtener para la variable X debla ser el de la 

unidad y cero oara la variable Y .• pero debido a la representación 

en punto -Flotante que oosea la c:omoutadora en uso, se tendrán 

valores que tiendan a la unidad y a cero. En este c:aso el valor de 

Y representa el error de precisión absoluto. cometido al 

calcular X. 

PI-3. ¿Es posible representar exactamente el nllmero decimal 0.1 en 

su computadora? Si no. ¿cL~l es el número. en punto -Flotante~ má.s 

cercano? ¿Cuál es el número menor. también en punto -Flotante, más 

cercano? ¿Qué valor es asignado en cada una de las siguientes 

expresiones? Datos; X= 0.1. Y= 0.1 • Use el siguiente programa en 

lengua.Je Ba.si.c: 

REM problema PI-3 

CLS 

DEFDBL Y 

X = 0.1 

y = o. l 
PRINT X Y 

Y = O. !DO 

PRINT Y 

X= !.0/10.0 

Y= 1.000/10.0DO 

PRINT X , Y 
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Resultados: 

X = 1.0Ec-1 

Y = .l.OD-1 

PRINT X Y 

INPUT " X X 

INPUT " Y Y 

PRINT Y 

END 

Al ejecutar el programa anteri~rmente · pre.sentadO, se obtienen 

los s·iguientes valores : 

X y 

0.1 0.1000000014901161 
--- 0.1 
0.1 0.1 
0.1 o. 1 
0.1 0.1 

La computadora empleada representa con una exactitud de ocho 

decimales al número 0.1. Los números en punto ~lotante má.s cercanos 

a 0.1, superior e inferiormente, son aproximadamente iguales a 

0.1 ± 1.4901161E-09. 

PI-4. a) ¿Cómo representa internamente su computadora a los 

n~meros 112, 2/3 y 3/5? Use una notación apropiada, por ejempla. 

binaria, octal o hexadecimal •. ¿Cómo son estos números representados 

en los sistemas de punto flotante de otras computadoras. como lo 

son IBM 360. CDC 6600. Univac 1108. Honeywell 6000. PDP-11. 

Burroughs 6500, etcétera? 
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b) Considere el siguiente programa en lenguaje Baste: 

REM problema PI-4 

CLS 

H 1.0/2.0 

X 2.0/3.0 - H 

y 3.0/5.0 - H 

E X + X + X - H 

F y +y + y + y +y ) ..; H 

G F I E 

PRINT .. H "; H 

PRINT "X "; X 

P~:INT .. y "; y 

PRINT .. E "; E 

PRINT "F .. , F 

PRINT ooQ "; G 

END 

La variable Q puede asumir di.ferentes valores que dependerán 

del punto Tlotante del hardware aritmético usado por la 

computadora. Trate de estimar el valor de Q para computadoras con 

las que esté .familiarizado. Corra el programa en tantos equipos 

c:omo le sea posible para corroborar los resultados. Expl1.quelos. 

Resultados: 

a> Empleando sub! ndices parar denotar la base. se observa: 

1 
2 
2 
3 
3 
5 

>10 

>10 

>10 

(0.5) :s.a = (0. 1) 2 = C0.1) 8 = (0.1> 18 

<0.666666> 10 = <0.101010> 2 = <0.525252> 8 
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Por lo tanto. como los números 2/3 y 3/5 no tienen una 

representación ~inita en los sistemas en punto flotante mA.s usuales 

(bases 2~ 8 v 16). ya que son numeras periódicos, se generaran 

errores de precisión~ al usar éstos y otros ntlmeros similares. en 

la solución de algún problema. 

La tabla que se muestra a continuación. indica el nú:mero base 

utilizado en el sistema en punto ~lotante de equipos de cómputo de 

uso comOn. 

MARCA DEL li:QUJ:PO 
NUMERO 

BASli: 

IBM 360 16 
CDC 660<) 2 
Univac: 1108 2 
Honeywel 1 6000 2 
POP 11 2 
Burroughs 6500 8 

b) Empleando una computadora tipo AT, y simple precisión para 

las variables E, F y Q: se tiene: 

H ~ 0.5 

X o. 1666667 

y 0.1 

E 1.490116 E-08 

F 7.450581 E-09 

Q 0.5 

Contrariamente a lo esperado Q ~ (0/0=m>, ya que se presentan 

errores de prec:ision truncamiento~ aunados 

representación en punto flotante del equipo usado. 

al tipo 

Ahora, si 

emplea doble precisión para todas las variables. se obtiene: 

H O. 5 

0.1666666666666667 
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PI-5. 

y 0.1 

E -2.7755575615628910-17 

F. 2.7755575615628910-17 
Q -1 .. Q --- (0/0=<DJ 

serie in-finita: 

a> 1 
E~ 

k= i 

para X_'=-o--a :¡:.o con incrementos de 0.1. con un error inferior 

0~ 5 H 10""'.!'~ 

Nota: 

Esto requier·e emplear tanto el aná.lisis humano como el poder de 

una computadora. ya que ni lo uno ni lo otro causarla é><ito 

us~ndose individualmente. No desperdicie el tiempo de máquina de su 

computadora tratando de calcular la sumatoria sin razonar antes la 

posible solución (¿Cu:lnto tiempo podr1a desperdiciarse?). 

Sug9r&nc ta: 

Use el siguiente artiTiciom: 

1 1 l 
k <k+l) k k+T 

para probar que 'I ( 1) = 1. Entonces. exprese .; (x) - 'I ( 1) como una 

serie que converge má.s rápido que la que define a 'I (x). Se tendrá. 

que repetir este truco antes de obtener la serie para computar ~ <x> 

para lograr una convergencia. rápida • 
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Solución: 

En una computadora tipo AT. sin utili~ar el artificio sugerido, 

se obtuvieron los resultados que a cOntinuación se muestran 
(programa PI-SR en el disco flexible de consulta): 

X •(MJ ITE•Aa 1 ONCa TIEIUIQ , .... , 
o.o 1.644725 4097 19. 21 
0.1 1.534399 4096 19.72 
0.2 1.440670 4096 19.72 
0.3 1.359873 4096 19.72 
0.4 1.289369 4096 19.77 
0.5 1.2::!7203 4096 19.56 
0,6 1.171897 4096 19.72 
0.7 1.122311 4096 19.72 
o.a 1.077551 4096 19.72 
0.9 1.036903 4096 19.66 
l.O o .999853 5793 27.79 

Ahora. sustituyendo el valor de X = 1 en la serie infinita 

propuesta. adem'.s, aplicando propiedades de las series. se tiene: 

11(1) - t--1-
k=t.k + 1 

Las series del lado derecho de la ecuación, son 

conocidas, de las cuales se sabe que: 

Entonces, reemplazando estos valores en la serie ~(1): 

<D 1 
11(1) = .~.~ = 2 - 1 = l 

Con lo que se prueba que •<1) = 1. 
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Por otro lado, expresando a<x> 

siguiente: 

iHx > •<1), se observa lo 

a<x> = f!Cx> - fl(1) 

., 1 - t --1 __ 
k~-~ k=•k (k+1) 

k~a [k <~+x) - k <;+1>] 

Se deduce que la expresión resultante converger~ ~s aprisa que 

la serie original, puesto que en su denominador existen elementos 

elevados a potencias mayores que 1. 

La manera m~s ~gil de calcular ~<x> se1·.fl entonces1 computar la 

serie a(x) y sumarle ~(1) = 1. Los resultados arrojados, usando 

este artificio Cprograrna PI-SB en el di.slt&tte de consulta), son: 

X ~(X) :S:TEaAC :S: ONES: TIEMPO ra•gJ 

o.o 1.644930 323 2.14 
0.1 1.534603 312 2.14 
0.2 1.440877 377 2.53 
0.3 1.360080 361 2.41 
0.4 1.289576 31.3 2.30 
0.5 1.227410 406 2.74 
0.6 1.172104 377 2.59 
0.7 1.122519 432 2.96 
o.a 1. 077758 377 2.58 
0.9 1.037110 261 1.76 
1.0 

1. ºººººº 3 º·ºº 
Se concluye que la r~pide= con la cual una computadora puede 

ofrecer resultados, se incrementa cuando el anAlisis humano depura 

un proceso a ejecutar, es decir, no basta con poseer la computadora 

m.t.s sofisticada y costosa del mercado, si no se dispone de 

analistas de cómputo capaces de conformar una buena mancuerna. 
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I. 6 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PPI.1 .. Algunas -Funciones matemáticas pueden ser di-fic:iles de 

calcular. ademá.s. al emplearse diversas aproximaciones para 

resolver un mismo problema. los resl.1ltados pueden ser disimbolos. 

Para ejemplificar estas aseveraciones. realice un programa de 

cómputo que evaló:e la -función error por tres métodos. que enseguida 

se discutirán~ para argumentos en el rango de O S 

intervalos de 0.5. Dicha -Función está deTinida como: 

En aquel los métodos que consideren se1· 1es in-finitas. encuentre el 

resultado usando 5 y 11) términos. Utilice simple precisión en todos 

sus c:á.lc:ulos. Compare los 1·esultados con los o-frecidos por alguna 

subrutina disponible o por alguna tabla de er-f(:d; incluya sus 

observaciones al respecto. 

Método 1. 

La serie de Taylor puede utili.:::arse para representar a la 

función e:~ponencial <eJ(). Entonces. sustituyéndola en la función 

error, se tiene: 

e-~cxl 2 r" c1 t 2 + t' 
'' = r;r Jo - :.t 

t" 37 + ••• ) dt 

Por lo que. integrando, obtiene: 

2 >: 9 .:S X
7 

erf(x> = -- Cx - T3iT7 ;- <5~2/ - l7>31 ;- ••• ) -rrr 
Como puede observarse. la serie anterior es alternante. por lo 

c:ual será ine:tac:ta para valores grandes del argumento~ ya que 

existirán errores sustanciales por cancelación. 
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M6todo 2. 

Si se integra por partes la funciOn erf<x). se logra la 
siguiente serie: 

Esta serie no es alternante. ¿Qu6 opina de su eficiencia? 

M6todo 3. 

Una Función racion~l de aproximación <ajuste Funcional>~ en 

ocasiones brinda mayor exactitud cuando se usa el mismo nOmero de 
coeficientes comparada con la serie original. Tal aproximación~ 

para el caso presentado. podria ser: 

Donde: 

ª• o .278393 

ª• o .230389 

ª• o .000972 

a, O .0781.08 

fc;(K)f :S 5Kl.0_, 

¿Es esta aproximación ~s exacta que las dos anteriores? 
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CAPITULO II 

SOLUCION A PROBLEMAS MATRICIALES 

El concepto de stmulactón de un ststem.a.. es decir. la simulación 

del comportamiento de un sistema. sea éste. por ejemplo, un 
yacimiento o una red de distribución de gas. tiene su base en el 

desarrollo y operación de un modelo fisico y/o matemi.tico. cuyo 
comportamiento refleje ante condiciones cualesquiera. el del 

si~terna considerado. 

Un modelo matem~tico es una ecuación. o un conjunto de ellas. 

que simula los procesos fisicos que ocurren en un sistema al variar 

una o todas las condiciones iniciales. La Simulación Nurnt:lrica de 

Yacimientos Pe trol.eros, que es ejemplo de la aplicación de un 

modelo matem~tico. hace uso de m4todos num~ricos para lograr la 
solución de la(s) ecuación(es) que constituye<n> al sistema. 

El objetivo del presente capitul.01 es mostrar técnicas numéricas 

simples que faciliten la solución de sistemas de ecuaciones 

lineales y no lineales. 

II.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. 

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones 

con la forma siguiente: 

at.t. xs. + a t.:zx:z + + a 
•n 

X = b. n 
ªzt.xi.+ ª22 x2+ + a X :: b, zn n 

... (2.1) 

ªmt.x .. + ªmzxa+ + a X = mn n bm 
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que en -forma matr_icial, 

[ 
.. 

ª •. ·~ . 2' 

a 
"" 

a 
mz 

Empleando notación algebraica. se tiene: A x b. donde A 

representa a la matri2 de coericientes, x al vector columna de 

incógnitas y b al vector columna de términos independientes; a la 

matriz CA, b> • de orden "ffi X Cn+l) ... se le asigna el nombre de 

matriz ampL iada del. sistema. 

El grupo de 

simul t~neamente 

""" valores 
a todas las 

xs. • :<z' 
ecuaciones. es 

" n 
que satis-facen 

la solución del 

sistema. Dicha solución puede tipi-ficarse en tres casos, éstos son: 

- Primer caso. Solución ~nica, se dice entonces que el 

sistema es compatible o consistente, y 

determina.do. La matri:: A es no-si7l9tll.ar. 

- Segundo caso. Si la solución es m~ltiple, se tiene 

un sistema compatible (consistente> e 

ind9termtnado. La matriz A es singular. 

- Tercer caso. El sistema no admite soluc:ión~ por lo 

que se le nombra incompatible o 

inconsistente. La matriz A es singular. 

Es bien conoc:ido que el determinante de una matriz coadyuva a la 

detección de su singularidad Csi el det A i"t O, A es no singular)~ 
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pero, al emplear equipos de c6mputo en la solución de sistemas de 

ecuaciones~ se generan errores (consultar capitulo!)~ que pueden 

provocar la emisión equivocada de criterios sobre el problema a 

resolver. Para es;clarecer tal aseveración, supóngase una matriz 

diagonal de tamafto 100 x 100~ cuyos elementos diagonales son todos 

iguales a ü.1. Es eviden~e que su determinante es distinto de cero 
(0.1t.ao), no obstante, este valor es tan pequerico que cualquier 

computador arrojarla un valor de cero a pesar de que la matriz en 

cuestión es nu singular. Debido al problema anterior~ es 

convenier1te introducir el concepto de nÜtn.Qro dii1 c::ondícídn de una 

matri:z (Cond), el cual refleja de manera rno\s efica::: que efectuando 

el cálculo de su det~rminante. la cercan1a a la estabilidad o 

no singularidad. Matem~ticamente, el número de co~dici6n se 

denota coma: 

.. ~ 11Ax11 

Cand CAJ 11 x 11 
2: 1 

M~n 
11 A X 11 

11x11 

El st mbalo " 11 11 " representa la norma o módulo de un vector. 

Es usual que el nllmero de condición se exprese tambi~n de la 
siguiente forma : 

Cond <A) 

donde: 

~ = Valor caracteristico o Elgen-'l.lator 

Si A es una matri= Cl1adrada (n x n). sus valores caracteristicos 

pueden ob·tenerse empleando el Método de las Potencias'',. basado en 

la relación A X = k -;; • o encontrando las ralees del polinomio' .. ,: 

det CA - >.. Il 
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donde: 

I = matri~ identidad 

Si Cond = 1. la matr i;: es no singular (estable) y el sistema 

de ecuaciones tendrá solución única. entonces un número de 
condición mucho mayor que la unidad indicará inestabilidad 

o singularidad. en este caso. con una pequeffa variaci6n en alguno 
de los coeficientes de la matri=. se obtendrA un vector X 
diferente del originalmente calculado <soluciones mOltiples). En 
pocas palabras. el nOmero de condición esbo=a la sensibilidad del 

vector solución X. a cambios en los elementos de A y b. 

Enseguida se detallarj,n las t~cnicas m~s empleadas en la 
solución de sistemas de ecuaciones lineales. 

II .1.1 REGLA DE CRAMER. 

Este método resuelve sistemas de ecuaciones lineales de tamaffo 

<n x n>. Si el determinante de la matriz A es diferente de cero 

(det A ,. O>. el valor de la k~sima incógnita se dilucidará 
efectuando el cociente de los determinantes de las matrices Ak: y A. 

donde Ak. se obtiene al reempla=ar la k-~sima columna de la matri= 
de coeficientes <A>. por el vector de t•rminos independientes <b>. 

En otras palabras. sea A X = b. un sistema de 

lineales con "n'' incógnitas y sea A 
coeficientes. Si el det A,. O, entonces: 

h.J] 

k 1. 2, ...• n 
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donde: 

i 
j 

1. 2. 
l, 2. 

n 
n 

para j "" k 
para j k 

La Regla de Cramer se tipifica como una t4cnica "exacta". puesto 

que no es iterativa. Si se contempla un equipo de cómputo que 

ejecute 10 ;000 multiplicaciones/seg. siendo "n" el orden del 

determinante. se presentar~ lo siguiente'ª': 

n 

5 
12 
20 
30 

núm•ro d• 
mul l.:: ni 

lOU 
5 E+08 
2 E+l8 
3 E+32 

lL•mpo d• 
má.qu(.na. 

0.01 seg 
10 horas 

ig2. =~~: 

Se concluye que este método no es adecuado para resolver 

sistemas mayores de C4 x 4>. pues se realizar~n 

operaciones <ya que implica el c.-\.lculo 

gran cantidad de 

de determinantes). 

convirtiendo en "lenta" la obtención del vector solución. 

II.l.2 METODO DE ELIMINACION GAUSSIANA. 

El rntiotodo de Gauss es utilizado para solucionar sistemas de 

ecuaciones lineales del tipo <m x n). Consiste en obtener sistemas 

equivalentes; a partir del original. aplicando t.ra.n.sforrru:u::tones 

ol.enwnta.les sobre la matriz ampliada del sistema. hasta llevar lo a 

la forma. escal.on.ada <matr .i= triangular superior). esto es. cuando 

el nómero de ceros anteriores al primer elemento no nulo de cada 
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renglón aumenta al pasar de un renglón al siguiente. hasta llegar. 
eventualmente, a renglones cuyos elementos son todos nulos. 

Las principales transformaciones elementales. son: 

a) Intercambio de un renglón por otro. 

b) Adición. t~rmino a t6rmino. de dos renglones. 
e> Multiplicación de la totalidad de los elementos 

de un renglón por un escalar diferente de cero. 

Una vez reducido el sistema original a la forma escalonada, la 
solución se logra, de manera directa, por sustitución hacia atrds 

<xt se obtiene por simple despeje de la i-ésima ecuación. entonces 

se sustituye en la ecuación ui-1" y se cálcula el valor de xL .. -.. 
este procedimiento se contin'lla hasta tenerse los "n" valores de X). 

Como este método no es de aproximaciones sucesivas. la solución 
debia ser exacta. sin embargo, debido a errores de redondeo o 

precisión. no lo es. Para minimi:o:::ar el error. es recomendable 

seleccionar en cada ocasión como pivote al mayor elemento, en valor 

absoluto. del sistema'", <se recomienda consultar el problema 

resuelto PII-1. p~gina 72>. 

Considerando una computadora digital que ejecute 10.000 

multiplicaciones/seg. siendo "n" el orden del sistema. se tiene'••: 

n 
núm. do l i.ampo do 
muLL. :: n

9 
/3 mdquLna. 

5 4U 0.005 seg 
12 500 0.05 
20 2500 0.25 
30 9000 1.0 

$e observa que esta t~cnica no realiza una gran cantidad 

de operaciones. y tampoco invierte demasiado tiempo de 
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mi.quina. conforme el n~mero de ecuaciones del sistema aumente. 

II.1.3 ALGORITMO DE THOMAS. 

Se emplea para dar solución a sistemas de ecuaciones lineales de 
orden Cn x n)* cuya matriz de coeficientes presente un car~cter 

"n-diagonal". Para efectos did~cticos * consid~rese un sistema 
tri-diagonal* tal que: 

[ 
e• 

az bz cz 
a• b• e• 

A • 

an-t. bn-• ~J o an bn 

Este algar i trno se basa en la TJcntca de D••t::ompoQ(ctdn L~ de 

una matriz* esto es: 

A = L U 

Donde* U es una matriz triangular superior y L una triangular 

inferior* o sea: 

L [.,.. ... ºJ ªª : 
a• 

o ª" Oltl 

34 



[ fl• 1 (la 

u 

El producto (L U> es: 

LU 

[ 

COll&lfU 

• e aa, .. •~•• •~·~·· a• 'ª•,a+Gta> Cat•"•' 

o . 

Como A 
cual: 

L U~ cada elemento de <L U> ser~ igual al de A~ por lo 

ª• ª• i 2.3. ... ~ n 

ª• b. 

ª• b. - <a, 11,_.) i 2. 

11, = 
e, 

i 1. 
~ 

Entonces~ un siSterna de ecuaciones A X 

como (recordemos que A = L U): 

L U x f 

3. n 

2. Cn-1) 

f puede representarse 

Adem.i.s~ considerando que U x =Y~ se tendr~ el sistema: 

L y f 
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el cual puec:fe: :re~~lve~se. f.i..cilmer:1te · p'?r sustitución_~ hacia adelante. 

De manera que: 

f. 
a;:-

_fl_ - 'ª" Y¡_._? 
"\ 

Finalmente~ el sistema u X y, se Soluciona mediante una 

sustitución hacia atr~s. por lo tanto: 

Para una matri~ penta-diagonal de orden <n 
siguiente. se tiene: 

d• o e& 
b• e• d• o e• 
o b• e• da o ea 

A : ª' o b4 C4 d• o e• l' ª"""' bn-t. cn-t. J ~-· o an o bn en 

Mientras que las rnatrices L y U ser;in: 

Ll' ] (12 .,.. 
,,. (i• "'" L 6• r• f1• 

o ón yn (1n 
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u= r u .. 
Con un desarrollo 

6\. ªt. 

rl o 
YL -6L UL-a 

(Jl bl 

U< 
1 

(Jl b¡- <r, u,_ 2 > ··<6, 
"L e, 
ª1. el. </1t. ul-a. ~ 
"L e, - ({Jl ul-•) 

d, 
u._ -;:;:--

d, - <fil vl-•) 
a, 

dl - (~L vl-•' - <r, WL-2) 

a, 

De igual manera. par~ los vectores y y x: 

f l 
yl '\ 

f, - <ti, YL-s.) 
yl 

ªl 
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1. 2. <n-3) 
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y 

' 
rt - '((3~: vi:s.r - <r\., v(_.2') 

ª¡;: 
fi. -. <'1¡,::.Yi.·~~J ,- '(_r~·;-:\~~-~·> .. 

:~~.-~i. 

. '! l ~ :-• :-> ~,."' ,_,,--;-'" -'~ .:,:::~·::.>"'. ~;.;_; 
.Y t ~ ::~.~l~ HL-:;'~--~_o~:·-- -

Yt,· :--- -~uf Kl:~s.; - (v \. · x¡_.~'; 
lui. -~l+f.; - (vi. x\.+z) -

i = 3 

: i ·= 4, ••• , n 

i =· n 

( ri-1 

n-2 

i = n-3, n-4. • • • • 1 

Esta técnica es equivalente al método de Eliminación Gaussiana. 

y con ella se evita el inc:r·emento del error asociado a la soluc:i6n 

regresiva de las ecuaciones y se atenüan los r·equirimientos de 

memoria RAl'i. Además. se r·eali=an cuando mucho 5n multiplicaciones 

en comoarac:ión con n9 /3 en el de Gauss y ni en la Regla de Cramer. 

para resolver un sis't.ema <n. x ni. En el di.sJ<tette de consulta se 

presentan programas de cómputo para la solución de matrices tri y 

oenta-diagonales. empleando el Algoritmo de Thomas y la técnica de 

Descomposición L-U. respectivumente \THDMAS.BAS y LU-PENTA.BAS>. 

!I.1.4 SUBRUTINAS DECOMP Y SO~VE. 

E:as-cé!n sistemas de computo aue incluven en sus programas de 

bibl. ioteca~ programas para obtener la soluci6n de sistemas de 

ecuaciones lineale:=1 los cuales. generalmente. est:..n basados en el 

1né-codo de Eliminaci6n Gaussiana. Tal es el caso de las subrutinas 

DECOMP y SOLVE. oue serán tratadas a continuaci6n. 

A DECOMF' le carresoonde la primera etapa de la eliminaci6n de la 

matri:;:: amol1aac:. del sis-cema {oeJa1· ce1·os abaJo de la diagonai 

princ1pali. mientras que SOLVE usa esos cálculos. realizando una 
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sustitución hacia at.rás, para generar la solución del sistema. 
Estas subrutinas incluyen la técnica de Pi.veteo Parci.al (se sugiere 

consultar el problema resuelto Pit-1, p~gina 72), esto es, al 

k-6simo paso de la primera etapa de la eliminación, se elige como 

pivote, al mayor elemento (en valor absoluto), contenido en la 

k-6sima columna no reducida. El renglón en que se ubica este pivote 
es intercambiado por el k-ésimo renglón, quedando el pivote en la 

posición (k. k). Similares intercambios se llevan 
elementos del vector de términos independientes. 

cabo en los 

AdemAs, DECOMP estima un valor del nómero de condición CCOND> de 

la matriz de coeficientes; si se detecta singularidad COND ser~ 

igual a 1E+32, en caso contrario, ser~ 1. Cualquier valor de COND 

entre 1 y 1E+32, indicar~ la posición relativa de la matriz con 
respecto a la no-singularidad. 

Si se desea evaluar el determinante de la matriz de 

coeficientes, bastará con efectuar el producto de algunos elementos 
calculados por DECOMP, o sea: 

detCAJ = IPVTCN) * AC1,1) * AC2,2) * ... * ACN.Nl 

La inversa de la matri= de coeficientes <A>. puede definirse 

como la matr~~ x. cuyas columnas xj. satisfacen: 

,j=1,2 •...• n 

Donde S:J es la j-~sima columna de la matri:: identidad <I>. Por 1o 

tanto. para obtener la matriz inversa X, es necesario invocar a 

DECOMP una sola vez y a SOLVE "n" ocasiones. una para cada columna 
de X. Si se detecta singularidad, X ser.i incalculable tu. 

DECOMP y SOLVE son las subrutinas rn~s eficientes para solucionar 

sistemas de ecuaciones lineales. pues no sólo ofrecen precisión en 
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los resultados. sino ademAs. un tiempo de ejecución aceptable. En 

el diskette- de consulta se presenta, en lenguaje Baste, un programa 

t:uente para su control <DECOMP.BAS. ver apéndice). 

II.1.5 SOLUCION AL PROBLEMA DE FLUJO BIDIRECCIONAL, MONOFASICO, 

TRANSITORIO. A Tl':AVES DE MEDIOS POROSOS. 

La simulación de un yacimiento se hace, en la mayoria de los 

casos. c:on el -fin de estimar su comportamiento al ser sometido a 

di-Ferentes programas de e::plotación. El objetivo de esta sección. 

es elaborar un simLllador numérico sencillo. Por lo cual, se 

desarrollán algunas técnicas para la solución de las ecuaciones 

involucradas en el modelo matématico que describe el -Flujo 

bidimensional. mono-Fá.sico y transitorio a través de medios porosos. 

La expresión que describe el -flujo bidireccional. monoTAsico. en 

régimen transitorio <variable), de un -fluido ligeramente 

compresible <agua o aceite) y de viscosidad y espesor constantes, 

que -Fluye en un medio poroso homogéneo y anisótropo, es: 

+ 

donde: 

+ 
119.56 µ q 

h 6:·: t.y 

119.56 <P µ e: 

·x = despla=amiento en la coord. x. CmJ. 
y desplazamiento en la coord. y, CmJ. 

kx permeabilidad en la direcc. :<. l:mdJ. 

ky= permeabilidad en la dit·ec:c. y. CmdJ. 

t = tiempo~ l'.:ci1asJ. 
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h espesor del medio poroso, [mJ. 

p presión. Ckg/cm2 absJ. 

JJ viscosidad, [cpJ. 

c =compresibilidad ~ tcm2 /kgl. 

q gasto de -Fluido, a condiciones est~ndar, en -Función 

de espacio y tiempo (si .es de producción se usa con 

signo negativo), Cm9 /d1aJ. 

Además, las condiciones de i=rontera <CF> e iniciales ·cCI) son: ~ 

donde: 

{ 

i.nt.erno. ••• p(O.O,t) =p
0 

CF ••••rnu ... p<L,M,t) = p• 

CI { p(x,y,0) = pCx,y) =va.Lar 

L longitud total en la direcc. :<, Cml. 

M longitud total en la direcc. y, [mJ. 

Para resolver la ecuación C:2.2). se aplica el método de 

Di-Ferencias Finitas <el ct..tal es tratado en el capitulo V, 

V.2.1>, teniéndose los esquemas Explicito, Implícito 

sección 

y de 

Crank-Nicolspn. como alternativas de solución. Antes de abordar 

estas técnicas, se e:.:pondrá.n los conceptos de estabilidad y 

convergencia. 

Los ciclos de cá.lculo necesarios para resolver un problema 

determinado, dependerán del tiempo de predicción. las 

c:aracter1sticas del yacimiento y de los -Fluidos, los gastos de 

inyección o de produción. el tamaf'l:o de las celdas de la malla y la 

precisión que se desee en los resultados. 

Al disminuir los incrementos Ax, /J.y y .ti.t. se reduce el error de 
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trunc:amiento en la aproximación de las derivadas~ pero. aumenta el 

tiempo de cá.lculo. Por otra parte. al emplear At grandes. ademAs de 

incrementa.rse el error de truncamiento. se tiene la posibilidad de 

que se presente oscilación en los resultados •. Tallando el método. 

Por lo tanto, la t..t adecuada en cada problema se obtendr~ haciendo 

un balance de los .factores anotados con anterioridad. 

II.1.5.1 CONVERGENCIA; 

Si en un P.unto Cx\.. tn) de Ltn determinado esquema~ se cumple 

Que: 

Um 
Ax .At. .. o 

i = 1. '.2 •••• ~ L n = 1. 2. • ••• t 

el esquema es convergem:e<sl. es decir. tiende a la solución real. 

Gr~.fic:amente. esto se representa en la Figura 2.1. 

II.1.5.2 ESTABILIDAD. 

Si en un estluema determinado. al mantener -Fijos los valores de 

los incremantos 6.:·: v ~t. el error al apro:dmar la solución real no 

se amp l i-Fic:a miem:ras At ~ co. se d1ce que es un esquema establees>. 

MatemA.t icamente. se "t. lene: 

lim 
t ... oo 

p~ - pC:\,tni \ < 1 

i = l. 2 •••• • L J, 2 ••••• t 
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En ott·as palabras. si el valor calculado no varia 

considerablemente con respecto al real~ se habla de un esquema 

estable. Esto se muestra en la Figura 2. 2. Es importante apuntar 

que se tendrá estabilidad sólo si se presenta la convergencia. 

II.1.5.3 ESQUEMA EXPLICITO. 

Partiendo de la ecuación <2.2> • anteriormente expuesta~ y 

considerando: 

Se tiene: 

(1 = • 
119.56 µ q" 

h Ax Ay 

119.56 .p µ e 

••• (2.4) 

Ahora, aproHimando las derivadas parciales de la ecuación (2. 4) 

por medio de Diferencias Finitas: 

°'P 
n+• - P~.j PL,j ••• (2.5) 

at At 

a•p n 
- 2p~ .j + n 

PL-l, j PL...t.j --. <A:()z 
••• (2.6) 

"" 
a•p n - 2pn + n 

= PL ,j- t \.,j pl ,j+i 
••• (2. 7) -.- <Ay>' ay 
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SO~L 

f.SQ~ ~,!"~RGENTE 

ESQUEM-!-,1:"~ ~~'!fillGENTE 

CONVERGENCIA 
Parar=n 

........ -·············· ............... . 
// ;: .. ---

SOLUCION REAL 

ESQUEMA ESTABLE 

ESQuf.MA iÑEs'TADLE 

........ 

Nodos (x) 

Figura2.1. 

ESTABILIDAD 
Nodo"i" 

..... ---

Tiempo(t) 

Figura 2.2. 
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En las relaciones anteriores. el subindice "i" representa a la 

distancia o nodos en la dirección >C <abscisa)•. "j" a los nodos en 
la dirección y <ordenada). y el superindice ºº". al tiempo. 

Sustituyendo las ecuaciones <2.5). <2.6) y_ <2.7) en la (2.4), 

despejando p~:~ y factori=ando, se llega a la siguiente e>Cpresión; 

+ 

+ 

At k ( ) At fl, 
___ v,___ lP~,J-s. +p~.J+s. + --fl-.­
ri. (Ay)' 

i 1, 2, L 
j 1, 2, M 
n=0,1, t 

... (2 .8) 

La ecuación <2.8) representa un esquema explicito. de sencilla 

solución. evaluado al tiempo "n" <tn). Este esquema es inusual en 
la prActica, puesto que es condicionalmente convergente y por ende, 

condicionalmente estable, se puede demostrar matem~ticamente que la 
convergencia se cumplir.i. sólo para'2 ': 

~t ~ ---~1~----
2[ (A)( )-2 + (Ay)-2] 

Por lo tanto, si la simulación de flujo et travC:.s de un rnedio 
poroso involucra grandes ~t. el riesgo de divergencia se hace 

patente. 

Debido a que el empleo de Diferencias Finitas involucra una 
e>Cpansi6n en Serie de Taylor. se generan errores de truncamiento, 

45 



ya que no se consideran todos los términos de la serie. En la 

Figura 2.3 se presenta una porción de red que de-fine la técnica 

expl.icita. en la cual. las cruces y los circules indican los nodos 

implici1.dos en la solución de las di-Ferenciales de tiempo y espacio. 

resoectivamente. 

-
t:~ .. t T t .I, 

i.-t 
Figura 2.3. Nodos implicados en el esquema exp 1.1 c:i to. 

en la dirección H. 

II.1.5.4 ESQUEMA IMPLIC!TO. 

Este esquema, a d1-ferencia del explicito. se evalúa al tiempo 

"n+l" <tn+.s.>. Lo cual. puede ser apreciado en el segmento de malla 

de la Figura 2.4. 

Conservando la nomenclatura y empleando Di-ferencias Finitas, se 

tiene entonces. para las derivadas parciales de la ecuación C2. 4): 

IJp 
n+t - P".' , P .. 
'-J '·' ••• (2.9) 

IJt l>t 

IJ'p n+t -2p~:~ + n+i 
pi-.s.. j pi.H.j 

ax . (.6.:<)2 
••• (2.10) 

IJ'p n+t -2p~:~ + nH 
Pi..j- :l Pi,j+s. 

IJy 
. 

lAyi 2 
••• (2 .. 11> 
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Figura 2.4. Nodos involucrados en el esquema implicito~ 

en la dirección x. 

Sustituyendo las expresiones (2.9). (2.10) y <2.11) en la (2.4>~ 

despejando P7,J y factorizando~ se encuentra la ecuación siguiente: 

- (J2 n 

--i;t P¡,J 

Suponiendo que: 

i 1, 2, L 
j 1, 2, M 
n=0.1, t 

k 
~=--y-

:z (Ay):z 

[ 
k k ~ ] ~= 2 (-"-+-Y-) a 

• (Ax ) 2 (Ay ) 2 °'"Xt 

Entonces~ se puede conformar un sistema de ecuaciones~ cuya 
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matriz de cae-Fic:ientes es penta-diag6nal; 

--v>, o "'• o n+< -¡12 n - fl, '1'2 Pt,:t At 
P:t,:t 

'1'2 -'!'. '1'2 o "'· n+< -/12 n 
o o Pt.z Pt,:t - 11, 

'1'2 -"'· '1'2 .~Y'• At 

"'• o '1'2 -"'· '1'2 o "'·· n+< -/12. pn - 11, 
PL,N-f.. At a...w-t 

nH -¡12 n - 11, o "'• o '1'2 -"'· PL.N At Pa...w 

Como ya se menc:ion6 en su oportunidad, la solución de una matriz 

penta-diagonal puede encontrarse mediante el uso del Algoritmo de 

Descomposición L-U. No se rec:omienda el uso de la subrutina DECOMP, 

puesto que se e~ectuarlan operaciones innecesarias, debido a que se 

trata de una matriz rata Cpoc:os elementos di-ferentes de cero). 

El esquema impllcito es incondicionalmente convergente y 

estable. no obstante. debe considerarse un rango sensato para el 

incremento de tiempo Cdt), pues para valores elevados de él, se 

presentan errores de truncamiento. 

11.1.s.s ESQUEMA DE CRANK-NICDLSON. 

El esquema de Crank-Nic:olson calcula las di-Ferenc:iales de las 

direcciones ex. y) al tiempo "n+i./2" et ). GrA-Fic:amente se 
...... ct/2) 

representa en la Figura 2.5. Es incondicionalmente estable y 

convergente, ademAs. el ciclo de cálculo consta de dos etapas: una 

en la dirección x, empleando una ecuación implicita en H (barrido 

en i:), y otra en la dirección y~ rec:Lu·riéndose a una expresión 

impllcita sólo en y <barrido en y>. 
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t T ~I>"CX:-L--&--~I~:·-·n_•i_' _ _.J.,.,, ~· 
Figura 2.5. Nodos, en la dirección x, involucrados 

en el esquema de Crank-Nicolson. 

Para el barrido en la dirección x. se tiene: 

Bp 
n+i.l':Z - n PL ,j PL,l 

... (2.13) 
Bt .6.t/2 

a•p n+i./Z - ? n+a.":z + n+l ... Z 
PL-1., J -PL,j PL+&..J 

--. = 
c.t..x >2 "• 

... <2.14) 

B"p n - 2p~. J + n PL, J-& Pt. J•L --. C.6.y)z ily 
... <2.15) 

Sustituyendo las ecuaciones <2.13), <2.1'•> y <2.15) en la (2.4), 

factorizando y despejando las pn+t.l'Z: 

k 

(P~.J-i. + P~. J..,,) [2( ,::,· + -iH] = - __ v_ P~, J (Ay)z 

... (2.16) 
i 1, 2. L 
j l, 2. M 
n = o. l. t 
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Ahora para el barrido en la dirección y: 

"P 
n+• - n+•"'a 

Pt.¡ P<,¡ 
.. .<2.l.7) 

"t At/2 
.,.p n+t."'Z 2 

n+s .... :z + n+s....:z 
Pt-s. J - PL.J Pt.u.J ., .. (b.x)ª 

... (2.l.8) 

il"p n+• 2 n+&. + 
n+< 

Pt. • j-a. - PL,J Pt • j+&. 
--. = 

(b.y/Z· ily 
.•. (2.l.9) 

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la (2.4>. factorizando 
y despejando las pn+s: 

kx ( n+a. .... a n•&."'2) - [2( (::). + *JJ n+a."'2 
= - <4x)2 Pt-s, J + Pt.+t., J Pt. J 

... (2.20) 

i l.. 2. L 
j l.. 2. M 
n = o. l.. t 

Entonces. un intervalo de tiempo <~t), es decir. un ciclo de 

calculo. se cubrira al resolver la ecuación <2.16) primero y 

posteriormente la <2.20). Esto representa la solución de 2 sistemas 

de ecuaciones lineales. ambos con una matri:? de coeficientes 

~~!=. por consiguiente. es recomendable emplear el Algoritmo de 

Descomposición L-U. en lugar de la subrutina DECOMP, ya que dicha 

subrutina realizaria operaciones innecesarias. 
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I!. l. 5. 6 SIMULACION NUMEf;:ICA DE FLUJO BIDIRECCIOIVAL, MONDFASICO, 

TRANSITORIO, A TRAVES DE MEDIOS POROSOS. 

Para este fin. se empleará. el Esquema Impl.ic:ito, cuya solución 

se basa en la aplic:aci6n de la expresión (2. 12> en todos los puntos 

(nodos) 1 donde la presión es desconocida. Lo anterior c:onformarA un 

sistema de ecuac:1ones como el expuesto en el subtema lI.1.5.4. el 

cual se resuelve 1 dado t:l carActer de la matriz de c:oe-Ficientes 

(consultar sección II.1.3> ~ aplicando el Algoritmo de Desc:omposicón 

L-U para una matriz pentadiagonal. 

Suponga~ un yacimiento como el ilustrado en la Figura 2.6. La 

malla que se utiliza es relativamente simple 1 6 celdas en la 

dirección x y 6 en la y 1 esto se hace con el propósito de 

simpli~icar la ejecución del simulador. La frontera del yacimiento 

se aproxima por la linea perimetral de la misma -figura. La 

localización de las celdas en la malla es en .forma matr-icial, es 

decir, el indice .. i .. para los renglones y .. j.. para las columnas. 

Por lo tanto, el po;:o indicado en el esquema tiene las co0rdenadas 

(3,3). Debe resaltarse que los pO:::os se suponen ubicados al centro 

de cada celda. A los po;:os productores les asigna, por 

convención, un gasto con signo negativo. 

1 1 l · I 1 1 1 
Figura 2.6. Ejemplo de malla de un yacimiento hipotético. 

Para obtener la solución de la ecuación di.ferencial implicada, 
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es necesario introducir condiciones iniciales y de .frontera~ éstas 

son: 

a> I~icialmente el yacimiento tiene una 

presi6n uni-Forme. 

b) No hay -Flujo a través de su -Frontera. 

Se puede contemplar el caso en el que la presión inicial no sea 

uniTorme, y el gasto y la presión sean variables en los pozos. La 

condición dada en el inciso (b). se simula haciendo cero la 

permeabilidad (o en general la capacidad de -Flujo kh) entre dos 

nodos, cuando por lo menos uno de el los esté -fuera del yacimiento. 

El programa de cómputo que se enpone. admite 4 pozos, sean 

éstos productores o inyectores. Un gasto nulo <cero) es indicativo 

de que el pozo no existe o está. cerrado. 

Se tendrán Nc:X ecuaciones con Nc:Y incógnitas, siendo Nc:X el 

námero de nodos en la dirección :< y Nc:Y el número de nodos en la y. 

Un ciclo de cá.lculo se comoletará cuando se solucione el sistema de 

ecuaciones para un intervalo de tiempo (.6t>, y la simulación llega 

a su -fin cuando el número de ciclos cubra el tiempo de simulación 

supuesto. 

En cada ciclo de cálculo se veri-fica que la presión de burbujeo 

<pb) no se halla alcan=ado en aquellas celdas las cuales se 

localice un pozo productor. en caso a-firmativo. se simula el cierre 

del mismo haciendo el gasto correspondiente, igual a cero. Debe 

sef"i'.alarse que aba.Jo de la pb. la simulación deja de ser vá.lida. 

dado que la ecuación di-ferencial usada es para -Flujo mono-FAsico. 

El diagrama de -flujo muestra. de manera esquemAtica y 

condensada. en la página 53. El programa de c6mputo está diponible 

en el disco ~le::ible de consulta y tiene por nombre SIMUL.BAS <ver 

apéndice). 
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ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Los datos a considerar son los siguientes: 

1.2 [cpl • .p = 0.25. A>:= Ay= 200 [mJ. 

k = k = • y 
At = 

9 CmdJ, 

Cd1 al, 

h = 47 Cml, pi. == 250 Ckg/cm
2 

absJ. pb 200 Ckg/cm
2 

absl, y 

e = 0.00015 i:cm2 /kgJ. AdemA.s, se supone un pozo con un gasto de 

55.3 r.m8 /d1al. cuvas coordenadas son <3.:.3). Por motivos prá.cticos, 

los datos se almacenan en un archivo de acceso directo (binario). 

Debe recordarse que el simulador se disertó para 6 celdas en x y y. 

Determ1 nese el tiempo en que el medio poroso, aledaf'(o al pozo 

productor, llegará. a la ob. 

DE5CRIPCION DE RESULTADOS. 

El tiempo que deberá transcurrir para que se alcance la pb, 

contemplando un ritmo de extracción constante, es de 46 dias. 

Este resultado fue obtenido en una computadora. pet·sonal tipo AT, 

100% compatible con IBM. en 2 minutos. para un tiempo de simulación 

de 50 d1as. La distribución de ·1a presión a este tiempo. se indica 

en la Tabla :2. l. Es importante hacer notar que si el intervalo de 

tiempo (At> se incrementa. dism1nL.1ye la aproximación de la 

solución. y que a partir de L.ln cierto valor de At~ dependiendo del 

tamat'lo de las celdas de la malla. las cai-acteristicas del 

yacimiento~ etcétera~ se presenta osc:i lac:i6n en los resultados. 

227.96 222.67 220.::1 220.1)4 221.1)6 222.50 

217.5::; 212 .. 29 209.29 210. \.)7 212.13 2lt>.OZ 

212. 69 21)a.89 200.66 204.92 2Q6.0b 212.6b 

211. 18 200. 17 203.29 204. 20 206.73 211.29 

210.82 2(16. 1a 204,.(18 204.~0 206.37 210.79 

210. 7-::0 20b. l3 21)4.21 21)4.25 206. 17 210. 52 

Tabla 2.1. Distribución de la presión Ckg/cm2 l a 46 dias de simulación. 
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II. 2 SISTEl1A5 DE ECUACIONES NO LINEALES. 

Las ecuaciones no lineales, a diferencia de las J.ineales. 
no cumplen las siguientes Condtc:ton..s d. Li.~al.i.dadC!:ll: 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo J(. Una 

transformación T:V~W es lineal si para todo~~· V2 & V y 

para todo escalar a .a K. se verifica: 

1.- T<V'i. + V'2 > = T<~s.> + T<V2 > c•aoP.ts:oAD ne s:up1:apos:zc1:0N1 

2.- T<aVi,> = ar<Vi,> 

Los sistemas de ecuaciones no lineales est~n constituidos por 

funciones (circulares directas e inversr-is. logar! tmicC:1s, 

e><ponenciales, de potenciación y radicación). que involucran 

implicitamente a las variables o incógnitas. por lo cual. no es 
posible su solución mediante un "simple despeje" (solución 

directa>. sino que deben emplearse rn~todos iterativos para su 

cAlculo. Matemj,ticamente. tenemos: 

f,. <x,.. X . ' X 
n 

) o 
f 2 <x1 • .. ' xn) 

.. .(2.21) 

f n (x1 • .. ' X 
n 

) = o 

El sistema anterior involucra "n" funciones reales. con """ 

variables <x
4

• x
2 
••••• xn>. tambi6n realeS. esto es: 

1. 2, .... n 
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Entonces. si la. soJ.uc.ión del ·siste~a .(2 .. 21> •. es la siguiente: 

.. ;(2.22) 

o j 1. 2, .... n 

Tenemos. "n" ecuaciones <2 .22) que constituyen un arreglo "~s 

conveniente". para nuestros fines. ·que el sistema original 

(2. 21 > • En particular sea: 

... <2.23) 

Tornando en cuenta. que una primera aproximacion del vector Q, es 

el vector inicial mostrado a continuación: 

Las aproximaciones sucesivas pueden definirse entonces, como: 

k=1,2 .... ".(2.24) 

Cada elemento del vector <2.24) se obtiene a partir de la 

siguiente ecuación de recurrencia: 

xlk F i. ( X'k-& ~ x2k-11. • . . . • xnk-&) 

Fi. <Xk_&, 
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Suponga que e~iste una región~. donde: 

j=1,2,» ...• n 

Y para todo i en R. existe un nOmero positivoµ < 1, tal q~e: 

~ ¡ªF~<x>I :o:,, 
J•.. X J 

por lo tanto .. si el vector inicial x
0 

pertenece al co_nj~~to.·~. el 

mtttodo iterativo expresado por la ecuación <2.24). converger~-a- la 
solución del sistema' 21

• o sea: 

A diTerencia de los m~todos para sistemas de ecuaciones 
lineales. denominados "exactos". los concernientes a sistemas no 

lineales. acarrean errares de redondeo de un paso a otro. Esto. 
debido a que el resultado en cada iteración puede ser visualizado 

como una nueva suposición o como una aproximación al vector 
solución. Pueden permitirse errores sustanciales, can tal que no 

agiganten el error final o no sobrepasen la tolerancia establecida. 

Aunque existen gran cantidad de m6todos para la solución de 
sistemas de ecuaciones no lineales. se presentan a continuación 

sólo los más comOnes: ~acobi. Gauss-Seidel y Newton-Raphson. siendo 
éste Oltimo la mejor alternativa. 
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II.2.1 METODO ITERATIVO DE JACOBI. 

Consid6rese·un sistema,no lineal cualquie~a. como el sistema 

(2.21), en el cuar, el vector SOll.u:16n' es:' 

y: 

fL<X> = fL<x1 , ><2 , .. ,, xn) i = 1. 2, ... , n 

Este método consiste en transformar el sistema original. en uno 

del tipo de la ecuación (2.22>. Cuya solución se lograr~ mediante 

un ciclo 

recurrencia 

Donde: 

iterativo. apoy~ndose en la 

(2.25>, la cual es: 

xLk F\. ( xt.k-&. xzk-&.. • ••• ><nk-&.) 

Ft. <Xk-t) 

ecuación 

k = número de iteración k = 1. 2, ... 

de 

Rdem~s. se contempla una tolerancia y un vector inicial como el 
siguiente: 

El grado de aproximación en la solución, casi siempre, puede ser 

mejorado al incrementar el número de iteraciones y depurar el 

proceso de cálculo en cada una de ellas. Esta técnica es de 

convergencia lenta y emplea memoria RAM para los elementos 

x~1 en cada iteración. 
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II .2. 2 METODÓ ITERATIVO DE GRUSS-SEIDEL. 

Tomando en cuenta el sistema de ecuaciones <2 .21). el.· cual tiene 

como vector soluc.ión a: 

y: 

1\ <x> i 1,2, .. ,,n 

Entonces: 

i = 1. 2, .... n 

La solución se basa en la utili~ación de la siguiente ecuación 
de recurrencia: 

... <2.26) 

donde: 

k = n~mero de iteración k ;;;;: 1. 2 •... 

Se considera también. una tolerancia y un vector inicial. el 

cual puede ser : 

Este mWtodo converge m~s r~pido que el de Jacobi. ya que una vez 

calculado el componente xlk+i. lo aplica inmediatamente en la misma 
iteración. 
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II.2.3 METODD ITERATIVO DE NEWTON-RAPHSON. 

El .algoritmo para. resolver un sistema de ecuaciones como el 

(2.21> • usando el método de Newton-Raphson. puede resumirse asi: 

(> Elegir un vector inicial. esto es: 

2) Resolver el sistema ae ecuaciones que se muestra a continuación: 

donde: 

i = 1. 2. j = 1, 2 ••••• n 

~~:::número de iteración <1, 2, ••• ) 

El sistema anterior. como se observa. es lineal. El 

es la soluc:16n del sistema <también denominado 

incrementos) y la matr1:: ~ c;k) es el Jacobiano. 

••• (2.27) 

••• C2.28l 

••• C2.29l 

••• (2.30) 

vector 

vector 
'\ 
de 

3) Calc:ufar· la apro:dmac16n de la soluc16n del sistema de 

ecuaciones no lineales original <ec:uac:ión 2.2U, o sea: 

X = X T ll. 
k+1. k k 

••• <2.31) 
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METODO DE NEWTON-RAPHSON 
(Suponiendo un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas) 

X1 

Figura2.8. 

4) VeriT=ic:ar la posible convergencia de la aproximación de la 

solución del sistema de ecuaciones no lineales. Se sugiere la 

siguiente prueba: 

i = 1. 2 • ••• , n 

Si la expresión anterior se cumple para toda •• i". entonces xk+.t 

serA la apro~imación de la solución del sistema de ecuaciones 

no lineales (;;:) <consultar Figura 2. 8), -final izando el cá. lc:ulo. 

Pero si la prueba -falla para alguna "¡ .. • el proceso se repite a 

partir del paso 2. y el cá.lculo iterativo continuarA hast:a 

veri-fic:arse el criterio de tolerancia o hasta que se exceda 

alg(rn limite de iteraciones -fijado <kmd.x). 
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Si los componentes de ~<X> son continuos en la vecindad de un 

punto de.finido por el vector ~ , tal que: 

V si el determinante de § (~) ~ (1 y X' está. muy cercano a a, se 

,asegura la convergencia de~ métodotz>, :s decir: 

Debido a que se usan lo últimos valores :.:~:~ para calcular >:~"'', 
el requerimiento de memoria RAM es menor que en el método iterativo 

de Jacobi~ ademá.s. su convergencia es mucho mas rápida. 

II.2.4 SOLUCION AL PROBLEMA DE DISEFIO DE UN SISTEMA DE RECOLECCION 

Y DISTRIBUCION DE GAS. 

Es .factible establecet· un modelo para el .flujo de gas en un 

sistema de recolección y/o distribución. cuando las condiciones de 

.flujo en cada uno de sus elementos, pu¿dt-n desc1·ib1t·se en términos 

de relaciones matemA.ticas. También posible desarrollar las 

ecuaciones anallticas necesari~s para describir los et=ectos de 

interacción entre los componentes. El método más general y 

e.fect1vo par~ analizar sistemas que manejan gas, es el propuesto 

por M. A. Stoner; en este SLtbcapi tul o se presem:an los fundamentos 

del mismo y se discuten sus aplicaciones. 

En la Figura :!. 9. se muestra un sistema de recolección de gas 

natural r:on régimen de -fluJo permanente~ comúnmente. éstos se 

constituyen por una red de tuberlas y otros elementos. tal~s como: 

compresores. pozos~ reguladores~ válvulas~ etcétera. 
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Cualquier red puede representarse como un sistema integral 

mediante nodos y conector9s de nodos, como se ilustra en la Figura 

2.10. Un nodo simboliza -fisicamente un punto de unión entre dos o 

má.s elementos, incluso~ puede existir adición o extracción de masa 

al sistema a través de él. Los conectores, son elementos que 

permiten la trans-f~rencia de masa de un nodo a otro, por ejemplo, 

tuberias o vAlvulas. 

Al conjunto de conectores se '1e denominarA P, y N al de nodos. 

En un sistema como el descrito, la ley de conservación de masa 

cada uno de los nodos debe satis-facerse, de manera anaUtica se 

tiene: 

F = 
' 

E 
J /<l. j> 

o i e N ••• (2.32) 

donde: 

slj variable que indica el sentido de -flujo, (+1 > si 

el sentido de -flujo es del nodo "i" al "j", y 

(-1) en caso contrario. 

qi.j gasto de gas que .fluye a través del conector de 

los nodos "i" y "j ... 

Oi. término que indica adición o extracción de masa 

al sistema a través del nodo "i". 

Por ejemplo, considerando la Figura 2.10. la ecuación de 

conservación dg masa para el nodo 1, es: 

Ft. = s,,,0 q._.,0 + o, = O 

Cada gasto qi. j puede expresar·se en términos de la di-Fer-encia de 

presión en los extremos del conector-. o sea: 

••• C2.33) 
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donde: 

ci.j = coei=iciente de transmisión de la tuberia • el cual 

está en función de la geometría del tubo, de las 

condiciones de -Flujo y de la composición del gas. 

P¡, presión del fluido en el nodo 11 i 11
• 

P; presión del -Fluido en el nodo .. j ... 

n = exponente que depende de la -forma de la ecuación. 

Al suStituir la ecuación (2.33> en la C2.32) ~ se obtiene: 

o ••• C2.34) 

i e N 

Ademá.s, :si el sistema está balanceado se cumplirá. que: 

o ••• (2.35) 

De esta me1nera. el problema consiste en determinar un conjunto 

de valores Qi. y P¡,~ para toda "Í" EN, que satis-faga las ecuaciones 

(2. 34) y <z. :35). Sin embargo. se presentan N ecuaciones con 2N 

incógnitas CN valores de p má.s N valores de Q). por lo tanto, se 

requiere asignar valor·es a N variables Cvalot·es medidos), siendo 

las N restantes, las inc6gni tas del sistema. Dicha asignación, se 

hará de -forma que las ecuaciones resultantes sean linealmente 

independientes, entonces. como la suma algebraica de los gastos 

exteriores debe ser igual a cero, solamente se puede suponer 

gastos en CN-1} nodos. quedando al menos uno como incógnita. Una 

posible -Forma para calcLtl.:w la c:a.1 da de pres16n en la tuberi a es 

mediante la ecuación de Panhandle<9»: 

[

(p:/zi.) - Cp~ /z.)]o. ~ q,,. = O. 84269 E 0. 6215 J J cf·667 

Lt.j \.j 
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donde: 

qi. j 

E 

pt' pj 

::::i., : j 

Lt J 

di.j 

gasto de gas a c:.s., CMPCDJ. 

Tac:tor de eTic:ienc:ia de la tubería. 
varia de 0.8 a 1.2. 

presiones en los nodos i y j, respec­
tivamente, Clb/pg2

J. 

1-ac:tores de desviación del gas a pi. y 
pJ' respectivamente. 

lonCJitud de la linea entre los nodCJs 
iy-j.CkmJ. 

diámetro de la linea entre los nodos 
i y j, [pgJ. 

De la expresión anterior y considerando la C2.:>3>, se puede 

obtener el coe-Fic:iente de transmisión de la tuberi a (et J >, esto es: 

y para el sentido de -flujo: 

O. 84269 E ,?· 667 

i.J 

pt. - p. 
5

i.j IPt - P;J 

Las ecuaciones que resultan de aplicar la ec:uac:16n <2.34> a cada 

t.1no de los nodos son no lineales. El método que se empleará. para 

resolver dichas ec•_tac:iones es el de Newton-Raphson. Para su 

aplicac16n deben asignarse valores iniciales a las incógnitas del 

sistema. Usando estos valot·es como base. el método proporciona un 

conjunto de correcc1ones que. sumadas a los valores anteriores. 

generarAn que éstos tiendan a la solución. Este proceso con-Forma 

una iteración. Las itet·aciones se contint:Jan hasta que los valores 

obtenidos para las incógnitas satis-fagan. dentro 

tolet·ancia. las ecL1aciones (2.34). 
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Como ocurre con todo pt·oceso iterativo, la convergencia del 

método estA sujeta a la selección de los valores iniciales para 

las i~cOgnitas. Entre mejor- sea la selección~ el proceso convergerá 

mAs aprisa. P.:u-a evitar la divergencia. Stoner<9l sLtgiere que en 

las dos primeras iteraciones, los valores de las correcciones se 

multipliquen por 1/2; aunque con esto. en las últimas etapas 

iterativas disminuye el ritmo de convergencia. 

El simulador numérico desarrollado en este trabaJo se estructuró 

en lenguaje Bas"lc y permite manejar en i=orma grá-Fica el disel't'o de 

la red, mediante el despla=amiento del cursor en la pantalla del 

computador. El modo de grá-Fic:os seleccionado -Fue de 320 200 

pi~eles (scresn 1), el cual i=acilita la ejecución del simulador en 

cualquier tipo de monitor que cuente con tarjeta controladora de 

gráTic:os~ o en su defecto. debe emplearse un programa emulador 

(SIMCGA. EXE. EGC2UTIL. EXE, etcéterai. El programa de cómputo se 

presenta en el disk.et te de consulta. 

REDGAS.BAS <ver apéndice). 

bajo el nombre de 

Cabe mencionar que la matri= asociada al sistema de ecuaciones 

es .. rala.. y que su estructura no varia durante el proceso 

iterativo; no obstante. para -Fines didá.ticos se emplerá.n las 

subrutinas DECDMP y SDLVE, e::puestas en la sección II.1.4. para 

resolver el sistema, por lo tanto, el tiempo de má.quina se verá. 

incrementado. aunque no de ffianera sustancial en problemas peque~os. 

En la pá.gina 68 se e;:pone el diagrama de bloques simpl i-ficado 

(Figura 2.11>. 

DATOS DEL DJSERO. 

La prueba del simulador se harA empleando valores de una red de 

recolección de gas del campo Las Margaritas, Distrito Frontera 

Noreste~ la cual~ está. conectada a 8 pozos y 17 tuberJ. as de 
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distribución <consultar Figura 2.9). Todos los di~m~tros interiores 

son de 2 pulgada5, excepto el de laS 11 neas <9. 10> y 

es de 4. Tomando como base el arreglo de la Figura 

punto A deben entregarse 12 MMFCD de qas y en el e, 

(14, 15). 

2.10, en 

13 MMPCD. 

que 

el 

Se 

conoce la presión en la cabeza de 6 po:os y el gasto en los 2 

restantes. 

Es necesario determinar• 

a> A ql.16 presión •e entregar• el. 9At1 en lo• puntos A y B. 

b) cua.1 ser& el g•sto D._ v tia presión p4 . ~n cada nodo. 

e) El namero de iter•ciones en que •• ll~ga '• la solución. 

Lag valor•• tnici•les • considerar san <por cc.rwención • 1011 

9Astos da producción sel•• asigna signa n•g•tivoit 

ª• m -2.9 CMMPCOJ, 

ª· -3.6 CMMPCDJ, 

ª• = -3.6 CMl'IPCDJ, 

ª· = -::s •. 1 CMMPCDJ, 

Q7 ª -1.2 CMMPCDJ, 

ª• - -6.0 CMMPCDJ, 

p. = 3990 Clb/pg•J, 

p. - 3700 Clb/pg8 J, 

p• 1000 Clb/pg8 J, 

P:ao = :SlOO Clb/pg8 J, 

P,, = 3880 .Clb/pg8 J, 

p .. = ·3900 .CÍb/pg8 J, 

p .. -37SO Clb/pg8 J, 

P,, a 3400 Úb/pg8 J, 
. -. .. 

P1• = 10:¡0 Clb/pg J. 

Todos los datos del sistema de recolección del presente anilisis 

se incluyen en el program• de cómputo, •li1 como su representación 

grATica Cred)~ ·a maner• de ejemplo de aplicación. 
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DISCUSION DE RESULTADOS. 

Con fines de simplificación del problema, se supuso que· el 

~actor de desviación del gas (z) es igual a 1 en todo instante de 

la simulación. y que el factor de eficiencia es igual a o.a. 

En base a eHperimentaci6n. se determin6 una exigua modificación 

al método de Stoner para aceierar la convergencia en redes de m.tls 

de 5 nodos. ésta se basü en que en las tres primeras iteraciones se 

multiplique el vector de ccrreciones por 1).5. Con este criterio. se 

logró obtener la solución en 7 iteraciones y 69.64 segundos; 

considet·ando el ,¡¡étodo tradicional se eJecutan 12 iteraciones en 

119.63 segundos. para alcan~ar resultados aoAlogos <empleando. en 

ambos casos, un computador personal tioo AT. 100'l. compatible con 

IBM>. En la. Tabla 2.2 se plasman estos resulta.dos. 

nodo p Clb/pg2 
J Q CMPCDJ 

3200.00 -3002. 10% 
2 4000.00 -3605.55* 
3 4000.00 -3605.55* 
4 4000.00 -3131.66* 
5 3993. 15* -3000.00 
6 3769.29* -1500.00 
7 3900.00 -1168.66* 
B 4200.00 -5986.49* 
9 3063.79* 12000.00 

10 3103.05* o.oo 
11 3888. 26* O.t)O 
12 3916.00* 0.00 
13 3749.00* o.oo 
14 3426.17* o.oo 
15 3384.46* 13000.00 

Tabla 2. 2. R:esul ta dos del simulador para el e: ampo Las Margar-itas. 

:+. valor•• reaullanl•• pora lo.si i.ncógnit.o.si 
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Debe indicarse que es preponderante elegir la ecuación correcta 

para evaluar las pérdidas de presión en tuberias. puesto que los 
resu.l tados que proporciona el modelo est~n fincados totalmente en 

dicha selección. También. debe determinarse un factor de eficiencia 

que. unido a la ecuación. reprodu=ca las caidas de presión reales. 

Puede observarse que simular sistemas de recolección y/o 

distribución de gas proporciona información esencial, como lo es: 

cuantificar el efecto que producir1a cualquier cambio en el mismo. 

determinar su capacidad ~xima. y estudiar el comportamiento del 
yacimiento. considerando la interacción entre los pozos. 
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I!.3 EJERCICIOS RESUELTOS. 

PII-1. Sea el sistema: 

[

o 
-3 

5 

-7 

2.099 

-1 

Cuya solución exacta es CO. -1. 1JT. 

Empleando el método de Eliminación Gaussiana, investigue el 

efec:to de los pivotes, sobre el error de precisión. 

Suponga que se utili::::a una computadora que maneja 5 cii=ras 

signi-Ficati vas. 

Solución: 

Conformando la matri:::: ampliada del sistema y eligiendo el valor 

del primer elemento de la ecuación 1 como pivote. se tiene: 

paao de la. Eli.mi.nGci.6n OCW••La.l'\O.: 

- mult.i.pli.c1:1ndo la. ec. :l por o. a y •umdndo\.a. a. lo. ec. 2. 
- mullLpli.ca.ndo la. •c. :l por -o. '!S y •umdndola. a. la. ec. 9. 

[

10 

o 
o 

-7 

-0.001 

2.5 

OI 
61 
si 

:.oJ 
2.5 J. 

Ahora. seleccionando al segundo elemento de la ecuación 2 

pivote (recordemos que sólo se manejan 5 cifras significativas, por 

lo tanto, aquellas cantidades que rebasen esta restricci6n serán 

redondeadas> : 
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Zdo . pa.go do La. IELlmlnaci&n aa.1.u~ala.na.: 

- mulLlpl\.ca.ndo La. ac, z por Z.!:lxs.a• y au.mdndola. a. La.. oc. •. 
por Lo qu• •L nuavo r•ngL.Sn a a• t . . . 

•· llic&O e&.• • & • l!IOOOM&O + a • & , DDQISM&O . 
ca.. oau z. !:lw•o 

-7 

-0.001 

o ~.5005x10'' 7 J 6.001 

1.5006x1o' 

Entonces# por sustitución hacia atr~s; 

l..5006x1o' 

1.5005x10
4 

1.0001 

6.001 - 6(1.0001) 
-0.001 

7 + 7<-0.4) 
10 0.42 

-0.4 

La solución obtenida es (0.42. -0.4# 1.0001JT, la cual difiere 

en extremo de la solución exacta ((0# -1. 1JT). Si no existe 

error de redondeo acurnulado. causado por la ejecución de miles de 

operaciones 1 y la matri;: es no singular. ¿cu~l es el problema? La 

dificultad se presenta al elegir un pivote de valor pequeRo en el 
segundo paso de la eliminación. Esto introdujo el uso de un 

mllltiplicador de 2.5x10
9

• por lo que. la ecuación final involucra 

coeficientes que son 10
8 

veces mayores que los originalmente 

planteados. Se deja al lector la verificación de que al 

intercambiar el segundo renglón por el primero# no existir~n 

mu! tiplicadores grandes, y por ende. el resultado ser.i. exac·to. 
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Se puede concluir que si se seleccionan pivotes con valores 

absolutos grandes. que impliquen multiplicadores con valor absoluto 

menor o igual 1, se obtendrAn resultados satis-fa.etarios. A este 

criterio se le denomina Pt:"Voteo Parcial. 

PII-2. Elabore un programa de cómputo para obtener el determinante 

y la inversa de un matri:: "Cuadrada" cualquiera. Emplee las 

subrutinas DECOMP y SOLVE. Considere la siguiente matriz, para 

evaluar el -Funcionamiento del programa: 

[-! -~ J [ ~~ 67 .. :] -7 2i5 
A 9 A-s.= u .. <6 

B ii5 z;; Z35 

7 __!. 5 .. ..... 

Solución: 

Mediante la subrutina DECOMP se puede obtener el determinante de 

una matriz CA), para el lo. se recurre a la siguiente relación, la 

cual involucra elementos calculados por la subrutina mencionada: 

det<A) = IPVTCN> * AC1.1l * AC2,2) * ... * ACN,Nl 

Por otro lado, la inversa de la matri:: de coeficientes <A>, 

puede definirse c:omo la matri:: X, cuyas columnas NJ' satisfacen: 

A :{J , j = 1, 2 •••. , n 

donde: 

es la j-és1ma columna de la matr1:: identidad (l) 
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Entonc:es, la matriz inversa CX>, se obtendrá. invoc:ando a OECOMP 

en una sola ocasión y· a SOLVE "n" vec:es. una para cada c:olumna de 

X. Si se detec:ta singularidad, serA indeterminable e s.>. El 

programa de c:6mputo se presenta en el di.sltet.t.e de consulta. y 

intitula INVERSA.BAS. (ver apéndice). Los resultados ar.r~:dadC)s por 

él, son los siguientes: 

[

o. 3957 o. 2851 

o. 0553 o. 0936 

o. 1489 o. 0213 

0.025~ 
0.0681 

0.1064 

det (A) 235 

Como puede observarse~ existe c:oincidencia total entre los 

elementos de la matriz inversa calculada (X) y la dada como dato 

<A-s.>, debe apuntarse también, que se redondeo a cuatro decimales 

significativos el resultado mostrado. 

II.4 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PPII-1. Se requiere disei"{ar la sección de la torre de per-Forac:ión 

que se muestra en la Figura 2.12. Por lo tanto, deben calcularse 

las fuerzas que ac:tt:Jan en cada barra~ con el propósito de 

determinar el diámetro de éstas. En la parte superior, una fuer=a 

de 20 toneladas simula el efecto de tensi6n, debido a la extrac:c:ión 

o introduc:c:ión de tuberia. En la parte media. una fuerza de 5 

toneladas representa el efecto originado por el ap.oyo de la 

tuberi a contra la estructura. En la parte inferior. una fuer;:a de 

10 tonela~as simula el peso de la estructura metálica. 

Si las ~uerzas horizontales denotan como Fx y las vertic:ales 

como Fy, ademá.s~ considerando condiciones estAtic:as (equilibrio). 
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el problema puede representarse de la manera siguiente1ª1
: 

junta 2 { E Fy 

" + rf• - 20 = o 

{ E Fx rf • + f + rf 
junta 3 .. .. 

E Fy f .. + rf 7 - rr. 

{ ¡: Fx f = o 
junta 4 .. 

¡: Fy f - f, . 
{ E Fx f = o 

junta 5 
.. 

E Fy 
f 'ª - f 

" 

{ ¡: Fx f 
9 

+ rf 
7 

+ rf ._
4 - 5 = o 

junta 6 
¡: Fy f .. + rf-...- rf 7 

- f. ;;:: 

{ E Fx F., + rft.:t. + rf t.!:I =o 
junta 7 

E Fy f , .. + rfs.~ - rf s.s. - ft.D 

{ ¡: Fx f .. 
junta 8 

¡: Fy f , .. - fu o 

{ E Fx rf •• - rf - f , .. o 
junta 9 

... 
¡: Fy rf t.• + rf 'º - f.,. o 

{ ¡: Fx f '7 + rf UI :::; o 
junta 10 

¡: Fy f :zo - rf us- f &6:::; 

junta 11 { ¡: Fy 10 - rf .. 9 - f 20 ::: o 

Realice un programa que involucre a las subrutinas DECOl"IP y 

SOLVE, para resolver el problema planteado. 
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101i:swladlo1 

Figura 2.12. Diseño de torre de perforación. 

PPII-2. La importancia de poseer una herramienta Que permita 

simular el comportamiento de un sitema de conducción de Tluidos en 

des fases~ con rltgimen estacionario, través de tuberl as. es 

incalculable. ya que con el la se pueden disef'l'ar redes para la 

recolección y distribución de Tluidos. asi como optimizar los 

sistemas existentes. En base al simulador de Tlujo de gas en 

régimen permanente~ elabore un pt'"ograma de cómputo que simule el 

Tlujo biTá.sico en tuberias horizontales, empleando el método 

propuesto por Begss y Brill <referencia: Bril.l.. J, P. y Be99s. H. 

D., Two phase fl.ow in Pipes. abril. z979~. 
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CAPITULO lll 

INTERPOLACION V APROXIMACION NUMERICA 

En cualquier rama de la Ciencia. sea ésta: Ingenier1a, 

Matemáticas Aplicaoas. etcé~era. es necesario lograr soluciones. 

prácticas y rápidas, d2 fen6menos o procesos -fi sicos y qui micos. En 

ocasiones. tales even~os se conocen sólo de manera tabulada o 

grA-fica. es entonces. cuando la posibilidad de interpolar los datos 

o de generar una función de apra~:imaci6n se torna primordial~ pues 

con ello se obtiene una solución referida los parAmetros en 

estudio. Esta técnica evita el reproducir el proceso o -fenómeno. 

con el consecuente ahorro de tiempo e inversión. 

l II. 1 !NTERF'DLAC!ON EXACTA. 

Suponga que se cuenta con un conjunto de pares de puntos 

(puntos base), definidos el conjunto IR2
, tal que: 

Los valores de las ordenadas (y\.). son el resultado de alguna 

observación experimental o de algLma relación matemá.tica y 

corresponden a las condiciones l\. Si se desea conocer 

el valor oe y para ~: .-= 

manera que: 
'\ .. deberá. crearse un -función 

i = 1. 2, ...• n 
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Ademá.s. la citada función debe proporcionar valores razonables 

para -f<x>, x ~ Ni... El criterio para definir valor razonable varia 

de acuerdo al problema analizado y esta supeditado a los 

requet·imientos del analista. Si las ordenadas (yi.). con-forman Ltna 

-función matemá.tic:a stiaue y poseen un cierto número de ci-fras 

decimales exactas. se esperará.. que la solución sea satis-factoria. 

Si los puntos <xl. se det·ivan de observaciones 

experimentales muy precisas, de -forma que puederi considerarse 

ttbres de er·ror, es apropiado interpolarlos mediante una -función 

suave~ como la que o-frece la técnica de los Splines Ctlbicos (que se 

expondrá.. posteriormente). Si por el contrario. provienen de 

experimentos relativamente burdos o imprecisos. es c:'\bsurdo obligar 

a que la función interpoladora se ajuste e::.o<cta.mente todos los 

puntos dato. En tal caso, ser.a su-ficiente con ajLtst.ar Lina función 

global para lograr resultados aceptables. 

El punto clave de la interpolación.. es de-finir· como debe 

comportarse una funct.On. ra2on.able a t1·avés de les puntos dato. 

Debido a que los puntos base pueden interpolarse con un número 

in-Finito de .funciones distintas, es necesario emitir algún criterio 

para elegir alguna de ellas. El criterio tipico se sustenta en la 

suavidad y simplicidad de la función a seleccionar. 

La suavidad de una Tunción esta dada por el valor mfLximo de 

lf'' <x>I· Entre menor sea dicho valor. la suavidad irA en aumento. 

La simplicidad se refiere al grado de la -función y también debe ser 

el mi nimo valor posible. 

Aunque existen diversas '"funciones de interpolación -monomiales, 

polinomiales, trigonométricas o de Fourier, e:<ponenciales y 

racionales- se detal larAn sólo las polinomiales .• por ser las más 

empleadas (consultar sección 111.2, Aproximación Funcional). 
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II 1. l. 1 INTERPDLACIDN .. PDLINOMIAL. 

Dad~s las parejas de valores CxL, -fC><i..>=yi.), i 

y el pol ihomio de--iriterp0laci6n 

o, 1, 2, ••• , n 

El criterio má.s evidente para determinar los coe-fic:ientes de 

pn (x) ~ es el sat:is-facer la siguiente expresión: 

i =O, 1, 2, ••. , n ••• (3.1) 

Entonces~ el polinom10 pn(x) de n-ésimc grado debe reproducir 

eHactamente a -f(:<), para los n+l argumentos Este 

razonamiento. bdsado en el teorema de Weierstrass, es especialmente 

importante. ya QLte e~:iste un polinomio único de grado "º" o menor, 

que cumpla tal aseveración<u. Un polinomio c:on esas 

caracteristicas es denominado potinomio de interpotaci&n d9 n-ésímo 

grado, 

Nótese. que la ecuación (3.1) establece que debe satis-facerse el 

valor de pn C:c). para toda '\• pero de ninguna manera garantiza la 

aproximación exacta de -f<:-:> para x ~ >\, es decir, para argumentos 

di-ferentes de los puntos base. En la Figura 3.1 se presenta de 

manera esquemAt1ca un polinomio interpolador para n = 3. 

Aunque la mayorJ.a de las TormQlas de interpolación que la 

literatura brinda, aparentemente sean disJ.mbolas. aquéllas que 

empleen como información idénticos puntos base y el criterio de la 

ecuación (3.1), para calcular los coeficientes a0 ~ ª•' 
deben ser básicamente iguales. 
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f(x} 

!(•) 

•• P.!1~·2. 

INTERPOLACION POLINOMIAL 
Para 4 pares de puntos dato 

1 
- - ..................... (x2, f(x2)) 

X 

Figura 3.1. 

La interpolación polinomial puede representarse por un si'stema 

de ecuaciones lineales~ o sea: 

. 
210 + 211;\o + ªzxo . 
ªo + a,xt. + ªzxt. . 
ªo + ªs.xz + ªzxz 

+ 

+ 

+ 

n 
+ a X no 

+ a xn 
n l 

n + a X n z 

+ ... + 
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El. dete:rr~i~ari.te _ d"e ·1~\º·m.~~~iz; d_e_ p:Ci~f i:cientes; el cual se conoce 
como deté_rffiinarte<·de·-_~ariderm0r1de: es: 

1 

n 
x. 

Se observa que para 1' xL, i pi! j, este determinante es 

diferente de cero, por lo tanto. existe una solución ónica para 

cada ªL' es decir. habr~ un polinomio Onico pn(x), que se ajuste 

co~ exactitud a f(x) en los puntos dato. 

Ya que los coeficientes del polinomio elegido pueden obtenerse 

al resolver el sistema de ecuaciones inherente a t:Pl, surge la 

pregunta: ¿Para qué emplear formtl:las de interpolación? Existen dos 

ra;:ones fundamentales. La primera. es que dar solución a sistemas 

de ecuaciones lineales de cualquier tarnaf'io. no es una tarea 

sencilla. sobre todo. cuando ~e ~e a mano. La segunda, y quiz~ la 
m~s importante, es que la matriz de coeficientes es mal 

condicionada. Un ejemplo clásico, es el de los valores xL 
igualmente espaciados en el intervalo [O. 1]. que al ser 

sustituidos en las funciones 1. x. x2
• • •• , xn. producen elementos 

positivos entre O y 1. gener~ndose una estrecha dependencia entre 

las columnas o renglones de la matriz de coeficientes. 
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III.i.2 INTERPOLACION POLINOMIAL DE LAGRANGE. 

La ecuación de interpolación de Lagrange eS la~·Si9ü'ien:te: 

Pn<x>= ªo (X - •.> <x - •2> 
+ ª• <x - •o) <x - •2) 

+ ª2 ex - xo-> <x _x .. _> 

+ ªn-t.Cx - x0 )_ Cx - X") 

+ an (X - X0 ) (X - X t. ) 

<x ~ xn-z) .- Cx - ~n) + 
<x - xn-z) <x - xn_,> .. .(3 ;2) 

En la ecuación <3.2). los coeficientes a
0

, a.,. ªn• ser.i.n 

determinados de tal forma que: pn <xl.) = f <xl), i = O, 1, 2. . ..• n. 

Por lo tanto: 

ªL 

.. .(3 .3) 

La forma condensada de la expresión de Lagrange se obtiene al 

sustituir la ecuación <3.3) en la <3.2>. o sea: 

Donde: 

n (X - Xj) 

Ll<x> =J~c<xf.- xJ> 

J•L 
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En la expresión <3.4). cada valor de f<xL) es multiplicado por 

Li.<x). el cual es un polinomio de ajuste de n-ésimo grado. ya que 

est4 constituido por "n" factores Cx - xJ). 

Una desventaja de esta técnica. es la gran cantidad de 

operaciones que deben realizarse cuando se desean varias 

interpolaciones: con el mismo conjunto de puntos dato <el nórnero de 

operaciones y el ·tiempo de ejecución son proporcionales a nª). Otra 

desventaja, se presenta cuando se pretende incrementar en uno. el 

grado del polinomio<adici6n de un nuevo término). puesto que se 

requiere el c.á.lculo completo de todos los valores Li. ( x) . Por lo 

tanto. el polinomio de interpolación de Lagrange no es recomendable 

cuando el grado del polinomio no se conoce ex prtort.. 

III.1.3 VRLUACION DE POLINOMIOS. 

En algunos casos, en un programa de cómputo se requiere valuar 

reiterad amente un polinomio para cierto nórnero de argumentos. Es 

en·tonces, que se hace vi tal la r~pida valuación de dicho polinomio. 

Consid•rese el siguiente polinomio: 

Cuya valuación en lenguaje Bcu:ic es: 

P = A(N + 1l 

FOR I = 1 TO N 

P = P + A(!) * X - <N - I + 1) 

NEXT I 

Usualmente se emplean nCn+1)/2 multiplicaciones y "n" adiciones. 
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Una t•cnica simple para optimi=ar la valuación de un polinomio 

es la denominada regla de Hornsr, conocida también como diuisidn o 
au.tttuci&n stnt•t(ca, que consiste en un re-arreglo del polinomio 

original. esto es: 

Que en lenguaje Basic se puede valuar como: 

P AC1) 

FOR I = 1 TO N 

P = P * X + ACI + 1> 
NEXT 

El algar i tmo anterior realiza solamente """ rnul·tiplicaciones y 

adiciones. Esta t6cnica enarbola el nombre de W. G. Horner, porque 
•1 la publicó en 1819, sin embargo, fue propuesta 100 anos antes 

por Isaac Newton. 

III.1.4 SUBRUTINA SPLINE. 

Antes de describir las bondades de la técnica SPLINE, se 

mostrar~ su Ambito teórico. Las funciones cúbicas Splino 

constituyen una técnica interpoladora reciente y se caracterizan 

por ser continuas. ademAs, su primera y segunda derivadas tambi~n 

lo son. 

Las funciones cObicas Spline ajustan n-1 polinomios de tercer 

grado, es decir, un polinomio para cada uno de los n-1 intervalos 
definidos. Esta es la principal diferencia con respecto a las 

t~cnicas de interpolación tradicionales, en las cuales se ajusta un 
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polinomio único a .los"º'' pares-de puntos base <Figuras 3.2 a y b). 

La teoria de los Splines se expone a continuación: 

Sean las abscisas Ca = x
0 

> < x.t. < ••• < Cx~= b) y las ordenadas 

[Y\.], i = O, 1, 2, .... , n. Puede demostrarsec9
) que de todas las 

f'unciones TCx> con sequnda derivada continua en el intervalo 

(a, b]. tales que TCxi.> =Y¡,• la Tunción c(abica Spline sCx>. con 

segunda derivada igual a cero en los extremos del citado intervalo, 

S 77 (a) = s'' (b) =o. minimi;;:a la integral: 

.r: (f'' • <x> >2 
d:< 

Esto es: 

J! (s'' <x> )2 
d:: S t C-f'' (X) )

2 dx 

La -función cO:bica Spline con condición s'' (a) s• • (b) o, 
es denominada Spltne natural y posee la menor curvatura <mayor 

suavidad) de entre todas las ~unciones que pueden interpolar los 

puntos dato. 

En los n-1 intervalos. se tiene igual n(amero de secciones 

separadas de curvas c(abicas, cada una con 4 parametros, por lo que 

habrá. 4n-4 elementos determinar. El hecho de que s<>:> sea 

continua, y que su primera y segunda derivadas también lo sean en 

los n-2 nodos interiores ::,.. adiciona 3(n-2) condiciones. Como 

s<xi.> = Y;, en cada uno de los nodos, se introducen "n" condiciones 

mas, siendo 4n-6 el nómero total de parAmetros a determinar. Para 

generar un sistema compatible~ deben incluirse dos condiciones 

extra~ que pueden estar dadas por las condiciones de ~rentera. 

s~ ~(a) = s~ • (b) = O~ 

Construir una Tunci6n Spline un proceso simple y 
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1 FUNCION POLINOMICA UNICA DE GRADO n-1 1 

(x1,y1) 

X 

Figura 3.2a. 

n-1 FUNCIONES CUBICAS SPLINE AJUSTADAS EN n-1 INTERVALOS 

(X1, y1) 

S2(X) 

~ (x3,y:J) 

~. 

X 

Figura 3.2b. 
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numtfrr icamente estable. Supóngase el sub intervalo (XL. xL+:L) • y que: 

w = 1 - w 

Debido a __ .. qúe_.,¿_fluc:tó~ :en ta.l_ subiritervalo. w variar~ de O a 1 y 
W de. 1·,: a_ ~--~·-"A_h_~r:a·;-._repre~_e'":'tarido la funciÓn Spline por medio de: 

:- .. - ·- __ ·--_.' :-.-.-- -- -

·_._s~-~~ .=<-W ~~+:L +_'-W yt.· + h~ [(w'fj - W) ºt.+:L + cWª - W> O'LJ 

Doride:.-.; 

-al y ªL+&. Son constantes por- determinar. 

Los dos primeros t~rminos de la expresión anterior representan 

una interpolación lineal, mientras que los t•rminos entre 

par6ntesis rectangulares reali~an una corrección cóbica. que 
generarA la suavidad en la solución. Obsérvese que el término 

corrector desaparece en los 

subintervalo. de manera que: 

puntos 

s(xi.) = Y¡, 

s < xl·H.) = YL+:L 

inicial final del 

Según esto, la función s<x> interpola exactamente los datos, sin 

importar cuales sean los valores de aL. 

Considerando que: 

w'= w'= 

Adem!Ls, diferenciando en tres ocasiones la función s<x> y 

utilizando la reqla de la cadena se obtiene: 

s'(x) 
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s' '' Cx) 

6w º'-•• + 6W ªt: 

6(0'\.+&- a\.)/hL 

Debe senalarse que s'.' Cx) es una- fUnción lineal, 

interpola entre los valores 6aL+& y 6oL. Consecuentemente: 

s' '(X\.) 

ªL = --6--

la cual 

Lo que explica el significado de ºL' pero, no determina su 

valor. Ade~s. s'''Cx) es constante en cada subintervalo y 

s''''Cx) =O, puesto que sCx) es una función cObica. Si se evalOa 

s'Cx> en los puntos extremo del subintervalo se tiene: 

y: 

donde: 

En las expresiones anteriores se emplea de manera temporal s+ y 

s~. ya que la formúla para sCx) se cumple sólo en el intervalo 

rx". xl.+t. J y las derivadas en los puntos extremo no est.i.n 
claramente definidas. Con la finalidad de lograr la continuidad 
deseada en s'Cx), se fijan las siguientes condiciones en los puntos 

ínter iores : 

2. 3, ...• n-1 

Aún cuando s~ CxL) se calcule al considerar el subintervalo 
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[xl-1.' xLJ, su 'fórmula puede~ obtenerse. al reemplazar 11 i•~ por i-1 en 

s~Cxl+&'' lo que-origina: 

Reordenadá: 

h\.-1. ªl.-1. + 2Chl.-& 

i = 2. 3, • n-1 

La expresión anterior genera un sistema de n-2 ecuaciones 

lineales con "n" incógnitas. ªt.• i = 1. 2, . . . • n. Entonces. deben 
ser adicionadas dos condiciones m.1s para lograr una solución ónica. 

Tal problema se resuelve considerando un Spline natural, puesto que 

s''(x~) = s''(xn) =O. implicando que ª1. = ºn =O. 

Un Spline con estas condiciones frontera define un sistema de 

n-2 ecuaciones lineales y n-2 incógnitas. de forma que: 

h2 

2Ch +h 1 
2 • 

h ach +h 1 h a 
n-• n-11 n-2 n-2 n-z 

h Zlh •h 1 a 
n-11 n-a n-& n-& 

A -A 
• 2 

A -ll. . . 
A -A 

n-2 n-• 
A -ll. 

n-i n-z 
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Este sistema puede resolverse mediante las subrutinas DECOMP y 

SOLVE; no obstante. la matriz de coe-ficientes presenta 

las siguientes caracterist1cas especiales: 

1) Es tri-diagonal. 

2) Es simétrica. 

3) Para cualquier x._<>:
2
< ••• <:<n• la matriz es no 

singular y generalmente estA bien condicionada. 

Por lo tanto, emplear el algoritmo de Thomas reduce el tiempo de 

ejecución y la cantidad de operaciones por reali=ar. 

Si el Spline se va a evaluar muchas veces. es recomendable 

calcular y almacenar los coe.ficientes .del Spline 

bi., el. y dt.' i = 1, 2, •• ., n-1, para cada intervalo Cxi., 

siendo: 

s<x) Y¡,+ bi. <x - >\> + ci. <x - l\)
2 

+ di.<:: --:<;_>ª· 

><¡_ :S X :i Xi,+j. 

cúbico, 

xi.•• J' 

Dichos coe-ficientes, pueden obtenerse con 

siguientes: 

las ecuaciones 

b, 
yi.+._- v, - h, <a. + 20"i.) 

h, •+t 

e, 30'i. 

"'· - .. , 
d, 

•+t 

h, 

i = 1, 2, ... , n-1 

De esta manera se simpli-fican manipulaciones de sb:}, tales como 

derivaciones e integraciones. 
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La subrutina SPLINE t1ene implementada la técnica descrita, para 

calcular los coe~ic1entes de la función cúbica del mismo nombre. 

Los comentarios que aparecen en la rutina <checar el diskette de 

consulta, archivo SPLINE. BAS>. describen la forma de usarla. Una 

vez calculados los coet=icientes por SPLINE, el subprograma SEVAL 

valúa el Spline correspondiente al dato a interpolar. Tal 

subprograma, con -fot"mato de f:Unción C/unction>. cuenta con una 

innovación <desarrollada en este trabajo), que permite elegir el 

tipo de búsqueda a ejecutar. sea ésta binaria o secuencial, cuando 

la variable independiente a interpolar no se encuentra en el mismo 

intervalo de la llamada orevia. la Tinalidad de ubicar el 

intervalo apropiado. Por último. es pertinente apuntar que los 

valores de la variable independiente <abscisas), deben 

proporcionarse en estricto orden ascendente Cxs.<x2< ••• <xn), para 

asegurar que los valores arrojados por SPLINE sean con-fiables y 

correctos. 

III.1.4.1 INTERPOLACION SPLINE EN TRES DIMENSIONES. 

Si se tienen "º" datos en el eje de las abscisas y "m" en el de 

las ordenadas, cada uno de ellos can su respectivo valor en el eje 

axial CZ), de tal forma que las coordenadas de cada punto sean: 

i = 1 ~ 2. • •• , n; j = 1. 2. 

Los (m ~: n> puntos base de-finen una región rectangular de 

interpolación en el plano X-Yª El problema ser~ entonces de~inir el 

valor =.• en cualquier punto (H• ~ y•). El procedimiento el 

siguiente: 

a) Para cada yJ seleccionar las parejas de puntos <:\. ::Lj) 
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correspondientes y obtener las <n-1 >: m> .funciones Spline 

skj<x), k = 1. 2 •••• , n-1. involucrad.3.s.' 

b) Una primera apr~oximaci6n ::•• en el pu-rlt.a·-(>(•~'.:'-Y~>, ~.'e.·°¡_og~a :~l 
elegir aquél conjunto de funciones skj <x>, ~ m, 

que interpolen en el intervalo rxk, 

con >1k S x•s xk+s. .. Enseguida calcular:._ 

e) Considerando la pareja de valores 

Tunciones Spline respectivas y 

apropia.dada (intervalo correcto), el 

esto es: 

· -Analiticamente 

Este procedimiento arroja.ria resultados idénticos para z*, si en 

el inciso (a), en lugar de seleccionar las parejas <>:i., zLj), se 

hubiesen elegido las <yi., zi.j). para cada ><¡: 

Ill.1.5 SOLUCIONA LA INTERPOLACION DEL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD 

DE UN GAS NATURAL. 

Para tal efecto, se empleara el método de interpolación SPLINE 

en tres dimensiones. Entonces, considerando los parámetros 

involucrados, es decir, "n" datos de presión <abscisas), "ffi" de 

temperatura <ordenadas) y "n :·: ffi" del factor de compresibilidad 

del gas (cotas), se ejecutará el procedimiento siguiente: 
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1) Para cada Tj. j = 1. 2 •••• , m, seleccionar el conjunto de 

valores (pt.. Zt.j>, 1. 2. n~ y obtener las 

Tunciones Spline correspondientes, las cuales se valuarAn 

en la abscisa de interés (presión a interpolar, Pint>. En 

lenguaje Baste, se tiene: 

FOR J 1 TO M 

INPUT T(J) 

FOR 1 = 1 TO N 

INPUT P(I) 

INPUT Z(ll 

NEXT 

CALL SPLINE <N, PO, z"(¡, Bil·, CO, 0()) 

ZAUX (J) = SEVAL <N, Pint, Po;· zo, BO, co, DO> 

NEXT 'f 

2) Ahora~ sólo restará invocar a SPLINE para el 

valores <Tj. ZAUXj>. j = 1. 2, ••• , m. Debe 

apro~imación del 

conjunto 

sertalarse 

-Factor 

de 

que 

de ZAUXj es una primera 

compresibilidad y es el resultado del paso anterior. 

Finalmente. las nuevas -funciones generadas se valuarán en 

la ordenada de inter4-s <temperatur·a a interpolar, Tint> .. 

En lenguaje Ba.sic, esto puede escribirse como: 

CALL SFLINE <M, TO, ZAUXO, BO, CO, 0()) 

Zint = SEVAL <M, Tint. TO, ZAUXO, BO, C<l, 0()) 

F'RINT Zint 

El programa de cómputo que aqui se presenta <INT3DIM.BAS. 

consultar archivo INDICE.BAT del d(skette anexo>, se estructuró en 
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lenguaje Basi.c. v permite. ademá.s de interpolar el .factor de 

compresibilidad de un gas natural a partit· de SLI presión y 

temperatura. crear una base de datos (archivos con extensión DAT> 

que contenga la in.for·mación b:t.sica del citado gas. evitAndose con 

esto, el capturar tal in.formación cada vez que se requiera e-fectuar 

alguna interpolación. En la Figura 3.3, pá.gina 96. se muestra de 

manera simpli.ficada el diagrama de bloques del programa e:{puesto. 

DATOS BASICOS PARA LA INTEl':POLACION. 

Por un gasoducto .fluye un gas natural que contiene O. 7'- de 

nitrógeno. Fue anali:::ado en laboratorio para obt.ener· su -factor de 

compresibi 1 i dad y asi poder determinar su comportamiento través 

de la red de distribL1ci6n.. Si las condiciones de transporte 

se modi.ficaran. los datos del an~lisis dejarian de ser vAlidos. 

entonces. cuando la ayuda de un procedimiento de interpolación se 

hace necesaria. En la Tabla 3.1 se muestran los resultados del 

aná.lisis. 

ti:~::i:~.J Factor de compresibilidad <Z> 
32°F lüü•F 190°F 29ú•F 

1. 4 (1.6685 (1.821-3 0.9097 (l. 9557 
1.6 0.6593 0.8044 0.9009 0.9516 
1.8 0.6433 0.7896 0.8943 0.9486 
2.0 0.6369 0.7805 0.8899 0.9472 
3 .. 0 0.6981 0.7901 0.8932 0.9571 
4.0 0.8103 0.8600 0.9~56 1).9890 
5.0 0.9333 0.9516 1.0050 1.1)384 

Tabla 3.1. Datos del aná.lisis de un gas natural. 

Como puede observarse. la presión varia de 1.4 a 5.0 lb/pg2 abs y 

la temperatura de ::2 a 280•F~ por lo que, los rangos. de 

interpolación podr!an ser de 0.5 a 6 lb/pg2 abs pat"a la presión y de 

O a 300•F para la temperatura. Esta consideración está contemplada 

en el programa de cómputo .. También. debe aclararse que en dicho 
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programa el nOmero de bases de datos se restringe a 4 para la 

temperatura (con sus factores de compresibi~idad correspondientes) 
y a uno para la presión. 

DISCUS ION DE RESULTADOS . 

Los resultados obtenidos son aceptables. sin embargo. puesto 

que existe un rango muy extenso. mayor de 60•F. entre la 

información respectiva a cada temperatura. pueden 

resultados poco precisos. Al interpolar para valores 
presentarse 

alejados de 

los limites superior e inferior del intervalo de datos. se tienen 

resultados raros o· ilógicos, esto es debido a que SPLINE permite 

interpolaciones satisfactorias. mas no 
tanto. mientras mayor cóntinuídad 

extrapolaciones. Por lo 

posea la 

proporcionada. m~s acertada ser~ la interpolación 

información 

ejecutada. 
Algunos resultados se muestran de manera tabular a continuación. 

ci=~==~~~-J 
Factor de compres1bJ.J.J.dad <Z) 

50•F 150•F 250•F 
1.0 0.8086 0.8961 0.9669 
1.5 o .7173 o .8736 0.9379 
2.5 o .6891 o .8436 0.9329 
3.5 0.7681 o .8718 o .9558 
4.5 0.8787 o .9398 1. 0017 
5.5 o .9844 1.0209 1.0697 

Tabla 3.2. Resultados del simulador del factor de compresibilidad. 

III .2 APROXIMRCION FI INCIONAL. 

En las secciones anteriores se establecieron m4todos de 

interpolación para encontrar la ecuaCión de la curva que contiene a 
todos y cada uno de los "n" puntos base. 
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La c:urva continua de la Figura 3.4, representa la aoro:<irr.ac:ión 

obtF.mida c:on algtl:n método de interpolación. Ahora, se trata de 

encontrar la ec:uaci6n de una c:urva que. aunque no pase por todos 

los puntos, tenga poc:as variaciones (sea suave. como la c:urva de 

tra:;::o disc:ont!nuo de la Figura ::.4) y pase lo mA.s c:erca posible de 

todos ellos. Antes de c1pl ic:ar cualquier técnica para tal problema, 

debe elegirse la -forma de la curva que va a ser ajustada al 

conjunto de puntos dato. La ecuación de dicha curva puede obtenerse 

por conocimiento previo del problema. es decir~ por la 

interpretación -f1 sica del -fenómeno. o en -Forma arbitraria. 

observando que ec:uaci6n conocida describe apro:-:imadamente esta 

curva. 

y 

COMPARACION GRAFICA ENTRE LA 
INTERPOLACION Y LA APROXIMACION FUNCIONAL 

REPRESENTACION POR INTERPOLACION 

APROXIM~C:.l!;J!:' ~<;;I?!"AL y=f(x) 

X 

Figura 3.4. 
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Las funciones de aproximación g(x) m•s comunes, son aquellas que 

involucran combinaciones lineales de funciones base o simples. 

{gl<x>}· y tienen la forma: 

Las funciones base mAs usadas son las monomiales {xl}· 

2 •...• n. las de Fourier {sin kx. cos kx}. k =o. 1, 2, 
las exponenciales {ebl<x>}. i =O, 1. 2 •...• n. 

o. 1, 

n, Y 

Las combinaciones lineales de funciones monomiales desembocan en 

los polinomios de la 'forma: 

La combinación lineal de funciones de Fourier conforma las 
aproximaciones siguientes: 

f(x) ::: g(x) = a
0 

+ a11.cos x + a
2
cos 2x + ... + ancas nx + 

+ b,sen x + b 2 sen 2x + ... + bn sen nx 

Las aproximaciones que emplean funciones exponenciales 

constituyen un mode.lo no lineal. o sea: 

fCx) "' gCx) 

Las aproximaciones racionales, aunque se emplean en menor grado. 

son: 

f(X) "'g(X) 

gg 



En las téc:nicas que se desc:ribirán a continuación. sólo se 

considerará el caso donde el nOmero "n" de puntos dato. 

igi.tal, que el nó:mero "ffi" de coe-Ficientes de la 

aproximación (grado del polinomio). 

l!I.2.1 METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS. 

sea mayor o 

-Función de 

Este método-permite generar una -Func:ión, que ajuste una curva 

suave a un conjunto de pares de puntos. tales que: 

Antes de mostrar las ecuaciones de esta técnica. debemos de-finir 

el concepto de restduo. Residuo es la diferencia de las ordenadas, 

entre la curva de ajuste y los datos base, para un valor de abscisa 

(x) dado <ver Figura 3. 5). Representando como Ri. a este residuo. 

analíticamente se tiene: 

i = 1, 2, ••• , n 

El método de los Mínimos Cuadrados consiste, entonces, en 

determinar los vaiores de los coeficientes de una -función de 

aproximación. de grado "m", de manera que se minimice la suma de 

les cuadrados de los residuos. La Terma de tal -función es: 
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1 RESIDUOS (Ri) EN UN AJUSTE DE CURVAS 1 

• • • • • y 

• 

. . 
o XI 

X 

Figura 3.5. 

El conjunto de ecuaciOnes a emplear~ denominadas normat&~''º'• 
es: 

n 
na

0 
+ ª• I: x, + ª• l •• 

n 
I: (Xi. )z + ... + ªm I: (xL )m 

t=&. l=t. 
n n 

ªo I: x, + ª• I: ( x, >" + 
l=• l=i. 

n 
a 

D I: (XL )z + ª• .I:<x,>" 
l=l L=l 

+ ... + ªm 

... (3 .5) 

En forma matricial e!:>te !::istema puede ser eser i to simplemente como: 

P e = q 



Donde: 

P matri= de coeficientes del sistema (3.5) 

de orden <nxn). 

C vector de "ID" coeficientes incógnita {at.}• 
del sistema <3.5). 

¡:¡ vector de "n" t•rminos independientes del 

sistema <3 .5). 

De primera mano. el sistema P C q. puede solucionarse 

empleando las subrutinas DECOMP y SOLVE. Pero, dado que la matriz P 

es simt=ftrica. la memoria requerida puede reducirse la mitad. 
adem.ls. P es una matriz positiva definida. por lo cual no es 

nécesario buscar un elemento pivote. ya que los elementos de la 
diagonal principal serán todos diferentes de cero. 

Regularmente. la matriz P tiene un nOmero de condición (COND). 
demasiado grande. Esto provoca que cualquier error cometido en los 

datos, por 1nfimo que •ste sea. se traduzca en uno amplificado al 

calcular los coeficientes. De igual forma. cuando las funciones 

base {gi.Cx)}. muestren dependencia. la matriz P sera singular 

considerAndose entonces. su número de condición como infinito. 

Evidentemente. cualquier técnica que evite la generación de 
números de condición grandes en la matriz P. puede suponerse un 

buen detector de dependencia lineal entre las funciones base. En el 
siguiente subtema se describir• el mi'todo de la Descomposición del 
Valor Singular, que permite detectar y manejar el problema de la 
dependencia en las funciones base. 
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III.2.2 DESCOMPOSICION DEL VALOR SINGULAR (DVS) Y SUBRUTINA SVD. 

El roótodo de Descomposición del Valor Singular <DVS), calcula 

los coeficientes del problema de Minimos Cuadrados y estA basado en 

la factorización de la matriz de esos coeFicientes. 

La t•cnica inicia con la conformación de la matriz de dise~o a 

partir de los datos base. o sea. una matriz A de orden <mxn>. cuyos 

elementos est~n definidos por la siguiente expresión; 

Si "Y" denota al vector de "m" tQrminos independientes {Yl}· y 

"C" al de coeficientes. entonces la aproximación del modelo 

matemj.tico lineal. est~ dada por: 

1. 2 •...• m 

Y en forma matricial se tiene: 

A C :: Y 

El método DVS descompone a la matriz A en las matrices E, U y V. 

~ es una matri~ diagonal de orden <mxn) y sus elementos {al} 
no-negativos. son los valores singulares de la matriz A. Las 

matrices U. de orden (mxm). y v. de (nxn)~ son ortogonales y 

unitarias, y se empl~~n en la transformación del sistema A C ::: y, 

en un sistema equivalente (E C ~y,. Por lo que. si A se expresa 
como U l: Vl. se tend r.i que : 

103 



Dado el car~cter ortogonal de U y V Cesto es. U UL= I y 

u-1.= Ul). la expresión anterior puede esct-ib.ir~_e como: 

O _tambilftn: 

:e e' "'y' 

Donde: 

e 
y' 

Los valores singulares de la matriz A. est~n dados por las 
ra1 ces cuadradas de los valores caracteri sticos de la matriz A AL. 

que por cierto son iguales a los de la matriz At. A. Los vectores 
singulares. i~quierdo y derecho. son los vectores caracter1sticos 

de las matrices A Al y Al A. respectivamente. y constituyen las 

columnas de las matrices U y V. 

Si las funciones base gl(x) fueran linealmente independientes en 

los punto dato, entonces los valores singulares serian diferentes 

de cero. 

El método DVS debe considerar una tolerancia T. la cual refleje 

la precisión de los datos originales. Cualquier valor singular al 
mayor que dicha tolerancia. será. aceptado y su correspondiente 

coeficiente cJ podr~ evaluarse con la relación: 

c. 
J 

Si algón valor singular ªtes menor que T, se considerar~ nulo y 

su coeficiente asociado se igualar~ a cero. Una vez definidos los 
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valores singulares m.á.ximo y minimo. puede e'fectuarse el cociente 

entre ambos para ob·tener. de manera alternativa. el nómero de 

condición de la matri= A. es decir: 

Cond CA) 

La t•cnica DVS se encuentra totalmente programa en la subrutina 

SVD (S,ngular Vatu~ Decomposttton.l. la cual puede consultarse. 

junto con un programa fuente CSVD.BAS>. en el disco 'flexible 

adjunto Cver ap6ndice). Las siguientes sentencias en lenguaje B~tc 

permiten ilustrar el uso de la subrutina mencionada. 

La matriz de diseRo puede generarse con el siguiente grupo de 

instrucciones: 

FOR I = 1 TO M 

TC!) = abscisa del i-•simo punto base 

Y<I> = ordenada del i-dlsimo punto base 

FOR J= 1 TO N 

A<I.~> = j-dlsima Función base evaluada en TCI) 

NEXT J .I 

En el caso de aproximación polinomial. una manera e'ficiente de 

constituir a la matr i:: A. es: 

FOR I = 1 TO M 

T(!) = 

ven = 
ACI,1) 1.0 

FOR J= ::? TO N 

ACI,J) = TCIJ * ACI,J-1) 
NEXT J,I 

A continuación. se debe incluir la llamada a SVD <leer los 

comentarios que aparecen en la subrutina para conocer los detalles 
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de su uso). esto es: 

CALL SVD <NM, M. N, A. SIGMA, 1, U, 1. V, IERR, WORK) 
IF IERR <> O THEN 

PRINT "ERROR DETECTADO POR SVD" 
END 

ENDIF 

El sigui~nte segmento detecta el valor singular rn~ximo y m1nimo 

y ubica los valores singulares despreciables, adem•s, se inicializa 

el vector de coeficientes: 

SIGMAMAX = O . O 
SIGMAMIN = SIGMA<1) 
FOR .J = 1. TO N 

IF SIG~l'l(.J) > SIGMAMAX THEN SIGMAMAX 
IF SIGMA<.J> < SIGMAMIN THEN SIGMAMIN 

C(.J)=O.O 
NEXT .J 
CIJND = SIGMAMAX / SIGMAMIN 

SIGMA<.J) 
SIGMA<.J) 

Ahora, se fija un error relativo de tolerancia, RELERR. Si por 

ejemplo. los datos tienen una exactitud de 3 decimales. entonces 

RELERR ;:: 10-•. Por lo tanto. la tolerancia (T) en el error absoluto 

ser~: 

TAU = RELERR * SIGMAMAX 

El siguiente paso es obtener los coeficientes de la función de 

aproximación. en base a I: vl e ~ ul y . 
FOR .J = 1 TO N 

IF SIGMA(.J) <= TAU THEN GOTO 60 

s =o.o 
FOR I = 1 TO M 

S = S + U<I ,.J) * Y<I> 
NEXT l 
S = S / SIGMA(.J) 
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FOR I = l. TO N 

CCI> = C<I> + S • VCI,J) 

NEXT I 

60 NEXT =1 

Nótese, que M es el nOmero de elementos de Y y el de renglones 

en A y U. N es el número de elementos de C y e1_de renglones en V. 

Todas la matrices tienen N columnas. 

Los coeficientes est~n listos para ser utilizádos: 

FOR I = l. TO N 

PRINT "C("; I; ") ="; c.CCI). 

NEXT I 

Para evaluar el modelo en cualquier punto TT~ se propone: 

YY = O .O 

FOR =1 = l. TO N 

YY YY + C(J) * (j-4isima función base evaluada en TT> 

NEXT J 

Para modelos polinomiales~ se recomienda emplear el esquema de 

Horner: 
YY = O .O 

FOR JB = l. TO N 

J = N + l. - =1B 

YY TT * YY + CCJ> 

NEXT I 

La ra1z cuadrada de la suma del cuadrado de los residuos, es la 

cantidad que se est~ minimizando y puede calcularse con: 

RSQ =O.O 

FOR I = l. TO M 

RI = O. O 

FOR J = l. TO N 
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RI = RI + C(J) * A<I,Jl 
NEXT J 

RSO = RSQ + <RI - Y<I> >•2 

NEXT I 
R = SOR<RSlll 

III.2.3 AJUSTE DE FAMILIAS DE CURVAS•. 

Considérese una -Función en tres dimensiones y con dos variables 

independientes, y= ·F<x. z), la cual conf'orma una .familia de curvas 

como las mostradas en la Figura 3. 6. El procedimiento que se 

propone para ajustar un polinomio a esta familia de c:ut·vas, es el 

siguiente: 

1> Ordenar de manera tabular los valores (::. y>, para z =\.• 
i = 1. 2 •••• , n. 

2> Ajustar. mediante M1nimos Cuadrados. un polinomio estos 

puntos. obteniéndose una expresión que de manera general tiene 

la forma: 

y = ai..o + C\ •• " + ªi..z ::2 + ... + ª· xm para z, •.m 
i = 1, 4, 

Donde "º" representa el número de datos y "ffi" el grado del 

polinomio. Como es consabido, los c:oe-Fic:i~ntds ai..o ai..,., 

a. , se determinan con el mismo ajuste polinomial. 
<.m 

3) El conjunto de ecuaciones del paso 2. puede reducirse otro 

del tipo: 

• SEOUN NOTAS DEL N. C • .J. TONAS LJ.NON. H. 
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y 

... (3.5) 

sef'ialando Donde .. los coe.f~c.ient~s bl. son 'funciones de 

ªt.,o # ~ ªt, 1.'~· •••• ªt., m 1° corresponden a :;:: = :zL. Por lo tanto. 

coeficientes de la ecuación (3.6)., están definidas 

las ~·xpresiones enseguida mostradas: 

bo co,o + co,12 + co,z z z + + co,m 
,,m 

b, + + z + + z m 
c,,o c1,1z c1,z z ct,m 

bm = ~ e + z z + + e :;: m 
cm,o m,1z cm,z m,m 

que 

las 

por 

Los coeficientes c 0 ,0 .. c 0 , 1 .c0
,
2 

co,m• de la ecuación 

para b0 • son el resultado de un ajuste polinomial en el que se 

han considerado las parejas de puntos C;:z1 • a
1 
.o). (z

2
• ªz .. o). 

1 FAMILIA DE CURVAS EN 3 DIMENSIONES 1 

X 

Figura 3.6. 
109 



<.=n'.···ª.n·C:-~~ º,ª, ;~anera· __ aná."ioga, los coe-ficientes c 100 , 

e , e: , -·• •• ;, e: , ··son el producto de un ajuste polinomial s..i. s..z '-'-· t.m ;. __ ,. · · · ·. _ 
c_on l'?S o_u~_tos-.·(::~~--·-~~ .. 'f.)'·. ·(Z2 ~ ªz~i.)' .••• , (zn. ªn,s.). V as! 
sucesivame_nte,,~ hasta c··c:.alcular ti;:>dos los coeTicientes bm 

restantes. 

III.2.4 INTROOUCCION AL METODO DE ESTIMACION DE KRIGING. 

En la exploración y explotación pett·olera. normalmente se tiene 

un conjunto -Finito de valores espacialmente distribuidos de la 

variable en estudio. a partir de los cuales, debe reconstruirse el 

.fenómeno con la -Fidelidad y con-Fiabilidad su'ficiente para la toma 

de decisiones que coadyuven al desarrollo de un yacimiento. En la 

Industria Petrolera la obtención de in.formación es dificil y 

costosa, por tanto, es necesario cuanti-Ficar con mA.s exactitud y 

veracide.d las variables recabadas, utili::ando nuevas y mejores 

técnicas para el procesamiento de datos. 

La Geoestadistica, que -fue definida por Georges Matheron (1962) 

como "la aplicación de las -funciones aleatorias al reconocimiento y 

estimación de -fen6menos naturales .. , considera que las variables de 

dichos -fen6menos son de cará.cter mixto. es decit· est.á.n compuestos 

de dos partes, una estructural y otra estocastica. La 

muestra. una gr-á.Tica de mediciones de porcentaje 

Figura 3.7a 

de mineral 

efectuadas a lo largo de cierta dirección en un yacimiento minero. 

Pueden apreciarse dos caracteristicas: una local. de comportamiento 

errá.t ice o aleatorio. y otra general. con cual ida des estructurales. 

Describir -fenómenos distr·ibuidos espacialmente como lo son las 

-formaciones geol6g1cas (cimas y oases) o las propiedades 1-1 sicas 

de una roca (porosidad, permeabill~ad). permite evaluar las 
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DISTRIBUCION DE UNA VARIABLE NATURAL 

ZONA CE ALTA CONCENTRACION 

DISTANCIA [X] 

Figura 3.7a. 

1 REPRESENTACION GRAFICA DE UN CAMPO PETROLERO 

X 

X 

X 

Mediante el análisis de pruebas de presión se calculó la 
permeabilidad de cada pozo 

Figura 3.7b. 
111 



condiciones de saturación de agua. capacidüd de -Flujo, 1 ndice de 

hidrocarburos, etcétera. Estas distribuciones pueden representarse 

por alguna -Func16n o modelo mate~t1co. que resulta la mayorla de 

las veces tan complicado en su expresión como en su solución. 

Considérese que se desea obtener un plano con-Figurado de las 

permeabilidades calculadas través de pruebas de presión 

efectuadas en un cierto nOmero de pozos <Figura 3.7b). Lo primero 

que se observa que la información no está. di str i bu! da 

regularmente en el espacio. Esto impedir! a la aplicación del método 

de las funciones Spline o del método de Minimos Cuadrados. Otra 

caracteri st ica importante. que la información se encuentra 

agrupada en ciertas porciones del A.rea en estudio, formando lo que 

se conoce como nubes da informaci.On. El ajuste de una superficie 

polinomial producirla. bajo estas circunstancias. resultados 

incoherentes debido a que la información ~s aislada estarla 

ejerciendo fuerte influencia sobre los coeficientes 

polinomios resultantes. 

de 

Por tales motivos, se han creado otros métodos 

los 

de 

interpolación~ tales como el de Ponderación con Respecto al Inverso 

de la Distancia, Ponderación con Respecto al Inverso del Cuadrado 

de la Distancia, etcétera. los cuales empleados conjuntamente con 

la técnica de Búsqueda Octal pueden producir resultados aceptables. 

Todos estos métodos. sin embargo. no pueden evitar el error 

inherente a todo proceso de interpolación. La Técnica de Estimación 

de Kriging <denominada asl en honor del Doctor Daniel H. l(rige de 

la escuela sudafricana>, ademtl.s de ser un método interpolador 

exacto y de minimizar el error, toma cuenta las relaciones 

espaciales del -fenómeno natural y permite la detección de rasgos 

caracteristic:os. tales como continuidad. variación en dit=erentes 

direcciones y la influencia de la variable alrededor de su 

vecindad. Contempla también. como ya se mencionó. que el valor de 

una variable es el resultaoo de 2 procesos, uno estructural y otro 

estocá.stico. 

112 



El Método de t~riging es una t4'cnica de estimación local la cual 

proporciona el mejor estimador lineal de las caracter1sticas 
desconocidas del fenómeno en estudio. El objetivo de la estimación 

local es encontrar el estimador m.i.s eficaz del valor medio de una 
varioble asociada a un dominio limitado. y de dimensiones menores a 

las dimensiones de la :::ona de cuasi-estacionaridad del fenómeno. es 

decir. aquella =ona en la cual la función acumulativa de 

distribución permanece constante bajo efectos de traslación. en 
otras palabras. las distancias entre los puntos en estudio son 

menores o iguales a las de la zona considerada para propósitos de 
estimación. 

La información requerida por este método consiste de un conjunto 

de datos <permeabilidad, porosidad. porcentaje de mineral. tiempos 

de reflexión, etc•tera). e información estructural. es decir. el 

modelo del semivariograma que caracteriza la variabilidad en 
diferentes direcciones. de la :zona estudiada. El sernivar iograma 

<r), define el grado de continuidad de la variable, su =ona de 
influencia y su mayor o menor variación en distintas direcciones. 

De la forma de la gr~fica de espaciamiento entre pares de datos Ch) 
vs. semivariograma r<h), se obtiene valiosa información acerca de 

una variable. Si se tienen puntos dispuestos regularmente a lo 
largo de una lineal el semivariograma puede calcularse. para 

incrementos de espaciamiento h. mediante la siguiente expresión: 

N 2 
r<hJ = 1/2 NI: [Z<x1+h) - Z<x1Jl ... 

Donde Z<xl) son los datos. xl son las localizaciones tal que los 

datos estén disponibles en xi y xt+h. y N es el nómero de puntos. 

La teoria desarrollada es como sigue: sea Z<x) 

aleatoria, con media ELZ(x)J = m. covariancia E(Z(x+h) 
= C(h) y variograma EE-jZ<x+h) - Z<xJ~2 l = 2r<hJ. El 

estimar el valor medio de la variable Zv<x 0 ) asociada 
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V<x0 ) con centro en el punto x0 . Los datos experimentales pueden 

estar dados por el conjunto de valores ~Zv~· a=1. 2 •...• n~. donde 
cada valor Zv~ est~ definido sobre el soporte va con centro en 

punto Ka. El valor ZvCx 0 ) ser~ estimado lineal:ente. a partir 

los n datos experimentales. con el estimador Zk: 

el 

de 

Los n coeficientes ka se calcular~n asegurando que EAª= 1. ya 
que as1 se garanti=a que el valor esperado de Zv sea igual al 

valor, tambi•n esperado. de z:. es decir: 

y la variancia dé estimación a: se obtiene con: 

C<V.V> - 2 ¡:>.._ .c<v,..V> + ¡: ¡:>..,. >..~ C<v,..v~> 
c:n:st. ot=t. fl=t. 

Aplicando el método de los Multiplicadores de Lagrange es 

posible encontrar el conjunto óptimo de coeficientes ka• y por 

supuesto sujetos a la condición t ~~= 1. Al igualar a cero las n 
derivadas parciales: 

y al considerar la función restricción E Aª= 

sistema lineal de <n+1) ecuaciones y <n+1) 

coeficientes ka ~s el multiplicador de Lagrange 

denomina SL#tGm.cr. K.riging, esto es: 

1. se define 

incógnitas <los 
µ>. el cual 

;I .. 1. 2 •...• n 

1-1-4 

un 

n 

se 



Una ·vez· reSue.l.to~· él: .. sistema para .. los·" .i::~éf .. ~~-f~í!~·~~ ·-~~ ~ .la 
ObtenCi6;,·:de ··la .v.3riáric.fa, de. estiITTaC1on nlrniríla a:· ~s; inme.dia~a: 

z ... n 

¡: "-.. ¡;cv ... V) + " - r<V ,V) .. .. 
El Sistema Kriging arrojar~ una solución ónica toda vez que la 

matriz de covariancia C<voi,vp) sea una matri:: definida 

positivamente. Dado que la t~cnica de Kr iging minimi:;:::a el error del 

proceso de interpolación, permite la detección de rasgos 
caracterLsticos contemplando las relaciones espaciales del fenómeno 

natural en estudio, se le puede considerar corno uno de los rnátodos 

de interpolación tridimensional m~s eficaces y confiables. A la 

fecha, se constituye como una herramienta de uso incipiente en el 
•rea de Ingenier1a de Yacimientos Petroleros, con aplicaciones 

especificas en la caracterización de yacimientos. 

III. 2. 5 CALCULO DE LOS COEFICIENTES DEL ~IODELO PARA LA OPTIMIZACION 

DE LA PERFORACION. 

El objetivo de este proyecto, es obtener los coeficientes de la 

expresión que define el comportamiento de la velocidad de 

penetración de la barrena sobre la formación, a partir de 
información del proceso mismo de perforación, como lo es: la 

densidad equivalente de circulación, la profundidad de perforación, 
el gradiente de pres;_6n, el peso sobre la barrena, la velocidad de 

la mesa rotaria, el desgaste de los dientes de la barrena y el 

nómero de Reynolds. 

El t6rmino de optimt:zaei&n ds Z.a per/ora.t!i.On se aplica a 

procedimientos que permiten seleccionar la hidrAulica a chorro, el 
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peso sobre la barrena. la velocidad de rotai::·i61"'!. el :tipo y las 

propiedades del .lodo. el tipo ·de barrena. etc~tera. El modelo que 

se adoptará es el propuesto por Bourgoyne y Youngu.u ... el cual · sólo 

permite la optimización d~l peso s~bre la barrena. la velocidad de 

perforación y la hidr~ulica a chorro. La ecuación que simula tal 

modelo de perforación, es: 

Donde: 

Ln [~~] 

ª&• ...• a.= coeficientes del modelo. 

x
2 

= 10.000 - D ; efecto de compactación normal. 

x. = nº·ºº<gP- 9.0) ; efecto de sobre-compactación. 

x
4 

D <gp - po.) ; efecto de la presión diferencial. 

x,. 

Ln[~-Qf),] 4. o - Qf), efecto del diAmetro y del peso 
sobre la barrena. 

Ln [1~0] efecto de la velocidad de rotación. 

x7 -h ; efecto del desgaste de los dientes de la barrena. 

- p q 
x. - 35U 1-' dn ; efecto hidr~ulico de la barrena <número de 

Reynolds). 

D = profundidad. (pieJ. 

gp gradiente de presión. (lb/gal J. 

pe densidad equivalente de circulación, (lb/galJ. 

dn di:a.metro de la tobera. (pg J. 

a- peso sobre la barrena. C1000 lb/pg J. 

~)l:;:: peso inicial sobre la barrena. (1000 lb/pgJ. 

N velocidad de la rotaría. CrpmJ. 

h desgwste del diente de la barrena. [fracción]. 

p densidad del lodo. [lb/galJ. 
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q veloc:idad de .flujo. Cgal/minJ. 

µ viscosidad aparente del lodo a 10001) r:seg-t J. CcpJ. 

Para obtener el valor de los coeficientes del modelo es 

necesario emplear un procedimiento de aproximación .funcional. 

por lo tanto, la técnica que determinara dichos coeficientes. sera 

la de la Descomposición del Valor Singular (subrutina SVD). 

descrita en un SLlbtema antecedente. 

El programa desarrollado .facilita la obtención de los 8 

coe.ficientes del modelo, y ademá.s, la creación de archivos para la 

lectura/escritura de la información base (8 archivos con capacidad 

para 30 datos cada uno~ extensión OTO). El lenguaje de programac1ón 

adoptado es el Basi.c (Qui.c}t Ba.si.c >. 

El programa de cómputo se presenta en el di.sltette de consulta 

<OPTPERF.BAS. ver apéndice>, y su diagrama simplificado de bloques. 

en la Figura 3.8. 

DATOS DEL PROBLEMA PLANTEADO. 

Teóricamente, sólo se requieren 8 datos para resolver el modelo 

de perforación pero, como la ecuación no simula al 100F. las 

condiciones de la misma, debe usarse un nómero ra:onable. que se 

propone sea cuando menos 30. Los datos mencionados se tomaron del 

trabajo original de Bourgoyne y Youngu.11
, y pertenecen a una 

formación de !as costas de Louisiana. E.U.A.; ellos se consignan en 

las Tablas 3.1 a y b (el peso inicial sobre la barrena es de 

0.5 [1000 lb/pgJ). 
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uoru11,uo 
YIUINU.no 
IUHIUoHO 
YU.IOTACoHO 
lllNUHtHO 
11111ous.no 
UllSUUl,HO 
IUUOl"olJO 

' ' ' 

"'"'"·"'LJ 

noru11.no 

EJ 
VIUIMUoUO 
un.un.no 
v1uouc,no 
11111Hn,no 
1n11ous.no 
1111suu1,no 

1 
uuro111,no 

' ' 

0 

fiJUN. 3.1. Di¡fl'UI dt hlltllts Ul l'NINIY. PIN Ohhntf' los Coetlchntts 41') i.odda pm 

ll OJti•ilut:n U Ja l'trloml/n. 
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' ' "· : 
D!SCUSION ,DE· RES.UL!A,DOS. 

Los coeficientes obtenidos· ál 'ejecUtar el programa propuesto. 

son los sigliientes: 

ª• 6.0566E-08 
a

2 
2 .5285E-04 

NO. paor. VEL.. DIC PICS:O s:oaa.:: VS:L.. DIC DES:Q, DICL 
DATO PENET, .... aA.RalCNA llOTAc:uJN DJ:ENTIC 

lpl•J 1pl.•/tu•1 Ci.OOOLb/pgl 1rpm1 t frClcJ 

'OGt.G.O 2a.o :z. o• ...... o 0.?7 

q••o.o 22.0 '·'ª 
'"·º o .... o • ..,. .. t.02!10. o 'º·º o.,O!I 87,0 o.'º 

5 '0890. O .... o 
'· 02 711.0 

t.aaoo. o 'º·º ... 69 

'O!S71S .. o ..... o t., IS6 ª'·o o. 7• 

'º.'º·o ...... .. ... 6?.0 o .•• 
t.!S,0 ..... O,IS? 

•o t.t.060. o t.!I. 7 a. oa 69.0 

t.'4?G.o '"'·º ... "º ??.O 0.20 

t.t.??D. o .... !S a .... aa.o o.'ª 
&.t.940. o .... 2. 26 67.0 0.20 

t.20?0. o .... 2. O?' o. o• 

&.IS.IS ...... 69,0 

&2000. o .... . a. •2 lllS,0 

&? &.29?11. o •2.? ?7.0 

&•011•. o .... a, IZO ?•.o 

&.•2110. o ..... "' a. •:a ?6.0 o ••• 

20 &a?oa. o t.2.0: ... 60 ª'·º 0.156 

'"'º"º·º ª'· .. '· º' ?a.o 

......... 11.0 'º·º ... ?• "''·º 
'••9a. o .... 7 a.oo ?6,0 ... ••0011.0 ªº· 2 a.•a 711,0 

H us•rso.o 2? ... ::r:. t.2 8!1,0 o .... .. i.!S740.0 ....... :Z, BIS 711.0 0.111 .. .. &6&11!1. o a • .&7 ªº·º 
20 i.&.82!1. o '"'·º •• ?• .... o 

&70&.0. o ..... •. 76 6!1,0 o.o .. 
2026!S. o '"·º a.'' o.º' 

Tabla 3.3a. Datos de perforación. 
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ª• 5.3ó31E-04 

.... -9.8133E-05 

a 
~ 

-3. 0509E-08 

ª6 2 .0383E-08 

a 
7 

-2. 9540E-ú8 

ª• 2 .2855E-08 

La exactitud de los resultados depende estrechamente de la 

No, Na. DE DENS::XDAD DRADrENTE 

DATO RS:VNOLD&:: DE PRESIXON 

.. .. .. 

26 

Z7 .. ... 

o. 064 

o.11z7 
o. 97111. 

o. 9114. 

o. o•.c. 

o.ºª' 
o. 9'.ilZ 

o. •7• 
o. 11711 

o.•117 
Q,D!SZ 

o.97& 
O. OQa 

t..:lll:S 

Q, 4t.O 

... zoo 

o. !:122 

o. :u.z 

t Lb/ga.l 1 e Lb..,ga.l 1 

0.7 

º·" 
º·" 

o. 7 o, :l 

Q, 7 o. z 
o, 11 o. a ..... 
o •• 

10. a 
10.s 

.t.!S... sz ... 
t!S. 7 t.Ol.O 

16. 3 14.' 

16. 7 

16. 7 1.6, :l 

16.. us.: z 

16, 11 

17, z 

t.7. a 
17. Q 

17. !:I 

17. 6 

.ta..a. 

Tabla 3 .3b. Datos de perforación (continuación), 
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-forma de la ecuación del modelo v de los valores de los pará.met.ros 

de per-forac:ión usados. es decir. los valores de !-:º. 

Adená:'=. la velocidad de penetración y de rotación. y el ceso sobre 

barrena, deben registrarse en intervalos cortos p.o\ra asegurar que 

son representativos del tipo de -formación atrave::ada. Es adecuado 

un intervalo de 2 a 5 pies. para garanti::ar el registro de datos 

representativos. 

Una ve:: con1-ormado el polinom10 del modelo. puede ob~enerse. 

mediante ecuaciones matemá.ticas que quedan .fuera del alcance de 

este proyecto~ la velocidad de rotación. el peso sobre la barrena 

y la hidráulica óptimos. as1 como. los costos por pie perforado. 

La -finalidad de optimi;::ar tales parámetros es lograr m.;o:imi;::ar el 

ritmo de penetración. 

III.3 EJERCICIOS RESUELTOS. 

PIII-1. Aplique el método de •(ric;iing al conjunto de datos de 

porosidad mostrados en las Tablas 3. 4 a y b. La grá-fica del 

semivariograma promedio se muestra en la Figura 3. 9. Esta 

in-formación proviene de 65 po;::os del c,..mpo Miguel Alemán. situado 

en la porción sureste del Paleoc:anal de Chicontepecc i.
6

J \Figura 

3.10). 

Solución: 

El progr-ama de cómputo empleado se estructut·ó en lenguaJe Quick 

Sasic~ y mediante la técnica de f(riging estima el valor de una 
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1 DISTRIBUCION DE POZOS CON MUESTREO DE POROSIDAD 1 
86136_•'-------'1.,.36'-------''"'"40'-------'1.,.42;_ ___ .....;.144 ___ 86 

64 

82 

80 

78 

76 

74 

72 
136 

o~ 
~~~:~~~~ ··················1····················¡---················ 64 

········r···················r···················-r···················-r·················· 82 

........ L ............... li .. l~ ..... º~····o:···.Lo:················t.................. "° 
: 

0 o o'?o0o 0°08 :go 0o o ¡ 
: o o'?o 0° 0 ° ó'. o: o o ; 

········t·············~··º·f .. ~ ....... 9;;:0·1~·0-~o······o~··fo·~··············· 78 

·········r·· .. ···············r·········· .. ·······-r····················r··················· 78 

··••·•••l••••••••••·••·••·•·l·········••·O·•·••l··••••••••••••·•···-r·················•• 74 

72 
136 140 142 144 

Figura 3.9. 

SEMIV ARIOGRAMA PROMEDIO PARA LA POROSIDAD 1 . 

0.0020 .. j CAMPOMIGIJEl.Al.EMAN ¡ .......................................................... . 
~ 0.0015 

MESETk 0.0013 (FRACCION2) 

1 ~ < 0.0010 

g 
0.0005 

1 
1 .............. ~ ....................................................................... . 
1 
1 
1 
1 
1 
1 ........................................................................................ 
1 
1 
1 
1 AANGODECOAAEl.ACION: 1.8km 
1 

DISTANCIA (km) 

Figura 3.1 O. 
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MUICS:TRA ºº?egjx ºº?e:ajv POROS:l:DAD 

,, •. ª' 
,, •• tl.2 7• ..... O. ti.O 

''ª· 70 7• ••• o. •2 

,,2, ... , o. •c. ...... ., .. o .... 
,,., Olllio 77, 02 

.. ,a, a:a 77 .... 

''º· ... 77,,. o, tl.C. 

''º· ... , 
,, ... a::1 77, , • 

.. , ... •o 

.. ,0,20 ........ 
""º· º' 7•,20 

..... 7• 7• .... O, &IS 

tlaO. DO 7•.•• .. ... o .•• ... .... , ...... o. ti.? ......... .. .. ..... ........ o ... , .. ••o.•• 7 •••• .. t.90 • ., • 7•,?a ... ""º· •• 7 ••• , ... "'º· ., ........ , o. tl!l ......... 7•. fll' o ... , 

''º· ,. 7•. ºª 0.20 

""º· tl.2 7o.•• o .... 

""º· •• 70.86 o .... 
.. ,0,1!50 70,60 

"'º· ,. 70, 02 

, ••• 07 70,00 

"ªº· 7& 7•. 07 ......... 70 ••• o ..... ..... .,.. 
'ªº· ... 70,•• 
tl.90. ,. 70 ••• 

t1.ao. oo 

t1.aa. fllO 70.?' 

..... ºª 70.&7 o ..... , ...... 70, ..... 0.2• 

'ªº· •? o. 24. 

'ªº· ?7 

'ªº• Oa 
70,00 

Tabla 3.4a. Dalos del Campo MigL1el Alem.fa.n. 
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MUEST•A cor~~jx COc¿>~gjy POROSIDAD ... t4.t.. t.'5 79, •• o. t6 

47 139.99 90,62 o. 17 

1a9. t.z •o.? o. Zt. 

t.<&o. az 7<&.oa o. t.'5 

"º ........ , 79,06 

:l<&:l. 92 79.9'!1 o. 1'5 

:l<&0.69 • 79,'59 o. t<& 

t<&0.60 79.Za o. ta ... .t.<&O. ea 8!1. t.Z o. 198 

"" t<&t. 7t 7•. !SI. o. t7 

...... 3'5 7•. !SZ o. t!5 

57 ....... 9'5 7• ••• o. ta ... t.<&Z. 3? 78,89 o. za 
, ...... !S<& 79.60 o. 16 
., •• '5? 79.67 O, tB'!I ... ...... 72 79,Z!S 0.26 

79.26 o. ta ... s.42. t6 79.ZO o. S.'5 

•<&Z.60 ??. 8'!1 o. t.S 

"" ....... 8'!1 77. 9t o. t7 

Tabla 3.4b. Datos del Campo Miguel Alemá.n (continuación>. 

variable aleatoria natural~ en este caso porosidad. Para fines 

pr~cticos, el yacimiento se subdivide en 12 bloques cuadrados de 2 

km de ancho cada uno (4 celdas en la dirección X y 3 en la Y>.. Al 

Jtt:rigearse cada celda despliega una comparación~ grá.Tica y 

nUmérica, entre el resultado obtenido y el calculado con métodos 

estadisticos convencionales. 

Los resultados se observan en la '.abla 3.5 y se almacenan en un 

archivo llamado RESGLOBA.RES, en general son congt·uentes, pero se 

ven a.fectados por el número de datos cicunscritos a la celda en 

anAlisis en cada paso del proceso de estimación (celdas 1, 4, y 12. 

con O, 1 y 2 datos respectivamente). 

Para hacer má.s diná.mico eJ uso de este programa. se incluye un 

archivo en código ASCII a manera de base de datos <DATOS.REG. 
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consultar ·ápén-~_i,cel. él cual contiene los datos requeridos por la 

técnica'·de_. Kriging. El diagrama simolif'icado de -t=lujo se presenta 

en la página 126 CFigura 3.11). 

0.177 0.173 (1.170 0.192 

0.162 ú.163 0.206 0.181 .. 
o.ooo o.ooo 0.133 0.172 . . 7 <O 

Tabla 3.5. Estimación de la porosidad del Campo Miguel Alemá.n. 

III.4 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PPlll-1. Poettmann y Carpente1·• han de-finido una e::presión 

analitica que permite obtener la caida de presión en tuberias 

verticales con -flujo multif~sico~ dicha expresión es la siguiente: 

Donde: 

p 

q 

M 

L>p 1 [ T CqM) 
2 

] 

Añ = T44 p + :2.979E-5 p d'!J 

es la densidad de la mezcla sin resbalamiento, 
t lbm/p ie9 J. 

es el gasto de aceite, Lbl/diaJ. 

es la masa asociad,::.. a un ba1·ril de aceite, 
Clbm/blo a c.s.J. 

es el Tactor de -fricción, el cual depende 
del pt·oducto qM. 

es el diámetro intet"no de la tuberia. CpgJ. 

es el gradiente de presión~ tlb/pgzpieJ. 
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CORRELACIONES DEL FACTOR DE FRICCION 

+-·--:---- -· ·-
1 ! 

0.1 

0.001 '---~----'-----'-----'----'-----' 
o 20 40 60 80 100 

1.77E-4(QM)/d 
Figura 3.12. Correlaciones de 

Poettmann-Carpenter y Baxendell-Thomas. 

120 

Encuentre, dado un cierto diá.metro de tucer.1 a Cd), el gasto de 

aceite por masa de la mezcla (qM> que produ:::c:a la mi nima ca! da de 

presión. 

En base a la der· i va da de Ap/t..h c:on respecto al gasto CqM) 

igualada a cero, se logra estimar el gasto qL1e generará. la c:ai da 

m1 nima de presión. No obstante, el factor de -Fricción .f. depende 

también del gasto <qM). pct· lo que resulta necesario encontrar- una 

función que exprese f en términos de (qM). Tal .función deberA 

reemplazarse por -F antes de proceder a la derivación. La Figura 

3.12 enpresa el factor de -Fricción r en términos de (qM) /d. Emplee 

la técnica de los M1 ni mas Cuadrados la de Descomposición del 

Valor Singular. para ajustar una -función a las curvas mostradas. 

Sustitúyala en la ecuación de Poettmann y Carpenter. y de-fina la 

e:-<presi6n del gasto (qMl en términos del diámetro d~ para la cual 

la ca.1 da de presión en la tuber1 a sea m1 nima. 
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CAPITULO IV 

INTEGRACION NUMERICA 

Evaluar una inte;;iral de-f1nida .r: f(:d d:: 

por métodos matemá.t1cos .• es -frecuentemente una tarea diT1cil, aún 

cuando -f<x> presente una -fot·ma anal1t1ca simple. ATortunadamente, 

el Aná.l is is Numérico o-frec2 diversas téc:nicas para integrar 

Tunc:iones deT1nicas en Terma ta.bular. obtenidas de algú:n 

e>:perimento o simol2mente valuando la -función en cuestión. Una 

ventaja adicional de estos métodos numét·ic:os. es que son Tá.cilmente 

programables en cualcL1ier eqLlico de cómputo. desde una calculador& 

de bolsillo hasta una computadora de gran capacidad. 

En el A.rea petrolera. es conveniente poseer técnicas senci ! las y 

eí-ícientes para dar solución a las integrales involucradas en el 

c:Alculo de algunos ot·oblemas. por· eJemplo. puede citarse la 

Fugacidad o el Potencial de Gas f;:eal, m(p). 

L.::1 elección del método de integración mAs .:.tpropiado para un 

problema pat·t1cular-. está regida por· la cam:.1dad de in-formación 

disponible sobre la i=unc ión. Básic&mente, en este capitulo se 

consideran sóio aquél las -fLmciones reales con una sola variable 

independiente. x. definidas en el intervalo Ca. bJ. 

Tales -funciones pueden agruparse en 4 categol"i as: 

1> Los valores de f(:\)• están d1sponioles sólo para ciertos 

puntos ~:i. del intervalo ca. bJ. 

2) La función i=(x). está bien definida y puede evaluarse para 
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cualquier·: Va"lor·-',~-~~·j<' :~;/{~·~· E(l 'i'~ter.Va16 ra. bJ. ·. 
-: ..... ~: . ·>·;: . :~. :· - :_~:--.· '•. :: 

3) la de.f=if"!i.c:ión 'de. ia -Fun~-~ón puede· extenderse anal! ticamente al 

campo _de los_··valot:'es comPlejos de la ·variable x. 

4) La -Función -f(M) tiene una ecuación explicita disponible, con 

-forma apropiada, para su manipulación simb6lica. 

Las -Funciones de la primera categorla son el resultado de 

mediciones experimentales para varios puntos :"\, los cuales 

a menudo no están uni-Formemente espaciados, o pueden haber sido 

obt~nidos de tablas para valores equidistantes de :\. 

En las dos primer-as categor1 as, se encuentran las -funciones cuya 

di-Ferenciación numérica es más di-ficil que la integración, esto 

ocurre puesto que la di-ferenciaci6n nL1mér1ca tiende a magnificar 

cualquier error inherente a los datos. mientras que la integración 

tiende a suavi;!at· o disminuir el error. Si los valores de la 

-Función son conocidos o pueden calcularse con cierta e:<ac:titud. los 

métodos de integración basados en -funciones Spline -Funciones 

polinómicas presentan resultados satis-factorios, no obstante, si 

los valores de la -función muestran ruido. entonces, los resultados 

pueden ser ine~tactos. 

Como ejemplo de -funciones en la tercera c:ategor1 a. se encuentran 

las con-formadas por- c:ompl icadas expresiones trigonométricas o por 

-funciones elementales; y s1 su e>rtensión al dominio de los 

complejos es -factible.. la 

aceptables. 

integración producirá. resultados 

Para las -funciones de la cuar-ta y !rl tima categor1 a, la 

di-Ferenc:iación simbólica por computadora es má.s sencilla que la 

integración, ya que $610 involucra cálculos elernentales. 
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En el ambito de los Métodos Numéricos. el término .regla o 

cuadratura. englctJa algoritmos con los cuales es posible calcular, 

apro>:imd.damente. integr-'3.les de-finidas. En lo sucesiva·. s~ 

detallarán solamente ta.s cuadraturas. o r·eglas. aplicables a las 

-Funciones contempld.das poi· las dos primeras categorias expuestas. 

rv.1 REGLAS DEL RECTANGULO y DEL .TRAPEiDIDE. 

Suponga que Ca, bJ es-·.un--irl~.~rvalo -Finito para la variable H, el 

cual está pat"tic1onado en "n" subintervalos llamados paneles. 

Cwi., l\+:tJ. i = 
X < l< ( • .. • < • z 

1. 
X 

n+• 

2, "' 
De-Finiendo~ 

y 

el ancho de cada panel: 

;.: 
n+• 

••• C4.1) 

b, 

Sea -f <x> una -ft.tnci611 de-finida en el mismo intervalo Ca.. bJ y 

supóngase que se desea una apro~:1mac:i6n de la integral: 

1(-f) = .r: -f\:O dx 

Senci ! lamente, 1 «fl puede expresarse como la suma de las integrales 

sobre cada panel h\. <consultar la Figura 4 .. 1>. o sea: 

Donde: 

I Cfl = I: l. 
\.=• l. 

I = l Cfl = 
' ' 

Una regla de cuadratura simple una .f'6rmula aue permite 

aproximar, de manera individual. cada 1\.. Una regla d9 cuadratura 
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compu••ta. es una fórmula que cAlcula aproximadamente la integral 

ICf), med.iante la suma de las reglas de cuadratura simples de cada 

subintegral. r,. 

Las reglas de cuadratura simple m~s usadas son la del RectAngulo 

y la del Trape=oide. La Regla de Rect4ngulo val~a la función f(x) 

en los puntos medios de los paneles. esto es. en el punto: 

i=l.2 •...• n ... (4 .2) 

Y cada integral I,. se obtiene como el ,i.rea de un rectangulo de 

base h,. y de altura f(yl). por lo que: 

f(x) 

a 

ANCHO DEL PANEL hi 1 

xi 

X 

Figura 4.1. 
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En base a lo ·anterior. la Regla Compuesta del-. Rectá.ngulo será. la 

siguiente <ver Fi~ura 4.2>: 

RCfl =Eh, f<y,> ... ••• (4.3) 

Por otro lado~ la Regla del T.rapezoide val.ó:a la Tunción en los 

puntos extremo de cada panel. La' integral Il, es aproximada por el 

a.rea del trapecio con base hi.! cuya altura varia. de izquierda a 

derecha~ o viceversa. de T<xl> a -f<x¡,.._> <lo que puede apreciarse 

en la Figura 4.3>. Por lo tanto: 

-f(xi.) + -f (xl+i) 
Ii. <-f> ~ hi. ---~--- ••• (4.4) 

Y la Regla Compuesta del Trapezoide. estarA dada por la 

siguiente expresión: 

TCfl =Eh. 
i.=i \. 

-f(:\> + -f<::i.+t.) 

2 
• •• (4.5) 

Si -f(,:i es una -función continua -o simplemente integrable seg!ln 

Riemann- en el intervalo Ca~ bJ, y si h = mA:\ hl~ entonces~ ambas 

cuadraturas convergen al resultado exacto con-forme el anc:ho de cada 

subintervalo decrececu. es decir: 

llm R Cfl l <fl 
h~O 

llm T<fl l <fl 
h~ 

Ahora, surge la interrogante: ¿Qué tan rApido convergen estas 

reglas? La Cuadratura del Rectá.ngulo emplea una interpolación 

constante <grado cero), en cada subintervalo~ y la del 

Trapezoide, una interpolación 1 ineal (grado uno). Por sentido 

común~ podt·ia esperarse mayor e:<actitud en la Regla Trapezoidal. 
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f(x) 

f(x) 

!(xi) 

IREGLA DEL RECTANGULO 1 

xi ! li xi+1 

yi 
X 

Figura 4.2. 

1 REGLA DEL TRAPEZOIDE 1 

xi 

X 

Figura 4.3. 
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5Pan [a, b] = [0 0 lJ, n = 1 (Un sólo panel) y la función .f(>:) = X, 

tal como se muestra en las Figuras 4. 4 a y b. La Regla Trape~oidal 

es evidente que no generara error, ya que la. interpolación 1 ineal 

concuerda pat"a cualquier punto con la -función .f(:{). AQn asi, la 

Cuadratura del ñ:ectángulo brinda un resultado también libre de 

error. a pesar de que la -función intet·poladora no coincide con la 

.función .f ( :~> en el ounto :: = 1 /2. El error promedio es cero en 

amaos casos. 

¿El ejemplo a:ntet·iot· es t1pico o simplemente es suo.rte de la 

Cuadratura del Rectáng1..1lo? ¿En general, qué regla es má.s e;.:acta? 

Para responder estas inquietudes, se realizará. 

en suposiciones sobt"e una función cualquiera. 

análisis basado 

Considere una .función -f(~:). qL1e posee 5 derivadas continuas, 

cuyos valores no son muy grandes. También, considere el pd.nel 

(xi.. xi.+s.J. La e~:pansi6n de -t=<:-:) con respecto al punto yi., 

loc:ali~aoo en el centro del panel. es: 

-FC:d = .fiyi.l -1- <:-:-y"> r~cvi.> + ~ cx-yt.)
2 

·f''<yt.> + 

+ ~ <v.-yt.> 3 -e~' <yt.i ..... 2! ex-y">" ·F"vcvi.> + 

La suposición considerada es que los términos denotados por el 

simbolo "•. •"• son despreciables. es decir. menos signi-fic:ativos 

que los mostrados e}:p 11 e: i tamente. 

Al integrar cada uno de los términos de la serie anterior desde 

;\a ::\.+:1." se observa lo sigt..1iente: 

134 



FUNCION f(x)=x EN EL INTERVALO [0,1] 
(REGLA DEL RECTANGULO) 

AREASCOMPENSADAS 

'~',., ¡~L-----/---------
' 1 
t 
t 

:xi 

X 

Figura 4.4a. 

FUNCION f(x)=x EN EL INTERVALO [0,1] 
(REGLA DEL TRAPEZOIDE) 

X 

Figura 4.4b. 
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h, -> p o 
o .. p 1 .. ~~] 2 J: t+s ·(x-y ?P dx .. p 

., l 
o .. 3 p 

~~] .. p 4 

Nótese. que las potencias impares al ser integradas son cero; 

consecuentemente: 

La expresión anteriOr indica que para valores pequenos de ht. el 

error para cada panel. en la aproximación por la Cuadratura del 

Rect6.ngulo. es del orden de ~l~f' '(yt), m.a.s otros t•rminos poco 

significativos. 

Reto1T1ando una expansión en serie de Taylor y sustituyendo x xl 

Y x :;; xt+1.. se obtiene: 

f(xl) f<yl) - ~ hl f'(yl) + ~ h~ f" <yl) -

- ~ h~ f'''(yL) + ~ h~ flv(yi) + 

f < xl+t.) f <y t ) + ~ h i. f' <y L ) + ~ h~ f' ' <y l ) + 

+ d h~ f'''<yl) + ~ h~ flv<yl) + ... 

Entonces, sumando y reordenando las expresiones anteriores: 

f(Xl) + f(Xi.+&) 

2 
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. . . . . 

Combinando esta:·.t:.1tiJii·a ,'.ec:'u~_Pa>d.:.~r·,__sa'.-.t~~u·::,~r-~·:_a:· ~:6n ··:,la :~·:d~ ·:: l.ci ;,i;i~tegr:al que 
repreSenta-_el. e_~ro~ d~Jt:a, ·;;f~"i :R~!=·t~~g~ici~-~ .·se llega· ·a: 

; ,'_}' . '-·. ·- -

Puede observarse que el error para cada panel en la Regla del 

Trapezoide; cuando hl es peque~a. -~:f''<yt)' m~s otros 

t6rminos menos significativos. 

El error total para cada regla serA la sumatoria del error 

presente en cada panel. Si se considera la siguiente convención: 

E z! l:h~ f"<y,l , .. 
F ~ I: h~ fL"<yL) , .. 

el error total resulta: 

I<f) 

I<f) 

R<fl+E+F+ 

T<fl - 2E - 4F + 

<Rect~ngulo> 

<Trape=oide) 

Si hl es suficientemente pequefta. entonces h~ < < h~. y si flv no 

presenta un comportamiento errA·tico. entonces F < < E. 

Las conclusiones derivadas del an~lisis anterior son: 

- Para la gran rnayoria de la$ funciones f(><)~ la Regla del 

Rect~ngulo e~ cerca de 2 veces m~s exacta que la del 

Trapezoide. 
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- La diferencia entre los valores obtenidos con cada regla 

puede usarse para estimar el error en la integración. Esto 
es: 

RCf> +E + F + = T<F> - 2E - 4F 

RCf) - T<fl = -3E - 5F ~ -3E 

- La diferencia entre el resultado arrojado por el uso de una 

regla. antes y despu6s de duplicar el nGmero paneles. 

tarnbi6n ofrece una aproximación del error en la integracidn. 

pues al duplicarse el nOmero de paneles se cuadruplica la 

exact.i tud de la cuadratura. 

La t•cnica de aumentar repetidamente la cantidad de paneles al 
doble y de calcular el error, es susceptible de ser programada para 

generar un r.•toOo que automl.ticamente determine el nOmero de 
paneles necesarios. logrando que el valor de la integral aproximada 

est• dentro de una tolerancia de error preestablecida. Este m6todo 
se aplica en cuadraturas m.ls sofisticadas. que se expondrAn, en 

data lle. mi.s adelante (~ección IV .4). 

IV. 2 CUADRATURA SPLINE . 

La interpolación cObica Spline permite obtener una formOla 

sencilla de cuadratura. Para x, S x S x, ... _ la función Spline que 

interpola a todos los puntos base de f(x>- es: 

Entonces para a = ><•. b = xn+a y hf. = x, ... - x¡,. siendo """ el 
nómero de paneles. se define la Cuadratura Compuesta Spline como: 
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.•. (4 .6) 

Los coeficientes bL' e, y dL se calculan con la .subrutina SPLINE 
(descrita en el capitulo III). Como se tienen ••n+l11 nodos o puntos 

base, SPLINE debe invocarse con N = n+l. 

La funci6n s<x> puede ser representada tambi•n como <consultar 
secci6n III.1.4): 

Donde: 

s''C><) e, 
•,=-+:=a 

Las •c. son la solucidn del sistema tridiagonal que se conforma 

con las ecuaciones anteriores, y que se discuti6 en la sección 
III.1.4. Continuando con el desarrallo. se observa que: 

•L a 1 ... sCx> dx = hL J s<w> dw 
l. • 

A<JernAs: 

• ¡ "'dw = ~ 
"O 

En consecuencia: 

r·"·· s(x) dx 
•L 
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Es evidente que la fórmula de Cuadratura Spline es igual a la 

Trape:::oidal, mis un término de corrección que involucra a aL. Una 

ecuación m.i.s simple, para calcular J.a Cuadratura Compuesta Spline 

es: 

b ~[f+f c+c] 
J ..,..< ) d ;:: J: h ~ - h"' ~ 

a. ~ X X tell L 2 i. 12 
... (4 .7) 

Por lo ·tan·to, sólo los vectores de datos (x. f) y el de segundas 

derivadas (e), obtenido por SPLINS, se requerieren para evaluar la 

inteogra.l. La exactitud fie la Cuadratura Spline puede calcularse 

mediante la siguiente expresión: 

Se aprecia entonces, que el t•rmino de corrección provisto por 

la Cuadratura Spline apr··.:ixima el error de la Regla Trapezoidal. 

En la .li tera·tura no se han consi9nado resultados pr.:lcticos sobre 

la utili=ación de la Cuadratura Spline 1 pero en base a este 

an.:llisic. parece revestir gran utilidad; aunque se recomienda para 

casos en los cllales los pui;t.os dato son fijos y los ~todos 

autom.:ltictis, que se describirán m~$ adelante, no est.:ln disponibles. 

IV.3 R~GLR DE SIMPSON. 

En Ja sección IV .1. se expusieron las Cuadratura~ del Rect.i.ngulo 

y del Tr<Jpe=oide, ~st.:is !:-.on: 
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Rdem.6.s. se probó que los errores de esas reglas est•n dado~ por: 

Donde: 

I<f> - RCf) 

l(f) - T(f) 

E+ F + ... 

-2E:-4F+ 

E=~ th~f"CyL) 
L•& 

1 " • lv 
F = ~ L~ahL f (yL) 

Combinando apropiadamente ambas reglas es factible crear una 

nueva cuadratura cuya f6rmula de error no contenga los t•rminos de 

E. Como R(f.) es cerca de 2 veces mAs exacta· que T(f), la 

combinaci6n idónea esw: 

S(f) ~ R(f) + ~ T<f> 

Y desarrollando la expresión anterior. se llega a: 

... (4 .8> 

El lector identificar• la ecuación <4.8> como la Cuadratura 

Compuesta de Simpson, cuyo error puede obtenerse directamente de 

las fórmulas para los errores en las reglas del Trapezoide y del 

Rect..l.ngulo. o sea: 

I(f) - SCf) ~ CICf) - RCf )J + ~ CI<f > - T<f >J 
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~ <E + F + ... ) + ~ <-2E· - 4F + ... ) 

(~ - ~) E + (~ - ~) F + ... 

- ~ F + 

1 
- 22Bii 

Obsérvese que S<f) est~ basada en una: interpolación de segundo 

grado y que su término de error involucra derivadas de cuarto 

orden, por lo cual, la Cuadratura de Simpson es exacta para 

funciones cObicas. 

Si la longitud de cada panel es bipartida, entonces cada término 

h~ en la 'fórmula del error, decrece a razón de ~- El número total 

de términos se incrementa al doble, por la consiguiente, la 

reducción del error totctl es de cerca de 1 !. Lo anterior debe 

contemplarse al emplear programas que autom~ticamente asignen la 

c:Jntidad y el tamaHo de los paneles. 

La t~cn.ica de combinar 2 aproximaciones errores similares 

para obtener una aproximación r.iá.!:'; exacta puede aplicarse también a 

esta cuadratura. Por ejemplo, los valores de S(f) para dos 

c:Jntidades diferentes de paneles, pueden combinarse para lograr un 

nuevo valor, el cual incluir.:=.. un error de h~ y fvi.<x>. La 

sisternali=;:Jci6n de esta tá<cnica desemboca en el popular método de 

la Cuadratura de Romberg. 

IV.4 CUADRATURA ADAPTADA. 

Una Cuc1dnüura Adaptada es un algar i trno nó:mer ico que utili::a un;.:t 

o dos cuadraturas b.:=..sicas. dete~minando autom~ticamente el tama"o 
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de los subintervc1los o paneles. para aproximar la solución 

de una integral definida; cumpliéndose a la vez. con ciertos 

lineamientos de exactitud. previamente impL1estos. El tarnarlo de cada 

panel depende de la suauidad de la curva a integrar. D~ esta forma. 

el tama"'o del subintervalo serA relativamente grande. donde la 
función tenga un comportamiento suave; y ser~ peque~o. cuando 

•sta cambie abruptamente. Esto se aprecia en la figura 4.5. 

La mayor pérdida de tiempo de cómputo es debida al cAlculo de 

f<x>. Por lo tanto. si dos cuadraturas, brindan resultados que 

cumplen con la exactidud especificada, considerando la misma 

función en ambos casos. aquella que use el menor número de 

valuaciones de f < x >. debe definirse corno la má.s eficiente para es~ 

problema en particular. Con la t6cnica descrita en el p~rrafo 

anterior. se logra un resultado que se apega a la exactitud deseada 
y que invierte el menor tiempo de cómputo posible. 

f(x) 

i 
1 
1 
1 

a 

1 CUADRATURA ADAPTADA 1 

.... ~ 
i,...~ 

,.._ 

.... ~ 

~¡... ..... 
~-

X 

Figura 4.5. 
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La Cuadratura Adaptada requiere de, la in-Formación siguiente: 

a> Un intervalo ~inito ra. bJ. ;_: ... :. .. _." ___ :.-;; ·.,:- . 
b> Un subprograma que val.:Se a r<x>' p-a17_a·-~t-~d.:l.~·~-~.·.-~ .. ><_-:e_;.r,i~·· bJ. 

c) Un tolerancia de error (&). 

Entonces, el algoritmo calculará. Uf'_ v~lcr. Q~ ~al_~_que: 

(Cl - f.: -F<xl dx(:S e ••• (4.9) 

El intervalo de integrac:ión se divide en "º" paneles, 

rx,, l\,._._J. de manera que, x._ = a y xn+t. = b. Dicho nó:mero. está. en 

Tunción de la e:~actitud solicitada (e) y de -F<x>. Coma 

anteriot·mernt:e -fue de-F1nido, el ancho del panel es h\. = xl.._- x\.. 

Un esquema tipico de Cuadratura Adaptada, aplica dos cuadraturas 

distintas en cada panel. Entonces, denotemos esos resultados como 

Pi. y Gil. Por ejemplo, un esquema que emplee la Regla de Simpson, se·· 

basa en la fórmula para dos paneles mostrada a continuación (ver 

Figura 4. 6): 

y en la siguiente para cuatro paneles: 

Tanto Pi como Oi. son aproximaciones a la integral: 

.. J '".._ -FCx) dx ., 
El principio -fundamental de est:e esquema consiste en comparar-

las aproximaciones Pi. y Qi.. Obteniéndose con esto, una estimación 
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de la exactitud de tales aproximaciones. si el resulladn 

satisfactorio. una de ellas se considerari. como el valor de la 

integral del subintervalo en an~lisis; de lo contrario. se 

dividirá el intervalo en dos o mA.s partes y se repetirá el proceso 

en estos subintervalos más peque"os. 

La evaluación de la función f(x) se simplifica debido a que 

tanto P\. como Ol. poseen ciertos términos comunes entre si . Qi. 

contiene Onicamente dos términos extras que no estA.n en P l.. De aqui 

en adelante .. deberA. suponerse que Qi. se obtiene aplicando la regla 

para Pi. en dos ocasiones .. una para cada mitad del intervalo. Esta 

es una t•cnica que facilitará el an~lisis de la Cuadratura 

Adaptada. 

Consid6rese que la regla para Pi. ofrece la respuesta exacta si 

la función por integrar es de grado p-1, o equivalentemente. si la 

p_.sima derivada.. f<P' < x) .. es igual con cero. 

f(x) 

CUADRATURA ADAPTADA 
(REGLA DE SIMPSON) 

' ' ' xi' 
xl+(hl/2) 

' ' 1 xi+1 

X 

Figura 4.6. 
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Expandiendo la función por integrar en Series de Taylor, con 

respecto al punto medio del subintervalo. puede observarse que 
existe una constante "C" 1 tal que: 

Como se supuso que QL es la suma de dos Pi. calculadas en 

subintervalos de longitud hl/21 se tiene: 

Pero como: 

[ 
h,) ( ) [ 3h4'}· ) [ h t) . ..::<p> x, + 4.. ..:: p .,. 2f1p + 

1 ... + , xl + = xl -z + 

Entonces, los dos errores estar~n relacionados por: 

Lo anterior indica que al bisectar el subintervalo, decrecer~ el 
error en un factor de 2P. Resolviendo para la incógnita Il. y 

rearreglando t~rminos. se obtiene: 

En otras palabras. el error en la expresión Ql es de alrededor de 

1/(2P - 1> veces la diferencia entre ambas aproximaciones. 

El objetivo primario ser!l entonces. bipartir cada subinterva.lo 
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hasta que se sa·t~sfaga la siguiente desigualdad: 

hl 
0:--"' b - a 

... (4.10) 

Donde, ~ es la tolerancia proporcionada por el usuario. Si el 
intervalo [a' bJ fuese completamente cubierto 

subintervalos, el resultado seria: 

O=E o, 
L•& 

por """ 

Considerando la igualdad anterior y despreciando los términos de 

alto orden, se tiene: 

1 ~o,- r,¡ 
L•< 
n 

:s l: lo, - r, 1 
L•& 

1 
n 

:s 
2• - 1 

E IP,- o, 1 
L•< 

:s __ 1_ rt -1) n -¡:¡--::-a & I: hl 
2• - 1 L•• 

lo cual coincide con lo planteado en la ecuación <4.9). 

Debe recordarse que este an~lisis requiere la suposición de que 

f'P'(x) es continua, y que el error es proporcional a 
(hl)p+t.fcpi(x). Aunque en la realidad esto no se cumpla, la 

cuadratura arrojar;l finalmente. un resultado apegado a la 
tolerancia fijada. 
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Por simplicidad. se ha .fnanejado el ~fiterio de error absoluto. 

o sea: 

'º -ffl :S., 

En numerosas ocasiones. se utiliza algó:n tipo de error relativo. el 

cual es independiente de factores de escala en la función f. 

complicándose su verificación por diversas razones. Un criterio de 
error relativo puro. es: 

'º -Jfl ----:S.: 
IJfl 

Como el denominador. Jf. puede ser cero. debido a la cancelación 

asociada a integrales oscilantes. el criterio puede ser 
de satisfacer. Adem~s. una buena aproximación del 

denominador se lograrla sólo hasta el final del calculo. 

imposible 

valor del 

Otras cuadraturas • usan un criterio de error relativo que 

involucra a JI f.I • es decir: 

'º -Jfl ----:S.: 
Jlfl 

En la expresión anterior, el denominador ser~ distinto de cero. a 

menos que. la función f fuese idéntica a cero. 

El usuario de una subrutina de Cuadratura Adaptada debe tener en 
mente est~s pruebas de exactitud. y por supuesto. debe checar la 

documentación particular para tal subrutina. 
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iV. 4.1 SUBRUT!t~A OUAl~CB. 

QUANCB es una s1..1brutina q1..1e emplea una técnica de cuadratura 

adaptada para apro:dmar el valor de una integral de-finida. Su 

nombre se deriva de Cuadratura Adaptada de Newton-Cotes para 

8 paneles (Quadrature Adapt i'Ue o/ Newton-Cotes B-pa.nel). Las 

fórmulas de Newtón-Cctes constituyen una ~amilia de cuadraturas o 

reglas para integrac16n e interpolaci6n polinomial. sobre ountos de 

evaluaC:i6n igualmente espaciados. Las reglas del Rectángulo. del 

Trapezoide y de Simpson. son obtenidas integrando polinomios de (), 

1• y::• grado; y son los primeros miembros de la -fam1l1a. La 

-Fórmula de 8 paneles t·equiere la integración de un pal inomio de 

8• grado, pero igual que par·a la rei;:ilc::\ de Rec::tá..ngulo o de Simpson. 

se permite un gr-ado extra, de manerc ciue. para polinomios de 9° 

grado se tendrán resultados e;.:actos. 

La subrutina se presenta. en lenguaje Basic, en el diskette de 

consulta (QUANCS. BAS), e incluye un subprogt·ama. FUN (X). pare. 

valuar la integrcl -F(:~); el usuario debe proporcionar los limites. 

superior e in-fer-ior-. de integración. A V B b, y las 

tolerancias de error absoluto~ ABSERR~ y relativo. RELERR. La 

sUbrutina calcula la apro:dmaci6n de la integral. RESULT, el error 

absoluto estimado, ERREST. el número de valuaciones requer·idas de 

~<:d, NOFUN, y un indicador de la e-f1cacia del cá.lc:ulo. FLAG. Si 

FLAG es cero, RESULT cumplirá. con la c:~actidud -fijada; s1 FLAG es 

un valor ·mi nimo, RESULT será. aceptable, y en caso contrario. será. 

inaceptable. 

Como esta regla es exacta para polinomios de 9• grado. el 

análisis de la sección IV.4 puede aplicarse con p = 10. El error en 

Qi.. es del orden e.Ji= 1/ (2
10

- 1) t.o~9 veces el error t:=n Pl. 

sólo si la c:ur·va por integra1· es suave y se desprec1dn los términos 

de alto grado. 
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Entonces, los resultados de un subintervalo en particular son 

aceptablP.s. si: 

Cada subinlervalo ser& bisectado. existiendo una cantidad 

limite, LEVMRX. la cual es d~ 30 biparticiones. Cuando tal limite 

es sobrepasado. el swbinterv~Jo se ~probar& siempre y cuando se 

cumpla el criterio dP exactjtud establecido. pero dicho nOmero se 

alrnacenarA en la parte entera de FLAG. Por lo tanto. la parte 

entera del valor de FLAG. representa el nClmero de subintervalos o 

paneles que se calcularon al suoerarse LEVMAX. y la part.e decimal. 

indica el porcentaje de an&lisis del intervalo en el que se detecte 

la no converi;;encia a la tolE.•rancia. Tambi•n. puede averiguarse en 

que valor de la abscisa. K. se presen~ el problema. mediante la 

siguiente r~!aeien: 

XO :: B - <parte fraccicmal de FLRG)•(S - R> 

Por ejempio. si R = o. B = 2 y FLAG 91.21. 91 subinte~valos 

~ueron obtenidos. logr&ndose analizar el 21~ del intervalo que 
muestra dificultades. Y el valor de "X"' oara el cual se detect.6 la 

no convergencia es YO=;: - 0.21•(2-1) = 1.58. 

IV.5 CUADRATURAS GAUSS!ANAS. 

Otra ~lternativa para obtener la aproKimaci6n de una integral 

definida la representan las Cuadraturas Gaussianas. que involucran 

una sumatoria ponderada de la fwnci6n, evaluada en los puntos base, 

esto es: 

~ 

f. f(X) dx 
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Ponderador asee i ado --a valor de la Donde wi. es á1 .. peSo o 

función f<>\>, i ='.--,o; 1;, -~~·--,-,:n. ·:Antes.-de ~prOi:e~~r .~~ _, desar~i:i110. 
de tales cuadratuias ·es' necesario exponer el tema: -de :ios PolinOmios 

Ortogonales._ 

IV.5.1 POLINOMIOS ORTOGONALES. 

Dos funciones. g Cx> y g <x>. seleccionadas de una familia de 

funciones {gk<x>}, ~on ort~gonales. con respecto a la ~unción 
oonderadora. w<x>, en el intervalo Ca, bJ. si: 

b 

I~ w(x) gn <>:> gm (X) dx ; o n" m 

b 

I~ w<x> ~gn <x> Jz dx c<n> .. o 

En general, ••C" depende de .. n ... Si estas relaciones se cumplen para 

toda"""' la familia de funciones~ {gk (l-:)}• constituye un conjunto 

de funciones ortogonales. Las funciones ortogonales má.s comO.nes son 

{sen kx} y {cos k::} 

La ortogonalidad.. en términos de espacios vectoriales. se 

interpreta como la perpendicularidad e:{istente entre dos vectores, 

en un espacio de """ dimensiones, siendo """ un valor muy grande 

(consultar la Figura 4.7>. 

La familia de polinomios {::kl· define un espacio vectorial cuyos 

elementos no son ortogonales. Otras Tamilias~ como las constituidas 

por polinomios de Legendre, de Laguerre, de Chebyshev o de Hermite. 

definen un espacio vectorial y ademas son ortogonales. 
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FAMILIA DE FUNCIONES ORTOGONALES 
(Cada función está representada por un 

vector en un espacio n-dimensional) 

g1(x) 

~ , g3(x) ------
"' gn(x) 

Figura 4.7. 

Enseguida. se enuncian los principio~ b~sicos de las familias de 

polinomios ortogonales mencionadas: 

Los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo 
(-1. 1J, y su funci6n ponderadora es w<x) ~ 1. esto es: . 

L p" ()() ?m(x) dx = o n 14 m . 
L. [p 

n 
(x)Jz dx = c(n) ,,, o 

La ecuación de recurrencia es: 

<.2n ~ 1 ·1 :< Pn-s.(x) _ n ~ 1 pn-z(X) ... (4.11) 
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Por lo cual·.; los primeros,polinomios rJe Legendre son: 

P
0

(x) = 1 
.Ptx)=x 

• 1 .. 
. P

2
<x) = 2 <3x - 1) 

b) Po~_in~~~o_s _de ~-~aguerre {~n(x)}. 

_Lo~f P_Olinomios de Laguerre sen ortogonales en el intervalo 

co •. mJ. y su función ponderadora es w(x) = e-x. por lo que: 

n" m 

La ecuación de recurrencia es: 

Zn(X) = (2n - X - 1) Z'n_ .. (x) - (n
3

- 1) Zn-a(X) ... (4.12) 

Entonces. los primeras polinomios de Laguerre son: 

Z
0

<x) = 1 

:J! (X) -x + 1 

z\x) : x2 
- 4x • 

e) Polinomios de Chebyshev {Tn(x)}. 

+ 2 

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en el intervalo 

C-1, 1J. y su función ponderadora es w(x) = 1/~ • o sea: 

J_: (1/.¡;:-:::-;;z] Tn(x) Tm(x) dx =O 

J_: [11.¡;:-:::-;;z] [Tn(x)J
2 

dx = c(n) >' 

La ecuación de recurrencia es: 
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... (4.13) 

De tal forma. que los primeros polinomios de Legendre son:· 

T
0

Cx> = 1 

Tt.(x) >< a 

T•Cx > = 2x - 1 

d) Polinomios de Her mi te { Hn < ><)}. 
Los polinomios de Hermite son ortogonales_win el intervalo 
[-en. cnl. y su función ponderadora es w<x> =e • es decir: 

Hn<x> HM<x> dx = O 

CHn<><)J
2 

dx = c(n),;,. O 

. .'.La ecuación de recurrencia es: 

Los primeros polinomios de Hermite son: 

H
0

<x> = 1 

Ht. <x) 2x a 

Hz<x> = 4x - 2 

n,. m 

... (4 .14) 

Cada uno de los polinomios PnCx). %n<x>. Tn<x> y Hn<x>. es un 

polinomio con coeficientes reales. de n-4simo grado en la variable 

">< ... y con """ ralees reales distintas dentro del intervalo de 

integración apropiado, Por ejemplo. todas las ralees de ~n<x> caen 
dentro del intervalo (0. mJ. 

Un polinomio cualquiera. de grado n-4simo. p"Cx) = !: 7.
0 

L XL. 

puede ser representado como una combinación lineal de cualquier 
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familia de polinomios ortogonales. Por lo que: 

/10 Z0 (x) + 11 .. z~Cx) + .. , + /1nZn(x) =I: {Jl Z1.<x) 
l•D 

Donde Zt <x) es un polinomio de i-4simo grado de alguna f;;imilia de 

polinomios ortogonales, obtenido con la ecuaci6n de recurrencia 

respectiva. 

Por ejemplo. si expandemos un polinomio de cuarto grado. p
4

<x). 

en t6rminos de los polinomios de Legendre: 

• l 
. 

P, (x) 

I: '" 
X = I: fl, ZL <x) = 

l=O l•O 

(lo + fl, X + (J2(~ . - ~) + /19 ffi x
9 3 

X) + X -2 

+ (1 (35 X 
. 15 

X • + 1) • l.l -4 8 

Agrupando términos: 

p,(x) = 0a - ~ /1z + ~f1,] + r:t-~ f1:a] X+ 

+ (~ (12 - ~ (J ,) Xz +- ~ f1a X9 + 3~ (J' X 4 

Igualando con lo::. coeficientes ªt • se tiene: 

fl, 
8 

3!l a, 

fl. ita 
5 • 

fl. 
2 (a. 6 ) =3 +-a 7 • 

fl, a + ª- a 
' 5 • 

(lo "'o +~ªa + 1 ,,. "'• 
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eXpresado por 

, es: 

P' <x) 

propone aproximar una 

la siguiente relación matem~tica: 

b b n 

J f(x) dx = J w<x> f(X) dx =: I: w, f<t,> 
a,. c:i. L•O 

Siendo w<x) la función peso asociada a alguna familia de polinomios 

ortogonales, cado nodCJ tL es la ra1z de un polinomio de grado "n" 

de tal familia, y cada ponderador wl es la solución de la integral. 

efectuada mediante un polinomio de grado 11 i", de la misma familia. 

sobre el intervalo [a, bJ. 

Muchas técnica~ de integración nuffiérica, como las cuadraturas 

del Rect~ngulo. del Trapecio, de Simpson y Spline, emplean puntos o 

nodos equidistantes. :..:l. lo cual puede ser conveniente pero no 

necesario, adern~~ w<x) ::; 1. En contraste. en los métodos Gaussianos 

no se requiere de puntos igualmente espaciados, sino que se usan 

las raices de un polinomio ortogonal de grado "n", definido en 

el intervalo [a, b J. y can la función w< x) corno función peso. 

El rnátodo de Gauss-Legendre se apoya en los polinomios de 

Legendre para dar solución a una integral. definida; la ecuación 

respec·t.iva es: 

• n 

J_ .. F<::::) d= =:::\.~o wl F<:::L) .• • U+ .15) 
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Donde: 

w, s_. L.(,) dz J_, j~C G.= :;J dz ••• (4.16) 

Ji''L 

Sieiido z~-,·la .. i--ésima ra1z de un polinomio de Legendre de grado n+l .• 

-, Pn+s/~>_:~:>otCh.is raices pueden calcularse mediante la siguiente 
ewpresi6n: -, 

Algunos va lores de z\. y de ~\ para n 

(correspondientes a las -Fórmulas para 2, 3, 

respec:tivamente) se p1·esentc..n en la Tabla 4. 1<z>. 

rai ces (;::\. > 

± o. 5779!:50%692 

o. 0000000000 

± o. 7745966692 

;t O. 9U99eto4.B6 

± O. 96S S.96BlS6 

o. 0000000000 

± o. !SU84699lOS 

± O. 906S7984.!59 

fórmula. d• dca punlou 

fórmula. d• cua.lro punlc• 

fórmu\.o. d• cLnco punlc• 

1, "' 
4 y 5 

3 y 4 

puntos, 

s. 0000000000 

o. aaaaaaaaa9 

o. !5!5!5!5!5!:5!5!:5!56 

o. 6!52:l4!'Jl!S49 

o. 9478548451 

o. 5688B088B9 

o. 4786286704 

o. 296926111150 

Tabla 4.1. Ra1ces·de polinomios de Legendre, Pn+s(z), y 

-fac:tores de peso para la Cuadratura de Gauss-Legendre. 

Como puede observarse, el método de Gauss-Lagert"e es apl ic:able 

en el intervalo -1 .S z .:S 1, para extenderlo al intervalo a :S x :S b, 
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se puede im¡)lernent~i:- ~r:i·c~fnbi~"·~e-va.':'~:3ble·, es decir: 

~-,_./b 

De tal 

Eryt~n~es. conSiderando la expresión (4.15), se llega a: 

~ t w, f rl (b - a) + a + b) 
2 L•O L- 2 

... (4 .17) 

La ecuación <4.17) es la fórmula general de la Cuadratura de 

Gauss-Legendre. y es m.A.s apropiada que la expresión <4 .15) para 

c~lculos mediante máquinas computadoras. puesto que no requiere de 

una transformación simb6lica de f(x); en lugar de ella, los puntos 

base. 2l. son modificados y los factores de peso. wl. son afectados 

por <b-a)/2. 

Las expresiones para es·ta cuadratura son exactas si la función 

a integrar es un polinomio de grado menor o igual a 2n+1. en caso 

contrario, el error en que se incurre está dado por: 

2
2

n+s ((n + 1)/J' F<Zn+ZJ(() 

(2n + 3) ((2n + 2)/J2 
... <4.18) 

e .. <-i. 1 > 

Si las magnitudes d~ las derivadas de alto orden de F<::>. 

disminuyen o no se incrementan sustancialmente. rnientras que "n" 

crece, la Cuadralura de Gaus~-Legendre ser!&. más precisa que otras 

Cuadraturas G:::iussianas (que se describirán a continuación). para 
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valores equivalentes de .. n". 

lV.5.3 CUADRATURA DE GAUSS-LAGUERRE. 

Los polinomios de Laguerre son la herramienta de la Cuadratura 

de Gauss-Laguerre. Le\ ecuación de esta cuadratura es: 

Donde: 

"' s -: 
e FCzl dz :::::- E ~\ F<zi.) 

o 

wi. =¡'»e-= L1.<=> d;:: 
o 

i.=o 

Ja:> e-% n 
o j=c 

j;iit'i. 

[;: - z.] 
~ d: 
-1. ""j 

••• (4.19) 

••• ·c4.20> 

Siendo zi. la i-ésima raiz de un polinomio de Laguerre de grado n+l, 

J!'n.t. (;::). Dichas ralees pueden calcular-se mediante la eHpresi6n: 

n (z - z,> 
i.=o 

b :e <z> 
n+s n+s 

Los valores de zi. y de wi. para n = 1, 2. ::; y 4 <correspondientes 

las -fórmulas para 2. 3, 4 y 5 puntos, respectivamente) se 

presentan en la Tabla 4.2<21
• 

Las ecuaciones para esta cuadratura son exactas si la función 

integrar es un polinomio de grado menor o igual 2n+1, en caso 

contrario. el error en que se incurre est:.. dado por: 

C:(n + 1) IJ
2 F<Zn•ZJ(~) 

{2n + 2) ! 

~ E (0, co) 
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"' n 
ralees <=t) f e-•F(z) dz::: l: wi.. F<zl) factores (w\.) 

O l•O 

o. !S•!S?••••?& 
•· •1.•z1.•s•z• 

o. •&11'776dll6• 

2. •0•2•0••0• 

•. ••o••ao•20 

o. 2z2:s•?e.•oa 
•• 76!57&1.1.01.2 

•· S•••zozoao 
O, •0!507001.Z• 

o. aaaa:aoa1.o07 
a • .&•••o•oa:o0a 
•• 119&•ZD7'71.0 

7, O•D• &OOOISO 

az. ••0•00•••2 

fdpft'lula. d• do• pun\.oa 

tórm1.1La. d• Lr•• punLo• 

n•• 

tdPmuLa. d.• GUG.lf'O punLO• 

fórmula. d• clnco punLo• 

o. •!52!5!5ll111Q06 

o ............ ªº' 
o. 71.&0090000 

O. 27•D•77••& 

o. oao••••sa11 

o.'ºª''''º'ª 
o. •s?•••ao2.& 

o.o••••?oo•:s 
a. ooo:s•ozo&? 

o .... &711116&06 

o. •o••.,.•••& 
o. 0'7110•••••7 

o. oo••••?a•7 

0.0000•••'700 

Tabla 4.2. Ralees de polinomios de Laguerre. ~n+&(z)~ y 

factores de peso para la Cuadratura de Gauss-LagUerre·. 

Para evaluar integrales de la forma: 

-· e f(x) dx ... (4.22) 

Donde el valor rlel limite inferior a. es arbitrario y finito. debe 

reali~arse un cambio lineal de variable. x = z +a. Por lo tanto: 

"' J 
A 

-· e f(x) dx "' r - cz+a.> 
Jo e a> 

f'Co:+a) dz 

e-a. f e-"' f<z+a) dz 
o 

Entonces. la expresión (4.19) se transformar~ en: 

111 

J -· e 
n 

f(x) dx ~ e-a.I: w;, 
L•o 
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IV.5.4 CUADRATURA DE GAUSS-CHEBYSHEV. 

La Cuadratura 9e Gauss-~hebY·~h'eY-::·~· se-.:_· basa ·\!_ñ. los :polinomios 

ortogonales de Chebysh.ev. ·La': ~Cu~;:-16~,- para -~~t.~/~G~~,r~t.·~;~- -~~: 
;:_-,-. ·,,· ...... _ -_:'" .. : ···-< 

f • (1// 1 ;,,. z•]· F<;,> dz :O: E w1 F<zY;" 
-a __ -L•o ,----'--

-... <4.25) 

Donde los n+1 valores _2, # son las rai ces de polinomios de 

Chebyshev de grYdo n+1. Tn+a<=>. Por lo cual: 

(
(2i + 1) n) 

z, = cos (Zn + 2 ) =o. 1 ..... n ... (4 .26) 

En este caso. las wl son todas iguales y tienen el valor 

rr/(n+l). Entonces la ecuación <'•.25) se simplifica. quedando de la 

manera siguiente: 

F<z) d;:: "' --"- E F<::.) 
n + 1 \.:O t. 

.. . <4 .27) 

Las expresiones para esta cuadratura son exactas si la función 

a integrar es un polinomio de grz1Co menor o igual a 2n+1. en caso 

contrario. el error en que se incurre está dado por: 

2tr Fc2n+:u <e ) 
2:1n+Z (2n + 2)/ 

... (4.28) 

( e <-1. 1) 

Es evidente que el m~todo de Gauss-Chebyshev es aplicable en el 

intervalo -1 S z S 1. para extenderlo al intervalo a :S x :S b. debe 

realizarse un cambio de variable: 

z<b - a> + a + b 
X = =-'-"---""'-,,..---""-'--"-
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/· f(x), dx ;= b·; a¡· 
-a. ' --~-, .. - -·--;.. -a 

Reescr.ibÍ.~~~~ \~\~~,:~;es{Ó·n anterior y Cons~derando la función 

poncfe~;~ifi~>ra?~~ .. :~~~-~-\-p_·~-~:i'riomÍos -de' Chebyshev #--w(x > = 1/~ , se 

.-lieg~_-.:~_·:;~: =-<~'; t:o->· ·_ -<~ 

r---; f(::<b - a>.,,+ a+ b) F(z) ..¡ l. _ ;;:,z ::_ 

La ecuación <4.27) pued¿ transformarse en: 

f(x) dx .. ,(4.29) 

Donde: 

((2(i - 1) + l.l ") "" 
ces 

:..!m 
... <4 .30) 

;;:L (b - al + a + b x, 2 
... (4 .31.) 

l.. 2. .... m 

Aqu1, "ffi" es el nOmero de puntos a usar en la cuadratura, y xL 

es simplemente una ra1:: =L· de un polinomio de Chebyshev de m-ésimo 

grado tn=msforrnarlo para el intervalo [a. b J. 
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IV.5.5 CUADRATURA DE GAUSS-HERMITE. 

La Cuadratura de Gauss-Hermi te se basa en los polinomios 

ortogonales de Hermite. La expresión de esta cuadratura es: 

CD 

I .f (x) dx ••• <4.32) 
-CD 

Las xl son las raices de un polinomio de Hermite de grado n+l. Los 

valores de zl y de wi. para n = 1. 2, 3 y 4 <correspondientes a la~ 

.fórmulas para 2. 3, 4 y 5 puntos. respectivamente> se presentan en 

la Tabla 4.3cz>. 

CD . n 

raices (:<¡_) I e-• f (:<) d:< "' E ~.., t T \>:i. > -factores (wi.) 
-CD l=o 

:!: o. '107t.06?8t.t. 
fórmula. d• do• punloa o. 0862269255 

:!: t. 2247448?S.4 
fórmula. d• Lr•• 

n•Z 

punt.o• 
O. Z9l:S4089?l:SZ 

o. 000000000000 t.. i.8 S.69!59006 

:!: 
± 

± 
:!: 

s.. 6!506801299 
r órtnula. do cua.t.ro pÜnlO• 

O. 08.t.Bi.ZDB!So& 

o. 5246476299 
n•9 º· 8049:1.•0900 

s.. OZOS.02070!5 
fórmula. do cinco punt.011 

O. Ot99'!S9Z•zi. 

o. 9!585725646 
n=• o. 99961.99292 

o. 0000000000 0.9,59087205 

Tabla 4.3. Raic.e~ de polinomios de Hermite, Hn+.t. <x>, y 

.factores de peso para la Cuadratura de Gauss-Hermi te. 

Como en los casos anteriores. las expresiones para es"Ca 

cuadratura son exactas si la .función a integrar es un polinomio de 

grado menor o igual a 2n+l, en caso centrar io~ el error en que se 
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incurre-está. dado por: 

••• (4.'33) 

' E (-a>. OO) 

La subrutina GAUSSQ (en lenguaje Sasic), se ·incluye en . el 

dis~ette de consulta CGAUSSQ.BAS), y permite elegir alguna de las 

Cuadraturas Gaussianas expuestas, para dar solución a una integral 

de-Finida .. 

IV.6 CALCULO DEL POTENCIAL O PSEUDO PRESION DE LOS GASES REALES. 

En 1966 Al-Hussa1ny y colaboradores<14 >. demostraron que una 

integral (que en lo sucesivo denominaremos Potencial o PseudD 

Prestón. dM tos Gases Reo.Leos), puede usarse para c~lculos 

ingenieriles que incorporen cambios en la viscosidad y 

compresibilidad de un gas. El potencial de gas real esta de-Finido 

como: 

Donde pm es la presión base. El potencial de gas real tiene las 

unidades de [ Ub/pg2abs) 2 /cpJ .. Para -Flujo isotérmico de gas, la 

viscosidad, µ, y el -Factor de compresibilidad, Z, son -Función de la 

presión, por lo que será.n los únicos parAmetros involucrados en la 

obtención del m(p). Entonces. empleando correlaciones de 

propiedades -Fisicas del gas. la -función m(p) se solucionará. 

-Fácilmente. 
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Al-Hussainy y colaboradores~ también indicaron que el potencial 

de gas real puede usars~_ en e.l análi~is. de pn.tebas de presión en 

pozos de gas; coadyuvando al cálculo de la per·meabi l idad y del 

factor de darte. por c:itar algunos conceptos. 

El programa proouesto facilita la solución del potencial de gas 

real, a cualquier presión y temperatura, ademAs. permite almacenar 

la in.forrnar:i6n generada, en archivos oara su lectura o escritura 

continua Car-chivos con e::tens16n DAT). El lenguaje de programación 

adoptado es el Basi.c <Qui.ck Basi.c}. Las Cuadraturas implementadas 

en el programa oe cómputo son las siguientes: la del Rectángulo. la 

del Trapecio, la de Simpson. la Adaptada CQUANCB) y Spline. El 

programa se presenta en el disco ~lexible de consultd <M(P).BAS. 

ver apéndice)., y el diagrama de bloques en la página 166. 

La ejecución del programa requiere de datos de temperatura del 

yacimiento. gravedad especi.fica del gas y pr·esión a la que se desea 

obtener el m(p). Los resultados se despliegan de manera tabular~ y 

se considerar·:.. como la solución mAs exacta la o-frecida por OUANC8 

(debido a las "bondades" que posee.. consultar sección IV.4~ 1). 

entonc:es~ el error relativo se calcularA en base al resultado 

arrojado por dicha subrutina. 

Es oportuno sen.alar que la subrutina QUANC8 incluye u.i.a 

modi.ficaci6n. la cual consiste en el reemplazo de la -función FUN 

por la -función SEVAL (y por ende se usat·á la subrutina SPLINE> -

para evaluar. mediante una interpolaci6n. la integral en el punto 

deseado; incluso en aquel las técnicas que requieren evaluar la 

integral en presiones inte1·medias~ se empled la -fLmción SEVAL para 

tal fin (consultar listado del programa>. El -factor de 

compresibi 1 idad del gas~ Z, se calcula mediante la cot"t"elac.ión de 

Hal 1-Yarbor·oughu.4 >. la cual contempla gases con contenidos mi nimos 

de imput·ezas Cl-.lz' C0
2 

y/o H2S>; y su viscosidad~ se obtiene con la 

correlación de Lee y colaboradores'12>. 
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DATOS A CONSIDERAR. 

La in.formación usada en este ejemplo es'14
> temperatura del 

yacimiento de 200 •F y gravedad especi~ica del gas igual a 0.85 (el 

gas está libre de impurezas). 

Obtenga el potencial de gas real. mCp>, a la presión de 4400 

C:lb/pg2 abs). 

DISCUSJON DE RESULTADOS. 

El resultado publicado en el trabajo originalu•>. que 

el uso de correlaciones grá.ficas, es el siguiente: 

m<4400) = 1107.285 x 10~6 C:Clb/pg2 abs) 2 /cpl 

implica 

Los resulta dos logrados con el programa de cómputo se e::conen en la 

Tabla 4. 4. En el la puede apreciarse gran com:ordancia entt·e los 

valores obtenidos por las cuadraturas. El má.::lmO error relativo. 

con respecto al valor del publicado original. le presenta el método 

del Trapecio. debido la metodologi a propia de la técnica 

(consultar sec:c16n IV.1>; la. magnitud de tal error es: 

•rror reta.li.vo = 11060. 01)2 - 1107. 2851 .. 1 .. = 4 ? 7 ., 
mcíxi.mo 1107.28:5 '' UU •- '" 

Se puede conclui1· que los resultados o-Frecidos por el programa 

son buenos. ademá.s de ser obtenidos de manera rApida y descartando 

el uso de correlaciones grá-ficas Cque en muchos casos tienen una 

de~iciente impresi6ni. En la Figura 4.9 se muestra una grá.Tica de p 

vs. p/Cµ Z>, los datos se tomaron de las bases de datos generadas 

durante la ejecución del programa. El área bajo la curva representa 

el valor de m(p) en el intervalo de presión de (1 a 4400 Elb/pg2absJ. 
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técnica 

sub. QUANCB 

N4t.. a oc t. dngu ~o 
N9t.. d• Slmpaon 
T4cnl ca. SPL:ENE 
w9i.. Tl'a.pecl.o 

l,0602?2 )( 10 ... 9 

l.060'?' )( 10-9 
1.06091? )( 10 ... 9 

1,060917 X 10-9 

i • 060002 X 10-9 

orror rola. L l.vo c:on 
rocapoct.o a. QUANC8 (~ J 

1. 90399z 1:-oz 
4.208B2ts E-08 
,,:aoeazts E-09 

Z.l!J44i!l9 E-OZ 

Tabla 4 .4. Resultado!;; del cA.lculo del rn<p). 

RESULTADOS DEL CALCULO DEL m(p) 
T=200ºF y S.G.=0.85 

200,000 .-----------------------------. 

e: 
~ 150,000 ............................................. ~ ............ . 

ja 
~ 100,000 

8 

i 50,000 

............................ ~R~~-~-~º-~-~.Y.~.Y~.::.l)){PJ. .............. \ ............ . 
m(p)=2Jpt(,..Z)dp ¡ 

· · · · · · · · · ;;¡,¡;¡ ·~; foséi.212;;1 o.:.a ·¡,;51itié?fo:iüs: ·aüAr.icai ·· ·¡ ·· ··· · · · · · · · · 
o~--~---..... --~--~---.._ __ ...._ __ ~---'-' 

1200 1800 2400 3000 3600 4200 4400 
p [lb/pg'abs) 

Figura 4.9. 
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IV.7 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PPIV.1. Gill y Scher•. modi-fica.ndo la i'=órmula de Prandtl, 

encontraron una expresión para la distribución de la velocidad de 

un -fluido en una tuber1 a de secc:i~n circular. La velocidad 

adimensional u\ en la dirección u, esto\. dada como una -Función de 

la distancia adimensional, y•, medida a partir de la pared interna 

de la tuberi a Cver Figura 4. 10>. por medio de la sigaiente 

ec:uaciónz 

y+ 
u• = J 

o 

y+ 2d 
= Jo --+-~-'i=+-4_c_d dy + 

Donde: 

Y: 

d = 1 -

Aqu1, Y es la distancia adimensional correspondiente al csntro de 

la tubería Ceje dP. la tubería), y viene dada por: 

Y 8, es una -Función empirica de y•: 

9;::: y·2; 60 

V. N. OILL Y N. SCHER. -A NODJ:FJCATXON OF THE MOMENTUM TaANSPORT 

HYPOTHESJS-. %. CH. E • .JOUKNAL. 7, PAOS. 6S.-6:S • S.961.. 
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El nómero de Reynolds, Naa• y el factor de fricción de Fanning. 

f. son par¿metros adimensionales que dependen de las propiedades 
fisicas y velocidad del fluido. asi como de las dimensiones y 

rugosidad de la tuberia. La fórmula para el c~lculo del nOmero de 
Reynolds. es: 

N•• ='U ~ P 

+ u 

Figura 4.10. Distribución de la velocidad de un fluido. 

Donde v es la velocidad media del fluido. Des el diAmetro interno 

de la tuberia. y p yµ son la densidad y la viscosidad del fluido. 
respectivamente; todas estas variables en unidades compatibles. 

Para tuberi as circulares. no muy rugosas. donde el rango del número 
de Reynolds varia de 2000 a 50000, f puede representarse 

adecuadamente con la ecuación de Blasius. o sea: 

f = 0.079 <Naa)-o.zis 

Realice un programa para calcular la integral 

J! fCx) dx 

en base a las cuadrat•Jras de Gauss-Chebyshev y de Gauss-Laguerre. 
para "n" puntos de expansión. Sustituya apropiadamente f<x > y los 

intervalos, [a, bJ. en la expresión de la velocidad adimensional. 
u•. Compare los rPsultados logrados con ambas cuadraturas. para 

Nao= 5000. 10000, 25000 y 50000. con y+= 1, 2, 5, 10. 20, 50, 

100, 200. 500 y 1000; usando 2. 4. 6 10 y 15 puntos de expansión. 

Grafique en papel serni-logaritmico los resultados de log y+ vs. u+. 

obtenidos para 15 puntos y N•• = 50000. Compare dicha gr~fica con 

la presentada por Gill y Scher. y redacte comentarios al respecto. 
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CAPITULO V 

APROXIMACION A LA SOLUCION OE ECUACIONES OIFERENCIALES 

Aón cuando la mayoria de las ecuaciones diferenciales se 

resuelven al .:--iplicar técnicas anali tic as comunes, existen casos que 

representan fenómenos fLsicos que no tienen solución analitica. 

Afortunadamente~ dichos casos pueden solucionarse mediante 
aproximaciones numéricas. 

Por medio de ecuaciones diferenciales ordinarias puede 

describirse el comportamiento de innumerables procesos fLsicos~ 

particularmente aquellos que est.i.n en función del tiempo 

(fenómenos transitorios). Por lo consiguiente~ los m•todos que dan 
solución a tales ecuaciones cobran gr~n importancia tanto para 

ingenieros como para cient!ficos. En Ingenieria Petrolera~ el 

empleo de ecuaciones diferenciales parciales. se enmarca 

principalmente en el ~rea de Caracterización de Yacimientos 

<consultar sección II.1.5) Este capitulo está destinado a la 

descripción de las técnicas numéricas m~s usuales. para obtener la 
solución de ecuaciones diferenciales ordinaria~ y parciales. 

V.l ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. 

Una ecuación diferencial ordinaria <EDú), de n-4isimo orden, 
puede representarse de la siguiente rorma: 

2 • n 
F ( x • y, dy • d ~, d ~ • .. , • d ~) 

dx dx dx dx 
... (5.1) 
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La ecuación <5.1) es denominada de n-éstm.o ord~n porque la m~xima 

derivada es de orden "n" • y ordinaria puesto que aparecen 
ónicom~nte las derivadas totales <no muestra derivadas parciales 

po~ee sólo una variable independiente. x). Una función y(x) que 

satisfaga esta ecuación, la cual debe ser cuando menos "n" veces 

diferenciable. ser~ la solución. Para obtener una solución Onica 

<en general existen muchas funciones y<x) que satisfacen la 

ecuación (5.1)), es necesario contar con informaci6n adicional, es 
decir. valores de y<x) o de sus derivadas para algunos valores 

especi f icos de x; para una expresión de n-6simo orden. "n" 
condiciones. de esa naturale=a. son suficientes para lograr una 

solución única. y<x). Si las "n" condiciones est~n referidas para 
el mismo valor de x (x

0
• por ejemplo), entonces se tiene una EOO 

con uatorea o condicione» iniciales. Cuando se involucra m~s de un 

valor de x, el problema se denomina como EDO con tJalores o 

condíc íorut: en ta /rentera, 

Una EDO de n-6simo orden puede representarse por un sistema de 
11 n 11 ecuaciones de primer orden. definiéndose "n-1." nuevas 

variables. Considérese la siguiente expresión de segundo orden 
<ecuación de Bessel): 

x2 Ó + x .2Y_ + <x2 
- p 2

)y 
dx 2 dx 

Donde p es una constante. Ahora. introduciendo una nueva variable~ 

z = dy/dx. la expresión de segundo orden puede reescribirse como un 

par de ecuaciones de primer orden. o sea: 

~ - z =o 
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Como la gran mayoria de las EDO de alto orden pueden ser 

maneJaOQS de manera anAloga. se desarrollará solamente la solución 

numérica de ecuaciones de pt·imer orden. 

Una EDO de primer grado puede representat;se d¡;·manera simbólic:a, 

de la siguiente manera: 

La cual tiene una familia de curvas, y<t>, como solución. Si 

-f(y, tl = y, para c:ualauier constante c. la función y<t> = e 
_, 

e es 

la solución. Al elegir un valor inicial. digamos y<O> • se 

selecciona una curva de la -t=amilia. como se observa en la Figura 

5.1. El valor inicial de la variable dependiente puede ser 

espec: i-fic:ado 

independiente. 

para cualciuier valor, de la variable 

Como algunas EOO no tienen solución analitica, es usual emplear 

rriétodos numét·ic:os para obtener una aproximación de la solución. 

Fara esto, se requiere de la siguiente información: 

1) Una expresión qLte regule el error tolerable en la solución. 

2) Una expresión que indique la dificultad existente para lograr 

tal soluc:16n. Esto. normalmente, está en función del error 

tolerable. 

Las aproximaciones que desarrol lará.n en este c:api tul o, 

incluyen el uso de métodos Paso a Paso (también conocidos como 

métodos de DiTerenc:ias o de Variables Discretas>. En estas técnicas 

se genera una set·ie de puntos t
0

• ti.' t
2

,. •••• con un intervalo o 

paso. variable. o sea: 

h=t -t) ••• (5.2) 
n n+1 n 

En cada punto tn" la solución, yCtn)' se aproxima. por un nC.rmero Yn' 
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que se calcula a partir de valor-es previamente obtenidos. Un método 

de Di-ferencias que crovee una regla para calcular ynu' usando "k" 

valores antecedentes Yn• yn-t.' ••• , yn-k+t.' es nombrado un método 

de~ pasos. Si k = 1, ser~ un méotodo de Pasos Simples o Sencillos: 

y si k > 1, se denominará. método Multipasos. 

El método de Euler es un ejemplo de método de pasos simples, y 

el valor de yn+t. se calcula mediante una e:<trapolaci6n lineal del 

valor anterior. Yn· Sea, por ejemplo. la siguiente EDO: 

y' = J'(y, t) 

con condición inicial y(t
0

) = y
0

• La pendiente de la solución puede 

obtenerse para la condición inicial con la expresión 

v.; = .f(y
0

, t
0

). Por lo que, una aproximación de yt. yCtt.>, se 

obtiene usando los primeros dos términos de la serie de Taylor, 

esto es: 

An~logamente para t 2 = 'tt. + ht., se tiene: 

V de manera general: 

A cada paso, la apro:dmaci6n de la solución cruza de una curva 

de la fami 1 ia solución a otra <Figura 5. 2). Esta si tuaci6n provoca 

errores considerables en la solución de algunas EDO. En el caso 

la EDD y' = y <Figura 5. 1), el método de Euler magni-ficar1 a 

error a razón de et. mientras .. t .. se incrementa. Este fenómeno 

conoce como in.estabi l. i.dad de una ecuación. diferencial.. 
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y 

10 

FAMILIA DE SOLUCIONES DE y'=y 1 

11 

Figura 5.1. 

METODO DE EULER 1 

12 
t 

Figura 5.2. 
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y 

FAMILIA DE SOLUCIONES DE y'= -y 1 

t 

Figura 5.3. 

Por otro lado. si la EDO es y~ = -y. se tiene la -familia de 

curvas mostradas en la Figura 5.3. Para dicha ecuación!' los 

errores!' decrementará.n a medida que "t" disminuye. Esto se denomina 

estabitidact: de una ecuación diferenciaL. Recapitulando, para la 

ecuación di-ferencial y' = >..y, donde A. es una constante. el error en 

la solución se verá. aTec:tado por el Tac:tor e"t., en tanto que "t" 

aumente. Si X ~ o. los en·ores no se magniT1carán puesto que la 

ecuación se comportará. establemente. Si A o. la ecuación será. 
inestable. Es conveniente sen'. alar que una EDO estable, no 
necesariamente debe ser una expresión de 

numérica. 
sencilla solución 

Los errores presentes en la aproximación de la solución de una 

EDO, son: 

1) Error de redondeo. 

2) Error de discretización. 
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El error de redondeo es inherente al equipo de cómputo 

(consultar sección I.3) y desafortunadamente es impredecible. 

El error de discretización depende .. exclusivamente. de· la 

t•cnica emple~da. Entonces .. si todos los c~lculos aritm•ticos 

se realizaran con precisión infinita. el 6nico error presente seria 

•ste. Se le subdividide en:. 

- Error de discreti=ación local. 

- Error de discreti=ación global. 

El error de discretizaci6n local se genera en un paso, si el 

valor previo es exacto y no existe error de redondeo. Para ser mas 

claros .. supóngase que un(t) es una función en "t". definida por: 

u~= f<un. t) 

un<tn) = Yn 

De esta manera. un(t) es la solución de la EDO. determinada a 

partir del valor tn y no para la condición inicial original. t
0

. 

Por lo cual. el error de discreti2aci6n local. dn, se define como 

la diferencia entre las soluciones. calculada y teórica. para un 

mismo valor t~· o sea: 

dn = y"4f. - un<tn4f.) ... <5 .3) 

El error de discretización global es la diferencia entre la 

solución calculada <ignorando el redondeo), y la solución verdadera 

determinada para el valor t
0

• Esto es: 

..• (5.4) 

Para una EDO. donde f (y. t) dependa de "Y". el error en la 

solución para cualquier punto tn~ est~ regido por las soluciones 
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previamen·te calctl.l~das. Como consecuencia, el error global ser.:i. m.i.s 

grande que la sum.:1toria de los errores loca1:es, si la EDO es 

inestable, y ser.:i. menor que dicha sumatoria. si la EDO es estable. 

La estabilidad de una EDO, y por lo consiguiente el efecto de los 

errores local y global, est.:i. gobernada por el signo de df/dy. Para 

ecuaciones no lineales, 8f/By puede alternar su signo, por lo que, 

la ecuación ser~ inestable en algunas regiones y estable en otras. 

P~ra sistemas de EDO no lineales. l.:i si tuacién es aón mAs compleja. 

Un concepto primordial en 1<:1 evaluación de la exactitud de un 

""'todo numérico, es el orden. El orden se define en términos del 

error de discretización local, obtenido cuando se aplica alguna 

técnica a problemas con solución sencilla. Se dice que un método es 

de orden "P", si existe un número 11 C", tal que: 

El nllmero "C" depende de la derivada de la función que define la 

ecuación diferencial y de la longitud del intervalo sobre el cual 

se obtuvo la s.olución. y ser.i independiente del nllmero y del tamaffo 

del paso. "n" y hn respectivamente. 

Una expresión para calcular el error total es: 

donde: 

error total ::: b (e h + ~) 

b = t, - t
0 

t,:: punto fijo final del intervalo de evaluación. 

~ :: error rle redondeo. 

El error total puede minimizarse, de manera aproximada, para el 

valor óptimo de "h". a trav"s de la fórmula siguiente: 

hdpl ~ ~ 

178 



Finalmente, debe indicarse que conforme "h" disminuye, el error 

de discreti=ación. normalmente tambj~n disminuirá. y la solución 

nunn!orica comen=ar~ a converger con respecto a 

solución. No obstante, cuando el valor de "h" es 
pequefto, la solución numérica divergir~ a causa 

redondeo. 

V.i.i TECNICRS PARA LA SOLUCION 
DIFERENCIAL ORDINARIA. 

NUMERICR DE 

la verdadera 

excesivamente 
del error de 

UNA ECUACION 

A pesar de que existen múltiples métodos para la aproximación de 
la solución de una EDO. se expondrá.n los tres má.s importantes. 

V.i.i.i METODO DE TAYLOR. 

Si yCt) es la solución de una EDO. su expansión en términos de 

la serie de Taylor es: 

h2 
y<t + hl = y(t) + hy'(t) + 27 y"<tl + ... 

El método de Euler puede interpretarse como una aproximación al de 

Taylor (considerando sólo los dos primeros términos de la 
expansión). Si "Y" tiene derivadas de alto orden. una t•cnica de 

orden "P". estará dada por: 

Yn+a. ... (5 .5) 
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El primer 1:i6rmino en despreciarse provee una estimación del error 

local de d iscret.ización y puede usarse para sel.eccionar el tamaf'lo 
deJ paso (intervalo). L~s derivadas y' ( x), y'• (x), etc4otera, pueden 

expresarse en términos de las derivadas parciales de la función. 
f. Si se hace es1-o. debe dis·tínguirse la función f(y, t) con dos 

variables independientes. de l~ función f(y(t). t), que posee sólo 
una variable independiente, obtenida al sustituir la solución 11 y" 

en f, Iniciando con: 

y' Ct) = fCyCtJ, t> 

se pueden diferenciar ambos lados con respecto a "t". resultando: 

entonces, para la tercera diferencial: 

y' ' ' = f yy f
2 

+ f; . f + f y . f L + 2f t y . f + fu 

El proceso anterior es denominQdo dif&ranciación total. Por 

ejemplo, si f(x, t) = y2 + tz. se tendr~: 

y' = yz + tz 

y'' = 2y
8 + 2yt

2 + 2t 

y''' :::: 6y4 + 8y
2 t 2 + 4yt + 2t4 + 2 

Nótese que aan cuando la función f es un polinomio de dos 

variables. sus derivadas totales se tornan m~s complicadas conforme 
incrementa el orden. En la práctica, este método tiene unQ 

aplicación muy limitada. 
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V.1.1.2 METODO DE RUNGE-KUTTA. 

Esta tácnica est~ diseftada para requerir solamente la evaluación 

de la primera derivad~. lo cual representa una ventaja sobre el 

RJl6todo de Taylor. La aproximación se logra evaluando varias veces 

la función f<y. t). La expresión del método de Runge-Kutta de 4• 

. orden. es: 

... (5.6) 

donde: 

ka hf(yn• tn> 

k, hf (Yn +~ka• t + b.) n 2 

k2 hf (Yn + ~ k,. tn + b-J 2 

k. hf(yn + k z • tn + h) 

Debe resaltarse que en cada paso de c~lculo. se reali=an cuatro 

evaluaciones de la función f<y. t>. El método de Runge-Kutta es una 

extensión de la cuadratura de Simpson para EDO. esto es: 

Si f(y. t) es función exclusiva de "l". ambas t6cnicas ser~n 

equivalentes. 

Como en las técnicas de Runga-Kutta no es factible obtener el 

error local de discretización. se imposibilita la selección del 

tama~o del intervalo. sin embargo. son fAcilmente programables y 
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num•ricamente estables para casi toda EDO. adem!ls. puede iniciarse 

por s~ mismc. puesto que sólo necesita una solución inicial y
0

• 

para calcular yn+&" En cualquier momento del c~lculo de la 

aproximación, el tamaHo del intervalo hn es susceptible de 

modificarse Cla subrutina RKF45. descrita en la sección V.2.5. 

incluye una moderna modificación que permite el control del tamafto 

hn). 

V.1.1.3 METODO MULTIPASOS. 

En los m6todos previamente expuestos. yn•& se calcula a Partir 
de una función que depende de Yn• tn y hn. Es coherente pensar que 

empleando los valores de Yn-&' Yn-a• Y fn-a.' fn_2 • 

donde fL = fCyL. ti.). la aproximación obtenida seria ~s exacta. 

Los métodos Multipasos se basan en esta premisa y son sumamente 
efectivos. Para soluciones con gran exactitud. requieren menor 

cantidad de c~lculos que las t6cnicas de Un-paso. 

La fórmula general del método Multipasos Ck-pasos) Lineal·, es la 
siguiente: 

k k 

yn+f. =L~oªL Yn+f.-L + ht~o(IL fn+s-L ... (5.7) 

donde "k" es un nOmero entero. y tanto ªL como (?t son distintos de 
cero. La t•cnica se denomina lineal pues cada f L se comparta 

linealmente. aunque, f puede no ser una función lineal de sus 

argumentos . 

Una vez que el m6todo ha iniciado. cada paso subsecuente 

requiere del c~lculo de Yn+&' a partir de los valores. previamente 
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ob'tenidos o conocidos. Yn• Yn-t.' Yn-k+i' -fn' -Fn-t' 

fn-k+s.· Si (1
0 

= O, la 'técnica se denomina explícita .. Cuando (?
0 

.,,: O 

la técnica sera. implicita, ya que debe calcularse fn+i para obtener 

yn+i" 

Un método Multipasos -~Predictor-Corrector, emplea una técnica 

explicita (predictor), seguida por una o má.s aplicaciones de una 

implicita (cort·ector). El método de Adams de 4• orden es un buen 

ejemplo de esta técnica, sus ecuaciones son: 

ecua.ci.ón predi. e l. oro. 

Yn+i = Yn +h 24(SSfn - 59-Fn-s. + 37-fn-z - 9 .fn-a) ••• (5.8) 

•cua.ci.ón corree l. ora. 

yn+s. 6 Yn + 2~\ 9-Fn+s. + 19Tn - S-Fn-S. + -Fn-z) ••• <5.9) 

El algoritmo para el método Predictor-Corrector es como sigue: 

1) Use la ecuación predictora para calcular 

aproximación inicial de yn+s." Considere i = O. 

<O> 

Yn+s.' como una 

2) Obténgase y evalúese la cterivada de la -función, o sea: 

-F~~: = -f(y~~:, tn+s.) 
3> Calcule una meJor aprox i.mac ión 

corree.tora. para -Fn+s. = .f~~: 
4> Si IY~::u - y~~:I >tolerancia. incremente. 

y regrese al punto 2; en otro caso. 

problema se dts. por resuelto. 

usando la ecuación 

.. Í" en una unidad 
ci.+u 

Yn+t. ' y el 

En este algori.tmo se ejecutan tres procesos independientes: el 

paso pred1ctor (1). aenomi.nado P: el paso evaluador (2)~ llamado E: 

y el paso corrector (3) o paso C. El 4° paso puede sustituirse por 

un ciclo de "ffi" iteraciones correctoras~ El esquema resultante se 

expresa en forma compacta de la siguiente -forma: 

P<EC)m 

Por lo que si se consideran la estabilidad y el err-or de 
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discréti::ació·h~ el método Predictor-Corrector de 

sensible. será.Cu: 

FECE 

V.1.1.4 PROBLEMA CON VALORES EN LA FRONTERA. 

Adams, 

Hasta a.qui se han e:~puesto EDO con valores iniciales. en las 

cuales la variable dependiente está disponible para algOn valor de 

la variable independiente. t. En ocasiones es necesario resolver 

EDD~ sujetas a los valores de la variable dependiente. obtenidos 

para dii=erentes valores de .. t ... Un problema de esa naturale:::a es 

conocido como problema con valores en La frontera. Las técnicas 

para dar solución a estos problemas son totalmente disimbolas de 

aquellas para problemas con valor inicial. 

A continuación se expondrá un método para reducir un problema 

con valores en la "frontera a una secuencia de problemas c:on valor 

inicial. Supóngase el sistema de EDD mostrado enseguida: 

y' = .of(y,t) 

donde: 

y = (::) 

Sujeto a las condiciones y•(O) =a y y2 (b) = ~. b ~O. 

Para solucionar tal sistema, se sugiere el siguiente método 

iterativo: 

1) Elija un valor ' que aproxime el valor de y
2 

(0). 
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2> Resuelva el oroblema de valor inicial: 

v· .f (y. t)' í~] y(O)= L, 

3) Si l'Y
2

<b>- 111 !:: tolerancia. entonces y<t> ~ Y<t>; de otra -Forma 

ajuste ~ y retorne al paso 2. 

Como información adicional~ se comentan\ que el valor de~, está. 

1 ntimamente relacionado con el concepto de región de c:onvergencia. 

del método de Newton-Rhapson para sistemas de ecuaciones no 

lineales. 

V.1. 1. 5 SU&Ji.UTINA RKF45. 

RKF45 es una subrutina. basada en la técnica de f;:unga-Kutta. 

para resolver una EDO con condiciones iniciales. Se requiere 

evaluar la función involucrada en seis ocasiones por cada paso de 

cAlculo (~ esto debe adici~ M.O. subprograma ª !!!.Q.QQ Qg 

funci,.Sn>. Cuatro de esos valores -funcionales se combinan con un 

juego de coe-ficientes (propuestos por E. Fehlberg' s.>)~ para generar 

un método de 4 .. orden. y uno de 5° orden se desarrolla al conjugar 

los seis valor-es -Funcionales con otro grupo de coe-Ficientes.. La 

comparaclón entre ambas cantidades proporc:iona una .:i.proximación del 

error~ valor con el cual se logra el control del tama!'io del 

intervalo o paso, hn. Como ya se indicó, las fórmulas usadas por 

RKF45 necesitan seis valores de la func:i6n involucrada por paso~ k1. 

a k
2

• Ellos está.n de1-inidos por: 

i.-1. 
h .f(y +E {l. i< . • t + a. h ) 

n n J=:s. \.J J · n \. n 
i = 1. 2. 6 ••• (5. 10) 
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El nuevo valor· Yn.._·., Se o~·tiene usando una combinación ponderada 

de las 6·cantidades k¡• es decir; 

... (5.l.l.) 

Existen 27 coeficientes en total. 6 para al. 15 para fil. y 6 para 

ri.. La determinación de dichos coeficientes se logra al expandirse 

todas las kl en series de Taylor. las expansiones se sustituyen en 

la fórmula para Yn+~· y el resultado se comparar con la serie de 
Taylor para la solución real (definida en la sección V.1), 

* u,..<tn+t.). Fehlberg tambi•n encentro un juego de coeficientes )'\. 
q~e combinados con 4 de los 6 valores de kl. producen una cantidad 

yn+t.' la cual brinda mayor precisión a la técnica de 4• orden. Esto 

es: 

... (5.l.2) 

RKF45 no calcula y• • en su lugar. calcula una estimaci6~ del 
6 • n+:l • 

error. ~=•'rl - rl) kl. la que sirve para regular el tamaffo del 

paso. hn. 

Como corolario. se dirA que RKF45 es la implementación de 

propósito general. m~s efectiva del ~todo de Runga-Kutta. ade~s. 

es fAcil de entender y usar. Por si esto fuera poco. para demandas 

modestas de precisión <error de discreti:::::aciOn local menor de 10-ES 

6 10-6
). RKF45 es tan eficiente como la m6.s sofisticada t•cnica de 

Adams. En el dLs>tattQ de consulta se presenta. codificada en 
lenguaje Baste. la ~ubrutina m~F45 asJ. como un programa fuente para 

su utilización <RKF45.BAS. revisar ap~ndice) . 
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V.2 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES, 

Dentro del conjunto de las ecuaciones di-ferenciales parr.:iales 

(EDP>, las de 2• orden y -Fot·ma parabólica revisten mayor inter6s 

para el Ingeniero Petrolero. 

Las ED~ de 2• orden. se clasi.fican como de tipo el1ptico, 

hiperbOlico o paratólico. Tal clasii=icación es posible si la 

ecuación puede reducirse. mediante trans.formaciones de 

variables independientes, a la -forma mostrada a continuación: 

Los coei=icien~es Al. evaluados en el 

pueden ser -1, 6 O. La variable 

punto <x.,, x
2

, 

dependiente es 

independiente es xl. Los tipos principales de EDP, son: 

••• <S.13) 

"U" 

las 

1) Si todas las Ai• O y tienen el mismo signo, la EDP es eU.ptica. 

2> Si todas las At.• O y tienen. a excepción de una. el mismo 

signo, la EDP es hiperbólica. 

3) Si alguna A\.== O (Ak, por ejemplo), y las restantes A\. son 

distintas de cero y con igual signo~ y si ademá.s~ el 

coe~iciente Bk de Bu/axk es di~erente de cero, la EDP es 

parabólica. 

Como los coeficientes A\.~ B\.. C y D son función de las variaoles 

independientes x.,~ :<
2 
•••• , xn. la clasi·Fi.caci6n de una EDP puede 

variar de acuerdo al punto en particular~ que esté siendo 
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considerado. en el espacio <x •• x
2 
••••• xn). Es muy com~n. que una 

de las variables indt::"pendit±>nte-:: sea el tiempo. t. y que las 

restantes :..:-:ean coordenadas lie distancia. x, y.. y - . Ensegujc!a 

se desarrallorA el m6toUo de Diferencias Fi~itas, ,que es el más 

"socorrido" para dar solución a una El.IP. 

V.2;J. METODO DE J?IFERENCIAS FINITAS. 

La idea b•sica de cualquier mi'todo de aproximación. consiste en 
reemplazar el problema original por otro que sea ~s fAcil de 

resolver, y cuya solución se aproxime a la del problema original. 

El 116todo de Dif'erencias Finita~ <MDF). tiene como principi.-· 

fundamental el sustituir las derivadas parciales. que intervienen 

en la EDP de un problema en particular, por su aproximación 

Diferencias Finitas. Con~iC•rese la 'SigrJiente ecuación: 

.tu lim Au Au 
Tx : E:K = 'EX .· .. (5.14) 

En su aproximación, el valor asignado a Ax depender~ de cada 

problema. El MDF ejemplificado anteriormente, permite transformar 

un problema de Cálculo Dif'erenciaJ. en uno CJlgebraico que ser.i. m.i.s 

f4cil de soiucionar. 

El pilar fundamental en el desarrollo del MDF lo constituye lJ 

serie de Taylor. La expansión de f(x) en t~rminos de tal serie. con 

respecto al punto "X" y con .incrementos positivos. puede expr~!:;arse 

corno: 

f(x + .Ax) ... (5.15) 
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Y con incrementos negativos. se convier·te en: 

f(x + ¿X) f(x) _ ¿x 2f. + Ax
2 

d
2

f' _ ... +Ax" dnf 
dx 21 dx 2 

ni dxn 
... (5.16) 

Empleando las dos expansiones desarrolladas. pueden derivarse 

aproximaciones en Dif'erencias Finitas para la primera y segunda 

derivada~ de f(x). Al despejar df/dx de la ecuación (5.15>. se 

obtiene: 

df 
dX 

f<x + .0.:t":I - f(x) _ _!. [IJ.x
2 

d
2

f + ... + Axn d'"'f] 
Ax · Ax 21 dx2 ni dxn 

... (5.17) 

Asumi~ndose que Ax es pequeffo. los términos dentro del par6ntesis 
pueden despreciarse <tienen valores mínimos). ademAs, si se denotan 

con 0(x). la ecuación (5.17) se transforma en: 

df 
dx 

... <5.18) 

El término 8C4x) se lee como 11 de orden 4x 11 , pues precisamente ~x es 

la parte principal del primer término. es decir. el m~s 

significativo <el de mayor valor), de entre todos los que conforman 

la serie que la define. 

En conclusión, al sustituir la derivada de la función f<x> por 
(f(x+~x) - f(x))/Ax. se cometera un error de truncamiento del orden 

Ax, 0(4;.c). 

Otra aproximación de df/dx, se obtiene a partir de la ecuación 
<S.16), esto es: 

df = f(x) - f(x - Ax) 
dx 

con un orror do ordan QCAMI 
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Una tercera ··ap~ox imación. ··co_n éi-ror ·-de .. truncamiento: m_enor. puede 

ser formulada al restar de la exp.resión (5 .15) la (5 .16). o sea: 

Estas tres aproximaciones 

Adelante, Diferencias hacia 

respectivamente. 

se conocen 

Atr~s y 

••. C5 .::!O) 

como Diferencias hacia 

Diferencias Centrales. 

Por otro lado. si se suman las expresiones (5.15) y <5.16). se 

obtendr~ una aproximación para la segunda derivada: 

... (5.21) 

En caso de derivadgs parciales. la aproximación puede obtenerse 

directamente de las ecuaciones (5.18), (5.19), (5.20) y (5.21); por 

ejemplo, para la segunda derivada parcial. se tiene: 

i1
2

f f(x +Ax) - 2f(x) + f"(x + li.x) + S((Ax)•) 
ctxª = <.O.x >ª 

... (5.22) 

Reali~ando un procediento similar, pueden aproximarse derivadas de 

mayor grado. 

V .2 .1.1 ESOUE~IA EXPL TCITO. 

Hasta esta parte puede concluirse que el MDF facilita la 

solución nómerica de ecuaciones diferenciales. revisemos ahora. la 

metodologia de su aplicación. Supóngase la siguiente EDP con sus 
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respectivas condiciones iniciales y de frontera: 

~ ~ ... <5.23) ., .. "l 

p(O. tl } condlolonoD do t ronLal'Q. 
p(l. tl 

p<•. 0) aondloldn lnf.alal 

El problema consiste en calcular la presión a cualquier 

distancia, x. y tiempo¡ t. de inter4s. Sustituyendo las derivadas 

parciales por sus respectivas diferencias finitas. se tendr~: 

n+s. n 
PL - P, + 9(Atl 

At 
... (5.24) 

Nótese que f<x+Ax> se sustituyó. para manejo de nomenclatura •. 

por pf.u. donde los sub1ndices manejan distancia y los super1ndices 

tiempo. El super!.ndice "n" representa el tiempo actual y el "n+1" 
el tiempo al cual se predice la presión. Si los términos 9( (Ax )2

) 

y B(At) se desprecian. la aproxim~ción de la EDP se reduce a: 

P~u - 2p~ + p~-s. 
(Ax)

2 
At 

.. ,(5.25) 

V.2.1.2 ERRORES DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD EN EL ESQUEMA 

EXPLICITO. 

El error en la aproximación num~rica puede definirse como la 
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diferencia entre la solución, exac~a .- P~ .. y la calculada. 07. o sea: 

... (5.26) 

Con la finalidad de cuantificar la magnitud de tal error y de 

definir los errores de convergencia. manipularemos algebraicarnente 

algunas de las expresiones anteriores. Restando la ecuación <5.25) 

de la <S.24), se obtiene: 

e~+' - 2e~ + e~-f. 
+ B((<l.x)• + C<l.t)) 

<Ax)2 

Haciendo r = At/(Ax)2 y despejando a e~+~ 

Ahora, asignando valores absolutos en ambos miembros de la 

expresión anterior y considerando que "r" est.i. definida en el 

intervalo (0, 1/2]. se tiene que: 

(e7"1 :.: r(e7 .. I + C1 - 2r>le71 + rle7_,( + 

+ c((At)2 + At<Ax)2
) ••• <5.27) 

Donde el elemento c«At)
2 + At<Ax)

2
) resulta de la definición 

siguiente: Un término A se denomina de orden (Ax)n o B<Ax>". si 

existe una constante. c. positiva e independiente de Ax, tal que 

A < c(Ax >". Si esto se cumple. tanto (Ax>" como A tender~n a cero. 

al menos con la misma velocidad. 

Por otro lado, el m;iximo error al tiempo ••n•• puede estimarse con 
la ::;igLJiente expresi61,: 

lenl = m.1>.x le~I · o. 1 •...• n 
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Entonces, tomando en cuenta el m~ximo error, ia ecuación (5.27) se 

reduce a: 

... (5.28) 

Reduciendo un paso en el tiempo, la desigualdad anterior puede 

transformarse en: 

Misma que al sustituirse en la expresión <5.28), resulta: 

Continuando con reducciones sucesivas en el tiempo. se llega a: 

len••1 :!: feªf + mcCCAt>" + At<Ax>"> 

Adem.ls, como eª : o. por las condiciones iniciales y de frontera. 

el ~ximo error ai tiempo "n+1". queda definido por la relación: 

... (5.29) 

Se dice que un esquema en diferenecias finitas es convergente, 

si en un punto ex. t> se cumple que: 

11m 
AM .. 0 

.a.L .. O 

... (5.30) 

Can base en J.a expr~sión (5 .29) y en la definición (5 .30). se 

concluye qu~ el esquema explicito es convergente si r ~ 1/2, es 

decir, <Ax>2 
> 2At. En otras palabras. si se restringe el cociente 

4t/(Ax)2 a valores menores de 1/2. la presión pronótiscada poseer~ 

un grado de exactitud aceptable. 
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Otro punto relevante en la aplicación del MDF. lo constituye el 

error de estabilidad. Un sistema es inestable si el error aumenta 
conforme se incrementa el tiempo; es·to. en notación algebraica. es: 

n+& =-n S l. ... •Lial.111"1'M1 1111t.a.bL11 

e 
n+& 

~ > 1 .... AL•t.•ma. Ln•at.a.1$L• 

e 

... (5.31) 

Recapitulando. la ecuación <5.25) es un desarrollo explicito. en 
diferencias finitas. de la expresión <5.23). condicionalmente 

convergente y estable. para valores de At/<Ax)
2 

< 1/2. El esquema 
se denomina •xpticito, ya que es posible el despeje de la ónica 
incógnita <p~+.,). esto es: 

... <S.32) 

i = 1. 2 ...... n 

Para emplear la ecuación <5.32) en un caso pr~ctico, es 

necesario contemplar las restricciones establecidas para Ax y At. 
Por ejemplo. puede ser conveniente elegir incrementos pequettos en 

el espacio. sin embargo. ello conlleva a la utilización de 
incrementos en el tiempo m~s peque"os aon. con el consecuente 

incremento del tiempo de cómputo; y esto no es deseable. sobre todo 

cuando el equipo electrónico U!:iado es rentado o "prestado" . 

V.2.1.3 ESQUEMA UlPLICITO. 

Si en la ecuación <5.23) la derivada espacial <Bx) es sustituida 
por diferencias 'finitas al tiempo "n+1". y no al tiempo "º" como en 
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el desarrollo explicito. y la derivada temporal cat) es utili2ada 

con un incremento hacia atr.á.s. relativo al tiempo "n+1". se realiza 
un desarrollo impl1cito. Anal1ticamente se tiene: 

n+s. n 
pL - PL + S(li.t) ... <5.33) 

At 

El término impt~cito. surge a ralz de que en este esquema no es 
posible despejar (explicitar) las incógnitas. Agrupando elementos y 

haciendo r = 6.t/C6.x)
2

• la ecuación <5.33) queda como sigu~: 

-<1/r)p~ ... (5 .34) 

i=1,2, .... n 

La expresión (5.34) representa un sistema 

ecuaciones. Si a = 2 + (1/r), el citado 

matricial. es: 

1 
1 

1 1 

1 -a 
1 

tr idiagonal 

sistema. en 
de "n" 

f'orma 

Obs4orvese que en la derivación de este sistema se consideran las 
siguientes condiciones de frontera: 

n+.. n+t. n 
P0 = Pnu = P0 
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V.2.1.4 ERRORES DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD EN EL ESQUEMA 

IMPLICITO. 

El error m~ximo de este esquema puede obtenerse la 

siguiente expresión: 

1 '; .~(5.35) e = 1 + rCZ - cos<Ax<nn/L>>J 

donde "n" es el nt:Jmero de celdas y L es la longitud total en 

estudio, adem:ls. lel S 1 para todo valor de "r", lo cual asegura la 

estabilidad del Esquema Impl1cito. 

En base al Teorema de Equivalencia de Lax (uD~do un problema de 

valor inicial propiamente definido. y dada su .:-iproximaci6n por 

diferencias finitas. estabilidad es la cor.dici6n necesaria y 

sufuciente para la convergencia"), este esquema es convergente. Por 

lo tanto. el Esquema Implicito, representado por la ecuación 

(5.34), es incondicionalmente estable y convergente, ya que el 

error de aproximación no depende de ~x y/o de ~t. 

V.2.1.5 ESQUEMAS PONDERADOS. 

Un esquema de solución m~s general se obtiene al considerar 
familias de diferencias finitas a trave1rs de promedios ponderados. 

El esquema en diferencias finitas de la EDP (5.23)~ puede 

expresarse como: 

aa2xp~•t.+ <1 - S)a2xp~ 

<.t..x)z 
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donde: 

a-xp~ = P~+& - 2p~ + p~-& ... (5.37) 

En la ecuación <5.35)~ el error es del. orden de B<<Ax>2 +(At)2
). 

Debe observarse que el. esquema es expli. cito si B = 
implÍci to si a ::: 1. 

y totalmente 

V.2.1.6 ERRORES DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD EN EL 
PONDERADO. 

ESQUEMA 

El esquema ponderado ~s condicionalmente estable y convergente 

de acuerdo con: 

r :s 2<1 
1 

28> o :s a :s 1/2 ... (5 .38) 

e incondicionalmente estable y convergente para valores 

dentro úel rango 1/2 S 8 S 1. En la prActica, los valores de El mAs 

empleados son o. 1/2 y 1. En el caso particular de que a= 1/2~ el 
esquema implicito incondicional conformado es denominado como 

Esquema de Crank-Nicolson. 

En resumen. con los esquemas implicitos se logra mejorar las 

condiciones de estabilidad. al introducir sistemas 

incondicionales. y obte~er mayor exactitud al disminuir el orden 

del error. 

197 



V.2.1.7 TIPOS DE CONDICIONES DE FRONTERA. 

Cuando las condiciones de frontera son constantes. como en el 

caso estudiado. la EDF' se clasifica como de tipo Di.rt.ch.l.et de 

primera clase. Si tales condiciones est~n dadas en términos de 

derivadas parciales de la función incógnita. la EDP se clasifica 

como de tipo Newn.ann o de segunda clase. La combinación de estas 

condiciones de -frontera genera una tercera c:lasi-ficaci6n. las EDP 

de tipo Robi.n o de tercera clase. 

v.2.1.a ECUACIONES DIFERENCiALES PARCIALES EN DOS DIMENSIONES. 

El desarrollo de la aproximación de una EDP en dos dimensiones. 

se discute ampliamente en el capitLtlo II, sección Il.1.5~ "Solución 

al problema de flujo bidireccional~ monof3.sic:o. transitorio, a 

través de medios porosos ... 

V.3 EJERCICIOS RESUELTOS. 

PV-1. La función error esta definida por la integral mostrada 

enseguida: -3. j"' e-Lz dt 
-lñ o 

er-f<x> 

Pero también puedE? expresarse como la solución de una ecuac:ión 

di-ferencial<u, esto es: 

y' Cx> = ~ e_.,,.z 
-lñ 

cuya condición inicial es y(O) = O. 
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Realice un oroqrama dli!. cómputo que empleando la subrutina RkF45, 

despliegue una tabla de er~C:cl para x =O.O. 0.1, 0-2~ 0.9, 

1.0. Compare sus ..-esultados con los obtenidos en el capitUlo I 

(sección I.5. problema ..-esuelto PI-1). 

Solución: 

El p..-ograma elabora.do se present" en el disco -Flexible de 

consulta (RKF45. BAS. sub di rector io CAF'5. revisar el apéndice). 

Algunos t'"esultados se consignan en la Tabla 5.1. Se obse..-va que 

presentan un en·ot· relativo máximo del 34 X, con respecto a los 

valores tabulados de er-f(~{). El tiempo total de ejecución del 

programa .fue de 1.16 segundos. 

e..-~<x> 
aubrut.t.nQ. ••ri.e d• Q.rt,.i. fi.ci.o vaLore• 

RICF4!5 Taylor Formythe t.abutado• 

o.o o.o o.o o.o o.o 
o.~ 0,!564.1896 0.!520!5002 0.5204499 0.69.1!5 

<.O t.. t.289?90 0.04-26992 o.e•2?00? 0.04-.19 

Tabla 5. !. Resultados del cálculo de er-FC:d mediante RKF45. 

V.4 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PPV-1. l"I. Muskat desarrolló un procedimiento para predecir el 

comportamiento de yac:imientos homogéneos, con distribución uni-Forme 

de presión. sin ent:rada de agua y sin segregación gravitacional de 

-Fluidos. La ecuación de dic:ho método es di-fer-encial ordinaria. de 

primer grado~ y expresa la variación de la saturación de aceite a 
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cualquier presión•: 

Donde: 

.;;¡ 
"""'": 

dSo= So ·CXp + Ckg/ko)Ypl - ZpSg 
dp 1 + <kg/ko1 (µo/µg) 

Elabc~e un programa de cómputo que empleando RKF45 dé solución a 

estas ecuaciones~ 
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CAPITULO VI 

TECNICAS AVANZADAS DE PROORAMACION APLICABLES AL AMBITO PETROLERO 

El objetivo de este cap1 tul o~ es proporc:ionar algunos conceptos 

de uso cotidiano en la programación de computadoras personales 

dentro de la Industria Petrolera. 

En la primera parte se presentan los programas de cómputo SIMPP 

y REGRESML, que son útiles en la simulación del comportamiento de 

presión en pruebas de decremento y en el aná.lisis de regresión 

lineal, t·espect i va.mente. 

El examen minucioso de estos programas permitir~ obtener un 

conocimiento de las técnicas btlsic:as para el manejo de "menOs 

interactivos", ayudas de uso de programa, gra-Ficación en pantalla, 

métodos estadistic:os, y otros tópicos de interés, tales como el 

empleo de una antitrans~ormada del plano de Laplace al plano Real 

para resolver ecuaciones diTerenciales parciales <programa SlMPP>. 

Posteriormente, se hace una breve exposición de las ventajas, 

metodologia de construcción. uso y mantenimiento de programas de 

biblioteca de Quick Basic; se hace en-Fá.sis en este lenguaje por su 

utilización generalizada en la Ul>JAM. PEMEX IMP. Ademá.s~ se 

incluyen conceptos asociados con el "diseno óptimo de programas de 

compúto", los cuales se consideran de gran uti 1 idad para el 

desarrollo adecuado de programas computacionales .. 
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VI.1 PROGRAMAS REGRESML Y SIMPP. 

El programa REGRESML contiene un modelo de regresión m!cltiple. 

que apoyado en t•cnicas de •lgebra matricial. permite reali=ar 

ajustes de ecuaciones a conjuntos de datos u-:;ando el n~·todo de 

Mlnimos Cuadrados. ademJ.s. mediante procedimientos estadisticos ~e 

puede evaluar la bondad de dicho ~juste. 

Frecuentemente. en el ~rea de Ingenier1a Petrolera se presPntan 

problemas en los cuales dos o m4s variables est•n relacionadas y es 

necesario investigar la relación mat•matica que las une. REGRESML 

calcula los coeficientes del modelo de regresión propuesto por el 

usuario a un conjunto de datos. tambi•n efectOa c~lculos 

estadisticos que incluyen a~lisis de varian~a. Es posible reali~ar 

gr~ficas de las e~tad1sticas de regresión para analizar en forma 

r•pida el ajuste del modelo matem•tico al conjunto de datos. 

Antes de predecir a partir de un modelo de regresión mOltiple. 

es necesario tener la certeza de que los par•metros calculados para 

el modelo sean estad1 sticamente significativos. Un par•m.etro no 

si~nificativo debe suponerse igual a cero y eliminarse. Pueden 

emplearse varias pruebas estadisticas si los errores est.6.n 

normalmente distribuidos. tales como la "F de Fisher" o la "t de 

Studentn (las cuales esUn programadas en REGRESML>. Es decir. no 

se busca Onicamente una función mat•matica que nos diga de. 

qut manera est•n relacionadas las variables. sino que se desea 

saber con q~ precisión se puede predecir el valor de la variable 

dependiente en función de variables independientes conocidas. Las 

t•cnicas utilizadas para lograr este objetivo se conocen como 

H~tod.o• da Corr•lacldn. 

Los m4otodos de regresión se usan para determinar la mejor 

relación funcional entre las variables. mi.entras que los mi:ttod(.:is de 
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correlación se utilizan para medir el grado de asociación de las 

distintas variables. 

REGRESML oresenta un ambiente conversacional., y oTrece: ayudas 

que oueden invocarse con la tecla Fl. resultados en -Forma de tablas 

y grATicas <en pantalla). y maneja la ejecución del programa 

mediante opciones QLte se despliegan en -Forma de menos. El anA.lisis 

dett?.llado de e5te progr.:ma -Facilita la selección de pt·oc:edimientos 

que posteriormente puedan ser utilizados coma subrutinas 

provectos .. 

otros 

En lo re-Ferente al programa SIMF'P, éste constituye un simulador 

de presión que permite calcular pruebas de decremento en base a 

in-formación ce las car-acteristicas de la rormac:i6n productora~ del 

-Fluido producido y del tipo de terminación del po::o. El programa 

utili:::a el al.gorit.mo de Sthe/est. para reali::ar la antitransformada 

de Laplac:e ldel plano de Laplace al Real), de la solución de la 

ecuación di-ferencial que caracteriza el flujo radial laminar, en un 

yacimiento homogéneo e isótropo. de espesor constante. conteniendo 

un -fluido 1 igeramente com1:>resi ble. -Flujo isotérmico, 

considerando el e+ecto de almacemiento de po=o y el -factor de daf'(o. 

esto es<t..'9>: 

Donde: 

L = Trans~ormada de Laplace de un argumento. 

P..,
0

= Ca!da de presión adimensional. 

K
0 

= Funci6n Bessel mod1~icada de segunda clase .. 

k.t. = Func:16n 8essel mod1-ficada de primera clase. 

Factor de daf'ío. 

p Var1aole de la trans-formada de La.place. 

C Coe-ficiente adimQnsional de almacenamiento del ouzo. 
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Las técnicas para real i;?:ar ant itrans-formadas de Lao lace se usan 

con mucha frecuencia debido a que es mucho más Tá.cil obtener las 

soluciones de Ecuaciones Di-ferenciales en el plano de La.place. y 

adem:i.s. a que no siempre se tienen soluciones manejables 

computacionalmente en el plano Real: en el caso de la solución 

programada en SIMF'P se requiere menos de un minuto para obtener la 

simulación de una prueba con 30 puntos. pero se emplea ~s de media 

hora para lograr el 'mismo objetivo si se utili=a la solución en el 

plano Real. puesto que están involucradas integrales de·Finidas 

numéricamente (de di-fici l evaluación). 

A partir del uso de SIMPP es posible disei"€ar e-ficientemente 

pruebas de decremento de presión. a -Fin de lograr el mayor provecho 

en la caracteri::aci6n del yacimiento. En el articulo "Disefi¡o de 

Pruebas de Incremento de Pt·esión" (%O>. se presentan ejemplos 

de aplicación de este 'tipo de simuladores a casos prActicos de 

campo~ por lo cual se r·ecomienda su lectura. 

La técnica de Sthe-fest. de acuerdo con publicaciones 

especiali::::adas. ha tenido éxito al usa1·se en el á.rea de oruebas de 

presión en yacimientos. pero es importante mencionar que esta 

metodologia no siempre reoorta buenos resultados con todas ·las 

ecuaciones di-ferenciales:o en cuyo caso deberán util1::arse técnicas 

alternas. 

Los diagramas de f'luja simpli-ficados de los programas REGRESML y 

SIMPP, se incluyen en las pá.ginas .205 y 206. y los programas -fuente 

pueden encontt·arse en el diskette de consulta. REGRESML requiere 

para s.u correcto -funcionamiento de un equipo de cómputo con monitor 

EGA/VGA y 640 Kb de memo..- ia RAM. 
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'vr.2 CONSTRUCCION y uso DE PROGRAMAS DE arnLIOTECA EN QUICI< BASIC. 

Generalmen-;:e en cl.talouier lenouaje de programación oueden 

construirse vio Ul:ilí:o:arse orogr amas de biblioteca que contienen 

subrutinas probadas y oue e;ec:utan algoritmos de uso 'frecuente. 

Actualmente. a nivel in'ternacional. es posible adquirir 

programas de biblioteca aw~ ahorran al programador-analista una 

cantidad consid~rable ce tlemoo en la l:erminación de un proyecto de 

c:ómput:o. 

Una ventaja adic:ional dal uso de proQramas d• bt:bl.ioteca. se 

present:a. en el caso de tener problemas con algQn programa en 

desarrollo o mant;em1miento. cuesto que solo ser~ necesario analizar 

el código de este t:rltimo sin c:ons1den1.r las rutinas inc:lu1das en 

los Programas de biblioteca. lo cual reduCe significativamente el 

oroceso de currecc:1on. 

Por otro lado. el maneJO de ~rogramas dA> btbl.toteca nace posible 

la u.ti 1 ización de subrut i na5 cr-ecldas en diTerentes escenarios de 

programr.i.c16n tales como FORTRAN. ASSE119LER.. C .. etcétera. 

La constt"ucción de 1Jrograma~ el.e bíbltoteca es bastante simple; 

el or1mer oaso es Ligar todas las subrLtcinas. que con antr:>rior1dad 

.fueron comoiladas. para oroducir ar-chivos con e::tensión <OBJ). A 

con'Cinuac10n se pn~senta u;i ejemplo: 

LlNI< /O SU8Rt.OBJ SUBt-':2.0BJ SUBR3 .. 0BJ.MILIB.QLB.,BOLB4S.LIB; 

El p1·ograma de biblioteca oue se genera al ejecL1tar este ...:ornando se 

llama l"IILIB.OL6 Y contiene las subrutinas SUBR1.DBJ, SUBR2.08J y 

SUBR3. OBJ ~ y ad1.:: .tonalmen"Le !as de BQLB45. LIS 

~u~cio~es básica~ (uso com~n> de Qutck Baste. 

que i nci.Ltyen 



El seguf!do. paso -es .cOnstruu~ Un prógra'ma d~. · bib'l. tot.eca oaralelo 

usando los mismos arch_Í.vps- os-J-~ ·.--~,~~ir.~-i-·~-.. (d6s· .... con--· · 1a primare-. 

i nstrucci6n. esto es: 

Desoués de ejecutar esta última instrucción. es posible invocat· el 

programa de bibl.ioteca desde cua:iquier- prog_r~m.:: de cómoL1to 

(codificado en Baste) haciendo uso de :ia instrucción DB/L MILIB. 

Es importante mencionat· que la met.odologi a e:1pl :1.cada 

anteriormer.te constituve una de las dos oos1bles .formas de crear 

programas de bibl. ioteca en Quiclt Basic. ia oi::.ra 

investiqación para el lectcr interes.ado. 

deJa como 

Una nota digna de comentarse. es que cuando se qenera un 

programa ejecutable que requiere de algún pt·og1·ama de bibl.ioteca. 

el código resultante sólo c:rnside;~a las rutinas que utiliza el 

programa~ i9norando el res1:c de las inchtidas en la bibl.ioteca. 

Quic}t Basic permite construir programas de bt:bl.t:oteca a partir oe 

otr:ls y tiene un programa denominado QL'30UMF'. BA3 qL1e oermi te 

revisar el contenido de las mismas. es deci.~~ proporc!ona un 

listado de todas las subrutinas imolicadas. 

La Ernpl icación anterior no intenta set· un resLlmen de todos lüs 

concepto:;;: mencionados en los manualss de Qulck Ba.slc r-e-ferentes 

la creación. uso y manten1m1ento d2 p1·ogramc.s de bi.bl.toteca. el 

lector deber~ diri~1rse a ellos para un estudio ~ detalle. 

208 



vr.:z DISéRO OPTIMO DE Ff;.WGRAi1AS DE COMPUTO. 

E). dac:;arrol lo de i:wog~·amas de c:ómouto ef=ic:ientss. es la meta de 

todo bugn analista. Comparando los tiempos de ejec:uc:ión de dos 

programas realizados para el mismo f!1n. se observa que el tiempo es 

menor para el programa má.~ etic:iente. La rapid<?Z de ejP-co..1ci6n de un 

programa puede a1-:ec:tarse aorec1ablemente al utilizar códigos de 

prcgramac16n (c:cnjuntn de i nstruc:c:iones en Fortran. Baste, Pascal., 

etcétera) ine-Ficieni::es. ¿Por qué preocuparnos por el tiempo de 

ejecución. si las c:cmputadoras real i ::an los oroc:esos a velocidades 

muy grandes? Si bien es cien:.o que los equipos de cómputo modernos 

son capaces de real¡~ar cientos de operaciones por segundo, también 

lo es el hecho de que e:dsten problemas ingenieriles c:uya solución 

requie1·e c::=;ol ,"fl.=.ne.io de demasiada in-forma":ión y de gran número de 

Un programa eT1clente de cómputo deoe tomar en cuenta las 

siguientes caracter-1 st1cas: 

- Velocidad de ejecución. 

- Entradas y salidas convenientes. 

- Facilidad de implementación en otras máquinas. 

- Mensajes de diagnóstico a errores cometidos por 

el Usuario. 

A cont1nuac:16n ::e enumeran algunas recomend,:u:1ones importantes 

para la ootenci6n de programas et=icientes: 

1> Uso üE sucindic:es n;t'.lltiples. 

Sic~....:i~ .9.!J.€. ~ Q.Q..<:;1ble Y..§.2 !,!!! ?Ólo subÍndic~ Suoonga un 

progr·ama (en lern;;_iuaJe Basi.ci. que calcule la saturación de acedte, 

So~ en función de L:i. s.:..'\ture\c:16n de gas y agua <Sg y Sv, 

respec:"t. i vamen1:.EU. oe:..r·a cada uno ce los bloques en los cuales se ha 

disc:retizaao un vacin11enta Cver- Figura 6.3;: 
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DI~I SW (!O, 10, lOl, ,SO C 10, 10, lúl. SG ClO, 10, 10> 

FOR I = 1 TO NX 
FOR .:; = 1 TD NY 

F"OR K ,,; 1 YO NZ 
SOCI,J,K) = 1.0 - SGCI,J,K) - SWCI,J,K> 

NEXT K;J,I 

La computadora almacena la inTormación contenida en cualquier 

arreglo en -forma de vector, esto es: 

REPRESENTACION 

EN PAPEL 

UJ 
REPRESENTACION INTERNA 
EN LA COMPUTADORA 

Por tanto, en la ejecución del programa mostrado anteriormente. 

el compilador traduce a un sólo subindice, M: 

M=lOO*l<- l+lú*J- l+I 

Este cá.lculo se reali::a internamente cada vez qLte se ejecuta el 

FOR ••• NEXT, lo cual genera 6 multiplicaciones, 6 sumas y 6 

restas. para e-fectuar el proceso en cada celda de So). 

~J 
J: 

NZ 

Figura 6.3. Yacimiento hipotético en tres dimensiones. 
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EJ mismo crocedimiento puede ser ejecutado ·como:. 

DIM SW (10úúi, 50<1000>, SG < 1000) 

M-= o---

de So en 

- :- -- - - -~--. -

Otrci ·.pro~~-~im.len~O nlás e-t=ica;:. 'que,-: n'o requiere de operaciones 

i ntermedi.3.s es e1 . sii;iuientP.': 

DIM SW ( 1000). SO C 1000)'. SG ( 1000) 

NXVZ = NX ~ NY 1 NZ 

FO!': M = 1 TO NXYZ 

SO(Ml = 1.0 - SG(Ml - SW<Ml 

NEXT M 

2) Manejo de -funciones tabuladas. 

Muchas propiedades en progt-am¿;.s de Ingenier! a Petrolera se 

introducen en -forma de tablas. por ejemplo propiedades de los 

-fluidos y/o de la roca. C:l valor de una variable dependien'te para 

su corresoondien~E variable independiente, 

interpolación de los datos ~abulados. Algunos 

calc:L1la 

autores 

por 

han 

investigaoo ace1·ca de algoritmos de búsqueda para interpolac:i6n. en 

datos ordenados en -rorméi ascenaente, respecto 

numérico. y concluven OLte la lnvest:ioaciÓn ?ec:uF.:"ncici.l 

su valor 

la mAs 

adecuada cuando se t1ene un número reducido de datos ClO 20). 

mientras que para un número mayor la Invec:::tioacidn ~ 

mejor. 

La lnvestiy.:ición fiec:uer.c:ial consiste en localizar el intervalo 
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de interés median~e una búsqueda sistemática y ordenada en cada uno 

de los intervalos 'entre datos (si se tienon N datos se pr•esentan 

N-1 intervalos). Un código 
17
en Baste, para obtener por i:iterpolac:ión 

un valor V para un X. dado, con Búsqueda Secuencial 

FOR I = 1 TO N-1 
IF X> X!I) ANO X< X(I+l) THEN GOTO 10 

NEXT 

~10 '*** PROCEDIMIENTO DE INTERPOLACION *** 

La Investigación Binaria. por otro lado. se basa en dividir el 

total de datos en dos partes iguales, posterior"!ente se investiga 

en que mitad queda el intervalo de interés. el cual se considera 

ahora c:omo el total de datos. El proceso se repite hasta que se 

llega al intervalo adecuado. El siguiente programa realiza una 

Búsqueda Binaria: 

I = 
J = N + 1 

DO 
K = ( I + J> /2 

IF X< X!K> THEN J = K 

IF X >= X<K> THEN I = K 
LOOP WHILE X > X<I+1> 

'***PROCEDIMIENTO DE INTERPOLACION *** 

3> Uso de subrutinas. 

El llamado a una subrutina dentro de un programa requiere de una 

cierta cantidad de tiempo para búsqueda interna dentro de la 

memoria de la computadora. el cual se incrementa con el número de 

argumentos a trasn-ferir. Debe evitarse invoca1· -frecuentemente una 

subrutina (por ejemplo dentro de FOf.. NEXT}, es mejor 

duplicar el código (conjunto de instrucc1ones) en esta parte del 

programa en lugar de llamarlo como subrLttina; cL1ando sea necesario 

hacerlo, las variables deben pasarse por COJ'1MON SHARED en lugar 

ser- transTeridas como argumentos. 
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4> Entradas y salidas. 

Siempre que sea J:iOsible debe utilizarse para entra.da/sai'ida 

CINPUT/OUTPUT. I/0) la opción má.s apropiada a los datos a manejar. 

Si los datos van a consultarse modi-ficarse continuamente 

(archivos de cuentas corrientes en un banco.- stock de un 

super.mercado. control de pasajes de una 11 nea á.erea. etcétera>, la 

mejor alternativa es. emplear Archivos de Acceso Aleatorio o 

Directo. Los regiStroS en estos archivos está.n numerados, lo que 

permite ·~acer re-ferencia a un registro especi.1-{-co sin pasar por los 

que le anteceden. con lo que el acceso será. inme'diato Crá.pido), el 

inconveniente es que no se aprovecha e-fica~mente el espacio en 

disco -fle:<ible~ ya que al almacenar registros de menor longitud que 

la establecida. se malgasta espacio Cpor ejemplo, si la longitud 

~ija de cada registro es de 256 bytes y se sit~an sólo 125 en cada 

registro~ aproHimadarnente el 50:~ de cada registro· se convertirá. en 

espacios en blanco>. Qui.ck Baste asigna por de-fecto una longitud 

-fija de 128 bytes. otra desventaja es que se necesita conocer el 

n'1mero que indica la posición del registro, ademá.s el proceso de 

I/0 es un tanto di-ficil de programar. El siguiente es un ejemplo en 

lenguaje Baste para abrir un archivo aleatorio: 

'DEF!NICION DE UN REGISTRO LLAMADO YACIMIENTOS 

TYPE YACIMIENTOS 

i'ORMACION AS STRING*15 

POROSIDAD AS REAL 

PERMEAB AS REAL 

END TYPE 

'DECLARAC!ON DE UNA VARIABLE DEL TIPO YACIMIENTOS 

DIM ROCA AS YACIMIENTOS 

'APERTURA DEL ARCHIVO PARA ACCESO ALEATORIO 

OPEN "PETRO.DAT .. FOR RANDOM AS #1 LEN = LEN <ROCA) 

'VER!FICACION DEL NUMERO DE REGISTROS EXISTENTE 

REG = LDFCll/LEN<ROCAl 
1 PRDCESO DE I/O 

INPUT "FORMACION ?". ROCA. FORMACION 
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INPUT "POROSIDAD ?", ROCA.POROSIDAD 

INPUT "PERMEABILIDAD 7 .. , ROCA.PERMEAB 

'ALMACENA!i; REGISTRO 

PUT #t. REG, fiOCA 
'LEER REGISTRO 

GET #1, REG, ROCA 

PRINT "FGRMACION , .. , l':OCA.FDRMAC!ON~ 

PR!NT "POROSIDAD , .. , ROCA. POROSIDAD 

PR!NT .. PERMEABILIDAD : ". ROCA. PERMEA8 

'CERRAR ARCHIVO ABIERTO 

CLDSE #1 

Cuando se tiene un número relativamen~e pequef'io de datos con 

longitudes diversas, se recomienda el uso de Archivos de Ac:c:eso 

Secuencial~ tales archivos emplean e-ficientemente el espacio 

disco -Flexible Csu tamaf'io depende exclusivamente de la longitud y 

cantidad de ca.Ca uno los registros, por lo que no se tienen 

espacios en blanco innecesarios). La secuencia de l/O es -Fácil de 

programar y como se leen todos los registros a la vez~ el acceso es 

má.s lento comparado con el de los archivos directos. Cabe mencionar 

que el orden de escritura de variable<; debe respetarse al eTectuar 

una lectura posteric:.r-. A continuación se presenta un procedimiento 

para manejo de archivos secuenciales: 

~ALMACENAR REGISTfiO 

OPEN "PETRO.DAT" FOR OUTPUT AS #! 

INF·UT "FORMAC!ON .. ; FORMACION : PRINT #¡, FOR.MAC!ON 

INPUT "FOROS!DAD "; POROSIDAD : PR!NT #1, f'·OROSIDAD 

INPUT "PERMEABILIDAD "; PERMEA8!L!DAD : PRINT #¡, PERl1EAB 

CLOSE #i 'Ct:.1':RAf1: AfiC¡HVO A&IERTW 

~ LEER REG ¡ STRO 

OPEN "PETRO.DAT" FOR INPUT AS #1 

INPUT #1, FGl':MAC!OI~ : PR!NT "FORMAC!ON :"; FORMAC!ON 

INPUT =11:1. F'Of1;0SIDAD : PRINT .. por.:OSIOAD :"; POROSIDAD 

INPUT #l, PERMEAB : PR!NT "PERMEABILIDAD :"; PERMEAB 

214 



'CERRAR ARCHIVO ABIERTO 

CLOSE '11'1 

Se puede c:oncluir- que! el tiempo requerido para ejecutar 

operacionrs de I/O es.~unción del n~mero de items (variables> en la 

lista de entradc./sal ida. 

5) Considera.clones adicionales. 

a) Evite me::clar aritmética (conversiones INTEGER a REAL>. 

b) En lugar de <::*A> use CA+A). 

e) La multiplic:ac:16n es má.s t·Apida que la división, por 

lo que en ve;: de (A/2) use <O. 5*A>. 

d) Emplee CA*A) en lugar de (A"'2). 

e) Evite dejar e:{presiones constantec; dentro de proceses 

iterativos. 

-f) Codi-Ficar en len.qv.aj'e de Haquina comparado con el 

código que utili::a un compilador <Fortran~ Baste. 

Pasea. l., e"t.cétera). puede incrementar· la velocidad de 

ejecución de ::::: ~. ::::; vecc-o;;..-

g> Utilice almacenamiento Carregto) dincim.ico en lugar de 

estdtico. 

6) Facilidad de implementac:16n. 

a) Evite usar caracteres especiales en los nombres de las 

variables. 

b) Es rec::omendable usar un má>{iíllo de 6 caracteres en los 

nombres asignados a una variable <recuerde: 1 caracter 

igual a un 1 byte>. De pr-e.ferencia emplear nombres que 

iden~i~1Quen -fácilmente a las varia.bles codiricadas. 

e) Al capturar un programa de cómputo coloque comentarios 

alusivos a la. instrucción c:odi-ficada. -fin oe que 

cualquier usuario puBda comprender el proceso~ en caso 

de reque1·irse su modi-f1cac:i6n o inclusión como rródulo 

{subt·utina} en otro pr·ograma. 
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VI.4 PROBLF.MAS PROPUESTOS. 

PPVI-1. Modifique el programa REGRESML a .Pin de obtener una 

compar·ación estad! stica con la F de Fischer. 

PPVI-2. Elabore L~n programa d9 btbl.tot.eca que incluya todas las 

subrutinas del programa REGRESML. 

PPVI-3. Modifique el programa SIMF'P a -Fin de simular pruebas de 

incremento de presión. 

PPVl-4. Desarrolle una subrutina de gra-ficac:ión en pantallas de 

resolución VGA Cscreen 9) de uso general. 

PF'VI-5. Simule. empleando el programa ::i: ·1r~1::: .• 

decremento de presión. considerando: 

q
0 

= 6919 BPD 

B
0 
= 2.3 

k = 50 mD 

et.= 2. S316E-05 (1 b/pg2
) -i. 

rw= 0.208 pie 

h = 164 pie 

pi.::: 8901. 72 < lb/pg2
) 

CD= 10,000 

µ 0.39 cp 

"' = 0.02 

una prueba de 

Calcule la presión para 0.1. 0.2. 0.3. 0.4, 0.5, 1, 2, 4 ~ 6, 7. a. 

9, 10, 11, 12, 15~ 17, 20. 30 y 40 horas. Aplique la técnica 

semilogaritmica de MDH para corroborar la calidad de los datos de 

presión cal-culados. 
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APENDICE 

Los archivos con extensión BAS requieren del compilador ·Qutck 

Basic < versión 4.5) para ser- ejecutados; los de extensión BAT 

deben invocarse directamente desde el prompt del Sistema Operativo 

<A>, C>. • •• ) , y los de extensiones DAT, OTO, REG, RES y AYO (bases 

de datos y resultados>. pueden accesarse mediante el compilador 

Qutcft Baste y/o cualquier editor de textos u hoja de cálculo. 

ARCHIVOS CONTENDOS EN EL DISCO DE APUCACION 

SUBD.IRECTOlllO 

RAIZ 

·CAP1 

CAP2 

CAP3 

CONTENIDO CAaCllIVOS Y BASICS DE DATOS) 

LEEME.BAT 

MACHEPS. 8AS 

PI-1A.BA5 

PI-18.BAS 

PI-2.BAS 

PI-3.BAS 

PI-4. 8AS 

PI-5A.BA5 

PI-58.BAS 

THOMAS.BAS 

LU-PENTA. BAS 

DECDMP.BAS 

SIMUL.BAS 

ARCH I va. DAT 

REDGAS.BAS 

INVERSA.BAS 

SPLINE.BAS 

INT3DIM. BAS 

PRES.DAT, T-32.DAT, T-100.DAT, 
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SUBDiaECTORIO 

CAP3 

CAP4 

CAP5 

CAP6 

CONTENIDO (ARCHIVOS Y BASES DE DA.TOS) 

T-190. DAT Y T-280. DAT 

SVD. BAS 
OPTPERF.BAS 

DENSEClUI.DTO, DIENGAST.OTO, 
PESBARRE."DTO, PRESFORM. OTO, 
f'ROFUN. OTO, REYNDLOS. OTO, 
VELPENET.DTD Y VELRDTAC.OTD 

l<RIGING.BAS 
OATDS.REG 

ClUANCB.BAS 
GAUSSCl.BAS 
M(Pl.BAS 

MP1.0AT, MP2.DAT Y MP3.DAT 

Rl<F45.BAS 

REGRESML.EAS 
ARCHIVO. REG 
TFILE.AYO 
AYUDA!. AYO 
AYUDA2. AYO 
AYUOA3.AYD 

SIMPP.BAS 
PRUEBA. DTD 
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