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INTRODUCCION

Es. difteilbraéisar cuando aparecen en 'la histaria de 1la
humanidgd”fi¢$11puimeros _numeros, pero es .innegable . que éstos
surgieron ante la necesidad de cuantificar y organizar entes e

cideas.

Poco a poco. £1 hombre tuvo que emplear numeros cada vez mas
grandes y complejos., y ae manera paralela, debie crear maguinas
capaces de representarios rapida y eficammente. Las primeras
computadoras eran verdaderos ~monstruose que empleaban, debido a
sus dimensiones. edificios completos para su instalacidn v
operacidn, teniendo como componentes principales ﬁubus al vacio o
bulbos,.

Fosteriormente, con la invencién del transistor, disminuyen las
dimensiones del equipo y se acelera la velocidad de respuesta del
procesador. No debe subestimarse la capacidad o complejidad de 1las
computadoras séle porgue su tamaffo se reduce cada vez mas. En la
actualidad, con el uso del circuito integrado v del L.S.1I. {Large
Scale Integration) o chip., se ha logrado incrementar la velocidad y

la calidad de las respuestas del computador.

Aunque innumerables productos de Hardware y Software actualmente
empleadns, fueron concebidos y desarrollados hace muchos affos, la
industria de la Informatica apenas empierza a madurar., y no existe
alguna area de la Ciencia con la gque no esté relacionada. Es en
este contexto que se abordaran vy expandran topicaos sobre
técnicas namericas y de programacién, aplicabhles a diversos
prroblemas de Ingenieria Fetrolera.



Los programas de cémputo v subrutinas bAsicas, oresentados en
este trabajo. se estructuraron an lenguaje Basic (ambiente Quick
8Bagic, versidén 4.5). y como todo software, son susceptibles de ser
mejorados y optimizados. Los listados de las progrémas gque learan
la selucién de problemas especificos del Area Fetrolera, se
excluyercn de este compendio con la finalidad de ahorrar espacio
impreso; en su lugar, se anexa un disco Flexible (floppy disk o
diskette, de 3'/z", doble densidad, DD. doble cara, HF2), dividido
en subdirectorios, para la consulta v uso inmediato de los wmismos:
ademis, se incluyen las bases de datos necesarias para la buena
ejecucidn de cada provecto y las subrutinas piAsicas tratadas en
estos apuntes. Para un conocimiento mas amplio de los archivos
contenidos en el diskette (denominadoc disco de aplicgcidnl, se
recomienda ejecutar el archiva INDICE.BAT (archivo Batch fileld,
o revisar el apéndice de esie trabajo.

Como herramienta de apoyo se empled una computadora petrsonal
(PC) ZEOS 4B4SLC, 100% compatible con IEM, tipo AT (procesador
80486, 33 Mhz) y monitor cromatica VGA (Video Graphics Adapterd.

Es impartante destacar la invaluable e incansable asesoria
del M. en I. Néstor Martinez Romera y el desinteresado apoyo del
Ing. Gustave Hernandez Garcla, aspectoas fundamentales en la
elaboracidn de estos apuntes.



CAPITULO I
CONCEPTOS BASICOS SOBRE PROGRAMACION

Un conocimiente sélido sobre conceptos de computacién es
primordial. para entender el funcionamento de los diferentes
computadores gue se emplean actualmente y para aquellos que

apareceran en un futuro préximo.

A pesar de multiples esfuerzos tecnolégicos, las computadoras no

- S0n mAquinas vperfectase, comb la mayoria de la gente cree, debido
a que s&lo permiten el manejo de cierto rango de numeros reales,
los cuales son representados con una cantidad determinada de

cifras. incurriéndase, inevitablemente, en errores diversos.

La finalidad de este capitulo -es describir dichos errares y
generar en la actitud del lector un afan por evitarlos, para que
asi. al emplear equipos de cémputoc en la solucién de problemas

reales, obtenga resultados con rapidez y precisién.

I.1 CONCEFPTOS FUNDAMENTALES.

Un computador es un sistema digital que efectGa operaciones de
computo. El  término digital implica que la informacién es
representada en el computador por medio de variables, las cuales
poseen un numero limitadeo de valores discretos. Las computadoras
digitales funcionan de manera mas confiable si uUnicamente emplean
dos estados. Esto es aebido a restricciones Tisicas de los

componentes, aunado al hecho de que la logica humana tiende a ser



binaria (es 'decir: ’ cierto: o -falso, 'sf. 0 'no);i entonces. i los
componentes-digitales s6lo admitiran dos.valores; 108 digitos Gy
1. que conforman al. sisteama de nameros binarios. -

Un digito bipario constituye una unidad basica “denominada bt
La informacidn se representa en las computadoras par  grupos de
bits, los que caracterizan no solamente a numeros binarios sino
también a otros simbolos discretos cualesquiera, sean éstos,

digitos decimales o letras del alfabeto.

A diferencia de los numeros decimales, que emplean el sistema de
base 10, los nameros biparios usan un sistema de base 2. Far
ejemplo, el namero binario 101101, representa una cantidad que
puede transmutarse a un namero decimal, multiplicando cada bit por
la base 2 elevada a una potencia entera, de la manera siguiente:

ax2®) + oxz®) + ax2® + (1xz®) + 02ty + (1x2%) = 45

Entonces, los seis bits (101101), caracterizan un namero binario
cuyo equivalente decimal es 45; sin embargo, estos bits podrian
representar un cdéddigo binario para una letra del alfabeto o un

cédigo de control para especificar alauna decisidén l&gica.

La informacién binaria se representa por cantidades flsicas,
nombradas seffales, Las seffales eléctricas, como 21 voltaje, existen
a traves del sistema digital en dos formas reconocibies, que
representan & una variable binaria igual a 1 o0 a 9. Las terminales
de entrada de un circuito digital aceptan seflales binarias dentro
de tolerancias permicibles y los circuitos, en las terminales de
salida, emiten respuestas con sefales binarias que también cumplen

con dichas tolerancias.

Una unidad de memoria es uwuna coleccidn de registros de

almacenamiento, junto con los circuitos necesarios para transferir



informacién dentro y fuera de los mismos. Si se puede tener acceso
a los reqgistros de memoria para realizar transferencia de datos
cuando sea requerido (lecturasescritural). se habla de una HMemoria
de. Acceso Aleatoria. RAM {Random dAccess Memoryl: si sdlo es
factible la obtencién de infarmacion (lectura). entonces se hace
mencidn de una Memoria de Solamente Lectura, ROM (Read Only
Memory), en la cual, la informacién pormalmente es greada por el
fabricante.

Una unidad de memoria almacena informacidén en grupos de bits,
denaminados palabras (words). Asi, una paladbra es una entidad de
wne bits. A una palabra de ocho bits comanmente e 1le asigna el
nombre de byte. Es costumbre referirse al numero de bytes en una
unidad de memoria con la literal K. la cual representa 1024 bytes,

de esta manera 1K = 1024 bytes y 64K = ot bytes. El1 rango mais

caman de memoria RAM es de 1024 a 2°° bvtes. La Tabla 1.1 esboza
una comparacién entre estos conceptos informaticos y conceptos

cotidianos.

CONCEP TO EQUIVALENCIA
EN INFORMATICA PRACTICA

8 bits = 1 byte Mada equiparable.

1 byte = 1 caracter Cualguier letra, namero.
simbolo o espacioc entre
éstos.

3 K = 3072-‘6 bytes L pagina (farmato cartal.

1 Megabyte = 1xl0” bytes Aprox. 333 paginas.

Tabla i.1.



1.2 NUMERDS EN PUNTO FLOTANTE.

Se han propuesto diferentes métodos para representar al conjunto
infinito de numeros reales mediante el empleo de sistemas finitos
de cémputo.

El m$étodo que actualmente se emplea en la gran mayoria de las
computadoras es el denominado -Mimeros en Punto Flotante«, mediante

el cual un namere X puede obtenerse con la siguiente expresién:

X =& E? . 82, e + v lihd

I e

donde:
dys d,, .+.y dt, son enteros que cumplen con
d, >0, O = dl = 3-1 (i= 24 400 ©)
Y3
LS e=xU 3 siendo e, un namero entero

Esta expresidén conforma un conjunto F de ndmeros, caracterizado por
cuatyro parametros: un ndmero base B, un Mamero de precisidén £ y un
rango del expenente [L,U3l. o

Cuando X es diferente de cero, X € F, y d; # 0, se dice aque X

estd normalizado. El1 enterc e, es llamado exponente, B® es la parte
entera y la fraccién £, psta dada por la expresidon:

R |
ﬁZ ﬁt



La Tabla 1.2 muestra los valores: usuales de los parametros de la
representacidn en punto flotante, empleados por diversas compafias.
La columna ﬂ‘_‘ representa un valor  estimade de la precisién’
aritmética del sistema (Machine Epsilon), la cual serd tratada mas

adelante.

COMPUTADORA . Fe] t L u At
Honeywell &GCO 2 z7 -128 127 1.49 E-08B
Control Data 60 2 48 -975 1070 7.11 €-15
Burrougns BS500 a 13 -5t 77 1.46 E-11
Hewlett Packard HF-45 [v] 10 —-%8 100 1.00 E~09
Texas Instruments SR-5i 1o 12 -98 100 1.00 E-11
IBM 360 y 370

tahort precision) 14 ) —&a4 &3 ?.54 E-07
{long precisien) 16 14 =54 &3 2,22 E-18

Tabla 1.Z2.

El conjunto de nameras en punto flotante. Fy, es finito vy
discontinuo; los elementos que contiene estan dados por:
[2¢@-118" "t (U-L+1)+13

Ademas no estan iqualmente espaciados a lo larga de su  rango de
valares. Aplicando la +érmula  anterior. es posible estimar 1la
cantidad de eiementos aque puede representar exactamente una

computadora, por ejemplo:

F 2BM LONO PRECISION = 1, 729352257 ELI? nameros

F up o5 2 3.382 ELZ ndmeros



1.3 ERRORES DE PRECISION O REDONDEQD.

Si suponemos un sistema  en punto flotante (computadora
hipotética), con los siguientes parametros: # = 2, t = 3, L. = =1 vy
-U = 2, F estara integrado por 33 elementos, por tanto. no es
posible que todos los numeros reales pu=zdan ser reoresentados Yy
almacenados con este sistema, entonces cada namero en F representa
un intervalo de ndmeros reales. Si X representa un real. contenido
en un cierte intervalo del conjunto F, entonces al namero en F mas

préximo a X se le denotard como fLl{(x) (Figura 1.1).

I T 1 o O

o rrrram it rrer T
Figura 1.1.

El error relativo en que se incurre, es funcién de # y t:

Ifl(x)
X

En sistemas de punto flotante con # = 2, o igual a una potencia
de 2, al sumar 10 elementos de tamafic 0.1 nc se obtiene como
resultads al rmamero 1.0. puesto que 0.1 no tiene representacidn
finita en potencias de 1/2. Matemdticamente. esto es;

2

)

PR R TR T
23 2‘ ,,5 26



Asi, emple nda . cééip?ra’ denotar .la base fi:

=.¢0.000110011001100. ..3,
€0.012121212.. .3,
(0.063146314. . .5,
€.1999999999. . ), 4

]

Los elementos del lado derecho de las expresiones anteriores han
sido truncados después de “tv digitos, y al sumar diez de ellos, el
resultado arrojado no ha sido la unidad.

Al sumar dos mUmerns en punto flotante x @ y), donde @
representa la operacidn suma en punto flotante. com@nmente se tiene
como resultado una cantidad que no estd en F; el valor real de la
suma se puede aproximar por fl(x + y). Lo ideal es que si (x @& y)
cae dentro del ramgo de F, entohces (x + y) = (x@y) = Fflix + ),
lo cual, en la gran mayoria de las computadoras se cumple stlo para
algunos valores de x y de y.

El error gor precisicon o redondec, estd representadoc por la
diferencia numérica, en valer abscluto, entre (x + y)> vy <x @D y>.
Analogamente, puede calcularse en la resta, la multiplicacidn o
la divisién.

En el sistema en punteo flotante F  supuesto con anterioeridad

se abserva que:

5 32

“a'8 °&F

5 3 3 Z 5 3 i3

2 =2 N 2 L x 2 2 = 22

4®8 367 z*: S (SUMA BEAL

2
La razén por la cual 4 ¥ @ no estad en el conjunto F. se debe al

espaciamiento de sus elementos. Ahora, si se desea realizar la



suma % + ; =7, no estaria en F, va que el nimero siete serfa mayor
que el nameroc mas grande del conjunto. presentandose entonces una
sefflal de overflow. interrumpiéndose en 1a mayoria de las
computadoras el proceso de calcule. En la multiplicaciéen (xy) se
encuentra con mayor frecuencia esta seffal, puesto que esta

operacién abarca 2t o 2t-1 digitos significativos.

Por otro lado, una seffal de underflow suele desplegarse cuando
se multiplican dos nameros (%, vy), diferentes de cero, cuyo
resultado es mas pequefio que el menor numero. también diferente de
cero, representado en F, Este desplegado, aungue es inusual, se
presenta aun en la suma. Las operaciones de adiciédn vy de
multiplicacidn en punto -Flotante no son distributivas ni

asociativas pero., si conmutativas.

Laos errores de precision se generan al emplear en los cAlculos,
series o nameros irracionales (¥Z . m, e, etcétera), ya que existe
la imposibilidad de representarlos exactamente en la memoria de la
computadora, entonces, al efectuarse alguna operacidédn se usa la

aproximacidn m&s cercana.

I.3.1 MACHINE EPSILON.

la precisién de la suma en punto flotante puede determinarse
por medio del Machine Lpsilon,. esto es, el ndmero mas pequeffo (£)

tal gque:
1@e >1

Existen algunos métodos para calcular el valor (o una

aproximacién) de £. A continuarién se presenta un  programa, en



lénguaje‘aastc;,quq ‘permite el - cAlcula -‘aproximade del Machine
Epsilon de un eduipn de céomputn:
R CLs

EPS = 1.0
DO

EFS = 0.9 * EPS

EFSPl = EPS + 1.0
LOOP WHILE EPSPL1 > 1.0
PRINT =« & = « 3 EPS
END

Este concepto define la precisién y la calidad del computador,
esto aes, entre menor sea el valor de £, mayor sera la precisiédn del
procesador del equipo empleado. En la Tabla 1.3 se concentran los
valores de £, para algunos egquipos de cédmputo.

Equipo de computo Machine Epsilaon (&)
FC XT, PRINTAFORM (8008) 5, 96046 4E-8
PC AT, ZREOS 4066SLC (90406 5. 060464K-9
MICRO C.., TIMEX SINCLAIR 1000 1. 16415998 ~10
MICRO C,, CASIO FX-~-793P 5. 8207660941 K~41%

Tabla 1.3.

1.3.2 EJEMFLO DE ERROR POR REDONDEQ

Supéngase que desea evaluar la funcion e mediante un programa
de cémputo. Tal funcidn puede representarse como la sumatoria de

una serie convergente infinita, o sea:



‘ Si e] sistema de cdmputo & usar estid caracterizado por 4 = 10 v
t = 5, y se necesita &1l wvalor de e™, patra & = 5.5, entonces,
sustituyendo en la serie anterior se tendrAn los resultados
sigulentes para cada término:

~3.5
e = 1. OO0

- 3.3000
+ 4T, 125
-27.730
+88. 120
—41.942
+38. 446
-20, 208
+20. 7¢8
-12.692
+ 6.9903

El resultado final contempla sélo 25 términos. puesto que, los
términos subsecuentes no lo modifican. LES esta respuesta
satisfactoria? ;No?s, ya gque el resultado correcto es:

e % = 0.00408677

Nbtese que algunos términos, y consecuentemente las  sumas
intermedias, son mucho maAs grandes en magnitud que la respuesta
final: por ejemplo., el quinto término, 38.127, invalucra en si
misme un error por redondeo tan considarable como 21 del resultado
final, debido a que el cuarto digito decimal se ha perdido. For el
impacto que tiene esa pérdida sobre el resultado. al fenemeno
anterior se le denomina cancelacidn catastrdfica.

Una solucion podria ser el emplear un mayor numero de cifras
significativas, aungue esto generarla un incremento en el tiempo ae

ejecucidn y a menudo reguiere de técnicas de programacién



Jun‘tanto sofisticadas..Sin‘embargo.’una solucisn practica es la -de
calcular é”}*péra ¥'= 5.5 y-luégo obtener su’ valor - rectproco, es

decirs::

= 0.00408465.

_ 1
5.8 1 + 5.9 + 15,129 +

Obzérvese. gue el resultado anterior reduce el error relativo a
un ©.007% y ademAs contiene 5 cifras significativas. Se puede
concluir que el caAlculo de ciertas operaciones, empleanda una
computadora, no debe ser excesivamete complicado para incurrivr en

grandes errores pot redondeo.

Mediante técnicas adecuadas de programacion siempre es posible
reducir al minimo los errores de redondeoc.

1.4 ERRORES INHERENTES, DE TRUNCAMIENTO Y DE APROXIMACION
FUNCIDNAL.
Los modelos matemAticos de proceses fisicos o naturales,

indefectiblemente, acarvean errores tnherentes, los cuales, son el
resultado de una inadecuada o parcial interpretacién  del fendmeno
natural a representar, de la aleatoriedad del mismo y de 1la falta
de certeza de las mediciones experimentales. A menudo, un modelo
incluye dnicamente los rasqgos mas sobresalientes del proceso fisico
y es deliberadamente despojado de detsalles superfluos, que saon
catdlogados como de segundo términa.

Aquellos algoritmos gue usan sdlo operaciones  aritméticas vy
ciertas operaciones l&égicas, como la son las comparacianes

algebraicas. son 1llamados Métodos Numéricos. E1 error que se




origima al aproximar la solucidn de un problema matemAtico a través
de un metodo num@rico. usualmente es denominado error de
truncamtento, E1 aproximar una funcidn fd(x>, por medic de una
funcidn “conveniente", g(x), promueve la aparicidn del error de
aproximactidn funcional . Error gue frecuentemente se presenta en dos
casos. El primero., es reemplazar una funcion f(x>, dificil de
evaluar o manipular (por ejemplo: diferenciales o integrales), por
una expresién, g<(x), mis simple. El segundo caso, es la
interpolacidn de valores tabulados de funciones. La funcidn f(x) es
cuantitativamente conocida para un n8mere finito de argumentos.
llamados puntos bacge, es decir:

Ko B F(xu>
Xy . fix,2
Xy . fixd
L% ’ fFix?

Entonces, debe generarse la funcidn de aproximacitn, gd{x>, que

estime el valor de f(x>, para x # x.. 1 = 0.1,....,n.

v

La efectividad de una funcidn g{x). y por ende una disminucién
del error de aproximaci@n funcional. depende de wvarios factores,
entre ellos est&n los siguientes: el conocimiento de la funcién
ariginal, el origen y la precisidn de leos valores tabulados., y 1la
precisidn ofrecida por la aproximacidn empleada.
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1.5 EJERCICIOS . RESUELTOS.

La .serie de Taylor para calcular la funcién error es:

2n+ 2

-] n
. . erfixi= -/";2'_' “z:o ;’“(an‘_ -

la cual converge para todoe valor de X. Escriba un programa que
evalae erfi{x) usando esta serie. considerando tantos términos como
sea necesario, de manera que 2l primeroc en descartarse no altere
considerablemente la suma acumulada. Como esta serie es
alternante, el error causado por truncar la suma infinita debe ser
menotr que el error de redonden. Dilucide el efecto del error de
redondso. camparando el valaor calculado de erf(x) con uno obtenido
de tablas o de una subrutina publicada., Considere X = 0.5, 1, S v

10, Explique los resultados.

Sugerencia:
Forsythe propone un ingeniosa ciclao iterativo. en lenguaje
Basic, & utilizar en parte del desarrollo de su Drngrama“n
Do
oLDsS = §
EN = EN + 1.0
T=-X50 x T % (2.0 x EN - {.0)}/(EN % (2.0 x EN + 1.0))
S5+ 7T
LOOF WHILE DOLDS <> S

,0ué valores deben asignarse a T, S, EN y X50 antes de iniciar
con el ciclo? No olvide el factor 2/v m .

Solucien:

Empleando la serie de Taylor rpurar, esto es, sin

15



modificaciones, se obtuvieron los sigquientes resultados {(programa

PI-1R en el diskelte de consulta anexo, revisar apéndiced:

X erfex) YENEIRaE"
0.5 0.52050024 4
1.0 0.84269917 7
5.0 3.87075E+07 35 «

10.0 4 . 094655E+28 35 =

Bhora, para utilizar el algoritmo propuesto por Forsythe, deben
determinarse previamente, los valores iniciales de 1las wvariables
involucradas. Si se desarrolla la serie de Taylor, se tiene:

2 X' -] x'l
erfix) = ~mt——— [x - -z t 1o~ ~Zo" ]

Por otro lado, para el algoritmo:

EN=1 a7 =X0LT
%xs0* ¢T>
EN = 2 > T e e

10

-xsa® 1>
EN=3 = T o= s

Para que ambas expresiones sean iguales, los valores iniciales
que se asignaran deben ser: EN = 0, S = X, T =X y X504 = x‘. Se

recomienda al lector la demostracién de lo anterior.

IMo NUMERG DB ITSRACIONES FLAMITIOAS ®OR £L Kauire DR coMsura
‘ls‘x,%aneo‘('rnﬂ:uuvAflel: IEM, TIFO AT), EIN INOQURRIR KN UN KCHROR
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Los - resultados - .del. . uso del artificio se presantan a
‘continuacien iproblema’ FI-1B en el disco flexible de consulta):

erf(x) Y EHARToREs
L0, 52049989 &
© 0.84270066 10
13. 89649200 76
1.960269E+30 a9 x

Los re_sultadns arrojados por ambos procedimientos son  muy
seme jantes para valores del argumento iguales o inferiores a 1la
unidad, sin embargo. su altermancia induce errores mayasculos para
valores arandes de x, provocados por cancelacion. Los dos métodos
presentan cierta dispersién con respecto a los valores tabulados
para erf(x). Consdltese la Tabla 1.4 y la Figura 1.2.

® erf ()
0.5 0.6915
t.0 0.8413
T. 0 Q. 9767
3.9 1. 0000

TADLA DE VALORES DE ERF(X)
Tabla 1.4.



FUNCION erf(x) I

14
I [ VALORES TABULADOS DE erf(x)
12 -1 ALGORTTMODE FORSYTHE
| serieDETAYLOR PURN
10 |-
8
|
=
@ 6 |-
4 =
2 -
[} o eyl L s : . 2 1 1
0 0.5 1 2 3 35 4 42 5 5 3
Argumento (x)
Figura 1.2.

PI-2. 40ué¢ respuesta se obtiene al ejecutar el programa

en Basic

mostrado a eontinuacidn, en una computadora? Explique por qué.

REM problema PI-2

DEFDEL H, X~-Y

cLS

X = 0.0

H = 0.1

FOR I = 1 TO 10
X=X+ H

NEXT I

¥ = 1.0 - X

PRINT X 3 ABS(Y)

END

18



‘Respuesta:

"Al‘ejecutar el programa anterior en una computadora personal, tipo
AT, se obtiene el siguiente resultado:

X 1.000000014%01 161000000
Y = 0.000000014901161193848

El valor logico a obtener para la variable X debla ser el de la
unidad y ceroc para la variable Y, perc debido a la representacién
en punto flotante que posea la computadora en wuso, se tendran
valores que tiendan a la unidad y a cero. En este caso el valor de
Y representa el erraor de precisidn absoluta, cometido &l

calcular X.

PI-3. LEs posible representar exactamente el nimero decimal 0.1 en
su computadora? Si no, Lcual es el namero. en punto flotante, mas
cercana? sCual es el namero menor, también en punto flotante., mas
zercano? JOuéd valor es asignado en cada una de las siguientes
expresiones? Datos: X = 0.1. Y = 0.1 . Use elvsiguiente programa en

lenguaje Basic:

REM problema PI-3
cLS

DEFDBL Vv

X = 0.1

Y= 0.1

PRINT X , ¥

Y = 0.1D0

PRINT Y

X = 1.0/10.0

Y = 1,0DC/10.0D0
FRINT X , Y

17



X = 1.0E<1

Y = 1.0D-1

FRINT X .. Y

INPUT v X = o, X
INFUT » ¥ =
CPRINT X o ¥

END

Resultados:

Al ejecutar el programa aﬁferiqrméhﬁe"ﬁresentadb;* se obtienen

los ‘siguientes valares s

X ¥

C.1 - 1000000014901161

-

0.1
0.1
0.1
C.1
Q.1

o000

R

_La computadora emplieada representa con wuna exactitud de ocho
decimales al numero 0.1. Laos nameros en punto flotante mias cercanos
a 0.1, superior e inferiormente, son aproximadamente iguales a
0,8 % 1.4901161E~09.

PI-4. a) ¢Como representa internamente su  computadora a los
nameros 1/2, 2/3 y 3/5% Use una notacién apropiada, por ejemplo,
binaria, octal o hexadecimal. oCémo son estos nameros representados
en los sistemas de punto flotante de otrasz computadoras, como  lo
son IBM 360, CDC 65600, Univac 1108, Honeywell &Q00, PDF-11,
Burroughs &500, etcéetera?

20



,b) Consiﬁere el sigu;ente’prograha en lenguaje Qasicz
REM problema PI—4
< oLss .
=1,0/2.0
=.2,0/3.0 - H
="3.0/5.0 — H
= X + X + X
=Y +Y+Y
=F / E
FPRINT «H = «3 H
FRINT «X = «3 X
PRINT =Y = »3 ¥
PRINT wE = »3 E
F
)

+Y + Yy ~H

oMM m< xT
1

FRINT «F = w3
PRINT =0 = =3
END

La variable B puede asumir diferentes valores que dependeran
del punto Flotante del hardware aritmético usado patr la
computadora. Trate de estimar el valor de O para computadoras con
las que esté familiarizado. Corra el programa en tantos eguipos

como le sea posible para corroborar los resultados. Expliquelos.

Resultados:

a) Empleando subindices parar denotar la base, se observa:

1 = = = =

(2040 (0.81,5= (041), = (0.1)g = (0.l1)yq

¢ % Yag = (0.666668),,5 = (0.101010), = (0.5252523, = (0.AARRAR) ¢
s
5

[t}

Y40 (G.6),0 = (L10011001) , = (D.46314631) g = (0.999999) , ¢

21



Por lo tanto. como los nmeros 2/3 vy 3/5 no tienen una
representacién finita en los sistemas en punto flotante mas usuales
{bases 2, B vy 1&), ya gue son numeros periddicos, se aeneraran
errores de precisisén, al usar éstos y otros nimeros similares, en
la solucidén de algin problema.

La tabla gque se muestra a continuacién, indica el namerc base
utilizado en el sistema en punto flotante de squipos de cémpute de
uso com@n.

Z
20
]

- IPK

[UNSESESEOE LT
no

MARCA DEL EQUIPO
IBM 3460

CDhC 4600

Univac 1108
Honeywell 6000
FDP 11

Burroughs &590

b) Empleando una computadora tipo AT, y simple precisién para
las variables E, F y B:; se tiene:

= 0.5

= 0.1666667

= 0.1

1.4901146 E-0OB
= 7.450581 E-09?
= 0.5

O T m < x I
]

Contrariamente a lo esperado 0 = (0/0=wm), ya que se praesentan
errores de precision y truncamiento, aunados al tipo de
representacién en punto flotante del equipo usado. Ahora, si se
emplea doble precisién para todas las variables, se obtienes

= Q.5
O. 166b6LLb6LLLLLLLEET

x X
0o



= 0,1
="-2,775557561562891D-17
=.2.7785575615628%1D~17
==L @ = (0/0=w)

o Tim <
I

pod 1
E iy
k:x“ (k+x)

.0 can incrementos de 0.1, con un error inferior a

Nota: '

Esto requiere emplear tanto el andlisie humano como el poder de
una computadora. vaque ni lo uno ni lo otro causaria @éxito
usandose individualmente. No desperdicie @] tiempa de maguina de su
computadora tratando de calcular la sumatoria sin razonar antes 1la
posible solucien ((Cudnto tiempo podria desperdiciarse?).

Sugerencia:r

feies e oD
Use el siguiente artificio :

- A

K+1

[
B

et
k (k+1)

para probar que @(1) = 1. Entonces, exprese (%) ~ 2(1) como una
serie gque converge mAs raApido que la que define a 2(x). Se tendra
que repetir este truco antes de abtener la serie para computar I (x)
para lograr una convergencia rapida.



Solucidn:

En una computadora tipo AT, sin utilizar el artificio

sugerido,

se  obtuvierorn los resultados que a continuacidn’ se muestram
<(programa PI-5RA en el disco flexible de consulta): i
x T ITERAC TONER TIEMPO Casg)

¢.0 1.644725 4057 19, 21

0.1 1.534399 4096 19.72

0.2 1.440670 4096 19.72

6.3 1.358873 4056 19.72

0.4 1.289369 4096 19.77

0.5 1.227203 4096 19.56

0.6 1.171897 4096 19.72

0.7 1.122311 4096 19.72

0.8 1.077551 4096 19.72

0.9 1.,036903 4096 19.66

1.0 0.999853 5793 27.79

ARhora, sustituyendo el valor de X =1 en la serie infinita
propuesta, ademds, aplicando propiedades de las series, se tiene:
.- o o
1 1 1
LY== Pr—F——=ET - &
e IS Tk R
Las series del lado derecho de la ecuacidn, son series

conocidas, de las cuales se sabe que:

@
2

by | o

L=

kmd

> 1
=1

‘E‘E + 1

Entonces, reemplazando estos valores en la serie @d1):

L 2 1=1

@

1 =
kE k <kFiy T
ag

Con lo que se prueba que &(1) = 1.
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Por otro lada, expresando a(x) = &(x) -~ &C1), =se observa lo
siguiente: o

A(x) = 8(x)> - 81>

L - Lo
ek RtxO A=
1]
z[k—c‘i-m‘r?%m]
kags

- ; [k k = kx ]
kea le® o+ Kk* o+ KT+ K¥x

Se deduce que la expresion resultante convergerd mds aprisa que
la serie original, puesto que en su denominador existen elementos
elevados a potencias mayores que 1.

La manera mas 4gil de calcular 8<x) serd entonces, computar la
serie alx) y sumarle #(1) = 1. Los resultados arrojados., usando

este artificio (programa PI-5B en el diskeile de consulta), son:

x TCx> ITERAC IONKES TIEMPS [oaegl
u.0 1.644930 323 2.14
0.1 1 .534603 312 2.14
0.2 1.440877 377 2.53
0.3 1.360080 361 2.41
0.4 1.289576 343 2.30
0.5 1.227410 406 2.74
0.6 1.172104 377 2.59
0.7 1.122519 432 2.96
0.8 1.077758 377 2.58
0.9 1.037110 261 1.76
1.0 1.000000 3 0.00

Se concluye que la ripidez con la cual una computadora puede
ofrecer resultados., se incrementa cuando el andlisis humano depura
un proceso a ejecutar, es decir. no basta con poseer la computadora
mAs sofisticada y costosa del mercado, si no se dispone de

analistas de cdmputo capaces de conformar una buena mancuerna.



1.4 PROELEMAS PROPUESTOS.

PPI.1. .Algunas Ffunciones matematicas pueden ser dificiles de
calcular, ademids. &l emplearse diversas aproximaciones para
resolver un mismo problema, los resultados pueden ser disimbolos.
Fara ejemplificar estas aseveraciones. realice wn programa de
computo que evalue la funcién error por tres métodos, que enseguida

se discutirdn, para argumentos en el rangn de O £ x = 5, a

intervalos de 0.5. Dicha funcidn estad definida camo:

2

L

erf(x) =

X H
Io &t ae

En aquellos métodos que consideren series infinitas. encuentre el
resultado usando S5 y 10 términobs, Utilice simple precisidn en todos
sus calculos. Compare los resultados con los ofrecidos por alguna
gubrutina disponible o por alguna tabla de erf(x);: incluya sus
observacianes al respectao.

Método 1.
La serie de Taylor puede utilizarse para representar a la
funcidn exponencial (™). Entonces. sustituyéndala en 1la funcién

error, se tiene:

.2 & 2z, t* _ t°
erfix) = Jo A~ % =2+ L) dt
124
Far lo que, integrando, se obtiene:
- 2 N 322 %> i
erfix = — o mTr Y meEr T st o)

Como puede cbservarse, la serie anterior es alternante, par 1o
cual sera inexacta para valores grandes del argumento, ya que
existirdn errores sustanciales por cancelacién.
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Método 2.
Si se integra por partes la funcidn erf(x), se logra
siguiente serie: :
td

o -
erf(x) = ~SX& _ (1 +
vy

P -+ N ¢+ s
1<E TG F TGy o

Esta serie no es alternante. (Uué opina de su eficiencia?

Método 3.
Una funcién racional de aproximacidn (ajuste funcional),
ecasiones brinda mayor exactitud cuando se usa el mismo nYmero

la

en .’
de

coeficientes comparada con la serie original. Tal aproximacidn,

para el caso presentado, podria ser:

1

erfoo * 1+ ax + a!x2 + a’x' + a‘x‘>‘ oo
Donde:
a, = 0.278393
a, = 0.230389
a = 0.000872
a, = 0.073108

-
|&¢x2] s 5x107*

LEs esta aproximacién mis exacta que las dos anteriores?
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CAPITULO II
SOLUCION A PROBLEMAS MATRICIALES

El concepto de stmulacidn de un sistema, es decir, la simulacién
del comportamiento de un sistema, sea éste, por ejemplo., un
yacimiento o una red de distribuci®n de gas, tiene su base en el
desarrollo y operacién de un madelo fisico y/0 matemitico, cuyo
comportamiento refleje ante condiciones cualesquiera, el del
sistema considerado.

Un modelo matemdtico es una ecuacién, o un conjunto de ellas,
que simula los procesos flsicos que ocurren en un sistema al variar
una o todas las condiciones iniciales. La Simulacidn Num@rica de
Yacimientos Petroleros., que es ejemplo de la aplicacién de wun
modelo matemdtico, hace uso de métodos num#ricos para lograr la
solucidn de lads?) ecuacidn(es) gue constituyed(n? al sistema.

El objetivo del presente capitulo, es mostrar técnicas numéricas
simples que faciliten la solucidn de sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales.

ITI.1 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones
con la forma siquiente:

%t a13x2+ cee FAXS ba.
a X+t a X+t ... ta, x=b
2474 2272 n 2

. . . L2100

+
EM‘X‘ am:xa-!- .



que en forma mat;iicial, pusde’ representarse comos

Empleando notacidn algebraica. se tiene: A x = b, donde A
representa a la matriz de coeficientes, X al vector columna de
incagnitas vy E al vector columna de teérminos independientess a la
matriz (A, E). de orden “m % (n+l)», se le asigna el nombre de
matriz ampliacda del sistema,

El grupa de «m valores P R . L satisfacen
simultdneamente a todas las ecuaciones. es la solucion del

sistema. Dicha solucién puede tipificarse en tres casos, éstos san:

-~ Primer caso. Solucién gnica, se dice entonces que el
sistema es compatidle o consistente, Yy
determinade. La matriz A es5 no-singular.

- Seqgundo caso. Si la solucion es maltiple, se tiene
un sistema compatible (consistente) e
indeterminado, La matriz A es stngular.

- Tercer caso. El sistema no admite solucidén, por 1lo
que se le nombra tncompatidble o

tnconsistente. La matriz A es singular.

Es bien conocidp que el determinante de una matriz coadyuva a la
deteccidn de su singularidad (s{ el det A= 0, A es no singular),
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pero, al emplear equipos de cémputo en la solucién de sistemas de
ecuaciones, se generan errores (consultar capitulo 1Y, que pueden
provocar la emisidn eguivocada de ¢riterios sobre el problema a
resolver . Para esclarecer tal aseveracidn, supdingase una matriz
diagonal de tamafio 100 x 180, cuyos elementos diagonales son todos
iguales a 0.1. Es evidenie gque su determinante es distinto de cero
€0.1'°®>, no obstante, este valor es tan pequefio que cualquier
computador arrojaria un valor de cero a pesar de que la mwatriz en
cuestidn es no singular. Debido al problema anterior, es
conveniente introducir el concepto de numero de condicidn de una
matriz (Cond>, el cual refleja de manera mis eficaz que efectuando
el cidlculo de su determinante, la cercania a la estabilidad o
no singularidad. Matematicamente, el nUmero de corndicién se
denota como:

Iaxi

du e
Cond (R) = —————”—K-_—”—-Z 1

- ||H_x §]

I xt!

El stmbole » Il |l « representa la norma o méduloc de un wvector.
Es usual que el nSmero de condici®én se exprese tembi®n de la
siguiente forma:

Amds
Amin

Cond <A> = = 1

donde :

A = Valor caracteristico o Elgen—walor

5i A es una matriz cuadrada (n x n), sus valores caracteristicos
pueden obtenerse empleando el Método de las Pu'tenl:ia'sm, basado en
. - - : Y

la relacidon A x = A x, o encontrande las rafices del polinomio :

det (R - X I) =20
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donde': .
I = matrinz identidad

Si Cand = 1, la matriz es no singular <(estable) y el sistema
de ecuaciones tendrd solucidn %nica. entances un ndmera de
condici®n mucho mayor que la unidad indicarad inestabilidad
o singularidad, en este caso, con una pequefa variacidn en alguno
de los coeficientes de la matriz, se obtendrA un wvector x
diferente del originalmente calculado (soluciones m&ltiples). En
pocas palabras, el ndmero de condicidn esboza la sensibilidad del

vector solucidn X. a cambios en los elementos de R y b.

Ensequida se detallarin las técnicas mids empleadas en la
solucibdn de sistemas de ecuaciones lineales.

II.1.1 REGLA DE CRAMER.

Este método resuelve sistemas de ecuaciones lineales de tamafo
(n x nY. Si el determinante de la matriz A es diferente de cero
¢det A ® 0), el valor de la k-ésima inhcégnita se dilucidara
efectuando el cociente de los determinamtes de las matrices ﬂk vy A,
donde R, , se cbtiene al reemplazar la k-é#sima columna de la matriz
de coeficientes (AY, por el vector de términos independientes (b).

En otras palabras. sea R %X = b, un sistema de +»n» ecuaciones
lineales con "N incédgnitas y sea A = [ai ‘] su matriz de
coeficientes, S1 el det A # 0, entonces:

det a,

X = —getr B k=41,2, ....n
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donde::

2, - para im= K
A = c . c = _
ke [ ) ] L b, . paraj=k
i=1,2, ....n
ji=1, 2, ..., n

La Regla de Cramer se tipifica como una técnica ~exactar. puesto
que no es iterativa. Si se contempla un equipo de cdémputo que
ejecute 10,000 multiplicaciones/seg. siendo »n* el orden del

. N . (1)
determinante, se presentarid lo siguiente

numero de tiempo de
n mutt. = e mdquina
5 100 .01 seg
12 5 E+08 10 horas
20 2 E+18 10 affos
30 3 E+32 10 afos

Se concluye que este método no es adecuado para resolver
sistemas mayores de (4 x 4). pues se realizardn gran cantidad de
operaciones <(ya que implica el ci&lculo de determinantes?,
convirtiendo en “lenta* la obtencidn del vector solucién.

IT.1.2 METODO DE ELIMINACION GRAUSSIANA.

El método de Gauss es utilizado para solucionar sistemas de
ecuaciones lineales del tipe (m x n). Consiste en obtener sistemas
equivalentes, a partir del original. aplicando transformaciones
elementales sobre la matriz ampliada del sistema, hasta llevarlo a
la forma escalonada (matriz trianqular superior), esto es, cuando
el numerao de ceros anteriores al primer elemento no nulo . de cada



renglén aumenta al pasar de un renglédn 2l siguiente. hasta -llegar:
eventualmente, a renglomes cuyos elementos son todos nulos.

Las principales transformaciones elementales. son:
a) Intercambio de un renglédn por otro,
b) Adiciédn., término a término. de dos renglones.
c) Multiplicacién de la totalidad de los elementos
de un renglén por un escalar diferente de cero.

Una vez reducido el sistema original a la forma escalonada, la
solucidn se logra, de manera directa, por sustitucidn hacia atrds
(xL se obtiene por simple despeje de la i-@sima ecuacidn, entonces
se sustituye en la ecuacidn vi-1+ y se calcula el wvalor de Xig?
este procedimiento se continla hasta tenerse los "n" valores de x).

Como este mé@todeo no es de aproximaciones sucesivas, la solucién
debla ser exacta., sin embargo, debide &a errores de redondeo o
precisién, no lo es. Para minimizar el error, es recomendable
seleccionar en cada ocasidn como pivote al mayor elemento, en valor
absoluto. del s.is‘tema“l (se recomienda consultar el problema

resuelto PII-1l, pagina 72>.

Considerando una computadora digital que ejecute 10,600
multiplicaciones/seg. siendo »n* el orden del sistema., se tiene™:

n ndm . da tiampe do

mult, = n /3 mdquina
5 40 0.005 seq
12 500 0.05 ~
20 2500 0.25 "
30 =ligev} 1.4 "

Se observa que esta técnica no realiza uwna gran cantidad
de operaciones, y tampoco invierte demasiado tiempo de
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. miquina; .conforme el numere de ecuaciones del sistema aumente.

"II.1.3°'ALGORITMO DE THOMAS.

Se emplea para dar solucidén a sistemas de ecuaciones lineales de
orden (n x n), cuya matriz de coeficientes presente un caricter
»n—-diagonal*. Para efectos didicticos, considérese un sistema
tri-diagonal, tal que:

be cs o q
az bz cz :
aa ba ca
A= .
. an-1 bn-1 cn-a2
o . . an bn

Este algoritmo se basa en la Técnica de Descomposticidn LU/ de

una matriz, estn es:

R=LU

Donde., U es una matriz +triangular swuperior y L una triangular

inferior. o sea:

ot . .. 0
az aa :
as o9 .
L =
0. an an
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1
U= e
i
El producte (L U)-es::
cosp s o
‘a".’ﬂ’) gy . " L.

as (asg2roin) (GRgR)

(an=1) (AN~{PN=2+0N-1} (IN=LFN=4)
an tangn=-t+and

Come A = L U, cada elemento de (L U) serd igual al de A, por 1lo
cual:

a, = a, ' i=2.3, . n
a, -b‘
aL-b‘_—(a‘ ﬁ‘_‘) . i=2,3, ....n
&y
n, = —= . i=21,2, ..., ¢n—L

(8

Entonces. un sistema de ecuaciones A x = f puede representarse
como (recordemos que R = L U):

LUX=F

Ademds, considerando que U X = ;, se tendra el sistema:
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el cual

esolverse

'éacliiméh'te"qu sustitucidn’ hacia adelante.

De manera que:. :

. Finalmente, el sistema U X = ¥, se Soluciona mediante una
sustitucién hacia atrds, por lo tanto: =75 0 9F :
xn = yn

Xg =Yoo= B D . i =d¢n=1), (n-2>, ..., 1

Para una matriz penta—-diagonal de orden n  x

n) como la
siguiente, se tiene:

ds il et PP 1]
ca dz2 o] ez :
bs ca da u} ea :

R = 0 be cs de 0 =23
an-1 0 bn-1 cn-1 dn-g
an 0 bn cn

Mientras que las matrices L y U seran:

as .. .0

¥ fis cn

én ;.'n ﬁn an

Sean
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S S W
n-2

n-35, n—4%, ..., 1

Esta técnica es squivalente al método de Eliminacién  Gaussiana.

y con 2lla se evita el incremento del error asociado a la Sclucién

rearesiva de las scuaciones v se& atemitan los requirimientos de
memoria RAM. Ademds, se tealizan cuando mucho Sn multiplicaciones

. -
en comparacién con n /3 en el de Gauss y n! en la Regla de E€ramer.

para resalver un sistema (n_x n’- En el diskette de consulta se

presentan programas de cdmputo para la solucidén de matrices tri vy

penta-diagonales, empleando 21 Algoritmo de Thomas y la técnica de
Descompnsicidan L~U. respectivamente (THOMAS.BAS y LU-PENTA.ERS) .

Il.1.4 SUBRRUTINAS DECOMP Y SOLVE.

wisten sistemas de coOmputo que incluven en Sus programas de

bibtlicteca. praogramas para obtener la solucidn de sistemas de

ecuaciones linealez, los cuales, generalmente, estan basados en el

método de Eliminacién Daussiana. Tal es el caso de las subrutinas

DECOMF y SDLVE. gue seran tratadas a continuaciédn.

A DECOMF le corresponde la primera etapa de la eliminacidén de la
matriz amoliaaa del saistema (dejarr ceros abajo de la diagonal

principall, mentras que SOLVE usa esos calculos, realizando una
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sustitucidn hacia atras, para generar la solucién del sistema.
Estas subrutimas incluyen la técnica de Pivoteo Parcial (se sugiere
consultar el problema resuelto PII-1, pigina 72>, esto es, al
k-#simo paso de la primera etapa de la eliminaci®n, se elige como
pivote. al mayor elemento (en valor absoluto), contenido en la
k-#sima columna no reducida. El rengldn en que se ubica este pivote
es intercambiado por el k-ésimo rengldn, quedando el pivote en la
posicidn (k, k). Similares intercambios se llevan a cabo en los
elementos del vector de términos independientes.

AdemAds, DECOMP estima un valor del ntmero de condicién (COND) de
la matriz de coeficientes: si se detecta singularidad COND ser&
igual a 1E+32, en caso contrario, sera 1. Cualquier valor de COND
entre 1 y 1E+32, indicard la posicidn relativa de la matriz con
respectoe a la no-singularidad.

Si se desea evaluar el determinante de la matriz de
coeficientes, bastara con efectuar el producto de algunos elementos
calculados por DECOMP, o sea:

det(R) = IPVTINY » ACL,1) = ACZ,2) * ... #* ACN.ND

La inversa de la matriz de coeficientes (RA), puede definirse

como la matriz X, cuyas columnas e satisfacen:

2] ;j = Eﬁ s d=121,2, ....n
Ponde E% es la j-¢sima columna de la matriz identidad (I>. Por 1lo

tanto, para cbtener la matriz inversa X, es necesario invocar a
DECOMP una sola vez y a SOLVE "n" ocasiones, una para cada columna
de X. Si se detecta singularidad, X sera incalculable“ﬂ

DECOMP y SOLVE son las subrutinas mas eficientes para solucionar

sistemas de ecuaciones lineales, pues no slo ofrecen precisién en
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105 resultados. sino ademis. un tiempo de ejecucién aceptable. En
el diskette de consulta se presenta, en lenguaje Basic, un programa
tuente para su control (DECOMP.PAS, ver apéndicel.

11.1.5'SOLUCION Al PROBLEMA DE FLUJO BIDIRECCIONAL, MONODFASICO,
TRANSITORIO. A TRAVES DE MEDIOS PORDSOS.

La simulacidn de un yvacimiento se hace, en la mayorfa de los
casos. con el fin de estimar su comportamiento al ser sometido a
diferentes programas de esplotacién. El objetivo de esta seccidn,
es elabarar un simulador numdrico sencillo. Por lo cual, se
desarrollan algunas técnicas para la solucidn de las ecuaciones
involucradas en el modelo matématica gque describe el flujo
bidimensional, monofasico y transitorio a través de medios porosos.

La expresién que describe el flujo bidireccional, monofasico, en
régimen transitorio (variable), de un Fluido ligeramente
compresible (agua o aceite) y de viscosidad y espesor constantes,

que fluye en un medio poroso hamogéneo y anisdtropo, es:

z 2
a“p a’p 119.56 p q ap

k, =+ k, — o+ = 119.56 ¢ uc vl (2.2)
-2 Ay h o Ax Ay at

donde:

desplazamiento en la coord. x, tml.
desplazamiento en la coord. y, [ml.
permeabilidad en la direcc. #. [mdl.
permeabilidad en la divecc. y, fmd3d.

t = tiempo, [diasl.
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= espesor- del medio poroso, [ml.

= presidn, Ekg/cmz abs].

viscosidad, lepl.

= compresibilidad . Ccm®/kgl.

= gasto de fluido, a gondigiones estandar, en funcién
de espacio vy tiempo (sf es de'produccién s usa con
signo negativo), Cm®/dtal. s

4 n e T
] ’

Ademas, las condiciones de frontera (CF) e inicxa}es?(CI):‘

n
n,

[interna ... p(0,0,t)
CF - -
] externai. . pllaM,t) =p o

Ter {:p(x,y;o) = p(Si;y) = valor conoctde

donde:

L = longitud total en la direcc. X, Emi,
M = longitud total en la direcc. y, .Lml.

Fara resolver la ecuacién (2.2, s aplica el método de
Diferencias Finitas (el cual es tratado en el capitulo V, seccién
V.2.1), teniéndose los esquemas Explicito, Implicito Y de
Crank—Nicolspn, comp alternativas de solucién. Antes de abordar
estas técnicas, se expondran los conceptos de estabilidad vy

convergencia.

Los ciclos de calculo necesarios para resolver un problema
determinado, dependeran del tiempo de prediccidn, las
caracteristicas del yacimiento y de los fluides, 1los gastos de
inyeccién o de producidn, &l tamafo de las celdas de la malla y la

precisidn que se desee 2n los resultados.

Al disminuir los incrementos Ax, Ay y At, se reduce el errar de
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truncamiento @n la aproximacian de ias derivadas, pero, aumenta el
tiempo de calculo. For otra parte, al emplear At agrandes, ademas de
‘incrementarse el error-de truncamiento, se tiene la posibilidad de
que se presente oscilacidn en ions resultados,. fallande el método.
Por lo tanto, la At adecuada en cada problema se obtendrA haciendo

un'balance de los factores anotados con anterioridad.

11.1.5.1 CONVERGENCIA. =

Si- en un punto (xi. tn) de un determinado esquema, se cumple

ques
itm I py = by E) | =0
Ax 4 Ateo N
i=1, 2, «.as L . =1, 2. eeas t

(3 : 5 s
el esquema es convergente ., es decir. tiende a la solucidén real.

Graficamente. esto se representa en la Figura 2.1,

I1.1.2.2 ESTARILIDAD.

i en un esauema determinado. al mantener fijos los valores de
los incremantos Ax v At, e1 erraor al aproximar la solucidén real no
se amplifica mientras At » ®. Se dice gue2 es un esquema estable‘m.

Matematicamente, se tiene:

11_1"‘ { p: - p(:\'t.tn} f <t
L -+00
i = le Zv seeq L . N =1, 2. saas t



En. otras palabras. si el va‘lm'; calculadao no varia
considerablemente con respecto al real,” se habla ‘de un esquema
estable. Esto se muestra en la Figura 2.2.  Es importante apuntae
que se tendra estabilidad s4lo si se presenta la convergencia.

IT.1.5.3 ESQUEMA EXFLICITO. B :

Partiendo de 1la ecuacidn ™ (2.2), 7 anteriormente = expuesta, vy
considerando: : S

e 119,56 p g
. h. AR Ay

: ra;,é 119.56 ¢ p ¢

Se tiene:

" 2°p K o"p op
* s * vy—5 +B =08, — e (2.4)
L33 Ay’ at,

Ahora, aproximando las derivadas parciales de la ecuacién  (2.4)
por medio de Diferencias Finitas:

o Pl P e (2.5
at At

2 n ) n

O P P,y T, T Pl (2. 8)
ax® (ax)?

2 n 421 1.}

9P Piiea T2, Y P 27
ay* (ayr®



Presion (p)

Presién (p)

CONVERGENCIA

Parat=n

- [ SOLUCION REAL
ESQUEMA CONVERGENTE

ESQUEMA NO CONVERGENTE

Ceairisns

LI}

s,

Nodos (x)
Figura 2.1.

ESTABILIDAD
Nodo "i"

SOLUCION REAL
ESQUEMA ESTABLE
| ESQUEMA INESTABLE

Tiempo (1)
Figura 2.2.
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En las relaciones anteriores, el subindice i representa a  la

distancia o nodos en la direccidn % Cabscisai{ *j*alos nodos . en
la direccidn y Cordenadad, y el superindice wne, al tiempo.

Sustituyendo las ecuacicnes €2.5), (2.6 y ¢2.7> en la (2.4),
despejando pr:; y factorizando, se llega a la siguiente expresion:

At K
ned o n ™
it S 4 S S I
ted R’(Ax)z Lo Lt

3 S
At % v n
+[1-2-ﬁ--[ + ]]p *
z cAx>* <Ay>z i

at k at
+ y [p“ +p" ] + : ...2.8)
z L, -2 1,54
a_<ay)
i=1,2, ..., L
j=21,2, ..., n
n=20,1, s

ta ecuacidn €2.8) representa un esquema explicito., de sencilla
solucidn, evaluado al tiempo "n» (t“>. Eote esquema es  inusual en
la pr&ctica, puesto que es condicionalmente convergente y por ende,
condicionalmente estable. se puede demostrar matemdticamente que la

: s )
convergencia se cumplirad s&lo para’ :

1

At S
20CA™ + CAyd ]

Por lo tanto, si la simulaci®n de flujo a través de un medio
poreso involucra grandes At, el riesgo de divergencia se hace
patente.

Debido a que el emplec de Diferencias Finitas involucra wna

expansién en Serie de Taylor. se generan errores de truncamiento.
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ya que no se consideran todos los teérminos de la - serie. En 1la
Figura 2,3 se presenta una parcion de red que define la técnica
expifcita, en la cual. las cruces y los circulos indican los nodos
implicados en la solucidn de las diferenciales de tiempo y espacio.
respectivamente.

eT t
.}-1 : i xiot
Figura 2.3. Nodos implicados en el esquema explicito,

en la direccidn .

II1.1.5.4 ESQUEMA IMPLICITO.

Este esquema, a diferencia del explicito., se evalua al tiempo
va+le (tn“). Lo cual, puede ser apreciado en el segmento de malla

de la Figura 2.4.

Conservando la nomenclatura y empleando Diferencias Finitas, se

tiene entonces, para las derivadas parciales de la ecuacién (2,4):

net _ n
o BT Py e (2.9)
at At
z n+l n+i n+s
p . . - 2p, P, N
i=1,j 1.3 i+l,]j
= 1 cee (20100
ax (A)
2z n+d net n+s
a -
P o Piima T Lrrz - SET)
ay? (ayr?
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‘t T t.

L-a i Kesa

“Figura 2.4. Nodos invelucrados en el esquema implicito.

en la direccién x.

' Sustituyende las expresiones (2.9), (2.10) vy (2.11) en la (2.4),
. despejando prj v factorizando. se encuentra la ecuacisn siguiente:
.

- B,

n+a
K PK.J [F‘L .y, F PLu,J]
[ (o =) ] o
cAx>® CAy)
K
v net nes
+ Ay (Pt j-1 TP, Ju] RN AT F-3)
i=1, 2, ... L
i=x,2, .... N
n=20,1, P 4
..Suponiendo que:
4 K
= ol = Y
CAx> T cay>
k K I

3 b4 2
el bt o)
» cAx>® cayy?} At
Entonces. se puede conformar un sistema de ecuaciones, cuya
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matriz de ceeficientes es penta4diagénéh

neds s
Piia

1)
o
(=]
X

ﬂqugé
R
<
in.0f1‘

<
[}

"
o
&y
e
s e s
=]
o
»
N

Coven

¥ % v, v |Puu

Cnmo'ya se menciond en su oportunidad, 1la solucién de una matriz
penta-diagonal puede encontrarse mediante el uso del
Descomposicisen L-U.

Algoritmo de
No se recomienda el uso de la subrutina DECOMP,
puesto que se efectuarian operaciones innecesarias,

debido a gque se
trata de una matriz rala

(pocos elementas diferentes de cero).

El esquema implicito es incondicionalmente convergente Y

estable, no obstante. debe considerarse un rango sensato para el

incremento de tiempo (At), pues para valores elevados de 61,
presentan evrores de truncamiento.

se

I1.1.5.5 ESGUEMA DE CRANK-NICOLSON.

El esquema de Crank-Nicolson calcula las diferenciales de las
direcciones (%, y) al tiempo »n+asze (L ).

N/ 2)
representa en la Figura 2.85. Es incondicionalmente estable vy

el ciclo de cAlculo consta de dos etapas: una
empleando una ecuacién implicita en
en 1), y otra en la direccidn vy,

Graficamente se

convergente, ademas,

en la direccidén i, % (barrida

recurriéndose a una expresion
implicita sélo en y (harrido en y).
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—
N L
Cnel)d
£ €,
xL- 1 ™ i ¥ 144

Figura 2.5. Nodos, en la direccidn x, involucrados
; en el esguema de Cramk-Nicolson.

Para el barrido ern la direccidn x, se tiene:

ap pr\ﬂ./: _ pn
— = b L. S.c2,13)
at At/2
a:p pﬂ“/: _ sz'\‘l./z + neéLsz

- = ioted bed Lag.) L ..C2.14)
ax CAx)>

2 n n n
2P _Pyan Tyt PLm 2.15)

ay* cay>?

Sustituyendo las ecuaciones (2.13), <(2.14) y €2.15> en la (2.4),
: . n+&sz
factorizando y despejando las p :

k |3 i
® [m-l/z ne L x 2 n+ss2
ity + o) - [else + ) o o -
Py -t § Led,j ax>? AT [} «
k, k ]
_ y [n n y 2 n
- e (e el - Bl 2] v
(Ay)z i.j=¢ 1,j»e (Ay)z T i,
.. .€2.162
i=1,2, . L
j=1,2, .... M
n=290,1, .t
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Ahora para el barrido en la direccién y:

a pnon _ pnoata
DL P | Lod : . C2017)
a3t At/2 . ; )
x n+arx nessz nessz :
P Py "2 e '
z = i-g,§ L.i L42, 4 L..€2.18)
Ax CAx)
Y nea ned net
3o P, i, — 2P + p
° - i, -t L'i Leise .. €2.19)
a3y CAy )

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la (2.4), factorizando
y despejando las p““:

k,
LIYS ne L y rul
. PLoioe P ] - [2[__ + J] + R =
(Ay)a [ [T L, j+s CAy> Z{ 3

- Ko [pv»-/: + pno;zz] _ [ﬂ( ]] nv-;/a
caxy? Uims.d - Tietod cax® K

.€2.20)

Ik
W]
oHR
N
o+

Entonces, un intervalo de tiempo (At), es decir., un ciclo de
cilculo, se cubrir&d al resolver la ecuaciédn (2.16) primero v
posteriormente la ¢2.20)%. Esto representa la soluci®dn de 2 sistemas
de ecuaciones lineales, ambos con una matriz de coeficientes
rola, por consiguiente, es recomendable emplear el Algoritmo de
Descomposicién L-U, en lugar de la subrutina DECOMP, ya que dicha

subrutina realizarfa operaciones innecesarias.

50



11.1.5.6 SIMULACION NUMERICA DE #FLUJO PRIDIRECCIONAL, MONOFASICO.
TRANSITORIO. A TRAVES DE MEDRIOS PORDSOS.

Para este fin, se empleara el Esquema Implicito, cuya solucién

'se basa en la aplicacién de la expresién (2.12) en todos los puntos

{nodos?), donde la presién es desconocida. Lo anterior conformara un

sistema de ecuaciones como el expuesto en el subtema II.1.5.4, el

cual se resuelve, dado &l caracter de la matriz de coeficientes

{eonsultar seccion I1.1.3), aplicando el Algoritmo de Descomposicén
L-U para una matriz pentadiaganal.

Suponga, un yacimiento como el ilustrado en la Figura 2.6. La
malla que se utiliza es relativamente simple, &6 celdas en 1la
direccidn x vy & en la vy, esto se hace con el propédsito de
simplificar la ejecucidn del simulador. La frontera del vyacimiento
se aproxima por la llnea perimetral de la misma figura. La
localizacién de las celdas en la malla es en farma matricial, es
decir, el fndice ~i+ para los renglones y +=j- para las columnas.
Por 1o tanto, el pazp indicado en 21 esquema tiene las cud;denadas
{(3,3). Debe resaltarse que les pé:ns se suponen ubicados al centro
de cada celda. A los poros productaores se les asigna, por

convencidn, un gasto con signo negativo.

t‘l -

Figura 2.4. Ejemplo de malla de un yacimiento hipotético.

Para obtener la scolucidén de la ecuacién diferencial implicada,

S1



es necesario intrdduci# cundicioneé iniciales y. de FFontera, éstas

son: ‘ : i ",, s .

a) InicialmentE'el:yécimientn tiene-una
presi&én unifaorme.

b) No hay flujo a través de su. frontera.

_Se puede contemplar el caso en el que la presidn inicial no sea
unianmé, y el gasto y la presién sean variables en los pozos. La
candicidn dada en el incise (b), se simula haciendo cera la
permeabilidad (o en general la capacidad de flujo kh) entre dos
nodos, cuando potr lo menos uno de ellos esté fuera del yacimiento.

El programa de cédmputo que s2 expone, admite 4 pozos, sean
&stos productores o inyectores. Un gasto nulo (cero) es {ndicativo

de que el pozo no existe o estd cerrade.

Se tendran NcX ecuaciones con NcY incagnitas, siendo NeX el
namero de nodes en la direccidn ik y NeY el numere de nodos en la y.
Un ciclo de cdlculn se completara cuando se solucione el sistema de
ecuaciones para un intervalo de tiempo (At}), y la simulacidn 1llega
a su fin cuando el numero de ciclos cubra el tiempa de simulacién

supuestao.

En cada ciclo de cAlculo se verifica que la presién de burbujeo
(pb’ no se nalla alcanzado en aquellas celdas en las cuales se
localice un pozo productor, en caso afirmativo. se simula el cierre
del mismo haciendo el gasto correspondiente, igual a cero. Debe
sefialarse que abajo de la Py la simulacidan deja de ser valida,

dado gue la ecuacisn diferencial usada es para fluijo monofasico.

El diagrama de flujo se muestra, de manera esquematica vy
condensada, &n la pagina 53. El programa de cémputo esta diponible
en el disco Flexible de coensulta y tiene por nombre SIMUL.BAS (ver

apéndice).
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ENUNCIADG DEL PROELEMA.

Los dates a considerar son los siguientes: k)‘= k = ¢ L[mdl,

v
p=i1.2 Cepl.. ¢ = 0.25, Ax = Ay = 200 [ml. At = 1 Cdial,
h = 47.Cml, p_ = 250 tkgscm® absl, p, = 200 tkg/em® abs3, y

|

C'= Q.0001S Ecnf/kg]. Ademas, se supone un pozo con un gasto de
55,3 Cm®/dfal, cuvas coordenadas son (3,3). Por motivos practicos,
los datos se almacenan en un archivo de acceso directe (binario).

Debe recordarse que €l simulador se disefd para & celdas en X y vy.

Determi nese el tiempo en que 1 medic porosa, aledaoc al pozo
productor, llegara a la Py

DESCRIPCION DE RESULTADDS.

El tiempo que debera transcurrir para que se alcance la Pyr
contemplando un ritmo de extraccidn constante, es de 446 dias.
Este resultado fue obtenido en una computadora personal tipo AT,
100% compatible con IBM, en 2 minutos., para un tiempo de simulacién
de 50 dias. La distribucién de la presiédn a este tiempo., se indica
en la Tabla 2.1. Es importante hacer notar que si el intervalo de
tiempo (At) se incrementa, disminuye la aproximacién de la
solucién, y que a partiv de un cierto vaior de At, dependiendo del
tamafio de las celdas de 1a malla, las caracteristicas del

yacimiento, etecétera, se presenta oscilacién en los resultados.

227.%6

L2l 2200041 221.06( 222.500

L17.53] 212.29) 20%.29( 2100071 212013) L1e.02

212,69 Z00.07] Z200.06}) ZO4.92] Z08.06] 212.66

211.18) 206.17] 203.29] 204.26] 206.73] £11.29

Z210.8l] 206.18] 204.081 204.50} 206.37] 210.79

210.75) 206. 151 204.2 20425 206.17} 210.52

Tabla 2.1. Distribucidn de la presién (kg/cmz) a 44 dias de simulacidn.
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1I.2 SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES.

Las ecuaciones no - lineales, a diferencia de las lineales,
no cumplen las siguientes Condictones de Linealidad'®:

Sean V y W dos espacios vectoriales scbre un campo K. Una
transformacidn T:V+W es lineal si para todo 31, ;, «SVy

para todo escalar a & K, se verifica:

1.- T(;1 + ;,) = T(Gt) + TCugd (FROPIZEDAD DE SUPEAFOEICION)
a2,- T(G;,.) = clT(;,.) (PROPIEDAD DX HOMOGENEIDAD)

Los sistemas de ecuaciones no lineales estan constituidos por
funciones Ccirculares directas e inversas, logari tmicus,
exponenciales, de potenciacidn y radicacidn’., que involucran
implicitamente a las variables o incdgnitas, por lo cual, no es
posible su soluci®én mediante un’  “simple despeje" <¢solucidén
directa), sino que deben emplearse nm%todos iterativos para su
cdlculo. Matemiticamente, tenemos:

f‘(x‘, Xyo vevas x“)zn
Fz(x‘, o e xn) =0

. . L €221
Fan‘. Xgo ons x“) =0

El sistema anterior involucra onv funciones reales, con »n»

variables €(x,., X P x“).' tambi®n reales, esto es:

B
2

il — T
X = DX o Xpo oonw %]

fL(x> = f‘Cx‘, yo vnes xn) ) i=32,2,....n
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Loz

'F‘(;>=0 Lod =1L 2, 000.n

Tenemos, "n" ecuaciones (2,22) que constituyen un arreglo “mis
conveniente+, para nuestros fines, que el sistema original
€2.21>., En particular sea:

a, = F ca) . i=1,2, ....n ...2.23)

Tomando em cuenta, gue una primera aproximacion del vector &, es
el vector inicial mostrado a continuacidén:

T
x_ = [xa_ , xz_ . ..., xn_ 1]
a o o -]

Las aproximaciones sucesivas pueden definirse entonces, como:

- T
X, = Deap o xz . ..., xn ] P k =1, 2, ... .. .€2.24)

Cada elemento del vector (2.24) se obtieme a partir de la
siguiente ecuacidn de recurrencia: )
X o= F‘ Cxey_ o+ X3

i Xn D)

k-’ k=t

Fooix .2 L, €2.25)



Supbnga que:éxiste una regidn R, donde:

lxj -—l‘c‘i' £ ‘valor moderadamente grands ' 3=
Y para.todo X en R, existe un nimero positive u:< 1, tal quéii“

o Bl

OFt(x)|
d

=

por lo tanto., si el vector inicial ;D pertenece-alicthuﬁtbfm, Coel
método iterativn'expresada per la ecuacién (2.24),:‘convergeri-a - la

s : a
solueisn del sistema’®’, o sea:

im x, = a
koo k

R diferencia de los métodos para sistemas de ecuaciones
lineales., denominados “exactos", los concernientes a sistemas no
lineales, acarrean errores de redondea de un paso a otro. Esto.
debido a que el resultado en cada iteracidn puede ser visualizado
como un3d nueva suposicidn o como una aproximacidn al  vector
solucidn. Pueden‘permitirse errores sustanciales. con tal que no

agiganten el error final o no sobrepasen la tolerancia establecida.

Aunque existen gran cantidad de métodos para la solycidn de
sistemas de ecuaciones no lineales, se presentan a contipuacidn
s®lo los mas comdnes: Jacobi, Gauss-Seidel y Newton-Raphson, siendo
é&ste Qltimo la mejor alternativa.
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II.2.1 METODO ITERATIVO DE JACOBI ..

Considérese un 5istema~nuflineal: Cua1ﬁuie a, toma.. el sistema
€2.215%, en el ‘cual,’el’ vector: solucidn s’

Filx) = FL(x‘, Kps woes Red - . - i i=1,2, ....n

Este método consiste en transformar el sistema original, eﬁ uno
del tipo de la ecuaci®n €(2,22), Cuya solucidn se lograra mediante
un ciclo iterativo, apoyandose en la ecuacion de
recurrencia €2.25)>, la cual es:

by, = FL oGy o ox2 P LY
= F‘ (xk_‘)
Donde :
k = namero de iteracién . k=1, 2, ...

Ademis, se contempla una tolerancia y un vector inicial como el
siguiente:

%, = [xt 3 1
Xy = DXt . %2, . ..., xng

El grado de aproximacidn en la solucién, casi siempre, puede ser
mejorado al incrementar el nt@mero de iteraciones y depurar el

proceso de cilculo en cada una de ellas. Esta té@cnica es de
- kts

convergencia lenta y emplea memoria RAM para los elementos ®e

® : .
X e en cada iteracidn.



IT.2.2 METODD ITERATIVO DE GRAUSS-SEIDEL.

Tomando en cuenta el 'sistema de ecuacxnnes (v
como - vector solucxén as’ -

X =

FOD = Flxg g v x> s T i =1, 20 Lo n
Entonces:
X

L= F o0, is=ad, 2, ...

L.a solucidn se basa en la utilizecion de la siguiente ecuacidn
de recurrencia:

o= Flxe .ox2 . oL, Xt xb L L, xm D .. .€2.26)
donde :

k = némero de iteracién B k=1, 2,

Se considera también, una tolerancia ¥y un vector inicial, el
cual puede ser:

T
Xy =[xt ., X2y, ..., X0y
Este m@todo converge mas ripido gue el de Jacobi. ya que una vez

calculado el componente x&*‘, lo aplica inmediatamente em la  wmisma
iteracién. '
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I11.2.3 METODOD. ITERATIVO DE VNEWTDN—RAF'HSDN.

El.algoritmo para resoclver un sistema de ecuaciones como el
(2:21), usando el método de Newtan-Raphson, puede. resumitse asi:
) Elegir un vectér inicial, esto es:

= - T
‘= $ S DXL o K2 4 eens xnoj

=

el gsistema de eguaciones que se muestra a contipuacidn:

) A = - " 2
: ‘E(}.k) Ak F(xk) wrs (227
R donde:
- oF  _
¢L(Kk) = v (xk) cae (2.28)
i J
=0y = = = = aT
?(Nk) =T ‘F‘('Kk). Fz(xk), caas Fn(xk)l_ e s (2.29)
- _ T
Ak = LA.\k N Az‘< s wenn Ank] . e (2.30)
1 = 1y 24 waws N : dF 1y 24 sane N

-

k = nimero de iteracidn (1, Z, ...)

[

El sistema anterior. como se observa. es lineal. El vector

k
es la solutidn del sistema (también es denominadoe vector de
incrementos) y la matriz &(;k) es el Jacobiano.

3) Calcular la aproximacien de 1a solucidn del sistema de
ecuaciones no lineales original {(ecuacidn 2,21), o sea:
¥, = %t A4 ce (2,31

et k |3
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METODO DE NEWTON-RAPHSON

(Suponiendo un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas)

X3 F=(ncl,0e2,0e8)

Figura 2.8.

4) Verificar la posible convergencia de la aprokimacidon de la

solucién del sistema de ecuaciones no lineales. Se sugiere 1la
siguiente prueba:

o - < i i =

M’kﬁ wi b o< tolerancia . i 1, 2¢ vseayp n
Si la expresidn anterior se cumple para toda *iv, entonces ;k"
sera la aprosximacién de la solucién del sistema de ecuaciones
no lineales (a) (conmsultar Figura 2.8), finalizando el calculo.
Pero si la prueba falla para alguna «i», &8l process se repite a
partir del paso 2. y el cdlculo iterativo continuard hasta
verificarse el criterio de tolerancia o hasta que se exceda

algtn limite de iteraciones fijadao (km&x).
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5i los componentes’ de #{x) =son continuos en la .‘vecindad: de un
punto definido par:‘e_l't\}e’:tnr ’;', tal gue: g PR
Flay' = ¢

¥ si el determinante de &(a) = O y %o @sth muy cercana a &, se

t2)
’

r‘asegurala-convergencia-del-método es decir:

itm ;k = a
>0

< . : k+d ket
Debido & Que se usan 1o altimos valores #., Para calcular By
el requerimientn de memoria RAM es menor gue en el método iterativo

de Jacobi, ademids, su convergencia es mucho mas rdpida.

II.2.4 SOLUCION AL PROBLEMA DE DISENO DE UN SISTEMA DE RECOLECCION
Y DISTRIBUCION DE GAS.

Es factible establecer un modelo para €l flujo de gas en un
sistema de recoleccion y/o distribucidn, cuando las condiciones de
filujo en cada uno de sus elementos, pusden describirse en  términos
de relaciones matemAticas. También es posible desarrollar las
ecuaciones analiticas necesarias para describir los efectos de
interaccidén entre 1los componentes. E1 método mAs general Y
efectivo para analizar sistemas gue manejan gas, es el propuesto
por M. A. Stoner; en este subcapitulo se presentan los fundamentos
del mismo y se discuten sus aplicacieones,

En la Figura 2.9, se muestra un sistema de recoleccidn de dgas
natural con régimen de +lujo permanente, cominmente, éstos se
constituyen por una red de tuberias v ottros elementos. tales como:

complresares, pozas, reguladores, valvulas, etcétera.
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Cualgquier red puede representarse comao un sistema integral
mediante nedos y conectores de nodosg, como se ilustra en la Figura
2.10. Un nodo simboliza fisfecamente un punto de unidn entre dos o
maAs elementos, incluso., puede existir adicidn o extracciédn de masa
al sistema a través de él. Los conectores, son elementos que
permiten 1a transferencia de masa de un nodo a otro, por ejemplo,
tuberias o valvulas,

Al conjunto de conectores se 'le denominara P, ¥ N al de nodos.
En un sistema como el descrito. la ley de conservaciéon de masa en
cada uno de los nodos debe satisfacerse, de manera analitica se

tiene:
F,o= )3 s.qQ.+0 =0 . ienN e $2.32)
¢ iZti,jremr A t

donde:
sq = variable que indica el sentido de flujo, (+1) si

el sentido de flujo es del nodo »iv &l nijrv, vy
(=1) en caso contrario.

= gasto de gas gue Fluyela través del conector de
los nodos rin y e,

0 = término que indica adicidn o extraqcién de masa

al sistema a través del nodo ie.

For ejemplo, considerando la Figura 2.10, 1a ecuacidén de
conservacién d2 masa para el nodo 1, es3

F = s q + @ =0
1 1,10 1,10 1
Cada gasto qil puede expresarse en términas de la diferencia de
presién en los extremos del conector, o sea:
n

= z _ 2 P
q.. Ci.j Ip_ pj| ses (Z2.33)

&4



donde:

£ = coeficiente de transmisidn de la tuberfa . el cual
esta en funcién de la geometria del tubo, de.  las
condiciones de flujo y de la composicidn del pas.
p. = presian del fluido en &l nodo w»iw,

p. = presian del fluido en el nodo »j

-

n = exponente que depende de la forma de la ecuacidn.

“Allsustituir la ecuacien (2.33) en la (2.32), se obtienes

=0 e ne €2.34)

Ademas, sl el sistema estd balanceado se cumplirad que:

N
£ o-=o0 eea (2.35)
i=1

De esta manera. el problema consiste en determinar un canjunto
de valores l:?,L Y P s para toda «ir € N, que satisfaga las ecuaciones
(2.34) y (2.35). Sin embargo. se presentan N ecuaciones con 2N
incégnitas (N valores de p mas N valores de @), por 1o tanto., se
requiere asighar valoeres a N variables (valores medidos), siendo
las N restantes, las incdgnitas del sistema. Dicha asignacidn, se
hard de forma que las ecuaciones resultantes sean linealmente
independientes, entonces, como la suma algebraica de los gastos
exteriores debe ser igual a cero, Solamente se puede suponer
gastos en (N-1} nodos., guedando al mengs uno como incadgnita. uUna
posible forma para calcular la catda de presion en la tuberia es

mediante la ecuacidn de Fanhandle™:

(n:/zi) - (p:/zj) o.5 27
9; = ©-84267 E [—_‘—ﬁ—“—“‘o.bz; T ] iy
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donde:

q;j = gasto de gas a c.s., L[MPCDI.

{E = factor de eficiencia de la tuberfa,

: varia de 0.3 a 1.2,
'pt, p, = presiones en los podos i y i, respec-
i -tivamente, Clb/pg™ 1.
B4 ‘'#. = factores de desviacién del gas a pL 1%
Py respectivamente.

L = longitud de la linea entre los nodas
iy j. [kml.

a
n

Lj diametro de la linea entre los nodos
iy j. £pgl.

De la expresién anterior y considerando 1la (2.33), se puede

abtener el coeficiente de transmisidn de la tuberia (c,l ), esto ess

F]
0.84269 E cf}“—'

c,
u (0.6215 L”)""’

y para el sentido de +Flujo:

Las ecuacinnes que resultan de aplicar la ecuacidn (2.34) a cada
uno de los nodos son no lineales. El método gue se empleara para
resolver dichas ecuacionses es el de HNewton—-Raphson. Para su
aplicacion deben asignarse valores iniciales a las incédgnitas del
sistema. Usando estos valores como base. el métoda proporciona un
conjunto de correcciones gue, sumadas & laos valores anteriores,
generaran gue éstos tiendan a la sclucién. Este procesc conforma
una iteraciédn. Las iteraciones se contingan hasta gque los valores
ohtenidos para las incédgnitas satisfagan, dentro de cierta
tolerancia. las ecuaciones (Z.34).
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Como ocurre con todo proceso iterativo, la converagencia- del
métaodo estd sujeta a la selecciédn de los valores iniciales para
las incédgnitas. Entre mejor sea la seleccidn, el proceso convergera

a sugiere que en

mas aprisa. Para evitar la divergencia, stoner®
las dos primeras iteracienes, los valpres de las correcciones ge
multipligquen por 1/2; aunque <con esto, en las dltimas etapas

iterativas disminuye el ritmo de convergencia.

El simulador numérico desarrollado en este trabajo se estructurde
en lenguaje Basic y permite manejar en forma grafica el disefo de
la red, mediante el desplazamients del cursor en la pantalla del
computador. £1 modo de graficos seleccionado fue de 320 x 200
pixeles {screen 1), el cual facilita la ejecucién del simulador en
cualquier tipo de monitor que cuente con tarijeta controladora de
graficos, o en su defecto, debe emplearse un programa emulador
(SIMCGA.EXE, EGC2UTIL.EXE, etcetera:., El programa de cémputo se
presenta en el diskette de consulta, bajo el nambre de
REDGAS.BAS (ver apéndice).

Cabe mencionar que la matri: asociada al sistema de ecuaciones
es «ralar y que su estructura no vartia durante el processc
iterative; no obstante. para fines didAticos se empleriAn las
subrutinas DECOMP y SOLVE, expuestas en la seccién 1II.1.4, para
resolver el sistema, por lo tanto, el tiempo de magquina se wvera
incrementado, aungque no de manera sustancial en problemas pequefos.
En la pagina 48 se eupone el diagrama de bloques simplificado
(Figura 2.11).

DATOS DEL. DISEND.
La prueba del simulador se hars empleando valores de una red de

recoleccion de gas del campo Las Margaritas, Distrito Frontera

Noreste, la cual, estd conectada a 8 pozos y 17 tuberias de
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distribucién (consultar Figura 2.9). Todos los diametros interiores
son de 2 pulgadas, excepto el de las lineas (?,10) y (14,19, que
es de 4. Tomando como base el arregleo de la Figura 2.10, en el
punto A deben entregarse 12 MMFCD de qas y en 21 B, 13 MMPCD. Se
conoce la presién en la cabeza de 6 pozos y el gasto en los 2

restantes.

Es necesario determinars .
a) A qué presion se entregara el gas en los éuntus Ay B.
b) CuAl sera el gasto GIt 12 la prasien e, an cada nodo.
c) El mameroc de iteracicnes en que se llgga ‘a la solucién,

Los valores iniciales a considerar son (por cepvencién a  los

gastos de produccién se les asigna signo negativo:s

~2.9 CMMPCDI,

6, =
G, = -3.6 [MMFCD1,

@, = ~3.6 CHMPCDI, .
g, = =3.1 [(MMPCDI, "
@, = ~1.2 [MMPCD1,

0, = -4.0 CMMPCDI,

Py = 3990 tib/pg*a,

Pe = 3700 Cib/pgl,

Py = 1000 C1b/pg*l,

[ - .
P 3880 Lib/pg®ly: . .
Peg™ 3900 Clb/pg™d, .. .. !
P, .= 3750 Llb/pgtl,
= 3400 [lb/pg®l,
- = 1050 C1b/pg"l.

-
=
= 3100 Cib/pg®l,
=
a

Yodos los datos del sistema de recoleccion del presente andlisis
s& incluyen en el programa de cémputo, asi como su representacion
grafica (red), a manera de ejemplo de aplicacién. =~ - .’
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DISCUSION DE RESULTADOS.

Con fines de simplificacién del problema, se supuso que: el
factor de desviacidn del gas (z) es igual a 1 en todo instante de

la simulacién, y que el factor de eficiencia es igqual a 0.8.

En base a experimentacién. se determind una exigua modificacién
al método de Stoner para aceierar la convergencia en redes de mas
de 5 nodos., ésta se basa en que en las tres primeras iteraciones se
multipligue el vector de correciones por 9.5. Con este criterio. se
logrd obtener la solucién en 7 iteraciones vy 69.464 segundos;
considerando el wétodo tradicional se ejecutan 12 iteraciones en
119,43 segundos, para alcansar resultados anmdlogos {(empleando., en
ambos casas, un computador personal tipo AT, 100% compatible con
IBM). En la Tabla 2.2 se plasman estos resultados.

nodo p Clb/pg®1 0 EMPCD3
1 320U, 00 ~3002.10%
2 4000.00 ~3605. 554
3 4000. 00 3605, 55%
4 4000.00 ~3131. 66%
s 3993. 15k -3000. 00
& 3769.29% -1500. 00
7 3I900. 00 ~116B. 66k
8 4200.00 ~59B6. 49K
9 3063.79% 12000, G0
10 3103.05% 0.00
11 3BBB. 26% 0. 00
12 916, 00K 0.00
13 3749, 00K 0. a0
14 3424, 17% 0.00
15 3304. 46X 13000. 00

Tabla 2.2. Resultados del simulador para el campo Las Margaritas.

% valores resultontes para las incdgnitas
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Debe indicarse que es preponderante elegir la ecuacidn correcta
para evaluar las p@rdidas de presidn en tuberfas, puesto que los
resultados que proparciona el modelo estan fincados totalmente en
dicha seleccion. Tambi®n. debe determinarse un factor de eficiencia
que., unido a la ecuacidén, reproduzca las caldas de presidn reales.

Puede oabservarse que simular sistemas de recoleccidn w/o
distribucidn de gas proporciona informacién esencial, como lo es:
cuantificar el efecto que producirfa cualquier cambio en el mismo,
determinar su capacidad méxima, y estudiar el comportamiento del
yacimiento, considerando la interaccid®n entre los pozos.
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II.3 EJERCICIOS RESUELTOS.

PII-1. Sea. el-sistema:

o0 -7 ] o 4

Cuya solucisn exacta es CO; -1, 11%.

Empleando-el método .de Eliminacién Gaussiana, investigue el

efecto de los pivotes, sobre &l ervror de precisién.

Suponga que se utiliza una computadora que maneja S cifras

significativas.

Solucidn:

Conformando la matriz ampliada del sistema y eligiendo el valor
dal primer elemento de la ecuacisdn 1 como pivote, se tiene:

tier. paso de la Eliminacidn Gaussiana:

— multiplicando la ec. 1 por 0.3 y sumdndola a la ec. 2.
— multiplicando la ec. 1 por =0.3 y sumdndola a la se. 3.

io ~7 of 7
) —o.o01 6] .00t
o 2.5 51 2.5

Ahora, seleccionando al segundo elemento de la ecuacidén 2 como
pivote (recordemos gque s6lo se manejan 5 cifras significativas, por
lo tanto, aguellas cantidades que rebasen esta restriccién serin

redondeadas):



2do . paso do la Eliminacidn oaumsiana:
- multiplicando La ac. 2 por z.!auu‘ y sumdndola a la oc. 2,
por Lo que el nuava reangldn 3 ea!

2. meac® <€) = ¢.BOoOONKEY + B = «.Boosxec®

mat riz de
caaflecionten

veator de

2 4
(6. o) z.3x10" & 1.50@x10* + 2.33 = 1.5006x1
Ltdrma. indepe.

10 -7 o rg

0 -0.001 6 6,001

0 0 1.5005x10*| 1.5006x10*
Entonces, por sustitucidn hacia atras:

, o 1.5006x10°

= 1.0001
*  1.5005x10*

-0.001 x 2+ 6 x o= 6.001

« = B.00L - 6ci.goal) | 4
z —-0.00L *

o Z_+ 7¢-0.4>

Y 5] = 0.42

La soluci®n obtenida es [0.42. —-0.4, 1.000127, la cual difiere
en extremo de la solucidn exacta ([0, -1, 1217>. Si na existe
error de redondeo acumulado, causado por la ejecuci®n de miles de
operaciones, y la matriz es no singular, jcuil es el problema? La
dificultad se presenta al elegir un pivote de valor pequeflo en el
segundo paso de la elimipacidn, Esto introdujo el wuso de un
multiplicador de 2A5x10', por lo que, la ecuacidn final involucra
coeficientes que son 10®  veces mayores que los originalmente
planteados. Se deja al lector la wverificacién de que al
intercambiar el segunde rengléon por el primero, no existiran
multiplicadores grandes, y por ende, el resultado seri exacto.



Se puede concluir que si se seleccionan pivotes con valares
absolutos grandes. que impliquen multiplicadores con valor abseoluto
me#nor o igual 1, se obtendran resultados - satisfactorios. A este

criterio se-le denomina Pivoteo Parcial,

FI1I-2. Elabore un programa de cdmputo para obtener el determinante
v la’ inversa de un matriz s~cuadrada: cualquiera. Emplee las
subrutinas DECOMF y SOLVE. Considere la siguiente matriz, para

evaluar el funcipnamiento del programa:

<3 67 -

2 =7 4 785 285 288

A= 1 4 -b A= Ee:] 22 16
-3 8 5 285 z35 230

? 4 5

w & e

Solucidn:

Mediante la subrutina DECOMFP se puede obtener el determinante de
una matriz (A), para ello, se recurre a la siguiente relacidn, la

cual involucra elementos calcuwlados por la subrutina mencionada:
det (A) = IPVT(N) % ACL, 1) ¥ ALZ.2) % (.. X ANN)

Por otro lado, l1a inversa de la matriz de coeficientes (A),

puade definirse como la matriz X, cuyas columnas >%, satisfacen:

AR = a, s d =1, 2, ...y 0

o
L.

dondes

Ej = @5 la j-ésima columna de la matriz identidad (I)
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Entonces, la matriz inversa (X), se obtendra invocanda aV_DECUHP
en una sola ocasién ya SOLVE v veces. una péra:c;da~ cplumha de
X.. .Si se detecta singularidad, X sefa ;ndetérminaﬁlef‘?; El
programa de coémputo se presenta en el diskgtto QE _éqhsuita.:}y, se -
intitula INVERSA.BAS. (ver apéndice). Los resultados arrojados . por:

¢l, son los siguientes:

0.3%57 0.2851. 0.0255 RS
X = 0.0553 0.0936 0.06B81 3 det (A) =
0.1489 ©.0213 0.1064

Como puede observarse, existe coincidencia total antre lds
elementos de la matriz inversa calculada (X) ¥ la dada como dato
(N“), debe apuntarse también, que se redondea a cuatro decimales
significativos el resultado mostrade.

I1I.4 PROBLEMAS PROFPUESTOS.

PPII-1. Se requiere diseMar la seccién de la torre de perforacién
que s& muestra 2n-la Figura 2.12. Por lo tanto, deben calcularse
las fuerzas gque actdan en cada barra, con el propésito de
determinar el diAmetro de éstas. En la parte superior, una Fuerza
de 20 toneladas simula el efecto de tensién, debido a la extraccién
o introduccién de tuberia. En la parte media. una Fuerza de S
toneladas representa el efecte originade por el apoyo de la
tuberia contra la estructura. En la parte inferior., una fuerza de
10 toneladas simula el peso de la estructura metalica.

81 las fuerzas horizontales se denotan como Fx y las verticales

como Fy, ademis,. considerando condiciones estAticas (equilibrio),
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el probléma puede representérse de la manera siguienténg
juntaz { LFy=f, +rf, —20 =0

dJunta

Junta 4

Junta 6

e
{
{

junta 7 12 11 19
LFy = Faa P Mg 7f, ~ fia =0
EFx = =0

junta 8 { b
z FV = .6 - f;z =10

Junta 9 { E Fx = rf’.. - rf‘q =y = a
REFy = rf +rf ~f =0
LFx =f, +rf =20

Junta 10 { 7 i
DFy = fan — My fia=1

junta 11 { LFy =10 - rf - f, =0

Realice un programa que involucre & las subrutinas DECOMP
SOLVE. para resolver el problema planteado.
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20 laiadas

©
RONC)

_@
S 86’@”@*
g

10 toneladen

Figura 2.12. Diseiio de torre de perforaci6n.

PPII-2. La importancia de poseer wuna herramienta aque permita
simular el comportamiento de un sitema de conduccién de fluidos en
dos fases, con régimen estacionario, a traveés de tuberias. es
_incalculable, ya que con ella se pueden dissMar redes para la
recoleceién vy distribucién de fluidos, as{ como optimizar los
sistemas existentes. En base al simulador de Fflujo de gas en
régimen permanante, elabore un programa de cémputo que simule el
flujo bifAsico en tubertas horizantales, empleando el método
propuesto por Begss y Brill (referencia; Brill, J, P, y Beggs, H.
D., Two phase flow in Pipes, abril zrg7ed.
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CAPITULO 1II
INTERPOLACION ¥ APROXIMACION NUMERICA

En cualgquier rama de 1la Ciencia, sea éstar Ingenierfa,
Matemdticas Aplicadas, etcétera, es necesario lograr soluciones,
practicas vy rapidas, d=2 fendmenos o procesos fisicos y quimicos. En
ocasiones, tales eventos se conecen sélo de manera tabulada o
grafica. es entonces. cuando la posibilidad de interpolar los datos
o de generar una funcién de aproximacién se torna primordial, pues
con ello se obtiene una soiucidn referida a los parametros en
estudio. Esta técnica evita el reproducir el proceso o ferdmeno.
cof el consecuente ahorro de tiempo e inversisén.

I1I1.1 INTERFOLACION EXACTA.

Suponga gue se cuenta con un conjunto de «n¢ pares de puntos
(puntos bease), definidos en el conjunta Rz. tal que:

(xi_.y‘), (xz.yz). wrey (:"n.yn) . LRSS <x

tos valores de las ordenadas (y‘.>, son @l resultado de alguna
observacién esperimental o de alguna relacién matematica Y
corresponden a las condiciones Ko S5i se desea conocer (interpolar)
el valor de y para it »

debera crearse un funcien f, de tal
manera guer
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Ademas, la citada funcidn debe proporcionar valores razonables
para F(xn), x Mo El criterio para definir valor razonable varia
de acuerdo al problema analizado y estAd supeditado a los
requerimientos del analista. Si las ordenadas (ys‘ conforman wuna
funcién matemdtica suave y poseen un cierto namero de cifras

decimales exactas. se esperara gue la solucidén sea satisfactoria.

Si  los puntos (xi. yi). se derivan de observaciones
evperimentales muy precisas, de Fforma que pueden considerarse
libres de error, es apropiado interpolarlos mediante una funcidn
suave, como la que ofrece la técnica de los Splines Cdbicos {(que se
expondrd posteriormente). 8i por el contrario. provienen de
experimentos relativamente burdos o imprecisos, es absurdo obligar
a que la funcién interpoladora se ajuste eractamente a todos los
puntos dato. En tal caso, sera suficiente con ajustar wna funcién
global para lograr resultados aceptables.

El punto clave de 1la interpolacién, es definir como debe
comportarse una funcion razonable a travas de 1los puntos dato.
Debido a que los puntos base pueden interpolarse con un Agmero
infinito de funciones distintas, es necesario emitir algin criterio
para elegir alguna de ellas. El criterio tipico se sustenta en 1la
suavidad y simplicidad de la funcién a seleccionar.

La suavidad de una funcidén esta dada por el wvalor maximo de
|£77¢x)|. Entre menor sea dicho valor, 1la suavidad irad en aumento.
La simplicidad se refiere al grado de la funcién y también debe ser
2l minimo valor posible.

Aunque existen diversas funciomes de interpolacién —monomiales,
polinamiales, trigonométricas o de Faurier, exponenciales y
racionales— se detallaran sélo las polinomiales, por ser las mas

empleadas (consultar seccién 1I11.2, Aproximacién Funcional).
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II1.1,1 INTERFOLACION:POLINOMIAL.

Dadas- las parejas de valores Gey FlrI=y), 1 =0,'1,:2, t.ay D

v elipolinemic de intérpblacisn :

s - 2 g
= + N o+ ® + s.e + aH
S T AN T A, n

El Eriteriu nas evidente para determinar ' las coeeficientes de
p"(x),fes el satisfacer la siguiente. expresidén:
. = i == -
pn(a,l) £l B i O, 14 2, vveny 0 eee (3.1
Entonces, el polinomio p“(xJ de n—ésimo grado debe reproducir

x Este

razonamiento, basado en el teorema de Weierstrass, es especialmente

exactamente a +{x). para los n+l argumentos x = x

importante, ya gue eXiste un polinomio Gnico de grade =«ne o menor,

N 1)
que cumpla tal aseveracgion .

Un polinamio con esas
caracteristicas es denominado polinomic de interpolacidn de n—estmo

grado,

Nétese. que la ecuacién (3.1) establece que debe satisfacerse el
valor de pn(n). para toda ¥4 perc de ninguna manera garantiza la
aproximacion exacta de () para x = x4 @8 decir, para argumentos
diferentes de los puntos base. En la Figura 3.1 se presenta de

manera esquematica un polinomio interpolador para n = 3.

Aunque la mavoria de las formilas de interpolacién que 1la
literatura brinda, aparentemente sean disfimbolas, aquéllas que
empleen como informacion idénticos puntos base y el criteria_de la
ecuacisén (3I.1), para calcular los coeficientes Bor Ay ceny a_ o

n
deben ser baAsicamente iguales.
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INTERPOLACION POLINOMIAL
Para 4 pares de puntos dato

f(x)

Figura 3.1.

ta interpelacitén polinomial puede representarse por un sistema
de ecuaciones lineales, o sea:

3, *t R, t azx: + + a“x: = f(xu)
z n

ag t oagx, toagx, o+ + ax, = flx,D
2z ™

gy *oaxy *oay%y + + ax, = Fixg>
k3 n

ag + AR oA o Fax = fFCx >
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El determinante de

: i i A .
a matrizide coeficientes,' el cual se ' conoce .
como ‘determinante’de : ’

andermonde | es

x

x o
NIwr3 03

[Ty
x
x
N
E3
2

Se observa que para x ¥ x., i # j, este determinante es
diferente de cero, por lo tanteo, existe una sclucién dYnica para
cada a . es decir, habr& wun polinamio Gnico p,<{x>, que se ajuste
con exactitud a f{x) en los puntos dato.

Ya que los coeficientes del polinomioc elegido pueden obtenerse
al resolver el sistema de ecuaciones inherente a @1, surge la
pregunta: gPara qué emplear formilas de interpolacidn? Existen dos
razones fundamentales. La primera. es que dar solucidn a sistemas
de ecuaciones lineales de cualquier tamafio, no es una tarea
sencilla, sobre todo, cuando ce hace g mano, La segunda, y quiza la
mas importante, es que la matriz de coeficientes es mal

condicionada. Un ejemplo clasico, es el de los valores X
igualmente espaciados en el intervalo [D. 1], que al ser
sustituidos en las funciones 1., x. x’, e X, producen elementos

positives entre 0 y 1, generdndose una estrecha dependencia entre
las columnas o renglones de la matriz de coeficientes.
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III.1.2 INTERPOLACION POLINOMIAL DE LAGRANGE,

La ecuacién de interpolacién de Lagrange ‘es 1a~'s;guiente::

pn(x)=,;a° x = x, )(x-x)(x—x)

+ 2, (x—x)(x—_x)(x

+oEy s (X (ke ,x‘)r

+ ag

+. _‘(x,-,-xo)r(x —:x‘) _”(x-x )Cx_ x,)+, g
+.a (x—x°)<x—x‘)...<x-u_)(x-—x-)v S0, €352)

net

En la ecuacitn (3.2), los coeficientes a,. @ Yeoan, serdn

determinados de tal forma que: ph(x‘D = F(x‘). i=0,2,2, ....n.

Por lo tanto:

FEx, D

t L T I T T T A e TR R S T

.€3.3>
La forma condensada de la expresion de Lagrange se obtiene al

sustituir la ecuacidn (3.3) en 1la (3.2), o sea:

P x) = 2 LCxd Fix2 ...€3.4)

Donde :
n (x — Xj)
LX) =[] 70— , i=06,1, ..., n
3 JI_LCXL— x’)
I
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En la expresién ¢3.4)>, cada valor de F(xt) es multiplicado por
L;{x3. el cual es un polinomio de ajuste de n-ésimo grado, ya que
estd constituido por «ne factores (x - ﬂ)'

Una desventaja de esta técnica, es la gran cantidad de
operaciones que deben realizarse cuando se desean varias
interpolaciones con el mismo conjunto de puntes dato (el ndmero de
operaciones y el tiempo de ejecucidn son proporcionales a n.). Otra
desventaja, se presenta cuando se pretende incrementar en wno. el
grado del polinominCadicidén de un nuevo términod, puesto que se
requiere el cidlculo completo de todos los valores L‘(x). Por lo
tanto, el polinomio de interpolacidn de lLagrange no es recomendable
cuando el grado del polinomioc no se conoce a priort,

IIT.1.3 VALUARCION DE POLINOMIOS.

En algunos casos, en un programa de c@nputo se requiere valuar
reiteradamente un polinomio para cierto ndmero de argumentos. Es
entonces. que se hace vital la rdpida valuacidn de dicho polinomio.
Considérese el siguiente polinomio:

-1

pix> = a‘x" + a:x" + ...+ a

Cuya valuacidn en lenguaje Basic es:
P = R(N + 1>
FOR I =1 TON
P =P +AI) » X~ ((N-I+ 1)
NEXT I

Usualmente se emplean n(n+13/2 multiplicaciones y "n" adiciones.
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Una técnica simple para optimizar la valuacién de un polinomio
es la denominada regla de Morner, conocida tambi&n como diwvisidn o
sustitucidn sintdtica, gue consiste en un re-arreglo del polinomio
original, esto es:

pix) = a + x (a“ + X (a“

e

X OO Cay Fragxd L))

Que en lenguaje Basic se puede valuar como:

P. .= ACL>
FOR I =1 TON
P =P » X+ ACT + 1
NEXT I
El algoritmo anterior realiza solamente »n* multiplicaciones vy

adiciones. Esta técnica enarbola el nombre de W. G. Hornmer., porque
&l la publicéd en 1819, sin embargo, fue propuesta 100 aNos antes
por Isaac Newton.

IIT.1.4 SUBRUTINA SPLINE.

Antes de describir las bondades de la técnica SPLINE, se
mostrard su ambito tedrico. Las funciones ctbicas Spline
constituyen una técnica interpoladora reciente y se caracterizan
par ser continuas. ademds, su primera y segunda derivadas también
lo son.

Las funciones cbicas Spline ajustan n-1 polinomios de tercer
grado, es decir, un polinamio para cada uno de los n~l1 intervalos
definidos. Esta es la principal diferencia con respecto a las
técnicas de interpolacidn tradicionales, en las cuales se ajusta un
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los

polinomio an;cd’a pares de puntos base (Figuras 3.2 a y b).

La teqria de 'los Splines” se éxpone a coni:inua:ién:

Sean laé abscisas (a = xo) < * < eew X (x;= b) y las ordenadas
DQ]’ i =0, 1, 2, vawy 0. Puede demostrarse™ que de todas las
funcianes f{x) con sequnda derivada continua en el intervalas
[a, b]. tales que £Ge) =y, la funcién cdhica Spline s(x), con
segunda derivada igual a cero en lps extremos del gitado intervalao,

s'’(a) = s’ (b} = O, minimiza la integral:

0o 7 x? ax
<

Esto es:
2 2
’u (577 (%)) i < |: (27 (x))7 dx

l.a funcién cabica Spline con condicidén s*’(a) = s'’(h) = O,
es denominada Spline natural y posee la menor curvatura @ (mayor
suavidad) de entre todas las funciones que pueden interpaolar los
puntos dato.

En los n-1 intervalos, se tiene igual namero de secciones
separadas de curvas cdbicas, cada una con 4 pariametros, por lo gue
habra 4n—-4 elementos a determinar. El hecho de que s(x) sea
continua, vy que su primera y segunda derivadas también lo sean en
los n-2 nodos interiores M. adiciona 3(n-2) condiciones. Como
smt) =y, en cada une de los nodos, se introducen «np« condiciones
mas, siendo 4n-& el numero total de parametros & deteraminar. Para
generar un sistema compatible, deben incluirse dos condiciones
extra, que pueden sstar dadas por las condiciones de frontera,
s?7(a) = s (b) = O.

Construir una Ffuncidn Spline es un procesa simple Yy
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f(x)

FUNCION POLINOMICA UNICA DE GRADO n-q

(xn, yn)

(x1,y1)

Figura 3.2a.

n-1 FUNCIONES CUBICAS SPLINE AJUSTADAS EN n-1 INTERVALOS'

f(x)

{xn, yn)

\ (xn-1, yn-1)

1 3 L 1 1 1 I L 1 1 | | 1 1 y ] L

(x1,y1)

Figura 3.2b.
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numﬁricame'nt.e estable. Supéngase el subintervalo (xL, xL“), Yy que;

flucttia en tal subintervalo, w variard de 0 a1l .y
'reprjesve’ijtando la func‘itkﬁnHSp_vlinE por medioc de:

Bt R z - gEL “—:_—'
YoV +,vw Yi ‘+,hL Llw = w) % Cw w) vL]

Gy GL"; son constantes por determinar.
t.os dos primeroés. t@rminos de la expresién anterior: representan
una interpolaci®én lineal, mientras que los términos entre
paréntesis rectanqulares realizan una correccidén cUbica, que
generard la suavidad en la solucibdn. Obsérvese que el término
correctar desaparece en los puntos imicial y fimal del
subintervalo, de manera gue: )

s(x,‘) =Y
SO 4g? = Vi

Segun esto, la funcidn s(x» interpola exactamente los datos. sin

importar cuales sean los valores de .

Considerando- que:

Ademas, diferenciando en tres ocasiones la funcidn sdx)> vy
utilizandeo la reqla de 1la cadena ., se obtiene:

. = _ 2
s’ (x> = Wi Yy o/hy by 3w 15 o,

—2
ey — (BW ~ 1D o]
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Loyt BW oy

= o/h

s’'(x) = bw o

s (x) = 6(0“‘

Debe seMalarse  que’ ‘s’'(x> " es. una™ funcisn lineal; ' 'la “eual
interpola entre los valores 6(7“‘“ y'eb . Consecuentemente:

s77Cx)
i [}

Lo que explica el significado de @ . pero, no determina su
valor. Ademias, s’’'’(x> es constante en cada subintervalo Yy
s//’(x) = 0, puesto que s(x) es una funciédn ctbica. Si se evalta
s’(x> en los puntos extremo del subintervalo se tiene:

s;C(x > = A - hGo + 200
y:
s_(x‘) = AL + hk(zal“ + crl)
donde :
Yiesw ~ Y
8 = N

+

En las expresiones anteriores se emplea de manera temporal s; y
s!, ya que la formdla para s(x) se cumple sdle en el intervalo
[xt. x‘“l y las derivadas en los puntos extremo no estan
claramente definidas. Con la finalidad de lograr la continuidad
deseada en s'(x), se fijan las siguientes condiciones en los puntos

interiores:
sI(x ) = s/Cx) . 1i=2,3, ... ,n1

Agn cuando s (x;) se calcule 21 considerar el subintervalo
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[x s % 1. su-férmila puede:obtenerse;al reemplaza en

sitx, 0, lo queblurigina:
At o S2o0

Reordenado i

By @ + 2Ch S04 R O

- 3 leg

i=2,3, ... .01

La expresiédn anterior .genera un sistema de n-2 ecuaciones
lineales con "n" incdgnitas, o, i =1, 2, ... , n. Entonces, deben
ser adicionadas dos condiciones mAs para lograr una solucidn Unica.
Tal problema se resuelve considerando un Spline natural, puesto que

‘e =5’ » =0, i i o, = =0,
s (x‘) s (x“) 0, implicando que . LA 0
Un Spline con estas condiciones frontera define un sistema de

n-2 ecuaciones lineales y n-2 incégnitas, de forma que:

2th + h 3 h (=4
LR ) 2 2
h 2Uh_+h 2 1) -4
z 2" a a . a
Pz B atholy? Pz n-z
h 2th +h i |o
n-2 n-2 n~e n-e
A -4
1=
—8
s a2
ne2"Bn-s
A -A

n-$ n-2
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Este sistema puede resolverse mediante las subrutinas DECOMP vy
SOLVE, no obstante. la matriz de coeficientes presenta
las siguientes caracteristicas especiales:

1) Es tri-diagonal.
2) Es simétrica.
3) Para cualquier xt<xz< cee <xn. la matriz es no

singular y generalmente esta bien condicionada.

For lo tanto, emplear el algoritmo de Thomas reduce el

tiempo de
ejecucidn y la cantidad de operaciones por realizar.

8i el Spline se va a evaluar muchas veces, s recomendable

calcular y almacenar los coeficientes del Spline cubico,

m, Y Q, i=1, 2, ..., n-1, para cada intervalo Exw X

e 1?
siendo:

S0 =y + b x = x) +cx - x)% + d G —-x "

K, SX S X
i ied

Dichos coeficientes, pueden obtenerse

con las ecuaciones
siguientes:

Y.
b = - h (e, , + Zo)
i . i tes

L
c. = Jo
i i
ai.ox B av.

9 = h

i=1, 2, cany n—1

De esta manera se simplifican manipulaciones de s(u),

tales camo
derivaciones e integraciones.
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La subrutina SPLINE tiene implementada la técnica descrita, para
calcular los coeficientes de la funcidn cabica del mismo nombre.
Los comentarios que aparecen en la rutina (checar el diskette de
consulta, archivo SFLINE.BAS). describen la forma de usarla. Una
vez calculados los coeficientes por SPLINE, el subprograma SEVAL
valdéa el Spline correspondiente al dato a interpolar. Tal
subprograma, con formato de funcién (function), cuenta con una
innovacisn (desarrollada en este trabajo), que permite elegir el
tipo de busqueda a ejecutar, sea ésta binaria o secuencial, cuando
la variable independiente a interpolar no se encuentra en el mismo
intervalo de la llamada previa, con la finalidad de ubicar el
intervalo apropiado. Por dltimo. es pertinente apuntar que los
valores de 1la variable independiente (abscisas), deben
proporcionarse en estricte orden ascendente (x‘<xz<...<x“), para
asegurar que los valores arrojados por SPLINE sean confiables vy
correctos.

I1I.1.4,1 INTERPOLACION SPLINE EN TRES DIMENSIONES.

Si se tienen »n+ datos en el eje de las abscisas y "m+ en el de
las ordenadas, cada uno de ellos con su respectivo valor en el eje

axial (Z), de tal forma gque las coordenadas de cada punto sean:
1= 1a 2¢ eneyNi 3= 1 24 saey m

Los {(m x n) puntos base definen una regidn rectangular de
interpolacisén en el plano X-Y. El problema sera entonces definir el

valor =@ en cualquier punto (K-, y.). El procedimienta es el
siguiente:
a) Para cada yJ seleccionar las parejas de puntos (ni. =U)



correspondientes y aobtener las (n—l ».om) ”;Func:iune's Spline

skj(:e), k= 1. 2¢ coay n-1. involucradas.

b) Una prkimera aproximacién z" an el b' ﬁED
elegir aquél conjunto de 'Funcionas skj(x)
que interpolen en el intervalo I:xk, ;(Qﬂ]

- "

< .
cpn M, € x = Kyve® Enseguida calcgla

c) Considerande la pareja de -valores:i Fo'las

v

funciones Spline

respectivas 1 YFancion
“:Anallticamente
esto es: A

-
:=5L(y) . yl$y $yl“v

U= 1, 2, vau, m=1

. X - x
Este procedimiento arrojaria resultados idénticos para z , si en
el inciso (a), en lugar de seleccionar las parejas [EFI. s se

hubiesen elegido las (y,t_. zu). para cada * .

I11.1.5 SOLUCION A LA INTERPOLACION DEL FACTOR DE COMPRESIBILIDAD
DE UN GAS NATURAL.

Para tal efecto, se empleard el método de interpolacidén SPLINE
en tres dimensiones. Entonces, considerando los parémétrcs
involucrados, es decir, *n+ datos de presién (abscisas), +m+ de
temperatura (ordenadas) y «n x m+ del factor de compresibilidad
del gas (cotas), se ejecutara el procedimiento siguiente:
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2.
Y, io=

M,
s 2,
Al

funciones Spline correspondientes,

1) Para cada T, i = 1,

valores (pt. Z eeey Ny ¥
en la abscisa de interés

lenguaje Bastic, se tiene:

las cusles se

(presidn a interpolar,

seleccionar el conjunto de
obtener

las
valuaran
Pint). En

FOR J 170 ™M
INFUT T¢I
FOR I = 1 TO N
INPUT P(D)
INPUT Z(I) o
NEXT I o : ; : L
CALL SPLINE (N, PO} ZO5 BOYIEO; DO
ZAUX (3) = SEVAL (N, Pint,*P(); Z(¥, B(), C(), D)
NEXT '3 o : :
2) Ahora, sdélo restara invocar a SPLINE para el conjunpto de
" valores (Tr ZAUXN. i=1, 2, <., m. Debe seMalarse que
ZAU&, es una primera aproximacidén del factor de
compresibilidad vy es el resultado del paso  anterior.
Finalmente, las nuevas funciones generadas se valuaran en
{temperatura a interpolar, Tint).

la ordenada de interés

En lenguaje Bastc,

CALL SFLINE (M, T(), ZAUX(), BO, CO, D))

Zipt = SEVAL (M, Tint. T, ZAUX O, BQO,
FRINT Zint
El programa de cémpute que aqu se presenta

consultar archivo INDICE.BAT del diskette anexo),
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esto puede escribirse como:

D)

(INT3DIM. BAS,
en



lenguaje Basic, v permite, ademas de interpolar el factor de
compresibilidad de un gas natural a Dértir de su presidn vy
temperatura, crear una base de datos (archivos con extension  DAT)
que contenga la informacién basica del citado gas. evitandose con
esto, el capturar tal informacién cada vez que se requiera efectuar
alguna interpolacién. En la Figura 3.3, pagina 9é, se muestra de
manera simplificada el diagrama de blogues del programa expuesto.

DATOS BASICOS PARA LA INTERFOLACION.

Por un gasoducto fluye un gas natural que contiene 0.7%Z de
nitrégeno. Fue analizado en laboratorio para obtener su  factor de
compresibilidad y asi{ poder determinar su comportamiento a traveés
de la red de distribucién. Si las condiciones de transporte
se modificaran, los datos del analisis dejarfian de ser validos., es
entonces, cuando la ayuda de un procedimiento de interpolacidén se
hace necesaria. En la Tabla 3.1 se muestran los resultadas del
analisis.

Frasidon Factor de compresib:ilidad (2)
ftbspg abm S5 o0 F T9GF TH0°F
1.4 -EER ¢.8413 09,9097 0. 9557
1.6 0.4593 0.8044 0.200%9 0.9316
1.8 0.4433 0.78%6&6 0.8943 0.9484
2.0 0.46369 0.7805 0.8899 0.3472
3.0 0.6981 0.7%01 0.8932 0.9571
4.0 0.8103 0.8600 0.9356 0.9870
5.0 0.9333 0.2516 1. 0050 1.0384

Tabla 3.1. Datos del apidlisis de un gas natural.

Como puede observarse, la presién varia de (.4 a 5.0 lb/pgzabs y
la temperatura de 32 a Z80°F, par 1o gue, los rangos de
interpolacién podrian ser de 0.5 a & lb/pgzabs para la presién y de
0 a 300°F para la temperatura. Esta consideracidén esta contemplada
en el programa de computo. También. debe aclararse que en dicho
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programa el nimero de bases de datos - se’ restringe. a 4 para la
temperatura (con sus factores . de cahpfééibi{idad‘ correspondientes)
y a uno para la presién.

DISCUSION DE RESULTADOS .

Los resultados obtenidos son aceptables, -sin embargo. puesto
que existe wun rango muy extenso, mayor de 60*F, entre la
informacidn respectiva a cada temperatura. pueden presentarse
resultados poco precisos. Al interpolar para valores alejados de
los limites superior e inferior del intervalo de datos, se tienen
resultados rares o ilégicos, esto es debido a que SPLINE permite
interpolaciones satisfactorias, mas no extrapolaciones. Por lo
tanto, mientras mayor continuidad posea 1a informacién
proporcionada, mis acertada serid la interpolacidn ejecutada.
Algunos resultados se muestran de manera tabular a continuacidn,

Presidn |Factor de compresibilidad (Z)
hrpg abMi-—rpTE 150°F T50°F
1.0 0.8086 0.8961 0.9669
1.5 0.7173 0.3736 0.9379
2.5 0.6891 0.8436 0.9329
3.5 0.7681 0.8718 0.9558
4.5 0.8787 0.9398 1.0017
5.5 0.9844 1.0209 1.6697

Tabla 3.2, Resultados del simulador del factor de compresibilidad.

IIXI.2 APROXIMACION FIINCIONAL.

En las secciones anteriores se establecieron métodos de
interpolacién para encontrar la ecuacién de la curva que contiene a
todos y cada uno de los n" puntos base
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t.a-curva continua de la Figura 3.4, representa la anroximacién
obtenida con aladn método de interpoiacidén. Ahora, se trata de
encontrar la ecuacién de wna curva que., aunque Nno pase por  todos
los puntas, tenga pocas variaciones (sea suave, como la curva de
trazo discontinuo de la Figura T.4) y pase lo mAs cerca posible de
todos ellos. Antes de aplicar cualquier técnica para tal problema,
debe elegirse la forma de la curva que va” a ser ajustada al
conjunto de puntos dato. La ecuacidn de dicha curva puede obtenerse
por conocimiento previo del problema, es decir, por la
interpretaciéon fisica del Fendmeno, o en forma arbitraria,
observando que ecuacién conacida describe aproximadamente a esta
curva.

COMPARACION GRAFICA ENTRE LA
INTERPOLACION Y LA APROXIMACION FUNCIONAL

" | REPRESENTACION POR INTERPOLACION
APROXIMACION FUNi OPIAL y=1(x)

Figura 3.4.
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Las funciones de aproximacidn g(x?> miAs comunes, son aquellas que
involucran combinaciones lineales de funciones  base - o simples,
{gt(x)}, y tiemen la forma:

gix> = aogn(x> + alg‘(x) L ang“(x)
Las funciones base mds usadas son las monomiales {x‘}. i=0,1,
2, .... n, las de Fourier {sin kx, cos kx¢, k=0, 1, 2, .... n, vy
-las exponenciales eht<x) i =0,2,2, ..., n,
Las combinaciones lineales de funciones monomiales desembocan en

los polinomios de la forma:

a n
~ =
f(x)~g<x)-a°+a‘x+a’x + oo+ oax
La combinacidén lineal de funciones de Fourier conforma las
aproximaciones siguientes:

fix> & g(x)> = a, t+ a,cos x + acos 2% + ...+ a cos nx +

+ b,sen x + b, sen 2x + ...+ b sen nx

Las aproximaciones que emplean funcicnes exponanciales

constituyen un modele no lineal, o sea:

b L3
fix) = glx) = aje o¥ a.eb’-” + ... +ae e

Las aproximaciones racionales, aunque se emplean en menor grado,

son:

k] n
g t ax + oax + ...+ ax

= m
l:!° +b‘x +b2x + .0+ bmx

FOXO & glx) =
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En las técnicas gue se describirdn a contipuacién, soélo se
considerarad el case donde el numero «n+ de puntos dato, sea mayar o
‘igual,’. que el namero +“m* de coeficientes de 1la funcién de
,aprukima:ién (grado del polinomio).

‘III.ﬁ;i_MEfDDDVDE L.OS MINIMOS CUADRAROS.

Este método permite generar una funcidn, gue ajuste una curva
-suave-a un conjunto de pares de puntos, tales que:

(x‘,y‘),(xz,yz).

,(xn,yn) . x’<xz<...<xn

i= 1y 2eveayn

Antes de mostrar las ecuaciones de esta técnica, debemos definir
el concepto de residuo. Residuo es la diferencia de las ordenadas,
entre la curva de ajuste y los datos base, para un valor de abscisa
{x) dado (ver Figura 3.5). Representando como Rt a este residuo,

analiticamente se tiene:
Ri = F(xi) =Y . 1 = 1y 2y cees

El método de los MLinimos Cuadrados consiste, entonces, en
determinar las valores de 1laos coeficientes de wuna funcién de
aproximacién, de grado «a-, de manera que se minimice la suma de
los cuadrados de los residuos. La forma de tal funcién es:

m

2
= 1) =a -+ ax + S ..+ g
y FCud o Y an a



I RESIDUOS (Ri) EN UN AJUSTE DE CURVAS I

Xi| 1 1 1 1 1 1 1 1 L

X
Figura 3.5.

N L . )
El conjunto de ecuaciones a emplear, denominadas normates®*® .
es:
n Ll "
na_ + a Ex + a D, >+ ... +a Edx > = Ry
: i=mg t z =g t ™ {3 t i=a t
hal 2 had a bl ™me L n
a, E X, + a, E (x‘> +a, L CxL) + +oa b x D = }:xLyL
i=¢ i=g i=e i=¢ i=e
b 2 " a o meZ 2
a, }:(xL) + a, }‘_’(x‘) + ... +ta .}'_' <xL) = E<XL) Yy
i=s i=t isa i=t
o ™ ad m+ 4 i mem r !;I
a, :(xt) +a, Bix) + Stal Bk E (%) vy
tsg L=t i=¢ t=¢

. ..€3.5)
En forma matricial este sistema puede ser escrito simplemente como:

Pc=g
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bonde :

P= matriz de coeficientes del sistema (3.5)

de orden (nxnd.

vector de »m» coeficientes incdgnita {at},

del sistema (3.5).

q.= vector de »n+ términos independientes del
sistema (3.5).

[27]
)

De primera mano, el sistema P c = a, pusde solucionarse
empleando las subrutinas DECOMP y SOLVE. Pero, dado que la matriz P
es simé@trica, la memoria requerida puede reducirse a la mitad,
ademads, P es una matriz positiva definida, por lo cual no es
nécesario buscar un elemento pivote, ya que los elementos de la
diagonal principal serdn todos diferentes de cero.

Regularmente, la matriz P tiene un n@mero de condicién CCOND>.
demasiado grande. Esto provoca que cualquier error cometido en los
datos, por Iinfimo que éste sea. se traduzca en uno amplificadeo al
calcular los coeficientes. De igual forma, cuanda las funciones
base {9, (x>¢, muestren dependencia, la matriz P ser& singular
considerandose entonces, su ntmero de condicidn como infinito.

Evidentemente, cualquier té&cnica que evite la generacién de
nGmeros de condicidn grandes en la matriz P, puede suponerse un
buen detector de dependencia lineal entre las funciones base. En el
siquiente subtema se describird el mé#todo de la Descomposicién del
Valor Singular, que permite detectar y manejar el problema de la
dependencia en las funciones base.

L
4
|
i




III.2.2 DESCOMPOSICION DEL VALOR SINGULAR <DVS) Y SUBRUTINA SUD.

El m&todo de Descomposici®n del Valor Singular <DVS), calcula
los coeficientes del problema de Minimos Cuadrados y estd basado en
la factorizacidn de la matriz de esos coeficientes.

La te#cnica inicia con la conformacién de la mairiz de diseiio a
partir de los datos base, o sea, una matriz A de orden (mxn), cuyos
elementos estian definidos por la siguiente expresién;

au

= giCXJ
Si. vy denota al vector de "m* términos independientes {yL}, Y
wcer al de coeficientes, entonces la aproximacidn del modelo

matemdtico lineal., estd dada por:

n
J§‘CJ gj(xt)zyl . i=1,2, ....m

Y en forma matricial se tiene:
Ac=xy

El m#todo DVS descompone a la matriz A en las matrices £, U yv V.
I es una matriz diagonal de orden <d(mxn) y sus elementos g,
no-negativos, son los valores singulares de la matriz A, Las
matrices U, de orden (mxm>, y VUV, de <(nxn)>. son ortogonales vy
unitarias, y se emplean en la transformacidn del sistema R c = V.,
en un sistema equivalente (X c = ;). Por lo que, si A se expresa
como U T U". se tendra que:
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Cesto e

Dado ei cariacter ortogonal @ de u v v
U= U, 1a éxpresidn anterior plede escribirse coma:

-0 tambien::

Donde:

X1 0l

. t

c
yo=u

Los valores singulares de la matriz A, estan dados por las
ralces cuadradas de los valores caracterifsticos de la matriz A R‘.
que por cierto son iguales a los de la matriz A" A. Los vectores
singulares, izquierdo y derecho, son los vectores caracteristicos
de las matrices A A Yy R‘ R, respectivamente, y constituyen las
columnas de las matrices U y V.

Si las funciones base g (x> fueran linealmente independientes en
los punteo dato, entonces los valores singulares serlan diferentes
de cero.

El mé&todo DVS debe considerar upa tolerancia T, la cual refleje
la precisiotn de los datos originales. Cualquier valor singular o
mayar que dicha tolerancia, serd aceptado y su correspondiente

coeficiente < podra evaluarse con la relacion:

Si algun valor singular o, es menor que T, se considerard nulo y
su coeficiente asociado se igualard a cero. Una vez definidos los
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valores singulares miximo y minimo, puede efectuarse el cociente
entre ambos para obtener, de manera alternativa. el nUmero ' de
condicién de la matriz A, es decir:
o
mdse
Cond (A) = -

min

La té#cnica DVS se encuentra totalmente programa en la subrutina
SUD (Singular Value Decompostition), la cual puede consultarse,
junto con un programa fuente (SUD.BAS), en el disco flexible
adjunto (ver apéndice). Las siguientes sentencias en lenguaje Bastc

permiten ilustrar el uso de la subrutina mencionada.

La matriz de disefo puede generarse con el siguiente grupo de
instrucciones:

FORI =1T0nM

T¢I) = abscisa del i-ésimo punto base

YCI> = ordenada del i-ésimo punto base

FOR J= 1 TO N

ACI, 3> = j-ésima funcién base evaluada en T(ID

NEXT J.I

En el caso de aproximacién polinomial ., una manera eficiente de
constituir a la matriz A, es:
FOR I = 1 TO M
TCI> =
YCI> =
ACI,1> = 1.0
FOR J= 2 TO N
ACI,I> = TCI) + ACI,J-1)>
NEXT J.I

A continuacidn, se debe incluir la llamada a SVD (leer laos
comentarios que aparecen en la subrutina para conocer los detalles
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de su usg), esto es:
CALL SVUD C(NM, M, N, R, SIGMA, 1, U, 1. 'V, IERR, WORK)
IF IERR <> 0 THEN
PRINT “ERROR DETECTADO POR SVDr* ™
END
ENDIF

El siquiente segmento detecta el valor singular maximo y —minimo
y ubica los valores singulares despreciables, ademis, se inicializa
el vector de coeficientes:
SIGMAMAX = 0.0
SIGMAMIN = SIGMACLY
FOR J = 1 TON
IF SIGMACI) > SIGMAMAX THEN SIGMAMAX = SIGMACI)
IF SIGMARC(I)> < SIGMAMIN THEN SIGMAMIN = SIGMACI>
£C¢3> = 0.0
NEXT J
COND = SIGMAMAX / SIGMAMIN

Ahora, se fija un error relativo de tolerancia, RELERR. Si por
ejemplo, los datos tienen una exactitud de 3 decimales, entonces
RELERR = 107". Par lo tanto, la tolerancia (T) en el error absoluto
serd:

TAU = RELERR = SIGMAMAX

El siguiente paso es obtener los coeficientes de la funcidén de
aproximacién, en base a £ V' ¢ & Ut §
FOR J =1 TON
IF SIGMACI) <= TAU THEN GOTO 60
S =0.0
FOR I =1 TOMNM
S =85 + WI,J) » YD
NEXT I
S =S / SIGMACI
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JFOR T 21°TO N
CCTY = CCIY + S UCI;I)
NEXT I -

60 NEXT .J .
Nétese, que M es el ntmero de elementos de’ Y y el -de renalones
en'Ay U. N es el numero de elementos de C;y“él”de renglones en V.
Todas la matrices tienen N .columnas,

Los coeficientes. estan listos, para ser Qgiiiéédbs:
FOR T =1 .TO'N. . .
_PRINT »CCv ;T
NEXT I R

Para evaluar el modelo en cualquier punto TT. se propone:
YY = 0.0
FOR 2 =1 TO N

YY = YY + C(J> » (j—#sima funcidn base evaluada en TT)
NEXT J

Para modelos polinomiales, se recomienda emplear el
Horner:

esquema de

YY = 0.0
FOR JB = 1 TO N
J=N+1~JB
YY = TT * YY + C(I>
NEXT T

La ralz cuadrada de la suma del cuadrado de los residuos., es la
cantidad que se estiA minimizando y puede calcularse con:

RSQ = 0.0
FOR I =1 TO M
RI = 0.0

FOR J =1 TO N
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RI ='RI + C(J) X A(I,T)
NEXT J
RSO = RSQ + (RI.- Y(1))~2
NEXT ‘1
R = SGR(RSQ)

-111.2.3 AJUSTE DE FAMILIAS DE CURVAS®.

Coansidérese una funcisdn en tres dimensiones y con dos variables
independientes, y = f(x, z), la cual cenforma una familia de curvas
como las mostradas en la Figura 3.4. El procedimiento que se
propone para ajustar un polinomio a esta familia de curvas, es el
siguiente:

1) Ordenar de manera tabular los valares (x. vy), pa}'a g = I
i =131, 2y o0y N.

2) Ajustar. mediante Minimos Cuadrados, un polinomio a estos
puntos, obteniéndose una expresién que de manera general tiene
la forma:

2 m
= a + o+ oa oA L., + 3 z =
Y .0 ai..l i,2 ai-.m)‘ * para zt

i = 1, 2. “ensy n

Donde »n+ representa el namero de datos y «m+ el grado del

polinomio. Como es consabido, los coeficientes & ot a
seey B, sE determinan con el mismo ajuste polinomial.

3) El conjunto de ecuaciones del paso 2, puede reducirse a otrao
del tipo:

® SEGUN NOTAS DEL M.C. J. TOMAS LIMON. H.
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+ b_x ... €3.6)

coef. é;erltes b,. son funciones de .z,  seflalando que

ey 3/ .+ corresponden a = = z, - Por lo tanto, loz
: ’

coeficientés ' de. la - ecuacidn (3.6), estdn definidos par
ia; g'xpresj.¢>nes enseguida mostradas:

2 m
= + =4 - =
bc Ca,0 o + Co,2 = + Co,m=
2 m
= + = + oL, =
b, S0 CguS * Sz 2 + Gy
z m
= +~ = N =
bm Cmo Coma™ Sma = + Sm,m
[ de la ecuacidn

Los coeficientes Sa,0° So0,1°Co2’ v o,m*

para b,, son el resultado de un ajuste polinomial en el que se
han considerado las parejas de puntos (zt, 3,

L & AP} >,

o 2,0

FAMILIA DE CURVAS EN 3 DIMENSIONES

&

|

1 1 1 L

X
Figura 3.6.
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nera . anidloga,’ 1los  coeficientes e o
n, él_ producto Vdé un’ ajuste polinomial
(2 ',‘az.")_.,..., (zn. an!‘). Y ast

ular todos los. . coeficientes b

IAII.2.v4 INTRODUCCION AL METODO DE ESTIMACION DE KRIGING.

En la exploraciédn y explotacién petrolera, normalmente se tiene
un conjunto finito de valores espacialmente distribuidos de la
variable en estudio, a partir de los cuales, debe reconstruirse el
fendmeno con la fidelidad y confiabilidad suficiente para 1a taoma
de decisiaones gue coadyuven al desarrollo de un yacimiento. En la
Industria Petrolera la obtencidén de informacién es dificil vy
costosa, por tanto, es necesario cuantificar con mas exactitud vy
veracidad las variables recabadas, utilizando nuevas y mejores

técnicas para el procesamiento de datos.

La Geoestadistica, que fue definida por Georges Matheron (1%62)
camo +la aplicacién de las Funciones aleatorias al recanocimiento y
estimacién de ferdmenos naturalese, considera que las variables de
dichos fendmenos son de caradcter minto. es decir estaAn compuestos
de dos partes, una estructural y otra estocastica. La Figura 3.7a
muestra una grafica de mediciones de porcentaje de mineral
efectuadas a lo largo de cierta direccidn en un yacimiento minero.
FPueden apreciarse dos caracteristicas: una local, de comportamiento

errAtico o aleatorio. y otra general. con cualidades estructurales.
Describir fendmenos distribuidos espacialmente como lo son  las

formaciones geolédgicas (cimas y bases) o las propiedades fisicas

de uwna roca {porosidad, permeabiiidad), permite evaluar las
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% MINERAL

| DISTRIBUCION DE UNA VARIABLE NATURAL |

COMPONENTE
ALEATORIO e

i ,5 ZONA DE ALTA CONCENTRACION ZONA DE BAJA CONCENTRACION
3 Ll L 1 ) L ! L 1 1 ! (S ! 1
DISTANCIA [X]
Figura 3.7a.

| REPRESENTACION GRAFICA DE UN CAMPO PETROLERO |

LEYENDA:
X = POZO PERFORADO

Mediante el andlisis de prusbas de presién se calculé la
permeabilidad de cada pozo

Figura 3.7b.
111




condiciones de saturacién de agua. capacidad de flujo, indice de
hidrocarburos, etcétera., Estas distribuciones pueden representarse
por alguna funcién o modelo matematico, que resulta la mayoria de
las veces tan complicado en su expresidn como en su solucidn.
Considérese que se desea obtener un plano configurado de las
permeabilidades calculadas a través de pruebas de presién
efectuadas en un cierto namero de pozos (Figura 3.7b). Lo primero
que se observa es gque la informacidn no esta distribui da
regularmente en el espacio. Esto impedirta la aplicacién del método
de las funciones Spline o del método de Minimos Cuadrados. Otra
caracter{stica importante, es gue la informacién se encuentra
agrupada en ciertas porciones del area en estudio, formando lo que
se conoce camo nubes de in/armacién. El ajuste de una superficie
polinamial produciria. bajo estas circunstancias, resultados
incoherentes debido a que la informacién mas aislada estarila
ejerciendo fuerte influencia sobre los coeficientes de los

polinomios resultantes.

Por tales motivos, se han creado aotros métodos de
interpolaciédn, tales como el de PcndEracién con Respecto al Inverso
de la Distancia, Ponderacién con Respecto al Inverso del GCuadrado
de la Distancia, etcétera, los cuales empleados conjuntamente con
la técnica de Basqueda Octal pueden producir resultados aceptables.
Todos estos métodos, sin  embargo. no pueden evitar el error
inherente a todo proceso de interpolacién. La Técnica de Estimacidn
de Kriging (denominada asf en honor del Doctor Daniel H. Krige de
la escuela sudafricana), ademids de ser un método interpoladar
exacto y de minimizar el error, toma en cuenta las relaciones
espaciales del fenémeno natural y permite la deteccién de rasgos
caracterfisticos, tales como continuidad, variacién en diferentes
direcciones vy 1la influencia de la variable alrededor de su
vecindad. Contempla también, como ya se menciond, que el wvalor de
una variable es el resultaco de 2 procesos, uno estructural y otro

estocaAstico.
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El Método de Kriging es una técnica de estimacién logal la cual
proporciona el wmejor estimador lineal de las caracteristicas
desconocidas del fendmeno en estudio. El objetivo de la estimacién
local es encontrar el estimador mids eficaz del valor medio de una
variable asociada a un dominiec limitada., y de dimensiones menores a
las dimensiones de la zona de cuasi-estacionaridad del fenémeno, es
decir, aquella zona en la cual la funcidén acumulativa de
distribucidn permanece constante bajo efectos de traslacidn, en
otras palabras., las distancias entre 1los puntos en estudio son
menores o iguales a las de la zona considerada para propésitos de
estimacidn.

La informacién requerida por este método consiste de un conjunto
de datos (permeabilidad, porosidad, porcentaje de mineral, tiempos
de reflexidn, etcdterad, e informacién estructural, es decir, el
modelo del semivariograma que caracteriza la variabilidad en
diferentes direcciones. de la =zona estudiada. El semivariograma
(y>, define el grado de continuidad de la variable, su =Zona de
influencia y su mayor o menor variacidn en distintas direcciones.
De la forma de la grifica de espaciamiento entre pares de datos (h)
vs. semivariograma ¥C(h>, se obtiene valiosa informacid&n acerca de
una variable. Si se tienen puntos dispuestos reqularmente a lo
largo de una linea. el semivariograma puede calcularse, para
incrementos de espaciamiento h, mediante la siguiente expresidn:

-
yChD = 1/2 N [ZCq+hd = 2(x 02"
img

Donde Z(x;)> son los datos, X, son las localizaciones tal que los
datos est®n disponibles en Xy x‘+h‘ y N es el nUmero de puntos.

La teoria desarrollada es como sigue: sea Z(x> una funcién
aleatoria, con media ELZ(x)1 = m, covariancia ELZ(x+h) Z(x>1 — m® =
= CCh) y variograma EL{Z(xth) — Z¢x>}*3 = 2pch). El objetive es
estimar el valor medio de la varijable Z (x> asociada a1 dominio
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Vlxg) con centro en el punto x5. Los datos experimentales pueden

estar dados por el conjunto de valores {Zv“. as=1, 2, ..., n}. donde
cada valor Zv_ estA definido scbre el soporte va con centro en

punto x . El valor'Zv(xn) serd estimado linealmente. a partir de

el

los n datos experimentales, con el estimador Z::

Z= LA, 2.
NS
Los n coeficientes X“ se calcularan asequrando que § L== 1, vya

que as! se garantiza que el valor esperado de 2, sea igual al

valor, también esperado. de Z:. es decir:
-
ECZ,J = ELE A, Z,,1=mEX, = m = ECZ,]
y la variancia dé estimacién a: se obtiene con:

n n L2l
8l = Tw,wy - 2 B, Clv W0 + I EA, A, By .v,>
ast - =1 g=t L4 L

Rplicando el método de los Multiplicadores de Lagrange es
posible encontrar el conjunto dptimo de coeficientes ha, y por
supuesto sujetos a la condicidén J hu= 1. Al-igualar a cero las n
derivadas parciales:

"
2z - mEn] - o
-1 2%
E A= 1. se define un

y al considerar la funcidén restriccién
Clos n

sistema lineal de (n+l) ecuacicnes y (n+l) incégnitas
coeficientes ha mas el multiplicador de Lagrange ). el cual
denomina Sigtema Kriging, esto es:

se

™
'Eik r(vn,v’) =PV, #a=1,2, ..., n
n
A =1
A
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v:",= }:h‘ r(vﬂ,v) +H - r(»v.k{)

S omt B

El Sistema Kriging arrojara una solucién dnica toda vez que  la
matriz de covariancia E(va,vﬁ) sea una matriz definida
positivamente. Dado que la técnica de Kriging minimiza el error del
proceso .de interpolacidn, permite la deteccibn de rasgos
caracteristicos contemplando las relaciones espaciales del fendmeno
natural en estudio, se le puede considerar como uno de los mé@todos
de interpolacidn tridimensional mas eficaces y confiables. A la
fecha, se constituye como una herramienta de uso incipiente emn el
4rea de Ingenierta de VYacimientos Petroleros, con aplicaciones
especl ficas en la caracterizacion de yacimientos.

I1II.2.5 CALCULO DE LOS COEFICIENTES DEL MODELO PARA LA OPTIMIZACION
DE LA PERFORACION.

El objetivo de este proyecto., es obtener los coeficientes de la
expresidn gque define el comportamiente de 1la velocidad de
penetracidén de 1la barrena sobre la formacion, a partir de
informacién del proceso mismo de perforacidn, como lo es: la
densidad equivalente de circulacidn, la profundidad de perforacidn,
el gradiente de presién, el peso sobre la barrena, la velocidad de
la mesa rotaria, el desgaste de los dientes de la barrena y el
ndmero de Reynolds.

El t@rmino de optimizacidn de la perforacidn se aplica a
procedimientos que permiten seleccionar la hidri&ulica a chorro, el
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peso sobre la barrena, la velocidad. de rbta;ién. el tipd‘ y las

propiedades del lodo. el ‘tipo de barrena, etcétera) El
g 243 -2y
se adoptard es el propuesto ‘por Bourgoyne'y .Young T, el

modelo - que
cual " sélo

permite la optimizacion -del peso sobre la barrena, la velocidad de’

perforacién y la hidrAulica a chorro. La ecuacién que.
modelo de perforacién, es:

Donde :

']

L A

s ag= coeficientes del modelo.

10,000 — D ; efecto de compactacidn normal.

° -e®

i

x X X

% N (g)L
- Ln j—— ; efecto del didmetro y del
4.0 - ‘%)‘ sobre la barrena.

X
[}

simula  tal

(gp— 9.0 . efecto de sobre-compactacién.
D (gp - £ ; efecto de la presién diferencial.

peso

= Ln [T%ﬁ] ; efecto de la velocidad de rotacion.

Xy = -h ; efecto del desgaste de los dientes de la barrena.

Xg = 55%—%1;- ; efecto hidraulico de la barrena (nimero de
n Reynolds?>y.

D = profundidad, [piel.

gp = gradiente de presidn, [lb/gall.,

P = densidad equivalente de circulacidn, [1lb/gall.

d_ = diametro de la tobera, I[pgl.

3

peso sobre la barrena, (1000 lb/pgl.

peso inicial sobre la barrena, [1000 lb/pgl.

o

velocidad de la rotaria, frpml.

> z £} ale
i

W

densidad del lodo, [lb/gall.
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= veld:idadfdekFlujn. [gal/minl.

q
Moo= viscosidad aparente del lado a 10000 Eseg"

1, Lepl.

Para obtener el valor de los coeficientes del modele es
necesario emplear un procedimiento de aproximacidén  fupcional,
por lo tanto, la técnica que determinard dichos coeficientes, sera
la de la Descomposicién del Valor Singular {subrutipa &VD),.
descrita en un subtema antecedente.

El programa desarrollado facilita la obtencién de los 8
coeficientes del modelo, y ademas, la creacidn de archivos para la
lectura/escritura de la informacién base (8 archivos con capacidad
para 30 datos cada uno, extensién DTO}. El lenguaje de programacién
adoptado es el Basic (Quick Bastic).

El programa de coOmputo se presenta en el diskette de consulta
(OPTPERF.BAS, ver apéndice), vy su diagrama simplificado de bloques,
en la Figura 3.8.

DATOS DEL PROBLEMA PLANTEADO.

Tedricamente, sédlo se requieren B datos para resolver el modelo
de perfaracién pero, como la ecuacidn no simula al {00%4 las
condiciones de la misma, debe usarse un nameroc razonable, que se
propone sea cuando menos 30. Los datos mencionados se  tomaron  del

trabajo original de Eourgoyne vy Young“”,

y pertenecen a una
formaciédn de las costas de Louisiana, E.U.A.; ellas sa caonsignan en
las Tablas 3.1 ay b (el peso inicial sobre 1la barrena es de

0.5 [1000 1b/pgl).
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ROFUN, 31 VIL2OTA

INGAS
ATTNOLD:
MINSEQU
nIsToR

IETNOLIS . 3T0
RINSTAVILITO
PIISFORNLITO

LECTURA B LAS
JASES DI DAYeS
(JAT0S DI MIRL.)

SX COMFORMA
LA mATAIS
vx pistho

]

]
]
t
' LICTURA DX LAS ]
JASIS DT DATOS

{DAT0S BT PERF.Y

L D caccuta 105
COTTECIINIIS 0L
LA FUNCION

CRIAR ARCH!
Vo§ LoN
103 oL FIOT,
1
]

Figura 3.0, Diagrama de Blowues def Prosrana para Obtener los Coetlcientes def Kodelo pama
1a Optinizactén de Ja Perforacicn,

Ot
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Los coeﬂc:.entc_a ubtenmos dl eJecutar ,él' programa - propuesto,
son ‘los sxguxente g ' :

a, = 6.0566E-08
= '2.5285E-04

No. PROF, VEL. DE [PKEO SONRK| VEL. DK DERO. DEL
DATO PENKT. |LA BARRENA| ROTAGION DIENTE
tpie3 tpleashrl ii1000lbspgn trpml tfraecs
N LB, 0 29. 0 FNCT] t48. O 0. 77
z omso. 0 22.0 [y ] 126.0 a.98
- TS T “s.0 o.ae t20.0 a. 7e
. w0280. 0 wa.a e7.0 o,
L] 10890, o te.0 78.0 0.24
- tosoa. o 0.0 ac.o0 0.6t
? Los?E. 0 19,0 ad.0 0. 7%
- Lon4o. 0 16. & €7.0 o.an
° 1960, o 5. cs.a a.67
10 t10c0o. 0 5.7 &0.0 0.7z
[y we?s. 0 1e.0 ?7.0 0, 20
az w??B. 0 .5 se.o a.a2
3] toso. 0 7.0 o.20
[ 12070, 0 as.0 o. 00
s wraus. o €9.0 0. 40
16 42900. O a5.0 a. 42
.7 12076. 0 ?7.q .17
a8 42058, O 5.0 a, 2o
w0 sszno. 0 76.0 o, 48
20 ta708.0 as.0 °. 56
24 t40to. 0 78,0 6. 46
az tetss. 0 €e. 0 0. 16
an e6es. 0 76.0 .27
X t4v0B. 0 ?5.0 o.98
23 N0, 0 as.a o. 8t
24 48740.0 7a.0 0.8t
27 164505, 0 eoc.o a. ez
am 16225, 0 at.0 o.50
29 17060, 0 65.0 o, ot
20 20266. 0 A 4d &o.0 o.at

Tabla 3.3a. Datos de perforacién.
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a, = 5.3531E-04
a, '= -9.8133E-05

a, = -3.0509E-08

) a, = 2.0383E-08

a, = ~2.9540E-08

- o a, = 2.28556-08

La exéc:itud de los resultados depende estrechamente de la

No. No. DR |DENSIDAD GRADIENTE
DATG [REvNOLDE | EauIv. DR PRESION

tlbrgal ttbrgall
L 0. 964 9.5 Q.0
- ] o, tae 9. c.a
2 o. 227 9.6 9.0
. °.7 9.0
L] 9.7 ©.a
L 9.7 o1
k4 Q.7 2
a 9.a o.2
o o.@ 9.«
10 °.8 o.3
11 ta.s o.3
12 11.8 10,2
a3 13.a 12. 4
14 15,7 13.0
i5 1. 183 16. 3 14. 4
is 1.130 te.? i1%. 0
17 L.z3e 16.7 16, 1
s 1.161 i16. 8 16.2
10 1,162 te. @ 16, 2
20 o. 272 1a.@ 6.z
x4 o. 201 i1e. @ t16.
az a. 748 t6. 9 16, 7
3 c.a10 17.4 16. 2
ze . 419 17,2 18, ¢
2a %. 290 17.0 16. 3
26 aoz 17.3 6.3
27 a70 17.9 t6. 3
zn ©. saz 17.3 t6. 6
29 o. 748 17. 6 16. 8
ao o.512 17.7 1e. a8

Tabla 3.3b. Datos de perforacian (continuacidn),



forma de la scuacisn del modelo v de los valores de los pardmetros
de perforacién usados, es decir, Ios valores de Has o eeen Mot
Adena s, la velocidad de penetraciéen y de rotacisn, v el peso sobre
barrena, deben registrarse en intervalos cortos para asegurar aque
son representativos del tipo de formacidén atravecada. Es adecuado
un intervalo de 2 a 5 pies, para garantizar el registro de datos
representativos.

Una vez conformado el polinomic del modela, puede obtensrse.
mediante ecuaciones matemidticas que quedan fuera del alcance de
este proyecto, la velocidad de rotacidén, el peso sobre la barrena
y la hidraulica 4ptimos, as{ como, los costos por pie perforado.
La finalidad de optimizar tales parametros es lograr maximizar el
ritmo de penetracién.

'111.3 EJERCICIOS RESUELTOS.

PIII-1. Aplique el métndo de Kriging al conjunto de datos de
porosidad mosti-ados en las Tablas 3.4 a vy b. La grafica del
semivariograma promediao se muestra en 1la Figura 3.9. Esta
informacién proviene de 45 pozos del Cempo Miguel Aleman, situado
en la porcién sureste del Paleocanal de Chicuntepec(‘s’

3.10).

{Figura

Solucidn:

£l programa de compulo empleado se estructurd en lenguaje Quick
Basic, y mediante la técnica de Kriging estima el wvalor de una



GAMA(FRACCION®)

DISTRIBUCION DE POZ0OS CON MUESTREO DE POROSIDAllI

136 138 140 142 144
86 T T T T T T T T 88
H : o
CAMPOMIGUELALEMAN |t iiimicierncaionsnnrcnsrsrsncanse -
8 DISTANCIA (km) 54
82
80
78
78
74. frrcemcetdiortieiiiincensreradoarsaccaseons Oeenins . ...g‘..... ...... 74
2 1 1 : I : 1 7
138 138 140 142 144
Figura 3.9.

SEMIVARIOGRAMA PROMEDIO PARA LA POROSIDAD I

0.0020 §=e o] CAMPO MIGUELALEMAN L.oovievnriiiiiniiiiiiin it iininnirnsesraiearen i erene
0.0015
0.0010
0.0005
1
: RANGO DE CORRELACION: 1.8 km
o ] ' I L 1 i L 1] L] 1 1
[} 1 2 3 4 5 & 7 8 L] 10
DISTANCIA (km)
Figura 3.10.
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uuxsTRA [CoDpD . X POROK IDAD
% 148,04 o. s08
-z (em. a2 o. 490
] t42.70 o, 42
+ taz, 74 0. 4&
L] Lex, B8 o.48
- (40, O& o, 48
2 140, B2 o. a7
L] 140, 26 o, e
< 140, 24 o. 28
Les, B2 a. 46
E t4s. 24 a. a0
t44. w0 o, 47
440, 20 o. 408
. t40. &0 0. 4e
140, @4 a.as
tam. 72 o, a5
g (a9, oo LAY 1]
1o, ns 0. 44
nm. e o. a7
aam. 76 o. a7
LAR, RR a.é4
180, 48 6. 47
t19. e Q.42
i L40, 28 Q.44
(40. 84 a.asa
t4e. 02 L res
(40, 46 o. a0
140, ¢2 [-P's )
ti0. 80 a. e
L40, GO o.26
140, 46 Q.47
Lam, 97 . 4
139,768 0. 478
- (28,87 °. 46
tam. 76 0. 24
130, L& 0.4t
(30, 4n o. s
189, 90 o. 247
(a8, 59 o. 24
iam. 98 a.«4
cam. 18 o.ze
L29, 87 9,24
190,27 0.490
120, o8 o. o
Lea. ta a. 166

Tabla 3.4a. Datos del Campo Miguel Alem&n.



MUESTRA CO?E%; X CO?;'I,)‘i Y | POROSIDAD
. 6 141,13 79,48 0. 16
<7 1i39.89 80.82 ©. 17
<s 139, 12 ®0.7 . 21
.9 1490, 32 74.0B8 Q. L3
s0 142. 14 79.06 0. 198
1 141.92 79.93 ©. 15
a2 140.63 |- 79.39 o. 14
58 140. &0 0. 19
o4 140. 88 ©. 198
B ELS 142.71 Q. 17
6 141,393 0,15
=2 144.8% a. 18
sa 142.37 . 29
9 1418. 54 0. 16
60 141,57 o, 1873
&1 148.72 . 26
62 142,35 o. 18
68 142. 16 Q.15
64 142. 60 0. 18
&3 t141.85 ©. 17

Tabla 3.4b. Datos del Campo Miguel Alemin {(continuacidn).

variable aleatoria natural, en este caso porpsidad- Para fines
practicos, el yacimiento se subdivide en 12 blogques cuadrados de 2
km de ancho cada uno (4 celdas en la direccién X y 3 en la Y). Al
krigearse cada celda se despliega uha comparacién, grafica vy
numérica, entre el resultado obtenido y el calculade con métodos

estadisticos convencianales,

Los resultados se abservan en la Tabla 3.5 y se almacenan en un
archivo llamado RESGLORA.RES, en genéral son congruentes, pero se
ven afectados por el numero de datos cicunscritos a la celda en
analisis en cada paso del proceso de estimaciéon (celdas i, 4, y 12,

con 0, 1 y 2 datos respectivamente).

Fara hacer mas dinamico el usco de este programa, se incluye un
archivo en cédiga ASCII a manera de base de datos (DATOS.REG,

124



cnhsulfér épén’dicei. &1 cual contiene los datos requeridos par’ la
técnh:a de ergir\g. El diagrama s:.mnl:n-u:adu de +lujo - se . presenta’
en la pAQina 125 (Flgura .11, i : g SR

No, cf
2 .3 — 12

0.177]0.173{0.170j0. 152
2 |0.162|0.16310.206]0.181( 21
©.000]0.000]0.133]0.172

1 4 ki 10
Tabla 3.5. Estimaciéon de la porosidad del Campo Miguel Aleman.

I11I.4 PROBLEMAS FROFPUESTOS.

PPI1I-1.  Poettmann vy Car‘pentEr“ han definido una expresién
analitica que permite obtener la caida de presidn en tuberias
verticales con flujo multifisico, dicha expresién es la siguiente:

Ap

1 £ tam)®
a0 Ti% L” * ""“""""]

2.979E-5 p d°

Donde:
P es la depsidad de la mezcla sin resbalamiento,
[!bm/pxe 1.
q es el gasto de aceite, [bl/dial.

M es la masa asociada a un barril de aceite,
[ibm/ble & c.s5.1.

¥ es el factor de fricecidn, el cual depende
del producte qM.

] es el disdmetro interno de la tuberia, [paol.

A : : 2 .
A_: es vl gradiente de presién, L[lb/pg piel.
¥ POETTMANN, F. H, ¥_ CARPENTER, P. O, THE MULTIPHASE FLOW OF QA
OIL AND W ATE A THROUGH VERTICAL'FLOW _STRINGS WITH APPLICAT bN'ro
THEDESI O N'O F GAS LIFT INSTALUATIONS®, DRILL AND PROD. FRAC.
" .
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PATOS.RIG
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o

DESPLIEGUE

TISYRID,

_ Figura 3.11. Diagrana de blowues del Prograns para el Metodo de Kriging en 2 Dimensiones.



CORRELACIONES DEL FACTOR DE FRICCION

Factor de lricclén, |

001

0.001 -
.00 20 40 80 100 120

60
1.77E-4(qM)/d
Figura 3.12. Correlaciones de
Poettmann-Carpenter y Baxendell-Themas.

Encuentre, dado un cierto diametro de tuceria (d}, el - gasto de
aceite por masa de la mezcla (gM) que produzca la minima calda de

presidn.

En base a la derivada de Ap/Ah con respecto al gasto (qM)
igualada a cero, se logra estimar el gasto gque generara l1la calda
m{ nima de presidén. No obstante, el factor de friccién + depende
también del gasto (gM),. por 16 gque resulta necesario encontrar una
funcién gue exprese £ en términos de (gM). Tal Ffuncién debera
reemplazarse por £ antes de proceder a la derivacién. La Figura
3.12 eupresa el factor de friccidn £ en términos de (gM)/d. Emplee
la técnica de los Ml nimos Cuadrados o la de Descomposician dei
Valor Singular, para ajustar upa funcién a 1las curvas mostradas.
Sustitdyala en la ecuacidn de Foettmann y Carpenter, y defina 1la
expresi¢en del gasto (gM) en términes del diametre d, para la cual
la cafda de presidn en la tuberia sea mi nima.



CAPITULO IV

INTEGRACION NUMERICA

Evaluar una intearal definida
I2 Foo

por métodos matemdticos, es frecuentemente una tarea dificil, aun
cuando f(x) presente una forma analitica simple. Afortunadamente,
el Andlisis Numérico ofrece diversas técnicas para integrar
funciones definidas en forma tabulary obtenidas de algan
experimento o simplanente valuando 1la Tuncidén en cuestidn. Una
ventaja adicional de estos métodos numéricos. es que son facilmente
programables en cualouier equipo de codmputo. desde una calculadora
de bolsillo hasta una computadora de gran capacidad.

En el Area petrolera. es conveniente poseer técnicas sencilias y
eficientes para dar sdlucidn a las integrales involucradas en el
cadlculeo de algunos problemas. por ejemplo, puede citarse la
Fugacidad o 21 FPotencial de Gas Feal, m(p).

La eleccion del método de integracidén mAs apropiado para un
problema particular. esta regida por 1a cantidad de informacién
dispenible sobre la funcidn. PBasicamente, en este capitulo se
congideran s®io aguéllas funciones reales con una sola variable
independiente, %, definidas en el intervalo [a, bl.

Tales funciones pueden agruparse en 4 categorias:

1) Los valores de F“i)‘ estian disponioles sélo para ciertos
puntos ® del intervalo L[a, bl.

2) La funcidn f(x). esta bien definida y puede evaluarse para



b:‘

uncidn: puede extenderse anallti:amente al’
om le:og de’ da vanxable M :

4) - La funcién f(x) tiene una pcuacidn explicita disponible,  con
forma apropiada, para su-manipulacidén simbolica.

Las funciones de 'la priméra categoria son el resultado de
mediciones experimentales para varios puntos L las cuales
a menudo no estadn uniformemente espaciados, o pueden haber sido
abtenidos de tablas para valores equidistantes de #e

En las dos primeras categor{as, se encuentran las funcionss cuya
diferenciacidn nunérica es mas dificil que la integracidn, esto
ocurre puesto que la diferenciacidn numérica tiende & magnificar
cualquier erragr inheresnte a los datos. mientras que la integracién
tiende a suavizar o disminuir el error. Si los valores de 1la
funcién son conocidos o pueden calcularse con cierta exactitud, las
métodos de integracidn basados en  funciones Spline o funciones
polindmicas presentan resultados satisfactories, no obstante, si
los valores de la funcién muestran ruide, entonces, los resultados

pueden ser inexactos.

Coma ejemplo de funciones en la tercera categorfa, se encuentran
las conformadas por complicadas expresiones trigonométricas o por

funciones elementales; vy si su extensién al dominio de los

complejos es factible, la integracidn producira resultados
aceptables.
Para las funciones de la cuarta y «altima categoria, la

diferenciacién simb&lica por computadora es mas sencilla que la
integracidgn, ya gue s4lio involucra calculos elementales.
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En 21 ambito de 1los Métodos Numéricos. el términoc regla a
cuadratura. englcha algoritmos con los cuales es posible calcular,
apraximadamente, integrales definidas. En lo sucesivo) se
detallaran solamente ilas cuadraturas, o reglas, aplicables a las

funciones contempladas por las dos primeras categorias expuestas.

IV.1 REGLAS DEL RECTANGULG V. DEL TRAFEIOIDE.

-Suponga que-fa,: bl e4 n_in\t}_er_‘véric:--F‘inito para la variable x, el

cual esta parti:xunédd @R twpe “subintervalos 1llamados paneles,

Est,- % 1y 1 =% 172,500 ni - ademas. X = a y xn = b,
L7 Tien L . . 1 ned
Ko< ox € e €% o Definiendo, el ancho de cada panel:
E S 2 neyt
o= 8 =R ena (4.1)

Sea f(x) una funcién definida en el mismo intervalo [a, bl vy

supédngase que se desea una aproximacién de la integral:
1¢F) = J’Z FOe) dx

“Sencillamente, I(f) puede expresarse como la suma de las integrales
sobre cada panel h‘ (consultar 1a Figura 4.1), c sea:

Donde:

tina regla de cuadratura simple ez uwuna Formula due permite

aproximar, de manera individual. cada L‘. Una regla de cuadratura

130



compuesta, s -una _Férmula que cidlcula aproximadamente. la integral
ICF), mediante la suma de las reglas de cuadratura simples de cada
subintegral, I, S

Las reglas de cuadratura simple m4s usadas son la del Rectingulo
y la del Trapezoide. La Regla de Rectangule valda la funcidn fdx2
en los puntos medios de los paneles, esto es, en el punto:

X

! X

Ll -3

o+
=
n
=
|
=

W =

Y cada integral I,. se obtiene como el 4rea de Un rectinhgulo de
base h ., vy de altura fly, 3. por lo que: :

I, = h ey

ANCHO DEL PANEL hi

|
-
f(x) L
X
Figura 4.1.
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En. base a 1o arterioi, la Regla Compuesta del® Rectangulo sera la
siguiente “(ver Figura.4.2y: > 5 B e

CROFY =R h U FLy) : een (4.3)
: i i .
tos .

Por otro lado, la Regla dél Trapezoide vallda la funcién en las
puntos extremo de cada panel. La integral IL’ es aproximada por el
Area del trapecioc con base hi.' cuya altura varfa, de izgquierda a
derecha, o viceversa, de F(xL) a F(ui") {lo que pusde apreciarse
en la Figura 4.3). Por 1o tantoe:

Flx ) + Flx, )
L it

I¢F) = h, —_— B A 3
i i

Y la Regla Compuesta del Trapezoide, estarA dada por 1la

siguiente expresidn:

n (1) + £
T(F =gh ———— : e (2.5)

i=1 =

Si f{x) es una funcién continua —o simplemente integrable segtn

Riemann— en el intervalo L[a, bl, vy si h = mA::i_ h . entonces, ambas

i
cuadraturas convergen al resultado exacto conforme el ancho de cada

. 3y .
subintervalo decrece ', es decir:

1im R(F) = [(F)
h+o

im T(FH) = I(F)
h+o

Ahora, surge la interrogante: g0ué tan rapido convergen estas
reglas? La Cuadratura del Rectangulo emplea una interpolacién
constante (grada cerold, en cada subintervalos y la del
Trapezoide, una interpolacién lineal (grades uno). Por sentido
comin, podria esperarse mayor exactitud en la Regla Trapezoidal.



REGLA DEL RECTANGULO

fx) |
I 1 1 i L 1 L 1 1 x‘ ; XI+;1 L, J L 1
Vi
X
Figura 4.2.
REGLA DEL TRAPEZOIDE
()

Figura 4.3.
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Sean [a, bl = [0, 1], n = 1 (un s&lo panel) y la fupcidn fy) = x,
tal como se muestra en las Figuras 4.4 a y b. La Regla Trapezoidal
@s evidente que no generard error, ya que la . interpolacién lineal
concuerda para cualguier punto con la funcidn +£(x). Adn asi, la
Cuadratura del Rectangulo brinda un resultado también libre de
error. a pesar de que la funcién interpoladora no coincide con la
funcidn () en el punto ¢ = 1/2. El error promedio es cero en
ambos casos.

LEl ejemplo anterior es tipico o simplemente es suerte de la
Cuadratura del Rectangulo? sEn general. qué redlia es mas exacta?
Para responder estas inquietudes, se realizard un anadlisis basado
en suposiciones sobre upa Ffunciédn cualquiera.

Considere una funcidn f(x), que peses & derivadas continuas,
cuyos valores no son muy grandes. También, considere el panel
[xi, Nuij. La expansién de (%) can respecto al punto Yoo
localizado en el centro del panel, es:

Ft) = F(y‘,_) + (3<—yL) F’(yi) + (x—yl)z r”(yi) +

(N

1 El . .
+ E(" yt) + ’(Yil +

.QI!-

Gy F Vv

TS
- La suposicidn considerada es que los términos denotados por el

simbolo ...~ son despreciahles, es decir. menos significativos
gue los mostrados explicitamente.

Al inptegrar cada wnNo de los términos de la serie anterior desde

% a x _, se observa lo siguiente:
i i+t -



f(xi+1) 1

f(x)

05

f(xi) o

(REGLA DEL RECTANGULO)

FUNCION f(x)=x EN EL INTERVALO [0,1] |

AREAS COMPENSADAS

X
Figura 4.4a.

FUNCION f(x)=x EN EL INTERVALO [0,1]
{REGLA DEL TRAPEZOIDE)

xi

[N U PR S R,

X

Figura 4.4b.
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hy =»p=20
. 0 =p=1
: L}
g 773 p Cl-] -p=
I kg 0P ax = 1z
. 3 R
R S ] - p =
. E]
[ .
ST SRt : [";'E]"P-”

.Notese, que las potencias impares al ser integradas son cero;
| consecuentemente:

. .
iet _ 1.9 ,, 1 B lv
Lt FCx> dw =ht FCy ) +5Z h £7OCy ) + ggap b Foy)d o
Cuadralura del maectdngule R ’
La expresion anterior indica que para valores pequefos de ht. el

error para cada panel, en la aproximacidn por la Cuadratura del
Rectingulo, es del orden de —lhif"(yt), mds otros términos poco

24 %
significativos.
Retomando una expansidn en serie de Taylor y sustituyendo x = X,
Yy x = % . se obtiene:

(%Y

- 1 . X,z .., ~
F"‘L)_((yi>_ﬁhl F(VL)""EhLF (yl)

- ZE R FUy) + g he F Ve 0+ L

_ 1 B i.=z2 ..,
Flx,2 = fly, ) + m h Fily, > + g hy £ 7Cy >+
1 = . 1 4 iV
+ 75 hy F”(VL)*"’"Z'_-M hy £ Cyy >+ ..

Entonces, sumando y reordernando las expresiones anteriores:

Flx, ) + fdx, 2
i iea _ 1 .2 v 1 & _iv
——-—Z————-f(y‘) +§h&F (yﬁ-#-mht ity + ...
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‘Combinando est
“representa’e

Puede cbservarse que el error para cada panel en la Regla del

Trapezoide, cuando h, es pequelia, es —E%h:f"(yt). mas otros

términos menos significativos.

El error total para cada regla serd la sumatoria del error
presente en cada panel. Si se considera la siguiente convencién:

£ =T Eh' £20Cy
“4 l.-tl t
= 1 o8 v
F =gy Eh £y
{=1
el error total resulia:
ICFY) = R(F> + E + F + .., CRectangulo>
ICF> = TCF> — 2E ~ 4F + ... CTrapezoided
Si hL es suficientemente pequefa. entonces h: << h:. y si Ftv ne

presenta un comportamiento errdtico. entonces F << E.
Las conclusiones derivadas del analisis anterior son:
~ Para la gran mayoria de las funciones (x>, la Regla del

Rectangulo es cerca de 2 veces mids exacta que la del
Trapezoide.
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~ La diferencia entre los valores obtenidos con cada regla

puede uzarse para estimar el error en la integraci®n. Esto
es;

RCFD + E + F + = T(F) — 2B — 4F
RCF> ~ TCF) = —3E - 5F = -3F

— La diferencia entre el resultade arrojado por el uso de una
regla. antes y después de duplicar el nAmeroc paneles.
tambi#n ofrece una aproximacidn del error en la integracién,
pues al duplicarse el ndmero de paneles se cuadruplica la
exactitud de la cuadratura.

La t#cnica de aumentar repetidamente la cantidad de paneles al
doble y de calcular el error, es susceptible de ser programada para
generar un rétodo que autombticamente determinme el ndmero de
paneles necesarios, logrando que el valor de la integral aproximada
estd dentro de una tolerancia de error preestablecida. Este mé#todo
se aplica en cuadraturas m&s sofisticadas. que se expondrdn, en
datalle. més adelante Cseceibn IV.4). : '

IV.2 CUADRATURA SPLINE.

La interpolacidn c@bica Spline permite obtener wna formdla
sencilla de cuadratura. Para X S xS Kiet® la funcidn Spline que
interpola a todos los puntos base de f(x)>, es:

- - - a2 - t
s(x) = F‘ + bi.(" XD+ c‘(x x 27+ d (x xl)
Entonces para a = X . b = X

< yh‘= X~ K- siendo wnv el

ndmero de paneles. se define la Cuadratura Compuesta Spline como:

138



& b
. J' fix) dx a:J’ s{x) dx
a a

. 1l .= 1 .2 1 e

=‘§. hy F‘_*—Z-h‘ bt+§ht CL+ZhL d‘] ... 4.6
Los coeficientes b, . S Y d, se calculan con la subrutina SPLINE

{descrita en el capltulo JII>. Como se tienen »n+l* nodos o puntos

base, SPLINE debe invocarse con N = nt+l..

La funcidn six) puede ser representada también como- <(consultar
seccidn IIT.1.4): .

- - z s _ b S
s(x) = w f + W F‘ + h‘ Cw wyo Lt Cw w) G‘J

[ .
Donde:
- x = x.2 ST A
u=1v-w= h‘ . o‘_—...-...g.._-_é..

Las o, son la soluci®n del sistema tridiaqonal que se conforma
con las ecuaciones anteriores, y que se discuti® en la seccion
TIT.1.4. Continuando con el desarrallo, se observa que:

j'::“ SO0 dx = hy J': SCw) dw
 AdemAs:
I:wdu=—;- . J':tw'-w)dw=—%‘
En consecuencia: )
f::." sCx dx = h, L +2f1u - °§ '.":flu
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Es evidente que la férmula de Cuadratura Spline es igual a la
Traperoidal, mis un t&rmino de correcci®n gue involucra a &;. Una
ecuacion mis simple, para calcular la Cuadratura Compuesta Spline
es:

d +
™ a Sy ciu]

b "
J s ax =g hy = - h
a iee

...C4.7

" Por lo tanto, s®loc los vectores de datos (x. f)> y el de segundas
derivadas <{c>., obtenida por SPLINE. se requerieren para evaluar la
integral . La exactitud de la Cuadratura Spline puede calcularse

mediante la siguiente expresi®én:

s 0y + 8770k
24

O F Cleg n >
t I7 -

i1d

Se aprecia entonces, que el término de correccidn provisto por
1a Cuadratura Spline aproxima el error de la Regla Trapezoidal.

En la literatura no se han consignado resultados priacticos sobre
la utilizacidn de la Cuadratura Spline., pero en base a este
anilisis, parece revestir gran utilidad: aunque se recomienda para
cazos en los cuales los puntos dato son fijos v los métodos
automiticos, que se describi;én mids adelante., no estdn disponibles.

IV.3 REGLA DE SIMFSON.

En la seccidn IV.1, se expusieron las Cuadraturas del Rectdngulo
y del Traperolde, éstas wan:
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n ’ BV
RCFY =Eh, £Cy) I
. img

FOx )+ Flx .0
3

n
TFY =8 h
t=e

AdemAs., se probs que los errores de esas reglas estén dados por :

ICF) ~ RCFY = E+ F + .,
ICFY - TCF) = — 2E — 4F +
Donde :
1 Doe ..
E = Eh £ ¢y, D
FLO-AR 1

Feok Bo® Yoy
~ 7930 ‘E i "

Combinando apropiadamente ambas reglas es factible crear
rueva cuadratura cuya f&rmula de error no contenga los términos
E. Como R(f) es cerca de 2 veces mhs exacta que TC(f),

. . w
combinacidn idénea es :

SCF) = % RCFDY + % TCEY

Y desarrollando la expresion anterior, se llega a:

o1 T I
s> = h‘[F(xt) a5 + f:xm)] .. .C4.8)
lme

ura

de
la

El lector identificard& la ecuacidn (4.8) como la Cuadratura

Compuesta de Simpson, cuyo error puede obtenerse directamente

de

las férmulas para los errores en las reglas del Trapezoide y del

Rectdngulo, o sea:

I(FY - S(F) = % CICFY - RUFOD + % LICFY ~ T(F)H1
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= -32-F+
1 oLs i
== osin L:htfv(yh>+..
=g

Obsérvese que S¢f) estd basada en una interpolacidn de segundo
grado y que su términe de error involucra derivadas de cuarto
orden, por lo cual, la Cuadratura de Simpson es exacta para
funciones cubicas.

5S4 la longitud de cada panel es bipartida. entonces cada término

h!: en la formula del error, decrece a razon de d—}! ELl n@mera total
de términoes se incrementa al doble, por lo consiguiente, la
reduccion del error total es de cerca de 1—2. Lo anterior debe
contemplarse al emplear programas que automiticamente asignen la

cantidad ¢y el tamafo de los paneles.

La técnica de combinar 2 aproximaciones con errores similares
para obtemer una aproximacidn mids exacta puede aplicarse también a
esta cuadratura. Por ejemplo. los wvaleores de S(f) para dos
cantidades diferentes de paneles, pueden combimarse para lograr un
nuevo valor, el cual ipcluird um error de h: v f“(x). La
sistenmatizacidn de esta téecnica desemboca en el popular método de
la Cuadratura de Romberg.

IV.4 CURDRATURA RDAPTALDA,

Una Cuadratura Rdaptada es un algoritmo numerico que utiliza una

o dos cuadraturas basicas. determinando automiticamente el = tamafa
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de los . subintervalos o paneles, para aproximar la solucidn
de una integral definida: cumpliéndose a la vez,. con ciertos
lineamientos de exactitud, previamente impuestos. El tamalio de cada
panel depende de la suavidad de la curva a integrar. De esta forma.
el tamafo del subintervale serd relativamente grande. donde 1la
funcidn tenga un  comportamiento suave: y serA pequefo. cuando

#sta cambie abruptamente. Esto se aprecia en la figura 4.5.

La mayor p@rdida de tiempo de cdmputo es debida al calculo de
f(x). Por lo tanto, si dos cuadraturas., brindan resultados que
cumplen con la exactidud especificada., considerando la misma
funcidn en ambos casos, aquella que use el wmenor nUmerc de
valuaciones de f(x), debe definirse como la mds eficiente para ese
problema en particular. Con 1la técnica descrita en el parrafo
anterior, se logra un resultado que se apega a la exactitud deseada
y que invierte =1 menor tiempo de cdmputo posible.

CUADRATURA ADAPTADA

f(x)

 Le-a.

X
Figura 4.5.
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La Cuadratura Adaptada ('equiere' c'!ella 1nF|‘:|;-,ma't:iénb:siguiente: B
a) Un-intervalo finito [a, b3: R T S e

b)Y Un subprograma que valde a £(x) par

) Un tolerancia de error (e). -

- dx| =

[0 - [° fo0) ax|'= e ces (4.7
El intervalo de integracion' se divide en “ne paneles,

Exi, xiﬂl. de manera que, o =ay R o= b. Richo namera, estd en

funcidn de la exactitud solicitada (g) y de Fln)a Como

anteriormente fue definido, el ancho del panel es hi. =R, e

Un esquema tipico de Cuadratura Adaptada, aplica dos cuadraturas
distintas en cada panel. Entences, denotemps esas resultados coma
F’,L v D',.. For ejemplo, un esquema que emplee la Regla de Simpson, se-
basa en la férmula para dos paneles mostrada a continuacidén (ver
Figura 4.6):

1 . i .
z h;['F‘}‘i.) + 4-F[x.t+ T] + F(xi-ﬁht)]

y en la siguiente para cuatro paneles:

h, h, h, 3h.
Q.= o |Fix + avfe s 2]+ 2F[n s 2] + af[w v 2+ Fla+nn
v 12 i T U TE [ (RAY

Tanto 7, como U,‘ son aproximaciones a la integral:

El principio fundamental de este esquema consiste en  comparar

las aproximaciones Pa. Y Q,L. Obteni¢ndose con esto, una estimacidn

144



de la exactitud de tales aproximaciones. =i el resultado e=s
satisfactorio, una de ellas se considerard como el wvalor de la
. integral del subintervalo en anilisis; de lo contrario, se
dividira el intervalo en dos o mas partes y se repetira el proceso
en estos subintervalos miAs pequefos.

La evaluacidn de la funcidn f(x> se simplifica debido a que
tanto Pk como QL. poseen ciertos términos comunes entre s, 0&.
contiene Gnicamente dos términos extras que no estan en P‘. De aqui
en adelante, deberid suponerse que O.‘ se obtieme aplicando la regla
para P& en dos ocasiones, una para cada mitad del intervalo. Esta
es wuna técnica que facilitarda el andlisis de la Cuadratura
Adaptada.

Considérese que la regla para F'L ofrece la respuesta exacta si
la funcidn por integrar es de grado p-1, o equivalentemente, si la
p—#sima derivada, F(p’Cx). es igual cen cere.

CUADRATURA ADAPTADA
(REGLA DE SIMPSON)

foo \_/\

le+(hil2)

X
Figura 4.6.
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Expandiendo la funcidn por integrar en Series de Taylor, con
respecto al punto medioc del subintervalo. puede cbservarse que
existe una constante »cv, tal que: )

h
- Y Pt _tpd t
I~ P, = c chpP*t ¢ [x‘+——2]+...

Como se supuso que QL es la suma de dos P.L calculadas en

subintervalos de longitud ht/Z. se tiepe:

. h . p+t h 3h
_ _ 5 ') 3 o I
IL Q‘ =c [—2] [F [xl + ——4] + F [xL + - ]] + ...

Pero como:

h 3h h -
tpy i (73 Yy _ 733 L
f [xl+-T]+f [xL+T = 2f [xk-r..?]-r...

Entonces., los dos errores estarin relacionados por:

1
(- PO + ... = = (I~ PO + ...

I-q = P

2
T3
29

Lo anterior indica que al bisectar el subintervalo, decrecera el

error en un factor de 2. Resolviendo para la incdgnita IL. 1Y

rearreglando t@rminos. se obtiene:

= 1 -
Q- I = 5 P 9+

En otras palabras. el error en la expresidn QL es de alrededor de

1/¢27 — 1> veces la diferencia entre ambas aproximaciones.

El objetive primario serid entonces. bipartir cada subintervalo

146



hasta que §eisat%sfaga la siéuigntefdesigda;dadf

h

5o * L .41

—1 1Pi--;] g
p_l i L.
Donde, £ es la tolerancia proporcionada por el wusuario.  Si el
intervalo ta, bl fuese completamente cubierto por e

subintervalos, el resultado serla:

n
Q=L 0,
t=t

Considerando la igualdad anterior y despreciande los términos de

alto orden, se tiene:

n
L Q- ILI

b
Io - J o dxl
a ima

n
= EIQ(_ILI
img
n
1
< T lp-0
pramuelit 8 LY
1 2P - 1] -
S ——— [5;—=| £ ¥h
2P - LB mal
= &

lo cual coincide con lo planteado en la ecuacidn (4.9>.

Debe recordarse que este andlisis requiere la suposicién de que
fwi(x) es cantinua, vy que el error es proporcional a
(hhﬂ”‘fw’(x). Aunque en la realidad esto no se cumpla. la
cuadratura arrojara fimalmente, wun resultado apegado a la
tolerancia fijada.
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Por simplicidad, se.ha inanejado.el criteriode.. error  absoluto,
o sea:i- . | ‘ L -

Cde-fris e

En numerosas ocasiones, se utiliza algén tipo de error relativo, el
cual es independiente de Facfbres: de’ escala en la funcién f,
complicindose su verificacidn par diversas razones. Un criterio de
error relativo puro, es:

fo - Jfl
ifel

Come el denominador, IF, puede ser cero, debido a la cancelacién

B

asociada a integrales oscilantes. el criterio puede ser imposible
de satisfacer. Ademis, una buena aproximacidn del valor del

denominador se lograria sdlo hasta el final del calculo.

Otras cuadraturas , usan un criterio de error relative gue
involucra a [[f|, es decir:

fo - fri
frel

=<

En la expresi®n anterior, el denominddor seri distinto de cero, a
menos que, la funcion f fuese idéntica a cero,

El usuario de una subrutina de Cuadratura Adaptada debe tener en

mente estis pruebas de exactitud, y por supuesto, debe checar la
documentacidm particular para tal subrutina.
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1V, 4.1 SUBRUTINA OUANCE.

QUANCE es una subrutina gque .emplea wna técnica de cuadratura
adaptada para aproximar el wvalor de una  integral  definida. Su
nombre se deriva de Cuadratura Adaptada de Newton-Cotes para
8 paneles (Quadrature Adaptive of Newton-Lotes 8-panel). Las
formulas de Newton—Cotes constituyen upa familia de cuadraturas o
reglas para intedracién e interpolacidn polinomial, sobre puntos de
evaluacién igualmente espaciados. Las reglas del RectAngulo, del
Trapezoide v de Simpson. son oktenidas integrando polinomics de 0.
1s y e grado; y son los primeros miembros de la  familia. La
formula de B paneles requiere la intearacién de un polinomia de
8+ arado, pero igual gue para la regla de Rectangulo o de Simpson.
se permite un grado extra, de manera aque, para polinomios de 9°
grado se tendran resultadas exactos.

La subrutina se presenta, en lenguaje Basic, en el diskette de
consulta (QUANCE.BAS), e incluye un subprograma, FUN(X), para
valuar la intearal F(x

el usuario debe proporcironar los limites,
superior e inferior. de intearacidn, A = a y B = b, y las
tolerancias de error absoluto, ABSERR, y relativo. RELERR. La
subrutina calcula la aproximacién de la inteagral, RESULT, el errver
absoluto estimado, ERREST, 21 numero de valuaciones requeridas de
+ (), NOFUN, y un indicador de la eficacia del calcule. FLAG. §i
FLAG es cero, RESULT cumplird con la exactidud fijada; si FLAG es
un valor ‘mlnimo, RESULT sera aceptable, y en caso contrario. sera
inaceptable.

Como esta regla es exacta para polinomios de 9e grado. el

analisis de la seccidn IV.4 puede aplicarse con p = L0. El error en
10 _ = 1 .
8 es del orden de L/(Z 1) o33 Vveces el error en Ffl.

sélo si la curva por integrar es suave y se desprecian 10s términos

de alto grado.
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Entonces, ‘lns resultados de un subintervale en . .particular son
-aceptables; =si:

t
1 L
e P ol sp—s*

Cada  subintervalo ser& bisectada, existiendo una cantidad
HUmite, LEVMRX., la cusl es de 30 biparticiones. Cuando tal limite
es sobrepasado. el subintervalo se aprobar® siempre y cuando se
cumpla el criterjio de exactitud establecido. pero dicho rdmero se
almacenar® an la parte entera de FLAG. Por lo tanto, la parte
entera del valor de FLAG. representa el mdmero de subintervaleos o
paneles que se calcularon al superarse LEUMAX, y la parte decimal,
indica el porcentaje de anklisis del intervalo en el que se detecte
1a no convercencia a la toleramcia. Tambi®n, puede averiguarse en
que valor de 1la absciza, x. se presenté el problema, mediante la
siguiente relacién:

XN = B - (parte fraccional de FLRGI®C(3 - A
Por ejempio, si AR =0, B= 2 v FLAG = 91.21, 91 subintervalos
fueron obtenidos, logréndese analizar el 213 del intervale que
nuestra dificultades. Y el valor de “x* nara el cual se detectd la
no convergencia es YN = = - 0.21«(2-1> = 1.58.

IV.5 CURDRATURRS GRUSSTANRS .

Otra siternativa para obtener la aproximacién de una integral
definida la representan las Cuadraturas Gaussianas. que involucran
una sumatoria ponderada de la funcién, evaluada en los puntos base,
esto es:

. n
J o dx = Lu fexpd
- iew
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IV.S.1 POLINOMIOS. ORTOGONALES.

Dos funciones, gn(x) v gm(x). seleccionadas de una familia de
funciones gk(x) s Son ortogonales, con respecto a ‘ia  funcién
oonderadora. wi(x}), en el intervalo Ca, bl, si:z

b
‘[‘ wix) g G0 g (0 dx =0 B n®am

b
J.owtx) [g_ 601% dx = edm) = 0
a n

En general, ~c- depende de -nv. $5i estas relaciones se tumplen para
toda «n+, la familia de funciones, gk(x) . comnstituye un  conjunto
de funciones ortogonales. Las funciones ortogonales mas comdnes son
{sen kx} Y {:Ds k::}.

La ortogonalidad, en términos de espacios vectoriales, se
interpreta como la perpendicularidad existente entre dos vectores,
en un espacio de «n+ dimensiones, siendo «“ne un valor muy grande
{consultar la Figura 4.7).

La familia de polinomios {::k}. define un espacio vectorial cuyos
elementos no son ortagopales. Otras familias, como las constituidas
por polinomios de Legendre, de lLaguerre, de Chebyshev o de Hermite,
definen un espacic vectorial y ademas son ortogonales.
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FAMILIA DE FUNCIONES ORTOGONALES

(Cada funcidn estd representada por un
vector en un espacio n-dimensional)

gi(x)
g2(x}
< 93(x)
A gn(x)
Figura 4.7.

Enseguida, se enuncian los principios basicos de las familias de
polinomios ortogonales mencionadas:
a) Polimomios de Legendre {?ncx)}.

Los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo

[-1, 11, y su funcidn ponderzdora es wix)> = 1, esto es:

1
J P x> P (x> dx =0 ;o on*m

t
Jo. P 1% dx = ety = 0
- Aal

La ecuacién de recurrencia es:

2n — 10
n

. - n-1 .
Pn<X7 = Pnﬂ(x) r P (x) N % 5 ]
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Por.lo cual’ los pﬁiﬁérps:poli:nofnios ‘d‘e‘ Legendre :;Dn:

[
r

Pagx)

Y

NIH X

x>

“.b) Pul’ihvon]i,qslrdar Laguerre {.E“(x)}.
intervalc

Laguerre scn ortogonales .en el

linomios de
FRrtou oo . _u
= e , por lo que:

co ,6]7.,.“\; su funcién ponderadora es wi(x>

-]
; »

~¥
_fu e X (x> ¥ (0 dx =0 ; n*®m

o
e™ re (x23% dx = cn> % 0

La ecuacién de recurrencia es:

- - ’_
T xy = <an - x — 13 £ (x) nT= 1D B Cx2 . .$4.12)
Entonces. los primeros polinomios de Laguerre son:

L, (x> = 1
L(x) = ~x + 1
Flx) = X - 4ax + 2

c) Polinomios de Chebyshev {Tan>}.

son  ortogonales en el intervalo

Los polinomios de Chebyshev
[-1, 11, ¥ su funcién ponderadora es wix) = :L//1 _ & ¢ © sea:

EY

I [1//1 _ xz] T, (x> T (x> dx =10 :on#®m
S
X
I, [1//———'1 — x:] [T, (x31° dx = ctny = 0

La ecuacidn de recurrencia es:
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.. €4.13)

T k2= 2x T x> = T (x>
De tal: forma, que los primeros polinomios de Legendre son:®
Tax>'= 1
T‘(x) = x .
T’Cx) = 2x -1

d> Polinomios de Hermite {H“()O}.

son ortogonales gn el intervalo

Los polinomios de Hermite
= ., es decir:

[-w, ©1, y su funcidn ponderadora es wix) = e

. @™ _”l
S & H (x> H (x> dx =0 ;5 n#m

© 8’ x -
[ e [H, €x>1" dx = cCn) # 0

.‘La ecuacidr de recurrencia es:

™
H (x> = 2x Hn_‘Cx) - 2n - 1) Hn—z(x> N 0 XS]

Los primeros polinomios de Hermite son:
Ho(x) =1
H.(x) = 2Zx
2
Hp¢x> = 4x° - 2

Cada uno de los polinomios Pn(x). -!n(x), T“<x) v Hn(x>, es un

polinomio con coeficientes reales, de n—ésimo grado en la wvariable

uxe, y con *re ralces reales distintas dentro del intervalo de

integracidn apropiada. Por ejemplo, todas las ralces de .!.'n(x) caen
dentro del intervalo [0, ®].
Un polinomio cualquiera, de grado n—dsimo, p.(x) = E ':_o o xL .

puede ser representado como una combinacién lineal de cualquier
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- familia de polinomios. ortaogonales. Par lo que:
n
p"(x) = ﬁ°z°<x> + ﬂlz-‘(x)'+ I ﬁ“Z“(x) =5 Z<x>
iso

Donde Z (x> es un polinomio de i-@simo grado de alquna familia = de
polinomios ortogonales, obtenido con la ecuacidn - de - recurrencia
réspectiva, :

Por ejemplo, si expandemos un polinomio de cuarto grado, p‘<x),

en términos de los polinomios de Legendre:

4
p x> = Ea x _zn Z, (x> =

i=o izo

rfo +ri‘x +(3=[§- xz-%] +Bn[§2x’—gx] +

Agrupando t¢rminos:
1 3 3

P (x> = [ﬁn —:_.,- gﬁ] [ﬁ"‘ﬁﬂ,

+ [?,Z 3

Igualando con los coeficientes a, . se tiene:

+
X
+

»IG

f?] fﬁﬁ,x

ﬁ==%a=
ﬁ==-§[u=4§’-u‘]
f’.=°‘+%°‘:
ﬁo:“a"%“n*’%ﬂl
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¢ é Gaussianas propone apraximar una
por medio de la siguiente relacién matemdtica:
: Q B P ’ B n
st el FOoadx = [ owlxd FOx) dx B w FOE D
a a

imo .

Siendo w(x> la funcidn peso asociada a alquna familia de polinomios
ortogonales, cada nadn'H 2s la ralz de un polinomio de gradao N
de tal familia, y cada ponderador w, es la solucién de la integral,
efectuada mediante un polinomio de grado «iv, de la misma familia,
sobre el intervalo [a, bl.

Muchas técnicas de integracidn numérica, como las cuadraturas
del Rectangulo. del Trapecia, de Simpson y Spline, emplean puntos o
nodos equidistantes, x.. lo cual puede ser conveniente pero no
necesario, ademas wi(x) = 1. En contraste. en los métodos Gaussianos
no se requiere de puntos igualmente espaciados., sino que se usan
las ratces de un polinomio ortogonal de grado «n¢, definido en
el imtervalo [a, bl, y con la funcién wlx) como funcidn peso.

El m@todo de Gauss-Legendre se apoya en los polinonios de
Legendre para dar solucidén a una inteqral definida: la ecuacidn
respectiva es:

1

n
J Fe>dz= pu Fezo . C4.15)
-t i=0



Donde:

«es 418

Algunos valorgs de 2z y de w para n = 1, 2, 3 vy 4

i i
{correspondientes a las fdrmulas para 2, 35, 4 y S puntos,

respectivamente) se presentan en la Tabla 4.1,

1 n
ratces (z) J Fizydz= ¢ w, Fz) factores (W)
-1 izo
fé la de d t
* 0.5773502692 rrate Se oTh punter 1. 0000000000
0. 0000000000 férmula de tres puntoe ©.8880008069
t 0.7745966692 n=2 0, 3555535556
* 0.3399910436 férmula de cualro puntes 0. 6T214DL549
* p0.8611363116 n=a 0. 347085484514
0. 0000000000 férmulo de cinco puntos 0,3680808889
* 0.53046931014 nz4 0.4706206704
b4 0.9061790439 C. 23692600530

Tabla 4.1. Raices ‘de polinomios de Legendre, Pm_l(z)_. Yy
factores de p2eo para la Cuadratura de Gauss-Legendre.

Como puede observarse, el método de Gauss-Lagerrs es aplicable

en 21 intervalo -1 £ z £ 1, para extenderlo al intervalo a £ x = b,
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_se puede. implementsr.un cambic:d 'variable; es deciri

Entonées; considerando la expresidn (4.15), se llega a:

b b - a n l(b - aX + a + b
JFexd dx = 2= :wa[z = ] ... €417
a “ ino -

La ecuacion €4,17> es la fdrmula general de la Cuadratura de
Gauss-legendre. ¥y es mis apropiada que la expresién (4.15> para
calculos mediante maquinas computadoras. puesto que no requiere de
una transformacidn simbdlica de fix3; en lugar de ella, laos puntos
base. 2. son modificados y los factores de peso. w . son afectados
por (b-ad/2.

Las expresiones para esta cuadratura son exactas si  la funcion
a integrar es un polinomio de grado menor o igual a Zn+l, en caso
contrario, el error en que se incurre esti dado por:

2n+9 . -
En(:) = 2 Lén + 13173 - F(zmz:(() .. ¢4.18)
(2m + 3> [C2m + 2311
¥ a (-1, 21>

Si las magnitudes de las derivadas de alto orden de F(z),
disminuyen o no se incrementan sustancialmente. nientras . que “n»
crece, la Cuadratura de Gauss-Legendre serid mis precisa que atras

Cuadraturas Gzussiznas (que se describiran a continuaciénd, para
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valores aduivalentes de «ne.

: IV. 5.5 CUADRATURA DE GAUSS-LAGUERRE.

Los polinomios de Laguerre son la herramienta de :la “Cuadratura
de Gauss~Laguerre. La ecuacién de esta cuadratura ess

00

n o s
J €7 Ftz) dz = B w Flz) ces (4.19)
° im0 ¥ i T
Donde:
o ® __n : .
wo=f e L dz =] 7 cea 4,200
o © jse

i
Siendo z_‘ la i~ésima raiz de un polinomic de Laguerre de grade n+l,

.tm‘(:). Pichas raices pueden calcularse mediante la expresion:

3

t.os valares de 2 de W, paran = 1, 2, 3 y 4 (correspondientes
a las f4rmulas para Z. 3, 4 y S puntos, respectivamente) se

presentan en la Tabla 4.2%,

Las ecuaciones para esta cuadratura son exactas si la funcién a
integrar es un polinomio de gtrado menor o igual a 2n+i, en caso

contraric, el error en que se incurre estad dado por:

g = Etn+ 1432
n zn + 217

¥ e (0, @

FOENM2 ey ce. (421
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o "
-
rafces (EL) J- e F(zd)dz=x= P wo F(zt) factores <"'L b]
o =0
té 1 de dos U
o. SEs7sasn7a rmuta ;.:‘ puntaa ©.a%assIzI006
B, 444LATET L 0. 1464484094
6, 4sB77e00ca férmuta d'_;"' puntem 4. 7440000000
2. 2942808808 n 0.37A84778%&
&. 2n994n0029 a.0600898860
ts d. uatre pu
0.3227476890 rmuta 'nf- puntas G.e0x1041042
1.74576105012 - 0. 2374106024
4. 92442029069 o.088 708
<, AYNO70UL2E . 0003292947
ré de cinco pu
0. 264836408897 rmuta :-‘ puntos o, 7008404
4, 4404000598 o.a08668m0LL
1. 5064257710 0.0780424497
7.08838 L00Q%Q N 0.0086447347
12, €400008442 0. CO00RAN 700

Tabla 4.2. Ralces de polinomios de Laguerre, -!M‘(z), Y )

factores de peso para la Cuadratura de Gauss-Laguerre.

Para evaluar integrales de la forma:

@ - .
J e foo ax ... 04.22)
a

Donde el valor del limite inferior a. es arbitrario y finito. debe

realizarse un cambio lineal de variable., x = =z + a. Por lo tanto:
B e *©  _tztad
[ e feodx=[ e flz+ad d=
a
=e® [ & fcz+ad dz ...C4.23)
o

Entonces., la expresidn (4.19) se transformara en:

@ n
J & rixo ax = e™ L w, fiz+ad . C4.26)

a ieo
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IV.5.4 CURDRATURA DE GAUSS—CHEBYSHEY

La Cuadratura de -Gauss=Chebys

ortogonales de Chebysh'e'v. U
J¢4.25)

honde los n+l \{albres 7 . 'son las vralces  de polinomios de
Chebyshev de grado n+l, Tm‘<:). Por lo cual:

. = (21 + 1) D
ﬁ‘—cos[(2n+z)] ’ i=0,1, ..., n ... C4.260

En este caso. las w, son todas iquales y tienen el wvalor
m/(n+l)>. Entonces la ecuaciodn (4.25) se simplifica, quedando de la

manera siguiente:

n
o T (=
[1/ g z:] Fez) dz & == E F(z) .. .C4.27)

Las expresiones para esta cuadratura son exactas si  la funcidn
a iptegrar es un polinomio de grado menor o igual a 2n+l, en caso

contrario, el error en que se incurre estd dade por:

an (2N+a}
E = ——————— . F
"2 can v 201

Z e -1, 1

> €428

Es evidente que el mé&todo de Gauss-Chebyshev es aplicable en el
intervalo ~1 = = £ 1, para extenderlo al intervalo a < x S b, debe

realizarse un cambio de variable:

. 2¢hb - a» + a+b
I Ry
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De tal manera (iué:

Re:.scr biendo: la expres:.én anterlor y cons;derando la  funcidn
Lnam;oe de Chebyahev, wexd = YS1 -2 se

[1/ T zz] Fezd dz

‘i'FCz) = /l Tz F[:—(h—_i);_.a_—u]
La ét':ua'i:ién}<4.27> puede transformarse en:

b - a
= s

TE fxD .. .(4.29)
. “t
Donde :
i 2¢i ~ +
SRR 2, = cos L&l___}[g‘___l_l_"] .€4.30)
(b=ad+a+h ’
¥ = ~ T2 B
i=1.2, ....m

Aqul ., "m* es el NUmero de puntos a usar en la cuadratura, Y X
ralz 2y s deoun polinomio de Chebyshev de m—#simo
grado transformado para el intervalo [a, bJ.

es simplemente una
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IV.S5.5 CUADRATURA DE GAUSS—HERMITE.

‘La . Cuadratura  de. Gauss-Hermite -se basa en los. polinomios

ortogonales de: Herm_ii:e. La expresién de esta cuadratura es:

L _2 n
J g™ 00 de = L w Fix) cen(4.32)
- 30

Las %, son lag raices de un polinomio de Hermite de grado n+l. iLos

valores de z. vy de w, para n = 1, 2, 3 ¥y 4 (correspondientes a las

férmuias para 2. 3y, 4 v 5 puntos, respectivamente) se presentan en
la Tabla 4.3%,

® _ 2 n
raices (x ) I e ™ Fix) dux Dw Fin)| Ffactores (w )
i oo izo t i i

Tarmal a T
0. 7071067041 ermute d:_l“ puntes ©. 0862260255

i+

férmula de tres puntios
1.224744871¢ a2 0.29354089752
n

0., 000000000000 2.1916339006

+

férmula de cuatro puntos

% 1.65060801239 . 0.0818129354

* 0,.5246476238 0.8049140000
é a ine nto

* 1.02010828705 férmul d:_: nee puntos 0. 0199532421

+ 0.9595725646 N 0.3936199232

0. 0000000000 0. 9453087205

Tabla 4.3. Rafices de polinomios de Hermite, Hn“(x), Yy

factores de peso para la Cuadratura de Gauss—Hermite.

Como en los casos anteriores, las expresiones para esta
cuadratura son exactas si la funcidén a integrar es un polinomio  de

grado menor o igual a 2n+l, en caso contrario, el error en que se
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incurre - -estd dado por:

E = _tn+ 12¢ T Az
nOZM® (20 o+ 20

€ (—w. o)

@) eal4.33)

La subrutina GAUSSR (en lenguaje Basic), se 'int:luye en .el
diskette de consulta (GAUSSWL.BAS), y permite elegir alguna de las
Cuadraturas bGaussianas expuestas, para dar solucién a una integrail
definida.

IV.6 CALCULD LEL. POTENCIAL O PSEUDD PRESION DE LOS GASES REALES.

En 192466 Al-Hussainy y colaboradores'®’,

demostrareon gue una
integral (que en lo sucesivo denominaremos Potenctal o FPseudo
Prosion de los Gases Reales), puede usarse para calculas
ingenieriles que incarporen cambios en la viscosidad Y
compresibilidad de un gas. El potencial de gas real esta definido
comot

P
= R _ N
mio) 2J I AT dp
P"l

Donde P es la presién base. El potencial de gas real tiene las
unidades de E(lh/pg’abs)zlcpl. Para flujo lsotérmico de gas, la
viscosidad, 4, Y €l factor de compresibilidad, Z, son funcién de 1la
presién, por lo que seriAn los anicos parametros involucgrados en  la
chtencién del mi{p). Entonces. empleanda correlaciones de
propiedades fisicas del gas, la funcién m{p) se solucionara
FAcilmente. )
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Al-Hussalny y colaboradores, también indicaron que el potencial
de gas real puede usarsg,en'E; analigis‘de pruebas de aresiéan  en
pozos de gas; toadyuvando al calculo Tde  la permeabilidad "y  del

factor de dafNo, por citar algunos. conceptos.

El programa propuesto facilita la solucidn del potencial de gas
réal; a cualduiet presién y temperatura, ademis, permite almacenar
la informacién generada, an archivas para su lectuwra o escritura
continua (archivos con extensién DAT). El lenguaje de programacién
adoptado es el Basic (Quick Basic). Las Cuadraturas implementadas
en el proarama de computo son las siguientes: la del! Rectanguio, la
del Trapecio, la de Simpson. la Adaptada (QUANCE) vy Spline. E1
programa se presenta en el disco Tlexible de consulta (M(P).BAS.
ver apéndice), y el diagrama de bioques en la pagina 1466,

La ejecucisén del programa requiere de datos de temperatura del
yacimiento, gravedad especlifica del gas y presién a la que se desaa
obtener el m(p). Los resultados se despliegan de manera tabular, vy
ée cansiderari como la solucién mAs exacta la ofrecida par OUANCE
(debido a las ~bondades: que posee, consultar seccien IV.4.1),
entonces, @1 error relativo se calculard en base al resultado
arrojado por dicha subrutina.

Es oaportuno seRalar que la subrutina OQUANCS incluye uaa
modificacidn, la cual consiste en el reemplaza de la funcisn FUN
por la funcidén SEVAL (y por ende se uwsatrda 1la subrutina SFLINE),
para evaluayr, mnediante una interpolacidn, la integral en el punto
deseado; incluso en aquellas técnicas que reguieren evaluar la
integral en presiones intermedias, se emplea la funcién SEVAL para
tal +in (consultar listado del programal. El +actor de
compresibilidad del gas, 7, se calcula mediante la corvelacidn de
Hall—Yarbnrcugﬁ‘". la cual contempla gases con contenidos minimos
de impurezas (Nz, CDz y/o HzS); Yy su viscosidad, se obtiene con la

. 123
correlacién de Lee y colaboradores .
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DATOS A CONSIDERAR.
a informacién usada en  este  ejemplo es™?: temperatura del
vacimiento de 200 *F y gravedad especifica del gas igual a 0.85 (el
gas esta libre de impurezas).

Obtenga e1 potencial de gas real, m(p), a la presion de 4400
[1b/pgabsi.

DISCUSION DE RESULTADOS.

El resultado publicado en el trabajo original“‘n que implica
el uso de correlaciones graficas, es el siguiente:
M{4400) = 1107.285 % 10+& [(1b/pg abs)®/cpl
Los resultados logrados con el programa de cédmputo se exponen en la
Tabla 4.4, En ella puede apreciarse gran concordancia entre los
valores obtenidas por las cuadraturas. E1 mi:amo error relativa,
con respecto al valor del publicado original, lc presenta el método
del Trapecio, debido a 1la metodologia propia de la tecnica
{consultar seccidén IV.1); la magnitud de tal arror es:

error relative _ |1060.002 - 1107.285
mdximo 1107.265

w 100 = 4,27 %4

Se puede concluir que los resultados ofrecidos por el programa
son buenos. ademas de ser abtenidos de manera rdpida y descartando
el uso de correlaciones graficas (que en mucheos casos tienen uwuna
deficiente impresién). En la Figura 4.9 se muestra una grafica de p
vs. p/{p Z), los datos se tomaron de las bases de datos generadas
durante la ejecucidn del programa. El area bajo la curva representa
el valor de m(p) en el intervalo de presidn de O a 4400 [1b/pgzab51.
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técnica mC4400 paia) arror. relative con
[C(1lb/pg abs)/cpl |recpecte a auance [E]
Sub., QUANCS 1.060272 x 40°9 —_———
Mét. Rectdngulo 1. 060474 X 10°9 1.903992 KE-02
Mét. de Simpeon 1.060837 X 10" 9 4.200028 E-~08
récnlca SPLINE 1.060817 X 10°9 4,208823 E-08
Mdt. Trapecto 4, BGOBOZ x 10~9 2.544458 E-02

Tabla 4 .4. Resultados del cilculo del m(p).

200,000

150,000

p/(uZ) [(ib/pg’abs)/cp}
s B
g 8

RESULTADOS DEL CALCULO DEL m(p)
T=200°F y S.G.=0.85

L | L 1 1

1
0 1200 1800 2400 3000 3600 4200 4400
p [Ib/pg’abs)

Figura 4.9.
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IV.7 FROBLEMAS FROPUESTODS.

PFPIV.l. BGill vy Scher'.. medificande la férmula ﬁe Prandtl,
encontraron una expresién para la distribucién de la velecidad de
un fluido en una tuberfia de seccién circular. La velocidad
adimensional u', en la direccison x, esta dada como una funcién de
la distancia adimensional, y‘_. medida a partir de la pared interna

de la tuberfia _(ver Figura 4.10), por medio de la siguiente

ecuacidn:
Y oo <Y1 548 ¥+ o
w o= J' _.Li_éc_*_i. dy* = J‘ —_— dy*
- o 1 + Y1 + 4cd
Donde:

+ -4
C o= 0.1296 (yHZ (1 -~ e @ Y/ Y 2,2

.
d=1- e

Y

Agudt , 7 es la distancia adimenzional correspondiente al centro de
la tuberia (eje de la tuberia), y viene dada por:

Y @, es una funcion empirica de ;‘:

e Y o 60

e 22

X W. N. QILL Y M. SCHER, A MODIFICATION OF THE MOMENTUM TRANSPORT
HYPOTHESIS’, A. I. CH, E, JOURNAL, 7, PAGS, 61-63, 1961,
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El ntmero de Reynolds, N-., vy el factor de friccidn de Fanning.
f. son par&metros adimensionales que dependen de las propiedades
fisicas y velocidad del fluido, asfi como de las dimensiones v
rugosidad de la tuberfia. La férmula para el calculo del ntmero de

Reynolds, es:

_vbhp
Nea = m

o+
+ y________4 " l Y . D

R
Figura 4.10. Distribucién de la velocidad de un fluido,

Donde v es la velocidad media del fluido. D es el didmetro interno
de la tuberia, y p ¥y # son la densidad y la viscosidad del fluido,
respectivamente; todas estas wvariables en unidades compatibles.
Para tuberias circulares, no muy rugosas, donde el range del nUmero
de Reynolds wvaria de 2000 a 50000, ¥ puede representarse
adecuadamente con la ecuacidn de Blasius, o sea:

= -o. 23
f = 0.079 (N>

Realice un programa para calcular la integral
12 Foo ax .
en base a las cuadraturas de Gauss-Chebyshev y de Gauss-Laguerre,
para 'n" puntos de expansidn. Sustituya apropiadamente f{(x) y los
intervalos, [a. bl, en la expresion de la wvelocidad adimensional,
ut. Compare los resultados logrados con ambas cuadraturas, para
Ngo = 5000. 10000, 25000 y 50000, con y' =1, 2, 5, 10, 20, 50,
100, 200. 500 y 1000; usando 2, 4, 6 10 y 15 puntos de expansidn.
Grafique en papel semi-logaritmico los resultados de log v ous. o,
obtenidos paras 15 puntos y Nl_ = 50008. Compare dicha grafica con

la presentada por Gill y Scher, y redacte comentarios al respecto.
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CAPITULO V

APROXIMACION A LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

AN  cuande la mayoria de las ecuaciones diferenciales se
resuelven al aplicar tdcnicas analiticas comunes, existen casos que
representan fendmenos fisicos que no tienen solucidn analftica.
Afaortunadamente, dichos casos pueden solucionarse mediante
aproximaciones numéricas.

Por medio de ecuaciones diferenciales ordiparias puede
describirse el comportamiento de innumerables procesos fisicos,
particularmente aquellos que estan en funcidn del tiempo
(fendmenos transitorios). Por lo consiguiente. los m&todos que dan
solucidn a tales ecuaciones cobran gran importancia tanto para
ingenieros como para cientificos. E&n Ingenieria Petrolera, el
empleo de ecuaciones diferenciales parciales. se enmarca
principalmente en el 4rea de Caracterizaci®n de Yacimientos
Cconsultar seccidn I1I.1.5)> Este capitulo estid destinado a la
descripciton de las técnicas num&ricas mds usuales, para obteper la
soluci®dn de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

V.1 ECURCIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

Una ecuacidén diferencial ordinaria (EDO), de n-dsimo orden,
puede representarse de la siguiente forma:

Pl y, 22,92, 28, ., 99 -y LS.
dx dx dx dx
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La ecuacidn (5.1) es denominada de n—ésimo orden porque la maxima
derivada es de orden *n", y ordinaria puesto que aparecen
dnicamente las derivadas totales (no muestra derivadas parciales o
posee sOlc una variable independiente, x>, Una funcidn yix> que
satisfaga esta ecuaciédn, la cual debe ser cuande menos +~nv  veces
diferenciable, seri la soclucidn. Para obtener una solucidn dYnica
Cen general existen muchas funciones yd(x? que satisfacen 1la
ecuacidn (5.1)), es necesariec contar con informacidn adicional, es
decir. valores de y(x) o de sus derivadas para algunos valores
especificos de x; para una expresidn de n-8simo orden, “n"
condiciones, de esa naturaleza, son suficientes para lograr una
solucidn dYnica, y(x). Si las "n" condiciones estan referidas para
el mismo valor de x (xo. por ejemplo), entonces se +tiere una EDOD
con valores o condiciones tnictales, Cuando se involucra mas de un
valor de x, el problema se dencmina come EDDO con valores o

condiciones en ia frontera,

Una EDO de n-&simo arden puede representarse por un sistema de
one  ecuaciones de primer orden. definiéndose “p=1a nuevas
variables. Considérese la siguiente expresidn de segundo orden
Cecuaci®n de Bessel):

z
xzd—z+x51L+(x=—pz)y=D
T
dx dx
Donde p es una constante. Ahora, introduciendo una nueva wvariable,
Zz = dy/dx, la expresion de segundo orden puede reescribirse como un

par de ecuaciones de primer orden, o sea:

%--
2 dz

X —x-+xz+<x’~p’>y=0
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Como la gran mavoria de -"las . EDO ..de = alto -orden :pueden  ser
manejagas de manera analoga. se desarrollara solamente la soluciédn
nunérica de ecuaciones de primer orden: ] C

Una EDO de primer grado puede repreéenfaﬁﬁe dézmhnera simbélida,
de la siguiente manera: ’ s :

Yy’ = fix, t)

La cual tiene una familia de curvas, yit), como solucién. Si
Ffily, t) = y,. para cualguier constante C, la funcién yi{t) = € et es
la solucidn. Al elegir un valor inicial, digamos y(0), se
selecciona una curva de la ramilia. :nﬁu se observa en la Figura
S.1. El wvalor 1niecial de la variable dependiente puede ser
especificado para cualquier valor, to, de la variable
independiente.

Caomo algunas EDO no tienen solucién analitica, es usual emplear
métodos numédricos para obtener una apreximacién de la solucidn.
Fara esto, se requiere de la siguiente informacidn;

1) Una expresién que regule el etrror tolerable en la solucién.

2) Una expresidén que indique la dificultad existente para lograr
tal solucidn. Esto, normalmente, esta en Funcién del error
tolerable.

Las aproximaciones que se desarrocllaran en este capitulo,
incluyen el uso de métodos Faso a Paso (también conocidas como
métodos de Diferencias o de Variables Discretas). En estas técnicas
sa genera una serie de puntas to. ti, ti «see CcOn un intervaio o
paso, variable. o sea:

h =t -t 2 wre{5.22



que se calcula a partir de valores previamente obtenidos. Un método
de Diferencias que provee una regla para calcular Yoes? usando e
valores antecedentes Yt Ypog? cov Yoekes® es nombradoc un método
de k pasos. 5i k = 1, sera un método de Pasos Simples o Sencillos:

y si k » 1, se denominara método Multipasos,

El método de Euter es un ejemplo de mé¢todo de pasos simples, Y

el valor de Yoer 52 calcula mediante una extrapolacién lineal del

2
valor anterior, Yot Sea, por ejemplo. la siguiente EDO:

y’ = fly. )

con condicisdn inicial y(to) = Yoo La pendiente de 1la solucién puede
abtenerse para la condicidén inicial con la expresisén
y; = -F(yo, to). Por lo gque, una aproximacién de Y, = y(t‘), se
abtiene usando los primeros dos términos de la serie de Taylor,
esto es:

(AL A A ho.‘:(\"o’ B =Y, * Y

Analogamente para tz = 4t1 + h‘_. se tiene:

yit) sy, =y + hfly, t)
Y de manera general:
vyt ) =y Sy, *hFy, t)

A cada paso, la aproximaciédn de la solucidén cruza de una curva
de la familia soluci®én a otra (Figura S.2), Esta situacien provoca
erraores considerables en la solucién de algunas EDd. En el caso de
la EPD ¥’ = y (Figura 5.1), 21 método de Euler magnificaria el
error a razén de e, mientras -t. se incrementa. Este fensmeno se

conoce como inestabilidad de una ecuacidn diferencial.
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- FAMILIA DE SOLUCIONES DE y’=y

y

y{)=Cle™t)

VALOR INICIAL

—

/

il

t
Figura 5.1.

METODO DE EULER

SOLUCION DE EULER

Figura 5.2.
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FAMILIA DE SOLUCIONES DE y’= -y

y
t
Figura 5.3.
Par otro lado, si la EDD es y*> = -y, se tiene la familia de
curvas mostradas en la Figura 5.3, Para dicha ecuacién, los

errores, decrementaran a medida que -t- disminuye. Esto se denomina
estabilidad de una ecuacidn diferencial. Recapitulando, para la
ecuacidn diferencial y’ = Ay, donde A es una constante, el error en

la sclu:iéﬁ s verd afectado por el factor St

y @n tanto que «tr
aumente. Si A < 0, los errores no e magnificarian pueste gue la
ecuacisén se comportara esstablemente. Si A > 0. 15‘ ecuacidn sari
inestable. Es conveniente seMalar que una EDD estable, no
necesariamente debe ser una expresion de sencilla solucidn

auméricas.

Los errores presentes en la aproximacidn de la solucién de una
EDO, son:z
1) Ervor de redondec.
2) Error de discretizacien.



El error de redondeoc es inherente al equipo  de cémputo
Cconsultar secci®n 1.3) y desafortunadamente es  impredecible.

El error de discretizaci®n depende, exclusivamente, de. la
técnica empleada. Entonces, si  todos los calculos aritméticos
se realizaran con precisidn infinita, el %nico error presente seria
¢ste. Se le subdividide en:.

- Error de discretizacidn local.
— Error de discretizacidén global.

El error de discretizacidén local se genera en un paso, si el
valor previo es exacto y no existe error de redondeo. Para ser mis
claros. supéngase que u (t> es una funcién en wtv, definida por:

u’ = flu . td
" n

un(t") =Y.

De esta manera, un(t) es la solucidn de la EDO, determinada a
partir del valor t, y no para la condicidn inicial original, ty-
Por lo cual, el error de discretizacidn local, d.. se define como
la diferencia entre las soluciones, calculada y tedrica. para un

mismo valor t“. o sea:

d =y

e~ UGt L0 ...€¢5.3)

El error de discretizacidn global es 1la diferencia entre la
solucién calculada (ignorando el redondeo), y la soluci®n verdadera
determinada para el valor t,. Esto es:

e, =y, -yt RS

n

Para una EDO., donde f¢y, t> dependa de w»y+, el error en 1la

solucidn para cualquier punto t,. estd regido por las solucicnes
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previamente calculadas. Comg consecuencia, el error global sera mas
grande que la sumatoriz de los errores locales, si la EDO es
inestable, y serd menor que dicha sumatoria, si la ED0O es estable.
La estabilidad de wna EDO. y por lo consiguiente el efecto de los
errores local y global, esti gobernada por el signo de #f/8y. Para
ecuaciones mo lineales, 8f/8y puede alternar su signo, por le que,
la ecuacidn serid inestable en algunas reqiones y estable en otras.
Para sistemas de EDO no lineales, la situacidn es alin mds compleja.

Un concepto primordial en la evaluaciodn de la exactitud de un
método numerico, es el orden. El orden se define en términos del
error de discretizacidn local, obtenido cuande se aplica alguna
técnica a problemas con solucién sencilla. Se dice que un método es

de orden "p», si existe un nlmero "C", tal que:

pee
n

el =cCh

El mmers “C" depende de la derivada de la funcidn que define la

ecuacidn diferencial y de la longitud del intervalo sobre el cual

se obtuveo la solucidn, y serd independiente del nimeroc vy del tamafo
del paso., “n* y h_ respectivamente.

Una expresién para calcular el error total es:
=
error total = n[c h + F}
donde :
b = tr - tn
t,= punto fijo final del intervalo de evaluacién.
£ = error de redondeo.

£l error total puede minimizarse, de manera aproximada. para el
valor &ptimo de *h*, a traves de la férmula siguiente:

h k-] 3
Spt €
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Finalménte. debe indicarse que conforme ohe disminuye. el error
de discretizacidn, normalmente también disminuird, vy la solucidn
numérica comenzard a converger con respecte a la verdadera
solucidn. No obstante, cuando el wvalor de "h" es excesivamente
pequeMa, la sclucidn numérica  divergird a causa del error de
redondeo.

V.1.1 TECNICAS FARA LA SOLUCION NUMERICA DE UNA ECUACION
DIFERENCIAL ORDINARIA.

R pesar de que existen miltiples m@todos para la aproximacidn de
la solucidn de una EDD, se expondran los tres mis importantes.

V.,1.1.1 METODO DE TAYLOR.

Si y(t> es la solucidn de una EDO, su expansidn en t&rminos de
la serie de Taylor es:

02

yet + h) = yot) + hy (e + Do

vorla) + L.,

El método de Euler puede interpretarse como una aproximacién al de
Taylor (considerando sé®lo los dos primeros términos de la
expansién) ., Si +y tiene derivadas de alto orden, una 1i#cnica de
orden “p, estarid dada por:

2
= . ho,.- h e
Yaer = Yo T hyl + 59v07 F ompy, Y £ L. (5.5
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El primer iérminc en despreciarse provee una estimacidn del error
local de discretizacidn y puede usarse para seleccionar el tamafio
del pasc (intervalo). Las derivadas y'(x>, y° (x>, etcédtera, pueden
expresarse en términos de las derivadas parciales de la funcién,
f. Si se hace esto. debe distinguirse la funcidn fCy, ) con dos
variables independientes, de la funcidn fly(t>, t), gque posee sdlo
uma variable independiente, obtemida al sustituir la solucidn wyw
en f. Iniciando con:

yiCtY = FCycty,s 1
se pueden diFerenciarrambos lados con respecto a "t", resultando:

y' = F, Y+ F S F Ff

entonces, para la tercera diferencial:

ree o 2 2 -
y Fyy £ 4 Fy F + FF+ 2F F + F
El proceso anterior es demnominzdo diferenciacién total. Por
ejemplo, si f(x, t) = yz + %, se tendra:

y' y’ + £

Yo 2y' + Zytz + 2t
pl = 6yt + Byt + 4yt + 2t v 2

n

n

Nétese que atin cuando la funcidn f es un polinomio de dos
variables. sus derivadas totales se tornan mis complicadas conforme
incrementa el orden. En la practica, este método tieme una
aplicacién muy limitada.
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V.1.1.2 METODO .DE RUNGE-KUTTA.

Esta técnica estaA diceflada para requerir solamente la evaluacion

»de la primera derivada. lo cual representa una ventaja sobre el

método de Taylor. La aproximacidn se logra evaluando varias veces

la funcién fCy, t). La expresién del m#todo de Runge—Kutta de 4+
_arden, es: -

- 1
Veor = Vo F B (Kg + 2k + 2k, + kgd ...¢5.63

donde:

~

kg = bfly, . t

n
= i [}
k‘ = hF[yn + 5 ku‘ tn + 2]
- 1 h
ke = hefv, + Bk, + 5]

k, = hfdy + kz, tn + h>

DPebe resaltarse que en cada pase de cileculo, se realizan cuatro
evaluaciones de la funci®n f{y. t). El m&todo de Runge-Kutta es una

extensidn de la cuadratura de Simpson para EDO, esto es:

oo FCED gt = Pn FCL_ > + 4F —-——t" * o + FCt )
Jl : ) n [ 2 neg
n

$i fly, ty» es funcidn exclusiva de +t*, ambas técnicas serin

equivalentes.
Como en las técnicas de Runga-Kutta no es factible obtener el

error local de discretizacidn, se imposibilita la seleccién del
tamafto del intervalo, sin embargo. son facilmente programables vy
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numéricamente estables para casi toda EDO. ademis, puede iniciarse
por st mismo, puesto que sblo necesita una solucidn inicial Yo+
‘para calcular vy

et En cualquier momento del calculo de la

aproximacién, el tamaffo del intervalo h“ es susceptible de
modificarse (la subrutina RKF45, descrita en la seccién U.2.5,
incluye una moderna modificacidn que permite el control del tamaflo

h 2.
n

V.1.1.3 METODO MULTIPASOS.

En los métodos previamente expuestos, y . se calcula a partir
de una funcién que depende de Yoo tn v hn. Es coherente pensar que
empleando los valores de y .. Y .. e Y fiee Fraa e
donde f, = f(y . .0, la aproximacién obtenida serfa mis exacta.
Los mé&todos Multipasos se basan en esta premisa y son  sumamente
efectivos. Para soluciones con gran exactitud. requieren menor

cantidad de calculos que las técnicas de Un-paso.

La férmula general del mé&todo Multipasos (k-pasos? Lineal, es la
siguiente:

k k
Yes =L A Vet + hE n{. fnu-t <0 (5.7
ino i=zo
donde "k" es un numero entero, y tanto e  como ﬂ‘ son distintos de
cero. {a técnica se denomina lineal pues cada fL se comporta
linealmente, aunque, f puede no ser una funcidn lineal de sus
argumentos.

Una vez que el métode ha iniciado, cada paso subsecuente
requiere del ciklcula de Yeea? 3 partir de los valores. previamente
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. . . » N ‘ : .
obtenidos o cano:’x‘dosr-._ Yot . Yn.’s‘ EERC TN SRUE I Fn-t’,
Fh*’i. Si no =@, la’técnica se denomina explicita. Cuando ﬁo ®.0
la técnica sera tmplicita, ya que debe calcularse F"“ para obtener

Y,

nee”

Un método Multipasos - Predictor-Corrector, emplea  una técnica
enplicita (predictor’, seguida por una o mis aplicaciones de una
fmplicita (cortrector). El método de Adams de 4° orden es un buen
ejemplo de esta técnica, sus ecuaciones sont

ecuacidn predictLora

= h__(s5¢ - - A
Y Yot 24(5.4\‘“ Sqfh_‘ + 37F“_z ‘?Fn_s) .. (5.8)

ecuacidn correctora

Y,

- h - :
ot T Ve T TAFE L v 19F - S+ ) )

+1 - n-2

El algoritmo para el método Predictor—-Corrector es comos sigues

1) Use la ecuacién predictora para calcular Y;Zﬂ caomo una

apraximacidn inicial de Yrea® Considere i = O.

2) Obténgase y evaltese la derivada de la funcidn, o sea:

oy [$8]
£ = £ .
n+s £ yn’t' tn'l } (Lo
3) Caleule una mejor aprodimacisn Vet usando 1la ecuacidn
—ti
carrectora, para f = &Y
: ety iy nti nra 3 :
4) Si lnw‘ - yn‘tl 7 tolerancia. incremente. i+ en una unidad
- ¢cleny
y rvegrese al punto 2; en otro caso. Yres Yoor ¢ Y el

problema se da por resuelto.

En este algoritmo se ejecutan tres procesos independigntes: el
paso predictor (1), denominado P; el paso evaluador (2), llamado Ej
y el paso corrector (3) o paso C. El1 4° paso puede sustituirse por
un ciclo de »m+ itevraciones correctoras. E1 esquema raesultante se
expresa en forma compacta de la siguiente forma:

P ED™

Por lo que si se consideran la estabilidad y el error de



discrekizacis el método >Prediétor—cckrectnr de’: " Adams, - mas
‘sensible: serd'®: : : SER RN
. L CUFERE LTt

V.1.1.4 PROBLEMA CON- VALORES EN LA FRONTERA.

Hasta aqui se han expuesto EDO con valores iniciales., en las
cuales la variable dependiente estd disponible para algan wvalor de
la variable independiente, t. En otasitnes es necesario resolver
EDD. suijetas a los valores de la variable dependiente, obtenidaos
para diferentes valores de »t«. Un problema de esa naturaleca es
conocido como problema con ualores en la frontera. Las técnicas
para dar soluciédn a estos problemas son totalmente disimbolas de
aguellas para problemas con valor inicial.

A continuacidén se expondra un método para reducir un problema
con valores en la frontera a una secuencia de problemas con valor
inicial. Supéngase el sistema de EDD mostrado enseguida:s

y' = fly,t)

donde:

Sujeto a las condiciones y;(O) =ay yz(b) =3, b = 0.

Para solucionar tal sistema, se sugiere el siguiente método
iterativa:

1) Elija un valor § que aproxime el valor de yz(O).
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2). Resuelva el problema de valor inicial:

‘a - -~ a
y' = fly,. &, y(O)= ’
4

T 3)Y8i |;%(b)— ﬁ[ = tolerancia. entonces yi{t) = ;(t); de otra farma
ajuste £ v retorne al paso 2.

Come informacién adicional, se comentara que e1 valor de §. esta
intimamente relacionado con el concepto de regidn de convergencia.
del método de Newkon-Rhapson  para sistemas de ecuaciones no
lineales.

V.1.1.5 SUBRUTIMNA RKF43.

RKF49 es una subrutina, basada en la técnica de FRunga—Kutta.
para resolver wuna EDOD con condiciones iniciales. Se requiere
evaluar la funcidén involucrada en seis ocasiones por cada paso de

cadlculo (para esto debe adicioparse un subproarama 2 modo de

funcidn). Cuatiro de esos valores funciocnales se combinan con un
(¥

juego de coeficientes (propuestos por E. Fehlberg Y. para generar
un método de 4° orden., ¥ uno de Se orden se desarrolla al conmjugar
los seis valores funcionales con otro grupo de coeficientes. La
comparacién entre ambas cantidades proporciona una aproximacidn del
error, valor con el cual se logra el control del tamafo del
intervalo o paso, hn. Como ya se indicod, las férmulas usadas por
RKF45 necesitan seis valores de la funcidn involucrada por paso, k
a kz. Ellaos estan definidos por:
i-a1 -

k= h -F[y“ *;{:’,ﬂ“kﬁ €+ "Lh..] i T he By owaes b6 aea(5.10)
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Nuevo - va Aen s
de las 6 cantidades k . es decir:

El nuevo:valor.y se abtiene Usando una combinacidn ponderada

-
Vs T Y, +l}_:‘yL K, .. (5.11)

Existen 27 coeficientes en total, 6 para a 15 para ﬁ'_ y 6 para

e
7,. La determinacion de dichos coeficientes se logra al expandirse
"“todas las k, en series de Taylor, las expansiones se sustituyen en

la formula para y, y el resultado se comparar con la serie de

net
Taylor para la solucidn real (definida en la seccién V.15,
unttn.‘L Fehlberg también encontro un juego de coeficientes r:.

que combinados con 4 de los 6 valores de kL‘ producen una cantidad
-
Y

net ’
es:

la cual brinda mayor precisidn a la técnica de 4¢ orden. Esto

- s -
Vo = ¥o +E7L K, .. .(5.12)
img

RKF45 no calcula y:“, en su lugar-, calcula una estimacién del
error., z‘:‘qq - r:) ki. la que sirve para regqular el tamaflo del
paso, hn‘

Como corolario, se dird que RKF45 es la implementacidén , de
propé®sito general, mis efectiva del m@todo de Runga-Kutta, ademis,
es ficil de entender y usar. Por si esto fuera poco, para demandas
modestas de precisidn (error de discretizaciédn local menor de 107"
& 10™%), RKF45 es tan eficiente como la mas sofisticada técnica de
Adams. En el disketite® de consulta se presenta, codificada en
lenguaje Basic, la subrutina RKF45 asi como un programa fuente para
su utilizacion (RKF45.BAS., revisar ap®ndice? .
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V.2 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES.

Dentro. del conjunte de las ecuaciones diferenciales parciales
{(EDP), las de 2* orden y forma parabdlica revisten mayor interés
para el Ingeniero Fetrolero.

Las EDF de 2* orden. se clasifican como de tipo eliptico,
hiperb&lico o parabdlico. Tal clasificacidn es posible si  la
ecuacion puede reducirse, mediante transformaciones de las
variables independientes, a la forma mostrada a continuacién:

- a“u - au
E A— "+ L B — +Cu+D=20 cee (S5.13)
izg G:L" t=g ax‘

Los coeficientes Ai.' evaluadas en el punto (x*, xz, xn).
pueden ser -1, 1 &6 0. ta wvariahle dependiente es wvue vy .la

independiente es X. Los tipos principales de EDP, son:

1) Si todas las Ai# QO y tienen el mismo signa, la EDP es eliptica.

2) Si todas las A,‘# O y tienen, a excepcidn de una, el mismo
signo, la EDP es hiperbs&lica.

3} 8i alguna A‘= o (Ak, por ejemplo), y las restantes A‘ son
distintas de cero y con igual signo, y si ademas, el
coefitciente Bk de au/axk es diferente de cero, la EDP as

parabdlica.

Como los coeficientes A‘,', Bi.‘ C y D son funcién de las variabnles
independientes Hos “z' anesy xn. la clasificaciéan de una EDP puade
variar de acuerdo al punto en particular, gue esté siendo
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considerado. em el espacio (x‘. Ny s e x">l Es . muy. comdn, que unx
de las variables independientes. sea el .tiempo.,  t. -y que las
restantes sean coordenadas de distancia. x,: 7y 0y iz Enseguida
se desarrallord el método de Diferencias Fif;yit‘asr, :‘qrue : es - el mas

“socorridor para dar solucién a una EDP.

V.271 METODO DE DIFERENCIAS FINITRS.

La idea basica de cualquier método de aproximacién. consiste en
reemplazar el problema origimal por otro que sea mas facil de
resolver, y cuya solucidn se aproxime a la del problema original.

£l Método de Diferencias Finitas (MDF), tiene como principic
fundamental el sustituir las derivadas parciales. que intervienen
en la EDP de un problema en particular, por su  aproximacién en
Diferencias Finitas. Concicerese la siguiente ecuacidn:

ay s Au _ Au

Bx ~ axwo Bx T Ex o514

En sy aproximaci®dn, el wvalor asignado a Ax dependerd de cada
problema. El MDF ejemplificado anteriormente, permite +transformar
un prablema de Calculo Diferencial en uno algebraico que serid mis
facil de solucionar.

El pilar funcdamental en el desarrollo del MDF lo constituye la
serie de Taylor. La expansién de f(x) en términcs de tal serie. con
respecto al punto “x+ y con incremenlos positivos, puede expresarse

como;
t 4 2 n n
Fox + axy = fexo + A SL 80 d 0, o, A d T L. (5,158
dx 21 dx n! dx
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Y con incrementos negatives, se convierte en:

k3 2 n n "
Fex + ax) = FCx> - ax S8 LA dE 0, Axi df ...<5.18)
dx 2¢ dx n? dx

Empleando las dos expansiones desarrolladas., pueden. derivarse
aproximaciones en Diferencias Finitas para la primera 'y =segunda
derivadas de f(x>. Al despejar df/dx de la ecuacidn <¢5.15), se
obtiene:

df _ fox + axx - foo 1 [ax® afr L A" dlF (5.17>
dx ax A% lar ax® 7 nt odx” e

Asumi#ndose que Ax es pequeffo, los t@rminos dentro del paréntesis
pueden despreciarse (tienen valores minimos), ademds, si se denotan
con 8(x>, la ecuacidn (5.17) se transforma en:

df _ fex + Bx) - £Cx)>

+ acaA .
ax r CAxD .. .€5.18>

El término @(Ax) se lee como ~de orden Ax», pues precisamente Ax es
la parte principal del primer t9rmino. es decir, el mis
significative <el de mayor valor), de entre todos los gque conforman
la serie que lo define,

En conclusién, al sustituir la derivada de la funcidn f(x> por
(Fix+Ax) — f<xJ)/Ax, se cometerd un error de truncamiento del orden

Ax, 8CAx).

Otra aproximacidn de df/dx, se obtiene a partir de 1la ecuacién
(5.16), esto es:

d—i— = -&()—_—fT;l;m con un orror do ordan otaw ... €5.19)
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Uné,tarEefa"éﬁfoximéciéﬁ.iéqn érror “detruncamiento menor’,” pusde”
ser’ formulada -al restar de’la exp}esian €5.153 1a7¢5.16), o sea:

af: J . fCx 4+ Ax) - flx - Ax)
dx 28x

+ accaxd®y .. €5.20)

Estas tres aproximaciones se conocen como  Diferencias  hacia
" Adelante, Diferencias hacia Atras Yy Diferencias Centrales.
respectivamente,

Por otro lado, si se suman las expresiones (5.15> y (5.16>. se

obtendra una aproximacién para la segunda derivada:

d f _ flx + Ax) - 2FCx> + F(x + 8x)

2 + @caxd®)y ...¢5.21)
CAx)D

En caso de derivadas parciales, la aproximacidn puede obtenerse
directamente de las ecuaciones (5.18), (5.19)>, ¢5.20) y (5.21): por
ejemplo, para la sequnda derivada parcial, se tiene:

x

O F _ FOx k Axd - FFCXD 4 FUx * AX) | gocaxd®s . ..(5.22)
2 2

ax CAx>

Realizando un procediento similar, pueden aproximarse derivadas de
mayor grado.

V.2.1.1 ESQUEMA EXPLTCITO.

Hasta esta parte puede concluirse que el MDF facilita 1la
- solucién numerica de ecuaciones diferenciales. revisemos ahora. la

metodologla de su aplicacidn. Supdngase la siquiente EDP con sus
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respectivas condiciones iniciales y .de frontera:

Zp =% ...(5.23>
x at
sgg‘ :; f g } condlalonan da frontera
=0 cendieldn intalal

; pCx, 0>

El - problema consiste en calcular la presidn a cualquier
distancia, x, y tiempo, t., de interés. Sustituyendo las derivadas
paréialés por sus respectivas diferencias finitas, se tendri:

ph - zpr\ + p’\ pl\‘l - pf\
A E I ecad™> = L+ At L. (5.24)
CAx) At

Ndtese que f(x+Ax) se sustituy®, para manejo de nomenclatura..
por p,, donde los subfndices mamejan distancia y los superindices
tiempo. El superindice "n" representa el tiempo actual y el *n+l"
el tiempo al cual se predice la presién. Si los términos G(CAx)z)
y 8(at> se desprecian, la aproximacidn de la EDP se reduce a:

™ - 2 n + n N+l - n
Prags = 2P ¥ Py _ Py Py .. .€56.25)

cax)® At

V.2.1.2 ERRORES DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD EN EL ESQUEMR
EXPLICITO.

El error en la aproximacidn numérica puede definirse como 1la
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0 sea:

" diferencia entre la solucién exacta. PT. vy la calculada, Q.

n

el = PY - ap : . ..(5.26)

n
L i
Con 1a finalidad de cuantificar la magnitud de tal error y de
definir los errores de convergencia. manipularemos algebraicamente
algunas de las expresiones anteriores. Restando la ecuacidn (5,25
de la €5$.24), se obtiene:

e - e e, - 2el + e
13 Lo LI eccan® + catd)
at CAx>

Haciendo r = At/cax> y despejando a erﬂ:

e:“ = re’ . 4+ (1 - 2r )e: + ref

2 2
s eg T ECALDT 4 ATCARDT)

Ahora, asignando valores absolutos en ambos miembros de la
expresién anterior y considerando que *“r* estid definida en el
intervalo [0, 1/21, se tiene que: o

L

le? N

| = r]e:HI + @ - 2r)|e:| +orlel |+

+ cCcat>® & Atcaxd®) .. .05.27)

Donde el elemento cC(At>® + AtCAx>*> resulta de la definicién
siguiente: Un térmirc R se denomina de orden ax>™ o 8", si
existe una constanie, ¢, positiva e independiente de Ax, tal que
A < cAxO™. Si esto se cumple, tanto (ax>" como A tenderan a cero,
al menos con la misma velocidad.

Por otro lado, el maximo error al tiempo "n" puede estimarse con
la sciguiente expresidn:

le™| = max |el|. i=0,1, ....n



Entonces, tomando en cuenta el mAximo error, la ecuacidén (5.27) se
reduce a: " X . - )

[e™] = max e[ + cccatd® + atcaxd® .. .C5.28>
Reduciendo un pasoc en el ‘tiempo, -la- desigualdad anterior puede
transformarse en:

n=i

1e™] = max Je™™*| + cccatd® + Atcaxd™

Misma que al sustituirse en la expresién (5.28), resulta:

nt

l e -1

| s [&™* + zeccatd® + atcad®

Continuando con reducciones sucesivas en el tiempo, se llega a:

net

1e™] < 1e°] + meccat>® + atcad®
Adem4s, como ¢° = 0, por las condiciones iniciales y de frontera,

el miximo error al tiempo “n+l*, queda definido par la relacidn:
[e™*] € meeat)® + atcaxd® .. (5.29)

Se dice que un esquema en diferenecias finitas es convergente,
si en un punto (x, 1) se cumple que:

im (Pl.j - 0"") =0 ...¢5.30
ax+0
at 4o

Con base en la expresidn (5.29) y en la definicién (5.30), se
concluye que el esquema explicito es convergente si r £ 1/2, es
decir, Ax>* > 2At. En otras palabras, si se restringe el cociente
At/CAx)*® a valores mencres de 1/2, la presion prondtiscada poseerd
un grado de exactitud aceptable.
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Otro punto relevante en la aplicacién del MDF, lo constituye el
error de estabilidad. Un sistema es inestable si el error aumenta
confarme se incrementa el tiempo; esto, en notacidn algebraica, es:

ne+d

2.—“-.. S1 =» siatama estable

... €5.310

= >1 = aistama ineatalle

Recapitulando, la ecuaci®n (5.25) es un desarrollo explicito. en
diferencias finitas., de 1la expresién (5.23), condicionalmente
convergente y estable, para valores de At/(A)()2 < 1/2. E1 esquemna
se denomina explicito, ya que es posible el despeje de la dnica
incognita (pt“). esto es:

ax>*

i=21,2, ....n

neg At n - n n n
P, = [p‘_M ZPL + pL-s] + Py ...€5.32)

Para emplear la ecuacién (5,32 en un caso priactico, es
necesario contemplar las restricciones establecidas para Ax y At.
Por ejemplo, puede ser conveniente elegir incrementos pequefos en
el espacio. s=in embargo, ello conlleva a la utilizacidn de
incrementos en el tiempo mas pequelos adn, con el consecuente
incremento del tiempo de cOmputo; y esto no es deseable, sobre todo
cuande el equipo electrénico usado es rentado o "prestado-.

V.2.1.3 ESQUEMR IMPLICITO,

Si en la ecuacidn (5.23) la derivada espacial (2x) es sustituida
por diferencias finitas al tiempo »n+l", y no al tiempo »nv como en
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el desarrollo explicito, y la derivada temporal (&t> es wutilizada

con un incremento hacia atrds, relativoe al tiempo “n+l", se realiza
un desarrollo implicito. Analiticamente se tiene: ‘

pl‘\#l - 2ph01 pl‘N'l pﬂ‘l - pl’\
ten Pty eccad®y = Lty Bat) .. .(5.3)
Cax) At

El término tmplicito, surge a ralz de que en este esquema no es
posible despejar (explicitar) las incégnitas. Rgrupando elementos y
haciendo r = At/(Ax)’, la ecuacidn (5.33) queda como sigué:

ned n+s

4 n
Pra = 2 + /edpl 4 piiy = ~(1/rp] ...(5.34)

i=1,2, ....nNn

La expresidn (5.34) representa un sistema tridiagonal de »n»
ecuaciones. Si a = 2 + (1/r)>, el citado sistema, en forma
matricial., es:

n n+L "
-a 2 N q A
1 -a 1 : q q

1 -a 1 * 2

: : ) )
. N r

E ' i —'a 1 -t pes
o . . 1 - d, q,

Obsérvese que en la derivacidn de este sistema se consideran las
siguientes condiciones de frontera:

— - no_ n -
Po T Prys = Pg T Ppu™ 0
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V.2.1.4 ERRORES DE CONVERGENCIA Y ESTABILIDAD EN EL .l ESQUEMA
IMPLICITO. LT T :

El error miaximo de este esquema
siguiente expresién:

- 1
T I ¥ rl2 - cosCAx(nn/L37]

donde ¢n» es el ntmero de celdas y L es la  longitud total en
estudio, ademds, lel £ 1 para todo valor de “rv, lo cual asegura la
estabilidad del Esquema Implicito.

En base al Teorema de Equivalencia de Lax <-Dado un problema de
valor inicisal propiamente definido, y dada su  aproximacién por
diferencias finitas. estabilidad es la corndicién necesaria vy
sufuciente para la convergencia“), este esquema es convergente. Por
lo tanto, el Esquema Implicito, representado per 1la ecuacidn
(5.34>, es incondicionalmente estable y convergente, vya que el
error de aproximacién no depende de Ax y/o de At.

V.2.1.5 ESQUEMAS PONDERADOS.

Un esquema de solucidén mAs general se obtiene al considerar
familias de diferencias finitas a través de promedios ponderados.
El esquema en diferencias finitas de la EDP (5.23), puede
expresarse como:

z ned . Z ™ ned n
=2 xp, + {1 - 8)s %Py P TR

caxd® at
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donde:

»

n_ o _on )
O xpl =P, -2, v AL, ...(5.37)

En la ecuacidn ¢5.36>, el error es del orden de 8(Ax> +at>%>.
Debe observarse que el esquema es explicito si @ = 0 'y +totalmente
implfcite si 8 = 1.

VU.2.1.6 ERRORES DE CONUERGENCIA Y ESTRBILIDAD . EN EL ESQUEMA
PONDERADO . :

El esquema ponderado os condicionalmente estable y convergente

de acuerdo con: !

rs Efi'é‘ﬁay nses1/2 . .. .(5.38)

e incendicionalmente estable Yy convergenté para valores
dentro del rango 1/2 £ 8 £ 1. En la pracilica, los valores de & mas
empleados son 0, /2 y 1. En el caso particular de que 8 = 1/2, el
esquema implicito incondicional conformado es denominade como
Esquema de Crank-~Nicolson.

En resumen, con los esquemas implicitos se logra mejorar las
condiciones de estabilidad, al introducir sistemas
incondicionales. y obtener mayor exactitud al disminuir el orden
del error.
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V.2.,1.7 TIPOS DE CONDICIONES DE FRONTERA.

Cuando las condiciones de frontera son constantes, como en el
caso estudiado, la EDF se clasifica como de tipo Dirtichlet o de
primera clase. §i tales condiciones estan dadas en términos de
derivadas parciales de la funcién incégnita, ‘'la EDP se  clasifica
como de tipo Newnann o de segunda clase. La combinacién de estas
condiciones de frontera genera una tercera clasificacidn, las EDP
de tipo Robin o de tercera clase.

V.2.1.8 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES EN DOS DIMENSIONES.

El desarrolloc de la aproximacién de una EDF en dos dimensiones,
se discute ampliamente en el capitulo 1II, seccidn I1.1.5, ~Solucién
al praoblema de fluje bidireccional, monofaAsico., transitorioc, a
través de medios porosose.

V.3 EJERCICIOS RESUELTOS.

PV—1. La funcion error estid definida por 1la integral mostrada

enseguida: *

2 -t

r

a
Per-a también puede expresarse como la solucidn de una ecuacidn
N . 1)
diferencial,

erfix) = dt

esto es:

y*x) =

cuya condicidn inicial es y(0) = 0O,

178



Realice .un programa de céomputo que empleando la subrutina RKF4TG,

- desplieque-una tabla de erf(x) para x = 0.0, 0.1, 0.2, ..., o. P

>1.0. Compare sus resultados con los obtenidos en el capl.t'ulcn I
(seccidn 1.5, problema resusito PI-1).

‘solucidn:

El pragrama elaborado se presenta en el disco flexible de
consulta (RKF45.BAS, subdirectorio CAFS. revisar el apéndice).
Algunos resultados se consignan en la Tabla S.1. Se observa gue
presentan un error relativo maximo del 34 %, con respecto a los
valores tabulados de erf{u). El tiempo total de ejecucién del
programa fue de (.16 segundos.

erfix)
x ~ e
aubrutina serie de artificio valores
RKF45 Taylor roraythe tabulados
o.o| a0 0.0 ©.0 ©.0
0.5]| 0.56418%6 0.5205002 0. 5204999 ©. 6915
1.0) 2,1283790 O.,0426992 Q. 8427007 0.0418

Tabia 5.1. Resultados del cilculo de erfix) mediante RKF45.

V.4 PROBLEMAS PROFPUESTOS.

PPV~1. M. Muskat desarrclld un procedimiento para predecir el
comportamiento de vacimientos homogéneos, con distribucisan uniforme
de presién, sin entrada de agua v sin segregacidn gravitacional de
fluidos. La ecuacidn de dicho método es diferencial ardinaria - de
primer grado, y expresa la variacidén de la saturacién de aceite a

199



oo . -
cualguier:presisn i

e Pt :
S0 - S -(¥p + (kg/kol¥p) — ZpSg
Lo-ap R 1+ (kg/ko) (po/pg)

Donde:

Bg dfis
Eo ap

= do _1 dBo
YP = g o dp

20 = L 9Bg

Bg dp

Elabore um programa de cémputo gue empleando RKF45 dé solucidn

estas ecuaciones.

S DE COMPORTAMIENTO
CALM., 1987,

zm
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CAPITULO VI

TECNICAS AVANZADAS DE PROGRAMACION APLICABLES AL AMBITO PETROLERO

El objetive de este capiltulo. es proporcionar algunos conceptos
de uso cotidiano en la programacién de computadoras personales
dentro de la Industria Fetrolera.

En la primera parte se presentan los prugraﬁas de cdmputo SIMPP
y REGRESML, gue son ttiles en la simulacién del comportamiento de
presidn en pruebas de decremento y en el analisis de regresidn
lineal, respectivamente.

El examen minucioso de estos programas permitirA  obtener un
conocimiento de las técnicas basicas para el manejo de «mends
interactivos:, ayudas de uso de programa, graficacién en pantalla,
métodos estadisticos, y otros tépicos de interés, tales como _é]
empleo de una antitransformada del plano de Laplace al plano Real
para resolver ecuaciones diferenciales parciales (pragrama SIMPP).

FPosteriormente, se hace una breve exposicién de las ventajas,
metodologla de construccidn. uso y mantenimiento de programas de
biblioteca de Quick Basic: se hace enfisis en este lenguaje por su
utilizacion generalizada en la UNAM, FEMEX e IMP. Ademds, Sse
incluyen conceptos asoriados con el ~disefio dptimo de programas de
computor, los cuales se censideran de gram utilidad para el

desarrollo adecuado de programas computacianales.
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VI.1l PROGRAMAS REGRESML Y SIMPP.

E} programa REGRESML contiene un modele de regresidn maltiple.
que apoyado en técnicas de 4&lgebra matricial, permite realizar
ajustes de ecuaciones a conjuntos de dateos wusando el método de
Minimos Cuadrados, ademds, mediante procedimientos estadisticos se
puede evaluar la bondad de dicho ajuste.

Frecuentemente, en el Area de Ingenierfa Petrolera se presentan
problemas en los cuales dos o mds variables estin relaciocnadas y es
necesario investigar la relacién matématica gque las une. REGRESML
calcula los coeficientes del modelo de regresién propuestoc por el
usuario a un conjunto de datos, tambidn efectda cAlculos
estadisticos que incluyen anklisis de varianza. Es posible realizar
graficas de las estadisticas de regresi®n para analizar en forma
rdpida el ajuste del modelo matemdtico al conjunto de datos.

Antes de predecir a partir de wun modelo de regresidn mdltiple,
es necesario temer la certeza de gue los pardmetros calculados para
el modelo sean estadisticamente significatives. Un pardmetro no
significativo debe suponerse igual a cero y eliminarse. Pueden
emplearse varias pruebas estadisticas si los errores estan
normalmente distribufdos. tales como la "F de Fisher® o la "t de
Students (las cuales estdn programadas en REGRESML). Es decir. no
se busca @Gnicamente una funcidn matématica que nos diga de.
qué manera estdn relacionadas las variables, sino que se desea
saber con qué precisidn se puede predecir el valor de la variable
dependiente en funcidén de variables independientes conocidas. Las
técnicas utilizadas para lograr este objetivo se conocen como
Hédtodos de Correlacidn.

Los métodos de reqgresién se usan para determinar la mejor
relacion funcional entre las variables. mientras que los m@todos de

1)
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correlaciédn se utilizan para medir el grado de asociacion de las

distintas variables,

REGRESML presenta un anbiente conversacional, y oOfrece: ayudas
que pueden invocarse cop la tecla F1l, resultados en forma de tablas
y graficas {(en pantalla), y maneja la ejecucidén del programa
mediante opciones que se despliegan en farma de mends., E1 anAlisis
detzallado de este progrema facilita la seleccion de procedimientos
que posteriormente puedan ser utilizados como subrutinas en otros
provectos.

En lo referente al programa SIMFP, éste constituye un simulador
de presidn que permite calcular pruebas de decrements en base a
informacién ae las caracteristicas de la formacién productora, del
Fluido producido v del tipo de terminaciéen del poza. EI1  programa
utiliza el algoritmo de Sthefest para realizar la antitransformada
de Laplace (del plano de laplace al Real), de 1la solucidn de 1la
acuacidén diferancial gue caracteriza el flujo radial laminar, an un

yvacimiento homogéneo e isétraopo. de espesor constante, conteniendo

un  fluido ligeramente compresible, con flujo isotérmico,
considerando el etecto de almacemiento de pozo y el factor de dafio,
esto es®?';
K /B + v K Vo>
o} -
ofve 0'\1(1/5') + tp{i’la(‘r,p—)l + svp K‘(ﬁ)}

Donde:

L. = Transformada de Laplace de un argumento.

Pup™ Caida de presion adimensianal.

K.n = Funcion Bessel modificada de segunda clase.

k; = Funzi1édn Bessel modificada de primers clase.

s = Factor de dafio.

p = Varianle de la transformada de Laplace.

T = Coeficiente adimensional de almacenamiento del puzo.



Las técnicas para realirzar antitransformadas de Laplace se usan
con mucha frecuencia debido & gue es mucho mAs facil obtener 1las
soluciones de Ecuacionas Diferenciales en el plano de Laplace. vy
ademas, a que no siempre se tienen soluciones manejables
computacipnalmente en el plano Real; en €1 caso de 1la solucién
programada en SIMFF se reguiere menos de un minuto para obtener la
simulacién de una prueba con 30 puntos, perc se emplea mas de media
hora para lograr =21 mismo objetivo si se utiliza la solucién en el
plano Real, puesto que estan involucradas integrales definidas
numéricamente (de dificil evaluaciém.

A partir del uso de SIMPFP es posible dizelar eficientemente
prugbas de decremento de presién, a fin de lograr 21 mayor provecho
en la caracterizacisn del vacimiento. En el articulo «Disefio de

. 20
Pruebas de Incremento de F'r'esxén"z‘_.

se presentan ejemplos
de aplicacidn de este tipo de simuladores a casos practicos de

campo, por lo cual se recomienda su lectura.

Lta técnica de Sthefest. de acuerdo con publicaciones
especializadas, ha tenido ¢xito al usarse en el Area de pruebas de
presién en yacimientos. pero es importante mencionar que esta
metodologia no siempre reporta  buenos resultados con  tadas las
ecuaciones diferenciales, en cuyo caso deberan utilizarse técnicas
alternas.

Los diagramas de flujo simplificados de los pragramas REGRESML y
SIMFP, se incluyen en las piAginas Z05 y 206, y los programas fuente
puedan encontrarse en el diskette de consulta. REGRESML reqguiere
para su correcto funcionamientc de un equipo de cémputo con monitor
EGA/VEA vy 640 Kb de memoria RAM.
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'VI.Z'CDNSTRUECIDN ¥ QSG DE FROGRAMAS DE ZIGLIOTECA EN GUICK BASIC.

Generalmentza. en cualouier lenguaje de programacion pueden
construirse v/o utilizarse programas de biblioteca  que contienen

subrutinas probadas y aue eiecutan algoritmos de uso frecusnte.

Actualmente, a nivel internacianal. es posivie adguirir
programas de bibdlioteca gue shorran al programador—analista uwna
cantidad considerable ce tismpo en la Tterminacidn de un proyecto de

CAMPUTO.

Una ventaja adicional dzl uso de programas de Oidlioteca. se
presenta en €l caso de tsner problemas con  algan programa  en
desarrollo o mantenimiento. puesto que s¢lo sera necesario analizar
al cédigo de aste Ultimo sin eonsiderar las rutinas  inclwt das en
los programas de bibltoteca, 1o cual reduce significativamenta el

Droceso de correctidn.

Por otro lado. €1 manelo de srogramas de biblioteca nace posibla
la utilizacidn de subrutinas creadas en diferentes escenarios de
programacién tales como FORTRAN, ASSEMBLER. C, etcetera.

La construccidn de programas de bidlicteca s bastante simple;
el orimer paso es liger todas las subrucinas, que can  anterioridad
fueron compiladas. para oroducir archivos con extensién (0BJ). A

cagntinuacion se presenta un ejemplao:

LINK /0 SUBR1.0BJ SUBRZ.0BJ SUBRS.ORJ.MILIB.QLE, BOLBAS.L.IBg
£l programa de biblioteca wcue se genera al ejecutar este comando se
liama MILIB.GLS v contiene 1as subrutimas SUBRRL.JBRJ, SUBRZ.0BT v

SUBRS.0BJ, v adicionalmente las de BOLB4S.LIB que incluyen
funciones basicas (uso comian) de Cuick Bastc.
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El_segundo pasn es construir

biblioteca paraieio

usando . lps.  mismos archives “Yal pFimera

ados

instruecidn. esto es: -

Despoués de eiecutar esta gltima lnstruccidn. es posible invocar el
programa de biblioteca desde .cualquier programs de coOmputo

{codificado en Basic) haciendo uso de ia instruccisn GE/L MILIE.

Es importante mencionar qQue la metodologLa explicada
anteriormente constituve una de las dos posibles formas de crear
programas de bibliloteca en Quick Basic, ila otra s& deja como

investigacidén para el lecter interesadno.

Una nota digna de comentarse. es gue cuando se genera  un
programa ejecutable gue regquiere de algan programa de bidlioteca.
el cédigo resultante sélo considera las rutinas ague uwtilizsa el

programa, ignorando el resic de las inctluidas en l1a bidliotece.
Quick Bastic permite construir programas de biblicoteca a partir ae
otros y tiene un programa  denominade QLIDUME.BAS que . permite
revisar el contenido de 1las mismas. &s decir., Pproporc:ona un
listado de todas las subrutinas implicadas.

La explicacidn anterior no intenta setr un resumen de todos los
conceptos mencianados en los manuaizs de Quick Baste referentes a
la creacién., uso y mantenimiento de orogramas de biblioteca, el
lector debera dirinirse a ellos para un estudio a detalle.



Vi.3 DiSENO OPTIND: DE FROGRAMAS DE COMPUTO.

E} desarrglio de orogramas de computo eficientes.s es 1a meta de
todo buen analista. Comparando laé ti1empos de ejecuciédn de dos
programas realizados para el mismo fin, se observa que el tiempo es
manor para el programa mAs eficiente. La rapidez de ejecuacisdn de un
programa puede afectarse anreciablemente al utilizar cédigos de
programacién (ccnjuntn de instrucciones en Fortran, Basic, Pascal,
etcetera) ineficientes. gFor qué preocuparnos por el tiempo de
ejecucidn, s las computadoras realizan los procesos a velocidades
muy arandes? 5i bien as cierco que los egquipos de cémputo modernos
s0n capaces de reaiizar cientos de aperaciones por segundo, también

io es el hecho de gque existen problemas ingenieriles cuya solucion-

requieres czi manejo de demasiada informaszién y de gran mamero  de

operacicres i irivas.

pez

Un programa eficisnte de computo deoe tomar en cuenta las
siguientes caracteristicas:
— Velocidad de ejecucidn.
— Entradas y salidas convenientes.
— Facilidad de implementacidn en otras miquinas.
-~ Mensajes de diagnédstico a errores cometidos por

el usuaria.

A cantinuacisn se enumeran algunas  recomendaciones amportantes

para la ootencidn de progiramas eficientes:

1) Uso o& supindices multiplies.
sS4

programa (en lenguaje Basicl., que calcule la saturacien de aceite,

s aue 584 posible use un 5610 subindice.. Suponga un

So, en funcidn de ia saturacién de gas y agua (Sg y  Sw,
respectivamente’, Dara cada uno o2 los blogues en los cuales se  ha

discretizaan un vavimiento (ver Figura &.35:



DIM SW(10.10, 107+ ;
FOR'T =1 TOUNX
CFOR G =1 TOONYE
CFOR K=Lve Nz
g0 (T, T Ky 2 1.0 — BBAT,T,K) = SW{I,J,K)

0101y SE(10,10,10) .

NEXT K:J,1

La computadora almacena la.informacidn . contenida en cualquier
arreglo.en. forma: de vector,  esto es:

2
[:2 3 4
3
4 1
1
REPRESENTACION REPRESENTACION INTERNA
EN PAPEL EN LA COMPUTADORA

Por tanto, en la ejecuciédn del programa mostrado anteriormente,
el compilador traduce a un s&lo subfndice, M:
M=100%K~1+10¥J~1+1I
Este calculo se realiza internamente cada vez que se ejecuta el
FOR ... NEXT, lo cual genera 4 wmultiplicaciones, & sumas y &
restas, para efectuar el proceso en cada celda (calculo de Seo).

NY

K -

NZ

>J

o

I NX

Figura 6.3. Yacimiento hipotético en tres dimensiones.
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El mismo nrnced:mlento puede ser ‘ejecutado ‘como:.
. DIH 5N(1000I, 50(1000) SG(1L000Q):

En: el cual an

‘una celda

Otro prn:edxmlen:u‘mAS eficaz ,raquigre‘ de operaciones
. 1ntermed1as TRy sxauxentp-' : ‘?> *i
DiM EW (1O00) . su(ioopi,' 56 ¢1000)
NXYZ-= NX X NY % NZ
FOR M= 1 TO NXYZ

SO(M) = 1.0 — SG(M) - SW(M)
NEXT M

2) Mapeijo de funciones tabuladas.

Muchas propiedades en programas de Ingenierita Fetrolera se
introducen en forma de tablas, por eiemplo propiedades de 1los
fluidos y/o de la roca. 21 valor de una variable dependiente para
su  correspondiente  variable independiente, S8 calcula por
interpolacidn de los datos tabulados. Algunos autcores han
investigado acerca de algoritmos de busgueda para interpolacién. en
datos ordenados en  forma ascenente, con respecto & su  valor
numérico. y concluven que la lnvestigacidn Secuencial es la mas
adecuada cuando se tiene un niamero reducido de datos {10 a 20,
mizntrras que para un ntmere mayor la lgxgstinacién Binaria es
mejior.

La Investigacion sSecuenc:ial consiste en localizar el intervalo



de intéfés mEdianté una busgueda sistematica y ordenada en cada uno
de-los intervalos entre datos (si se tiemen N datos sa presentan
‘N—;'inteFvalbsi. Qn::édigorén Basic, para obtener por interpolacion
7‘un vaidf Q:pé;a ﬁp'xvdadn, con Bdsqueda Secuencial es:
FOR'I = 1 TO N~1
’ o JIF X 3 X(CI) AND X < X(I+1) THEN GOTO 10
- NEXT. I
S2141Q0 77 ¥k kT FROCEDIMIENTD DE INTERFOLACION ¥ kX

La Investigacién Binaria., por otro lado, se basa en dividir el
‘total de datos en dos partes iguales, posteriormente se investiga
‘en gue mitad queda el intervalo de interés, el cual se considera
"ahora como el total de datos. El proceso se repite hasta que se
llega al intervalo adecuado. El siguiente programa realiza una

Busqueda Binaria:

I =1
J =N+ 1
Do

K= (I + /2
IF X < X(K} THEN J = K
IF X 5= X(K) THEN I = K
LOOP WHILE X > X<I+1)
7¥x¥ FROCEDIMIENTO DE INTERPOLAGION XXX

3) Uso de subrutinas.

El llamado a una subrutina dentro de un programa requiere de una
cierta cantidad de tiempo para basqueda interna dentro de la
memoria de la computadora. 81 cual se incrementa con el namero de
argumentos a trasnferir. Debe evitarse invecar Frecuentemente una
subrutina (por ejemplo dentro de un FIR ... NEXT), es mejor
duplicar el cédigo (conjunto de instrucciones) en esta parte del
programa en lugar de llamarlo como subrutina: cuando sea necesario
hacerla, las variables deben pasarse por COMMON SHARED en iugar de

ser transferidas como argumentos.



4} Entradas y salida;. ,
Siempre gue sea ﬁbsible debe wutilizarse para Entrada/safida
(INPUT/0UTFUT,. 1I/0) 13 opcidn maAs apropiada a los datns a manejar.
Si los datos van a consultarse o modificarse continuamente
(archivos de cuentas corrientes en un bénco, stock de un
supefmercadu, control de pasajes de una linea sAerea, etcéteral, la
mejor alternativa es. emplear Archivos de Acceso Aleatorio o
Directo. tos regiétvog en estos archivos estAn  numerados, lo que
permitE'hacer referencia a un registro especLFicD sin pasar por 1las
que le anteceden, con 1o gue el accesn sera inmediato (rapido), el
inconveniente es que no se aprovecha eFica:menté el espacio en
disco flexible, ya que al almacenar registros de menor longitud gue
la establecida, se malgasta espacio (por ejemplo, si la longitud
ija de cada registro es de 256 bytes y se sittan s6lo 125 en cada
registro, aproximadamente el S0 de cada registra’ se convertira en
espacios en blanco). Quick Bastc asigna por defecto wuna longitud
fija de 128 bytes. Otra desventaja es que se2 necesita conocer el
namerc que indica la posicién del registro, ademids el proceso de
1/0 es un tanto diflcil de programar. El siguiente es un ejemplo en
lerguaje Basic para abrir un archivo aleatorio:
"DEFINICION DE UN REGISTRO LLAMADO YACIMIENTOS
TYFE YACIMIENTOS
FORMACION AS STRINGX1S
PORDSIDAD AS REAL
PERMEAB AS REAL
END TYPE
"DECLARACION DE UNA VARIABLE DEL TIFO YACIMIENTOS
DIM ROCA AS YACIMIENTOS
*APERTURA DEL. ARCHIVO PARA ACCESO ALEATORIO
OPEN ~PETRO.DAT FOR RANDOM AS #1 LEN = LEN (ROCA)
*VERIFICACION DEL NUMERD DE REGISTROS EXISTENTE
REG = LOF (1) /LEN(ROCA)
*PROCESD DE I/0
INPUT FORMACION 7+, ROCA.FDORMACION

N
-
“



INPUT FOROSILAD 7+, RGCA.FORDSIDAD
INFUT #FERMEABILIDAD 7+, ROCA.PERMEAR
*ALMACENAR. REGISTRO R
PUT #1, REG. ROCA

'LEER REGISTRO

BET #1. REG, ROCA . L
PRINT +FORMAGCION :w) - ROGA: FORMAL ION-
FRINT ~POROSIDAD i~, ROCA.POROSIDAD
PRINT ~PERMEABILIDAD i+, ROCA.PERMEAS
* CERRAR ARCHIVO ABIERTO

CLOSE #:1

Cuando se tiene un numero relativamente peqgueffo de datos con
longitudes diversas. se recomienda el uso de Archives de Acceso
Secueancial, tales archivos emplean eficientemsnte el espacio en
disco flexible (su tamafio depende exclusivamente de la longitud vy
cantidad de cada uno los +egistros, por la que no se tienen
egpacios en blanco innecesarins). La secuencia de 1/0 es facil de
programar y como se leen todos los registros a la vez, g1 acceso es
maAs lento comparado con el de los archivos directos. Cabe mencionar
que el orden de escritura de variables debe respetarse al efectuar
una lectura postericr. A continuacién se presenta wn procedimiento
para manejo de archivos secuenciales:

* ALMACENAR REGISTRO

OFEN «PETRO.DAT- FOR OUTFUT AS #1

INFUT —FORMACION 3 FORMACION : FRINT ##1, FORMACION
INPUT «FORDSIDAD -3 PGROSIDAD : FRINT #1, FORDSIDAD
INPUT «FERMEARILIDAD »; FERMEAEILIDAD : FRINT #1, FERMEQE
CLOSE #i *CefRAR ARCIHIVA ABIERTO

*LEER REBISTRG

OPEN ~FETRUO.DAT. FOR INFUT AS #1

INFUT #1, FORMACION : PRINT ~FORMACION s FGRMACIGN
INFPUT #1, FORGSIDAD : PFRINT »FORCSIDAD :»: PORDSIDAD
INPUT #i, PERMEAB : PRINT -~FERMEAEBILIDAD :v:; PERMEAD




* CERRAR ‘ARCHIVO ABIERTO
CLOSE #1 TR L O

Se puade . concluir- gue el tiempa requerido para ejecutar
operaciongs de 1/0 es funcién del numerc de ftems (variables)-en la
lista de entrada/salida.

S)VEansiderécionés adicionales.

a) Evite mezclar. aritmética (conversiones INTEGER a REAL) .

b) En.lugar de (2%A) use (A+A). ‘

c) La multiplicacion es mas rapida que la divisién, por
lo gue en vez de {A/2) use (0.5%A). .

d) Emplee (AXxA! en lugar de (A~2).

e) Evite dejar expresiones constantes dentro de procesos
iterativos.

f) Codificar en lenguaje de Maquina comparado con el
cédigo que utilica uwn compilador (Fortran, Basic.
Pascal, etcétera)., puede incrementar la velocidad de

ejecucién de E a 3 vecess

g) Utilice almacenamiento Carreglo) dindmice sn lugar de

estdtico.

&) Facilidad de implementacidn.

a) Evite usar caracteres especiales en los nombres de las
variables. »

b) Es recomsndable usar un maxXimp de & caracteres en los
nombres asigonados a una variable (recuerde: 1 caracter
igual a un 1 byte). De preferencia emplear nombres que
identifiquen facilmente a las variables codificadas.

c) Al capturar un programa de cémputo coloque comentarios
alusivos a la instruccisén codificada, a fin de gue
cualgquier usuario pueda comprendetr el proceso, €n Caso
de requerirse su modificacidn o inclusiédn como mddulo

{subrutina) en otro programa.



VI 4 PROBLEMAS PROPUESTOS.

FPVI~1. Modifique el programa REGRESML . a fin. de: obtener una
comparacidn estadi stica con la F de Fischer. S

PPVI-2, Elabore un programa de bidlioteca que _incluya. . 'todas las
subrutinas del programa REGRESHML. D e T R AT
FPVI-3. Modifique el programa SIMPF a fin de simular pruebas de
incremento de presidn.

PPV1I-4. Desarrolle una subrutina de graficacién “en’ pantallas de
resolucidn VGA (scresn 9) de uso general. -
PFVI-5. Simule, empleando el programa =I1VWEF, una- prueba de

decremento de presidén, considerando:

= 6719 BFD
= 2.3

o

= 50 mD

= 2,5316E-05 (1b/pg®)”
4o 0.208 pie

= 164 pie

p= §901.72 (1b/pg®)

€ = 10,000

u = 0.3%9 cp

¢ = 0.02

T W o

- 2
t
™
h

[}

Calcule la presidn para C.1. 9.2, 0.3, 0.4, 0.5, 1, 2, 4 , &, 7, 8B,
?, 10, 11, 12, 15, 17, 20, 30 y 40 horas. Apligue la técnica
semilogaritmica de MOH para corroborar la calidad de los datos de

presidn calculados.
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APENDICE

Los archivas con extensidén BAS requieren del compilador - Quick
Basic { versién 4.5) para ser ejecutados: los de extension BAT
deben invocarse directamente desde el prompt del Sistema Operativo
{A>, C>. ...}, vy los de extensiones DAT, D70, REG, RES y AYD (bases
de datos y resultados). pueden accesarse mediante el compilador
Quick Basic y/o0 cualquier editor de textos u hoja de calculo.

ARCHIVOS CONTEXNIDOS EN EL DISCO DE APLICACION
SUBDIRECTORIO CONTENIDO (ARCHIVOS ¥ BASES DE DAYOS)

RAIZ LEEME. BAT

‘CAP1 MACHEPS. BAS
PI-1A.BAS
PI-1B.BAS
PI-2.BAS
PI-3.BAS
PI-4.BAS
PI-3A. BAS
PI-0B.BAS

CAP2 THOMAS. BAS
LU-PENTA.BAS
DECOMP. BAS
SIMUL.BAS
ARCHIVO. DAT
REDGAS. BAS
INVERSA.BAS

CAP3 SPLINE.BAS

INTSDIM. BAS
PRES.DAT. T-32.DAT. T-100.DAT,
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SUBDIRECTORIO CONTENIDO (ARCHIVOS Y BASES DE DATOS)

CAP3 R T-150.DAT ¥ T-280.DAT
SVD.RAS
OFTFERF .BAS
DENSEQUI.DTO, DIENGAST.DTO,
FESBARRE.DTO, FRESFORM.DTO,
FROFUN.DTO, REYNOLDS.DTQ.
VELPENET.DTD Y VELROTAC.DTO
KRIGING.BAS
DATOS. REG

CAP4 QUANCE. BAS
GALSSH. BAS
M(F).BAS
ME1.DAT. MF2.DAT Y MP3.DAT

CAPS RKF45. BAS

CAP& REGRESML. BAS
ARCHIVO. REG
TFILE.AYD
AYUDAL.AYD
AYUDAZ.AYD
AYUDAZ.AYD
SIMFP.BAS
PRUEBA. LTQ
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