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INTRODUCCION.

En [Montesinos 2, Hilden] se demuestra que toda 3-variedad orientable es cubierta
ramificada de tres hojas sobre 5%. Una pregunta natural es jcudles 3-variedades ori-

entables son cubiertas ramificadas dobles de 537

En [Montesinos 1] se da una respuesta a esta pregunta para variedades de Seifert

salvo una cuestién que posteriormente [Tollefson] responde afirmati te, dando asf
una lista pleta de lns 3-variedades dec Seifert que son cubiertas dobles ramificadas
de §3.

En [Berstein~Edmonds] se demuestra que toda 3-variedad no orientable es cubierta

ramificada de a lo més seis hojas de P2 x S, distinguiendo dos casos:

i) Si Bw; (M) = 0, entonces M es cubierta ramificada de tres hojas de 52 @ S y
siendo S? ® S? un cubriente doble de P? x S, se obtiene la cubierta deseada.

ii} Si Bwi(M) # 0, entonces M es cubierta ramificada de tres hojas de P2 x St.



Surgé también la pregunta natural jcudles 3-variedades no orientables son cubier-
tas ramificadas dobles de S? @ 5 y cudles 3-variedades no orientables son cubiertas
ramificadas dobles de P? x §'?

En este trabajo (§ 7.) se obtiene :

i) Una lista de las variedades de Seifert no orientables que no admiten una fibracién

sobre S que son cubiertas dobles de % @ 5.

ii) Una lista de las variedades de Seifert no orientablés que no admiten una fibracién

sobre S? que son cubiertns dobles de P? x S1.

y como aplicacién de las mi é

iii) Una listn de las variedades de Seifert que no admiten una fibracidn sobre S?

que son cubiertas dobles de §2 x S'.

Es de subrayarse la técnica empleada en este trabajo que sugiere un modo de ataque
general para los problemas en 3-variedades no orientables. Vagamente descrito, es el

siguiente procedimiento:

Si M es una 3-variedad no orientable, se encuentra F? C M una superficie de
Sticfel-Whitney (§ 1.) conveniente. Recortando a M a lo largo de F, se obtiene una
variedad NT orientable y con frontera. Se elige una 3-variedad orientable V tal que
8V = 8M y uniendo se obtiene M* = M UV una 3-variedad orientable cerrada. Se
aplica entonces algin tcorema para variedades orientables en M* y deshaciendo los

cambios se obtiene un teorema para la M original.

Como ilustracién de ésto, mencionamos que un modo de proceder frecuente para



estudiar una 3-variedad no orientable M, es estudiar su doble cubierta de orientacién A
¥ se trata de rescatar algunas de las propiedades de Af para M., Ahora la doble cubierta

de orientacién de M se obtiene de dos copias de }a variedad M pegadas adecuadamente,

donde M resulta de recortar a M a lo largo de una superficic de Stiefel-Whitney.

Asi en este trabajo se encuentra una superficie de Whitney muy simple para cada
variedad de Seifert no orientable (§ 5.), sc recorta la variedad y se cierra con toros sélidos

para obtener una variedad de Seifert orientable. Después de salvar los detalles técnicos

necesarios en la § 6. y aplicando el teorema de [Montesi 1, Tollefson], sc obti

los resultados principales en la § 7.

Este trabajo estd estructurado de In manera siguiente:

En la § 1. se estudi ti téeni con respecto a las clases de Stiefel-
Whitney y su relacidn con las cubiertas ramificadas de 1as variedades de dimensidn 3.

Se dcfine también el importante concepto de superficie de Stiefel-Whitney.
La § 2. estd dedicada a uniformar la notacién relacionada con las variedades de
Seifert.

3 . Ry

En la § 3. cstudiando el primer grupo de h se dan ins
y suficientes, en términos de los invariantes de Seifert, para que una variedad de Seifert

M satisfaga Sw,(M)=0.

En la § 4. se estudian las variedades de Seifert que admiten una fibracién sobre S?

como una aplicacién de la herrami desarrollada en la § 3.

En la § 5. se construyen explicitamente superficies de Whitney convenientes y

) dad

para las vari de Seifert no orientables.




Enla § 6. se prueban teoremas generales acerca de las cubiertas ramificadas dobles

de §2%S' y de P? x S!. En esta idn se d 1lan las her ientas principales de

este trabajo. Varios de los resultados de esta ién son int tes por sf

Finalmente en la § 7. se dan listas de las variedades de Seifert genéricas que son
cubiertas ramificadas dobles de §2 x S', de S2@ S'y de P?x 8! (Teoremas 7.7, 7.8y
7.9).



§1. PRELIMINARES ALGEBRAICOS.

En esta seccién revisaremos algunas de las propiedades de las clases de Stiefel-

Whitney para las 3 iedades. Un tratamiento bellisimo de este tema se encuentra en

[Milnor-Stasheff].
La letra I denotara siempre a un intervalo cerrado y muy frecuentemente I = [0, 1]
o bien I = [-1,1].
DEFINICION 1.1, Sean{ =rn: E(£) ~ B(£) un haz vectorial y
wil€) € H'(BE): Z2), i€{0,1,2,...))
una sucesién de clases de cohomologia.

Esta sucesion se llama la sucesién de clases de Stiefel-Whitney de £ si satisface los

siguientes axiomas:

Axioma 1. wo(§) =1 € HY(B(£); Z2) y wi(€) =0€ H(B(£); Z2) para i > n,

donde £ es un n-haz vectorial.



Axioma 2. Naturalidad. Si f : B(§) — B(n) esta cubierta por un mapeo de
haces de £ a 7, entonces

wi(€) = frwi(n).

Axioma 3. El teorema del producto de Whitney. Si £ y 5 son haces vecto-
riales sobre el mismo espacio base, entonces
k
wilf@n) =Y wil€) - wei(n).
i=0
Axioma 4. Para el haz candnico lineal 4} sobre la circunferencia P!, la primera

clase de Stiefel-Whitney wy(7]) es distinta de cero.

DEFINICION 1.2. Si Tas es el haz tangente de la variedad M, escribimos wi{ M) :=

wi(Tar).

OBSERVACION 1.1. Por el Teorems de Coeficientes Universales se tiene un iso-
morfismo natural H'(X; Z;) & Hom(H1(X), Z;). Siempre que no se preste a confusién

consideraremos idénticos a estos dos grupos, asi que sera frecuente que sin previo aviso

1. "

consideremos a los >s del primer grupo de eohomologia como homomorfismos.

LEMA 1.1. Si Mb es la cinta de Mé&bius, entonces wy(MG)(P!} # 0, donde P* — Mo
es el dnima de MB y cuya clase [P}] genera a Hy\(Mo).

Demostracion. Podemos considerar & Ms como el cociente I x I/ ~ donde la
identificacién es (—1,m) ~ (1,—m) y el intervalo I = [-1,1]. Sea v = 7 : E(v) — A6
cl haz normal & MG en R:‘j Podemos identificar a E(v) con una vecindad regular de Mé
en R3, es decir, E(v) = ((Ix I)x I}/ ~, dondc la identificacién es ((—1,m3),m3) ~

((1, ~my),~my), y la proyeccidn ={(z,y),z} = [z.y]. Asi que sii: P! — Mo es el
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. #nima, entonces P! corresponde a los puntos de la forma {(0,z),0]. Los puntos de la
forma [(0,z), y] constituyen otra cinta de Mébius. Por tanto v{pt 2 ] y se concluye

que 7 estd cubierta por un mapeo de haces 7 — v.

Luego i*(w(v)) = wi1(7]) # 0. Como w;(¥) = w(M?), el inverso multiplicativo

de w;(M9), se tiene que wi{MB) # 0 y por tanto w(MB)|P'] # 0.0

PROPOSICION 1.2, Si M es una n-variedad, entonces wy(M)a] = 1 si y sdlo si

invierte la orientacion en M.

Demostracion. Demostraremos las siguientes dos afirmaciones de donde se seguird la
proposicién:

(i} “wi(M) asigna I a cada lazo que invierte la orientacién en M.”

(ii) “w (M) asigna 0 a cada lazo que conserva la orientacicn en M.”

“(i)" Sea MG la cintn de Mébius. Como HY(MO;2Z;) = Z; ¢ ([P'}), el grupo
generado por la clase del plano proyectivo unidimensional, w(M3) estd caracterizado
como el homomorfismo que asigna 1 a [P!]. Sea a un lazo que invierte la orientacién
en M, luego a posee una vecindad regular homcomorfa a M6 x I"~2, Sea ¢ : Mb x
I%=2 «y M un encaje tal que (P x {0}) = a. Por la naturalided de wy, se tiene que
@ (w1 (M) = w) (M5 x I"2); como M5y M8 x I"~? son del mismo tipo de homotopia,
se tiene que p*(wi(M))[a] = wi(Ms x I"~2){P! x {0}].7 0. Por tanto w;(M)a] #0,
es decir, wi(M)la] = 1.

“(it)" Si O € Hy(M) es el subgrupo de las clases representadas por lazos que

conservan la orientacién en M y v : H; (M) —= Z; es un homomorfismo que asigna l a

cada lazo que invierte Ia orientacién en M, ent ker v C O. En efecto si [a] € kerv,




entonces a no puede invertir la orientacién, de lo contrario v(a] = 1 # 0. Por tanto a

conserva la orientacién en M y [a] € O.
Si M es orientable, entonces Hy (M) = O = ker v,

Si M es no orientable, entonces tanto (O como ker v tienen indice 2 en H;(M). Se
sigue que O = ker v, de lo contrario existiria 8 € O tal que 8 € ker v y por tanto
Hy(M) = (ker vu {8}) 50, lo que seria una contradiccién. O

COROLARIO 1.3. M es orientable & w;(M)=0. 0
Cuadrados de Steenrod.

Recordaremos la definicién de los cuadrados de Steenrod que usaremos para caleular
clases de Sticfel-Whitney.

DEFINICION 1.3. Sean i,¢,n € N el conjunto de los enteros positivos y sea Sq' :

H"(X,A; Z;) — H"V(X, A; Z5) una transformacién natural de funtores. Entonces

{5¢'} se llama las operaci de cohomologia cuadrados de Steenrod si satisface los

siguientes axiomas:
1) S¢* es un homomorfismo,
2) S¢° = 1.
3)dimz=n= Sq"z =z

4 i>dimz=> Sgiz=0.



5) Férmula de Cartan.

13
Sq*(zy) = Sq'z - S¢*~'y.

i=0

6) Sq* es el homomorfismo cofrontera de Bockstein g4 asociado a la sucesién exacta
de coeficientes

0— 2y — Zy — 22— 0.

7) Relaciones de Adem. Si0<a < 2b; entonces

[a/2) b—1—;
Sq"Sq® = Z( - _])sq°+°'j5qj.

j=o \ ¢~ 2j

Se puede demostrar que una transformacién tal existe y que estd determinada de
manera tinica por los axiomas 1-5 {Steenrod-Epstein]. Un hecho notable cs que las clases

de Stiefel-Whitney se pueden construir en términos de los cuadrados de Steenrod:
wilf) = ¢ 5g'p (1),

donde ¢ : H¥(B(£); 22) — H*+(E(€), Eo(€); Z2) cs el isomorfismo de Thom {Milnor-
Stasheff, p. 91].

Se sabe que existe una tinica clase de cohomologia vy € H "(.M s Z2) que satisface la
identidad
v -z = Sg*(z) € H™(M™; Z;)
para todo = € H""*(M; Z;) y toda n-variedad cerrada M. Nétese que por el axioma.
(4) de los cuadrados de Steenrod si k > n — k, entonces v = 0.
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TEOREMA 1.4. (Wu). wi(M)= 3 S¢'(vj).
i+j=k
[Milnor-Stasheff, pp. 131-132).0

De inmediato se tiene que para una 3-variedad M
w1 (M®) = 5¢°(v1) + Sg* (vo) = vs.
Tambien
wa(M?) = S¢°(v2) + Sg' (v1) + Sg*(v0) = v2 + 9.
Y como 2 > 3 — 2, v3 = 0. Por tanto
wy(M?) = w (M),

Como M? es cobordante a cero para toda M?* 3-variedad cerrada [Lickorish 1 y 2], se
sigue que wy(M?3) = 0 para toda M ya que todos los nimeros de Stiefel-Whitney de
M? son cero [Milnor-Stasheff], en particular {w3(M?3), [M?3]) = wi(M3)[M?] = 0.

Resumiendo se tiene el
COROLARIO 1.5. Si M es 3-variedad cerrada, entonces
0) wo(M) = 1.

1) wi(M) : HY(M) ~—+ Z3 es el homomorfismo que asigna 0 a cada curva que

conserva In orientacidn y 1 a cada curva que invierte la orientacion en M.
2) wa(M) = wy (M)
3) wi(M) =0 para k = 3.0

10



Denotaremos por 8 : HY(M; Za) — H'*1(M; Z) 2l homomorfismo cofronters. de

Bockstein asocindo a la succsidn exacta de cocficientes *

0= 2Z—2—2,-0.

Como se ticne el morfismo de sucesiones exactas
0— Z = Z — Zy —0

2] Pa b
0~ Z9 — 24 — Zp -0
donde p2 (p4) es la reduccién médulo 2 (4), se sigue que conmuta el cuadrado
8
HYM;Z;) ~——————— H*(M;Z)

1 P,
HAM; %) s HYM;25)

[Dold, pp. 20-21]. Lucgo fuwn(M) = pfwr(M); como fuur(M) = Sq'ws(M) =
wi{M)? = wy(M) se sigue que

wa(M) = p2Bwy (M),
es decir, w2{M) es la reduccién médulo 2 de Buwy (M), lo que prucba el siguiente
LEMA 1.6, Swy (M) =0 = wy(M) =00
Adelante (Observacion 1.3) se dard una interpretacién geométrica de este hecho.

LEMA 1.7, [Gé Gonzdlez—Hoste]. Bwi(M) = 0 si y sdlo si todo elemento de

orden finito en Hy(M) conserva la orientacidn en M.

Demostracion. Sear : Z —v'Zz el epimorfismo reduccién xﬁédulo 2. Por la exactitud

de la sucesidn siguiente
H(M; 2)"5 H(M; 2,)-20 (M 2y)

11



se sigue que Juwi(M) = 0 si y sélo si w (M) estd en la imagen de r*. Considérese el

diagrama conmutative

BGz) — H‘(Tzz)
Hom(Hi(M),Z) ———s Hom(H:(M), 22)

Se tiene que w € Im r* si y sdlo si existe p: Hy(M) — Z tal que p € o Hy (M) ¥
c(w) = r 0. Esto tiltimo es cierto si y sélo si c(w)(torsidnH1(M)) = 0 (i resulta ser
un cociclo porque w lo es).

Luego Buwy (M) = 0 si y sdlo si c(w{M))(torsiénH1{M)) = 0 y, por la Proposicién
1.2, esto iltimo vale si y sdlo si todo elemento de orden finito de H;(M) conserva la
orientacién. O

n
COROLARIO 1.8. 5i Hy(M) = P Gi, entonces fwy M =0 «= todo clemento de

i=1
orden finito en G; conserva la orientacién en M parai=1,2,...,n. 0O

Revisemos algunos hechos algebraicos de las cubiertas ramificadas. Un trat

mds completo del tema se encuentra en [Berstein y Edmionds].

LEMA 1.8, Si@: M —. N es cubierta ramificads y N es orientable, entonces M es

orientable.

Demostracion. Triangulamos a M y a N de tal manera que ¢ sea simplicial; si orienta-

mos coher te a los simplcj

de N, entonces podemos orientar a los simplejos de
M de tal manera que ¢ conserve la orientacién en cada simplejo. Como ¢ es continua

se sigue que M es orientable. O

12



COROLARIO 1.10. Sig : M — N es cubierta ramificada, entonces ¢ manda a

los Inzos que invierten la orientacién en M en lazos que invierten la orientacion en N.

Demostracién. Sea a un lazo que invierte la orientacién en M y § = pa. Sea U una
vecindad regular de o tal que pU es una vecindad regular de 5. Como U es una variedad
no orientable, por cl lema anterior, ¢U no puede ser orientable. Por tanto § invierte la

orientacién en N. 0

COROLARIO 1.11. Siyp: M — N es cubicrta ramificada, entonces p*w,(N) =
wi(M). O

Lo que sigue es parte de una interpretacién geométrica de la primera clase de

Stiefel-Whitney en las 3-variedades que probard ser de gran utilidad.

DEFINICION 1.4. El término superficie significard una 2-variedad, compacta y

coneza,

Sen D : HY(M; Z2) — H2(M; Z;) el isomorfismo dualidad de Poincaré asociado a
la 3-variedad M.

PROPOSICION 1.12. Supongamos que M es una variedad no orientable y sea
F C M superficie, entonces

M — F es orientable si y sélosi [F| = Dwy (M) € Hy(M; 2Z,).

Demostracidn. Supéngase que M — F es orientable. Nétese que Hom(Hy(M; 2,), Z,) &
Hom(Hom(H1(M), Z3), 23) = Hom(H\(M), Z2;) & H\(M; Z;).

Probaremos que para todo [a] € Hi(M; Z;) tal que « invierte la orientacién en M
se cumple que D=1 [F]la] = 1.

13



Sea o un lazo en M que int ta ¢ Imente a F' en dos o mas puntos.
Sean z1,23 € a N F, 2; # z;. Entonces, como F es conexa, existe un disco D C F
tal que z;,7; € IntD. Podemos suponer que D x I C My que (DX NNa =
({z1} x I)U ({z2} x I). Definimos a” := {a— (D x I))U (v x {0}) Uy x {1}) donde
7 C IntD es un arco con extremos {z1,%2}. Come v x I define una Z;-homologia, se
sigue que [a°] = [o] € H1(M;2Z2) ¥y que #(a” N F) = #(a 1 F} ~ 2; es claro que a

conserva ]a orientacién en M si y sélo si a* conserva la orientacién en M.

Supongamos ahora que @ es un Iazo que invierte la orientacion en M y #(aNF) es
minimo. Se sigue que #{a NF) =1, En efecto st #({aN F) > 1, podriamos reducir los
puntos de la interseccion por parejas contradiciendo la eleccién de a. Si #(a N F) =0,

entonces o C M —~ F' y por tanto a es orientable, o que de nuevo es una contradiceidn.

Luego, por la demostracién de la Proposicién 1,12 y el Corolarie 1.5, se sigue que
D-UF] = wy(M). O

DEFINICION 1.5. Supongamos que M es una 3~variedad y sca F C M., entonces F
se llama una superficie de Stiefel-Whituey para M si y sdlo si F es superficie orientable
¥ [F] = Duy(M).

OBSERVACION 1.2. Si F C M es una superficie de Stiefel~Whitney, entonces
M — F es conexo.

El siguiente resultado de Berstein y Edmonds es basico para el estudio de las
variedades M tales que fw(M)=0.

TEOREMA 1.13. §i M cs varicdad no orientable, entonces fun (M) = 0 si y sdlo si
existe F C M superficie de Stiefel-Whitney bilateral en M. Q

14



La superficie F es la preimagen de un punto bajo un mapeo g : M —+ S,

Por técnicas usuales [Hempel], se puede obtener una 2-variedad F' con las mismas

propiedades que F', salvo la conexidad, pero tal que F' es incompresible en M, es decir,

COROLARIO 1.14. M variedad no orientable, entonces fw;(M) = 0 si y sdlo si
existe F' ¢ M 2-variedad orientable, bilateral, no separante tal que [F] = Dun(M) €
H\(M;23) y F es incompresible en M. O

OBSERVACION 1.3. Supéngase que fw;(M) = 0y sea F C M una superficie de
Whitney bilateral, entonces F N F = @, es decir, wa(M) = w1 (M)? = 0 (compérese con
¢l Lema 1.6).

15



§ 2. VARIEDADES DE SEIFERT.

Esta seccidn es de caracter introductorio y sirve sélo para normalizar la notacién.

La mejor referencia para el tema es el articulo original de Seifert.

DEFINICION 2.1. Sca ,v nimeros enteros primos relativos y p: D* — D? la

rotacién bajo un dngulo de 27(» /), ent el espaci i z:—‘n% se llama
un toro sélido fibrado de tipo (i, v).

Si llamamos fibras a los segmentos {z} x I, con z € D?, entonces D? x I es

un “cilindro fibrado”. Al hacer la identificacién en el cilindro D? x I, las fibras ge

descomponen en clases tales que cada clase t te u seg tos que

conforman una circunferencia y forman una fibra del toro sélido, salvo la clase que
contiene al eje {0} x I que contiene Gnicamente al eje ¥ que se vuelve también una fibra
en el toro sélido y se llama e! dnima del toro sélido. Si g = 1, €l toro sélido'se llama

toro sdlido ordinario.

16



DEFINICION 2.2. Un mapeo h:V — V, donde V es un toro sélido fibrado, se

dice que respeta las fibras si y s6lo si (i} h es un homeomorfismo y (ii) h mapea a las
fibras de V en fibras de V,

OBSERVACION 2.1. §i V es un toro sdlido fibrado de tipo {p, ¥} se puede suponer,
salvo homeomorfismo que respeta las fibras,que p >0y que 0S v < lil"

DEFINICION 2.3. Sea M una 3-variedad cerrada ¥y conexa, entonces M sge llama

variedad de Seifert si y sdlo si
i) M es unidn ajena de circunferencias llamadas las fibrasde M.
ii) Cada punto de M estd en exactamente una fibra.

iii} Para cada fibra H, existe una vecindad V de H que es unién dc fibras tal que V
se puede mapear sobre un toro sélido fibrado mediante un homeomorfismo que respeta

las fibras y donde H se mapea al dnima. del toro sdlido.

DEFINICION 2.4. Si M es variedad de Seifert y H ‘es una fibra de M, entonces H
se llama fibra ordinaria si y s6lo si su vecindad es un toro sélido ordinario. En cualquier

otro caso M se llama fibra excepcional.

Si H es fibra excepcional y su vecindad es un toro sélido fibrado de tipo (4.v), H

se llama fibra excepcional de orden p.

OBSERVACION 2.2. Si M es variedad de Seifert, entonces M sdlo tiene un ntimero
finito de fibras excepcionales.

DEFINICION 2.5. Una varicdad de Seifert con frontera es una variedad 31 que

se obtiene de una variedad de Seifert M al retirarle el interior de un nimero finito de

17



vecindades fibradas de fibras ordinarias.

DEFINICION 2.8. Si M es variedad de Seifert, entonces la superficie de drbitas G
de M cs el cociente de M al identificar cada fibra de M con un punto.

NOTA. Es facil ver que G es efectivamente una superficie.

LEMA 2.1. 8i G es Ia superficie de drbitas de M con proyeccisn p : M — G y
w C G es un 2-disco tal que p"‘t;: no conticne fibras excepcionales, entonces p~'w es

un toro sélido ordinario. O

DEFINICION 2.7. Un disco en G como en el lema anterior se llama una vecindad

ordinaria en G.

COROLARIO 2.2. Scan M y M variedades de Seifert con frontera que se obtienen

de M. SiMy M ticnen el mismo niimero de componentes en la frontera, entonces M

y M son he rfas bajo un orfismo que respeta las fibras.

Demostracion. Sea G la superficie de Srbitas de M y z1,...,Zn,¥1,--.,4n € G las
imdgenes de las fibras ordinarins que se retiran de M para obtener a la variedad M

(retirando a z1,...,75) ¥ & la variedad M (retirando a yy,...,yn).
Sin perder la generalidad {),...,2a} N {t1,...,¥n} = 0.

Entonces existen wy,...,w, C G vecindades ordinarias tales que {z;,y;} C int(w;)

ywi Nwj=0siisj.

Luego existe h; : w; — w; homeomorfismo tal que &;lou, = low, ¥ hi(z:) = vi
parni € {1,...,n}. Claramente /; se levanta al toro sdlido ordinario preimagen de

w; como un homeomorfismo H; que respeta las fibras y que deja fija a Ia frontera. Por
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tanto (ﬁ H.-) Uid: M — M induce un homeomorfismo H : M — M que respeta
=
las fibras, 0

DEFINICION 2.8. Seap: M —+ G variedad de Secifert con frontera (puede
suceder que M = 0). Sea h : I -— G una trayectoria y para cada s € I definimos
H(s) 1= p~1(h{s)). Sedice que las fibras estdn orientadas simultdneamente a lo largo de
h si y sdlosi se le puede dar una orientacion a la fibra H(t) para cada ¢ € I de tal manera
que para todo s & I existe U una vecindad de h{s} tal que para todo 7,y € h™}(U),
H(z) es Z-homdloga a H(y) en p~'(U), donde una fibra excepcional de orden s cuenta

1 veces.

OBSERVACION 2.3. Para toda trayectorin h : I — @, existe una orientacién

simultinea de las fibras a lo largo de h.

Demostracidn. Es claro si h(I) estd contenida en una vecindad de érbitas U C G, es

decir, si p~*(U) es un toro sdlido.

En el caso general, como h{I) es compacto, éste estd cubierto por un nimero finito

de vecindades de érbitas y se sigue la observacién. O

Evidentemente las fibras se pueden orientar a lo largo de h sélo de dos manerns:

“la orientacién a lo largo de h estd determinada por la orientacién de una sola fibra,

por ejemplo de H(0)".

DEFINICION 2.9. Sec dice que la orientacién de H(0) se traslada a lo largo de h &
H(1) do hay una orientacién simulta

OBSERVACION 2.4. Si hy ' son tray ias hémotdpicas con los mi ex-

tremos y si H(0) estd orientada, ent la traslacidn de la orientacién a H(1) a lo
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largo de k y de I’ da el mismo resultado,

Demostracion. En efecto b » h' ™" es un lnzo nulhomotépico y por tanto bordea una
2-célula singular e que se puede cubrir por un niimero finito de vecindades de érbita en
G, que de hecho podemos tomar como 2-simmplejos de e. Como hsh' ™ esel producto de
los 1-simplejos de e cancelando las aristas que se recorren en sentidos opuestos y como
la orientacion de las fibras se conserva a lo largo de una trayectoria cerrada contenida

en una vecindad de drbitas, se sigue la observacién. O

Lo que se tiene entonces es, para cada M variedad de Seifert, un homomorfisma
evaluacion ev = ev(M) : 7 (G) — 2, donde ev[a] es +1 si 1a orientacién de la fibra
p~Y(a(0)) sc conscrva a lo largo de a y -1 si se invierte. Es claro que ev(a- b) =

ev(a) - ev(b).

La evaluacién estd pues determinada si se conocen los valores de un sistema fun-
damental de curvas de G para m(G). Mds adn, como Hi(G) es la abelianizacién

de 71(G) y Z: es abeliano, la evaluacién queda determinada por un homomorfismo

ev = ev(M) : Hi(G) ~— 2, y, por tanto, si se conocen los valores de un sistema
fundamental de curvas de G para Hi(G), se conoce la evaluacién. En este trabajo

consideraremos siempre que ev(M) : Hi{G) — Z;.

DEFINICION 2.10. Dos variedades de Seifert M y M’ estdn en la misma clase si

y s6lo si existe h : G — G’ homeomorfismo tal que ev(M') o h, = ev(A).

OBSERVACION 2.5. Si quitamos ! interior de una vecindad fibrada de de una
fibra en una variedad de Seifert y pegamos un nuevo toro sélido fibrado en el hove
resultante, la clase de la variedad de Seifert no cambia ya que la clase estd determinada

si conocemos el valor de una curva en cada clase de homologin. Se pueden entonces
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escoger representantes de las clases de homologia de tal manera que no se afecten al
quitar y rellenar vecindades de fibras, es decir, este proceso de cambiar a la variedad
de Seifert no afecta a la evaluacidn de las curvas as{ como no afecta a la superficie de

6rbitas.

TEOREMA 2.3 [Scifert]. Cada clase de variedades de Seifert determina y estd
determinada por por una tinica variedad de Seifert con frontera, el espacio clasificante
Fo. El espacio clasificante es la dnica variedad de Secifert con frontera y sin fibras
excepcionales que tiene como superficie de drbitas a la superficie de drbitas evaluada
(menos el interior de un disco) que caracteriza a Ia clase. De el espacio Fy se obtienen
todas las variedades de Iz clase quitando un nimero finito r de fibras y tapando los r +1

toros frontera resultantes con toros sdlidos fibrados arbitrarios. O

2.4. [Seifert]. Para una superficie evaluada arbitraria, existe una inica clase de

variedades de Seifert correspondiente. Una evaluacién de la superficie se obticne de
una evaluacion arbitraria de un sist fund. tal Snico de curvas de la superficie
cerrada.

Esbozo de la d. tracicn. Supongamos que G es una superficie evaluada. Cortamos
a G para obt un poligono fund tal v y la agujeramos cortando los vértices de v

para obtener 7. Sea V := T x S'. Entonces V es un toro sélido que tiene a T como disco

meridional. Identifi diante un h i que respeta fibras a cada pareja

de anillos A y A’ en la frontera de ¥V que se mapeen a m-.isms correspondientes a y @' de
¥ de tal manera que una fibra de 4 se identifica con una fibra de A’ si el punto de a se
identifica con el punto correspondiente de a’. Entonces existen esencialmente sélo dos
mapeos distintos de 4 a A'. En efecto si orientamos las fibras de ¥ simultdéneamente

de tal manera que cada dos fibras orientadas de ¥ sean homélogas, podemos mapear a
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A en A’ bajo un mapeo que conserve o que inviérta la orientacién de las fibras. En el
primer caso la orientacién de las fibras se conserva a lo largo de una curva que vaya de
un punto de A o través del interior de ¥ al punto equivalente de A'; en el segundo caso
se invierte. Si identificamos de esta manera o cada dos anillos de ¥ que correspondan
a aristas equivalentes de ¥, obtenemos de V una variedad de Seifert con frontera sin
fibras excepcionales cuya superficie de érbitas es la superficie G agujerada. Es decir, es

el espacio clasificante de le clase.

En el caso de que G originalmente haya tenido frontera, cerramos cada hoyo con un

disco, repetimos la construccién y al final perforamos al espacio clasificante obtenido. O

OBSERVACION 2.6. Sea o una curva simple' cerrada en la superficie de drbitas
G. Entonces evja] = +1 si y sdlo si p~a) = §' x S' y ev[a] = —1 si y sdlo si
p~'(a) =botella de Klein por ¢l Teorema 2.4, Luego, por nuestra definicidn de variedad

de Seifert con frontera, si a C 8G, cntonces forzosamente evle] = +1.
[Seifert] determina las clases de los espacios fibrados de la siguiente manera:

TEOREMA 2.5. Supongamos que p: M — G es una variedad de Seifert, entonces
M es orientable si y sdlo si ev(M) = w,(G), la primera clase de Sticfel-Whitney de G.

Ademids

i) 8i G es orientable y ev(M) es no trivial y € : H1(G) — Z es cualquier homo-
morfismo no trivial, entonces ev(M) y e determinan a la misma clase de varicdades de
Seifert.

ii} si G es no orientable, {vy,...,vx,d1,...,d,} C G es un sistema fundamental de

curvas para H1(G) donde v; invierte la orientacidn en G parai € {1,...,k} y d; C 8G
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paraj € {1,...,s} y e : Hi(G) —+ Z; es un homomorfismo distinto de w;(G), entonces

£

e determina la misma clase que alguno de los h igui

I)dj,v;— +1 paraj € {1,...,8},i € {1,...,k)
) dj+— +1 paraj € {1,...,s}; vy —— +1; v; — —1 parai € {2,...,k} (k2 2)

D) dj—+ +1 paraj € {1,...,8}; v1,v2 —> +1; v; — —1 parai € {3,...,k} (k= 3).
a

OBSERVACION 2.7. La igualdad de los homomorfismos ev(M) = w1 (G), signi-
fica que si G es orientable, ev(M)(a) = +1 para toda a € Hi(G) y que, si G es no
orientable, entonces ev(M)(vi) = ~1 y ev(M)(d;) = +1.

OBSERVACION 2.8. Describiremos ahora los espacios clasificantes de las distintas
variedades de Seifert.

En cada caso describiremos una 3-variedad cerrada. Para obtener el espacio clasi-

ficante se retira la vecindad de una fibra ordinaria.

Si la variedad de Seifert que nos interesa es una vgriedad de Seifert con frontera,

entonces se retira la cantidad ia de fibras ordi

Enlistaremos cada caso segiin la notacién de Seifert. El simbolo O representa que
1a variedad de Seifert M es orientable y ¥ que es no orientable. El simbolo o representa
que la superficie de érbitas G de M es orientable y n que es no orientable. El espacio

Fy serd el espacio clasificante de la clase de M.

Oo. F se obtiene de G x §'.
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On. F, se construye como en la explicacién del Teorema 2.4, es decir, se recorty a
G para obtener un poligono fundamental v y en V 1= v x 5? se identifican los anillos
correspondientes a las aristas de v mediante el homeomorfismo h : I x §! — I x
(t,6%8) — (1 —t,e~19),

Nnl. Fy se obtiene de G x S*. Es el caso (ii). I. del Teorema 2.5.

Nnll. Fj se construye como en la explicacién del Teorema 2.4, es decir, se recorta
para obtener un polfgono fundamental v con aristas a,a}...,an,a} y en el prodficto
V := v x S? se identifican los anillos Ax con A, correspondientes o los aristas de v
mediante €l homeomorfismo hy : ag x §' —+ a} x S (t,e) — (1 — t,e~) para
k > 2y con el homeomorfismo hy : @y X §! — a} x §%; (¢,€0) v (1 —t,e%9).

caso (ii). II. del Teorema 2.5.

caso (ii). I1L del Teorema 2.5.

No. Este es cl caso (i) del Teorema 2.5, La representacién que nos conviene de
como sigue: sea G la superficie que sc obtiene de G al recortar a lo largo de una/curva
. En
x 51

simple cerrada b C G no separante; b es un “meridiano” de Gy 8G = b U
G x S se identifican los toros fronters con el homeomorfismo h : b X §! —

(z,€%) +— (z,e7%8).
NOTACIOGN. Denotamos por {Xz,k) a la clase de las variedades de Seifert (ce-
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rradas) con superficie de érbitas de género k (que es el mimero de asas o de garros
cruzados de la superficie do es orientable o no orientable respecti te) donde
X e {O,N}, z¢€ {on,nl,nll,nllI}.

Denotaremos por (X, k{(1,8), (@1, 81 ) -.-,{ar f¢)) B Ia variedad de Seifert que

se obtiene del espacio clasificante de (Xz, k) cerrando & la frontera &(Fy) con un toro

sdlido de tipo (1,4) mediante un h fismo de las fronteras que conserve Jas fibras
y abt a M. A conti 16n reti: r ibras ordinasias de M y cada componente

de la frontera se cierra con un toro sélido de tipo (a;, 8;) mediante un homeomorfismo

de Ins fronteras que respeta las fibras para ¢ = 1,...,r.

OBSERVACIGON 2.9, FEl simbolo de Seifert (X, b(2,0), (a1, B1 ). - - (ar. 7)) s

normaliza de la siguiente manera:
)i X =0,entonces < f; <a;y a;>1lparai=1,...,r.

ii) si X = N, entonces 0 < f§; < —%ai Yy ai>2'obiena; =2y f =1 para
i=1,...,rybe {01}

Se muestra [Scifert] que, con esta lizacién y ciertas convenci téeni a
cada variedad de Seifert se le asocia un tinico simbolo de Seifert que la determina salvo

homeomorfismo que respeta las fibras.



§3, EL HOMOMORFISMO 5w, (M) PARA M VARIEDAD DE SEIFERT.

En esta seccidn se probari el siguiente

TEOREMA 3.1. SiM cslavariedad de Seifert que tiene asociado el simbolo de Seifert
(Xz,k|(1,b), (@1, B1)y. -+, (s, Br)), donde Xz € {No, Nnl,Nnll,NnIllI}, entonces

Bwy (M) # 0 si y sélo si
i) Xz = Nnll, o bien
i=1

r
ii) Xz = Nnl y k es impar y A(M) =« (b+z%) es par,

donde a = m.c.m.{ay,...,ar}.

NOTACIONES. Si A es un conjunto de enteros, m.c.d.A (m.c.m.A) denotard al

maximo comin divisor (minimo comiin miltiplo) de los el de A,

binac Tineal

Si T es un conjunto de generadores y ¥ es un junto de
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de los elementos de %, el simbolo (% : ¥} denotara al grupo abeliano presentado por los

generadores T y las relaciones 7.
Serd frecuente que la relacidn r — s la escribamos como r = s.

A lo largo de toda esta seccion usualmente las letras latinas serdn elementos de un

grupo y las letras griegas seran mimeros enteros.

Movidas de Tietze.,

Dada la presentacidn {z1,...,Zn : T1,..., 74}, 8¢ pueden realizar las siguientes movi-

das:

1(1") Afiadir (retirar) la relacién f(ri,...,r,), donde f{ry,...,r,) es una combinacién
lineal entera de £y, ..., 7,

II (I1') Afiadir (retirar) el generador z* y la relacién z* —g(21,...,2n), donde el gencra-

dor z* ¢ {z1,...,2n} ¥ 9{%1s-..1Tn) €8 una'combinacidn lineal entera de x;,...,zq.
Al realizar cualquiera de las cuatro movidas anteriores se obtienen presentaciones
de grupos isomorfos. Los isomorfismos estan dados por las inclusiones:
L1
(Trrrrer@n i 71y Ta) o {T1eea@n 171,00 P f(r1 e, 1,))
Ty > Xy

11, 11"

[E TP LR SUI % Al 1 TRTSNE ) BT € JONOROE: SIS SRR 1
Ty —+ oz
* e~ g(xr.. 20}
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El primer grupo de homologfa de las variedades de Seifert.
LEMA 3.2. Seap:M -—— G variedad de Seifert. Entonces

i) ai M = (Oo,k|(1,b),(ay, 1), .., (ar, Br)), entonces
Hi(M)=(a1,b1,.-, 8k, by q1se o s i = bh 4 @1 4+ 4+ 4r =0,
aigi + Bih = 0),

i) si M = (On, k|(1,8), (a1, 81), ..., (ar, Br)), k 2 1, entonces
Hi(M) = {v1ye., Uiy G1ye ooy @ryohi—bh 4+ q +- -+ qr =20y + -+ + 20,
aygi+ Bih =0,
2h =0),

ii) si M = (No, k|(1,6), (o1, B1), - .. s (&ry Br))s k 2 1, entonces
Hy(M)={a1,b1,+ 010k, bks Q1o ey h i — bR+ gy 4o v g =0,
aigi+ fih =0,
2h =0),

iv) si M = (Nnl,k|(1,8), (01, B1)y...,(&r, Br)), k 2 1, entonces
Hi(M) = (15000 Oy @1yee oy b s — bR+ g1 - oo 4 gr = 201 £+ + 20k,
ayq; + fih = 0},

v) si M = (NI, k(1,), (@1, 81),. .-, (ars B2)), £ 2 2, entonces
Hy(M)= (v1,+..,UkyqtseeesGrih s —bh 4 gy 4o b gr = 201 o or o 204,
g+ Bik =0,
2h =0),
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vi) si M = (NnIILk{(1,5), (1, B1)y.. . (ar, Br)), k 2 3, entonces
Hi(M)=(v1, s 0% q1yeeer@ryh i = bR+ qu oo b gp = 201 -4+ 204,
aigi + Bih =0,
2h =0},
donde todas las presentaciones son de grupos abelianos, h es la clase de una fibra
ordinaria de M, ay,b;,...,ax,bk, o bien, vy,...,vx son los generadores de Hy(G) y

q1,++-4Qy SON curvas contenidas en las vecindades de las fibras excepcionales (Ver por

ejemplo [Seifert]). O

OBSERVACION 3.1, Nétese que en la presentacién de los grupos de homologin
de una variedad de Seifert M, los generadored qy,...,q,,h se pueden representar por
curvas que conservan la orientacién en M, ya que estin contenidas en toros sélidos.
Luego sélo en el conjunto de generadores que provienen de curvas de la superficie de

drbitas se pueden encontrar curvas que invierten la orientacién en M.

Sea M = (X=z, k|(1,b), (@1, 81),+-.,{@r, Br)) una variedad de Seifert, definimos el
grupo G = {g1y.. - gr R oigi 4 Bih =0,i = 1,...,1).

Deflnicién técnica.

b6 :=1;
o =1
B =B

Tomamos p;,0) € Z tales que .
ajpi +Bioy = 1.
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Definimos
up 1= —a1q1 + o1k

7y i=aiq + Brh.

Supongamos que hemos definido a §;, pi,0i, o, f{ € Z y a ui,zi € Gparai > 1, Se
definen entonces:
biy1 i=moed{aipy, af - alBip} =med{aipi,al - --al);

P ZidL
(!l'+, =

i
Sz’

'] ]
TP Gl )
i+ Sirt Bixa- .

‘Tomamos enteros pi41,0it; tales que

iy Piss + Bl410i = 1
y entonces definimos
Uity 1= —Oit1gi4+1 -+ Pir1this
Tit1 1= alpagivt + Blauic
LEMA 3.3. 6656, oo

" m.em{ag,...,ar}

Demostracion. Se demostrard por induccién sobre r.

@ . . Lz
S=1= m, que es el primer paso de induccién.
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@y ---aj

Supongamos que §62---8; = m
€. yeres O

, para j > 1. Como

bi41 = med{aj,a) -

areeay
med{ajyr, 24
61+

i

m.c.d.{ajp1,mem.fay,...,a;}} (por hipétesis de induccién)
ajpr cmemdan,...,05)

m.em.{ajp,memfay,...,a;}}

ajiy s memday, ... a5

memfay, ..., 05,0541}

Por tanto
o) eaj . ajy1 cmemfm,... a5}
memfay,...,a;) memday,. .., a5 054}

_ oy eeag Qg
m.em.{ay,..., a5 0541}

5118641 =

a]
COROLARIO 3.4. o}---a! =m.ecmay,...,ar} paral £j<r0
LEMA 3.5. Gg (T2,e0 s Tpytty : 6222 = 0,..., 8,z =0).
Demostracidén, Se demostrard por induccién sobre r.

Como

ajuy =—aao1q +amh
=—monq + (1~ fior)h
=—0o(g +Hh)+h )

=bruy ==~ prorgy — Biprh
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=(1 —a1p1)q ~ Bresh
=q — pi{a1g: +Aik)

luego

h=awu y q=-pu
en el grupo G.

Sustituyendo

a;q; + Bih = ajg; + Bjau; para j =2,...,r

ariqt + frh = —anfruy + a1 fry
=(~mBr + a1 )uy

—o1q1 + prh = o181 + praguy = uy.

Se tiene entonces un isomorfismo

wiL
G X (g2,...1qr 11t a2q2 + 201ty = 0., 0rgp + frajuy =0).

Este jsomorfismo estd dado por las siguientes movidas de Tietze:
II. Afiadir el generador u; y la relacién uy = o191 + prh.
1. Afiadir las relaciones A = oqu; ¥ q1 = —fuy, por (1).y (2).
1. Afiadir las relaciones ajq; + fja1u; =0, para j =2,...,r, por (4).

I'. Retirar las relaciones a;q; + 81 =0 para j = 1,...,r, por (4} y (5).
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I'. Retirar la relacidén 1, = —ayq; + py 4, por (6).
II'. Retirar los generndores g1 y & y las relaciones h = equy y g1 = —fiua.

Y claramente ¢ esta definido por
wi(h) = ajuy,

ei(m) = Bin
1lgi) = g,
paraj =2,...,r.
Supongamos ahora que se ticne un isomorfismo
g ! [}
G = (T3, 00y Tiy Gid1y - o0 Gry i 23410041 + Bitra] - afui = 0,...,

argr+ fray - afui = 0,

bazp = -+ = 8z = 0),

paral < i< r, donde

pilh) = o] -+ afuy
—pi(g;) = Bialyyy + alui + Blay, ol oimit

+Bialy ol g0iniTioy + o+ Blojs1Tin — piTi,
paraj=1,...,iy

#ilgs) = a5

para j =i+ 1,...,%
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Como s ,
'
Qi Bit] = = Qi 10i41Gid] -+ Qg PigrUi

== ojy Ti1gis + (1 = Bly 0ip Juy
= = it (aly Gisa + Blygud) +ui

== Gi41Ti4) + Ui

Y =Blaatitt = = Bir10ir1 i1 — Biyy pisatii
=(1 — af1pi+1)0i+1 — Bis1Pits v
=git1 — pitr(aly Qi+ + Bigyui)
=qi+1 — Vi1 T4

luego

git1 = —Bipttinr + pisaTitr,
y

']
Ui = Oy Uigs + Oig1Tipr.

Sustituyendo

@ip1Gi41 + Birr0] ok = @ig1(—Blprtivr + piraTi )

+ Bipra) - ey Migr + Oip1Tigr)

= (@ip1pivt + Biyr0y - afoin)zinn +

!
+ (Bisraf o ababyy —aip1 Bl i
Como
@iy1 = Ay bia,
Biyr = Birr0) - aibisa
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! ']
’ Q) ey ' )
ai41Bipy = m+1——6_+1 LBinr = Piprog -+ afeigy,
i

por tanto

@ipygir + Birr0) -+ ofup = Sipr (0l pisr + Bit10ia1 )Tigr + (@is1Bigy — it By it

= i1 Zit1. (9)

Sea j 2 2. Como

ajg; + Bje - ajui =ajgj + fja; -+ af(aiyuin + OitaTin)

K 1

o el

=ajg; +Biaq - iyt + i (B~ — - L0041 )Tis1s
i

luego
a;gj + Bjoq -+ afui = ajg; + o] - ajofy uig (10)
en G. Nétese que §i41|af -+ af por definicién.
Ahora
~Oit1Git1 F pigati = —Oipa(=Blpavits + pisaTin) + pisr(atpativs + Ginrziv)

= (=0it1pit1 + Pis10i1)zir1 + (Tia By + pirriyyuivs
=iy (11)

ala8itr + Bigathi = aly(—Blattins + pinrzinn) + Bia(ofvisr + oiniziva) |
= (alg1Pits + Bip10i01)Zigr + (—alqpy Blyy + Blyg by Juise
= Tig1s (12)
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se tiene por tanto un isomorfismo

Pl
G = T2y, Tid 14 Qid2rr -+ Ory Yik1 102042 + Big20] - GigaUigy = 0y00e,y
arqy +ﬁrﬁi T QZ.H'UH-I =0,

S22 =+ = 8i41Ti41 =0).

Con las siguientes movidas de Tietze se construye un isomorfismo $:
II. Afiadir los generadores x4, #iyy ¥ lasrelaciones u iy = —0i414i41 + pip1tti, Tigr =
&l it1 + Blypthi
L. Aiiadir las relaciones git1 = Bl Uit1 + pit1Tit1s i = aly uip1 + G Tigs, por (7)
y (8)-
1 Afadir las relaciones §;41 2541 =0, ajg; +B;a] -+ @l i1 =0, para j =i+2,...,7,
por (9) y (10).
I'. Retirar las relaciones ajq; + f8ja} - --oju; =0, paraj =i +1,...,r, por (9) y (10).
T'. Retirar las relaciones ti41 = —0i419i41 +Pit1t%i Tit1 = &y Gigs + By tiy por (11)
y (12).
II'. Retirar los generadores git+s, u; ¥ las relaciones gip1 = —B8ly Ui + pis1Tiv1-
i = of, vig1 + Oip1Titr.

El isomorfismo ¥ estd dado por ¥(x;) = zj, para j = 2,....i v(w;) = alpuivs +
GipTigs ¥(g5) = gjy para j =i+ 2,... .0 {(gia1) = =Bigruizr + pigiTipr.
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Tomamos entonces ;4 = ; ¥ por tanto
pirr(h) = (o’ - ofu;)
=aj---ajafy i + ol oo Tin
=aj-. 'aﬁa:-_‘,,u.-“
ya que §iyqlaf « - af. Ahora
pir1(gi) = ¥(g5) = gj, paraj=i+2,...,r
—pi+1(g;) = ¥(Bjlyy - ofui + fiafy, ol oizit
+Bj0fp1 - @iz GiciTiot + oo+ Bl0j1T 401 — Pj%})
= Bjalyy e alytip + By, - aloip T+
+Bjajyy iy 0ii + - oo + Bi0jg1Tj41 — pjzj), para j =1,...,i. También

—2it1(gi+1) = Y{Qi41) = Big1vit1 — pirr1Tig1-

El lema se sigue por induccién. O

COROLARIO 3.6, EI homomorfismo ¢, : G — (z2,...,Tryur : 6322 = +++ =
é¢2, = 0) dado por
prh=aj alu, .

— At ] ) '
—prqy = flag - aqur + flag - ar_y0rT, + - - + Bloazs

= A~ ! L U
—prgj = Bjayyy - ovte + BlaGyy 0l 1 OeZe oo+ B0 51T — p;3;5

—@rgr = fiur ~ przy
es un isomorfismo. O
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LEMA 3.7. @.(—bh+q +---+4¢;) es una combinacién lineal entera de uy,z3,. .., Tr.

Si @e(—bh +q1 + -+ + ¢r) = Aup + Mox2 + - - + Ar2y, entonces

XA =bal a4 Blay .ol Bhal ah e+ B
bay-crar+Prag-cart @By cart -t agag--- By
- 816y 6,

=m.em.{ag,...,ar} (b+i %) .

i=1

u]

DEFINICION 3.1. Si M = (X =, k[(1,0),{c1,81),...,(ar,Br)) una variedad de

Seifert, definimos

MM) =memfoy,...,a-} (b+ i gl) .
=1 "

En lo que sigue utilizaremos continuamente el Corolario 1.8 de Ia §1, para determi-
nar si fw (M) es o no el homomorfismo cero, donde M es una variedad de Seifert no

orientable. Modificaremos, en cada caso, la presentacién del primer grupo de homologia
dada en el Lema 3.2. .
1. M = (No,kl(1,8), (a1, 1), (ar, B:)), k 2 1, entonces
Hy(M) = (a1, b1, .00k b6y Q100 ooy gr i —bh+ @1+ +¢r =0,
aigi +Bih =0,
2h = 0)
2 {ay, iy g0y be =) B (01, g hi—bh gy oo+ g =0,
aigi +Bih =0,
2h = 0)
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Por tanto los generadores que provienen de la superficie de 6rbitas tienen todos
orden infinito en H;(M) y por tanto fuwy (M) = 0.
2. M = (Nnl,2k|(1,b), (a1, 81), .., (ar Br))s k 2 1, entonces
Hi(M)2{vi,ooo V26,0103 G h i —Bh + g1 + - + g = 20y + -+ + 294,
aigi + fih = 0)
vy Vap—t i =) B (i g1yt ki b4 g g =20,
aigi + fih = 0)

Donde se hizo el cambio ¢ = vy ++- -+ vax. Todas las v; invierten la orientacién en
M. Como t es la suma par de curvas que invierten la orientacién, por tanto ¢ conserva la
orientacién en M. Luego todas las posibles curvas de orden finito en H, (M) conservan
1a orientacién en M y Bu (M) =0.

3. M = (NnlII ki(1,5),(a1,B1)..-,(0tr, Br)), k = 3, entonces

Hy(M) = (vy,.., 00,01, @r B i —bh gy + -+ + gr = 20; + -+« + 2us,
aigi + Bih ='0)
(v, ka1t =} B {Gaty. ey bt —bh 4@ o g =20,
aigi + Bih = 0,
2h = 0)

Donde se hizo el cambio t = vy + -+ + vi. Ahora vy y vz invierten la orientacién
en M y parat > 3, v; conserva la orientacién en Af, De nuevo ¢ conserva la orientacion
en M y como en el caso 2, fun(M) = 0.
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4. M = (NnIT,k|(1,b),(ay,B1)y...,(r, Br)), k 2 2, entonces
Hiy(M)2= (v, Uky @1y ey @ryh i —bB gt oo+ gr =20y + ¢+« + 20,
aig; + fih = 0)
=)@t a1 e hi—bh g1+ + gr=2¢,
aigi + fikh = 0,
2h =0}

2 (vg,.00y Uk ¢

Donde se hizo el cambio ¢ = vy 4+ +«+ + vz. Como v; invierte la orientacién en M
y para i 2 2, v; conserva la orientacién en M, luego ¢ invierte la orientacién en M. El

segundo sumando de la 1ltima presentacién es claramente un grupo de torsion y por

tanto ¢ tiene orden finito en H (M), Luego fuwi (M) # 0.

5. M = (Nnl,2k +1)(1,5),{ca1,81),...,{ar, B;)), entonces
Hy(M)2 (v, oy Vaki1sQ1serer @k i = bhF g1 + -+ gr =205 + -+ + 202441,

aiq; + fih = 0)
vy, vak =) O (G 1se g ki — bRt g 4 g =28,
aigi + Bih = 0)

Donde se hizo el cambio ¢ = v; + -+ 4 v2g41. Por ser ¢ suma impar de curvas que

invierten la orientacién en M, se tiene que ¢ invierte la orientacién en M.
Luego el que Sw; (M) sea cero o no dependera de si ¢ tiene orden finito o no en el

grupo
(b 0tseees@rh: ~bht 1 + -+ gr = 2, 0ig; + Fih = 0)

& Hy(Nnl,1|(1,8),(a1,61),....(ar, Br))
40



OBSERVACION 3.8,

Buwi(NnL,2k + 1](1,8), (a1, 81),. .o (ar, fr)) = 0

<=
Bwy(Nnl,1|(1,b), (a1, 81 ), .., (ar, fr)) = 0.
a
LEMA 3.9.
Buwi(Nnl,2k +1|(1,0), (a1, A1), .., (2r, Bc)) = 0
<=

r
MM)=memfay,...,a;} | b+ Z L} es impar.
=1
Demostracidn, Basta determinar cudndo ¢ tiene orden finito en el grupe

{tsqry..y@r bt =bh 4+ @+ + g = 2¢, a;q; + Bih = 0).

Sea G :={q1,...,qr, b : 0igi + Bih = 0).
Usando ¢l Corolario 3.6 y el Lema 3.7 tenemos una presentacién
G = {T2y00 2Ty tpy b2 62 = 0, Aup + ATz + o+ Ay, = 2t)

Supongamos que A es par.
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Definimos w 1= ¢ — éu,—, entonces 28z+-- 6w = 0, es decir, w es una curva no
orientable, ya que ¢ lo es y u,. es orientable por construccién. Como w tiene orden finito
en H) (M), por tanto fw (M) # 0.

Supongamos que A ¢s impar, digamos X = 2+ 1.

Definimos
wi= —fu, 4
= Aup — 28,
Luego
Uy =20+ v,
t=Aw+ fy;

se tiene entonces que
(tydzyeevydpyup s Aup + ApTg + 00 + Apzyp = 28, 6;3; = 0) =
2 (w: =)@ (T2,... 4 2p ¢ Gizi = 0).

Como z2,...,2, son clar

curvas orientables, se concluye que fw;(M) = 0.

n, fend & luir 1a s} 1

h P

del Teorema 3.1:

te forma equi
Si M es la variedad de Seifert asociada con el simbolo de Seifert
(X, K(1,0), (@1, 81)s.. . (ary Br)),

donde Xz € {No,NnI,NnII,NnlII}, cntonces
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Puwi(M) =0 si y sdlo si
i) Xz = No, o bien
ii}) Xz = Nnlll, o bien
iii) Xz = Nnl y k es par, o bien

N
iv) Xz = Nnl, k es impar y M\M) = m.c.m.{ay,...,0:} (b+ Eg'—) es impar.
i

=1
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§4. FIBRACIONES SOBRE 5.
El hecho bdsico en el tema de las fibraciones es el

TEOREMA 4.1. [Stallings] Sea M una 3-variedad compacta e irreducible. Si (M)
tiene un subgrupo N # Z; normal y finitamente generado tal que MT'M) = 7, entonces

M fibra sobre §* con fibra una 2-variedad compacta T tal que m(T) = N.

Esbozo de la demostracién. Como se tiene un epimorfismo @, : m(M) — Z y M es
asférica por ser irreducible, por tanto existe una funcién continua ¢ : M — S! tal que
## = o Defc do a i ad | te pod ot que p~}() =T CM

sea una superficie incompresible. Stallings contimia demostrando que efectivamente

71(T) 2 N y que M es un §'-haz con fibra T y proyeccién .00

OBSERVACION 4.1. La proyeccién ¢ tiene una seccién Y8 — M tal que
#W(S)NT) = 1. '
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En todo lo que sigue, si F C M — §' cs una fibracién y M es una variedad de
Secifert, llamaremos a F la “hoja” de la fibracién y las fibras de Ia fibracién de Seifert

de M se seguirdn llamando las “fibras” de M.

A menos que se indique lo contrario supondremos siempre que la fibracién es equiv-

ariante, es decir, la hoja de la fibracidn es transversal a todas las fibras de M.

El siguiente resultado de Orlik, Vogt y Zieschang se pueden encontrar en [Orlik p.
120-121]).

TEOREMA 4.2, Sea G el grupo fundamental de la variedad de Seifert M y H ¢l
Y

Anit

subgrupo ciclico generado por una fibra ordinaria k. Supong que H es i

que M es irreducible.

Entonces [G,G]| N H = 1 si y sdlo si M fibra sobre §* con fibra una superficie

compacta F.

OBSERVACION 4.2. La condicién [G,G}NH = 1 en cl Teorema 4.2, es equivalente
a que h tenga orden infinito en H;(M). Recordamos que en cl teorema anterior se estd

hablando de una fibracidn sobre S? equivariante,

Por ejemplo, si M = (No,1|(1,0)) entonces 2k = 0 en Hy(M), por tanto M no
tiene fibraciones equivariantes sobre S?, sin embargo M = (NnI,2{(1,0)) = K? x §!,
donde K2 es la botella de Klein.

La condicidn de que M sea irreducible en los teoremas anteriores realmente no es

una iccidn para las variedad

de Seifert pues se tiene ¢l

TEOREMA 4.3. {Juco, p. ]Ses M variedad de Seifert, ent M es irreducible si
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ysélosi M & {P3*#P?, 5% x 51,52 ® S'}, donde S ® 5! es el haz de esferas no trivial
sobre S*.0

LEMA 4.4. Supongamos que (u1,...,un: =)@ T = {u,...,ul: =} & T, donde T es5

un grupo de torsidn y las presentaciones son de grupos abelinnos.
Si existen a y b enteros tales que au, = bu},, entonces a = +b.
Demostracidn, Como u,, = byu} + -+ + byul, + ¢ para algin t € T, por tanto
auy = abyu} + -+ + abyul, +at = bul;

luego abul, = buj,. Como uj, tiene orden infinito, se sigue que ab, = b. es decir, alb.

De manera similar obtenemos que bja y por tanto a = £4.0
Estudiaremos la estructura de las fibraciones sobre S! de las variedades de Seifert.

Seay : F C M — S' una fibracidn, donde M es la variedad de Seifert irreducible
(Xz,k|(1,8), (s, B1),....(ar, Br)). Seap: M — G la proyeccién de érbitas de M.
Suponemos que F cs transversal a todas las fibras de M. Como M es irreducible, por
tanto F g S%. Supondremos también que F ¥ P2 que es lo mismo que pedir que
Mg P?x S\

Supongamos que existe H < H;(M) subgupo ciclico que es sumando directo de
Hy(M) y que contiene a h (por supuesto, este es siempre el caso) y sea u un generador de
H. Ahora, si u:[F] = d, entonces k-[F] = da, donde h = au,a > 1. Porel Lema4.4,a ¢s
un niimero bien definido, Definimos § = p|F : F — G. entonces g~'(z) = p~(2)N F
tiene da puntos pura todo z € G punto ordinario y g~'(y) = p~y) N F tienc j:—
puntos para todo y € G punto excepcional de orden ay, es decir, g es una cubierta

ramificada de grado total do ramificadn a lo largo de {p;....,p;} C G, donde p; es el
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punto excepcional de orden a; y § tienc grado local a; en §f para todo § € 3} (pi),

i=1,...,7

Segin la férmula de Riemann-Hurwitz

x(F)=dax(G)~ 3 (deg(@y)—1)
V€T~ {pronpr}
r dofo;

=dax(®)~ 3, 3 (ai—1)

i=1 =1

= dax(@) - 3 B(ai~1)
i=1 °t

Nétese que como Hi(M) = K & H, donde K < H (M), por tanto tenemos el
epimorfismo f : Hy(M) — Z tal que f(u) = 1y f(X) = {0} y por tanto tenemos el
epimorfismo f = Abo f : m;(M) — Z (Ab cs la abeliznizacién). Segtin la construccién
de Stallings y e! Teorema 4.3, podemos construir una fibracién F' ¢ M — S! tal que
u:[F'] = 1y por tanto k-« [F'] = a. Veremos adelante (Lemas 4.6 y 4.7) que, por
supuesto, esta es la fibracién “minima” de M.

Como ¢ : F ¢ M — 5! es una fibracidn y M es de Scifert, por tanto existe
FxI
. Por

un homeomorfismo periédico g : F —+ F de orden finito tal que M =

F W - ~ - )
construccién ? = G y la proyeccién F —+ G coincide con 7, es decir, § es una cubierta

ciclica con traslacién cubriente g.
Analizaremos un poco més la naturaleza de g:

LEMA 4.5. Sean G,H,K grupos, f : G — H y g : H — K homomorfismos tales

que Imf es normal en H.
a) Si g es epimorfismo, entonces g o f es epimorfismo ¢ ImfKerg = H.
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b)Sip: H — eg la proyeccion natural, entonces ImfKerg = H < Imp =

p(Kerg).

H
Imf
Demostracion. (a) Supongamos que go f es epi.morﬁsmo‘ Sea x € H, por hipétesis existe
t € G tal que go f(t) = g(z); por tanto f(t) 'z € Kergy z = f(t)[f(t)~'z) € ImfKerg.
Luego H C ImfKerg.

Supongamos ahora que Im fKerg = H. Sea y € K, como g es epimorfismo, existe
v € H tal que g(v) = y; por hipdtcsis existe t € G y k € Kerg tal que v = f(¢)k; luego
g0 f(t) = g(f(2)) = g(f(t))g(k) = g(f(1)k) = g(v) =y, es decir, go f es epimorfismo.

(b) Supongamos que ImfKerg = H. Sea z € Imp, por tanlo existe v € H
tal que = = p(v); por hipétesis existen t € G y k € Kerg tal que v = f(£)k; luego
= = p(v) = p(F(t)k) = p(£(£))p(k) = p(k) € p(K erg); por tanto Imp C p(Kerg).

Supongamos que Imp = p(Kerg). Sea z € H; por hipétesis existe & € Kerg tal

que p(z) = p(k); por tanto p(zk~') = 1 y por tanto zk~! € Imf; luego existe r € G
tal que zk=! = f(r). Se sigue que z = f(r)k € ImfKRerg; por tanto H C ImfKerg.l

LEMA 4.6. Sea B superficie cerrada. Sea ¢ : F' — B una cubierta ciclica ramificada
a lo largo de B, = {p1,...,pr} tal que el grado local de ¢ en P es a; para todo
peEe Mpi)i=1,...,r.

(i) Si q es el grado total de p y a = m.c.m.{ay,...,ar}, entonces alq.

Adema‘s'q = a si y s6lo si p es primitiva, es decir, g : m(F) — m(B) es

epimorfismo.

(ii) Si ¢ es primitiva, ent B es no orientabl s;'y sdlo si F' es no orientable.
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Demostracién. “(i)" Sea D; C B una vecindad regular de p; tal que D;i\D; =@ sii # j
y sea d; = 8D; parai,j =1,...,r. Definimos B=B ~ UD; y F = F — Jp— (D).

Si mB = (z1,...,%, : 8 = 1) (presentacidn no abeliana), donde s es un producto
de conmutadores o un producto de cuadrados dependicndo de que B sea orientable o
no, entonces M B = (21 ...,%n,d1y.0 dy 3 di-oody = 8); luego ig es epimorfismo y
Keriy = (dy,...,d,} el subgrupo normal genemdo_por {dy,...,dr}, donde i : B B
mB

Imely
de ¢~*(D;); como el grado local de ¢ en f es a; para todo p € v~ '(p;), por tanto

w]#aﬁ =d y plgy # df pera 0 < [B] < @, toda v € mB ytodai€ {1,...,7}.

es la inclusién. Como ¢ es ciclica, por tanto = Z;. Sea D; una componente

Luego of[di]) = a; en ‘Tr% = Z,, en particular a;|q para toda { € {1,...,r}, por

tanto a = m.e.m.{ay,...,a.}|g.

. o . . . W]E - _

Supongamos ahora que a = q.‘Esto pasu si y sdlo si Tmely = {ldi)y....[de]) =

p(Keriy), donde p : mB - !:“‘fl es la proyeccién natural, Segin el Lema 4.4,
#

esta condicién es cquivalente n que |y o ix sea epimorfismo ya que, como habiamos
abservado, iy es epimorfismo.
Como ¢l diagrama de homomorfismos

- In
mF —— mF

ele e e
. iw
B ——— mB
conmuta, se sigue que @]y 0 iy es cpimorfismo si y 86lo si py4 es epimorfismo, ya que

Jj# es epimorfismo.
“(ii)" Si F es no orientable, entonces G ¢s no orientable por ¢l Lema 1.9,

Supongamos que G s no orientable y que F es orientable, Sea W < my(B) el
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subgrupo de orientacién de indice 2; entonces Imeply < W; como Imply - Keriyg =
1 (B), se concluye que hay elementos en Keriy que invierten la orientacién en B, pues
el indice de W en m1(B) es 2. Esto es una contradiccién pues Keriy esti generado por

las componentes de la frontera de B. Debemos concluir que F es no orientable.

Podemos ahora analizar con mds detalle la estructura de las variedades de Seifert

que fibran sobre S1.

LEMA 4.7. Sea M variedad de Scifert. Si F' C M — S? es una fibraciony p: M —
G es la proyeccion de drbitas, entonces ¢ = p|p+ : F! — G se factoriza a través de una

cubierta ramificada primitiva g : F — G y un espacio cubriente ¢ : F! s F.

m(G)
la proyeccién
Imp|s

Demostracion. Llamamos @ 1= G — Bg. Sea p:m(G) —
1(G)

natural. Como ;rmcpl 2 Z;o para algin ¢ entero positivo, entonces
#

H:=p"1{0,q,2q,...,(a ~1)q}

es un subgrupo de m(G) de indice a y Imply < H. Lucgo existen ¢ : F' — F
cubriente de grado ¢ y § : ¥ —+ & cubriente ciclico de grado a que factorizan a .
T do la compactacién de Fox, obtenemos  : F! —+ F cubriente de grado q y

7: F — G cubierta ciclica de grado a que es primitiva segin el Lema 4.6.0
El caso orientable.

TEOREMA 4.8. Si M es una variedad de Seifert onentnble que fibra sobre S, en-
tonces M € (Oo, g).

= (00, ¢|(1,8), (a1, 51), ..., (@r,B:)), entonces M fibra sobre S si y sélo si
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.
b+ Z % =0 y en este caso la hoja F de caracteristica de Euler mdxima satisface

=1

r

XF) = ox(6) = 3 (i~ 1),

i=1

donde o = m.c.m.{a1,...,a,} y G es la superficie de drbitas de M.

D, tracién. S que M es orientable.

pPong

i) Si M € (On, k), ent t explicit te la relacién 2k = 0 en la pre-
sentacién del Lema 3.2 y por tanto M no fibra sobre S,

ii) 8i M = (Oo,¢|(1,b),(a1,51),...,(ar, Br)), entonces

Hy (M) % ZY @ (1. s Trty 1 6ii =0, =AU = ATy o - o+ Arzy)

we(h) = meem{ay, ... actuy,
por el Corolario 3.6 y el Corolario 3.7.

Se sigue que h tiene orden infinito en Hy(M) si y sdlo si —A = —A(M) =0y ésto
r
siy sélosi b+ E % =0 (que es la misma condicién de [Orlik, p.122]).
i

i=1
Nétese que el subgrupo ciclico sumando directo de Hy(M) que contiene a & es
H = {u,). O

El caso no orientable.

TEOREMA 4.10. Si M es una variedad de Seifert no arieneable; entonces M fibra
sobre 8" si y sélo si M € (Nnl, k).
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Si M = (Nnl,k|(1,b),(c1,81),-..,(r, Br)) con superficie de drbitas G, entonces

M fibra sobre 5 con hoja una superficie F' que satisface:

i) Si A(M) es impar, entonces F es orientable ¥ Ia hoja de caracteristica de Euler
méxima satisface .
2 .
X(F) = 20x(6) = 3 S i@ = 1).
i=1

i) Si M(M) es par, ent F es no orientable y si k es par, entonces x(F') es par.

La hoja F de caracteristica de Euler mdxima salisface
r

X(F) = ax(6) = 3 e = 1),

donde a = m.c.m.{ey,...,a:} en todos los cl:os.

Demostracion. Supongamos que M es no orientable,

—Si M € (No,k), o bien

— & M € (NnII, k), o bien

—si M € (NnlIl, k), entonces 2k = 0 y por tanto M no fibra sobre S*.

— Si M = (¥nI, k[(1,5), (@1, i), .-, (@ B)), entonces

Hy(M)E 251 @ (1,22, 2ottt 61z = 0,28 — Aup = Do o+ - - + Arz,).
ler. caso. A = MM) es impar, digamos A = 22 + 1.

Definimos w := —fu, +¢, v := Au, — 2, entonces 4, = 2w+ v y t = Aw + fv;
haciendo movidas de Tietze obtenemos ‘
Hy(M) Lz (w: =)@ (Taye0e1Zry 01 6T = 0,MaT2 + ¢+ + Apzy = v)
=21® (w: ) @ (z2,..., 7 : &z = 0),
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entonces ¢(h) = au, = 2aw tiene orden infinito en H,(M)y M fibrn sobre S* con hoja
ana superficie F C M y § =p|r : F — G es una cubierta ramificada ciclica de grado
total 2a.

Nétese que el subgrupo ciclico sumando directo de Hy(M) que contiene a h es

H = (w).

Si ademds hubiera otra fibracién F! ¢ M — §!, de manera similar a la de-
mostracién del Lema 4.7, se obtendria un espacio cubriente ' — F. Luego x(F) >

x(F') y F' es orientable, si F es oricntable.

Luego en caso de existir una fibracion F ¢ M — S! con hoja orientable y tal
que la cubierta ramificada asociada F' — G tiene grado total 2a, entonces todas las

posibles fibraciones M — 5! tienen hoja orientable.

Supongamos que F es orientable. Sip : G — G es la doble cubierta de orientacién,

entonces tenemos la siguiente factorizacién

F
e
G iy
[N
G

y 7 satisface las hipStesis de Lema 4.5, es decir, es una cubierta ramificada a lo largo
de {p1,p},- ..+ Prsp}}, €l grado local de § en p es a; para todo p € ™} (p;) y para todo
pe ' (p}) y el grado total de § es & = m.c.m{ay,...,qr}. Luego § es primitiva.

Exhibiremos una cubierta ramificada con las propiedades anteriores con F orienta-

ble.

LEMA 4.9. 5 M = (Nnl k[(1,b), (a1, 81 ),-..,(ar Br)) y MM) es impar, entonces
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existe F' superficie orientabley g: F — F homeomorfismo peridédico de orden 2a =
FxlI
2m.emai,...,a.} tal que M -gL-

-1
Demostracidn. Ses T¢ la union de los segmentos | J {te?™/¢|0 < ¢t < 1}. Para
me=1
ke {1,...,r) témese la cubierta ramificadn @y : —:—S’ —+ 52 descrita de la siguiente
(]

afas

& o2 2
manera {donde o 5 = l_l %)

Sen S; C R® la frontera d¢ una vecindad regular pequefia de T'a, % {0} en R3,

Entonces §; & S%. Pama j € {2,...
Jﬂk

12} construfmos a $; como la imagen de 5

bajo la rotacién de 2r=— gradps con cje de rotacién el eje z seguida de la traslacién

(& 2) = (2,2 +J)-

De tal manera que Sy U+ U Saja, = iS’. Entoces definimos a ¢i(z) como el

punto que se obtiene de rotar § R® un dngulo de 21\’% con eje de rotacién el eje z y
trasladar una distancia de 1 en|direccién del eje z paraz € S, j =1,...,2& —-1lya
i(z) como el punto que se obtigne de mta.r a R® un dngulo de 21rﬂ— con eje dc rotacidn

el eje z y trasladar una distancis de —-a— en direccién del eje z pnm Z € Sajoy-
k

Luego v es una cubierta ciclica ramificada en dos puntos p; y p} de grado total «

y grado local en p igual a ax para todo p € ¢y (px) y todo p € vy '(ph).

Construimos ahora a ¢’ : F' — 5% tomando la suma conexa p1#pa# -+ - #ip,. (por

ejemplo, para construir ¢1#¢2| se toman dos 2-discos Dy y D; en las bases de 1 y v3,

Tesp te, que no toquen a la ramificacién. Entonces 7} (D)) 2 ¢3! (D2) & aD?

y se puede realizar la suma corjexa equivariante en, la base, a lo largo de D, y Dz y, en

¢l dominio, a lo largo de w7 (1) y w2 ' (D2)).
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A continuacién tomamos la cubierta 7: aG — G de a hojas y sin ramificacién y

realizamos ¢" = p'#n : F — G, donde G —+ G es la cubierta doble de orientacién.

La cubierta ramificada " es ciclica y posee una traslacién cubriente g : F — F

de orden a,
OBSERVACION 4.3,

5;‘—’ = (00, genero(GY(1, B), (@1, 81), (=011 81 )s- - (01, Be), (= ey Br))

y después de normalizar

F—;ﬁ = (00, genero(G)(L,B), (a1, A1), (@151 = B)y- o (@ By (s — 1)),

dondei):—zéf-—-zﬂuzia.

Podemos arreglar los puntos de ramificacién {p, p}, ..., P, .} en G de tal manera
que u(p;) = pj para j = 1,...,r, dounde u : G — G es la traslacién cubriente de

G —+ G. Asi levantamos a u & un homeomorfismo i : F — F tal que iog = goii.
Finalmente definimos ¢ =goti: F — F que tiene las propiedades exigidas.0

OBSERVACION 4.4. Lamanera de obtener a M a partir de F x I'/g estd determi-
nada por los invariantes de Seifert de M segin la construccidn anterior. Luego A(M)
debe ser impar. En otras palabras, si M € (Nnl,k) y F C M — S? es Ia fibracién

para la que x(F) se maximiza con F orientable, entonces A(Af) debe ser impar.

2do. caso. A = A(M) es par, digamos A = 2(.
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Definimos w:=1¢— %u,. =t — fu,; haciendo movidas de Tietze obtenemos

H.(A!)’; ZF @ (up =) @ (Taye ey Tryw 1 57 = 0,2w = Apxg + -+ + Apzy).

Entonces p(h) = au, ticne orden infinito en H;(M) y M fibra sobre S* con hoja

una superficie F.

Nétese que el subgrupo ciclico sumando directo de Hy(Af) que conticne a h es
H = (u,).

La superficie F* debe ser no orientable por el Lema 4.7.

Si k es par, entonces F también debe ser no orientable y ademds x(F) es par. En
efecto, si x(F') es impar, entonces existe ¥ C F lazo simple que invierte la orientacién
en F y el orden de v en H{(F) es 2. Como F es bilateral en M, por tanto v invierte la
orientacién en M y por tanto v no es nulhomdloga en M. Si i : F — M es la inclusién
entonces 2[y] = 2i.{y] = i.2[y] = 0, es decir, v tiene orden finito en H{(M) y por el

Teorema 3.1 deberfa suceder que fw; (M) # 0, contradiciendo al hecho de que k es par.
o

Subrayamos el siguiente hecho que da una caracterizacién geométrica de un resul-

tado de la §3.
COROLARIO 4.11. M € (Nnl,2k+1)
ol
Buwi(M) =0 ¢ para toda fibracion F C M —+ S, F es orientable.0

Nos interesars el caso en que la hoja F' es un toro.
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TEOREMA 4.12. [Hempel] Si M es una variedad de Scifert que fibra sobre S con
hoja un toro T y monodromia ¢ : T — T de orden finito. entonces M cs alguno de los

siete espacios siguientes:
i) M = (00, 1j(1,0)).
ii) M = (00,0{(1,-2),(2,1),(2,1),(2, 1), (2, 1)).
iii) M = (No,1|(1,0)) = (NnI,2{(1,0)).
iv) M = (NnI2|(1,1)).
v) M = (00,0(1,1),(3,1),(3,2)).
vi) M se obtiene de o(z,y) = (y, —x).
vii} M se obtiene de o(z,y) = (—y, x +y).

OSERVACION 4.5. La fibracién del tcorema anterior en los casos (iii), (vi) y (vii)
no es es equivariante respecto a la estructura de variedad de Seifert de M. , tampoco se

tiene que % sea homeomorfa a la superficie de érbitas (ni siquiera es superficie cerrada).

Notamos también que hay variedades de Seifert que fibran sobre S con hoja un
toro, pero con monodromia de orden infinito, por ejemplo, las variedades (Oo, 1|(1, b))

con b un entero; en todas éstas la fibra tiene orden finito en el primer grupo de homologia.
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§5. SUPERFICIES DE WHITNEY EN VARIEDADES DE SEIFERT.

TEOREMA 5.1. Sea p: M — G variedad de Seifert no orientable, entonces existe
T C M toro hecho de fibras de M tal que M —~ T es orientable.

En los siguientes casos T es bilateral:
i) Me(Nog) g21,
i) M € (Nnl,2k), k21,
iii) M € (NnIILk), k= 3.

En log casos restantes T es unilateral:
iv) M e (NnI,2k+1), k20,
v) M e (NnILk), k22

Se verd ¢n la Proposicidén 5.2 y la Proposicién 5.3 que en los casos (i), (ii) y (iii) T
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necesariamente es bilateral y que en los casos (iv) y (v) i T es unilateral

Demostracion del Teorema 5.1. Sea p: M — G In proyeccién de Srbitas.

“(i)" Supongamos que M € (No,g) y sea {a;,...,ag,b,...,b,} C G un sistema
fundamental de curvas para Hy(G) tal que a;Na; =0 ,a;Nb; =0 ,b;Nd; = @ para
i#jyainbesunpuntoparai=1,...,g.

Entonces, sin perder la generalidad, la evaluacién en G, ev : H1(G) —+ Z; es el
homomorfismo ev(a;) = —1, ev(b;) = ev(a;} = +1 para i € {2,...,9} 7 € {1,....g},
segin €l Teorema 2.5, (i).

Luego T := p~}(b;) es un toro fibrado bilateral en M, y2 que b; es una curva
bilateral en G, y M —T es orientable porque ev| : H1(G—a1) — 23 es el homomorfismo

trivial (compérese con la Observacion 2.8).

“(ii)” Supongamos que M € (Nnl,2k), entonces G se puede representar como una

superficic orientable de género k — 1 méds una asa no orientable.

Sea {a;,...,01,b,b2,...,0:} C G un sistema fundamental de curvas para H,(G)
donde a;, b; y b son curvas que conservan la orientacion en G para i > 2y a; ¢s una

curva que invierte la orientacién en G.

Luego T := p~!(b) es un toro fibrado bilateral en M ya que b es una curva bilateral
en G,

Ahora G - b es una superficie orientable y ev] : Hy(G ~ b) — Z, es trivial, por

tanto M — T es orientable.
“(iii)” Supongamos que M € (NnlIl, k), Sea {v1,...,m} C G un sistema funda-
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mental de curvas para #,(G) donde v; C G invierte la orientacién para i € {1,....k}.

Entonces, sin perder la generalidad, la evaluacién ev : H1(G) :— Z; es el homeo-
morfismo ev(v;) = ev(vz) = +1 y ev(vi) = —1 para i 2 3, una por cada gorro cruzado

de G.

Sea w C G una curva simple cerrada Z-homdloga a vy + v2, entonces w es una

curva bilateral cn G de valor ev(w) - ev(vz) = +1.

Si T := p~!(w), entonces T e¢s por tanto un toro bilateral fibrado y M — T es
orientable ya que ev] = w)(G ~ w) : H){(G —w) — 2,.

“(iv)" Supongamos que M € (Nnl,2k+ 1), entonces G se pucde representar como
una superficie orientable de género k mds un gorro cruzado. Si P! es la curva simple
cerrada unilateral del gorro cruzado de G, entonces G — P! es orientable y como ev :
Hy(G) —» 2; es trivial, por tanto ev|: Hj{(G — P') — Z; es trivial.

Luego si T := p~!(P'), entonces T es un toro fibrado unilateral en M y M T es

orientable.

“(v)" Supongamos que M € {Nnll,k) y sea {v1,...,1x} C G un sistema fun-
damental de curvas para H;(G) donde v; C G es unilateral en G para i = 1,...,k.
Entonces sin perder la generalidad, ev : H}(G) — Z; es el homomorfismo tal que
ev(vy) = +1y ev(v;) = —1 parai > 2.

Si T := p~'(v,), entonces T es un toro fibrado unilateral en M y M —T es orientable

ya que ev| = wy (G —v,). O

PROPOSICION 5.2. En los casos (iv) y (v) del Teorema 5.1, si T C M es un toro
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fibrado bilateral, entonces M — T es no orientable.

Demostracién. En el caso (v) es imposible que exista una superficie bilateral cuyo

lemento en M sea orientable por el Teorema 1.13, ya que Sw; (M) # 0 segiin el

Teorema 3.1.

En el caso (iv), si T C M es un toro fibrado bilateral, entonces p{T) C G es una
curva bilateral y por tanto G — p(T') es no orientable ya que x{G) es impar y como ev]|

es trivial, es decir, ev] # wy(G — p(T)), se sigue que M — T es no orientable. O

PROPOSICION 5.3. En los casos (i), (ii) y (iii) del Teorema 5.1, si T C M es un

toro fibrado unilateral, entonces M — T es no orientable.

Demostracion. Si p: M ~— G es la proyeccidn de érbitas, entonces p(T) es una curva

unilateral en G.
Lucgo en ¢} caso (i) es imposible que exista un toro unilateral fibrado.

En el caso (ii) como x(G) es par, se tiene que G — p(T") es no orientable y como la

evaluacién de G es trivial, por tanto M — T es no orientable,

En el caso (iii}, como p(T') es una curva unilateral de valor 41, debe existir en G
al menos otra curva unilateral de valor +1, de lo contrario M estaria en la clase Nnll.
Luego la evaluacidn de G — p(T') es distinta de la primera clase de Siefel-Whitney de G
y por tanto M — T’ debe ser no orientable. O

COROLARIO 5.4. Sea M variedad de Seifert no orientable. §i T, T' C M son toros
fibrados tales que M — T y M — T' son orientables, entonces M — T y M — T’ son

h rias mediante un h fismo que ta las fibras.
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Demostracién. De la demostracién del Teorema 5.1 es facil ver que las evaluaciones
que resultan en las superficies que se obtienen al retirar de la superficie de drbitas las

proyeciones de T' y T" respecti son equivalentes y como (M —T) = (M —T")

se sigue el resultado como una aplicacidn inmediata del Corolario 2.2. O

COROLARIO 5.5. Sea M una varicdad de Seifert y sea T C M un toro de Stiefel-
Whitney que es unidn de fibras de M. Sea N(T) C M una vecindad regular de T que

también es unicn de fibras de M.

i) §i M = (No,g|(1,b), (a1, /1),...,(ar, Br)), entonces M — N(T) es la variedad

de Seifert con frontera que se obticne de
M* = (00,9 —1|(1,b), (c1, B1)s+ s (@r, Br))

al retirarle el interior de dos vecindades fibradas de fibras ordinarias.

i) Si M = (NnI,2k|(1,5), (@1,81),..., (s, Br)), entonces M — N (T) es Ia variedad

de Seifert con frontera que se obtiene de
M* =(0o0,k —1|(1,8), (@1, B1)s.- -, (@rs Br))

al retirarle el interior de dos vecindades fibradas de fibras ordinarias.

iii) Si M = (NnlIII,k|(1,b),(ay, B1), ... (s, B:)), entonces M — N(T) es la var-
iedad de Seifert con frontera que se obtiene de

M* = (On,k —2|(1,8), (@1, 81)s- .+ (@, Br))

al retirarle el interior de dos vecindades fibradas de fibras ordinarias.
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iv) Si M = (NnlI,2k + 1{(1,b), (a1, 81 - .., (ar, Br)), eatonces M — N(T) es la

variedad de Seifert con frontera que se obtiene de
M* = (0o, k|(1,6}, (a1, $1), ...+ (e, Br))

al retirarle el interior de una vecindad fibrada de una fibra ordinaria.

v)SiM = (NnILK\(1,b),{a1, /1 ).+, (s ), ent'onces M = N(T) es la variedad

de Seifert con frontera que se obtiene de
M* =(0n,k-1(1,b), (a1, B );. .., (ar, Br))

al retirarle el interior de una vecindad fibrada de una fibra ordinaria, O

LEMA 5.6. Sea M variedad de Seifert orientable y sea T C M toro fibrado tal que

M — T es conexo.

i) Si M = (0o, g|(1,8), (&1, 81),. .., (ar, Br)), entonces M — N (T} es la variedad

de Seifert con frontera que se obtiene de
M* =(00,9 - 1|(1, ), (a1, Br), ..+, (rs Br))

al retirarle el interior de dos vecindades fibradas de fibras ordinarias.

ii) Si M = (On, k{(1,b),(a1,81), ..., (ar B+)), eatonces M — N(T) es la variedad
de Seifert con frontera que se obtiene de

M* = (O, k=218, (@1, Byl Br)) - -

al retirarle el interior de dos vecindades fibradas de fibras ordinarias.
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En los casos (ii) y (iii) la clase Dw;(M) puede representarse por una 2-subvariedad
F que es In unidn ajenn de dos toros unilaterales en M y cuyo complemento es homeo-

morfo al enunciado arriba.

Demostracidn. Se sigue de observaciones similares a las de 1a demostracién del Corolario

540

Anotamos los hechos siguientes que se estudiaron en el §4, pero cuya demostracién

independiente ilustra el poder de la herramienta que ofrecen las superficies de Whitney.

TEOREMA 5.7. Si M € (Nnl,2k+1) y Bw,(M) = 0, entonces cxiste una fibracién
de Steenrod F C M — S* con F una superficie orientable.

Demostracién. Como fwy(M) = 0, por tanto existe I C M 2-variedad orientable,
bilateral e incompresible en M tal que M - F' es orientable. Luego alguna componente
conexa F} C F no estd fibrada con las ﬁbras‘ de M por la Proposicién 5.2, Es decir,
F\ es una superficic incompresible, bilateral y no fibrada de M, luego M fibra sobre S*
con hoja Fy [Heil]. B

COROLARIO 5.8. S5i M € (Nnl,2k + 1), son cquivalentes

i) Bur(M) =0.

i) MM) = m.eomiay,...a,) (b + i Za

i=1 "

) es impar.
iii) Existe F C M — S fibracion de Steenrod con F orientable,

Demostracidn. Sélo basta ver que (iii)=(i). Como F es una superficie de Whitney
bilateral para M, por tanto existe una cubierta ramificada M ~— 5% ® S' [Berstein y
Edmonds}. Luego por €l Corolario 1.11 se tiene que fuw;(M)=0. 0
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§6. CUBIERTAS DOBLES.

El simbolo §?XS" denotard o bien o S? x S, o bien a §2 ® S!, el haz de esferas
no trivial sobre $'.

LEMA 6.1, Si¢p: M —+ S?XS" es una cubierta doble ramificada, donde M es una
3-variedad que no posee esferas no separantes, entonces'si § C $*XS? es una esfera no

separante, se cumple que SN B, # 0.

D, tracion. Supongamos que SN B, = @, entonces p~!S = ;U S; donde $; = §;
son dos 2~esferas, Sea» € Syseny: I — §?2%XS! unlazo basado en » tal que yNS = {+}
y esta interseccién es transversal. Podemos escoger a v de tal manera que v B, = 0.
Entonces =14 = 7, U~ consta de dos trayectorias con extremos en = }») = {#;. %},

donde *; € S; y 7i(0) = #i para i = 1,2,

Si 11(1) = %3, entonces ¥, conecta a los dos lados de Sy y por tanto §; C M es una

esfera no separante, Esta contradiccion muestra que (1) = #; y por tanto 12(1) = ;.
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Luego|v192 (producto de trayectorias) conccta a'los dos lados de §; y de nuevo S es

no separante en M. Debemos concluir que SN By, # 0.0

TEOREMA 6.2. Sip:M — S?X5? ¢s una cubiertn doble ramificada, donde M es
una 3tvariedad que no posee esferas no separantes, entonces existe S C S2XS! esfera

no seyjarante tal que F ;= 'S es una superficic bilateral e incompresible en M.

demds si M es no arientable, entonces F es una superficie de Whitney para M

Demdstracién. Sca § C §?XS! una csfera no scpnm.ntc.y supongamos que F = p~1§
es corppresible en M (es claro que F cs conexa porque S N By, # §; que cs bilateral ya
lo es y que M — F es orientable yn que $5*%XS' — Sloes). Seau : M — M
1a invplucién que define a ¢. Entonces existe’D C M disco compresor para F tal que

uD = D, o uD N D = § [Gordon-Litherland, Thm. 3.

ler. daso “uDND = @". Entonces ¢|p : D — ¢(D) es un homeomorfisimo y dp(D) =
@(80) = (D) N S. Haciendo cirugia en S a lo largo de (D) obtenemos dos 2-esferas
S1, 51 C §2%S* tal que, digamos, S) es no separante en S?2XS! y S, es frontera de una
3-bola B C §?%5.

uecgo Fi := ¢~ '(81) y F2 := ¢~}(52) son el resultado de hacer cirugin en F a
lo laigo de D L u(D). Como F; = 8¢~'(B), F: es Z-homéloga a 0 y por tanto F} es
mdloga a F. En particular es Z,-homdloga, es decir, Dwy(M) = [F] = [FR], si M
orientable. Por tanto se sigue satisfaciendo que M — F) es orientable y, como S

separante, por cl Lema 6.1 B, N S; # @; por tanto F es una superficie.

. [caso “uD = D". Sea k: D x I —+ M un'encaje tal que k(D x {4}) = D y tal que
= k(D x I) satisface que u(W) = W. Se sigue que u| : W -— W es equivalente a
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una de las siguientes involuciones: uy(z,t) := (r(z),1), o uz(z,t) = (p(x),1 — ¢} donde
r: D «— D cs una rotacién de 180° y p : D ~— D es una reflexién con respecto a un
didgmetro de D {Kim-Tollefson), ya que u induce una cubierta ramificada y, por tanto,
fiz{u) es una 1-variedad. -

En el caso de que u] sea equivalente a ug, se tiene que u(D x {0}) N (D x {0}) =
(Px{1})n(D % {0}) =@ y obt »s unt disco comp como en el primer caso y

se sigue ent el mismo p dimient

Si uf es equivalente a u;, de nuevo (D) es un disco { | : D —» (D) es una
cubierta doble ramificada en un punto), tal que 3p(D) = ¢(8D) = SN(D). Haciendo
de nuevo cirugia, abajo, a lo largo de p{D) y, arriba, a lo largo de D, obtenemos una
esfera §1 € 52X S? no separante y una, superficie Fi ;= p~1(S1) C M bilateral que es el
resultado de comprimir a F' y de borrar las companent;as resultantes de la cirugia que
son Z-nulhomélogas.

Repitiendo el praceso del primer caso o del segundo caso, eventualmente obtenemos
una esfern no separante § C §?%S' y una superficie F := ¢~1(5) C M incompresible
y bilateral en M y tal que M — F es orientable. O

COROLARIO 6.3. Seap: M — §?XS' una cubierta doble y M una variedad
como en el Teorema 6.2. Si #(SN B,) es minimo con respecto a todas Ias 2-esferas
S C 52N 5! que son no separantes, entonces F := ¢~'(8) es incompresible.

Demostracién. En la demostracién del Teorema 6.2, como tomébamos discos que

+

eran efecti p , por tanto se borraron componentes de la superficie
Z-nuthomélogas que eran cubiertas dobles ramificadns de §, es decir, se disminufa

#(5 N B,) efectivamente. O
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COROLARIO 6.4. Sip: M —+ §S2XS! es cubjerta doble ramificadn y M no posee
esferas no separantes, entonces existe F' C M superficie bilateral incompresible tal que
| : M = N(F) — 52 x I s cubierta doble ramificada, donde N(F) = F x I es una

vecindad regular de F en M.

Ademas | px iy : Fx{i} ~— 5§ % {i} esla doble cubierta de la 2-esfera ramificada
cn 2 genero(F) + 2 puntos. O

LEMA 6.5. Si¢: F — S? es In cubierta doble ramificada en 2 - genero(F) + 2
puntos, donde genero{ F') < 2, entonces para todo homeomorfismo h : F — F, existen
homeomorfismos g : §2 — 8% y y' : F ~— F tales que ¢l diagrama

Fo—

lw @

2 5, s

conmuta y g' es isotdpico a h y g es isotdpico a Ia identidad o a una reflexién, depen-

diendo de si h conserva o invierte la orientacion respectivamente.

Demostracion. Si h conserva la orientacion, entonces'h es isotdpico al producto de

homeomorfismos de Dehn a lo largo de las curvas ¢y, ...,a1,....

Cada uno de estos homeomorfismos es el levantamiento bajo ¢ de los homeomorfis-
mos de arco definidos en los arcos @, . ..,af,... (ver Figura 6.1). Nétese que cada uno
de estos homeomorfismos de arco es isotdpico a la identidad. Se sigue el lema en este

<aso.

En caso de que h invierta la orientacién, h es isotépico al producto de h -

fismos de Dehn como antes, seguido de una reflexién. Esta reflexién es el levantamiento

de una reflexidn en 52 con respecto a un plano que contenga o B,. O
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Figura 6.1.

COROLARIOQ 6.6. Sip : M — $?X5' es una cubicrta doble ramificada con
M variedad que no posee esferas no separantes, entonces existe F C M superficie in-
compresible tal que si hy,h3 : F —+ F son dos homeomorfismos arbitrarios, Vy,V>
son dos cubos con asas tales que 8V; = F y genero(F)} < 2, entonces existe y :

M — N(F) UV, U V3 — S cubierta doble ramificada.
Ay ha

Demostracién. La cubierta ¢} : M — N(F) — 5% x I al restringirse a la frontera es
una cubierta doble ramificada como en el Lema 6.5. Si ; : Vi — B?® es la cubierta
doble ramificada en genero(F) 4 1 arcos propiamente encajados, entonces por el lema
anterior, ¢] se puede extender a la doble cubierta ramificada 1 = (p|) U Uy :
H-NEHUnUwv — s* <1y B =5 0,

hy ha

OBSERVACION 6.1. E! Corolario 6.6 nos ofrece un criterio utilisimo, que sera una
herramienta principal en la § 7, para determinar si una variedad de Seifert M que no
fibra sobre 5 no es cubierta doble ramificada de 52 % 5'. A saber si la variedad asociada

a M (ver Lema 7.2) no cubre doblemente a S?, entonces M no puede cubrir a $?%S'.

69



Una herramienta similar obtendremos en el Corolario 6.14.

TEOREMA 6.7. Sea N una 3-variedad que no posce esferas no separantes, Supon-
gamos que existe T C N superficie orientable e incompresibleen N. Si@: M — N es

una doble cubierta ramificada, entonces existe T' C N superficie incompresible en N,

i rfa y Za-homdloga a T tal que F := ¢~ (T') es una 2-variedad orientable e

incompresible en M.

Ademis si M es no orientable y T es una superficie de Whitney para N, entonces
F representa & Dw (M), En particular si F es conexa, entonces F es una superficie de
Whitney para M.

Demostracion. Deformando un poco a T podemos suponer que T'N B, es transversal.

Si F es disconexa, entonces F = T UT es incompresible en M.

Supongamos que F es conexa y compresible. Set; D C M un disco compresor
equivariante para F.. Analizando casos como en el Teorema 6.2, podemos lograr que
@(D) sea un disco compresor para T, luego al hacer cirugfa en T a lo largo de (D),
obtenemos una superficie Ty 2 Ty, puesto que T es incompresible en N, una 2-csfera
S C N que es frontera de una 3-subvariedad W C N, por las hipétesis sobre N. Luego
T; es Z;-homdloga a T. Se ticne que las 2-variedades Fy := ¢~} (1) y Fy 1= Bp~ (W)
son el resultado de hacer cirugia en F a lo largo de ¢y~ 'y(D). Lucgo F; es Za-homéloga
8 cero y por tanto Fi es Z;-homéloga a F, es decir, Fy representa a Duwy (M) si F
representa a Dwy(M).

Tenemos ahora a T; en el lugar de Ty a F} en el lugar de F y podemos seguir

comprimiendo equivariant te hasta que eventualmente obt, sT'CcNyF CcM

tal que 7V ¢ T y F' es incompresible en M (conexa o no).0
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OBSERVACION 6.2. En el Teorema 6.7
(i) Si N es irreducible, podemos obtener a T' isotdpica a T
(ii) O bien ¢ ~}(T) es conexa, o bien ¢~ (T)Y 2 TUT.

Sen. P! C P? lazo simple no contraible, entonces T = P! x §* C P? x $! es un toro
unilateral e incompresible en P? x S'. Nétese que T es incompresible pero no inyecta

su grupo fundamental en m, (P? x S').

Ademds T es una superficie de Whitney para P? x S'. Como P? x 5! es irreducible

se tiene el

COROLARIO 8.8. Sip: M — P? x $! es una doble cubierta ramificada, entonces
existe T' C P? x S! isotdpica a T tal que ¢~} (T"') es incompresible en M.

Ademads si M es no orientable, entonces ¢~1(T") representa a Dw,(M).0

Denotaremos por id X 2 : §' x §! —— S§' x §? al espacio cubriente de dos hojas

(=, 9) = (2,97).

LEMA 6.9. Siyp: M — P? x S! es una doble cubierta ramificada, entonces existe
F C M 2-variedad orientable e incompresible tal que ¢|: M — N(F) —+ D? x S! es

una cubierta doble ramificada.

Ademis si F 2 5! x S§*, entonces:

i) Si F es bil len M, ent i restringida a cada D te de ON(F) es

un homeomorfismo.

ii) Si F es unilateral en M, entonces y restringida a 8N (F') es el cubriente id x 2.
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Demostracion. La superficie F es la preimagen del toro T' mencionado en el Coro-
lario 6.8,

Sea u : M -~—— M la involucién que induce a ¢ y supongamos que F = §! x S,

Como u(F) = F, por tanto u|r : F — F es una involucién.

Hay exactamente cinco involuciones no equivalentes en S' x §': una involucién

Py . N

libre que conserva la ori una ién libre que invierte la orientacién y tres

que se distinguen por los puntos fijos: (1) cuatro puntos, (2) una curva simple cerrada
¥ (3) dos curvas simples cerradas, De estas cinco involuciones sélo la invelucién libre
que conserva la orientacién ticne como cociente a S* x 5! ¢ induce al cubriente id x 2,

luego u|F es equivalente a esta involucién.

Elegimos a N(F) C M una vecindad regular de F tal que uj : N(F) — N(F) es

una involucidn libre.

“()" Si F es bilateral, entonces N(F) & F x I; se sigue de [Kim-Tollefson] que u
es equivalente a g X ), donde g : F — F es unainvolucidn y A(t) =to A(t)=1—1t.
Puesto que ON(F)/u es no orientable, debe suceder que g = ulp y A(t) = 1—t. Por

tanto, u intercambia a lns comp tes de QN'(F) y, por tanto, ¢ restringida a cada

componente de N (F") es un homeomorfismo.

“(ii)"” Si F es unilateral, entonces N{F) = M6 x S! 22 N(T"), donde Mz es la cinta
de Mébius, Sea o € Mo un arco propinmente encajado tal que Mo — a es orientable,
entonces A := a X §! es una superficic de Whitney incompresible para A(T'). Por el
Teorema 6.7, o~} (A) es una superficie de Whitney para N{F) y es un anillo propiamente
encajado en N(F) (la posibilidad de que p~1(A) 2 AU A se descarta porque N(F)

es no orientable y que p~1(A) = F se descarta porque sabemos que F/u = §* x §').
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Luego u : ¢~ !(A) — »p~!(A) es equivalente a una rotacién de 180°. Concluimos que
tt|anr(F) €s equivalente a la involucién libre que conserva la orientacién y por tanto que

¢ restringida a ON(F) cs el cubriente id x 2.0

OBSERVACION 6.3. Si en el lema anterior M es variedad de Seifert y F ¢ M
es un toro que cs unidn de fibras de M, entonces se puede clegir N(F) C M vecindad

regular de F tal que u| : N'(F) — N(F) conserva las fibras de M y por tanto:

i) Si F cs bilateral ecn M, entonces  restringida a cada componente de IN(F) es

un homeomorfismo que conserva las fibras.

ii) Si F es unilateral en M, entonces y restringida o OA(F) es ¢l cubriente id x 2
y manda fibras en fibras (una fibra de ON(F) cubre dos veces, bajo ¢, a una fibra de
aN(T")).

TEOREMA 6.10. Sea u una involucién de la variedad de Seifert irreducible M tal
que la proyeccién ¢ : M — M /u es una cubierta doble ramificada. Si M/u = 52X 8!
o M/u 2 P? x S*, entonces existe una fibracidn de Seifert para M con respecto a la

cual u conserva las fibras.

Demostracién. Supongamos que M/u 2 §2XS! 0 M/u = P? x §!, entonces existe

T C M/u superficie orientable e incompresible tal que F := ¢~!(T) es orientable e

incompresible en M. Ent o bien M fibra sobre S! con hoja F, o bien F es un toro

que es unién de fibras de M [Heil].

En el primer caso M — F = F x I. Entonces existe una estructura de producto en
F x I tal que u| conserva esa estructura [Kim—Tollefson]. Luego 4 conserva las fibras

con respecto a esta nueva estructura de Seifert para M,
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En el segundo caso u: M — N(F) — M — N(F) cs una involucién en la variedad
de Seifert orientable M — N(F). Ahora M — N(F) es irreducible porque M lo es y F
es incc ible {Waldl ] ¥ la superficie de 6rbitas de A — N(F) no es una 2-
esfera (por ejemplo 3(M — N(F)) # 8); ademés u conserva las fibras de SN(F). Luego

podemos encontrar una estructura de fibracién de Seifert en M — N (F) con respecto a

la cual u| conserva las fibras [Tollefson]. Ademds, de la demostracidn de Tollefson, se
sigue que la fibracidn de Seifert encontrada restringidn & (M — N(F)) coincide con la

original y por tanto la podemos extender a M; luego u conserva las fibras de M.0

OBSERVACION 6.4. Se puede probar un teorema similar al anterior para. involu-
ciones en general en variedades de Seifert no orientables, dado que en una variedad tal
existe un toro fibrado de Whitney que bajo la involucién va a dar a un toro fibrado de
Whitney.

LEMA 6.11. Sea M variedad de Seifert. Sip : M —+ P? x S! es una cubierta doble
ramificada y ¢~*(T) es disconexo, entonces M € (NnlIII, k) o M € (Nnl,2k).

Demostracion. Supongamos que ¢ ~!(T) = T; U T3. Entonces T; es un toro fibrado
unilateral en M, para i = 1,2; ndtese que M debe ser no orientable pues, por ejemplo,
N(T1) es no orientable. Como M — T) U T; es orientable, csto s6lo puede pasar si
M € (NnIILk) o M € (Nnl,2k) (compdrese con el Teorema 5.1 y las proposiciones
5.2y 53). 0

LEMA 6.12. Seap: M — G una variedad de Seifert que no fibra sobre S* con haja
orientable. Si existe T C M toro fibrado unilateral que es superficie de Stiefel-Whitney

para M y existe p : M — P? x §! cubierta doble ramificada, entonces G & P2,

Demostracién. Sea u : M ~—— M la involucién que induce a . Por el Teorema 6.10 y la
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demostracién del Lema 6.9, se sigue que u restringida a cualquier fibra ordinaria de M
que no intersecta a fiz(u) debe ser equivalente a una rotacién de 180°. Luego G = P?,

1a superficie de érbitas de P2 x §'.0

LEMA 6.13. S5i M es variedad de Seifert y ¢ : M — P? x §! es cubierta doble
ramificada, entonces M ¢ {No,g).

Demostracidn. Supongemos que ¢ : M —+ P2 x S' es cubierta doble ramificada y que
M € (No,g). Podemos encontrar T C M toro fibrado bilateral de Stiefel-Whitney tal
que ¢ : m —+ D? % S! es una cubierta doble ramificnda y ¢ restringida a
cada componente de IA(T) es un homeomorfismo que conserva las fibras (Observacién
6.3 y Teorema 5.1}. Para obtener de nuevo & M a ?artir de M — N(T), debemos

identificar las componentes de la frontera mediante un homeomorfismo que invierta la

orientacién de las fibras, Este | fismo i e cs un levantamiento del

homeomorfismo f : 9D? x §' — dD? x S! tal que {z,w) v (z,%W). Pero el caciente

D? x §'/f $ P? % S'. Esta contradiccién muestra que M ¢ (No,g).0

COROLARIO 6.14. Sea yp: M ~—+ P? x S' una cubierta doble ramificada, donde
M es unn variedad de Seifert que no fibra sobre S! con hoja orientable. Entonces existe

F C M 2-variedad incompresible que es unidn de fibras de M tal que:

i) F es un toro bilateral en M o F es unidn ajena de dos toros unilaterales en M.
Ademis existe ¢ : M - N(F)UV; UV, — 5% cubierta doble ramificada, donde Vy, Vz

son toros sdlidos ordinarios de tipo (1, 1) y la unidn es a lo largo de las fibras, o bien

ii) F es un toro unilateral en M. Ademis existe b : M — N{F)UV — §3 cubierta
doble ramificada, donde V' es un toro sdlido de tipo (1,4:2) y la unidn es a lo largo de

las fibras.
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Demostracidn. Por el Lemn 6.9 existe F C M que es un toro incompresible o es unién
de dos toros ajenos e incompresibles tal que ¢ ~}(T) = F ya que M no fibra sobre S?
con hoja orientable. Luego ¢| : M — N(F) — (P?x §T) — N(T) & D? X 5! es una

cubierta doble ramificada,

“(3)" Supongamos que F es bilateral o que es unién de dos toros ajenos unilaterales.
Si V es un toro sélido fibrado de tipo (1,%1), entonces uniendo a (_}_’Tm
con V mediante un homeomorfismo de lns fronteras que conserva las fibras, obtencemos
a §3. Tomando cl cubriente (disconexo) doble 7 : V; U V2 — V, podemos extender o]
a la cubierta doble ramificada ¢ = (p|)Un: M = N(F)U V; U V2 — S° por ¢l Lema
6.9, (i).

*(ii)" Si F cs unilateral, entonces por el Lema 6.9, (i), wlon(r) es el espacio
cubriente id x 2. Este cubriente se extiende al cubriente doble 5 : V — V', donde V!
es un toro sdlido de tipo (1,=£1) ¥ V es un toro sdlido de tipo (1, +2). Luego podemos
extender | o la cubierta doble ramificada ¥ = (p{)Un: M — N(F)UV — §%. OO
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§7.VARIEDADES DE SEIFERT QUE SON
RECUBRIDORES CICLICOS DE -DOS HOJAS

OBSERVACION 7.1. Segin los resultados de la § 4 y el Teorema 6.10, si M es
una variedad de Seifert irreducible que fibra sobre §! con hoja orientable F, donde F
es la hoja de caracteristica de Euler minima respecto a todas las fibraciones, entonces
el problema de determinar si M s cubierta doble ramificads de $2x S? se reduce a un
problems de superficies. Es decir, 8i g : F — F e5 el homeomorfismo periédico tal
que M &2 FxIfgysiu:F —+ F es una involucidn que induce a la doble cubierta
F — S$? ramificada en 2genero(F) + 2 puntos, entonces existe una cublerta doble

ramificada M —+ §2%S! tal que la hoja se proyectaa S? siy sélosi gou=uog.

De cualquier manera seria deseable, en términos de los invariantes de Seifert, de-

terminar condiciones para construir cubiertas dobles ramificadas de §2x S,

DEFINICION 7.1. Sea M una variedad de Seifert. Entonces llamaremos a M

genérica si M no fibra sobre S! con fibra una superficie orientable y si M es irreducible.
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En lo que resta de la seccién se trabajard con variedades genéricas y se obtendran

teoremas de clasificacién de cubiertas dobles para éstas:
LEMA 7.1. Sea M variedad de Seifert.
i) Sip : M — 52 x S! es una cubicrta doble ramificada, entonces M es orientable.

ii) Sigp 1 M —+ §* ® §! es una cubierta.doble ramificada, entonces fw,(M) = 0.
En particular si M € (NnlI, 2k + 1) y M(M) es par, o bien M € (Nnll, k), entonces M

no es cubijerta doble ramificada de S? ® S'.
Demostracion, Inmediato de el Lema 1.9, el Corolario 1.11 y el Teorema 3.1.0

LEMA 7.2. Sea M una variedad de Seifert genérica. Si o : M — §% x S% es una

cubierta doble ramificaday S C §* % S! es una esfera no separante, entonces M—p~1(S)

es conexo.
D acidn, Sug que M — p~!(S) es disconexo. Como 7#(5) es conexo
(Lema 6.1), entonces M — p~}(S) tiene exact te “dos ): es , di-

gamos m = M, UM;. Siu esla involucién que induce a ¢, entonces
fiz(u) N M; £ 8 por tanto u{M;) = M; para { = 1,2. Luego ¢|: M; —— S? x I es una
cubicrta doble; por tanto ¢| : 9M; — 5% x I 22 $211 52 es una cubierta, en particular
es continua y suprayectiva; se sigue que S LI §? es conexo, lo que es una contradiccion.
ju]

LEMA 7.3. Sea M variedad de Seifert genérica. Supongamos que M es cubierta
doble ramificada de S* x S'.



i) Si M = (00, gl(1,b), (a1, 1)1 -, (v, Br)), entonces
M* = (00,9 - 1|(1,8),(es, Br}r . .1 (err, Br))
es cubierta doble de S°.
if) §i M = (On, K(1,8), (a1, B1), -« -, (xr, Br)), entonces
M* = (On, k = 2(1,b), (a1, 1), + s (@ry )
es cubierta doble de S°.

En cada caso existe T C M* toro fibrado tal que la cubierta sobre S* restringida a

T es la cubierta doble T — 52 ramificada en cuatre puntos.
Demostracién. Inmediata del Lema 7.2, el Lema 5.6 y el Corolario 6.6. 0O

LEMA 7.4. Sea M variedad de Seifert genérica. Supongamos que M es cubierta
doble ramificada de 5% @ S'.

i) 5i M = (No,g|(1,b), (a1, ), - -, (ary Br)), entonces
M* = (00,9 - 1|(1,b), (a1, 1)+, (exry Br))
es cubierta doble de S°.
ii) Si M = (NnI,2k|(2,), (@1, 81 )s . - o (@rs Br)), entonces
M* = (0o,k —1|(1,8),(a1.81).....(ar, Br))

es cubierta doble de S°,
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iii) Si M = (NnIILk|(1,8),(a1,81),...,{(ar Br)), entonces
M* =(On, k- 2|(1,b),(e1,81).... (ar, Br))
es cubjerta doble de $°.

En cada caso existe T C M* toro fibrado tal que la cubierta sobre S® restringidn 2

T es la cubierta doble T —+ S? ramificada en cuatro puntos.
Demostracion. Inmediata del Corolario 5.5 y el Corolario 6.6. O

En el Lema 7.4 no se consideran las otras posibilidades para M debido acl Teorema

4.10 y et Lema 7.1(ji).

OBSERVACION 7.2. Si M fibra sobre 5! con hoja’ F orientable de género menor
o igual que dos, por el Corolario 6.4 y el Lema 6.5, M es cubierta doble ramificada de

5% x 5! o0 de 52 @ S?, dependiendo de si M es orientable o no, respectivamente.

LEMA 7.5. Sean M variedad de Seifert gendrica. Supongamos que M es cubierta
doble ramificada de P? x §'.

i) Si M = (NnlI,2k|(1,b), (21,51),...,{ar, Br)), entonces
M* =(00,k - 1|(1,%1), (a1, i) - -5 (@rs B))
es cubierta doble de 5°.
if) St M = (Nnl,1)(1,b), (a1, /1) - - - (O, Br)), ent.onces
M* =(00,0{(1, £2), (a1, 1),.. . {ar, Br))
es cubierta doble de S°.

80



iii) §i. M = (NnIII,k|(1,b),(a1,81)s...,(as Br)), entonces
M* = (0On,k - 2|(1, £1), (a1, Bt)s- - s (ary By))

es cubierta doble de S,

Demostracion. I dinta del Corolario 5.5 y el Corolario 6.14.0

En el Lema 7.5 no se consideran las otras posibilidades para M a causa de los lemas

6.12y 6.13.

Hasta shora se han restringido los candidatos posibles a ser cubiertas dobles rami-
ficadas. Con el teorema siguiente restringiremos la lista atin més y en la demostracién
se exhibirdn las cubiertas dobles necesarias para dar las listas de los teoremas 7.7, 7.8

y7.9.

TEOREMA 7.6 [Montesinosl, Tollefson]. Sea M variedad de Seifert, entonces

M es cubierta doble ramificada de S°
Rl
i) M € (00,0), o bien
ii) M € (On, k), o bien
iii) M es alguna de las siguientes variedades
3) (00,91(1,2)); (O0,91(1,~2));

b) (0o, 41(1,0),(a, 1)), & > 1; (00, 91(1,0)); (D0, gl(1,~1), (@@ — 1)), @ > 1;.
(00,9102, -1));

<) (00, 4i(1,0), (@, 1), (&, 1)); (O0,91(1, ~2), (0, @ — 1), (@ & = 1));
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d) (00,9|(1,0),(, 2)); (Oo,5|(1, ~1), (@, @ — 2)) con a impar;
e) (00,g(1,2b), (1, 1), (1, 1), (a2, B2 ) (a2, B2));
f) (Do, g(1,2b), (a1,201), (@2, Ba), (@2, ), con a; impas;
8) (00,9l(1,2b), (a1, 81 ), (a1, B1), (a2, B2));
h) (Oo,gl(1,2b), (o1,281), (a2, Ba));
i) (00,91(1,2b), (01,261 ), (22, 282)), @1 ¥ o impares;
donde g > 1 en todos los casos.

Esbozo de la demostracion. Montesinos construye las involuciones que inducen las
cubiertas dobles buscadas y demuestra que no puede haber mds variedades de Seifert que

cubran doblemente a §* fucra de los ejemplos exhibidos salvo una cuestion [Montesinosl,

p-21} que se resuelve afirmati te en [Tollefson]
Las construcciones de Montesinos son como sigue:

“(1)" 81 M = (00,0](1,b),(a1,81)s-. . (xr, By)), entonces M se puede representar

como sigue.

En el cilindro D? x I sc identifican la tapa D? x {1} con el fondo D? x {0} mediante
la identidad y la cara de enfrente {(z,t) € 8D? x II}.Zez > 0} con la cara de atrds
{(z,t) € dD? x I|Rez < 0} mediante la identificacién (z,t) ~ (—%,t) y obtencmos
5% x St

Tomamos r+1 puntos T, 21,..., 2y en el eje E = {(z,})[[mz = 0}. Los intervalos_

{zo} % I,...,{z+} % I se vuelven fibres ordinarias Fy,...,Fr C §? x §'. Retirando
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Figura 7.1.

vecindades fibradas de Fy,..., Fy y sustituyendolas con toros sélidos fibrados de tipo
(1,5),(a1, Bt )...,(ar,Br), obtenemos a M.

La involucidn u' : S2 X §' = N(FpoU:+-UF,) — 52 x S1 —N(FpyU:--UF,) in-
ducida por la involucién % : D? x I — D? x I, que es una rotacién de 180° con eje de
rotacién E, se puede extender a una involucién u : M ——+ M tal que fiz(u) = EUF,
donde F = {(z,1)|[Imz = 0}. Se tiene que M —— M/u 2 S* es una cubierta doble
ramificada sobre el enlace de la Figura 7.2, donde a, A représenta al ovillo racional de
tipo o, 8.

OBSERVACION 7.3. Si ademss de los puntos zo,.. .,z € E, tomamos dos puntos

més z_1,z—3 € E, repitiendo la construccién obtenemos una cubierta doble ramificada
@: M — 5% x I, donde M = M - N(F..; UF_3).

El homeomorfismo f; : §2 x {0} — 52 x {1} tal que (x,0) = (z,1) se levanta,
bajo ¢, al homeomorfismo fi : ON(2-1) % §' — N (z=2) x S! tal que (z,w) —
(z4+zg—2_1,0).
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Figura 7.2,

El homeomorfismo f2 : §% x {0} — §% x {1} que es una reflexién respecto a
un plano E que contiene a la ramificacién se levants, bajo ¢, al homeomorfismo f; :

ON(z-1) x §' — BN(z-2) x S! tal que (z,w) — (ZF 2z — z_1, w). Ver Figura 7.3.

e

er)

Figura 7.3.

El homeomorfismo f3 : §? x {0} ~— 57 x {1} que es una reflexién respecto a un )

plano F que contiene al ecuador y separa a p(E)N5? de p(F)NS? ge levanta, bajo p, al
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homcomorfismo f; : N (z-1)xS! — N (z_2)x S! tal que (z,w) + (2422 —z 1, T).
Ver figura 7.4.

x

Figura 7.4.

Obsérvese que
M/fi =M =(001|1,b),(a1,8),....(ar Br))
Nt/ f2 % M = (Nn2(1,8) (a1, 61 )., (ar Br))
M) fa2 M =(No,1|(1,b), (a1, 81), ., (es Br))

y también
SExIlfi=8§xst

S2xIlf=5@S"
S xIlf; =85S

Obtcnemos entonces las cubiertas dobles ramificadas
e1: M =(00,1((1,8), (as; A1), ., (@r, Br)) — §2 x §'
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@21 M =(Nnl,2[(1,8),(c1, 1), .. -, (ar, Bp)) — S* ® S
w3: M =(No,1[(1,8),(a1,81);-- - (ar fr)) — S* @ S*.
Sean y = (0,1),y2 = (0,—1) € D% Si F; = {yi} x S', entonces la involucién u

manda o Fy en F y u: M(y1) x S — 8N (y2) x §* es cl homeomorfismo tal que

(z,w) o (2 + 2 — yryw - €7) = (ur(2), ux(w))-

El homeomorfismo f : D% x §! — 8D? x S! tal que (z,w) — (—2z,w) sc lev-
anta, bajo @, al homeomorfismo f : N (1) x S* — AN (y2) x S* tal que (z,w) =
(—u1(2),v2(2)).

Obtenemos la cubierta doble ramificada

4t (NnL,2|(1,b), (a1, 1), -, (ar, ) — PP x S*

Conti; ién de la d tracion del Teorema.

“(E)" Si M = (On, k|(1,b), (a1,61),- .., (ar, Br)), entonces M se puede representar

como sigue.

Del disco D? retiramos el interior de las vecindades regulares By,..., By de los &

puntos &y,...,b alineados en el ¢je e = {z|Imz = 0}. Ver Figura 7.5.

Enel cilindro D? x I realizamos las mismas identificaciones y modificaciones que en

el caso (i), es decir, en el cilindro perforado D? x I se identifican la tapa D2 x {1} con el
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Figura 7.5.

fondo D? x {0} mediante la identidad y la cara derechs {{z,t) € 3D? x I|Rez > 0} con
la cara izquierda {(z,t) € 8D? x I|Rez < 0} mediante la identificacién (z,2) ~ (~7, )
y obtenemos 52 x 5! perforada.

Ademés reali las identificaci (z,w) ~ (~z,T) para (z,w) € 8B; x S,
{ =1,...,n, para obtener la variedad N = (On, k[(1,0)).

Nétese que Ia rotacion @ del caso (i) conmuta con la involucidn (z,w) — (—2,%) y

por tanto se extiende a una involucién u' : N — N,

De nuevo tomamos r + 1 puntos de el €je e y, sustituyendo las fibras correspondi-
entes,. obt M. La involucién u’| definida en N — N(Fy U-+- U F;) se extiende a

una involucién u : M ~— M y se tiene que M — M/u 2 S® cs una cubierta ramificada

sobre el enlace de la Figura 7.6.

OBSERVACION 7.4. De igual manera que en la Observacién 7.3, podemos levantar

los homeomorfismos adecuados para obtener las cubiertas dobles ramificadas

@13 (On, k+2/(1,0), (01, 81)s ..o (2r, Br)) — S% x St
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Figura 7.6.

@2t (VAL k + 201, 0}, (@, 1), -1 (s Be)) — 57 @ 5

@4t (NalIL k4 2i(1,0), (a1, 81 ). . s (@ Br)) ~— P2 x S,

Conti ién de la d acién del Teorema.

“(i#ii)” Si M € (00,g), g 2 1 y M es una de las variedades enlistadas, entonces la
involucién u : M — M se obtiene de la involucidn r x id : G x §! — G x §!, donde
r: G — G es la involucién en la superficie de érbitas que induce la doble cubierta

G —+ S ramificada en 2 - genero(G) + 2 puntos.

Extendiéndola a las fibras de M, resulta que M/u = $3 si y sélo si M es una de |

las variedades enlistadas. Ademis de la d tracién de Montesinos se desprende que

la Gnica cubierta doble M — S posible es la exhibida. En este caso la ramificacién

s unién de fibras de alguna fibracién de 53,

OBSERVACION 7.5, Si T C M es un toro que es unién de fibras ordinarias, entonces
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fiz(u)NT =B o fiz(u) NT es infinito. Luego si V C S es un toro sélido ordinario que
no toca a la ramificacién, entonces V' se levanta a dos toros sélidos ordinarios de M que
son ajenos. Luego no podemos obtener cubiertns sobre S?2XS* a causa del Corolario
6.4.

Seatn €G- fiz(u)yy2=r(n1); reliraqdo ias fibras correspondientes obtenemos
P M D?xS! y podemos identificar, arriba y abajo, con el homeomorfismo f de

la Observacidn 7.3 y su levantamiento. O

TEOREMA 7.7. Sea M variedad de Seifert genérica. Entonces M es cubierta doble
ramificada de 57 x S*

L ad
i) M € (0o,1), o bien
i) M € (Onk), k>3

En el caso (i) se construye una cubierta doble con ¢l enlace de ramificacién de la
Figura 7.7. El dibujo representa a §2 x I y se debe identificar a $? x {0} con $* x {1}

diante la identidad en S? para obt S’*S’.

En el caso (ii) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificacién de la
Figura 7.8. El dibujo representa a S? x I y se debe identificar 8 §* x {0} con S? x {1}

identidad en S* para ob S x S'.

diante Ia

Demostracién. Inmediata de el Lema 7.3 y las observaciones 7.3, 7.4 y 7.5. O

TEOREMA 7.8. Sea M variedad de Seifert gendrica y no orientable. Entonces M
es cubierta doble ramificada de S* ® S!
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aad

i) M € (No,1), o bien
ii) M € (Nnl,2),0 bien

iii) M € (NnIIL, k).
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En el caso (i) se construye una cubicrta doble con el enlace de ramificacion de
la Figura 7.7. El dibujo representa a §? x I y se dcbe identificar a §* x {0} con

S? x {1} mediante una reflexién respecto a un plano que contiene a los cuatro puntos

de ramificacién en S* para obtener S? @ S'.

En el caso (ii) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificacidn de la
Figura 7.7. E! dibujo representa a 87 x I y se debe identificar a §? x {0} con 52 x {1}
mediante una reflexidn respecto a un plano que contiene al ecuador de S* para obtener

@S

En el caso (iif) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificacidn de
la Figura 7.8. El dibujo representa mediante una reflexion respecto a un plano que

contiene a los cuatro puntos de ramificacién en S para-obtener 52 ® S!.
Demostracion. Inmediata del Lema 7.4 y las observaciones 7.3, 74 y 7.5. 0

TEOREMA 7.9. Sea M variedad de Seifert genérica y no orientable. Entonces M

es cubierta doble ramificada de P? x S!
==

i) M = P x §', o bien

ii) M € (Nnl,2),0 bien

iif) M € (NnllIl k), o bien

iv) M es alguna de las variedades siguientes con conjunto de ramificacidn en fibras
de una fibracion de P? x §'.
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a} (Nnl,2g +2((1,2)); (Nnl,29 + 2l(1,-2));
b) (Nn1,2g +2)(1,0), (4 1)), & > 1; (Nnl,2g +2{(1,0));

(Nnl,2¢ +2(1,-1),(x,a = 1)}, @ > 1; (Nnl,2g -{;-2](1. -1));
c) (Nnl,2g+2}(1,0), (o, 1), (&, 1)); (NnI,2¢ 4-2{(1, —2), (a,a — 1}, (&, a — 1));
d) (Nnl,2g 4+ 2|(1,0), (e, 2)); (Nnl,29 + 2)(1, -1), (@, a — 2)) con a impar;
¢) (Nnl,2g +20(1,26), (o1, Bude(eas, Br), (o2, Ba), oz, )i
£) (NnI,2g +2|(1,26), (a1, 261), (o2, B2), (o, P2)), com oy impars
£) (NI, 2g + 21(1,26), (a1, Bu), (s, Ba)s (s, Ba))s
b) (NnI,2g +2((1,26), (a1, 261, (2, B2));
i} (Nnl,2g + 2|(1,2b), (a1, 26:),(@2,283)), &3 ¥ &z impares;

donde g 2 2 en todos los casos.

En el caso (ii)} se construye una cubierta doble con ¢l enlace de ramificacion de Ia
Figura 7.9. El dibujo represents a D* x S' y se debe hacer una identificacidn en la
frontera mediante el h fismo f : D% x S* — D? x S* tal que (z,w) — (3,w)
para obtener P% x S'.

En el caso (ii) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificacién de la
Figura 7.10. E! dibujo representa 8 D* x S* y se debe hacer una identificacién en la
frontera mediante el b fismo f : 8D x ! — 8D x ! tal que (z,w) +—+ (7, w)

para obtener P? x S'.
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Demostracidn. Los tinicos espacios cubrientes (sin ramificacién) de P? x S! son P2 x !
y §2XS1; luego la tnica variedad de Seifert genérica que es cubriente de P? x S! es

P? x 5! mismo.

La demostracién de los casos restantes es inmediata de los lemas 6.11, 6.12, 6,13,
del Lema 7.5 y las observaciones 7.3, 7.4 y 7.5. O

Figura 7.9.
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