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INTRODUCCIÓN. 

En (Montesinos 21 Hilden] se demuestra que toda 3-variednd orientablc es cubierta 

ramificada de tres hojas sobre 5 3• Una pregunta naturnl es ¿cuáles 3-varicdades ori­

enta.bles son cubiertas ramificadns dobles de 5 3 ? 

En [Montesinos 1] se da uno. respuesta n esta pregv.nta para variedades de Seifert 

salvo una cuestión que posteriormente [Tollefson] responde afirmativamente, dnndo así 

una lista completa de las 3-varicdndes de Seifcrt que son cubiertas dobles ramificadas 

de 5 3 • 

En IBerstcin-Edmonds] se demuestra que toda 3-variedad no orienta.ble es cubierta 

ramificada de a lo más seis hojas de P 2 x 5 1 , distinguiendo dos casos: 

i) Si Pw1(M) =O, entonces Mes cubierta ramificada de tres hojas de 5' 0 5 1 y 

siendo S2 ® 5 1 un cubriente doble de P2 x S 1
1 se obtiene la cubierta. deseada. 

ii) Si Pw,(M) ¡lo O, entonces Mes cubierta ramificada de tres hojas de P 2 X s•. 



Surge también la pregwita natural ¿cuáles 3-variedndes no orientables son cubier­

tas ramificadas dobles de S2 ® 5 1 y cuáles 3-variedades no orientables son cubiertas 

rnmificndns dobles de P 2 x S1? 

En este trabajo(§ 7.) se obtiene: 

i) Una lista de lns variedades de Seifert no orienta.bles que no admiten una fibración 

sobre $ 1 que son cubiertas dobles de 5'l ® 5 1 • 

ii) Una lista de las varledndcs de Seifert no orientablCs que no admiten una fibración 

sobre 5 1 que son cubiertos dobles de P 2 x S 1• 

y como aplicación de las mismas técnicas 

iii) Una lista de las variedades de Seifcrt que no admiten una fibrnción sobre 5 1 

que son cubiertas dobles de 5 2 x S 1• 

Es de subrayarse lo. técnica empleada en este trabajo que sugiere un modo de ataque 

general para los problemas en 3-variedadea no orienta.bles. Vagamente descrito, es el 

siguiente procedimiento: 

Si M es una 3-variednd no orienta.ble, se encuentra F 2 C M una superficie de 

Sticíel-Whitney (§ l.) conveniente. Recortando a M a lo largo de F, se obtiene una 

variedad M orienta.ble y con frontera. Se elige una 3-;variedad orienta.ble V tal que 

8V e! 8M y uniendo se obtiene M• = M u V una 3-vnriedad orient.able cerrada. Se 

aplica entonces algún teorema para variedades orientablcs en M• y deshaciendo los 

crunbios se obtiene un teorema para la M original. 

Como ilustración de ésto, mencionamos que un modo de proceder frecuente para 
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estudiar una 3-vnriednd no orientable M, es estudiar su doble cubierta de orientación M 
y se trata de rescatar algunas de las propiedades de kf para M. Ahora la doble cubierta 

de orientación de M se obtiene de dos copias de la variedad M pegadas adecuadamente, 

donde M resulta de recortar a M n lo largo de una superficie de Stiefel-Whitney. 

Así en este trabajo se encuentra una superficie de Whitney muy simple para cada 

variedad de Scifcrt no oricntablc (§ 5. ), se recorta la vnriedad y se cierra con toros sólidos 

para obtener una variedad de Seifert orientable. Después de salvar los detalles técnicos 

necesarios en la § 6. y aplicando el teorema de {Montesinos 11 Tollefson], se obtienen 

los resultados principales en la§ 7. 

Este trabajo está. estructurado de In manera siguiente: 

En la § l. se estudian cuestiones técnicas con r<:9pecto a las clases de Stiefel­

Whitney y su relación con las cubiertas ramificadas de las variedades de dimensión 3. 

Se define también el importante concepto de superficie de Stiefcl-Whitney. 

La § 2. está dedicada a uniformar la notación relacionada con las variedades de 

Seifert. 

En la § 3. estudiando el primer grupo de homología se dan condiciones necesarias 

y suficientes, en términos de los invariantes de Seiíert, para que una variedad de Seifert 

M satisfaga f3w1(M) =O. 

En la § 4. se estudian las variedades de Seifert que admiten una fibración sobre S 1 

como una aplicación de la herramienta desarrollada en la § 3. 

En la § 5. se construyen explícitamente superficies de Whitney convenientes y 

simples para las variedades de SciCert no orientables. 
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En la § 6. se prueban teoremns generales acerca de las cubiertas ramificadas dobles 

de S2 XS1 y de P 2 X 5 1 • En esta sección se desarrollan las herramientas principales de 

este trabajo. Varios de los resultados de esta sección son interesantes por sí mismos. 

Finalmente en la § 7. se dan listas de las variedades de Seifcrt genéricas que son 

cubiertas ramificadns dobles de S" X s•. de S 2 @S' y d~ P' X s• (Teoremas 7.7, 7.8 y 

7.9). 
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§1. PRELIMINARES ALGEBRAICOS. 

En esta sección revisaremos algunas de la.e:¡ propiedades de las clases de Stiefel­

Whitncy para las 3-varicdades. Un tratamiento belüsimo de este tema se encuentra en 

(Milnor-Stasheffj. 

La letra 1 denotará siempre a un intervalo cerrado y muy frecuentemente I = [01 1] 

o bien I = (-1, l}. 

DEFINICIÓN 1.1. Sean { = ir: E({) __, B({) un haz vectorial y 

w;({) E H;(B({); Z2 ), i E {0,1,2, ... } 

una sucesión de clases de cohomología. 

Esta sucesión se llama la sucesión d~ dases de Stiefel-Whitney de e si eatiSfacc los 

siguientes axiomas: 

Axioma l. wo({) = 1 E Hº(B({); Z2) y w;({) =·O E H;(B({); Z2) pnra i > n, 

donde e es un n-haz vectorial. 
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Axioma 2. Naturalidad. Si f: B({) - B(r¡) esta cubierta por un mapeo de 

haces de e a .,,, entonces 

w;({) = f"w;(r¡). 

Axioma 3. El teorema del producto de Whitney. Si e y '1 son haces vecto­

riales sobre el mismo espacio base, entonces 

• 
Wk({ 6) r¡) = 1: w;(e)' W•-;(r¡). 

i:o:O 

Axioma 4. Para el haz canónico lineal "Yt sobre la circunferencia P 1 , la primera 

clase de Stiefel-Whitney w1(7l) es distinta de cero. 

DEFINICIÓN 1.2. Si TM es el haz tangente de la variedad M, escribimos wk(l\l) := 

w,(rM)· 

OBSERVACIÓN 1.1. Por el Teorema de Coeficientes Universales se tiene un isa· 

morfismo natural H 1(X; Z2) ~ Hom(H1(X), Z2). Siempre que no se preste a confusión 

consideraremos idénticos a estos dos grupos, así que será frecuente que sin previo aviso 

consideremos a los elementos del primer grupo de cohomología como homomorfismos. 

LEMA 1.1. Si MO es Ja cinta de Móbius, entonces w1(Mo)(P1 ] ,¡O, donde P 1 '-+ MO 

es el ánima de MO y cuya clase (P1] genera a H1(MO). 

Demostración. Podemos considerar a .MO como el cociente I x 1 / .- donde la 

identificaci6n es (-1, m) ~ (1, -m) y el intervalo I = (-1, 1]. Sen v =ir: E(v) - Mo 

el hnz normal a lt..fO en R3 • Podemos identificar a E(v) con una vecindad regular ele l\fO 

en R3, es decir, E(v) a! ((I x /)X J) / -, donde la identificaci6n es ((-l,m2), m3) -

((1,-m2),-m3 ), y Ja proyección ir[(:r,y),z] = (:r,y]. Así que si i: P 1 '-+ M0 es el 
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á.nima, entonces P 1 corresponde a los puntos de la forma {(O,x),O]. Los puntos de la 

formn [(O,.x),yJ constituyen otra cinta de MObius. Por tonto vjp1 ~ -rl y se concluye 

que i está cubierta por un mnpeo de haces -y/ '-" v. 

Luego iº(w1(v)) = w1("1l) i O. Como w1(v) = w1(.MO), el inverso multiplicativo 

de w1(.MO), se tiene que w1(MO) i O y por t1U1to wi(MO)IP'j i O.O 

PROPOSICIÓN 1.2. Si Mes una n-vnriedad, entonces w1 (M)[<>] = 1 si y sólo si a 

invierte la orientación en M. 

Demostración. Demostraremos ]ns siguientes dos afirmaciones de donde se seguirá la 

proposición: 

(i) "w1(M) asigna 1 a cada lazo que invierte la orientación en M." 

(H) "w1(..AJ) asigna O a cada lazo que conserva Ja orientación en M." 

"(i)" Sen MO la cinta de Miibius. Como H 1(MO;Z,) 5!! Z2 5!! ([P1]), el grupo 

generado por In clase del plano proyectivo unidimensional, w 1(.MO) está caracterizado 

como el homomorfismo que asigna 1 a (P1J. Sea a un lazo que invierte Ja orientación 

en M, luego a posee una vecindad regular homcomorfa a Mó x I"-2 • Sea ip : MO x 

¡n-2 ._. M un encaje tal que rp(P1 x {O})= o. Por ln naturalidad de w 1 , se tiene que 

<pº(w,(M)) = W¡(MOx 1•-2 ); como Mo y MOx r-2 son del mismo tipo de homotopía, 

se tiene que <pº(w1(M))[o] = w1(MO x r-2)[P1 x {O}).i O. Por tanto w1(M)[<>] i O, 

es decir, w1(M)la) = !. 

"(ii)" Si O C H1(J./) es el subgrupo de las clases representadas por lazos que 

conservan la orientación en /&ti y v : H1 (M) -...... Z2 es un homomorfismo que asigna 1 a 

cada lazo que invierte la.orientación en M,entonces ker ve O. En efecto si [aJ E J:er v, 



entonces a no puede invertir la orientación, de lo contrilrio v{a) = 1 ~ O. Por tanto a 

conserva la orientación en M y (o} E O. 

Si Mes orientahle1 entonces H 1(Af) =O= ker v. 

Si Mes no oricntahle, entonces tanto O como ker v tienen índice 2 en H 1 (M). Se 

sigue que O = kcr v, de lo contrario existiría /3 E O tnl que /3 <t ker v y por tanto 

Hi(M) = (ker v U {Jl}) ~O, lo que sería una contradicción. O 

COROLARIO 1.a. Mes orientable <* w 1(M) =O. O 

Cuadrados de Steenrod. 

Recordaremos la definición de los cuadrados de Stccnrod que usaremos para calcular 

clases de Stiefel-Whitney. 

DEFINICIÓN 1.3. Sean i, q, n E N el conjunto de los enteros positivos y sea Sqi : 

H"(X,A¡ Z2 ) -+ H"+'(X, A¡ Z2 ) una transformación natural de funtores. Entonces 

{Sqi} se llama las operaciones de cohomología cuadrados de Steenrod si satisface los 

siguientes axiomas: 

1) Sqi es un homomorfismo. 

2) Sq' =l. 

3) dim x = n :::::> Sq"x = x2. 

4) i > dim x =? Sq'x =O. 
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5) Fórmula de Cartan. 

• 
sq•(xy) = ¿sq;x. sq•-;y. 

i=O 

6) Sq1 es el homomorfismo cofrontera de Bockstein fJ4 asociado a la sucesión exacta 

de coeficientes 

7) Relaciones de Adem. Si O < a < 2b, entonces 

1
"
1
'
1(b-1- ") .. Sq'Sq'= ¿ .1 sq•+>-•sq•. 

j=O a-2} 

Se puede demostrar que una trru1sformación tal existe y que está determinada de 

maneraúnicn por los axiomas 1-5 {Stccnrod-Epstein]. Un hecho notable es que las clnscs 

de Stiefel-Whitney se pueden constn1ir en términos de los cuadrados de Steenrod: 

w;(e) := ,,,-•sq;<p(l), 

donde <p: H'(B({); Z2) ____. H'+;(E({), Eo(e); Z,) es el isomorfismo de Thom [Milnor­

Stasheff, p. 91]. 

Se sabe que existe una única clase de cohomología VJ: E Hl:(.Af¡ Z2) que satisface la 

identidad 

V•. X= sq•(x) E H"(M"; Z,) 

para todo .x E H"-A:(M¡Z2) y toda. n-variedad cerrada M. Nótese que por el axioma 

(4) de los cuadrados de Stecnrod si k > n - k, entonces v• =O. 
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TEOREMA 1.4. {Wu). wt(M) = _E Si/(v;). 
i+j=lc 

[Milnor-Stasheff, pp. 131-132).D 

De inmediato se tiene que para una 3-varicdad }.f 

w1(M3) = Sq0(v¡) + Sq1(vo) =V¡. 

Tambicn 

Y como 2 > 3 - 2, v2 = O. Por tanto 

w2(M3 ) = w 1(.M3 ) 2 • 

Como M 3 es cobordante a cero para toda M 3 3-variedad cerrada fLickorish 1 y 2), se 

sigue que w,(M3
) =O para toda M 3 ya que todos los números de Stiefel-Whitney de 

M' son cero [Milnor-Stasheff], en· particular (w,(M3 ),[M3]) = w3 (M3 )[.M3 ) =O. 

Resumiendo se tiene el 

COROLARIO 1.S. Si M es 3-variedad cerrada, entonces 

O) wo(M) =l. 

1) w 1(M) : H 1(M) --+ Z2 es el /Jomomorfismo ~ue asigna O a cada curva que 

conserva Jn orientación y 1 a cada cuna que invierte la orientnción en Jvf. 

2) w2(M) = w 1(M)'. 

3) wt(M) = O para k;:: 3.0 
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Denotaremos por /3: Hi(lvf; Z2) --+ H•+1(M¡ Z} nl homomorfismo cofrontern de 

Bockstein asociado a la sucesión ex.neta de coeficientes • 

O -+ Z -+ Z -+ Z2 -+ O. 

Como se tiene el morfismo de sucesiones ex.actas 

donde p2 (p4) es ln reducción módulo 2 (4), se sigue que conmuta el cuadrado 

H'(M;Z,) 

1· 
p 

H 2(M;Z) 
l., 

H'(M;Z,) H 2(M;Z2 ) 

[Do!d, pp. 20-21]. Luego {l.w1(M) = p2.Bw1(M); como .B•w1(M) = Sq1w1(M) = 

w 1(M)2 = w2(M) se sigue que 

w,(M) = p2/3w1(M), 

es decir, w2(M) es la reducción módulo 2 de /Jw1(M)1 lo que prueba el siguiente 

LEMA 1.6. ,Bw1(M) =O=> w2(M) =O.O 

Adelante (Observación 1.3) se dará una interpretación geométrica. de este hecho. 

LEMA 1.7. [G6mez-González-Hoste] • .Bw1(M) =O si y sólo si todo elemento de 

orden finito en H1{M) conserva la orientación en M. 

Demostración. Sea r : Z --+. Z2 el epimorfismo reducción módulo 2. Por la exactitud 

de la sucesión siguiente 

H 1(M; Z).!'...H'(M; Z,)..l...H2 (M; Z,) 
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se sigue que /Jw1(M) ==O si y sólo si w1(M) está en lo. imagen de r•. Considérese el 

diagrama conmutativo 

H 1(M;Z) 
r• 

l· 
Hom(H1(M),Z) 

r• 

Se tiene que w E Im r• si y sólo si existe <p: H1(M) __, Z tal que <p E aH1(M) y 

c(w) =ro 'f'· Esto último es cierto si y sólo si c(w)(lorsiónH1(M)) =O ('f' resulta ser 

un cocido porque w lo es). 

Luego /Jw1(M) =O si y sólo si c(w1(M))(torsi6nH1(M)) =O y, por la Proposición 

1.21 esto último vale si y sólo si todo elemento de orden finito de H1(M) conserva la 

orientación. D 
n 

COROLARIO 1.8. Si H1(M) E< ffi G;, entonces f3w1M =O~ todo elemento de 
i=l 

orden íinjto en G¡ conserva la orientación en M para i = 1, 2, .•. , n. O 

Revisemos algunos hechos algebraicos de las cubiertas ramificadas. Un tratamiento 

más completo del tema se encuentro. en fBerstein y Edrñonde]. 

LEMA 1.9. Sj i.p : M ---.. N es cubierta ramificada y N es orientable, entonces M es 

orfontable. 

Demostración. Triangulamos a M y a N de tal manera que i.p sea simplicial¡ si orienta­

mos coherentemente a los simplcjos de N 1 entonces podemos orientar a los simplcjos de 

M de tal manera que tp conserve la orientación en cada simplejo. Como lf' es contimm 

se sigue que M es oriento.ble. D 
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COROLARIO 1.10. Si cp : M -+ N es cubierta ramificada, entonces cp mandn n 

los lazos que invierten In orfontadón en M en lazos que invierten la orientación en N. 

Demostración. Sen a un lnzo que invierte la orientación en M y /3 = tpa. Sea U una 

vecindad regular de a tal que '{>U es una vecindad regular de ¡J. Como U es una vruiednd 

no orientable, por el lema anterior, tpU no puede ser oricntable. Por tanto /3 invierte la 

orientnción en N. O 

COROLARIO 1.11. Si <p : M -+ N es cubierta ramificada, entonces <p"w1 (N) = 

w1(M).D 

Lo que sigue es parte de una interpretación geométrica de la primera clase de 

Stiefcl-Whitney en los 3-vnriedndcs que probará ser de gmu utilidad. 

DEFINICIÓN 1.4. El térnilno superficie significará una 2-variedad, compacta y 

conexa. 

Sea D: H 1(M;Z2)-+ H2 (M;Z2 ) el isomorfismo dualidad de Poinc.aré asociado a 

la 3-variedad M. 

PROPOSICIÓN 1.12. Supongamos que M es una mriedad no orientnble y sea 

F e li1 superficie, entonces 

M -Fes orientable si y sólo si [F] = Dw1(M) E H2(M; Z2 ). 

Demostración. Supóngase que M -Fes orientable. Nótese que Hom(H1(M; Z2),Z2 ) et 

Hom(Hom(H1(M), Z2),Z2) ~ Hom(H1(M), Z2) ~ H 1tM; Z2). 

Probaremos que para todo [<>]E H1(M; Z,) tal que" invierte la orientación en M 

se cumple que n-1 [F][a] = l. 

13 



Sea a: un lazo en M que intersecta transversalm~nte a F en dos o más puntos. 

Sean z1, z2 E o- n F, z1 -::f. x2. Entonces, como F es c_onexa1 existe un disco D e F 

tn! que "'""' € IntD. Podemos suponer que D X 1 e M y que (D X 1) no = 
({:i:,} X l)U{{x,j x I). Definimos a•:= (a-(D X /))U(-¡ X {O})U(-¡ X {l}) donde 

"'/ C IntD es un nrco con extremos {z1ix2}. Como "Y x I define unn. Z:,z-homología, se 

sigue que [a•] = [a] E H 1 {M; Z2) y que #(a• n F) = #(a n F) - 2; es claro que a 

conserva la orientación en J-1 si y sólo si a• conserva la. orientación en M. 

Supongamos ahorn. que a es un lazo qui:! invierte la orientación en Af y #(o: n F) es 

mínimo. Se sigue que #{a n F) =l. En efecto si #(<> n F) > l, podríamos reducir Jos 

puntos de la intcrsei:ción por parejas contraclicicndo la elección de Q. Si #(a n F) = O, 

entonces o: C M - F y por tanto a es orientnblc, lo que de nuc\•o es una contradicdón. 

Luego, por la demostración de la Proposición 1.12 y el Corolario L5, se sigue que 

D-1(Fj = w¡(M). O 

DEFINICIÓN 1.5. Supongamos que M es una 3-vnriedad y sea F C M. entonces F 

se llama una supe.rlicle de Stiefel-Whitney para kf si y sólo si Fes superficie orientnble 

y [F] = Dw1(M). 

OBSERVACIÓN 1.2. Si F C M es una superficie de Stiefel-Whitney, entonces 

M - F es conexo. 

El siguiente resultado de Berstein y Edmonds es bó.sico para. el estudio de lns 

variedades M tales que {Jw1(M) =O. 

TEOREMA 1.13. Si .ft.1 es variedad no orienta.ble, entonces fiw 1 (~lf) =O si y sólo si 

existe F e M supcrilcic de Sticíel-Wliitney bilateral en M. D 
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La superficie F es la prcimngcn de un punto bajo un mapeo g : M ---+ 5 1 • 

Por técnicas usuales [Hempel] 1 se puede obtener una 2-vn.riednd F' con las mismas 

propiedades que F 1 salvo la conexidad, pero tal que F' es incompresible en M 1 es decir, 

COROLARIO 1.14. M variedad no orientablc, entonces f3w 1(M) =O si y sólo si 

existe F e M 2-variedad orientable, bilateral, no separnnte tal que [F] = Dwi (M) E 

Hi(M; Z2) y Fes incompresible en M.O 

OBSERVACIÓN 1.3. Supóngase que f3w 1(M) =O y sea F CM una superficie de 

Whitney bilateral, entonces FnF = 0, es decir, w2(M) = w1(M)2 =O (compárese con 

el Lema 1.6). 
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§ 2. VARIEDADES DE SEIFER:r. 

Esta sección es de caracter introductorio y sirve sólo para normalizar la notación. 

La mejor referencia para el tema es el artículo original de Seifert. 

DEFINICIÓN 2.1. Sea µ, v números enteros primos relativos y p : D2 --+ D 2 la 

rotación bajo un ángulo de 2rr(v/ µ), entonces el espacio cociente (:z:,oe.{:{r),IJ se llama 

un toro sólido librado de tipo (µ, v). 

Si llamamos fibras a los segmentos {x} x 1, con x E D 2, entonces D 2 x I es 

un «cilindro fibrado". Al hacer la identificación en el cilindro D 2 X 11 las fibras se 

descomponen en clases tales que cada clase contiene exactamente µ segmentos que 

conforman una circunferencia y forman una fibra del toro sólido, salvo la clase que 

contiene al eje {O} x I que contiene únicamente al eje y que se vuelve también una fibra 

en el toro sólido y se llama el ánima del toro sólido. Si µ = 1, el toro sólido· se llama 

toro sólido ordinario. 
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DEFINICIÓN 2.2. Un me.peo h: V--> V, donde V es un toro s61ido librado, se 

dice que respeta las fibras ei y sólo si (i) hes un homeomorfismo y (ii) h mapea a las 

fibras de V en fibrns de V. 

OBSERVACIÓN 2.1. Si V es un toro sólido librado de tipo(µ, v) se puede suponer, 

salvo homeomorfismo que respeta las fibras, que µ >O y que O 5 11 S Íll· 

DEFINICIÓN 2,3ª Sea M una 3-vnriedad cerrada y conexa, entonces M se llama 

variedad de Seifcrt si y sólo si 

i} M es unión ajena de circunferencias llamadas las libras de }_,/. 

ii) Cada punto de M está en exactamente una fibra. 

iii) Para cada fibra H, existe unn vecindad V de H que es unión de fibras tal que V 

se puede mapear sobre un toro sólido fibrndo mediante un homeomorfismo que respeta 

las fibras y donde H se mapca al ánima del toro sólido. 

DEFINICIÓN 2.4. Si Mes variedad de Seifcrt y H 'es una fibra de M, entonces H 

se llama fibra ordinaria si y sólo si su vecindad es un toro sólido ordinario. En cualquier 

otro caso H se llau1a fibra excepcional. 

Si H es fibra excepcional y su vecindad es un toro sólido fibrado de tipo (µ. v }, H 

se llama .fibra excepcional de orden µ.. 

OBSERVACIÓN 2.2. Si Mes variedad de Seifert, entonces kf sólo tiene un número 

finito de fibras cxcepcionnles. 

DEFINICIÓN 2.i;. Unn variedad de Scifert con frontera es una vnriedad M <¡ue 

se obtiene de una variedad de Scifcrt M al retirarle el interior de un número finito de 
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vecindades fibradas de fibras ordinarias. 

DEFINICIÓN 2.6. Si M es variedad de Scifert, entonces la superficie de órbitas G 

de !vi es el cociente de Af al identificar cada fibra de M con un punto. 

NOTA. Es facil ver que Ges efectivamente una superficie. 

LEMA 2.1. Si G es la superficie de órbitas de M con proyección p : A! --+ G y 

w e G es un 2-disco tnl que p- 1~ no contiene fibras excepcionales, entonces p-1w es 

un toro sólido ordinario. D 

DEFINICIÓN 2.7. Un disco en G como en el lema anterior se llama. una vecindad 

ordinaria en G. 

COROLARIO 2.2. ScBn M y M variedades de Scifert con frontera que se obtienen 

de/\-!. Si M y M tienen el mismo número de componentes en la frontera, entonces M 
y M son 11omcomorfas bajo un liomeomorñsmo que respeta las libras. 

Demostración. Sea G la. superficie de órbitas de Jtf y xi, ... ,xn,yi, ... ,y" E Glas 

imágenes de las fibras ordinarias que se retiran de M para obtener a la variedad M 

(retirando n xi, •• , ,xn) y a la variedad M (retirando a Yt,• •• ,yn)• 

Sin perder la generalidad {:r¡, ... ,xn} n {yi, ... ,yn} = 0. 

Entonces existen Wtt· .. ,wn e G vecindades ordinarias tales que {:r¡,y¡} e int(w¡) 

y w¡ n w; = 0 si i =/: i. 

Luego existr. h¡ : w¡ --+ w¡ homeomorfismo tal que h¡Jow, = low, y h¡(:r¡) = y¡ 

para i E {1, ... ,n}. Claramente h¡ se levanta al toro sólido ordinario preimagen de 

w¡ como un homeomorfismo H¡ que respeta las fibras y que deja fija a la frontera. Pór 
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tanto (fl H¡) LJid: J.,;J--+ Ñf induce un hom~omorfismo H: M --t M que respeta 
1=1 

lusfibrns. O 

DEFINICIÓN 2.8. Sea p : M --+ G variedad de SeHert con frontera (puede 

suceder que 8M ::::= 0). Sea h : I ._ G una trayectoria y para cnda s E 1 definimos 

H(s) := p-1 ( h(s )). Se dice que las libras están orientadas simultáneamente a lo largo de 

h si y sólo si se le puede dar una orientación a.la fibra H(t) para cada t E I de tal manera 

que para todos E I existe U una vecindad de h{s) tal que pnrn todo x,y E 1i-1(U), 

H(x) es Z-homóloga a H(y) en p-1 (U), donde una fibra excepcional de orden I' cuenta 

µveces. 

OBSERVACIÓN 2.3, Para toda trayectoria /, : I --+ G, existe uno. orientaci6n 

simultánea. de lns fibras a lo lo.rgo de h. 

Demostración. Es claro si h(I) está contenida en una vecindad de órbitas U e G, es 

decir, si p-1(U) es un toro sólido. 

En el caso general, como h(l) es compacto, éste está cubierto por un número finito 

de vecindades de órbitas y se sigue la obscrvn.ción. a 

Evidentemente las fibras se pueden orientar a lo largo de h sólo de dos maneras: 

"la orientación a lo largo de h está dctcnninada por la orientación de una sola. fibra, 

por ejemplo de H(O)". 

DEFINICIÓN 2.9. Se dice que la orientaci6n de H(O) se traslada a fo largo de h a 

H(l) cuando hay una. orientación simultánea. 

OBSERVACIÓN 2.4. Si h y 11' son trayectorias hómotópicas con los mismos ex· 

tremas y si H(O) está orientada, entonces la traslación de la orientación a H(l) a lo 
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largo de h y de Ja' da el mismo resultado. 

Demostración. En efecto h • h' -l es un lazo nulhomotópico y por tanto borden una 

2-célula singular e que se puede cubrir por un número finito de vecindades de órbita en 

G, que de hecho podemos tomar como 2-simplejos de e, Como h•h'-1 es el producto de 

los 1-simplejos de e cancelando las aristas que se recorren en sentidos opuestos y como 

la orientación de las fibras se conserva a lo largo de una trayectoria cerrada contenida 

en una vecindad de órbitas, se sigue la observación. O 

Lo que se tiene entonces es, para cada M variedad de Scifert, un homomorfismo 

evaluación ev = ev(M): 1r1 (G)--+ Z2 , donde cv[aJ es +l si la orientación de la fibra 

p-1(a(O)) se conserva a lo largo de cr y ·1 si se invierte. Es claro que ev(a · b) :::::: 

eu(a) · eu(b). 

La evaluación está pues determinada si se conocen los valores de un sistema fun­

damento! de curvas de G paro. rr1(G). Más aún, como H1(G) es la abelianización 

de 7f¡ ( G) y Z2 es abcliano, la evaluación queda determinada por un homomorfismo 

ev = ev(M): H1(G) --+ Z2 y, por tanto, si se conocen los valores de un sistema 

fundamental de curvas de G para H1 (G), se conoce la evaluación. En este trabajo 

consideraremos siempre que ev(Aí): H1{G)-"* Z:z. 

DEFINICIÓN 2.10. Dos variedades de Seifert M y M' están en Ja misma clase si 

y sólo si existe h: G-... G' homcomorfismo tal que ev(1\f') o h.== ev(l\I). 

OBSERVACIÓN 2.5. Si quitamos el interior de una vecindad librada de dr una 

fibra en una variedad de Seifcrt y pegamos un nuevo toro sólido fibrndo en el hoyo 

resultante, ln clase de la variedad de Scifcrt no cnmbin ya que la clusc cstñ dctcrminndn 

si conocemos el valor de una curva en cada clase de homología. Se pueden entonces 
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escoger representruttes de lns clases de homología de tal manera que no se afecten al 

quitar y rellenar vecindades de fibras, es decir, este proceso de cambiar a la variedad 

de Seifert no afecta a la evaluación de las curvas así como no afecta a la superficie de 

órbitas. 

TEOREMA 2.3 [Scifert]. Cada clase de variedades de Seifert determina y está 

determinada por por una única variedad de Seifert con frontera, el espacio dasi/icllllte 

Fo. El espacio dasifi.cruite es Ja única variedad de Sei{crt con frontera y sin fibras 

excepcionales que tiene como superficie de órbitas a Ja. superficie de órbitas evaluada 

(menos el interior de un disco) que caracterfaa n 1n clase. De el espacio Fo se obtienen 

todas las variedades de Ja cJase quitando un número finito r de fibras y tapando los r+ 1 

toros frontera resultantes con toros sóUdos librados al'bitrarios. O 

2.4. (Seifert]. Para una superficie evaluada arbitraria, existe una única clase de 

variedades de Seifert correspondiente. Una evn/uación de la superficie se obtiC'ne de 

una evaluación arbitra.ria de un sistema fundamental canónico de curvas de In. superficie 

cerrada. 

Esbozo de la demostración. Supongamos que G es una superficie evnlundn. Cortamos 

a G para obtener un polígono fundamental t.1 y la agujerarnos cortando los vértices de t• 

para obtener U. Sea V :=U x S 1• Entonces V es un toro sóHdo que tiene a ii como disco 

meridional. Identificamos mediante un homeomorfismo que respeta fibras a cada pareja 

de anillos A y A' en la frontera de V que se mapccn a. aristas correspondientes a y a' de 

U de tal manera que una fibra de A se identifica con una fibra de A' si el punto de a se> 

identHica con el punto correspondiente de a'. Entonces existen esencialmente sólo dos 

mapcos distintos de A a A'. En efecto si orientamos lns fibras de V simultáneamente 

de tal manera que cada dos fibras orientadas de V sean homólogas, podemos mapear a 
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A en A' bajo un mapco que conserve o que invierta la ;;,ricntación de las fibras. En el 

primer caso la orientación de las fibras se conserva a lo largo de una curva que vaya de 

un punto de A a través del interior de V al punto equivalente de A'¡ en el segundo caso 

se invierte. Si identificamos de esta manera n cada dos anillos de V que correspondan 

a aristas equivalentes de ü, obtenemos de V una variedad de Seifert con frontera sin 

fibras excepcionales cuya superficie de órbitas es la superficie G agujerada. Es decir, es 

el espacio clasificante de la clnse. 

En el caso de que G originalmente haya tenido frontera, cerramos cada hoyo con un 

disco, repetimos la construcción y al final perforamos al espacio clnsificante obtenido. O 

OBSERVACIÓN 2.6. Sen a unn curva simple cerrada en la superficie de órbitas 

G. Entonces ev[o] = +l si y sólo si p-1(a) = s• X S1 y ev[o] = -1 si y sólo si 

p-1 (a) =botella. de Klein por el Teorema 2.4. Luego, por nuestra definición de variedad 

de Scifert con frontera, si a e 8G, entonces forzosamente ev[a] =+l. 

{Scifert} determina las clases de los espacios fibra.dos de la siguiente manera: 

TEOREMA 2.5. Supongamos que p: M ...-. G es una variedad de Seifcrt, CJJtonces 

Mes orientablc si y sólo si ev(M) = w,(G), /a primera e/a.se de Sticfcl-Whitncy de G. 

Además 

i) si Ges orientab/e y ev(M) es no trivial y e: Hi(G)--+ z, es cualquier horno· 

modismo no trivial, entonces ev(M) y e determinan a. Ja misma clase de vnricdades de 

Seifert. 

ii) si Ges no orientable, {v1 , ••• ,v,1;, d1, ••• , d.} C Ges un sistema fundamental de 

curvas para Hi(G) donde V; invierte /a orientación en G para i E (1, ...• k} y d¡ e BG 
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paraj E {1, ••. ,s} ye: H1(G)--+ Z2 es un homomorfismo distinto de w1(G), entonces 

e determina la misma clase que alguno de los homomorlismos siguientes: 

I) d;,v¡ >--+ +l para.j E {l, ... ,s),i E {l, ... , k) 

II) d; ,__. +l paraj E {l, ... ,s); V¡,__, +l; v¡ >--+ -lpara i E {2,. .. ,k) (k?. 2) 

III) d; ,__. +l para j E {l, .. ., s); v,, v, ,__. +l; v¡ ,__, -1 para i E {3, •.. , k) (k?. 3). 

o 

OBSERVACIÓN 2.7. La igualdad de los homomorfismos ev(M) = w1(G), signi­

fica que si G es orientable, ev(M)(a) = +l para toda a E H 1(G) y que, si G es no 

orienta.ble, entonces ov(M)(v¡) = -1 y ev(M)(d;) =+l. 

OBSERVACIÓN 2.8. Describiremos ahora los espacios clasificantes de las distintas 

variedades de Seifcrt. 

En cada caso describiremos una 3-variedad cerrada. Para obtener el espacio clasi· 

ficante se retira la vecindad de una fibra ordinaria. 

Si la variedad de Scifert que nos interesa es una v~iedad de Seifert con frontera, 

entonces se retira la cantidad necesaria. de fibras ordinarias. 

Enlistaremos cada caso según la notación de Seiíert. El símbolo O representa que 

la variedad de Seifert :A! es oricntablc y N que es no oricntablc. El símbolo o representa 

que la superficie de órbitas G de M es orientable y n que es no orienta.ble. El espacio 

F 0 será el espacio claaificante de la clase de :Af. 

Oo. Fo se obtiene de G x 5 1 • 
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On. Fo se construye como en ln explicación dCl Teorema 2.4, es decir, se recort L a 

G para obtener un polígono fundo.mental v y en V := v x 5 1 se identifican los ani los 

correspondientes a las aristas de v mediante el homeomorfismo h : I X 5 1 _....... I X 1; 

(t, e'9 ) ._. (1 - t, .-;•¡. 

Nnl. Fo se obtiene de G X 5 1 • Es el caso (ii). l. del Teorema 2.5. 

Nnll. Fo se construye como en la explicación del Teorema 2.4, es decir, se recorta G 

para obtener un polígono fundamental v con aristas a1 1 a1
1 ••. 1 an 1 a~ y en el prod 1cto 

V := v X 5 1 se identifican los anillos A.1: con A~ correspondientes o. lns aristas le v 

mediante el homcomorfismo hk: a.1: x S 1 -+ ak x 5 1; {t, ei9) ~ (1- t,e-i6) ara 

k ~ 2 y con el homeomodismo 1'1 : a1 x 5 1 ~a~ x 5 1; (t 1 eiº) t--t- (l -t 1 é 8 ). sel 

caso (ii). ll. del Teorema 2.5. 

Nnlll. Fo se construye como en la explicación del Teorema. 2.4, es decir, se recort e. G 

para.obtener un polígono fundamental v con aristas a1 ,a~ •.• , an, a~ y en V:= v 5 1 

se identifican los anillos A.1: con Ak correspondientes a las aristas de v medi te el 

homcomorfismo h.1:: a.1: x 5 1 ---+ ak X 5 1¡ {t,ei9) ~ (1- t,e-i6 ) para k ~ 3 y on el 

homeomorfismo h1: a; x 5 1 --+ aj x 5 1¡ (t,ei6) i--+ (1-t,ei8) paraj = 11 2. Es el 

caso (ii). 111. del Teorema 2.5. 

No. Este es el cnso (i) del Teorema 2.5. La representación que nos conviene de 0 es 

como sigue: sea G la superficie que se obtiene de G al i:ecortar a lo largo de un curva 

simple cerrada b e G no separnnte¡ b es un "meridiano" de G y aG = b1 u . En 

G X 5 1 se identifican los toros frontero. con el homeomo.rfismo h : b1 x 5 1 --+ x 51; 

(z,é9 ) .-.. (z,e-i'). 

NOTACIÓN. Denotamos por (Xz,k) a la clase de las variedades de Seii t (ce-
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nadas) con superficie de órbitas de género k (que eq el número de asas o de gorros 

cruzados de la superlicie cuando es oricntable o no oric#ntable respectivamente) donde 

X E {O,N}, x E {o,n,nl,nII,nIII). 

Denotaremo• por (Xx,kl(l,b),(cr¡,/J1 ),. .. ,(cr.,/lr}) a la variedad de Scifert que 

se obtiene del espacio clasificante de (Xz,k) cerrando a la frontera 8('Fo) con un toro 

sólido de tipo (1, b) mediante un homeomorfismo de las fronteras que conserve las fibras 

y obtenemos a M. A continuación retiramos r fibras ordinarias de M y cada componente 

de la frontera se cierra con un toro sólido de tipo (a;,,8¡) mediante un homeomorfismo 

de lns fronteras que respeta las fibras pnta i ::::: 11 ••• 1 r. 

OBSERVACIÓN 2.9. El símbolo de Seífcrt (Xx,kj(l,b),(<>1,Pi) .... ,(<>c..B,)) se 

normaliza de la siguiente manera: 

í) si X= O, entonces O< {J¡ <a¡ y o¡> 1parai=1, ... ,r. 

ii) si X = N, entonces O < /1; < !a¡ y o¡ > 2; o bien &¡ = 2 y p, = 1 parn 

i=l,. .. ,rybE{O,l}. 

Se muestra [Scifert] que, con esto. normalización y ciertas convenciones técnicas, n 

cada variedad de Seifert se le asocia un único almbolo de Scifert que la. determina salvo 

homeomorfismo que respeto. las fibras. 
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§3, EL HOMOMORFISMO {Jw1(M) PARA M VARIEDAD DE SEIFERT. 

En esta sección se pro hará el siguiente 

TEOREMA 3.1. Si Mes la variedad de Seifert que tiene asociado el símbolo de Seilert 

(X:i:,kl(l,b), (a.,,B,), .. .,(a.,.Br)), donde Xx E {No,NnI,NnII,NnIII}, entonces 

.Bw1 (M) 1' O si y sólo si 

i) X:i: = Nnll, o bien 

ii) X:i: = NnI y k es impar y A(M) =a (b+ t Pi) es par, 
i=l ª• 

donde a= m.c.m.{a1 1 ... 1or}• 

NOTACIONES. Si A es un conjunto de enteros, m.c.d.A (m.c.m.A) denotará el 

máximo común divisor (mínimo común múltiplo) de los elementos de A. 

Si X es un conjunto de generadores y F es un conjunto de combinaciones lineales 
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de los elementos de X, el símbolo (X: F} denotará al grupo nbeliano presentado por los 

generadores X y las relaciones f. 

Será frecuente que la relación r - s la escribamos como r = s. 

A lo largo de toda esta sección usualmente las letras latinas serán elementos de un 

grupo y las letras b'TÍegas serán números enteros. 

Movidas de Tietze. 

Dada la presentación (x1, .•. 1 Xn : r1, .•. , r. ), se pueden realizar las siguientes movi-

dns: 

I (I') Añadir (retirar) la. relación J(r1, ... , r,), donde /~1·1, ... , r,) es una combinHción 

lineal entera de r1 , ••• , r •· 

II (11') Añadir (retirar) el generador x• y la relación x• - g( xi, ...• Xn ), donde el genera­

dor x• r/. {x1 1 ••• , Xn} y g(:c11 .•• ,xn) es una: combinación lineal entera de X¡, •.. , Xn. 

Al realizar cualquiera de las cuatro movidas anteriores se obtienen presentaciones 

de grupos isomorfos. Los isomorfismos estnn dados por las inclusiones: 

I, I': 

(x1 1 ••• 1 xn: r1 1 ... ,r.} 
:r¡ 

{x¡, ... ,:z:n :r¡, .•. 1 r11/(r11 ... ,r.)} 
:r; 

II, II': 

(x1 1 ••• 1 Xn 1 x•: r¡, ... , r.,x• - g(r1, ... ,r.}} 
:r; 
x• 

27 

(.r11··· ,Xn: r¡, .... r,) 
:r; 
g(xi. . .. 1 Xn) 



El primer grupo de hon1ología de las variedades de Scifert. 

LEMA 3.2. Sen p: M --> G vnricdnd de Seifert. Entonces 

i) si M = {Oo,kl{l,b),{<>1,/31), .. .,(a.,fi,)), enton~es 

H1(M) = (a1,b1o .. .,a>, b>,q1,. • .,q.,h: - bh + q, + · .. + q, =O, 

a;q; + {J;h =O), 

ii) si M = (On, ki{l, b), (a1 , /11 ), .. ., {a.,/i,)), k;:: 1, entonces 

H1(.Af) =(u¡, ... ,v10 qi, ... ,qr 1 h :- bli + q¡ +· • • + qr := 2v¡ + · • • +2vk, 

o::,q¡ + {3¡h =O, 

2h =O), 

iii) si M = (No,kl(l,b),(<>1ofJ1), .. .,(a.,fJ,)), k;:: 1, entonces 

H1 (M) == (ai, 611 .. . 1 ak,bk,Q1i ... ,qr, h: - bh + q1 + • • · + qr =O, 

o::¡q1 + {3¡h = 0 1 

2h=O), 

iv) si M = (Nnl, kl(l,b), (<>1,/31),. .. , (<>.,/3,)), k;;:: 1, entonces 

H1(M) = (v,, .. .,v.,q,,. . .,q.,h: -bh +q1 + ··· +q, = 2v1 + ... +2v>, 

a;q; + /i;h =O), 

v) si M = (NnII,kl(l,b),(<>1,/11), ... ,(a.,fi,)), k;;:: 2, entonces 

H1(M) = (v,, •• .,v.,q,, •• .,q.,h: -bh +q1 + ... +q, = 2v1 + ... +2••• 

a¡q¡ + {J¡h =O, 

2h=O), 
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vi) si M = (NnIII,kl(l,b},(ai,,81), •• .,(a.,,Br}), k ~ 3, entonces 

H1(M) = (v¡, ... ,vk 1 q¡, ... 1 qr,h :-bh+q1 + · •• +qr =2u1 + • ··2VJi: 1 

a,q¡ + {J;h :::: O, 

2h =O), 

donde todas las presentaciones son de gnipos abelianos, h es la dase de una fibra 

ordinaria de M, a 1 ,b1 1 ••• 1 at,bJ:, o bien, v¡, ... ,VJi: son los generadores de Hi(G) y 

q1 , ••• ,qr son curvas contenidas en las vecindades de las ñbras excepcionales (Ver por 

ejemplo [Seifert]}. IJ 

OBSERVACIÓN 3.1. Nótese que en la presentación de los grupos de homología 

de una variedo.d de Seifert M, los gencradoreff qi, .•. , q,., h se pueden representar por 

curvas que conservan la. orientación en M, ya que están contenidas ~n toros sólidos. 

Luego sólo en el conjunto de generadores que provienen de curvas de la superficie de 

órbitas se pueden encontrar curvas que invierten la orientación en Al. 

Sea M = (Xx, kl(l, b), (a.,,81), ••• ,(a.,,Br)) una variedad de Seifert, definimos el 

grupo G := (q1 1 ••• ,qr, h: cr 1·q1• + {J¡h = O,i = 1, ... ,r). 

Definición técnica. 

61 := l; 

o~ :=a1; 

.a: :=,81. 

Tomamos pi, 0'1 E Z tales que 
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Definimos 

XI:= ct~q¡ + ,B~h. 

Supongamos que hemos definido a 6¡,p¡,u¡ 1 0;,p: E Z y a u¡,:r¡ E G para 1' ~l. Se 

definen entonces: 

1 O'i+I 
ºi+l := Ó¡+¡ i 

Tomamos enteros Pi+li O'i+l tnles que 

y entonces definimos 

LEM ó 6 6 ª 1 •. ' 0 r 
A 3.3. 1 ,. •• r= m.c.m{o,, ... ,o.}" 

Demostración. Se demostrará por inducción sobre r. 

/j 1 "' 1 . d . d ., l = = m.c.m{ai} 1 que es e pnmer paso e m ucCJon. 
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o 

Cl'¡ •• •o:; 
Supongnmos que 6162 • • • c5; = m.c.m{o¡, ... 

1 
a:;} 1 para j ~l. Como 

c5;+1 = m.c.d.{a;+1 1 a~·· -<l'j} 

= m.c.d.{cr;+1, "
6

1 ' .. ª
6
i¡ 

1 ••• ; 

= m.c.d.{o;+i 1m.c.m.{01'• •• ,a;}} (por hip6tesis de inducción) 

_ a;+1 · m.c.m.{0:11 ... ,a:;} 
- m.c.m.{0;+1 1m.c.m.{oi, ... 1a;}} 

0;+1 •m.c.m.{a:¡, ... 1a;} 
= m.c.m.{ott••·1n;,0;+1} ' 

Por tanto 

_ u1···o;·a;+1 

ct;+1 ·m.c.m.{0:1i •.. 1 0;} 
m.c.m.{olt ... 1 0:;,a;+tl 

- m.c.m.{ai, ... 1 a;,c:t;+1} ' 

COROLARIO 3.4. o~··· o~= m.c.m.{o:i, ... , or} para 1 :5 j ::;; r.O 

LEMA 3.5. G ~ (x2 1 ••• 1 Xr 1Ur: c52x2 =O, ... ,6rXr =O). 

Demostración, Se demostrará por inducción sobre r. 

Como 

y 

= - a¡u¡q¡ + (1- {J¡u¡)/1 

= - u¡(a¡q¡ + fJ1h) + h 
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luego 

en el grupo G. 

Sustjtuyendo 

=(1 - a 1p1)g1 -P1p1h 

=g1 - P1(a1q1 + p,h) 

o.;q; + /3;h = o:;q; + fJ;o:1 u1 para j = 2, ... , r 

a1g1 +/Jih = -<>1P1u1 +a1/J1u1 

= (-a1/J1 + <>1/J1 )u1 

Se tiene entonces un isomorfismo 

G ~ {q~, ••• , qr, u1 : a2q2 + P20t.~ U¡ = 01 .•. , o:,.q,. + ,8,.o~ u1 =O). 

Este isomorfismo está dado por las siguientes movidas de Tietzc: 

II. Añadir el generador u1 y la relación Ut = u¡q¡ + p1h. 

I. Añadir las relaciones h = 01u1 y q1 = -/31u 1, por (l).y (2). 

l. Añadir Ins relaciones a;q; + fJ;a·1 u1 =O, para j = 21 ••• , r, por (4). 

!'. Retirar !ns relaciones n;g; + fi;h =O para j = l .... , r, por (4) y (5). 
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I'. Retirar la relación u1 = -u1q1 +pi h, por (6). 

II'. Retirar los generadores q1 y h y lns relaciones h = 01 u1 y q1 = -/31 u1. 

Y claramente c;>1 cstó. definido por 

paraj =2, ... ,r. 

Supongamos ahora que se tiene un isomorfismo 

G ~ (x:z, ... , x¡, q¡+li · .. , qr1 u¡ :ai+1q1+1 + /3i+10~ • • • a~u¡ =O, ..• 1 

a,.q,. + {J,.a~ · .r. a~Ui =O, 

62x2 = · · · = 6¡x¡ =O), 

para 1 ~ i < r, donde 

-ep¡(q;) = fJjaJ+1 · · ·a~u¡ + .Bjaj+1 · · · a~_1 a¡x¡+ 

+.Bjaj+1 · · · ª~-2"1-1Xi-1 + · · · + /3ju;+1x;+1 - p;x;, 

paraj = 11 ... ,i y 

paraj =i + 1, ... ,i. 
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Como 

y 

luego 

y 

Sustituyendo 

ª~+1Ui+1 = - ª~+1ªi+iq;+1 + ª~+1Pi+1U¡: 
= - Ct"~+1Ui+1qi+t + (1 - JJ:+10'1+1)U¡ 

= -O'i+t(a~+tqi+t + .8!+1Ui) +U¡ 

= - O'i+JXi+l + U¡j 

-fJ:+1tti+i = -Pi+tªi+1q¡+1 -P:+¡Pi+iUi 

=(l - ni+1Pi+1)q¡+1 - J3i+1Pi+I U¡ 

=qi+1-P1+1(0:~+19i+1 +Pi+iu¡) 

a¡+1qi+1 + /J;+1n~ ... a~= a;+1(-.8~+1tti+1 + Pi+1x;+1},_ 

Como 

+ .81+1ª~ •· · a~(n~+I.ui+1 + 0';+1.:t;+i) 

= (ai+1Pi+1 + Pi+1ª~ · · · a~ai+t ):t;+1 + 
+ (/Ji+Iª~ ... a:·a~+I - Oi+1.Bi+1)t1¡+1 
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y 

por tanto 

Sea j ~ 2. Como 

o;q; + /3;0t~ · • • o~u¡ =o;q; + /J;o; · · · ºªº~+1 Ui+l + O'i+1Xi+1) 

, , , o~· .. a~ 
=a;q; + /J;o1 • • • a¡o¡+1ui+1 + Ói+1(.B;~u¡+1)x¡+1, 

luego 

(10) 

en G. Nótese que Ói+1 lo:; ···a~ por definición. 

y 

Ahora 

-O'i+Jqi+t + Pi+JUj = -O'i+1(-.B~+1Ui+J + Pi+1Xi+1) + Pi+1(0~+1Ui+l + Ui+tXi+t) 

= (-ui+1Pi+1 + Pi+1ªi+1)xi+1 + (ui+1P~+1 + Pi+1ct~+ilui+1 
=u¡+1 (11) 

et:~+t9i+l + .B:+1Ui = ª~+1C-.B;+1Ui+1 + Pi+tXi+J) + /1¡+1Cº~+1Ui+l + O'i+JXi+I). 

= (0~+1Pi+1 + /J~+1ªi+i)x¡+1 + (-0~+1.8;+1 + .Bi+1º~+1)u¡+1 
(12) 
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se tiene por tanto un isomorfismo 

G lf'~t (x2, ••• ,xi+1,qi+2, ••. ,qr, u¡+1 :a¡+2qi+2 + .8i+2a~ • · 'ªi+tUi+t =O, •.• , 

arq,.+,8,.o~ •••a:+iUi+t =O, 

Con las siguientes movidas de Tietze ee construye un isomorfismo lb: 

II. Añadir los generadores Xi+IJ U¡+t y las relaciones Ui+t = -u¡+1qi+1 + Pi+1u¡, x¡+i = 

ct~+¡qi+t + .a;+tU¡. 

l. Añadir las relaciones q¡+1 = .B~+tUi+t +Pi+1Xi+t1 u¡= ª~+ 1 u¡+1 + u¡+1Xi+h por (7) 

y (8). 

l. Añadir las relaciones 6i+1Xi+1 =O, a;q;+/3;o~ · "º~+i"i+1 =O, paraj = i+2, ... , r, 

por (9) y (!O). 

I'. Retirar lns relaciones a;q; + fJ;a~ · .. aju¡ =O, paraj = i + 1, ... , r, por (9) y (10). 

y (12). 

11', Retirar los generadores q¡+i, u¡ y las relaciones q¡+1 

U1 = O~+I U;+t + O'i+tXi+J • 

El isomorfismo 1" está ciado por 1/1(x;) = x;, para j = 2, ... ,i: 1.·(u1) = º~+ 1 111+1 + 
O"i+1Xi+1 ¡ 1/J(q;) = q;. pnrn j = i +2, ... ,r¡ t,b(q¡+i) = -.8i+1U;+1 + Pi+1•ri+1· 
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Tomamos entonces \Oi+l := l/Jt.p¡ y por tanto 

'1';+1(h) = .P(a'1 ···aju¡) 

ya que 6i+1 lo~ ···o~. Ahora 

'1'ó+1(q;)=,P(q;)=q;. paraj=i+2, ... ,r 

+PjaJ+i ... a~_1 a¡x¡ + · · · + .8juj+1xj+1 -pjx;), para j = 1, ..• ,i. También 

El lema se sigue por inducción. O 

COROLARIO 3.6. El homomorfismo i.p,. : G -. (x2 1 ••• ,x,., Ur : 62x2 = · · · = 

6,z r = O) dado por 

'i'rh = Q~ • • • Q~Ur 
-tp,.qi = .81a~ • • ·a~u,. + .B1a~ • • •Q~-ttTrXr + · · · + ,8~a2r2 

es un isomorfismo. O 
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L~MA 3.7. 'Pr(-bh +q1 + · · ·+qr) es una combinación lineal entera de ur 1 x2 1 ••• ,xr• 

Si 'Pr(-bh + q¡ + • • • + qr) = .\ur + .\2x2 + · · · + Arx., entonces 

o 

DEFINICIÓN 3.1. Si M = (Xx,kl(l,b),(a¡,¡'li), ... ,(n.,/lr)) unn variedad de 

Scifert1 definimos 

( 

r {J¡) 
.\(M)=m.c.m.{n¡, ... ,nr} b+L:-: • 

i=l ª• 

En lo que sigue utilizRremos continuamente el Corolario 1.8 de la §1, para dctermi~ 

nnr si Pw1(M) es o no el homomorfismo cero, donde Mes una variedad de Seifcrt no 

orientable. Modifica.remos, en cada caso, la presentación del primer grupo de homología 

dada en el Lema 3.2. 

l. M = (No,kl(l,b},(a,.¡J1), ••• ,(n.,¡'l,)), k 2: 1, entonces 

Hi(M) e:! (a1,b1t, •• ,a,1:, b.1:,q1t•,. ,qr,h: - bh + q¡ + • · • + qr ==O, 

a¡q¡ + p¡h =O, 

2h=O) 

~ (a,,b,, ... ,a.,b.: -) Ell (q¡, . .• ,q.,h :-bh +q1 + ••• + qr =O, 

a¡q¡ + /J¡h =O, 

2h ..:o¡ 
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Por tanto los generadores que provienen de la superficie de órbitas tienen todos 

orden infinito en Hi(M) y por tanto /Jw1(M) =O. 

2. M = (Nnl,2kl(l,b),(a1,¡J1), .. .,(a.,/J,)), k 2: 1, entonces 

H1(M) 5::: (vi, ... 1 V21; 1 q1 1 ••• ,qr,h: - bh + qi + • • • + qr = 2v1+•·•+2v21;1 

a;g; + /J;h = O) 

~(vi. .. .,v,._,: -) Ell (t,g1 , .. .,g,.h: -bh +q1 + 00 ·+ q, = 21, 

a;g; + /J,h =O) 

Donde se hizo el cambio t = vi + · · · + V:zk· Todas las u¡ invierten la orientación en 

Jvf. Como tes la suma pnr de curvas que invierten la orientación, por tanto t conserva la 

orientación en M. Luego todas las posibles curvas de orden finito en H 1 (Jvl) conscr\'an 

Ja orientación en M y /Jw1(M) =O. 

3. M = (Nnlll, kl(l,b),(ai./J1), .. .,(a,./J,)), k 2: 3, entonces 

Hi(M) 5::: (vi, .. . ,v,t,q¡, ... ,qr,h :-bh +q1 + ···+ qr = 2v1 + ··· +2v.t:, 

a;g; + /J;h = O) 

S!' (v¡, .•. 1 Vt-1: -) E9 (t 1 qi, ... 1 qr 1 h: -bh +q1+ ... +qr=2t, 

cr¡q¡ + {J¡h = O, 

2/i =O) 

Donde se hizo el cambio t = vi + · · · + v1;. Ahora v1 y v:z invierten la orientación 

en M y para i ~ 3, v¡ conserva la orientación en J.1. De nuevo t conserva la orientacióÍl 

en M y como en el caso 2, Pw1(M) =O. 
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4. M = (NnII,kl{I,b),{<>1>P1J. .. .,(a.,p,)), k ;:>: 2, entonces 

H 1 (M) ~ (v,,. .. , V>,q,,. • .,q.,h :-bh +q1 + ... + q, = 2v1+ ... +2v>, 

c:.;q; + p,h = O) 

E! (vi, ... 1Vi-1 :-) E9 {t,q¡,. ,, ,q,.,h :-bh +q1 + ••· + q,. =2t, 

cr¡q¡ + /J¡h = O, 

2h =0) 

Donde se hizo el cambio t = vi + · · · + VA:-. Como v1 invierte la orientación en M 

y para i ~ 2, V¡ conserva la orientación en M, luego t igvicrte la orientación en kf. El 

segundo sumando de la última presentación es dnramcnte un grupo de torsión y por 

tanto t tiene orden finito en H1(M). Luego Pw1(M) f. O. 

5. M = {Nnl, 2k + ll(l,h),{<>1,P1),. . .,(a.,P,)), entonces 

a;q; + P;h =O) 

~ (v¡, ... ,ll2k: -) ffi (t,91 1 •• • ,qr,h: -bh + 91 + ··· +q,. = 2t, 

a;q; + P;h =O) 

Donde se hizo el cnmbio t = v1 + · · · + un+l · Por ser t suma impar de curvas que 

invierten la orientación en M, se tiene que t invierte la orientación en M. 

Luego el que /Jw1 (M) sea cero o no dependerá de si t tiene orden finito o no en el 

grupo 

(t,q,, .. .,q.,h: -bh+ q, + 00 ·+q, = 21,a;q; +P;h =O) 

~ H1(Nnl,Il{l,b),{<>1,P1), ... ,(a.,p,)) 
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OBSERVACIÓN 3.8. 

f3w1(NnI,2k + 1J(l,b),(ai.f31 ), ... ,ta.,(3,)) =O 

f3w1(Nn!,lJ(l,b),(a1,f31), ... ,(a.,f3,)) =O. 

o 

LEMA 3.9. 

f3w1(NnI,2k + 1J(l,b),{ai.f31), ... , (a.,(3,)) =O 

( 
• {3¡) 

A(M)=m.c.m.{ct¡, ... ,a,} b+ ~~ es impar. 

Demostración. Basta. determinar cuándo t tiene orden finito en el grupo 

(t,q1i . .. ,qr,h: -bh+ q1+•••+q,.=2t,a¡:q¡ + {J¡li =O). 

Sea G := (q,, •.• ,q.,h: ct¡q; + (3;h= O). 

Usando el Corolario 3.6 y el Lema 3.7 tenemos una. presentación 

G = (x2 1 ••• ,.x,., Ur1 t: Ó¡X¡ =O, .\ur + .\2x2 + • · • Ar.l'r = 2t) 

Supongamos que ..\ ea par. 
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Definimos w := t - ~Ur 1 entonces 2ó2 • · • Ónw = O, es decir, w es una curva no 

oricntable, ya que t lo es y Ur es orientable por construcción. Como w tiene orden finito 

en H1(M), por tnnto Pw1(M) f O. 

Supongamos que >. es impar, digamos X= 2e + l. 

Definimos 

W := -lur +t¡ 

V:= Aur -2t. 

Luego 

Ur =2w~ V, 

t = .\w+lv; 

se tiene entonces que 

e! (w: -) Ell (:r2 , ••• , :r,: 6;:r¡ =O). 

Como x2 1 ••• 1 xr son claramente curvas oriento.bles, se concluye que /Jw1(M) =O. 

a 

Resumiendo, podemos concluir lo. siguiente forma equivalente del Teorema. 3.1: 

Si M es Ja variedad de Seifert asociada con el súnbolo de Seifcrt 

(X:r, k\(1, b), (<>i. P1 ), •• •,(<>ro/ir)), 

donde X:r E {No,NnI,NnII,NnIII}, entonces 
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{Jw,(M) =O si y sólo si 

o 

i) Xx =No, o bfon 

ii) Xx = NnIII, o bien 

iii) Xx = Nnl y k es par, o bien 

iv) Xx = Nnl, k es impar y ~(M) = m.c.m.{o¡, .•• ,o,) (b+ t ~) es impar. 
i=l o, 

43 



§4. FIBRACIONES SOBRE S 1• 

El hecho básico en el tema de las fibraciones es el 

TEOREMA 4.1. (Stallings] Sea M una 3-variedad compacta e irreducible. Si "' (M) 

tfone un subgrupo N ~ Z 2 normal y ñnitamente generado tB.1 que 7rt ~) ~ Z 1 entonces 

M fibra sobre 5 1 con fibra una 2-~iednd compacta T tal que 11"1(T) E:! N. 

Esbozo de la demostración. Como se tiene un epimorfismo 'P• : 11'1(.i\1) --+ Z y Mes 

asférica. por ser irreducible, por tanto existe una función continua <p : M --+ S 1 tal que 

'P# = 'P•· Deformando a i.p adecuadamente podemos ¿btener que cp-1(1) = T e 1'.1 

sea una superficie incompresible. Stallings continúa demostrando que efectivamente 

11'1(T) E! N y que Mes un S 1-haz con fibra T y proyección <p.D 

OBSERVACIÓN 4.1. La proyección <p tiene una sección,¡,: S 1 --+ M tal que 

#(.P(S1)nT) =l. 
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En todo lo que sigue, si F e J\f --+ 5 1 es Una fibración y M es una variedad de 

Scifcrt, llamaremos a F la "hoja" de la fibración y las fibras de la fibración de Seiícrt 

de M se seguirán UamWldo las 11fibras" de M. 

A menos que se indique lo contrario supondremos siempre que la fibración es cquiv­

an'ante, es decir, la hoja de la fibrnción es transversal n todas las fibras de Jvl. 

El siguiente resulta.do de Orlik, Vogt y Zieschang se pueden encontrar en [Orlik p. 

120-121). 

TEOREMA 4.2. Sea G el grupo fundamental de Ja variedad de Seifert M y H el 

subgrupo cíclico generado por una fibra ordinnria h. Supongamos que H es infinito y 

que M es irreducible. 

Entonces [G, G] n H = 1 si y sólo si M fibra. sobre S 1 con fibra una superficie 

compacta F. 

OBSERVACIÓN 4.2. Ln condición [G,G]nH = 1 en el Teorema4.2, es equivalente 

a que h tenga orden infinito en H1(J\1). Recordamos que en el teorema anterior se está 

hablando de una fibración sobre 5 1 equivarfonte. 

Por ejemplo, si M = (No, ll(l, O)) entonces 2h = O en H 1 (M), por tanto M no 

tiene fibracioncs equivariantes sobre 5 1 , sin embargo M ~ (NnI,21(1,0)) = K 2 x 5 1 , 

donde 1(2 es la botella de l(lein. 

La condición de que M sea irreducible en los teoremas anteriores realmente no es 

una restricción para las variedades de Seifert pues se tiene el 

TEOREMA 4.3. [Jaco, p. )Sea M variedad de Seifert, entonces M es irreducible si 
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y sólo si M r/. (P3 #P3. S2 X 5 1 ' S' 0 5 1 }, donde S2 0 5 1 es el Jrnz de esferas no trivial 

sobre 5 1.a 

LEMA 4.4. Supongamos que (u 1 '" •• 1 Un:-) EB T ~ (ui 1 ••• 1 u~:-} E;BT, donde Tes 

un grupo de torsjón y las presentaciones son de grupos abelinnos. 

Si erlsten a y b enteros tales que aun = bu~, entonces a= ±b. 

Demostración, Como Un= b1u~ + • · · + bnu~ + t para nlgún t ET, por tanto 

aun= ab1ui + ·· · + abuu~ + at =bu~¡ 

luego abnu~ ::: bu~. Como u~ tiene orden infinito, se sigue que abn = b. es decir, alb. 

De manera similar obtenemos que bJa y por tnnto a ; ±b.O 

Estudiaremos la cstruclura de las fibraciones sobre 5 1 de las variedades de Seifert. 

Sea cp : F e M - 5 1 una fibración, donde J.,f es la variedad de Seifert irreducible 

(Xx,kJ(l,b),(ai./11), .. .,(a.,/1,)). Seap: M--> G la proyección de órbitas de M. 

Suponemos que Fes trruisversal a todn.s las fibras de M. Como Al es irreducible, por 

tanto F !jt 5 2 • Supondremos también que F ~ P 2 , que es lo mismo que pedir que 

M¡¡!P' xS1. 

Supongamos que existe H .:5 H1(.M) subgupo cíclico que es sumando directo de 

H1(M) y que contienen. h (por supuesto, este es siempre el caso) y sea u un generador de 

H. Ahora, si u•[F] = d, entonces h·[F] ::::: da:, donde h = ou, a ~ l. Por el Lema 4.4, a es 

un número bien definido, Definimos g = PIF: F--+ G. cntonc<.•s g-1(:r) = p- 1(x) n F 

tiene da puntos para todo X E G punto ordinario y g-1(y) = p-1(y) n F tiene ~ 
ª' puntos para todo y E G punto excepcional de orden 0.10 es decir.ges una cubierta 

ramificada de grado total da ramificada a lo lnrgo de {Pt •... , Pr} e G, donde p¡ es el 
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punto excepcional de orden a¡ y g tiene grado local a¡ en ii para todo ii E g 1 (p¡)1 

Según la fórmula de lliemann-Hurwitz 

x(F) = dax(G) - ¿; (deg(g; u) -1) 
~e¡- 1 {p1o0 ••1Pr} 

,. da/o; 

= dax(G) - ¿; L (<>; -1) 
i=l t=l 

' d = dax(G)- L ~(a;-1) 
i=l Q¡ 

Nótese que como Hi(M) = K E9 H, donde K :;; H1(M), por tanto tenemos el 

epimorfumo f: H1(M) -> Z tal que /{u)= l y f(K) = {O} y por tanto tenemos el 

epimorfumo 7 =Abo f: "1 (M)-> Z (Abes la abeliJUiización). Según la construcción 

de Stallings y el Teorema. 4.3, podemos construir una fibración F' C M --+ 5 1 tal que 

u· [F'] = l y por tJUito h • [F'] = a. Veremos ade!JUite {Lemas 4.6 y 4.7) que, por 

supuesto, esta es la fibración "mínima" de .A!. 

Como t.p : F C M -+ 5 1 es una fibrnción y M es de Scifcrt, por tanto existe 

un homeomorfismo periódico g : F -+ F de orden finito tal que lv/ ~ F x 
1

. Por 
g 

construcción !.. = G y la proyección F-+ G coincide con g, es decir, ges una cubierta 
g 

cíclica. con traslación cubricnte g. 

Analizaremos un poco más la naturaleza. de g: 

LEMA 4.5. Sean G,H,I\ grupos, f: G-+ H y g: H-+ I\ J1omomorñsmos tales 

que Imf es normnl en H. 

a) Si ges epimoriismo, entonces g o fes epimorlismo <:::;. Imf I\~rg =H. 
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b) Si p: H --+ I!f es la proyección natural, entonces Imfl\erg = H # Imp = 

p(Kerg). 

Demostración. (a) Supongamos que gof es epimorfismo. Seax EH, por hipótesis existe 

t E G tal que gof(t) = g(x); por tanto/(t)-1x E Kerg y x = f(t)[f(t)-1 x] E ImfKerg. 

Luego He ImfKerg. 

Supongamos ahora que Im/Kerg =H. Sea y E K 1 como ges epimorfismo, existe 

v EH tal que g(v) =y; por hipótesis existe t E G y k E Kerg tal que v = f(t)k; luego 

g o f(t) = g(f(t)) = g(f(t))g(k) = g(f(t)k) = g(v) =y, es decir, 9 o fes epimorfismo. 

{b) Supongamos que Imfl(crg = H. Sea. x E Imp, por tanLo existe v E H 

tal que x = p(v); por hipótesis existen t E G y k E [(erg tal que v = f(t)k; luego 

x = p(v) = p(f(t)k) = p(f(t))p(k) = p(k) E p(Kerg); pdr tanto lmp e p(l(erg). 

Supongamos que Imp = p(f(erg). Sen x EH; por hipótesis existe k E [(erg tal 

que p(x) = p(k); por tanto p(xk-1) = 1 y por tanto xk-1 E Imf; luego existe r E G 

tal que xk-1 = f(r). Se sigue que x = f(r)k E ImfKerg; por tanto He Imfl<erg.D 

LEMA 4.6. Sea B superficie cerrada. Sea'(' : F --+ B una cubierta cíclica ramificada 

a lo largo de B"P = {pi, ... 1Pr} tal que el grado local de i.p en P es a¡ para todo 

p E ip-1(p¡), i = 11 ... ,r. 

(i) Si q es el grado total de cp y Q = m.c.m.{o:¡, ... ,ar}, entonces a¡q. 

Además q = a si y sólo si cp es primitiva, es decir, 'P# ! 11"1(F) --+ 7r1(B) es 

epimorfismo. 

(ü) Si v> es primitiva, entonces B es no orientable sÍ y sólo si F es no orientable. 
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Demostración. "(i)" Sea D¡ e B una. vecindad regular de p¡ tal que D¡ nD; = 0 si i :/: j 

y sea d¡ = {)D¡ parai,j = 1, ... ,r. Definimos ÍJ = B- UD; y F = F- U'I' 1(D;). 

Si 7r1 B = (:r1 , ••• 1 Xn : s = 1) (presentación no abcliann.)1 donde s es un producto 

de conmutadores o un producto de cuadrados dcpendiCndo de que B sen. oricntable o 

no, entonces 11't¡j = (x1 ... 1 xn,d1 1 ••• 1dr: di ···dr = s)¡ luego i# es epimorlismo y 

J( eri# = (d1 1 ••• 1 dr) el subgrupo normal generado por { d¡, •.• , dr}, donde i : ÍJ c.._.+ B 

es la inclusión. Como t.p es cíclica, por tanto 
1

7r
1 ÍJI = Z9 • Sea j)¡ una componente 

m<p# 
de c.p-1 (D¡)¡ como el grado local de c.p en f> es a¡ para todo ji E ¡p-1 (p¡), por tanto 

'l'l#8íJ; = d?' Y '1'1#1' i df pru:a O< 1/31 <a¡, toda -y E rr1ñ y toda i E {l, ... ,r). 

Luego o([d;]} =a¡ en 'r:::i = Z9 , en pn.rticul~ a;lq para toda i E {l, .•. ,r), por 

tanto a= m.c.m.{011 ... ,orflq. 

Supongamos ahora que a= q. Ésto pa.s• si y sólo si Irr,ñl =([di), ... , (d,]) = 
m<p# 

• ~ 7r1Íl • 
p(Keri#), donde p : 'lf'1 B - Imcp\# es la proyección natural. Según el Lema 4.4, 

esta. condición es cquh'Rlente a que 'PI# o i# sea epimorfismo ya que, como habíamos 

observado, i# es cpimorfismo. 

Como el diagrama de homomorfismos. 

1rsF '* 
.,1 .. 1 

11"1F 

l"• 
7rsÍJ 11"1B 

conmuta, se sigue que lf'I# o i# es cpimorfismo si y sólo si 'P# es epimorfismo, ya que 

Í# es epimorfismo. 

"(ii)" Si Fes no orientable, entonces Ges no orientable por el Lema 1.9. 

Supongamos que G es no orientable y que F es orientable. Sea W ::; 7rt (.8) el 
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subgrupo de orientación de índice 2¡ entonces Imip¡# $ W¡ como Jmipl# · J(eri# = 
11'1(.B), se concluye que hay elementos en I<eri# que invierten la orientación en ÍJ, pues 

el índice de W en 7r1(h) es 2. Ésto es una contradicción pues Keri# está generado por 

!ns componentes de la frontera de ÍJ. Debemos concluir que Fes no oricntable.D 

Podemos nhora analizar con más detalle la estructura de las variedades de Seffcrt 

que fibran sobre 5 1• 

LEMA 4. 7. Sea M mricdad de Scifert. Si F' e M ---> S 1 es una libración y p : M ___, 

G es la proyección de órbitas, .entonces ip := PIF' : F 1 ~ G se factorfaa a través de una 

cubierta ramrncadn pdmiUva g: F--+ G y un e..<1pacio cubriente tP : F' --¡. F. 

Demostración. Llamamos G := G - B;,. Sea p: ir1(G)---> 
1
"i(GI) la proyección 
m'i'# 

natural. Como I1rt ( GI) es: ziª pnra algún q entero positivo, entonces 
m<p# 

H := p-•¡o,q,2q, ... ,(<> - l)q} 

es un subgrupo de 1l'1(G) de índice O' y Imipl# ~ H. Luego existen ,j, : Í'' --+ F 
cubriente de grado q y g : F --+ G cubricntc cíclico de grado o que factoriznn a ip¡. 
Tomando la compactación de Fox, obtenemos 'IÍJ : F 1 _. F cubriente de grado q y 

g : F -+ G cubierta cíclica de grado a que es primitiva según el Lema 4.6.0 

El caso orientable. 

TEOREMA 4.8. Si M es una variedad de Seifert orientable que fibra sobre S1 , en­

tonces ME (Oo,g). 

Si M = (Oo,gl(l,b),(a,,,B,), ... ,(a.,,Br)), entonces M fibra sobre S1 si y sólo si 
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b + t f!..! = O y en este caso la hoja F de caracten"stka de Euler máxima satisface 
i=t a¡ 

x(F) = ax(G)- t ~(<>; -1), 
i=l Q¡ 

donde o:= m.c.m.{a1, ..• ,or} y Ges la superficie de órbitas de M. 

Demostración. Supongamos que M es orientable. 

i) Si M E (On, k), entonces tenemos explícitamente la relación 2h =O en la pre· 

sentaci6n del Lema 3.2 y por tanto M no fibra sobre S 1• 

ii) Si M = (Oo,gl{l,b),(<>1,P1),. .• ,(a.,,B,)), entonces 

y 

por el Corolario 3.6 y el Corolario 3.7. 

Se sigue que h tiene orden infinito en H 1 (M) si y sólo si ->. = -.\(AJ) = O y ésto 

si y s6lo si b+ t Pi= O (que es la misma condición de [Orlik, p.122]). 
i=I OC¡ 

Nótese que el subgrupo cíclico sumando directo de Hi(M) que contiene a h es 

H =(u,). D 

El caso no orientahle. 

TEOREMA 4.10. Si M es una variedad de Scifert no orfontable, entonces M fibra 

sobre 8 1 si y sólo si ME (Nnl,k). 
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Si M = (Nnl,kl(l,b),(<>i..111), ... ,(o,,¡1,)) con superllcie de órbitas G, entonces 

M fibra sobre S 1 con hoja una superficie F que satisface: 

j) Si >.(A1) es impar, entonces F es odentable y Ja hoja de característica de Euler 

máxima satisface 
r 2a • 

x(F) = 2ox(G) - L:;-(o; -1). 
i=J ª' 

ii) Si ..\(M) es par, entonces Fes no oricntable y si k es par, entonces x(F) es par. 

La J1oja F de caractcristica de Euler máxima satisface 

x(F) = ox(G) - t ;:(o; - 1), 
i=l 1 

donde a =m.c.m.{a1 , ••. ,ar} en todos los casos. 

Demostración. Supongamos que M es no orientablc. 

- Si ME (No, k), o bien 

- si M E (Nnll, k), o bien 

- si M E (N nll I, k ), entonces 2h = O y por tanto M no fibra sobre 5 1 • 

-Si M = (Nnl,kl(l,b),(a1,J11), ... ,(a,,j1,)), entonces 

Hi(M) ~ zi-l E9 (t,x2, ... ,Xr,Ur: 6¡X¡ = 0,2t - >.u,.= A2X2 + ... + >.rxr)• 

lcr. cBBo. ,\ = ,\(M) es impar, digamos,\ = 2t +l. 

Definimos w := -fur + t, u := >.ur - 2t, entonces Ur = 2w + v y t = >.w + lv; 

haciendo movidas de Tietze obtenemos 

H,(M) é; z•-• lll (w: -) lll (:r,, ... ,:r,,v: 6;:r; = 0,,\2:r2 + ··· + ,\,:r, = v) 

= z•-• lll (w: -) lll (:r,, ••. ,:r,: 6;:r; =O), 
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entonces Cf'(h) = CtUr = 2crw tiene orden infiniio en H 1(M) y M fibra sobre 5 1 con hoja 

una superficie F C M y 9 = PIF : F --+ G es una cubierta ramifica.da cíclica de grado 

total 2a. 

Nótese que el subgrupo cíclico sumando directo de H 1(M) que contiene a h es 

H=(w). 

Si además hubiera otra fibrnción F' C M --+ 5 1
1 de manera similar a la de­

mostración del Lema 4.7, se obtendría un espacio cubriente F' --+F. Luego x(F) ~ 

x(F') y F' es oriento.ble, si Fes oriento.ble. 

Luego en caso de existir una fibración F e /l.f --+ 5 1 con hoja oriento.ble y tal 

que In. cubierto. ramificada asociada F --+ G tiene grado total 2cr, entonces todas las 

posibles fibraciones M --+ 51 tienen hoja oriento.ble. 

Supongamos que Fes orienta ble. Si p : G --+ Ges la doble cubierta de orientación, 

entonces tenemos la siguiente factorización 

F 
- ;/ 
G !lf 

G 

y ü satisface las hipótesis de Lema 4.51 es decir, es una cubierta ramificada a lo largo 

de {p¡,p~, ... 1PnP~} 1 el grado local de gen pes cr; para todo p E g-1(p¡) y para todo 

p E g-1(PD y el grado total de Ü es et= m.c.m{cr11 ... 1 Q'r}• Luego 9 es primitiva. 

Exhibiremos una cubierta ramificada con las propiedades anteriores con F orienta-

ble. 

LEMA 4.9. Si M = (Nnl,kl(l,b),(<>1,P1),: .. ,(a.,¡3,)) y A(M) es impar. entonces 
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eJdste F supcrñcie orfontable y J : F _. F homcomorlismo periódico de orden 2cr = 
2m.c.m.{o¡, ... ,<>r} tal que M F X 

1
. 

g 

1-1 

Demostración. Sea rt la uniój de los segmentos LJ {te2 "im/tl0 5 t 5 1}. Para 
m=l 

k E {1, ... , r} tómese la cubiert ramificado. i(,k : !!....52 
-.-+ 52 descrita de la siguiente ,,. 

01/0• 
manera (donde ~S' = lJ S') 

Qk i=I 

Sea S1 e R3 lo. frontera d1 una vecindad regular pequeña de r º• X {O} en R3, 

Entonces 5 1 ~ 5 2 • Pnm j E {2, ... ,-:;} construimos a S; como la imagen de S1 

ha.jo la rotación de 2'frj/J1c grad JS con eje de rotación el eje z seguida de la trnslación 

"' (x,y,z)- (x,y, z +j). 

De tal manera que S 1 U·· U S0 ¡0 , ~ ~52• Entoces definimos n cp,.(x) como el 
"'• 

punto que se obtiene de rotar R 3 un ángulo de 2'fr~ con eje de rotación el eje z y 

"' trasladar una distancia de 1 en dirección del eje z para x E S;, j ::::: 1, ... ,-:-; - 1 y a 

t,01:(x) como el punto que se obti ne de rotar a R3 un ángulo de 27r~ con eje de rotación 

el eje z y trasladar una diste.ne a de -~ en dirección del eje z p~rn x E So/a,. 
º• 

Luego tp1c es una cubierto. c'clicn. rnmificada en dos puntos PI: y Pk de grado total cr 

y grado local en p igual a"'• p a todo p E <p;1(p.) y todo p E <p;1(pj.). 

Construimosahoraaip': '__.. S1 tomandola.sumaconexe.cp1#1.p2#···#cpr (por 

ejemplo, para construir ip1#1P2 se tomen dos 2-discos Di y D2 en las bases de epi y '1'2 1 

respectivamente, que no toque a lo.ramificación. Entonces cpl1(D1) ~ cp21(D2) =:!: aD'l. 

y se puede realizar la suma ca exa equivariante en, la base, o. lo largo de D 1 y D 2 y, en 

el domirúo, a lo largo de '1'11
( i) y '1'21(D,)). 
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A continuación tomamos la cubierta r¡ : aG _. G de a hojas y sin ramificación y 

realizamos t.p" = t.p1#r¡ : F --+ G, donde G --+ G es la cubierta doble de orientación. 

La cubierta ramificada c.p" es cíclica y posee unn traslación cubriente g : F --+ F 

de orden a. 

OBSERVACIÓN 4.3. 

F X [ = (Oo,gcnero(G)l(l,b),(<>i.P1),(-oi.P1 ), . ·., (a,,¡3,),(-a,,p.)) 
g 

y después de normalizar 

F X l = (Oo,genero(G)l(l,b),(a1,,B1),(ai,n1 - P1), ... , (a.,,B,),(a.,ar - P,)), 
g 

dondeb=-E~-~~· 

Podemos arreglar los puntos de ramificación {p¡,p~,. ·· iPriP~} en G de tal mnnern 

que u(p;):::: pj para j == 11 ••• ,r, donde u:{; - Ges la traslación cubriente de 

G _., G. Así levantamos a u a un homcomorfismo ü : F - F tal que ü o g = g o ii. 

Finalmente definimos c.p = g o ü: F - F que tien~ las propiedades exigidas.a 

OBSERVACIÓN 4.4. La manera de obtener a M a partir de F X l/g está. determi­

nada por los invariantes de Scifert de M según la construcción anterior. Luego ..\(.At!) 

debe ser impar. En otras palabras, si }..{ E (Nnl, k) y F e J..! - S 1 es la fibrnción 

para la que x(F) se maximiza con F orientablc, entonces ..\(lif) debe ser impnr. 

2do. ca.so . .\ = .\(M) es par, digamos .\ = 2C. 
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Definimos w := t - -iur = t - lur; haciendo movidas de Tictzc obtenemos 

Entonces ip(h) = au,. tiene orden infinito en H 1(M) y M fibra sobre S 1 con hoja 

una superficie F. 

Nótese que el subgrupo cíclico sumando directo de H1(AI) que contiene n h es 

H= (u,). 

La superficie F debe ser no oricntablc por el Lema 4.7. 

Si k es par, entonces F también debe ser no orientable y además x(F) es par. En 

efecto, si x(F) es impar, entonces existe 'Y e F loza simple que invierte la orientación 

en F y el orden de 'Y en H 1(F) es 2. Como Fes bilateral en M 1 por tanto 'Y invierte la 

orientación en M y por tunlo "'(no es nulbom61oga en M. Si i : F <-+Mes la inclusión 

entonces 2['y] = 2i.['Y] = i 0 2['y] =O, es decir,"/ tiene orden finito en H 1(M) y por el 

Teorema 3.1 debería suceder que Pw1(M) #-O, contradiciendo al hecho de que k es par. 

o 

Subrayamos el siguiente hecho que da una caracterización geométrica de un resul­

tado de la §3. 

COROLARIO 4.11. ME (Nnl,2k+ 1) 

fiw1(M) =O~ para toda libración Fe M -t S', Fes orientablo.O 

Nos interesará el caso en que la hoja F es un toro. 
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TEOREMA 4.12. [Hempel] Si M es una variedad de Scifort que fibra sobre S 1 con 

J1o}a un toro T y monodromfn c.p : T --t T de orden ñnito, entonces ]\f c.'i alguno de lo.-; 

siete espacios sigufontes: 

i) M = (Oo, ll(l, O)). 

ii) M = (Oo, OJ(l, -2), (2, 1), (2, 1), (2, 1), (2, 1)). 

iii) M =(No, ll(l, O))= (NnI,21(1,0)). 

iv) M = (Nnl, 21(1, l)). 

v) M = (Oo,Ol(l, 1),(3, 1), (3,2)). 

vi) M se obtiene de <¡>(x,y) =(y, -x). 

vii) M se obtiene de <¡>(x, y)= (-y, x +y). 

OSERVACIÓN 4.5. La libración del teorema anterior en los cnsos (iii), (vi) y (vii) 

no es es equivariante respecto a la estructura de varied~d de Seiferl de M, trunpoco se 

tiene que ~ sea homeomorfa a la superficie de órbitas (ni siquiera es superficie ccrrndn.). 
'I' 

Notamos también que hay vnriedndcs de Seifert que fibran sobre S 1 con hoja un 

toro, pero con monodromía de orden infinito, por ejemplo, las variedades (Oo, 1\(1, b)) 

con b un entero¡ en todas éstas la fibra tiene orden finito en el primer grupo de homología. 
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§5. SUPERFICIES DE WHITNEY EN VARIEDADES DE SEIFERT. 

TEOREMA 5.1. Sea p: M---+ G variedad de Seifert no orientable, entonces existe 

T e M toro heclio de fibras de !vi tal que M. - T es orientable. 

En los siguientes casos T es bilateral: 

i) ME (No,g), g;:: 1, 

ii) ME (Nnl, 2k), k;:: 1, 

iíi)Me(NnlII,k), k;o:3. 

En los casos restantes T es unilateral: 

ív) ME (Nnl,2k + 1), k;:: O, 

v) ME (Nnll,k), k;:: 2. 

Se verá en In Proposición 5.2 y la Proposición 5.3 que en Jos casos (j), (ii) y (iii} T 
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necesariamente es bilateral y que en los casos (iv) y (v) necesariamente Tes unilateral. 

Demostración del Teorema 5.1. Seo. p: M-+ G la proyección de órbítas. 

"(i)" Supongamos que ME (No,g) y sea {a1 , ••• ,a1 ,b1i··· 1 b1 } C G un sistema 

fundamental de curvas para H1 ( G) tal que a; n a; = 0 , a; n b; = 0 , b; n b; = 0 para 

i ~ j y a¡ n b¡ es un punto pn.ro. i = 1, .•. 1 g. 

Entonces, sin perder la generalidad, la evaluación en G, ev: 9.1(G)-+ Z1 es el 

homomorfismo ev(a1) = -1, ev(b;) = ev(a;) = +l para i E {2, ... ,g} j E {l, •.. ,g), 

según el Teorema 2.5, (i). 

Luego T := p-1(bi) es un toro fibrado bilateral en M, ya que b1 es una curva 

bilateral en G, y M-T es orientableporque evl: Hi(G-_a1)-+ Z1 es el homomorfismo 

trivial (compárese con la Observacion 2.8). 

"(ii)" Supongamos que ME (Nnl,2k), entonces G se puede representar como una 

superficie orlen table de género k - 1 más una _asa no orientable. 

Sea {a¡, ... ,a,t,b,b:z, ... ,b1¡} e G UD sistema funda.mental de curvas para H1(G) 

donde a¡, b¡ y b son curvas que conservan la orientación en G para i ~ 2 y a1 es una 

curva que invierte la orientación en G. 

Luego T := p-1(b) es uo toro librado bilateral en M ya que bes una curva bilateral 

en G. 

Ahora. G - bes una superficie oricntable y evj : H 1(G - b) -+ Z1 es trivial, por 

tanto M - T es orienta.ble. 

"(iii)" Supongamos que ME (Nnlll,k). Sea {v,, ... ,v•} C G un sistema funda-
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mental de cun·as pnra H1(G) donde V¡ e G in\'Íerte la orientación para i E {l •.... k}. 

Entonces, sin perder In generalidad, Ja e\•aluadón et•: H1(GJ :-+ Z2 es el horneo· 

morfismo ev(vi) = ev(v2 ) = +1 y ev(v¡) = -1 pnrn i !:!. 3, una por cada gorro cruzado 

de G. 

Sen w e G una curva sitnple cerrada Z-homóloga a t• 1 + v2, entonces w es una 

curva bilateral en G de vnlor ev(t11) · cv(v:z) =+l. 

Si T := p-1(w), entonces Tes por tanto un toro bilateral fibrado y M - Tes 

oricntable ya que ev/ = w¡(G -w): H1(G-w)---> Z2. 

"(iv)" Supongrunos que ME (Nnl,2k+ 1), entonces G se puede representar como 

una superficie orientable de género k más un gorro cruzado. Si P 1 es la curva simple 

cerrada unilateral del gorro cnJzado de G, entonces G - P 1 es oricntable y como ev : 

H1(G)-> Z2 es trivial, por tanto ev/: H1(G-P1)-> Z2 es trivial. 

Luego si T := p-1(P1), entonces Tes un toro fibrado unilntcral en Jl;f y Jf -Tes 

orienta ble. 

"(v)" Supongamos que M E (Nnll,k) y sea {vi, .•. 1 V.t} C G un sistema fun­

damental de curvas para H 1 (G) donde Vi e G es unilateral en G para i = l, ... , k. 

Entonces sin perder la generalidad, ev : H 1 (G) --+ Z2 es el homomorfismo tal que 

ev(v1 ) = +1 y ev(v;) = -1 para i;:: 2. 

Si T := p-1(v1), entonces Tes un torofibrado unilateral en ilf y 1'1-Tes orientable 

ya que ev/ = w1(G - v1). O 

PROPOSICIÓN 5.2. En los casos (iv) y (v) del Thorcma ó.l, sí T CM es un toro 
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librado bilateral, entonces 1\-l - T es no orientab/e. 

Demostración. En el caso (v) es imposible que exista una superficie bilateral cuyo 

complemento en M sea orientable por el Teorema 1.13, ya que /Jw1{k!) ::/:- O según el 

Teorema 3.1. 

En el caso (iv), si T C Mes un toro fibrado bilateral, entonces p(T) C G es una 

curva bilateral y por tanto G - p(T) es no orientablc ya que x(G) es impar y como evJ 

es trivial, es decir, evJ ::f:. wi(G - p(T)), se sigue que M -Tes no oricntahle. O 

PROPOSICIÓN 11.3. En los casos (i), (ii) y (iii) del Teorema .5.l, si Te M c.• un 

toro librado unilateral, entonces M - T es no orientable. 

Demostración. Si p: M --+ Ges la proyección de órbitas, entonces p(T) es unn cur'la 

unilateral en G. 

Luego en el caso (i) es imposible que exista un toro unilateral fibrado. 

En el caso (ii) como x(G) es par, se tiene que G- p(T) es no orientable y como la 

evaluación de G es trivial, por tanto M - T es no orientable. 

En el caso (iii), como p(T) es una curva unilateral de valor +l, debe existir en G 

al menos otra curva. unilateral de valor +1, de lo contrario 1\1 estaría en la clase NnII. 

Luego la evaluación de G - p{T) es distinta de la primera clase de Siefel-Whitney de G 

y por tanto M - T debe ser no orientable. O 

COROLARIO 11.4. Sea M variedad de Seifcrt no orientable. Si T, T' C M son toros 

ñbrados tales que M - T y M - T' son orientables, entonces l\! - T y Jlf - T' son 

homcomorfas mediante un homcomorñsmo que respeta las fibras. 
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Demostración. De la demostración del Teorema 5.1 e!! facil ver que las evaluaciones 

que resultan en las superficies que se obtienen al retirar de la superficie de órbitas las 

proyeciones de T y T' respectivamente son equivalentes y como 8(1'.1-T) ~ 8(M -T') 

se sigue el resultado como una aplicación inmediata del Corolario 2.2. O 

COROLARIO 5.5. Sea M una variedad de Seifert y sea T C M un toro de Stic{el­

Whitncy que es unión de fibras de M. Sea N(T) C M una vecindad regular de T que 

también c.r:; unión de fibras de kl. 

i) Si M = (No,gl(l,b),(ai,p¡), . .. ,(0tr.Pr)), entonces M-N(T) es la variedad 

de Scifert con frontera que se ollticne de 

Mº = (Oo,g-ll(l,b),{0t¡,P1) ... .,(a.,Prll 

al retirarle el interior de dos vecindades ñbradas de fibrilS ordinarias. 

ii)Si M = (Nnl,2kl(l,b), (0t1,P1), ... ,(0t.,Pr)), entoncesM -Jí/'(T) es la variedad 

de Seifert con frontera que se obtiene de 

M" = (Oo,k- ll(l,b),(0t¡,P1), ... ,(0t.,Pr)) 

al retirarle el interior de dos vecindades ñhradas de fibras ordinnrias. 

iii) Si M = (NnIII, kl(l,b),(n¡,P1), ... , (0t.,Pr)), entonces M -N(T) es lavar­

iedad de Seifert con frontera que se obtiene de 

Mº = (On,k-21(1,b),(a¡,p¡), ... ,(a.,Prll 

al retirarle el interior de dos vecindades Bbradas de fibras ordinarias. 
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iv) Si M = (Nnl,2k+ 1\(1,b),(o.,p1), .. .,(a.,p,)), entonces M -Ñ(T) es Ja 

variedad de Seifert con frontera que se obtiene de 

Mº = (Oo,k\(l,b),(oi./11), ... ,(a.,p,)) 

al retirarle el interior de una vecindad librada de una fibra ordinaria. 

v) Si M = (Nnll, k\(1, b), (o.,¡1i), .. ., (o.,P,)), entonces M -Ñ(T) es Ja variedad 

de Seifert con frontera que se obtfone de 

Mº = (On,k-1\(1,b),(o., ¡11), .. .,(o.,¡1,)) 

al retirarle el interior de una vecindad librada de una libra ordinaria. O 

LEMA 5.6. Sen M variedad de Seifert oricnlabJe y aea T e M loro librado tal que 

M - T es conexo. 

i) Si M = (Oo,g\(1,b), (u.,P1), .. .,(o.,¡1,)), entonces M -N(T) es Ja variedad 

de Scifert con frontera que se obtiene de 

Mº = (Oo,g -1\(1,b), (o., /11), .. .,(o.,p,)) 

al retirarle el interior de dos wcindades libradas de libras ordinarias. 

ü) Si M = (On, k\(I,b),(01,/11), .. .,(a.,¡1,)), entonces M -N(T) es Ja variedad 

de Seifert con frontera que se obtiene de 

Mº = (On,k-2\(l,b),(a1,/11),. .. ,(a.,¡1,)) 

al retirarle el interior de dos vecindades libradas de libras ordinarias. 
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En Jos casos (jj) y (iii) la cJn.r;e Dw1 (Jo.1) puede representarse por unn 2-subvarfodnd 

F que es In unión njenn de dos toros unHaterales en M y cuyo complemento es homeo­

morfo al enunciado arriba. 

Demostración. Se sigue de observaciones similares a lns de la demostración del Corolario 

5.4.0 

Anotamos los hechos siguientes que se estudiaron en el §4, pero cuya demostración 

independiente ilustra el poder de la herramienta que ofrecen lns superficies de \Vhitney. 

TEOREMA 5.7. Si ME (Nnl,2k+l} y ,Bw¡(M) =O, entonces existe una ñbración 

de Stcenrod F C M --+ 5 1 con F una superficie orientablc. 

Demost.ración. Como {Jw1(M) = 01 por tanto existe F e M 2-varicdnd orientable, 

bilateral e incompresible en J.,f tal que M - F es oricntnble. Luego alguna componente 

conexa F 1 C F no está fibrada con ln.s fibras. de }.[ por la Proposición 5.2. Es decir, 

F 1 es una superficie incompresible, bilateral y no fibrada de M 1 luego M fibra sobre 5 1 

con hoja F 1 [Heilj. O 

COROLARIO 5.8. Si ME (Nnl,2k + 1), son equivalentes 

i) f3w1(M) =o. 

ii) >.(M) = m.c.m{o" ... o,] (b+ t Pi) es impar. 
i=l o:, 

iii) Existe F C M ---> S1 ñbración de Steenrod con F orientable. 

Demostración. Sólo basta ver que {iii)=>(i). Como F
0 

es una superficie de Whitney 

bilateral para M 1 por tanto existe una cubierta ramificada M --+ S2 ® 5 1 [Berstein y 

Edmonds]. Luego por el Corolario 1.11 se tiene que ,Bw1(M) =O. O 
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§6. CUBIERTAS DOBLES. 

El símbolo S2 XS1 denotará. o bien a S2 X 5 1
1 o bien a. S2 0 5 1

1 el haz de esferas 

no trivial sobre 5 1 • 

LEMA 6.1. Si cp: M--+ S2 XS1 es una cubjerta doble ramificada, donde }.fes una 

3-variedad que no posee esferas no scparBntcs, entoncesº si S C S2XS1 es una esfera no 

separante, se cumple que S n B.,, ::/: 0. 

Demostración. Supongamos que S n B"' = 0, entonces i;-1 S == S1 U S2 donde 51 ~ S2 

son dos 2-esfcras. Sea• ES y sen-y: I--> S2 xS1 un lazo basado en• talquc-ynS = {•) 
y esta intersecci6n es transversal. Podemos escoger a 'Y de tal manera que -y n B,., = 0. 

Entonces cp-1"Y = 'Yt U "'Y"'..z consta de dos trayectorias con extremos en lr'-1(•) = { •t · •2 }. 

donde •¡ E Si y 7¡(0) = •¡ para i == 1, 2. 

Si 'l't(l) = *h entonces "Yl conecta a los dos lados de S1 y por tanto S1 C J'! es una 

esfera no scparante. Esta contradicción muestra que 'Yt ( 1) = •2 y por tanto ")2{1) = • 1 • 
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Luego "Yl"Yl (producto de trayectorias) conecta a' los dos lados de 51 y de nuevo 51 es 

no se~nrante en M. Debemos concluir que 5 n B"' #: 0.D 

TEOtEMA 6.2. Sj ip : J\f -+ 5 2 X 5 1 es unn cubfortn doble ramificada, donde i'f es 

una 3 variedad que no posee esferas no scparan_tes,. entonccs.cxl°ste S ~ S 2 XS1 esfera 

no se¡ arante tal que F := ¡p-1 5 es una superficie bilateral e mcomprcs1b/c en J.1. 

demás si M es uo oricntable, entonces F es una superñcie de Whitney para J\f 

Dem tración. Sea Se S2X51 una csfcrn no scpn.rante y supongamos que F = cp- 15 

es cor prcsiblc en M (es claro que Fes conexo. porque 5 n BY' =f. 0; que es bilateral ya 

que lo es y que M - Fes oriento.ble ya que S 2 XS1 - S lo es). Sea u : M -+ M 

la jn lución que define a 'P· Entonces existe·D e M disco compresor pnra F tnl que 

uD D, o uD n D = 0 (Gordon-Lithedand, Thm. 3). 

ler. caso "uDnD = 011
• Entonces cplo: D-+ 'f'(D) es un homeomorfismo y 8¡p(D) = 

<¡>(8 ) = <¡>(D) n S. Haciendo cirugía en S n lo largo de <¡>(D) obtenemos dos 2-csferas 

511 s e 5 2 XS1 tal que, djgamos, 51 es no scparante en s2 Xs1 y 52 es frontera de una 

3-bo a Be S"xS1 • 

ucgo F1 := t.p- 1(51) y F2 := ip-1(52) son el resultado de hacer cirugía en F a 

lo 1 go de D U u(D). Como F, = 8<¡>-1(B), F, es Z-homóloga a O y por tanto F1 es 

Z-h móloga a F. En particular es Z2-homólogn, es decir, Dw1(M) = (F) = (F1), si M 

es n oricntable. Por tanto se sigue satisfaciendo que M - F 1 es orientable y, como 5 1 

es n separante, por el Lema 6.1 BY' n 52-::/; 0¡ por tanto F 1 es una superficie. 

2do. caso "uD = D". Sea k: D XI-+ M un· encaje tal que k(D x {!)) = D y tal que 

W : . k(D XI) satisface que u(W) = W. Se sigue que ul : W -+ W es equivalente a 
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une. de IM siguientes involuciones: u1(x, !) := (r(x), !), o u2(x, !) = (p(x), l - t) donde 

r : D --+ D es une. rotación de 180º y p : D --+ D es una reflexión con respecto a wt 

diámetro de D (Kim-Tollefson), ya que u ind':1ce una cubierta ramificada y1 por tanto, 

/ ix( u) es une. 1-variedad. 

En el caso de que ul sea equive.lcnte a u,. se tiene que u(D x {O}) n (D x {O}) = 
(D X {l}) n (D X {O}) = 0 y obtenemos un disco compresor como en el primer casa y 

se sigue entonces el mismo procedimiento. 

Si ul es equive.lente a u,, de nueva <¡>(D) es un disco ( l'I : D - <¡>(D) es una 

cubierto. dable ramificada en un punta), tal que iJ<p(D) = <¡>(8D) = Sn<¡>(D). Haciendo 

de nuevo cirugía, abajo, a lo largo de r.p(D) y1 arriba, a lo largo de D, obtenemos una 

esfera S1 C S2 xS1 no seporante y una superficie F1 := .,,-1(Si) CM bilateral que es el 

resultado de comprimir a F y de borrar las componentes resultantes de la cirugía que 

san Z-nulhamólogas. 

Repitiendo el proceso del primer caso o del segundo caso, eventualmente obtenemos 

una esfera no scplll'ante S C S2XS1 y una superficie F := i.p- 1(5) C }.</incompresible 

y bilateral en M y tal que M - F es oriente.ble. O 

COROLAIDO 6.3. Sea<¡>: M - S"xS1 una cubierta doble y M una variedad 

como en el Teorema 6.2. Si #(S n B,.) es inínimo con respecto a todas las 2-esferas 

Se S2 n 5 1 que son no separantcs, entonces F ::::: cp-1(S) es incompresible. 

Demostración. En la. demostración del Teorema 6.2, como tomábamos discos que 

eran efectivamente compresores, por tanto se borraron componentes de la. superficie 

Z-nulhomólogas que eran cubiertas dobles ramificadas de S, es decir, se disminuía 

#(S n B,.) efectivamente. O 
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COROLARIO 6.4. Si ip: Af--+ S 2 XS 1 es cubierta doble ramificada y .U no posee 

esferas no separantcs, entonces existe F C AJ superficie bUateraJ incompresible tal que 

'PI : M - N(F) ---> 5 2 X l es cubierta doble ramificada, donde N'(F) = F X l es una 

vecindad regular de F en i'1. 

Además 'l'IPx¡;J : Fx {i} __, 5 2 x {i) es la doble cubierta dela2-csfcraramificada 

en 2 •genero( F) + 2 puntos. O 

LEMA 6.5. Si tp : F --+ 5 2 es ln cubforfo doble ramificada en 2 · gcnero(F) + 2 

puntos, donde genero(F) ~ 2, entonces para todo liomeomorlismo h: F--.. F, existen 

homeomorlismos g : 5 2 -+ 5 2 y y' : F ___.. F tales que el dfograma 

F •' 

52 

conmuta y g' es jsotópko ah y g es isotópico a ln identidad o a una reflexión, depen­

diendo de si h conserva o invierte Ja orientación respectivamente. 

Demostración. Si h conservn la orientación, entonces ·h es isotópico al producto de 

homeomorfismos de Dehn n lo largo de las curvas c1 1 ••• , a1 1 •••• 

Cada uno de estos homeomorfismos es el levantamiento bajo ip de los homeomorfis­

mos de arco definidos en los arcos C¡, •.• 1 il¡1 ••• (ver Figura 6.1). Nótese que cada uno 

de estos homeomorfismos de arco es isotópico a la identidad. Se sigue el lema en este 

caso. 

En caso de que h invierta la orientación, h es isotópico nl producto de homeomor­

fismos de Dehn como antes, seguido de una reflexión. Esta reflexión es el levantamiento 

de una. reflexión en S 2 con respecto a un plano que contenga a B..,. O 
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Figura6.1. 

COROLARIO 6,6, Si 'f' : M --+ S'xS' es una cubierta doble ramificada con 

M variedad que no posee esferas no scparantcs, entonces existe F e M superficie in­

compresfüle tal que si hi, hl : F -+ F son dos lmmeomo.rlismos arbitrarios, l'¡ 1 V2 

son dos cubos con asas tales que 8V¡ = F y genero(F) :5 2, entonces existe rp : 

M-N(F)LJV1 LJV2--+ 5 3 cubierta doble ramificada. 
h, h, 

Demostración. La cubierta 'PI : M - .Ñ(F) -+ 5 2 x 1 al restringirse a la frontera es 

una cubierta doble ramificada como en el Lema 6.5. Si l/J¡ : V¡ -+ B 3 es la cubierta 

doble ramificada en genero{F) + 1 arcos propiamente encajados, entonces por el lema 

anterior, 'PI se puede extender a la doble cubierta ramificada,¡, = ('f'll U V;1 U ,¡,2 : 

M-N(F)LJV¡ LJv.--+ s• X ILJB3 LJB3 e<S3
• o. 

h, h:r 

OBSERVACIÓN 6.1. El Corolario 6.6 nos ofrece un criterio utilísimo, que será unn 

herramienta principal en la § 7, para determinar si una variedad de Scifert M que no 

fibra sobre 5 1 no es cubierta doble ramificada de 52 X 5 1 • A saber si la variedad asociada 

a M (ver Lema 7.2) no cubre doblemente a 5 3 , entonces Af no puede cubrir a S2XS1• 
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Una herramienta similar obtendremos en el Corolario 6.14. 

TEOREMA 6. 7. Sea N una 3-variedad que no posee esferas no separantes. Supon­

gamos que existe T e N superficie orientable e incompresjble en N. Sj tp : M --+ N cs 

una doble cubierta ramificada, entonces existe T' C N superficie incompresible en N, 

homeomoda y Z:rliomóloga a T tal que F := ip-1(T1
) es una 2-variedad orientable e 

incompresible en M. 

Además si M es no oricntable y T es una superficie de WhUncy para N, entonces 

F representa a Dw1 (M). En particular sj F es conexa, entonces F es una superficie de 

Whitney para M. 

Demostración. Deformando Ull poco a T podemos suponer que T n Btp es transversal. 

Si F es disconcxa, entonces FE! TU T es incompresible en M. 

Supongamos que F es conexa y compresible. Sea. D C M un disco compresor 

equivariantc para F. Analizando casos como en el Teorema 6.2, podemos lograr que 

1.p(D) sea un disco compresor para T, luego al hacer cirugía en T a lo largo de ep(D), 

obtenemos una superficie T1 ~ T y, puesto que Tes incompresible en N, una 2-csfcra 

Se N que es frontera de una 3-subvariedad W e N, por lns hipótesis sobre N. Luego 

T1 es Z2-homóloga a T. Se tiene que las 2-variedades F 1 := op-1(T1) y F2 := Bop-1(W) 

son el resultado de hacer cirugía en Fa lo largo rle op-1op(D). Luego F2 es Z2-homóloga 

a cero y por tanto F1 es Z2-homóloga a F 1 es decir, F1 representa a Dw1(M) si F 

representa a Dw1(M). 

Tenemos ahora a Ti en el lugar de T y a Fi en el lugar de F y podemos seguir 

comprimiendo equivariantcmente hasta que eventualmente obtenemos T' e N y F' C M 

tal que T' ~ T y F' es incompresible en M (conexa o no ).O 
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OBSERVACIÓN 6.2. En el Teorema 6.7 

(i) Si N es irreducible, podemos obtener a T' isotópica a T. 

(ii) O bien <p- 1(T) es conexa, o bien <p-1(T) ~TU T. 

Sea P 1 e P 2 lazo simple no contraible1 entonces T := P 1 x 5 1 e P 2 x S 1 es un toro 

unilateral e incompresible en P 2 x 5 1• Nótese que T es incompresible pero no inyecta 

su grupo fundamental en 1r1(P2 x S 1). 

Además Tes una superficie de Whitney para P 1 x S 1• Como P 2 x 5 1 es irreducible 

se tiene el 

COROLARIO 6.8. Si <p : M -> P 2 x S1 es una doble cubiert.a ramificada, entonces 

existe T' e P 2 X 5 1 isotópica a T tal que ip-1(T') es incompresible en M. 

Además si Mes no orientabJe, entonces ip- 1(T') representa a Dw1(M).D 

Denotaremos por id X 2 : 5 1 X 5 1 ~ 5 1 x 5 1 al espacio cubricntc de dos hojas 

(x,y) H (:i:,y'). 

LEMA 6.9. Si <p : M -+ P 2 x 5 1 es una doble cubierta ramificada, entonces existe 

F e M 2-variedad orientable e incompresible tal que 'PI : M - Ñ(F) __, D 2 X 5 1 es 

una cubierta doble ramificada, 

Además si F !:!!! 51 x 5 1 , entonces: 

i) Si Fes bilateral en M, entonces <p restringida a cada componente de 8N(F) es 

un homeomorfismo. 

ii) Si Fes unilateral en M, entonces <p restringida a 8.N(F) es el cubriente id x 2. 

71 



Demostración. La superficie F es la preiniagcn del toro T' mencionado en el Coro­

lario 6.8. 

Sea u : M --+ 1..f la involución que induce a ip y Rupongamos que F ~ 5 1 x 5 1• 

Como u(F)::::: F, por tanto ulp : F--+ Fes una involución. 

Hay exactamente cinco involuciones no equivalentes en 5 1 x S 1 : una involución 

libre que conserva la orientación, una involución libre que invierte la oriente.ción y tres 

que se distinguen por los puntos fijos: (1) cuatro puntos, (2) una curva. simple cerrada 

y (3) dos curvas simples cerradas. De estas cinco involuciones sólo la involución libre 

que conserva la orientación tiene como cociente a 5 1 x 5 1 e induce al cubriente id X 2 1 

luego ulp es equivalente a esta involución. 

Elegimos a N(F) CM una vecindad regular de F tal que u¡ : N(F) -• N(F) es 

una involución libre. 

"(i)" Si Fes bilateral, entonces N(F) E< F x I; se sigue de [Kim-Tollefson] que u 

es equivalente a g X.>., donde g: F __..,Fes una involución y .>.(t) =to .>.(t) = 1- t. 

Puesto que IJN(F)/u es no orientable, debe suceder que 9 = ulF y ~(t) = 1 - t. Por 

tanto, u intercambia a ln.s componentes de 8.N(F) y, por tanto, i.p restringida a cada 

componente de 8}/(F) es un homeomorfismo. 

"(ii)" Si Fes unilateral, entonces N(F) E! MO X 5 1 E! N(T'), donde MO es la cinta 

de Mc5bius. Sea a: e MO un arco propin.mente encajado tnl que MO - a: es orientable, 

entonces A := a x 5 1 es una superficie de Whitney incOmpresible para }/(T'}. Por el 

Tcorema.6.71 i.p-1(A) es una superficie de Whitney pnraN(F) y es un anillo propiamente 

encajado en N(F) (la posibilidad de que .,-1(A) E>t A U A se descarta porque }/(F) 

es no orienta.ble y que i.p-1{A) = F se descarta porque sabemos qtie F/u ~ 5 1 X s• ). 
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Luego ul: ¡p-1(A)-+ rp- 1(A) es equivalente a una rotación de 180°. Concluimos que 

ulaN(F) es equivnlente a la involución libre que conserva. la oricntadón y por tanto que 

'f' restringida a fJN(F) es el cubriente id x 2.0 

OBSERVACIÓN 6.3. Si en el lema anterior Mes variedad de Seifcrt y F C M 

es un toro que es unión de fibras de /..f, entonces ec puede elegir N(F) e M vecindad 

regular de F tal que ul: N(F)--> N(F) conserva las fibras de M y por tanto: 

i) Si Fes bilateral en M, entonces t.p restringida a cada componente de éJJl(F) es 

un homcomorfismo que conserva lns fibras. 

ii) Si Fes unilateral en Af, entonces rp restringida a 8.N(F) es el cubrientc id x 2 

y manda fibras en fibras (una fibra de oN(F) cubre dos veces, bajo I'• a una fibra de 

fJN(T')). 

TEOREMA 6.10. Sea u una involución de Ja variedad de Seifert irreducible M tal 

que la proyección i.p: M __.. M/u es una cubierta dobl; ramificada. Si M/u ~ S2 XS1 

o M/u ~ P 2 X S 1 , entonces existe una libración de Seifert para M con respecto a la 

cual u con.serva. las fibras. 

Demostración. Supongamos que M/u ~ S2 XS1 o M/u !::! P 2 x 5 1, entonces existe 

T C M/u superficie orientablc e incompresible tal que F := ip-1(T) es oricntable e 

incompresible en ].,f. Entonces o bien M fibra sobre 5 1 con hoja F, o bien Fes un toro 

que es unión de fibras de M (HeilJ. 

En el primer caso M - F !:!' F x I. Entonces existe una estructura de producto en 

F X I tal que ul conserva esa estructura {Kim-Tollefson). Luego u conserva. las fibras 

con respecto a esta nueva estructura de Seifert para M. 
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En el segundo ce.so u: M -N(F)---+ M -N(F) es una involución en la variedad 

de Seifert orientable M -N(F). Ahora M -N(F) es irreducible porque M lo es y F 

es incompresible [Waldhausen] y la superficie de órbitns de M -N(F) no es una 2-

csfera (por ejemplo éJ(M - N(F)) ,¡. 0); además u consenn las fibras de éJ./lf(F). Luego 

podemos encontrar una estructura de fibrnción de Seifert en }.1 -N(F) con respecto a 

la cual ul conserva las fibras (Tollefson]. Además, de la demostración de 'lbllcfson, se 

sigue que la fibración de Scifcrt encontrada restringida R 8(M -JV(F)) coincide con la 

original y por tanto la podemos extender a M¡ luego u conserva lBS fibras de M.O 

OBSERVACIÓN 6.4. Se puede probar un tcoNma similar al anterior para involu­

ciones en general en variedades de Seifcrt no Órientablcs1 dado que en una variedad tal 

existe un toro fibrado de Whitney que bajo la involución va a dar a un toro fibrado de 

Whitney. 

LEMA 6.11. Sea M variedad de Scifert. Si 'f': Af ---> P 2 x S 1 es una cubierta doble 

ramificada y 'f'-1(T) es disconexo, entonces M E (NnlII, k) o ME (Nnl, 2k). 

Demostración. Supongamos que ip-1 (T) = T1 U T2 • Entonces T, es un toro fibrado 

unilateral en AJ, para i = 1,2; nótese que }.1 debe ser no oriento.ble pues, por ejemplo, 

N(T1) es no orientablc. Como M - T1 U T2 es orlentable, esto sólo puede pasar si 

ME (NnIII,k) o ME (Nnl,2k) (compár<~c con el Teorema 5.1 y las proposiciones 

5.2 y 5.3). o 

LEMA 6.12. Sea p: M '--* G una variedad de Seifert que no fibra. sobre 5 1 con hoja 

orientable. Si existe T C }.f toro ñbrado unUateral que es superñcie de Stiefel-lVhit11e,v 

para M y existe i.p: M _., P 2 x 51 cubierta doble ramificada, entonces Ge!: P 2 • 

Demostración. Sea u : M ...-. M la involución que induce a V'· Por el Teorema 6.10 y la 
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demostración del Lema 6.91 se sigue que u restringida a cualquier fibra. ordinaria de Ñl 

que no intersecta a Ji:i::(u) debe ser equiva.lent~ a una rotación de 180º. Luego G ~ P 1 , 

la superficie de 6rbite.s de p'l x 51 .O 

LEMA 6.13. Si M es variedad de Seifert y <p : M -+ P 2 x 5 1 es cubierta doble 

ramificada, entonces M 'I (No,9). 

Demostración. Supongamos que l{J: M--+ P2 x 5 1 es cubierta doble ramificada y que 

ME (No,g). Podemos encontrar Te M toro librado bilateral de Stiefel-Whitney tal 

que cpJ : M - N(T) --+ D2 X 51 es una cubierta doble ramificnda y l{J restringida a 

cada componente de éJN(T) es un homcomorfismo que ~onserva las fibras (Observación 

6.3 y Teorema 5.1). Para obtener de nuevo a. M a l?artir de M -/lf(T), debemos 

identificar las componentes de la frontera. mediante un homcomorfismo que invierta la 

orientación de las fibras. Este homcomorfismo necesariamente es un lcvantamirnto del 

homeomorfismo f : éJD2 x 5 1 _.... éJD 2 x 5 1 tal que (z1 w) ~ (z, W). Pero el cociente 

D 2 X 5 1 I f ~ P 2 X 5 1 • Esta contradicción muestra que M 'I (No, g).O 

COROLARIO 6.14. Sea <f': M-+ P 2 x 5 1 una cubierta doble ramificada, donde 

M es una variedad de Sei{crt que no fibra sobre 5 1 con hoja orientabJe. Entonces existe 

F e M 2-variednd incompresible que es unión de fibras de AJ tal que: 

i) F es un toro bilateral en l'+f o F es unión ajena de dos toros unilaterales en M. 

Además existe .¡; : M - /lf(F) U Vi U V, --+ 5 3 cubierta doble ramificada, donde Vi. V2 

son toros sólidos ordinarios de tipo (1, ±1) y la unión es a lo lnrgo de las fibras, o bien 

ii) Fes un toro unilateral en M. Además existe 1/J: !'f - Ñ(F)UV -+ S' cubierta 

doble ramificada, donde V es un toro sólido de tipo ( 1, ±2) y la unión es a lo largo de 

las fibras. 
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Demostración. Por el Lcmn 6.9 existe Fe M que es un toro incompresible o es unión 

de dos toros ajenos e incompresibles tal que ¡p-1 (T) = F yn que M no fibra sobre S 1 

con hoja orientable. Luego 'l'i : M - .N(F) -> (P' X .51) - Ñ(T) e< D2 X 5 1 es una 

cubierta doble ramificada, 

"(i)" Supongamos que Fes bilateral o que es unión de dos toros ajenos unilaterales. 

Si V es un toro sólido librado de tipo (1, :!:1), entonces uniendo a (P 2 x 5 1 ) - Ñ(T) 

con V mediante un homcomorfi.smo de las fro~tern.s que conserva las fibras, obtenemos 

a 5 3 • Tomando el cubriente (disconexo) doble r¡: Vi U V2-.. V, podemos extender ip¡ 
a la cubierta doble ramificada 1" =(<¡:>!)U q: M -.N(F) U V¡ U V2 -> 5 3 por el Lema 

6.9, (i). 

"(ii)" Si F es unilateral, entonces por el Lema 6.91 (ii), <p\oN(F) es el espacio 

cubricnte id X 2. Este cubricntc se extiende al cubriente doble '1 : V --+ V 1, donde V' 

es un toro sólido de tipo (1, :!:1) y V es un toro sólido de tipo (1, :!:2). Luego podemos 

extender 'f'l n la cubierta doble ramificada ,P = (<¡:>i)Uq·: M -Ñ(F) U V-> 5 3 • D 
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§7.VARlEDADES DE SEIFERT QUE SON 

RECUBRIDORES CÍCLICOS DE·DOS HOJAS 

OBSERVACIÓN 7.1. Según los resultados de la§ 4 y el Teorema 6.10, si Mes 

una variedad de Seifert irreducible que fibra sobre S1 con hoja orientable F, donde F 

es la hoja de característica de Euler mínima respecto a todas las libraciones, entonces 

el problema de determinar si Mes cubierta doble ramificada de S 2 XS 1 se reduce a un 

problema. de superficies. Es decir, si g : F -. Fes el homeomorfismo periódico tal 

que M ~ F X I / g y si u : F --+ F es una involución que induce o. la doble cubierta 

F --+ 8 2 ramificada en 2genero(F) + 2 puntos, entonces existe una cubierta doble 

ramificada. M--+ S2 XS1 tal que la hoja se proyecta a S2 si y sólo sigo u= u o g. 

De cualquier manera sería deseable, en términos de los invariantes de Seifert, de­

terminar condiciones para construir cubiertas dobles ramificadas de s 2 X s1• 

DEFINICIÓN 7.1. Sea M una variedad de Seifert. Entonces llamaremos a M 

genérica si J.f no fibra sobre S 1 con fibra.una superficie oriente.ble y si Mes irreducible. 
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En lo que reste. de le. sección se trabajará con vnriedadcs genéricas y se obtendrán 

teoremas de clasificación de cubiertas dobles para éstas; 

LEMA 7 .l. Sea M variedad de Seifert. 

i) Si cp : M --.. Sl x 5 1 es una cubierta doble ramificada, entonces M es oricntablc. 

ii) Si cp: M--+ 52 ® 51 es una cubierta.doble ramiñcada, entonces {3w 1(A1) =O. 

En particular si ME (Nnl, 2k + 1) y >.(M) es par, o bien ME (NnII, k), entonces M 

no es cubierta doble ramificada de 5 2 ® 5 1• 

Demostración. Inmediato de el Lema 1.9, el Corolario 1.11 y el Teorema 3.1.0 

LEMA 7 .2. Sea M una variedad de Seffcrt genérica. Si cp : M ---+ 5 2 x 5 1 es una 

cubierta doble ramiñcaday S C S' xS' es una esfera no scparan!e, entonces M -.,,-• (S) 

es conexo. 

Demostración. Supongamos que A! - r.p-1(5) e.e; disconexo. Como ip-1(5) es conexo 

(Leme. 6.1), entonces AJ - ip- 1(5) tiene exactamente "dos componentes conexas, di­

gamos M -N'(ip-1(5)) = 1v!1 U M 2• Si u es la involución que induce a ip, entonces 

fix(u) n M; # 0 por tnnto u(M¡) = M¡ pare i = 1,2. Luego l'I: M¡--+ 5 2 XI es una 

cubierta doble¡ por tanto rt>I : 8M¡ ---+ 852 X 1 ~ 5 2 u 5 2 es una cubierta, en particulnr 

es continua y suprn.yectiva; se sigue que S'l U 5 2 es conexo, lo que es una contradicción. 

o 

LEMA 7 .3. Sea M variedad de Sei(ert genérica. Supongamos que J.,[ es cubierta 

doble ramificada de 5 2 x S 1• 
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f.STA F'.Z'.'.\ ¡m OEIJE 
Sfü.m ~[ UI mJUOHCA 

i) Si M = (Oo,gl(l,b).(<>1,P1), ... ,(a.,p,)), entonces 

M" = (Oo,g - ll(l,b),(<>1,P1), ... ,(a., p,)) 

es cubierta doble de 5 3 • 

ii) Si M = (On,kl(l,b),(ai.P1), ... ,(a.,p,)), entonces 

M" = (On, k - 21(1, b), (<>i, P1 ), .. :,(a.,¡1,)) 

es cubierta doble de S', 

En cada caso existe T C M• toro librado tal que la cubierta sobre S 3 restringida a 

Tes la. cubierta doble T--+ S2 ramificada en cuatro puntos. 

Demostración. Inmediata del Lema 7.2, el Lema 5.6 y el Corolario 6.6. O 

LEMA 7.4. Sea M variedad de Seffert genérica. Supongamos que Af es cubierta 

doble ramificada de 5' ® S 1• 

i) Si M = (No,gl(l,b),(<>1,P1), ... ,(<>,,P,)), entonces 

M" = (Oo,g -11(1, b),(oi.P1), .. .,(<>r,P,)) 

es cubierta doble de 5 3 • 

ii) Si M = (NnI,2kl(l,b),(ai.P1), ... ,(<>.,P,)), entonces 

M" = (Oo,k-ll(l,b),(01.P1) •.... (a,,p,)) 

es cubierta doble de S'. 
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iii) Si JV! = (NnIII,kl(l,b},(a1,/31),. .. ,(a,,J3,}}, entonces 

M' = (On,k-2l(l,b},(t;t1,/31), ... ,(a,,¡3,)) 

es cubforta doble de S 3 • 

En cada caso existe T e M• toro .6brado tal que Ja cubierta sobre S 3 restringida a 

T es la cubierta doble T --+ S2 ranúficnda en cuatro puntos. 

Demostración. InmcdiRta del Corolario 5.5 y el Corolario 6.6. O 

En el Lema 7.4 no se consideran las otras posibilidades pnra M debido ael Teorema 

4.10 y el Lema 7.l(ii). 

OBSERVACIÓN 7.2. Si M fibra sobre S 1 con hojá F orientable de género menor 

o igual que dos, por el Corolario 6.4 y el Lema 6.5 1 M es cubierta doble ramificada de 

S2 X S 1 o de S2 ® 5 1; dependiendo de si M es oricntable o no, respectivamente. 

LEMA 7 .5. Sea M variedad de Seífert gCnérica. Supongamos que M es cubierta 

doble ramificada de P' x S 1 • 

i) Si M = (Nnl,2kl(l,b),(a1,/31), ... ,(a,,¡3,)), entonces 

M' = (Oo,k-ll(l,±l},(a1,/31), ... ,(a,,fJ,)) 

es cubierta doble de 5 3
• 

ii) Si M = (Nnl, ll(l, b}, (a1,/J1), ... , (a,,{J,)), ent.onces 

M' = (Oo,Ol(l,±2},(a1,/31), ... ,{a,,P,)) 

es cubierta doble de 53 • 
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iii) Si M = (NnIII, kl(l, b).(o¡, P1), ... , (o~, ,8,)), entonces 

M• = (On,k-21(1,±1),(01,,81), ... ,(o,,,B,)) 

es cubierta doble de S3 • 

Demostración. Inmediata del Corolario 5.5 y el Corolario 6.14.D 

En el Lema 7.5 no se consideran }RS otras posibilidades para M a causa de los lemas 

6.12 y 6.13. 

Hasta ahora se han restringido los candidatos posibles a ser cubiertas dobles rami­

ficadas. Con el teorema siguiente restringiremos la lista aún más y en la dcmostraci6n 

se exhibirán las cubiertas dobles necesarias para dar las listas de los teoremas 7. 7 1 7 .8 

y 7.9. 

TEOREMA 7.6 [Montesinosl, Tollefson]. Sea M variedad de Seifert, entonces 

M es cubierta doble ramificada de S3 

i) ME (Oo,O), o bien 

ii) ME (On, k), o bien 

iii) M es alguna de las siguientes variedades 

a) (Oo,gl(l,2)); (Oo,gl(l,-2)); 

b) (Oo,gi(l,O),(o,l)), o> l; (Oo,gl(l,O)); (Oo,gl(l,-1),(o,o-1)), a> 1; 

(Oo,gl(l,-1)); 

e) (Oo,g!(l,O), (a, l),(o, 1)); (Oo,g!(l, -2),(o,o-1),(a,o -1)); 
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d) (Oo,gl(l,O),(a,2)); (Oo,gl(l,-1),(a,a -2)) con a impar; 

e) (Oo,gl(l, 2b), (a1 ,p,), (a1of31), (a.,{3,),(a., /32 )); 

f) (Oo,gl(l,2b),(a1,2/31),(o,,{3,),(a2,/3z)), con a, impar; 

g) (Oo,gl(l,2b), (a1of31), (a1o/31),(a2,/3z)); 

b) (Oo, 9l(l,2b), (a1o2/31 ),(a,, /32)); 

i) (Oo,gl(l,2b),(a1o2/31),(a,,2P,)), ª'y <>2 impares; 

donde g ;;::: 1 en todos los casos. 

Esbozo de la demostración. Montesinos construye las involuciones que inducen las 

cubiertas dobles buscadas y demuestra que no puede haber más variedades de Seifert que 

cubran doblemente a S 3 fuera de los ejemplos exhibidos salvo una cuestión [Montesinos!, 

p.21] que se resuelve afirmativamente en (Tollefson). 

Las.construcciones de Montesinos son como sigue: 

"(i)" Si M = (Oo1 0l(l,b)1 (ai,Pi),. .. 1(ct,. 1 /3,.)) 1 entonces lvf se puede representar 

como sigue. 

Ene! cilindro D 2 xI se identifican la tapa D2 X{!} con el fondo D2 X {O} mediante 

la identidad y la cara de enfrente {(z, t) E 8D2 X IIRez ~ O} con la cara de atrás 

{(z,t) E 8D2 X IIRez ~ O} mediante la identificación (z,t) ~ (-z,t) y obtenemos 

S2 xS1• 

Tomamos r+l puntos xo,:r1 1 ••• ,x,. en el eje E={(::,! )llmz =O}. Los intervalos 

{:ro} X I, ... ,{z,.} X 1 se vuelven fibras ordinarias Fo, ... ,F,. e 5 2 X S1• Retirando 
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Figura 7.1. 

vecindades libradas de Fo, ... , F,. y sustituycndolas con toros sólidos fibrados de tipo 

{1,b), {ct1,.B1),. .. , (a.,,B.), obtenemos a M. 

La involución u': s• X S' -N(Fo u ... u F.)_, S2 X S1 -.N(Fo u ... u F.) in­

ducida por la involución ü: D2 x l --+ D2 X I, que es una rotación de 180º con eje de 

rotaci6n E, se puede extender a una involución u: M--+ M tal que /ix(u) =E UF, 

donde F = {(z, l)llmz =O}. Se tiene que M -> M/u ~ S 3 es una cubierta doble 

ramificada sobr~ el enlace de la Figura 7.2, donde a,/J representa al ovillo racional de 

tipo o:,,6. 

OBSERVACIÓN T.3. Si además de los puntos x0 , ••• ,x,. E E, tomamos dos puntos 

más X-1,x-2 E E, repitiendo la construcción obtenemos una cubierta doble ramificada 

.¡,: M _, s• XI, donde M = M -N(F-1 u F_,). 

El homeomorfismo / 1 : S2 x {O}-> 8 2 x {1} tal que (x,O),..... (:r, 1) ~e levanta, 

bajo"" al homeomorfismo j, : aN(x-il X S' _, aN(:r-2) X S' tal que (z,w) ...... 

(z+x-2-X-1,w). 
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Figura 7.2. 

El homcomorfismo h : S2 x {O} --+ S2 x { 1} que es una. reflexión respecto a. 

un plano E que contiene a la rnmificn.ción se levanta, bajo cp, al homeomorfiamo ¡2 : 

8N(x_,) X 5 1 --+ 8/V(z-2) X S 1 ta.I que (z, w) H (z + Z-a Z-¡, w). Ver Figura. 7.3. 

@ 
. 't.! 1t<F) 

Figura. 7.3. 

El homeomorfismo J. : S2 X {O}~ 5 2 X {1} que es una. reflexión respecto a. un 

plano F que contiene a.I ecuador y sepa.re.a <¡>(E)n!f' de <¡>(F)nS2 se levanta., be.jo<¡>, a.I 
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homcomorfismo j, : 8N(x_1 )xS1 __, DN(x_2 )x S 1 tal que (z, w) ,_. (z+x-2 -x_1 , w). 

Ver figura 7.4. 

Figura 7.4. 

Obsérvese que 

y también 

M/j, e! M = (Oo, ll(l,b),(a1,P1) .... ,(a.,Pr)) 

JVI/j, e! M = (Nnl,2l(l,b),(a1,P1). ... ,(a.,Pr)) 

M/j, e! M = (No,ll{l,b).(a1,P1). ... ,(a.,,9r)) 

s' x l/f, ~ s' x s1 

s' x l/h ~ s' 0 s' 

S2 xl/f,~S'0s'. 

Obtenemos entonces las cubiertas dobles rnmificadns 

'PI: M = (Oo, ll(l,b}.(a,,p,). ... ,(a.,Pr)}-> S' x S' 
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<p2 : M = (Nnl,2l(l,b},(<>i./l1}, ..• ,(o.,¡J,)) _, S 2 0 S 1 

'f'•: M =(No,ll(l,b},(<>1,/11), ... ,(<>.,/lr}}-> S2 ®S1
• 

Sean y1 = (O,l},y2 = (0,-1) E D 2 • Si F; ={y;) x S1, entonces la involución u 

me.oda a F, en F2 y u : 8N(y1) X S1 - 8}/(y,) X S1 es el homcomorlismo tal que 

(z,w) 1-+ (z + Y2 - y¡, w · e";8 ) = (u1(z},u2(w)). 

El homcomorfismo f: 8D2 X S1 - 8D2 X S1 tal que (z,w) ..... (-z,w) se lev­

anta, bajo <p, al homcomorfismo j: 8J/(y1) X S 1 __, 8N(y,) X S 1 tal que (z,w) 1-+ 

(-u1(z), u2(z)). 

Obtenemos ln cubierta doble ramificada 

'fl•: (Nnl,2l(l,b},(a1,/l1), •.. ,(o.,¡J,)) - P' x S1 

Continuación de Ja demostración del Teorema.. 

"(ii)" Si M = (On,kl(l, b), (oi./11), •.. ,(a.,,B,)), entonces M se puede representar 

como sigue. 

Del disco D 2 retiramos el interior de las vecindades regulares B¡, ... ,Bk de los k 

puntos bi, ... ,bk alineados en el eje e= {zllmz =O}. Ver Figura 7.5. 

En el cilindro .zj2 x 1 realizamos las mismas identificaciones y modificndones que en 

el caso (i), es decir, en el cilindro perforado 1)2x1 se identifican la tapa b2 x {1} con el 
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Figura 7.5. 

fondo D 2 X {O} mediante la identidad y la cara derecha {(z, t) e éJD2 x IIRez ~ O} con 

la cara izquierda {(z, t) E éJD2 X IIRez $O} mediante la identificación (z, t) ~ (-%, t) 

y obtenemos S 2 X 5 1 perforada. 

Además realizamos las identificaciones (z,w),...., (-z,W) para (z,w) E 8B¡ X S1, 

i = 1, ... , n, para obtener la variedad N = (On, kl(I, O)). 

Nótese que la rotación ü del cnso (i) conmuta con la involución (z, w) ...... (-.:, Ui) y 

por tanto se extiende a una involución u': N --+ N. 

De nuevo tomamos r + 1 puntos de el eje e y, sustituyendo las fibras correspon.cli~ 

entes, obtenemos M. La involución u'J definida en N -N(Fo U··· U Fr) se extiende a 

una involución u: M--+ M y se tiene que M --+ M/u ~ S3 es una cubierta ramificada 

sobre el enlace de la Figura 7.6. 

OBSERVACIÓN 7 .4. De igual manera que en la Observación 7.3, podemos levantar 

los homeomorfiamos adecuados para obtener las cubiertas dobles ramificadas 

'1'1: (On,k+21(1,b),(a,,p,), ... ,(<>.,P,)) _, S" X 8 1 
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Figura 7.6. 

op2 : (NnIII, k + 2J(l, b),(a1,P1), ... , (o,,'p,)) - 5 2 ® 5 1 

'P•: (NnIII, k + 2J(l,b), (a1,{i¡), ... , (o,,¡3,))--> P 2 x 5 1
• 

Continuación de ln demostración del Teorema. 

44(fü)" Si M E (Oo, g), g 2: 1 y Mes una de las vnriedades enlistadas, entonces la 

involución u : M --+ M se obtiene de la involución r X id: G X 5 1 --+ G X S 1, donde 

r : G --+ G es la involución en ln. superficie de órbitas que induce la. doble cubierta 

G -+ 5 2 ramificada en 2 ·genero( G) + 2 puntos. 

Extendiéndola a las fibra.a de AJ, resulta que M fu E! S3 si y sólo si fr/ es una de 

las variedades enlistndas. Además de la demostración <l.e Montesinos se desprende que 

la única cubierta doble M --+ 5 3 posible es la exhibida. En este caso la ramificación 

es unión de fibras de alguna fibración de 5 3 • 

OBSERVACIÓN 7 .5. Si T C Mes un toro !!Ue es unión de libras ordinarias, entonces 
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/fa:(u)nT = 0 o /i:i:(u)nT es infinito. Luego si V e S3 es un toro sólido ordinario que 

no toca a la ramificación, entonces V se levanta a dos to~os sólidos ordinarios de M que 

son ajenos. Luego no podemos obtener cubiertas sobre S2 XS1 a causa del Corolario 

6.4. 

Sea y, E G-/i:i:(u) y Y2 = r(y1 ); retiran.do las fibras correspondientes obtenemos 

ijJ : M --+ D 2 x S 1 y podemos identificar, arriba y abajo, con el homeomorfismo f de 

la Observación 7.3 y su levantamiento. a 

TEOREMA 7. 7. Sea M vnrfodad de Scifert genérica. Entonces }.f es cubierta doble 

ramificada de S 2 X s• 

i) M E (Oo, 1), o bien 

ii) M E (On, k), k;;:: 3. 

En el caso (i) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificndón de la 

Figura 7. 7. El dibujo represen ta a S2 X l y se debe identificar a S2 X {o} con S 2 X { 1} 

mediante la identidad en 5 2 para obtener S2 ~ 5 1 • 

En el caso (ii) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificación de Ja 

Figura 7.8. El dibujo representa as• X l y se debe identificar as• X {O} con S2 X {1} 

mediante Ja identidad en 5 2 para obtener 5 2 x S 1• 

Demostración. Inmediata de el Lema 7.3 y las observaciones 7.3, 7.4 y 7.5. O 

TEOREMA 7.8. Sea M variedad de Seifert genérica y no orientab/e. Entonces M 

es cubierta doble ramificada de S' 0 S 1 
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i) ME (No, 1), o bien 

H) ME (NnI,2),o bien 

ili) ME (NnIII, k). 

Figura 7.7. 

Figura 7.8. 
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En el caso (i) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificndón de 

la Fi~ra i. 7. El dibujo rcprcsCiita a 5 2 x I y se debe identilicnr a 5 2 X {O} con 

5 2 X {1} mediante una reflexión respecto n un plano que contiene a los cuatro puntos 

de ramificación en 5 2 para obtener 5 2 0 5 1• 

En el caso (ii) se construye unn cubierta doble con el enlace de rarniñcación de la 

Figura 7.7. El dibujo rcprcseuta a S' X [y se debe identificar n 8 2 X {O} con 8 2 X {1} 

mediante una reflexión respecto a un plano que conti'ene al ecuador de 5 2 para obtener 

S'®S'. 

En el caso (iii) se construye una cubierta doble con el enlace de rnmificación de 

la Figura 7.8. El dibujo representa mediante una rcfJcxión respecto a un plano que 

contiene a los cuatro puntos de ramiñcadón en S 2 para· obtener 5 2 ® 5 1• 

Demostración. Inmediata del Lcmn 7.4 y las obse1vncioncs 7.3, 7.4 y 7.5. O 

TEOREMA 7.9. Sea M varicdnd de Seifert genérica y no orientable. Entonces M 

es cubierta doble rnmHicada ele P 2 x S 1 

i) M = P 2 x 5 1, o bien 

ii) ME (Nnl,2),o bien 

iii) ME (Nnlll, k), o bien 

iv) M es alguna de las variedades siguientes con conjunto de ramificación en 6.bras 

de una libración de P 2 x 5 1 • 
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a) (Nnl,2g + 2f(l,2)); (Nnl,2g + 2f(l, -2)); 

b) (Nnl, 2g +21(1,0),(a, 1))," > 1; (Nnl,2g + 21(1,0)); 

(Nnl,2g +21(1, -1),(a,a -1)), a> l; (NnI, 2g +:21(1, -1)); 

c) (Nnl, 2g+2l(l, O), (a, 1),(a, 1)); (NnI,2g+2l(l,-2),(a,a-1), (a, a-1)); 

d) (Nnl,2g +21(1,0),(a,2)); (Nnl,2g + 21(1, -1), (a, a - 2)) con" impar; 

e) (Nnl,2g + 21(1, 2b), (<>¡, ¡J,),(a,, Jl1), (<>z. ¡J,), {az, ,8,)); 

f) (Nnl,2g +2l(l,2b),(a1,2,81),(a,,,8,),(a,,¡l,)), con"' impar; 

g) (Nnl,2g + 2l(l,2b), (<>¡, ll1),(<>1,Jl1),{a,,¡l,)); 

h) (NnI, 2g + 21(1, 2b), (a,, 2,81), (o,, P,)); 

i) (NnI,2g + 2l(l,2b), (a1 , 2,81),(a,,2,B,)), a 1 y"' impares; 

donde g ~ 2 en todos los casos. 

En el caso (ii) se construye una cubierta doble con° el enlace de ramiJicación de la 

Figura 7.9. El dibujo representa a D' X S 1 y se debe hacer una identificación en Ja 

.üont.;,.amediante el homeomorñsmo f: fJD' x S1 ---> fJD' X S1 tal que (z,w) ,._. (z,w) 

para obtener P' x S1• 

En el caso (ii) se construye una cubierta doble con el enlace de ramificación de la 

Figura 7.10. El dibujo representa a D' x S 1 y se debe hacer una identificación en Ja 

.frontera mediante el homeomorñsmo f: fJD' X S 1 ---> fJD' x S 1 tal que (z,w) ,._. (z, w) 

para obtener P' x S1• 
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Demostración. Los únicos espacios cubrientes (sin ramificación} de P 2 x 5 1 son P 2 x 5 1 

y 5 2 X51¡ luego la única variedad de Seifcrt genérica que es cubriente de P2 X 5 1 es 

P 2 X 5 1 mismo. 

La demostración de los casos restantes es inmediata de los lemas 6.11, 6.12, 6.13, 

del Lema 7.5 y las observaciones 7.3, 7.4 y 7.5. O 

Figura 7.9. 

Figura 7,10. 
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