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© INTRODUCCION

Los prnblemas ol
Grérlcas,

que’ s

ue pueden lmpartlr n:cursos dli‘erentes. se: cuenta ccon

curso '1‘ Cému deben aslgnar‘se los cursos - a los pr‘u(‘esores: parav

,maxlmlzar el rendlmlento total a obtcner ?

répxdamente. 1o que haria lmposlble tratar! por lo

solul:ibn.

Los pr‘nblemas de acoplamiento que pueden ser modelados en grarlcas

bipartitas tilenen una estrecha relaclén ‘con:. problemas ‘de. Asignncién.‘

Redes, Sistemas de Representan s Dlsuntos‘y'ConJuntos Pnrcinlmente«

Ordenados, entre otros. "Un: resultado I‘unda.mental en:ila ‘teoria. del_'

acoplamlento en graflcas . bipar‘tltas es el teoremn de dualldad debldo a

Kénig y que nos dice: la cardlnal!dad del acoplamiento méximu es‘,'lgual

a la cardinalidad.de la’ cublerta de nodos minlma

El prlmero en escriblr sobre teorla .de grérlcas fue Euler [
famoso problema de los siete puentes ‘de’ Kt nlgsberg (1735). dando or[gen
a esta rama.de las Mateméucas. ‘ i




lﬂ teorlu del acoplamlento surge de

cnplamlent méxlmo quer no deJe nlngun nodo sin ncoplar ?

lpar‘t“.as se-. encuentran en los trabajos de Kénig y Egervéry:en los
Kuhn .(19558) y Hall (1956) presentaron- el primer algoritmo

'l'ormal para encontrar acoplamlentos miximos en una bigrafica.

arece ser -‘que .Kuhn utllizé por primera vez: la frase "Método : -

Hungm-o para algorltmos de este tipo.

L perlodo Ford 'y Fulkerson publicaron los primeros artlculos
de la teoria de: flujo en redes (1956, 1857,1961) que lnmedlntamente s
R utlllzaron como,” una nueva herramienta en aplicaclones comblnatorlas de

APa.ra la:teoria - del 'acoplamiento “estos fueron de gran

encontrar coplamlentos maximos. Edmonds también propuso el térmlno
tlempo paunamlal como medida de efectividad.de un algornmo, v que s

ha’ desarrollado teéricamente en ‘la Ciencla de la Computacién..

El concepto de dualldad Introducldo por Von MNeumann (1947
método simplex debido a Dantzig (1951), que resuelve ef‘iclentem
mayorfia de los problemas de Programacién Lineal, fueron utlllzad s por-

Kuhn (1955,1956) para encontrar. la " seolucién  al ’i'

acoplamiento de peso maximo en blgr.’u‘lcns Para obi:

Los antecedentes para. encontrar a-:oplmnlentos maximos en graﬂeusr o

;,nlgorltmo eficlente ~debido - a’ Edmonds parn~ §




facllmente -unlmodularldad totn!— y I‘ueron demostradas por Hoffman. y
Kruskal (1956)

Lu extenslén en’ el uso :;e la programacién lineal - al caso de
’gréi‘lcas no.‘bipartitas requlr]é la lntroducclbn de nuevos conceptos
.camo el de casco ‘convexa. de vectores de lncidencia de acoplamientos por
medio de deslgualdades lineales. Tal r.'un_junto de deslgualdﬂdes lineales
k'l‘ue descubiertn por’’ Edmonds (1985) Este resultado permite . obtener
vurlos teuremas mlnlmax en la teoria del -acoplamiento -como - casos
'especlples de la teoria. de dualldad de la programacién lineal. Esta

£ forma de - tratar ‘el ‘problema didé origen a una nueva rama de la

: complhatol‘la: la combinatorla poliédrica.

HELT obJeHvo “de este trabajo es anallzar la parte teérlca 'y
'algorltmlcn de 'la’' teoria del acoplamiento y que .las soluclones
",propuestas se.alcancen en tiempo polinomial. Se trata la implementacién
de un paquete computacional que resuclve eficlentemente los sigulentes
problemas~ acoplami{ento midximo, acoplamliento de peso méximo en graficas
'blpartitas y acoplamiento de Gale-Shapley, utlllzundo estructuras dek
datos édecuadus para lograr la eflciencia; .

Cbnvlene sefialar que en la solucién de los probleﬁns se ‘utllian
ccnceptos de ‘programacion llneal y entera, flujo en redes y teorla de
grificas dado que al combinarlas . producen: meJores algoritmus que los:

i que se obtendria.n s1 solnmente utlllzéramos alguna de el]as




oplnmiento ,max—mln

que [

'condlcln es de holgura complementarla y al métndo primal dual de

. programaclén llnenl ‘se. desarrolln un algorltmo de soluclﬁn.‘f'




) ‘se permlten lineas de la forma (1, f) a menos que se. espe lfique"

Sl los elementos de A son parejas ordenadas’ entonccs se les asocla -
‘una direccién y reciben el nombre de arcos; se dice: qua la. graﬂca ‘Gles
~dirigida, orientada o una digrifica. S no_tlenen direcclén se’ 1laman
aristas y C es no dirigida. Una multigrifica es una grérlca con‘aristas
o arcos repetldos. Si una grifica no tlene arlstas -]

cos hepévtxdns se
le llamarid simple. Cuando en este trabajo hahlemo

referiremos a grificas simples. - e

Si a los arcos o nodos de una grafica
A SR

o varios,
W

medlante una funcién N

e,' gr;éﬂcas nos e



Se;kx G=(N; A) ‘Una gr"é_!‘lcuvno’dl'r}gldn'

v'Sl Ta arlstu a'‘e 'A'es de ,i‘a forma’ (4 "'J'). decimos fqu “aies 1hcid§nté'

N-)p(N) (p(N) es el cnnJunto pot cla

El numero de a.r\s'.ns en G lncldentes a un n o

‘gr» o de Ces’ denotado gl1)is” Notemos™

“‘cardinalidad - de - T{1), ' Yo - que no

multlgréi‘lcas. B
- Sl en una gré{’lca todos los grados son lguales a‘k declmos que ln :
- gr‘éﬂca es k-regular

Una' secuencia de aristas en la cual ‘el vértice final de uno es-el
vérilce intcial del que le sigue en la secuencla es llamada una cadena.
S1.todas las aristas en una cadena son distintas entonces es una caderia .

simple [y 51 ademds los nodos son diferentes entonces es. una

trayectoria. Etns conceptos se extienden también a digraficas. .

“Lalongitud de una cadena es el nGmero de aristas en: ella. Una"
cadenn o cadena slmple en la que el primer y ultimo nodo son el mlsmo,
“ser& cerrada. :

Si una- grafica contiene una cadena slmple y. cerrada que lncluye
" todas 1as aristas de G, la cadena es llamada.un circuito Euleriann ‘de G

iy una grafica contenlendo un circuito Eulerianc seré llamada EulerlanaA

U ::}cloes l;n;itx:;ﬁgto;m de» longitud al "mcnos aas.. ‘Junt?: con una.
arista.que una el"‘prlmer y el altimo nodoi la’ 1ongﬂ.ud de un.ciclo es.
el nﬁmérc de _nodos .en ‘él.:"Un ciclo que contlene a todos los nodos de ‘G

. recibe el” nombre de ciclo I[amiltoniano.

Una- gréﬂca qué no’contenga ciclos es 1lamada aciclica,
'Eara""reﬁrese‘nt‘ar'_unn-'cndena podemos usar la secuencla de aristas
‘Aqué k[la‘{'formawx‘:. la:secuencia de vértices de sus aristas o la secuencia
. altgrnndia de vértices y aristas. E igualmente podremos hacerlo para el
3 caso de ‘:trayecto'rlas y camlnos (que se definirén mis adelante para
digraNcas); también los  representaremos, cuande no se preste a
confusién, de la manera sigulente P : 10 - lq . especificando sl P es
) ung trayectoria, cadgna © camino que une al nodo ‘D con el nodo i .



igura’ 1 ara.) observamos una grifica no dirigida, ‘en QOndg 1a°

secuencla” 1

{185 6 es una cadena simple de longitud: dos: Lai

L,a,2/a.5.a,3,a,2,a,6,a,3,a,4,8 .6,2a.5.a;1 es

‘;'q‘l’clov Efyt_lerléqé V(peyarg‘no un clclo Hamiltonlano). .En pamblp la sequéncia :

‘1,8,2:8..3;a:4,a 6,358,151 es'un clcls Hamiltonlano
;" En 1a figura 1.2 b) encontramos una-grifica acicl

.- Un conjunto de nodos o aristas S en ‘una. grafica vés ‘1lamado minimal

vrcon—respecto a’la propiedad PROP, si eyly"conJ‘ur{to'"tlene la propledad

fPROP. pero ningin subconjunto propic de S 'tlene esa propiedad. E)
conjunto: S es. llamado minimo con respecto’a ‘la propiedad PROP, sl de
“todos los VsubconJuntos de G que tengan -la propiedad PROP, S es de
‘cardinalidad minima. En la figura 1.3 vemos una grafica ponderada no
dirigida, en la cual el conjunto de aristas { (1,2), (3,4) + es minimal
con respecto a la propledad que la suma del peso -de las aristas sea
mayor o igual 2 2, sin. embargo no’es un conjunto minimo. El conjunto

{ (2,4) } si es, en camblo, minima. 1




A ccntlnunclén se deﬂne un tlpo de grAﬂca muy espec!al sabre la
‘cual dlferentes problemas de ln teorin del: ncoplmnlento poseen una

"estructur particular que; I‘aclln.u su soluclbn. oy EENS :
njunto de ncdos ‘de” una gréﬂca G.puede ser part.lclonado en

“dos 'Ethd’ntos aJenos’ no vacios, "s"y T, tal que ‘todas ‘las aristas de'G
unen un ‘nodo de S con 'un nodo de T, llamamos”a G bipartita y nos.-
f_refer!remos a S '8 T como- la biparllclén En este caso algunas‘ Vcces

llamamos n los conJuntos S y.T las’clases de color de G. Asl. de!‘lnimos
de

h‘)n _de nodos de:.una .gréfica -G, como una aslgnacié

enteras pos\r.lvos (o colores) a.los ‘nodos de’' G tal 'que no pueden
'exlstlr dos nodos adyacentes etlquetados con el mismo enteroc (o color).
‘Ges llamada n-colorable si G tiene una coloracién .de nodos mlnlmal"‘

E uullzu.nda n colores.: . : .- , E et

la secuencla.




= (N A ), donde A A. Una subgr.’sﬂca
(N Ay ). dunde N <N
(1, J) € A B,
. En una grafica. G. ln contra 16n
Gctr {(l J)} consiste n'el:
knodc k unad end ?
-arca’ (i.m)

“subgrafica

Glotr (4,8). L




La matriz. de adyacencia'de

mero de vértlces de:

Sila arlsta,,)’ lncide en-el
En‘otro caso-’ ;

+"entonces “los ‘elementos de

- SLiY, es extremo Inicial del
51 1 es extremo-final’del arco’a
* En otro caso.

5 ervié{nos ‘una dlgréflc




todos los vértlces 3. mdyacentes L .

‘por” |N| “listas de ‘adyacencia,: un

prlmeras clncn .
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La representaclbn de ur\a ‘dlgréficav poﬁ’ Vme'z»l‘lo,

1 ‘arco (1 J)

Un concepto muy 1mportant.e eé eliide

":Una delf\nlclbnrslmllar es dada—para—un onJuﬁtq de: nodos;,

Como una parte de la tesis’ trataré con grafxcas blparutas o

enseguida se caracterizarin este-tipo’ de gréﬂcas por medlo de ‘dog .

proposiclones:

Sea G = (S,T,A) una grafica bipartita, donde S,T es la biparticlén
de los nodos de N. Si en una bigrifica tomamos una trayeétoria y'la
recorremos es facll ver que al avanzar por los arcos se tocan nodos
que alternativamente pertenecen a S y a T. Partlendo de esta
observacién, podemos conclulr que si G es bipartita, entonces,
cualquier clclo en ella necesariamente tlene longltud par. El reciproco
tamblén es clerto y el resultado se enuncia en ‘la sigulente
proposiclén. .



 Teorema 1;1

11) "'Algdn nbdo 1’ pintado de un color puede éeh',pintm’!o de .‘qtbo

i colepy R
i) Todos los nodos adyacentes a nodos coloreados tamblén lu estén

pero exlsten algunos no coloreados.

En el caso 1) deflna los conjuntos S y T formados por los nodos
coloreados de azul y de gris respectivamente. En este caso Su T son
los nodos de G, SN T = & y todos los arcos tienen un extremo en S y el
otro en T, por lo tanto G es bipartita.



‘I. el; penultlmo nodo comun a xas dos trayectorlns. Sean F N -9 1 "y
pnrtes 7 de :Plj‘ Y sz e
T respectlvmnente. Si 1

‘par. y,l’2 de_cardinal idad non.rPero,lnr,gg[éqi de l’1 y F‘2 copstlrtuye‘ur}

'tt'mt.é',est.e caso no puede,presenta.rse.,

—de culoraclén en‘ cnda compcnente

P"l 3 1es trayectorlas‘ dlstln as,

clclo de cardinal idad’ impar 1o cual contradiqe la-hipétesis. Por lo

En el caso 1i{} la red resultb ser no' conexa. Repltiendo el proceso‘
onexa de G, éste se reduce al caso

S, r;g’ 5Enefaréh dos’ submatrices, 'de las

: iente prupéslclbn.

donde’ B es una submatrizide yo elementos. son cers ‘o

Hene color: azul entonces P es de cardlnalldad"

aiagry é;léh.v con_todas-sus entradas cero. El




s=h

. matriz:




umero de acoplamiento de G y es denotado. u(G).
Un subconJuntu de nodos S € N es una cubierta de nodns 81’ cada

Yy eé cnnoclda como la cardinalidad de la cublerta de nodos
Un nodo expuesto relativo al acoplamiento M es un nodo

. 1nc1dente a ningun arco del acoplamiento.

o perl‘ecto o completo. Es claro que un acoplamientn completo requlere
;_queﬁ|N|rsen pa{‘. : ! :

B -r(G)
'ilo que nos’ . permite ..

para el caso de grsﬂcas

< obtener. a partlr de la. soluclién

‘de ,unu de ilos prnblemas, ‘la

. “En 1a’ rlgurn 1.8 los arcos
r,"'ondulados forman pa'rte,dé un
" acoplamiento, los cuadros en los

nodos una cublerta de nodos. El .
acoplamiento en a) no es ’de -
maxima cardinalidad, en . camblo
el' de b) si lo es. La cublerta ™
de nodos en ¢) no es de minima’"
cardinalidad, en d) se muestra
una cublerta de cardinalidad’
minima. ;



Los problemas a resolver de la teoria del acoplamiento en graficas
puede‘n consistir de diferentes criterlos de optimlzaclén, como son
' max}m\zar el nimero de arcos de un acoplamiento, maximizar o minimizar
el peso. del acoplamlento, o el numero de arcos que puedan incidir en un
nodo, en este trabajo el maximo numero de arcos que pueden incldir en
un nodo es uno, que es el problema original de 1la teoria. del
“acoplamlento; -si se permite incidir un nuimero mayor ~de arcos . le
considersremos una generalizaciéen de este problema . Ensegulda se daran’
algunés'problemas basicos. en la teorja del acoplamiento con ejemplos ' '
que-los motlvaron: 3 :

9] :.PROBLEHA DEL ACOELAHXENTO MAXIMO..

Dada.’ una gr&f!ca G ‘= (N;/A). se’ desea determlnar el ‘ncopla ento con
el ma.yor nim .de’ arcas poslbles es decir el de maxlma cardmanda

e Ejeninplo‘ 1

Modelando esta situacién con una gréflca blpa.rtnn G en las que los

" dos subconjuntes de le biparticién S, T consisten de’lns n personas y de
Vl"s n antibiéticos respectivamente y uniendo con' ‘un arco’a la persona
con. el antibidtico si1 y soélo sl el sujeto no es‘alérg'lco a &, 1la
respuesta a la pregunta realizada es "si”, sl y sélko si ‘el acoplamiento
de .maxima cardinalidad en la gréifica G no deja nodos expuestos, es
decir es un acoplamiento perfecto,por 1o .tanto es un apareamiento de
personas con antibléticos, que use a cada persona y a cada antiblético
una y s6lo una vez.
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EJemplo 1.27

Ahcra supcngamos que tenemos dos cumputadoras dlsponlbles Yy P

.trabaJos para :.ser. procesndos en estas mﬂqulnas.; Supendremos ' que
E cualquler truano puede ser” cor‘rldo en cualquler mﬂqulna Es declr,
Suponemos’: que: las® computadoras son’ tdénticas. Supongamos ademés que los
P lrabaJos diferentes pueden ser ordenados de tal manera que para dos
trabaJos J Y J si Jl = Jk - J debe ser completado antes de que J !
pueda ser 1n\ciado St todos lcs trabajos requleren una cantldad lgual
de ‘tiempo’ para ser acabados, ¢ Cual es el tlempo mas corto poslble, .

suficlente para ‘correr los p trabajos ?

Para modelar esta sltuacién usaremos una grafica G como sigue: Sean
1os nodos de G los trabajos J1 . ,Jp ¥ uhamos por un arco Jl y Jk si
y s6lo sl no son comparables en el orden parclal (En otras palabras, si
_pueden correrse simultaneamente). Es claro, entonces que para disefiar
un horarfo o6ptimo, debemos usar ambas maquinas simultaneamente tanto
como sea posible: esto es debemos encontrar un acoplamiento . de
cardinalidad méxima. Notemos. que este problema ya no utiliza una
grafica bipartita. :

11) . PROBLEMA DEL ACOPLAMIENTO Hax-Min o PROBLEMA DEL CUEL (% ns,
: -BOTELLA. : 5

Dada ‘una gréafica ponclerndn;c =

N A) el prcblemn es’ encon ar lel"
4xima ‘cardin : n!

acoplaniento” de .m
‘mayor-peso’ posi

'EJemplo- 2

El: planteamiento. mis comin -para:este
un- taller: industrial ‘se tienen. "n": trubuJadores pm-a ser eslgnados Al

"n" estaciones de trabajo de una llnea de. produccisn en seMe. Como -los
obreros tienen distintas velocidades de trabajo - en ‘las‘diferentes i

estaclones de la linea, 'es claro que . para cudﬁ aslgnac!bn‘ hab}
menos una estaclén que sea 'la mis” lenta .de todas, -"El/ cuell

botella"- y que determinara la ve!ocldad de; produccién de tnda ‘1‘

linea. Modelando este problema en' una . bxgré(‘ica. los,gbrgros
estaclones de trabajo son los. nodos ;. de, los, ‘cdnJunt 5 -
respectivamente, con la veloclidad : del lz_‘bbre‘ro fen la gnéa‘J como:el”




PESO de la arista (1,J). El problemu puede ser. resuelto uncuntrn.ndo la

- nslgnaclén ( acoplnmlento per‘!‘ecto nbreros-estac\ones de trubaJo) dande‘

: e més 1enta de las estaclones sen Xa mAs répldn posible.

(Hn"l’m'o)'.»

rElranetlva Tes ‘encontrar un

'm:oplmniento en e! cual la suma {de los pesos de sus arcos. sea. maxima,

uando—AG es—'blpartlta yii]8] == |T| “problema’ del:acoplamiento
,»ponderado es -facilimente reconocldo como un; problema de ‘asignacién, pues
es5 .-una mcdelucién natural a la busqueda’ de :la aslgnacién &4ptilma de
~LrabaJadures (elementos del conJunto S) . a . tareas. {elementos de T)
'cunndo ‘se ccnoce,la eficlencia . 'del “obreroc i en la tarea 3, que se

7 denotapor- el peso wu.
EJemplo 3.1

En un é&rea de un departamento,"se‘—:qﬁenté ‘con 5‘_pl"ol‘esorcs que

pueden Impartir solamente 'un’ curso. .de ehtre S: dlferent;es i .secuenta’

con vevalua‘clones sobré él rendlﬁiént&, en escala del 1 nl -10,~ que se

de acuerdo a ln
slgulente tabla::.
CURSO.

PROFESOR

¢ Cémo deben aslgnnrs lns cursos a’l0s; profesores _para méxlmlzm‘

‘el rendlmlento :

La rcspuesta a eata pregunta se abtiene con un acoplamlento o
‘_per(‘ecto de! peso méxlmo : .

Observemos que sx a: pregunta ruera & Cémo deben asignarse los
cursos . a los profesnres para que el rendimlentu minimo de un grupo sea
méximo?, . la respuestn la’ podemos dar resolviendo el problema  del

acoplamiento max-min.’ -
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: }coPLAr_uENTo DE GALE-SMAPL}EY‘_,

“En’ este problema los elementos lnvulucradcs tlenen una preferencxan
'en la- l‘ormaclén de parejas'y esto nos permlte mane jar ‘la caracteristlca
‘de’ estabil!dnd en . las pareJas !‘or‘madas y que aparece - en nlgunos

prublemas de Bccplamlenta S o

: Ejemplo

Sﬁpongé\mus que n hombres y n mujeres elaboran lista de preferencia
de 'laé personas del. sexo opuesto para contraer matrimonio. Entonces,
'parn nualquler accplamlento dado, slempre podremes preguntar. si-habra-
“‘un hombre y una-mujer que no forman parelja entre si, pero se pre}’leren
" mas el uno al otro que el posible conyuge asignado por el acoplamiento.
Cuando’ se da este caso, el conjunte de parejas propueste no es estable,
pues al menos habrd un hombre y una mujer dispuestos a dejar a sus
respectivos.- conyuges para formar pareja entre si. Cuando un
aédplarﬁlento es estable (nadle deseoso de sustltulr a su pare)a recibe
respdesta) y ademds ocurre que cualquler hombre esta por lo menos tan
satisfecho en &l como en cualquler otro acoplamiento estable, se tlene
un écoplamlento éptimo {para los hombres) 1lamado hombre-optimal; en la
descrlpqién del algoritmo veremos que en realidad quien determina un
acoplamiento hombre-optimal son las mujeres. El Teorema de Gale-Shapley
es una prueba constructiva de que tal éptimo existe, sin importar el

arden en las listas de preferencia.

“TEste ﬁodeln se puede utllizar para diversos problemas tales como:
la asighacidn de sollcitantes de empleo a puestos, de prol‘esures a
cursos unlversitarios, de médicos pasantes a hospltales. .

V) Otros problemas

Algunos problemas que. no son dlrectamente convertlbles en problemas_
de acoplamiento pueden,’ sln embargo. ser resueltos con’ la ayuda de ‘la

teorfa del acoplmnlento
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EL] Problema del Cartern Chine (Hel-ko Kwan tlE] ). fue présentadu
como slgue. Un cartero debe T 'orrer, entrcgando currespcndencla.. todas
las calles de una poblaclon ¢Coémo debe- ¢l dejar ‘1n of‘lcina de correos,

N renllznr el. recorrldo “completo .. de todas’ . :las" calles “éntregando’

carrespondenqla y regresnr a-la" oflcina postal hablendo recorrldo la_
ninima‘distancia ? :

g —'—"Aqui no exlst’e una translacién del problema  directamente Ea un
problema de acoplamiento, Posterlormente se verid que“este p’roble’u}i
puede ser resuelto eficlentemente resolviendo primero un conjunto :de
. .problemas de rutas méis cortas y resolviendo entonces un problema de

gccplamlento perfecto de peso minimo.

Modificando el problema, supongamos ahora que el cartero sélo ticne

~que -recoger la correspondencia de los buzones localizados tnicamente en
la:intersecclones de las calles. De nuevo, el desea encontrar una ruta
mé&s corta que resuelva su problema. La principal diferencia entre este
problema y el anterior es que s6lo tiene que visitar todas las
Intersecclones pero ho atravesar todas las calles. Una formulacién mas
-comtin ‘de este problema es la slguiente: Un agente vialero tiene que
visitar todas las capltales de los estados de algun pals de modo tal
“que minimlze la longlitud ( o el tiempo, o el costo) de la ruta. Este
problema es conocide como el Problema del agente viajero y ha.recibido

gran atencién por sus aplicaciones al mundo "real".

Como un' case especial, el vendedor puede estar lnteresado en

encontrar una r‘uta que evite clertas conexiones. En tal caso utilizamos

1""'7" “log arcos que representen las conexlones permitidas y borrames los
demds’ arcos, El problema se reduce a encontrar un Clrcuito Hamiltonlano
(1.e. uncicle a través de todos los nodos) en la grafica dada. Este

' problgma es ‘llamado el Problema del circuito Hamiltoniano.

Suberflclalmente el problema del agente viajero parece muy similar
al: pr;dl‘;lema del cartero chino y al problema del acoplamiento ponderado
beri‘ecto. sin embargo el problema del agente viajero { y aun su caso

. e‘érp‘ec'lal, _el problema del circulto Hamiltoniano) son significativamente
_mas’ dificiles. Particularmente el problema del cartero chino es
re#uel(o en ,tlellipﬂ polinomial, pero el problema del agente viajero es
"NP=dure” (1.e. pertenece a los mas dificiles problemas combinatorlos).
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¢ 'CAPITULO 2

: : En e’st’e,cnpxtulo trataremos la teoria rdevl accplamiento en graficas

. -bipartitas; comenzaremos demostrando las relaciones existentes entre la

teoria del acoplamiento en graficas bipartitas y la teoria de flujo en

redes. 'Se “adaptan tres teoremas de la teoria de flujo en redes al

. contexto del.acoplamiento en graficas bipartitas : El teorema de la

trayectoria aumentante, el teorema de integralidad y el teorema de

dualidad flujJo maximo-cortadura minima. Después veremos dos algoritmos
paré la obtencién de.un acoplumiento de maxima cardinalidad en graficas
bipartitas, uno es una especializacién del algoritme de Ford y
Fulkerson para flujos y el otro basado en el teorema de la trayectoria
aumentante, se mencionan dos problemas de tipo combinatorio que pueden
ser  resueltos por medic del acoplamiento maximo en bigraficas. Se
tratan ademis el problema del acoplamiento de peso maximo y el problema
del acoplamiento max-min o cuello de botella en bigraficas, por Ultimo
se trata el acoplamlento de Gale-Shapley.

2.1 ANTECEDENTES
"7 Los ‘acoplamientos’en-graficas bipartitas han sido’estudiados. desde
ila década de los 50, tanto en Investigacién de Operaciones (1. 0.) como
en Andlisis Combinatorio con diferente terminoiogia y motivaclones: En

1.°0. uno de los primeros problemas de optimlzacién que se estudiaron

" fue el’ problema de asignacién, el cual consiste en encontrar un

subconjunto de: elementos de una  matriz dada de nxn, tal que haya
exactamente un elemento en cada renglén, uno en cada columna y que la
suma de los elementos sea minima. El problema de asignacién es
eq}:lvalente al problema del acoplamiento perfecto de peso minimo en
bigraficas. En Analisis Combinatorio tenemos un resultado muy conocido
e importante que es el teorema de Hall y que responde a la pregunta

siguiente: Supongamos que tenemos un conjunto finito T y una coleccién

22



de" subcénJuntos de T : {TI,TZ..., K,' J,V‘Cuvarrldo es ﬁoslble eleglr‘ un
elemento de cada subconjunto TJ . de modo que los k elementos. escogidos
sean distintos. entre si?. Este conjunto es  llamado’ un Sistema.-de
" Representantes Distintos (SDR por sus siglas en inglés). El Vprablema de’ -
determinar -un SDR ‘es equivalente al problems de ‘encontrar - un -
acoplamiento de cardinalidad maxima en bigraficas. Estas = dos.
equivalencias seran demostradas posterlormente. IR

Graclas a las 'técnh:as para resolver estos probleﬁs en el caso qe
bigraflicas, Junto con un tratamienlo muy ingenlosc qéblqo @ Edmonds
[9), los problemas de acoplamlentos en graflcas generales fueron .

resueltos eflicientemente a mitad de la década de los 60.

2.2 EQUIVALENCIAS  ENTRE . PROBLEMAS - DE ACOPLAHIEJTO EN GRAFICAS
BIPARTITAS Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACION.

" En “esta’ seccién veremos dos equivalenclas ae problemas de

acuplamlento en graficas blparutns con problemas de opnmlz'clén.

Primero.; veremos que: ‘a- todo. problema...del Bcop]amlento méxhno

blgrﬂi‘h:as le corresponde” un problema de fluljo maxhno‘ posteriormentér

' veremos ‘que"el’ problema del’ acoplamiento perfccto de” pesu mlnlmo en

blgrﬂi‘l:as y el problema de asignacibn son equlvalenl.es

Lema 2.1 - N B - . y
+: La ca.rdlnalidad de un_ acoplamlento méximo en una gréflca bipartitu .

blpartltnysean Isl =m ITI =n@.,'('
u{o}u{d} v Au{Ul}u
‘st "(s’.r ) EA

J N
‘e S. con capacldad 1 },

; : en la gréﬂca blpnrtlt.n 3
ccnstruimos un’ {‘luJo facuble en G(B) como slgue~
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) Para: cuda arlsta (l J) €X asignemos una. unldnd de x‘luJo a los,
: - arcos (0'1).7 (Jr.d)‘e (1,9)en G(B), claramente el {‘luJo es fﬂctlble v

de! valor [x

Reclprncamente, dado un t‘luJo entero’ de valur V.en G(E) existe ‘un.
'ncoplamlento de cardinalidad V. En efecto, conslderemos el conjunto X

ormada ‘por todos los- arcos-: {s,t) €A que -tengan i‘luJo “toDevtla e
construcclén de_G{B), .tenemos que X es -un-acoplamiento,: porque st dos

arcos’en-A:inciden en un nodo u, “uno.de los arcus correspondlentes en
G(B) debe tener flujo cero pues éste debe ser entero, de otra forma la
. capacidad de los arcos (o,u) ¢ (u,d} sl u € S UT es violada. Ademas el
vicuplamlento tiene cardinalldad igual a V , porque todos los extremos t

'fde"loé arcos *{s,t) en el acoplamientc en G(B} permiten sallr

Tk ~exactamente una unidad de flujo ya que tlenen grado exterlor uno. H‘

En la grafica sigulente se muestra la relaclén exlstente entre el
‘prqblema del acoplamiento miximo en bigraficas y su correspondiente .’
.-problema de flujos en redes. En la figura sliguiente los ntmeros ehtre

paréntesls (ru.qu) representan el fiujo y la :npacldaq del arcor(l,J) A

F1ujo, Capeoldad] -
(Flujo, Capeoldad}) (o)

‘Acoplamlento X '.qu]o aéyélado a X’

ngm-a 2,130

El problema de aslignaclén es a.mpl ement

minimizacién y consiste en encontra.r -un ubco

matriz-de nxn, tal que haya exactamente un elem t
uno en cada columna y que-la suma e los ele
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. X La. modeln 16n: m.urnl para este problema, en térmlnos de: gréﬂcns’,

;,cunsiste en onstr h‘ una. blgré \ca completn B ="(s, T A): cun |S| |T]-

1) o (J d) “de 12 red tendra cnsto cero y los arcos’ restnnt.es'-

zomo- costo’ la entrada (i,J] ‘de la matriz' del’ problema de
'El “'segundo es utilizar un algoritmo para encontrar - un

ienta peri‘ecto de peso minimo en B. Veremos que el problema: de

asignacxén Y el problemn del acoplamiento pcrrect.o de. pesn minimo” son ke
; equlvalentes. 2

Al modelar-.el ﬁroblemu de uslgnm:lén en.una blgr&l‘h:n cc’:mpleta,v una
soluclén éptlma tendra n-arcos de:la forma (1,4) con: ! € S ¥ J ‘e 'l' no

deJando nodos expuestos, y por :lo. tanto como cnda nodo 1 € s esté :',
're!aclonado con un_:nodo J eT y no ; existen ; ¥

|T| una graﬂca en la que se define
aci plan n o per cto “de poso minimo.  Construyamos una
') con i conJunto de arcos A" = AUA'' con
Ly J) 23 S con le = o } , es decir agregamos arcos
flctlclos. con un peso - infinito, para tener una bigrafica completa. Si

g 1os ‘nodos dtg S-'los interpretamos como renglones y a los nodos de T como

‘'columnas;  1a -solucién al problema de acoplaniento perfecto de peso
minlmo‘ asi planteado, consiste en encontrar un acoplamiento de
. rénglones con columnas que cubre los requisitos para ser una
asignacion. Por lo tanto los problemas de asignacién (en el caso de
minimizacién) y el problema del! acoplamiento perfecto de peso minimo
son equivalentes.
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TEORICAS: DE’LOS  ACOPLAMIENTOS EN GRAFICAS

en gréf&cas biparutas.,k‘stos tres L

teoremus son el teorema de la trayectorla numenl‘.n.nte. el teorema de

)ntegralldad y‘gl. taeremade dualidad fl\,\Jo méaximo-cortadura minima.

'vr’por g H
':(6.4),.‘(4,1)..(1'3)((3 5)
(8, 4), (4, 1. A 2)es:

Figura 2.2
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ebrema de "ln “trayectoria aumentante - se
. generauza a cunlquler grafica no salamente graficas bipartnns. Este

Particﬁlarménh‘é vel

Liiy-sélo .si; no existen trayectorias'
demostrar-. este  teorema,

fdemés véruces n'P. estan acoplados por X", asi que ningin arco ¥-X' es
,adyacent.e a algﬂn vértice de P. De esta forma los arcos X-X' no tlenen

extremos en comin con los arcos E'-X'. Mas aon, dado que P es una
trayectorln alternante y E’-X’ consta de los arcos de ella que no estén
- én:y ‘el ,m;pp\gnrnlento, E*'~X"" no son adyacentes. Por 1lo tento
(X-X*) U (E'~X’) es un acoplamiento que posee m-k+k+l = mel arcos.

Por. teoria de conjuntos se puede demostrar faclimente que

(XX Ju (E-X )= (XE JUulE-X)g

La importancia de este teorema es que al detectar una trayectoria
aumentante con respecto a un acoplamiento, podemes construir un
acoplamiento de cardinalidad mayor en uno al anterior, simplemente
intercambiando los arcos de la trayectorla aumentante que pertenezcan
al acoplamiento por aquellos de la trayectorla que no pertenecen al
acoplamiento. Un ejemplo se muestra en la figura 2.3
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x -xz) vix -xl) 5
os: “arcos ‘que estan "en u

Por lo tanto el grado de v es lgual a 2.
Como los 2 casos son exhaustivos, el grado méximo en .G" e

componentes conexas serdn de uno de los tipos descritos en e). teorema..ﬂ




Teoremd 2.3

Teéremﬂ de lyay;Trnyectdr\a vAJman‘a.nte.

dérerhos primeru ‘un

:circulto en:G!, por el teorema anterlor ircu\to nene longltud par
"y los arcos. en el ‘eircuito estan alternadamente 'en X-MyenM-X,
t.amblén podemos declr que cada clrcuito en G': tiene el mismo numero de

arcos en X.- M que en M - X. Ahora consideremos un componente de G' que

sea-una trayecﬁorla, lgua\nmnté ’por el teorema anterior los arcos estan

alternadamente en X - My en ¥ - X.‘ Ademas los vértices finales de esta

trayectoria son expuestos con respecto a X o M. Supongamos que la

trayectoria sea impar, entonces el vértice final de la trayectoria sera

expuesto en el mismo acoplamiento, pero esto implica que existe una

“trayectoria-aumentante en alguno de estos dos acoplamientos !, por lo
que cada componente de G' tiene un numero igual cie arcos en X = My en

M ~ X. Como los arcos de G' constltuyen el conjunto ( X-M ') u [ M=X ),

tenemos | X-M | = | M-X | y por lo tanto IX| = |Ml. o

Apoyandonos en el hecho que podemos caracterizar a las gréi“ylcas
bipartitas con el teorema 1.1 que nos dice .que una grifica es blpartxia
sl y sb6lo si carece de ciclos de longitud impar, tenemos el slgulénte
resultado debido a Mendelsohn-Dulmage y que nos indica cémo obtener un -
nuevo . acoplamiento. en grificas bipartitas que cumpla ciertas :
condiciones a partir de dos acoplamientos dados. ;
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Teorema 2.4’

clclos posxbles deben:-de
cunlquler trayectorla en x @ X2

iv) Comlenza con un arco'de X2 y termlna con”“un arco d x .

Por )o tantovlos \inlcos t\pos de . trayectoria . 'y :iclos que pﬁaﬂeh
aparecer a\ re; Hz ’

1 Y xz son los mostrados enla ngurn 2.4

E.n cualqulera de los casos que aparecen en la ‘figura existe un
acoplamiento X' SXl uX2 tal que X' cubre todos los ‘nedos de S
cublertos:'por "1 - x2 y todos los nodos de T cublertos por Xz - Xl
entonces X = X' v ()(1 n XZ) es el acoplamiento buscado.

%%ﬁﬁﬁ

. Nodos cubtertos por X

O Otros nodos

D Nodos cublertos por XZ . .. e ' ArcOSs en )(2

N VW Arcos en )(1

Fig 2.4
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; El prx':b:l'ema' del _‘acnpla.mlen.to ;ié"'cardinalidad;méxlma en graficas
v blpartltas puede ‘ser escrito como ‘prql,;;lgmak de ',prngramacién ‘1ineal de
“dos-maneras, - 1a. primera “utilizando” la  matriz ‘de incidencia - de la
»'grafica ' y. -la. ‘segunda como 'un caso espéc’lnl“,\ del” pr‘ob'lema' det
4acoplamlento de peso maximo. Ensegulda veremos - el prlmer enfoque, . ya
que. al plantea.r el problema dualsurge de manera natural el problema de
-la’ cubierta:de nodos  minima que ser‘é de utilldad para demostrar la

equivalencia del tcorema de fluJa méxlm ortadura minlma. El segundo

enf‘oque se¢ analizarad en. gener‘al pura ‘el problema del acoplmnlento de
peso maximo en blgraflcas. N

"'Sea G={S,T,A) una granca blpartn,a con ]s| my |'r| = m2 |A| =n.,
numerando - 10s * arcos-en’ A “de’1 n Ny %168 hodos en’ S de ‘17a ml s los
'lncldencla A de 1a gréﬁca

nodos en-T de' m,+1 8 mi+myy “las matriz” d

sl ulente'

bipartita G la podemos escribir. ’de 1a’ fop

Q_demostracxbn podemos concluir que la matriz de lncldencl‘
,gréﬂca blpartlta es totalmente unimodular.

‘Teorema. 2.5 Heller-Tompkins ;
Sea A una matriz de mxn cuyos elementos son 0,-1 0.1 y tal que’cada :

columna contiene a lo mis dos elementps no nulos, -A‘es’ totalmentei::

071)
slempre que A pueda ser particlonada en dos conJuntos de. renglo_nes"
F

unimodular (l.e. toda submatrlz cuadrada tiene determlnante ]

10 F2 tales que cumplan:
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59 los dos elementos dlferen'.es de cero de una columna Llenen

donde au
) lncldencla de

2



“tenga’ determlnante:con’valor:

cida’uniarco de:’ .




Esto .nos lleva a que el probl
,acopla.mlento méxlmo es el de l

esta acntada fpap Z= 0

: Est.e teorema: es uno de los més lmportant.es resultadcs de la teoria

de™ ncoplamlentos yiies.: {conocids -como’ el . teorema. de Kénig-Egervéry.

2 1sten otras formas de demostrarlo, una de ellas es la sugerida’ por
ord ;. y Fu!kerson [IJ! que consiste en realizar la equivalencia con su

B Leorema “de ‘dual 1dad flujo maximo-cortadura minima. El que se presentara

:aqu'i, seré"expuesté'en términos de cublertas de nodos y es debldo a
“lovasz- {18]. Enseguida recordaremos unas defliclones que nos. seran de
‘utilidad’

A la cnrdinnlldad del -acoplamiento maxime de G se ‘le lla.ma el
,numerc de acnplamlento de G y es denotada u(G). o

Un conjunto “de -nodos C. de G es’ una cubier'.a de nodua si cada urco

de G tlene al menos un extremo en ‘el conJunto Coi i

La cardlnnlldad de la :uhierta de nodos minlma es; denotada’por T(C)

Fyes conuc!da ‘como la card!.nandad ‘de.la cublerta’de: nodos..

;slgulenh‘e ;14ema:,

Lema. 2.2

més si e, f € X, ent.om:tas‘ve b

X y cualquier cublerta de nodos.
1X} = 1Cl



Teorema

Sl.yl;;onginmoys 'que no, entonces exlsten 2 arcos
tien:G% ' Consldere G'-x, por la minlmalldad
_de nodos S cubriendo G'- x con'j S

- extremo’ de x estd en S

Seal:=IS ns
G

| entonces IN(G‘

es blpartn.a (Por que




acoplamlento méxlmo ‘en’; blgréﬂcas :
lineal “que resuelve,

. enel cual cada:variable X“"\_es
Este kprub'lemé buede ser visf;o como .

B utlllznndo el tecremn de..; lntegraudad de ~l‘luJo
garantizar que exliste una soluclén éptima en Ia cual el fluJo a truvés

de cada arce es entero y en particular cero.o uno, poyr- lo tanto el
problema anterior tiene una soluclén éptima t‘lnita'énlera. Asi tenemos
el traslado del teorema de integralidad a gréflcas b!partltas ¥ que se

enuncla en el siguiente teorema.
Teorema 2.7 De Integralidad para acoplamientos en blgréfllﬁas. :

El poliedro de acoplamiento definido por las restricclones (Rl)

el problema (P) tiene solamente vértices enteros.
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Demosf.rac 16n’

a matriz’de

es entera. Atn'mas,

'xl‘J son cero o uno

‘integralldud-‘ Todn matriz doblemente estocésti

canvexa de matrh:es de permutaclén,

conccldo

” Birkof!‘-Von Newman
Pﬂx‘a demostrnr este ts

Teorena' 2. 8"

.rfngtriz de pex_'mutnc‘lén‘ ann
*iy = 0..: .
- Demestraglén; <l L SEE NI e e L -
Consideremos una red con nodos r‘i. Tas -+ .rn H 51.52.53. . .sn

en la cual (\"1 sJ] es ‘un arco e X;, > 0. Asignando una unidad de
disponibilidad a cada nodo F| ¥ una unidad de demanda a cada nodo s, ,
olvidandonos de los coeficientes de costo, el problema resultante de
transbordo tliene una solucién factible, en efecto las entradas x” de
la matriz X constituyen una. Por el teorema de lntegralldad. el
problema tiene una solucién x de valor entera. Los numeros le son las
entradas de la matriz X de permutacién deseada. (Para obtenerla podemos

tambien aplicar el algoritmo del acoplamiento maximo). g
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2"2—*—°a"a s tk:le-l X

una"*’mntrlz‘ “de 'permut{aclén’, ¥

1é6n° X tal que x-JBO siempre que x

Pa.so 3 Las n entradns xu de X para; Ias cuales le,
posn,lvas; denote la menor de
matrlz ‘de permutaclbn entonces t<1 ).
=(1-c)tsy Mo» X

k+1

2.4 ALGORITMOS PARA .- LA OBTENCION DEL ACOPLAMIENTO MAX!HO B{
GRAFICAS EIPARTXTAS

En esta secclén veremos dos algoritmos para obtener la cardlinalidad ‘
del acoplamiento maximo en una grifica blpartita. El~problema del
acoplamiento miximo consiste en obtener un acoplamlento de una graflca
dada, tal que contenga el nimero méximo de arcos. El primero esté
basado en una especiallzacién del algoritmo de Ford y Fulkerson para
flujos en redes; el segundo en el teorema y la idea de las trayectorias
aumentantes.
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1 evflquq mﬁxllmo. y dada }a estructura particular de

las  trayectorias
L umentnntes del prob]ema de rluJo maximo en la. grédfica G(B) asoclada-al

£ problema del Bl:oplamlcnto maximo en una grafica bipartita B.

“Las rayector(aé aﬁ}:uei\tiahtés" de flujo de 0 a d comienzan utilizando
un nrco adyaccnt.e a o con’ i‘luJo cero,

ut.lllza.n alternadmnente nrcos de e
A con fluJo cero. recorridos posltxvamente y arcos de A con fluJo un

(es decir que estén en’ el acoplnmlento) recorrldos negatlvnm nte, 1

y el ulnmo arcos, ver que corresponden a !;raye torias: aumentantes«‘

una trayectoria
1a red  bipartita




Flsgignty

a :red de" f‘lqu
5.d es una’ trayectorlg

~como:: (0,5}
*!“asoclada S G(B); P

Trayeclorla aumentants
. ralativa a X.

Notacisn
‘Definimos’ entonces

s €S| 3t eTcon (5,t) ex}o

3's eS con':(s.i) € X}




enemas 4 X(3) LA, X(ZJ J 2 donde

AES-‘{ nomx} y 255

i esta secue :xn deﬂne una trayectorla numentnnte de !'luJo
; Ro-)4->91-3-)7(-2->5-)d ;

Las trayectorlas que-‘se - detectan . durante: el algorltmo pueden :
expresarse en términos ‘de los elementos de S& Es decir basta con usnr

la euqueta F (s ) =g, para denotar qua 8’ se alcanza desde ‘8.

; Antes de describlr el algorltmo veremos que el problema de la.'
cublerta minima equlvale al problema de la _cortadura- ‘minima para la red .
de’ fluJo ascclada at; problemn del?” ncoplamiento méximo’ definido en una !




"~oeLyd¢Ly no exlste'un arco (s t) eAcons eLy'tel (Porque
I_Iestos arcos - tlenen: capucldnd in“nn.a). ‘Cada’ arco de. Q “adyacente a'd
‘,'carresponde aiun . nodo é € s tal que s ¢ L» lgualmente. cada arco de Q :
T tal que t. e L. Como estos‘

;1 nodo t.

a‘....... ’,a»

Ensegulda se describe detailadamente—el algoritmo

“ALGORITHO DEL- ACOPLANIENTO AXINO EN GRAFIGAS ‘BIPARTITAS. BASADO EN -
T uNg ESPECJALiZACiON DEL ALGORITHO DE FoRD ¥ FuLKERsoN'eAkA FLUJOS,

Pnso‘i . Intciar con’ un acopla.mlento X cualqulera, puede ser el vae!o
Paso SeaB=DomeH=S'—{Domx} H

pase 3’




gsLie algoritmo . para -
1a gréﬂv‘c‘a ‘blpartita’” con .

‘.por 1o: t’ant'
. la figura 2.




f‘t.er;aé !éh 3

Actualizand
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El' segundo enfoque esté basado en 1 ldea de “‘encontrar una .
d pecto a un acnplamlento. para obtener asi

Un : arboyl .aliern;ante reiatlvo al. Bcaplamiénﬂo

satlsface las siguientes - dos condlclones. Pr
,exm:t.n.mente un nodo expuesto de” S, que. le llamaremos raiz. Segundu'
" todas las trayectorias entre la raliz y cualquler otro nodo en el &rbol

son‘trayectorias alternantes.

El . algoritmo comienza con cualquier . acoplamiento factible,.
posiblemente el acoplamlente vacio. Cada nodo expuesto en S es tomado
como la raiz de un arbol alternante, nodos y arcos son agregados a los
arboles por medio de una regla de etlquetacién, En algin momento tiene

que ocurrir alguno de los dos sigulentes eventos:

1) Algin nodo expuesto en T es alcanzado desde alguno de los
arboles, por lo tanto se ha detectado una trayectoria aumentante y se
. puede construir u

uevo acoplamlento de cardinal idad mayor en uno al

acopln.mlento anterlcr. el procedimlentoe de 1la busqueda de” Gr;g"

trayectoria aumenta.nte se repite con el nuevo acoplamiento.

il) No es posihle agregar més nodos y arces a ninguno de los
“en este.ca.so la etiquetacién es hingara. By

“Los: érboles‘resul'.antes que poseen la propledad de que todas. sus" .

trnyectorlas alterna.ntes maximales son de cardinalidad par son lla.mado

- arboles. hingaros y pueden ser usados para construlr una solucién éptlmn
dual que consiste en la unlén de todos los nodos fuera del érbol en S y.
de todos 1os nodos dcntro del arbol en T,

El algorltmo se describe ensegulda.
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‘1.3,:

el
lat t‘rﬁyectorla es el nodo k y asi

'k"sukceéwamevn El nodo nicial en;la-trayectoria fue etlquetado con

"7 ¥ pumentar X 1nt

amh\ando los arcos de la trayectoria que no

\estén en el acoplamlento por lo que sf lo estén. Remover todas las

ethuetas de ‘los nodos. 5
Regresar,al paso 1.‘0 K
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Psso 3 Eélquet‘ixcién Hﬂngaﬁa o
La euquetnclén es -hungara; no'exfsten
“el acnplumlento X €5 de cB.rdlnalldad 14,
.el:conjunto de nodos ethuetados.
‘cublerta de nados de cardlnalldad

'Apilcnhems
en la blgréﬂca
"Iteracién 1

Aslgna.mcs la ethueta all \!nico nedo [expuesto’ ‘en”ST :
revisar esta etiqueta asignamos a los nodos: en:T, adyacentes a 2 las',
" sigulentes etiquetas [7] = 2 y [8} = 2 . e

* ‘Al revisar la etiqueta de 7, el nodo:4 reclbe la ethueta H] = 7 Y
“al revisar la etiqueta de 8, el nodo 3 recibe. la etiqueta [3]; 8. Al’ g

AT ayamingR C1a” etiqueta de 3 tenemos ‘que’ {8] = 3, cuande se” revisa ia:

ethue;n del nodo 5 notamos que es un nodo expuesto en T, por lo Laptb
se ha detectado una trayectoria aumentante; La trayectoria es 5.3,8,2
que se ilustra en la figura 2.7 b). Modificamos el acoplamiento :
={ (3,8), (1,8), (4,7) }u{ (2,8), (3,5).}-{ (3,8) | entonces

Xi= { (1,8),:.(4,7); (2.8), (3,5) } 'y como ya no existen nodos ekpuestos
en S/la soluciéf{ es éptima ., la cublerta es c= (s=L.)u( 'l"l(\ L)
peroL=aporlotantoC=s :

. El acoplamiento y la cubier‘ta éptimos se muestran en la flgura 2.7 c)




g estns ‘dog verslones basicas; la primera versién .la e_nunc15 Hall en’un
'contexto tcérh:o de conjuntos, veamos : Sea S un conJunib finito -
'V{S‘, 52 ey S} subconjuntos, no necesariamente. distintos” de”S.-

Cuéndn es pos\ble encontrar un conjunto de n elementos dlstlntos

1. Sgr s i By cON 8 € S‘ ? Tal conjunto. de- elementos. . es uamado o
--SISTEMA DE REPRESENTANTES DISTINTOS (SDR). Este conJunto ;’_\nxto S’ junto’
con una coleccién de sus subconjuntos se llama hiper_gra!‘h‘:k s

; Bﬁérésg KN

Empresa

Para’ la reunién anual de evaluacién del despacho, se desea formar
un grupo de 5 asesores, representando cada uno de ellos a una empresa
diferente. ¢ Cémo se puede Integrar el grupo deseado ?

Modelando ‘esta situacién con una gréfica bipartlta G = (S,T,A)
donde S = { Empresas } y T = { Asesores }, un arco (i,J) e Acon i €S

¥ J eT sl la empresa "1" tlene asignado al asesor "J”, el problema se
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puede resﬁh{er encq‘ntpa.ndo un acoplamiento miximo e ‘ell;a».b (\(éi rigura

2.8)".. 61" el’ acoplamlento; naximo contlene. nenos: g.réo»s.’é‘l‘problem

solucid

2 delos 'lje

“Flgura: 2.8

ﬂ};lau no . demostrd .su: versién en términos de acoplamientos nl de
teéria de graficas, sin embargo . la segunda versién bdsica es un ‘teorema
muy. lmpﬁrtante dentro de 'ln teoria del acoplamiento en grificas
bl'partitas.' ademas ‘de que 10 podemos utilizar en el teorema de SDR; por
esta razén veremos primero la demostracién ‘de la - version en
acoplamientos, después veremos el teorema de Hall en comblnatoria y por

altimo veremos que estos dos teoremas son equivalentes.

""Diremos que un conjunto ‘de’ nodos N pledé ser ‘acoplade‘aotro”

conjunto de nodos N', si existe un acoplamiento. que ‘na de je . nodos

expuestos en N. Asi el teorema de Hall nos dice lo slgul‘ente:f

De Hall

Teorema 2.10

Demostracién:

Supongamos  que
Entonces, jdado 'que‘
distinto de T, es.clarg: q




trnyectoria aumentante, acopl

: Bcoplado de V.

“Teorema’' 211"

Suponga.mos al

o subcon.junto {1 o .ik} de ‘1,0,

una. blgréﬂca G=(S,T, A) como slgue. ‘Los
Ve S y los nndos de T son los element

1-

S, de-S al nodo 8

i

,' S'c:8. Por deﬂniclén de Gt enemos - qiie “

Seas"=Vnsy

“Dé Hall en:combinatori

cnntrarlo que para todo k
-t

de’l“si ysblo sl s eS

i

"son los .conjuntos

Escégase cunlquler

"'1 a cada nodo de S. Las
er . 1a figura 2.9:



venLonces para éuhlqule

nes ‘de Hall. se ,sntlsfm:en.

‘ex\sten’ al menos |I‘(T' Y=|T"} nndus:k’da‘ S que estén:

Teorema 2,12 .- (del . mtrimnnlo),,

perfecto o |S]= |'r| yvs ss |s'| = |r(5')|

,~Se 1lama as{ por la slgulente interpretacién. Dada una ust_a',de nl

. hombres y un conjunto de n mujeres, cada hombre - (mujer) ‘elabora. tna’
lista con los nombres de las mujeres (hombres) con las que se quls’i‘ern
casar. Entonces cada hombre (mujer) puede ser casado ‘con una ‘mujer
(hombre) en su 1lista, s! y sélo si, para todo valor de k (1sksn) la

unién de cualquiera k listas contienen ul menos k nombres.
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' DESCOMPOSICION ‘EN -CADENAS

(1550) En esta secclén
e equlvalente al teorema de KBnlg-Egervéry. :

ualqiier’ conJunto'l‘lnlto.r Cualquié}- relacien
rcia 1 de P sl Res rel’lexlva, antisimétrica’y’
: que posee tal relaciﬁn se llm -:on,junf.o
denado. ;Denotmnos R por " s'"; esto es (ul.a ) eRsiy
Escrlbimos.  tamblén ay < aJ sty sélo sx a‘ s aJ Y

Un subcohJunto t{a . a .. } de--P es tntalmente:
2 .
cadena st existe una permutaclén Tde 'los: subxndlces -

t;\! que an“ ) "“ ) . Sa““ ) Cualesqulem dos

_‘elemgnt‘aé ‘ai,‘ y a, son llamados camparables si pertenecen a alguna
czideﬁ;i y..son incomparables en otro casa, Cualquier conJunto‘ de

Zelementos’ lncombarables se llama anticadena.

: Un‘g Goleceldn p = {Cl . ,Cr} de cadenas {antlcadenas] en P se
llama’ particién en cadenas [anticadenas) de P, si los Cl son. mutuamente
'ajenos y.su.unién es P. Observemos que cualquier conjunto parcialmente
ordenado buede ser representado como la unién de cadenas. ajenas; un
ejemplo trivial es la particlén formada por las cadenas con un.elemento
{a,t . {ay}b-. {a,} . Asl tlene sentido hablar de partlclones en cadenas
de P de cardinalidad minima. T :

Por otro lado dado que la.cardinalidad de una mtlcadena no: puede
exceder IP] debemos hablar de anticadenas de ::ardinaudad maxima.

} Uno de los resultadus rundamenta]es de ! la teoria de conJuntos‘

pm-cla]mente ordenados
Dilworth (1950).:

Tec;réma 2; 13




Problem:r i . - : ;
“Un perlédlco deseu cubrlr todas las con!‘erencias de una impqrta.nte

‘reunlén internaclonal a celebrarse en determinade fecha. ks
> Para ese “dia se otr‘ecen 10 conferencias con’la duracién y horario i
que se. muestra'a continuacién en: la tabla y :

Ccni‘erencla

Inicio -

Duraclén en
mlnutus




‘Las conferencias se pueden'ordenm‘zde manera’ que & <'b sléniflque
que la conferenclia “a” LeEmKna antes de que la conferencia-"b" inicie.
Podemos " modelar en .una grafica ely orden’ parcial estrlcto existente
entre .las conferencias, donde cada“no&u" representa ‘una ‘cén!‘crencla.'
para tener la condlicién a < b tlene'que existir el aréo (a;b) y bidebe
estar situado en un nivel mas abaJoy que a. Ver:la flgura 2.11

Figura 2.11

Cada. cadena. en-la gprafica anterior: representa’ una’ secuencla 'de
conferehglus que_no.se translapan y que pueden ser-cublertas por un

reportero, g () : O
Para reducir el problema - - =
uno’ ‘de acoplamiento maximo sea

@ .
S="{1,.. ,10 } el nlmero de . /
conferencla. ' -G = (S;T,A) - una @

bigrdfica con T'= S'e (1.J)75A« o

:1a ‘conferencia-i-<-conferencia ™ ji i " T /

La gré&fica para nuestro eJjemplo e///
es la que se muestra en‘la flgura Z”'(

2.12 (8] '

®
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Encontra.r' un m:oplamlento maxlmo en esta flgurn es equlvalente a-

',encontrar un subconJunto“ a’ parcs de elementos de S que son compm-nhles

- 1dentificando los

‘los " "unlmos” . formando

unn:arlns y asi  se tlene la

nsldernn como cadenas
d de ‘S:que se buscaba;

'"Paxfa'demostrar la  equivalencia del teorema de Dilworth con el

‘A teorema de Kénlg, segulremos el tratamlento de Fulkerson {13], y que
_se I;Bsh en la construccién adecuada de una grafica blpartita, dade un
‘conJunl‘.o parcialmente ordenado. Para probar el teorema de Dilworth,

‘supongamos que e} teorema de Kénig-Egervéry es valldo.

Sea P={ x1 - .xn } un’ conjunto - parcialmente = ordenado.
Cor;struya.mos una grafica bipartita G = (S, T, 4) donde )

S:{al L .an}“ 'I‘=«{b1 .b2 e 'bn",
Ly (al'bJ) € Asikyséklt‘s ‘s’i %y < xJ B .

N" t‘:esltla're s ademds iqs gigul ntes .dos .

o prlmer elemento.. -




cada una; de ellas tlenc lungltud de al menos dos y.son aJenas por pa.res
dudo que M es’ un acoplnmlento. Se puede extender p’ a um partlclén en: :
cadenasp de P de manera ‘matural; Icgréndose estn agregandu todas las’ s

& ’cadenas unltarlas ‘que’ no estén presentes en Rt L R 4 mimero ‘de

elementps‘ en:la J ésima cadena de P.‘

na cublerta en:; G.

IQI IPQI l*’lf=

Del teorema 2, 13 de Dlluorth

! _Sea P. cualquler conJunto parclalmente ordenado y G=(5,T,4) la
’bigréflca correspondlente a . P Sea LG un conjunto maximo de arcos
ylndependlentes en-G.y C € SUT una cublerta minlma de G, utilizando el
primer. . lema’ exlste ‘una . particién en cadenas . P de P tal que
gl IVP] ='n.".Por el segundo -lema existe una anticadena U £ P con
|CG| + ]U| =-n.. Pero por el teorema Max-Mln de Kénig-Egervary, tenemos
gl = |CG' y.por ‘1o tanto |P| jul.
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alg tho pollnomlal para encontrar una particién en r.‘adenas minima v

una antlcadena méxima en un conJunto pa.rclalment.e ordenadn RN

LParn demostrar el teorama de Konlg—Egervéry suponlendo que
'cumple el teorema de Dilvorth,  se hace lo sigulente.

Canstrulmos‘: la ~‘grafica blpartita . C=(S,T,A) de gn br:'onJunto
pa.rclalmente nrdenndo. .donde la relacidn x > y define nrcos (x,y) €A,
correspondlentes axe€8, yeT. la impllcacién dcseadn se slgue de los'
dos resultados dados ‘a continuacién ]

1) Correspendlente a cualquier descomposlclén P. de _P exlstc un
* ConJunto ds arcos lndependientes M de G con |P|+|M| ]SlJl’l

11} Correspondiente a cualquier conJuntu Pv' de'elemenr.os
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En esta secclbn trataremos el problema del acoplamiento max~min en
gr{u‘lcas blpartlr.ns. tamh!én conocldo ~como problema del cuello de
‘botella.” El problema conslste en.encontrar en una grafica ponderada un

,‘acoplamlﬂnto ‘de mixima cardinalidad tal que el peso minimo de los arcos
"qvuel'la"l“érmen ‘Sea méxirﬁo. este problema utlliza la sigutente filosoffa:

"La’fuerza de una'céxderna' estd dada por su eslabon mas débil"™.

VUn procedimiento que obtiene acoplamientos max-min en gr.’u‘hl:ns
bipartitas 'de cualquier cardinalidad, Incluyendo la maxima,  es:.el
slguiente. - :

:» Iniclemos. con:el acoplamiento "vacio y un" conveniente "valqr- de
. umbral” W. En el paso general del algoritmo, un acoplmlenté pax-uin de

cardinalldad k ha sldo obtenldo. Entonces tratamos de encontrar, una:’ -

trayectoria  aumentante en la subgrafica conteniendo -todos.los  arcos:
.{1,J) para los cuales Wy W. St el aumento es pogible, encantramqs un
acoplamiento max-min de cardinalidad k+1.. Si el aumento 'no‘es posible,
el wvalor de entrada de W se reduce en lo necesario para pernltlr que el»

© aumento ocurra.

Sin embargo. es posible aplicar. un algoritmo mejor, quc se debe a
.Lawler [17] y se basa en asoclar un numero [J, a cada nodo J en T. Este
namero " indica. el nilvel. al cual el valor de umbral debe ser reducido,
para que J pueda ser agregado al &rbol alternnnte. En otras palabras nJ
W tal que (1,J) es un arco y el nodo 1
esta en un Arbol alternante. Los nodos estdn etiquetados completamente,

i 'tomaiel-valor-del mximo W

pero.ningin nodo etiquetado J en T se revisa, a menos que nJ = W
Cuande no hay mis nodos elegibles para revisar, W es reducido al méximo
valor de estrictamente menor que W, esto permite que al menos un
nodo aﬁxc!onal se agrege al 4rbol. Debe ocurrlr que el aumento sea
posible o que la etiquetaclén sea hungara.

Asi ensegulda se describe el algoritmo que obtlene acoplamientos
max~-min en graficas bipartitas.
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‘et1quetas no

et queta no revlsada, ‘dnnde 1': S_'

S !.ralpasola sile'r iralpasotnl.‘

Riayis'af' la etiqueta del nodo 1 {1 € T) como sigue. Si.el 'nodo 1 es

,exﬁuesto, vaya al paso 2, De otra manera, identificar el:unico arco
“(4,3) '€ X incldente al nodo 1 y dar ‘al nodo J la etiqueta "iv.
~Regresar-al. paso 1.1 .

‘Paéo 2  Aumentacién E X

Una trayectoria aumentante ha sido encontrada, terminando en el nodo
1 { Identificada en el paso 1.4 ). Los nodos precedlendo al node i en
la trayectoria se 1ldentifican hacla atras de etiqueta a etiqueta.
Aumentar X agregindole todos los arcos de la trayectorla aumentante
que no estén en X, y remover aquelloé que. s{ estan. Remover todas las
etiquetes de los nodos.  Hacer nJ miw ., .para Vcadnk node: § en T.
Regresar al paso 1.0 . ! B :

Paso 3 Etlquetaclén hungara ;
No existen trayectorias aumenta.ntes. y el acoplamento X es’un .
acoplamiento nmx-m!n de cardinalidad maxhna Altoi”




o' 12 apllcacién del’ algo: mbral, ‘sea la
“la Tlgura 2,13 1 ee
el ;acoplamlento’ max-min que

B Conio; N é.jémp!o‘,
,Slgrﬁf!éi’ h&erada’mostﬁbdﬁ
matriz de‘peébs;’Al gpllépr.el‘nlgorlﬁmb

srrespondiente

“'se obtlenee:

. = m= H-, =

s o en. S la sigulente etiqueta (1] = o,
1 ‘revisar, - las etiquetas de los nodos

no

A'slgnainos‘ a; :
‘(4 ='e

‘(21.= 9, (131 =7,
expuestos ‘tenemos
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ns=9 ,n~='3' oy =13 M = -1
S (81 =4, (8] = 4, (7= 3, [81.=4

.como”’ las uhlcaﬁ et‘lquetas no; revisadas 'estdn en nodos i € T con

'f_.nJ < \J ‘tomr\mdo masc { 9,3,13,-1 } reduclimos el valm- de W.quedando .como

W= 13 Y procedemos a revisar las etiquetas del nodo agregado-al arbol:

"que es: este caso es-1.=.7. Como el nodo.7 ‘es expuesto se ha encontrado
“;una-trayectoria 'aumentante: -7, (7,3)," 3.( ver figura 2,14 °);:mejorando ', o

l"faqopl'nmlento tenemos X-= {(a,7) } ., hacemos M= Ne= ni'=rna,g;—;:g:y;

‘reallzamos la siguienté tteraclén,

* Segunda fteracién

N = B
expuesto., 1a - t.rayectnria aumenla.ntu
acoplamiento X = (3,7, (4,5) } it

Ver-la figura 2.14 b)

disnﬂnulmos

2o B Tercerd -1teract 6n -2 : : i

Los nodos expuestos en S son revisarios:

tenemos .que

Mg=-8 =10

como W = 9, revisando.al hddo4'7 asig




Cugﬂ:a teracién

2,7+ "EL METODO HUNGARD'PARA'EL'PROBLEMA DEL ACOPLAMIENTO DE PESO

MAXIMO.

En esta secci6én trataremos el problema del acoplamiento de peso

maximo - en graficas bipartitas, que consiste ‘en

acoplamlento que cumpla que la suma de los pesos de
maximo. El procedimiento que se propone para el
acoplamlento de peso maximo en bigraficas ponderadas
primal-dual de programacién lineal llamado hungaro por
reconocimiento del matematico Egervary.
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" Por simplicidad, ~ supongamos .-una gréﬂca' blpartlta complef.d
G=(S,T,SxT), -con |S| = m,IT| = n, m s n, St tenemos una grAflca G’ que'

no. es: completa, -asignando un peso. de cero'a. los m‘cos tnltam.es de Sx'l“




R En el paso genernl del’: procedlmlento x es fax:tlble. uy vJ son
'dual facubles §

algunas de las ccndlc!on

'tudas las‘condlclones (1) ‘y+{3) se satisfacen, perc no
(2)
B prcced\m!ento de thuetacién de encontrar una trayectoria aumentante

'Entonces tratamos, por medio del

dentro: de ‘la. subgréflca conteniendo tnicamente arcos (1, J) para los
cuales u‘ +vJ5- V‘J ;EnA partlcular, una trayectoria aumentante esta
’formadn de.un nddo ekpuestd i’en S para el cual necesariamente ug > 0.

,:‘"'SI tal tx‘nyectorln puede ser encontradn el nuevo acoplamlento seréa

:; facnble. todas las: condiclones (1) 'y (3) contintan satlsfechas y una
mas de’lag condlclones (2) ‘serd ahora satisfecha. Si el aumento no es
poslble. entonces un amblu de a es hecho en. las varlables duales,

J

. sqstray_end 8 >:0.d It para 'ada odo en S etiquetndn y sumando 8 a v

¥ pﬁﬁa' cada

los cuales se: cumple que u

alternantes, Si-la constr‘ucclb de’ los 4rbole! rnantes; concluye sin

“que - una t’rayector'ln‘ aumentante" haya sido” encontrada,; ‘en‘tonces ocurre

una de_las slgulentee dos cosas. Ln euquetax:lbn es. renlmente hingara y

el ‘acoplamientc es de maxima cnrdlnaud d, 5 poslble continuar

agregando arcos a los arboles porque os nrcos"(i..l) disponibles

para ese propésito son tales que i v > "iJ

1




El algorltmo empleza con el t\:copié.miéht:

‘a mlsma cardinalidad. Lcomo ; se dem str é.

Sea xk el ncoplmiento de car'dlna.lidad k obtenidu por el: algoritmc.

y u‘. ;J sea’la so!uclén dual: fal:tible., Esco.]amos A= min { “1 +
Entonces X u

LT A Vi, A son soluciones factlbles primal 'y dual:para
el plablema de cardinalidad k y satisfacen las nuevas “condiciones. de
ortogonalidad indicadas, Se sigue due )(k es dev:peso maximo, . con
respecto a todos los otros acoplamientos cofitenlendo:k arcos.

Ensegulda se escribira el algoritmo que obtiene .el acoplamiento de
peso maximo en una grafica blpartita,
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deé peso. miximo’en graficas ’l»l;iartivta‘s‘

Algoritmo del ‘acoplamien

Aumentacl 6n

Unn trayectoria aumentante ha sldo encontrada. te minahdo‘en el "nodo ’

1 (ldenu“cado en el paso ‘1.4). Los nodos precedl ndo al’ nodo { en_
utiuzando flvn's o

“1 trayectorln son - identificados . hacia ° atrés,

feuquetas‘ Aumentar X . intércambiando los arcos ; en’la tra.yecturlag’
aumentante que no estin en X' por aquellos que estaban ¥

’ nJ = + o, para cada node J en T. Remover todas lu.s ethuetas de’ los',
. nodos. Regresar al paso 1.0 , 3
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“‘manera; X ‘es:

son.una

duales finales ‘uma4 lgualmente 24, 10 que lndh:a que -

Flgﬁra 2.15 :




lteracién 1

igqigntes etiquetas

5n5=n7=“8=n9=“10”w

S 3 e =

como - las, nicas -

=min { 8,
S8, =min {1
B=mln{alv
u, =7







101= 2y
liegamos a que: los

a): - . . -l b)
R T Figura 2. 16

n



2:8° " ACOPLAMIENTO GALE-SHAPLEY" PR

Enesta seccién veremos un Hpo especial’de; acuplamlento, pnra el
cual.Gale y. Shapley desarrollaron un algornmo que puede “ser. apucado ar

varios- problemas que tnvolucran la preferencla ‘en'fla. i‘ormacién de
pare jas, Supongamos que en clerta cumunldad conslstente de n hombres Yy
‘n-mujeres, cada persona ordena.a todas las personas del’ sexo opuesto en

concerdancia .a.su prefarencla para ser. sy pareJa matrlmonxal.

Por eJemplo supongnmos que hay custro hombres n:.B. 7 y 4 muJeres
AB,C, y.:D sus preferenclas pueden ser llustradas en ‘una matrlz de L

orden como 1a qua slgue

segunda, C tercera y ‘D cua.rt

Un acoplamiento  completo::

estan casados con sus. parejas, :

asignadas.

Existen tantos conjuntos pcs\bles de ma
acoplamientos completos, es declr 4!. Pero algunos de estos -son
inestables, por ejemplo & con A, B con B, [¥:con C, « con D. Bajo esta
asignacién & quisiera dejar a A, su cuarta elecglén,, en favor de B, su
segunda eleccién, mlentras que 8 quisiera dejar a B, su cuarta
eleccidn, en favor de A, su primera elecclén,

Un acoplamiento estable de hombres y muleres se llama acoplamiento
hombre optimal si todo hombre estd al menos tan blen bajo este

acoplamiento como en cualquler otro acoplamiento estable.
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sin” embargo no 1lo acepta,  pero’ lo colpca “ @
posibilidad de que alguno meJor 1legue m{é (arile

Estamos llstos para la segunda etapa. Aquellos hombres{que fueron
rechazados ahora ofrecen matrimonio a ‘su scgunda eleccién. “Cada’ chica
reciblendo propuestas cscoge su favorito del’ 'grupo consistente de’ las
nuevas propuestas y del hombre en su lista, s} es que hay alguno. Ella
rechaza otra vez a todos, pero al mejJor le da una esperanza.
Eventualmente ( & lo mas en n2 - n + 1 etapas ) cada chica habra
recibido una propuesta, y mlentras que alguna chica no haya reclbldo
propuesta habra rechazos y nuevas propuestas, pero como ningin hombre
puede prometerle matrimonio a la misma chica mis de una vez, toda chica
recibe seguramente una propuesta en algun momento, tan pronto como la
Gltlma chlca tenga su propuesta, el cortejo se declara terminado y cada
chica tiene que aceptar al hombre en su lista. g

Tenemos que demostrar que al término del algoritmo el acoplamiento
resultante es un conjunto estable de matrimonios:

Supongamos que un hombre X y una mujer Y no estan casados entre si,
pero X prefiere a Y que a su propla mujer. Entonces X deblé haberle
propuesto a Y en alguna etapa matrimonio y subsecuentemente fue
rechazado en favor de alguno que Y conslderaba mejor, entonces Y debe

preferir a su esposo que a X y por lo tanto no hay inestabilidad,

Al aplicar el algoritmo a la matriz del ejemplo dado al inlcio de
esta seccién tenemos lo sigulente:

El conjunto de propuestas Pi aparece en la sigulente tabla, las
propuestas con asterisco fueron rechazados
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ESTA TESIS WO DEBE
SALR DE LA BIBLIOTEGA

Propuestas -

" hombre « 'con,muJe.‘r,,C;’
. hombre: 8 Vcon'ii\l\xJer‘ 0

hombre: y con mujer: A
~ hombre & con’ mujer: B
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Hde (1) ¥ (2)

Por - el analisis hecho anteriormente  existen dos diferenclas entre
el algoritmo del moplan{{ento méximo -en -bigraficas y en graficas
generales, que se deben incorporar :

Primero es necesario detectar y comprimir flores ; segundo, debe de
ser posible descubrir trayectorias aumentantes apropiadas a través de
las flores comprimidas, para que asi pueda reconstruirse una
trayectoria aumentante en la grafica origlnal. La detecclén de flores
es sencllila y la compresién no es problemm, sin embargo no es trivial
realizar un algoritmo que haga estas operacliones de la manera més
eficlente posible. En la sigulente seccién se proporciona el algoritmo
de solucién al problema del acoplamiento de cardinalidad maxima en
graficas no bipartltas.
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B -'requiere la“‘actual’ contraccién” de’ flares en la graflc

E TR f ““ALGORITH. DE sbl.uclou. e

El algurl!.mo de soluclbn al. prnblema del acoplamlento mﬁximn . que

: B duemos en estn seccién se”basa en una lmplementaclén' nl algorltmo d
Edmonds. - .Se desnrrollarA un procec 1qu

trnladas como sl estuvieran comprmidas. N

'éxternas. m!smas que ‘son ldentlﬂcadas
cada nodo 1, un indice b(1) indica el node
estd contenido. S un nnd6 L'vno estd :zv:‘ontén!’d
bl1) =1, Asl dos nodos: lJ estan’ien. 1
b1) = b(J)

“trayectoria huiqenlnhté.

“.Inlclalmente se da la eflqueta ‘S§: @' "a todos los nodos
gxpuestéé. para enraizar arboles. Posteriormente se asignan S-etiquetas
}; T-gtiquetas a los nodos. Una S-etiqueta indica la existencia de una
trayectoria alternante de longitud par al nede 'ra;z, ¥y una T-etiqueta

‘indica la exlistencia de una trayectoria de lopgitud lmpar ( un nodo
recibe ambos tlpos de etiquetas s! y s6lo si es un nodo no base de la
flor. mas externa). Un elemplo de trayectorias aumentantes que surgen
entre los nodos raiz de dos diferentes arboles, se Indica en la figura
an
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" don e 1y .Aj"‘tien‘e'n f—ethheias. Supongamns que b(i) * b(J).‘ es decir

Tos™ nodos 1J no’ estan contenldos en la misma i flor. Entonces una

SR 'trayectoria aumentante ha sido encontrada sl i'y.J§ estén en diferentes

érboles nl terpantes y una nueva flor exterior ha sido formada si-estan
ben el mlsmo arbol. La pregunta de cunl» de estas sltuaciones existe se
resuelve realizando un rastreo regresivo a partir de las etiquetas 1y
J....S1 'se -obtienen nodos raices diferentes , entonces una  trayectoria
‘alternante ha sido encontrada. Si el mismo nodo raiz se alcanza en

ambos cagsos, entonces una nueva f{lor ha sido formada,

3.3.1 CONSTRUCCION Y EI'IQUETACION DE. NODOS EN FLDRIS.




B .obtenemos ;a se:uenclas

$ .2.13.‘4;5.15.

1 2, 3 4 5, S 8.
En est.e caso l a J
'de una flor con el nodo 3 _como
”estén en:la nueva “flor, el nod 3 s 50
su tallo.

hecho debe ser indicado por la exlstén':l‘ «

T-etlqueta en cada uno de tales nodosi+




qetecfad; ‘reallzando el rastreo
o de ‘i y:J tienen S-etiquetas

v J . tengan T-etiquetas y

~Tretlquetas . . en
3 vrgrgréso o por esto
‘una . T-etiqueta . en

- p-3'/'. seleid ﬂ:‘,'m

,‘n{ﬂ" i l'|1'|+2" St
< S-etiqueta, -entonces-debe de

debemos ' asignar .-a
correctamente.

Analogamente . Supongamos’. qui
41
la-etlqueta:

necesariamente “r' i

...damos-a-§

1]_;1 para que eLr'egrieso correctamente,’

" 'Pero aht;ra'suporigamo ~ necesita’una T-etiqueta y que "rﬂ
tiene ya una S-étiqueta.;;fi’ntpnées 1I;vdeb¢ ser el nodo base de una flor

preexlstent(‘:.‘ cont‘eniendo’.’ir*i’ . y.realizando el rastreo regresive de
la S-etiqqe;a en ‘i‘+1 "nos conducird de nuevo a lr. Entonces es
necesario -corregir esta’ equivocacién para no dar la etiqueta

‘:‘T 4 »:'fa‘l nodo Xli .“Lo que tenemos que hacer para resolver este

o STl
problema” " es. ‘encontrar: ‘el ~ ultimo nodo i, en la secuencla
1‘;,‘ ’ru' , lp que est4 contenldo en la flor preexistente con ‘r como

nge. Necesariamente k = r+2. Entonces asignamos una etliqueta especlial

T A

' .
ku.lk a ‘r' Esta: etiqueta se Interpreta como sigue: Existe
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descubliertos.
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382 - ALGORITPD DEL ACDFLAMIENTO DE MAX[MA' CARD[NAL!DAD 'EN GRAFICAS

Paso 2. . Aumentacldm
“Una trayectorla sumentante . ha’ sldo encont da*

< S nqueta del” no lo 1 alizando el sigulenle"

; rccedlmlento parn cada arco (1 Bh) ¢ X chidente al nodo l ‘g1

; b(l) =" b(J) o' hacer- nada.’ De otra ma.nera. ‘st el nodo..J tlene
i una S-ethuuta. reallzar el rastreo regresive de las
: S:éthugtns en.los nnvdos 1,J-y st hodos‘l_'nices diferentes son
nléanzédos. ir al paso 2; si el mismo nodo raiz es alcanzado
ir:al: -paso. 3.. Sl:el:nodo J. no.esti. ethuetndo aslgnar a‘jila
ethueta *T.: 1!, Cuando la revisién este completa regresar -
al paso 1.1 .. : k )

1.3 " Revisar 1la T-etiqueta del nodo 1 como sigue i encontrar el
Z.fnlcoorco (1,3) e X: incidente ‘al nodo 1.. S1-b(1)=b(J) no.
: hacer. nada. De otra manera, si el nodo J.tiene’

T-ethuer. "
reallzar el rastreo regrestvo de las T—enquetns en los nodos
1,J v si nodos ralices diferentes son alcanzados, | ir Bl paso. 2;
“si ei mismo nodo raiz es alcanzado ir a} piai:oji! Sl ei nod9 J

no esta etlquetado asignar & J la etiquéﬁ
'al paso 1.1,

‘Regresar

el pi ;1,37 Aumentar-’ el o
etiquetas de los nodos y aslgnnr ¢
paso 1:0 ‘




g Veamcs la apl! aclén dc este algarltmo a.un eJempln. Sea. G (N A)

8 una graﬂcn e

E que se’muestra &

"més externas lb(‘J) par;a cada’ nodo

J! 1 2

[N[ = 14 [A] = 15 l:on un’ ncopla.miento iniclal como el

la Ngura 3. 14 Y El elemento lndlcadar de floraclones,

R es el sigulente

34 s's'/7_a §-.10. 11',12 ;13 14

w12

Al apl icnr el

expuesto; 1, llegam'

del ‘nodo:9, detect
. exlste una flcr B1

347576789 100 1171221314

nl euquetado de la flgura 3. 15 Pero a partxr e
10" una S-ethuetn en el nodo: 11 lo que impllca que 3
rormada por los nodos B, 8, 9 11 y 10, «con nodo base §




que-es 1 =3, Las




Pero elkb nod

adyncente;n:qm qus

nodo ' base . de; uhu".yly‘yl
caféce de 'i‘-e'.lquét
EL, Gltino nodo ii;
preexistente }




© Flgura 3,180

Prlmern. desde 1a S-etiqueta en el nodo 13 encontramos por rastreo
regreslvo 1a trayectoria al nodoe rafz 1, P1 : 1-2-3-5-7-12-13."
" Segundo, desde la S-etiqueta en el nodo 11 hasta el nodo 6, se

i obtlene la trayectoria P2 : 6-10-11.

Finalmente, al agregar la arista (13,11} amos la tray
completa P : 1-2-3-5-7-12-13-11-10-6. ’ .

ia

Como la trayectoria final desde el nodo 14 une dos nodos raiz,
hemos encontrade una trayectoria aumentante. Al actualizar el
acoplamiento utilizando esta trayectorlia, obtenemos la solucién 6ptima =

al problema del acoplamlento de maxima cardinalidad con [X] =.7,. pues: Lo

no existe ningin nodo expuesto como se puede observar en la figura 3.18

Figura 3.19
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cubierta debe tener al menos r&l _nndus
(una’ * cubierta  minima ~‘debe “ tener
exactamente r+1 nodos). En-la: figura
3.20 observamos una grafica G que es
un ciclo Impar de cardinalldad 3, el
acoplamiento maxlmo consta de un sélo
arco ~el ondulado~ , y necesitamos al
menos 2 nodos (l.,e. r+1=2) para
obtener una cubierta de nodos. Figura 3.20

El problema dual del acoplamlento mixime en grificas no blpartltns.'

es un problema de recubrimiento minimo, pero de .una clase .especial de
conjuntos de nodos, que son conocldos como conjuntos impares de hodos.
¥ que veremos a continuacién,

Sea G=(N,A) una gréfica y Q ={ N;,/ N, .. . Ny} una familia de
subconjuntos de nodos de G, donde cada N1 contiene un nimero impar de
elementos.

Si INi] = 1, declmos que Ni CUBRE todos los arcos que Iinciden en el
Unlco nodo de N1 , ¥ que yla CAPACIDAD de N‘ . denotada c(Nl) es 1.
Cuando INXI = 2k+1, con k = 1 ,: entonces N; cubre todos los arcos con
ambos extremos lncldlen@o en nodos que pertenezecan a Ni y la capacidad
de N1 es C(Nl) = k. La familia Q es.llamada RECUBRINIENTO DE CONJUNTOS
IMPARES DE NODOS,. si ‘cada arco de G es cubiertc por al menos un
subconjunto N1 €Q. La capac!dad de Q, denotada c(Q) es igual a la suma
de las capacidades de todos los conjuntos impares contenidos en Q.
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_es,élg,s‘l‘gulg'nte ¥inos: dic

;- numero’de arcas

or }gﬂ'nlé!én de Q,..todo arco.en X es,cublet‘tulpor algin Ny '€ Q, ¥

) comé X es.un acoplamiento a lo mis hay un arco acoplado incidiendo en
‘ h ‘; ‘el nodo. Entonces, el nimero de arcos acoplados que pueden cubrir cada
' N‘ €q, es'a lo mas, lgual a su propia capacidad C(Nl)' Por lo tanto si
sumamos las capacldades de todos los Ni' estaremos contande los arcos
del acoplamiento X y ademas las posibles repetlciones con lo que este

namero al menos igual a |X| , es decir |X| s ¢e(Q) g

Una manera de demostrar el teorema de Edmonds consiste en construir
. .
un recubrimiento minimo Q, m partir del! acoplamlente X de maxima

cardinalidad (obtenido en la seccién anterior), es decir queremos

K] = @’y
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Re ordemos que el algorltmo del acoplamiento. maximo en graficas no
hipar as nvanza construyendo ‘rboles alternantes, encoglendo flores,
,"loculliéndof‘ t.’ ectorlas ‘aumentantes’ y actualizande: el acoplamiento
hastn'que los arboles obtenldos en la gréflcn son  hungaros,

lo quc

‘ucoplmnlento e, es “maximo "y se puede "

dela secclén antericr),

el ‘igorqmg 3.4

RESTO DE LA GRAFICA ™"

Figara 3:21° ==



g H N .
impares;: de:nodos Q ;en}' B

*,Flnnlmente si hay n*aristas’" cun mnbos extremos en nodos. sin

‘etiqueta, habra 2n de tales nodns Y n arlstas acopladus entre ellos. s1

s 'n'='0,""el ‘recubrimlento: Q esta completo y 'tenemos |x |—c(0) 3

n'="1,"'elegiendo cualqulera de los -extremos de  la arista {p,q) . como
: conJunto Np de. capacidad 1 'y Q esta asi completo. Cuando nz2 elegimos
alguno de 195 2n nodos ‘como conjunto Nx de capacidad I, y los restantes
2n-1-"nodos forman un. conjunto de capacldad 1mpar conteniendo. n-1
“aristas de X.. Asli se completa el recubrimiento Q' que tiene la misma
“éapaé’idad que. |X'|. Por la condicién que demostramos en la prlmera
parte X' es maximal y Q- es un recubrimiento de conjuntos impares de
nodos de capacldad minima en G.g
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o El tratmnlento para hacer del problema P un prablema con suluclones

enteras 0-1, se'basa en el teorema general de dual ldad - Teorema 3.5~

: para el acoplamlento  ~ maximo, - que lntroduce Lun rconJunto “de
deslgualdades. relaclonadus con los eonJuntos meares de nodos ‘de G.

1 nodos; entnnces el

i Sea Rk cualquler subconJunto impar de'

acoplamiento maximo que se puede ohtener ‘en él es.de’ cardlnallda.d L



entera " cuando”'W :
acdplmnlentd méx!md. Sin. embargo no-se ha astablecldo

una“ solucién-’ entera " en el 'caso ngs” general,
'desarrollandn un procedxmiento que calcule una’ soluc
una solucién dual para cualquier conjunto de’ :

El problemﬁ dual (D) es. e

Hlnyn):u ‘}:rk 2




etecta una trayectarxa aumentante,
nodos expuestos i y J para los cuéles I.l1 =4

sat sfacerse‘; Se reallzan cambios: en el acaplamlen

flor comprlmxda tal que ‘el acoplamlentu contlnﬁa siendo maxlma dentru

(3) con nua .slendo

'de cada flor. ‘Asi, ‘cada una 'de las cundlclone
sgtlsfechn después de. cada iteracién. Como la trayectorla. aumentante

1

involucra sélo arcos: (1,J) para los cudles u, + uy +¥ Z= lJ . todas
las condliciones (1) continuan siendo satisfechas. C .

Si'no es posible agrandar los 4rboles , es debldo a que todo arco
(1,3} cumple que’ ug + uy +«F 'zk > "U » tratamos entonces de encontrar
un- valor aproplado 8> 0 para.que al menos un arco (1,}) se - pueda
agrega}' a un 4rbol-alternante, reallzando los siguientes camblos en las
..varlables dui\les.' Para cada‘nodd i con.una S-etiqueta y cada nodo- §
dentro de una flnr mas externa cuyo pscudonodo tenga una S-etliqueta,
reste a de ui
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) ‘es un nodo con una ‘S-etiqueta &
estA conten\do en una flor mAs externn cuyo pseudonodo tiene

_una S-ethueta.‘mlentras que el }\odo "3 'es "un .nodo sin

etiquetar ..o estd’ contenldo : .en unn- flor mis externa cuyo
pseudonodo esté sin enquet.ar.k—'entohées se requiere que

u-8' ) +u -z

CLuy-e My
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Supongamos que se e xge ‘stru‘lc!er‘ntem te. grp'nde

ngléndo 8.9,
ndlclones (2);
lucl6n dual son L
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- ALGORITHO

DEL “ACOPLAMIENTO. DE | PESO MAXIMO.*. " 7/

fables ‘duales

nasimo ci '8, mcorde a las condiciones de [4] &
:los camblos aproplados a las varlables duales. Si la'k
“condlclén l41‘ esta : restrlngiendo. alto; . El acoplamlento Y ln :

“soluclbn ual’ son: 6pt.imas De otra forma, expandlir:las flores :mas
"axternas pnra las cuéles zk 0 y regresar al paso 1.

Resolveremos un eJemp\o del acoplmnlento de peso méxlmo en grﬂ‘icas i
generales. con:la ayuda de est.e algoritmo. - 2
Consldere la-grafica ponderadn de la ngura

"‘2, ‘(:\o»n ‘Nl é‘lO v
M= e T







;
0
c_Je_s

Figura 3.25
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Modiﬁcamos po(
8 es 8 1,

z a’ onstrucclén de érboles. ,encnntramos ‘que 1
(Bl 8) convpeso !gual a-:10 ‘aumenta -la cardlnnlldad del acoplamlentc,
Hcomo se aprecia en: el diagrama a de la flgura ‘3,257, Al reallzar 1&
asignaclén dc ethuetas nuevamente, - descubrimos la. flur 82 -l‘ormada por
‘las arlstas con - nodos - en { B1,8,10 }‘ a }aartlr del nudo
comprlmlr B2 obtenemos la graﬂca b'de la figura 3 25" ha.clendo Z2 =07

y. Ty =2

1e! do 8 = 1/2 restrlngldo pnr
!ables duales nos: lleva alll

con 2 2(1/2) 1. Al realizar la a.élﬁnaélbh de ethuetas.r lo'gram‘oéi'k~

que ‘partié del nodo - B2, lo que 1mp11ca que pod:mos -
acoplamlento,  diagrama a de la figura 327. ‘al' modli‘h:ar gl‘.;

acoplamlento obtenemos el d!agra.ma b'

i1



lgual mcnte !
1mpare5 -




ALGUNOS ASPECTOS NECESARIOS PARA MPLEHENT UNV ROGRAMA'

Tratamlento de l'lo;'esﬁ :

El mane.jo de flnres es mucho mas compucado -que “en el caso .del

problema del’ aeoplnmlento méxlmo. pues - no. es suﬂclente registrar

solnmente las flores mas externas porque cuando. una flor ‘es expandida,

.5 necesario. conocer culles Nores cqnsidemqqs ' estén - anidadas

lnmgdihtmente dentro de ella, para que Vg'aslwesrtas flores puedi\n ser

“zi:consideradas  de. nuevo .flores  mas:. externas,  Cuindo una aumentacién

".’'ocurre, 1as flores con.variables duales estrlctamentes positivas deben
de - ser mantenidas para su uso en ‘la sigulente aplicacién del
procedimiento de etiquetacién.

" Por lo dicho, se debe mantener un registro explicito de todas las
flrdres, sus ‘nodos base y sus relacliones de mldaﬁiento. Co}no antes,
"identiflcamos el nodo base b(1) de la flor mas externa de la cual uhk
nodt} i forma parte. Las flores anidadas pueden .tener el mismo nodo base
{de aqui{ que las flores no pueden ser ldentificados Gnicamente por sus
“nodos ‘base), pero dos flores mis externas distintas no pueden tener el
mismo nodo base. Llamaremos a un nodo 1 un_neodo. base si b(i) =i,
aunque up nodo puede no estar contenldo en'una flor. De forma similar

podemos hablar de “nodos  contenidos en la-‘misma flor mas externa como
1" aunque i no esté en una flor. En este caso, nos referimos solamente

al nodo { en si mlsmo.

En el problema del acaplnmlento maximo solamente las flores mas

o externas son de. -consecuenciun’ y 'los’nodosibase de estas flores_ ticnen

unlcamente S-ethuetas. Aqul exlsten 4 tipos distintos de flores:

4

- ho

2%)) j_Flore_s no ~ati‘,‘"’ H .\;u.. pondiendo ‘a .

“'etiquetados.? E1 - nodo base no”tiene etiqueta. la r‘lbr o8 mas

,_éxlﬁérna y su varlable dual -es estrictamente pasitiva.: .
2) S-fiores, correspondiendo & p dos S-etiquetados. El nodo
- ‘base tiene una S-etlqueta, pero no una T-etiqueta. La. flor es

mis externa y su variable dual puede ser posltiva 6 cero..
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Sy -Retener::lag
etiquetacién.

3) forl"églr, Igé
. trayectoria ai



lgue. prlmero identlﬂcamos todaa las
terna.s) an través de las ' cuales:la. .

eé;n eﬁ la’ flor,

thuetasparabson's:‘l‘y‘T:J'.

‘tlene, a § .como su nodo base,
B3.con b' (3) =a.-" CEL LT

ﬂores Bl. B2 .y, 83 _son respectlvnment.e,‘

“Yos'

nqd_os . que t‘orman pa.rte de



oJ :rfuera' de ‘Bl. ‘tener‘nos”ql.m para" b(l,)’
“procedlendo ‘deforma analoga -

- " Trayectoria  Aumentante

B3

~Figura 3.29




Figura 3.30
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Inlciar de cua)quler véruc ; g ica,  ‘cada 'véz.que una

Bris'.a ha ‘sido atravesada borrarla de la rafica.: Nllnca ‘atravesar’ una

arlsta s1 cuandu remueva esa nrlst rafica ‘se - divide: en” dos

. componentes conexas.

Como”el’ circulto-pasa. por: cada’ arjist na’sola:vez, ‘esta ruta es

éptina, En. este caso :1a’ longitud

tnlma’de un-circuito’ es ‘igual al
‘numero de aristas’en”lagrafica .




: Supongamos ahora que. la grarlca G es no Eule ana,” el método de

solucién ‘que propuso Mel -Ko Kwan fue comenza.r cnn cualqu er- solucxén i

I‘actlble , descubrir clclos negativ con - clertns aristas 7 reall al‘" :

. grada lmpar. 1,2.4, 5 Segun Kwan un conJ

solucién.  Todo lo que tenemos que. hacer es dupllcar aquellas a.rlstas

. estaban dupllcadns. asi las arlstas dupllcadss Llenen 1

nsuallvo >

Enseguida veremos. la solucién que. propone Endmands. que resulve.‘, X

como subrutinas, un problema de rutas mas cortas v un: p oblema de

acoplamiento perfecto de peso minlmo.

Consideremos un Clrcuito del Cartero Chino (CCCh).kl el un .Clrcuito
que utilice todas las arlistas, Reemplacemcs toda arista’ por un cnnJunto ki

de copias paralelas de ellas jgual en cardinalidad al nimero de: veces

que el CCCh usa esa arlsta. Demostrarcmos que esta g multlgrﬁf!ca :7‘»
contiene un circulto Euleriano. Reclprocamente s! una grafica Eu’leri‘a.‘ng Lk
se obtlene de G multiplicando aristas, entonces una trayectbﬁlq

Euleriana en esta grafica da lugar a un CCCh en la grafica original. s
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de* Qr_mio ,;mp;\r s pa »

'Sea M un conJunto de trayectorias de G { dlgamos "U ) entre - los
vértices t‘lnales 1,J € N, “tales que 2 trayectorias no tengan algun
extremo en comun, es decir las trayectorias son entre pares de vértices
ajenos ‘de N_-y constituyen un acoplamiento de parejas de vértices. El
“ntmero . de ‘tales trayectorlas “iJ en M es 172 |N | ¥ como se demostré
que- IN ] es. slempre par, el nimerc de trayectorlas slempre es entero.
Suponga ahora que todas las aristas formando una trayectoria “iJ son
afiadidas a G como arcos artificlales en paralele a las aristas de G
existentes. (En primera instancia, esto significa que todas las aristas
de G que forman le son duplicadas). Esto se realiza para _tcda
trayectoria Hyy € M y la multigrafica resultante la denotamos G (M}.
Como algunas aristas de G pueden aparecer en mis de una trayectoria "‘lJ
algunas arlistas de G (M) pueden, después de que todas las aristas de

las trayectorias han sido afiadidas, estar triplicadas,

MIJ
cuadrupl fcadas, etc.
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reciprocamente

Demostra‘cmn

Siiun circulto recorr G, entonces al“menos ‘una
‘todo: vértice B ‘grado
recorrida dos veces: puede ser: consldernda como dos’ arxstas pa.ralelas.

ar ista lncldente a

| mpar: debe ser: recorrlda 2: veces. “(unaarista

otra artli'lclal con a.mbas recor‘r‘ldns una sola vez). Sea
lsta, Sl el grado 8lk). en G es mear _entances: la adiclén
na arista. art.u'lcxal haré g(k) par ¥ esta arista debe
e‘ recnrrlda dos veces hasta que i y k. son alcanzados.

g sl g(k) es par entonces la adk:lén de la arista
N nrtu‘lclal hara: ahora a(k); lmpar vy una segunda arlst.a surgida de k debe
otra arlsta flcticla se agregd).

: tamblen ser recorrida dos ‘veces (1

El érgumento cont.lnua de .k hasta que u.n vertl::e de :grado " Impar -es
r'.;alcanzndo, ‘como ya se menclnnb‘ Asi para saust‘acer la condiclén de
nlgun otro: vértice .r de N

2 .‘recorrer 1, lna, trayectorla total de

e recorrida dos’ veces, Esto automﬂtlcamente satlsl‘m:e 1a
‘ lclén da atravesar el vértice r. Slmuarmente para todos los otros
= vértices 1 de Ni: lo que signu‘lca que “un conjunto M de rutas de G,
como se de!‘inlernn. deben: ser recorrldas 2 .veces, 'y por lo tanto como

: todn arista de G M) debe ser recorrida una vez eI teorema se sigue.y

Basado en este teorema obtenemos un,algorltmo: muy ficilmente: es
necesario encontrar. el conjunto de trayectorias M. .{acoplando vértices
de grado impar)} que produce el mlnln{o costo gd!clunal.' Por-esta razén
el costo minimo de un CCCh en G debe: sér lgual . a la ;suma de los costos -
de las aristas de G més la suma, de los - costos de las aristas en las -

trayectorlas de M .




Algoritmo de. solucién al ‘prpblema'dei carters qhiné

;arcos ‘en. el clrculto de, .
cos o mlnima de un TCCh. - (tomnndo los costos de :
i h:lales como los de arcos reales)

-.Es: claro,,entonces que un CCCh éptimo no -usa algun arco mAs de dés
nE 'veces. Puesto que si 1o “hiclera; -

entonces* en la grafica Eulerlana; :
qorrgsppndlentg. dos coplas de esta arista pueden ser removidas,

‘pero
ntonces : \.in;'trayectarla Euleriana en la ‘grifica resultante debe

‘corresponder a; una CCCh .m&s corto en la G orlglnal contradlclendn la
‘.~6ptlmalidad

a‘grérlca G. encontrar el namero mlnlmo ‘de’ ar

_que la distancia total recorrrida sea ;mln‘ima.

Los nodos con grado impar son el conJunﬁo'N-
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Figura 3:34 <"



pm"a repr ntar -las: gréficas. Zen:la:segunda seccién se

descrlbe'l":' ln estructura general del” programa 'y los procedimlentos de
', maym- relevancia dentro’ del programa y posteriormente se da el manual

para el usuario donde se brinda la .informaclén necesaria para un

aprovechamlento épnmo del paquete. "Por ' dltimo se  muestran ‘algunos

3 eJemplos ‘que " se resolvieron - utillizando" este - paquete;: asi’ como- las

: concluslones
4, 1 ELECCION DE LA ESTRUCTURA DE DATOSV PARA EL ‘PROGRAMA. . i

Una: de’ las cuest}cnes imés lmportantes para lograx; un"progr’-ama

eficlente " en  cuanto a espaclo
representacibn que tendra dent "o d

.Como  este trabajo, ‘en ‘su - mayor

dlrlgidas. empleamos las dosw‘epresen

las listas de adyacencia. N
il o lal matrizodes ady\xcencia: para’ una;

|A| = m se .definlé en.el primer capitulo. como ‘una matrli de dimensién
n' X n .con elementos. uno. en 15 entf-édﬁ ,(‘l,J) si:en la grafica sge
encuentra la arista entre el nodo’ 1 y el nodo J, ¥ cero en otro caso.
La "desventaja en_él uso de’ la:matriz de adyacencia es que se
desperdicia la mitad del esbac!o dela matriz , pues por construccién
la matriz es, s!métrlcn para graficas. nodirigidas. S!1 es poco densa
(1 e.;el m’xmero de aristas es pequeho). el desperdiclo es mayor ya que
la matriz COntendré ceros; en Xu mayoria de sus entradas. Por otro lado,
"‘entre las ventaJas de su uso,  es que para graficas bilpartitas
aprovech" do la: proposiclén 1. 2, se- puede reduclir el espacio perdido al
utlllzar sélo la. submatrlz ‘de: 16s nodos en el conjunto S contra los

noqusbe el nJunto T de lB. blpa.rtlclén.
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rpero” cuando se trata de una gréﬂca densa, el volumen de memoria es.

casi el mismo que utllizendo la matriz de’ lncldencla’ an este caso la.
“‘eficiencia del programa dependera del tlempo “de” eJecuclén que ‘es mayor‘

.con esta implementacién.

Dadoc que el interés en el desarrollo ‘de esta primera . versién del
paquete es didictico, y no era el de construlr grafices demaslado
grandes, se decidié utilizar 'la Implementacién de 1a matriz de
adyacencia para los problemas de acoplamiento en graficas blpartitas,
llmitando el numero de nodos a 20, diez en cada subconjunto de la
blpartlclén,  para desarrollar ademas una representacién en  modo
grafico de la solucién del problema del acoplamlento miximo en
bigraficas, ' ‘as{ como su problema dual: la cublerta de nodos de
cardl’nal idad minima. Tamblén se presenta en modo grafico la solucién al
problema del acoplamiento de peso maximo en bigréficas ponderadas.

- Para el caso general del problema del acoplamlento miximo se
“décidid utilizar la representaclén de listas de adyacencia, para hacer
mas eficlente la rapidez de ejecucién, ademas de que la presencia de
ciclos de cardlnalidad Impar y el desperdicio de memoria al utllizar la
matriz’ de adyacencia hace ineficiente utillzar esta ultima

répresentm:lén, para la resolucién de este problema.

4.2 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

A lo largo de este trabajo se plantean y desarrollan nlgorltmps
para la solucién de varios problemas de la teoria del a;op';lgmlvexv\to, cse’

decldié realizar un paquete computaclonal que »r;yesolylerja'ualg\inds' de
estos . problemas, proporcionando las  ideas. ‘;generales Joparala o
construccidn de los demis casos. . : Vi .
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it El procedlmiento Lectura varia segin el prohlema a resolver asfien
la npclén .de. PRESENTACION .DE UN EJEMPLO . GUARDADO:--EN HEHORIA para cada’
problema Lectura, lee del disco los datos de una grafica bipartita, . de

una grafica bipartita ponderada, de una grafica general o las matrlces o

de ‘preferencia para un acoplamiento de Gale-Shapley, segin sea el caso,
»...Cuando '1a opeién es SPLLEIDN A UN EJEMPLO DADO POR EL USUARIO, pide:
los dat’.osvnecesarlos en. cada caso. En .el problema del acoplamiento
méximo en bigraflcas, pide el nimero de nodos en cada conjunto:de la”
biparticlén, las aristas de la grifica y si ‘el usuarkio' desea ' un
,‘écqplam‘iento Inicial, i

Procedlmlentu VERIFICA

por el usuarlo.

Procedlmlento EJECUTA - |
Reallza el cé)culo del acoplamlento

Procedimiento. RESULTADOS

‘Presenta la solucién a los problemas..As{, por ejemplo en el caso
del acoplamiento de peso miximo en blgraficas presenta las matrices de
incldencla de nodos en S contra nodos en T de la. grafica utilizada y
del acoplamlento obtenido; el valor del acoplamiento 6ptimo, 'los
valores de las variables de la soluclién dual y la representaclbh en
modo grafico.

Para el caso del problema del aroplamiento maxlmo en gr&“cas no -
blpartitas se presenta el acoplamlento final obtenldo y el numero de

nedos expuestos al finalizar el algoritmo.




ELECCION =

PROBLEMA DEL ACOPLA-
MIENTO DE CARDINALI-

DAD MAXIMA EN GRAFI- |]

CAS BIPARTITAS.

PROBLEMA DEL ACOPLA-
MIENTO DE PESO MAXIMO

EN GRAFICAS BIPARTI- []

TAS,

SOLUCION &

UN PROBLEMA

DADO POR EL
USURRIO,

PROBLEMA DEL ACOPLA-
MIENTO DE MAXIMA

CARDINALIDAD EN GRA- ||

FICAS GENERALES.

EJEMPLO DE SO-
LUCION f UN

~| PROBLEMA GUAR-

DADC EN MEMORIA

PROBLEMA DEL

_ACOPLAMIENTO DE

GALE-SHAPLEY.

FIN,
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I.ECTURA
EJECUTA
RESUIL TADOS
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i
i
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‘
I
'
1
+
'
v
'
1
'
t
'
'
1
'
'
'
1
i
]
'
'
i
]
'
1
i
)
|

MENU
PRINCI¥YAL
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prublemas. el numero mﬂx!mo de nodos. es de 20. slendo 10 el mﬁxlmo
'para cada ‘uno de los conJuntos que forman parte de. la blpartlcxbn.

Las prlncipales variables utilizadas son:

_ De’ ENTRADA : )
; ‘n.P‘v B de Mpo entero

* Guardan ‘la cardlnalidad de

: Y 1a b@graflca‘ respectlvamem.

G ¥ o Mat
"'Donde” Matriz es un arreglo

G Guar:'!_p‘ 1a ‘matriz de-inclidenc
W Guarda los T

“De SALIDA :
A de tipo Matriz
A guarda el’ acoplamlento

programa.

B /del tipo ConJT
Donde’ ConJT es un conJum.o de enteros de 1 hasta. n#p :

B. contlene a los: nados que forman. parte de la cubiertn mlnlma,' de .

nodos.
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DA,RA, W, V.TC . del tipo ConJT i
¢ Donde Can_ﬂ' es un conjunto de enteros de 1 hastn 1+

DA es’el dominio del acoplamiento.
RA es el rango del acoplamiento.
WW contiene al conjunto de nodos expuestos d s

¥V contiene al conjunto de nodos expuestos de:
TC contiene a los nodos de T. R

sc del tipo Conjs
Donde ConJS es un conjunto de enteros de

SC contiene a los nodos de S,

Pogielén_encontrada de tipo léglco.
Se iniciallza con falso y permanece en ese estado hasta que una

trayectoria aumentante es encontrada. - - T

Ensegulda se muestran los dlagramas de flujo de los programas que
resuelven los problemas del acoplamiento de madxima cardinalidad y del
acoplamiento de peso miéxime en gréficas bipartitas, Jjunto con los
dlagramas que muestran el caso de la presentacidn del ejemplo guardado
en memoria. Al compararlos vemos que la Unlca modificacién se encuentra

en como lee los datos de entrada.
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Programa que obtiene el acoplamiento de maxima
cardinalidad en graficas bipartitas.: ..o

{ Inicio

“ | Fr, POENATRZELGRAICH . -
Obtiens ¢l aumers de tienentos de
lgf_cgruuntos $yTeondzny;

R o UIgd .
castuu 1a matriz de incidencia
o rados en §vs, nodos en i

agcgml‘eﬁf 8i Inicia con el
dado por.e | acoplamiente
usuario vacis

£
7 valido ¢l
accplaniento

i



CCONTINR L.

ient

" Programa édéhbtieheiél-écﬁbiém d
R bipartit

“-cardinalidad en grafica

< Iniclaljza variables que gcuta
para caleular zé acop}aniento

de cardinalidad maxima,

e mRINCIRAL
Hulizl'hrfms edardvl'naph-
niento de cardinalidad maxima.

ALkl
i

THET) o
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Proqrama que -obtieng el acoplamiento de peso
: mdximo-en graficas bipartitas.

Pr, PIDENATRIZBIGRAFICA
?b tane ¢l nuners de eltnentos de
gs unJuntn; Syl

o ¥ig2
hstun h mmx de snndmcu
e nodos en § vs. nudcs! 1

aplury el pesoide lns mos -
¢ 13 mtriz,

Inictaliza vm?hles anh’
ara caleular e unphﬂ
e peso maxing,

cirn R
: Rill za a éu qurﬁa d:l 360
~planlento de peso maxino, -




‘Programa Euemplo del acoplamiento de peso
: Maxmo en graficas bipartitas,

C( tmieio )

heniid lax d:in: 42 uny
33 bipariita ponderada,

l»ienl{u variables que ecups
g:rg 2. :ulu !l acoplamiente
e .

Fr. PRINCT
Realizila { swdi;del [
;qun(o & Fesp nmnc .
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de tipo entero
n i'x‘ndlca el nimero de nodos de la grafica,
m indica el numero de arcos de la grafica.

'Inodo Jnodo -~ vectores de tamafio_lxm,
Inodo(k) - y Jnodo{k) son los nodos (l J)
grafica dada.

De- Salida

Par Es un vector entero de 1ongltud lxn.‘ o
con Par(i); e, e n
Sl Par(l) = 0, entonces el nodo i es nodo expuesto.

El nodo - 1 es acopl

,Naacnp de tlpo entero.
Indlcn e1” nimero de nodos no acoplados




Dentro ‘de ‘los ‘pracn:édlymlrento tenemo ., las élguienf&s’ ariables:
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Prograna que ghtiene el acoplamiento de mdxiMa
cardipalidad en grdficas generales,

( tnicie )

. Pr, PIDEMATRIZGRAFICA
Obtient el nusero de nodos f 3
aunerd de arcos de 13 grafica,

it e o
Joﬁ. !qs areos a; ?i 9_1';1{;;1.‘ .

T e h:rnz'szuln e
“Realiza la f""”ﬂ acion de Ja
gralfica.por listas de adyacencls

{7 il bussueds utittzanda o
acoplantento vaclo como inicial,

LT, aévm S
-Realiza ¢l calealo del acaslr
menloje naxing cardinal idad,




o

Programa Ejemplo del acoplamiento de maxima
cardinalidad en graficas generales. .

( Inicio )

Pr, LEEGRAFICR
Lee d2 mémoria 105 datos -de una
grafica general, :

a1 AEPRESEATA
Realiza 12 fgmm ac}on R
grafiea por listas de adyacencia

lnh]'a 12 busqueda ulilizando rl
acoplantento vacio cemo-inicialy

: o b L pr AEORLA T
e s T e

3 Frguﬁh resaltados )
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referenclns‘de las hombres (muJeres). cbn

respecto .a-las’mujeres ( mbres), “respectivamente.: o sl

De'Salida’’’

..-Prefer_ - Arreglo entero de tamafio 1xn.
Prefer{i) indica la preferencia actual del hombre i. - e s

Rechazado Arreglo léglico de tamafio 1xn.
Rechazado(i) indica si la propuesta del hombre 1 fue rechazada.
En el procedimiento ACOPLA_GALE, tenemos las siguientes variables: .

Lugar_0,Acop,0Ocup Arreglos enteros de tamafio 1xn.
Lugar_0(1} lndica el ndmero de preferencia del hombre .
Acop(1) indica la pareja de la muler i.
Ocup(1) indica quien esta en la lista de espera de la ﬁujer, 1.

Ensegulda se muestran los diagramas de flujo de los progmlas que -
resuelven los problemas del acoplamiento de Gale-Shnpley. s ; k
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Prograna que obtlene el acoplamento
de: Gale Shapley.

R ( Inicio )

U B PIDECASDS - -
Pide .al usuario que proporcione
¢l nunero de casos. B

e FREFERERGIAS |
Pids los ordenes de ;retmn:m'
Sautilizari

PR ROPLEGOLE
Rnlxu Ia busqueda de} Ifﬂ?h‘
honbre optim %
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Programa E.JeMplo del acoplamento
e Gale-Shapley.

inicto }

Lee d f\rmcﬁglsg dnos d! un
e T
acoplaniento de Gale-Shapley,

i {nzrfisncxas
Frexmta h afriz de preferen-
;cus autilizar, -

I.
R Iin u hus uedi d
* ento ho:bn op
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o

. vacio) Busca un nodo expuesto en’un conJunto d x

4.2.2 SL{ERUI“INAS‘,_

;Para cada subrutlna

graficas’ bipart!tns 5 porque B raaliza

..Comlenza ' con algin acoplamlento lnicxal,f‘act

lo "encuentra el acoplamiento es éptlmo y si",

trayectorias alternantes, & partir de' ese nnd

de otra forma el acaplamiento es éptimo. R

Cuando se alcanza el 6ptimo se prese:

Esta subrutina utillza & su vez 6 s
brevemente que realiza cada una deiellas’

Procedimlento PASO2

w ccntlene a ]os nodos expuestus del conJunto

Procedimiento PASO3
& Existen nodos expuestos en'S 7

Procedimiento PASO4
¢ Existe un nodo 1 expuesto‘:,que' -1
expuesto, con k € S ?

Procedimlento PASOS

Actualiza la cublerta de nodos, el c‘onJunt
es considerado revisado), . porque | desde
trayectoria aumentante. o



" Procedimlento. PASOG

voca espués del procedimlento MPRBNTA que’ realiza
: representax:ién de la graflca por. medio de. listas de ndyacencla.ySe,‘
“ipiclallzan los valores paru comenzar con el acoplamiento vacio y.en :
ese. ‘momento  da - inlcio ‘el procedimiento ACOPLA, que reallza lo

slguxénte:

Utilizando las listas de adyacencia acopla el mayor nimero posible
de nodos, si el nimero de nodos expuestos es mayor o lgual a dos busca

trayectorias aumentantes, en otro caso la solucién es Optima.

Notemos que al acoplar el mayor numerc de nodos posibles, la
busqueda de trayectorias aumentantes disminuye considerablemente.

1.- Para cada nods de la grifica revisa si es expuesto, y enraiza
un 4rbol alternante en caso afirmativo, expandléndolo hasta "que
encuentra una trayectorla aumentante o encuentra que el d&rbol ‘es
hingaro. En el primer caso mejora el acoplamiento y repite el proceso
desde 1, en el otro caso considera a ese nodo revisado y busca en. otro

nodo-raiz, hasta agotar los nodos.
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BHQ PESUZ
R ]

B Guarda los nodos de fa cubierta minina

W~ Nodos éxpuesto en el conjunto § de Ia biparticicn.

k Variable extera que indica si el nodo } es exjuesto,

! Variable evtera que indica si el nodo | 5 ¢l nado
final de una trajectoria aumentante,

i Variable enters que indica el nodo i,

SC  Nodes en el conjunto § de Ia biparticion.

MALiT Nodo con ¢I que se encuentra acorlado ¢ nodo i.

FUilzk Indica que el nodo 1 se puede alcanzar desde ! nodo I,

|

Pr, FASOS

Pr, PASOS
Genera Trayectoria Aumentante
Hejora el acoplamiento,
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P REFRESENTA
Realiza la ]'gyresen u&an de Ja
grafica per istas de adyacencis

- gontador ; :
Hunere dévnndn:.'d'e, agnafiea
n lag trayectorias _alternante:

tnfeja ¥ boieds atilizinds 11 |-
acoplanients vacio cono injeial

Utilizando las )istas de adya- BRI K S A
cencia acopia el mayor “numero . LT : .
posible de nodos. . PP % :

El acoplamiente
actual s opti-

o,




?9

CONTINUA ...
Procedure ACOPLA

¢

Colota 3 § como nodo-raiz para

cunttrulr un arhel alternante.

Haciendo mmes =
Colalipriveri = i

fe{nmu cen nodo fi=
s -

tpriner = ipriner ¢ 4
Cuganynnuf =k

Airevue un.arce.-al arbol
i
nal

Revisa a los nedos 1 adyacen~

tes al nodo Colaligrimer] en
las listas de adyacencia. |

entante.

fctualiza
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Procedure ACOPLA_GALE

lmculx:a h preferencia de Ios 8 UREE I

bessdres 2 su prinera eleccion, :
Tedavia no ;:Ypumu, I

condicion d2 eptimalidad es falsa

P————————)

faly hor*-e hate su prajudstaa
1 cbm de su eleceion €n éste

€ada majer seleceion al chco
¢ su_agrado - de enl{t fos
lt -propustersn mi nnnn‘
HERG g R i

o honire nphnlL

: Huls(n st |
Qué 65

Had“‘m. Aw«innndo 13

unidid ¢} nunero de
A rf(!ﬂntl nn e
i honbre rachadado,

147



1. .usuario de este k‘

omo: capturar
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B Se’l‘»eccléhinfel mend-principal

X i-Asi,en el caso del problema del acoplamiento maxime en graficas
blvpa}'tltas.' se muestra la matriz de adyacencia de la “bigrafica a .
l‘lu‘l'izar .- la matriz de adyacencia del acoplamiento éptimo y por dltlmo -

Yde presenta en modo grafico la representacién de la gréifica y el

: acoplamlento éptimo, tamblén se presenta la solucién al problema de la

‘cubferta de nodos que es el problema duat.
S Realiza la solucién a un problema dado por el usuarlo.

Medlante una pantalla inicial indica los datos necesarlos que debe
proporclonar el usuario.
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3 que ocurre en. los problemas d blgré(‘lcns. la primera

5 la slguien

NUMERQ : DE_ NODOS - DEL., CONJUNTO .S ‘DELA am\nncmn,,:"

para una mayor fm:llldnd en la cnpf.ura de ln
zvgrﬂ‘lca una pantalla lndlcaré que 'se: re'

: mayores ‘o lguales u tres,

ere ‘la matrlz de’ lncidencla

poster‘lormente presentar una
de thn de célculu

 de’ nudos ‘en’’S’ contra nodos:’ en TS par
x| Tl er

,'matrlz de dimensiones | S

Is| + 17l

owzcLzon




En el’ prublema del acoplamlenho de cnrdinandad n\éxlma, si | S |

-Comenzaras.co




Se - brindan 'a
,ncoplamiento 1n cial ‘vl

opc’:r!.ﬁn‘l‘dades der prcpqrclonar un
tercer intento ‘el acoplamiento

tampoco es- v.‘.ll idu

intetal’ ractible’ (7 Pori’ el

"nc’oplmnlento 6pt\md 'y“‘m

El numeru de pantnlla.s _son ti '_
. pregunta“ por las’ aristas qu
valores ENTEROS en 'los pesos de ‘las
fnformacién (un realio un slmbolu)/‘ pr\e
termina de recibir la 1n£'or}nac16n‘.
mostrando- los resultados obtenidos;:



“ Los resultados que se; muestra.n son los: slguh:

‘Lamatriz de incidencia’ de il gréﬂca y del m:oplnmlenl.o épUmo

asl~camn la solucxén en modo graﬂco. Ademés del'

: ,el valor dcl acoplamiento ‘éptimo ™, los valores‘d
N y la soluc!én del prablemn dual' L

lnnllznr el modo gréﬂca 5




K 0 del acnplamlcnt
pantalla lnd\ca al usu

mugstrﬂn klas prnpask:lones Yy ]os r_echa 5‘,

estable hombre-optimal .y el. nimero Vdev/

‘alcanzé.

por medio de las siguientes pantallas

A4






~Xl terminar: est

el _agopl_a:ﬁie{xtu hombre:optxmnl
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: T »yu_::'ai—,paquete"computacldnnl. que’ resuelve -los. problemas
+del’ aédplﬁvﬁléﬁto m'axlmo',k de peso maximo en: graficas bxpértltns y de
g ﬁle-Shnpiey se comenté la necesidad de encontrar una’ estructura de
dﬁtos adecuada para nuestros requerlmlentos logrande wun programa

~"eflciente; ademis gracias a un sistema de ventanas y a la presentacién

‘en~modo - grafico de la solucién a algunos problemas, el  programa es
amigable, es decir personas que tengan poco conocimiento de computaclén
o de teoria de graficas podran utilizarlo sin dificultad.
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