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NOMENCLATURA:

a radlio adimensicnal de la burbuja R/Ra.
cp capacidad calorifica del liquido a presidn constante.
h entalpia de vaporizacidn.
Ja numero de Jacab, cpplDT/hpv.
R radio de la burbujsa.
r ceoordenada radial.
T temperatura
tiempo
» variable adimensicnal., Cr-R)/Ro
¥r velocidad radial

dR/dt  velocidad del radic de la burbuja

simboleos griegos

a difusividad térmica del liquido

& temperatura adimensional, CT-Tod /AT

© otra temperatura adimensional Cconsiderada en los modelos)
pv densidad dal vapor

AL densidad del liquido

T tiempa adimensional, atRo®

T otro tiempo adimensional, 4n” *Ja*
<2 tiempo critico de colapso

¢ variable de perturbacidn, Jat

i
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 Subindices:

superficie de la burbuja
orden cero de perturbacisn
primer orden de perturbacidn
s?gundo orden de perturbacidn

estado inicial



RESUMEN

El presente trabajo estid basade en el estudio realizado por el
clentifico A.D. Ckhotsimskii [11 que trata de obtener el tiempo de
colapso de las burbujas de vapor. Se basa en las 1deallzacione§
de un medelo que considera la burbuja cdmo una esfera que se
encuentra inmersa en un liquido y el factor dominante en predecir
el tiempo de colapse es la transferencia de caleor por conduceidn.
Para estas ldealizaciones se desecha la posibilidad de que el
colapso lo preduzca el factor hidredindmico de acuerdo con la
ecuacidn de Rayleigh. También se acume que el proceso ocurre
lentamente de manera que la presidn de la burbuja y del liquide se
igualen en un cierto tiempo. En éste caso la burbuja cede calor al
liquido. Esto quiere decir que la ecuacidn de conduccidn para el
liquida fuera de la burbuja necesita resolverse tomindo en cuenta
el movimiento de la frontera de la burbuja. Se advierte que el
eriterio dominante en parimetros adimensiconales es el nimero de
Jakob Ja. El autor toma en cuenta las varlaciones en el radio,
llega a un andlisis numérico que cubre un rango para Ja de —@ & o,
El problema del auter se presenta al comparar sus resultades con
la solucidn numérica de la ecuacidn diferencial en donde existe un
error que crece a medida que la burbuja se colapsa. El fin de la
presente texis es obtener una solucidn de la ecuacidn diferencilal
que elimine este rango de error por medic de técnicas de
perturbacidn regular,

El planteamiento del problema es el mismo del autoer, y se
considera a la burbuja inmersa en un liquide lo suficientemente
grande y en reposo con unha temperatura y presidn de referencia Twm,

pw respectivamente. La burbuja e encuentra an estado estable con



una To ¥ po ¥ se le lleva a una To+AT y potAp o Sea un escaldn que
e mantiene constante durante todo el proceso ya que las
condiciones de equilibrio liquido-vapor deben satisfacerse, EL
flujo de calor asi generade lleva a una condensacidn en las
paredes ae la burbuja que con el tiempo la llevan al colapso. El
caso aqui tratado es el limite de Ja+0 el otro limite Jaso se
tratd con integral de Green ademis de otras teéenicas de
perturbacidn Ceapa limited y se llegs a una ecuacidn
integrediferencial que estaba fuera de los alcances del presente
trabajo.

Lo que se desea obtener es la evoluciodn del radio adimensional a
contra el tiempo adimensional T Las correcciones en teoria de
perturbacidn llevan a plantear expansicnes en temperatura y el
radic en base a una nuava variable temporal que eg o=Jar.

Dentro de la expansione=s tendmas para la temperatura y el radio
8=60Cx,0) + JaBICX.0) + Ja¥O2(x,0d + ...

a=aalod + Jaawlod + Jafastod +...



CAPITULO T

I. INTRODUCCION

I.1. ANTECEDENTES

Dentro de la ingenieria térmica frecuentemente nos encontramos con

el T 3 de d 1én en todos los niveles de trabajo
industriales como en ingenieria de instalacidn.

Equipos complejos son construidos tanto para provocarla como para
avitarla. La condensacidn como todo fendmeno de la naturaleza no
es ni buena nl mala, solamente es necesarjo conacerla y aprender
sus mecanismos, sus implicaciones, sus interacciones y en general
sus aplicaciones dentro de la ingenieria. Los equipos que por
excelencia se utllizan para provecarla son los condensadores.
Estos se encuentran en toda la industria de proceso asli como en
aplicaciones especificas aeronavales, etc.

En la industria del aire acondicionado log preblemas de

d idn se dab evitar en tcocdo. para esto el conocimiento

del fandmeno es crucial. En las cimaras de refrigeracidn es
algunas veces perjudicial ya que el agua liquida llega a
descomponer los alimentos creandoe asi ambientes no deseados para
su aplicacidn.

En los serpentines se presenta condensacidn constantemente lo que
produce caidas en la eficlencia y en la transferencia de caler en
estos, ademis de fallas que pueden llegar a su destruceidn y
corrosidn.

En la industria de termoelectricidad., el fendmeno se repite en



cas!.‘ todes los equipos de planta. El ejemplo mis claro es el del
condensador, donde la teoria y aplicacidn del fendmeno son
cotidianas. En la caldera se tiene un fendmeno a la inversa en
donde se puede aplicar la misma teoria c¢on sus respectivas
correcciones. Los problemas en caldera se repiten en la red de
tuberias alimentadoras de las turbinas. La mayoria de las turbinas
trabajan con vapor seco por lo tanto la caldera debe
proporcionarlo por si misma o por medios recalentadores de manera
que el suministro de dste a la tuberia y a la turbina sea el
adecuado. Dentro del equipo de bombeo los problemas de cavitacidn
llevan al estudio de ecuacicnes semejantes para el estudio de édste
problema.

En laz torres de enfriamiento donde se trabaja con mezclas
aire-vapor-agua es evidente la necesidad de crear modelos en base
a la condensacidn con transferecia de masa.

En las chimeneas y en geaneral en los escapes de las miquinas de
combusticn interna si la condensacidn se presenta los problemas de
corrosidn son verdaderamente graves sin menciocnar loz de
contaminacidn.

En la industriaz quimica se trabaja constantemente con reactores,.
evaporadores, condensadores y cambiadores de caler en donde la

aplicacidn de modelos mis exactos del £ de d 1dn se

refleja en ahorros importantes de energia y recursos, asi como de
mantenimiento provecado por la corrosidn etc.

Tamblén en la industria quimica el manejo de sustancias tdxicas y
explosivas es mejor en forma liquida y por ende, modelas para la
presidn y la temperatura para dicho cambie de .fase son

extremadamente necesarios, el manejo de desechos tdxicos gasecsos



se puede llevar a cabo condensande estos para un manejo més
sencillio. -

Dentro de la industria metal mecanica clertas fundiciones llegan a
presentar gases en sus vaciados produciendo defectos importantes y
unaA forma es retirarlos y condensarlos, de esta manera se evitan
dichos defectos ademis de que estos son verdaderamente tdxicos. La
presencia de condensados no deseados en equipos de camblo de fase
praduce un decremente muy importante en el coeficiente de
transferencia de calor, que a su vez se refleja en su rendimiento.
Uno de los modelas mids comunes que se aplican para el estudioc del
cambio de fase es la condensacidn en gotas. Para promover la
condensacidn en gotas se han llevade a cabo experimentos que
demuestran como en superficies lisas las gotazs crecen y se
deslizan dejando nuavatiente la superficle descubierta para que
vapor nuevo llegue ax condensarse. El coeficiente de transferencia

de caler de este sistema aumenta de 10 a 20 veces del de

condensacidn en pelicula, ésta otra forma de d idn pr ta

problemas de drenado constante y por eso Se procura el anterior.

Para pr la a acidn en gotas se prefieren superficles
verticales o inclinadas y lisas. La superticlé lisa no es durable
por efectos corresives del vapor por lo tanto disminuye la
eficliencia del equipo fécilmente. Por otra parte las superficies
rugosas, donde el coeficiente de transferencia de calor es mayor
se tienen disefos que permiten capturar el condensade dejando

superficies libres en donde el nusve vapor llegari a condensarse.



I1.2. GENERALIDADES

El estudio del colapso de una burbuja de vapor despuéds del salto
en la presidn externa es un fendmeno complejo, que implica el
estudio de factores miltiples, realizado por Nigmatulin {2). Les
experimentos numéricos presentados por este autor incorporaban los
efectos de la inercia del liquido., transferencia de calor en dos
fases, cinética de la fase de transicidn, viscosidad, y de la
tensidn superficial. Para esto se requirieron un gran ntimero de
parimetros adimensionales y un programa muy complejo. Calcuios del
ecrecimiento de las burbujas en ebullicidn nucleada se complican
atin mas por que el hecho de que el campo de temperaturas a su
alrededor no es uniforme. La burbuja se origina en una capa limite
sobrecalentada y elimina esta capa localmente de la pared,
mientras la pared se enfria produciendo 1la evaporacidn. Hay tres
modos en los que podemos estudiar el crecimiento de la burbuja, lo

siguientes articules son un extracto del libro de Van Stralen (31,

1.2.1. Hodos de formacidn de burdbuja

t.-En el medo hidrodindmico donde la tamperatura
& t)=8o=const,cuando t+0, donde la inercia del liquido domina, que
es la asi llamada solucidn de Rayleigh, RCLIaCpg0)*7%'  afpocdt/®t
para el caso de presiones ambiente bajas donde el vapor es un gas
ideal e inicialmente la burbuja se expande con una velocidad dR/dL

constante.

2. -El modo asintdtice Cisobdrico @(td=0, cuindo t+ed que es un



problema de difusidn de calor con gcwxeo/pn"z y el

crecimiento es Ram ' 2 decreciendo gradualmente. -

3. ~El modo transitoric que es una combinacidn de los anteriocres,
donde el crecimiento inicial es gobernado por el modo 1 y el
avanzade por el modo &, Este modo depende sustancialmente del

sobrecalentamiente de las fronteras.

Cuando la presidn p+0 el radic R y la ripldez dR/dt decrecen de
actuerde con la solucidn de Rayleigh, mientras que si p-o, lo que
implica la solucidn de difusicdn y se produce el efecto opuesto. Es
decir un decremento de la presidn ambiente prolenga el modo
inicial de crecimiento; mientras que a presiones elevadas el
crecimliento se describe casi por la ecuacidn de conduccidn. Las
complicaciones vienen cuando se estudia la formacidn de burbujas
cerca de la superficle sobrecalentada. Primeramente se feorma una
pelicula delgada baje la burbuja, que posteriormente desaparece al
evaporarse esto habla de dificultades en la transicidn de
ebullicidn nucleada a la de pelicula. Segundo se forman puntos
s@cos que causan irregularidades en la formacidn de burbujas,
sobretodo a presiones ambiente bajas.

Dentro de la ebullicidn nucleada se tiene crecimiento local donde
un liquido subenfriade estd en contacte con una superficle
sobrecalentada, las burbujas c¢recen y se colapsan sin dejar la
superficie, lo interesante de esto es el incremento sustancial de
la transferencia de calor por conveccidn. Esto se aplica a leos
sistemas de flujo bifdsico con circulacidn forzada.

Los anteriores modos son el resultade de las miltiples



investigacicnes que a continuacidn se resumen del libro de Van

Straten [op. citl.

1.3. TEORIA DE FORMACION DE BURBUJAS EN LIQUIDOS PUROS: DIFUSION

DE CALOR

En 1930 Bosnjakovid calculd la densidad del flujo de calor en una

burbuja ascendiendo en un liquido bajo las siguientes hipdtesis:

t1.-El ecaler latente de vaporizacidn se lleva a cabo en’ las
fronteras de la burbuja como czonsecuencia de un pequefio
sobrecalentamiento en el liquido en regiones alejadas de la
frontera de la burbuuja.

2. -Desp de un No estado inicial, la burbuja es rodeada

continuamente por una delgada capa limite liquida donde 1la
transferencia es por conduccidn unicamente.

3. -Se asume equilibrioc termodinimico en la frontera de la burbuja.
El vapar esti 2 temperatura de saturacidn uniforme T, debida a

este equilibrio y su gran difusividad térmica.

Estas hipdtesis se basaron en los experimentos de Jakob y Fritz
para ebullicidn de agua a presidn atmosférica, en donde la
formacidn de burbujas se llevd a cabo en la superficie calentada

mientras el resto del liquido permanecia a temperatura uniforme.



1.3.1. Transferencia - de -calor sin evaparacion en la-superficie

caliente.

Heldrlchry Prtiger midieron la temperatura de liquides hirvientes
supercalentados C(sin burbujas), que es la reglidn de conveccidn de
la curva de ebullicidn. La distribucidn de temperatura de la capa
limite del liquido es lineal y la transferencia de calor es debida
puramente a conduceidn. El equilibrio termcdinimice ccurre en la
interfase liquido-vapor, donde el salto de temperatura es de
0.001K. Las temperaturas del liquido y del vapor fuera de la capa

limite son uniformes.
I.4. TEORIAS DEL CRECIHIENTO LDE LAS BURBUJAS DE VAPOR
1.4.1. Teoria de Bosjankovtd

Para el crecimiente iscbirico con difusidn de calor. La
evaporacidn ocurre en la interfase liquide vapor, donde el caler
lo suministra el liquido sobrecalentado por conduccidn a travds de
la capa limite. El espesor de la capa limite es independiente de
la diferencia de la temperatura y al incrementarse el tiempo. este

espesor lo hari linealmente.
I1.4.1.1. Modelos con la ecuacidén de Rayleigh
Sa puede obhtener una ecuacidn diferencial de segunde orden, no

lineal para el radic RCL) de una cavidad expandiendose en un

liquido, inmiscible, incompresible e infinito que estad



inicialmente en reposc Cver cap. 2). Estas ldealizaciones son la
base de la aplicacidn al estudio de crecimiento en burbujas.
Correciones posterlores scn necesarlias para el estudio de

fendmencs que no se podrian realizar eon dichas idealizaciones.

1.4.2. Extensidn de la ecuacion de Rayletgh.

Foster y Zuber, Plesset y 2wick, y Scriven llevaron el modelo para
el caso de una esfera de vapor en un liquido viscoso inicialmente

unifor e sabr lentado. Esta correccidn se basa en

equilibric termodinimico y la presidn en exceso es producida por
el scbrecalentamiento instantinec en la pared de la burbuja.
Ademis se resta un término de tensidn suparficial y un término de
presidn del liquido dentro de la cavidad. El modo inicial de

erecimiento lo rige la hidridinimica del liquido.

1.4.3. Teoria de Foster—-Zuber

El liquido evaporando en la interfase de una burbuja de vapor es
un sumidero de calor esférico en movimiento que puede ser
encontrade por la integracidn de un sumidere puntual mdvil
instantinea. La temperatura dal vapor TCR.LD en la burbuja es
unifarma, debida a su gran difusividad térmica y su pecqueffa masa,
provocando un gran intercambioe de calor convectivo. Esta
temperatura ex TCR,LI=TCL). Foster y Zuber, y 2wick demostraron
que cuando @Ld+0 y tem, la temperatura del vapor se aproxima a la

de smaturacidn. Esta prediceidn eatd de acuerde con los

10



experimentos de Priger.

adEl crecimiento iniclal, con las condiciones inicliales RCOd=Ro y
velaoeidad y aceleracidn cero, significa que la burbuja estid en un
equlilibrio metaestable. Por lo tanto el crecimlento debe comenzar
por una perturbacidn, puede ser un impacto rdpido de moléculas o
por una fuente de calor censtante. &JEl crecimliento asintdtice ya
no es gobernade exclusivamente por hidrodinamica ya que el rango
de crecimienta es directamente proporciconal a la temperatura

inicial y decrece inversamente con el tiempo.
I.4.4. Teoria de Plesset-Zuick

Para el case de que la temperatura €r=@o . El calor latente de
vaporizacidn en la frontera de la burbuja se transmite por
conduceldn a traves de una delgada capa limite adyacente a la
burbuja. El sobrecalentamlento en la frontera de la hurbuja Cque
iguala la temperatura uniforme del vapor como consecuencia de una
gran difusividad térmica del vapor) decrece gradualmente del valor
inicial © a cero, permitiendo el efecto refrigerante de la
evaporacidn. Plesset y 2wick presentaron separadamente su ecuacidn
aplicando teoria de perturbacidn para obtener una solucidn en
aproximaciones suscesivas para lz difusidn de calor radialmente a
través de una frontera esfédrica mdvil. Con fines de convergencia,
el procedimiento se basa en el concepto de una delgada capa
limite, para la cual las variaclones de temperatura son pocas.
adEl crecimiento asintdticeo, se considera R-Rod>>1, para un tiempa
13:-;0 y es equivalente a2 @m+0 en la teoria de Foster-Zuber, la

temperatura del vapor se aproxima al valor de saturacidn.
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OAproximacidn plana si y solo si la curvatura de la burbuja no se
considera. Desde luego en un models mas simple, dste incluye dos
modos, el de tranzsicidn y oscilaclones en el radio de la burbuja.
El Ultimo fendmena, que las demis teorias no incluyen, ha sido
verificado experimentalmente. La teoria incluye =] colapso de las
burbujas.

e>Teoria de Scriven para el crecimiento asintdtico. Seriven hace
una extensidn de la ecuacidn de conduceidn de calor para esferas
simétricas, de esta forma establece el efecto de conveccidn radial
resultado de las diferentes densidades de distintas fases, dos de
sus condiciones de contorno establecen la velocidad radial
instantdnea del liquido adyacente a la burbuja y a una distancia
mayor del centro de la burbuja. Al cambiar la variable en una
solucldén de semejanza TCr,t)=TCs), se obtliene para resultados
numericos que la evaporacidn de toda la masa del liquide
sobrecalentado ocurre instantdneamente a su mdxd ma

sobrecalentamiento.

I.4.5. Teoria de Skinner-Bankofjf

Practicamente es una éxtens:.én de la teoria de Seriven, estudiando
el crecimientc de la burbuja en campos esféricos y simdtricos de
variacldn general. ademis de incliir sobrecalentamiento negative
como Subenfriamiento Cebullicidn locald, ¥y sobrecalentamiento

inieial uniforme,

[t d



1.5, ESTUDICJ  DE-UN: HepELO bt FOEHACION DE .:BURBUJAS .CON
TRANSFERENCIA DE HASA cszsrsms mmmosa.v R

A 'pari.ir- : &e un articulo de Nigmatulin. [op. ‘citl se> toma el
sigulente extracts. El. estudle de las oscllaciones en una burbuja
Ade vapor en un liquido, parte de la utilidad prdctica de usar
pantallas de burbujas para amartigllar ondas de choque y el uso de
ﬁerturbaciones acusticas en procesos téenicos.

E;: filujos liquido-vapor, las interaccliones de masa y energia se
llevan a cabas en la interfase. estas interacciones son
responsables de la mayoria de los cambios en el flujo, el campo de
velocidades y temperatura.

En otros trabajos en los que se han tratado diferentes aspectos
del problema por ejemplo: En el caso de que las oscilaciones sean
pequefias, la transferencia de calor domina por encima de los
efectos de viscosidad y compresibilidad del liquido. También se ha
estudiado experimentalmente el problema de transferencia de calor
de una burbuja de gas sometida a oscilacicones no lineales. Como
se vid anteriormente existen una gran cantidad de estudios
referentes al colapso y formacidn de burbujas con muchas
idealizaciones, que conducen a modelos resiringidos.

Wang y Khabeev calculan la dinimica de las burbujas en un campo
sonoro, y descubren dos modos de resonaneia para la burbuja, asi
como una nueva frecuencia de resonancia diferente de la de
Minnaert. Otros intentos para encotrar las propiedades resonantes
de las burbujas en equilibrio llevados a cabo por Nephiras y Finch
arrojaron una _aprox_lmaclo'n de las frecuencias, aunque en otro

trabajo de D.Y. Hsieh quien tratd analiticamente de encontrar

13



' dichas frectuencias y una explicacidn fisica del segundo modo
resonancia., Hsieh llega a una fdrmula errdnea .debide a las
idealizaciones que plantea.

En el trabajo de Nigmatulin {op. cit) se trata un prcoblema de
trnasferencia de calor, masa y la {nteraccidén dinimica entre una
burbuja vapor-gas ¥y un liquido, considerando temperatura no
uniforme en la burbuja y la difusidn interna de los componentes de
la mezcla gas-vapor. Una solucidn numérica se obtiene para el
problema del movimiento radial de la burbuja inducido por un
cambio repentino en la presidn del liquido, que es la situacidn en
la que se encuentran las burbujas delante del frente de una onda
de choque que despuds las golpea.

Tamblén se consideran las burbujas oscilando en u‘;: liquido bajo la
influencia de un campo sonoro. Los efectoxs capilares y las
transiciones de fase, tomados en cuenta producen una nueva
fracuancia resonante de las burbujas pequefias que difiere de la de
Minnaert. Se obtienen las expresicones para la frecuencia y
el rango de amortigliacidn térmico de las oscilaciones de las
burbujas. También se cbtienen loz coeficientes de transferencia de
calor entre las burbujas oscilantes en la dirececldn radial y el
liquido. Todo esto se estudid por el métode de diferencias

finitas.

I.8. OBJETIVOS Y ALCANCES

Daspués de haber citade los modelos anteriores se pretenderd
ubicar el objetivo de la tdsis El origen del pressnte trabajo es

un trabajo realizade por A.D. . Okhotsiamakii (op. <it.3, que

14



explicaré con detalle a continuacidn. El autor utiliza las
ecuaciones de transferencia de calor tomando en cuenta el
movimiento de la frontera de la burbuja, resuelve para los casos
limite del factor adimensional dominante que es el nimero de Jakob
-0, o], una solucidn para la evolucidn del radio adimensional Cad.
Posteriormente mediante un algoritmo corrige dicha soclucidn que en
sus resultados numéricos contienen cierto range de error respecto
de la solucidn numérica de la ecuacidn. Para la tésis en camblo se
usarid un método analitico por medio de técnica de perturbacidn
regular con el fin de obtener la solucidn analitica, que permita
ver la funcionalidad de las variables involucradas y obtener la
solucidn de la evelusidn del radio adimensicnal Cad, para comparar
log resultados numéricos con les del auter. Dependiendo de estos
la téenica de perturbacidn regular se puede expander para obtener
mejores resultados e irse aproximindose a la solucidn numérica de

la ecuacidn.



CAPITULO II

II DEDUCCION DEL MODELO

Partiendo de las ecuaciones de Navier-Stokes para llegar al modeleo
en cuestidn,se hacen las sigulentes suposiciones: Coordenadas
esféricas y sdlamente tomands en cuenta gque la transferencia de
caler que provoca el colapso de la burbuja se lleva a cabo en la
direccidn radial tnicamente, y que el colapso es en la misma
direccidn. Ademis se supone que hay simetria en la gota, lo cual

implica que s6lo se toma en cuenta la direccidn radial.
1X.1, ECUACION DE CONTINUIDAD

Debido a que la cantidad de movimiento y la transferencia de calor
et en la direccidn r, y la variacidn en las otras dos direcciones

8 y ¢ no la tomaremos en cuenta por exdstir simetria se tiene.

Cor®ve) = 0 c2.1>

12
rar

gIQ

La ecuacidn de cantidad de movimiento no sSe toma en cuenta en
virtud de que el tiempo en que ocurre la transferencia de calor es
muy corto para alcanzar a perturbar el estado inicial del liquido,
de tal forma que el efecto convective sabre el liquido sdlo

aparece a través del movimiento de la gota.



II.2. ECUACION DE LA ENERGIA

Para fluidos Newtonianos con propiledades constantes puede

demostrarse que la ecuacidn de la energia se reduace a:
[r’g T H +up+q ca. 2

Los términos de disipacidn viscosa pu¢ y el de fuente generadora de
calor se desprecian, el primero por estar a velocidades bajas y el
segundo por no existir fuente de caler interna.

Al rearreglar la ecuacidn, dividiendo entre oCp y desarrollandoe la

derivada se obtiene

2
aT, 2T .1 [e'T 22T ca. m
ot ar a (& r ar
donde
Cv
o= — ca.3-1)

Al supocher p=cte,

1?7



L
z

2 Voetve| = 0 ‘ (4-2 )
r o

al integrar esta ecuacidn se obtiene
Ve = c c2. 4-1d

donde C es una constante arbitraria.
Al evaluar Vr en el radio de la gota V= dR/dL y por continuidad

se obtiene

ve = B 2.5
ridt
Al llevar (2.5 a C2.3) se tliene
2 2,
2T dR R 8T _ [8°T , 20T ca. ™
an ar r? or &*  rar

II1.3. CONDICIONES INICIAL Y EN LA FRONTERA

Para resolvar esta ecuacidn ¢2.8), da segundo orden ho lineal
+ Se plantean las cendiciones de conterno que

deben de ser dos espaciales y una condicidn

inieial.

Las condiciones en T. son las sigulentes: La primera es un

18



incrementce de temperatura en la superficie de la burbuja
representado por AT, que por simplicidad -

se traduce en un salto de temperatura uniforme., La segunda es que
lejos del radio se tiene la temperatura del liquidae To, que

coincide con la condicidn inicial én el tiempo t=0. Lo anterior se

escribe como.

TCR, LI=To+AT; TCr, 03 =TC w0, t.I =TalC2., 72

Para cuande hay camblioc de fase se dehe cumplir el sigulente

balance de energia en la interfase:

ol ftujo de calor el flujo de calor calor liberado
do la fosa vapor |_[de la tasa Liquida]_[durante ot
an la direceidn an la direccidn cambio do fase
radial, r radial, r por unidad do area
es decir
-Cqu-qLd 'P\fhlqé sCL) 2. 7-1)
dt

donde qv es la transferancia de calor par conduceidn en la fase
vapar ¥y qlL es la transferencia de calor en la fase liquida por

conducclidn en r=R dados por las expresiones:

a=—2 T qua-ke? TV ¢z 7-20
o r rER



Ademis htg representa la entalpia de vaporizacidn.

Se asume que la densidad es igual en amhas fases con el fin de que
no exista algun movimiento de la interfase debido 2 los efectos
convectivos producto del cambic de voliumen por esta diferencia de
densidades.

La interfase describe una superficlie r=sCid que para dste modelo

"la temperatura es igual, en otras palabras:
TvCr , TX=TCr, T2 =T <2.7-3
Debido a que la gota mantiene su temperatura no hay flujo de caler

en la fase vapor por lo tanta qv=0

= pvhtgl ca.7-4d
r

al despejar la velaocidad de la interfase dRCt) dr

:  RCOY»Ro ' 2.8

en virtud de que la condicidn C2.8) es una aecuacidn diferencial de
primer orden en el tiempo requliere una condicidn inicial que en
este caso es R(OI=Ro, estc es en el tiempo ceroc se tiene el radio

inicial de la burbuja.

20



II.4. ADIMENSIONALIZACION

Para un manejo mas sencillo del problema se adimensionaliza la
ecuacidn pasando de las variables T, r, t, Y R, a 8, X, T, ¥y a.
Segun OCkhotsimskii f{op. cit.].

Daefinidas como

Al aplicar las reglas de 1la cadena correspondientes en las

ecuaciones (2.6) a C2.8) queda, Cver Apéndice A

: 3 =
2o . e o0 faaf 2 )] 2 2.0
or ax’ ax dr xX+a xta
da . 529 i acodm c2.109
dr & x=Q
0. TI=L  ;  BCx.0)=6Cw. TI=0 €2.11>

Se puede ver que en la ecuacidn C2.10) aparece el niumero de Jakob
que e la relacidn entre el calor xensible miXximo absorbido por el
liquido Cvapord a el calor latente absorbido por el 1liquido
Cvapor) durante 1la condensacidn Cebullicidnd. Para muchas
aplicaciones el calor sensible es mucho mis pequeffo que el latente
y el niumerea de Jakab es pequaNo. La forma mis con\;enlent.e de el

numero de Jakob es:



JanCRELAT
hav

€2.10-1>

Se tienen dos variables que son a y 7T sujetas al parimetro
adimensional de Jakob.
El sistema mostrado C(2.8)-(2.11), serd resuelto por la técnica de

perturbacidn regular del siguiente capitulo.
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CAPITULO III
III. TEORIA DE PERTURBACION Y APLICACION
III.1. GENERALIDADES

La teoria de perturbacidn es una coleccidn de meétodos de andlisis
sistemitico del comportamienta de las solucliones de ecuaciones
diferenciales y en diferencias. El procedimiento general es
identificar un pariametro pequelo, que usualmente se dencta como <
cuande £#0, el problema es relativamente simple y refleja, en
primera aproximacidén las principales caracteristicas fisicas del
modelo analizado. En virtud de ella, el conocimiento del orden
cera Ce20), es fundamental para el andlisis complete de
perturbacidn; esto es, la solucidn glabal se puede estudiar por un
andlisis local en la vecindad de ¢=0. Esta solucidn se construye
por un andlisis local en la vecindad de £=0 como series de

potencias en &:
YCXI =yal ) +£y1Cx) +t:gy2Cx) ..

Esta se conoce como serie de perturbacidn, lo importante es notar
que la solucidn es local en ¢ pero global en x. Si ¢ es muy
pequaﬂo_ se espera que y(xX) sea aproximada con pocos términos de la
serie.

Las series de perturbacidn frecuentemente divergen para todos los

£ diferentes de cerc, y =1 £ no es pequefic los resultades pueden

ser insuficientes.



En 'general!’se . trata de descyc,mp'on'ér‘"‘un ‘problema; dificil ‘en un

e

nunero: infinit Lteoria

de ‘perturbacldn es .muy util-‘cuandd rimeros: péﬁds ‘revelan

:ast;nt.csv ,{'mpor:!./ai;mes de "ig ‘A.;esiythes dan
» cﬁ;réccicnes pequeﬁés.
La" analogia entre ‘el anSlisis. Tacal " de’ las ecuaciones
diferenciales y la teoria tormal‘ de perturhacidn. se puede usar
para clazificar los problemas de perturbacidn. Una solucidn en
series cerca de un punto ordinario de una ecuacidn diferencial
puede representarse por una serle de Tayler con  radio de
conv’ergencia que no desaparece., Para una solucidn en series en un
punto singular no tiene la forma anterior, puede ser una serile
divergente o convergente y =su notable propledad es que puede
existir en la vecindad de un punte singular a pesar de no existir
er: dicho punto.

En series de perturbacidn regular se tiene una serie de potencias
en £ con un radio de convergencia que no desaparece. Un hecho
importante de los problemas de perturbacidn regular es que la
solucidn exacta para valores pequefios de |c| perc no cero se
aproxima suavemente a la solucidn no perturbada de orden cero

cuando £+40.

II11.2. APLICACION DE LA TEORIA DE PERTURBACION

Para la solucidn de la ecuacidn (2.8 no lineal se requiere
aplicar una téenica matemdtica avanzada que en este caso es la
teoria de perturbacidn regular, en este caso se deben realizar dos

expansiones una para 8 y otra para a, y como el tiempo de coalapso
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T es muy grande para ser apreciade fisicamente se debe reescalar,

para eliminar el régimen permanente en las ecuaciones.
Sea tiempo a=Jar
onJat ¢3.1> 7

l.a serie de perturbacidn se realizard en las dos variables 6 y a

en el nuevo tiempao o:
8 = Ja%BaCx,0d + Ja'61Cx,0) + Ja®€2x,0d + .... 3.2
a = Ja%0C0) + Jata€od + Ja%azCod + ... €3.3

Al sustituir €3.2) y €3.3) en la ecuacidn (2.9 se tiene:

2 2z 2
Ja g6 , ; 26, 4 2062 %80 Jug 8 Juzg 6z {2 8o
oo ao . oo ox* aF ac* ax

Icg 61

+ 3022 93] Qyald a0 ;. d ar  g.2d az) ]y
e ax do do der

- 2,2
_Cao aitJo +_azJa )z s+ 2 ! 3.4
Cx+ao + 21Ja + azJa™d Cx+tao + asJa + azta®>?

que despu€s de rearreglarse con ayuda del binomic de Newton,se

tiene Cver Apdndice BY:



o do

-2aita -gas*Ja?

Iy : 2
20" /Cx+a0d [1 x+ao aolCx+and

22 ez]:n{Ju[c_l ae.  podiad

de

Z2asla

ao

] +2/Cxtand [1

+iyardiazlly
- de

X+ao

)

€3.5

De.la ecuacidn C3.5) se igualan les términos del mismo orden, Ja°,

Jat, Y Ja%, Y Se separan en dichos drdenes.

Para el orden Jo°, se tiene

2
a2%60 =4 260 , o

4+ =S

" xXt+tao Ox

Para el orden Jao', se tiene

2
20 2’6, 260 aof, [ae
ao ax ax do x+a0
J - - -
Cxtaod® ox

20

J1-

Cx+and® ax

3.8

€3.72



Para el orden Ja*, se tiene

&8s _ 2 8od 20, |d an_:a_ugf_ d ao|2 o,
L. -4 ax  do do  Cx+aed?do ox
y8az2__ 86 _ Zas 261, _2 __ 962 , 9 8dar
Cx+and?ox Cx+aed*ax Cxtaod ax ax do
ao 2 8od as

3.8
Cx+aad % de

Similarmente, el usoc de las ecuaciones €3.2) y €3.3> en la

ecuacidn C2.9) eonduce a:

ao Jag as Ju:g az

o de deo

oin
?IQ
8§

vs2e] L gze:
x=a O ety ax xS0

Con el procedimiente anterior



daoc _ @ 8of - . - : . £3.10)
n=0

g as [ gex| - R €3.113
deo . |umo ’

d.az _ 262 €3 12
do .. x=0

De igual forma para las anteriores ecuaciones se rezliza la

axpansidn de su condlcidn inicial

aC0>= a0C0) + Jaat€0d + JaazCOd €3.13

20€0) + Jaar€0) + Ja%az€0> = 1 + OJa + OJa® €3.13-1)

Al igualar ordenes de Jakob

20C0d>=1 : 231C 0D =0 s a2C0)=0

€3.13-2

Las condiciones para resolver el sistema (3.6)-(3.8) se pueden

obtener de manera similar, esto es:
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..€3.14)

“¢3.14-13

80C0 o3 =1 7 T 04€0,@d=0. " L - ] 6200,03=0

€3.14-2
De la misma forma la otra condiciones inicial y de contorno se
traducen en:
6C 3, 0= w, 0D =0

8al3¢, 0)=8aCw, o) =01C %, 0 =81Cw, TI =62( X, 0 =82( @, TI =0

€3.14-3

Lo que sigue es resolver los sistemas (3.5) a €3.143 para la
temperatura @ y el radio de la burbuja Cad, esta dltims en funcidn

de T por métodos de solucidn cenvencionales.



CAPITULO IV
I1V. SOLUCION DEL PROBLEMA

IV.1. PREAMBULO

Este capitulo trata de la sclucidn del sistema €3.50-¢3,14)
medlante métodos convencionales.

La téenica de perturbacidn permite resolver 2 la temperatura en
forma independiente de 1a evolucidn del radio en su orden
respective. Para los subsecuentes drdenes se utiliza la solucidn
del orden anterior. Al resclver para la temperatura 6 se lleva a
la ecuacicdn de la evolucidn del radic Ca) y se resuelve esta en
funcidn de r, todo esto por metodes convencionales.

Una vez que se obtienen las solucicnes de los diferentes drdenes
en 8 y Ca), ze llevan a las series €3.1) y €3.2) para obtener la
solucidn buscada. De ahi los resultades se obtendrian para

diferentes numeros de Jakob.
IV.2. SOLUCION PARA EL ORDEN CERO

De la ecuacidn (3.8) se tiene el siguiente arreglo

_-&.__; 2 lessad22 G0] L o . c4.1d
Cx+ad™ & e

|0



al integrar dos veces

g0 m - -E2802 | paee

Cx+ad

4.2

Ql aplicar las condiciones de frontera para obtener Ft y Fz

F1Cod = =a B FaCod = O
6o = -3%—_
ao+x

€4.

al evaluar la condicidn de contorno daos/de en virtud de que

Se

conoce la derivada de la ecuacidn €4,3) 860/dx que me evalta en

x=0, Se tiene una ecuacidn de& primer orden, para ao

al integrar €4.4) se obtiene ao

ao = ¢C1-200"7%

€L.4

4.5

Con el fin de comparar con el autor {1] se define un tiempo r.

o = Jat y 7= an"'Ja*r

ay



a0 ='¢c1-2Jard*? = c1-r*ncaradrt’? c4.69

Para obtener el tiempo critico 1:. que es el tiempo para el cual

el radio de la burbuja se hace cero, se iguala con la ecuacidn

C4.8) y se obtiene despuds de simplificar:

78 = 8s cd.B-12
w

le cual permite esaribir la ecuacidn C4.8) como:
Lz 4.7

20 = 1=t/ T2

que @s la del autor [11

IV.3. SOLUCION DEL PRIHER ORDEN

En la ecuacidn €3.7), se sustituyen ao. 8o y sus derivadas

PRI SUTR Sy J PCCT T I T
a0Cx+20) Cxtandox % Cx+aod Cx+aod®

Zacay
. 4.8



Al integrar dos veces C4.8)

2
gy = d@sBacas |, o x[ __ _ xtag  _x__ _ Fa€od | g
2¢x+aod * Saolx+aod ao x+ao x+ao
' 4.2
Al evaluar las condiciones de contorne
FaCod = ~Caos/2 + agd H FeCod = O
Por lo tanta C4.8) queda
2
gy = B0Bacas X xtae , X, arrC0s@Y 4 40y
2Cx+a0d* 2ao(x+taand 20 xtao x+ao
Nuevamente para oblener at se sigue lo mismo que para ao
g6 __a_,a_.da €4.115
L P 2ao ac® de

que por medio del factor integrante se ohtiene as Cver apdndice)



3¢
ag = = —=eSSecano 5o =m=ToTERonos : Y]
2c1-205 % acL—2lard 7 . : .

que al sumar en la serie (3.3) se obtiene Cad

2 :
2 = Cc1-atardtn Bt liean . €413
2¢1-2JaT) :

En términos de t°

€4.140

I SN -5 - S €4.14-1)

al derivar la ecuacicn (4.14) con respecte a =™ avaluada en el

tiempo critico de colapeo 15 ae tiene

e



g : 1,3 i
dial v ey at 1+ ¢, 7810%2 " cdira-2d
cdr T % Te 43a .78%a

lo  cual "demuestra que es finita y menor que cero, esto es,

conoce la derivada en el tiempo de cciapso.
IV.3. SOQLUCION DEL SEGUNDO ORDEN

Al calcular el segundo orden de perturbacidn para encontrar

correceidn en az Cver apéndiced

B S a v Bt L R T R
s 18 18 16¢1-o

Se

la



Al 'sustituir en.la serie para obtener fin@ln{ente a en términos de

»
T

3n_ T Ja® 3 1t -

PP 4 - = 4+

2Ja a/{_ TIH_ /{_ nI®_ ']116 ©8Ja
2Ja 2Ja

€4.18d>

b1



CAPITULO V
V. RESULTADOS Y CONCLUSLIONES

‘La parte metodoldgica mis importante del trabajo ha sido el poder
aplicar la teoria de perturbacidn regular para resol ver
analiticamente un problema no lineal. La solucidn que se obtiene
es mejor que una solucidn numérica ya que nos muestra de manera
explicita la relacidn funcional de las variables involucradas.
Como se vid en la ecuacidn €4.14-2), Se conoce la derivada del

radio justo en el colapso asunto que el auter (1) con la téenica

4

de aproximaciones y P que esta derivada es
infinita como erroneamente Juzga el autor. puede implicar dos
cosas. que el salto de temperatura es infinito lo cual no tiene
sentido, por el planteamiento del problema., o que la conductividad
térmica del liquido sea infinita, lo cual tambidn es imposible.

Dentro de la solucidn obtenida se tiene el perfil de temperatura,
y la nvo!.ucié}\ del radio. En la sigulente tabla se tienen los
resultados de la evlolucidn del radio a contra el tiempo o~ para
Ja=0.01, y Ja=0.02, con los datos y resultados del autor {1 que
para el caso do los resultados siguientes T es dato, todo este

con @l fin de comparar.



Ja=0. 01

anum

aaut

ao

a1Ja a=ao+aila

aoc+aeJa+

2
+tazJa

d a
"o

dT

o.g
0.8
0.7
0.6
0.8
0.4
0.3
o.2
0.1
0.05
0.0

0. 827458
0. 830383
0. 7480809
0. 655835
0. 883573
0.471110
0.383420
0. 302010
0. 236038
0. 215808
0. 204427

0. 828568
C. 841980
0. 752426
0. 662029
0. 5724850
0. 483188
0. 390529
0. 323480
0. 264742
0. 246300
0. 236540

0.001112
0. 002571
0. 004324
0. Q06365
0. 008808
0.0118e8
0. 015778
0. 020758
0. 026343
0. 028803
0. 0gog32

0. Q27458
0. 839387
0. 748102
0. BS5660
Q. 563641
0. 471260
0. 383754
0. 302732
0. 238368
0. 217696
0. 206607

38

0. 000877
0.001853
0. Qo2762
0. 003576
0. 00428
0. 00488
0. 00835
0. 00570
0. 0052
0. 00598
0. 00801

0. 827430
0. @3g3z2
0. 747985
0. 855480
0. 563368
0. 470871
0. 383200
0. 302030
0. 237820
0. 216838
0. 205872

-170.84
~188.3

-211.12
-240.77
~280.14
-335.82
-415.53
~537.38
=70Q.28
-762. 89
-8486. 68



L] ao+atJat
anum  aaut ao asJae a=ao+asJa T Ja

%
. p

z
+azJa aT

0.0 |0.036071 [0.0837904|0.0016816]0. 936073 |0. 00153 |0. 835983 | -85. 07

0.8 {0.851916|0. 836502 |0. 0048562 |0. 851629[0. 00338 0. 851608 | -03. 35

0.7 |0.763796]0.77160910.00418%5;0. 763837 [0. 00515 {0. 763418} -103. 97
0.6 {0.873158|0.684887 0. C066550. 673250 |0. 00876 |0.67286831-117.8681
0.5 |0.582305|0.588606|0.001607 0. 582827 |0. 00817 |0.581539)1-136.11
0.4 |0.462760|0.51468%2]10. 021 426(0. 403228{0. 00036 [0.401822(-161. 08
0.3 ]0.4083090 0. 4352800, 027031 }0. 407340]0. 01032 |0. 409431 |-106. 44
0.2 |0.3269587 |0.38458210. 0356740, 328908[0. 01104 0. 326434 |-247.56
0.1 10.263000(0.311114|0.043547|0. 267567 |0. 0115 0. 264074 [ -313. 02
0.05 0. 2482068 | 0. 268224 {0, 045824 { 0. 252400(0. 0118 0.249422]|-335.185
0.0 |0.231338|0.284752]0.0484058|0. 236346 |0. 0117 0.233301 |-362.28

De las dos tablas antericres se pueden ver los resultados
ocbtentidos por el autor [11, comparades con la solucidn numerica y
con los obtenldos en los diferentes drdenes de perturbacidn. Cdmo
se puede apreciar en el segundo orden la correccidn es mejor que
la del auter hasta la tercera cifra, pero a medida que se acerca
al wvalor critico dicho valor aumenta Y no es mejor que el del
autor; sin embargo , en términes generales, los resultados son
aceptables.

Después de haber calculado el primer orden se pensd en la

posibilidad de que la correccidn del segundc orden seria
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suficiente para alcanzar a los valores que ofrece la numdrica. Sin
embargo, al revisar el algebra se descubrid que existe una
divergencia en la temperatura en el primer orden, también aparece
en ol gmegundo Yy no obstante @l heche de que no Iintroduzca
singularidades en la evolucidn del radio de la gota, provoca que
la solucldn no esté completa para el perfil de temperatura, en
virtud de que no se satisface la condicidn cuando X-co .

Debido a que el esquema de perturbacidn regular es insuficiente se
recomienda alguna teoria mis sofisticada como el método de escalas
miltiples, que tome en cuenta las no unifermidades en las

soluciones desarrolladas con ayuda de un esquema de perturbacidn

convenclional como el aqui desarrollado.
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APENDICE A

A.I, ADIMENSIOMALIZACION DE LA ECUACION C2.8)
Se aplica la regla de la cadena tomando en consideracidn que la
tmperatura 8 es funcidn de x y 7 ¥ que a su vez X es funcidn de T,
entonces:en otra forma

8CxCTd, O

QT=9[eA'r+To]=AT‘39=AT‘—’39’+‘—’3‘1"‘3" CA.1d
o o o or lov } ox lor Jor

a su vez se calculan las derivadas

ex_of _®l._1er__4da CA 11>
ar ar Ro, Rodrt dt

g9t .a CA.1=2D.
at Ro

Simplemente puede demostrarze que:



ar_arfac] . arfe.]_a 2aa
at  dr {et dr {Re® Ro dr CA.2D

Con ayuda de CA.1-2) ahora se calcula la derivada '‘para  la

temperatura respecto al radio

2T _ 2 [To +ATB] = a2 92 % ca.®
ar ar ax (O

se genera otra derivada que a continuacidn se calcula

® 1 CA.3-1)
Ro

?IQ

la segunda derivada de la temperatura con respecto al radioc es

o*t _ o [aT 2] | 2 (a1 2 6)a x  aT 2% A 4>
a?  ar{Ro ax ax|Ro 8% jor RrRo%ox*

Y 3 z

R

=, =[—‘3—-] CA.4-1>
r a+x .
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al 'sustituir en la ecuacidn C2.6), tedas las ecuaclones anteriores

2 2
40 _26 a6 jdal, _|a. + 2o CA.8)
ar ax® e dr a+x a+x,

A.II. ADIMENSIONALIZACION DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO
De la ecuacidn C2.8)

dR_ada  Coa

2T RCOD = Ro AT
dt RodTt hpv ar jrar

Al despejar dasdr y sustituir CA.3) y CA.3-1>

=322 8 acod = 1 " A

X x=o

da_cot 00
dr hpv ax {x=o
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De igual manera para 9, ‘para el tiempo Ty para x

TCR, L) =To+AT=Ta+ATOCO, T » 6C0,7I=1 - ‘ . CA. 8

TCr ,0)=TCw, LI =Ta=Ta+ATIC X, 0)uTo+ATEC w, T N . CA 100
Al despejar 8 en ambos casos

8Cx, 0) =6Cw, T2 =0 o CAGLRD - -
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APENDICE B

H.1. REDUCCION DE TERMINOS DE LA ECUACION 3.4

z 2 2
_h[o 6o , ;. 864 , 4 20 6:] - g, 0t jadter, [g oo ,
ax

o oo L4 o

Ja2 O 4 3,22 02] 5 [d e, s d A, g pdazy)
deo deo de

2,2
_Cao_* asla +_azla D: =+ 2 P~ ¢B. 15
Cx+ao + atJa + azJa™d Cxtao + atJa + azJa™d

Como no se puede determinar facilmente el orden de los términos al

final de la ecuacidn se retienen términos de orden Ja*. Y como

Ja+0 por el binomic de Newton que €1 + bBd3x C1 + nb) si b0,

entoncas.

z
CaotasJa+arJa?>®= ao [1+§‘Jn] [i+5-z-- -
a0 a0

2z,
- ac? [1 +§§§-_’_5] [1 +§-:~5£s] ¢B.1-1)
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< xﬂ\o)z

1/Cxe+ao +aed a+azla2y?

-agja
: x+ao]]

CB.1-2)
©UAL multiplicar: 3y €B 1=2) se tiene
'z" v, ~2asla ~421%1a 2asla
,”xur/ng»ao) [1 Stso ascirasy’ —;;—-—] CB.1-3)
2 —azJa® -asla
2/Cxrao+ratarazTa®d =2 Cxtand [1 azda_ ;;;5] €B.1-4>
Al llevar CB.1-3) y CB.1-4> a (B.1D
z z 2
_‘_JuzQSz ngeo+h_ex +ch_’Sz* 2 6o
oo ax*® ax*® < ox
Jo2 0% . 3,28 B2 Jald 20 4 38 2% 3a2d a2}l
ax ax do der do
2z 2 2 2
ag -2a1Ja -4as Ja_ , 2asla —agJa_ ~aela
IS [1 “x+ac aoCx+acd’ 2o ]*2"’"“’ (3 58] }
Cx+and

¢B.2
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APENDICE G

"C.1, SOLUCION DE LA ECUACION C3.73/PARA 61 Y at

2 80 _ 2764,
20 2t
Donde
2 8a _ o___
ax Csetand?
<c.1-1>

Que al sustituirlas en (C.1)

.

1 o

acCx+aad

al reagrupar ¢C.2

Cacrand Zax

das _ _ 1
do ao
€c.1-2)

cxfau):-e- L I
L3

48

¢x+aad?

[1_

2
—-2a__ +
Cx+and?

c. a



2 lexeany? €4 o Lyl oiael o} o X - 8208t cclz-1d
L% ax cx#;o)z aoCx+aod* Cx+aad®

Al integrar dos veces

: 2 . 2
g, = 22."8mcar _ i [— X + 2Cx+acd - aaoln(x+aa>] + X
2Cx+and® 2ao0 x+ao x+ao0
- 1nCx+ao) - E2692 4 pocon cc.
»+ao
Al reagrupar
2
g, = 202F0dg X7 ___ ¥rtao . x __ FaCed | ooy
aCx+and? 2ao0Cx+aod ao xtao x+ao
€C. 4

al evaluar con las condiciones de contorno

FaCod = aos/2 + a1 B FaCod = 0O
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C. 2. CALCULO DEL RADIO DE LA BURBUJA (a2

Al resolver 61 esta se deriva respeclto a x y se evalua en x=0 de '

donde se cbtiene una ecuacidn diferencial de primer orden para at

en ¢ que se resuelve medliante el factor integrante.

dor 2a0 ae? cc.sd

por medio de la férmula del factor integrante y para este caso

aM_aN
dp, dae B cC. 8-1)
H N
J< T _ii do + das = O cc. 8-
2a0 ao
donde ¥ y N son los coeficientes
M= |-3- - -2t v N =1 R ¢c. 5-3)
2ao ao
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Al derivar y sustituls. en CC.S-1)

CC.85-4>

se’ integré" directamente

/2

lnp = 1nCl-803"""z lnaa = p = ao cC.5-3

Al multiplicar el factor integrante u por la ecuacldn CC.5-2>

[§ - —ii]do + aodat = 0 ce. 5-8
2 aa

Como ahora se tienen diferenciales exactas se puede tomar
cualquiera de los coeficientez e integrarlo respecto a su
diferencial, derivarlo respecto a la otra variable e fgualarlie al
otro coeficiente.

En este caso se toma el de la lzqulerda y se integra respecto a o
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cc. a>

CC.8-12

CC.6-20
Por lo tanto F’Caid=0 est.almpllca que FCas1d = Cz
Si ¢=0, entonces ¢=0 , se pueden colapsar Ci1 ¥y Cz en una sola

que en las condiciones anteriores es cero por lo tanto at es

ORI - S— ce. 7>
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C.3. DEEIVADA DE LA ECUACLON €4.14) EVALUADA EN 7&

E—m-:/ca.xa:] Loz [

ar® - a[i —rr-r:/c:.’.Ju)]Vz 8 T

3 - fe_

2Ja

d a] _ =nscala) an
* -
T. 8Te

. cc.a

Al simplificar con €4.14-1D

L]

14¢1 4+, 75:.9"’] ¢C. 813
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APENDICE D

D.1. SOLUCION PARA EL SEGUNCO ORDEN

De la ecuacidn C3.8)

461 _ 6od ao _ Id ae _ _ .. d ao

8o ax do do Cx+and 2de
@6 Zaz  J8o _ Bas 964, 2 262 , 2 60od 20 _
ox Cx+aod?ax Cx+raodrTox Cx+aod dx ox do
ao? 4 Bod aa

- ag___ 4 Bogd €D. 1>

cx+aod¥ox do



Tomando en cuenta. que

y al sustituir €D.1-1) y CD.1-2) . en CD.1D

261 _ __;___:g Cx#ao)’g oz| S s o+
L Cx+aod " ax C(x+ao0d Cx+aad Cx+a0d
w320, ilas _ 3|jd60_2az _ 260 e
2Cx+and? aao {ao a)|ax Cx+a0d % ox ao
- Bar._ 26 ¢o. 2
Cx+aad “ax

Ahora se calculardn las derivadas de 6t en X y ¢ ya que se conoce
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la solucidn de 81, para el caso 'de So solose der Lyé la ecuacidn

4.3 r'especto a o ya que se conoce €C.1-1)

8.60 _ Cxtacdag'! - acao’ : P 215

do Cxetaod?

De la ecuacidn €4.10), se deriva respecto a o y serarregla asi.

La derivada de #6180, multiplicada por el factor Cx+aod® es

2
Cx+ag) _ao’x

28 61

{x+aond = sgaon’-2ao0’as—aox ~ + =SS Pl
L4 Cxtaod ao
-xao* - -¥- [aagao'-o- ,m-] 4 XCael* 2as!di230as1’Ban’aL ¢p popy
2a0 2
Ahora la derivada respecto a x de 61
26 _ Bt
ax 4Csernod® ao cnD.2-3)
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Al integrar _1a. ecuacidn (D.2-2) con respecto a x se tiene

2
» a0 X ao'x’
ao -2:1 % . “TgT o+ TeT o+ -

ao"8 aa 3

aarx?

[aa ~2ag0as aa'ln(x+ao) + se== CD. 2-4>

La ecuacidn anterior es la integral del lado izquierdo de la
ecuacidn CD.2), ahora al sustituir en el lado derecho de ¢D.2),

¢D.2~1), y C(D.2-3) e integrando con respecto a X se tiene

= Cxﬂm)zg ez —[éegél'- - a1 - gao + a.n]——‘—’— —[‘3-‘-— - §-—]aox +
ox 2

2
xtao x+ao aa 2ao0

+[,“,-2“] se-2anas ot xrag | x__ , 2eiZas |
a(x+ao) 2Cx+aadao aa x+ao 2Cx+aad
(ao -2acadlnCxtaod %2 =2 FaCod aoast
——————————————————— + =T b ~Te - WEETDae 4 SESSeee +Falod
ao 2aa Gao ao Cx+aod?
<D, 2-5)

Al igualar CD.2-4) y CD.2-5) y pasando del lade derecho el factor
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txtaodd, iy al: sv.is]iv.‘.n.m‘r ‘D.l—i) se u_‘ene

4. £a0TaLIX -
ZaoCx+aod®  Cx+aocd?

W DL Dolie Do, merEas
Zaatxtacd? i Cx+aodaa’ - Cx+aod? atg-rao)’

¢D. 3>



ESTA 1
S gl N0 g

P ) B
Al despejar béz/éx_e‘int‘egrar E L# 353!.197‘58‘

82 = x+ao - 2aaln(x+ao> it
i B x+ao
S fx cae?ll g fet
2 = 2 ol :
: ®+ao 24ac0” {x+ao

EE 2
oln(x+ao) - 22 _hteli- 228 1 nextaod +
o xX+ao ao

+ 23822 '_'-;-_;-;_z 2a1%-2an®*~acai+@acaz |- -—-22--_ |Bacat-ac*-
xtao alx+aol 3Cx+aad
2 1 at 2ag0 ao” a0
~Bas {—1F - 2 Inxtaed 4+ F5S- - o-TSo—o -lao-8as} | -—==-—= -
R S - aoj}{ x+ao 2Cx+and® 2¢x+aad?
1
= —==—1+ Fgled D, 4>
x+ao
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Al evaluar con las condllclcne's; de .contorno se llega‘a

FaCed=0 €D. 251
Fscod= Stag. - 9 KD, 423
12 =B
Al  evaluar la condicidn de cantaorno (3.12)
2
262 _daz _ _ 10|, ar|, if2|as}”, az ¢D. 43
&  |x=0 de 3ao ao ac {3 a0 ao

de donde se obhtiene una ecuacidn diferencial, que se resuelve por

método del factor integrante.
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