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RESUHEN 

El presente trabajo est.á basado en el est.udio reali:zado por el 

científico A.O. Okhot.simskii [1J que t.rat.a de obtener el tiempo de 

colapso de las burbujas de vapor. Se basa en las idealizaciones 

de un modelo que considera la burbuja cómo un&. esfera qu9' se 

encuentra inmersn en un líquido y el f'act.or dominante en predecir 

el tiempo de colapso es la transferencia de calor por conducción. 

Para est.as idealizaciones se desecha la posibilidad de que el 

colapso lo produzca el f'Act.or hidrodinámico de acuerdo con la 

ecuación de Rayleigh. También se asume que el proceso ocurre 

lent.ament.e de que la presión de la burbuja y del liquido 

igualen en un cierto tiempo. En éste caso la burbuja cede calor al 

líquido. Esto quiere decir que la ecu.a.c:ión de conducción para el 

líquido !"uera de la burbuja necesita resolverse tomándo en cuenta 

el movimiento de la !"rontera de la burbuja. Se adviert.e que el 

cri t.erio dominant.e en parámet.ros adimensionales: es el número de 

JaJcob Ja., El aut.or t.oma en cuenta las variaciones en el radio. 

llega a un análisis numérico que cubre un rango para Ja. de -m a m. 

El problema del auLor se presenta al comparar sus resultados con 

la solución numérica de la ecuación di!"erencial en donde existe un 

error que crece a medida que la burbuja se colapsa. El !'in de la 

presente te-sis es obtener una solución de la ecuación direrencial 

que elimine este rango de error por medio de técnicas de 

perturbación regular. 

El planteamiento del problema. t!'l mi s:mo del autor. y s:e 

considera a la burbuja inmarsa en un liquido lo suficient.ement.e 

grande y en reposo con una temperatura y presión de re~erencia Tm. 

p«i rogpaa~ivarnen~•. 1..A. burbuj~ go onauanLra en em~ado egLablo con 



una To y po y se le lleva a una To+dT y po+.6p o s:ea un escalón que 

mantiene constante durante todo el proceso ya que las: 

condiciones de equilibrio liquido-vapor deben s:atis:f'acerse. El 

f'lujo de calor así generado lleva a una condensación en las: 

parede~ de la burbuja que con el tiempo la llevan al colapso. El 

c::as:o .n.qui trat.a.do es el límite de J·Q.-.0 el et.ro l.im.it.e JQ.-.co s:e 

trató con integral de Green además de et.ras técnicas de 

perturbación Ccapa límit.e) y llegó una. ec:uaci ón 

integrodif'erene!al que est.aba f'uera de los alcances del pres:ent.e 

t.rabajo. 

Lo que se desaa obtener es la evolución del radio adimensional a. 

contra el t.iempo adimens:ional T*. Las: corrtM:ciones: en t.aria. de 

pert.urbación llevan a plant.car expansiones: en t.emperat.ura y el 

radio en base a una nueva variable temporal que es a=JQ.T. 

Dent.ro de la expansiones t.enémos para la temperatura y el radio 

8•8oCx.O') + Ja81Cx.c) + Ja.2ezcx,a:> + ... 

.a.•aoca::> + Ja.a1Ca:> + JQ.2azCa"':J + •.• 



CAPITULO I 

I. INTRODUCCION 

Cent.ro de la ingeniería t.érmica frecuent.ement.e nos encontramos.con 

el fenómeno de condensación en lodos: los: niveles: de t.rabAjo 

industriales coma en ingeniería de inst.ala.ción. 

Equipos complejos son const.ruidos t.ant.o para provocarla como para 

evitarla. La condensación como t.odo fenómeno de la naturaleza no 

eS ni buena ni mala. solament.e es necesario conocerla y aprender 

s:us mecanismos. sus implicaciones. sus int.eracciones y en general 

sus: aplicaciones dent.J"o de la ingeniería. Los equipos que por 

excelencia se ut.ilizan para provocarla son los conderu;;adores. 

Est.os se encuentran en t.oda la. indust.ri.a. de proceso asi como en 

aplicaciones específicas aeronavales. et.e. 

En la industria del a.ira acondiciona.do los,; problemas de 

condensación se deben ovi t.ar en t.odo. para est.o •l conocimient.o 

del !"anómono es crucial. En las cámaras: de ret'rigeraciOn 

algun.a.s veces perjudicial ya que el agua. liquida llega 

descomponer los a.limie:nt.os: creando as! ambient.es no deso&dos para. 

su aplicaciOn~ 

En los serpent.ines se present.a condensación const.ant.ement.e lo que 

p~oduce caídas en la eficiencia y en lA Lransterencia de calor en 

es;:¡t.os- además de !"allas qua pueden llegar a su dest.rucción y 

corrosión. 

En la. indust.ria de t.erinoelect.ricidad. el t"enómeno se repit.e en 



casi todos los equipos de pla.nt..a. El ejemplo más: claro es: el del 

condensador. donde la t.eoria y aplicación del Cenómeno s:on 

cot.idianas. En la caldera se t.iene un CenOmeno a la inversa en 

donde se puede aplicar la m1s:ma t..eoría con sus: respect.ivas: 

correcciones. Los: problemas: en caldera se repi t.en en la red de 

t.uberías aliDWtnt.a.doras da las turbinas:. La mayoría de las: t.urbinas 

t.rabajan con v.:i.por por lo t.ant..o la caldera debe.o 

proporcionarlo por si misma o por medios: recalent.adores: de m.a.nera 

qua el sum1n1st.ro d• és::t.e a la t.ubería y a la t.urbina sea el 

adecuado. Cent.ro del equipo de bombeo los: problema.s de cavit.ación 

llovan al. es:t.udio de ecuaciones semejant.es para ol est.udio de ést.e 

problema.. 

En las t.or-res de enCr-iamient.o donde se t.ra.baja con mezclas 

&ir-e-vapor-agua es: eVident..e la necesidad de crear modelos en base 

a la condensación con t.rans:Cerecia de !NU!&. 

En las chimeneas y en general en los escapes de las máquinas: do 

combust.ión int.arn.a si la condensación ss presenta los problemas de 

corrosión son vordaderarnent.e graves sin mencionar lo!lil de 

c:ont.ami na.ci ón. 

En la indust.ria química S• t.r-abaja const.ant.•rnent.e con rea.et.ores. 

l!t'Vaporadoras. condensa.dore~ y carnbi&dores de calor en donde la 

aplicación de t!IOC:lelos más exact.os del tenómeno de condensación se 

retleja en ahorr-os important.es d9 energía y recursos. así como da 

nsant.er'lindent.o provocado por la corrosión et.e. 

También en la 1ndust.r1a química el Manejo de sustancias tóxicas y 

explosivas es mejor en torma líquida y por ende. modelos: para la 

pr•sión y la t.emperat.ura para dicho cambio de .tase son 

ext.rem.adament.e necesarios. el manejo de desechos t.óxicos gaseosos 



se puede llevar a cabo condensando est.os para un manejo más 

sencillo. 

Dent.ro de la indust.ria met.al mecánica clert.as fundiciones llegan a 

present.ar gases en sus vaciados produciendo detect.os lmport.ant.es y 

una forma es retirarlos y condens:arlos, de es:t.a manera se evJ.t.an 

dichos detect.os: además de que estos: son verdaderament.o tóxicos. La 

presencia de condensados no deseados: en equipos: da cambio de Case 

produce un decremento muy import.ant.e el coet'icient.e de 

transferencia de calor, que a su vez se refleja en su rendlmJ.ent.o. 

Uno de los modelos más comunes que se aplican para el estudio del 

cambio de fase es la condensación en got.as:. Para promover la 

condensación en got.as se han llevado a cabo experiment.os que 

demuest.ran como en superficies lisas las got.as crecen y se 

desli.zan dejando nuev.ament.e la superticie descubi•rt.a para que 

vapor nuevo llegue a condensarse. El coeticient.e de t.ransferencia 

de calor de est.e si st.ema aurnent.a de 10 a 20 veces del de 

condensación en película, ést.a ot.ra forma de condensación present.a 

problemas de drenado const.ant.e y por eso se procura el ant.erior. 

Para promover la condensación en got.~ se prefieren superf"i.cies 

vert.icales o inclinadas y li.s~s. L..a. superCicie lisa no es durable 

por e!"ect.os: corrosivos del vapor por lo t.ant.o disminuye la 

eticiencia del equipo tácilment.e. Por ot.ra part.e las superf"icies 

rugosas, donde el coeticient.e de t.rans:terencia de calor es mayor 

s::e t.ienen dis:en:os que permit.en capt.urar el condens.ado dejando 

superCi.cies: libres en donde el nuevo vapor llegará a condensarse. 



I.a. GENERALIDADES 

El est..udio del colapso de una burbuja de vapor después del sal to 

en la pre¡;iÓn extorna os:. fenómeno complejo, qu• implica ol 

est.udio de fact.ores: múlt..iples:. realizado por Nigmat.ulin [2l. l..os: 

experiment.os numéricos present.ados: por est.e autor incorporaban los 

efect.os de la inercia. del liquido, t.ransí"erencia de calor en dos 

fases, cinética de la f'ase de t.ransición. viscosidad, y de la 

tensión superf'icial. Para est.o se requirieron un gran número de 

parámetros adimensionales y un programa muy complejo. Calcules del 

crecimiento de las burbujas en ebullición nucleada se complican 

aún mas por que el hecho de que el campo de t..emperat.uras a su 

alrededor no es uniforme. L.a burbuja se origina en una capa límite 

sobrecalent.ada y elicün~ esta capa localmente de la pared, 

mi.ent..ras:. la pared se enf'ria produciendo la evaporación. Hay t..res 

modos en los que podemos es:t..udiar el crecimient..o de la burbuja. lo 

siguientes art..ículo~ son un ext.ract.o del libro de Van st.ralen [31. 

I. 2.1. Hodos de formación de burbuja 

1. -En el modo hidrodinámico donde la t.emperatura 

8(t.)•9c)-const..cuando t .. o, donde la inercia del liquido domina, que 

es la así llamada solución de Rayleigh, RC~)S:p6o)'/&l :d:p8o)'/al 

para el caso de pre~iones a.mbient.e bajas donde el VaPC?r e~ un gas 

ideal e inicialmente la burbuja se expande con una velocidad dR/d~ 

corictant.e. 

2. -El modo asintótico Cisobárico e(t)=O. cuándo t. .. oi> que es un 



problema de difusión de calor con RClJ:!:(8o/p:>t.1
/Z y el 

crecimienlo es: R~vz decreciendo gradualmente. 

3. -El modo t.ransit.orio que es una combinación de los anleriores, 

donde el crecimient.o inicial es gobernado por el modo 1 y el 

avanzado por el modo a. Est.e modo depende sust.ancialment.e del 

s:obrecalent.amient.o de las fronteras:. 

Cuando la presión p~o el radio R y la rápidez dR/dt. decrecen de 

acuerdo con la solución de Raylelgh. mient.ras que si p~m. lo que 

implica la solución de difusión y se produce el efeclo opuest.o. Es 

decir un decreroent.o de la presión ambient.e prolonga el modo 

inicial de crecimient.o; mient.ras que a pres.iones elevadas el 

crecimient.o se describe ca.!:i por la ecuación de conducción. t.as 

complicaciones vienen cuando se es:t.udia la formación de burbujas 

cerca de la supert"icie s:obrecalent.ada. Primeramente se forma una 

película delgada bajo la burbuja. que post.eriorment.e desaparece al 

!!!Vaporarse est.o habla de dificultades en la t.ra.nsición de 

ebullición nucleada .;:i la. de película. Segundo se forman punt.os 

s:ecos que causan irregul&J"idades en la formación de burbujas. 

sobretodo a presiones ambient.e bajas. 

Dentro de la ebullición nucloada se t.iene crecimient.o local donde 

un liquido subenfriado est.á en cont.act.o con una superficie 

sobrecalent.ada. las burbujas: crecen y se colapsan sin dejar la 

superficie. lo int.eresant.e de est.o es el increment.o sust.ancial de 

la t.r-ans:ferencia de calor por convección. Est.o se aplica a los: 

sist.emas de ~lujo bifásico con circulación forzada. 

L..os;; ant.eriores: modos son el result.ado de las múltiples 



1nvest.1gac1ones que a cont.inuación s:e resumen del libro da Van 

St.ralen Cap. cit.l. 

I.3. TEOR.IA DE FOR.HACION DE BURBUJAS EN LIQUIDOS PUROS~ DIFUSION 

DE: CALOR 

En 1930 Bosnjakov1~ calculó la densidad del flujo de calor en una 

burbuja ascendiendo en un liquido bajo las siguientes hipót.esis: 

1. -El calor lat.ent.e de vaporización se lleva a cabo en' las: 

f'ront.eras: de la burbuja como .consecuencia de pequen:o 

sobrecalent.amienlo en el liquido en regiones alejadas de la 

f'ronlera de la burbuuja. 

2. -Después de un pequef"l:o estado inicial• la burbuja es rodea.da 

contínuament.e por una delgada capa limit.e liquida donde la 

t.ransf"erencia es por conducción unicament.9. 

3.-Se asume equilibrio t.ermodinámico en la f"ront.era de la burbuja. 

El vapor- est.á a t.emperat.ura de s:at.uración unif'orme T, debido a 

e>Qle equilibrio y ~u gran dif'uslvidad t.érmica. 

Estas hipót.es:ls se basaron en los: experimentos de Jakob y Frit.z 

para ebullición de agua a presión at.mosf"érica. en donde la 

f"ormación de burbujas se llevó a cabo en la cuperf"icie calentada 

mientras el resto del liquido permanecía a t.em:perat.ura. uniforme. 



I.3.1. Transferencia de catar sLn evaporación en ta superfict.e 

cal.tente. 

Heidrich y PrUger midieron la t.emperat.ura de líquidos hirvientes 

supercalent.ados Csin burbujas), que es la región do convección de 

la curva de ebullición. L.a distribución de temperatura de la capa 

límite del liquido es lineal y la transferencia de calor es debida 

puramente a conducción. El equilibrio termodinámico ocurre en la 

interfase liquido-vapor. donde el sal t.o de temperatura es de 

0.001K. Las temperat.uras del liquido y del vapor fuera de la capa 

límite son unit'ormes. 

I.4. TEORIAS DEL CRECIHIENI'O DE LAS BURBUJAS DE VAPOR 

I.4.1. Teoría de Bosja:nlu:Jvt~ 

Para el crecimiento isobárico con difusión de calor. J..a 

evaporación ocurre en la interfase líquido vapor. donde el calor 

lo suministra el liquido sobrecalent.ado por conducción a través de 

la capa limit.e. El es:pesor de la capa limit.e es;. independiente de 

la diferencia de la t.emperat.ura y al incrementarse el t.iempo. est.e 

espesor lo hará linealment.e. 

I.4.1.1. Hodetos con la ecuactón de Rayl~i6h 

S. puede obt.ener una ecuación dit'erencial de Sfrgundo orden. no 

lineal para el radio RCt.'.:> de una cavidad expandiendos.e en un 

líquido, 1nm1scible. incompresible e in~inito que está 



inicia.lmant.e en reposo Cver cap. 2). Est.as idealizaciones son la 

base de 1a aplicación al es.t.udio de crecim.ient.o en burbujas. 

Correc1ones posteriores son necesarias para el est.udio de 

fenómenos que no se podr!an realizar eon dichas idealizaciones. 

1.4.2. Exten..5tón ~ ta ecuación de Ra.ytet~h. 

Fost.er y Zuber, Ples.set. y Zw!ck, y Scriven llevaron el modelo para 

el caso de una esfera de vapor en un liquido viscoso lnicialment.e 

uniformement.a sobrec:alent.ado. Est.a corrección se basa en 

t:rrquilibri.o t.ermodinÁm.ico y la presión en exceso es producida por 

el sobreealent.amient.o inst.ant.áneo en la pared de la burbuja. 

Además se rest.a un t.érndno de t.ensión superí"icial y un t.árnüno de 

presión dol l.Íqui.do dent.ro de la cavidad. El rnodo inicial de 

cr~imient.o lo rige la hidridinámica del líquido. 

I.4.3. T.oría de Foster-Zub~r 

El líquido evaporando en la int.erí"ase de una burbuja de vapor es 

un sumidero de calor esférico en movim.ient.o que puede ser 

encont.rado por la int.egración de un sumidero punt.ual móvil 

inst..r\t.áneo. La t.emperat.ura cL!tl vapor TCR. t.:> en la burbuja es 

unitortN!t. debido a su gran ditusividad t.érmica y su ~uetta. masa, 

provocando un gran int.ercambio d• calor convect.ivo. Est.a 

t.emperat.ut"a es: TCR,t.)•TCt.::>. Fost.er y Zuber. y ZWick demost.raron 

que cuando ect.::> .. o y t. .. m. la t.emperat.ura del vapor s.e apro>tima. a la 

d• aat.uración. E;¡¡t.a. predicción 0S1t.á do .a.cuerdo lo" 



experimentos de PrUger. 

a.:>El crecimiento inicial, con las condiciones iniciales RCO)=Ro y 

velocidad y aceleración cero. significa que la burbuja est.á en un 

equilibrio met.aestable. Por lo lant.o el crecim.ient.o debe comenzar 

por una pert.urbación. puede ser un impacto rápido de moléculas o 

por una fuente de calor constante. b.)El crecirnient.o asint.ót.ico ya 

no es gobernado exclusivament.e por hidrodinamica ya que el rango 

de creci mi ent.o direclament.e proporcional 1 a t.emperat.ura 

inicial y decrece inversamente con el t.iempo. 

I#4.4, Teoría de Ptesset-Zwlck 

Para el caso de que la t.emperat.ura 9a=0o . El calor lat.ent.e de 

vaporización la front.cra de la burbuja se t.rans:mi le por 

conducción a t.ravés de una delgada capa lirnit.e adyacente a la 

burbuja. El sobrecalent.amient.o en la f'ront.era de la burbuja Cque 

iguala la temperatura unif'orme del vapor como consecuencia de una 

gran difusividad t.érmica del vapor) decrece gradualmente del valor 

inicial eo a cero, permit.iendo el ef'ect.o ref'rigerant.e de la 

evaporación. Plesset. y Zwick pres:ent.aron separadament.e su ecuación 

aplicando leería de perturbación para obt.ener una solución en 

aproxim.aciones suscesivas: para l~ dif'usión de calor radialment.e a 

~ravés: de una rront.era es:.rérica móvil. Con f'ines de convergencia. 

el procedi mi en lo se basa en el concept.o de una delgada capa 

límite, para la cual las:. variaciones de t.emperat.ura son pocas. 

a.)El. crecimiento asint.ólico, se considera R/Ro>>1. para un t.iempo 

largo y es equivalente a e..~o en la t.eoría de Fost.er-Zuber. la 

t.emperat.ura del vapor se aproxima al valor de sat.uración. 



b.)Aproxirnación plana si y solo si la curvatura de la burbuja no se 

considera. Desde luego en ~n modelo mas: s::imple, ést.e inclu~ dos 

modos. el de t.ransición y oscilaciones en el radio de la burbuja. 

El último f'enómeno, que las dem.á;i t.eorías no incluyen. ha &ido 

verif'icado experimentalmente. La teoría incluye ~1 colapso de las 

burbujas. 

c.>Teori.a de Scriven para el crecimiento asintótico. Scriven hace 

una e>..'1.ensión de l.a. ecuación de conducción de calor para es:f'eras 

simétricas. de esta f'orma establece el ef'ecto de convección radial 

resultado de las dif'erentes densidades de distintas f'ases, dos de 

sus condiciones de contorno establecen la velocidad radial 

instantánea del liquido adyacente a la burbuja y a una dJ.s:t.ancia 

mayor del cent.ro de la burbuja. Al cambiar la variable en una 

solución de semejan2a T(r,t)=TCs:), se obtiene para resulta.dos: 

numéricos que la evaporación de toda la masa del líquido 

s:obreca.lentado ocurre instantáneamente máximo 

sobrec:alent.amient.o. 

I.4.5. Teoría de Skinner-Banltaf/ 

Prac:t.ic:ament.e es una extensión de la teoría de Scriven, estudiando 

el crecimtent.o de la burbuja en carnpos est'éri cos y s:im.ét.ricos de 

variación genaral. además: de inc:lÚir sobrecalentarnient.o negativo 

como subenf'riam.iento Cebullic:ión local), y sobrec:alent.amient.o 

inicial unif'orme. 



I.5. ESTUDIO DE. UN. HODELO DE FOP.11ACION DE .BUP..BUJAS CON 

TRANSFERE:NCIA_DE HASA CSISTEHAS BINARIOS>. 

A par~ir de un' art..ículo de Nigmat.ulin [op. cit.l se t.oma el 

siguient.e extra.et.o. El est.udio de las osci.laciones en una burbuja 

de vapor en un liquido. part.e de la ut.ilidad práctica de usar 

pantallas de burbujas para amort.igUar ondas de choque y el uso de 

pert.urbaciones acústicas en procesos. t.écnicos. 

En flujos liquido-vapor. las int.eracciones de masa y energía 

llevan cabo la interfase. est.as 1nt.eracc1ones 

responsables de la mayoría de los cambios en el flujo. el campo de 

velocidades y t.emperat.ura. 

En et.ros trabajos en los que se han t.rat.ado diferent.es aspect.os 

del problema por ej~mplo: En el caso de que las oscilaciones sean 

pequef'ias. la t.rans.ferencia de calor dom.in."'!. por encima de los 

efect.os de viscosidad y compresibilidad del l.Íquido. También se ha 

estudiado experimenlalment.e el problema de t.ransCerencia de calor 

de una burbuja de gas sorr.et.ida a oscilaciones no lineales. Como 

se vió ant.eriorment.e existen una gran eant.idad de estudios 

referent.es al colapso y !'ormación de burbujas: con muchas 

idealizaciones. que conducen a modelos res~ringidos. 

Wang y Khabeev calculan la dinámica de las burbujas. en un campo 

sonoro. y descubren dos modos: de resonancia para la burbuja. así 

como una nueva frecuencia de resonancia dif'erent.e de la de 

MJ.nnaert.. otros int.ent.os para encot.rar l.as propiedades: resonantes 

de las burbujas en equilibrio llevados a cabo por Nephiras y Finch 

arrojaron una _aproximación de las f"recuencias. aunque en ot.ro 

traba.jo de D. Y. Hsieh quien t.rat.ó analit.icament.e de encont.rar 



dichas !"recuencias y una explicación f'isica del segundo modo 

resonancia. Hsieh llega a una !'órmula errónea .. debido a las 

idealizaciones que plantea. 

En el t.rabajo de Nigm.at.ulin Cop. cit.1 so t.rat.a un problaft'l.a. de 

trnast'erencia de calor. masa y la interacción dinámica ent.re una 

burbuja vapor-gas y un liquido. considerando t.emperat.ura no 

uniforme en la burbuja y la difusión int.erna de los component.es de 

la mezcla gas-vapor. Una solución numérica se obt.iene para el 

problema. del movirnient.o radial de la burbuja inducido por un 

cambio repentino en la presión del líquido. que es: la sit.uactón en 

la que se encuent.ran las burbujas delant.e del frente de una onda 

de choque que después las golpea. 

También se consideran las: burbujas oscilando en un liquido bajo la 

in!"luencia de un campo sonoro. Los et'act.os capilares: y las 

transiciones de fase. t.omados en cuent.a producen una nueva 

~recuan.cia resonant.o da las: burbujas pequeKas que dit'iere de la de 

Minnaert.. Se cbtienll!'n las expresiones para la f'rec:uencia y 

el rango d• a.mort.igtiación t.érmJ.co d• las oscilaciones de la!: 

burbujas. También se obt.ienen los coef icient.es de t.rans~erencia de 

calor ent.re las burbujas osc:::ilant.es en la dirección radial y el 

liquido. Todo est.o s:e est.udió por el mét.odo de di!'erencias: 

~inít.as. 

r.e. 08JE:TIVOS y ALCANCES 

Después de haber ci t.ado los modelos ant.eriores: se pret.enderá 

ubicar el cbjet.ivo de la t.ásis El origen del presente t.rabajo es 

un t.r~ba.Jo roaliz~do por A.O. Okhot.Gigms;kii Cop. cit.. l. que 



explicaré con detalle a continuación. El autor utiliza las 

ecuaciones: de t.ranst'erencia de calor t.oma.ndo cuent.a el 

movimiento de la tront.era de la burbuja, resuelve para los casos 

límite del tact.or adimensional dominante que es el número de Jakob 

C-oo,~J. una solución para la evolución del radio adimensional Ca). 

Posteriormente mediante un algoritmo corrige dicha solución quo en 

sus res:ult.ados numéricos contienen cierto rango de error respecto 

de la solución numérica de la ecuación. Para la tésis en cambio se 

us.ará un método analítico por medio de técnica de perturbación 

regular con el fin de obtener la solución analítica, que perrnit.a 

ver la t'uncionalidad de las variables involucradas y obt.ener la. 

solución de la evolución del radio adimensional Ca), para comparar 

los resiult.ados: numéricos con los del autor. Dependiendo de estos 

la técnica de perturbación rttgular se puede ex:pander para. obt.en•r 

mejores resultados e irse aproximándose a la solución numérica de 

la ecuación. 



CAPITULO II 

II DEDUCCION DEL MODELO 

Part.iendo de las ecuaciones de Navier-st.okes para llegar al modelo 

en cuestión.se hacen las siguientes suposiciones: Coordenadas 

esféricas y sólament.e t.omando en cuenta que la t.ransf'erencia de 

calor que provoca el colapso de la burbuja se lleva a cabo en la 

dirección rad±al únicamente, y que el colapso es en la misma 

dirección. Además se supone que hay simet.ria en la got.&. lo cual 

implica que sólo •e t.oma en cuent.a la dirección radial. 

II.1. ECUACION DE CONrIMlIDAD 

Debido a que la cantidad de movimiento y la t.ransCerencia de calor 

la dirección r, y la variación en las ot.ras do~ direcciones 

8 y ~ no la lomaremos en cuenta por exi&t.ir simetría se t.iene. 

ca.1) 

La. ecuación de cantidad de movimiento no se t.oma. en cuent.a en 

virtud de que el t.iempo en que ocurre la t.ransterencia de cal.ar es 

muy cort.o para alcanzar a perturbar el est.ado inicial del liquido. 

de t.al !"orma que el ef"ec:t.o convect.ivo s:obre el líquido s:ólo 

aparece a t.ravés del moVimient.o de la. got.a. 

'" 



II.a. ECUACION DE LA ENERGIA 

Para !'l uídos: Newt.onianos con propiedades const.antes: puede 

demo~t.rarse que la ecuación de la energía se reduace a: 

+ µ,P + q ca.a:> 

Los términos de disipación viscosa µ~ y el de Cuente generadora de 

calor se desprecian, el primero por estar a velocidades bajas y el 

segundo por no existir !'uenle de calor interna. 

Al re.arreglar la éCUación. dividiendo entre pCp y desarrollando la 

derivada se obtiene 

g T + Vr~ T = ! [!?'T + ª ~T] m. i1r a i!rz r 
ca.3) 

donde 

pCy 

a•¡-- ca.a-D 

Al suponer ,o=ct.e, 



o ca.4) 

a.l int.egrar os~a ecuación se obtiene 

rYr .. e ca. 4-1' 

donde C es una const.ant.e arbitraria. 

Al evaluar Vr en el radio de la got.a Va• dR/dt. y por continuidad 

se obt.iene 

ca.5' 

Al llevar C2.!Sl a C2.3) se t.iene 

ca. e:> 

II.3. CONDICIONES lNlCIAL Y EN LA ;RO/II"ERA 

Para resol ver est.a. ecuación C2. 6). de segundo orden n.o lineal 

• me plantean las condiciones de cent.orno que 

deben de ser dos espaciales y un.a condición 

inicial. 

l..as condiciones en T. son las s.iguient.es: La primera es un 

,. 



incremento de temperatura en la superficie de la burbuja 

representado por AT, que por simplicidad 

se lraduce en un sallo de ~emperatura uniCorlnl!'. La segunda es que 

lejos del radio se tiene la temperat.ura del l.íquido Ta, que 

coincide con la condición inicial. en el liempo l•O. Lo ant.erior se 

escribe como. 

TCR, t.)=To+6T;TCr ,0) 0 TCco, t.J =Toca. 7) 

Para cuando hay cambio de !'a.se se debe cumplir el s:iguient.e 

balance de energía en la int.er~ase: 

es decir 

ca. 7-n 

dondft qv es la t.ranc~erancia da calor par conducción en la ~a.se 

vapor y ql es la t.ranst'erencia d.- calor •n l.a. tase liquida. por 

conducción en r•R dados por las expresiones: 

ca. 7-aJ 

"' 



Ade?r..Ís htq representa la entalpía de vaporización. 

Se asume que la densidad e~ igual en ambas Cases con el Cin de que 

no ext.st.a algún movimient.o de la int.erfase debido a los e!"ectos 

convect.ivo~ produc~o del cambio de volútnen por a~la di~erencia de 

densidad es. 

La inter!'aso describa una super!'icie rc:sCt.::> que para ést.e modelo 

·la temperatura es igual, en otras palabras: 

TvCr,n=ncr.nciT ca. 7-3J 

Debido a que la gola manliene su t.emperalura no hay Clujo de calor 

en la Case vapor por lo t.anlo qvc:O 

kl!? Tt 

"'" 
pvhtg!! sCtJ 

dr 

al despejar la velocidad de la inlerCase dRCt.)/dr 

!! R = ~~etg !? T] 
dt. hpv ar ,. •• 

RCO)•Ro ca.aJ 

en virt.ud de qua la condición C2.8) es una ecuación diCerencial da 

primer orden en ol t.iexnpo requiere una condición inicial que en 

este caso es RCO)•Ro, est.o es en el tiempo cero se tiene el radio 

inicial de la burbuja. 

20 



II.4. ADIHENSIONALIZACION 

Para un manejo mas sencillo del problema. se adimenslonali2a la 

ecuación pasando de las variables T. r. t., y R. a e. x. T. y a. 

Según Okhot.sdms;Jai Cop. cit.. l. 

De!' 1 ni das col!'O 

~=g ¡Ba~I=Iq);x=~~=~;T=at.R02 
Ro AT Ro 

Al aplicar las reglas de la cadena corres:pondient.es en las 

ecuaciones ca.o:> a C2.S) queda. Cver Apéndice AJ 

~ s .. ~ze + ~e 
"' 1tx• itx 

{2 ª [1 -L~--)ª]· -ª--} 
dT lx+a x+a 

C2.9) 

C2.10) 

C2.11) 

Se puede ver que er. la ecuación C2.10) aparee• el número de- .1akob 

que &s la r•la.c:ión entre ol calor sensible má.XirDCJ absorbido por el 

liquido Cvapor::> a. el calor lat.ent.e absorbido por el liquido 

(vapor) durant.e la condensa.ción Cebullición:>. Para muchas 

aplicaciones el calor sensible es mucho más pequeno que el lat.ent.e 

y el número de Jakob es pequef'fo. La t'orm.a más conVénient.e de el 

número de Jakob es:: .. 



ca.10-n 

Se t.ienen dos variables c¡ue son a y T sujetas al parámet.ro 

adirnensional da Jakob. 

El sist.em.a. mostrado C2.Q)-(2.11). será resuelto por la t.éc:nica de 

pert.urbación regular del siguient.e capítulo. 

zz 



CAPl TIJLO. IIl 

111. TEORIA DE PERTURBACION Y APLlCACION 

llI.1. GENERALIDADES 

La leería de perturbación es una colección de métodos de análisis 

sislem:á.t.ico del comport.amient.o de las soluciones de ecuaciones 

diCar•nciales y en di!"erencias. El proced!mient.o general es 

ident.i!"icar un parámetro pequefto. que usualment.e se denota como e; 

cuando .caO. el problema. es relat.ivament.e simple y ref"leja. t:n 

primera apro:>d.mación las principal.es caract.eríst.icas f"ísicas del 

modelo analizado. En virt.ud de ello. el conocim.ient.o del orden 

cero C.c .. 0). es !"undament.a.l para el análisis completo de 

perturbación~ est.o es. la solución global se puede estudiar por un 

análisi~ local en la vecindad de e~o. Est.a solución se construye 

por un análisis local en la vecindad de .c•O como series de 

pot.enci as en .e: 

ye x::> =yac x:> +.cy1C x'.> +e 2Y2C x) + ..• 

Est.a se conoce como serie de perturbación. lo importan~e es no~ar 

que la solución es: loe.al en & pero global en x. Si e es muy 

pequerto. se espera. que yC)() sea. aproximada con pocos ~érminos de la 

serie. 

Las series de perturbación ~recuen~emen~e divergen para Lodos los: 

e di f'erentes de cero. y si e no es pequer'io los r-esul t.ados pueden 

ser ~nsuticientes. 



En general se t.r.ita de desco~pon.~r· -.un P,robl~_ma :·d~!'ic:il en un 

número.:inf'l.nit..o c:Ió ·Pr:-9~1.e_~;· ~·~l¡;~·íVa~·ri(~-:'~e~611'1'os:. ,La t.eoría 

de pert.urbac:ión es muy útil C:uando .--~.os _._pr:imeros. pasos revelan 

as: untos _impoi:t..arit.es: de la S01 ;.ici ó~i, .. re!::.t.ant~es dan 

correcciones pequeraas. 

L.a analogía ent.re el an.ilisis local de las ecuaciones 

dif'erenciales y la t.eoria f'ormal de pert.urbaci.ón se puede usar 

p;;..r.a e.la;:;. l.! 1ca.r los problemas de pert.urbac1ón. Una solución ~n 

series cerca de un punto ordinario de una ecuación dit"erencial 

puede repres~ntarse por una serie de Taylor radio de 

convergencia que no desaparece. Para una solución en series: un 

punt.o =-ingular no llene la r.~orma .a.nt.erior, puede ser una serie 

di vergent.e o convergen le y su nota.ble propiedad es: que puede 

eXistir en la vecindad de punto singular a pesar de no existir 

dicho punto. 

En series de perturbación regular se tiene una serie de pot.encias 

e con un radio de convergencia que no desaparece. Un hecho 

import.ant.e de los: problemas de per-t.urbación regular es que la 

solución exact.a para valor-es: pequef'íos de j.t: J pero no cero 

aproxima suavemente a la solución no perturbada de orden cero 

cuando c .. o. 

III.Z. APLICACION DE LA TEORIA DE PEKTURBACION 

Para la solución de la ecuación C2. 9) lineal se requiere 

aplicar una técnica matemática avanzada que en es:t.e caso es: la 

t.aoria de pert.urbación regular. en este ca~o se deben realizar dos 

expansiones una para B y ot.ra para a. y como el t.iempo de cal~p~o 



T es muy grande para ser apreciado CísicamenLe se debe reescalar. 

para eliminar el régimen permanenLe en las ecuaciones. 

Sea tiempo a=Ja.r 

aa.Ja.T C3.D 

L.a serie de perLurbación se realizará en las dos variables 9 y a 

en el nuevo t.iem.po a: 

a .. .Ja.0eocx.ci) + Ja."a1cx.a) + .Ja.zezcx.a) + .... C3.<D 

a • Jo.0 aoCaJ + Jo.1 .a.sCaJ + Ja.2 a.zCaJ + •.. C3.3) 

Al sus~it.uír C3.2) y C3.3J en la ecuación C2.9J se t.iene: 

Cao + as.Jo. + azJo.z'.>z 2 ]} 
- ---------------------- + ,-x--+ ... --o--+-... -~J-:--+-:-.J-:z)-z . Cx+ao + as.Jo. + azJa.zJz • _ _ _ 

C3.4) 

que después de rearreglarse con ayuda del binomio de Newt.onts:e 

t.iol"lO Cvo1"' Apóndico 9) 1 



-i!o~hl]} x+ao 

C3.5) 

De la ecuación C3.!5) se igualan los términos del mismo orden. Ja.0 , 

Ja.', y Ja.ª. y se separan en dichos órdenes. 

Para el orden Ja.0 , se tiene 

~ªeo + -ª--
11xª XT&O 

~ 80 =-o 

"" 

Para el orden Ja.', se t.1ene 

--ª---- !! 9< 
Cx+ao)= lJx 

~! ªº [1- [-;!!!_)ª] + 
da x+ao 

Zd 

C3.fl) 

-~! ___ l 9o 

Cx+ao)z ibc 

C3.7) 



Para el orden Ja.z. se tiene 

+ =ª~~-- ~ 80 _ -ª~!-- ~ s, + --ª--- ~ Sz + ~ Sog ª' 
Cx+ao) 2 c1x Cx+ao) 2 C1x: Cx+ao) {lx i1x da 

_-!2--- ~ So g at 
e x+ao) llx da 

C3. 8) 

Similarment.e. el uso de las ecuaciones C3. 2J y C3. 3) en la 

ec::uaci óri C 2. Q) conduce a: 

g a.o + Ja.~ :u. + Ja.zg a.z :a ~ eo] + Ja.~ 8t.] + Ja.z~ Sz] 
dO' dO' da /tx K=Q IJK lit~ ax_ x:O 

C3. 9:> 

Con el procedimient.o ant.erior 



9 3.0 !xª°].=o C:3.10) 
da 

1~f ª' ~ ~ 8•] C3.1D 
da hx M•O 

g az aez] C3.1ID 
da • ~ M•O 

De igual forma para las ant.eriores ecuaciones s:o re.2.liza la 

e>epansión de su condición inicial 

.a.CO)= aoCO) + JaatCO) + Ja.z~uCO) (3.13) 

aoCO::> + Ja.atCO) + Ja.zazCO:> i::: 1 + OJa. + 0Ja2 (3.13-1) 

Al igualar ordenes de Jakob 

aoC0)=1 .a1CO)•O azCO)•O 

.C3.13-ID 

Las condiciones para resolver el sis:t.ema C:3.6)-C3.S::> se pueden 

obt.ener de manera similar. es:t.o es:: 

20 



C_3.14) 

. . . 

'. .:-: . ~-. ·:;._:_: , -·: -·- ,' 

9oCO.~) _+:.JaS&CO,a)_:'°!" .J_a._6zCQ,~l~1_'.:t°~CJ:~a.·:~ O.Ja.~ C3.14-1) 

9oC0,a)•1 StCO,a:>=O SzCO,a):sO 

C3.14-ID 

De la misma t'orma la. ot.ra condiciones inicial y de cent.orno se 

traducen en: 

8oCx,0) =BoC co, a) •StC x, 0) =8tC<n, T) •8zC x, 0) =8zC m, T) s:Q 

(3.14-3) 

Lo que sigue es resolver los sist.emas C3. 5) .a. C3.14) para la 

t.emperat.ura. 6 y el radio de la burbuja Ca), est.a últ.ima. en t'unción 

de T por métodos de solución convencionales. 



CAPITULO IV 

IV. SOLUCI ON DEL PROBLEMA 

IV. l. PREAHBULO 

Este capitulo trat.21. de la solución del sistema C3.5'-<3.14) 

mediant.e métodos convencionales. 

La t.écnica de pert.urbación permit.e resolver a la t.emperat.ura en 

forma independient.e de la evolución del radio en su orden 

respect.ivo. Para los subsecuentes órdenes se ut.iliza la solución 

del orden anterior. Al resolver pal"'a la t.emperat.ura 8 se lleva a 

la ec:uaciCn de la avol.ución del radio Ca) y se resuelvo- est.a en 

t'unción de T. t.odo est.o por met.odos convencionales. 

Una vez que se obtienen las soluciones de los di~erent.es: órdenes 

en 9 y Cal. se llevan a las: series C3.1) y C3. 2) para obt.ener la. 

solución buscada. De ahí los res.ult.ados se obtendrán para 

d.1t'•r9nt.ec números de Jakob. 

IV. 2. SOLUClON PARA EL ORDEN CERO 

De la ecuación C3. 6) se t.iene el sigui.ente arreglo 

--L- ~.[cx+a)"~.eo] • o 
Cx+a:> 2 

.,,.. u.x. 
C4.1) 

90 



al integrar dos veces 

60 ~ - -E~~~~ + FzC a) 

Cx+a) 
C4.2) 

al aplicar las condiciones de Cront.era para obt.ener F' y Fa 

F.tCO') 

eo a _!;!;!. __ 

ao+x 
C4.3> 

al evaluar la condición de cont.orno dao,....da en virt.ud de que se 

conoce la derivada de la ec::::uación C4. 3) 1190/ctx que se ev.al.úa en 

x--o. se t.iene una ecuación de primer orden. para ao 

2 ªº 
da 

a - --~2--·] 
Cao+X) x=o 

- _L 

ªº 

al int.egrar C4.4) se obt.iene ao 

ao "" Ci-20').t.,....z 

C4.4) 

C4.5) 

Con el Cin de comparar con el aut.or C1J se derine un t.iempo T• 

.. 



C4.6) 

Para obtener el tiempo crítico * To, que es el tiempo para el cual 

al radio da la burbuja co haco cero, ~e iguala con la ecuación 

C4. 0) y se obtiene después de simplif"icar: 

C4.6-D 

lo cual permite escribir la ecuación C4.6) como: 

C4.7' 

que es la del autor C1J 

IV.3. SOLUCION DE:L PRIHE:R ORDE:N 

En la .cua.ción C3.7), se sustituyen ao, 80 y :us derivadas 

- ----1!---- • --!.---.~ [cx+ao) 2~ B•] + ___ !_ ___ • [1- --!!!!-- ] + 
aoCx+ao) z Cx+ao:> bx. ltx Cx+ao) Cx+ao) z 

+ ~~~!.­
Cx+ao)4 

C4.8) 



Al integrar dos veces C4.8) 

8L = !2=ª!2!! + ----~~--- - ~!!2 + -~-- - E!~~~ + F•CoJ 
2Cx.+ao) z 2aoCx+ao) x.+ao x+ao 

C4.9) 

Al evaluar las condiciones de cent.orno 

F9Ca) = -C.a.o/2 + at.l 

Por lo t.ant.o C4.Q) queda 

ea = ~2=~2~! + ----~~--- - ~!!2 + -~-- + ~!!f.~2~ 
2Cx+ao) 2 2aoCx.+ao) ao x+ao x+ao 

C4.10) 

Nuevament.e para obt.ener a.. se sigue lo mismo que para ao 

- ª-- + !!_ a g aj. 

2ao ao2 da 
C4.11) 

que por medio del fact.or .1.n.t.egrant.e se obt.iane aa Cver apéndice) 



que al sumar en la. serie ~3. 3) se o}?t.iene Ca) 

En términos de T• 

. 
para est.e caso Te es igual a. 

T~ = --ª::!!:-----­
rt'1+0.7!!J.U 

C4.1ID 

C4.13) 

C4.14) 

C4.14-1) 

al derivar la ecuación C4.14) con respecto a. T• evaluada en el 

.. 



2-:] • • 
dT T 111 T'c 

- -!!-(1 + --L-] us (1 + e . 75.J a:i "'
2

) 

4J~ .75Jc ' 

lo cual demuest.ra c:¡ue es finit.a y menor que cero. esto es. se 

conoce la derivada en el tiempo de colapso. 

IV. 3. SOLUCION DE:L SE:GUNDO ORDE:N 

Al calcular el segundo orden de pert.urba.ción para encont.rar la 

corrección en a.a Cver apéndice:> 

C4.15'.> 



Al sustituir en la serle para obtener r1nalmente a en términos de .. 
T 

·}- - ---ª!!-!.~-----
ª }- ;;:-

.. , 

+ ;,;,!!!: -
SSJa. 

C4..16) 



CAPITIJLO V 

V. RES\JL T ADOS Y CONCLUSI ONE:S 

La part.e metodológica más importante del ~rabajo ha sido el poder 

aplicar la t.eoría de perturbación regular para resol ver 

analít.icament.e un problema no lineal. L..a solución que se obt.iene 

es mejor que una solución numérica ya que nos rnuest.ra de manera 

explicit.a la relación !"uncional de las variables involucradas. 

Como se vió en la ecuación C::4.14-2l. se conoce la derivada del 

radio just.o en el colapso asunto que el autor [1 l con la técnica 

d• aproximacione~ desconoeé y suponer que est.a derivada es 

int'ini t.a como erroneament.e juzga el aut.or. puede implicar dos 

cosas. que el salt.o de t.emperat.ura es int'init.o lo cual no tiene 

sentido. por el plant.eamJ.ent.o del problema.. o que la conductividad 

t.érmica dQl líquido sea int°init.a. lo cual. también es imposible. 

Cent.ro de la solución obt.enida se t.iene ol pertil da t.emperat.ura. 

y la evoluci~n del radio. En la soiguiant.e t.abla. s:e t.ienan los: 

resul~ado$ de la evlolución del radio a cont.ra el t.i~o T* para 

Ja.•O. 01, y Ja.-=O. 02. con los dat.os y resul t.ados del aut.or [1 J que 

para el caso do los resultados: siguientes T• es: dat.o, t.od.o es:t.o 

con el ~in de comparar. 



Ja.=O. 01 

a.t.Ja. a=ao+a11.Ja. 

O.Q 0.927456 0.928589 o. 00111a O.Ba7458 

o.a 0.939393 O.B41QBO 0.00as71 o. 639387 

0.7 o. 74808Q 0.75Z4aB 0.0043Z4 0.74810Z 

o.e 0.8551!!35 o.eeaoa9 0.0063!35 o. l!l55!l60 

0.6 o. !51!l3673 o.57a450 0.008808 o. 51!l3!l41 

0.4 0.471119 o. 48311!l8 o. 0118Q8 0.471269 

0.3 0.383429 0.3005aQ 0.015776 o. 383754 

o.a 0.30Z01Q 0.323490 O.OZ0758 0.30Z73Z 

0.1 0.23eQ39 0.264742 0.026343 O. 2393Q8 

0.05 0.21680Q o. a41!l300 o.oaaeo3 o. 21789/!l 

o.o o.ao44a7 O.aac540 0.029932 o.aol!le07 

•• 

. 
T 

0.000877 

0.001853 

o.OOa7Ba 

o. 00357/!l 

0.004a8 

0.00488 

0.00535 

0.00570 

0.005"2 

0.00598 

o. OOl!l01 

ao+at.Ja.+ 

+azJa.2 

O.Q27430 

0.8393aa 

0.747985 

0.1!!55480 

o. 51!l331!l5 

o. 470871 

0.383200 

0.302030 

0.2371!l2Q 

o. 211!l93Q 

0.205872 

!! : 
dT 

-170.64 

-188. 3 

-211.12 

-a4o.77 

-aao.14 

-335.8Z 

-415.63 

-637.38 

-70Q.2A 

-7!la.89 

-841!l.l!l8 



a.o.u\. at.Ja. a=ao+a.1.Ja. T 
. ao+a1.Ja.+ ~ a 

+a2Ja. 2 
dT 
. 

O.Q o. Q36071 O.Q37Q94 0.001916 0.936073 0.00153 0.935983 -85.07 

o.e o. 851916 0.858592 0.00466G 0.851929 0.00339 0.851600 -93.35 

0.7 0.763796 o. 771699 0.004185 0.763837 o. 00515 0.763418 -103.97 

o. 6 0.673158 o. 684897 0.006655 0.673259 o. 00676 0.872593 -117.81 

0.5 0.582305 o. 598606 0.001607 0.5825Z7 0.00817 0.581539 -136.11 
0.4 0.492760 o. 5146'52 o. 021426 0.493226 0.00936 0.49102Z -101. 00 
0.3 0.406390 0.435280 o. 027931 0.407349 0.0103Z o. 405431 -196.44 

0.2 0.328967 0.384582 0.035(174 0.328908 0.01104 o. 320434 -247.58 

0.1 0.283999 0.311114 0.043547 0.267587 o. 0115 o. 284"71 -313.02 

0.05 0.248200 0.298224 0.045824 0.2.52400 0.011fl 0.249422 -335.15 

o.o 0.231336 0.2847'52 0.048405 0.236346 0.0117 o. 233301 -302.aa 

De las dos t.ab1as: anteriores: pueden ver los resul lados 

obtenidos por el autor t1 l. comparados con la solución numérica y 

con los obtenidos: en los di~erenles órdenes de perturbación. Cómo 

se puede apreciar en el seogundo orden la corrección es mejor que 

la del aulor hasta la lercera ci~ra. pero a medida que se acerca 

al valor crítico dicho valor aumenla y no es:: mejor que el del 

aut.or¡ sin embargo . en t.érminos genera1es:. los: res:.ult.ados: son 

a.cept.ables:. 

Después de haber calculado el primer orden s:e pensó en la 

posibilidad de que la corrección del segundo orden seria 

... 



sut'icient.e para alcanzar a los valores que ofrece la numérica. Sin 

embargo, al revisar el algebra se des:cubrió que eoxist.e una 

divergencia en la lemperat.ura en el primer orden. t.arnbién aparece 

en ol s:iogunda y no abs:it.a.nt.o ol hoc::ha do qucr no int.roduzca 

singularidades en la evolución del radio de la gola. provoca que 

la solución no est.ó complet.a para el perf'il de t.emperat.ura. en 

Virtud de que no se sat.is:face la condición cuando x~oo . 

Debido a que el esquema de pert.urbación regular es ins:uf'lclent.e se 

recomienda alguna leería más sof1st.1cada como el mét.odo de escalas 

mtilt.iples. que lome en cuent.a Las no unif'ormidades en las 

soluciones desarrolladas con ayuda de un esquema de perturbación 

convencional como el aquí desarrollado. 
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APENOICE A 

A. I, ADIME:NSZONALI:ZACION DE LA E:CUACION C2. 6:> 

Se .aplica la regla de la cadena t.omando en consideración que la 

t.mperat.ura 8 es !unción de x y T y que a su vez x es ~unción de T 0 

entonces:en ot.ra forma 

a su vez se calculan las derivadas 

i!" 
= !J - ~ J = - !. !! R !! a 

In Ro RodT dT 
CA.1-0 

~ T ~ ~ 
m. Ro 2 

CA.1-2) 

Simplement.e puede deinost.rarse que: 



9 P. 
dL 

= {!_ P.[{!_ T] = g Rf~-.] 
dT ~ dT lRo 

i= ~- g a 
Ro dT CA.a) 

Con ayuda de CA. 1-2) ahora se calcula la derivada para. la 

t.emperat.ura respecLo al radio 

CA.3) 

se genera ot.ra. derivada que a conLinuaclón se calcula 

CA. 3-1) 

la segunda derivada de la t.emperat.ura con respect.o al radio es 

CA. 4) 

CA. 4-1) 

•• 



al sustituir en la ecuación C2.6). todas las eCuaciones anteriores 

CA. !3) 

como el !'act.or ATCV'Ro2: es común se elimina y se despeja bf!!J/h'r 

~ 8 - ~2:8 + ~ 8 
ltr 11x• ltx { g " [1 -[-!!,--) '] + -ª-} 

dT a+x a+x 

A. II. ADIMENSIONAW'.ZACION DE: LAS CONDICIONES DE: CONTORNO 

De la ecuación C2.8) 

5! R 

dt 
g ~ a = ~el~ ~ T] 
RodT hpv ar r•ll 

RCO) -= Ro 

Al despejar da/dT y susti tuír CA. 3:> y CA. 3-1:> 

aCO:> = 1 

'' 

CA.6) 

CA. 7) 

CA.ID 



De igual manera para e. para el tiempo T y para x 

TCR. t.)=To+AT=To+ATGCO,T) .. aco.T)=i CA.9) 

TCr .O)=TCm. t.:>=To=To+ATSCx,O)•To+ATBCa>, T) CA.10) 

Al despejar e en ambos casos 

ecx. O) =ecQ). T:>=O CA.11) 



APENDICE B 

S.1. REOUCCION DE: TERMINOS DE LA ECUACION C3. 4:> 

CB.1) 

Como no se puede det.erm.lnar !'ácilment.e el orden de los t.érrninos al 

!'inal de la ecuación seo ret.ienen t.érminos: de orden Ja.2 • y como 

Ja.-tO por el binomio de Newt.on que Ci + b:>a:. C1 + nb'.) si b...O, 

ent.onces. 

z z 
Cao+a•Ja.+aa.Ja.ª:> 2 = ao (1+!:t. Ja.) (1+:!!.d.5!:---)• ao ao+atJa. 

CB.1-1) 

4d 



CB.1-3) 

2/C.x+ao+a&.Ja.+azJo. :>=-2/Cx+ao) 1 ----- -!!_S-2 
( 

-azJa.
2 

J ) 
x+ao x+ao 

CB. 1-4) 

Al lleva" CB.1-3) y CB.1-4) a CB.1) 

- --!~~--[1 -~!.l~ -!~!.~l!!:~ + ~!..J.2]+2/Cx+ao) (1-!:!.d~~ -~.!:!~J]} 
Cx+ao) 2: x+ao aocx+ao) ao x+ao x+ao 

CB. a:> 



APENDICE C 

C.1. SOL.UCION DE L.A ECUACION C3. 7) PARA fü Y a1 

+ ~ eo~ ao f1 -[!:!!--)] + !! eo [-~~--;:) +-ª--!! e. 
6x da [ x+ao ltx Cx+ao) x+aoax 

Donde 

~ 80 = :_!;!!_ __ _ 

IJx e x+ao:> 2: 
y 

CC.1-1) 

Que al sust.it.uirlas en CC.1) 

- ----~----
acCx+ao:>2 

+ ª-!:!!.!!._ 
Cx.+ao) 4 

al reagrupar ce. 2) 

CC.1) 

e ªº = _ t 
dO' AO 

CC.1-2) 

ce.ID 

•• 



Al integrar dos veces 

- lnCx+ao:> - E!.~~~ + F'Ca:> 
x+ao 

Al reagrupar 

~2:~2~! + ----~=--- - ~!~~ + -~-- - E!~~~ + F•Ca:> 
2Cx+ao:> 2 2.aoCx+ao:> ao x+ao x+ao 

al evaluar con las condiciones da con~orno 

FsCa:> = ao/2 + at. 

"' 

ce. 3> 

CC.4) 



e. a. CALeUL.O DEL RADIO DE LA BURBU.J A C :>) 

Al resol ver Si est.a se deriva respect..o a x y se evalúa en x=O de 

donde sa obLiona una ecuación diCeroncial de primor orden para at. 

en o que se resuelve rnediant..e ol Cact..or int..egrant..e. 

9 a1. 

da ª-- + o!:!. 
aao a.0

2 ce.5) 

por medio de la Córmula del fact..or int..egrant..e y para est..e caso 

!!M_!!N 
~ j.J :s !!:!.---~--

" N 

Lª- - -~;]da + da. 
la.a.o ao 

o 

donde M y N son los coeC~cient..es 

M ~ Lª- - -~;] 
laao ao 

y 

ce. 5-1J 

ce.5-2) 

N = 1 ce. 5-3) 

"º 



Al derivar y su~lituir en.Cc.5-1) 

ce. s-4) 

como = 1-20' 

se· 1 nt.egra ·-di rect.ament.e 

lnµ lnC1-2o-) t;z= lnao .. µ ªº ce. 5-5) 

Al mult.iplicar el raclor int.egrant.e µpor la ecuación CC.6-2) 

[! - -~!.]da 1- aoda1 

ªº 
o CC.5-8) 

Como ahora tienen di~erenciales exact.as se puede tomar 

cualquiera de los coericienles int.egrarlo respect.o su 

diCerencial. derivarlo respect.o a la olra variable e igualarlo al 

olro coericient.e. 

En esle caso se toma el de la izquierda y se integra respect.o a a 



ce.ª' 

ce. a-D 

Al 

ce. a-2) 

Pcr lo t.anlo F'Cat)=O esto implica que FCat:> C2 

Si tfi=O. entonces a=O , se pueden colapsar Ct y Cz en una s:ola e 

que en las condiciones: anteriores es cero por lo t.anlo at es 

at = - --ªe _____ _ 
2C1-2a) t/Z 

ce. 7) 

5Z 



C.3. DERIVADA DE LA ECUACION C4.14) EVALUADA EN T: 

d ª] - * ... 
dT T. =Te 

CC.8) 

Al simpliCicar con C4.14-1~ 

ce. 0-1' 



APENDICE D 

D.1. &:ol...UClON PARA li:L. s:ti:GUNCO O~OEN 

De la ecuación C3.8) 

~ 9a = ~z8Z + f =ª!!!:!; _ -~!!!!;)~ 8og_ ao + Í9 30 _ -~2=-- e;! ao 
iJa bx.2 lcx+ao) Cx+ao) ltx da lda Cx+ao) 2 d0' 

):._ª' _ -~!-- ~ eo _ -~!-- ~ ea + --ª--- ~ 82 + ~ eog ao 
vA. Cx+ao:> 2 ax Cx+ao) 2 bx Cx+ao) é1x itx da 

_ -~e~-- ~ sog aa 
Cx+ao) 2 bx da 

CD.D 



Torr.ando en cuent.a que 

ao• = e ªº 
dO'' 

=- !. -a. .. •a .!:! at. 

dO' 

y al s:us:t.it.uir CD.1-1) y C0.1-2) en C0.1:> 

!:!.. 
ao• 

__ ;, ___ z~ Ícx+ao:>z~ 82] + Í=~2~!.; - -ª~! ___ - _-!! ___ + 
Cx+ao:> IJx [ ltx lcx+ao:> Cx+ao) z Cx+ao:> z 

+ ~2----
2Cx+ao)z 

+ _!_ [!!!. _ ª]]~ eo_ ~!--- ~ eo + [=!. + _l!e. ___ .]~ e1 
ao ao 2 ltx Cx+ao)za>c ao Cx+ao:t itx. 

- -ª!!. __ ~ e .. 
Cx+ao) 2 bx 

CD.a) 

Ahora s:e calcularán las derivadas: de 9t en x y a ya que s:e conoce 

"'' 



la solución de e1. para el caso de So solo se de~ivá la ecuación 

(4.3) respecto a a ya que se conoce CC.1-1) 

~ 60 = f ~~!2~~2:=_!2~~: 
&r Cx+ao) 2 

CD. 2-1) 

De la ecuación (4.10), se deriva respecto a a y se arregla así. 

La derivada da "6•/lhY, mul~iplicada por el rac~or Cx+ao) 2 es 

Cx+ao) 2 ~ 81 • aoao•-2ao•a1-aox - ~~Q~=~Q!~~~Q + ~~!~Q~~!e:~ -
IJa e x+ao) ao 2 

Ahora la derivada respecto a X de 6~ 

~~=~e~~~~ - ~- + ~~!!e~=~~!!e~ 
4Cx+ao) 2 ao Cx+ao) 2 CD.2-3) 

... 



Al integrar la ecuación CD.e-a) con respecto ax se tiene 

' '·'. ;_:~.'.~: :_- ·_-:;_·· 

--"':';-o· .. --'--';:-'-=-.-o--t--·· 

CD. 2-4) 

La ecuación ant.erior es: la integral del lado izquierdo de la 

ecuación CD.2). ahora al sust.it.uir en el lado derecho de CD.2), 

CD.2-1)t y CD.2-3) e int.egrando con respect.o ax se t.iene 

Cx+ao)z~ Sz _r~2!!. - a:t - ªªº + aaz)-!2- -[!:!.2 - ª--)aox + 
bx. lx+ao 2 x+ao a.o 2ao 

+ (ao-2aa.) Í!:2~=~'2i!. + --~~----- - ~:!:~2 + -~-- + !:2:!:€H~!.-] + 
l2cx+ao) 2Cx+ao)ao ao x+ao 2Cx+.n.o) 

+ ~~e.:=~2!!.~~~~~:!:!2~ + -~: + -~~ - E!~~~x + ~2~!.~-- +F~Ca) 
ªº 2ao f5ao ªº e x+ao) z 

CD. 2-5) 

Al igualar CD.2-4) y CD.2-5) y pasando del lado derecho el fact.or 
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Cx+ao)'\ y a1· susi.1t.Ui.r:.~D.1-1) se t.iene 

+ ~!~:!:!!~~-
2.aoCx+ao) 2 

CD.3) 



Al, despeJ.3.r IJ82/~. e· int.egrar 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
llE U 

ez [-a + ª!!][~!!: ~,lncCx+:od:[x+ao - ZaolnCx+ao) 

--,-

Ntr IJEllf­
fJ!BLllJTECA 

_!!!;!~]-
x+ao 

- -~!!~]]}+(1- z!!.!.)1ncx+ao) + 
x+ao ao 

+ E~~~~ - ___ ;_ ___ 
2 

Íaa ... 2 -2ao 2 -aoat+Zaoaz)- ___ !Q. __ 
9

f5aoas.-ao 2 -

x+ao 2Cx+ao) [ 3Cx+ao) l 

- __ ;__]+ FdCC) 

x+ao 

"º 

CD. 4) 



Al evaluar con ias condiciones-de cent.orno se llegá a 

FdCa'.>=O CD. 4-D 

+ a2, CD. 4-2) 

Al evaluar la condición de conLorno C3.12) 

- !.Q_(1- !!o)+ _;,.ÍeÍ!.!o)\ !"-] 
3ao ao aolslao ao 

CD. 4-3) 

de donde se obtiene una ecuación direrencial. que se resuelve por 

método del ract.or integ~ante. 
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