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LOCALIZA.ClONY ÜE$LQC/\l;IZACION ng 
ENSEMBLES DE MAT:llICES 

0

EN BANDA 

-IN±RonJb~¡ÓN 

En los últimos años se ha dcsperfodo un gran interés en los sistemas caóticos. Esto es 

debido, en parte, al gnm avance que han tenido las corilputacloras y por ende se han podido 

amnentar· de manera asombrosa las simulaciones numéricas, pudiendo llegar a zonas que 

ante_s parecían inaccesibles. 

Una de las cuestiones fundamentales de interós actual en física es ·cnco1itrai· 'las :carac­

terísticas de un problema cuántico definido por nn Hamiltoniano H que .!imesfra una 

solución caótica, a nivel clásico. En la 1111.ium década se han dedicado gnu1dcs esfucl'Zo-s al 

entendimiento de las diferentes estadísticas del espectro de un problema cuántico que esté 

correlacionado con la transición entre comportamientos clásicos intcgrn.bles y caóticos1. 

La idea bnsica de Berry es que la repulsión de los iúveles correspondan a la caoticidacl, 

mientras que lu integrabiliclad corresponde a una estadística ele Poisson 2 • La validez 

de éstas suposiciones están sustentadas con evidencias umy convincentes presentadas por 

Bohigas, Giannoni y Schmit 3 , seguida de claras pruebas dadas por otros autorcs4
• Bohigas, 

Giannoni y Schmit estudiaron el biliar de Sinai cuántico y los modelos ele est.adios, los 

cuales son conocidos chlsicamcnte como sistemas K. Estos modelos cst.~m descritos por 

Hamiltonianos inclcpcnclicntcs cid tiempo. Su principal \¡¡¡llazgo fnc c¡ue el espectro de 

H tiene una distribución ele niveles de energía que corrcspouc 1" al c•nsc·mul<' ga ussíano 

ortogonal( GOE), estudiado éste de una. inauera extensa cu la. teoría de n1atrices aleatorias. 

Este tipo de estaclíst.ic:t de niveles se usa extcnsilment.c para dcseri hir ele mw numera exitos11 

el espectro ele núcleos con1plicatlos, clto1uos y sist.c1uas 111olc~c11b1n.·s'.!. 

El estudio de I-In111illoniu11os polinoruialc:-;, en cuyo e~pacio fase se encuentran regiones 

caóticas y periódicas, muestra munéricamcnt.c c¡uc el espectro ele H tiene una est.a<lística 

ele GOE nso~iada a la región caótica ·y uua cst.a(lí::;tica de Poi~so11 a."iociada. a la zona donde 

es periódica5 • Adem(ts existen evidencias ele c¡uc los Hmniltonim10s c¡uc no son invariantes 

ante la inversión temporal tienen nn espectro que corresponde a la estadística del ensemble 

gn11ssia110 111ÜLario1;. 
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Bajo condiciones específicas, 111. csl.mlítll.ie:1 dedos nil'l!lcs de c11or¡~ía cu Hilll;clllnH .. c1.16l.ico:i 

parece ser universal. Berry mostró c¡tw la. fnucicín ele dos pÚ11t.ox ·a grnmlcs 'clistanefos 

corresponde al GOE en el límite semiclásico7 , 

Berry y Tabor en 1077 cstuclim·on la estadística espectral de sistemas. cmí.nticos integrables 

en dos dimensiones mostrando que las fluctuaciones del espectro ele energía en el límite 

semiclásico deberían ser las de.un conjunto ele números aleatorios, es decir, obedecen a lllla 

estadística ele Poisson. Esto resultó ser una propiedad universal de los sistemas regulares, 

con excepción del oscilador m·mónico. Al igual que los sistemas caóticos la universalidad 

está sujeta a ciertas limitaciones5 •8 , 

La siguiente cuestión es preguntarnos si .estas conjeturas tienen algún significado para 

problemas cuánticos dependientes del tiempo .. Se concentró i.m gran esfuerzo por parte 

ele la comunidad para estudiúr el modelo del rotor pateado. Este modelo fue estudit1do 

extensrunente para el caso clásico y su comportarnicuto es considerado como prototipo para 

problemas no lineales con un grado de libertad 9 ; dicho modelo tiene regiones en el espacio 

fase que son caóticas y otrns que son regulares; se pueden variar estas zonas cambiando 

un parámetro de acoplnmiento . 

El modelo cuántico correspondiente fue iritroclueido por Casati10 .O.tras trabajos relevantes 

fueron realizados por Fislmian, Grenipel.y Prange11 , que realizando una transformación 

clave, pudieron reescribir el rotocpatcaclo, en términos del modelo ele Amlcrnon, En par­

ticular se conoce que el modelo de Anclcrson tiene espectro aleatorio, es decir, obedece la 

estadística ele Poisson12 , 

El grupo de Novosibirsk 13 comprobó hace mucho tiempo que este sistema se mapea sobre 

un problema ele matrices aleatorias en banda (I3Rlvl) y por consecuencia hay localización 

ele Anclcrson en el espacio de energía. Por otro lado, .Jorge José 1'1 y sus colaboradores 

vieron en sus estudios numéricos que en el oscilador de Fcrmi no ocurre tul localización. 

Finalmente, el grupo ele C11C'r11avaca. mostn\ recientemente que geuéricmnente, los sistemas 

pateados no debcu Inostrar localización si el potencial no es suavc15 . 

El conjunto ele estas observaciones despertc\ inter<'.!s en revisar lo que se sabe sobre matrices 

en banda. En este sentido destaca el trabajo rurnlítico del grupo ele St.PctcrsburgoJG, el 

cual obtuvo resultados explícitos sobre la razón ele participación inverna y la entropía de 
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las eigenfuncioncs de las matrices elÍ lmutla cou tlccaimicuto cxpouifücial o 1111L~ rápido. 

También demuestran que estas eigeufuucioues sicmpró ~stán localizadas. Formaluic;1tc sus 

resultados se pueden aplicar a matrices con baudasd~ ~Íc!caimie11t~ en leye!l de p~teiicias, 
pero hay serios problemas de convergencia . P~ra :poder hacer estudios en este caso se 

requiere ele cálculos numéricos que corroborm\. y supfoihenten las consideraciones ánalíÜcas. 
. . 

El objetivo ele esta tesis es in:ve~tiga1: los ~nsembles de matrices H definidos por los ~lei~~ntos 

donde Ges unan<atriz miembro de un ensemble ortogonal Gaussiano (GOE) 17 , Corriendo 

G sobre efGOE, H forma i:tn en:semble de matrices en banda én forma de ley de potCncia, 

cóü potenci~ a~ Los cálculos llegan a matrices de 3500 x 3500 y se centrai.li;iiúi·es cantidades . 

básicas: el coeficiente de participación inversa, como el objeto presentado e1n6s" estudios 

analíticos, el coeficiente de participación y hi entropía; para éstos se calcularon el promedio 

y la varianza. 

Los promedios no sólo se han tomado sobre los ensembles sino también sobre estados en 

el centro· y las orillas del espectro de energía. El último punto es un poco delicado debido 

a que las BRM no tienen un comportiuuiento ergódico en comparación con el GOE. Un 

gran nt'tmcro de trabajos numéricos muestran que un amplio rango ele estados en el centro 

de la banda tienen las mismas características estadísticas6 • El tamaño ele la ventana en el 

centro fue elegida después ele asegurar que ninguna variación sistemática y grande de las 

cantidades que pedimos ocurra dentro de éstas. También se muestra el comportamiento 

promedio en los bordes de las biu1das a pesar ele no ser posible ninguna predicción analítica. 
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CAPITULO I 

TEOru.Á.JSE MATRICES ALEATORIAS 

1.1 ENSEMBLE GAUs~ik6~:11.TciioNAL 
En el estudio· d~ rnah:ic~s aleat¿z¡;~:se;p~op~l1b11;hlgunos/critedos para que el ensemble 

de matrices pueda dest~ilJir·adc~tiáÚa1ririhfg ~(:~Úit~rdh! ~ .. • 
·:" ,;: .. '~ ::_;·.\·~ '.~ :;:~,: -, .. - '.-:_:,, :-: .;: .. ';;:;~~ ~~ ''. ·· .. 

l. Conexión con .la dii{ánii2a :- ta:·él~finicf<S~?ciel '¡;i;scilible dcbéi·á basarse en l;,_ clinfuilic~ 
de los sistenias. 

2. Significado de los parámetros no estocásticos: Algünos parámetros én la definición del 

erise~ble, pueden ser conect~d~s coli las propiedad~s no estadísticll.S delos sistem~. 

3. Ergodicidad: El promedio de energía sobre un miembro del ensemble, debe ser igual al 

promedio sobre el ense~1ble. De esta forma, los miembros individuales estarán caracteri­

zados por las propiedades generales del ensemble. 

4. Relevancia física: El ensemble debe reproducir .las propiedades 'estadísticas observadas 

experimentalme11te. 

5. Tratabilidad matemática: Esto sería necesario para poder obtener resultados analíticos, 

y posteriormente contrastarlos con los experimentos. 

Los puntos (1), (2) y (3) son necesarios para tener un ensemble físicamente razonable, 

aunque para el ¡m1lto (3) las propiedades eii fas«:lrfflas del espectro no cumplirán en general 

con este postulado, pero si se cumple en un intervalo grande en el centro del espectro 

será suficiente; el punto (4) significa que será exitoso. El punto (5) no es absolutamente 

necesario porque siempre se podrá recurrir a los cálculos de Monte Cario. 

El Ensemble Ga.ussiano Ortogonal, es el más relevante en la práctica de los ensembles 

clásicos clasificados por Cartan 18
• 

El Ensemble Gaussiano Ortogonal se define 19 en el espacio de matrices reales y simétricas 

por dos requerimientos: 
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l. El ensemble es illvarim1tc ant.c ena1i¡ni1!r l.ra.11sfonna.ci<'>11 

. ..· 

donde VV ~s .Ú1~a matriz real ortogonal arbitraria, 

En otras palabras, se cumple la propiedad de c¡uc Ía p~óbabilidad P(H) dH de que un 

sistema perten:ezca al elemento de volumen · · 

dH==tr 
li.'5! ! • ... 

es invariante bajo transforrriacic)I!es_fü~rc)doil~lf!~it_~ .· 
.--~ --~- -~··r_>" - . 

'..··-·. ·.?c~~tHf3]Ik.••·~U/)dH; 
~ :·-~;.<; 

donde H* = wr HWy TVT-T,V ,,;tivt~7'::íD--:c· 
.. - . - - -

2. Los elementos linealmente independientes, J!t{con i '.'5 j, son también estadísticamente 

independientes. 

Notemos que el GOE tiene solamente dos parámetros fijos, un factor ele escala trivial, 

y la dimensionalidad, la cual es difícil de conectar con el experimento, por consecuencia 

muchas veces se usa el límite 1\T-> oo. 

El significado ele este e11semble se manifiesta en los análisis hechos por Balian20 en Hl68, en 

donde, empleando argumentos ele mínima. iuforrnacióu, se <lcclucen las formas y propiedades 

del GOE. Este autor, después de definir la cauticlad ele información y postular una métrica 

en el espacio, expone la idea de representar un sisl.Elil<L con el ensemble ele matrices, que de 

todos los que satisfagan sus propiedades conocidas, minimice la cantidad de información. 
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1.2 MODELO DE MATRICES EN l3ANDA 

Los ensen1ble de ·matiices-- ú1Cato1·ias en 

matri~es H de ( N, x ~1) ccíh elementos 

grande de 

Las matrices aleatorias en bancht pueden ser consideradas co1no buenos modelos para sis­

temas cuánticos con un rango de interacción finito entre los estados no perturbados. Desde 

este punto de vista, las BRM pueden usarse para describir las propiedades estadísticas de 

sistemas cuánticos reales, tales como 1ítomos, núcleos y modelos de estado sólido. 

El ejemplo más obvio ele BR1\1 es un conjunto de matrices reales simétricas N x N con 

elementos aleatorios A.¡j para )i- j) <by A¡j ==O fuera de la banda de tamaño b. Entonces, 

b = 1 implica matrices cliagoualcs, /¡ = 2 matrices tridiagoaalcH y b = N un GOE. Debido 

a la simetría de las matrices, el número ele elementos independientes en un B fl.i'vl ele este 

tipo está dado por F = b (2N - /¡ + 1 )/2. Se supone c¡ue todos loo elementos libres de la 

matriz son números aleatorios independientes con promedio igual a cero y que la densidad 

de probabilidad para una matri;: A en el ensemble se define corno 

N N 

p(.4.) C-w'í'rA2 II c-wAf, TI e-2wAfj 

i=l i<j 

Desde esta expresión se puede calcular fácilmente el prornedio (Ti·A2 ) = F/2w, quien 

determina la varianza del los elementos de la mat,riz. Se puede ver c¡ue el ensemble está 
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completmnente caractcri~ado por 108 ¡mnímdros .N, /, y w. E8Lc 1'tlt.i1110· uo <lcbe afccL1u· .. . -
las propiedades estadísticas del espectro y los eigenvalores, si1:0 que s.olo debe cambiar la 

escala para todos los niveles de energía . 

En experimentos numéricos el parámetro w se especiflcll. medial'ltela reladór@1·A2 ) = N, 

que en el caso límite del GOE (b '."' N), deterininá el rai;g~ (~2;+2} ~ar~ la:clÍstr~bución · .. 
de los eigenvalores. 

Es bien sabido que esta distribución ádc¡uiere una dependencia seinicií:i:úla1' pafa GÓK La 

apariencia de una ley se;~iicir~ula~ en el c;üib. cÍ~ BRM: '{en ~Í iíri'l.it~ d~ (»éi' y N j; Í.) ~stá 
lejos de ser trivial, aunqtle pm'cce ser. una ca1'áctcrísti~a .genáal de m~~;·ice~ aléatorias. 

Para el caso general de las DRM, Fyodorov y Mirlin, mostrarmu¡ue és::posihle una re­

ducción de las DRM al modelo a 16 -el cual es miidimensional, no-lineal y supersimétrico- y 

que esta reducción será exacta en el límite b -> oo (b es el ancho de la banda efectiva). De 

este análisis se pudo concluir que todas las propiedades de correlación de los espectros de 

las BRivI podrán ser determinadas con el parámetro de escalamiento x, el cual es igual a la 

razón de la longitud ele localización entre el tamm"io de hi matriz a:= ~ex~· Est.e resul­

tado explica el comportamiento del escalamiento observa.do en simulaciones numéricas21
• 

Existen varios tipos de matrices en banda, un caso particular de éstas (llamado "bordered 

matrices") fueron consideradas por vVigner. En este modelo, los elementos diagonales de 

la matriz están definidos por enteros -2, -2, O, 1, 2, · · · y para los elcnwutos que forman la 

banda de ancho ¡, por ±h, el signo de h se elige aleatoriamente. 

El modelo tiene una solución analítica en el caso tridiaµ;onal, con una distribución semi­

cir<;ular de los cigenvalores en el límite by h ::;\:> 1, con h 2 /b finito. 

Uno de los modelos c¡ue más intensamente se han estudia.do desde el punto de vista 

numérico22 •23 es el SVZ el cual se define por los elementos de matri2 5 

(('-")' 
]J¡j = (i¡j e- -.-

en donde G es una matri;1, <¡ne pertenece al GOE. 

Este modelo contiene nn parámetro continuo a (ancho de la banda). Para diferentes valores 

de a se interpola entre un ensemble con dinámica Poissoniana (a = O) y uno con dinámica 

de GOE (a= oo). 
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El modelo empleado en c:stc trabajo es el caso tic cst.rnct.uras eu banda, lus cuales suponen 

un decaimiento suave en los elen~enLos dela diagoúal cmmdo se.mueven a lo hu·go de ésta¡ 

definamos el ensemble de matrices Ji por los elementos 

.(1.2.1) 

donde G es tma matriz rnie~brÜde UI~ GOE~~cl}ér~ino,(1 ~ Ó¡j) se utiliza para eliminar 

la sirigularidaa, pei:o es ii:reievaritee~Joscálctilós:; .-·,;,:' 

-",,-,,-;-;<,. 

a(ji_~ ji) -:::'li,~~I ;'~Jl}: oii) . 

cumpliendo confa condición 

Hin aCd o. 
r-oo 
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1.3 PROPIEDADES ESTADISTICAS DE LOS ENSEMDLES 

El estudio de las propiedades est.udístiéas de.secuencias de puntos discretos, ya sea en la 

recta· reato en el círcvlo unitario, se pueden realizar media.rite diferentes técnicas. 

Nos enfocaremos a ¡>untos (niveles) cuya separación promedio varíe suavemente según la 

región del espectro que se esté considerando. Dicho cambio no es de naturaleza aleatoria 

y depende de las propiedades microscópicas cmi significado físico o matemático. 

Con el fin de comparar la parte fluctuante de espectros de diversa índole, se normaliza a uno 

la densidad media de niveles mediante el procedimiento conocido como desdoblamiento. 

Existen diversas fonúas de llevarlo a· cabo, 111. 1rní.s común se realiza efectuando el des­

doblamiento mediante la transforinación 

:v¡ =.f"'.p,..,(s)ds, 

la cual relaciona los niveles del espectro, sin desdoblar.e¡, con los nuevos niveles :v;, donde 

Pav es una función suave qne representa el promedio de la densidad de niveles en el espectro. 

La forma de calcular esta función depende del tipo de espedro que se trata de analizar. Se 

debe tener cuidado al elegir p,. 11 , puesto que una· mala elección traería como consecuencia 

la falsificación en las medidas de fluétuación. Una vez reali~ado el desdoblamiento, las 

medidas de fluctuación quedan expresadas en unidades de la separación promedio. 

La siguiente cuestión es como se pueden caracterh:ar las fluctuaciones (desviaciones del 

comportamiento promedio) de un espectro. Una forma eficaz de lograrlo es mediante el 

estudio de la densidad de distribución P(s) ele los espaciarnicut.os entre niveles adyacentes 

que nos da la infonna.ción sobre cómo se correlacionan los cspaciun1icntos con sus vecinos 

cerca.nos. 

Una. de las medidas de uso frecuente en la literaLura inLroducida pm· Dyson 2'1 , es la llanmda 

estadística 6 3 que, dado un intervalo [o:, o: + L], toma el valor de la mínima desviación: 

cuadrática de la recta que mejor ajusta. en dicho intervalo a la función de acumulación de 

niveles N(E). Su fórmula es 

1 lu+L 
.Ó.3(0:; L) = - min (l'V(E) - ;l - B E) 2 dE 

L A,IJ " 
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El significado de cst;L medida e:; cva.l11ar el µ;raclo <J., irrng11la.rida.d <k 111. :;m·ie do 11ivdcs. Por 

ejemplo, para el conjunto de números ual.nralcs cu la red.a roa!, ca.lificado c01110 uu espectro 

absolutamente rígido en el sentido de que no posee 1~ingumL desviación de la uniformidad, 

el valor de .63 será constante e igual a 1/12. En cambio, en un espectro en el cual no hay 

ninguna correlación entre sus distintas regiones su valor será mayor (y todavía más grande 

para casos degenerados) , sin importar la forma de P(s) 25 • Debido a que N(E) es una 

función escalón, el valor de .63 tiende a L/15 para valores de L pequeños, sin importar 

cuál fue la distribución N(E). Por tanto, esta medida no da ninguna información acerca 

de la estructura fina del espectro. Su utilidad radica en medir las coITelaciones de largo 

alcance para tramos mayores que un espaciamiento26 • 

La varianza ((N(L)2) - (N(L)) 2 ) del número de niveles en \ll1 intervalo de longitud L > 1 

está dada por 

E2{L) e!{:2 ) lnL+0.44. 

La estadística E 2 también determina la rigidez del espectro, ya que en un espectro rígido 

la varianza de N(L) será pequei1a, es decir, en la mayoría de los casos el número de niveles 

encontrados en un intervalo de longitud L diferirá solo ligeramente de L. 

Algunas de las cantidades que dan información referente a la localización del sistema27 •13 

son el coeficiente de participación inverso, la entropía y el coeficiente de participación. 

Si a;j es la j-ésima componente de la eigenfunción i, las cantidades serán definidas de la 

siguiente forma: 

-- -- -- - - - . 

l. El coeficiente de participación inverso (P- 1 
), el cual se define por 

P;-
1 

= Lª1i 
j 

(1.3.1) 

siendo proporcional al número inverso de sitios que contribuyen significativamente en la 

normalización de un eige1wector. Esta cautidad representa una característica útil de una 

localización. 

2. La entropía de información (S), definida poi· 

N 

S¡ = - L arj In arj· 
i=I 

11 
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S; es cscncialmcnt.u el lngilril.rn<? c\n\ iíi'1níl'ro ([<, sit:ic1;¡ Hip;;;¡¡¡..;,1.íyok'1Jl;]>laclc)s J?Ol' c:lylp;eu­

estndo 1/1(€). Si .todos l¿ssítÍos esLn\•íbrai~iJu1i.l11i¡:i1t.c¡><!l;J:,d~1~\ ,i,itr;,¡¿'..,:i's; ~erí11.h; i . 
... , ···i:··; 

3. El coeficient~ de partiCipa'cióh P ée define (i¿'¡~ si~uicipt~ 1ri:i1i~i'.h:'~r ·. 

(L3.3) 

"T· 

Se debe notar que el promedio inverso del coeficiente ele pntÚcipación no sei·á igual a In 

inversa del coeficiente ele participación promediado . 
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CAPITULO TI 

DESCRIPCION ANALITICÁDE LOS ENSEMBLES BRM. 

que es mucho más difícil de anali:za1l· nun1éi·ic1U:nente 

del modelo clásico) 

(2.1.3) 

Sin embargo, la forma específica de periódicos iustau· 

táneos, como cu el caso clásico, se usaü fiara sirnplllti•:ar la investigación, reduciendo (2.1.2) 

a un mapeo pura la función de onda 

1/1(fJ, t + T) = Ü1/;(fJ, t) (2.1.4) 

U·. (.Th ()2) ( .c0 ") (.Th [) 2 
) = exp 1. 

41 882 exp -z h cos" exp i ,U 082 

Aquí el valor de la función ·1/; se determina justo a la mitad de la rotación entre dos golpes 

sucesivos. Actuahnentc, esta expresión corresponde a la solución formal ele la ecuación de 

Schri:idinger (2.1.2) sobre un período de la perturbación. Gracias a la acción instantánea 

ele la perturbación, el operador ele evolución Ü del sistema en un período puede escribirse 
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como el proclucto cletrcH o¡>mwiot'eH 1111il.;irioH 110.<'<>h111l1tal.iv1i:1(1wrii~i;1cu·d1!111uuieul,o 
temporal en·cl 1~1ipe(l) , d ¡iÚu1<:i·ri dcii:HÚJH 1;;;,,rc;H¡;oude lL l11. r'c1l.iicicín lila:d d111;u11tc medio 

podOdo, • >.·. '.;f, ;,¡{ ~~ ~)Í~i: ~p'Gi~i )' 7;.'~J( ~) ·, •• (215) 

el segundo cl~scri~e' bfgoipc. · 

ÍJ( k) = exp( ..:::.ikéós B) , (2.1.6) 

y el terc~ro tiene el mismo significado que el primero (2. L5 ) . 
. - -.· --·º ,'_:'· 

De (2.1.4) se puede ver que a diferencia del model~dásicÓ, cl~~orriportaíniento del modelo 

cuántico depende esencialmente de dos parámetros: k;/j (el.Jo ~iguiente I = 1). Este 

hecho refleja la apm·iencia de un parámetro cuántico ptu'ci:~ú adición al clásico, [( = kr = 

e0T. Como nuevo parámetro independiente s<!.JJl~eclc. ~Jegir, por ejemplo, la fuerza de la 

perturbación [{,que da el número efectivo de.estados 110'perturbados cubiertos por una 

patada de la perturbación. La transición a ia·nie~ímica clitsiéa se describe mediante el 

límite k -> oo , J -• O y J( = cte. 

Dacio que sin perturbación (k =O) el hamiltoni1il10 (2.1.1) es independiente del tiempo, la 

solución 1/J(B, t) de (2.1.2) se representa convenientemente en la forma de una expansión de 

eigcnfunciones del moinento m1gular 

1 = 
¡/J(B,t) = ro '\;""" A,,(t)e¡,.o 

v271' ~ 
n=-oo 

(2.1.7) 

donde los coeficientes A,,(t) son esenciulmentc los coeficientes de F'ourier de Ju función de 

onda dependiente del tiempo 1/J(B, t). Es fácil obtener cu hi representación de momento el 

operador de rotación libre {:;,el cual tiene una forma diagonal, cuyos elementos de matriz 

son: 

Gu•(J/2) = exp (i(J/4)12
] 811, (2.1.8) 

Para los elementos de matriz de cambio instantanco fl tenemos 

n,.,,.(k) = ;"-'"J,,_,,.(k) (2.1.9) 

donde J v( J.,) es una función de J3cssel. Por Jo tanto, el operador total Ü en un período T 

está dado por 

(2.1.10) 



Como resultado; el nfapiio pai'alcis cóeficióntcH ·ele Fourier de. 1/J ci; 
." ... · ' 

~ /-mJl>-ru(k)ei(J/•l)m~Am(t) (2.1.11) 

Por lotant°c; p~{:a seguif la din~icadel sist~in~(2.l'.l}sftiene qu~ iterar. numéricamente 

el mapeó p'~ira un~' distribución·. iiiiCiaFdacl~ A;;,( O)' ( c~h¡~< en el ni o delo clásico; en lo 

sigÜ_iente; eÍtie~;:¡-po se ~iele e~ ~l níu;erq de golpci~: {;, lf con t =1,2,: .. sienclo el número 

. de i tcraciories), 

Una de las' pecüliaridades de cuakiuier 'ex¡}erin1eiifo numérico cm~ (2.1.11) es el trun- _ 

eamicnto artificial de !abase no.perturbada en <ilgtín tamaño finito lnil ·:::; N. Hay que 

- torriar en cuenta la posible influencia ele tal fruncamiento eii .el resultado final. Para este 

propósito se puede usar la condición ele norrúaliiáción para la función ele ond":. 

Existe el problema adicional del cómputo correcto ele la función de Bessel con índices 

grandes (In-mi~ 1). Por otra parte, la base del momento angular, en la que los elementos 

de matriz del operador ele evolución se expresan por funciones ele Bessel, tiene algunas· 

ventajas. Desde luego, los valores ele las funciones ele Bessel decrecen muy rápidamente 

con el incremento ele la diferencia entre índices y argumentos (para In - mi > k). Esto 

significa que la matriz unitaria U,, ... tiene !u. forma ele una matriz en banda con elementos 

ele matriz insignificantes fuera ele la banda ele tamuiio ~ 2k. Entonces es·posible poner 

Unm = O para elementos fuera de hL banda, digamos para In - 111.I > 2/,:. 

Un experimento numérico típico consiste en el cómputo iterativo de las componentes Arn(t) 

de la función ele onda de ri.cucrdo a ( 2.1.11) comen7.ando desde un <'st.aclo inicial dado 

,P( (),O). Después, la dependencia temporal de cualquier variable promediada puede ser 

encontrada y comparada con su contraparte clásica. Por ejemplo, pm·a la energía del rotor 

tenemos 
N 

E(t) = L IA.,(1)12h 2
n

2 /2 (2.1.12) 
11==-iV 

donde IA,.(t)1 2 es una clistribución de prohabilidad en el espacio de momentos después de 

t golpes ele la perturbación. 

El primer dato numérico10 para el modelo (2.1.1) muestra un comportamiento bastante 

extrafio. Se esperaba que para [{ » 1 en¡,, región scmiclásica profunda (k » 1), la energía 

15 



creciente correspondiera a la del modelo clásico 
-. ·e : 
·- .. , 

't::.É,;1(t}=Ea(l)';-Eci(Cl).·"" i/w,,l"" 1/4e5t· 

por convenienCia, en lo subse¿~ent~ se ~¡ftn~'~n~~~ía,~or~¡tlizada) ~. -lf.r ; por lo tanto, 

para E( t ).la éxpectación es ... 
(2.1.13) 

donde Dn describe una difusión clásica en los n niveles no perturbados: D,. :::::< k2 /2 "" 

e~/2ñ2 para J\ ~ l. Sin embargo se observa que tal correspondencia tiene lugar en alguna 

escala de tiempo finito t• después del cual se observa una considerable desviación desde 

(2.1.13) con un decrecimiento de la razón de difusión 

Tal comportamiento del modelo cuántico en la región del caos clásico (fuerte) fue llamada 

la supresión cuántica del caos clásico10 • 
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2.2 RESULTADOS ANALITICOS Y NUMEIHCOS 

Como se mencionó en ·Ja sección anterior, clúsicmncnte el rotor pateado exhibe tma 

difusión ilimitada en el espacio de momento angular, cuando la fuerza ele lás patadas k 

excede algún valor crítico. Fue obserrndo, sin embargo, que en el régimen semiciásico los 

efectos cuánticos suprimen la difusión chlsica, en analogía con la localización ele Anderson 

de una partícula cmíntica en un potencial aleatorio. 

Consideremos el operador de evolución Ü que relaciona los valores .de la función.de:onda 

en un período de perturbación: 1/J(fl, t + T) = Üip(fl; t), ~s natu'ral con~ider~r 1<1):>~~-n() 
perturbada de las eigenfunciones dcloperador de momento angular 

- 1 . 
I; JI)= (27r) 1/ 2 cxpinfl, 11=0,±l,:J:2,·;· 

Los elementos de matriz (mJÜJn) tienden a cero cuando J~ -nJ -> oo. En el caso popular 

V(B) = k cos 8, este decaimiento es éxponcnciah:uando. Jn - mJ :excede b ~ k/li, mien­

tras que dentro de la banda de ancho efectivo b, los elementos de Ja matriz prueban ser 

pseudoaleatorios. 

Todas estas observaciones atmjeron la atención ele las propiedades estadísticas del ensemble 

BRM como una forma aceptable ele obtener información para entender las propiecládes 

dinámicas del rotor pateado. Sin embargo existe un problema fuerte de simetría que 

consiste en !u falta de invarianza rotacional para cnsembles de BRM bajo transformaciones 

ortogonales, a diferencia de la. teoría con1íu1 ¡nu·a inatriccs aleatorias. 

Nótese sin embargo, que el decaimiento rápido de (111l{TJ11) en el ejemplo arriba mencionado 

se debe a la diferenciabilidacl infinita ele V(O) =¡,cose. Si tomamos una. función V(B) que 

tenga una discontinuidad en una derivada del mismo orden qnc los elementos correspondi­

entes al operador de la matriz de eYolución <¡uc podían decaer en forma ele ley <l11 potencias 

cuando In - mi-> oo . 

De hecho, hay un Pjemplo interesante de un sistema manejado periódicamente, el cual se 

denomina oscilador de Fcrmi, donde los elementos de matriz del operador evolución decaen 

como una ley de potencias. Este sistema no muestra efectos de localización dinámica en el 

espacio ele energías, típicas del rotor pateado. 
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Uno espenu·ín entender cst.ns clifere11ci11H en "1 cn111porl.a111i"nto "Hf;11dia11cló la:; propiedades 

de BRM con un decaimiento cu l,,yüs el" pol.m1cias. 

Después de muchos estudios numéricos en los años recientes, han lmbido progresos en la 

descripción analítica de los ensemhles de DRtvI con mm funci6n-a(1·)(cn;Íey_cxp_~nendal) 
que decrecen rápidamente cuando r excede el ancho de" la.brui~a ,¡/o.\• Eii' particular, 

fue mostrado que para N -> oo los estados están loc1;1izados; y !U· estálit ;de longitud 

correspondiente para un punto E dado del espectro es 

B2(2Bo - E
2

) b2 B ~ a_ 2(i:)rk 
'Y = SB~ <X ; k = L.J 

r=-oo, 

(2.2.1) 

donde b es el ancho característico ele la banda y se su¡)One que b ~ l/·Pa1;a_ ¡n;C>Í)iedades es­

tadísticas finitas de los eigenvalores y eigenestados se mostró' que dep~nclen del parámetro 

individual ele escalamiento x = :G· Cuando x aumenta,d pasci.ocu~Te desde un compor­

tmniento cercano al GOE (x « 1) a la localización fuerte de los eigenestaclos (x ~ 1). 

Consideremos el caso ele ley ele potencia para la formación de banda ecl.2.1. 

a(r) = r-~ ¡ a~ O (2.2.2) 

La derivación mmlítica. realizadn. por Fyodorov y Mirlin no se puede considerar rigurosa 

bajo estas condiciones, porque los coeficientes en la expansión de momentos de la acción 

efectiva del modelo diverge para N -> 00 16 • Veremos que los resultados analíticos dan 

una excelente descripción cualitativa y una buena descripción cuantitativa de un ensemble 

DRlvI con una ley ele potencias que decne como una función ele la fonrm a(r). 

Para ésto se usa la. razón de participación inversa como el objeto preseat<ldo en los estudios 

analíticos, mientras que en los estudios munéricos puede considerarse cualquier cantidad. 

Esto incluye ]¡-¡. entropía, la razón ele participación, la radm ele participación inversa así 

con10 la varianza de estas cantidades. 

Para comparar los resultados de las si111ulacio11cs numéricas con bs predicciones analíticas 

se usan las siguientes expresiones para la, razón de participilciÓn inversa pro1nccliada1G: 

-- 3 1 
p-1 = -+­

N 4·¡ 
(2.2.3) 
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donde E = O (centro de Ja banda) y se elige ui1 medio del tainaf1~'..de hi n~at~;iz como un 

corte natural de Ja smriatoria. Ta1~1bié11 se conoce mm ~~pí·c'sió~ an.aJítiii~ ¡}iµ·aj~ entropía·· 

proméclio en dos .casos lín1ites16: / · . • / } > 

exp S = { ~{~x~( ~~: ~)o.fo~, + .. -} i. ~;;:: ~:~~. . . ·. 

donde C;;, 0.577 · · · es la constante de Eulcr. :( ·y· <;;~ • · 
:·~-·· r"~; :r 

(2.2.4) 

Las sim~laciones numéricas realizadas para este casom~cstrau cfc.;Üiii~rt~1ni6ntÓpf~diclio · · 

por Ja teoría; tanto para N ~ .1 como. N ·~ 'Y/· D:ebi~o.:·a ~~i.;s ~i·cJ~isi~~s '.i~'oB~e(~~: é¡to · 

para matri'ces .de dimensión grande (JV ~ ÚJo).·· . ..; · ·· · <:. ·~·'. ' ? .S. ;'. 
Analicemos ~ora.la ec,( 2.2.3); enC:oÍ1Ú;ani~~ c¡Ü~ sigtriá~~~;~J cc)füJó~tiirfütlí:l};á_~c¡¿,'.~Lé>°~-

:~~n~~l~:;:.•:..~~l!l~jtf J"~tt?:<-¡~): Ciyi . . . . {:'') 

:.>;·· <'i° 

.... iii)a: > 3/2. Completamente localizada;·para N .:.:. oo: 

'Y~ 1 i p-l ~ 1 

Simulando estas tres regiones para el centro del espectro, observamos que la ce. (2.2.3) 

reproduce el c01nportamicnto para la zonas deslocalizada y locafümda, para la zona intcr~ 

media se nota una diferencia significat.iva coa las predicciones teóricas. 

Por lo tanto, en el caso del decaimiento ea leyes <le potencias de la función o.( r ), el paso 

de un régimen localizado(P- 1 ~ 1) a uno deslocalizado (P- 1 ~ 1/N) no tiene lugar 

dircctan1ente, si no at.ravés de una región intermedia. 1 < a < 3 /2, donde la "escala de 

localización efectiva" ·¡ aumenta. con N pero wús lentamente que la N misma. 



CAPITULO III 

ANALISIS .[\¡UMERlCO DE LOS ENSEMBLES BRM. 

·' . . 

3.1 ESTUDIO·NUMERICO DE LAS BR.M 

Las simulaciones numéricas que se realizaron en este trabajo tuvieron como objetivo 

principal, el efectuar un <málisis de algunas propiedades de las BRM, con forma de banda 

li - j¡- 0
• El estudio se llevó acabo para ensemble de BR!V[, ge;1erado por los elementos ele 

matriz ce. ( 1.2.1) 

( 
1 > ••)' 

H;i = G;; li-jl"(l-ó;;) 

donde G pertenece a un GOE. La matriz G se genera u.Signando a sus elementos los 

i·esultaclos del sorteo de variables pseudoaleatorias coti distribución gaussiana y tomando 

en cuenta la simetría. 

La forma de la banda se determina por el parúmetro a, que al variarlo modifica las 

propiedades del sistema; los valores del parámetro ff utilizados eu este trabajo van desde 

cero hasta dos (se pudo haber tomado cualquier valor (o:> 3/2) pm·a la. zoua localizada). 

Al variar o: se obscrrnron básicumcnte tres regiones: la deslocali:mda (o: < 1), la intermedia 

(a E [1,3/2]) y la localizada (o:> 3/2). 

Para poder analizar las propiedades de localización, e:; necesario calcular a partir de la 

matriz H algunas cant.iclndcs qnc sean rcprcseutat.ivas cu este contexto. Se calcularon 

Jos promedios de la entropÍ<L (S), del cocficicutc de participación iuverso (P- 1 ), y del 

coeficiente de participación (P), así corno su~ respectivas varina2t1s. 

Para poder calcular estas cantidades es uccesario primero, diagoualizar las matrices 11 del 

ense;nble; con esto encontramos los eigcuvalorcs y sns cigcnfnnciones. Para este fin fue 

.en1plcada una subr~1tina que dit1gonaJi¡r,a inatriccs reales y tiin1étricas 28 . 

Para el tamaíio de las matrices se escogió una amplia gama de \'alares de 1V, desde iV = 50 

hasta N = 3500 para algunos casos, con el objetivo ele calcular una estadística confiable. El 

tamaño de los enscmbles varió desde 1000 para matrices pequc1ias, hasta 20 para matrices 

grandes. 
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. . . . , 

Los promedios y las varian7.as, fiwron calcnlados·sohr<• eLensembl:e y,.soht'<! dos 7.0l11L9 distin­

tas del espéctro:··en, clccnt~o, donde se c!simac1uc cxistnc1·gmliÚdnd·y en d boi·dc, donde 

se observó_~!~~ n6 obstp.nteJa foltade;ergodi~idad,.el •.compOrtamieíitode las propiedades 

no es m~y difer~1;te al delc~ritro, lo c~alindica ~ue la falta: de ergodiddad en esta zona 

no es l;~l~vii,;t:e.1).h-11. ~stas propicchides: 

El valor ~~m¿ricSpar¡ier~romedio y'la váriimza·.de'lüs tres propiedades¡.,depende de.la 

dimensió~;,'y de a'. · Se estiidiÓ la dependencia ele estas cantidades cm~ respectó a ambos 

parruriefr~s. '········. 

Empezamos por estudiar el coeficiente de participación inversa (CPI) porque para esta 

medida . tenemos. ~m. información analítica más amplia. Los resultados numéricos del 

pr01nedio de· CPI como función de la dimensióú, niuestran un comportamiento diferente 

dependiendo del parámtero a: para el régimen deslocalizado (o: < 1) se observa una 

disminución del promedio proporcional a. l/N: En la zona intermedia esta tendencia 

se suaviza, hasta llegar a la zona de 'localizacióti .. en, la cual el promedio es constante 

(fig.1). La dependencia de a nos muestra para dos dimensiones distintas los diferentes 

comportrunientos para CPI: P-1 ~ 1/ Na p-1 ~ 1, lo cual implica una región de transición 

(fig.2). 

Comparando los resultados numéricos con los obtenidos de la ec.(2.2.3), observamos que 

tanto la zona cleslocalizada como la localizada concuerdan con los resultados rurnlíticos, 

es decir tienen la misma pendiente asintótica y por lo tanto obedecen la misma ley de 

decaimiento (fig. 3,5). El problema se presenta cuando nos eucontramos en la región 

intermedia (figA). Al cotejar los dos resultados (analíticos y teóricos), nos encontrru11os 

que no tienen la misma peudicntc, dicho ele otra forma, ni ajustar los puntos mediante w1a 

linea (gnifi.ca log.log) estas uo 0011 pantldas. Para asegurarnos ele la diferencia encontrada 

para a· = 1.25, modificamos los P;;;,1.,. rcst;ínclolcs el término clesloc;tlizaclo 3/N (Fig.6). 

Notemos que las pendientes de la curva original y de la ajustada tienden 11 coincidir para N 

grandes, pero la ajustada es inás recta, confirnrn.udo la existencia ele una. ley de potencias. 

Comparamos nuevamente y calculamos las respectivas pendientes, parn la teórica m = 0.5 

y pru·a·la numérica 111 = 0.2 sin el ténniuo 3/N (fig 7.). 

Si comparamos la clepcnclcncia de a en ht curva numé!rica y tc6rica, vemos que son liger­

amente mayores que los te6ricos eu la zona dcslocalizmla, al pasar por b zona intermedia 
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el comportmni~nto ca1.nbia. ig11ali'111rlosc los valort•s, y <'11 la. mua. locn.li;mrla. se invierte el 

comportamiento volviéndose significativameute 111tí.s grandes los t.eóricos que los numéricos. 

Esto_se.Úustra p-ara <los dimensiones distintas en las figuras 8 y 9. -

Para lavarianza-de P-'-1 notamos un comportamiento similar al del promedio: a medida 

que pasan de la zona deslocalizada a ht loca.lizada los va.lores para la va:rianza convergen 

hacia el.mismo valor independientemente de la dimensión (fig.10). En esta transición se 

nota un cambio en la zona intermedia, que se hace más abrupto conforme aumenta la 

diniensión. La dependencia con la dimensión nos muestra para la región deslocalizada una 

disminución en la varianz¡i conforme aumenta la dimensión, en la zona intermedia esta 

disminución se suaviza para hacer constante en la ;1,ona loca.lizada (fig.11). 

Las predicciones teóricas para el promedio de hi entropía están dacl<ts por la ce. (2.2.4), ésta 

es válida solo para los casos en que 'Y ::;» N y "I « N, esto implica la región dcslocalizada 

·y la localizada. Los resultados numéricos concuerdan bien con los teóricos para la zona 

localizada (fig. 12), para la zona dcslocalizada se encontró un corrimiento ele los teóricos 

con respecto a los numédcos (fig.13), pero éste es constante por lo cual se puede decir que 

la teoría describe satisfactoriamente el promedio de la entropía. 

Las simulaciones numéricas realizadas para la varianza de la entropía cu función de la 

dimensión, nos muestran dos comportamientos diferentes. El primero se da en la zona 

deslocalizacla: observamos que los valores ticndeu lLsintóticamentc a cero conforme aumenta 

la· dimensión; el segundo comportamiento se observa t.anto para la región intermedia como 

para la localizada: los valores de ];, entropía tieucleu a hacerse coustaut.es a medida que la 

dimensión nu1ncnta., esto S(~ ilustra en la. figura l•l. 

Pm·a el promedio del coeficiente de participación no existe ninguna teoría, no obstante se 

tomó en cuenta debido a su fücil interpretación (indica el número de estados que participm1 

en un eigcnestado ). 

Al igual que el p-l se simuló P con dependencia en n y a la dimensión, tocio lo referente 

al manejo de estas dependencias se explicó n.nteriormeute, debemos notar que 1/ P = p-t 

pero no sus promedios, esto es l/P ::; P- 1 (fig. 15). 

La información obtenida en el centro del espectro refleja el comportamiento típico ele cada 

zona. Pm·a la zona deslocalizada los valores de P crecen conforme aumenta la dimensión 
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como una ley. de potcncia5, ul pa:mr a la zoua intermedia el comportamienfo cambia cre­

ciendo más lentamente, d~beuios i10tar que eí1 esta zona la fo~·ma:es ~cmej.ante aJa del 

P- 1 , en la zonalocalizacla los valores son constantese independientes-ele ladimen~ión 
(fig. 16). Este comportamiento se observa mejor en la d~pendencia de ~; los valores para 

diferentes dimensiones convergen a un mismo valor conforme se pasa a la zona localizada 

(fig. 17). 

Notai· que para el CP la varianza tiene un comportruniento muy típico en la zona de trai1-

sición1 se observa un cmnbio significativo al pasar ele la zona cleslocalizada a la localizada: 

en la primera región (a: < 1 ) las varianzas aumentan hasta llegar a una zona intermedia 

(1 < a < 3/2) donde alcanza su máximo (hay un pico) y luego empiezan a disminuir 

(región localizada (a > 3/2)) hasta converger a un valor (fig.18), este último compor~ 

tamiento se observa en la dependencia con la dimensión, para la zona localizada los valores 

de la vru·ianza se vuelven constantes (fig. 10). También aquí es significativo el cambio que 

sufren las varianzas al pasar por la zona intermedia. 

Por último observemos los comportamientos en el borde del espectro para el CPI, notando 

que no difieren significativamente de los obtenidos en el centro, esto se muestra en las 

figuras 20 y 21. 
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CONCLUSIONES 

El rotor pateado ha sido uno de los paradigmas en caos cuántico. 

Las 'contrádicciones encontradas entre el grupo ele Novosibirk, donde aseguran que en el 

rotor pateado se da la localización, y el grupo de Cuernavaca, el cual mostró genériéamente · 

que para sistemas pateados no se debe mostrar localización (para potenciales-no suaves), 

sumándose los resultados de .J. .José, donde vieron que en el oscilad6r de _Fei'mi no hay tal 

localización, fueron la motivación física de este trabajo. 

Este resultado es muy alentador ya que J .José menciona que el oscÜado1· de Ferrru se mapea 

sobre un tight binding modcl con decrecimi'ento de 1/1· en los elementos de matriz. Pero 

esto es una realización pseudoaleatoria de nuestras matrices en banda.con a= 1 que es el 

punto en el cual ya esperamos deslocalización completa. 

Los estudios realizados muestran una transición de estados deslocalizados a localizados 

en la zona 1 '.S a ::; 3/2. Este comportamiento cualitativo es consistente con la teoría 

desarrollada por el grupo de San Petersburgo fuera de su rango de aplicabilidad. 

La cantidad relevante para este estudio fue p-l, tanto su promedio como la varianza mues­

tran un comportamiento típico de cadn región; para el caso del promedio el decaimiento 

en la zona deslocalizada va como l/iV, como lo prcclice la teoría, mientra:; que en la zona 

i11te1n1cdia decae nuís lcntmnentc que la 111is1na. 1V, enco11tn'u1<lose una. diferencia significa­

tiva con la teoría (I',-;:~ ~ N- 1/ 2 ; I';;;,1,., ~ JV- 115 ), para la zona localizada las predicciones 

teóricas son consistentes con los resultados muuéricos (P- 1 ~ 1). 

En la zona intermedia aumentan las fluctuaciones de lns cantidades consideradas. Esto se 

ve claramente para la var P( a ~ 1) donde existe un pico ¡mm a = l. 

El comportruniento presentado por todas las cantidades en un entorno ele a = 1, nos 

indujo a pensar que existe algo m<Ís en est<i zona que puede ser de gran importancia para 

completar la teoría. 
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Haciendo una recapitulación de.los,los rcsnltados ohl.m1iclos, vemos c¡uc son consistentes 

con lo~ trabajos realizados· antcriormcittc, por _<:jct~tplo para el rotor pateado se da la 

localizació.n para a::~ 2 y para el oscilador ele. Fermi la deslocalizació11 en a: = 1 . 
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