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BEn los dltimos anos sc lnﬂespcrb’z‘xdohu‘ gﬁm'intc’rés en los sistemas cadticos. Esto es -
“debido, en parte, al gran-avance qu(, han t‘.(,mdo las’ comput'xdom.s y.por encle se han podxdo

auinentar de manera asombrosa lis ::mmlacxoms llL\lllLllCdb, 1)uclx<.ndo ll(.;,d.r a,Zonas - que'

antes pmccmn ma(_cvsxbleh.

~Una de las cucstioncs fun(ldm(,nhal(,s e llltf’lt‘h 'wtu(\l ol flblm. o8 ul(.outuu"

teristicas - de” un- problema- cudntico - definido:por un H(umltomrulo H-que

solucién cadtica, & nivel cldsico. En la ultima déeada se han clcdu,ddo it (mdc:a bfuu:zos \l :

entendimiento de las diferentes estacisticas del cspectro de: un problenn cuantlco que este

(_onclacnonado con la transicién cntre u)mpmtdnucntos (‘Lx:.lu)s mtcgmbT ¥ cadticos!

La idea basica de Berry cs que la repulsion de los uivélg:s coffcspondzm a la caoticidad,
mientras que la integrabilidad corresponde a una estadistica de Poisson %, La validez
de éstas suposiciones cstin sustentadas con evidencias my convincentes preosentadas por
Bohigas, Giannoni y Schmit 3, seguida de claras prucbas dadas por otros autores?. Bohigus,
Giannoni y Schmit estudiaron el biliar de Sinai cudntico y los modelos de estadios, los
cuales son conocidos cldsicamente como sistemas K. Estos modelos estan descritos por
Hamiltonianos independicntes del tiempo. - Su principal hallazgo fue que o espectro de
H tienc una distribucion de niveles de energia_que corresponde al ensemble gaussiano
ortogonal(GOE), estudiado éste de una manera extensa en la teorfa de matrices alcatorias,
Este tipo de estadistica de niveles se usa extensamente para deseribir de una manera exitosa
el espectro de micleos complicados, dtomos y sistemas moleculaves®.

El estudio de Hamiltonianos polinomiales, cn cuyo espacio fase sc encuentran regiones
cadticas y periddicas, muestra numdricamente que el espectro de H tiene una estadistica
dc GOE asoeciada o la region cadtica ¥ una estadistica de Poisson asociada. a la zona donde
cs periddica®. Ademits existen evidencias de que los Hamiltonianos que no son invariantes
aute la inversidén tenporal tienen un espectro que corresponde a la estadistica del ensemble

gaussiano unitario®.

mucstm unn;,, o



Bajo condiciones (.sp(‘uﬁcus, ln oh(.uhsl, e lua lll\'(‘l("-l (l(' mlmgm e qmlc'm:m (,uoll(,ou

parece ser universal, Bcuy nmshw que I f.ummn clv <l()s puutox

corxesponclc a}l GOE én cl ]u‘mtc ::(.xnxcla51<.o7

; l."l,mn(l(

Berry y Tabor en 1977 cqfudiiu*ou 1&1 cstndn’sticn esi)écf.ral de sistemas’ clxihlti‘ébsbi:ntegrables
en dos dimensiones mostrando que las fluctuac ciones del espectro de ener, gxa en el hmlte
semiclés_xco deberian ser las de un conjunto de ndimeros leeat011os, es decir, obedecen a una :
estadistica de Poisson. Esto resulté ser una propiccléxd universal de los sistemas regulares, -
con excepcién del oscilador armdnico.” Al'igual que los sistemas cadticos la umvexsahdad; :

esta sujeta a cicrtas limitaciones™®2,

La siguiente cuestiéon es preguntarnos:si ‘estas conjetiiras ticnen ‘algan . significado- 'pzu'a~
: ploblemas CudnthOS dependientes- del tlc-mpo Sc' Loncentzo un gran esfuerzo. por p'ute i
‘de la comumdad para estudidar el modelo del rotor [)qtcarlo. Est(. modelo fue estudiado.
extcnsmnentc para el caso cldsico y su comportamicnto es considerado como prototipo para
problemas no lineales coniun gfadc} delibertad 2; dicho modclo ticne regiones en el espacio
" fase (iue son“cadticas y o"trafs que: son regulares; se pucden varlar estas zonas cambiando

un parametro de acoplnmiento :

El modelo cudntico conespondlentc fuc mtloduudo por Cis'm“’ -Otros trabajos relevantes
fueron realizados por Fishman, Grempel ¥ Prange hhque re salizando una transfouu-wxon
clave, pudieron reescribir el rotor: patcado on términos del modelo de Anderson. En par-

ticular se conoce que ¢l modelo’ d(: Andc:_son tiene espectro aleatorio, ¢s deeir, obedece la

cstadistica de Poisson'?.

El grupo de Novosibirsk!® comprobé hace mucho tiempo que este sistera se mapea sobre
un problema de matrices aleatorias en banda {BRM) y por consccuencia hay localizacidn
de Anduson en el espacio de cnergia. Por otro lado, Jorge José™ y sus colaboradores
vieron en sus estudios numéricos que en el oscilador de Fermi no ocurre tal localizacion.
Finalmente, el grupo de Cucrnavaca mostrd recientemente que genéricamente, los sistemas

pateados no deben mostrar localizacion si ¢l potencial no es suave!?

El conjunto de cstas observaciones despertd interds en revisar lo que se sabe sobre matrices
en banda. En cste sentido destaca cl trabajo analitico del grupo de St.Petersburgo?®, el

cual obtuvo resultados explicitos sobre la razén de participacién inversa y la entropia de

3
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las mhenfuncmu(_b dc. las- nmtuu,b el lmnd.x con_deca

mu(,nt.o L\pmn'ucml 0 miy. l'ul)l(l().”,
Tambu,n demuestran quc estas cng:,t,ufuuuoucs

unpw ¢
resultados se puc(lcn aplicar a matrices (.on b:md‘xs e

.m IOL(llI/AL(ldb "I‘ounalu 'ntc. sus -

;mmcm_;p ‘ex},lej':_cs' dc 1)6(:(:11

pero hay- serios problerna,s de convcxbencm . Pm podcr hacer estuchos en cste caso se_;

requiere de (.alculos numéricos q' (.onobown ¥ supl":‘m.nten lds (.onmd(.ramoncs nd.hhcas'

El objetivo de esta. tesns es investigar los cnsembleq de mat‘.m.es H deﬁmdos por 1os elementos

L V "' J‘—a(l - 61;)

Cornendo

: donde G es. nna. matru mxemblo dc un enscmble ortogonal Ga.ussm.no (GOE)“
G sobre el GOE H forma un ens.emble dé mahxccs en band'L en forma de: ley de potencm,'

‘con potenc:a. o vLOS calculos llegan-a rm.trxces de 3500 % 3500 y b(: ccnhrzm entres. canhdades' S

basmas' el coeﬁclente de parhcxpauun inversa,: como ¢l ochto 1)1escnt'xdo er los e tudxos

analltlcos ‘el coeﬁcxente de pm tlmpduon y la entr opm pa.m estos se cal(.ularon el promedlo
ylavananzaf‘ ~;_ : ’

Los ﬁromedios no'sélo se han tomado sobre los ensembles sino también sobre ¢stados en
el cenhfo& las orillas del esliectro de cnergfu. El altimo punto es un poco delicado debido
a que las' BRM no tienen. un comportaimiento ergédico en comparacion con ¢l GOE. Un
gran nimero de trabajos numéricos muestran que un amplio rango de cstados en el centro
de la banda tienen las mismas cariicteristicas estadisticas®. El tamafic de la ventana en el
centro fue elegida después de ascgurar que ninguna variacion sistematica y grande de las
cantidades que pedimos ocurra dentro de éstas. También se muestra el comportamiento

promedio en los bordes de las bandas a pesar de no ser posible ninguna prediccion analitica.



7 due el ensemble -
-de matrices pueda. desc i
1. Conexién. con la dindmic

de los sistemas.

ngmﬁcado de los

ensemble, puedul ser t.onecto. os con as prople sdes 1o estadls icas d(, los sxstemas

3 Ergodlcxdad bl plomedlo de oncrgla sobre un mlcmbro del enscmble, debe ser 1gual al
' promecho sobre ¢l ensemble, . De esta forma, los miembros mdlvxdudlcs cstm(m caracteri-

zados por las propiedades gener alcs del enscmble.

4, Relevancia fisica:  El ensemble d(.be reproducir .lab propxcdddcs estndzstlcas observadas
experimentalmente.

5. Tratabilidad matematica: Esto serid nccusano pa.ra pod obtener resultados analiticos,

¥ posteriormente contrastarlos con los exp eri

Los puntos (1), (2) ¥ (3)‘son nécésariq para’tener ‘un ensemble fisicamente razonable,

aunque para el piih'to"((i)'lds"ﬁi"of)iédadcs"i:ii Ias 6rillas del espectro no cumplirdn en general

_ con este postulado, pero si se¢ cumple en un intervalo grande cn el centro del espectro
sera suficiente; cl punto (4) significa que serd exitoso. El punto (5) no es absolutamente

necesario porque siempre se podrd recurrir a los calculos de Monte Carlo.

El Enscmble Guussiano Ortogonal, es cl mas relevante en la practica de los ensembles

clésicos clasificados por Cartan'®

El Ensemble Gaussiano Ortogonal se define!® en el espacio de matrices reales y simétricas

por dos requerimientos:

[



1. Bl enscimble es invariante ante cualipior tiansformacion

s wWTH W

“¢s invariante bajo transfc

“_c'lo'r,lde'H*f :

2. Los elcmentos lmealmente mdependxcntes, H 7 con i <, 7,

sor también estadisticamente
" independientes. ‘

Notemos que ¢l GOE tiene solamente dos pardmetros fijos, un factor de escala trivial

h J ? E]
y la dimensionalidad, la cual es dificil de conectar con el experimento, por consecuencia
muchas veces se usa ¢l limite N — oo.

El significado de este ensemble s¢ manificsta en los andlisis hechos por Balian®? en 1968, en
donde, empleando argumentos de minima inforimacion, se deducen las formas y propiedades
del GOE. Este autor, después de definir la cantidad de informacién y postular una métrica
en el espacio, expone la idca de representar un sistema con ¢l ensemble de matrices, que de

todos los que satisfagan sus propiedades conocidas, minimice la cantidad de informacién.



; dpndé la:matriz. G:corre sobr

s Esta-)iititha- ¢s..1ai‘ (;fnplc’ugll;xi en esbe trab

Las matuccs a.lcatonas en bd.nda puedcn scr‘t.onmdcmdds como buenos modelos para sis-
temas cudnticos con un rango de interaccién ﬁmto entre los estados no perturbados. Desde
este punto de vista, las BRM pueden usarse para dcscnbu las propiedades estadisticas de

sistemas cudnticos reales, tales como dtomos, micleos y modelos de estado sdlido.

El ejemplo mads obvio de BIRM c¢s un conjunto de matrices reales simétricas N x N con
elementos alcatorios 4;; purafi—j] < by A,'j = 0 fucera de la banda de tamano b. Entonces,
b = 1 implica matrices diagonales, b = 2 matrices tridiagonales y b = N un GOE. Debido
a la simetria de las matrices, el mimero de elemnentos independientes en un BRAM de este
tipo estd dado por F = L(2N — b +1)/2. Se suponce que todos los elementos libres de la
matriz son mimeros alcatorios independientes con promedio igual a cero y que la densidad

de probabilidad para una matriz » en cl ensemble se define como

53(.4) = c—“’ H (_—w"ni He—lu. H

i<y

Desde esta expresiéon sc puede calcular ficilmente el promedio (T7A?) = F/2w, quien

determina la varianza del los elementos de la matriz. Se puede ver que el ensemble estd

7



une en el caso limite del GOE (b5

de los elgcnvaloxes‘

duccién de las BRM al modelo ar16 -cl cual cs umdlm(.nmonal Ao

-lineal y supersimétrico- y
que esta reduccidn serd exacta en el limite b — o0 (bés el'ancho de la banda efectiva). De

este’ andlisis se pudo concluir que todas las 1)10[)10(12\.(105 de coxrclacxon de los espcctros de
las BRM podran ser determinadas con el pardmetro de escalamicnto z, el (,u'\l es igual a la
razén de la longitud de localizacidn entre el tamadio de la matriz @ = i“\—,l x [\, . Este resul-
tado explica el comportamiento del escalamiento observado en simulaciones numéricas?!,

Existen varios tipos de matrices en bands, un caso particular de éstas (lamado *bordered
matrices”) fueron consideradas por Wigner. -En este modeclo, los clementos diagonales de
la matriz estdn definidos por enteros —2,—2,0,1,2,- - y para los clementos que forman la
banda de ancho b por £/, el signo de & se elige aleatoriamente.

El modelo tiene una solucidn analitica en el caso tridingonal, con una distribucién semni-

cirgular de los eigenvalores en el limite by /i 3> 1, con h2/b finito.

Uno de los modelos que més intensamente se han cstudiado desde cl punto de vista

numérico?>? cs ¢l SVZ el cual se define por los clementos de matriz®

! _((-‘-n)?
I‘I,‘j = Gg_,-c 7
cn donde G es una matriz que pertencee al GOE.

Este modelo conticne un pardmetro continuo o (ancho de lu banda). Para diferentes valores

de o se interpola entre un enscinble con dindmica Poissoniana (o = 0) y uno con dindmica

de GOE (o = c0).



m(.mr.)s o l).mda, lus (.u-xlui 9uponcn

El modelo cmplcado eneste: tm.b.l jo cs el easo (h. ¢y

un dccmmmnto bUrLVC en'los LlLIIlLllLOb (lc la dmgouul (.ud.udo £ mm.vcu a lo Lu 50 dc (.sbo,,.; :

definamos el cnscmble de mntuccs H p01 lm clcm('ntos

8;;).se uitiliza para eliminar- -

‘cumpliendo con'la condicién.



13 PROPIED_ADES«ESTAD‘ISTICAS 'DE"LO‘S EN’SEMBi)ESQ |

El cstudxo dc las propxcdades estadxstl cas de. sccucncms de punto&. dxscrctos, yn sea en 2l

1ccta. 1ea1 © cn el cuculo umt‘\uo se puedcn reahzu mcdmnte chfelcntes tecmcas

‘Nos cnfoc‘nemos a puntos (mvcles) cuya sepamc;on plomedxo varie sua.vcmentc segun la.
1eg1011 del cspectm qué sc estc COllSldCld.ndO Dxcho t.zunblo no ¢s’ cle natumlem aleatoma '

v depende de las pxopxedwdes micr oscoplcus con mgmﬁcado fisico o m'\.tematxco.

Con él fin de' comparar la parté fluctuante de espectros de diversa indole, se normaliza a uno
la densidad media de niveles 1nqdiaxlhc ¢l procedimiento conocido .como -desdoblamiento.
Existen " diversas- formas-de llevarlo a cﬁbo, la s comun se: realiza efectuando el des-
.dobld.xr;ik;ntp mediarte lja tl‘rzmsfolfi;mcjér[_:_

la cual relaciona los niveles del espectro, sin desdoblar. e, con los nucvos niveles @;, donde

Pav s una funcidn suave qiic representa el i)rom_edib dela densidad de niveles en el espectro.
" La forma de calcular csta funcion depende del tipo de espectro que se trata de analizar. Sc
debe tener euidado al elegir pay, puesto que una mala, eleceidn traeria como consecuencia
la falsificacién en las medidas de fuctnacién,  Una ves realizado el desdoblamicnto, las

medidas de fluctuacion quedan expresadas en unidades de la separacion promedio.

La siguicnte cuestion es como se. pueden caracterizar las fluctuaciones (desviaciones del
comportamiento promedio) de un espectro. Una forma cficaz de lograrlo es mediante el
estudio de la densidad de distribucién P(a) de-los-espaciumicutos entre niveles adyacentes
que nos da la informacién sobre cémo se correlacionan los espaciomientos con sus vecinos
Cereanos.

Una de las medidas de uso frecuente en la literatura introducida por Dyson?? | cs la llamada
estadistica Ay que, dado un intervalo [a,a + L], toma el valor de la minima desviacién

cuadrdtica de la recta que mejor ajusta en dicho intervalo a la funcidn de acumulacién de

niveles N(B). Su formula cs

a4-L
Oy(a; L) = %1}‘11;31/ (N(E) — A — BE)*dE

10



El significado de esta mnedida es evahiar e grado de irregularidad de ln seriede niveles. Por
cjcmi)_lO,' para cl conjunto de nfimeros naturales en la réeta real; ealificido como un espectro
absolutamente rigido en el sentido de que no posée ninguna desviacién de la uniformidad,
el valor de Aj serd constante e igual a._1/12.‘ En cambio, en un espectro en el cual no hay
ninguna correlacién entre sus distintas regiones su valor serd mayor (y todavia mas grande
para casos degenerados) , sin importar la forma de P(s)?®. Debido a que N(F) es una
funcién escaldn, el valor de Az tiende a L/15 para valores de I pequeiios, sin importar
cudl fue la distribucién N(E). Por tanto, esta medida no da ninguna informacién acerca
de la estructura ﬁn'1 del espectro. Su utilidad mdxca en medlr las correlacxoncs de largo

alcance para tramos mayores que un cspacmnncnto

La varianza ((N(L)z) = (N(L))’) del numero de mvelesj enun mtervalo de longltud L >1
esta dada por : : o s

z:"’(L)H ( )ln..r;-|-044

La cstadlshca 2 tamblen determma la. ugldea del espectm, ya que en un espechro rigido
la varianza de V(L) serd pequeiia, es decir, en la mayorfa de los casos el nimero de niveles

encontrados en un intervalo de longitud L diferird solo ligeramente de L.

Algunas de las cantidades que dan informacidn referente a la localizacidn del sistema?™13

son el coeficiente de participacién inverso, la entropia y el cocficiente de participacion.

Si a;j es la j-ésima componente de la eigenfuncién 7, las cantidades serdn definidas de la

siguiente forma:

1. Bl coeficiente de participacién inverso 7(173;717), el cual se define por
=Y a (1.3.1)
i

- siendo proporcional al ntimero inverso de sitios que contribuyen significativamente en la
normalizacién de un eigenvector. Esta cantidad representa una caracteristica Gtil de una

localizacién.

2. La entropia de informacién (5), definida por

N

S == Za?j In a?j. (1.3.2).

j=1

11
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txcipacxon no:sera igual a la

inversa del coeficiente’ de pdl'tlclmclon pxomcdmdo -




CAPITULO T :
DDSCRIPCION ANALI‘I‘IC-  DE- LOSLNSDMBLDS BRM

~'que ¢s mucho mds dificil de analiza standar(solucién

de.lrmodelo' clisico}

P[+1 = PL -+ I\’ sl (2.1-3)
Sin embargo, la forma Cbpemﬁm de 1( pe 1611° ada p01 golpes periddicos instan-
tineos, como en el caso cldsico, se usifi para snnphﬁcar Ta mvc.stlgacmn reduciendo (2.1.2)

a un mapeo para 1a funcién de onda

W(8,¢ 4+ T) = Up(,1) (2.1.4)

- Th &7 _ €y Th O
U= (.\p( T 092>CMJ (—z-/;coa(i) (_J\p( v 692>

Aqui el valor de la funcién % se determina justo u la mitad de la rotacion entre dos golpes
sucesivos, Actualmente, esta expresién corresponde a la solucion formal de la ecuacion de
Schrédinger (2.1.2) sobre un periodo de la perturbacion. Gracias a la accidn instanténea

de la perturbacién, el operador de evolucién U del sistema en un periodo puede escribirse

13



nuniento

‘.Dc (9 1. 4)'se puede ver que dlfelenua del modelo clasic

cuzmtlco depcndc csencm.lmcnto de.dos pammctxo&

patada de la peltul‘bleIOIl. La transmon a la mecamca clamca se describe mediante el
Hmite k = o0 , 7 0y K = ¢cte. : B

Dado que sin perturbacién (k.= 0) el hamiltoniano (2.1:1) es independiente del tiempo, la
solucién (8, t) de (2.1.2) se representa convenientemente en la forma de una expansién de
cigenfunciones del moiento angular -

oo

$(6,1) = \/1§7r S da(t)e™? (2.1.7)

n=-00

donde los coeficientes A4 ,,(t)} son esencialmente los cocficientes de Fourier de la funcién de
onda dependiente del tiempo (68, ¢). Es facil obtener en la representacién de momento el

operador de rotacidn libre G, el cual tiene una forma diagonal, cuyos clementos de matriz
so1:

Gu(3/2) = exp [i(3/4)*] bur (2.1.8)
Para los clementos de matriz de cambio instantanco B tenemos
By (k) = "7 Ty k) (2.1.9)

donde J,(4) es una funcién de Bessel. Por lo tanto, ¢l operador total 7 en un perfodo T
esta dado por

Omu = Gun'(]/z)Bu'm’(A7)Gr11’111(]/2) . (2.110)

14



de i’tcidcioﬁc‘s‘).’

",‘Una de las™ pc.cuhaudad s dc cualqulex 0\1 numemco con ( 1 11) es el trun-',

ca.mxcnto d.!‘tlﬁ(:lal dc la, basc no, pcrt.mb'ula cn algun t.amano finito’ |m| < N “H ay que

"tomar eni cucnta 1d p051b1c influencia de tal t1 un(_rmncnto en'el resultado ﬁnal Para este.

=-prop051to se pucd(. usar la condicion de uornmluncmn para la funcién de onda.

Existe el problex_ha. adicional del cémputo correcto de la funcién de Besscl con indices
grandes (jn—m| > 1). Por otra parte, la base del momento angular, en la que los elementos
de matriz del operador de evolucidn se expresan por funciones de Bessel, tiene algunas-
ventajas. Desde luego, los valores de las funciones de Bessel deerecen muy répidamente
con el incremento de la diferencia entre indices y argumentos (para |n —m} > k). Esto
significa. que la matriz unitaria U,,,, tiene la forma de una matriz en banda con cleinentos
de matriz insignificantes fuera de la banda de tamafioc & 2k. Entonces es posible poner

Unin = 0 para clementos fuera de la banda, digamos para |n —m| > 24

Un experimento numérico tipico consiste cn ¢l cdmputo iterativo de las componentes A, (t)
de la funcion de onda de acuerdo a (2.1.11) comenzando desde un estado inicial dado
1(6,0). Despuds, la dependencia temporal de cualquier variable promediada pucde ser
encontrada y comparada con su contraparte cldsica. Por ejemplo, para la energia del rotor

tenemos
I

E(t)y= 3 |du(®)i*2*n?/2 (2.1.12)

HET Y
donde |A,.(t)]? es una distribucién de probabilidad en el espacio de momentos después de

t golpes de la perturbacion.

El primer dato numérico’® para el modelo (2.1.1) mucstra un comportamiento bastante

extrafio. Se esperaba que para I > 1 cn L regidn semicldsica profunda (k > 1), la energia
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creciente correspondiera ala del ‘modelo cldsico” " -

por conveniencia, en. lo subsecuen %3 por lo tanto,

T

para E(t) la ex;ﬁ_eétaciéil es E

E(t) = E(0) + 1/2Da(t)t, " (2.1.13)
donde D, describe una difusién clisica en los n’n.i_v_gles ;ip perturba.dos: D, = E2/2
€ /27*12 para ' 3> 1. Sin embargo se observa que tal correspondencia tiene lugar en alguna
escala de tiempo finito t* después del cual se observa una considerable desviacién desde

(2.1.13) con un decrecimiento de la razén de difusion

Tal comportamiento del modelo cudntico en la regién del caos cldsico (fuerte) fue llamada

le supresidn cudntica del caos cldsico®.
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22 RDSULT‘\DOS A\I.‘\LI'J‘ICOS Y NUMI RIC()g

Como se menciond enla seccidn «mtt_rxor cla.sxcalm.ntc el rotor pateado exhibe una
difusién ilimitada en el espacio de momento angular, cuo.ndo la fuu'za de las patadas k-
excede algin valor critico. Fue observado, sin embmgo, que en-el régimen scrmcldsu:o los -

efectos cuanticos suprimen la difusién clisica, en 'umlogm con la localuaclon de Anderson Lo

de una particula cudntica en un potencial «xlcatono

i 1y = c).p L7L9 , 7

1
e )*/2

V(H) = L cos0 eate dccmnnento s cxpon(.ncx.zl cuando In = m cxccdc b 2 k/h, mien-
tras que dentro de la banda de ancho cfectivo 1), ]oaelcmentqs de la matriz prueban ser

pseudoalecatorios.

Todas estas observaciones atrajeron la atencién de las propiedades estadisticas del ensemble
BRM como una forma aceptable de obtener informacién para entender las propiedddes
dindmicas del rotor pateado. Sin embargo existc un problema fuerte de simetria que
consiste en la falta de invarianza rotacional para ecnsembles de BRM bajo transformaciones

ortogonales, a diferencia de la tcoria comuin para matrices aleatorias.

Nétese sin embargo, que el decaimiento rapido de (m]Un) en el ¢jemplo arriba mencionado
se debe a la diferenciabilidad infinita de V(8) = kcos8. Si tomuamos una funcién V() que
tenga una discontinuidad en una derivada del mismo orden que los clementos correspondi-

entes al operador de la matriz de evolucién que podian decacr en forma de ley de potencias

cuando |n —m| — oo .

De hecho, hay un cjemplo interesante de un sistema manejado periddicamente, el cual se
denomina osc¢ilador de Fermi, donde los clementos de matriz del operador evolucidén decaen
como una ley de potencias, Este sistema no muestra cfectos de localizacién dindmica en el

espucio de energias, tipicas del rotor pateado.
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Uno esperaria entender estas diferenéias en el (mnpm hmm'nf() : ,n(lmn(lo ]n-.'pmpxcdudcs :

‘de'BRM con un d(_(,.uuncnf.o cu loyés de p(:l(-nuus.

Después de muchos estudios numéricos en los afios u,cxcntcs, lm.n hab'd pmglesos en la.,:

.descripeidn analitica de los ensembles de BRM con ' una fuucmn a(r (enley: cxponencxal).

correspondiente para un punto B dado del (.spt'( trocs’

— 32(2183;; E?) o 02

La derivacién analitica realizada por  Fyodorov y Mirlin no se puede considerar rigurosa

bajo estas condiciones, porque los cocficientes en la-expansion de momentos de la accién
cfectiva del modelo diverge para N — o0'®, Veremos que los resultados analiticos dan
una excelente descripeidn cualitativa y una buena descripeidn cuantitativa de un ensemble

BRM con una ley de potencias que decae como una funcién de la forma a(r).

Para ésto se usa lu razdn de participacidn inversa como el objeto presentado en los estudios
analiticos, mientras que en los estudios numéricos puede constderarse cualquier cantidad.
Esto incluye la entropia, la razén de participacién, la razén de participacién inversa asf

como la varianza de estas cantidades.

Para comparar los resultados de las simulaciones numéricas con las predieciones analiticas

se usan las siguicntes expresiones para la razén de participacién inversa promediadal®

Nfz ]
s 3,1 _ B _ SN 2.9
7 [ EarYs N2 2 u.....)

N T A T e
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plomedxo en dos casos lmntcs

‘ { . e\p(l Loy
cxp S

N{l~ 5 + 5ier =

donde C’ O 577 e_s la constante de Euler.

—iii)a >-3/2. Completamente localizada; para N = oot
y~1; P71~
Simulando estas tres regiones para el centro del espectro, observamos que ln ee, (2.2.3)

reprocluce el comportamicnto para la zonas deslocalizada y localizada, para la zona inter-

media se nota una diferencia significativa con las predicciones tedricas.

Por lo tanto, en ¢l caso del decaimiento en leyes de potencias de la funcién a(r), el paso
de un régimen localizado(P~! ~ 1) a uno deslocalizado (P~1 ~ 1/N) no tiene lugar
directamente, si no através de una regidn intermedia 1 < o < 3/2, donde la "escala de

localizacién efectiva” v aumenta con N pero mias lentamente que la N misma.
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CAPITULO TIT
ANALISIS NUMERICO DD LOS DNSDMBLDS BRM

43».1","ES’I;I<J_D;I_'Q .NUMER;CQfDE';LAS”BRM:

Las mmulaclones numcucas que se rcalizaron”en ‘Gste. tl‘dbile tuvxuou como objetivo
- prmmpal el efect;uar un analisis de algunas propxedades de las. BRM con forma de banda

Ji— e El estudio sc llcvo acabo para ‘ensemble dc BRM generado por los clementos de

-matriz ec: (1.2:1) P S s
Hij = G (l7 Jl“ (1 IJ))

donde G pertenece a un GOE.: Lu matriz G -se genem asxgnando a sus elementos los

resultados del sorteo de vnmbles pseucloalcatorms con chstubuuon gduasmxm y tomando
en cuenta la simetria. :

La forma de la banda sc determina por el pardmetro o, que al variarlo modifica las
propiedades del sistema; los valores del pardmetro o utilizados cn este trabajo van desde
cero hasta dos (se pudo haber tomado cualquier valor (o > 3/2) para la zona localizada).
Al variar a sc observaron bdsicamente tres regiones: la deslocalizada (o < 1), la intermedia
(o €{1,3/2]) ¥ la localizada (a > 3/2).

Para poder analizar las propiedades dec localizacidn, es nccesario caleular a partir de la
matriz H algunas cantidades quc scan representativas en este contexto. Se calcularon
los promedios de la entropia (§), del cocticiente de participacién inverso (P=1), y del

coeficiente de participacion {P), asi como sus respectivas varianzas.

Para poder calcular estas cantidades es necesario primero, diagonalizar las matrices H del
ensemble; con esto cncontramos los cigenvalores y sus cigenfunciones. Para cste fin fue

- - - - . . . . i
empleada una subrutina que diagonaliza matrices reales y simétricas®®,

Para el tamaiio de las matrices se escogid una amplia gana de valores de NV, desde NV = 50
hasta V = 3500 para algunos casos, con el objetivo de calcular una estadistica confiable. El
tamaiio de los ensembles varié desde 1000 para matrices pequetias, hasta 20 para matrices

grandes.



Empezamos or estudmr cl cocﬁcwntc de pdltlupduml mvusa (CPI) porque para esta

medlda tenemoa,‘mm mformacxon analitica mis ampha Los resultados numéricos del
- promedio de.CPL ‘comlo funcién dé’la duncnsxon, miuestran un compormmxcnto diferente
dependiendo del pardmtero a: para el régimen 4esloculizado (e < 1) sc observa una
disminucidén del 'promedio. proporcional a-1 /N ::En Llrzrl.'quyar intermedia esta tendencia
se suaviza, hasta llegar a la zona (le'Locéj,lizzlciéii cemla ctual el promedio cs constaute
(fig.1). La dependencia de « nos muestrd pzira dos dihlexisioncs distintas los diferentes

comportamientos para CPI: P=T~ 1 /Na P~ Llo cual implica una regién de transicién

(fg.2).

Comparando los resultados numéricos con los obtenidos de la cc.(2.2.3), obscrvamos que
tanto la zona deslocalizada como la localizada concuerdan con los resultados analiticos,
es decir tienen la misma pendiente asintética y por lo tanto obedecen la misma ley de
decaimiento (fig. 3,5). El problema se presenta cuando nos cucontramos en la region
intermedia (fig.4). Al cotejar los dos resultados (analiticos y tedricos), nos encontramos
que 1o ticnen la misma pendicnte, dicho de otra forma, al ajustar los puntos mediante una
linea (grifica log.log) estas no son paralelas. Para asegurarnos de la diferencia encontrada
para o = 1,25, modificamos los Pty restindoles ol término deslocalizado 3/N (Fig.6).
Notemos que las pendientes de la curva original y de la ajustada tienden a coincidir para N
grandes, pero la ajustada es mds recta, confirmando la existencia de una ley de potencias.
Comparamos nuevaimente y caleulamos las respectivas pendientes, para la tedrica m = 0.5

y para-la numérica m = 0.2 sin ¢l término 3/N (fig 7.).

Si comparamos la dependencia de o en la curva numérica y tedrica, vemos que son liger-

amente mayores que los tedricos en la zona deslocalizada, al pasar por la zona intermedia
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el comportilhﬁcnto combi

L Jblldl:llldﬂ'ﬁ(, los- valores, yoen-la zona loealidida, sc‘mwmtc (‘1'

,compmbmmcnto \ olvmudosc s)gmhmtwmn(:ntc s Hundx s los tedricos gle los numcrlcos

: ha.c1a el mxsmo valor mdepcndlentemcntc de la dimensién (fig.10). En esta transxcwn se
. nota. un cnmb:o en la zona intermedia, que s¢ hace mais abrupto ‘conforme a.umenta la
‘/dlmenslop. La _dcpel_lglcncm con la dimensién nos muestra para la regién deslocalizada una
,L.:l.ibs'nrﬁrx.mciéﬁj en la varianza conforme aumenta la dimensidn, en la zona intermedia esta

di'snii;lu_éiéh se suaviza para hacer constante en la zona localizada (ﬁg.ll).

La,s pr(_dlccmnes tt.oncas para el promedio de la Lntlopm cata.n dcl(ld.b 1)01 laec. (2.2.4), ésta
es vahda solo para los casos en que ¥ > NV y 7 & N esto mlplu.a la regién deslocalizada
yla localiziida. ' Lo resultados riumndéricos concuerdarn bien con los tedricos para la zona
:lécgiliiac_l'a (fg. 12), para la zona deslocalizada se encontrd un corrimiento de los tedricos
con rcspeéto a los numéricos (fig.13), pero éste s constante porlo cual sc puede decir que

la teorfa describe satisfactoriamente el promedio de la entropia.

Las simulaciones numéricas realizadas para la varianza de la entropia en funcién de la
dimensién, nos muestran dos comportamicntos difcrcntcs. El primero se da en la zona
deslocalizada: observamos que los valores tienden asintdticamente a cero conforme aumenta
la-dimensién; el segundo comportamiento se observa tanto para la region intermedia como
para la localizada: los valores de la entropia tienden a hacerse constantes a medida que la

dimensién aumenta, esto se ilustra en la figura 14,

Para el promedio del cocficiente de participacion no existe ninguna teorfa, no obstante se
tomd cn cuenta debido a su facil interpretacién (indica el mimero de estados que participan

en un eigenestado).

Al igual que el P—1 se siinuld P con dependencia en o y a la dimensién, todo lo referente
al manejo de estas dependencias sc explicd anteriormente, debemos notar que 1/P = P~

pero no sus promedios, esto es 1/P < P-T (fig, 15).

La informacién obtenida en el centro del espectro refleja el comportamiento tipico de cada

zona. Para la zona deslocalizada los valores de P crecen conforine aumenta la dimension
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como una lcy de poteucms 'c.ll pa:uu: w ld. zona mt(,um,dm cl (.omportauuf.,uto Ldlnbl& cre-

ciendo mas lent'unentc, dcbcmos noh'u quc cit csta 701m ]zx fo1m¢ és semcjante ala del

P-T en 1'1 zona. localmada los v'doms son: constantcs_e mdepcndlcntes‘, de la dxmenblon
(fg. 16). Este’ compo 'tam]cnto se obscx vaL mqm cn la- cl(.p(,ndenua de o los valox es para

diferentes dxmens:ones conver, E,en a un nnsmo v¢101 conforme se pasa ala 2 zona locahzada.
(fg. 17). E

Notar que para el CP 12 varianza tienc un g:ompor.tzunicnto muy tipico en la zona de tran-
sicién, se observa'un cambio significativo al pasar de la zona deslocalizada a la localizadas:
en la primera regién (a <'1 ) las varlanzas aumentan hasta llegar a una zona intermedia
(1 < o < 3/2) donde alcanza su miximo (hay un pico) y luego empiezan a disminuir
(regién localizada (@ > 3/2)) hasta converger a un valor (fig.18), este dltimo compor-
tamiento sc observa en la dependencia con la dimensién; para la zona localizada los valores
de la varianza se vuelven constantes (fig. 19), También -aqui es significativo ¢l cambio que

sufren las varianzas al pasar por la zona intcrmedi_n. =

Por dltimo observemos los comportamientos en cl bord(, del espectro para el CPI, notando

que no difieren significativamente de los obtemdoa en e]. ccntxo, csto s¢ muestra en las
figuras 20 y 21. ’

23



CONCLUSIONES

" El rotor- pateado Tia'sido uno dé losparradigmas{cn ‘caos cudntico.

Las contladxccxones encontlada.s entre cl grapo. clc Novcs:buk, donde a.seguran quc en el

rotor pa.teado se dala locahmuon, yel grupo de Cuemavaca., el cual mostl.o genencamente o

que para sistemas pateados no'se debe mostxcu. locahzacmn (pzu:a potencml(. no. sua.ves),,

surmandose los resultados_de J. José, donde vieron que en ol oscﬂador dc Fermi no- hay. ta.'l -

localmaclon, fueron la motivacion fisica de este trab.x jo.

Este resultado es muy alentador yo que J.José menciona que. el oscxlador de Fe i} se mapen :
sobre un tight binding model con decrecimicento de 1/r en:los elementos de matriz. Pero
esto es una realizacidn pseudoaleatoria de nuestras ,matuces en 'banda con a =1 que cs el

punio en el cual ya esperamos deslocalizacién completa.

Los estudios realizados muestran una- transicién de estados deslocalizados a localizados
enla zona 1l € a € 3/2. Estc comportamiento cualitativo es consistente con la teorfa
desarrollada por el grupo de San Petersburgo fuera de su rango de aplicabilidad.

La cantidad relevante para este estudio fue P~} tanto su prowmedio como la varianza mues-
tran un comportamicnto tipico de cada regidn; para el caso del promedio el decaimiento
en la zona deslocalizada va conio 1/N, como lo predice la teorfa , mientras que en la zona
intermedia decae mds lentamente que b misma N, encontrdndose una diferencia significa-
tiva con la teoria (P,w ~ N=UHE, pol o~ N5 para la zona localizada lus predicciones
tedricas son consistentes con los resultados numéricos (P~ ~ 1).

Bn la zona intermedia aumentan las fluctuaciones de las cantidades consideradas. Esto se

ve claramente para la var P{o = 1) donde existe un pico para a = 1.

El comportamiento presentado por todas las cantidades en un entorno de o = 1, nos
indujo a pensar que existc algo mas en esta zona que puede ser de gran importancia para
completar la teoria.



Haciendo una rccalnhuLL_xon (lc loq;,lo 11txulm_ o])lvmdos, vvmoa quo ‘mn comhf(‘ntcs

con los trabajos rca]u'ldos aufcuormcn ) pm je 1plo pdm el 101‘.01‘ pateado se.da la’

locahzaCJOH p'mm a > y p 1 de F(,rml l'l. dce,lomh/auon en-a = 1 o
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 .Fig11.  Comparacién entre las varianzas de los diferentes CPI
calculados en el centro del espectro para las tres zonas.
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Comparacién entre los promedios de S numérica y tebrica
obtenida de la ec.(2.2.4), para alfa=2.
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Fig. 14 Comparacién entre las varianzas de la entropia calculadas
en el centro del espectro para tres zonas distintas.
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Comparacién entre los promedios de los CP calculados en
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Comparacién entre las distintas varianzas calculadas en e!
centro del espectro, para las tres zonas.
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Fig20.  Comparacion de los promedios para los GPI calculados en el
borde del espectro.
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