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l. Int.roclucción 

"1.n Tc>or(n dr. Grupo' r:'it,ltt rnrnB de IM Mntr.mñ.licn... c>n In 1111<• mm le hafe 

nlgo n nlgo y dri;¡1111~ compnrn el rcsult;ulo c:on l'I TMIUILMlo ohlr11i1ln dr. 

h:tccrle In mi,1110 n nlgn dh1linlo1 o de hnr.rrlr. nlgo tli!ltinto n In miRmo." 

Así descrihc JnmcR R. Ncwmnn n In TC'orín ele Grnpos1 qnr. 11nmn el rjcmplo Rttprr.mn drl 

Arte de ln. Abstrnccitln en )ns Mnlcnuíticns. Es, nos nfirmn, el inst.rumcnt.n mñs podrrmm 

que hn sido invrnt.ndn pnrn iluminnr y cslmlinr el conrcpt.o dr. csl mct.nrn. Los gruprn; 

npnrcr.rm en todn.'1 lns nrcns de In:.; Mntc11uilicns 1 y n<lr.mñi:; npnrt!ccn en el cstmlio ele ln 

cslrudurn <le lnR crislnlrR, en el cliscño ele rt'>cligoR dC' corrrccicín tic crror<~s, t'll In~ f'C1mciom'8 

rr.lnlivislns ele Lorcnl z, y cu muchos ol.ros lngnrcs, In mnyorin iu~osprrhndns. 

Ln Tcorín tic Grupos unce ofkinlmcnlr. C'tl In víspcrn de In mttr.rlc ele Évnri::-t.c Gnlois rn 

1830, cumulo Re ntili:m por primera Vl'Z el término de "grupo" en In cnrtn que c~rrihicrn 

é!ilc nntcs del duelo t¡nc le coHtnrn In vidll. El concepto yn hnbín siclo mnnr.jndn1 nttm¡nr. 

hnjo el nomhrc de tran.•fnrmnr:innc.•1 y sin muchn hcnnmicntn podt~rmm n la disposición 

ele los mRt.cmñt.if:ns. 

Trcint.n nfios <lf'spurs, t•n lSGl, npnrr.rr. en el pn·sl.iginclo .Tnurnnl de J.fnthémntiquc.• Purr.r..• 

et Ap¡1liq1ufo unn mr.mnrin. ron el título de "/ifémnirc .rnr l'l.hulr. dr..• fonctinn.• dr. ¡ilu.•icttr.• 

qttnntitl.3", por Émilc Lc~onnrd ?i.lni.11ir.n 1 mntr.1111Hico frnncrs. En¡.}, el nnlor <lt•scribc dn<'n 

grupos qt1c hnhín co11str11ido, y que lcnínn propir.1lndc:; intrrcsnntcs. 

En 1872 npnrccc en d mismo lngnr ttn artículo de Cnmillc ,Jorclnn, Ingt·nicro rlr. t"'linns y 

ttnn tlc lns luminnrins ele lns Tr.nrín de Grupos. En el 1111u111scrit.0 1 titnlndn "Rr.chr.rclic.• .•ur 

le.~ ~rnb.difol.inn.•"1 .lorclnn pr11chn que tlos ele )m: ~rupos <11• Mnthir.u, que ncl1Ínn en 11 y 12 

lelrns (dcnotn<los usttnhncntc por 1\/11 y /1'112 rrspcct.h·amcnte), son 1ínk.rn-1 en cunnlo nl 

concepto de trnm;ili\'idncl cxndn. Jorelnn prncha que 1\111 es rl tíuico grupo cxnclnmC"nt.c 

4- trnnsili\'o 110 trivin1, /1112 el t'mico grupo cxndnmr.nle 5-- trnnsli\'o no trivinl, y que no 

cxist.cn grupos mmdnmcntc k- f.rnnsitivos no trivinlcs con k ;:i; 6. 

Un mio dr::;p11<!N pnhlicn Mnt.hirn su ::;cgumla mcmorin ::;11hrc sus grnpos1 titu1ndn "Sur la 

foriction r:inq /ni.• tmn.•il.iur. rlr. 24 q11nnfité3", en In que lmscn prcrent.nr 1111 nlgoritmo pnrn 

~n. conRlrHccitln <le grupos nmll.iplr.nu!nte trnnsili\'oR. En In mr.mnrin npnrrcrn nlgunns 
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nfirmncioncs que cnrr.ccn de justificncic'm, e inclmm ut.ilizn 1111 rcsultncln del qnc noR dice 
11 

... mmcn he cht<lmlo de In cxnclilud ele c:.:;le lcoremn, pero In clcmoslrndón no me hn 

pnrccido plcnnmcnlc tmlisfnclorin y no In he pnhlicndo." 

En 1938, Erm1t \Vitt. puhlicn clns nrt.icnlns r.n el Abh. Mnt.. Smn. von Hnmburg1 tit.11-

lndos "Die 5-fach tran.1itivcn Grttppr.n 11on }.fathir.u" y "Übcr Stcincr.,r.Jic Sy.dcmr.". En 

citos, \Vit.l construye los cinco grnpos 1lc Mnthicu de mnnern Hiskmñticn, clcmucst.rn. sus 

propicdnclcs más imporlnnlcs, y cstnhlccc su rdndlÍU ron los Sh1tcmm:1 ele Stcincr. 

Otrn prnpicclncl importnnle de lo.<; cinco grupo ... ele ?vlñthic11 es :.:;11 propfc<lnd de ser Rim­

plcs. Ln simplicidncl de ll-111 fue c:.:;tnblccidn en 18\JG por F. Coh•¡ In d<? AJl'l por G.A. 

MiHcr en 18!)9, y In de los otros tres, Mn 1 J\/2:1 1 y 1'12-1 pCJr d mismo Millcr en lDOO. 

Cnriosnmcnlc1 Millcr hnhín publkndo un nrt.ículo en el ".Afr:.,.~cn_qr:r of .Mathcmatir..1'' r.n 

18981 
11<lcmostrn11<lo" que fth, no ~xhitín. Dkho nrl.ic11lo, sohrn decir, no npnrccc en In 

colección ele ohrn.q complctns de Millf.•r. 

Lo:.:; grupos simplc•s finit.os 1 que jucgnn 1111 pnprl fnntlnmcntnl f'll In Tcorín de Gr11pm1 1 se 

pueden clnsificnr C'll 19 fnmilins. Dicdm·ho tic cllns son infinit.ns, y :.:;e conorcn algorit.mns 

pnrn construir cnnlquicr miembro ele cllm;. 

Ln ltlt.imn. fnmilin conlicnc vdntisd:.:; 111ir111hros 1 que se conocrn romo los grupos sim11lcs 

"c.1¡1orrídir.tM ''i pues sor1 grupos que 110 se conformnn n ning1Ín pnlrún ni rngln, y evndcn 

todo tipn ele dnsificnción gcncrnl. 

Ln htísr¡ucdn ele los grupos simples esporádicos comrnzc', en lSfiO, con In p11h1icndón de In 

mcmorin de Mnt.11k11 1 ¡mes sus cinco grupos rrnn 1111\.q c.xccpcin11nles ele lo que él mhnno 

imnginnbn.: crnn grupos cinc hnhrinn de pcrt.cncccr n In fnmilin ele los c:.:;pcmíclicos. 

El prohlcmn fue que durnnlc 11ui.s de cien nlios, tn<los los gruprn1 i;implm:1 c¡uc se cnconlrnlmn 

no crnn c.c¡porñclicos1 lo que llevó n muchos n. In co11ch1i.;ión de c¡uc los \'micos cs¡mri\dicos 

crnn los cinco grupos de Mntlticu. Pero el problcmn de ln. h1ísc¡11<'dn cmnhió rndicnlmcnlc 

cu 10G4, cumulo \Vnllcr Fcit dn Ynlc y ,John Thompson clr. C11111hriclgr. puhlknn In pruehn 

ele In conjct.urn de Durnsiclc que t.odo grnpo finit.o i;implc que no srn. cíclico (.'S rlc orden pnr. 

Los métodos clcsnrrollndos cu In lnrgn (lc111oi;trncieín de cslc hecho (nuís d1~ 250 páginas) 

nyu<lnron en mucho n cl1L<;ificnr los grnpns simples finitoi;. 



l. lntrodutciñn 

Así, en 1DG5, Zvonimh· .Tnnkn, de In Univcri:;idnd de lfoidclhc1·g1 nmmdó su dcsc11brimic11ln 

<le un grupo simple de orden 175560, que es 11110 de los c.c;ponl11icos. Tl'cS uiios drspués 

.fohn Jlort.on Conwny <le Cnruhridgc sorprcnrlil1 ni 11111nclo ni cncont.rnr tres mris. 

Pnrn 1{)7!) se lcninn l'Olrnlrnid<ls 24 grupos cspurñdicos, incluycmlo los cinco de Mnt.hicu, 

y se sospcchnbn In cxist<mcin de rlos 1111ls. En ru<'ro de 1980 se nm111ci6 In. conslrnc:dón 

de uno de ellos, .11 , y el segundo se corrnlruycl 1•11 frbrcro de 1 !JS01 F 1 , conocido c:orno "el 

mon.1truo '' clr.bido n su grnn tnmniio. 

El dcsc11hrimic11to del monst.rno por pnrf.c ele Gricss fue seguido en el vcrni10 de 1980 por rl 

trnhnjo de Michncl Asd1!rndwr clr. Cn!Tcch y rlr? Dnnicl Gnrrnsl"in ele Il11t.gcrs Uni\•crsit,y, 

quienes rñpiclnmcnf,c nlnron los cnhos sueltos en In clnsificnció11 ele grupos :;implrs finil.os, 

prnhnuc1o cnf.rc otrns cosns r¡uc In. listn clr. 26 p;mpos simplr.s cspnrñrlir~os cr-:tnlm co111plcf,n1 

más de 120 nños clcsp11é-::1 de r.omcmmr~. 

Los grupos ele ~lnt.hicu, que comcnznron d prohll!lnn, 111nnt11virron r.l iul.crrHc; y ntcurión 

ele los mntcmñticos, en pnrticulnr debido n lns oLrns propiedndes que f.icncn, como In 

trnu¡;:;itividnd 1111Htiplc y su rc>lnr:ió11 con los SiRh•mns de Strinrr y el Código ele Golny, que 

se utiliza pnrn construir rutinns de currcccic'ut <le errores. Arl.ícnlos sobre los grupo:;; (cu 

cspr.cinl Af2.1 c¡nc contiene r.opin.s isr111101fns dr? los of.ros r.nnf.ro) conti1111ru1 npnrccicmlo c•n 

In.e; pñginn.s de lns rcvist.ns <le invcst.igncMn. 

Uno ele estos nrtícnlos sr. pnhlica en l!J89. Tilnlndo "Nahl.ral Cnn.•trm:lioru o/ tlic Ma­

tl&ir.u Group3"1 por R.T. Curtis 1 npnrccc en el Mnthcmnticnl Prncc<l111·cs of thc Cnmbri<lgc 

Philnsophicnl Socicty. E11 «~1 1 el nut.or prcscntn 1111 nlgoritmn para construir los grupos de 

Mnthiett en 12 y 24 lctrn.-;1 Af12 y J./21. El nrt.foulo csbozn tn111hic11 prttdms sobre nlgunns 

clp lns propicclnclr.s ele estos grupos, 

El grupo ele lvfothictl de grnclo 121 o como :m dcnoln usunlmcntc A/12, es el ohjctn <le 

estudio del presente trnlmjo. 

En el presente trnhnjo s1~ dcmoslrnrñ fJllf? cJ nlgorit.mo de Cnrtis es vlilirlo1 i.e. que los 

cli\'crsos grndos de libcrtncl r¡ne npnrccl!ll rm In couslrncción son irrr.lmimlrs 1 y que se 
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puede elegir cunlquim·n clr. los cn111i11os que se prr..scnt.nn, puc.<1 nos Uc\•nrnn siempre ni 

mismo grupo (o n copins ismnorfns ele él). Se prohnrñ n<lemM que dicho grupo es rl grupo 

ele M'nt.hicu dr. grndo 121 J'112. 

Tnrnbién se dnní 1111 nlgorif.tuo, mucho mñ.c; Rern:illo que ?1 dr. Curf.i.s, pnrn const.ruir grncra­

dorcs del gn1po <le Mnt.J1ic11. Este nlgorilnm f11e clcsc11l>ierto por el Dr. J{111111Jcrf.o Crirdc11ns 

Trigos y el Dr. Emilio LJuis ílir.rn, y se clcmostrnrñ CJtle cln lugnr rfocLh·nuumf.c n1 grupo dr. 

Mnthicu. Pnrn tcrmi11nr tnmhién se prohnrñn nlg11n1ts propicdndcR de Jl/17 : d que sen 1111 

suhgmpo tnñximo de A12 , el que .sea su propio norma1iznc1or ro S 12 1 y of.ros rcsult.mlos 

mñs. 

VcrcntoR mlr.111ñs clos mn11C'rns mñ.c; de C'mtstruir n A/12 1 cncln 1111n de lns cunlC's nos oforgnrñ 

unn nueva visión <le ln esf.rudurn del grupo y de sus propic<ltulf's, 

En. el Cnpítulo 11 y r.1Cnpít.1110111 ::;r. dc::;nrrntlnrñ In lmsc tc..íricn y los resnlt.ndos prdimi­

nArC'S nccrsnrios pnrn d resto cid trnhnjo. Ln cn11sl.r11rrión clmln por 1\fnrslrn11 llnll, .Jr. r.n 

su libro 11Thc Thcory of Gro11ps" sr. <liscutc cu el Cnpítulo IV. Estn constn1t·ció11 prr111it.c 

dC'nmstrnr que fl./11 <'s d 1i11ko grnpo cxndnmenfe 5- trmisif.ivo 110 trivinl, carnct.crizn11d0Jo. 

El Capítulo V prcsrntn In consl,1·11ccMn dn(ln1mr ,Toscph .J. Rol.111nn en 11An I11trmlndio11 f.o 

thc Theory of Groups" 1 que RC l>nsn fur.rtemcuf.c r.u el f.rnbnjn ele Erust \VHt, y .su nrtíc11lo 

de 1938. 

Ln íutimn rdnci6n rlr A/12 <0 011 <'l Sistr.rnn ele Str.im•r ele? Hpo S(51G, 12) molh•n ln dctnllncln. 

clisct1siei11 ele este 1ílf.iruo que se 1lc\'n n cnbo en el Cnpít11lo VJ. Esfn cliscui;;il)n se hmm 

en el trnlmjo dr..I Dr. H11111hcrto Cñrdmrns y cid Dr. EmiJin IJluis. Esl.n rdncic'111 se 

utili1.a en el Cnpítulo VII pnr:i prr.i:ir.ntnr nur.vns prnpicdnclcs <le /\11 2 , y prcscntnr mm 

nncvn const.rncrión por gcnl'rnrlores. Adcmñs se cnrnd.crizn n li/1 2 como el grupo de 

nntomorfismos del Sistr.rnn ele Stcincr de Upo S(ú,6, 12). 

Ln últ.imn consf,rucr.icín <¡un se cln rs ln rlc ll.T. Curtis, que se explorn en el Cnpítu1o VIII. 

Pnrn tcrminnr, el Cnpít111o lX prr.srnf.n nlg1111ns de ln.s propice1nd<'s de Jl/12 1 y menciona 

nlgunos otros lwchos iut.crC'snntrs rrlndoundns con él y el rcst.o ele lns grupos de l\fnthir.11. 

El Cnpítu}o X cm1f.ir.nc In hibliogrnfín utiHzndn rn el dcsnrrollo de csf.c trnbnjn. 

El Apéndice A incluye un pr.qncño pormn nnfínirno sobre grupos :>Ímplrs, que npnrcrió por 

prirnern vez c11 el Amcricnn ~fntl1c111nticnl Ji..[011tl1Jy c11 noviemlne de J973, y postcrion11t!r1tc 
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en Jn columnn de l\lnf.hr.mnf.irnl Gntnr.i-1 cln ~larlin Gnrclncr1 f!ll d Srir.ntific A111cricn11 df! 

,Junio de 1980. 

El A péndicc D C'onticrw mm tnbln r.011 lns nnmhrcs y ordr11rR flu los \•d11fowis grupos 

simples l'HJmr1íclicos qun ~w ~onnt•cn, nsí como 1111n tnhln fJllC inclicn cómo rsf.rín estos grupos 

involucrnclrn; unos cu otros. 



11. Concept.os Preliminares 

En este cnpítulo d~finiromos lns conceptos de Ar.ción flt! Grul'n.•, E.•tnbiliznr/11r, Trmui~ 

titlidnd, Orbita8, 'lhtn.•itivi1lncl Nítida, DlnqHc.• y Primitúidad. Tnrnhit•n ~'~ d1!mostrnr,ín 

nlgunns de lns propir.rlndcs dcmr.nt.nlcs rlr. los grupos trnm;it.ivos, c¡uc se rct¡ll('rinin nuís 

ndclnntc. 

DEFINICIÓN 

Si .X es nn c:onj11nto y G 1111 grupo, rntoncr.s X es un G-conjunlo sii existe mm füncMn 

G X .X--.)(, dcnotndn por (g,x) ~ gx, tnl qnc: 

(i} J:r. =X 

(ii) g(/1x) = (gli )x 

pnrn tocln .r E}(, y t.ntln.o; g,li E G. Se dice cnt.onccs que G nd1'm en}(. Si IX/= n, 

cnf.onccs n es cJ ~ de .X .. 

PROPOSICIÓN 2.1 

Todo G-co1tj11nt.o drfinc 1111 J10mmnorfismo tp: G-+ Sx dado por i,o(g): x ......._. g.r (su ncdc'in). 

R.ccíprocnmcntc, todo homomorfismo if1:G--. Sx dn n X una r.structurn de G-c-onjunto, 

Dcrnu.dración: Sc11. X nn G-conjunto. Si g E G, cnlonc<'s cp(y) es unn p<'rmulnciém de 

X' pues g- 1(9x) = cu- 1 g)(:r) = (1).r. = :r., y nrlr.mñ..-. g(g- 1 x) =X de mnncrn nnñlogn. Es 

n10rfh11no por el inciso (ii) ele In clcfinición de G-conju11to. r .. rn c1 rcríproco 1 dcfinnmos 

g:r. = tJ1(g)(:r.). Como V' es modismo, t/•(l) = 1, y por lo tnnto l:r: = x V:r: E .X. TnmhMn 

por ser morfüm10, tcrwrnos que 

g(/1x) = if•(g)(/1x) = •/•(g)(if•(li)(x)) = if•(g) o 1/J(/1)(x) = •/'(gli)(.r) = (gh)(x), 

de mnncrn que el Acgundo indi:;o :=;e salisfnr.c. 

o 
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DEFINICIÓN 

Un G-r.onj1111to <·s !!!:! flii In ncción nsocindn 'f': G _. Sx rs iuyr.ctivn. 

Cunn<lo In. nrcic)u del grnpo es fid, por com·cnirndn idcnf.ificnrcmos el grupo r.on Rll iuuígcn 

en Sx, de mnncrn <¡ne cnnlr¡uirr ncdcín fiel de. grupo dnrá lugnr n un grupo de pcrmutn~ 

cimws. En ese cnso, diremos simplemente <Jllr. G C'S 1111 grupo de pcrmntncioncs. 

DEFINICIÓN 

Si X es un G-conjunto, In órhif.n (cu G) d<! 1111 punto :r E X t's rl s11hcc,111j11ulo de X 

Gx =lux lo E G). 

DEFINICIÓN 

Si X es un G-conjunto y .r., , ... ,;r1r E X, d cstnl1ilizndor G.r 1, ... ,r, rs rl sohgrt1po <le G 

ª"·····" ={oeGjg.r.;=x;,ViE {!,. ... ~·)} 

Clnrnmrntc X rs un Gr 1 , ••• ,.r,-t·o11j1111f.01 ::;iernprn <JllC Ren 1111 G-conj1111f.o. Adcmñs, Ri 

x, 1J E X, tenemos r¡nc 

(G,), = G,,. = (G,);. 

DEFINICIÓN 

Un G-conjunto ~Y <'S trnnsitivo sii V.r.,11 E X 3g E G tnl qm? ,q.r =y. 

Clnrn111cnf.e1 1111 G--ronjunfo rs f.rnnsitiw1 i;j y ~(1]0 si f.if•nr. í111irn1t1cntc unn órhit.n. 

Corno en f.codn 1lr grnpo~ rl1~111rutnl, se vctifica fiícihucutc qnc ;a(Gz) r>R d cnrdinnl ele lri. 

órhif.n Gx. De c~lo se ohtirnc Jn l'liguicnf.~ proposición: 

PROPOSICIÓN 2.2 

Si }( es ttn G-conjunto f.rausitivo dn grn(lo u, y x E X 1 c11f.onccR 

¡a¡ =11IG,¡ 

Si ndcnuis lns ncción es fiel, entonce:; /Grl e:; nn dhdsor de (11 - l)!. 



11. Con<'cploi; l'rclimiluuri; 

Dr:mn.~tnu:icín: Tenemos r¡uc IGI = ir.(Gr)JGrl· Yn que ic;(Gr) es rl n1'11nrm de <•lmucntos 

en In <Írhitn Gx, y por ser trmu;if,i\'o :;e signe qnc Gx =X 1 l.cnemos que ia(Gr) = n. Si 

ntlrmr\s In ncci<ln es fiel, rnf.tmccs G se itlC"nt.ificn. con 11n subg111po dt~ Sri. Enlo11C'cs Gr se 

idcnlHkn con 11110 <le s,,_,, y d íl'Stllt.nclo S(' sigue por Teorcmn de Lngrnugc. 

D 

PROPOSICIÓN 2.3 

S<'n X 1111 G-C'o11j1111to t.rnnsili\'o1 y scnn .r.,!J E X. 

{i) Si t.r: =y pnrn nlg1111n t E C:, e11i.<>11C'l'S G 11 = IGrt- 1 • 

Dcmo.drar.iñn: (i) Sen g E Gr. Por In tnnlo, lgt- 1(y) = tg(:r) = t(:r) =y. Por lo t.1mt.o 

tG~t- 1 C G11 • Anñ1ognmcnlc se obt.icnc que 1-1Gyt e Gr, y d rcsult.ndo se signe. 

(ii) Yn que In nccitln de G es trnnsitivn, cxi:;l.c t E G t.nl <¡ne l;r = y. Corrnirl<?remns líl 

pn.rtid/111 tic .,'"\ en flllS Gr -<'1rhit.ns1 ( Grrli 1 i E !} , con n¡ E X. Dcfi11i111ns b¡ = fo¡ E )l. 

Entoncf's los conjuntos {G71 11¡ Ji El} so11 lns G 11 -·cirbil.m; de X 1 ¡uu•s G 1/1¡ = tGrt- 1'1¡ = 

tGrni. Puesto r¡nc t es ttun pcn1111tncicln de X 1 mnndn ¡mrl.iciow•s en pnrt.idn11cs1 ele 

mnncrn que los subnmjnnlm; G 11 11¡ ínrmnt1 1111n pnrtici(Íll 1 y Gy nd1Ín tr11nsilivn111cnlc <'11 

cndn uno de dios, ele mnnrrn que se trnt.n de lns Gy-órliitns. 

D 

DEFINICIÓN 

Si X es 1111 G - cemjunto t.rnusitivo, el rnngo ele X es el 111'mwrn de Gr -círbilas ele X 1 visto 

como Gr - conjuuto. 

Grndns n In Pro¡msidcín 2.3, In dcfinicicin l.i<•nc srut.icln y 110 d<•¡wm1c de~ In .-r E X pnrlic.ulnr 

qnc lomemos. 

PROPOSICIÓN 2.4 

Sen X un G-r.011j1111lo lrnusit.h·o, y iwn. x E X. El rnugo ele X es r.l mÍ.mC'rn cll' dnscs 

lnt.crn1cs dobles Gr - Gr en G. 
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Dr.mn.drar.ión: DcH11imo~ 1f: { Gi:-órhilns de X} -• { G;r. - G, clnscs lnlcrn)r¡:; dnhlcsJ 

dndo por 11'(G:r:Y) = G,gG,, cloudc g:r. =y. 

7r está bien cldiuidn, pues si hx =y, entonces g:r: = l1x, y por )o tnnlo g- 1/i.r. = :r:. De 

nhi qttr. g- 1 hEG, 1 gG,. = laG,, y por lo tnnto G,gG, = G,h(;,. 

Además, 71" «'B inyeclivn, pncs si 7r(Grv) = 7r(Grz), entonces G,gG.r = G,hGT (rnn 

g:r = y, y /ax = z). Entonces g = tiht1 pnrn fi,f 2 E Gr, y y= t1z. Por lo tnnt.01 

G,y = G,z. 

Por 1°1ltimo1 11' es suprnyt•ctivn 1 purs si g E G, y gx =u, entone-es 1r(G1 y) = G,gG,. De 

mnnern r¡ue In hiycclividnd ele 7r tcrminn In prucbn. 

D 

DEFINICIÓN 

Se~ X 1111 G- conjunt.o ,Jr, grnrlo n y sen k 5 11 1111 cnt.rro posith·o. Se dice c¡nc X 

es k-trnw~itivo sii ¡mrn todo pnr tic k-endns (:r,, ... ,rl) y (yi, ... ,y,.), con cnt.rncln.s 

diícrcntcs ent.rc si en X 1 cxistr. g E G tnl que g:r; = y¡ Vi E {l, ••. 1 A·} 

Si k > 1, entonces k ·t.rnmiit.h•idJul implicn trivinlmentc ( k - 1 )- trnnsit.ividml. Si k = 2 

se dice qur. X es dohlcmr.nf.c trnnsilfrn, triplcmcnt.e t.rnnsiti\'o ~i k ~ 3. En grncrnl, Ri 

li.· > 1 sr. dice qnr X es mitltiplcmcntc trnnsitivo. 

PROPOSICIÓN 2.5 

Sen. X un G-co11j11nf.o, X es li.· -f.rm1sit.i\'o (k;:: 2) si y sólo si Vx E .X, X - {.r.} es un 

G,.-conjuntn (li.- - 1)-f.rnnsith·o. 

Demn.drar.ión: Sen x E X. Scnn :r.1 1 ••• ,:rt-1 1 V1, ... ,yJ·-1 E X - {.r.} 1 con In.~ :r¡ clisfintns 

entre RÍ, lo mismo q11c lns y¡. Por lo tnnto 3a E G tnl qnc g:r¡ =y¡ i = 1, ... ,k - 1, 

y ndemós gx = x (i.c., g E G, ). Esto drmm·strn la snficicucin. Pnra In ncccsidn<I, 

scnn :r1 1 ••• 1 .i:,., Y1 1 ••• 1 Yk E X con )ns r¡ disf.iul.ns cnf.rc sí, lo mismo que lns y¡. Existe 

g E Gr, tnl c¡nr. gx¡ = 1/i i::::: 2, ... ,k, y cxiRtc h E G 11, tnl que lin = y1 y nclcnuís 

hy; = Y; j = 2 1 ••• , k - 1. hg es el elemento <le G huscndo. 

D 
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TEOREMA 2.6 

Tocio G-conjunto .X 1m'tltiplcrnc11lc trnusith·o tiruc rnngo 2, r si X E .. \ r g "- Gr, 

c11l.oncc~s G =: C:r U GruGr. 

DcmrMtrar.irhi: Como G ncti'm .(:-lrnnsitivnmf'11f,c• en X 1 con k > 1, Gr ndt'm trnnsil.im­

mcntc en X - { :r.} • Dr. 111n11f'nt r11w X - { ;r} ticuc i;c)fo unn Gr -órhif it. De nhí que X 

1.cngn dos Gr-órUitns, n saber X - {.r} y {r}. Por lo tnnto el rnngo ele X es 2. 

Pnr In Prupn!'lir.ión 2.4, f.c11c111os c¡nc scílo hny 2 rlnscs lnfr.rnlcs dohlr·s G, - Gr ele G, n 

Rnbcr Gr y GrgGr pnrn g fJ. Gr. De nhí filie G =Gr UGrgGr. 

o 
TEOREMA 2.7 

Si, X es un G-·co11j11nf.o k-trnn:::iili\'o y ele grncln n, c11l.1111ccs 

IGI = 11(11 -1)· · ·(ri - k + l)jG,1 ... .,,. 1 

pnrn. 1.odn rlrccic>n ele J.· rlemrnfos rlistintos 3"J, ••• 1 :q E X. Si In ncción de G es fi<'I, 

entonces /G, 1 ,. .. ,,, I rs 1111 <livhior ele (11 - .(·)!. 

Dr.mo.'ftrnr:ióu: Sen :r1 E X. Tcncmo.'I que IGI = nlGr,I· Pncsl.o que nrlcmns G11 nchia 

(k- 1)--trnmiif.ivo r.n .. Y - {3'1}, y yn r111c :r.2, ... ,:r1; son elementos disti11tos dt! X - {.r1}, 

por i11elucció11 tcncmoR q11r. 

IG,, 1 = (11 - 1) ... (11 -k + l)IG,,,, ...... ,. ¡. 

Si G nct1ín de mnncrn fid, cnl.om:cs Ges un 1mhgn1po ele S,11 y por lo tnnf.n G,,.1, ... ,r¡. 

rorn•Rpnmlc n 1111 s11bgr11po de S 11 _1;;, y rl rc::;ulfmlo se Riguc por Tcorcrnn ele Lngrnugc. 

o 
DEFINICIÓN 

Un G-conjunto .,\ i·--trnnsiti"o es níticlnmr.ul.c (o cxnctnrnentc) k-trnnsil.h•o sii sólo In 

idunticlnd d1• G fijn l..· f•lrumul.os distintos de _\. 
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COROJ,ARIO 2.8 

Pnrn un G-r.onj1111to fiel X dr. grnclo n y k-1.rnnsith•o, :mn cv111h•nlenlcs: 

(i) .. "< es 11ít.iclnmc11t.c k- t.rnm~it.ivo. 

(ii) Si (.T¡,, •• ,.r.i:) y (Yh, .. 1 YA-) fiOll k·cncln::; con cnlrndns difcrrnl.c•f: entre sí rn _¿"'\, 

existe mm tiuicn g E G tal q1u: g;T¡ = y¡ pnrn i = 1, ... , k. 

(iii) JGI = 11(11 -1)· .. (n -k + 1). 

(fo) El estnbi1i7.mlor de k clc•11Hml.os <fü¡f.int.os ele X es {1}. 

Si ndcmñs J..· 2:, 2, cst.ns <'onclir:ioncs sntt c•qnivnlt•nf.cs n: 

(11) Pnrn cncln x E..\, el Gr-r.onjunto X - {:r.) rs 11íthln111c11te (k - 1 )-1.rnnfiil.ivo. 

Dr..mn.~tración: (i) ==> (ii). Scnn y, 11 E G f.nlcs q11r. g.r:¡ = h;T¡ =y¡ p:1rn rnrln i = 1,.,., k. 

(Existen p11cs el conjnnto rs k-lrnnsit.h·n). Ent.01u·cs gh- 1(m) = g;r¡ = y¡ pnrn cncln 

i = 1, ... , A.~. Por ser nít.iilnmcut.e k--t.rnnsit.ivo, gh- 1 = 1, y por lo tnntn g = h. 

(ii) ==> (iii). Tenemos que IGI = u(n-1) • · · (u-i~+ l)IGr,, ... ,r. I· Clnranwnlr In ich:nt.idnd 

nmndn. cndn :r.¡ en fiÍ mh.;mn, y como es In 1h1icn, lcnr.moR que Gri. .... ,.. = { l l. 
(iii) => (i11). Sf!ll11 ;r 1, ..• ,:rk E X dcnu•ntos tlistinlrn; t!nl.re sí. Trnemos r11w 

11(11 - 1)- ·-(11 - k + 1) = IGI = 11(11 -1)-· -(11 - k -1- IJIG,,, ... ,,.J. 

Por lo t.nnlo 1 IG r 1 , ... ,r. I = 11 y se 1.rnt.n cid 1mhg111pn t.rivinl { l}. 

{iv) ==> (i). l11mr.c1inlo pnr dcfinicicin. 

Si nrlcmñs k 2:, 2, prnlrnrcmos que {11) es CfJllivnlenle a (iJ. Si X. r.s 11ít.icln111cnt.c k­

lrn11sit.ivo1 en pnrl.ic11lnr t~s h·- trn11sit.h-01 y pnr lo l.nnlo X - {.r} es (k-1)-t.rnnsit.ivo en 

Gr. Si un clcmcuto ele Gr fijn k - 1 dcmcnlos ele X - { .r) 1 como lnmhién fija n :r, es 

In. iclcnlidn<I. Así c¡11c In nt'dt;n l'S nílirln. I11venm111c11lc1 sen _q E G que fije n k dr-mr:-nt.ns 

distintos ele X. Si :r1 rs u110 ele clloi:;, l.rnrmos g E G,. 1 , y fijn ll k - 1 clrmcnt.os de 

X - {.r,}. Por lo tnntn g = 1, y la n~d<'m originnl rs níticln. 

o 
Cumulo co11siclernmos a hL llC<"itÍn •le grnpn si111ple11wntr.: romo 1111 s11hgru¡m rl1·l grnpo de 

pcm111lncioncs, es muy 1·1ímndn nlmsru· <lrl lcugunjc y dc·r:ir RÍ11tplcmr11le qm• c·l grnpo es 

t.rnrmitivo. Como d iutcn~s <lrl ¡m·seul.e trnhnjn f'S r.n grupos dt• prnnulndonrs, ll!H11-c:•1110R 

cstn convcnci<in de nhorn f.'11 rulrlnnh?, 
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TEOREMA 2.9 

Pnrn cncla n 1 los grupos simét.ricos S 11 y Sn+I son 11ílidmncnl.c u lrnusit.iYos. Pnrl\. cndn 

H !::' 3, l'l grupo nllcrnnutr~ :1 11 es nítiilnnw11lc (11 - 2)-trnnflilivo. 

Drmml.rnr.ión: Clnrnmf'lll.r 8 11 r.s u h·1tn . .,ilivo1 pll('S cnutirnc lmlns lns pcn1111l.ncioncs ele 

los 'u clcmenlos. Su-H t.nmhién es u t.1·nmdlivo, p11rR de hrcho es n + 1 t.rnnsit.h·o por 1n 

mismn rnzón. 

IS11I = n! y ndún sn1m· 1111 r1111j1111to rlr n rlrmr11lm1, 1u;f r1w• f!l n•s11lt!ulo se Big1w por 

d inciso (iii) dd Cuwlnrio 2.8. ISn+d = (11+1)! == (n + l)(u) .. ·2 1 y nrl\Ín 1mhrr. 1m 

conjunto <l<! 11 + 1 rh•mrnt.ns, y d rcsultnclo SL! sigue llttf'\'l\11W11l1• (lrl inciso (iii). 

Ln srgmuln. nfirmnrión se pmdm por itulucricí11 :::ohrc 11. Cunmln 11=3, A;i:;; ((1,2,3)), 

y es lrnnsitivo en X= {l,2,3}. Sin> 3 1 nolrnms <¡trn rl cst.nbilizndor de 1111 pt111lo en 

.t\11 r.s ptC'cisnmr.1tlc ;\ 11 _ 1 rn h>s rr.:;lnnt.cs, qnc nct.tin. u -3 t.rnni:;ili\'nllH'ttlc por hipcltcsis 

·«te imlrn'.citm. De mnnr.rn <t'IC A" CR (11 - 2)-lrnm•ilivo. Pnra \'Cl' In 11it.iclri1 nnl.emos <¡ne 

l.4 11 ¡ = u(n - 1) · · • 3 = 11(11 - 1) • • · (11 - lrJ - 2) + 1 ), y l<?ncmoi:; (~I n~s11ll:ulo por el incii:;o 

(iii) del Corolnrio 2:s. 

o 
Los Sn y A 11 se rnnsidcmn rjc111plnH 11 trivinlcs'' de gntpos 1111ílliplr111c11t.c lrnnsit.ivns. 

llnblnre1110::1 nhorn. un poco 1mhrc el concepto 1lc hloqu"s tic 1111 grupo dr. Jlf'rm11t.ndoru~i; 1 

pnrn <lnr nlgunos rcHullndos sobre grupos trnn~itivos. 

DEFINICIÓN 

U11 1Jloq11c de m1 G-co11j1111to X es un i:nihcunjuntn D e .. Y tnl r¡ne, pnrn rncln g E G 1 

lcncmm1 c¡nc gD = n o bien gB n D = ~-

Clnrnmr.ntc D == 0, n = X 1 y los snhronjunlns tlc X con un dcmr.nt.o son bloqltf'S. Ec;ln.q 

son llnmnclos los blm¡m·R lrivinh•s, y r.11nlq11if'r ol.ro hloc¡uc es 110 lrivinl. 

DEFINICIÓN 

Un G-conjnnt.o hilni:;it.hu X es primitivo sii no r.nulicnc hlmpu•s no t.rh•inln;, Un G-­

conjnnto X que contfo11<' hloqnr.s 110 trivinfo,q f"c llnmn 110 primit.h·o. 



PROPOSICIÓN 2.10 

Sen n 1111 hloc¡uc no trh·inl <Id G-·cn11jttnfo l.rnu:;if.i\tn .X ele grnrlo u. EnfollC'C'S: 

(i) Si g E G 1 rnlo11ccs gll ~H un hloqnc. 

(iiJ Hny clc11u~11t.ns Uti!/2 1 ••• 1 9 111 ele G tnlcs rpm 

y= {JJ,9,lJ,9,lJ,. .. ,9,.lJ) 

es mm pnrt.idr}n de X. 

(iii) /ll/ <lividr. n /X/. 

(iu} El co11jt1nf.o Y r.s un G-co11j1111to f.rnm1itivo flc grndn TÍil. 

Dcmo • .trac:ió1i: (i) S11pn11gnn10s rp1c gD n hgB # 0 pnrn. nlg11:1;t h E G. Entonces B n 
g';' 1 hgD f. 0, y por lo tnnt.o sun igunlrs, y ff'nrmns r¡11r. gD = hy/1. 

(iiJ Sen. h E n 1 y X¡ </. n. Como G ndtín trnni:;if.ivnmcntc, <.'Xistc !11 E G con 91 (/J) = X • 

. Corno D es bloc¡11c, m D rs 11t1 hloq1u• disjunt.n dr. lJ. Si X = D U g1 D, tcr111i11nrnos. Si 

no es tmln, clrgimos .r2 E X - (D U !11D), y 92 E G tnl que 92(;ri) = :r2 1 y co11f.imrn111os 

el procci:;o hn::iln tcrmirmr. 

(iiiJ Si g E G, rnt.oncc:J ID/ = JyD/, y el rcsult.n<lo se sigue de {ií). 

(iv) Pnrn cunlquicr g E G, tcur.mos r111n gg¡D r.ortn n nlg1'u1 gjD 1 y por lo tnuto gg¡D = 
g;IJ. Ent.oncrR existe i.p:G-+ S\• dcfinidn por cpfo):9¡/J ._. yg¡D, qttc lince a Y un 

G-conjunt.o. Clnrnmr.11lc 1.rnmdl.i\'01 ¡ele grndo ll'J = f,;¡. 

o 
TEOREMA 2.11 

Tocio G-ronjunto .X 1míll.iplr.mc11f.r. trnrrnith·o r~ primitivo. 

Dr.mn.drat:ión: Supo11gn111ns r111r. X t.i('IH' 1111 hloc111c JIU f.ri\·inl D. Sr.1111 r,y E n rlrmr11fos 

distintos, y z ti. n. Exist.c !1 E G tnl que gx ::; ;r' y m1 = z 1 ele• 111111wrn r¡uc n y gB FOii 

distiuf.oR y con intcr!'f'ccir'i11 no vnrín, 11nn ro11trndiccié111. 

o 
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TEOREMA 2.12 

Supongnmos <¡ne ~Y c.'J un G-conjunt.o trnnsilivo. Entonces X es pritnilivo si y s1',lo si, 

pnrn cndl\ x E X, el cstnhilizndor Gr es un suhgru¡io mñxilno <le G. 

Dcmo.dradán: =>) SnpongnmoR qnc X es pri111ili\'o y que r.xistc 1111 tml1gr11po JI con 

Gz<;ll<;G. Dcfinimoo D = II:r¡ entonces Des nn hloqne: Si g E G y BngD f. 0, 

entonces l1x:::: gh'x pnrn nlg1111ns Ji, h' E JI. Por lo tnnto f1- 1gh' = k E Gz e 11, y 

g E I/; de mnncm que gD = gllx = llx =D. 

Bnstn. nhorn \'Cf que D es no trivinl pnrn llcgnr n mm contrndicción. Clnrnmcntc D = 
llx '#: 0. Si llx = }(, cntonrcs fl<'R g E G, gr/:. 11¡ tc11cmos qnc g:r. = 11.r. pnrn nlgunn 

h E JI, y por lo lnnto h-1g E Gz e JI, co11trndicic1Hlo que JI f- G. Por 1'1ltimo1 puesto 

que Gr<; JI, tenemos que lix no pucclc ser s1llo un punto. 

<=) Sttpongnmos qnc G z es 1tll subgrupo 111ríxi1110 1 pero 1¡ttc existe un bloque no lrivinl D 

en X. Definimos un snbgrn¡m 11 < G dncln pnr 

11 = {g E GlgD= D). 

Sen X E D. Como D es un hinque, G z e 11. Como n CR no trivinl, cxh1tc y E n cOn 

y f- x, Puesto que In nccifm ca trnnsiliYn, existe g E G con gx = y. Clnrn1wmtc g r/:. Gr, 

IJCfO g E H' JlllCS n n gD i: 0; <le llll\11Cl"n. f(llC Gr~II. P11r l
0

tllimo, l.1~11c1110R por In 

Proposicicln 2.10(ii) que If :f. G, ¡J11~s de lo coulrnrio D =.X. Por lo tnnt.n D no pt11?clc 

existir. 

D 
LEMA 2.13 

Sen X un G-conjunto, Si 11 <I G, cnt.nncc.c; los t-111bconjunlo l/:r son hloq11cs 1lc X (con 

rEX). 

Dr.mo.dración: Sen. g E G 1 y Stlpougnmos llllC 11 X n g/1 ;r. :f. 0. Pttcst.o que H e.e; 1101·111nl 

en G, tenemos que 

g(1Tr) = (gll):r = (llg):r = //(gx) 

y si <los <'>rhitns no son njcun.q, son In mismn, (le mnnetn. que llx = gll:r, y Ilx es un 

hloq11e. 

D 
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TEOREMA 2.14 

Si .X cR 1111 G-conjnnl.o fir.1 y primil.ivo, y 11 <1 G 1 con 11 =/= {1}, entonce::; ;'( es ll­

trnt1Ritivo. 

Dr.mo.drac.iñn: Tcnl'fnos qnc Il :r rs 1111 hloqnc con x E .. Y. Como G nct1in <le mnnrrn 

primilivn1 kncmo.c; <¡ne pnrn cntln x, llx =X <i llx. = {;r.). Pero f;i pn."IL 1o ~cgmuln, 

tenemos mm cont.rn1lir.ción con ln fidt·fülnd <lr1 C'onj11nt.o y qm~ 11 1: { 1}. Dr. mnncrn q11c 

el conjnnt.o es H trn11silivo, 

D 

TEOREMA 2.15 

Supongnmos qnc .. \ <~s 1111 G-·r.<mjunt.o fiel y primit.ivn, con un cslnhilizmlorr.s C:r simple:=;. 

El'nlonccs Ges simple, o hi1m X es min JI -conjunto rcgnlnr (i.c. nít.iclnn1r.nf.c 1 lrnnsit.h·o) 

pnrn lmlo 1:mhg1·11po 1111r111ol /1 f. {1}. 

Dcmo.1trar.iñn: Snpo11~nmos JI f: { J} es 1111 snl1g111pn nnrmnl cn G. Por tcorrmn nnlcrinr 

l<mcmos qtm X r.s 11-1.rnnsit.ivo. Por lo t.nnt.o, JI ncl1'm de mnm~mrrgnlnr, o birn HnGr f.; 

{1} pnrn nlguun X E X. Pero // n Gr <l Gr, de mnncrn f111C JI nGr =Gr, i.r. Gr e]/. 

Pero por Tcon•mn 2.12 lc1w1110R 'lile 11 = Gz o bien 11 = G, y el primer cn~o 110 JHIC'th! 

ocurrir pt1rs 11 nctl111 lrnnsif.ivnmcnlc. De mnnrrn que G es simple. 

D 

DEFINICIÓN 

Un suhgnipo normnl JI tlc G pnra d cmíl 1111 G-conjunlo X CR 1111 11-·t·onjnnto rcgnhir 

se llnmn un sn hgmpo nonnnl r'~p;ulnr <le G. 

LEMA 2.16 

Sen X 1111 G -r.onjnnlo 1 rt1t1!'i1.ivo y Rt•n 11 1111 s11hf;rllpn nnrnml rrgnlar de G. Fijrmo::; 

x E X, y hngnmns nrtt1nr n Gr en 11• por conj11gnción. Ent.onc<>s los Gr*·Cfmj1111t.os Ir 
y .. Y" - { x} son hmmorfrn:i. 
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Dcmo•lrar.ión: Sea 8: lf• - X - {x} dado por ll(h) = /u:. Si 11(/1) = ll(k), entonce• 

1i-1 k E Hr = {1}, pues JI ncltia rcgu1nr. De tnnncra <¡ne 9 es iuycclivn. Ln rcgn1nridntl 

de In ncción también nos dn qne IHI = IXI, y por lo tnnl.o llf•I =IX - {x)I, de mnnern 

que 8 <lchc ser imprnyccliva. 

Por tillitno dcmostrnrcmofl qnr. 9 rcRpctn 1n ncción de JI. Si g E G,. y 1i E n•, <1rnotnmos 

In ncci<1n de g en 11 por g • 11 = gl19- 1• Entonces tcncmoR que 

g8(/1) = g/1(x) 

de mnncrn que 

8(g. h) = g8(11) 

y 8 rcRpcta In ncción, y por lo tanto eR un isomorfismo de G-conjunt.os. 

o 
TEOREMA 2.17 

Sea X un G-ronjunt.o k-tr011sit.ivo (A~~ 2) de grndo n, y FiUJmugnmos que C: tiene un 

suhgn1po normnl rcgn1nr H. Entonces k .$. 4. AdcmM: 

{i) Si k = 2, entonccR 11 es un p·gmpo rlrmrnlnl n.hclinno pnrn. n.1gi.í.n pdmo p, y 

n =J>'"· 

(ii) Si k = 3, cnt.onccR /{ ~ Z3 y n = 3 1 o hicn 11 rs un 2-grupo dcmcntnl nhdinno 

y n=2'". 

(iii) Si k = 4, entoncr.s 11 Z z, (j) z, y n = 4. 

Dcma,4traciñn: Si X es un G-conjunto k-trnnsit.ivo r.nn k ~ 2, cnto1tccs pnrn mm :r E X 

fijR. tenemos que X - {:r} eR un Gr- conjunto (k - 1)-trnm;itivu. Por d Lcmn 2.10, 

tcncmoiJ que 11• es un Gr-conjunto (k - l)-trnnsith•o1 con Gr nr.t.unnc1o ctt 11• por 

conjugnción. 
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(i) S11pn11gnnmi:i que k = 2. P11rfllo c111c In r.oujugncirln es 1111 n11tmnorfi!'1110 (int.crior), 

tenemos que todos los dcmc!nf.os dl! Ir lic1wn rl 111iR1110 onkn, r111c dclm ser 1111 primo p . 

. De mnnc1·n que H es 1111 l'·~rnpn¡ p11r.i;ln lJllC d cent.ro de 11 es 1111 Ht1ligru¡m cnrnct.rdst.ico 

no trivinl, JI debe ser nhclinuo. Por t'ill.imn, J1ll = n, JHIC!'I su nccit'm e::; 1·cg11lnt'. 

(ii) Supongnmn.<1 rptc k = 3. Enlmll'cs 11• es 1111 G .r -conjrnit.o nu'tlt.ipfozmmt.r. l.rnm•itko1 

y pnr lo tnnto primit.ivo. Si 11 E Ir, frn<'mos qnc {li, 1,-1 ) es 1111 hloq11r.1 ¡mes In ncdc'm 

es )mr conjngncic>n. PncRln que Cfl primit.h-0 1 t.c!nrmos que {li,li- 1
} = IP, c1111~ licnr. <los 

clrmcnlos, y por lo t.nnlo 11 = Z:i y u= 3, o hiC'n h = 1i- 1 , y lodo dr:111~11los t.ienc nnlrn 

2. Pn<'sto qur. 3-t.rnnsit.h·iclnrl i1nplicn 2-1.nurnit.iviclacl, rl rcsullndo riel ind~o (i) vnlc, y JI 

C'S 1111 2-grnpo dcmcntnl nhclinno, y 11 = Jlll = 2 111
• 

(iii) Snpongnmos que k = 4. En rslc cnRo A· - 1 = 3, y 111 .. I ?.: 3, tic 111n11rrn c¡ur 

JI no CB Z;i ni Z2 • Purst.o q11r. 4--trnnsitividnd implira 3-trnnsith'iclncl, i<'ncmins que el 

grupo es elmn<'nlnl nhdin110 de onlr11 2 111
1 y rlrhe cnntc11c1· uua copia tlc•l grupo de Klcin, 

clignmos {1, li,A·, hk}. Pno Gz,11 nd.1'm 2·· t.rnnsil.ivn, y por In lnnl.o de 111nncrn primith·a, 

r,11 [,. - { /¡). Pero {A·, l1k} es 1111 hloi(llC t•n csl.c nuevo co11j1111ln1 y por lo f.imtn 

11' - [/i} = [!-,l1k) 

ele In flllC conclnimos qrn• 11 (!S d Grnpn de Klt•in, y n = IHJ = 4. 

Por t'ilt.imo, no pmlcmns tener A· ~ 5, pnrs implicnrín 4- lrnnsit.i\'iclnrl, y " = 4, pr.ro el 

grndo uo ¡mcclc !iCr 11wnor cinc In t.rnnsit.ividnrl. 

o 
COROLARIO 2.18 

Sen X 1111 G-conj1111tn firl, A·-trnnsit.ivn1 con A·:;::-: 4, y s11po11~n111os c¡uc Gr es simple ¡mm 

nlg1111n x E X. Entoncr¡:; G cs :;imple. 

Dr.rmMtrn.r.ión: Por Tcnrrmn 2.15 trnr11t11r-i c¡uc G' es flÍmplc o rn11liP1tC un !'mhgmpo norrnnl 

rcgnlnr lI. Si JI existe, lcm•mos por el Tc·orcnm cfo nrrilm rttu~ A· 5 4 1 y por lo lnulo k = 4. 

Tenemos <mloncei:; que I1 es is011101fo ni Gn1pn de I\lcin1 y !XI = 4. Pero (•11ínirn s11hv;mpo 

4·~t.rnusit.ivo ele~ S.1 C!'i S1 mismo, y rl c>slnhiliz1ulor tic un pt111ln e:; S:i lltlC no es Himple, lo 

cunl rs unn conlrn<lkch'm, Tr.11c111os purs <(1W G es simple. 

o 



111. Extensión Transitiva de Grupos 

En este cnpítulo intrmlncimos el concepto ele E:r.tr.n3ión Tran.•iti11a de un Grupo, y ohtr.· 

ncmos condidoncs ncccsnriM y 1mficicntcs pnrn. qur. exista. Aclt•mtls, r;c dn un méf.o<lo (le 

cxtcnsilin, que. pr.rmitc ncot.nr el m"nncro <le posibles cxtC"nsioncs s11ccsivns de un grupo. 

Tocios los G-conjuntos Sf:'nln de nhorn en ndchmt.r. fidrs, y llnmnrcmos n G 1111 grnpo de 

pcrmutncionr.s, idcntifü:ñnclolo con sn imñgcn en el grnpo de pcrmutncinncs cid ronjunto 

~Y. Diremos que un grupo G es rm'illiplcmcntc lrnnsilivo e.le grnclo n cnnnclo cxistn 1111 

r.onjunt.o X = {:r 1 , ••• 1 3"n) 1 r¡11c es 1111 G-conj1111lo mt'dtiplrmcnlc lransitivo. 

DEFINICIÓN 

Sen G un grupo de pcrrnntncioncs sohrc X 1 y f'Cn. X = X U { co} ( rlo11clc oo ~ X). 

Un grupo G trnnsitivo de pcrnmtncioncs sobre X es mm. cxtcm;irln trnnsiti\'n de G sii el 

cRt'nbilizndor G00 es G. 

TEOREMA 3.1 

(Witt., 1038} Sen G un grupo mt'1lt.iplcmcnlc t.rnnsitivo de pcrmutncionrs qnr ncl1í:i fmbrc 

un conjunto X. Supougnmos que existe oo r/. X 1 unn pcrmutnción h ele X = X U { co}, 

1111 clcmcnln x E X, y nn clcmcnl.o g E G tnlcR que: 

(i)g~G,. 

(ii) li(oo) E X. 

{iii) /1 2 E G y (9/1)3 E G. 

{fo) liO~li =Gr. 

Entonces G = (G, li) es unn cxtenshln trnm;itivn de G. 

Dr.mo~trar.ifín: G nch'rn frntrnil.h·nmcnt.c cu X, pues contienen G, y l'otno /1(00) E.\", si 

;r E X, 3g E G tnt que g(;r) = li(oo), y el <!lcmcnto 1i-1g mnndn x en 00 1 de mnnrrn que 

In nccicín es t.rnnsitivn. 

SupongnmoR qnc GUGl1G es 1111 grupo. Entonces tcnclrínmos que G = (G, h) = GUGhG. 

Aclcmñ.c;, Geo = G, pues t.mln clcmr.nt.o de G fijn n oo y tmln clcmcnf.n dr Gl1G lo mueve. 

AAí qttc bnstn prnhnr qnc G U GhG es un grupo. Pnrn r.1101 hm;tn ver que el'> cr.rrnclo hnjn 



nmltiplicncionrH. Trnrmos qnc G • G = G, G · GhG = Gl1G, y GhG.· G = (;f1G. De 

mnncrn que hnstn ver <Jtlf' (GliG) · (GhG) C G U GhG. 

Como (GltG)·(GliG) = GliGl1G' lrn:;ln \'f'r que "ª"e GUGl1~, JHIC'R cnlnnrri:; G1iGl1G e 
G(G U GhG)G = (G U GhG)G = G U Gl1G. 

Como G es nuíltiplrmrntc trnnRilho rn X, lcncmos c111c G = Gz U G,.9Gr pttCR g r/: G,.. 

Notemos nclcmñ:; qnc h 2 = ·n E G, y por lo lnntn 111·1 1 =1i- 1 = ..,,- 1h¡ y c·nmo (r¡l1):i = 

')'2 E G, 9ligl1gh=12,Y por In lnnlo h[!h =g- 1h-19- 1')'2. Por lo lnnl.o:_ 

hG/i = li(G, U G,gG,)li 

= hGrl1 U hG,.gG,.11 

= 1ia,1. u c1,a,1i¡1t-•v1,- 1¡1ia,1i¡ 

(rnnclición (io)) = G,. U G,.h- 1gh- 1G,. 

= G,UG,(-y01/i)g(i1-y01)G, 

= G,. U G,.7j" 1(hgh)1'j" 1Gz 

= G,. U Gz-rJ1(g- 1h- 1 y- 11'2)rl1 G,. 

= G, U (G,-y01g-1)h-1(g- 11·2-y01G,) 

(pncsG,.cG) CGUGh- 1G 

= GU G;J 111G 

=GUGhG 

Por lo l.nnl.0 1 fi(;h C GUGhG, y f.r11cmns qnr. GUGl1G rs 1111grupo,yr.l1·c::111Jt.ncln qHcdn 

cstnhlccidn. 

o 
El Tcorcmn <IC' \Vilt nos ¡wrmit.irá roui-;trnir «·I ¡:;rnpo clt! Mnl.llictt ft.!12 uuls n<lclnnt.c. 

Adr.mñ.o;, cst.nhl1!rc rnmlido11cs snridc•ulrs pnra In co1111!.r11cci.Sn de cxlc•nsiours ele grnpos. 

Trnlmjnrcmos nhorn con 1111 p;r11po 1111'1lt.iplcmc11!.e f.nmsit.ivo, y clnrcmos 1m nlgoritmn pnrn 

cxtr.mlc~rlo trnnsitimmt•nl.c. Esl.o 11m; pr-nnit.int cst.nhl<!ccr co11clirinncs ur.c<~::;nrfo::i y s11fi­

dr.11t.r.s pnrn. q11c sr. pUclln rxf.cndcr clirlm grnpo. 
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Sea k > l. G1; rcprcscnt.rmi un grupo k-trnnsilivo en lns ldrns X U {O, 1,.,., A· - l}, ftnc 

no conlicnc \111 elemento qnc es 1111 ciclo de orden 2 o uno cfo orden 3. 

Pnrn i = 0 1 11 ••• ,k - 1, sm Ge el cslnhilizmlnr de In lclrn i en G;+1 (i.c. 1 G¡ CR r.J 

c::;f.nhiliznclor ele lns lct.rns i 1 i + 11 ••• , k - 1 rn G1; ). 

Ln letra que ngrC'gnrr.mos ni huscnr 1111n cxtrn:;;iém trnusilh•n de G1; :;e deriolnrñ. por k. 

Scnn G~1 con indice p vnrinh1c1 lns rxt.cwdoncs t.rnnsiliwui ele Gk-t dislintns de G1;. 

PROPOSICIÓN 3.2 

En G¡ (i = 2, .•. , A·) cxistr 1111 clc111r11tn a¡ r¡nr. inkrcnmhin i - 1 con i - 2, mnmln X en 

sí mhuno, y fijn d rcsf,o <le IM lc•t.rns. 

/)cmn.dración: G¡ es i-trnnsiti\'C> en lns lrt.rns X U {O, 1, ... , i -1}. Elt~v;imos 1111 r.lcmcnlo 

que nmnrlc 0, 1,2, ... , i - 3 en sí mhu11os 1 i - 2 cm i - 1 1 e i - 1 en i - 2. Clnrn11umt.c 

elche mnnclnr X en sí mismo. 

o 
Los r.lcmcnlos n111Hngos n "" Cll Gt"> fll'l'IÍll drnot.nclns por nr1. Tt!IH'lllOS '1111! n¡Gn = Gon¡ 

pnrn i = 0, 1, ... ,A~, y ndt•mñs oip)Go = G0n~ 1 1 pnrs lns dnscs lnh!rnlr.s tlr. Gn q11r.dn11 

dclcrminndn.<J por In ncrifí11 cid clt~mcnl.o rn r.l ro11j11nt.o {O, 1, •.. 1 k - 1}. Aclc1mh:. a¡2 E 

Go, ¡mrn. i = 01 l, ... ,k, y {n~P>) 
2 

E G'n. 

Vnlc In pcnn rncncionnr CJllC cunlr111ier drmcnlo clr. ci."> que fije n k - l Rcní l.nmhién llll 

elemento de G1;, por ~cr d prinwro nnn exl.rni:;icí11 lnurnit.ivn de G,._ 1 • 

DEFINICIÓN 

Definimos 

Teucmoi:ic¡tmcnloncc.s ot~~I nd1Íncn {0,1, ..• ,k} cumolnprrmnlnricín (k,k-1). 

PROPOSICIÓN 3.3 

Si ncljunf,nr ot~~ 1 n G k prmlurc nun exlcnsit'm t.rnusil.ivn ele G 1; , cnt011ccR t?Rh1s rxlcnsionr.s 

son <listint.n.c; cut.re sí. 



Dr.mn.~trn.r.iñn.: Si "i~1~ 1 y n~~'.~ clntt hu:; miRmM r.xlrnRioncR lrpnsili\•m:;1 pncsln que nct.\'rnn 

en {01 11 ••• 1 k} de 11l mhmm mn1wrn1 tc1wmoR que 

por In lnnt.01 niP1a;1 E nV'\1¡-1Go. De nhí qnn o~'n; 1 n1nir')-l = rriP1ntr'l-I E Go. 

Esto nos rrsull.n en n~1 E nir'la0 1 y de nhí que nirl E Gi"'l 1 )' \'ic-.cvcnm. Por 10-tnntn, 

Gi"1 = Gi11'l 1 y r~ulonrrH (> = ¡1
1

• 

o 
TEOREMA3.4 

Pnrn que nnn ni1, pnrt.icu\nr 1tc lngnr n mm cxlr.mdó11 lrnnsit.h11 de G1: 1 es nccc:mrio y 

suficiente que (n~101J' E Go y ni~\G1:-1n.i1 1 = G1:-1 • 

D
1

cmn.~trnr.ión: Nolc1nns C}llC 

y qnc 01:0.l.t>l fijn {O, 1, ... , k}. Por In ln11tn (k,k - 1, k -2) c:cmumt,n con ""º~i•l. Dr. nhí 

que 

De mnncrn. q11c hndrudo !I = '1k y Ir == ni~l 1 , Sl' 1mlisínrcn lns hipcíteRis dd Tcorcmn de 

\Vitt, dnndo ln suficicmdn. Ln nc·rcsichul se sigur. tle un Trorr.mn de Jordnn, ¡mhlkndo en 

1870 en su Thiité de Sul1.~tit1ttion.~ r.f de~ Ér¡11a.fimu Al9él1Tiqur..~. 

o 
TEOREMA 3.5 

(llolyokc, 1002) Cnch\ c~xt.r11Ri<ín trnn~il.ivn <le G1: se ohlir.ue ndj11nti'uulo\C? nlgmm ele 

lmt n~'2 1 , en cuyo Cn!'l-o Ir\ Gi~) rorrcRpomlir.nlrJ es ii;onuirfn n. G1: pnr cnnjngncit'm, con 

el clcment.o (l·,J..· - l)u~~l.t lrnnsfornunulo Gk-I r.n sí mhnno1 y 111; cu nlg1in r1cmrntn de 

o~PlGo. 
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Dcmo.,tración: Sen G1:+ 1 Hnn cxtcm1illn lrnm;itivn. de G1; 1 y nk+t nn elemento de G1:+ 1 

que inlcrcnmhin. k y k - l 1 y fijn n O, l, •.• 1 k - 2. 

Sen. ªÍr = (l·, k -1, k -2)n1;+101:n!~t. Si nl E Gi. entonces 

y por ser n.l menos 3 trnnsiti"º' G1c conlenclrín. un ciclo rle longitud tres, lo cual crn 

imposible por hipólr.sis. De mnnr.rn de ªÍr rJ; G1;. 

G1; y (G1;_,,n~) son iRomorfos, pues cnnjugnndo con (k, k- l)a1c+1 1 t.rnnsfom1nmos G1c-i 

en sí milm101 y n1: en nl.: Ln. primcrn. nfirmnd<'m es inmcdintn, pHr.s (k, k - l)ul·+J 

mueve In.o; lrtrn. O, 1, ... , k - 2. Ln scgnmln.1 pm~R f.r.ncmos r¡nc 

(k,k-tl">+•I =(k,k-tJ(k,k-ll= 110,1, ..... 1 {0,1,. ... •J 

(k,k-l)•H•I =n•+•I X X 

De mnnern r¡11c tcnl'mos; 

Por lo tnnln, (k,k-l)111c+ 1 n1:n;~ 1 (k,k-l)=n~. 

(Gk-1 i nÍc) es tmn. extensión t.rnnsit.i\'n dr. G1;-1 1 puc.c; rl cstnbiliznclor <le l· - l ei; G,._ 11 

y por ser isomorfo n G,. que CR k-trnnsitivo. Puesto que nl. f/:. GJ;, (G1<-1ial.) f. G1c, y 

(G·-· ·a~) = al:'' ¡1nrn nlgnnn p. 

Yl\ que a~1 nd.tín cm {O, 11 •• , ,l·} igunl q11c nÍc 1 lcnrmos que n~") = cr~J pnrn. nlgmm. 

J E Go. Por lo tnnto: 

a~1. = (k, k - 1, k - 2)o.ar'a•' 

=(A·, k -1,k - 2)n•n~fn0 1 

=(A·, k -1, k - 2)o•(A·, k - l,k - 2)nH1r110¡;~ 1Jo01 
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Este elemento nd.tln en {O, 1, .•. , k} como 

(!,, k-1, k-2)(k-l, k-2)(k, k-1, k-2)(k, k-l)(!·-l,k-2)(k, k-l)(k-l,k-2) = (k, k-1), 

y en X ncltln como rr1i:n1+1íl1:ni;.~ 1 Jn¡; 1 lx. Por olro Indo, 01t11:+1n¡,n-¡;i 1/n¡; 1 nclt1n en .. y 
de In misma mnncrn, y en {O, 1, •.. , ~·} como 

(k -1,!· - 2)(k, k - l)(k- 1, k -2)(k, k-1)(!: - l,k-2) = (k,k -1), 

de mnucrn que son d mismo. Por lo t.nnt.o: 

De nhi qttc (G1:,"ri 1) = G1+ 11 y ln r.xtcni;ión ~e obtuvo ncljunlnmlo a~~ 1 • 

Por 1·1llimo1 "~~ 1 y ºk+t nct.{1nn igunl t•11 {O, 1, ... ,i·}, de nmnrra que "t~~ 1 E e1¡,.¡.1Gn. 

Por lo lnnto 3f E Go t.nl que n~~1~ 1 :::: 111:+1/. 

(A·1 k - l)nrJ, mnmln n G,._1 en sí mhnno hnjo c011j11gnci1;n, pues t•l prinie1·0 fijn 1t 

{O, 11 ••• , k}, y mnmln n nk en nlgúu clrmrnt.o de nrlao, 

i.c. In mismn nrción tic rr~) y por In tnnt.o cstñ rn su mis1111l dnsc lntcrttl Sl'g1'm Go ¡ de 

mm1ern que G1: ~ Gt"1, l.cr111i11n11do la clcmoslrnciú;1. 

o 
Aplicntuln este Tcorctnn snrrsh•nnrnnlc, ol1l.r11P111os el sig11irntr. rcsnllnclo, que rslnhll'CC 

mm cola ni m'1111cro de! po~ihlc!i cxlcnsimll's snr.csirns de un grnpo chulo. 

COROLARIO 3.6 

Si rl nfünr.ro ele clit~linf.n!i r.xt.cnsioncs <le G l.·- I q11c son iAmnnrfn.i;; hnjn rn11jugndc'111 n G a: es 

un t1i'11ncro Hnit.o l 1 e11t.011ccs el 11tÍ11u·rc> ch•. cxt.1•11sioncs de G1: es 111m1nr c¡tl<' I¡ c11 ¡mrlk11lnr1 

si ttn gr11po finito lrnm~ilivo cfo grndo 11 > 3 t.ir11c n lo m1is l exlcmiinnc.r;;t Íf;omorfns cnlt·c 

sí, cnt.onccR G no RC pnccle extf•tulcr n 1111 grupo (l + 1)-lrnnsitivo cfo grnrlo (n + l + 1). 



IV. Construcción de Hall 

En f'.'stc cnpíf.11)0 dcmost.rnrcmos Ull lcorcnm <le .1 on1nn <¡nu cmunr.rn lof; grnprn; nít iclmucnt.c 

•t-trnnsit.i\'os. En In dcmm;trndón, que Ar llcvnrñ n rnbo signir.mlo d t.rabnjo clr. Mnrnhnll 

Hnll, Jr., se conslrnirá el grupo Af11 , y In cnnslr11cd1'm nos pcnnit.irá ndr:nuís c1111mcrnr los 

grupos nítidnmr.nlc 5-transitivos, cstnhlcci1!ndo n~í q1m li/12 CR el tínico grnpn nílidn111cnlc 

5- trnnsitivo no lrivinl. 

Pdmcm, se clcmoslrnrñn dos l(•Juns sobr1~ grupos que se ntiliznrón poslrriormcntc. 

LEMA 4.1 

Sen Gel llroduclo subtlirccto <le los grttpns G¡ y G;, y scnn ll¡; y 11;; los RnhJ~rnpos ele 

G¡ y G; rcspcclivnnumlc, de 1•!,.mcnl.os r¡nc ocurren en un fnctor ele G con In id1•11t.idnd 

del otro Indo. Eutonccs 

y ndcmñs 
G¡ ~ G;. 
J/¡; JI;¡ 

Dcmo.dracián: Si /1 E ll¡; 1 g E G¡, 3z E G tnl que (g,.::) E G. Por lo t.nnto 

(g,z) · (li, 1) · (y- 1,z-1 J=(yliy- 1,1) E G 

Por lo lnnlo, gl1g- 1 E J/¡;, y csl.r. títl.imo r¡:¡ nonnnl. Por lo tnnlo /{1·; ~G¡, y nnñlognmcutc 

lf;;4G;. 

Si g 1 E G¡ f'R 1111 dmucntn fijo, los clcmcnlns de G; qur. npnrcccn con gi en G fornmn una 

cln.c;c lnlcrnl rcRpcclo de 11;;, pues (!1 11 1·) • (g¡- 1
1.,- 1 ) = (1,r.,- 1), y r::::: s (mml II;¡). 

Análogo con JI¡;. 

Adcmñs 1 si (gs,g1 ) E G, lodo demento ele In formn (h¡;g1,h1¡g2) E G V/1¡; E ll¡; y 

/1;¡ E H;¡, y ningtín otro (g~,g~) loR involncrn como dcmculos. Por In ln11to1 hny mm 

correspon<lcncin. hiycctivn cnt.rr. ll¡;g1 y J/;¡92 tlnndc (g1 1 a2) es un clcnwnt.o <lf! G. Por 

lo tnnlo 
G¡ ~ G; 
11;; ll;; 

pues el producto es coordcnncln n. coonh~nndn. 

o 
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LEMA 4.2 

Sea G 1111 grupo t.-trnnsith·o <'11 n ldrnR. Sen 11 nn suhgmpo qrn~ fijn. t lc:-t ras, y P 1111 

JHmhgru¡m de Sylow ele 11, <lonclr. P fija w ~ t )f'f.rnR. EntonccR el normnlizndor de P rn 

G CR t · lrnnsitivo en lns w lclrns c¡uc fijn. I'. 

Dcmo.drnr.iñn-: Sr.nn <11 1 n2, ••• , n, y h1, 112, ••. , h, <los ronjnnt.os nnl<'nncln!'i de! t lrt.rns, 

nruhos de cut.re lns w Id.mi:; c111c fijn P. Yn r111c G es t-trnnsilivo, 3x E G fhl r111c 

:r(n;) = (1¡ 1 pnrni=1, ... ,t .. 

Por lo tnnt.o :r.Px-1 fijn n 11 1 , ••• , 111 , y t.ont.o I' romo .rP:r-1 son JHmhp;mpm; ele Sylow 

que fijnn 1'11 ••• , 111, 1lc mnncrn c11rn son coujngnrlos en G11,, ... ,ri1 • 

Así, 3y E c;,,., ... ,r.1 tnl c¡ur. u{:rr:r- 1)y-I =P. Si z = y.r, rnf.(l11('f'S z 11HHUln •li, ... ,n, 

en 111 , ••• ,1'1 , y zpz- 1 = I'. Por lo t.nnlo hny tttl demr.11to en el normnlizndor dr. P en G 

que mnndn n1, ••• , a1 cu 111 ,, •• , '11 , y de nhí CJltr. 1lirho nornmlizndor srn t- t.rnn~it.ivo 1•11 

ln:'J w lclrnR fijnrln."I por P, 

o 
Enmnr.rnn•mos prinwro n lrn"I grnpos nít.iclnmrnt.c 4 · trnm:ilivns, pnrn pmmr de nhí n los 

nít.idnmr11tc 5--trnnsÍtÍ\'os, cxt,cndicmlolos trnnsith·nmcnlc. Annlicrmm; nhnrn el c-nso de 

gruprnt c¡nc ndt'inn r11 1111!11os de 8 lclrm1: 

TEOREMA 4.3 

Un grupo nít.i<lnmC'nf.c 4-t.rnui:;it.ivo f1c grmlo n In mJÍ.c¡ 7 rlchc srr S.1 , 5:, o Ar;, 

Dcmo . .trnciñn.: Si G es 4-trnnsitivo en 4 lr.trns elche trnlnrRC de S.1. s; es 4- t.rnnsif.ivo r.n 

5 lct.rns elche ser Ss. Si es nítirlnmcnf.e 4- f.rnnsitivo en G lctrns, e::; de orden G · ú · 4 · 3, y 

por lo tnnto 1•s Aa. 

Si G fuera nH.idnmrnl.c 4-trnusit.ivo en 7 lct.rns 1 sería de onl<·n 7 · G · 5 · 4, y su ínclkc en 

A1 scrín rl menor primo <¡ne divide ni orden de 1h, y por lo tn11t.o scrín normal <'11 A1, lo 

cunl es imposible. Adenuís, S7 no ti<~nc suhgrupos de índice G. Dr. nrnncrn que tnl grupo 

110 exh1t1?. 

o 
Pnrn nnnli:r.nr rl cnsn ele grnpns qur. ndt'mn rn 8 o tmt'J lct.rns, se rc1¡ni<·n•n 1lc nlg1111ns 

rcsultndo!i qnc ohtcwlrrmos n rnnt.immcicín. 
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LEMA 4.4 

Elcmr.nf.os n y 11 en nn grupo r111c 1mt.isfnccn lns rrlnrioncs 

n2 = b2 = l¡ (ah)' = 1 

gcncrnn el grupo dihr.drico clr. onlrn 2s. Si ,., = 2t - 1 es impnr C'ntonccs hny mrn potcndn 

de (nf1) que trnnsfornm n: en l1 hnjo conjugnción. Si,.,= 2r e::; pnr entonces a y 11 conmut.nn 

con (nb)'. 

Dr.~nn.dmr.iñn: Srn y= ah. Ent,m1ccs a 2 = 1, y"= 1, b = aab = ny = li<1a = y- 1a. Por 

lo tnul.n, b = ny = y- 1n. 

Yn. que ay= y- 1n, trnrmns que Vt(y- 1a = ny1). 

Si,.,= 2t -1, cntonc:t~s y- 1ny1 = tJy1y 1 = ny21 = (ny)y21 - 1 =ny=11, de mancrn que a y 

11 !'fon conj11gndm1 bnjo una pol.cncin ele nl1, 

Si ,q = 2r, entonces ay,.= u-,.":::: y,.n pues rl =y_,.. Anñlognmcnl.c, yn que 11 = n11 = 
y-•a, l.cncmrn1 r111c a= by- 1 = yl1, y por lo tn11tn y,.b = liy_,. =by,. 1 r1r. mnnern que n y 

b r.onmuf.n11 con (nl1)r. 

o 
En lo que rrRtn dd cnpíl11ln G n~prcsm1l.nrñ 1111 grupo nítitlnmr.nlc 4 trnnsilivo cu ni mC'nos 

8 lcl.rn!'!, 

LEMA 4.5 

El grupo G conlicuc dcmcnl.ns de orden 2, y tO(los 5011 conjugnclos. Adcnuls pn::m mrn de: 

(i) 'Jb<lo dl'mrnl.o ele ordrn 2 fijn dos lrl.rns. 

(ii) Tocio dcmcnt.o <le orden 2 fijn tres lctrns. 

Dr.mn . .trar.ión: Por 4 ·trnmiilividnd, G tir.nr. 1111 clcmr.nlo 

!] = (1,2)(3,4)- .. 

Yn c111c g2 fijn 4 clcmrnto~, rlchc ser In idcnt.idntl, y C"nmo g2 

r.lemcnt.o de ortll'n 2. 

1 , cnfonccs g es un 
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Sen. 

11 = (<1,t.)(c,rl)· .. 

un elemento de urden 2. Por Jo trml.u hny uu ronjngnclo de u 

y="'""'_,= (1,2)(3,4) ... 

digicmlo n. to qnc nd{rn n ..._.. 1, 11 H 21 e 1-+ 3, 1l H 4. Por lo tnul.o todo rlmnculo de 

orden 2 es conjugntlo. 

Por tiltimo, hny un clcnumtn en G 1 z = (1)(2)(3,'1)··· 1 y C'omo : 2 fijo.ni 11w11n¡:¡ •:nnl.ro 

r.lt~mrntos 1 cR de orden 2. Por lo tnnlo, 1.(l(lo rh•mrnt.o de ordrn 2 rija ni mtmnR •los 

elementos, y como no pt1e<lc fijnr n c11nl.ro1 fijn ni mrnos rlos y n lo nuís lres. De mnncrn 

que lodo elcmcnlo de orden 2 fijn dos ldrns, o tnrlo d1•11wnto clr. Ol'rhm 2 fijn tres lrt.rns. 

o 
Estudiemos nhorn In csf.rncturn clr 1111rstro hipotrt.ko grupo G. 

Scnn n 1 = (1)(2)(3,4)"' y /, = (1,2)(3,.1) ... dos "1r.mr.11los de orclr.n 2 de G. Sen 

n3 = a 1 b = ( 1, 2)(3)( 4) · · ·. Es de cm len 2, y por Lr.1ml 4.4 rn111m1tn rnn u1 y ron h, pues 

es ele orclrn pnr. Sc1i ci 2 = n1n3 = n1n 111 = li. Euto11cc.s: 

07'13 = ll¡fl3fl3 = O¡fl~ = n1 

nan2 = nan1n:a = n1t1~ = n1 

Por lo tnnt.o a¡ 1 a2 y n 3 co1111n1l.n11 '~ntrc si, con a1,02,n3 ignnl n: 

"' = (1)(2)(3,4)"· 

,,, = (1,2)(3,4) .. . 

º' = (1,2)l3)('1) .. . 

Como u2 es <fo nnlt!n 2, fijn <los lcl.rns ( <lign111ns 5 y G) o tres lct.rns ( dignmns 5, G, y 7). 

Yn que conmntn con n1, n1 clchr. mn1Hlnr csl.1Lq h•trns en sí mismm:;, pues .si por <~jcmpln 

n1(5) = 8, cnf.onr.t~.s 11 1112(5) = n1(5) = 8 y n2ui(5) = 02(8) f- 8. Pero n1 fijn ni 1 y ni 
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2 1 y por lo t.nnt.o n lo mñs n nlrn. lclrn. El mhuno nrgumcnln \'n1c pnrn na (111c tnmhiéu 

cmunutn con n2. Tenemos culnnccs c¡uc 

º' = (1)(2)(3,4)(5,6)· .. 

n2 = (1,2)(3,4)(5)(6)··· 

113 = (1,2)(3)(4)(5,0)··· 

en el primer cnso {fli n1 fija dos lt~t.rns), n hicn 

º' = (1)(2)(3,4)(5,0)(7)··· 

"' = (1,2){3,4)(5)(6)(7)··· 

f13 = (1,2)(3)(4)(5,0)(7) ... 

en el otro (:-:ii a2 fijn t.rcs lchns). 

Tenemos pues que los clcmcnlos lr;,n 1,n2 ,n:i fnrmnn un grupo V de orc\cn '1, isomnrfn 

nl Grupo de l(lcin. Lm:; llcuuí.s lctrni:; dclwn or11rrit en grupos de 4, qnc son bloqncs de 

lrnnsitividnel pnrn \': 

"' = (1)(2)(3,4)(5,6)(7)(11, i)(j, !·) ... 

"' = (1, 2)(3,4)(5)(0)(7)(11,j)(i, !·) ..• 

03 = (!, 2)(3)(4)(fi,0}(7)(11, k)(i,j) ... 

(con In com't!ncidn de qur. el 7 está en el ::;egunclo cnso, y no rsl.ií. en el primr.ro) pues, por 

conmutnr con n1, n:z de~hr. 1m111c\nr {h 1 i,j1 ~·} rn ::;Í mi1111101 y 110 puede mnuclnr n h cu i 

tnmhién, pues n 1n2 fljnrín r.nnt.ro lclrnR sin ser In i11cnticlnll. A11ñlogo nrgu11u~11t.o permite 

complctnr n3. 

Considcrc1110R nhorn n [( 1 el snhgn1po de G c¡un mnncln n 11,i,j,k en l">Í mhnnoR. 1( 

dchc ser de orden 24 (un c1cmcnlo por cndn. pnsiMc mnncrn. <le 111nmlnrlos1 y hny 4! = 2•1 

mnncrm1). K ticuc un snhgrupo U en In~ r.nnlrs 11,i,j, i~ son ¡wrmul.n<lrn; ele! en< In mm 1lc 

lM sig11irnl.cs mnncrns: 

(lo)(i)(j)(!') =la 

(11,i)(j, k) 



(h,j)(i,k) 

(11,l:)(i,j) 

(li,j,i, 1:) 

(h,A., i,j) 

(h, i)(j)(I:) 

(h)(i)(j,A-J 

Entonces [! '~R ele ordcn 8; V rsf.nrtí. contcuido en U (ch~ lu~din COJTcspnrnk• n lns primeros 

4 elementos en In dcRc1·ipciú11 de nrrihn). 

Llnmcmos u n] r.lr.mrufn que mnmln. h ....._. j, i H k, j i--. i, y l· ....._. Ir. EntonC"r.s n1 u 

mnmhi h 1-• l·, ; .._. j, j H 11, y k H i, n2u mnmln h H i, i 1-+ h, j 1-• j, y k H k. Por 

t'd
1

f.imo, n:3 u mnncln h .._. h, i ,_. i, j H l~, y k H j. De mnnrrn r¡uc 

La nccirin sohrc el rcRf.n dr. lns lcl.nu:• r¡urcln ,lc•l.rrminn1ln de In sig11ir11lc ninurrn: Yn r¡11r 

n1 u2 nctt'in en h, i,j, k corno In identidncl, se trnl.n ele In ic!C'11liclncl 1 nsí que u2 = nj" 1 = r11. 

Por lo tnnto u fijn ni J y ni 2, y ni 7 en C'll::tO ncrcsnrio, y 11 2 mnncln 3 rn 4 y 5 cu G. Por 

lo tnnl.o ornrrc unn de 
11 = (1)(2)(3,5,4,fi)(i)(li,j,i,k) ... 

11 = (1)(2)(3,6,4,5)(i)(/1,j,i,k)··· 

ron <'l 7 prrscnt.c f;c)fo en cm;o necesario. 

Porolrolnclo u- 10111 ndi'm<·n {h,i,j,kJ comolnpr.r1m1t11ricln (h,~·)U,j), i.r. como n3 1 

ele mnncrn c111r. u- 1<1 211:::: flJ. Y n2u nd1ín rn d mismo r.onj1111t.o como (h,i)(j)(~·), y por 

lo tnnt.o e:-; de orden 2. De mniu~rn q1m 

11
2 

=ªJi (a2!1)2 =la 

Aclcnuís1 u mnmln, hnjo r.011j11gnrirl11 1 n n1 r11 sí mismo, n2 cu n.1, y n:i <!11 "2. Por lo 

tnnf.01 u 11or11mlizn. n V. T11111hi1~11 cnnduimos c¡uc nrnncln Jm:; fijns por 112 r11 )m; fijns 

por n;¡ 1 de nHmcm que mnndn 5 1~11 •I y Gen 31 o hicn 5 r.11 3 y 6 cu 4. Tocio rsfo signe 
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correspomlirmdo bien ron In cst.rudurn dr. " rptc r:;c oUtuvo n11nJiznndo stt 1n·ml11do ron 

"'. 
Eligiendo In primer nprilit1 pnrn u, tc1ulrínmns r.11lnno-s n U dc.i:;crifo de In :i;ig11ir.11f(' 

tunncrn: 
la 

"' = {1)(2}(3,4)(5,6)(7)(/1,í)(j,k)"' 

•2 = (1,2)(3,4)(5)(6)(7)(/1,j)(i,k)"' 

"' = {1,2){3){4){5,6)(7)(h,l·)(i,j)"' 

" = (1)(2)(3,5, 4, 6)(7)(h,j, i, k) .. . 

"'" = (1)(2)(3,6,~,5)(7)(/l,k,i,j) .. . 

"'" = (1, 2)(3, 5)(4, 6)(7)(/l)(i)(j, k) .. . 

"'" = (1, 2)(3,6)(4. 5)(7)( "· i)(j)(k} .. . 

con o sin r.l 7 (clt'pcmlicrulo de cnñntns fijnn los r.fornrnlo::; de ordrn 2). Si el u rm'l'C'Spo11rlc 

n In i:;rgunrln rlr·scripció11, tr.11rlrin111os r.ntonrrs d 5 y el Ü int.crf~ntnl1i1ulos rn In rlrsrripdcín 

de nrrihn. 

Cncln compo11C'11tc ele 4 lr.hn!'I en el c1rnl 1' C8 trnnsilfrn, como h,i,j, !.·de nnilin, dn Jugnr 

n 1111 grupo S Rimilnr n U, 

Los clcmcutos (1, 2)(3,5){4, ü} · · · y ( 1, 2){3, G)(•I, 5) • · • como r.n In dcscriprirln dC' U nrrilm 

fijnn <los lrtrn.'; cndn uno del hloq11c {h,i,j, k}. Como 11n clcmr.nt.n no pnrclc- fijnr r:unlro 

lctrM distint.ns Rin Rr.r In mliclnd, a cndn bloc¡uc de 4 lcf.rns le corrr.:i;pomlc•n f•h•mcnto.<; 

disfiutos ele Jo, descritos, pí'ro r¡1m clr•brn pcrm11t.nr In." primcrns RdR Ir.tras clr~ lns mnncras 

(1,2)(3,5)(4,G) y (1,2)(3,6)(4,5) rrspectivnmcntc. Pero si se portnn igunl en •i lcl.rns 

deben ser rl 111hm1u <•lcmcnlo, pues In ncciiín es nítidn. De rna11rrn que r:;1ílo hny 1111 posible 

elemento r)c este tipo. 

Conrluimns que hny n In nHÍR 1111 Ulm¡11c clr. r.unt.ro lct.rns. Si dr.11nfn1nnf; por f. d nfuní'ro rlr~ 

dichos hlm111cs, t<·nrrnns 'lllC I =O, 1, y nrlcmñR rr = 41 + G o hi<'ll u = 41+7, d<'pc11rlic11clo 

de si los cJr.numt.os ele or1lrn fln:i:i fijnn 2 1) 3 lctrns. Si f =O, f.C'll<'lllOS q11r. 11 = ü rÍ n : i 

y Be trnl.n cid grupo nlt.crnnntc A11 cnruo yn FiC nunli1ú nrrihn. E11fo11rr•R, cm1sirlcrnmlo el 

cnso de t = 1 1 tcncmns ,.¡ siguiente rr~nltndo. 
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PROPOSICIÓN 4.6 

Un grupo nítidnmrnf.c 4 ·t.rnm;it.ivo t•n ni mrnns odin ]r!hm1 es de grndo 10 o grndo 11. 

Annlir.mnos rl cnso clr. n = 10. Un gr11pn 11it.hlnmr11lc 4-trnnsit.ivo rn 10 k•l.rm1 tienr. ortlcn 

10 ·O ·8· i 1 y por lo tnnln t.ienc 1111 dr.11tc•11to rlc onlc•n 7, r¡uc scr:í nccr.flnrin111f'lllt~ 1111 i-rirlo. 

El s11hg111po cíclir.o grucrndo por él Sf'nÍ 1111 7-s11hg111pn de Sylow tle G, 'IHC dcuot.nrrmns 

por P. Como t•I grupo es f'll pnrtknlnr 3 l.rnnsith·o, por d Lemn 4.2 l.cnemns 'l'm el 

normnfümclor 111• p rn G es 3 lrnnsitivo en lns lclrn.'1 rptc fijfL ¡>. Como r fijn. tres lctrns, 

In ncción del nnrmntizndor tic I' en lns IH!S lr•l.rns rs In mismn que In clr. S3 . Ac1t•1111is 1 

Na(I') es un prmh1ct.n snl1<lirccto clf' sn nrción en lns sirle ldrns ill\'ohu~nHln~ en <•l ciclo, 

y dr, S,1 (su ncci1}11 rn lns t.rrs lcltns íijnrlm1 por P ). 

Consideremos d /{ < Sa <¡ur. r¡w•1la a¡111ren1lo con In nnillntl en el prod11do suhdirccf.n. 

Por Lcmn 4.1, t.cm•mus c¡11t! /[ 4 S;-. 1 y por In tnut.o 1l = {ls:1} 1 H = Aa, n JI = 5 3 • En 

c11nlc¡11icrn. de los t'tlt.imos dos cnRos, lcmdrínrnrn; 1111 3-drlo como clc•11u•11lo <le Il, y por lo 

lnnlo del normnlh:nclor de l1 cu G, Esti1 nos llc\'nl'Ín n <¡He G cnnt.irnc un 3-ddo. Como 

C'fl 4-trnnsitivn, co11f,cuclrin n lodos, y srrín ni 11u•11ns Arn, lo r1ml es i111p11sihh!, prn~~ 1110 

no <'S nílidnmcnlc 4-t.rnnsitivn. De 111n11rm r¡11e ro11d11i111os lllll'! 1l = {Ir.}. 

Si Hnmnmos /\! n In nc~cit'nt de Nr.(I') rn lns lr·lrns q111• fllllf!\'1• d ciclo, lrm•111os1 hnricndn 

unn rciLc;igtmci<'m ele los nn111hrcs de lns lctrns, que 1'1 < S1. Co1110 P <'~ rl l'Ídico de~ orden 

i, lr.mlrñmos que ncccsnrin111r11lc 

~~s, p . 

ele lo 'J11C se sigue qnc f'1 onlcu de JU cldm ser ·12. 

De hecho, hncicsulo mtn rcnsignncil'in rorrcct.n. dr lrn; nnmhrcs fh• lns lct.rm1 1 

M < Ns,(((1,2,3,4,5,0,7)}) 

¡,Quién CR dicho norrnnlizndor'! Notemos qm• rl nnrmnlizmlor c1c1m rnnwlnr ni dr.ln 

(1,2,3,4,5,6, i) en mm potcnrin. dr- sí mhmin c¡1u~ no st•n In iclr.nt.ichul, y <JIH! hny G po­

tcncins. At.lcnui.o; por cndn polcndn, podemos c11•gir n cual <h~ lns i lct.rns i11\0 ol11crmlns 



IV. Comdrurd1'111 tle llnll 33 

mnnclnmrn~ ni 1, dr. mnncrn <111c el normnlizrulor f.f'nclní ü • 7 = 42 clcmf'11f.ns, Puesto que 

ese era el orden c¡11c <lehin tener Al, f.c111•111os qnc 

J\I = Ns, ( ((1, 2, 3, 4, 5, G, 7))) 

Utiliznndo el pnquct.c CAYLEY pnrn c1 csf.tulin de grupos, se pucclr. \'Crifirnr filcilnwntc 

que 1\1 = ((1 1 21 3,4,5,6, 7)1 (2,4,3, 7,ti,6)}, y cinc nclcnuís el cm·icuf.c de Af móclulo P cln 

1111 grupo isomorfo ni deliro clr. orden G, y 110 n S:i. 

En conclusión, el snhgrnpo 11 clr. los que npnrcccn npnrr.ndns ron In irlt•11t~itlnd dchc ser S:i 

o A:., y en c11nlq11irr cnso, cl grupo G cnnlr.nclní n t.o<los lns 3-ddrn.;, y por In Lnnto n A10. 

COROLARIO 4.7 

Nn existen grupos níliclnmrnlr. 4 ·f.rnusit.iwm m1 10 !f•l.rns. 

Annliccmos nhorn In cslrndurn <¡t1c f.rmldn 1111 grupo nít.irlomenlc 4- trn11::;it.i\'o 1•n 11 lctrns 

{y que por lo f.nnto no pnrdc f;r.r A 11 ni 511 ). 

Sen Tl' <Gel suhgrnpo qnr fija 3 letrns, clignmns 1, 10,·1 t. 1V eR n•g11lur (i.c. 11ítidnmm1t.c 

1-lrnnsitivo) en la... ocho lclrns rcsf.n11f.cs1 yeR1lr. orden 8 1 ,Jr. mnncrn 1111e es In 1·cprcsm1t.ndc)n 

rcgulnr de nlgnno de los ú grnpos de ord1!11 8: Z8 1 Zt lf_) Z2 , Z2 © Z2 (f) Z2 1 d dihédrico ele 

orden 8 04 1 o el gn1po nmlt.iplicnt.ivo <Ir los ctmlcrnin!'I Q. 

PROPOSICIÓN 4.8 

1V C'!'I isomorfo ni grupo clc )oR cunfcrnim;, 

Dr.mo.•tracirin: No im¡mrla rmil ele los rint"o f'nsos se trnt.r, lV tiene tm d1!t11cnlo 1lc orden 

2, clignmos x = (9,2)(3,4)(5,G)(i,8)(1)(10)(11). En d Rnhgrupo JI< G <111e íljn ni 10 y 

ni 11, hny nueve conjugndns de 1V, uno por cnda letra que fijn cnln! {1, 2, 3, ... , 9 J • 

Si dos elementos ele onlrn 2 cnnt.irnr.n n la misma trnnsposidém, dignmos (i,j), An pmclnclo 

sería 1111 clcmrnt.o distinto ele In Mc11tir1nc1 rpw fijn ni menns r.unf.rn rlcmr.ntos, y eso es 

imposible. Yn que cndndcml"'11fo ele onkn 2 cn11lie11c ctmlro trn11::;posidoncs, y hny (~) = 36 

lrnnsposicioncs de l 1 2, ..• , O, sello hny mtevc drmt!nlos de orden 2, y cst.nr:i. uno en r.nrln. 

conju¡?;n<lo de 117 en JI. De mnncrn q111• 11' licue scilo tlll rlcmcnl.n ele mclcn 2, y pm· lo 

tnnlo debe ser Zs (J. 
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Si H' = Z8 , lcncmos Riu pcrdt•r gf~m~rnliflnd q1u"! ll' = ((0,3,51 7,21 4,G,SJ). 

El nornrnlizndor de ll' es 3- trnru!Íf.ivn en lnR 3 ldrnR r111c fijn 11' por Lr.mn •1.2, y por In 

lnnt,o conf.ir.nc mm inuigcn hommnnrín a S3 , hnRñ111lonns rn rbmo nct1'm rn f•sns ]t'f.rns, 

AAÍ que 3 <livi<lc ni <;nlrn <lrl 11nrmnfomtlor, qm~ lcnclní drmcutos de ordrn 3. r1~ro ZR no 

f.icnc nntomorfismos dr. ordrn 3, de mn11crn. que <lidio clcmcuto nrhín. como In idcntidnd 

en lnR 8 lrtrns cid ciclo. Pero rntonrcs es In idcnt.i«ln1I, pues el grupo rs níl itlnnwnlc 4-

-t.rnm1it.ivo1 y Rr.rín de ordrn 1 y no de orden 3, lo cunl nos dn mm contrndkc·h)11. Cnn lo 

cunl co11d11i111ns qnc 11' ~ q los c11nt.rrnios. 

o 
Cmmidcrcmoi:; nhorn rl s11lig111po l1 < G que fijn. ni 10 y ni 11. Es ele orden 8 · !J = 72, 

nít.idnmcnlc 2-trnnsit.ivo, y cnnlil'nc n 8 cnpins isomorfns de Q 1 cnrln mm fijnndn n otro 

drmcnto de (1, 2, ... , !J} • C11nlesq11if•rn dos ele cslns copins fomrn en cormin s1;lo n In 

idbnticlnd 1 pnr.R cst.ñn rlcl.crminnclns por su clcmr.nlo de ónlrn 2, y c11nlqHicr clcmcnt.o 

dist,int.o de In. idcnlidnrl l'S de orden 2 o R11 cnndrnclo es <le <ltden 2. Estn cuhrc n !J. 7+1 = fH 

clemc11tos 1 de mnnrrn. que fnltnn ochn. 

11 l.ictrn 1111 R11hgr11po <le orclm1 O (su 3-:mlJgtupo de Sylow) 1 y no }ltH'de t.nrnr ui11g1111n de 

In:; cnpimi 1le O que cnn!.if!tu•; nsí 'J11f~ Cf'lOS 8 clr.menl.rn; que fnll.1111 y In identidnd fornrnu 

1111 grupo, cuyns r•lenwnl.ns sou In i<lr11lidncl 1 y lns dcmñs de onlrn 3 cí 9. Clnrnnlf'1tlr. r~ 1•1 

tínico 3-tmbg111po de Sylrm• 1 <Ir 111n11rrn 111tr! es normnl <'ll lf. D1•not.rmoslo por U. 

PROPOSICIÓN 4.9 

U es clr.111r·11!.nl nbc•lin110 rlc nr<le11 !J, y sns odio t•lt•1111.•11tos clh•liut.os de In irlcnlitlnd ~011 

conjugnclos hnjo (J uno df'I otro. 

Dcrno.drndñn: U rs <le ord<~n 91 y pnr ser su nnlcn l'I cunrlrnrlu dr. un m'unr.ro primo, d 

grupo es ncrcsnrinnumtc nhclinno. 

Los clcmr.nt.os d1! U no fijnn ni11g1'm rlrmr.11101 dr. mnm~rn c¡ue cncln 11110 de dios cJl\'Ía ni 1 

n. ot.ro cl1•mc11f.o del { l 12,, .. 1 !J}. (Si dos elementos, ;r, ll E U mnn,Jnrnn ni 1 l'll In mistnn 

lr.1.rn x 1 rntnnres xu-• fijnrín n :r y i:;crín. clcmc11l.o ele nlg11nri c1f• lns rn¡,ins <le Q ro11tc11idi1s 

en 11 ). Pnest.o que Q es l'<•gu1nr, rs clnro qnr si conjugo rl qtu• mnndn el 1 n y ron 1•1 

clr.mcnto de Q filie mnnda y f'll r., ohlcngo el clcmcnlo que mnnrln d 1 en .r.. 
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De nmucrn que todos lns elementos de U son conj11gndos uno del otro lmjo Q, y por lo 

f.nnt.o U no puede Rcr el r.íclico de onfon 9, y debe set· clrmr.ntn] 11hrlinno. 

o 
De r.sf.n informnción pmlcmrn~ C"omd.ruír n H, 1í11ko snl\'o isomorfüm10s. U f•slií grnrrnclo 

por 
"= (1,2,3)(4,5,6)(7,8,9)(10)(11) 

11 = (1,4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9)(10)( 11) 

Y // = Q · U, con Q d grupo de cunlr.rnios tinelo por 

n = (1)(2,4,3, 7)(5,6,9,8)(10)(11) 

,, = (1)(2,5,3,9)(4,8, 7,6)(10)(11) 

con n1 = /,l = (2,3)(4, 7)(5,9)(G,8)(1)(10)(11). 

Es' fñcil vcrificnr c¡uc el grupo JI 1•11 rfoclo C'S 11ítidnnlf'nl.c 2-t.rnnsilivo. Utiliznmlo los 

Tcorcmns ele llolyokc y \Vif.f,, p()(lr.mns nhorn construir cxfcnsicírlt's trnnsit.h·ns 1lt! lI linsln 

llcgnr ni grupo G. 

Iclcmtifirnmlo n lns letrn.<1 2, 1, 10, 11 <'011 lns O, 1, 2, 3 de In notnci1)11 de Holynkr, lr.m•mns 

que Go = {lo] 1 G1 = Q, y G2 = 11, c111c es el '(lle <111r.rcmm; cxf.cncl<'r. 

El suhgmpo /( que fijn ni 11 rsf.nró g1~nr.rndo1 por d Tc•nrcmn de llolyok1~, por JI y 1111 

clcmr.nto n~r) rJnc fijn ni 2 y ni 11, e inlrrcnmhin 1 y 10. Por Jo tnnlo scrñ un dcmrnt.o de 

orclf'n 2, y yn que tocio clcmcnlo de unlrn 2 es conjugndo, sr. trntn de nn ronjugndo dr• n2 • 

Llnrncmos x n dicho clr.mr~uto. Pnrn r1t1t· prnrl11un 1111n cxfrnsif'in lrnnsilh·n r.s 11crrsnrin 

y sufidculr. c111r. nornmlirc n Q (r•l cm111dndn del t.corC'mn pi<lr c¡11c x(Jx = Q, iwro pnr 

:;;r.r ,T. de orcfon dos <'Rto cq11ivnlr. n normnfümrln), y c111c 11111lt.ip1ir.mlo por d rlrmenlo rlc 

// <J11C inf.c•rcnmhin 1 y 2, dcvmlo ni cuho sen dr.mr.nlo de G 0 (i.c., sen de orrlr.n 3). El 

clctnr.nto d1~ 11 que inl.pn·nmhin 1 y 2 es y = (1, 2)(0, 9)(4, 8)(5, 7), In runl se pucrlc \'<•rHknr 

comd.r11y<'11do 11. 

Yn <111c Q = (n, 1'), con 

" = ( l )(2, 4, 3, 7)(5, 6, !), 8)(10)(11) 

,, = (1)(2,5,3,9)(4,8, 7,6)(10)(11) 
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x elche fijnr ni 3, pues dchc mnndnr :r.2 en sí mismo y dchc fijnr nl 2. De mnncrn que 

X= (2)(3)( 11)(1, JO)-•• 

Lns 1inicns posil1ilidndcs ¡rnrn ;r- serón pues: 

XJ = (2)(3)(11)(1, IO)(·l,5)(7, 0)(6, 8) 

:r2 = (2)(3)(11)(1, 10)(4,6)(7, 8)(5, O) 

:r3 = (2)(3)(11)(1, 10)(4, 7)(5,6)(0,8) 

X•= (2)(3)(11)(1, 10)(4,8)(7,6)(5,0) 

"• = (2)(3)(11)(1, !0)(4,0)(5, 7)(6,8) 

Adcmñ.i;, ncljunt,nr .r. n JI no dd1f' prorl11cir 1111 rlt•mrnlo que fijen 4 o 11uís lct.rns y no st•n. 

In idcntidnd. 

Tenemos que ux4 = (1, 10,2, 3)(4, 9,G,8, 5, 7), y por Jo t.nnto (tu:'4 )1 fljn n 4 lclrns sin ser In 

idcntidnd, de mnncrn que .r.4 q11cclnf11crn. Anñlognmrnlc, uxs = (l, 10,2, 3)(4, 7,6, O, 51 8) 1 

lo cunl clC"jn. fncrn tnmbién n .r5 de ]ns considernrioiws. 

El elemento (4,5,0)(7,9,8) mnndn hnjn r:nnj11,e;nci1ín n /1 ru sí mismo, y mnn<ln n XJ 

en :r3 1 :r.3 en x 2 , y x 2 en ;r1 ¡ d(! rnnncrn qm• ng1rgnr ct1nlc111icrn de dios rlnrín l11gnr 

n cxt.cnsioncs trnnsitivns isomoríns. Vcnums <JIU! en efecto ngrcgnr :r.1 c1n J11gnr n 1111n 

extensión hmmorfn. 

TEOREMA 4.10 

/( = (JI, x.) es mm extensión l.rnnsif hn <le Il, 

Dr.mn.,tración: Por construc:cic'1n l1~11cmns qnc :r1 Qx1 = Q. De mnncrn que el primer 

requisito sr. sntisfnce. Aclcmñs, tomnndo .r1 y tcn~mos qnc 

(x,y)' = (< 1, !0)(4,5)(7, o)(0,8)( 1,2)(6,9)(4, 8)(5, 1¡)' 
= ((1, 2, 10)(3)(4, 6, 7)(5, O, 8) )' 

=Ir; 

de mnncrn. 'J11C IM dmJ ~nnclicionr.R riel Tcon•ntn 3.4 se sntisfn<'fm y /l = (H,:ri) es mm 

cxttmsión trrmsitivn de 11. 

o 
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COROLARIO 4.11 

Ilnbrñ n lo mñs <los extensiones trnnsilivns ele /( n 1111 grupo 4- transitivo, y n lo mrís mm. 

n un grupo 5-trnmiitivo. 

Dr.mo.<tlmción: Se sigue clcl Corolnrio 3.G, i.c. de np1icncioncs sttccsivn."I dd T<:ol'("lllR de 

Holyokc. 

D 
Consideremos nhol'n n /( 1 h\ cxtcnsit'm de 11 pnr x 1 1 como r.I s11hgntpo .clr. G q11c fija nl 

11. I\ es un grupo níticlnmcnt.r. 3- trnnsit.ivo1 y G se ohlcudrñ como unn cxtr.n~i('m de f( 

ngrcgnndo un elemento de orclcn 2 (y por lo tnnto cnnj11p;ndo de a2 ) nc1ccnndo. 

Nur.vnnumtc rc1111n1crcu1os n 2, 101 11 J 1 con10 O, 11 21 :1 r.n In notnci1i11 11c llolyok1~1 i<lcnt.i­

ficnndo G0 = {la] 1 G 1 = Q (<·1 suhf!;rnpo qt1r> fijn ni 1, 10, l 1 ), y G 2 el s11hgrnpo lle /( 

que fijn 1 y 11 (y por lo tnnto el conjngndo de ll JJOr un f'l('ll1('1tlo que mnndc 10 cu 1, por 

cjl'mplo X1) y por 1Ht.i1110 G3 = /(. 

Ln cxt('nsi1in de !\ n G cslnrñ dncli\ por un ('lcnwnto de orden clos que normnlir.c n 

Xt JI :r 1 1 intcrcnmbic 1 y 11, y fije n 2 y 10. Adr111ñ.q 1 elche normnlizm· n Q, pues Q fijn el 

11 10,11, y este clcmcnt.o mnmln estos rn si mismos. De mnnrrn que t.encmos tíuicnmcntc 

5 posibilidndcR de rlrmrnt.01 c¡nr. :mn 

y, = (2)(3)(10)(1, 11)(4,&)(0,8)(7,0) 

y,= (2)(3)(10)(1, 11)(4,0)(&,0)(7,8) 

"' = (2)(3)(10)(1, 11)(4, 7)(5,0)(8,0) 

y,= (2)(3)(10)(1, 11)(4,8)(5;0)(7,0) 

Y•= (2)(3)(10)(1, 11)(4,0)(&, 7)(0,8) 

Agregnr unn tnl y n /{ no dd>c producir un demento ,1if:1lintn ele In idcntidml qne fije al 

menmi n cunlro ldrn::1. Pero tenemos que 11114 = (1, 11, 21 3)(4, 91 61 81 51 7) 1 que n In cunrln 

dn lugnr a. un elemento que fijn n r.untro lclrns y no es In h1l'11tid:ul. De cstn mnn<'rn 

dcscchnmos n Y-t· Anñlognmrntc, y yn que lllJr. = {l 1 11,2,3){4,71 G1 9 1 fi 1 8) 1 pmlcmns 

dcscclmr n yr,. Por 1íttimo1 yn que x1 y¡ = (J, 11, 10) 1 poch~mos flcRcclmr tnmhién n 111. 

Esto nos drjn t'micnmentc n u2 y n !J:i. 
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El clt?mculo (4 1 9)(5; 7)(0 1 8) normnlizn n K y mnmln Y2 en YJ 1 de mnncrn q11c ndjunt.nr 

cunlq11icrn de ellos me clnrin uun cxtc-nsi<in i:mmorfn. 

TEOREMA 4.12 

G == (l\1 Y2) es nnn. cxt<'nsicln trnnsiti\'n. de K. 

Dr.mn1tradón: Se requiere que y2 nnrmnlicc n :r. 111:r 11 y multiplirnrlo por el Plcmcnto de 

orden 2 que iutcrcnmbin 1 y 1 O cié nn demento <1c orden 3. 

Tenemos <¡ue :.r.1ll:r1 = (:r1<1xi.:r1l1:r.1i:r1ux1.x1uxi). PucRf.o que :r1 rwrmnlizn n Q, 

X1 n:r.1 = n y :r.1 l1x1 =h. Adcm1t~ 1 

,,,.,,., = (10,2,3)(5,4,8)(0,6, 7) 

:r1t"T1 = (10,5,0)(2,4,6)(3,8,7) 

Dmitnrñ. chccnr qnc u2.r.1UX1Y2 = :r1u:r.1 y Y23"111:r1y2 = X11'.l'J l pues por ('{)l)f.rucdr)n Y2 

n~rmnlizn. n. Q. Y t.enf!mos r¡uc en drdo 

Y2(lO, 2, 3)(5, 4, 8)(0, 6, 7)y2 = (10, 2, 3)(5, 4, 8)(0, 6, 7) 

1/2(lll, 5, 0)(2, 4, 6)(3, 8, 7)y, = (10, 5, 0)(2, 4, 6)(3, 8, 7) 

de mnncrn r¡ttc Y2 sntisfnrc In primr.rn condicMn del Tcorcmn 3A. 

Por tíllimo, tenemos que 

Y2X1 = (1, 11)( 1, 6)(5, 0)(7, 8)(1, 10)(4, 5)(7, 0)(6, 8) = (1, 10, 11)(2)(3)(1, 0, 8)(5, 6, i) 

un demento ele orden 3, y por lo tnnto se snt.if'fnr.e In. ficgundn r.onrlirión del Trormnn 3.4, 

vcrificnn<lo qnc ngn!gnr Y2 produce mm cxtcnsit'm trnnsitivn G de K. 

o 
COROLARIO 4.13 

Cunlqnicr grnpo nítidnmcnte 4-trnmiiUvo en 11 lctrns será isomorfo n G. 

Dcmn.drar.iñn: Ln r.'onRt.rucción que hcmm1 rcn1izndo dctr.rmiuó snh-o isomorfismos n Q y n 

H, Adc1111í::i 1 lns obsunnrionc!s que :;e hnn hecho, y el Tcorcmn de Holyokc1 nns gnrnntbmn 

In. 11nicidnd hn:;ln. isomorfismo de G 1 dcmostrnmlosc el l'<'fi111tndo. 

o 
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COROLARIO 4.14 

Existe n lo mñs unn posible extensión <le G a un grupo nílidnmcntc 5-trnn::;itivo r.n 12 

fotrn.q. 

El grupo G que hr.mos construido se llrunn el Grupo de Mnthieu de grndo 11 1 y ::;e 

suele clcnot.nr por AJ u. 

TEOREMA 4.15 

Un grupo nít.Mnmcntc 4--t.rnnsit.h·o tlr.hc ser 84, Ss, As, o iso11101ío n /1111. 

PctIBcmos nhoni en Af11 como 1111 stthgrupo de S12, donde todo clcmcnf.o fijn nl 121 y 

huscnrcmos dnr In extensión lrnnsit.ivn n un grupo níthlnmr11tc 5-t.rnm:itivo. ldrntificnnr1o 

nh?rnn 21 10, 11, 1, 12 con O, 1, 21 31 4 en In nntnciÓn ele! llolyokc, tenemos que Go = {1M11 } 1 

G1 = Q, G2 = x1ll:r1 1 G3 = u2/\y2 1 y G4 = .A./11. Ln extensión trnnsitivn In dnrñ. 

un elemento ele nrdmt <los que intcrcnmhic 1 con 121 y fije n 2, 10, ll. Adcrmis1 debe 

normnlhmr n u2 l\ Y2 = (Y2 ll v2 1 v2:r1 Y2), y ni mult.ip1icnrlo por 1111 clcmr.nlo <¡t1e int.crcnmhic 

1 con 11 (pnr ejemplo Y2) elche dnr un elemento dr. orden 3. Puciil o que ndr.miís mnncln el 

{1, 10, 11, 12} c11 sí mhm10, debe normntiznr a Q. TcnPn!os p11cs tíuicnmcnlr. 5 prniibliclnclcs: 

,, = (2)(3)(10)(11)(1, 12)(4,5)(6,8)(7,0) 

z, = (2)(3)(10)(11)(1, 12)(4,G)(G,8)(7,0) 

z, = (2)(3)(10)(11)(1, 12)(4, 7)(5,G)(S,O) 

z, = (2)(3)(10)(11)(l,12)(4, 8)(5, 9)(7, G) 

:, = (2)(3)(10)(11)(1, 12)(4,0)(5, 7)(G,8) 

Acljunt.nr 1n z nclccundn un debe proclucir clcmc11tos distintos de? In ic1c11tidnd q11c fijen n 5 

o mR.-1 lctrn.q, 

Tenemos que z1x1 = (1 1 12)(1110) = (1, 10112) que fijn mñ.q (le cinco lctrns, tic numcrn 

que podemos desechar z1. AmHognincnt.c1 y yn.qnc Z2!/2 = (1,12)(1 1 11) = (1,11,12), 
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po<l<'mos hnccr n un Indo z2 • Tenemos ndcmñN qnc 

ttZ4 = (1, 2, 3)(4,5, 0)(7, 8, 0)(1, 12)(4, 8)(5, 0)(7, O) 

= (1, 12, 2, 3)(4, !J, O, 8, 5, 7)( 11!)( 11) 

uzo= (1,2,3)(4,5,0)(7,8,0)(1, 12)(4,0)(5, 7)(0,8) 

= (1, 12,2,3)(4, 7,0,!J,5,8)(10)(11) 

y nmhos c1cvnclos n In cunrtn potcndn fijnn mñs ele 5 cl1mw11f.os sin se1• In iflentidncl. De 

mnncrn que In tinicn pm1ibilidnd de <!xt.cn!'lióu In <lñ .::1. 

TEOREMA 4.16 

.1'112 :::: (A/11, za) es nnn extrusión lrmtHÍt.i\'n ele 1'111. 

Demo.dración: Tcnemo::i qu<' elche nnrmnliznr n u2l\Y2, y m11ltiplicnclo por Y2 <Ir.be dnr 

un f'lcmcnlo de orden tres. 

Puesto que Y2 y za nrnlms normnliznn n Q1 lmstn vc1ificnr qttc .:3y211y2.:3 E v2I\111 

Z3Y2''Y2Z3 E u2f\.Y2. Notemos primero que 

y,uy2 = (11,2,3)(0,!J,4)(8,7,5) 

yzvy, = (11,0,8)(2,0, 7)(3,4,5) 

y que Y2UVU2 :::: (11, O, 5)(21 41 8)(31 G, 7). Tcnrmos nhorn que 

z3 112u112z3 = (11,2,3)(5,8, 7)(0,4,0) 

= Yl"Y2 

z,y,vy,z, = (11,5,0)(2,8,4)(3, 7,0) 

=(1121wy2)-t 

por lo que z3 normnlizn. n y2/\y2, \'erificnnclnsc In primera condición del Teorema 3.4. 

Pnrn lcrminnr, tenemos que 

y,z, = (1, 11)(4, 0)(5, 0)(7, 8)(1, 12)(4, 7)(5, 0)(8, O) 

= (1, 12, 11)(2)( 3)( 4, 8, 5)(0, O, 7) 
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ele orclcn tres, tcrminR.ndo In cl<;mostrncicl11. 

o 
El grupo M12 que ncnhnmos de construir rccih~ el nornhrc ele Gru¡Jo de Mathicn de 

grado 12. Tenemos, con esto y In clru;ifkndcln ele los grupo níl.idnmc~nt.c 4-trnnsitivm~, el 

siguiente rcsultmlo: 

TEOREMA 4.17 

Lo.CJ tÍnicos grupos níthlnmentc 5-trnnsil ivos son 55 , Sn 1 A1, y AJ1 'l • 

Dcmo~tracicfn: El csl.nhiliznclnr de mm lr.trn en un grupo nitidmnenlc! 5 t.rnm1itivo es un 

grupo nílidnmenlc 4 trnnsit.ivo, que debe f!CT s .. 1 Sr. 1 Ao, o /\111 • Por In que el gr11po 

dnrlo debe nctunr en 51 G, 7, ó 12 lcLrus. En los tres primeros cn~oi:;, el or«kn del grupo nos 

da In igunldncl con s!\, So 1 y A1 l"CApcct.ivnmrnt.r.. En d tí1t.imo cnso, 1.cncmoR que qttr.cln 

dctcrminnclo ele mnnr.rn 1inicn llOr c1uil cn¡,in isomorín de Af11 se lrnt.c. Ln cxt.cnsión lr,nclrrt 

que ser por 11nn. pcrnnttnción isomorfo n z.1, con el mis1110 i:;omorfh~1nn qtu~ det.crmi1111. In. 

copia, y será por lo tnnt.o isomorín n Af11. 

o 
COROLARIO 4.18 

El tinico grupo nít.iclnmr.ntc 5-lrnu::;itivn 110 t.ri"inl cR Af12, snlvo i:r-ommftstnofi. E1 t'tuiro 

grupo nílic1nmcnt.c 4-trnmiiti\'o nn tdvinl CM ft./11 , :;nh-o hinmorfismnR, 

COROLARIO 4.19 

Los \micos grupos n{tidnmr.nf.c k-lrnm;Íti\'os 1 con k ~ ú son los l.rivinlcs, esto es, los 

sim6tricos y nltcrnnntc corrr.spnndiculcs. 

Dcmo . .tración: Un grupo níti<lnmcntc A·-trnm;;if.Í\'o que no srn nlternnntr. ni simétrico 

dnrá lugar n. un grupo isomorfo n Af l'2 n1 hnjnrlc ln t.rnnsitivitlml com1idcrmulo snhgrnpus 

que fijnn divcnmR letrns. Sin c1nhnrgo1 yn tenrmos c111r. /l-!11 no sr. puede extender como 

consccucncin del Teorema de llolyokc, pues In. cxt.cnsión de f\.f11 n ll/12 es 1inicn. De 

mnucrn que dicho grupo 110 pm~dc existir, purs scrín mm cxl.cusic.ln t.rnnsit.ivn de llf12. 

o 
Además, hemos ohtcnido In. siguicnlc i11ínrn11\dc"'>11 m>hrc li/12. 
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TEOREMA 4.20 

Af12 es 1111 suhgrupo clcl gmpo nlt.ernnnt.c A12. 

Dcmnjfraciñn: .M12 RC nht.uvo como extensiones s11ccsivns del grupo H. JI fue dndo 

cxplícitnmcntc por gcncrn1lorr¡:¡1 todos ellos pcrm11tnci011cs pnres. De mnncrn q11c 11 < A1 2 • 

Tenemos pues r111c A/12 = (ll,x 1,u2,::1), lm1 trrs pcrnmtncioncs :r1 1 1f7 1 Z3 son pnrcs. De 

mnncrn. qnc Af12 es 1111 grupo gcnr.rndo por pr.rmntncionrs pnrc::1, y pm· lo lnnt.o es 1111 

snhgnipn del nlt.crunntc corrcspondicnt.c. En este cnso;dc A12· 

o 
TEOREMA 4.21 

Si a E Ji../12 es de orden 2 y fijn ni mr.nns unn lctrn, cntoncrs fijn. n cuntro lctrns. 

Dcmo.dración: Sen n E Ji/12 • S11pongnmos que fijn n In lclrn i. Entonces n l'stñ en rl 

efl:tnhilbmdor ele i en li/12. Dicho cstnhiliznc.lor es isomorfo n 1'/11 1 pues cs 11íti1lnnwnle 

4 ·lrnm;ilivo en 11 lctrns. Pero en A/11 todo elemento de orden 2 fijn f.rcs lctrns. De mnncrn 

que n fijn n tres l<?trns (nrleni;lR cl1~ i ). Entonces n fijn. n cnnlro lel.rns. 

o 
TEOREMA 4.22 

Si n E A/12 fijn exnclnt11<'11t.c l.r<'S lct.rns, cntonrcs es ele orden tres. 

Dcmo.•tmr.ión: Sen a E /1/12 que fije tres letras, clignmos i,j1 k. Enlonrcs estñ cn11lr.nicloc11 

el r.Rt.nhilizndor de i en li/12 , qm! es 1111n copin. isomorfa ele Jl/11 , y rstnni en el cslnhiliznclor 

de 2 lr.f.rm1 en eRc Af11. Ese grupo es ele orden 72, y es isomorfo ni grupo JI que ::;e <:omd.ruyó 

nrribn (i.e. el grupo dí! r,11nf.C'r11ios por 1111 elemcnt.nl nhclinno ele arelen D). Por lo lnnto 

n es ele orden 21 4 il 3. No puede ser ele onleu 21 pncs nn clcml'nlo <le ordC'n dos que 

fijn nl nu•nmt unn )cf,rn. en li/12 fijn n cuntro. No ¡mc<lr. ser ele orden 4, pues cnlnnccf: su 

cundrndo scrín ele orden 2 y <lehcrín fijn cuntro lctrns. (Sn estructura como demento de 

orden cunt.ro tcndrín c¡nr. ser 1111 producto <le dos 4·dclmt, por pcrlcnrccr n ln cnpin ele Q 

en JI). Concluimos c111e Jlf!rl.cnccc ni dr.mcnt.nl nhclinno ele orden !J, y por In l.nnlo e::; ele 

orden 3. 

D 
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En esta cnpitulo rcnliznrcmoR Jn. cmrnlrucción tic Rohnnn cid grupo Af12, rluc lwmos yn 

cnrncl~rizndo como el tínico grupo u{tidnmcntc 5-trnnf>ifh·o no tl'i\'inl. Ln cou!=lf.rncci<in !-Ir 

hncc como cxlcnsioncR trnnsilivns imrri:1ivn .. <1 del gn1po lincnl Sl1(9). El proc1~sn rcnlizn<lu 

por Rotmnn es nnñlogo nl dndo por \Vit.t en su nrt.frnlo Dir. 5-/nch tran.1ít.iur.n. Gruppr.n 

von .Alathir.111 publicndo en HJ38. 

Primero clnrcmm1 nlgunns definiciones y proposicionrs urr-rsnrinR pnrn In cldinidonrs del 

grupo Sli(9). 

CG( q) rcprcscntnrñ. el cnmpo de Gnlois <le orden q, donc1c q <'R unn potcncin de un nt'nucro 

primo. 

Au,t(q) represento el grupo de nutmnnrfismos de cnmpo rlc CG(q} 1 con In composición. 

Sen. V un C'Rpncio vcdnrinl sohrr. un cnmpo 1\. Dcfinimoo nnn rclnción de cq11ivnlc11dn r•n 

v· = ,, - {O}' chulo por X - y <=> 3,\ E /( tnl qnc X = ).,y. Si :r E v·' <lr.not nrcmos In 

clnsc <le x por i:rJ. 

DEFINICIÓN 

Sen \! un cspnrin vcctorinl snhre l\ dr. dimensión n' + 1. El cn11j1111l.o cocirntc 

P(I') = {(x] ¡,.E I''} 

se llnmn d espacio prnycclivo n- climcnRinnnl (sobre I<) y se <lic·c r¡uc licnr dimrn~itln 

(proycctim) n. 

Si V es <le dimensión n + 1, se escribirá. simplemente P"(l\). Si l\ = CG(q), sr csrrihirñ 

simplemente P"(q). 

El cspncio proyectivo l-rli111c•11Rimrnl :mbrod cnmpo /(se puede rcprc¡:;l•Jltnr C'olllo r.l cn111¡10 

/\. ncljunhimlolr. 1111 nuevo punto 00 1 c¡nr. es In inuígcn clr In rrctn (O,x) hnjo In proyecd1in 

cnnónicn. Toclns IM clcmñ.c:¡, ni rr.prc~nt.nrlns en In formn (1,y) vnn n. dnr ni drmcnlo 

y E/(. 
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DEFINICIÓN 

Sen. /( un cnmpo y a E Aut(/\
0

). Unn trn11sfo1111nción semilinenl írnccimrnrin. es ttnn 

funciém /:KU {oo}-+ /(U {oo} ele In formn 

/(,\) = a11(A) +b, 
c'7(A)+ d · 

con ncl-hc f- O; si e= O, entonces /(oo) = oo. Si e f- 0 1 entonces se define J(oo):::: ac-1. 

Si a es Jn. idcnlidncl 1 f se llnnm mm trnnsfonnncióu lincnl frncciunnrin.. 

DEFINICIÓN 

Todas lns trnnsformncioncs scmilinr.nlcH frnccinnarins formnu 1111 grupo con ln compoHici/1111 

que se clcnotn. por rLF(l\)¡ to<ln.c; lns trnnsfnnnnrionc . ., lincnlcs frncciounrin.c; forman 1111 

subgmpo <le rLF(K), denolmlo pnr LF(K). Si [( = CG(q), se e•crihin\ rLF(q) en VC?. 

de fLF(K), y LF(q) en vez <le LF(K). 

Si lt E rLF(q), entonces lt(,\) = (nu(,\H-1>)/(ca(.\)+cl) ron" E ..\ul(CG(q)), y con 

ad-be#- O. Multiplicnr d numcrnclor y d clr.nomimulnr por ¡1 E CG(qt no nfocln /1 1 pero 

cnmhin. el 11<lcl.r.l'minnntn" n ¡i2(nrl - be), Si q es polcncin. de 21 todo elemento en CC?(fJ) 

es un cundrndo¡ pero si q es potcnr.in <le 1111 primo impnr, y dr11ot.n11u1~ pnr n 1111 clrmc11t.o 

primiti\'o de CG(q), entonces los cnnclrndos 110 <'1~ro íonna11 un s11bg111po de Ítulicc dos 

en CG(qr 1 n snhcr (n"Z). En rstr. cnsn1 lirm• senf.ido prcgnntnrsc RÍ dct(h) r!'I o 110 es un 

cundrndo. 

El segundo i11grcclic11t.c en ln. clcfiniricín de S/1(q) es un nutomorfismo de! CG(q) de orclcn 

2. Es íñcil ver que dichn u existe y es t'micn cnnncln q = ]1111 , y cu ese cmm u(,\) = .. \11", 

DEFINICIÓN 

Sen q = 111" 1 con JI nn primo impnr1 y s1·n f1 E A11l(CG(11)) (Ir. orden 2 (i.c., u(,.\)= ,\P" ). 

Definimos Sh(q) como r.l suhconjm1t.n A UD de rLF(q), donde 

{ 
n,\ +11 1 } A = h: ,\ ,_ e,\+ el ml - lic es un. cunclrndo 

y 

D = {11: >. H ;;r~]: :; 1 atl - be no es un cttncll"n<lo}. 

PROPOSICIÓN 5.1 

Sh(q) es un suhgmpo de rLF(q). 
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Dcrnn.'ltración: Ln. composici<in en A c.~ ccrrmln, pues si 

a.\+b 
g= c.\+d 

h = ,,,\+fJ 
-r.\+6 

con ad - 11-c y oli - -"YP cnnürnclos, entonces 

y ndctnñs 

(
a.\+ h) 

h o g(.\) = h c.\+ d 

(\' (!!!i!) + fJ _ c.\+d 

- -r(~) +6 

_ (na+ /Je).\+ (tlh + /Jd) 
- (1a + 6c)6 + (lry + 6cl) 

(an + /lc)(/1¡ + 6cl) - (ni>+ /!cl)(¡a + 6r} = oa/1¡ + naM + (Jc/1¡ + {Jcfirl + 

- (ob¡a + nl>6c + flcli« + {1d6c) 

= aaficl + l>c{J¡ - bwfi - acl{l-y 

= (wl - l>c)(ofi - [l¡). 

que es producto de cun<lrndo:;;, y por lo tnntn cnndnulo. De numero. qnc Jl o A e Ji. 

Anñlognmcnt.c tenemos que In composici<>n de clcmcnt.os de JJ <In un clcmcnt.o dr. A, pues 

si g, li E D 1 tcncmm1 qnr. 

g = au(.\) +h 
cu(.\)+cl 

h= oa(.\)+{l 
-ra(.\)+6 



46 Co11Rh1tcdón y Propicdad<'~'I d<'I grupo M 12 

con nd - be y nh - -yh nmhos no c11nclrndos1 tenemos que 

(
aup)+b) 

h 0 9(.\) =Ir. cu(.\)+ d 

(••!>!+•) a - na t:11(.\J+rf +11 
- ( .. lf>+!) + ó 1" rw( J+ 

( •l•)A+•lsl) a 
_ O n(c).\+11( ) + P 

- (~>+•C!l) ó "Y 11(i:).\+11(d) + 
nu(a),\ + nu(b) + {la(c).\ + {Jn(cl) 

-ya(a).\ + -ya(h) + a(c)ó.\ + n(d)ó 

(M(a) + {3<1(c)).\ + (aa(b) +{Ja(</)) 
= (-yn(a) +fo( e)).\+ ('Yu(/1) + óa(d))' 

DMtn ver qnc el dct.crminnntc c::i un cmulrnclo. Pero lo CR1 pues 

(aa(n) + (Ja(c)) (-yu(h) + ón(d)) - (u<7(b) + (Ju(d)) (-yu(a) + óu(c)) = 

= nu(n)¡u(b) + ou(a)óu(d) + {la(c)¡<7(/1) + {lóu(c)n(d)+ 

- (oa(ahu(/1) + 0<1(/1)óo(c) + /la(d)'Y<7(a) + {l<'(c)óo(c)) = 

= na(a)fo(d) + {3<7(c)¡a(/1) - (na(b)ó<7(c) + {Jo(d)-¡a(a}) = (nó - {1-y)a(ml - be). 

Como a es 1111 nntoruorfismo, mnmln cundrnrlns rn cunclrnclos (pues el suhgmpo de los 

cundrndos es normnl y de índice dos), y por lo tnnto mnncln no cunclr:ulos en 110 cundrn1los. 

De mnncrl\ que lo de nrrihn es un producto de elementos de {o, n 3 
1 ••• , n"} , y es por )o 

tnnto un cnnclrndo. De mnncrn qnc Do D C A. 

Si g E D y /1 E A 1 entonces tenemos que 

9 
=no(.\) - h 

C'7(.\)-d 

li= n.\-{I 
-y,\-ó 

con ad - be no un cuntlrnclo, y nh - P; un cundrnclo. Unciendo lm1 ciilculos, se oht.icnc 

que 
h 

0 
(.\) = (on +{le),,(,\)+ (nb + ¡1<1) 

9 ('Ya+ óc)u(.\) + ('yb + ód) 
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y <1uc el dclcrminaulc CA igunl n (mi - bc)(o6 - {1-y), r¡11e no es un cnndrmlo. De mntH!l'll 

•111e AoD CD. 

Por tHtimo, se ohlienc 1¡11c1 cnu In. misnm nolnciAn de nnihn, 

0 
li(.\) = (aa(o) + ba(-¡))11(.\) + (a<'(/1) + ba(6)) 

11 (ca( o)+ tla('y))a(.\) + (ca(¡J) + tln(6)) 

y qttr. el dclerminnulc vnlc (mi - be)• r.r(o6 - -y{J}. que es el procludn rlr 1111 no cmulrndo 

por un cundrnclo, y por In lnnt.o no un cnndrndn. De mnncm qnc Do A e D, y tenemos 

r¡uc es ccrrndo hn.jo In opC'rnritm. 

Se vcrifir.n f1idlmcntc <111c el in,·crso el" 9 =(a.\+ b)/(r.\ + d) e A es (o.\+ /3)/('y.\ + 6) 

con 
" __ d_. 

- ml-f1r.' 
{1-~· -e Ó=-ª-

- ml-bc' ")'= ml-'1ci ml-bc 

y t't6 - P-r = 1 que es 1111 cunclrndo. Y un iiwcrno de 1111 elemento ele n rs igunl, prro con 

u(o), a({l),a('y), u(6). De mnncrn <(llC Sli(q) es 1111 grupo. 

o 
PROPOSICIÓN 5.2 

A es un suhgmpo dn S/1(q), ele ínclic<! 2, y n pi; In ot.rn dnsc lnt.rrnl r•11 Slr(q) respecto de 

A. 

Dcmn.drar:iñn: Como Hf' vh) en In dcmostrnción del nnt.crinr, A o A e A t de mntwrn f)lH! 

A es un snhgrnpo de Sh(q). Ln otm dnsc lnf.crnl respecto de A es n 1 pues 1111cvnmcntr. 

hemos visto que Do D e A 1 y por lo t.nnt.o <loR rlrmrntos dr. n siempre r.stñn ell In mismn 

clnsc lnlcrnl (y pncid.n qnr. D o A, A o D e D lo!{ elementos de A y los de D no cst.ñn en 

In mismn dnsc lntcrnl). Purst.o qnc esto cubre t.mlo Sh(q), el ínrlice de A elche ser clos. 

o 
Ln._~ lctrns 11 Sh 11 nhrr.vinn ".•lrnrp Jt' nílido. Esto sr. npredn en C'I signit•ut.e t.rorr.mn: 

TEOREMA5.3 

Si p r.s un primo impnr,y q = 7>2", cnt.onrcs P 1(q) C'S 1111 S/1(q)-co11j1111to fil!) y nítidmnr.nlc 

3·-trnnRitivo. 
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Dr.mo~draciñn: Sen /( = CG(q), e iclcntifiqurmos nucvnmc11t.c n P 1(q) con /\U {oo}. 

En primer l11gnr1 In ncción es dnrnmcntc nít.idn, pues dos ch~mcnt.os de Sh(q) c¡nc nct1ínn 

idéntico en /(U { oo) dchcn Her el mismn (In nccUm en oo det.enninn el vnlor <le ac- 1 , y 

la ncción en O el vnlor de bd- 1 , etc.). 

Tenemos qnc Sh(q)00 = A00 U B001 doncle 

A== { li: .\ ,.._. n.\ + b 1 n E(/\')'} 

ll= = {li: .\ ,.._. nu(.I) + ¡, 1 rt i (/\')2
} 

Si n y b ::mn dos elementos distint.os de /\0 

1 con n f:. O 1 cnt.onrc:l nn pr.c111c1io ClÍlcnlo 

permite exhibir/¡ eS/1(q)= con /i(O)=l·y /i(l)=a. Asnhcr h=(rt-b).l+l•Ri (n-b) 

es un cunclrn<lo, y h = (n - b)a(.\) + b l'li (n - 11) 110 cintn cundrndn. De uuuu:~rn q11c G00 

ncl1in doblemente trnnsitivo en ](. Pero en cncln uno de A00 y Deo hny q opciones pnm 

h y Hq-1) opdoneR pnrn n, dr mnncrn qnc JS/i(q)00 I = q(q- 1), y In ncrhín de Gco en 

]( es nítidnmentc 2-trnnsiHm. 

Por t'1ltimo1 Sli(fl) ndlÍn trn11sit.ivn111f'11lc en /(U {oo}, pues~\..._.-! es clcmcnf.n ele Ge 

intcrcnmbin O con oo. Pucsl.o que ln nrdón ci:; lrnnsit.ivn 1 y el rst.abiliznclor de ttll punto 

es níticlnmcntc 2-trnnsitivo C'll d conjunto qm~ qucdn, tenemos que In nccicjn ele Sh(q) es 

11ít.idnmc11te 3-trnnsitivn en /\'U { oo}, como consecucncin del Corolnrio 2.B(v). 

o 
DEFINICIÓN 

Sh(O) fiC suele dcnot.nr por ll/10, y se llnmn d ~lo de ~1lnt.him1 ele gmdo 10. 

Veremos nhorn un poco :;ohrc la cst.rudurn ele J.110 , nnlcs clc! pnsnr n cxt.1md1!do tr:msili­

vnmcnlc. Jclcnt,ificnrcmos n CG(O) con el cnmpo 

{O, 1,-1,i, -i, 1+i,1- i,-1 + i 1 -l - i) 

con In sumn móclulo 3, y convcnirmlo c111r. i 2 = -1. Adcmrís, cl rlcmcnt.o primitivo o scró. 

idcntificndo con ( 1 + i). 

IntroducirC'mos nhorn un poco de uotnch'lll. 
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GL(n, q) dcnotn. el grupo mulliplicntivo ele lmi mntriccs no Hi11g11lnrcs ele n X n con cocfi· 

cientes en CG(q). 

Sc(n,q) dcnotn d grupo de f.mln:;; )ns mnt.riccs d1: n X n, r.srnlnrcs e iuvcrtiblcs (i.c. In 

idcntidnd por .\ E CG( q )" ). 

PGL(n,q) clcnot.n el grupo C"odcntc ~~'c<,~;:l · 
Se ¡mr.<lr. probnr que en gencrnl, P' (q) r.R 1111 PGL(2, q)-coujunto fiel y nít.irl;uncntc 3-

trnn~iti\.·o (vr.r Rotmnn, pp. 216). De hecho Rf! pul•dr. clcmostrnr r¡uc el grupo PGL(2,q) 

es isomorfo ni grupo LF(q) de lnR trnsformncioncs Jirwnl<'R frnr:rionnrins. · 

TEOREMA 5.4 

PGL(2, O) y Afio son dos grupos un isomorfos ele ord<'n 720, cncln 11110 dr. los 1·11nl<'s nd1ín 

nítidnmcntr. 3-trnnsitivo en P 1(9). 

Dcmo.•frar.ión: Con los rcsulf.ndos nntrriorcs, yn t.cncmos qnc r.ndn uno de los grupos ncttin 

en In. mnnr.rn dr-c;r.ritn en P 1(9) = I\ U {oo}. Es fñcil ver que 

PGL(2, 9)0.~ = {li: A,_. nA con n f O) 

tcnicntlo en curutn el i:mmorfiRmo r.on LF(!J). Estn grnpn f'R c1nrnmcnl.c isomorfo n 

CG(OY, <¡He es n su ve?. isomorfo n ZA; de hr.dm, un gcncrn<lor de I'GL(21 !J)o,oo es 

g:>. 1-+ cr.\, con o un clcmcnt.o primitivo de CG(!>). Si r(..\) = .\-1 , cutouccs res un 

elemento <le orden 2 de PGL(2, !>) 1 y tcnc111m1 c¡11e rgr = g- 1• Se sigue que (G0,c-o, r) es 

el grupo dilu!dico tic orden 10 y c¡uc c•::i 1111 2·S11hgrt1po d<! Sylow de l'GL(2, !>). 

ConRicl'-'remos nhorn. n Afio. Pttr.qto f(llC q = 32 , r.l nuf.omorfünno r7 es simplrmcnf.c 

a(,\)= ..\3 • Enton<'cs (J\fio)o,oo = Ao,oo U flfl,('O· Tenemos ndr~uuis <tt1c 

An,~ = {li: ,\ ,_, 11' A con n f O} 

y f)llC 

Do,oo = {h:>. .-.. a.\3 cr111 n no un cundrndo}. 

Tenemos ¡mes qur. éste es un grupo no nbclinno de o~clen 8 que srílo tiene un clcm{'nto 

de orden 2 (a snbcr ..\ .-.. n 1 ,\ E Ao,oo) y que por lo tnnto (A/1 0 ) 00 ,n ~ Q loR cunf.crnios. 



Yn que el grupo dihédriro no t.irmc s11bgmpm1 isomorfos n lm1 cuntcrnios, se sigue r¡ur. los 

2-s11hgrupm1 de Sylow ele PGL(2,0) y ele Afio no son isomnríns, y por íuerzn PGL(2,9) 

no es isomorfo n Afio, 

D 

PROPOSICIÓN 5.5 

Un 3·suhgrupo de Sylow ele A/rn es clcrncntnl nbdinno de orden 9. 

Demo.drnr.ión: Puesto qne IA/10 1 = 10 • D · 8 = 720, un 3·fmhgmpo ele Sylow será de 

orden 9. Ptrnsto que d orden es el ctmdrnclo <Ir. 1111 primo, ucrcsnrinmcntc srní nhdinno. 

Construiremos un 3·snhgrnpo dr. Sylow de Af10 , <1cmostrnndo a.o;Í In proposici<in. 

Sen S = {.\ H ,\ + b 1 b E CG(O)}. Si g(.I) = ,\ + n y /¡(,\) = ,\ + b son elcrnc11lo• de 

S, ent.onccs g/1- 1p..) =9(>.-!1) = ,\-b+n = >.+(a-11) ES, clcmnncrnqnc Ses un 

suhgn1po de Afio. Por tener onlcn O, será un 3-snhgntpo <le Sylow ele 11/10 , 

Por último, rcr.ordnmlo que In cnrnctcrísticn de CG(O) cs 31 tenemos que Vg E S 1 si 

g(.\) = ,\ + b, g'(.\) = ,\ + Jb =.\,de m1111crn r¡ue g' = lar-c•>uc~l, y S t·s cle11w11tnl 

nlmlinno. 

D 

PROPOSICIÓN 5.6 

(A.f10)00 es un grupo de orden 72, con un 3-suhgrupo de Sylow qnc es normn1. Dr. hecho, 

(.1\110)00 es un produdo scmidircclo de Z:i X ZJ por Q (los cuntcrnios). 

Dcrno.~trru:i&n: Los clcmrntos dr. (Afrn)oo tienen In formn /(>..)==~,o g(,\) = ~. 

De hecho, nmltiplicnndo por ,¡-l nrdhn. y nhnjo, podcmm1 R11)Jflllrr flÍn pérclitln 1h• gf•11rr­

nlidnd1 que los clc111c11tos son simphmwntc de In íormn /P.)= o.\+ 11, o g(..\) = n .. V' + b. 

Pnrn d primf'r cnso, hny 4 mnnerns de elegir n n (los 4 cnndrndos de CG(9) ), y Q <Je cl<!gÍr 

n In 11. Lo mi!:11110 pnrn el scgmulo cnso, de mnn<'rn que l(1'f1o)('Cll = 3G + 36::::: 72. (Ot.rn 

mnncrn: puesto que },fio es nítidnmcntc 3 trnm;itivo en 10 símholm1 1 el l'st.nbilizndor de 

uno de ellos es nítidn11w11tc 2 trnnsiU\•o en 9, y por lo tnnf.o de ordrn 9 · 8 = 72 ). 

Puesto que el subgrupo S rl<"fiuiclo rn In Proposición 5.5 es nn suhg111po de Afin, será 

tnmhi<!n un 3-snhgrupo de Sylow <le (A/io)co• Así que bn.qtn \'criflcnr 1¡uc es 11ormn1. Pnrn 
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ello, notemos primero <1t1c el invcrw, de ,\ H rr2¡..\ + 11 es ..\ ...... 0 61..\- onil1 1 y c¡11c el i11vcrso 

de ..\ H o 2i-H ..\3 + b es ..\ .._. n 2i+5 ..\3 - a2i+~f,3 • En cfcclo, idcnlificnm\o con g d primero 

y h el supuesto invcrro en cncln cnso1 tenemos que 

en el primer cnso, y 

h o 9(.\) = 11(02
; .\ + 11) 

= oM(o2;,\ + b)- n°'11 

=o'"'..\+ oníh- nflib 

=-' 

11 09(.\) = l1(n2H 1 .\3 + b) 

= 0'2i+ri(rr2i+I ).3 + b)3 _ 0'2i+&b3 

= o2i+ri(afli+l ..\º + 3ct•t+'2>.nh + 3n2i+lfi1 +fil) - n2i+:Sb3 

(yn que cnr(CG(9)) = 3) = a 2H•¡a•H3 .\ + h')- 0 2;+•1!' 

= 0 si+R ,\ + 0 2i+rifi' _ 01i+~b3 

en el segundo, 

Tenemos pues que •i 9(.\) = ,\ + {I ES y h{,\) = n 2;.\ + 11 E (Af10 J~, cnloncrs 

11o9 o /1- 1(.\) = l1(g(n";.\- n";h)) 

= li(o"; .\ + (3 - n•;/1) 

= a 8¡..\- np.¡b + cr2 i{J + b 

= .\ - h + n 2;{1+11 

= ,\ +a2;{1E S 

Y si 11 = n 2 i·l l ,,\3 + IJ, mcdinntc cñlculos sctnrjnntcs ohlcncmos qnc 

<le mnnr.rn qttc Ses normnl rn (1'110)00 • 
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Por otro Indo, yn r¡uc CG(!J) ~ Z 3 X Z,1 , r.ntonrcs S ~ CG(9) ~ ZJ X Z3 (con el isomodismo 

nnturnl (..l. + b) H b ), hnstn ver que el complemento r.s los c11nf.cruios. 

Los dermis clr.mr.ntos ele (Afio)"° son de In íormn n 2 ¡ ,\ + b y o 2i·H ,\:1 + b. Tomamos 

P < (Afrn)co dndo por 

p = {.\,-.1,i.\,-i.\,{i + l).\',(1-í),\3 ,(-1 + i).1',(-1- i).I'} 

que es clnrnmcnfc un snhgrupo, y í'stnblcccmos un iso111orfün110 con 

Q= (l,-1,i,-i,j,-j,k,-k) 

mcdim1te In sig11icnte corrcspondcncin: 

l ..... \ 

-1 >-> -.\ 

-iH- -i.\ 

j ._. (1 + i).\3 

-j ._. {-1-i).\3 

k>-> (-l+i).\3 

-k>-> (1-i).I' 

que es 1111 isomorfismo. Puesto que tocio r.lr.nwnt.o de (Af1o)c:o sr. ¡ntrtlc ver como In 

comprndcián de un elemento de P con 11110 ele S, y P n S == {1J 1 tenemos que (A1rn)co es 

un producto scmictirccto ele S por P. Los isomorfismos yn clndos dnu el resultnrlo dcscndo. 

o 
Pnrn In Proposicic>n 5.8 11ti1iznrr.mos el Lrmn qur. npnrccc n ronl.i1111:u:icí11 1 que 110 se probnrñ. 

en este trnlmjo. 

LEMA 5.7 

Si /(.\) y g(.\) snn polinomios en I\f"J con !\ = CG(q), y fJf,D11 < q, ent.unres !ns 

funciones po1inominl<?s corrcspondienl.~s n f y g !'Oll igunlcs si y sólo si f = g. 

PROPOSICIÓN 5.8 

Hny exnctnmcnlc 8 elementos <le orden 3 C'JJ (A/rn)i:io,, y son conjugnrlos 11110 de of.ro l'll 

(.1H10)=· 
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Dr.mo.dración: Supongnmos r¡nc (o2i .\ + l1):J = ,\. Enf.onccs o 0 i ,\:1 + IP = ,\, Por el Lt·mn. 

5.71 tenemos qnc o 0i = 1 y por lo tnuto o 2i = 1. 

Si (n1i+ 1.\3 +11):1 = .\ 1 cntoncf's t.cncmos 11ttc\'n111e11tc que o 11 i·P,\+/,1 =>.,y por lo f.nnlo 

o 2 i+I = 1 lo cttnl es mm contrndicdrín. Cn11rl11i111rn; que Jos th1kos t']cuumlos ele orrlr.11 3 

so11 <le In formn .\ + b con 11 E CG(OY. Así q1m 5fÍlo hoy ocho clcmenf.rn; de orden 3. 

Conjugnnclo con clc>mr.nlns <le In fnrmn nu ,\ + 7 1 tenemos In fürmnln. 

que es igunl n ,\ -1- n 21'T1. Co11j11gnmln con drmr11tns 1lc lrt formn n 2 k+I ,\ + 7, ohf.cnrmns 

""( + a'lk+l f,:J. Eligiendo 11 = l, In primcrn fcírmuln cnhrc todos )ns elementos con tfrminn 

constnnf.c un cmHlrndo de CG(!l), y ln scg1111dn cuhrc m¡ncllos con término conslnntc un 

no cundrnrlo ele CG(O}, ele mnncrn c111r. t.ocln clcmcnt.o rs ronjugnrlo de ,\ + 1, y poi· lo 

t.nnto 11110 drl ol.ro. 

D 

PROPOSICIÓN 5.!I 

Jl/10 no es el procluct.o s1!111i<lircclo dr. A por Z2. 

Dc1'uMtración: Notemos prinwro 'lllf' /J 110 t.icnc l'lrmeut.os tic orden 2. Esto su tlche n que 

Ri f E B, c1 dctcr111i11nnl.c tic f pm~dc ser 11110 <h~ {l + i 1 1 - i, -l + ;, -1- i}, A1lc1111is1 '~s 

fñril vcrificnr <111r. clci(/2 } = dr.t'4(f). y (:1:1 ± i)"1 = -1 :f. l. De 111nm•rn que n no f.it•tte 

elc111r.11los de orrlr.11 2. 

Sin cmlmrgn, si JU10 fur.rn 1111 procl11cf.o i;rmirlirccf.o tlr. A por Z2 1 ht innigcn drl -1, qnr. 

scrín un clcnumto de D 1 scrÍll rlf! onh•u 2. Como esto es imposible, rnnclnimos que k/10 

no es dicho prorlnclo i.cmitlirrdo. 

D 
Notemos que lmstn nhnrn hemos ''rririrndo nlp;nnns <Ir. )ns propicrlnd<~s que tm1ín 1•1 s11hp;rt1po 

11 rlc 1'112 en In romd.rur.ricin de llnll 1lt·l cnpít.11lo n11t.rrior 1 y hrmns ohl.rnido 11lp;111111H 1111ii:1 1 

<lchidn n In. prcscntnción de Afio dnda ru r.ste cnpítulo. 

Por \'111.imn, c:d<~mlrrrmos 111111 n grupo¡.:; 11ít.i11n11w11t.e 4 y 5- tro11sil.ivm;. Ut.ifomrcm10R rl 

TC'orc111n de \Vitt ¡mrn. g11rn11liinr qtic c11 1•focl.1, obl,t•11c111ns <•xt.r:11sin1u·s trn11sit.ivns ele Jl/111 • 



TEOREMA 5.10 

Exisf.c un grupo 11ít.idnmrnf.c 4-trnnsit.ivo rlc grndo 11, y dr. nrdf•JI 7020 = 11·10 •O· 8, tnl 

<tHC el r.stnhilizndor de 1111 p1111l.o es A/10 • 

Dcmn.drad&n: SnbC'mns yn q11c Airo nctt'm nítidnmrmtc 3-trnnsitivo en CG(O) U {oo}, 

Consf.rnircmos mm cxtr.nsiém trnnsit.ivn de 1'!10. 

En In 11ot.nrir'm riel Tcnrrmn <Ir• \Vitf., iclcntificnmos G = 11/10 , X = CG(O) U {oo}, X = 
.X U {w}. Drfinimm; n 

.T.= 00 

9 = (O,oo}(rt,<>7 )(n2,r>")(n',n') 

/1 = {w,oo)(a,n2 )(n',o7 )(o',rt6
) 

Not.cmos que g corrr.spondc ni clt•mr.nto de A/10 que nwndn ,\ 1-+ ,\- 1 (cuyo dr.f.crminnnlf? 

es -1, 1111 ct1nclrndn). Tnmhién t.r.llC'lllOR r¡11c (n,n 2 )(n 3 ,n-7 )(n 5 ,o") corrri::1mndc n In 

¡wnnulnr.ión dr. CG(O) rlncln por ,\ ,_. n 2 ..\ + o,\3 , 

Clnrmnrnlr. g í/: (Afrn)oo. A<lr.m1Ís 1 li(w) = co E X 1 h 2 = l, y 

glt = (w,O,oo)(n,o6 ,o-3 )(o-2 ,o7 ,n~) 

dt:? onlcu 3. De mnnC'rn <¡ne pnrn :ml.isfoccr Jns romlicionr.s <lcl Trnrrmn <le 'Vitt, bm;tn \'l'r 

que~¡ JE (Af10)00 ('Jlf.onr.r~ 

hfh(oo) = hf(w) = /1(w) = oo. 

Por lo tnnt.o h(Alrn)~h =(Mm)~ si cncln hfh E (Mio)~, 

Escribiendo (Jllio)ro = A 00 U D«J, lr.ncnms que f = o 2 i,,\ + h, o J,ir.n f = o 2 i+l l\3 +b, con 

i;::: O y h E CG(D). Cnmpnuicrnln con (n2 .\ + oX1), fcn<'mns c¡nr. 

hfli(A) = li/{rt2 A+ n.1') 

= h(n'li·f.2,,\.¡.o-2i·H..\:I +11) 

= n'{o2;+2 A+ n2H1 A'+ /1)+ 

+ n(o2i+l 1\ + 0'2i+t ..\:1 + li)"1 

= <t2i+-t). + 02i+:l,,\:I + 0'21,+ 

+ fl'r.i+7.\:t +n6i+-t +ali' 

= (n2¡+.1 + nt1i+1) 1\:I + (o2i+-I + n6i+·t).\ + 0 2h + 0 ¡,:i 
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Cunnclo i r.R pnr, el cocficicmf.c de .\3 es O y el de .\ es 2n2i+". Puesto que 2 = -1 = ü', 
tencntoR 'lllC rl coeficiente clr ,,\ cR 1111 <'.11ndrnclo, y hfh E A 00 • Si i es impnr, r•l t:"Odicic11lc 

ele .\ es O, y el ele ..\ª C!I 20-2 i+;1 = n 2 i+7 que 110 es un cumlrndo, y por lo tnnlu hfh e n('IQ. 

El scg1111do cnso, i.e. /(.\) = n·2i+1.\' + b es similnr, y c:nlculmulo ohtrm•mos fJllC 

que Hr. puede t.rnt.nr ele llL mhmm forma que en rl primer cnsr>, dando romo conclnsi1in que 

h//1 E (Mrn)w 

De mnncrn fJUC lm~ lii¡ujlf?sis rld Tf•orr.mn. de \Vif.f. se snlisínccn, y A/11 = (Jl/10 1 lt) ndtÍn 

nítidnmcuf.c 4-trnnsit.ivo cu X, y por lo tnnto IA/11 I = 11 · 10 •O· 8 = 7920. 

D 
ET proccdimicnlu se pucdr n~pcl.ir 1111n vez mñ::i, y ohlcnr.mos lif12. 

TEOREMA 5.11 

Exislc! 1111 grupo níticlnnwnlc il· f.rnu:-;ilh·o /i/1 2, de grndo 12, y de orcleu 12 · 11·10 · !J · B = 

05040, y tnl 'IllC el csf nliiliznclor de ttn pu uf.o r.s 1'111 • 

Dr.mn.drn.d&n: Snhr.mos rJHC /i/11 nd1'm uílitlnrurnlr. 4··lrnusitivo en }'" = { CG(O), co,w} ¡ 

com1tn1irc1nos 11nn cxf.t•11:.;ic'u1 de /i/11 c111c nct1íc en Y== } ... U {!l). Dcfini111m1, e11 In nolncic'in 

dc\Vil.t, 

g = (w,oo)(<>, <>2 )(o', <t
7 )(o' ,o") 

h = (w,f!)(n,o')(n2,o6 J(ct',o7
). 

(Nót.r.sc que In !1 E A/11 CR In h (lt~ In rxh~m1ití11 ¡m~ndn). Ohscr\'cmns qrn· el fndnr 

(n,rt'!1)(o2,n·º)(n 5,n7) ch·/, l'H? nhf.ic•11r por In prrm11f.nci<Í11 cl1~ CG(!J) <li11li1 1mr .\ ._. ,\!1. 

CJnrnmr.uf.c h(U) = w E 1··, y g rJ. ( iU11 )w = Af111. Aclr.11u'1s h2 = 1, y 

de orden 3. 
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Pnrn snt.isfoccr In 1ilt.irnn condicicju cid Tr.orcmn dt! \Vitt, notemos primc.·m que si 

f E (i1f11)w =Mio= 1IU ll, 

entonces hfh tnmhién fijn w. Por 1'1lf.imn, vcnmns qnc h/11 E lif11: Si 

cntouccs 

J(>.) = a,\+¡, E A, 
c.I+ d 

<1:1.\ +11:1 
11/lr(.I) = c'.l+rl' 

con dr.lcrminnntc n:1,¡:1 - b:ic:s = (ml - l1cY', c111c t!S 1111 cundrmlo pnes mi - be lo crn, 

Un argumento similnr pruchn que hfh E D si f E /J. De mmwrn que hl\Irnh = JHrn, 

snliaíncicmlo lns hipóteRis ele \Vitt. 

Se sigue pm•s que /\f12 = (l\f11 1 li) nclJm 11í1.idnmc11tc 5~lrnnsit.h·o en Y, y por In lnnl.o 

tiene orden IM12I = 12 · ll • 10 ·O· 8 = !JGO.JO. 

o 



VI. El Sistema de Steiner 5(5,6,12} 

En este cnpH11lo iul.rodndrmnrnt In noción d(? s; . .ir.111ra dr. Str.inr.r y clcmnstrnrcmos nlgnnn::i 

ele lns propic<lndcs lni.sicns de rllos. Poslt•riormcnt.r., Jlcvnrr.mos n cnbo unn discusir)n de· 

tnllndn. clcl Sistcmn de Stcin('r S(5, G, 12), Cj11f! g11nnla ínlimn rrlnci6n con /\.f12, el grupo 

de Mnt.hicu. Ln. discm1itln del S(5,G, 12) cslñ hmmdn en d 1.rnlmjo dCI Dr. IJ11111hrrlo 

Cñrdcnn.ci Trigos y del Dr. Emilio Lluis ílirrn. 

DEFINICIÓN 

Srnn 1 < t < k < v cut.croo. Un Sisfl'mn de Strincr de t.ipo S(t, k, v) l'R 1111 pnr ordcnndo 

(X,ST), donde X t•s un ronjunto con 11 dc111cnt.os1 y ST es mm fnmilin de subcrmj11nt.os 

de X (llnmndrn~ bloqucR), c:;uln 11110 con J.- dcmcnlm11 l.nlcs r¡uo cunlrm¡nicrn t dr.111cnl.os 

de X están en 11110 y sólo un bloque. 

Los bloques de los Sist.cmns rlr Stdncr no ticnc•n 1'f'lnri1;11 con los hloqnr.R de primif.i\'itlncl 

de un grupo. Se trntn simph•mcnle ele unn rniru:idcncin l'll In l.r•nninologín. 

Dmlos los pnrnmétros 1 < t < k < 11 1 d prohlr.nm cli~ dch•nnim1r si exh~f.c 1111 Sistema 

<le Stcincr S(t,J.:,u) 110 r.stñ. resuelto. Lns dcsigunl<lndcs son cRLridns pnrn rliminnr rnsos 

poco inf.eresnnlcs. Si t = 1, entoncC'!'I t.mlo pttul.o cstñ en un tiniro hlmp1c1 y los bloqurs 

son nnn pnrticióu de X. Si t = k 1 todo s11hr.onj11nt.o cou t drnwufm; <'::> 1111 hlm¡ur.. Pnr 

último, si k = v, entonces hny ::;blo m1 hloqne. 

PROPOSICIÓN 6.1 

Sen (.X, ST) un Sistema dr. St.rincr dr. tipo S(t 1 A·,11) con t ~ 3. Srn x E}(. Definimos 

X'= .. Y - {.r.} 1 y ST' como In familin 1lr. t.odn.q lns {J- {:r:) cnn fl E ST que cont.icuc n 

x. Entonces (X',ST') es un SiRlcmn de Stcincr de t.ipo S(t -1 1 k-1 1 11- l). 

DcmMtración: Clnrnmcntc }(' tif?nc v - 1 cl1~t11<'11f.os, los clemcnt.os dn ST' ti<mcn A~ - 1 

elementos cndn. uno. Por tilti11101 scnn {:r. ..... ,:r,_1] e X'. Por In f.nuf.o rxh1lc 1111 1i11icn 

/1 E ST tnl que {:r.1 1 ••• , x,_1 1.r.} C {J, y {J' = /1- {.r.J cht el hlm111r. rlmmndo. 

o 
Al sistema. (X',ST') de nrrilm se le llnrnn. ttnn contrncción clr. (X,ST). 
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Pnrn. nbrcvinr, f'll vez c1P df'dr 1111c (X,ST) es un Sislcmn <le St.dnf'r de tipo S(l 1u,l·), 

diremos RÍmplcmr.ntc que (X,ST) c:;i 1111 S(t., 11,l·). 

Unn mnn<'rn cmmín <le cont.nr r.lcmr.ntns ele 1111 co11j1111to S C A x D es In Rignicntc. Pnrn 

cn.cln a E A, se define 

S(u, ) = {I• E 1J 1 (a,b) ES}; 

y pnm cndn b E D 

S( ,I>)= {nEAl(11,l>)ES). 

Clnrn1ncnlc 

L IS(n, JI= LIS( ,l>JI, 
11EA AE/J 

pncs nmhos Indos son igunlf's n ISJ. Dccludmos c¡nc Ri Va E A jS(a 1 )1 = m y FiÍ 

VI• E 1J IS( , /1)1 = n, entone.os 

mlAI =nlBI. 

TEOREMA 6.2 

Sen (X,ST) un S(t1k,11), Si bes d nt"11ncro de hloc¡ucs1 cntouccs 

b= u(u-l)(u-2) .. ·(t>-l+I); 
!-(A· - l)(k -2) .. ·(k -! + 1) 

si r es C'l 111'11nero de hlor111cs que contienen n 1111 pnul.o x E .. \, c11f.onccs r no dcpr.ml<: de 

"'y 
(v - l)(u-2) .. ·{i•-! + 1) 

r = (k- l)(k -2) .. ·(k-I + I)" 

Dcmo-'tración: Sr.n A In fnmilin de todo~ los s11hco11j1111fos de I punf.os (distintos) ele X. 

Entonces IAI = (~) = i•Cr•-O··;f"-t+ll. Srn ST ,.J co11j11nlo dr. hlm¡ncs, y sen S C ...t X ST 

<¡ne consiRfc ele tudns 1n!i pnrr.jns ({;r1 1 ••• ,:r1LP) con {.r1 1 ••• 1 :r1} e ¡J. Yn c111c cmln. 

conjunto ele t clcmc11f,os está en ttn único hloquc, /S({:r. 1 , ••• ,:r1 ), )1=1; yn 'lllC r.ncla 

hlor¡uc /1 f.icnc k d1~111c11f.ns, IS( ,fi)J = (~) = A:Cl.:-1l··,p:-t+ll. Trm•mos c~ntonccs r111c 

( k! ) "' b t!(k- t)I = l!(v - t)! 



VI. El Si11ll't11n de Slr.im~r S(!;,0, 12) ú!l 

dr. lo qnc ohl.cncnrnR que 

I•=-"-'-. (k-t)! 
(u -t)! A·! 

u( U - 1 ){V - 2)" • (U - f + 1) 
k(k- l}(k-'2) 000 (k-t + !)' 

El ni'ttm!ro ele bloques r c¡ur. ronlif~ncn n x cR el 11i't111cro de blm111cs en In con! mccif111 

( .. \"', 51'') ni quit.nr n x. Vrmm1 1111rs '111C r no tlt•1u·mlc ele x, y romo (X', ST') es de t.ipo 

S(t - 1, k - 11 ti - 1) 1 In Í<Írnmln se sigue df! In primcrn. 

o 
¡,Cuñntos hlm111<·H cid S(l,l·, 11) rn11!.irnr11 n un pnr rlr• p1111tns rit1? El sislrmn conlrnírlo 

( ... \"'' 1 ST') r111c f'C nl1Hc11c ni quit.nr r es de? t.ipn S(l -1, k-1, o-1 ), y f'f 111imcrn de hloq1ws 

r 1 nhí que ronl.icncn n y c•s ip;11nl ni 111'111wro de hlm¡ucs '1111:' r.ont.icncn n {r, y) <'ll (.\",ST). 

Podemos pm·s cnlcnlnr r' rmno en el frnrcmn n11l.rrior, y ohlcnc111os: 

, (u-2)(u-3}- 00 (1'-l+l) 
r = (k-2)(k-3) 00 ·(k-t+I)' 

De mnncrn similnr podc·mni:; rnntnr rl mimrrn de hlm¡urs de (X 1 ST) qnc co111icncn 1' 

ptmlos <Indos, con 1 $ 1' < I, y ohlr.nt•mos 'fl1C hny 

DEFINICIÓN 

(u-¡>)(u -¡•- !} 00 •{u-t+1) 
( k - ¡•)(A· - 1' - 1) .. · ( k - 1 + 1 )' 

Scnn (X,ST) y (X1 ,ST1) Sislc111ns de St.rinrr. U11 ii:;oi1mrfü•mo tic (X,ST) c11 (X1, ST1) 

es 111111. hiyrcci<\n /:X~ .\1 tnl •¡ttc {JE ST implicn f({J) E ST,. Si (X, ST) =(Xi. ST1 ), 

1111 isomnrfi:-1mo Re lln11m un n11tnmorfismo. 

PROPOSICIÓN 6.3 

Tmlns los nnt.omorfismos de 1111 Sish•11u1 tic St.ciucr (X, ST) íormnn 1111 1mhgmpo de Sx. 

Dc.mn.drar:iñn: El 1ínico ilrlnllc f]tll' fnltn el'! vcrificnr 8) f'I inverso flc 1111 n11to111orfis1110 ¡, r~s 

1111 n11t.omorfisn10. Pero S.,. f'~ fJ11ito, ele 111m1r.rn que ¡,-• = ,,.,. pnrn nlgmrn m >O, y t.'5 

ohvio '111C h"' es un nut.nmodismo si h lo cs. 

o 



TEOREMA 6.4 

Si (X,ST) es 1111 Sish•matlr. StA:'incr,c11lo11ccs su grupo de nntomorfuunm; ncb'm fid111c11t.c 

en ST. 

Dr.mn.dracián: Sm </>un n11lomorfi:m1n de (X,ST) lnl que ,P({J) = fJ V/JE 57'. DclJC~lllos 

dcmostrnr qttc </> = lx. 

Si x E X 1 sen s(;r) In fnmilin. rlc l>lm111cs que rouf.icnrn n :r¡ de 111n11crn r¡nc ls(:r:)I = r·. Ya 

que r/> es 1111 n11lomnrfisnw1 efi(.'l(x)) = .'l(c¡'i(x))¡ pncst.o qllf! t/i fijn todo hlnr¡nr, rji{.•;{;t•)) = 

s(x). Por lo tnntn .~(:r) = .<1(,P(x)), y los hinques que co11tic11r11 a :r son los 111hm10s hlm111<'~'i 

qnc conl.icncn n ¡/i(.r). Si .r-:/:- tji(:r.), los \0nlurcs cnlcnlndrn; nrrihn 11os dnn c¡nc 

(V - 1 )(V - 2) • " (ti - ! .¡. \) 

(k-l)(k-2)···(k-t+l) 
(11-2)···(11-l+l) 
(k-2)···(!·-1+1) 

de mnncrn que u -1 = k -1, lo c1ml es itnpnsihlr. pm•s k <v. De mnru·rn que x = q'i(x), 

y 1>= lx. 

o 
Pnsnrcmos ahorn n la cn11slrncd1)11 dr.• Sist.cmns de St.dncr ele tipo S(ú,O, 12). Empr.znrcmos 

cldhiirmlo nlgtmns grñfi<-m1 y dnndo RttS propkchuh~s, y prn.;tcriormcnlc RC cRtnhler.crá In. 

rdacicín cnf.rc <lidms grñfkns y los S{fi,fi, 12). 

Pnrn nn S( 5, G, 12), d mí mero de hlnr¡ucs (lc•bc sr.r 132. Esl o se cid Je n que es ignnl ni 

111'uncro ele mnncrns flC C':;icogc•r ú dc111r.11fos de 12 dnclos, c~nl.re rl m'rnirro ele mnncrns 1lc 

cJcgir 5 clc G. Es decir, 

(
12) / (ª) = ~ = 12 · 11 · 10 · D • 8 
5 5 G • 5!;! ot 

D5!J.10 = 132 
720 

Usnndo cst.c mismf> procedimiento, los sigttic•utcs 1·c:mltnclos i:;c cst.nhlcccn fócilmcntc: 

PROPOSICIÓN 6.5 

Sen A 1111 suhconjunto flt? X ron l.41 = n Enlmll'<'S el m'nncro q de hloqncs qnc conti('flfm 

n A es 

11: 

q: 12 30 GG 132 
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PROPOSICIÓN 6.6 

Sen D 1111 hloq1w fijo, y A tlll s11hco11j1111lo de 11 r.on /Al = ,, . El ni'1111cro r de hluqnes 

B' f,nJcs CJUC n n D' =A es 

n: 

r: !l 

PROPOSICIÓN 6.7 

Si D es 1111 blm11w1 rml1111ccs d mim~ro ~,.-· ;,·f~'-;~¡~;{(1~~:.-;;~;i:~:~i.i~~~.~~~i-f~ii :-~1;;~.,~-·~j~~;rn•11foR-c~1~ 
n es 

n: 5 

45 

COROLARIO 6.8 

El ("0111plr.mcnlo de 110 bloc¡11c c~N un Uloq11c. 

3 ~ 

40 45 

SC'n D un conjunto C'on O l'lc•1111•11tns. Definimos (,'t( IJ) t•omn In gnífkn r11yos \'t~rlkPs son 

los Ruhconjuntos clr. n dt! 4 cl('lllClll.ns, y {A, A'} r!R HJJR nrh;tn si y sr'1lo si ltl n A'I = 3. 

BR fñril \•crlflcnr que G1(B) ~ L(l\r;), In gníJicn de línrns rlr In gnificn complct.n de twis 

\•értkcs. 

G2(ll) es In grMirn cuyos Vf~rliccs son )ns 2,212 pnrtÍcimws de D. Lm; nrh:f.ns Rrilt )ns 

pnrcjns { P, P'} tnles r¡nc P n 1'' = 0. 

NotcmoR dr pnso que l'I númrro rl1• ,·t'•rfkl'S rlt~ G1(D) es (1) = 15, y cJ <J,~ G2(/J) t!s 

M~)CJ@ = ~:~t~ = rn tnmhii'"· 

Por of.ro lado, el 11i'1111cro •le nrh;fns 111~ G 1 ( ll) r.R rl 111ímcro de s11l1ro11j1111f.os (le 4 r.l•mu·11f.os 

dr. fl ('OJI 3 d1•1J1f~lltOR 1"11 r.nmÍlll1 Í.C, 

(ª) (3) fo·5·4·3·2 . 3 • 2 =--:¡~=U!I. 

En cunnt.u ril mímcrn ,Je 11riRln.<1 <lt? G2(ll), r•s i~unl ni 11ÚnllTO tic 2,2,2 p11rl.id111w::; njr1111::> 

de D <JW~ Rf' pueden hm'.t•r. Dndn 111in 2,2,2 pnrt.ki<)111 huy 01·lm 2/l,2 JH1rl.ir.in1ws de /] 

njcuns n clln. De mnurrn c¡nc d 111hw•ro de adslns sr.rñ igunl n '1;·"' = GO ln111hi1!11. 
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G'1(U) dr.notnn\ In gróflm complr.mcntnrin de G1(U), y G~(U) In de G2(U). 

En mtn gníficn G, 1111 f.rirínguln son tres vérl.iccs, "', 1J1 1 113 1 tnlcs <1uc { v1, v2} 1 { v2, v3} y 

{ t131 111 J son nrislns ele G. 

Dcnotnrcmos por Dll (•l co11j1111f.o de subco11j1111tos p e D con 2 elementos. Si S, S' es 

mm 3,3 pnrtici<Íll df! n 1 c11f.onr.cs 

S x S' ={¡>E DD l 1>n S tiene un sólo drmr.nloj 

SS={11eDUl¡>CS) 

S'S' ={/>E UD l/>C S') 

El siguiente lema se nt.ifomrñ. n mr.nmlo mñ.c; n1lr•lnnf.c. Lns prnr.hns :::;on trivinlcs e imne­

dintns. 

LEMA 6.9 

Si S, S' CR mm 3,3 pnrtici<ln ch? n t rnl.011rrs: 

(i) Ln dcRcomposición 

JJD = (S x S'J U SSU S'S' 

CR mm pnrl.icicín de n D. 

(ii) Si I' es unn 2,2,2 pnrlicir'in de D, r.ul.onccs I' C S x S', o inl.crsr.cn n S x S', 

SS y S'S' en cxnctnmcnlc 1 dt•meuto cndn mm. 

(iiiJ Si I' n (S X S') ticmc llllÍR de 1111 1•lcmc11t.o, r.11t.011rcs re s X S'. 

(iu) Si I', P' 1 P" e s X S' c·s 1111 triñngnlo Cll G2(D) 1 cnf.011rt•R s X S' = pu I'' u P". 

Definimos nhorn cunt ro ~rrífkns nuís: 

L 1(S,S') ~s In gr:Hicn iruludcln en G1(D) por rl cnnjnnl.o de vt~ilices A tnlPs que Se A 

o S'cA. 

L2(S, S') rs Jn gnHicn i11cl11dcln rn G2(D) pnr rl conjunto <le \'1:rf.ir1·s I' tnlt·~ 1pu~ I' e 
SxS'. 

LHS,S') (lm1oln In grñfirn complr.mcnt.nrin de L¡(S,S'), pnrn i = 1,2. 



\'J. El Sh1tr.111n 1le Steiner S(á,ll,12) Ci3 

PROPOSICIÓN 6.10 

Sen S, S' 1111n. 3,3 pnrlidón de D. Euf.onccs lns ~níficn, L¡(S,S') (con i = 1, 2) t.icrn•n dos 

<'OlllJlnnrulr¡:¡: «nncxns, r.ncln n111t ele cllns un f.riñnp;ulo. · 

Dr.m .. o.drar.i1fo: Podrmos idt•nl.ificnr, ::iin pcrdrr gr1wrnlitl;ul 1 n n r·nn {1,2,3,·l,ú,6}, y n 

S::::: {1,2,3}, S' = {4,5,6J. Dr mnurrn <JIU~ los vérlir1•s ,fr L1(S,S') son 1234, 123ü, 

1236, 1456 1 245G y 34ú6. Lns f.rcR priuu·ws fonnnn un lriling11h1 nj1·11n ni fnrrnndo por lrn; 

t'iltimos f.rcs. 

Pnrn. i = 2, tr.nr.mns n 

S x S' = { (!, 4}, {I, ú }, ( 1, O}, (2,4}, (2, ú}, (2,0}, {3, 4}, {3, ú}, {3, O)} 

ele mnucm 1¡110 lo• vértirr• """ {l,4){2,úJl3,G}, {l,ú]{2,01{3,4}, {l,0}{2,4){3,ú), 

(1,,4), {2, O}, (3, 5}, (l ,Gl{2, ú){3, ·I}, y {l,ó){2, 4){3, O}. !..os pri111rro• trc• 1111rYn111cnlc 

formnu un lri1íug11ln njcno ni for111ntlo por los tílt.imos tn•s, 

o 
J,EMA 6.11 

Si { P, P'} <'s 1111n nri,tn <le G2(D), cnl.onr<'s existe mm 3,3 pnrt.idc'.111 S, S' de lJ f.nl rJlle 

{P,l") C S x S'. 

Dcmn.•trnr.ión: St•n .. ,, 1111 rlt•rncnto fijo de n. Srnn ·"'•,·"~ t.n)c!S f)llC P1 = (·"1 .... ',} E p 

y r: = (s1,~~J E P'. Por lo tn11t.01 ·"•f.·"~'·"• f. ,'l;,y ·"~ f: ~";. Sr.n11 .. ~2,.,.3 con 

P2 = {."2 1 ·"~} E P, Pi= {.e1; .. <1:1} E I''. 

Por 11lt.imo, 1lcfinimos S = f·"1t·"2i·":tJ, y S' = {s~,·"~,.,~J. Yn que J>n r'.:: n por ~<·r 

(l',P'J mmnrii;l,nde G2(D}. t.e11rmn!ir111r. 

D - (/'1U1'2) f. ll - (P{ U P!J 

y por lo t.nnt.o 82 :/;·"J. Adm11:'1~, podemos conduir qtu• f>1 n P2 = 0 y r: n J'j ::::: 0. Por 

lo tnnto, ·'~ f- 112, ~"~ f- .<;3 , y por co11st.r11cdc'111 T1i, P 2, P{ 1 Pi E S X S'. Pc1r Lr111n G.!l(iiiJ, 

P,P'cSxS'. 

o 
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LEMA 6.12 

S<'n. {P1,P1} unn. nrist.n tic G2(D), y S,S' unn 3,3 pnrliric'm <In n. Si I'.1 E G2(D) licuo 

un clmncnlo en comi'm lnulo con P1 como con I'2, 1!11lonccs 

P,, r, es x s' ==> r,, es x s'. 

Dr.mo.•lradón: En primer lugnr, 111 y P2 110 t.ir1w11 rlemcntus <'11 rom1'1111 por ser uun 

nri:dn tlr, G2(D). Entonces, rl drmrnto rn «01111'n1 dt! I'.1 cnn t·ncln. mm de cllns es <lislint.u. 

Concluimoo que I'.1 licue dos clf'nwnto~ qm~ p1•rf.r11cc1•11 n S X S' 1 y con 1~sln 1 por Lcmn 

6.9, (ii) que l'J e s X S'. 

o 
PROPOSICIÓN 6.13 

Sen. Le G¡(B) (pnrn i = 1,2) tnl 1111r In gnlfirn imlnci1ln rn L cstñ fonnncln por 1lus com­

poncnt.cs conrxns, cn1ln 1111n <Ir cllns 1111 t.ri1íng11ln. Ent.nnc<•s existe S, S' unn 3,3 pnrtición 

de D lnl r¡ooe L= L;(S,S') (pnrn i~ 1,2). 

Dr.mo.dración: Pnrn i = 11 S es In i11trn;rrci1'm <Ir los \0 értkcs ele 1111n clr lns t.ri1h1g11hr.:i, y 

S' In. <lcl otro triñngt1lo. D1L"ltnní \'<'I' 1111c SnS' = 0, pero Hi no f11crn. vncío 1icc1•snrin111r11le 

hnbrín 1111n nrist.n entre los dos lrití.11g11los 1 fil' 111111ir1·n que f.f~urmns nnn pnrt.id/m. 

Pnrn i::::: 2, S<'Oll J>11P2,P.1 y r:,r;,r,~ !ns clns t.riiíngulns 1lr L, y sen S,S' t111n 3,3 

pnrlición <le D t.nl que P11 P2 C S x S' (posihlc pul' Lema G.11). Puest.o <1tm I'f, PJ, ,P~ 

no son njl'nos con 111 ni con I'2 (si lo f11crn11 hnhrín unn nrisln cutre ellos), cnl011l'cs se 

sigue del Lt•mn G.12 qttr. r: 1 I'~, l'~ e s X S'. Como P.1 no l'R nj1!UO n I'í ni n /"~ 1 tcnmnos 

nucvnmcnlc por Lcmn G.12 que P3 C S x S', c¡nc es lo c¡ne se rccpic•rín. 

o 
LEMA 6.14 

Scnn S1 1 S; y S2, S~ clos 3,:1 pnrt.irimU's clr D, con 5 1 n S2 = f.<J) y Sj n S~ = {.'I'}. Si P 

y P' son dos vt~rt.iccs ele G2 (B), tules <JU<! 

r,P' e s. x s~ y r,r' e S2 x s~ 

entonces { .'I, s') E P n P'. 



VI. 1-:1Sistcrna110 Strincr S(5,fi,12) (jú 

Dcmo.drnr.irfo: Sen {·"i t} E P. Yn c1t1c ·" E S1 y I' C S 1 x s:, t.c11r11111s que l. E Sj. 

Aclcmñs, pucst.o c¡uc "' E S2 y p e 82 X s~ t f,rncmnA t.mubMn que t E s~. Por lo f.nnto 

t. Es: ns~= {.q'}' ele mnncrn f}11C t = ~"'. 

Ami.lognmr.nt.c, Ri {.'l,tt} E P' t yn que P' e Si X s: y·" E 511 11ccc::;nri11111Pnl.l• IL Es:. 

y como P' e S2 X s~ 1 se Rigne que u E s~' y por lo tnuf.o u = s' = t. En 1·011d11sic>n. 

{s,.•'I E P n P'. 

o 
PROPOSICIÓN 6.15 

Si {t•,11'} 1•i:; unn nrist.n dr. G¡(D) (pnrn i = 1,2), c•nlonrrs existe 111111 y ~1'110 una 3,3 

pnrHr.Mn ele D 1 dcnobuln pnr S1 S', tnl q1m v, v' E L¡(S, S') (pnrn i = l 12). 

pll<-'A dichn intcrsccciúu cfohc ser S o hicn S'. 

Si i = 2, por J.cmn. 6.11 hny unn 3,3 pnrt.iricín S,S' de 11 t.nl f(IW {t1,t•'} es X S'¡ Si 

R,R' es otrn 3,:J pnrliricln <len ron In propicdnd c1r. que {11,11'} en X R', cntot1Cl'S por 

Lrmn 6.14, como 

11111' ES xS' y 1'1111 E Rx fl' 

f.'nf.onrrA (siu pr.rtlrr gt•nrrnlirlnd poclc11111s supnnrr que S n R = {."} y S' n R' = {."')) 

tenemos C(llC {.'f, .'J
1} E "n 111• Pero In 1ílt.imn i11trrscccil>1t rR \'llr.Ín, pw•s { "· 1'

1} f!fl min 

nristn. ele G 2(B) 1 lo runl nos fin mm r1111trmlicci<'111. Co11c111imos pues q1w S,S' es In 1'111kn 

pnrtirhln con In propicclnd, tt•rminnmlo In dc•m11sl.rndcín. 

D 
Sen S, S' nnn 3,3 pnrt.iric)n de B. Dt•11nl nmos por D¡ (pnrn i = 1, 2) rl <'onjunt.o de nriRt.ns 

de LaS,S'). Drfinimos 111m í1111ci<>n 

1': D; -• ( G;(U) -- L;(S,S'J) 

dndn de In siguicnl.c mnm•m: 

Pnrn. i = 1, si {A, A'} E D1, cnf.onccs T(..t,.4') = B- (A n..t'). 



Pnrn ; = 2, Ai {P1, P2} E D1, ::;1·n P1 n P1 = {11}. Exi::;tc 111m y :::ólo 11nn I'.,1 E G 2(fl) con 

{¡>} E P.1 Y l', i P.1 i l',. Definimos p1ws T( l'o. P,) = 1'3. 

Tenemos que i:;i {u, v'} e D¡ (pnrn i = 1, 2 ), entonces { 11 1 11', T(11, 11')} es 1111 1.ri;i11gulo rn 

Gi(B). Pnrn i = l 1 esto i:;c elche n que v y u' ti.•111•11 súlo 2 clcmrnlos l~ll comfü1, y T(v, u') 

lirmc s1ilo 2 clr.mcutos en cotut'm con cnc1n mm de clln::: (los otros dos). Pnrn i = 2, pues 

los tres ticn<'ll inl.cn;<'ccic'm no vncin. 

Notemos ndcmñs r¡t1t? LHS,S') 110 puede t.f'twr t.rirlugnloo, pnrs / .. i(S,S') es hmmorín n In 

grMicn. hipnl'lit.fL /\;¡,:a 1 y mm gráfir.n hipnrl.itn 110 tirnc rir.lrn; impnrcs, y en pnrtic:11lnr 11n 

til'llC t.dñnguloo. Tr.ncmos ptws, r111c 11ccr•snrint11C'1Jlc T(11, 11') r/. L~(S,S') (y por lo l.m1ln, 

f.nmpoco en L¡(S,S')). 

LEMA 6.16 

Srn S,S' mm 3,3 pnrf.iriri11 rlc D. Si .4 E Gi(D)- Li(S,S'), cntrmrcs ..4 1 = n - (A n S) 

y 
0

.42 = D - (A n S') son tnlcs r1uc T(A1,A2) =A. 

Dcmo~tmdón: Sin prrd1·r gr~nrrnlidnd, t.cncmos que S = {1, 2,3}, S' = {4,ú,G} 1 y A = 

{1,2,ú,6). Por lo tnnln In A1 com1tr11idn es {3,4,5,6} y In A1 es i1?;nnl n {1,2,3,4}. 

Entonces 

T(A1,A2) = {1,2,3,4,5,G} - (!3,4,5,0} n {1,2,3,4}) = {1,2,5,G} = 1\. 

o 
J,EMA 6.17 

Sr.n. S,S' mm3,3pnrlirilín<lc D. Si PEG2 (D)-L2(S,S'),rnto11ccgexistcn {I'1,I'1 } E 

D2 tnlc. que T( Pi, 1'2) = I'. 

DcmfMlrndón: Sen PE G2(/J) - L 2 (S,S'). Entoncrs por Lema 0.9 (ii), P = {1111 p 2 ,¡1,1 ) 

COll 111 E s X S'' 1'2 E SS y ,,,, E S'S'. 

Si 1'2 = (,qli·'z}, l':t ={.-.~,.,~)y clcfiuimoR 1'~ = {.ci 11 ,ci~J, 1'~ = (.ci2,.ci;J, 111 = {s1,..,;J, y 

p~ = {.c;7,.<1~}. Finnlmrnl.cfli r1rfinimos P1 = {J11,¡•~,¡1;J y P2 = {111,J1~ 1 JJj} t.c11r.111osq11c 

T(I'1,1'2) = I'. 

o 



\'I. El Si!'h'mil tl1~ Stci11rr S(r1,6112) üi 

LEMA G.1~ 

Sr.a S, S' nnn 3,:J pnrl icitl11 de D. Fin ton res In í1111r:M11 

T: IJ; -• G;(B)- L;(S,S') 

es biycctiwi (¡mrn i = 1,2). 

Dr.mndrnciñn: Pr1r (,rmns O.lG y O.ti, T rs RllJffHyrd.ivn. Pnrn In i11yr.di\'idnrl 1 simple­

tncnlr. noll•mos r¡1u• d 111'1111r.ro de nrisf.nR cu ias,S').r.R O, r¡m• 1•s (•I 111is1110 111'u11r.rn ,¡e 

vért.iccs dr. G;(D)-L¡(S,S') (pnrn. i = 1,2). 

o 
PROPOSICIÓN G.19 

Sr.n S,S' mm 3 13 pnrl.idc'm dr. ll, y {.-lt,A:z} mm nrisf.n ele G1(D)- L 1(S,S'). E11t,nnc<'~ 

rxislcn {A~,;l~'} y {A'1 ,A~} nristnsclr L~(S,S') tnlcRr¡ur. T(A'1 .A~') = A1 y T(A'1 ,A~) = 

A,. 

/Jr!'11rJ.drn.r.irí11: P1lf'~lo fJllf' f..11,A~d r/:. L1(S.S'), f.4, n SI= IA1 n S'/ ~ 2. Adr11uls, 

/A 1 n A"I = 3 por sr.r nl"ist.n de G'1(ll). 

Sr.a e = A1nA:z1 y IH1pn11g11111os flllC IC ns¡ = 2. Co11sid1·rn111ns, por l.r•mn G.18, 

D-(A, nS), B-(A, nS'), y B-(A,nS),11-(A,nS'). 

P(_•ro B-(CnS) = D-(A 1nS) = B-(...t2 nS), rlrmn11rrnr¡11e tn1111111m~ .-1'1 = D-(CnS), 

A't=B-(A,nS')yA~=D-(A,nS'). 

Si /G n S/ = I. cnt.onrrs ¡en S'J = 2 y proc-1•fh!111os como nrri1m. 

o 
PROPOSICIÓN G.20 

Sr'n S,S' mm 3,3 pnrtiritm de B. Si {P,P'J y {P',P"} ,;011 dos nristnR d1• L;(S,S'), 

entonces {T(J>,l''), T(P', /l")} CR 111m nri::itn ele G1(IJ) - L2(S, S'). 



Dcmo.,trndón: St•nn P:::: {P1tl12,p3}, P' = ft11tl'~~¡1~J. Y P" .= {¡1~',¡1; 1 pj}. Enl.onccs 

T(P,P') = {p, 1q2 1q3} y T(P',P") = {qj,¡1;,q,~}·,··~l<;i1,ulc."q2 1 q:J¡¡1211'.1i y Jl;,¡1~ son ln.-1 3 

pnrtidoncs dist.iutns de D - /'J; y q~, q;¡111 ,¡,~;~ ~; ¡1~<1;'1 · ~~·;1 IM.3. ~J.nrf.icionr.s clistinf,ns de 

D-1•~. 

Tc11m11ns que ¡11 r/. {q~,¡,~,q~} 1 p; r¡._ {¡1.,1¡;.1,q3},·y 

q, n,.; ;i 0 ~ q.,n,.; 
Pcm 

Por lo tnnf.o T(P,P') n 1'(P',P") = 0, y pnr lo l1111to es nristn d1~ G 2 (ll). Pum~tn r¡11C 

T(P,P') y T(P',P") noc::1tónc11 L2(S,S'),cl rc•sultnclo5csig11r~. 

o 
LEMA 6.21 

IA1 nA2I =IA,nA,I =IA,n.-t,¡ =2. 

Demo.•trar.ió11: llll = IAol+IA2I+ IA,l-IA1 nA,l-IA,nA,l-IA, nAol +IA1 nA,nA,I. 
Por In t.nut.o G = 4 +4 +4-2-2-2+ IA1 nA2 nA,¡. De nhí 11110 A1 n(A2 nA3 ) = 0. 

o 
PROPOSICIÓN 6.22 

Sr.nn P:::: Íl'1 1 /12 1 11.1}, P':::: {1'1 1 p; 1 11~} y P"= (¡11{,J1~ 1 11~J. E11l.011r.r.s {P,P"} csnrisl.n 

en G2(D). 

Dcmo,,lrar.itin: PuC'sto ft11C J>' ('S ¡rnrtkMn y p f. P' 1 f.cnc111os qnc ll'i n 11d = o y 

,,,~ n112J:::: 1 pnrn i = 2,3. 

Pnrn j :::: 1, 3, tcucnms por In mi:mtn rnz<'111 que l11j n 111 I = 1 . Pm· 1Hf.imo, pnrn i = 2, 3, 
y j = 1,3, tenemos q11r. 1'1 ~¡lit ,,~ f. 11j, y 1'2 t ¡1¡, De mnm·rn fj111'! r n P" =A 1 y <'S 

1111n nristn. 

o 



VI. f;J Si11l,..mn. de Slr.i11cr S(5,0,12) Ci!l 

PROPOSICIÓN 6.23 

Sen S,S' 1111n 3,3 pnrl.icir'm rlr. n, y {1,,o'J 111111 nrh~t.n rlr L!(S1 S') (pnrn i = 1,2). 

EutonccR son rqnivnl<'nl.cR: 

(h) T(v, 1i') ~ 11". 

Dr:mn.•trnciñn: (h}:::} (a) Si 7'(1111'
1) = 11", r.11l.n11rr.R por t·m1slr11ccir)11 d1! T lr·ncmoR rJllf! 

{u,rl,tt"} es uu l.rii'1t1Alllotlr! (;~(D) (¡mrn i = 1,2). 

(a}=> (b) Pnrn i = 2 es crmi:;cc11c11dn h1rnrdinfn rld f..t•mn G.17. Pnrn el ruso ele i = 1, 

<'olllo no son nristm; de G 1(ll), tr.nr111n.~ 'file 

lun tt'f =/ti' n ri''J =/o" n ril:::; 2 

Por lo tnuto, (Lrmn G.21) 11 = B - (u' n 1111 ), y pnr In f.nnln T(u, 11') =u". 

o 
Considr1 11'11tOS nhorn 1111 Sist.r111n ,,,. Std1wr rh~ f.ipn S(5, G, 12). ~· TIU hlor¡uc n dr! él, j1111t.o 

con su co111plrmc11to 111
• Dcnol.r.111os pnr ST rl 1·n11j11nlo df! bloques dd siRlrmn. Pnr.sto 

qur. f.nnto n como D' SOTI cn11j11T1tos de :wis r•lr·11ir•ntos, JlOdf'llJOS ro11sl.rnil' lns gnífkns 

G¡(ll) y G¡(D'L f'.Oll i = 1,2. Vcn!mos como (•I Sii:;;l,f'lllll de Sll'i1wr chulo dr.liiw 1111 

isotnorfismo c11t.rr lns grñficm.;¡ G1(fl) y G2(D'). 

PROPOSICIÓN 6.24 

Si .·1 es Hn vérf.icc de G1(ll) r11t.m1f'rR lm.v rxndnrnrnh! 3 :mhrn11j1111tos p1,¡i.1 ,¡1.1 e JJ' 

tn)cs 'lllC A Up¡ E ST pnrn i = 1,2,3. Ad(•11nÍN 1 {¡1i,112,¡1.1} es vérl.icc de (r'2(D'). 

Dr.m.n.•trnciñn: Yn se lÍ<'IH~ r111c Jwy rxartnmcnfr! 3 bloc¡urs 'lllC i11tcri:mc1111 n JJ c•n A, 11sí 

qur hny cxndnmcnf.e 3 s11hcn11j1111f.ns d1! 11' r¡t1c nro111plct1111 A n 1111 hinque rlii>f.inl n de 

/J. Aclcmñs, si (A U l'i) n (A U l'j) f- A, e11l.011ccs ; = j, 1111cs ele lo coutrnrio sc~rín11 

hloqncs disf.inf.ni:i r¡uc tirucn n cirwo pu11tos en ("OT11l'n1 1 In c1ml 1•s impoRihh•. De uuuu~rn 

r¡nc Pin Pi f-. 0 => i = j 1 y {11111'.lt 11.1 J ('H 1111n 2,212 pnrlidcin de D'. 

o 
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Definimos r.11to11cf~s mm ínució11 cut.re lm1 vr~rtkr.s ele G 1(D) y G2(D1), <¡uc rlcprndf~ tic 

ST y dr. n, 
Psr,n:G,(B)-> G2(fl') 

dndn por 

T'.<r,n(A) = (p1,¡1,.¡.,¡ 

r:nn J'J 1 IJ2t/1J los IÍllÍf'US f.rf'R 1rnl1co11j1111fus <f<~ fl' r¡11C rmnpfd.nll 1111 bloqnr. C"ttJI JI. 

Si d bloqun D queda Rnhrcc•nkndido, c11to11rrs Re cscrihirll l'li111plcmr.11tc Psr, o inchum 

P, en vez de I'sr,11. 

PROPOSICIÓN 6.25 

Ln. función Psr:G 1(fl)-+ G2(B') drfi11idn rn In Propn~irián G.24, rs 1111 modismo de 

g1•1í.ficns. 

Dcmn.drnr.ió11: St!llll A, 1 A2 E G1(D) f nlrs que IAt n :'21=3. 

Sen P(A1) = {111 11>2,P.1} y P(A2) = {p'1 ,p~,¡i~J. Si /11 = ¡1j pnrn nlgurm j, e11to11cr.R 

tnnto A1 U p 1 y A 2 U pj ticnf'n 5 dr.mcnlos en con11í11 Rin 1mr r.I mi:m10 hlnq11t~ 1 lo cnnl es 

imposible. De mn11<?rn r¡11r. J'1 j. pj pnrn j E { 1,2, 3}. Anñlognmcntc se prurlin ron ]12 y 

J•:i, prohnrulo qnr. {P(A1 ),P(A2)} rs 1111n nrisln de G'2(D'). 

o 
PROPOSICIÓN 6.26 

Scnn s e n y T e n' ('nJ1j1111t.ns con 3 <•kmrut.os CfHln 11110, y tnlcs fJ11C' s u T rs tlll 

bloque. Entonces 

(,1 e G1(Bl) /\ (se A) =} P(A) e T X T' 

doudr. T' = D' -T. 

Dcmo&tra.r.i611: Si P(A) </.. T x T', rutonn'R 31' E P{A) cn11 1' e T. Por lo fnnlo, A U 1' y 

SU T t.icmm ni mcur1R ri11co dcmcnl.os en com1ín, lo cunl es irupnsihle. 

o 
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COROLARIO 6.27 

Si S,S' es mm 3,3 p11rt.idó11 <In n, y 7',T' es un 3,3 pnrf.icicíu de D', t.nlcs <ttm .SU 1' ~s 

un hloqur, r11f.011ccs 

l's1· (Lr(S,S')l = L,(T, T'). 

Dcmn.drac.ióri: Ln ignnldnrl es imncdinln de ]ns dr:fl11irinncs de L1(S,S'), L2(T,~'), ~: rlr! 

c111c grndn::; n In Propo~irirln 0.2fJ, A E L,(S,S') =:- I'.•rl'(A) E L2(1', T'). 

o 
PROPOSICIÓN 6.28 

Si S11 S2 e D 1 (S1 f Si) SClll C"Ollj1111l.os con 3 clmt1('f1fos l.nlcs que S1 u T y S2 u T snn 

hlor111cs, con 7' C JJ', cntoncr.R S1 y S2 son <00111pfo111cnt.nrios. 

Dt:m.n.•frn.r.itfn: Cnmdckrcnms In fuud(m l's1',11•:Gi(IJ')-• Gi(D). St•nn A,A' E G1(/J') 

tnlcs <llll' A n A'= 1'. Por Prnpn!-!irión G.2f>, I'(A) y I'(.-1') ::;on njr110::1", pum; for11n111 1111n 

nriRf.n <I~ G2 (11). Por Propo,ici<\n 6.26, !'( A),l'(A') C S1 x s;, y P(A), l'(A') C S, x Si 

(Co11 s: = /3 - S; ). 

Por Lcmn 6.12, {S,,s: J ~ {S2, s~ J, y rnrno S1 '# S2, f.f'llf'IUO~ lJ'IC s, = s~. y se prncbn 

el rcsultndn, 

o 
PROPOSICIÓN 6.2!J 

Si L 1(S1 1 Sj) y L 1(S1,S2) un t.imirn n1i~tm• <"11 con1l111 1 Pnl.011f'(!S I'(L1(S,,Sj)) )' 

I'(L 1 (S2 ,S~)J no f.icrmn nrisf.n::; en romi'ut. 

Dr.uuMtrnd(m: Dd Cornlnrin 6.2i, I'(L1(S¡,S!)) = ! .. 2(T¡ 1 11) (i == 1,2) pnrn 11lg~11111s 3,:t 

pnrticimlf'R <le n'' T;, 1'/ t ln)1•i:i flllC S; u T¡ r,s hinque. 

Si L 2 (Tr,T;} y L2(T2 ,7~) f.ii:11c1111nn nrii.f.n {P,P'J cn r.umt'111, por la Propnsid<ín 6.lli, 

{7'1 1 7':J = {T2.~}. Pero In Propusid6n G.28 uos diría que {S1, Sj} = {S2, S~}, y por lo 

lnulo L1(S1,Sl) = L1(S,,S;J. 

o 
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COROLARIO 6.30 

Si .41tA2 son vérlir(~s de C:1(D), y A1 nA2 tiene dos clcmcnl,os, cntonceR I'(A1) y P(A2) 

son rliforcntcs. 

Dr.mn.<ttmr.ión: Srn A:s E Gi(D) tnl c¡1w {A1,A:s} 1 {A2,A:i} ROll nriRt.ns el(! Gr(B). En­

tonces hny dos 3,3 pnrticinncR de B' dist.int.ns, { s,,s~} y {S21 S~} tnleR (jllC 

y A,,A, E L,(s,,s;J. 

Por In Propnsicir'>n G.2!), P(Ai) f. P(A 2), y nrlt·mriR no t->011 nrlynccnf.(•s, 

o 
PROPOSICIÓN 6.31 

Sen ST el conj11nf.o de hloq11cs dr. nn S(51 G1 12). Entonces rl mnrfismo 

l'sr,11: G,(ll)-> G2(ll') 

es 1111 isomorfismo de grñficns. 

Dcmo.~tración: Por Proposkic'in G.25, es morfisrno. Por In Propm;icir'm 0,30, 1111uuln. \•r'-rticcs 

no ndyncr.ntcs en vérf.i('CS no ndynccnfcs, y nmncln \•r!rtircs nclynrrmt.es cu vérl.iccs ndyn­

ccntcs. De mnncrn r¡ur. es inyl'ctim, y n111lms con d mismo ru'nncrn rlc vérlkr~s y 11rh:1f.m;. 

Por lo tnnto es un iRomorlismo de gníficni;-¡, 

o 
COROLARIO 6.32 

Si hny un Sistcmn rln Stcincr df? l.ipo S(fi,6112) 1 c11ln11r.cs lmy un i1mn10rfüm10 de gntflcnR 

entre G1(ll) y G2(ll). 

Dcmo.dración: Clnrnmcnt.c hny 1111 hmmorfisnw de G 2(B') r.11 G2 (D) ddiniclo 11ir11in11t.c 

cunlquicr hiycccir'.m ele D' en D. El rr:rnlt.ndo se sigun nhorn de In Proposición CL31. 

o 
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Pmmr1•111o!'i nhorn n ver c1í1110 un 111nrfhu110 l'llltc dos gnífic:ns dn l11gnr n 1111 S(ú, G, 12). 

Con~idurcmos 1111 conjunto il/ <h! doce d1•11u~nl.os 1 y D, 11' mm G,G p11rf.if'i(111 ilc 1\1. Sen 

l':G1(ll)-• G2(ll') 

1111 morihmm de grMicns biyccti\'o en los \'Prl.ic:t·s. Tcnc111m1 p11rs 1¡11r. [> rs un iso111orfüm10 

de grñficns. 

J,EMA 6.33 

Si S, S' es mm 3,3 pnrliricíu de n' r11fo11t'l'H 1•xi:;lc 111111, r Sf
0

1lo 11111\ 3,3 pnrl.iriiín de IJ' 1 

T,T', lnl 11uc 

l'(/,1(S, S')) = L2(T,T'). 

Dcnw.~tmcián: Del ht"?clm 1lr. qur. P srn 1111 j50111nrfts11m1 sr. dt'd11rr. fJlH~ la gnífkn iiul11d1lac11 

G2 (B') por P(Li(S,S')) licue tlos compont•11t.es r.our.xns, cndn mm de cllns 1111 triñngulo. 

De la. Proposicicín G.13 lr1w11u1s que cxist.c mm pnrtidtÍJI 'J', 7'' ron In prnpirdntl dcscndn. 

Adr.nuís sblo hny mm, pues 11110 flr. los t.ri:'u1g11los for;i;n In. pnrt.ic·i<l11 por el Lr.nm G.12, y In 

fur1d<jn es inycdh·n. 

D 
Dn'1n. In pnrt.idón S,S' lle n, rlr·110tr111ns por Q1•(S,S') In i'mkn. 3,3 pnrtici1'111 tic D', 

T,1'1
, f.nl qnr. P(Li(S,S')) = L 2 ('1',7''). De 1·~1.11 dcfi11ici<'111 nlilcncmos: 

PROPOSICIÓN 6.34 

Ln función 

C?S ttnn hiyrr:ción. 

Dcmn . .trnción: P111•¡.¡lo 'lllC r.slií hif!ll 1ldi11idn pnr el LrnHl G.33 1 y c11u~ por In Prnposj,-Mu 

G.13 cR 1mprnyccti\'n1 bmdn prohnr 1111c f~S inycdi\'n. Pero yn qnn P rR 1111 isnmorfünnn, 

dislintns pnrtidnnrs <11111 lng:ir n clistintns J?;nifirns1 y por lo 1.nnfo n su \'f!7. n disl.i11t.ns 

pnrt.icioncs de B', 

D 
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LEMA 6.35 

Sen S,S' mm 3,3 pnrlidt)n de D. Si A,A', .. \" cont.irncn n S y Qr(S,51
) = {T,T'), 

Clllt>JICCS 

T x T' = P(JI) U P(A') U P(1\"). 

Dr.mo.dración: Pttcfitoc¡11c A,A',A11 csnnndcloi:; lriñngulosdc L1(S,S'), P(..1) 1 P(A'), 

P(A") ci:; 11110 ele los triií11g11los <le L2(T, T'). Por In t.nulo 

P(A), P(A'), P(A") ET x T' 

y <le nhf q11c 

I'(A) U P(1I') U P(tl") C T x T'. 

Adrmñs, i::cf' clii:;j1111lns clos n dos pnr formnr un lriñngulo en G 2(D'), dr• mnnrrn q11c 

t.ic;tcn 1111cvc clcmr.ntns dist.intos. Pnrsl.o qnc cim c.s In cnrttinnlidncl de T X T', h•nc?111os In 

igunlrlnd. 

o 
LEMA 6.36 

Sen b E B, y R = {11 E G 1(l1) JI• r/o JI). Entonces In fnmilin {P(A) J 11 E R) es 111111 

pnrlid<ln <le B'B' = {1" C B' J Jp'J = 2}. 

Dcmn.dmr.ión: Yn <111c ,,¡!A n A'I = 3, cnt.nnrr~c; P(A) es dhijuutn de P(J\'), t.cncmm; c111c 

en efecto fonnnn ttnn pnrt.iricln, RÍ es que cuhrcn n t<Hlo.<t, Como IRI = 5, y cn<ln P( .. 1) 

tiene 3 ciemcnl.os, en tol.nl tc11g1> 15, t(ltc es prcchmmrntc In cnnlinnlirlncl rlc fl'D', nsi que 

tengo mm pnrlicic>n. 

o 
Ahora nsocinr<'lllnR ni isomnrfismn P c111do unn fnmilin t1c suhrnnjuntos de J\/, lodos ron 

6 elementos, q11r. llnmnrcmos hlm111cR, Dcnolnrcmos ~l'in fnmili:1 por ST(D,P). 

{i} D y D' 1mn hlor111rs. 

(ii) Pnrn r:ndn A E G1(D), l'ii P(¡\) = {1>1i1'2d'J}, cnt.onrrs A U711, AUp2, y ..\Up3 

son bloq11cs. 
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(iiiJ El compfomr.nt.o en /lf de los hlnqur.s de (iiJ. 

(iti) Pnrn rmln 3,3 pnrtirión S,S' de D, srn Qr(S,S') = {7',T'}. E11t.011ct's SUT, 

SU T' 1 S' U T y S' U T' HOll hloc¡nrs. 

TcncmoH purs 2 hinques dr. t.ipo (i). Tl'c.>s hlrn¡ttcs de tipo (ii) por cndn A E GJ(D), pnrn 

ttll totnl de 45. 45 hlorptr.s de t.ipo (iiiJ. y cunf.ro por cntln 3,3 pnrf.id<)n de n. pnrn 1111 

tot.nl de 40 1lr. t.ipo (i11). 

E11 lol.nl 1 l1r111os ddi11itlo 1321>li1q11r:-1 r.n S1'(B,P). 

TEOREMA 6.37 

Sr.n /1/ un conjunto cou 12 rlcmr~nfnf; 1 D,D' tmn G,G pnrl.ir.itín tic JH, y 

1111 i:mmorfismo tic grñfirns. l~ntom·r.s /11 y In fm11ilin. ST(B,P) íormnu tul Sislrtnn rlr 

St.f'hwr de tipo 5(5,ü, 12). 

Dcmn.~tmdón: St:'n D 1111 m1hrnnjn11lo <11~ '" rn11 5 dc11w11los. Dnstn \'rr r¡uc existe 11111'111iro 

elemento de ST(D, P) <(llP ron tenga n D. Sen n = ID n l11 = ICI' y ,, = ID n D'I = IC'I. 
Annli?.nrr.moH los CtL<ios ele (n, Ti). 

Cnso l) (n, 11) = (5,0). Enloru·c~ Den 1 y pnr ("OJ1Rfrt1cricln clt~ Jos hloqm•s 11i11~1'm 

ot.ro f,if'nC mñs de .. en ("Ollll.111 con n 1 pnr Jo 1.nnt.o D es d 1ínico. 

C:tso 2) (a,b):::: (4. t). ConRidcrl"mns I'(C:) = {111,]'2,J,J}. Los 1ini<"os hlorplt:'S r¡11r 

ccmticncn n e son D 1 e u 1'11 e u 1'2. y e u J>.1 • Pur.~to CJllC IC'I = 1, 3!i E { 1,2,3) tnl 

t¡11c C' e l'i, clr. nm.ucm 111w D e CU¡>;, y es d 1inko. 

Cnso 3) (a,11) = (3,2). El hlnqtlf? clrhr, dr, ser rlc tipo (ii) o dr. tipo {fo). Sr•nn 

A,A' ,.4" los t.rc.q \'hi.kcs .Ir. G1(D) que contirrnm n C. S1~n {T, T'} = Q1•(C, C") 1londc 

C"=D'-C'. 

Por Lr.mn 6.9 tcnr.mos qur T X T' = P(A) U P(A') U P(..t"}. Por Lema (i.f), G' E 

P(1\)UI'(A')tJP(A")U1'TUT'T', <¡t1rf'R min pnrt.irión de BD {pues C' tic11r. 2 clc•mrntos). 

Si C' E J'(A) U I'(A') U I'(1\"), cut.onces r.xist.n uno y stilo ttll hlm¡ur. de t.ipn {ii) que 

conf.ir.nc n. D. Este hlnqnr se ohlir•111• fijri11do11os r11 cnnl tic los 3 1111i('ndos r.st:í, y tomnudo 
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el hloc¡11c correcto. Por cj(·mplo, RÍ C' E I'(A), entonces DCA U111 1 A Up2 1 o A U }J,1 1 

donrlc P(A) = {1•1,1'2'1>..J. 

Si C' rt. P(A)UP(A')Ul'(A"), r.11t.n11cr.s C' E TTUT'T'. Como tnnl.o CUT romo CUT' 

son hloq11cs, hny uno rlc ellos, y ohvimur.nf.c i:;6Jo 11110 de dlrni, fJHr. cm1t.irnc n D 1 y cR <lu 

tipo (fo). 

Cnso 4) (n,h) = (2,3). Un blnc1m• c¡ue ronlcngn n D r11 csl.1! cnsn dehc i-wr de t.ipo 

(iii) o ele tipo (iu). Srn A = D - C. Ilny do~ cn:ms: C' = fl' -11 pnrn l_llgmm l' E l'(.4) 1 

o Cll el otro cnso P(.tl) e e XC'. 

Eu el primer cnso, tr.nr.mns qne e u C' e Al - (;\u 11), de tipn (iíi}, y clnrnme11f.1! es el 

tínico. 

En el sr.g11nclo cac;o, tenemos que cxist.e S,S' mm 3,3 pnrt.idán ele D l.nl fJIW (J¡•(S,S') = 

(C',C"). Por lo tnnlo P(Li{S,S')) = L,(C',C"). De nhí que .•I E J,,(S,S'), y por lo, 

tnnto Se A o bien S' CA. Por In fn11to CUC' e SUC', ó CUC' e S' U C', blnq11c 

de tipo (i11}1 y clnrnmcufe rl 1i11ico. 

Cnso 5) (a, /1) = (1, 4). De linhPr clid10 hlor¡ur., debe Rcr <le l.ipo (iii). Por Lcmn G.3G1 

tenemos <JUC 

e.e; urm pnrf.ici<in de IJ' IJ'. De 11111111·rn 1¡11e D' - C' E P(A) pnrn mm y s1í)o mm A el<~ lns 

A e D - C. Pnrn clichn A, y stiln pnrn csn, A U (B' - C') t~s 1111 hlm¡nc de l.ipo (iii), y 

CUC' CM -(;IU(D' -C')). 

Cnso O) (n,11) = (O,ú). El 1í11ico hlor¡11c qnr. conl.irnc n Des B', 1u1cs l"S d único 

con cinco o mñ::; puntos en cn1111ín con D', 

o 
Hemos pue.c; nsocindo n enrio 111orfii:;1110 de grtificns 1111S(ú,6,12). Tr?11Ín111os h1111hié11 nso­

cinclo n cnrln S(ú, G, 12) 1111 u1nrfiim10 tic griificns. Ven111m1 r111e didms n:mdncioucs son 

invcrsns unn de In otrn. 
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PROPOSICIÓN 6.38 

Sen Al un ronj1111!.o con <lorr. r.lrmcntos, D, D' mm. 616 pnrlici<'tn ·ele JÚ ,·y 

P:G1(IJ) -• G,(B') 

nn morfismo ele gníficns biycclivo Cll lm1 vrrl.ic(~S. Entonces 

Psr(n,ri,n = P 

Dr.mo~hnción: Clnrnmcnh~, In P' mmcinda n S7'(D1 />) 1 .n es l~l r¡t1c 

ST(IJ,P') = ST(B,P), 

pul's los hloq11rs de tipo (ii) se <Ir.finen n part.ir tic l', y rsf.ns pr.rmit.rn <ldiuir P' que será 

igtmln P. 

D 

PROPOSICIÓN 6.3!l 

Si ST es In fnmilin clr:- hlor¡urs tic nn Sislf.'mn ele Slt'incr de tipo S(51G, 12), ro11 11 E ST, 

cnlonr:cs 

ST( lJ, l's.,.,11) = ST. 

Dcrno3tracirhi.: Si S, S' es mm a,3 ¡mrt.it·h'tn dr n, por el Corolnrio G.27 t.cncnms que 

f's.,.,11(L1(S,S'l) =L2 ('l',T') 

donde SU T, y SU T' son bloques de S1'. 

Por In clcfinidón de los hloc¡nrs de S1'(ll,Ps.,.,11), 1•11 ('I <'mm rn r¡11r. inf.t•rscqucn n D f!ll 

trc.-s puntos, t.cnr.mos qnc en cfrcto cslni-i i:;on hlm¡ncs. Por lo 111ii:;1110, sus romplcmcnf.os 

tnmhMn son blo,1tu•s ele ST. 

Clnrnrnculc D y D' son hloqurs <lr.I si~h'um ncndn. Por 1ilt.imo1 In co11strnrci1'111 de Ps-r,tl 

gnrnnlizn que lo~ hlor111cs tic lipn (ii) 1•11 S7'( n, l'.o;·r,11) fmn hlm111r.s de ST. 



Puesto q11c nmhrn; siRt.r.mns li1•nr.11 132 h1m¡11r-8 1 y hrmos vist.o q11c 

ST(ll,Psr,u)C ST 

t.r.nr.mos In ig1mldn<l. 

o 
Hemos pm·s rstnhlrddo unn. hiyrc:cMn cut.re lo!'! hmmorfümtni:; <11• grñfirns r.nl.rc G 1(D) y 

G1(D'), y lo:; Sislc·mns clr St.ciurr ele tipo S(li,G, 12) qur. co11t.ir.1wn ;t B y n D' romo 

hloq11cs. Entoncra, dado un c1mjm1t.o Af <h~ clnrc clr.mrntos y 1111n G,G p11rtkM11 D, 11' tic 

t!l, el mímcro dr isnr11orftsmrn; tic G'1(D) en G1 (D') rs imlep1•nclicnl.c ele In drrrión de 

D 1 pues si C 1 C' rs otrn 1mrt.iriií111 hiyr.ccioncs 1•nt.rc D y C 1 y 1·11trc D' y C' es! nhlcccn 

isomorlhonm; 1ln grñficns Gi{C) ~ G1(D) y G2 (C') ~ G2(D'). Llnmcmns n n <lirhn 

m'1111cro. De nhí qttr: 

C,OR.OLAR.10 6.40 

Dnc1o un r:onj11nto li/ tlr 1lm•c 1•lr.mc11los, rl 111í111rro dr fn111ilinl'I ST 1111c d1•fi11cn 1111 Sish•mn 

de Stdncr 5(5,6 1 12) en Af rs 7 x n. 

Dr.mn:•trnciñn: Como yn se 1lijn1 In rnrrrsprnt11f•11dn (D, I') 1--+ ST(D,P) es s11prnyr.dh-a, 

y VD E ST, I'sT(D) c~bí. rn In i1111ígrn iuvcrsn de ST lmjn tlichn m;ig11ncilÍ11. 

Aclcmñi:1, si ln imñgcn (lf! ( 111 P) PS ST' cntmwrs D E sr por In Proposkii)n G.3!). De 

mn11crn qttc 

P = Ps'l'(n,1•1,11 = Ps·r,11. 

Finnlm<'ntr, <·l 111'1111C'm de hlor¡nrs <le ST cl'I 132, y r.l númr.rn <h! íu11cio11cs u. Tcn<'lllos 

1•111.onrcA que hny 
(~')·11 12·11·10·0·8·7·n 
132 = G·5·4 ·3·2·12·11 

Sisf,<•mM de Sl.<'i11cr ele tipo S(ú, fi, 12) ru 1'1. 

7 X u 

o 
Almrn, pnrn cst.nhlr.ccr In <·xii:;t.cndn rlc un Sial.rmn 1lc Sl.rincr de t.ipo 5(51 G, 12) 1 l1nst.n 

cstnhlcr.cr 1111 isomorf1s1110 rnt.rc ln1; grñftcns dndns. Esto lo lrnrcmos n cont.imml'ÍIÍn. 

Sen JU un co11j1111t.n <;on doce r.lr111r11t.oi:1¡ D, D' mrn G,G pnrt.irhíu 1lr iU; S, S' unn 313 

pnrlich)n de ll; y '1', 7" t111n 3,3 pnrt.icMn de D'. 
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PROPOSICIÓN 6.41 

Dndo un mnrfismo ele gníficns 

R: L1(S,S') ___, L2(T,T') 

hiycctivo en los V<!rUccs, cxist.c 1111 1í11iro hmmntfüono dr. grñficm; 

/':G1(ll) ___, G2 (ll') 

cinc extiende n R. 

Dcmn . .tra.c.ión: Por In PrnposirMn G.lG, dndo A E G 1(D)- Ll(S,S') f.<!1w111ns flllC 

3!A',A" E L1(S,S') 

tnlb; cp1c T(A', A")= 1\. ConRiftcrrmos R(A'), R(A") E 1" 2(T1 T'), y sen 

I' = T(R(A'),R(;\")) 

Dcfinnmo• l'(A) = l' = T(R(A'), R(A")). 

Supnngnmns que {A 1,A1 } es 11nn nri¡.;tn dr. G 1(D)- L1(S,S1). Tomnmos comn en In 

Proposici1>11 G.1!> n nrifilns {A'1,A'1'} y {A;,..t~} t•n L'1(S,S') t,nlcs 'tur. T(A'1,A'1') = A1 y 

T(A'1 ,A~) =A,. 

Por lo lnnlo T(R(A'1 ), R(,\'!)) = l'(A 1 ) y T(R(A'1 ), /l(A~)) =/'(A,). Por propicrln<lcs dc 

R, lrnC'rnns q1m {R(A; ), ll(A'1')} rs unn nrisln ele G;(D'}, lo mismo qur. {R(A'1 ), R(.·l~)l. 

Por Propnsici1in G.20, h•nr.mos 'lllf! {11(Ai),P(A 2 )} es unn nrh'lln, 

Por 1ilt.imo, tmncmos {A1iA2} mm nrist.n de G1(ll) que lirnr. nn cxt.rrmo r11 L1(S,S'J, 

y el ot.ro fucrn. S11pongnmm1 fl11C .-\1 E G1(/J) - /.,i(S,S'2). Entonces A1 rs ndynC'cnf.c 

n .. '2 y a olro vPrl.icc dd tnil'lmo tri1í.11gulo que .-'2, y n dos \'ért.ircl'l c1cl nt.rn f.ricíngulo <le 

L1(S,S'). Por lo 1.nnf.o A1 rs In im1Ígt.•111m.jo T 1lc lns llos \'f{rt.irrs ele L1(S, S'} n los r.1mlr.s 

no e:; nclynrculo. De nhí flllr. hnjn P es ln imrigcn 1lr. lo!'! dos \'1~rUr<·~ rn L2(T, 1'') q11c 

cnrrcspomlcn n los dos \'c{rl.irc;s n lns <¡tm no es ndynr.c•nf.c, Ent.m1rr.s t icnr. 11110 r•n cmm'n1 

ESH1 
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con cndn. uno de ellos, y tiene 1111 rlmm~uto ele In 2, 2, 2 pnrtkMn en T X 7'', 11110 en TT, 

y uno en TT'. Por lo t.nnt.o, rs nclyncr.nl.1! n lm1 ni.ros drn; vértirrR 1lr cn1ln l.dñngnlo, y en 

pnrticulnr n R(A2 ). De mnnrrn 'lile In n1lynr.r.ncin 1,nmhirn sr. rcspc!l.rt cm cNl.c r.mm, 

Por lo t.nnlo P es un morfü:;mo l(IH! r.xtirtu1e n R. 

Por In Prnposid1°>11 Ci.15 qnr. gnrnnti?.n In 1111id,Jncl 1li• In ¡mrLid1'111 (q11r. yri. Pslñ. cln<ln.) 

cnnlqnicr otrn Í111tcicln cni11d11inl con P í111·rn <Ir. rlnm( R), y P t:s 1i11ic1~: 

o 

COROLARIO G.42 

Lns grMkns G1(ll) y G 2 (ll') snn hmmmfns. Por lo f.nnln In gnHicn G'l(D') lmnhi(.11 es In 

gnHicn ,fe líncn::i ele Ktt 1 y por lo lnnl.o l!Xh~trn Sislcmn de Std11cr tic Upo 5(5, G, 12). 

Dcmn.drndrfo: Dnst.n dnr Al, D, IJ' ,S,S', 1',1'' y R cnmn en In Pr11posici1í11 0.41. Senn: 

Al= (1, 2,. . ., 12} 

n = {1,2, ... ,0¡ 

11' = {7,8, ... ,12} 

S= {l,2,3} 

S' = {-1,ü,O} 

1' = {7,8,9} 

T' = {I0,11,12} 

Por lo tn11lo1 L1(S1 S') cstn ínrmncln por los hiiíng11lns {A1, A2 1 A:i} y {A~, A~, A~} donde 

A1 = {1,2,3,4} A1 = {1,2,3,ü} A,= {1,2,3,G} 

A~= {1,4,5,6} A~= {2,•1 1 5,G} A~= {3,4 1 51 0} 
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L2(T, 2'') m;~ñ for~m~tlo pm· lo~- t.r.ht'~1~11l~>S
0

,,{P1 ·,-J~2 1~J{J ~ )/·{Pf ;Pi,~{} ,-dnmlo 

·.. ~j{í;¡J¿~ifüll;;J:l ¡. 
r., ;,,· {!7:12), {s;~o¡; {0, 1q} 
PI ={11, io¡; {8, 12], ¡o, 11¡} 

r; = { {7, 12}, ¡s, 11 ¡,¡o, 10¡} 

~i = { {7, 11 }, {8,10], {!l, 12}} 

Dcfinimm1 por 1'1lt.imo n R: Li(S,S') _. L 2(T, T') por R(A¡) = Jl¡¡ R(A~) = Pf. Este 

hmmorfi:;;mo se cxt.icmlr, pnrn dnrnos In~ siguientes mlnrcs tic I': 

1'({123·1)) = { {7, HI}, {8,11}, {!l, 12}} 

!'( {1235)) = { (7, 11 J, {8, 12), {O, IOJ} 

1'{{1230}) = { (7, 12), {8, lll], {!l, 11}} 

1'({1245}) = { (7, 12), {8,0}, {10, ll]} 
1'({1240}) = { (7,8}, {11, 12}, {0, 10]} 

I'({12ó0}) = { {7,0J, {8, 11}, {10, 12}} 

l'( {13·15)) = { {7,0}, {8, 10}, { ll, 12)} 

l'( {1340)) = { {7, 11 }, {8, !l], {10, 12}} 

I'( { 135G}) = { {7, 8), { 10, 11}, {O, 12)} 

l'( {1450]) = { {7, 10), {8, 12). {O, ll}} 

P({23·15}) = { {7,8},{10,12],{D,ll}} 

I'( {231G}) = { {7,0}, {8, 12), {JO, 11)} 
!'{{2350))= {!7,J0],{8,!l},{11,12]} 

P({2·ló6]) = {17, 12},{8,ll}.{O,IOJ} 

I'( {31ó6]) = { {7.11 }, {8, 10}. {D, 12}} 

PROPOSICIÓN 6.43 

El m'um•ro de i:mmorfünnos de gnifkns I':G 1(11) -• G1(B') rs G!. 

D 
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Dcmn.•f.ra.r:ión: J,n ProJm.i;ición 6.41 cslnhlcrc min cnrrci:;poJHlrncin cnl.rl' el co11j1111lo de 

(S, R, T) y el runjunlo ele ifmmorfismos P. 

Dndo 1111 ii:;omnrfii:;mo P:G1(D) __. G2(D'), dnmlo {1','f') = Qp(S,S'), lcucmoR <t'IC 

es ln imñgcn invcrsn hnjo tlichn cortt!.o;pomlNH'Ín. De mnncrn qn<' In rorr<•F:pon1lc11dn es 

hiycrt.ivn. Y hnhrñ t.nntos hmmorfii:;mns como cl1•1rn:~ntrn; <le (S, R, '.'I'). 

Se rligr. 1111n 3,3 pnrlie'hjn de uno, y mm 313 ¡mrt.idcín (ld ni.ro, y mm ímwh'111 t•nl rr~ lns 

gní.ficns c01TrR¡1011(lil•11f.rR. 

Hny 4 (~) = ~:~:~ = 10 3,3 pnrlicio1tcR clr. D, y 10 de B'. llny el signirntc m'uncro de 

isomotüs1110R: 

O mnncrn.c; (\(' cl<·gir ln imñgcm de ttn vr.rtkr. rliRt.ingni<lo y dos 1lc cxlrn<l<!rln n todo d 

1.rití.ng11lo, y 3! ele cxlen<lrdn n lmln In griHirn, pnrn un tolnl de G·G·2 = 72. ¡,Cmí.ntns routé 

rcpclidnnwnt.c? Unn. mii:<mn. ím1chi11 i:;c p11c1lc npticnr n run1r¡nicrn dt! In.e; 10 pnrlirionr.s dr. 

D, tomnltflo mm y Rrllo mm de lm; ¡mrt.icio1ws de D' nl mii:;mo tiempo. De mn11rrn que se 

contnron 10 veces cndn. foucicin. 

Por lo t.nuto hny rn;{~· 72 = 720 = G! i~omnrfü.:cmos. 

o 
TEOREMA 6.44 

Dnclo tm ronj1ml.o /\f fijo con 12 clcmrnlrn•, c1 mhnrro ele fnmilins ST qtw tl~·fincn 11n 

S(5, G, 12) en M es 7!. 

Dr.m,,.drrición: Por Cnrolnrin G.401 <·l númcrn 1lc ínrnilins es 7 X r1, ch111clr. u ri:; f'l 111'1111rro tlt• 

i1mm01fünnos 'llH! huy. Puesto r¡nr. fl = 6! por In Prnposicic'm 6..13, huy 7 · G! = 7! ínmilins 

'l11r. dcfüwn un 5(5,G, 12) ru Af. 

o 
Sen /..f 1111 conjnnt.n ron 12 drmr.nt.os, y B, D' 1111n ü,6 pnrt.ich'in t\r J\/. ldcmtifü¡11rmos 

como S(D) c·l gr11pn de h1R pcrun1lnci01ws de dr1mmtns tic D, y 1111ñlngn.mrntc como S(D') 

n1 gr11110 ele~ pr.nm1ltlcio111!s tlr. r.lr.tnc11lns de B'. 
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ldc11t.ifir111rmos cncln vl-rl.icc de G1(D) cnn 1n pcrmulncicln tic los flos clcmcut.os etc n f(llC 

no c::;f.1ín cuntcuif1ns en rl \'f!rtirc, Con csl.n i<h:nt.Hicncic'm 1 lns nrist.m; de• G'1(D) cstnnin 

entre pnr<'jns tl1• lrnnspm1id1111cs (a1l1) 1 (c11/) lnl que d orden dr. (n,l1}(c,r/) sen l.rl"s, i.c:., 

n.=c. 

Ddinnmos f,ftmlii(.n G3 (D') como In. f!;rñfirn cuyos v1~rtircs son los procl11dos 71' = r 1 r2r;¡ 

ele f.ff!S f.riu1spnsirin11rs njr.nns ele? S(D'). Lns nrist.ns so11 lns pnn•jns {Jr, Tr
1} tnlcs c111c• 11"11"

1 

sr.n ele orden lrPs, Í.t:"., l.nlPs qnr. 7t' y 7t'
1 

JHI lr.n~nn índnn•s rn f"nmt'm. 

Tenemos 11uc G3(B') es isnmm·fn n G 2{B) 1 ident.ificn111lo n rmln 2,2,2 pnrt.idrl11 di: ll' ro11 

el prrnlucln <le t.rnnsposiriones corrc!s¡1011diP11lcs. Por rjc•mplo, irli•nl.ifknmlo n 

{ (1,2}, {3,·1), (5,G}} con (1,2)(3,•1)(5,G) 

En grncrnl, si a= (n1,rr2, ••• ,n1:) es 1111 ciclo, cnt.oncC's {f1} clcnotnní r•l cn11ju11to 

y su ro111plc111c11to en B (nen D') se dr1111tnní por ¡;-y. 
Pursl.oqnc G1(D) ~ G2(D') ~ G-;t.{D'), lc!nl'lltOSf}tlf? G1(D) ~ G;¡(/J'), r 1•:ida is11morfis1110 

P cnf.rc c1los rlc?lr.rminn un Sist.cmtl 1lc St.rincr S(ñ,G, 12). El Hh;LC'llln 1¡11r c¡w•dn, yn 

lrndttciclo en t.érminos de In llUC\'n idc11tificnd<l11 q11c hemos hcrho n los \ 0 értircs de G¡(ll), 

y n los vértices de! C:a(D'), rs el sig11ir11t.c: 

(i} fl y fl' S011 h)oc¡11cR. 

(ii) Por 1;n1ln vértirc n = (n,11) ele G 1(ll) 1 si I'(n) = r1r2T:1 1 rnlnrwrs Hu {T¡} rs 

hloc¡nc, pnrn i = 1, 2, 3. 

(iii) Los co111plcmr11t.ns en Al rlc los hloq1ws 1lc t.ipo (ii) Ron hlm111cs. 

(iti) Dndn 1111n nrisln {n·,o'} rn G 1(B), n = (a, 11), y n' = (rr,r.), r.11to11~l'R 

P{rr)P(n') = "YI' con"'(= (r,,q, 1) y "'(1 = (r',.'I' ,t') 3-dl"los clisjmtlos. Ent.nnre•s {no'}U{1} 

y {on'} U {'r'J son hlnqm•R. 

Co11sidc~n·111os nhorn 57j y ST'l lns fn111i1ins <le hlrn¡ncs ele dos Sist.cmns de Sl<•iucr de lipo 

S{5,G, 12) :mhrc A/. Un ismnotfismn 



es mm pr.rm11tndcin u dr~ Al f,nl que VIJ E ST1 <7(8) E ST2. 

El grupo du nntomorfismos ele 1111 Sislr111n cl1~ Sl.ritwr rlc f.ipo S(5,G, 12) lo <lr11nf.nrm11nR 

por ¡\!'. 

PROPOSICIÓN 6.45 

Srnn ST1 y ST2 ínmilins ele lilnqm•s rlr. dos 5(5,0, 12) sohrt! ,l/' y Sl'flll n, y D2 '1lor1nr.s 

ele ST1 y ST2 rc11prcth·n111entr.. Sr;m Pr:G,(llr) --. G:i(BI) y P.z: G1(D2) --. GJ(Di) 

isomorfismos dr griiíicns cld1!1"1UÍ11ndos por ST1 y ST2 rcspC'd.iw1111cnl,c!, "5¡ a r::; llltn JH!r~ 

mt1fncic'111 de,,/ con n(ll1 ) = lJ.i, rnt1111r••s lns siguicul.r.s dos r.0111lh·ionr.s Ho11 rc111ivnl1•11les: 

(i) n: ST1 -• ST1 es 1111 iso111ntfis1110 de Si::;lc•nmi:; de Std1wr. 

(ii) El signir•tdc dingrnmn cn1111111tn: 

a, ( n,¡ !:!., G,(n;¡ 

Dcmo . .trar.itjn: (i) * (iiJ Scn o E C:1(/J1). D<.•noh•mos P2 (a(n)) = r:r~r~. Enlonccs 

lc11c111os r¡nr. {<7(n)J U {riJ, {"(n)] U {r;J y {a(rr)J U {r::J ""' hlmpics rl" S1i <JllC 

contienen n {a( n )J . 

u(¡;;ju {r,J) 

"(¡;;ju {r2l) 

"(¡;;ju hl) 

son bloques. Pnr In f.nuto h•n<'mos los f.rrs hlnr11ws ,Jr In formn {o( n)) U { r/) 1"<111 i = l 1 2, :J, 

y los tres bloques <le In formn {n(o)) U {n(r¡)) ("CJJI i = 1, 2,3. Todos c:.;tos blnc111cR 

conf.icncn n {u(n)}, q1w t.ir.nc 4 clrnwnt.o:ci. 
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S61o hny cnnho blor¡ttcs dist.inlrn; r¡nc cnnf.ic1um n un sulu·o11j1111l.o <Ir. 4 clr.mcnl.t1s dndos. 

Adr.mñs, sólo hny tres cnyn int.crnccciún l"Oll {a( n)} U { rf} es cxnclnnwnlf' { n( n) J . g~l.•>H 

son: 

De mnnern r¡uc tenemos 

{"(<>)}U {r~} 

{<7(n)} U {r~} 

11,. 

Aclmnñs, tenemos q11c {r1 }n {r2} = 0, (r,} n (r,J:: 0, y (r(Jn (r~} = 0, {r:J n {r;J = 0. 

Supungnmos sin 1wrdcr gf'nr.rnliclncl tic a(r2)_ =''r4 l:-_~tt~c-_?'(r~) = r~. Tcnc1110H c11t.011ccs 

r¡ur. 

De mnncrn que 

y d rlingrnmn co1111111ln. 

u(r,) = n; - ( {'1(r,)} u {!7(r1))) 

= n; -({r~J u trrn 

(ii) => (i) Supongnmos que el dingrnnrn C"OJ111lt1ln. Ufmrnlo In nof.ncir'm dr, nrrilin lt•nc111ns 

1111c 

Sen D un bloqttn rn ST1 • Dd1f'mos 1lf'mosf.rnr 'lllf' a(ll) es un hloqnc rn ST2. 

Si n ::: Di ,; D = n:' f'Uf.onccs a(ll) = B2 ó /J~ r<'.SJlf'divnmt•nl.1•, ~· por lo tnnto f!S '111 

hlor¡ttn. 

Si D rs de lipo (ii), cnt.n11c:cs rs tlu In for111n ~U { T¡} pnrn n y T¡ 111lccmuln. Por lo 

t.nnlo, 

o(ll) = {<7(n)} U <7(r;) = {'1(<t)} U r/ 

Pero puesto q11r: rf E I'2(a(o)), f,cnrmos (J11C rT(D) es 1111 l>loq11c rn S'l2 dr. t.ipo {iiJ. 



Si D C'R dr. f.ipo (iii}, 1•111.nnC'f~S }.[ - D es de tipo (ii}¡ por el cnso nnt<.•rior, f.f!llclllos 

que n(Af - D) ~ un l>lnqur. rn ST2 • Pero por ser u mm prrnmf,nC'ic>n, t.rnrmos c¡uc 

ff{AI - D)::::: Al - r7(fl). Por In t.nul.o u(D) l'R d complcmrnfn de un hlrnptc de tipo (ii), 

y r.s 1111 l>loquc {de f.ipo (iii)). 

Snpongnmns por 1111.imo c111r B rs de f.ipo (fo). Esto es, ll'nrmns r¡nr. JD n Dj 1 = 3. Smm 

n,n' E G,(111) con nn' = n n n, i por In t.11nto fn,n'} es tllli\ nriRt.n ch~ G1 (flj ), y JIOl' 

lo lnnl.o I'1(n)/'1(n'J sr. p11rdc clc!H."OlllJlOm~r como el produclo flc dos 3-i·idns njP11os, i.r. 1 

3-r,-r', !1'J n f-r'I = 0 tulrs """ r,¡"¡r,(o') = n'. 
Por In tnnf.o t.rncmos qur. D = {no'}U{-y} o hicn D = {nn'}U{ "Y'}. J\dnm:ís, {a(n), tt{n')} 

cR man nrif1tn, y por C'nn11111lnth·idnd del dingrnmn tenemos qttc 

r,(.,(nJ)r+(o'J) = .,.(I'i(n)/'1(n'J) 

="'(n'J 
= a(1')<7(1') 

Sóln hny clos hlmrttr.s f'll ST2 c¡nc iuf.t•rscrnn n fl1 rn cxnctnmr.nt.o n(n)17(0') 1 y rsos hlm¡w_• 

::ion cxncl.n1111•11te 

{"(").¡(n'J} U {"hl} 
{'1(rt)<Y(n'J} U {"(i'l} 

que snti!'lfncru nmhrn:i rl rrit.crio pnrn ~cr hlm¡nr.R de tipo (fo). 

En c11nlr¡t1ir.r C'n:m, lr·1w1110~ que o(D) e:; 1111 hlw¡nr, de lo qui'! conrh1imos 'ltlc u es 1111 

i:m111orfhm10 de Sist.rmn:; df! Stcincr. 

D 
Si u E S(D'), cnf.oure~ In cnnjup;nriJÍll por f1 es un nufnmorfü;mo dr? G:1(D') r111r. clcno­

t.nrcmns pnr G3(17). Esl.n se clrbc n que a(D') = D'. 

LEMA G.46 

Sen" 1111n pcr11111t.ndrí11 de D' f.nl f(IU! G 3(r7) es In idcnli1lnrl. E11tor1rPs ,,. es In idcnfidn1l. 
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Dr.mn.dración: Supnngnmns sin perder gr.n<'rnliclntl qnr. D' = {1,2,3,4,5,6). 

Son/'= (J,2)(3,4)(5,6), ¡{ = (J,2)(3,5)(4,6). Por lo t1111tn, 

t7(¡1) = (t7(l),t7(2)){t7(3),t7(4J){o(5),n(GJ) = /' 

"(l"J = ( o(l}, "(2)) (t7(3), 0(5))(11(4), t7(GJ) = ¡l 

Por In tnuln (<7( l ), <7(2)) = (l, 2), y tcucmos que " ( {l, 2}} = {l, 2}. Co11sidcr<'11tns nhnrn 

/'2 = (1 13)(2,•1)(5,6), y¡•~= (J,3)(2,5)(-1,G). Ol.lrnrn1os rulnnrrs qnr o({l,3)) = 

{1,3}, y por In tnulo '7(1)::::: 1, n(2)::::: 2, y o(:J) = 3. Pru.srguimns en fnrnm muilogn 

pnr;i ohtcrll'r r¡1tr! 17(4) = ·I, n(5)::::: 5 y a(G) = G, co11cl11yr~mlo <Jllf!" = ls,. 

o 
PROPOSICIÓN 6.47 

Ln f1111cicin Sr. - Aul(G:i) rR 1111 i!'n111orfüm111. 

D~11rn~traciñri: Tenemos que G 1 ~ G:i romo gníficns. Pttrst.o r111c G'1 tiene G! n11tn111orfis-

111ns1 f.c11c111os 'llU! JAut(G:i)j = G!. Ln 1·m-rcspo11d1•11dn es inyccl.ivn ,,,,r t•I Lr:"mn GAG, y el 

rlnmi11io y rl cnnl r:ultt111i11in f.icnr11 11111lmR ü! d1•111r11fos 1 1lc111ost.ni111frn;,~ que es iso111orfüm10. 

o 
PROPOSICIÓN 6.48 

Sr.nn ST1 y ST7 dos 5(5,0, 12) sobre AJ 1 y senn l11, D1 hloqucs en STr y ST2 rcspr1~­

f.Í\•nmrmt.r,¡ Rf:n n: n, _.. R2 una hiycrción. Enf.nurrR rxistc min \mini a': n~ _.. n~ fnl fJllr' 

el siguicnh• clingrnrnn roumut.n: 

c,¡n,) ~ G3(IJ~) 

Dr.mn.draciñn: P2 o G1(0) o p 1-
1 es 1111 Íf'rm1111fismo ele G3(Bí) r.11 G':1 (D~). Por Jn 

Proposición 6.47, tcncmo~ que 3a' E Sn tnl fjllf! 

G3 (u1
) = l', oG1(<7)oP1-

1 

y clnrnmcnl.r- hnrr. r.onnmt.nt.h•o ni dingrnmn. Pur·slo riuc In ct11·1·r~poruh·11dr1 1•rn 1111 i~o­

morfismo, In n 1 rR 1í11irn. 

o 



TEOREMA G.49 

Snh·o isnmorfismns, 1•xistc un {miro Sisf.f•IJln de Sl.f•Íucr de tipo S(5,6, 12). 

Dcmo.dración: Tndo Sistema ele Str.incr 1lc t.ipo 5(5, O, 12) sr. p11rrh~ prwmr sobre r1 mismo 

co11j11ulo ,ir. 

Tocio Sist.cmn <le St.cirwr de t.ipo S(51 (i 1 12) proviene de 1111 iim111orfhm10 dt• ~nífknR 

G, (Di) .!l, G,(D:J. 

Dmlos dos iso111orfisn10s 
G,(B,) .!l, G,(D:J, 

y G1(B2) ..!!, G,(D~) 

y dncln. lllUt biyrcdrjn r de n, Cll D2' liny llllll "' ele n¡ Cll D~ 'lllC hnrr. cn1111111f.nt.h·o r.I 

dingrnmn por In. Proposirié111 G.'15. Com;itlcmndo In pcrnmt.ndcln r U tT', f.enr.tnns qnc d 

siguiente clingrnmn 
G,(lli) 

G1(D2) 

conmnt.n, Por el Lr.mn GAG, r U u' rs 1111 isomntfismo culrn )ns clos 5(5, G, 12) e Indos. 

o 
Esto termina 1111estrn dii;;cm~icín dr.l Sistrmn tic Sl.ducr clr. t.ipn S{ti,G, 12). En d rnpít.ttlo 

siguiente csf.nblcccrf'mns In rclndcín c¡ur Allnnln ron d Grupo ele ri.·lnt.hirn. 



VII. Construcción de Cár·denas-Lluis 

Este cnpítulo con.sf,n de dos pnrtf.'. F:n In primrrn, nunliznrr.mos In rd1H'.ir'111 1•111 f<' d Sislr111n 

de Stcincr de tipo 5(5, G, 12) y el Grupo dr. l\fnthií!ll A/12 • De csn rdnriii11 SI! obf.rmlnín 

nlgunos conjunt.ns de gcncrólrlorcs, 1111n \'C7. dndn d grupo. En In scgundn pnrfc, se dnr;t 

un método pnrn ohtcur.r 1111 conjunto de pr.rmutndoncs c¡un gf'nrrnu n Af 12. AmhnR pnrtrs 

están bmmdns rn el t.rnbnjo dr.I Dr. Humli<'rfo Cñnleuns Trigos, y dd Dr. Emilio Llnis 

Ricrn. 

Consideremos 1111 Sh1tcmn <le Stdncr ele tipo S(5, 6, J 2) !'ohn! rl ro11j1111lo Al= { 11 .,., 12). 

Ll;uncmos ni grupo de! RUS nutomorfismos ¡\11
• P11r.Rf.o c¡nr. rl S(5,G, 12) es 1í11ir.o snlvo 

isomorlismos, el grupo 1\1' r111cdn hicn dC'tcr111innclo snh·o isomorfismo!'>. 

TEOREMA 7.1 

Al' c.';; nítidnmcufr. 5-t.rnnsHivo. 

Dcmo.•trnciñn: Scnu x1,.r2 1 X;¡,T1,:r11 E llf cli~tinlos cnt.rn s(, y Y1d/2,11.1 1 111iv.~ E Al dis­

tint.os l'ntrc sí. Hny c¡uc cxhihir un dc111r.nlo n E li/' lnl fJllC u(:r:¡) =y¡ pnrn i = 11 ••• ,5. 

Dcnot.c1m_1.s por A= {.r1, ... ,:r.:;}, y sen ll E ST rl 1í11i1·0 blor111c <JtW contienen A, 

clignmos D =A U{:}. Srn ll1 rl 1'111ko hlrn¡uc fJ111? coul.im1c n A1 ={vi ... ,m;] 1 dignmos 

B 1 = A 1 U {z 1). 

Consf.ruymnos In o en c11csli1)n. Clnrnmrnlr. prdimos 'JllC u(.r;) ==y¡, y n<lcmñs prdimos 

u(z) = z1. Tenemos pues c¡ttc o(B) = n,. 
Por Proposicifln 6.48, tc11cmos que cxistr. 1111n t'mirn rr': D'-. Dí (do111le D' = ¡lJ - D, y 

D~ = lll - 8 1 ) qttr hncc co1111111tnt.h•o d dingrnmn corrr!iponclirnt.r.: 

Go(B) .!l. G,(ll') 

!G;,(<T') 

/'' 
-'., G,(B;J 

donde P 1 y P{ son isornorfis111os cut.re lns grñficm:; clr.tcrrninnclos por d Si::;l.cnm d1~ St<:incr 

con el que comcnznmr~. 
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Tomt:>moR p E S12 de lnl íornm 'lile Pin =a y t'ln1 = a'. Por Propnsidr'm OA5, purslo 

q11r. el 11ingrnmn cnmnut.n l.r.m·nms que f' es un n11t.n111orfismn dd Sist.rmn rlr• Strincr, y por 

lo t,nnto p E Al'. 

'Trm•mos purs r¡11r. /.1 1 es 5-lrnnsili\'o. 

Sen T E Al' tnl ((llC r(A) = 17(A). Como Te JU'' l.cucmos flllC ncccsnrinmrnle r(D) = n, 
y por lo lnnl.o r(z) = z1 , 

Eutnnccs fc1w11toR 1¡11c r' = rl11 =,,.,y como In ProposicMn G.48 gnr:mfizn f(llC' In mmu•rn 

de complctnrln n lodo Al <'S 1'111icn1 l.cncmos c¡uc rJ111 =a' 1 de mnncrn qne r =a. Por lo 

lnnlo rr es In ''míen qtic mnndn A en ...l1 1 y In nccitln cR nílhln. 

En condttsió11 1 AJ' es 11ít.irln111r11l1! fi-t.rnnsitivo sulirc 1ll. 

o 
Puesto qnc yn trncnms dnsifit'ndos n lotlns lns grttpos nítidnml'nfc 5-trnnsith-os, h'nemos 

de hecho yn dnsificnfln n J\J', Nnl<•mos situplcmrnt.c r¡uc In ncci1)11 ele AJ' es i;:ohrc un 

conj1111lo con flncu clr111rnto:;; 1 pnrn concluir 11m~ 

COROJ,ARIO 7.2 

JU'~ Af12, rl Grupo 1lr: ?vlnl.hicu c11• grndo 12. 

COROLARIO 7.3 

El grupo de nntomorfüm10R (lcl Sistc1nn ele Stt•incr <le t.ipo S(5, G1 12) es d grnpn de ?\lnthicu 

de grndo 12. 

Gnl\V('llimos pncs rs clrnotnr pnr Al12 ni gnipn clr nnfonmrfüm10." rh• un 5(5, G, 12), pm•s 

dehc ser isomorfo ni grupo <Ir~ ?vlnt.hicu. 

Prorc<lcl'cmns n1aorn. rn t>cntido invrn:;o, Dndu 1111 gn1po nít.irlnmc11lc 5- trnnsilh·n clr grncln 

12 (y por lo hmt.o hm111nrfo il ~'112 ), clrfinircmos un sh~l.rmn ele hloc¡m~s nsodn<lo n él, •111c 

He prohnrñ 1lr~pné::; rs 1111 S(5, G, 12). 

Sen Al e Sl'l 1111 grnpn 11il.idnnu~ntr. 5 ·lrnnsitivo. Lns lctrm1 {1 1 2, ... , 12} lns ch·110111iu:m~-

111os pnnl.os. Nnt.cmos que Al ~ JH11. 



LEMA 7.4 

Si a = (1)(2)(3)(4)(5,6)"' <R 1111 <•lc11rn11f.o ,¡,. M, y {n,b,c,d,c,f) = {l,2,3,4,5,0}, 

cflf,onr.~~ (a)(l1)(c)(</)(c,/)··· tnmhién es un elemento ele J.[. 

Dr.mn.'llrndñ,,: Tomemos p E JU cnn p = (1, 2){3)(5 1Gl • · •, Tc11c111os <jllf' p es de onl1•11 2. 

Por lo f.n 11l o 

f"'f' = (2)(1 )(3)(r )(G, ú) .. · 

donde :r. = p(4}. Yn q11r. p11p roincirlc r•n G d<•mcnloR ron a, km .. ·mos que f'ªI' ="y por 

lo f.nnfo p(-1) = 4. Tr111•111us pncs r111c 

pa = ( 1, 2)(3)(•1 )(5)(0} · · · E Al 

De mnncrn nmilo~n ohf.rrn•mns el rc:mllncln pnrn los (i s11hr.011j1111los ele dos rlr.111c11f,os de 

{r1,'f11 c,cl,c,/J njrn10R n {n,O}, 1111111.iplir:nmlo por In p ndcrunrln. Tnmnnclonhorn n "' = P" 
lo prohnmns pnrn lnR nj1mns 1lc { 11 2}, y nsí s11r.rsh1t11H'Tllf:' hnsln f't1hrir Indos los cnsos. 

DEFINICIÓN 

Uu Dlm111c r.11 /1/ es un <0 <mj1111fn fa,b,r.,rl,r:,/} lnl rp1r. (uJ(b)(r}(d){c,f)··· E 1'1. 

Dr.hiclo ni Lcmn 7..1 1 el r011rr·pto tic nrm111c cstñ hirn drfiuido. 

l\l(n, /t, e, rl) 1lcnnf.nrá d rsf.nliilhmrlor rlri n, '1, e, rl en Al. 

o 

Nof.cu1os que pucst.o r11tc .Al S! A/12 , tenemos yn i11formn<"ic'Jn sulirc su c:-if.rnct.urn, y In rlc 

Al(a,11,c,<l) pnrn runksquirrn cuntrn puufo::; n,b,r.,,/. En pri111rr Jugm·, l\l{a,11,r,d) ~ () 

cJ grupo de Jos cuntcruios. En pnrlirulnr, l\l(a, l11 r,rl) f.r.mlrrí sriln Hll clr.mcnlo <Ir• onfr·n 

2. Tnml>il-n f,(!llClllOS 'lile es rcg11l11r {i.c. níticl1mwnlc J •. f.1·1m::;ifh·o). Tr.11c11m~ f.nmJ,iPn <¡ttc 

un cJrmcuf.o rlr! onlcu 2 r¡11r. fijn ni mruos 1111 rlr.111r11fo rlehc fijnr· r1rnt ro, y q11r un demento 

que fije cxnd.:..11u•11fc f.rrR punf.os <lclm Rf'f ,¡r. emir.u 3. 

TEOREMA 7.5 

LJl fnmilin ,fe hloc¡11cR de Al rldiniclns mTihn forurnn 1111 Sisff•um. de Stcinrr «f,. tipo 

S(5,6,12) ,;oliw d nmj1111f.o de p1111los. 



Dr.mo.•trar.ión: Sen X= {n 1 f1 1 c1 rl1 r.} e {1,2 •• _.-, 12) con 5_r.1c:mcnt.m;. 

Sen" E /11 lnl c¡nr. u= (n)(b)(c)(<l,c}'··. Pul' In t,nillo a_ ~s ele orden 2 1 y fijnn\ nlr/m 

otrn lr.t.rn, dignmns f. Ent.oncr.s 

u= (rr)(lo)(r.)(f)(rl,c)··· 

Ent.onccs {n 1 h,c1 rl1 c,J) es un hlocpm. Si D' = {t1,f1,c,1l,r,!J} es l.:nnhiún nn hlnqnr., 

cut.onces 

(n){l1)(r.)(rl)(r.,g) E U 

Comn tenemos t.nmhMn n (n)(l1)(c}(tl)(c 1 f) · • · r.n /lf, nmhrn; ,¡,.orden 2 y r.1t•mcntos 110 

/lf(o, f1,c, tl). Puesto c¡nc Al(u, f,, e, rl) ~ Q fome si'llo 1111 rlcmcnln df~ nr<lc11 clns, y t.cm•tnns 

que nmhns son igunlcz:; y f = !l · Ent.om·rs D' = D, y d hlOf}ltc es d 1'111kn 1¡11c conH1mc n. 

X. Tenemos pues c¡nc fnrmnn 1111 5(5,G, 12). 

o 
Dcnot.cmof! nl S(.5 1 G, 12) nsorin1lo n /1/ por ST(/11). 

LEMA 7.6 

Me Aut(ST(AI)). 

Dcm1,,!mr.irin: Sen ll E ST(Af), "E M. 

Si B = {n, I>, e, rl, e,!), onton«:R (n)(l1)(c)(rl)(r., f)" ·E M. Por lo tnnln 

(u(rr)) (a(/1)) (a(c)) ("(d)) (a(c), a(f)) ·•·E M 

Por lo tnnlo, 

{a(n),a{l>),a(c),,,(d),u(c),a(f)} E ST(M) 

y por lo tnnt.n a E A11l.(S1'(M)). 

o 
De cHto clcclncimos, por s11p11c¡;¡l.o, c¡111~ dr l11•chll /lf = Aut(ST(1'1)), Jlllf'fl t.ir.nrn In mif;mn 

cnrdinn1idnr1. 



VII, Co11i:;l.rucdñ11 dt? Ctir1h•um1-J,lui11 93 

LEMA 7.7 

Si rr :f. 1 y <TE /i/ 1 entonces existo p E ;U fnl que t7p firm! HUÍR p1111tos fijos c¡uc n. 

Ofi.•r.ruación. En cnso de <(lle u lrngn ti p11nlos fijos, p scró. ,,.-i 11crrsnrin111cnlc. Si u 

Ht•nc meno.e; ele cunt.ro punt.os fijos, f1f l<·rnlní uu'm punlns fijos r11w f1, Jlf'ro sin 11r~r In 

idr.11ti1lnd. 

Dr:mo.•lr11.r.ión: Sen F(t7) d ronj1111to ch~ jUIJlf,os fijo.e; dr! a, y lWll F(11) e (11,h,c,d}. 

Sean c,f tnlcsq11r.o(c)=f,y c,Jt/. (n,b,c,tl}. 

Sen p E J'1(n,b,c,rl) con t'U) =c. Ent.nnr.r.s p f 11- 1 i:;i u no tiene c·wil.rn puntos fijos, 

pm•_c; cntonrrs ,, fi .Af(a, 11,c,d). 

Pero <rp(f) = a(c) = f, y opJ¡.·c,,.1 rs In hlcnticl:ul, tic mnnr.rn r111c up fijn out<; dcmcutos 

que u. Si u 110 fijn c:unf.ro rlc111cutns, '1f' no rs In idcntidnd. 

TEOREMA 7.8 

El conjunto 

gctwrn n Jt/. 

LJM(n,l.,c,d) 
,.,,,,,,.,.qcp, ... ,12) 

!(lf,fl,'",•iJl==·I 

o 

Dcmo.•lrar.icJn.: Dndo <1 E ;11' 1 31J E ,\/ tnl q11r. f"' fijn c:md.n111c11lc 4 puntos. Por Jo 

f.n11lo 1 pn cst:í r.n In 1111iém tlndn nrrihn.. 

Adcuuí.o;, por coustrnrdc)n, 3:r., !J,::::, w E { 1,, .. , 12 J tnlcs c¡1w t' e JU( a~, y, z, w) ( \'cr Lt'lltn 

7.7). 

Por lo tnnt.o /Ja E (U J\/(rr, l1,1'.1d)). Como I' E (LJJ1!(<1, li,r.,d)) 1 c11l.011f'CS fnmhién c::;f.fi s11 

inwm•o, y tenemos c111r. 

p- 1(po) = n E (LJ M(n,lo,c,d)) 

Por lo tnnto /tf e (U Al(a, 11, r:,t!)) e J\1 1 y 1.c11c111os In igu:1lrlncl. 

o 
De n<111í ¡melemos t.n111hi1~11 ,·011d11ir q11r. Jl/ < A 12 (nllllfJUr? csk rr::;nltmlo yn lo lt.•11i:1111os 

pm· la ('.011st.r11ccif111 de llnll), J>ll<'li r:nda ltf(a,11,c,d) rsf.1i íommclo rlf~ pcn1111f.11do11rs pnrc~s, 

y dlns generan n /ti. 
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PROPOSICIÓN 7.9 

Si 1:D1 -t D2 r,s mm hiycl'ricin r,nf.rc hlor¡ucs D1 y D2 de ST(JU), r.11f.011crs 3!a E/\/ tnl 

qur. oln, =7· 

Dcrno,<Jtración: Sen X 1111 c:oujnnf.o cnn 5 f'lc11wuf.os <le D1 {n,b,c,rl,c,f}, y T 

(11)(/>)(c)(tl)(c,f) ... E M. 

Sen. u E/\/ t.nl '111<! nJ.\" = tlx (lo cunl cR posible pm~R rR 5-lrnnsit.h•o). Tnl rr es fo1irn. 

y a(B1) = {a(n),a(b), n(c),a(1l),n(c),n(f)} rs 1111 hlm¡110 de S7'(A/). Pncsl.o t¡uc r.onli<'nc 

n i·( ... V) 1 f.encmoR r¡uc a(D1) = 1"(D1 ) y es 1ínicn por conRf.r11ccicín. 

o 
Sen B un hlnq11r. dr. ST(AI), y D' = {1, .•. ,12}-D su cm11plr,1111!11l.o. Dt•finimos mm 

función 

I': S(B) ___, S(B') 

como sigue: <lnclo /JE S(D), 3!a E Ji/ tnl que rr/11 = fJ. Dr.ílnilltn!-l f'llf.onccs P(!J) ="In•. 

Si "(!Di -• B2 r~ mm hiyc<'dcin de fl1 cu D2 1 1lf'11nlnu·mos por S(1): S(D1) -+ S(D2 ) d 

homomorfismo duelo por 5(1)(11) = "YfJ"f-1. 

PROPOSICIÓN 7.10 

(i} P:S(D)-+ S(ll') es 1111 isomorfismo, 

(ii)Scnn D1 y D2 hloqu":::;dc ST(Al),y n¡, D~ suscomplcmenlosr~ {J, ... ,12}. 

Si u E llf es lnl 11uc a(D1) = D2 1 y -y= uln1, 7' = 11J11;, f•11t.011cl's d Rig11fo11tc dingrnmn 

C'OJllll11f.n. 

S(B,) ~ S(B2) 

''• 1 

S(B;J ~J S(B~) 

(iii) l'(G1(B)) = G,(B') y I'(G,(B)) = G,(B') 
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Dcmn.•trar.irín: (i) C1nrn111r11t.r rR i11ycctivn 1 y por )o l.nnl.o cR biycd.ivn. Si {1J1 E S(ll), 

cnlonccs 3!a, T tnlcs qttc rrln = /1 1 rln = 6, y pnr lo f.nnlo To ul11 = 6 o fl, r rl'I h1 1í11icn. 

Por lo lnnf o es un isomorfüuun. 

(ii) Sen'!' E S(D1). Po1· l11 l1111l11 :J!6 E Al In! 1¡11c 6111, =<p. Por l11 ln11lo P1(~0) = 6lu;. 

'l(•ncmos pncR •111c 

S(-¡)(I'1('f')) = S(1)(6l11;) = 16l1J; l- 1 

y por lo lnnf.o S'( 1' )( tp) = 1''P1'-I . Enln11ccs- ln.r1 e·,¡\/ :·tnl ~¡~,~ 11111;· = -1'\'1'- I rs -,, = 16..,.- 1 • 

'lbncmos cnloncc¡:¡ r¡ne 

y t<I clingrnmn. <'nnnml.n. 

(iiiJ Si a= (n,11) E G1(/J) 1 t•nlonc:c>s In a E 1\1 pnm In P es de orden 2 ~· r~ 1'111icn. 

Enl.oncl'A I'(o) E Ga(D'). 

Sin= (a, Ir), n 1 = (a,r.), cnl,nnrcR lns I'(o) y P(n1
) imn njrnns, n de In ronl.rnrio mi11dch•11 

rn lns lrcR lclrn.s fijn.s t1·~ 11, y In pcr11111t.ndtí11 f(UC lirnrn rn rnmi'm, tlr mnurrn r¡11r. coinl"itlen 

en ú lr.t.rn.c;, y por lo f.nnt.o floll igunlc::i. Pero yn que P rl'! i!-lnmorfi~mo, mnnrln tlislint.ns rn 

cliRlinlns. Tr1H'1JH1R ptt~s C(llf! I'{n-) r.::> njcun tic P(o'), y P mnndn nristns en nrist.n::;. 

Puesto c¡m~ rs hiycdi\'o f~ll los \'~rl.icci;;, P(G1(B)) = G:i(ll'). 

Notemos q11c, 11b11snmlo 1111 por.o dt~ la uotncilm, P rs s11 propin irt\•cnm (ln111:111do In 

P' nsoci1uln n In nsignncitln im•t•nm IJ' -t B). Dr mnttrrn que P(G 1(D)) = G:i(D') :::> 

P(J'(G,(Dl)) = P(Ga(D')) * G(D) = P(G,(D')), y lrncmos 1¡11r P(Ga(ll)) = G1(D). 

D 

COROLARIO 7.11 

Sir= (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)(0,10)(11,12) E Al, entonces {l,2,3,t,5,6) un"" hloque dc 

ST(M). 
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Dcmn . .tracitin: Si { l 1 21 3, <I; 51 6} r.R hloq11c1 c11f.n11ccs 

r(c1, 2J(3,.1Jcs. ai) = (7, 8J(9, _10)( 11, 12¡ 

pues r E Al y por Prnpm:icicíu 7.lO(iii) 3<1 1 h E {1 1 ... , 12} t.nl r¡uc? 

r(cn, t.¡)= (7,8)(9, JO)(ll, 12). 

Pero esto c>~c; min co11f.rrulif"dóu, pues P es isomi:)r~1U1!º· 

o 
Del indso (iiiJ clr. In Proposid1l11 i.10 Rr. sigur. d RÍgnirul.1!.l'CR11lt.mlo1 nltll<Jllr. yn lo co110-

cínmm1 por conteo: 

COROLARIO 7.12 

Si B C!i un hloq11<' dr. ST(JU) 1 t'11l.011cc~s JJ' = { 1, ... 1 12} - n f.nmhic:n r.s 1111 hlm¡uc. 

Dcnof.cmos nhorn por T e Af d ('Ollj11nl.o de los dmncntns de orden 2 r¡ne fijnu ni 111r.11os 

un punto. Tenemos JllWS c¡11c cnrln d<•IJlf'Uto di"' 7' fijn cxnd11111c~11ln ,j p1111l.0R. 

PROPOSICIÓN 7.13 

(i) El r..011j1mlo 1' gcnr.ra n ¡\f. 

(ii) Los dcmrntos d<~ T son rn11j11gudns 2 a 2. 

Dcmn.•tr1u:ióu: (i) Dnstn \•cr fJllC In::; rlr·1w·•11l.o::; de T g1•11ern11 ni 1·011j1111lo de drnwul.os de 

nrdf:U 4 fJllC fijnu 4 punt.os, J>ll('S C'lllnuccs gr.urrm1 n Jos Al(n,b,c,d) (c¡m~ csf.fÍll forumdos 

por In idcnticlnd, ü clt~Ull'Htrn.1 dr. orclt~n 4 fJllr. fijnu c1mf.ro lct.rns, y 11110 de nnlcu 2), y por 

lo tnuto n tocio Al. 

Sen n = (1}(2)(3)('1){5,G, 7,8)··· 1111 tnl r.IP-111r.nto. Considrrt!lllOH 11 los sig11i<'11f,f!S tl'f!..'1 

dr.111c11t.os de T: 
To= (4)(Ü,Ü)(7)(8)" • 

r, = (4)(ú)(O, 7)(8) .. . 

r, = (4)(fi)(o)(i,8) .. . 

Entonces T1T2r.1 = (4)(5,ü, i,8)···, y c¡11e 1·oi11cidc con 17 f."11 5 ¡>11nlos. Por lo 111111.o, 

17 = T11"2r.1, y T gr.rrnrn n los 11/(tt,11,r.,,/) 1 y pm· In fnnf.o n locln JU, 



(U} Senn u = (1 )(2)(3)(4)(5, O) .. · y T = (11)(/1)(c)(<l)(c, J) · · · clcmcntoA <In T. Sen fl E M 

f.n} (JtlC 

fl(l) = n; r(2) = b; f1(3) =e; fl(G) =e; f'(O) = f 

r.nl.nnrcs 

fl"fl-o = (11)(11)(c)(1'(4l)(c,J). 

De nhí c¡11c p( 4) = <l, y <:r y T 1mn conj11gtulos. 

D 
Prohnremn:-1 nhorn qtm /i,f (y por lo f.nulo iU11 n q11ir.11 es ismnnrfn) es un grupo Rimplr.. 

LEMA 7.14 

Sen 11 'f { 1} 1 Jf '1 iU. Eut.nnccs 3µ E J[• que fijn. nl mcnns nn punto. 

Dr.mn.drnr.itín: Sra 1 f.. (J E JI. Si el orden <In t' es pnr, f!nlonl'CS 210(1>)\o(J/), y // tiene 

110 rlcmcnf.n r de orden 2. 

Si r tir11c punlns fijos, hrmns lr.rmi11111lo. Si un lfonr. puntos fijos, enl.oncr.s f;Íll pcnh·r 

gr.twrnli<ln<1 lcrwmm; que 

T = (1.2)(3,4)(1í,0)(7,S)(!J, 10)(11, 12). 

Sen" E M, u= (2)(3)(4)(5,G)···· Enlnnrcs 

tm1 = (3,4)(5,G)· •• 

y TtTro(5) = 5. Por Corolnrin i.11, 17(1) f- 1(pnrs1lr. lo cont.rnrio-{1 12,3,4,5,G} s1!rÍn 

un hloq11e). 

Tenemos pncs que Tl'1Tt7(2) f. 2. Enlo11r•'fl Tf1T<T E JI, fijn ni .r;, y no c:R la idcnlhhul, w•Í 

qnr. CR el clrmcntn que hnscnlmmos. 

Snpo11gnmos entonces 't11C ¡> tiene onlm1 impar. Si d orden de p rs 11 1 C'1tf.011C"CR (':; 1111 

ciclo de longitud 11 con un ¡nmt.o lijo, y hemos lcrminndn. Sttpn11gn1110::. rntouccs t¡uc p 

no es de orden 1 l. Escrihimrn:1 n t' fk• In :-ii~nit·ntc 111111wrn: 

(1 = (rr,/r,.,, ... )(d,r,/, ... )··· 



con n,h,r.,d,r.,f dist.intos r.ntrr.. RÍ. Tornr.mos d clr.111c11to <le ,U T = (a,b)(c)(r.)(J)··" 

Por lo tn11f.0 1 rpr E Il 1 y prpr E 11. Pero 

prpr(/1) = prp(n) = pr(/1) = p(n) = b 

dn mnnrrn qnc fijn ni mcno:;i nn pnnl.o·, Y. 

prpr(d) = prp(c) = pr(c)'= p(J) = f 

o 
TEOREMA 7.15 

Si 11/ e S12 CR 11ítidn111r11t.c ü -1.rnnRit.h·o, c11f.011rcs /&/ r-q :-imple. 

Dmnn.dra.ción: Sen {lj f. 11 <Ji\[. Por Lemn 7.14, f.rnr.mos qnc 3p E 11• con pnnt.os rijos. 

Si rl nrrh•11 de f1 r.s pnr, r11f.n11r.rs JI t.icnc 1111 ch~utrnlo de orclr.n 2 ron puntos fijos, n snhrr, 

si o(p) = 2u, p" es de nulcn 2 con p1111los fijos. Por Propusici1)11 7.13(ii), t.irnc n tmlo::1 los 

rlemr.nt.rn; de orden <los con pmlfo::; fijos, y por In Propm;icirln i.l:l(i), CR lo<lo Al. 

Si t"I nrrlcn ele f' cR itnpnr, podC'rnos f!serihirlo <·01110 

p = (n)(l.,c,. .. ,x, d) • · • 

con x =e 1) :r. f. e, Srn TE Jl/ ron r = (a,d)(li)(c,:r) · · · (i.r.., si :r =e cntonrrs r fijn n 

e; si x :f. e, 1•11toncr.s lrn> infNrnmlJin). Enl.oncC's pr =(o, 11, c,d) • · · y 

a= prpr = (n,c)(f.,,/) ·· • E JI. 

Si rp f!S de orclrn 4, entonces o tirmr. punf.nR fijoi; (pncs Al < A 12 , y por Jo t.nuto pr f 
(n, '1, c:1 d)(c, /, g, /, )(j, ~·, l, m) ) 1 y tcm•mnR d rr:mlf.nclo, por el cnsn nntrrinr, 

Si tT2 -:/: 1, cnt.our.cs pr 110 cs dr. nnh~n 4, y f.t•nr•1111>i; rn ll 1111 t•l<'111r11to, <fü;fiulo dr. Jn 

idc111.idntl 1 q11r. fijn 4 punf.ns. E11!011t;r:; yn. iwn <~I, o :m cundrndn, son de árderr 2, y fijn11 

¡mntoR, purs u 2 E AJ(ri, '1, r,tl), y f"I rrm1llndo mwvnmrnl.e se sig1w. 

o 



COROLARIO 7.16 

Af1 2 cR i:;implc. 

Vcrrmos nhnn1 romo cxhihir un cn11jn11t.n <Ir. c11nt.ro gf'ncrndorcs pnrn JH .• 

LEMA 7.17 

Si o = (1)(2)(3)(4)(5, G)(i, 8)(0, 10)(11, 12) E 111, cnl<mccs 

<>' = (5,6)(7,8)(0)(10)(11)(12) ... E M. 

Dr.mn.drn.dtin: Puc-sln '111C o E Af, Di = {1,2,3,4,5,G}-y D2 

hlm¡u"" de ST(M). 

Tct\CIHOS pm•s <tlm SUR complemc•11tos, n: = {7, ... , 12} y n4 ;; {5, G, 01 10~ 11, 121 -t.nl11llié11 

i;cm hlnqncs. 

Er1t.011ccs 

1'1 = (7,8)(0)(10)(11)(12)"' 

12 = (5,G)(O)(IO)(ll}(12)·" 

son c1m11r.nt.os de }..[. Pf'rn rn /lf Wlo hny un clr.nwnt.o d1~ orden dos q1w fije n cunf,rn 

punt.ns dntlos, de mnnr.rn que "fl = "Yl. Por lo tonto 

o'= ¡ 1 =1'2 = (ó,6)(7,8)(0)(10)(11)(12)"· E M. 

o 
J,EMA 7.18 

Si o= (1)(2}(3)(4)(5,G)(i,8)(0, 10)(11, 12) E M, cnlo11ccs rxisl.c 

rT = (1)(2)(3)(7,n,11)(8,r,d)"· E M 

con {n,l1,c,1l) = (0,10,11,12}. 



Dcmo.dmr.í1h1: Srn µ = (1)(2)(3)(•1,ú)- • • E 1l/, Ent.nnc:cs µ rijn. ln111hM11 ni G,.y 

a= pn = (1)(2)(3)(4,íi,6) 00
• 

Por lo t.nnt.o t1 ci:i flr. onh·n 3, y µ(7) f- 8 y p(S) f. 7, Eiüo tilt.imo1 pÍ1r.s Ri p(7) = 8, 

tenemos que u fijn n 4 clcrncnt.os RÍll Rr.r ti'~ orden 2 (', 4, y lo mis111n pmmrín RÍ µ(8) = 7, 

Entonces 

a= (1)(2)(3){'1,5,6)(7,n,li)(8,r.,d). 

o 
TEOREMA 7.l!l 

Si D1 = {1,2,3,4,5,G) y ll2 = {1,2,3,4, 7,8} son hinques r.n ST(M), y 

G ={"E M 1 (a(Do) = llo)V(n(D1 ) = n,¡} 
cnt.onccs G gcncrn n AJ. Adr.1111ís 

n = (L)(2)(3)(•l)(5,G)(7,8) 00
• 

n' = (5,6)(7,8)(0)(10)(11)( 12) .. • 

cst1in mnhos r.n G 1 y ¡mrn cn1l:t TE T, cxii;t.r. <T E G 1.nl r¡ur r = aon- 1 o hir11 T = an·'n- 1 • 

Dcmn.-traciñr1: Por Lcmn 7.17, n· E G por ro111;lrnr.ci1'>11 flc Di. Por rl miRmo lrmn, 

tcncmrn; que n' E JU 1 y por lo tnnto o 1 E G. 

Scn11 DI y D~ loi:i C"o111ph•m1•11lo~ clr B1 y 0 2 1•11 {1,,,., 12} n•i:;¡wct.ivniw•1tl.c. Srn 

T = {n)(/•)(r.)(t/)(r,f) 00
• E T. 

Tenemos tres r.ni:;ni;: 

(i) {n,l,,c,d} e D,. EntolH~<·R CXÍRl.1! t1 E J\f t.nl l(UC a({l,2,3,4}) = {u,11,c,cl}. Pnr 

lo l.nnt.o C10t1'-I fija n a, b, r., d y es 1lr. onl1~n cloi:i. Puc::;lo qttc Sflln hny 1111 rlí~IJlc11t.o 1lc 

or<lcn <los i¡nc fijr. n n,f1,c,tl, lelll!lllnH c¡ue antT- 1 = r; nrlr.1111ís1 ¡mcl1•111ns rlrgir t1 c¡m• 

mnnclc nlg11110 rle lo~ ot.rns cl<1s p1111fos 1lc 01 en 111 , ele mnncrn c11w o m1111<la 1J1 1m sí 

mismo y es dcnll'nf.o de G, 



VII. Comllrnrd1i11 de Ciirdcu"s-1,luis 1(11 

El mhnno proc<~dimicnf.o se i1Sn RÍ {n,'1,c,d} e n;,112, o D~. . . . 
(ii} {n,b,r.} c·n,' y.'ile n;;·Tomn.111nsc-iltn11ccfl" E G t,nl qw~ n({11,l1,r.})= {1,2,3}. 

Ent.onccs 

11ru- 1 = {1)(2)(3J(n(rl)) • • ·. 

Por Lcmn 7.1S;3µ·e.G t.itl <111c' 

¡> = (1)(2)(3)('1,ü,6)(7, n, 11)(8,c,rl) . 
. -, ·. ·. _, ..... -,---',;· 

Enlouccs si 0(11) f. 7 y fl(tl) f- R, h•11t!lllOl'l que 

pnm-• 1,-• = {1)(2)(3)(:r.) .. • 

con .:r. = p(n-(d)). Co111u p(n(1/)) no r.s ig11nl 11 p(7} nin p(SJ, l.<!ltcmm; fJllC x = 7 ,S,b, o d. 

En cunlt¡uicr cnso se p1wrlr dr·gir y:t i:wn rl m1trriol' o 

con ;r = 7 o :r. = 8 1 y rst.n111m1 en d rnso (i). 

Si n(tl) = 7 o n(<I) = 8, ori.,- 1 yn f•shí m1 r.1 cnso (i). Dcspl'jnmlo r llj•gnmol'l 11 la 

conj11gn(·ic;n <lrscnrla. 

(iii) {n,bl e D1 y {r,d} e JJl. Srn 17 E o lnl lj\I<' <T( {u, 11}) = {1,2}. Sm1 (> f'OlllO CJI 

el cnso (iiJ. 

Si "(e) f 718 1 r11l.011ccs pn(1·) = 7 u S, o l>it>n 1'1n(c) = 7 11 8. En 1•11nlrp1icr n1so f.r•rn•111ns 

yn sea {1,2,3, 7} e n-z, o hir.11 {l, 2, 3,8} e 112, y r~slnmos r.11 rl t•mm (i} o f!ll d (ii). 

De lo nnlcrior, G gcnrrn n T, y por lo f.n11t11 n /11. 

o 
TEOREMA 7.20 

Si <> = (1)(2)(3)(-1)(5, 6)(i, 8)(0, LO)(l l, 12) E M, c11to11m< 

n' = {ü,6)(7,8)(0){10)(11)(12) .. · 

fl = (1)(2, 3)(·1,5)(0) .. . 

{J' = ( 1)(2,3)(<1, 7)(8) .. . 

y et gcnrrnn Jl/. 
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Dcrnn.drnr.iñn: {n,o',fi} g1~ucrnn <>I ronjnntn de lm1 a e AJ t.nlr.s qur. "(ll1 ) = D 1 , y 

{0 1 ct
1

1 {J'} gcncrnn el c:;onjnnlo 1lc lns u' E },[ lnl<>s que a'(D2) = 82. El rcs11lf.11clo :::e f'ig1m 

nhorn inm<>clint.nmcnt.c del Teorema 7. HJ. 

D 

Pnsr.mos nl10rn n In. scgmuln pnrlc drl cnpil.1110. En csln pnrh~, como se nwndom) n11ll•s 1 :::1! 

rlnrñ un nlgnrit.mo ¡mrn oht.crwr conj1111tos ele: gr.nrrmlorrs de snhgmpos 11<• 512 11ítiil:u11r11le 

Ó·-trnw1ith•os. 

T1lmcsc mm prnnulnri{m 1lc 5 12 , de orrh·u 5 y r.on dos puntos fijos, dignmns 

p = (1, 2,3,4,5)(0)(7,8, o, 10, 11)(12). 

c:nrnirtcrcmos por !>epnrnc10" r1 = rl 11 .... ,r. 1, Y {'1 = 111 r1 ..... 12i. 

Fijnmos cuatro <le lo,.; p1111tn.<; 1wnn11t.nclns pnr p 1, clignmns 11 21 31 4. Consi<lcrmnos el otro 

¡mnl.o ¡wrmul.ncln por rT¡ 1 rn r.sf.c rnso 5¡ d corrcspotulicnl.c <Ir. ¡121 r.n <!sic «nso el 11 ¡y los 

p1111l.os fijos ele r1 y f'l i 1•11 rsf.c rnso G y 12¡ 1•11 ese nrcll'n, y fnrmnmos mrn pcnm1t.nriri11 

de or<lrn 4, a1 = (5, 11,G, 12). 

Tomnmos nhorn los ctml.ro 1111111.os prr11111hulos por f'2 que cnrrcRpnmlrn n los que clc­

jnmos fijos de los que prmmln 111, r,n este cn."o i,8,0,10. lnlr.rcmnhi:u1do ln!'l t'illimos dos, 

formnmos ol.rn Jlf!rmntndrin de ordr!n cunlrn, rr2 :::: (7181 1019). 

Drnnl.rmos por rT :::: ,,.1 U rr2 , rn <'Sic rnso a :::: (5, 11, 6, 12)(718, 10, D). 

Asl'g11rnmos r¡ttc (µ,a) ~ /1-112 • Pnrn prohnsfo, husc¡111•111os const.ruir 1111 Sistcnin ele Stchwr 

de t.ipo S(ú,61 12) que srn rcspctnrln pnr r y por a. 

Clnrnmruf.r, 1111 hlor1m~ sr·rín ll1 = {l, 2,3,4,5,6}, y olro scrín r11t.011ccs 

JJ, = 11(8,) = {1,2,3,4, 11, 12). 

El Si:'lf.rmn de Stcincr ST rslnnt dn<lo n trnvcz cll• 1111 isommiismo P: G1 (Di) --+ G3 (D; ). 

¡,Quién es P? llagnmos unos d1lr11los con p y rr pura nw•rignnrlo. 



Tcnr.mm; que 

ol>tcnc1uos:-

~· = (1)(2)(3)(4)(5, 0)(7, J0)(8,0)(ll, 12) 

pu2p-1 =(2)(3)(4)(5)(1,0)(7,12)(8, l 1)(0, JO) 

,.•,,•,,-• = (1)(3)(4)(5)(2,0)(8, 12)(0, 7)(10, 11) 

p'u2 p-' = (1)(2)(4)(5)(3,0)(0, 12)(10,8)(7, 11) 

p'u 2 
,,-·

1 = (1)(2)(3)(5)(4,0)(10, 12)( 11, 0)(7, 8). 

Dr111ot.r.ruos u 2p"2 ==V'= (1, 2,3,•t,0}(5)(10, V,8, 7, 12)(1 t), y rnknln111os: 

'P"''f'- 1 = (2)(3)(4)(0)(1, 5)( 11, 10)( 12, 0)(7, 8) 

,,,•,,•.,.-• = (1)(3)( 4)(6)(2, 5)(11, 0)(8, to)( 12, i) 

'f''"''f'_, = (1)(2)(4)(0)(3,ü)(S, ll)(i,O)(JO, 12) 

'f'4"''P_, = (1}(2)( 3)(0)(•1, ú)(l 1, 7)(8, 12)(10, O) 

l'l'"''f'- 1 ,.- 1 = (3)(4)(ñ)(6)(1, 2)(7, l 1)(12, 10)(8, O) 

,.•.,.,,•.,.-• ,,-• = (1)( 4)(5)(0)(2, 3)(8, 7)( 11, 12)(0, 10) 

,,'.,.,,2 .,,- 1 ,,-, = (1)(2)(5)(6)(3,4)(8,0)(i, 12)(10, l l} 

f"{'•,,2.,.-2 ,,-• = (2)( 4)(5)(0)( 1, 3)(8, 12)(0, 11 )(i, 10) 

,,•.,.•,,•.,.-• ,.-2 = ( 1)(3)(5)(0)(2,4)(0, 12)(7, JO)( 11, 8) 

,,..,..,,•.,.-•,,-• = (2)(3)(5)(6)(1,4)( 11, 12)(7, 9)(8, JO). 

Con c1o1tos r:1ík11lrn1 1mdc111m; nhorn cst.nhlcc1!r n 
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clndn por In sig11ir~11fc cnrrci;1mn<lt!ndn: 

(1, 2) ,_. (i, 11)(8, 0)(10, 12) 

(1, 3) ,_. (7, 10)(8, 12)(0, l l) 

(1,4) 1-• (7,0)(8, 10)(11,12) 

(1, 5) 1-• (7, 8)(0, 12)(10, 11) 

(1, 6) H (7, 12)(8, 11)(0, ID) 

(2, 3) ,_. (7, 8)(0, 10)(11, 12) 

(2, 4) ,_. (7, 10)(8, 11)(0, 12) 

(2,5)•:..0 (1, Í2)(8, 10)(0, 11) 

(2,6) ~ (7,9)(8, 12)(JO, ll) 

(3, 4) ,_. (7, 12)(8, 9)(10, 11) 

(3,5ft-> (7,0)(8, 11)(10, 12) 

(3, 6) ,_, (7, l 1 )(8, )[J)(0, 12) 

(4,5) ,_, (7, 11)(8, 12)(0: JO) 

(4,6) ,_. (7,8)(0, 11)(10, 12) 

(5,6) •~ (7, I0)(8,0)(l1, 12) 

que CR 1111 i1mmorfüm10 de grtlfk11R, Por Tt•orc•mn G.37, rsto <In lup;nr n 1111 Sii;l.t!llJft. rl<~ Sld1rnr 

de f.ipo S(5, G, 12), 'Jllt'.? dc•notnmos por ST, 1mhrc el cnuj1111to { J, • •. 1 12). 

Notemos •111r.cn ST, ll2 C'S 1111 hloquc dr~ f.ipo (ii), 'tt1rs11rgr ni t:o11si1lr:-rnr (5, O) y P(ú,G)::: 

(7, 10)(8, 0)(11' 12). 

Tenemos m1f.orwr!s r111c rl Sistrmn dr. St.rincr ST cln lup;nr n 1111 isPmorfisnm 

por Jn Propm1idb11 G.31. Hm~if'mlo los C"ñlcttlns C'oncsponrlicntr•s ,,¡ \'f~rifü·n con fndlirln1I 

ttllc P2 r.s In Riguicntc fu11riií11: 

(1,2) ,_, (7, 111)(5,0)(G,8) 

(1,3) ,_. (8,0)(5, 10)(6, 7) 

(1, 4) ,_.(O, 10)(7, 8)(5,6) 

(1, 11) ,_, (5, 7)(G,0)(8, JO) 

(1, 12) ,_, (5,8)(6, 10)(7,0) 

(2,3) H (8, 10)(5,6)(7,0) 

(2, 11) ,_. (5,8)(6, 7)(0, 111) 

(2, 12) ,_. (lí, 111)(6,0)(7,8) 

(3,4) H (7, 10)(5,S)(G,0) 

(3, 11) ,_. (5, 0)(6, 10)(7, 8) 

(3, 12) ,_. (5, 7)(6, 8)(0, 111) 

(4, 11) ,_. (5, to)(G,8)(7,0) 

(2, 4) >-• (8, 0)(5, 7)(G, 10) (4, 12) ,_. (5, 0)(6, 7)(8, JO) 

(11, 12) ,_. (5,G)(7, 10)(8,0). 



VII. Co11st.r111:d011 tfo Crir1lt•11ns·f,l11iH 105 

LEMA 7.21 

1>,u E Aut(ST). 

Dr.mn.dmr.ión: Por In Proposición 6.45, hn.i;f.n probnr <111n los sig11ic11tm1 dingrnnms Hou 

conu111tntivos: 

' G1(1Ji) 
,~-

G,(li:J 

a¡-(/,>-! !r.;(p) 

G,(JJi) ..!'... G,(n;¡ 
y 

..!'... G1{1Ji) G3 (ll:J 

r.,(,,) 1 !O:i(t7) 

G,(IJ,) ..!2.. G,(n;) 

Ambos dingrru11ns ~011 co1111111tnlivns1 romo st! \'t•rifirn n C"n1tf.i1111nci<)11: 

l'(p(I, 2)) = 1'(2, 3) = (i, S)(D, JO)( 11, 12) = p(i, 11)(8,0)(10, 12) = p( l'(J ,2)) 

/'(fl(l,3)) = /'(2, 4) = (i, 10)(8, 11)(O,12) = p(O, 11 )(7, lll)(8, 12) = 1'(1'(1,3)) 

/'(p(l ,·1)) = 1'(2, 5) = (8, 12)(8, 10)(0, 11) = !'( 11, 12J(i, 0)(8, 10) = p(l'(l, 4)) 

l'(p(I, 5)) = !'( 1, 2) = (i, ll)(S, O)( 10, 12) = p( 10, 11)(i,8)(0, 12) = p(I'( 1, 5)) 

l'(p( 1, G)) = 1'(2, G) = (i, 0)(8, 12)( 10, 11) = p(S, 11)(7,12)(0, 10) = p( 1'( 1,6)) 

l'(p(2,3)) = 1'(3,4) = (7.12)(8, 0)(10, 11) = p(ll, 12)(7,S}(O, 10) = 1•(1'(2,3)) 

1'(1'(2,4)) = !'(3, 5) = (i, 0)(8, 11)(10, 12) = p(S, 11)(7, Hl)(D, 12) = t>( !'(2, 4)) 

l'(p(2, 5)) = !'( 1, 3) = (7, 10)(8, 12)(0, 11) = 1•(0, 11)(7,12)(8, 10) = 1•( 1'(2,5)) 

P(11(2,G)) = !'(3, 6) = (7, 11)(8, lll)(D, 12) = p(W, 11)(7,0)(8.12) = f'(P(2,ü)) 

!'(1'(3,4)) = P(4, 5) = (i, 11)(8, 12)(0, to)= 1•( 111, 11)(7, 12)(8, O)= p(l'(3,•l)) 

l'(p(3,5)) = P(I, 4) = (7, 0)(8, 10)(11, 12) = p(8, 1l)(i,0)(10, 12) = p(P(3,5)) 

P(p(3,G)) = !'(4, G) = (7,8)(0, 11)( JO, 12) = p(i, 11)(8, !O)(D, 12) = 1•(1'(3,G)) 

/'(p{4,5)) = l'(I, 5) = {7,8)(0, 12)(10, 11) = t'(i, 11)(8, 12)(0, 10) = p( l'('I, 5)) 
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P(p(4,6)) = P(5,6} = (7, 10)(8, O)(ll, 12) = p(D,11)(7,8)(10, 12) = p(P(4,GJ} 

P(p(5,6)) = P(I, 6) = (7, 12)(8, 11)(0, 10) = p(l l, 12)(7, 10)(8, O)":" p(l'(ú, G)) 

con lo runl fJ E Aut(ST). Y como 

P.,(u(l,2)) = 1'2(1,2) = (7, 10)(5,0)(6,8) = 17(7, 11)(8,0)(Hl, 12) = u(/'(1,2)) 

P2(a(1,3)) = P,(1, 3) = (5, !0)(8,0)(6, 7) = 17(0, 11)(7, 10)(8, 12) = a(P(l,3)) 

P2(u(1,4)) = P,(J ,4) =(O, !0)(7, 8)(5,6) = u(l 1, 12)(7,0)(8, 10) = a(P{l,4)) 

P2 (u(l,5)) = P2(1, IJ) = (5, 7)(6, 0)(8, IO) = 17(10, 11)(7,8)(0, 12} = n(P(l,5)) 

P2(a(1,G)) = P2(1, 12) = (5,8)(6, 10)(7,0) = 17(8, ll )(7, 12)(0, 10) = 17(/'(l, 6)) 

P2(a(2,3)) = 1'2(2, 3) = (8, 10)(5,0)(7,0) = 17(11, 12)(7,8)(0, 10) = a(P(2,3)) 

P,(u(2,4)) = P2{2,4) = (8,0)(5, 7)(6, 10) = u(8, 11)(7, 10)(0, 12} = 17(P(2,4)) 

P2(u(2,5)} = /'2(2, l l) = (5, 8)(6, 7)(0, 10) = 17(0, l l)(i, 12)(8, 10) = a(P(2,5)) 

P 2(17(2,6)) = P,(2, 12) = (5, 10)(6, 0)(7,8) = a(l0, 11}(i,0)(8, 12) = a(l'(2,0)) 

P2( a(3,I)} = 1'2(3, 4) = (7, 10)(5, 8)(6,0) = a(l O, 11)(7,12)(8, O) = n( 1'(3, ·1)) 

P2(o(3,5)) = /'2(3, 11) = (á,O}(G, 10)(7,8) = 0(8, l l)(i, O)(lll, 12) = u(P(3,5)) 

1'2(0(3, 6)) = P2(3, 12) = (r., 7)(íl, 8)(0, 10) = o(7, 11)(8,10)(0, 12) = o(/'(3,6)) 

P2(o(4,5)) = P,('I, 11} = (5, 10)(6, 8)(7, O)= n(7, 11)(8,12)(0, 10) = u(l'(·l,5)) 

P 2(o(4, O))= /',(4, 12) = (5, 0)(0, 7)(8, 10) = 17(0, 11)(7,8)( 10, 12) = a(P(-1,0)) 

l'2(a(ú,6)) = f'2(1I,12) = (5,6)(7, 10)(8,0) = o(l 1, 12)(7, 10)(8, O)= o(/'(5,6)) 

ron In r11nl o E A11l(ST). 

Concl11imos r11ff>11rcR 1111c 

TEOREMA 7.22 

(p,o) e A11t(ST) ~ l\/12. 

LEMA 7.23 

(µ,u) co11f.ir.nc 1111n copin isnmorfn n A/12. 

o 
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lJr.mo . .trar.ión: Pur.st.o q11c p y tT yn vimos que fornmn pnrlc dl'I gl'upo cl1? nnt.onwdismos 

rlc un S(5,G, 12) y qur. 

"= ,,• = (1)(2)(3)(4)(5,6)(7, 10)(9,8)(11, 12) 

podemos ~1l.i1i?.1_1r el Tcor1•mn 7.20 1 y t.rntnr lle r.xhiltir n los ,;Íg11ic11tcs ll'cs ulcmrntos cnmn 

gcncrnclos por {p,a): 
n' = (ú,6)(7, 10)(9)(8)(11)(12) · · • 

{J = (1)(2, 3)(4, ú)(G) · · · 

(J' = (1)(2,3)(4, 7)(10)··· 

pnrn tenor que p y u gmwrnn n todo Af12. 

Hncicnrlo los ctílc11lrnt1 rl('sr.11h1i111os r¡uc 

o'= '(9)(8)(11)(12)(5,G)(l, 10)(1, 3)(2,•I) 

/1=(1)(11)(9)(10)(2,3)(4,ú)(7,12)(8, 11) 

{I' = (1)(5)( 10)( 12)(2, 3)(·1, 7)(6, 8)(9, 11) 

y r¡11c lns poclr.mos ohl.cm•r n pnrtir rlc p y rr <ic In sig11ic11t.r. mnm~rn: 

n' = p1'1 3 f11'1':tf,:ifTfl<Tf1 

{J = f1U'lf1'12(12í12(121'12 

{J' = prrpapfT2 pa2 f'l'1f>21'1:1 

con lo cunl lcnr.moR 1111c (p, 1'1) conl.if"nc todo el grupo cl1! n11f11111orfi~mos dr ST. que es 

hm111orfo n Af12. 

o 
TEOREMA 7 .24 

Lo::; gm1rrndrm~s dn Cñrd1•11M-l .. l11is g1•nrrn11 ;il Gnipo de Mntl1h-11 rlc grndo 121 i.r.. 

(p,u)=A/12. 

Con r•sf.c rrimll.ndo, dnmos por l1•n11inndo <'Rt.r~ rnpílulo. 



VIII. Construcción de Curtis 

En cRt.c cnpít.ulo prcscnt.nrrmns In. construcrMn ele gcncrnrlorcs pnrn k/1'1, rlnclo pnr R.T. 

C11rtis1 en ::111 nrt.íc11lo Natural Can.dnu:tinn.• n/ tlie J.lnlliir.u Gmup.•. Dnrcmos primero d 

nlgorit.1110 de cnm;f.rurdrín rlc co11j11nt.os clr. g1•nrrnclnrrfl. Dcsp11f.s pn.c:nrrmos n Ucmostrnr 

c111c los grndos ele lihcrtnd que iutr.r\'icucn en In cnnstruccMn sor1 irrclcrnnfcR, ci:> <lccir, que 

todoR los pnRihlrR ff!SllJl.nrlos <111c se ohlirnrn siguirmln el método son isomotfos cnf.rc sí. 

Finnhucnt.c, se rlnrá In ig11nldnc1 rxplídtnmcntc de uno de los rcsnltnrlos de este proceso 

con unn de )n.o¡ n•prcscntnrio11cs <lrl grupo de Mnt.hicu qur yn trnrmos. 

Consiclrrrmos rl grupo nllrrmrnlc A!i, y f> 1111 5-!·mhgrupo de Sylnw rlc As. 

To1nc111os un R11hgr11po TI < A~ 1 ron JI ~ A 1. Trur1rcmm1 1111 r1c111r11to rlr. ll en cndn 

dm;c lnlcrnl dcrcrhn de r 1 pues el prnclucto ele drmr.ntnR Cll A., lltlUC'n dn 1111 ch~mcnto df~ 

orclcn 51 y un pueclf~ll cRt.nr d,,s <li~tintos en la mismn cln.c;c lnt.cral. 

Cntrniclcwmos In nccicín de un r.lrmrnto ele onlcn 3 <1c H sobre lrn• nlro!'I clrmcuf.ns clfl lJ ni 

mult.iplicndos por In izquir.rdn, y r.onsitlt•rcmos In rcprcscnf.nt·ir'm de dirhn nrrir'lJI rn S12, 

inclnddn por In 1111111crndá11 dr. )ns clnsrs Jntcrnl1!S de r en .45. 

Sen " clidm rrp!'rscntncitm, y i::rn T In rrprcscntndón de ttn grncrntlor de P cu el mismo 

conj11nto1 prro mult.iplicnrulo por In dt•rt•c·lm. 

Ent.onrrR n.o;r~111·n111ns qnc J\/12 = (r,a). 

Aplit¡nemos primero el proceso n unn rlrcdóu pnrt.iculnr de P, 11, 1111111ern1:h'm d1• Jm; 

cln$C'R1 (T y T 1 y \'CRtnOR fJllC RC obtiene. 

Tonu~mos el sig11i1~11tc 5-snhgrupo ele Sylow de A5: 

p = { 1, (1,2,3,4,5),(1,3,5,2,4),(1,4,2,5,3), (l ,fi.4,3, 2)} 

y n ll como d r.st.nhiliuulnr clr.I 5 en As. 
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Lns clases lnt.crnfos Í?.t¡11irrtln.c; i11rl11drl11R por P cu A:¡ son lns :;ig11ie11f.cs: 

e, = r -1 = { 1;(1, 2,3,4, ii); (1,3,ii, 2, 4J;(1,1,2,1i,3J; (l,ii,4,3,2)} 

e,= r. (1, 2,3) = { (1, 2,3); (1,3,2,4,li);(t,•t)(2,ü); (1,5,3,·l,2J; (3,5,4)} 

e, = r. (1,2,4) = { < 1, 2, 4); (1,a, ·l, 2, 5); (t,4, 3, 5, 2); (l ,ii, 3); (2, 3)(4, 5)} 

e, = r. (201,3) = {<2,1,3); (1,2,li);(l ,3,4,5,2J;(1,.s¡(3, 5);(l,r.,4, 2,3)} 

c. =p. (l,3,4) = { (1,3,5); (1,4,2,3,li); (t,5,2,4,3); (2,5,3);( l, 2)\4, ii)} 

c.= p. (1,2)(3, 4) = { (l, 2)(3,-l);(l,3,5); (l,•l,5,2,3); ( l,li,3, 2,4); (2,ü,4)} 

C1 = P • (1, 3, 2) = { (!, 3, 2); ( 1,4,5); (1, 5, 2, 3, 4); (2, ·1)(3,li); (!, 2, 5, 4, 3)} 

c.= p. (2, 3,4) = { (2, 3,•l); (l ,2,4,3,5); (1,3)(2,5);(1,·1,5,3,2);(1, 5,4)} 

c.= p. (1,4, 2) = {11,4, 2); (l ,li)(3,4);(2, .1,5); (l, 2, •1,5,3);(1,3, 2, ú,·1)} 

e,.= r. (1, 1,3) = {o. ·1,3); (1,5)(2,3);(2, 4,5); (1,2,5,3,·t);(t, 3,5, 4, 2)} 

e,, = r. (1, 3)(2,·l) = { ( 1,3)(2,4);(1,4,3, 2, r.¡; (1,ri,2J; ¡2,.1,5); (1,2, 3,5,•lJ} 

C12 = P · ( !, 4)(2, 3) = { ( l, 4)(2, 3); ( 1, G)(2, •I); (2,5)(3, 4 ); (1, 2)(3, 5); ( l, 3)(·1, 5)} 

Ln nccicíu <le (1,2,3) nl 11111lfiplin1r pnr In izcp1irnln n los n·pn!sr·11ln11fPS <Ir~ l11s dnscs 

lnlcrfllcs r.s Ja signir.nl.c: 

l •->(1,2,3)>->(l,3,2)>-> l 

( 1, 2,4) ,_. (1, 3)(2, ·I) ,_, (2,4,3),.... (1, 2, 4) 

(1, 3, 4) .... (2, 3, 4) ,_. ( 1, 2)(3,•l) .... (1, 3,-1) 

(l,4,2) >-+ (l,4,!J} >-> (l,•1)(2,3) H (\,•1,2) 

q11rdn11do c11fo11cr.R sil rrprcsr.11lndú11 cu 5 12 diufo por d cfo11u•11f.o 

"= (1,2, i)(J, 11,4)(5,8, ü)(D, 10, 12). 
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Ln nccic>n de {J,2,3,'1,ó)·nl nmlf.iplkr l!ºr 1n-rlc!rcchn lm; doses lntcrn},~s es In sig11ic11tc: 

e, .:-.e¡ 
C2 ~·c.¡:H C1 -H Cu,_. Ce,.-. C2 

~~:·~ ~º'·;:~:~.~.·~.e~ .... Co H C3 

:~~12_~_.~12 ·, 

r = (1)(12)(2,4, 7, 11,8)(3, G, JO, ú, O). 

F:I grupo CJll<! gt:'nr.rn111r1s 1 c¡nc clf•11ot.nrc111n~ ¡ior Al, :wrñ rnlnrn·r.s 

M = ((!, 2, 7)(:1, 11,•l)(ú, S,G)(O, lll, 12), (2,4, 7, 11,8)(3, 6, lU, ú, O)) 

Vcnrno:J nhorn c¡11c In rn11Rtrt1cf·ic'111 es indr•Jlf'llflicntr. lle llW?sf.ra dccriríu clt• 11
, 11, 3-

clr.nwnto, gcnrrtu1nr, .r mmwrnciriu rle 111~ cl;L"f'S 1nlr·rn1r.::i tJllC hkirnoi.;, i.e., vrrr.1110:; 'JllC 

sin hupod.nr q1w cscojn111os r.11 cnrln rlr•r'Í:'>ÍCÍ11 1 rl 1·rs11llndo sr.r1í 1111 ro11j11g11do rlr~ 11m•ñfro 

M. 

Llnmcmos h ni 3-r•lr1111!11lo de /1 drgirlo, y o- nl p;r•11<'rn1lnr rl1• P. 

PROPOSICIÓN 8.1 

Ln conslrnr.cMn es i11rl1•pr1111iculc rlr! ln rk<·ciCm clc! rt. 

Dcmo.•lrn.r.ión: P11,.:;to r¡ur. I' = {o-, n 2, ... ,o·" J, trur•mns fllll! In ncdrJ11 rfo n" cshmí 1lndn 

por r". Purn:;to 1¡11r. l $ 11 $ 4 1 y T rs rfo or11r.11 ó, rJnrnmcut.r. 

Af = ( '1 , T) = ( rT , r") 

o 
PROPOSICIÓN 8.2 

I..n consfrncdón C'N i11drpcm1ir:ntc f)c Ja m11nr.rnricí11 ele In~ rlnsrs l11t.1•rnlrs. 
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Dr.mn.drar:ión: Sen ¡i E 5 11 mtn rr111111wrncicín clt! )m; rlnto;cs lnt.crn1cs. E11t.c111Cf!R 1n nccit'm 

ele h r!il.nrá clncln J''IOT ¡1r¡i- 1, y lrHlr o por ¡m¡1-1. Tc•nc!mos c¡tu~ el rr.imlt111ln rs ¡1/\1¡1- 1, 

y por lo t.nulo 1111 rn11j11gndn dr. /lf 

o. 
PROPOSICIÓN 8.3 

Ln C'ntrntruccicín es inch~p1•1tclicnf.1! clrl h dC'giclo. 

IJr:mrMlración: Cmrniclc·rcmns el rlrmr11f.o ¡> = ( l, 3, '1, 2) E S5 • 1'cnrmrni q1w bnjo ro11j11-

p;nriñ11 ¡> 111nnd1\ n .An r.n sí mismo, y uormnlizn n P: 

(J,3,4,2)(1,2,3,4,5)(1,2,4,3) = (J,4,2,5,3) = (1,2,3,4,5)' E/'. 

Pur.st.o que 1101 mnlizn n P 1 nmmlnrií. hnjn cnnjup;ncicín n dnsr.s lntcrnles c'le P t!ll c-lnses 

lnt'.crnlcR <Ir. P, y RÍmplrnw11fc lns rrm1111r.rn. Pnri;l.o c111c yn trnrmos qnr In ronsf.rnrricín rs 

i1Hlepcndir.nt.e rle hl n•1111111c·rnrii'111 1!1~ dnsr.s, cslo 11os tir•11c si11 rniclrulo. Tc1w11t11~ :11lc111:ís 

c¡ur normnlizn n /{ 1 1mr.s fijn ni .r;, y mnncln hnju conjugnricin n 

( 1, 2, 3) ,_, (1, 4,3) ,_, (2,4,3) ,_, (1,2,.J) ,_, (!, 2, 3) 

ch· mnurrn r¡11r In ncrhín ch• (1,4,3) <'11 )ns cln!"rR lnl.f'rnlcR r•::;t.ñ clnda por un conjng:uln clr. 

prrp- 1 , el ch! (2,4, :1) por ttu conjugndo de p1ap-2 , et.e. De mniwn\ q11r lnR cunfro «·lcc­

rionrs de h como (1,2,:1), (1,4,3), (2,'1,3), y (l,2,4) dn11 como rc::;11ltndn ro11i;t.ruccio11rs 

ro11jt1gndm; ,¡" llf. 

TcnemnH nclenuis r¡1H~ d1•p;ir a ¡,-I r11 \'r.Z dr. li (pursto r¡uc ¡,·· 1 = 11 1 ) dn Himpl<·mcnlc 

como ff!snlt.ndu rr 2 rn vr?. dr. rr. P11c::;fo <11rn a rs de or<lrn 3, trncmos dnrnmcutc c¡nc 

M = ( í7 , T) = ( "' , T) 
y con cst.o cnhrimos n (1,3,2), (1,4,3), (2,3,·I), y (l,4,2) (pttci; sus inn:rnns yn csllin 

cuhir.rt.os). lll'IUOR }lll<'R r11bif·rlo n lns orho posihl<•s clc<"dOlll'R d" 11, y lmlns dlns dnn 

com.;l.rnccioucs <:onjug:ulni:i de 1'1. 

D 
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LEMA 8.4 

Sen JI < As, 11 ~ A,.. Ent.oncrR 11 eR el r.stnhilizrulo1· de ttn ptt11l.o en .45 • 

Dr.mn.drn.ci1fo: En At, d prmlnrtn ele r.lcmcnlns ele onl<'n 2 rs 1111 l'lcm<.!nf.o <In orden 2: 

(1,2)(3,4). (1,3)(2,4) = (1,4)(2,3) 

(1,2)(3, 4). {1,4)(2,3) = {l,3){2,4) 

(1,3)(2,4). (1,4)(2,3) = (1,2)(3,4) 

{1,3)(2, 4). (1, 2)(3,4) = (!. 4)(2,3) 

{1,4)(2, 3). {1, 2)(3,4) = (1,3)(2,4) 

{l,4)(2, 3) · {1,3){2;4) = (1, 2)(3,•I) 

S11pon1~ntnns i::;in pcrclcr srncrnlidml que ( = (1,2)(3,4) E /f. Si no fc1do ·r.1r.1m~nt.o cfo 

orden 2 fijn ni 5, tenemos dos rnsns: 

{i) Al~nnn dr. 1ns lrnnspnskirnws 1•s igunl n mm dr. (, dignmoR el (J, 2)(3, 5). Pero 

(1, 2)(:1,4). (1, 2)(3,5) = (3, 5,4) 

dr. orden 3 1 y prmlndo dl• demrnlm; d<~ or<lrn 2 en 11 ddn• Rcr 1111 cl1•111c>11to ele ordrt1 2. 

(ii) Amlms t.rnnspnsicinnr.s sn11dist.intns111• lns 1l1! (. Entonces t.cnrmos 1111 d1•111r•11lo de la 

formn (1 1 3)(2,5) o uno de la fonun (1,3)(4,5). Pnn f.cnrmmi r¡nc 

{l,2)(3,4). {1,3)(2,5) = (1,4,3,2,5) 

(1,2)(3,4). (1,3)(4,5) = (1,4,5,3,2) 

y r.11 nmhos r.nsos no es de nrcl1•n 2. 

Condnimos q11r f.odo clr.mr.11t.o ,if! onlrn 2 fijn ni ú. Ilnsta \'C'r que torio clf.•nu•nln de nnh·n 

3 fija tnmhien ni 5 ¡mrn tcrminnr. 

Not.cmos t¡ur rn A.1, f•I prrnlndo tlt• t111 elemento de onlt•11 2 por 11110 ele orden 3 i:;icmprr. 

es nn clrmc1tl.o ele or<lc11 3: 

(1, 2)(3,4). (1, 2,3) = (2,4,3) 

( 1, 2)(3, 4). ( 1, 2, 4) = (2, 3,4) 

( 1, 2)(3, 4). {!, 3,4) = (l.~. 2) 

(1,2)(3,4). (2,3,4) = (1,2,4) 

(1,2)(3,4). (1, 3,2) = {1,4, 3) 

(1,2)(3,4). {1,4,2) = (1,3,4) 

(1,2)(3, 4). (1,4,3) = (1,3, 2) 

(1, 2)(3, 4). (2, 4, 3) = (l. 2, 3) 
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orden 3: ;::·:~,~·-:~~ :::·'.~: ._' :·. :~>~:;: ": .. ::.··. 
c1.2Jc3,4J. c1, 2,5J ~ c2; 5)(3, 4J "' (~;2Jé3,4J ·c2,a,5J = p,2,4,:i,5J 

c1. 2J(3,4J. c1.s,2J = c1,fi)ca,;~i'f.:· 'c\W(3/4J' c2'.5,3J = c1, 2, 5,4,3J 

(l,2)(3,4)-(1,3,5) = cí;4,3;&;2).~" .. (1,2)(3,4)-(2,4,5) = (1,2,3,4,5) 

(1,2)(3,4) · (1,5,3) '= (¡,;,~¡,;x~J (1,2)(3,4) · (2,5,•I) = (1,2,5,3,4) 

c1,2J(3,4l. c1,Úl ~·c1:3;1,5:2í c1,2J(3,4J. (3,4,sJ = ¡1,2¡¡.1, 5) 

(1, 2)(3,4). (l,5,4) = (1,5,3,4,2) (1,2)(3,4). (3,5,4) = (1, 2)(3, 5) 

de mnncrn qttr. todo r.lcmcnlo de orden 3 dr.hc f.nmhiém fijnr ni 5, y ff•ncmos r¡ttr? 11 es d 

cstnhilizndor de 5 en As. 

o 
PROPOSICIÓN 8.5 

Ln cotrnlrucci1í11 es imlcprnclit•11l.t~ ,¡,.In 1•lrcdlm d1~ 11. 

Dcmn.drar.ión: El rlcmr.nfo (1,2,3,•l,5) normnlizn n A~. y n P (pues c•s r.lr111c11to tic P), 

y hnjo couj11gncicín pr.rmttln n lns 1•stnhilizndnn•s rln man lct.rn 1•11 An r.111.re sí. Pnf'Rln 1¡11c 

todns lns clcccinm·s de JI f'Rbín r.nrndr.rhm<lns como 1!slnhilhmdor dr. 1111n l1!trn por el Lcmn. 

8.4, tcnc111ns 1¡11c (1,2,3,4,l'i) lrnjo cm1j111?;ncicín 1 1m11t1h1 nnn dccdr'm de 11 1~11 rttt1lq11ier 

ot.rn1 ele 111nncrn 1p1c c•.011jngn111ln con In pnlrnr:in ndrc1mdn poclcmoR rrgrrRnr nl cnRfJ ele In 

JI qnc clf'gimos ni consf.n1ir A!. 

o 
PROPOSICIÓN 8.6 

Ln co1rnf.r11ccicln rR i11clf'prmlic11tc ch• la l'l~cci1'111 de I'. 

Dcmr1.1trnr.ión: Pursto que lodn fJ-Snhgnipo rlC' Sylnw es co11j11g11cln de? nm•fll.rn clcc•ci1i11 rlr. 

P 1 In cnnj11gnci1ín inversa nns llc\'n de c1111lr111icr clcr.dc'm de P ni 111m clt•gimos origiiml­

mcnt.r.. De mmwrn. dr• qm: Ir\ c1cccic'111 1le /> tn111hi1~11 l!:-C irrr.lr.\1111tc, 

o 



VIII. Cuw1lr11c:r.i6111lc C11rli11 115 

TEOREMA 8.7 

Ln Com1tr11cdfÍ1l ele C11rt.is csf.tí l.ic11 clt•ri11icln 1 C'R cl1•dr, rs iuclt•1wmlieuf.c dr. In clcccicíu de 

P, //, h 1 y o- q11r lm~nmos, lo 111i::i1110 fJltC de In 1111111t·1·ndó11 1¡11c 1lc111rn; de cluscs lnlrrnlc·s. 

Cunlquit~r clcccibn clnní 1111 grupo ismumfo n Al. 

Rccnrdrmns rihorn r¡11c r.n rl Cnpítuln 7 f!C cl1!mostrb q11r. rl grupo de 1'.·lnf.hi1?11 l'Sl.ñ g1·m·rnclo 

por /l y a los gcur.rmlort•s de Crírdcun.o;-Lfuhi, dnmlc 

f1=(1,2,3,4,5)(G)(7,8,0, 10, 11)(12) 

"= (1)(2)(3)(4)(5, 11,G, 12)(7,8, 10,0). 

Conj11g11r.111os por t•I rlrmr.nt.o (G, 121 8 1 11,0,10) E S12. TC'ncmos r.nf.nnccs n. /1/1 2 gr.nrnulo 

pnr ¡>' y rr', dom!<? 

TEOREMA 8.8 

"1=(1•'.u'). 

1>' = (1,2,3,4,5)(12)(7, 11, IO,G,0)(8) 

u' = ( 1)(2)(3)(4)(5, O, 12, 8)(7, JI, G. 10). 

Demn.Ttrnr.ión: Tc•tiemos n A/ g1?11rrndn por 

V'=(!, 2, 7)(3, 11,4)(5, R.6)(0, 10, 12) 

V'= (2,'1, 7, 1 J ,8)(3, G, 10,5, O). 

En primero lugnr, f,('fll'JllOS f¡tH' i\/17 e /111 pues 

¡l = r/1ip 2ij1'\.prj121.p
2,P1.pif1t/f/1tp 

o'= ,¡,1i.pij•i.pif1:r.1.p1r/,1r..p1/,'l 

y por lo t.nnto M12 =(/,,,')e ('f',ef•). 

Y Cll scg11w(o Jugnr, tenemos qnc J\f C /1/11 1 pnrs f.CIWlllO!i fl'W 

t/' = p1 n' ¡l 1 n' ¡i'-1 a'2 p''1 a' 

cp = ¡l n':t ¡l1 n'1 ¡>1a':i¡l11',, ¡l 

y por lo t.nut.n (r/•,lf') e (¡l,n') = A/12 , lo c1ml nos tln ht igunlcl:ul. 

o 
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COROJ,AR.10 8.9 

M = ('!',./•) ~ M,., 

COROLARIO 8.10 

Ln ~nnsf.rucrMn clr. Curtís prnrl11cc 1111 grupo Í!imnorfo ni Grttpn rlc l\Jnllu.·in <fo grndu 12, 

I\112. 



IX. Propiedades de M12 

En csf.c r.npítulo vnrnos n rl's11111irnlgu11ns ele 1ns propicrlnclcs q11c l11·111os <lt~mosf.rnrlo clr. Af12 

n lo lnrgo de lns co11sf.r11rdone.~ dcsnrrollndns. En nlg1111os rnsos, '1nn•rnos clc111osf.rndorws 

nH<'runt.ivns, que permiten visilumhrnr un poco nui.s de ln cstrud.urn de grupo ele llf12. 

Tnmhién mrncio11nrcmos nlg1111n.c; otrns propicdnclcs que no se hnn tncndo nnlcriormculc. 

Por 1Uf.imo mr.ncionnremos unos c11n11fos otros rcs11Hnrlos c¡uc no se pudieron contcmplnr 

en este trnbnjo. 

TEOREMA 9.1 

Dcm.n.drar.iñr1: Cnn:::idrrcnms ST el Sistcmn rlc St.dncr dr. f.ipo S(ú, ti, 12) tumdnclo n ftfu. 

Tenemos fl11C A/12 es el grupo de nutoruorfisrno:'I de ST, 

Scñ. r E 8 12 tnl r111c r 110 tnnruln hloqnrs en bloques (i.c., r f- 1111, ). Ilny que dcnmslrnr 

qnc r 110 uonunlh:n n 1'112 • Se hnrñ por redncdón ni nbsurclo, suponiendo que r normnli?.n 

R. J\/12. 

Supongnmos sin pcnlcr gf•ncrnlicln<l c1uc {1,2,3,4,5,6} es 1111 hlru1uc C'O ST, y r1uc 

r((l,2,3,4,5,G}) = {n,11,c,rl,e,f) 

no rs un blor111c ele ST. 

Comtidcttmos el clr111r11to 1n E J\/17 r111c mnwln a 1-• a, b ._.. b, e t-4 e, cl i-+ <l, y 

e._. f. Llnmrmos a' ni clcmrul.o ele {1, ... ,12) que complcf.n el h1oquc <Jnc confit~nc 

a {11,c,d,r. 1 /}. Notemos que pucsl.o que {a,li,c,d,c,f} no e::; 1111 bloque por l1ipc-)f.csis1 

tenemos que a' i: a. 

Pt1l'-8to qnr 1· E Ns11(.Af12) 1 l.c11crnos r1uc r- 1mr E /1112 1 y por lo tnnto mnrnln el hloquc 

{1,2,3,4,5,0} cu 1111 hinque. Tenemos r¡nc 

r-•..,,. ( {I.2,3,4,5,G}) = {1,2,3, 4,6,r- 1(m(f))} 

y puesto que {1,2,3,4,5,6} es el 1ínico hlor111r c¡nc C'n11tie11e n 1,213,4,6, tc1u•mos que 

r- 1(m(f)) = 5, y por lo f.nrrto 111(!) ~ r.. 
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Pero pucsf.o r¡uc m rnmuln hloqucs en bloc¡U<'s, ft~11c111os r111c 

m ({a', i>, e, rl, e,/})= (m(,.'), h, e, rl,f, e} 

con este último 1111 hlnr111u, ele lo que deducimos r¡nc 11cccsnrin111e11f.c m(rt') = n'. Eutnm«~s 

tenemos que m dchc fijnr n a,b,c,rl,a', rmrn m(c) = f f. e, y pnr lo tnnl.o 110 es In 

iclcnticlnd, coutrntlidcudo el liccho de CJllC 1JI e A/12. 

Ln co11trnclicció11 surgM dr. suponer r¡uc r nnmmfümhn n Af11. 1 pn1· lo l'Jllf' r.oncl11i111os riuc 

li/12 es sn propio normnlizndor en S12. 

o 
LEMA !J.2 

Sen ll/12 ~ //, con TI 11n grnpn. Entonces 3a e H - ll/12 1 dh~tiut.o de In id1•11l.irlacl, t.nl r1un 

a fijnn 8 1 9,10,11,y 12. 

DcmrMtrncirfo: Sen a E JI - J.f121 y s11po11g11111ns qur. u(B):::: a, o(O)::::: /, 1 o(IO) =e, 

u(ll) = rl, y '7(12) =c. 
Sen m E J\112 tnl 'I'"' m(n) = B, m(h) =O, m(c) = JO, 111(r/) = 11, y m(c) = 12. 

Entonces m ::f. a- 1 
1 p11c:-1 a r/: 11112 • T<'rwmos pues r¡uc ma E //, y rlnrnmcut.c fijn 111 

8,0,10,11, y ni 12. 

o 
TEOREMA !J.3 

ll/12 es un suhgrupo nuí.'<:imo de '112. 

Dcmo3tracitfo: Dnsln prohnr que si i\/12 < // 1 <'11lo11res ll f.ienr 1111 rk•mt•nlo de In formn 

(a,b) o de In forma (rr1 /11 c), pnr.s por sc1· J.f12 5-1.rnnsitivo, /1 tnmhién rs ú-lrnu~itiw1, y 

conl.cndrá n l.odos los 3-ciclos, y por lo tnnl.u n t.n<lo ..1 12 • 

Sen a E Ir que fije ni 8 19,10,11, y 12 (posible por r?I Lcmn 9.2). 'lf!11cmos c¡ne In cstr11d11m 

de a co1110 prodndo de pr.rmutndmu·s njc~uns cl('lie ser uun rlr. lnii: 11ig11ic11lcs: 

(a} Un 2-ciclo. 

(b} U11 3-ciclo. 



(r.) Un 4-cido. 

(d} Dos 2-ciclns. 

(e) Un 5-dclo. 

(/) Un 3-ciclo y 1111 2-dclo. 

(9) Un 6-ciclo. 

(h) Un 4-ciclo y 11n 2-dclo. 

(i) DnR 3-cidns. 

(j) Tres 2-cirlos. 

(k} Un i-cido. 

(/) Un 5-dclo y 1111 2-dclo. 

(rn) Un 4-dclo y un 3-ddo. 

(n) Dw; 2-r.idos y 1111 3-ricln. 

y sólo 11111cvc n lns 11~1.rn.c; 1,2, •.. , 7. 

Annlicc111os por cnsns: 

IX. J'ropit!dn1lr.e 1/e J\11 1 1 l !.> 

(o.) Ent.011c1$ JI contirnc un 2-rido1 y hc1110~ IC'f111iundn, J>tlcs r.n11lfo11r. n l.mlm1. 

(b) E11t.onc1•s // coulfonc n uu 3-cido1 y ro11t.ir11c n tndui:;. 

(e} Por t.rnnsitivid;uf, ln1r111os r¡uc (J,2,3,4) E//, y por lo fnuf.n 

(1,2,3,4)" = (1,3)(2,4) E JI 

y estamos en r.I cJLc;o (d}. 

(d) Por 5-trnm;it.ividnil, c:o11j11p;nmlo con Jos ndcc11mlos l.c11r.1t10H qm! ( 1, 2)(3,4) E /1 1 y 

(1, 2)(3, li} E 11. 511 producto es el (3,4 1 5), 1111c csl.nrñ en 11 1 y // conf.Í1!nc n f.ocln~ Jos 

3-ciclos. 

(e) Por trn11sitivi<liuf 1 t.c111•111os que {J,2,3,4,ú) E 11, y {l,2,li,4,3) E JI. E11f.OJ1<'.c!S el 

prmluct.n, 1¡11r. es ig11nl n (1, 3, 2) E JI 1 y /1 cont.ic11c n todos .Jrn; 3-cidos. 

(/) ror trnnRitividncl, (1,2,3)(4,li) E JI, y Rll cnnrlrndo, (I,3,2) E 11, por Jo fJ11C /[ 

conf.icuc n lucios los 3-cidns. 



120 ConRlturdñn y l'ro¡1irdn1frR dd gru1l0 1\1 12 

(g) Trncmrn:; n (n, h, e, 1/1 c1 f) E Jl 1 y pnr In t.nnlo n (n, rl)(b, c)(c, /) E Jl, y se n•'1nrr ni 

cnso (j). 

(h) Tenemos n (n,l1,r,1l)(r.,f) E /1 1 y por lo lnnf.n n sn cunrlrmlo (n,c)(b,d) E JI, cptc lo 

reduce ni cnso (d). 

(i) Tenemos n (n,f11c)(d1c,f) E /l. Conjugnmlo por el r.lcmf'11lo <JllC fijn n a,11,c,d y 

mnucln. e r.11 f, tenemos tnmhién n (n 1 111 c)(1l, /, 11) E ll. 

Si h =e, cnlonr.cs el prrnhtdn ele los dos C'S (n 1r,/1} E 11, y /1 confií'llC n tocios lo!'! 3-ridos. 

Si h f. e, cntoiwcs el prml11rf.n rs (n,c,li)(c1 / 1 /i) 1 y11111lt.iplirnr (n,b,c)(tl,f,h) por 1~1111,s 

d" ( rl, !)(e, h J E JI, rcclncicnclulo ni cMo ( d). 

(j) Tr.ncmos n (n, b)(r.,tl)(c,f) E 11. Co11jugnmlo por 1111 dcmrnln cinc fijen n, 11, c,rl y que 

no fije e ni lo mnmfo rn /, tc~ncmos ni clt!lllC!llo (n,ll)(c,d)(h,k), con h :/=e, h-:/; f. Si 

{/1,k} c::i njr.nn de {e,/}, r.I prmlurt.n es 1111 procluclo njcno de dos 2-ric-!ns, n•cl11rir111lolo 

ni énso (d). Si no es njc1101 d producto es 1111 J. ddn, rccl11cicmloln ni cn:-io (b). 

(k) Rc11111ncrnndo1 pmh·mnli i-;11poncr sin IH'rtl<'r ~c·m•rnliclncl q1u~ (1, 2, 3, 4, 5, G, 7) E Il. 

'l'omcmos el clenwnlo 111 E i\!12 que rijn n 1, 2, 3 e int.crcnmhin 4, y 5. Cunj11gnnclo por él, 

tm1c111os n (1,2,3,ú,4,h,9) E J/. mes <le nrtlcn 2, por lo tnnlo luiy clos cn.o;os: Si la= 7 

y !1 = G, rnt.oncr.s tcncmn~ 

(1, 2, 3,4, 5, G, 7) · (1, 2, 3, 5, 4, 7, G) = (1, 3, 5, 2,-1) E JI 

redncicndn1o ni rn::m {e). Si h f- 7, cnt,onccs g f G, y lr.ncmns sin p1!rtlcr grtlf'rnlidncl que 

h =8 y g=!J,cn cuyocnsn 

(C 1, 2, 3, 4, 5, G, 7)) '(1, 2,3, 5,4, 8, O)= (1, 4, 7, 3,G, 2, 5)( 1, 2, 3,5, 4, 8, O) 

= (1,5,7,3)(2,6)(4,8,0} E TI. 

Si llnmnmos T n dicho rcs11ltnrlo1 l.cucmos que r 4 = (4,8,!J) EH 1 y <'slnmos t•n rl cnso (b). 

(l) Elcvnndo u ni cnndrmlo, lcnr.mos un 5-dclo, y cHf.nmos en d t•nso {e}. 

(m) Eluvnnclo n n ln cumt.n potcndn, lc1w111os 1111 3-riclo y cstnmos en el ("Uso {b). 

(n) Elcvnmlo a ni cundrndo, l.cncmns 1111 3-rklo y cst.nmos en d cnso (b). 

En conclusitln, 1h2 < JI, con lo que prolmmos qur /lf12 es mñximo en An. 

o 



TEOREMA 9.4 

Af12 no tic11c cxh:11sinm•s frnm~itivns. 

De.mn.drar.irín: Est.r. rr!·H1lln<lo yn lo t.cnímnos <'nmn rnni:;rr11rndn tlrl Cnrolnrio 3.ü, y <le 

In cnnsfrttrrilm ele Hnll. Sin f•mhnrgo, lo prnhnrc111os clirrdnmculc nr11tí. V«•remns qur rlc 

hecho, no hny 1111 grupo nítirlnnwnlc G--t.rn11sHiw1 en 13 lctrM. 

Ungr11po11ít.ic1n111rnl.r.O-t.rn11sit.ivof'n I3lrlrnslcndrínorclrn 13·12·11·10·0·8. Si !l E G r~s 

ele onlr!n 5, rntonr:rR g C'S t•I proclnrto d<" drn~ 5-cirlns disjnnl.os, purs rlr~ lo r•n11lrnrin fijm·ín 

8 > O lcf.rns. Dcunt r•mos In~ t n~s p1111l.os fijos rlr !I por 11, 11, r.. St•n 11 ,.¡ csl.nhilizrulor t!ll G 

de n,l11 r:. Entonc·es (y) es 1111 5-snhgrupo ele Sylow <le JI (de hrcho es un 5- suhgrnpn tl1! 

Sylow ele G), y por Tr·n1·r•1mt 11.2, f.rtÍr•111os que el non11nlizn1lnr dr: (u) rn G t!S 3-trnusit.h-o 

r.11 lns lct.rns <r, 11, r,. 

Tcw•mns p11r!i Cjllf! lmy 1111 hnmommfismn ip dr•I normnliznrlnr (qnr. tl1•11nfnrc111os por/\') 

en S:1 1 clnclo por In nccic'lfl drl 11om111liimlor r.n n,11,c. Srn C r·l uommliindor dr! (!I) 1·11 

G. 

En prhnrr l11~~1r, C <t N11r(ip). S11po11grunos qm• sí ('1'111\'icrn 1·q11frni<lu. Tcw·mos c¡t11! 

S:i = l111(ip). Dcfiuienclo 
Na((g)) 

'P•' Cr.((g)) ___, S, 

clnclo por ~.(rrC) = ip(17), lrncmus que ~ flC puede i11yrc:tnr <'JI ...tul((g)), y cslt! 1íll.i111n 

grupo CR nhclinuo. De mnncrn 'llH' forznums n ~, y por lo tnnl.o n S:i n sr·r nbrli11110, lo 

c11nl (!S mtn co11frnrlir.riií11. Trnrmns pues que e r/. N11r(r.p). 

P11r.i:;lo fJHr rl rr11tro es 11ormnl f'tl r,I grupo, trm•mns tnmbién <¡llf' '?~(C) <1 ~(N). Prrn 

puesto r¡ne <p(N) = S,, y 'f'(C) # { !} (pues C </. Nu<(<p)), tcncmo• <¡ne 'f(C) = ;!, ~ z,. 
De nhí c1nr. 3 clh·itln. ni r'1nlr~n de C, y l<!nrmos un t•lrmr.nlo h E C rlc orclt•n 3. 

El clcmculo gli f.ir.nc onlrn 15, pursfn que g y /1 l'onm11f.nn. Pucsf.n qnr. G es de grnclo 

13, no pue<lr. Her 1111 lú-ddo, y :m fnctoriincifm romo produdo ele cidos njcuos flrhc lcll<'r 

tnut.u 5-drlos cnmo 3- cit"fos. Tcm!ntns s<'1lo tres posihil;lndcs: 

{i) Dos 5-ciclos y 1111 3-cirlo. 

(ii) Un 5-ciclo y dos 3-ddo, 
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(iii) Un 5-ciclo y un 3-ddo. 

En r.unlr¡uir.r cnso, (gh )5 t.irmc orden 3, y por lo tnnlo 110 rs In itlcnl.idnd, y fijn n 1111is ele 

(j 1m11tos1 unn conlrndicción. Por lo lnul.o, 110 existe lnl G. 

o 
Pnrn dcmm;f.rnr In simpliciclnd dr. J./11 , y In de A/12 1lc mm 11111m•rn dist.iul.n n In r¡ue yn 

dimmi, sr. requerirán clns lcum.c;. El prinicro es muy sencillo, y el srg1111do 1 c:onocitlu como 

el Tcurcmn de Dumsiclc, un se dcmoslrnní. en el prcsr.111.c t.rnhnjo. ncfcrimoR ni lcdnr n 

"An Intrmluctinn to tlir. 1'hr.t1r11 t1/ Gmup.•" <le .Toscph .T. ílot.mnn, pp. 15G. 

LEMA 9.5 

(Argumento de Frnttini) Sen G nn ~rnpo finit.o, y [( "1 G. Si I' es un ¡1-s11hgmpo de 

Sylmv de /\. pnrn nlgt"trt primo ¡1, r.nf.oures 

G= füVa(PJ. 

Dr.1110.draciñn: Si g E G, cnloiH'.(~s gI'g- 1 e gl\g-• = /\". Se sigue c¡uc !JP_q- 1 es 

un ¡Hmhgmpo de Sylow de /\" 1 y cxi:.;t.c k E /( con kPk- 1 = gPg- 1 • E11t.011rcs P = 

(k-1g)P(k-1g)- 1 , y c11to11cc• k- 1g E Nr.(P), y y E l\Na(P). 

o 
LEMA 9.6 

(Burnside, 1900) Sra G un grupo finito y Q nn suhgrupo de Sylow cnnl.cnido en d 

ccnt.m de stt uormnliznrlor; <'Utonrrs Q t.ir:nc un complcm<'nlo 11ormnl /\. 1 1111c ndcnuis es 

st1hgn1po cnrndcrístico de G. 

Estnmos nhorn r.n contlicioncs de prohnr In simplicidtl(l dr. /\/11 . 

TEOREMA 9.7 

(Cole 1800) J'/11 e¡:; 1111 grupo simple. 



IX; l'ropicdnilrf'I de Mu 12,'J 

Dcmn . .tracirfo: S11pnngnmos rpm /1 es 1111 :ml>g1:_up~1 n?r'~;inl <1.e ~J11 , con· JI f- { l}, Por 

Tcorcmn 2.14 // es f.rnm~ith·o ele grndo 11, y por lo t.nnto llll es <lh•isihfo por 11. S<!n. P 

1111 11- subgmpo dr SyJnw rlr. 11. 

Pursfo <JllC 11 2 no divhlr. ni orrlrn cfr. 11'111tres1111 11- R1tbgrt1po de Sylow rlt• A/111 y es 

cíclico ele orden 11. 

Si P = N11(P), r11fn11r·rs />, simHlo nl>dim10, t•s <•I cr~utro ílf' :-it1 uorrnnlizmlnr. Pt1r d 

Teorema de D11rnsiíh! f.c11r.111ns '!llC I' tit•nc 1111 <'Omplr!llir.nlo nnn11nl <l r•n lf, y por Jo 

lnnlo (11,JCJI)= 1 y (J cscnrndf'rístiroPll l/;11111•st.oqur. /l<iil/111 f.1•11c111us <J<1A/11 . El 

Tcorcmn 2.14 n111eslrn r¡11c <J es trnusith·o dr. grn,Jo 11, y por lo t.:ml.n l l divirlc ni orden 

de Q, lo cunl es 11nn <".ont.nuliccil111, Tc1w111m1 p1ws q11r. /'-/; Nu(P). 

Cnlr.ult•mns nhorn N1i11 , ( I'). Rn Si 1 hny \'t = 10! 11- cidos, y pnr In f.111110 O! s11bgrn1H1R 

cíc1icos ele orden 11, rndn 11110 de dios fonu:ulo poi' In iclr.11tic1ncl y diez 11-cil'lns. 

Por lo tnnto 

[S11:Ns,,(l')j =íl! 

y /1V,..11 (P)J = l 10. llny 1111 r.lt·111c11fo r dr ortlf~ll 2 fJllC i11\'ierl.c 1111 11-,·klo 11 dn1ln: :;;j 

'1=(1, .•. ,11), rnf.onccs "-r = Tnr, rnn 

T = (1, 11)(2, 111)(3, 0)(4, SJ(ú, 7); 

11otr.111rn; c¡m~ T f'H 1111n pr.r11111l.ncib11 irnpnr. Pncslo c¡1w 1U11 e A11 1 tc1wmm; 'l'Ul 

N.,,,(l') = Ns,,(l')nM11 e Ns,,(l')ntl11; 

pnr!do qnc res unn pcr11111tnrirí11 impnr, l.rnrmm; fJllC /N.,,11 (/')I = 11 cí /N,,, 11 (P)f = ú5 

(loR dos <li\'isorcs impnrcH de 110). 

Como P C Nu(P) C N111 11 (P), y \'nlr. nlgnnn ele lns igunldnclt·s, P f: Nu( !') implicn r¡11c 

Nu(P) = NM11 (P), y nmlms l.ic1u•n orclc11 !j!j, Por rl nrg111w•nlo clf~ Frnl.li11i, pm·~fc> r¡nc 

1./11 es ílnilo, lr.ncmos c¡llC' 

M11 = lI N.11,, (!') = lf Nu(l') =JI 

de mnncrn c111c /a/11 = JI y es simple. 

o 
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COROLARIO 9.8 

Dr.mn~trn.ciñn: ER r.onsccnc-nrin del t.cnrcmn nnt.crinr, y del Corn1nrio 2.18. 

o 
Cnhc hnccr mrn pcc¡uciín pnrnm pnrn hnh1nr nr.crcn de los grupos i:;implcR. Existc~n diecinchn 

fnmilin.CJ infü1itrn; de grupos simple¡:;, que en lol.nl conticnrm r.nRi loclus los grupos Rimplrs 

finitos qnc se cnnor.cn. 

Est.ns 18 fnmiliM r.nnt.fonrn n lodos los grupo¡:; finitos sirupkR, cxrcpto por 2G grnp~s 

simplr.s, que se conocr.n como "esporádicos". De entre Jo¡:; grupos cspor:ídirrn;, los dnl'o 

grupos rlc r\!lathicu ( Ji/11, A/12 J y tres grupos c111c no diRct1timos, Aln, Af2:1' Al:H que 

ncltÍnn en 22, 23 y 24 lrtrns rcspcr.tivnmcntc) fueron los primeros r.11 rnnoC"cn::", y durante 

vn~ios ni10s fueron los 1i11kos grnpos simples ''spnrñdico¡:; cnuocidos. 

Los Grupos de MnthiP-n cst.1i11 i11\'t1hwrndos mms f'll ni.ros. Hemos prolmdo r¡uc /1/11 rstá 

cnnf.rniclo (rlc hcdm clnr.c c:;opinR dr. él cst1í11 rn11tc11idns) rn li!1 2 . Se pucdr prohnr que 

Af22 y /1/21 están cnnt.cnidns ru Af2 11 '111C lnmlMn C"ont.irnr. coph1s lao11101110ríns de A/12. 

1lf12 tnmhirn r.f'lñ i11vol11crndo en el grupo de Smmki, S:::., en el primer y f.crrr.r grttpos de 

Conwny C1 y C3 1 l'll rl cttnrlo grupo rlc Janko J~, y en los grupos esponírlicos shnplrs 

Fn, JI N, F23 1 F·u, F2 y F1. Dnjo el npdnl.Í\'o "involucrnclo" nos TC'Ícrimos n que sm1 

cocicnt.cs de suhgmpns dd grnpo dn<ln. 

Pnrn 11U1ynr inínrmndón Vt~nsc el A¡u(m1icc D, y rr.forimos ni lrrtor ni '1ATLAS of Fiuitc 

Grnup.•'', cdit.nclo por .J.11. Co11wny1 H.T. C11rtiR, S.P. Norton, TI.A. Pnrkrr, y R.A. \Vilsnn. 

Así como Af12 está iul.inuunrul.r. rrln'"io11ndo cnn d Sistcmn de Sff•iilf'r de tipo S(5, G, 12), 

tc11c111os q11c A/2t c¡:; el gr11po flc n11tomorfis1nos <le 1111 Sisf.f!lllll <if: Stcinrr ele t.ipo S(5, 8, 24) 

(qne se puede prolmr C'S tíuico Rnlvn isomorfismos). En rsc sistcmn, clrgimos dore p1111tos 

de X, y c·ousidm·nmns los hloc¡11rs c111c intcrscl'nll 11 dichos pmtlos en cx11clnmc11lc G p1111f.ns. 

Estos f>eif1 pnnl.os <11111 l11gnr n los hlw¡nes ele 11115(5,G,12), que rldinini n J'/1 2 como su 

grnpn ele nnt.omorfismns. 

Se p11crlc prohnr <11m Jos Sh;f.r•mnR de! Stci1wr de l.ipoR 5(4,G, 11), S(5,G, 12), S(3, G, 22), 

5(4, 7, 23) 1 y 5(5, 81 24) f'Oll tinicos snh'o i:mmoriismns. Trmlrcmns n Jos grupos ele ?\lnthicn 



dnsificnclos grupos o snhgrnpos ele los grupos ele nutomorfünnos dt: L'Sf.os sislr.mns. 1\/2.1 es 

cJ grupo dr. nut.omorfismos dd 5(51 8,24); /t/23 dd 5(4 17123)¡ /t/12 clrl S(ú,G,12) co1110 

se vicl cu el prr.i:;cnt.c l.rnhnjo¡ 1\/11 rlrl S(41ü, U), y /1122 rs 1111 i:;11l1~r11po dr. ítulirc dos rh·I 

grupo de n11tnmnrfis1110~ tlr. un .9(3,0,22). 

PROPOSICIÓN 9.9 

.J\f11 es un sub.grupo 1111íxirnn dr! 1\/12. 

Dcmo.draciñn: Pursln q11r. {1 1 •.• 1 12} es 11111'112-r.011j1111lo11111ltiplr.mc11tc lrn11~it.h·o, r.s 

primith·o. Por Tcorcmn 2.12, tmu:mns r¡11c el cstnhifü:ndnr lle 1111 p1111t.o es 11uíxi1110 rn J'112 1 

y didto cstnbilizndor CR 1\111 • 

CORQf,ARIO 9.10 

A/1
1
2 tiene 12 s11hgrupos 1111íxim11s simph•-S1 ro11j11gntlos uno del ol.ro, e is(lt1101íos H J\/1 1• 

TnmhMn hemos prnhn<lo qnr~ 1i/11 < 1111 ¡ quc el cst.nhilizndor ele tres puntos cN i~rmmrfo ni 

pro•lnrt.n dircdo clt• los <".unl<\fllios <J por Z=1 X ZJ; y CJUC el rHtnhilbmdor de r:nnt.ro p1111tos es 

Íf'olllorfo n (J. 'f<~llrmns ndrnutc::; 'Jllf~ 1111 rlcnwntos de llt(lf'll rlos rn /1/12 que fijtt ni mcnm; 

un ¡mnto íijn <!Xndnmcnl.c cuntru, y 1¡11c 1111 clcmcnfo qnc fijn cxndnmcnf.c f.J"f!S p1111tns rs 

de orclc11 trrs. 

Adc1111is hcmns cnrnrlrri:i:ndo n /1112 romo f•I 1'111iro F,rllpn 11íl.i<lnmr.ntc 5-lruusil.iw> no 

trivinl, y como el grupo rlr• n11t.011101fismos de 1111 Sh1lt•111n tic Striiicr tic tipo S(5, 6, 12). 

Así 111i1:m10 cst.á cnrnclf'l'h:n11o ~01110 In 1h1irn cxlf'llsión trnm1ith·n riel grupo 1H11, y romo 

In 1ínicn tlol11r. r.xl.r11i-;iti11 lrni1sith1L (i.c. cxt.cn:.i1í11 l.rnrn~il.Í\1~ clr. In (•xft•1rnió11 lrmrnit.h-11) de• 

Sh(9). 

Exb1f.c11 of,roR métodos pnrn In C"onsl.rucd1ín rlcl Grupo rlr. Mnthi1•n 1H12 . Enf.rc c•llnR cnhr. 

dcstncnr In C'OllSf.mccU111 1lnrln por ,fnhn n. Cnnwny ni ('fJJISidcrnr d grupn g1·11rrntlo por 

11CÍt!rf.ns pcrmut.ndoncs bien cs«ogirlns" (Ver "Tlirr.c Lcr.turc.• on Er.cc¡1tional Gr011p.• '·' ele 

Comvny). 'l'c11c111os f.nmhi<~ll In <"onsl.rnrdún clc•l 111ismn Mnll1ir~11, c¡nc r·onsii-;tr ru 11pr~nr" 

vnrin.c; copins d<~ grupos li11cn)cs frncrinnnrios (sin rmlmrgn1 Mnl.hir.11 1í11icn111rnlc 11u•ncio11n 

lns propicdndcs clf! f;llH grupos si11 sir111irm1 cshoznr urrn tlcmostrndr'111 dr ,·;nins clr cllns). 
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Tnmhién se pucclr! cnmcterhmr nJ Grupo ele ti.fothicu r.01110 d grupo ele nut.omorfismns del 

1'111ico código <le <limr.nsifín O, lnngiLml 12 y ¡u?sn G sobre CG(3), couocido como el C<ídigo 

<h! Golny tcnmrio, o n pnrt.ir cfol Código th~ Gnlny hiunrio, 1·01110 el c:-;lnhili:mdor ele: 1111n 

pnlnl>rn ele pr.so 12 (el Código tic Gnlny !Jinnlin se uliJizn. pnrn ronstrnír el Grupo de 

lvfnthien de grnrlo 2.f, .i'/2.1, t!ll dnnrlc! lc1w111ns inmcr:-o un grupo i1mmorfo n 1'./12 ). 

1'.f12 tn111hién está rdndonmln con el nnt.0111orfis1110 cxt.rrior ele S6 (sr s11hc rptc S 11 tieuc 

nntomorfismos externos si y fnllo fli n = G, que CI' ttn Tcorc11rn clu Ili:.l<ler. Vénsc [11] 1 {18] y 

[20}), en el scnt.idn rlr. c111c /1/12 prrmitC' cl1•finirrl r111f.0111orfis1110 md.1•rior1 y'd ru1to111oríis1110 

exterior de. s6 ¡wrmilc~ r.onst.rnír J\ln. DnrrllUlH 1111 pnr tl1! l'f!St1lt.nclo1' pn·li111i1rnrrs, y por 

tíllimn cslioznrc111os In co11!'lf1'Hr.d1l11 riel nut.omorfismo n pnrl.ir clr 1H12 • 

J,EMA 9.ll 

Sn nn pucrle nc:f.tmr lrnrn~ilh11111c11lr~ rn un t:oujunlo X ·con t clrmcnf,ns, tlnndr.. 2 < I < 11. 

Dcmr>.•tmr.ión: Con!'litlercmns In l'f'(H"csc11lnd1i11 dr. In ncri1í11 ip: S 11 -J S,, F:I 111'wl1•0 <le 

dicho ho111omnrfis1110 r.s nnrmnl en S 111 y pnr lo lnut.o es {1}, An 6 S 11 • El 111írlro 110 

pt1c1lc ser S 111 pues la n1~ric'111 c•s lrnusitivn. Si d 111'1clco C!'I { 1}, e11t.0111·cR 11 S: t, pw·s tp r.s 

inycdh·n. Si d m'1rlco es A 11 , r.nt.nncc~ In i1111ígr.11 dr S 11 es isn111orfn n Z1 , y por lo l,11111.o 

t =2. 

o 
LEMA 9.12 

Si X es ttn G-c:n11j1111to y lI <·s 1111 s11hgntp11 de C:, enlonrcs Lod1L G ··círhif.n se pucrlc 

cxprcsnr como In 1111iií11 dh>j1111t.n <le 11- 1khit.ns. 

Dr.mn.•lmcithi: Sen G.r: nnn G-(írhit.n, y cldinimoR In rdncM11 dr. cr111ivnb1cia c~n G')" tlncln 

por z...., y {::::::::> 3/i E /1 t.nl 1111c /t: = U· EutonrcR ...... pitrlt! n Gx en dnsc!'I de c1111ivnlcnc:ia, 

que son sus JI - <Írhif.ns. Ilni:;f.n vrr qur. ,~st.ns roiuciclf'n con Jm; /[ - ór1Jil11s de 4\. Pero si 

z E G:r: está en In mismn /1 · c'>rhit.n r¡11r y, c11!.011cr.s ;: y y r.sf.:Í11 cu In misma G-clrbitn, 

i.c., Gx 1 y el rr:mlt.mlo c111cdn cst.nhlc·dtln. 

o 



DEFINICIÓN 

Si X r.i:i un G-conjnnlo, y U es un snbgrup-n ele G, cnt.onccs 

PROPOSICIÓN 9.13 
.. ', . ' . ' 

S<.'n U ttn :mhgrnpo ele G, y g E G. Si X-:-~S.11!1-:G7'c~nj11n!·!li t~t1f.011ccR F(yUg- 1) = 

yF(U), y IP(yUy- 1)1 = IP(U)I. 

Dcmn3tmción: Sen x E F(gl.Tg- 1 ); Por In l~nlo¡.:V1i"E U lcm•1t1fl!'l que (!/Ufl-I )(:r.) = .1~. 
Por lo l.nut.o, pnrn l.odn u E U, u(g-_1r) =·!1-:.•:r. Por lo f.nnlu g- 1x E F(U). 

Ent.Oltc'<!S g(g- 1 x) = x E yF(U). Por In_ tnnlo 

F(9U9- 1
) e yF(U). 

Sen. nhorn X E uF(ll). Por In t.nnlo, Vu. E u tenemos que (ug- 1 )(:r) = y- 1 :r.. En­

t.oncc.c; pnrn. t.mln u E U, (9119- 1 ).t: = .r, y J' E F(yl.'g- 1 ). Por In Lnnto ll'nemos In otrn. 

contr.11ció11 1 y In ignnldncl. De In ig11111dncl f,r,1w111os 'l"C 

o 
DEFINICIÓN 

Si lJ < ll < G son mthgrnpn~, rnlnnrrs TI rontrnln fu¡:;;ir)n di- U ¡:;;jj gUg- 1 C 11 implirn 

311 E /1 t.nl r¡nc 9Uy- 1 =1iu1i- 1• 

LEMA 9.14 

Sen G tlll grupo ele pcrmnlndonrs y t-f.rnnRith·o sohrc X (con l ~ 2 y IXI = u). Sen 

JI= Gri. .. .,r, el cst.nhilizntlor clr t puntos dt? X, y R11po11gn.111os 'f11f! JI cont.rnln ÍttRi1'111 de 

11n s11hgn1po U <Ir. /1 clnrlo. Enf.otH'<'S Nr.(U) nchín 1-1.rnusit.i\'o rm F(U). 

Ob.'lcruaci1in. Eslr. es un r.nso m1is gcm•rnl r¡ur. rl L~1111t 4.2, pues !orlo grupn t·outroln fm•Mn 

en Rll suhgntpn de Sylow. 
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Dcmn.drar.iñn: Notemos C(llC {.r1 I' •• ,.T1} e F(U) J>llCS u e JI = Gz,,, .. ,,. i de mn11('rn 

que m = IF(U)I ?. t. 

Sr.nn y1, ... , y1 <'lcmcntos dh;t.int.os mitre sí ele F( U). Como G nct1'm t - t.rn11!'ifh•o en X 1 

existe g E G tnl que 9!/i = :r.¡ pnrn i = t, ... ,t. Se sigur. r111e gUg-• C //(pues guu-1 

fijn cndn .r¡ pnrn tocln u E U). 

Como /1 ronf.roln fusión dr. U, cnl.<lllc<'s existe ¡,E// tnl 'Jite gUg- 1 = hUh- 1 • Por lo 

l.nul.o ¡,-• g E Na( U), y (11- 19)(¡1;) = x; pnrn cndn i. 

D 

TEOREMA 9.15 

Considr.rc n X= CG(O)U {oo,w,H} 1111 /1112 - co11j1111lo. Ent.our:r~ hny unn ropin Íf;on10rfn 

T ele Sa contcnicln en la./12 1 que nd.1'111. 6-trnw;ith•o en 

fio = {oo,w,!l, l, -1,0}. 

Dcmn.•lra.ción: Por Cnfln pcrnmf.nrión u clc In~ cinro clr.nH'nlos oo,w, n, 1, -1, In trnusi­

tivirlml níticln ele Jt/12 nos cln mm 1ínirn a' E lt/12 fjllc nct1ín en rllos igunl fj!IC u. Ln 

fnncic'l11 "...._~ a 1 es un i:mmorfisrnn rlr. Ss con un snhgrupo S de /lf12. 

Cousidcrt~mos n X co1110 nn S--co11j1111l.o. ¡,C1uílcR 1m11 RUS cirbitns'? Clnrn111r.11lr. mm tlr. )ns 

Ól'bitns Rrní. {oo,w, {l, 11-1} 1 ele nmncrn que nos pmlr.mos concrnlrar en l1l 1u·dtl11 i;;ol>re 

e) co11j1111to de los of.ros Riel.e p11nfnR 1 l'. 

Sen g ES de orden 3 tflle ¡wrn111t.n {oo,w,fl} y fijen 1 y -l. Tf•nrn10s 'llle g elche ser 

d )lrodudo de trcR 3-ridos disjuntos, pur.R IH<'nos 3·cirlos implirnrínn '111C g fija n11ís dr 

cuntro puntos. Dr. mn11rrn r¡nr lns rírhitns de (g) <'11 }' dc11r11 f.cllf't los Rignir.nh• fnmniins: 

dos de 3 y mm flr. l¡ mm de O y 1111n de 1; o hirn mm de 3 y unn de 4. ( S no pw·clr. nctunr 

trnnsitivmucnt.c en },.. ¡me::i 7 110 <lividc n JS/ = 120 ). P<•m pum;f.n t¡tle S 11 no pnr.rlc nclunr 

l.nurnitivnmr.nt.c en conj1111t.os r:ou menos rlc n r.lr.ruculos por í'I Lcmn 0.1 I, f<'ncmos qur 

los f.nmniios de lns rjrhillL'l d<•hcn srr (j y l. 

Sen " E S q11r! c1>rrrs¡mmln n In trn11sposici611 (t,-1)¡ cnf.t1nr:es " fijn n oo,w,n, y 

a(..\)=-..\ pnrn ,\E CG(O). El 1iniro of.ro ¡mnt.o fijo de C1 es 0 1 de mnrwril fJ111' {O] debe 

ser liL <jrhit.n dr. f nmnño 1 pnrn S. 
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Considr.rmuns nhnrn n 7 E AJ11 que fijan oo,w,n, y l.nl.q111~ ¡(..\) = A+t pnrn ,\ E CG(O). 

Tcncmm; que 7 rs un cJrnwnto <le onlcn 3 de (¡\./11 ) 00,w,n = (.iUrn)~. Denotemos pnr lf 

n (Afio)00 • Tenemos yn. qtm 1.oclns los 3·clrnwutos ele JI son conju~nrlrn~ 11110 ,fc•l otro rn 

11, de mnur.rn q111• JI cnutrnln fusicín ele ('Y). 

Considr.rrmos n Af12 cnmn 3-·l.rnnsit.ivo, <"on JI el cstnhilizndor dr. 3 pt111los. El Ll·mn 

0.14 muc~lrn que N(-y), d nornmliznclor dr. (7) cm Af12 ncltin 3- trnnsitivu en F((¡)) = 

{co,w, U} (lm~ dcmcnt.ns cl1i orrlcn 3 fijn11 n lo nuís n trrs puntos). 

Esta nc1·Mn dn 1111 ho111omorfüm10 tp: N(7)-+ S:i, ¡u·rmut.nndo n oo, w, !! , qur. rs s11prnyrc­

tivn1 y cuyo 111ídco Cff N(1) n lfoo. P11cr->lo 'lllC yn t.r11r1110R clcsr.rilo El J/OCJ, pculcmos 

cnlculnr íncil111e11l.r. c¡uc N11r(1,") = (1) ¡ co11d11i111os qur IN{l')I = G · 3 = 18. 

Pero pmlcmos cxhihir 18 rlr.mculos 'lttc 11ormnlizn11 n (1')· Tenemos 1os r.lcmr.ntos 

/, = (oo,w)(o2 .\ + o.\3 ); A· =(f!,w).\3 

dnc1ru':i r.11 In Cn11sl.r11cciri11 rlr Rnt 111n11 -\Vitt, 'ft•nn·mus ú. JO y 5.11. Tcnrmos qnc Ir y A· 

r"o1111111tnn r'Oll -y: 

k')' = (f!,w)(.\ + 1)3 

= (f!,w)(A3 + 1). 

7k = (f!,w)(A3 + 1) 

= k7. 

/17 = (oo,w) (o2(.\ + 1) + n(,\ + 1)3
) 

= (oo,w)(n2
,\ + n 2 + e>.\3 + n) 

(puo•<>'+"=l) =(oo,w)(o2.\+n.\3 +1). 

7/1=(oo,w)(o2.\+o.\3 +1) 

= h-y. 

ndcmñs, (11,A") ~ s:J. Por lo tnnt.o ("Y,h,k) ={")')X (h,J.·) C'S 1111 !mh~mpo clC' nrdcn 18 y 

que ccnt.rnlbm o ("y), y por lo tonto f.nmhién lo nonnnlizn. Como <lchc11 fit•r todos, nd,~más 

tr.ucmos que 

N(-r) = (-y,h,k). 
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Sen T = (S,N(1'))¡ yn flm! Ses suhgrupo ele 71
, los l.numims pmiihlc~ pnrn T··Órhit.ns en 

.,"( son: dos ele 6¡ mm de 5 y una de 7¡ 1111n cln 11 y mm ele l¡ unn de 12 (:;i 1' f'S l.rnusilivo). 

Esto se elche n q11r. X t.il'llC unn S~órhit1l tic lnmnlio ü, y t•umo stlln hny clns S-órbilns 1 

hny n lo mris dos T- f'1rhilns 1 y tmn dr. f•lln.~ drhc lrm!r lnmmio n) mrnos 6. 

No puede ser mm ele 5 y ttnn ele 7, ¡n11•s 7 no f1ivitlc n ITI {ni sir¡nicrn 11ivitlc n JA/1 21 ). 
Tampoco puede ser unn de 11 y tmn de J, pues d punto fijnclo t.cmlrín c¡uc Rrr d fijmln por 

S, n snbcr el O, y r.I O se llllH!\'C hnjn 7 ET. Por 1'tll.i11101 In nccUm no p11cdc :;cr lrnnsilh•n1 

pues los clcmenlo~ <le S mmulnn 1 cu {co,w,H, 1, -1}, y lrn; clerucnlm; dr. N('Y) mnmlnn 

1 en {1 1 -1 10}, de nrntwrn c¡uc 11ing1'111 dcuicnl.o ele T lo 111n11cln en, por rjr·mplo, i. 

Concluimos qnr. T licue dos <;rhiln:-i df! l.nmnim G, 1111n <le lns cunl1~R <'onl.it·m~ n In <lrhit.n. 

de S y debe ser 

fin= (oo,w,!l,l,-1,0}. 

Enloncrs t.r,uc111os que T nr.t.ún t.rn11::;il.h111111•11h~ 1~11 {10 , y d rst.nhilhi:ndor de O rs S. P11r:;t.o 

qnc S ::! 55 por r.onf.rnr(·ifln y nct1ín 11ít.ida11w11t.c 5-t.rnnsilivo en /111 - {O}, l(~JtelllOS fJllC 

T nclt"tn níti<lnmcnl.r G -t.rn1rnitivo rn /1u, y T ~ Sn. 

D 
De hrclm1 rslc hloq11c /Jo se pnrde ut.ilhmr pnrn <lrfinir 1111 5(5 1 6 1 12) 1 cloude los hlm111cs 

scr1ín los ronjnntns ele In íurnHl g{J0 1 con g E 11112. 

ERhoznmm; nhorn In prudm dr. ill cxistcnr.ia <h·I nuf.0111orfis1110 cxl.crno pm·n 5 8 • Ilny clrn:i 

T-rírhit.n::; de fnnrnñn Gen X 1 dignmns /lo (In clndn), y f11. Un f'!cmcnlo u E 7' de nnh~n 

5 es el producto de dos 5-cidns disjunlns y fijn n tlo;; puntos; rndn /I¡ (ron i = O, 1 ), 

consisté de 1llm u-órhit.n de lnmniin 5 y mm ele lnmnfio l. Considcrnncln n /t/12 como 

2- ltnnsilÍV01 llOfClllOS r¡llC (a) C J'f¡o 1 rJ cst.nhiJizndnr ele f)m¡ Jlltt1f.os; CntllO (a) CS 1111 5-

subgrupo de Sylow de J\f10 , frm·mos por Lema 9.14 c¡ne N(a), rl normnliz111lnr ele (a) 

in Af12 nclt'in rlm~ lrnnsit.h·o 1•n rl cnnjnnlo F((a)) tic dos puul.os. Por lo t.1111ln 1~xi:-lc tlll 

dc111rnt.o Te N(rT), lle orclr11 2. Se prudm rp1r. T i11l.rrcm11hin /lo C-011 /311 y (IOl' lo tnnl.o 

normnli7.a n T, y In l"<mj11gnci1)11 por T r.s un n11l.nmorfis11tn r~xt.rrno de T, r1m• nos <In 1111 

nutomorfismo externo en So. 



Por 1ill.i1110, mcncin11nmm1 que 11nn puede prohnr que hny tlll ,;uhgrupo G ele /\f2.1 con 

G ~ 1'112, y q11c hny dos G-c'1rhil.n11 ele tn111nfin 12 fm r.I cn11j1mlo ele ncdt'111 tle i'11-t. 

Empcznndo r.on g E G <h~ or<h!n 11, con un nrg11111cnto Rimihu· ni clnclo nrrihn RC prnrhn. 

<ple hny 1111 <•lcmcnto <Ir. onlr11 dns "'I E N(g) q11c intrrrnml1in. lns <los G·c;rhitns, y c¡11c 

tiormnlizn n G. Ln. co11j11gnr.icín por 1' cla tm n11tnmorfi.~n10 cxt.r1110 pnrn ¡\f12. 
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A Simple Dnllnrl 

\Vhnl nrc t.l1c ordcrs oí nll simpfo groups? 

1 spcnk of thr- lu111rst onrs, uot nf lhc lnops. 

lt scems thnt. old Burnsiiln t.hrir orclrrR lms gm•Rsccl 

Exc<~pt. far thc cydic onr.s, cvcn f.hc rcst. 

Groups mndr np wit.11 prn1111f<'s will produce sorne more: 

For An is simplr., if n cxr.cr.cls 4. 

Thcn, thcrc wns Sir 1\lnthicu who cnmr iuto vicw 

Exliihiting groups of r111 order quite lll!W, 

St.ill ot.hcrs hnvc r.ornc nn to 111.udy this U1ing. 

Of Artin nnd Chc>vnllcy nuw wc shnll sing. 

\Vith mntriccs finif.c l.l1cy mndc quiten list, 

Thc qucRf.ion is: Coulrl thcre be nt.IU'n; lhcy'vc IJIÍR~cl? 

Suznki nnd Rcc lhcn nrnint.ninrcl it.'s t.hc cnsc 

Thnt thcsc md.hods hncl nof, rcnchccl thc cnd of thc chn~. 

Thcy \\'tole dmvn somc mntriccs, jnsl fnur by four, 

Thnt mndc UJI n sin1pfo group. \Vhy not. mnkc moro? 

Atul thcn cn111r. thc OJltlR of Thomp~m nml Fcit 

Which shcd on Uzc problrm rcrnnrknhlc light. 

A gronp, whrn thc orcl<'r won't fnclor hy two, 

Is cyclic or solvnblc. Thnt's whnt is true. 

Apéndice A 
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Suznki nnd Rcc hncl cnnsrcl cychmws l.n mise, 

Out thc thcOl'dirinns f.hcy just. could11 't. ímm. 

Thcir grottps wcrc not ncw: ir you nchh·cl n twist, 

You coulcl gct t.l1cm from olcl oneH with n flkk oí t.hc wriat. 

Slill, :;;omc hnrcly souh; írll n lhorn in t.hdr sitie. 

For thc flvc groups of ~[nthicu n11 rcnson drficcl: 

Not A111 not twistcd 1 nml 11ol ChcvnHc·y, 

Thcy cnllccl thcm spor:ulic1 nncl filccl t.hcm nwny. 

Are Mnthicu grnups crcnl.urrs oí hca\"r.n or ltcll'! 

Zvonimir .lnnko clclcrminccl l.o tdl. 

He found out whnl nohocly wnntcrl to knmv: 

Thc mn:;;f.crR hnrl missctl 1 7 5 5 6 O. 

Tite floodgnlcs wcrc opcuccl! Nr.w gronps werc l.lm rngc! 

(Aml twch-c or more ~pnmlcrl, lo grer.l thc ncw ngr..) 

Dy·.Jnnko, nncl Conwny, nwl Fii;cher, mul H1·lcl, 

~lcLnughlin, Smmki, nnd Hignum, nml Sims. 

No cloubt yott notccl thc lnsl lincs don,l rhynu!. 

\Vcll, thnt. is, quHc simply, n sign nf t.hc t.inm. 

Thcrc's chnos, nol ordcr, nmnug simple grnupi-1¡ 

nncl mnylm wc'd hcttcr go hnck lo the lnops. 



Apéndice B 

Ln Tnb1n 1 contiene los nomhrr.s, or<lcnC's y cl<'scuhriclorcs ele los 20 grupos simples fiuitoR 

esporádicos que c:dstcn. Los primr.ros ciuco gr11pos se conor.cn como Grupos de Mathicu 

rn 11, 12, 22, 23, y 24 lclrns rcspcdivnmcnt.c, Lm1 signiculcs cunt.m flC f~nnoccn como 

los cuntro grupos de .lnnko, iiulrpr11clic11tc1m·nlc 1lc sn rlrsc11hric1or, pues fueron tocios 

propucsloR por .Jnnk1J. 

El signicnt.c es el grupo dr. Jlig111nn-Si1m; ( ll S ), y virnc sr.guido clt! rl grupo_ dr. 1'.foLnnglin 

y el de Suzuki. Posteriormente siguen los t.rrs grupos de Conwny, y el gntpo ele Hdcl. 

Trn('mos clcspucs los grupo::; ele Fii;;chcr rn 22 1 23 y 24 ldrns. Sigue el gl'npo de Lyons, d 

ele O'Nnn y el de Iludvnlis. 

DcspuC's lcncmoR los grupos de Fisr.hrr de grndo 5, 31 2 y l. El 1íltimo, F 1 , fiC conoce t•omo 

el 111011struo clchitlo n Rtl grnn lamruio: lirnc 

808, 017,424, i04, 512, 875 1 886, .i;,n, n<M, ou1, 110, 75i, 005, 754, 368, ooo. noo, oon 

elementos. F2 es n vecr.R llnmnc1o rl bebé 1no11struo. F 1 es n veces clcnotndo tnmhicn 

por 11!, y F2 por D. 

Ln Tnhln. 2 rontir.nr. In iuformnción sohrr. rt'nnn ••si 1Ín involncrndos lm1 gr11pr1R f'Rporñdicos 

simples unos en otros, Pnrn r.nfln grupo::; simplt! c•Nporáclil'o G 1 nos prr.gnnt.nmos cmílcs de 

los esporádicos mñs pcqur.ños r.slñn ÍU\'olurrnclns en él (i.c. sou cucir.111.cs df! 1111 snhgrnpo 

de G ). En In tnhln In cnl rndn en el rr.ugMn flc G y In col1111111n de S <'R: 

+ si S C'RllÍ involucrnclo r.n G. 

- si S no cstá involuc:rnclo en G. 

? si 110 snhcmr>s (S~ .11, G ~ F 1) 

Si Ji cst{i involucrnrlo en F1, entonces elche ser 1111 suhgrnpo nuiximo. 



138 Co11Rtr11r.ción y Proplr.1lncl"" 11d grupo l\f 11 

TADLA 1 
Grupos Finitos Simples ERporñdicos 

Nombre 
del N tªnncro de Elen1cnt.os Dcscubicrt.o por 

Grupo 
Mu 2"x3cxúxll E. Mnt.hicu 
M12 2'><33 ><5><11 E. Mnthicu 
M22 27 X 32 X Ú X 7 X ] 1 E. Mnt.hicn 
M,, 27 X 32 X 5 X 7 X 11 X 23 E. f!.:fnthir.11 
u,. 210 X 3:1 X Ú X 7 X 11 X 23 E.Mnthim1 
J, 2'x3x5x7xllx23 Jnnko 
J, 27 X 31 X 52 X 7 Hnll, Wnlos 
J, 27 X 311 X 5 X 17 X 1!) Higmnn, Md\ny 
J, 221 X 3:1 X 5 X 7 X 11:1 X 23x Drnson, Conwny, .lnnko 

X29 X 31 X 37 X 43 Nortou, Pnrkcr1 TJincJ.:rny 
JIS 29 X 32 X 53 X 7 X 11 Higmnn 1 Sims 
MC 27 X 311 X 5:1 X 7 X 11 MrLnughlin 
Sz 213 X 37 X 52 X 7 X 1] X 13 Smmki 
e, 221 X 3ll X 5-t X 72 X 11 X 13 X 23 Conwny 
G2 218 X 36 X 5:1 X 7 X ] 1 X 23 Conwny 
e, 2IO X 37 X 53 X 7 X 11 X 23 Conwny 
lle 210 X 3:1 X 52 X t 1 X ] 7 lldrl, lligmnn, Mcl<ny 
F22 217 X 39 X 52 X 7 X 11 X 13 Fi:;;cl1r.r 
F2:1 218 X 3 13 X 52 X 7 X 11X13 X 17X 

x23 Fischcr 
F,. 221 x3 111 x52 x7:1X11X13X 17X 

x23 X 29 Fii..d1r.r 
Ly 2R X 37 X ljfl X 7 X 11 X 31 X 37X 

x67 Lyom;, Sims 
o 29 X Ji X 5 X 73 X 11 X 19 X 31 O'Nnn, Sims 
n 2U, X 3:i X 53 X 7 X 13 X 29 Conwny, R11ch·nlis1 'Vnlcs 
F., 21"' X 36 X 56 X 7 X 11 X 1!) Smifl1, Thomp~on 
F.1 2 111 X 3 16 X 5:1 X 72 X 13 X 10 X 37 Smith 1 Tlmmpsou 
F, 2 11 X 313 X 511 X 7'2 X 11X13 X 17X 

X 19 X 23 X 31 X 47 Fisd1cr1 Lcon, Sims 
F1 2i6 X 32º X üº X 76 X 112 X 133 X 17 X 

X 19 X 23 X 29 X 31 X 41 X 47 X 59 X 71 Fiscl1cr1 Gricss 
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TABJ,A 2 
Cómo cstñn Involucrndos los GrnJlOS Simples Esporñclicos unos en otroR 

M11 

Mu M12 

M12 + J, 

J, Af22 

lit,. J, 

12 u., 
M2a + - + JJS 

IIS + - + la 

Ja M,. 

At,., + + + + MC 
MC + - + /Je 

/Je R 

R Sz 

Sz + + + o 
o + - + Ca 

e, + + + + + + e, 
e, + - + + + + F,, 

F,, + + + IIN 

HN + + + - + Ly 

Ly + - + +_ Fa 

Fa F., 

F., + + + + + - e, 
e, + + + + + + - + + - + - + + J, 

J, + + + + + F,. 

F,. + + + + - + - + - - + + F, 

F, + + + + + + - + + + + + Fo 

F1 + + + + + + - + + + + + + + + + + + + + 
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