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I. Introduccidén

“La Teorin de Grnpos ea 1a ramna de Ias Matemitieas en [a gque uno le hace

algo a algo y despuda compara el resultado con ¢l resullado oblenido de

hacerle Io mizmo a algn dislinlo, o de hacerle algo distinto a o mismo.”
Asf describe Jnmes R. Newmnn a ln Teorin de Grupos, que llama el ejemplo supremo del
Arte de ln Abstraceion en Ins Matemiticas. Es, nos afirmn, el instrumento mas poderoso
que ha sido inventado para iluminar y estndiar el concepto de estructura. Los grapos
aparecen cn todas Ins areas de Ins Matemiticns, y ademds aparecen en el estndio de In
estructura dle los cristales, en cl discio de cadigos de correccion de crrores, en las ccunciones

relativistas de Lorentz, y en mmichos otros lugares, In mayorin insospechados.

r . ., - . .
La Teorin de Grupos nace oficinlmente en ln vispera de in muerte de Evariste Galois en

3

1830, cunnddo se utiliza por pritera vez el término de “grupo™ en In eartn que eseribiera
éste antes del duclo que le costara la vidn. El concepto ya habia sido mancjado, annque
bajo ol nombre de tranaformaciones, ¥ sin mucha herramienta poderosa o la disposicicn

ce los matemiticns,

Treintn nifos después, en 1861, apnreer en el prestigindo Journal de Mathématiques Pureea
et Appliqude ann memoria con el titulo de “Mémoire sur Uétude des fonctions de plusicurs
quentités”, por Emile Léonard Mathien, matemstico francés. En @, ol antor describe cineo
grupos que habia construido, y que teninn propiedndes interesantes.

En 1872 aparcce en of mistno lugar un articulo de Camille Jordan, Ingeniero de Minas y
una de las lnminaring de lns Teor{n de Grupos, En el mamiscrito, titulado "Recherches aur

lea subatitutions™, Jordan prueba que dos de los grupes de Mathiew, que actian en 11 3 12
letras (denotndos usunlmente por Afyy y Az respeclivamente), son tinicos en eninto al
conceplo de transitividad exncta, Jordan prucha que My, es ol tinico grupo exactamente
4- transitivo no trivial, M3 cl inico grupo exnctamente 5- transtivo no trivial, y que no
existen grupos exactomente k- transitivos no trivinles con & > 6.

Un afio despuds publica Mathien su segunda memoria sobre sus grupos, titulada “Sur la
fotiction cing fois transilive de 24 quantitds”, en In que busca presentar un algoritmo para

In construccién de grupos multiplemente transitivos, En la suemoria apnrecen algunns



2 Canstruccion y Propirdnadea del grupo Mys

afirmnciones que carecen de justificacidn, ¢ incluso utiliza un resultado del que nos dice
“.ounen he dudndo de ln exactitud de este teorema, pero la demostracidn no me ha
parecido plennmente satisfactorin y no Ia he publieado.”

En 1938, Ernst Witt publica dos articulos en b Abl. Mat, Sem. von Hamburg, titu-
lndos “Die §-fach transitiven Gruppen von Mathicn”y “Uber Steincrsche Systeme”. En
cllos, Witt coustruye los cinco grapos de Mathieu de manera sisteinditien, demuestra sus

propiednces mis importantes, y establece su relacidn con los Sistemas de Steiner.

Otra propiedad importante de los cinco grupos de Mathien es su propledad de ser sim-
ples. La simplicidad de Ay fue establecida en 1896 por F. Cole; In de Mz por G.A.
Miller en 1899, y In dc los otros tres, My, M2y, y Mpq por ¢l mismo Miller en 1900.
Curiosnmnente, Miller habin publicado un articulo en el “Messenger of Mathematica™ en
1898, “demostrande” que May no existin, Dicho artieulo, sobra decir, no aparcce en la

coleccion cde obras completas de Miller.

Los grupos simples finiteos, que juegan un papel fundamental en la Teorin de Grapos, se
pueden clasificar en 19 familias. Dicciocho de elias son infiuitas, ¥ se conocen algoritmos

pura construir enalquier miembro de cllas,

La altima familia conticne veintiscis micmbros, que se conocen como los grupos simples
“eaporddicos”, pues son grupos que no se conformnn a ningin patrdn ni regla, y cvaden
todo tipa de clasificacion genceral.

La buisqueda de los grupos simples esporidicas comenzéd en 1860, con la publicacién de la
memorin de Mathien, pues sus cinco grupos eran mis excepeionnles de le que él mismo

imaginaba: eran grupos que habrian de pertenecer a la familin de los esporddicos.

El problema fue que durante mas de cien afios, todos los grupos simples que se encontraban
no ernn esporddicos, 1o que llevé a muchos n la conclusion de que los tnicos esporicdicos
cran los cinco grupos de Mathicu. Pero el problema de 1n bisqueda cambié radicalinente
en 1964, euando Walter Feit de Yale y John Thompson de Cambridge publiean ln prucha
de la conjctura de Burnside que todo grupe finito simple que no sea ciclico es de orden par.
Los métodos desarrollados en Ia larga demostracién de este hecho (mids de 250 phginas)

ayudaron cn mucho a clasificar los grupes simples finitos,
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Asi, en 1965, Zvonimir Janko, de ln Universidad de Heidelberg, anuncio su desenbrimiento
de un grapo simple de orden 175560, que es nno de los esporddicos. Tres afios después
John Horton Conwny de Cambridge sorprendié al mundo al encontrar tres niis.

Para 1079 sc tenian construidos 24 grupos esporddicos, incluyendo los cinco de Mathien,
y se sospechaba la existencia de dos nifs. En enero de 1980 se anuncid la constroecion
de uno de cllos, J;, y el segundo se construyé en febrero de 1980, Fy, conocido ¢como “el
menatrue” debido a su gran tamaiio,

El desenbrimiento del monstrito por parte de Gricss fue seguido en el verafio de 1980 por el
trabajo de Michael Aselibacher de CalTech y de Daniel Gorenslein de Rittgors University,
quicnes répidamente ataron los cabos sucltos en la clasificacién de grupos simnples finitos,
probando entre otras cosas que Ia lista de 26 grupos simples esporddicos estaba completa,

mds de 120 afios después de comenzarse,

Los grupos de Mathicu, que comenzaron el problema, mantuviceron el interés y atencidn
de los matematicos, en particular debido a las otras propiedndes que tienen, cotno In
transitividad miltiple y su relacién con los Sistemas de Steiner y o] Cddigo de Golay, que

se utiliza para construir rutinns de correccion de errores. Artienlos sobre los grupos (en

especinl Mg que conticne copins isotorfas de los obros enntro) continnan apareciendo en

las piginas de las revistas de investigacisn.

Uno de estos articnlos sc publica en 1989, Titnlado “Natural Constructions of the Ma.
thicu Groups”, por R.'T. Curlis, aparcce en ¢l Mathematical Procedures of the Cambridge
Philosophienl Society. En él, ¢l autor presenta un algoritine para construir los grupos de
Mathieu en 12 y 24 lotras, Mz y M2, El articulo eshozn tamnbien pruchas sobre algunas
de las propiedades de estos gripos,

El grupo de Mathien de grado 12, o camo se denota usuahnente Afy2, cs o} objeto de
cstudio del presente trabajo,

Eu el presente trabnjo se demostrard gue ol algoritno de Curlis es valido, i.e. que los

diversos grados de libertad que aparecen en In constrnceidn son irrelevantes, y que se
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prede clegir cunlquiora de los enminog que se presentan, pues nos Hevaran siempre al
mismo grupo (o a copias isomorfns de él). Se probard ademds que dicho grupo es e grupo
de Mathient de grado 12, M.

También se dari un algoritine, mucho més sencillo que el de Curtis, para construir genera-
dores del grupo de Mathicu, Este algeritmo {fuc dcscubif;rtn por el Dr. Humherto Cardenns
Trigos y ¢l Dr. Emilio Lluis Riera, 5 se demostrard que da lugar cfectivamente al grapo de
Mathien. Para terminar trmbién se probarin algunss propiedades de Afjz: el que sea un
subgrupo maximo de Az, ¢l que sea su propio normalizador rn Sy2, y otros resuitados
mas.

Veremos ademas dos manerns mas de constrir a M2, eada una de las cuales nos otorgara
wuna nueva visién de ln estructura del grupo y de sus propiedades,

En el Capitulo Il y el Capitule H1 se desarrollard Ia base tedriea y los resultados prelimi-
nhres necesarios parn el resto del trabajo. La canstruccion dada por Marshall Hall, Jr. en
su libro “The Theory of Groups” se discute en ¢l Capitulo IV. Esta construccion permite
demostear que Mz es el tinico gritpo exactamente 5~ transitivo no trivial, caracterizandolo,
Bl Capitulo V presenta a eonstruccidn dada por Joseph 1. Rotan en “An Introduction to
the Theory of Gronps™, que se basa fucrtemente en el trabajo de Ernst Witt y su articulo
de 1938,

La fulima relacion de M2 con ¢l Sistema de Siciner de tipo S(5,0,12) motiva la detallada
discusion de este tiltimo que se Heva a cabo en el Capitulo V1. Esta discusidn se basa
en o] trabajo del Dr. Humberto Cirdenns y del Dr.  Emilio Llhtis.  Esta relacion se
utiliza cn ¢l Capitulo VII para presentar nuevas prapicdades de My, y presentar una
nueva constriceion por generadores.  Ademds se caracteriza n Mz como ol grupo de
automorfismos dal Sistema de Steiner de tipo §(5,6,12).

La dltima constriecidn que se da es In de R.T. Curtis, que se explora en ol Capitulo VIIL
Para terminar, el Capitilo IX presenta algunns de las propicdndes de My, y menciona
algunos otros hechos interesantes relacionados con él y €l resto de Ins grupos de Mathien,
El Capitulo X coutiene Ia bibliografin utiliznda cn el desnrvollo de este trabajo,

El Apéndice A incluye un pequeiio pocmn andnimo sobre grupos sinples, que aparecié por

pritnera vez en ¢l American Mathematical Monthly en noviembze de 1973, 3 posteriormente
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en la columna de Mathematicnl Games de Martin Goedner, en ¢l Scientific Americnn de
Junio de 1980.
El Apéndice B contiene una tabla con los nombres y ordenes de los veintiseis grupos

simples csporidicos que se conocen, asf como nna tabln que indica cdmo estdin estos grupos

inV()llmrn(lns unos en otros.



I1. Conceptos Preliminares

En este capitulo definivemos Ins conceptos de Accidn de Grupos, Estabilizador, Transi-
tividad, Orbiles, Transitividad Nilida, Dloguea y Primilividad, También se demostrarin
algunns de Ias propicdades clemeatnles de los grupos transitivos, que se requerivin mis

adelante.

DEFINICION

Si X cs un conjunto y G un grupo, entonces X es un G-conjunto sii existe nna funcion
G x X = X, denotnda por (g,7) = gz, tnl que:
i) 1z =z
. (i) g(hz) = (gh)a
parn todn x € X, y todns g,h € G, Se dice entonees que G nebin en X. §i |X] = n,

entonces 1 es ¢l grado de X.
PROPOSICION 2.1
Todo G-corfjunto define un homomorfismo ¢: G = Sy dado por p(g): ® — gr (st nceidn).

Reciprocamente, todo homomorfismo #:G — Sy dan X una estructurn de G -conjunto,

Demaostracidn: Sen X un G-conjunto, Si g € G, entonces ¢(g) es una permutacion de
X, pues g7 (gx) = (97 g)(x) = (1)x = x, y ademds g(g~'r) = = de manera andloga. Es
morfisino por el inciso (i) de la definicidn de G'—conjunto. Para el reciproco, (Icﬁnn.mns
gz = Y(g)(z). Como ¥ es morfismo, (1) =1, y por lotanto 1z =z Vo € X. También

por ser motfismn, tenetmos que
9(hz) = Plg)(hx) = Pg)((h)(x)} = (g} o Y(h)(z) = v(gh)(r} = (gh)(z),

de manera que cl seguado inciso se satisface.
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DEFINICION

Un G-conjinto es fiel sii In aceién nsocindn ¢: ¢ — Sy es jnyectiva,

Cuando la accidn del grupo es fiel, por convenienein identificarenas el grupo con s invigen

en Sy, de manera que cualquier accidn fiel de gropo dard hugar noun grupo de permuta.

ciours, En ese cnso, diremos simplemente que G cs un grupo de perintaciones.

DEFINICION

Si X cs un G-conjunto, la othita (en G) de un punto « € X cs el subconjunto de X

Gz ={g= | g €G}.

DEFINICION

Si X esun G-conjunto y zy,...,7% € X, el estabilizador G;,,....r, cscl subgrupode G

Crlpy = {!/ €EC gri==pVig {ll"‘l‘.}}

Claramente X es un Gy, o, -conjunto, siempre que sea un G-conjunto.  Ademss, si
x,y € X, tenemos que

(Gx)v = Gr.v = (Gv)z'-
DEFINICION
Un G-conjunto X es teansitivo sii Vie,y € X Hg € G tal que gr =y,
Ciarmnente, un G-conjunto es transitivo si y solo si tiene Gnienmente una érbita.
Como en teorin de grupos elemental, se verifica ficiltnente que ig(G,) es el cardinal de In
drbita Gz, De csto sc obtiene ln siguicnte proposicion: ‘
PROPOSICION 2.2

Si X es un G-conjunto transitivo de grado n, y = € X, entonces
Gl = nl(v','

Si ademils Ins accidn s fie}, entonces |G, | es un divisor de (0 = 1)),
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Demostracidn: Tenemos que |G| = iG{G:)|G:|. Y que ig(G.) es ol niimiero de elementos
cn In Orbita G, y por ser transitivo se signe que Gz = X, lenemos que ig(Gr) = n. Si
ademiis In accion es fiel, entonces G se identifica con wn subgrupo de Sy, . Entonces G se

identificn con uno de Sy _y, ¥ ol resultado se sigue por Teorema de Lagrange.

5]
PROPOSICION 2.3
Sca X un G -conjunto transitivo, y senn @,y € X,
(i) Si tr =y para algunn t € G, entonees G, = 1G4~
(i) X ticne ef mismo nimero de Go-6rbitas que de Gy -drbitns.
Demoatracion: (i) Sen g € G,. Por lo tanto, tgt='(y) = tg(s) = () = y. Por lo tanto
1G,t~' C Gy. Andlogamente se abtiene que 17'Gyt C G, y ol resultado se signe.

(i} Yn que Ia accidn de G es transitiva, exisle L € G tal que tr = y. Consideremins 1a
particion de X ensus Go-drbitns, {Gra; |1 € I}, con a; € X, Definimos b = ta; € X,
Entoners los conjuntos {Gyd; |1 € T} son las Gy-drbitas de X, pries Gyl = 1G4~ =
tGeai. Puesto que ¢ es una permmtacidn de X, manda particiones en particiones, de
manera que los subeonjuntos Gyby forman una particion, y Gy achin transitivionente en

cada uno de ellos, de manera que se trata de s Gy ~6rhitas,

0
DEFINICION

Si X csun G-conjunto Ltransitive, of rango de X es o wimero de G, -drbitas de X, visto

conio G- conjunto.

Gracins a ln Proposicidn 2.3, ln definicion tiene sentide y no depende dela x € X particular

que tomemos.

PROPOSICION 2.4

Sea X un G-conjunto transitive, y sen + € X, Bl vaugo de X es el mumero de clnses

Iaternles dables G, — G, en G.
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Demostracidn: Definimos m: {Ge-debitas de X'} — {Gy — G, clases Inlerales dables)
dado por 7(Gzy) = G.gG, donde gz =y,

7 estd bien definidn, pucs si hx = y, entonces gx = hz, y por lo tanto g7 e = =, De
ahi que g='h € G,, 9, = hG,, y por lo tanto G.9G, = G hG,.

Ademis, 7 es inyectiva, pues si 7(Gry) = m(Grz), entonces G gGr = GG, (con
gr =y, y hxr = z). Entonces g = tihtg para t1,lp € G, ¥y ¥ = t1z. Por lo tanto,
Gy =Gz,

Por viltimo, n es supraycctiva, pues si ¢ € G, y g7 = y, entonces 7(Gry) = G9G,. De

manera que la biyectividad de # termina In prucha.

O
DEFINICION
Sen X wn G- conjunto de grado n y sen & < n un entero positivo.  Se dice ¢qrie X
es k-transitivo sii para todo par de k-eadas (z1,...,7%} ¥ (m1,....0), con entradas
diferentes entre si en X, existe g € G tal que gri=y; Vi€ {1,...,k}
Si k > 1, entonces k -transitividad implica trivinlmente (k — 1)~ transitividad. Si k=2
se dice que X s doblemente transitivo, triplemente transitivo si k = 3. En general, s

k> 1 se dice que X es multiplemente transitivo.

PROPOSICION 2.5

Sen X un G-conjunto, X es k--transitivo (k > 2) siy sélosi V€ X, X = {x} esun

Gy —conjunto (k — 1)-transitivo,

Demostraciin: Sen £ € X. Sean ay,..0y@kety Yase- oy Yy € X — (5}, con lns o distintas
entre 8, lo mismo que Ias y;. Porlo tanto 3g € G tal que gry =y F=1,..., k=1,
y mlemds gz = = (i, ¢ € Gr). Esto demuestra In suficiencia. Para la necesidad,
SCAN T1yeiesThyW1yeeoa Uk € X con las z; distintas entre si, lo mismo gue Ins y;. Exisie
g€ Gz tl que gz =y i =2,...,k, yexiste h € Gy, tn] que hxy =y y ndemils

hy; =vy; j=2,...,k —1. hg esel clanento de G buseado.

0
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TEOREMA 2.6
Todo G-conjunto X miltiplemente transitivo tiene tango 2, ysi x € X y 9 ¢ G,,

entonees G =G, UG, gG,.

Dewostracidn: Como G actia k-transitivamente en X, con & > 1, Gy actitn transitiva-
menfe en X — {x}. De manera que X — {z] tiene sélo una G, -érbitn. De ahi gue X
tenga dos G»-drbitas, nsaber X - {2) y {#}. Por lo tanto el rango de Y es 2.

Por In Proposicion 2.4, tenemos gue sélo hay 2 elases Interales dobles G, - G, de G, n

saber G y G,9G: parn g € Gy. Deabi que G = G, UG,9G.
0

TEOREMA 2.7
Si X cs un G-conjunto k-transitivo y de grado n, entonces
IGl=n(m 1) (n=k+ 1)|Gry .. ryl
para toda eleceion de & elementos distintos xy,..., 72 € X. Si In nceién de G es fiel,
entonces [Gy,y,....r, | o8 an divisor de (n — &)L,

Demastracién: Sea vy € X, Tenemas que |G = n)Gy,}. Pucste que ademns Gy, achia
q ) 1
(k= 1}-transitivo en X — {7], y yn que z,...,7¢ son clementos distintos de X - {=;],

por induccién tenemos que
1Gel=(n=1)--(n ~k+ 1DICr, ry, . nal.

Si G actia de manera fiel, entonces G es un subgrpo de S, ¥ por lo tanto Gy, vy

carresponde a un subgrapo de Su_g, ¥ ol resultado se signe por Teorema de Lagrange.

]
DEFINICION

Un G-conjunto X k--transitivo es nitidamente (o exactmnente) k-trausitivo sii sélo Ia

tdentidad ¢e G fija k clementos distintos de X,



12 Consirueeion y Propiedades del grupo M,

COROLARIO 2.8
Para un G-conjunte fiel X de grado n y k-transitivo, son eoquivalentes:

(i) X es nitidamente k- teansitivo,

(ii) Si (r1,....mk) ¥ (11,. .., U&) 500 k-eadas con entradns diferentes entre sien X,
existe unn finicn. g € G tal que gy =g parn i = 1,...,k,

{(55) |Gl =n{n~ 1) (n=k+1).

(i) El estabilizador de k elementos distintos de X es {1},

Si ademiis & > 2, estas condiciones son equivalentes a;

(v) Para cada x € X, el G;-conjunto X — {x] es nitidninente (& — 1)-transitivo,
Demostracidn: (i) = (i), Scon g, h € G tales que gy = hei =y paraeadn i =1,.,., k.
(Existen pues et conjunto es k-transitiva). Euntonces gh~'(4) = gri = y; para cada
i=1,..., k. Por ser niticlnmente k-transitivo, gh™' = 1, y por lo tanto g = h.

(i) = (iti). Tenemos que |Gl = n(n—~1) - (n—k41)|G4,,.. .5 |. Claramente In identidnd

nmianda eadn x; en sf mismn, y cono os Ininien, tenemos que Gy oy = {1},

(ifi) = (iv). Sean xy,...,r € X clementos distintos entre si, Tenemos que
nn=1)(n—k4+D=|C=nn-=-1)--(n—k41)|Cs,..rs)s

Por lo tanto, |G,,,...r] = 1, ¥ s trata del subgrupo trivial {1},

(iv) = (i). Inmedinto por definicion,

Si ndemds & = 2, probaremos que () es equivalente a (i) §i X s nitidamente k-

transitivo, on particular es k- transitiva, y por lo tanto X — {r} es (k — 1)-transitivo en

G,. Si un clemento de G, fija k-1 clemenlos de X — {7}, como también fijn n =, cs

In iedenticlael. Asi que In necion es nitida, Inversamente, sen g € G que fije n & elementos

distintos de X, 8i iy es uno de cllos, tenemos g € Gy, ¥ fjn 2 k= 1 clementos de

X = {#1}. Porlo tanto g = 1, y 1a accidn originnl es nitida.

|

Cunndlo considernmmos a In nccidn de grupo simplemente como un subgrapo del grupo «de
permutaciones, es muy comodo abusar del lenguaje y deciv simplemente que el grupoe es
teansitivo. Comwo ol interés del presente trabajo es en grapos de permutneiones, tsnremos

csta convencion de aliora en ndelaute,
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TEOREMA. 2.9

Para enda n, los grupos simétricas S, y Sy son pitidamente n-transitivos. Darn enda

u 2 3, ol grupo allernante A, es nitidamente (v — 2)-transitivo,

Demaatracidn: Clarnmente S, es n Lrnnsitivo, pues couliene todas lns permutaciones de
los 'n clementos, Sy tamhién cs n teansitive, pues de hecho es n 41 transitivo por Ia
misma razon.

1Snl = n! y ackin sobre wn conjunto de n elementos, nsi que el resultado se sigie por
el inciso (i) del Corolario 2.8, |Suqa| = (0 4 1) = (0 + 1)(n) -2, y nchin sobie un
conjunito de n -+ 1 elementos, y el resuliado se sigue nuevnmente del inciso (i17),

La segunda afirmneién se pracha por induecion sobre n. Canndo n = 3, Ap = ((1,2,3)}),
y cs transitivo en X = {1,2,3}. 8i n > 3, nolcmos que el estabilizador de un punto en
A, es precisamente A, _y en los restantes, que achin 1 — 3 transilivimente por hipétesis
“de induecion. De mianera que A, ea (1 — 2)-trasitivo, Para ver la nitidez, notemos que
|4, =n{n = 1)+ 3I=n(n =1} (n = (1 —=2)+ 1), y tenemos el resultado por el inciso

(i1i) del Corolario 2.8,

0
Los S, ¥ 4, sc considernn ejetnplos “trivinles” de grupos miiltiplemente transitivos.
ilablaremos ahiorn un poco sobre e concepto de blogues de un grupo de permutaciones,
para dar algunos resultndos sobre grapos Leankitivos.
DEFINICION "
Un blogue de un G-conjunto X es un subconjanto O € X sl que, parn enda g € G,
tencmos que ¢B = B o bien gBN o = §.
Clarnmente B =@, B = X, y los subconjuntos de X con un clemento son blogues, Estos
son Hamadoes oz bloques triviales, ¥ cualegiier olro blogue s uo trivinl,
DEFINICION

Un G-conjunto transitive X es primitive sii no eontiene blogues no triviales, Un G-

conjunto X que contiene blogues vo triviales se lna ne primitivo.
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PROPOSICION 2.10
Sea B un blogue no trivial del G-conjunto transitivo X de grado n. Entonces:
(i) Si g € G, entonces gh s un bloque.

(i) Hay clementos gy, 92,...,9m de G tales que
Y= {B,qB,g:8,...,9m B}

es una particidn de X,

(iii) |B| divide n | X].

(iv) El conjunto ¥ es un G-conjonto trausitivo de grade -
Demaostracion: (i) Supongamos que gB N hgB # @ para algnon b € G. Entonces BN
g7 hgB # B, y por lo tanto son iguales, y tenemns que gBB = hy B,
(ii})Sen he B,y v, ¢ B. Como @ achin transitivamente, existe ¢y € G con gy(h) = «.
Como B es bloque, g1 es un blogue disjunto de D, Si X = BU ¢, B, terminamos, Si
no es toddn, elegimos 9 € X = (BU g1 B), ¥y @2 € G tal que go(7) = x9, y continnnimos
el proceso hasta terminar,
(iii) Si g € G, entonces |3 = lgB|, y el resultado se sigue de (ii).
(iv) Parn cunlquier g € G, tencmos que gg; B corta a algin g;3, ¥ por lo tanto gg; B =
¢;3. Entonces existe o: G — Sy definida por (g):g:i8B = ggil, que hace n ¥ un
G-conjunto. Clarnmente transilivo, y de grado V| = ﬁﬂ .

D .

TEOREMA 2.11
Todo G-conjunto X mdiltiplemente transitive es primitivo.
Dewmostracidn: Supongamos que X tiene un blogque no trivial B. Senn x,y € B elementos
distintos,y z ¢ B. Existe € G tal que gz =7, y gy = z, de mmnera que B y gB som

distintos y con interseccion no vacin, una contracliceién.

i}
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TEOREMA 2.12

Supongamos que X s un G-conjunto transitivo. Entonces X es primitivo si y sdlo si,

para cadr € X, el estabilizador G, es un subgrupo maximo de G.

Demostracién: =) Supongamos que X es primitive ¥ que existe vun subgrupo H con
G:GHGG. Definimos B = Hr; entonces I cs un bloque: Si ¢ € Gy BngB # 9,
entonces hz = gh't para algunas b k' € H. Porlo tanto h'gh' = ke G. c H, y
g € H; de manera que gB =gllz = Hax = D.

Basta ahora ver que B cs no trivial para llegar a unn contradiccién. Claramente B =
He # 0. 8i He = X, entonces sen ¢ € G, g € H; tenemos que gr = e parn alguna
I e H,y por lo tanto h~'g € G: C H, contradiciendo que H # @. Por iiltimo, pucsto
que GG I, tenemos que Hx no puede ser sélo un punto,

<) Supongninos que G, ¢s un subgrupo miximo, pero que existe un blogue no trivial B

cn X. Definimos un subgrupo I < G dado por
H={geG\gDB =10}

Sen z € B. Como B ¢s un bloque, G, € H. Como B es no trivial, existe y € B con
¢ # =, Puesto que In accion es tronsitiva, cxiste ¢ € G con gr = y. Clwnmente g ¢ G,
pero g € H, pues BngB # #; de maners que G, G H. Por tiltimo, tencios por In
Proposicion 2.10(#) que If # G, pues de lo coutrario B = X . Por lo tanto # no puede

existir.

0
LEMA 2.13
Sen X un G-conjunto. Si H 4 @, entonees los subconjunto Hzx son bloqies de X (con

reX)

Demostracidn: Sen g € G, y supongamos que HxN gz # B, Pucsto que H es normal
en G, tenemos que

g(Hx)=(gH)x = (Hag)r = H(gz)
y si dos drhitas no son ajenns, son la misma, de manern que Hx = gHx, y Hz cs un

blorue.

a
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TEOREMA 2.14

Si X cn un G-conjimto ficl y primitivo, y H ¢ G, con T # {1}, entonces X o8 -H-—

transitivo.

Demostracidn: Tenemos que Hzr s un bloque eon 2 € X. Como G actiin de manern
primitiva, tenemos que para eadn =, Hz = X 6 Hz = {z}. Pcro si pasa lo segundo,
teneos una contradiceidn con ta fidelidad del conjinto y que T # {1}. De manera que

cl conjunio s H trausitivo,

O
TEOREMA 2.15

Supongamos que X es un G-conjunto ficl y primitivo, con un estabilizadores &y simples,
Emtonces G es simiple, 0 bien X es una J -conjunte regalar (i.e. nitidamente 1 -transitivo)

para todo subgrapo normal M # {1},

Demostracion: Supongamos H # {1} cs un subgrmipo normnl en G. Por teoremn anterior
tenemos que X es H -transitive. Por lo tanto, I actna de manernregular, o bien HNG, #
{1} paraslgunn z € X. Pervo HN G, a G, de manern que HNGr = G,y te. G C I
Pero por Teorema 2,12 tenemos que I = G, o bien /I = G, y el primer caso no puede

ocurrir pies Hoacliia teansitivamente, Do manera que G es simple.
a
DEFINICION

Un subgrupe normal i de G pora el codl un G-conjunto X cs un H -conjunto regnlar

se llamn un sitbgrupo normal regular de G

LEMA 2.16

Sea X un G-conjunto iransitivo y sea H un subgrupo normal regular de G. Fijemos
r € X, y hagnmos aclunr . Gy en H* por conjugacion. Entouces los Gy -conjuntos I7*

y X — {x} sou isomorfos.
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Demeostracién: Sea 6: H* — X — {z} dado por (k) = lkr. Si 8(h) = 8(k), entonces
h='k € H, = (1}, pues H actina rcgular, De manera que 8 es inyectiva. La regularidnd
dc la accién también nos dn que [H| = |X|, y por lo tante |H®| = |X — {z}|, dec manera ’

que § debe ser suprayectiva,

Por viltimo demostraremos que 8 respetnlanccidn de H. Si g € G, ¥y h € H*, denotamos

ln accidn de g en h por g+ h = ghg~'. Entonces tenemos que
6(g+ h) =8(ghg™) = ghg~'z = ghx

pucs g~! € Gy ademas,
g9(h) = gh(x)
de manera que

. ] 8(g + h) = g h)

¥ 8 respeta la nccidn, y por lo tanto es un isomorfisme de G-conjuntos.

TEOREMA 2.17
Sen X un G-conjunto k-transitivo (k 2 2) de grado i, y supongamos que & tiene un
subgrupo normal regular H. Entonces k < 4. Ademaia:
(¢) Si k =2, cntonces H es un p-grupo clemental abelinno parn algin primo p, y

n=pm.

(i) Si k =3, entonces H 223 ¥ n =3, 0 bien # s un 2-grupo clemental abelinno
yn=2",

(i) Si k=4, entonces T XL PZ y n=4.

Demastracidn: Si X es un G-conjunto k-transitivo con k > 2, entonces parauna » € X'
fija tenemos que X — {7} ¢s un G- conjunto (k — 1)~transitivo. Por el Lemn 2.16,
tenemos que H® es un Gr-conjimto (k ~ 1)-transitivo, con Gr actuando en H* por

conjugacion.
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(1) Supongamos que k& = 2, Pucsto que ln conjugacion es un antomorfismo (interior),
tencmos que todos los elementos de H* tienen ol mismo orden, que debe ser un primo p,
De manera que H es un p-gropo; puesto que el centro de I es un subgrupo caracteristico

no trivinl, H debe ser abeliano. Por «ltimo, [[T] = n, pues su nceion es regular,

(#) Supongamos que k = 3. Entonces H* os un G -conjunto muiltipleneute transitivo,
y por lo tanto primitiva. Si h € H*, tenemos que {h, ="} s un bloque, pues la accidn
es por conjugncion. Puesto que ex prinitivo, tenemos que (=1} = II'*, que ticne dos
clementos, y por lo tanto H =Z; y n=3, 0o bien k="', y lodo elementos tiene orden
2, Puesto que 3-transitividad implica 2-transitividad, ol resultade del juciso (i) vale, y I
cs un 2-grupo clemental abeliano, y n = || =2™.
(i) Supongamos que k = 4, En este cnso k=1 = 3, y [H*] 2 3, de manera que
H noces Zz ni 22. Pursto que d-trausitividad Huplica 3-Lransitividad, tenemns que el
gripo es elemental abelinmo de orden 2™, y debe contener una copia del grupo de Klein,
dignmos {1,0,k, Ak}, Pemn G netiin 2 transitivo, y pot lo tanto de manera primitiva,
en H* = {h}. Pero {k, 1k} es nn Blogue en esle nueve conjunto, y par lo tante

I = {h) = {khk)
de lo que concliimos que I es ¢l Goupo de Klein, y n = |H| = 4.
Por dltimo, no podemos tener & 2 6, pues implicatin 4~ transitividad, y n =4, pero el

grado no puede ser menor que la transitividaed,

0
COROLARIO 2.18
Sca X nn G-conjunto fiel, k-transitivo, con & > 4, y supongamos que G, es simple para

alguna z € X. Entonees G es simple.

Demastracidn: Por Tearemn 2.15 tenemos que G es simple o contiene un subgmpo normal
regular H. Si H existe, tenemos por el Teoremn de nrviba que & € 4,y por lo tanto &k = 4,
Tenemos entonces que I es isvmorfo al Grupo de Klein, y |X| = 4. Pero ol finico subgiupo
4-transitivo de Sy es Sy mismo, ¥ el estabilizador de un punto es Sy que no es simple, lo

cunl eg unn contradiccion, Tenemos pues gne G es simple.

a



II1. Extension Transitiva de Grupos

En este enpitulo intraducimos ¢l concepto de Extensidn Tyansiliva de un Grupe, y obte-
nemos condiciones necesaring y suficientes para que exista. Ademis, se da un método de
extensidn, que permite acotar ¢l mimero de posibles extensiones sucesivas de un grupo.

Tocdos los G-conjuntos scran de ahora en adelante ficles, y llamaremoes a G un grupo de
permutacionns, identifieindolo con su imdgen en el grmpo de permutaciones del conjunto
X. Diremnos que un grupe G es miltiplemente transitivo de grado a cnando exista un

conjunto X = {7),...,74}, mie es un G-conjunto miltiplemente transitivo,

DEFINICION

Sen G un grupo de permutaciones sobre X, y sen X = X U {co} (donde oo ¢ X).

Un grupo G transitivo de permutaciones sobre X es unn extension transitiva de G sii el

! " i
catahilizador Goy e5 G.

TEOREMA 3.1 '

(Witt, 1038) Sea G un grupo miiltiplemente transitivo de permutaciones que netiin sobre
un conjunto X . Supongamos que existe oo ¢ X, una permutacidon b de ¥ = X U {co},

un clemento 2 € X, y un clemento g € G tales que:
(i) 9 ¢ Gz,
(i) h(oo) € X
(i) h* € G y (gh)® € G.
(iv) hGh=G,,
Entonces G = (G, b} cs una extensién transitiva de G.

Demostracién: G nctin transitivamente en X, pucs contienc a G, y come /i(oo) € X, si
z € X, 3g € G tal que g(v) = h(oo), y cl clemento A™'g mandn z cn oe, de mancra que
In Accion es transitiva,

Snpongamos que GUGRG es un grupo. Entonces tendrinmos que G = (G, h) = GUGKG.
Ademis, Geo = @, pues todo clemento de G fija n oo y todo elemento de GRG lo nmieve,

Asf que basta probar que GU GG es un grupo. Parn ello, basta ver que es corrado bnjo
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multiplicaciones, Tenemos que G- G = G, G- GhG = GhG, y GhG - C' = GhG. De
manera que basta ver que (GhG) - (GhG) C GUGHG. S
Como (Gh@G)-(GhG) = GhGhG, basta ver que hGh C GUG’:G, pm‘s- ;nhi;wcﬁ ‘GhGhG.C
G(G UGhG)G = (GUGKG)G = G U GhG. o
Como G cs miiltiplemente transitivo en .V, tenemos que G = Gx UG,gG, pues g ¢ G,
Notemos ndemss que & = 4, € G, y por lo tnnto hyy' = h=! =47y y como (gh) =
72 € G, ghghgh = 2,y por lo tanlo hgh = g~ 'h~'g7 " 32. Por lo tanto:
hGh = WG U G gG )1
=hWG hUhG,9G b
=hG U NG gh~ (WG h)
(condicitn (in)) =G, U G h='gh' G,

=G, UG (7 Malhri )G,

=G, U G','y'"(hyll)-n"G,

=G UG (g b g7 ) G

=G U (G g™ W g 9277 G)

(pues G, CG) CGUGH'G

=QUGyIG

=GUGhG
Por lo tanto, hGh C GUGHKG, y beneins que GUGHG s un grupo, ¥ el resuliade queda

establecido,

0

Bl Teorema de Witt nos permitird construiv of grapo de Mathicu My miis adelante.
Ademas, establece condiciones suficicules para In construccién de extensiones de grapos,

Trabajaremos ahora con un grupo mnltiplemente transitivo, y daremos un algoritimo para
cxtenderlo transitivamente, Esto nos peritizd establecer concliciones necesaring y sufi-

cientes para fque se pucda extender dicho grupo.
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Sen k> 1. Gy representari un grupo k-transitivo en las letvas XU {0,1,...,k~ 1}, que
no conticne un clemento que es un ciclo de orden 2 o uno de orden 3.

Para i = 0,1,...,k — 1, sen G; el estabilizador de In letra § en Gy (ic.,, Gy os el
estabilizador de lns letras 7,i 4+ 1,...,k — 1 en Gi).

La letra que ngrcgnrnﬁms al huscar una extension transitiva de Gy se denotnrd por k.

Senn G'g") con indice p varinble, las extensiones transitivas de G-y distintos de Gy .

PROPOSICION 3.2

En G; (i = 2,...,k) existe nn clemento a; gue intereambin § — 1 con 7 — 2, manda X en

s{ misino, y fija el resto de lns letras.

Demostracion: @; cs i-transitivo en las letrns XU {0,1,...,{ =1}, Blegimos un elemento
que mande 0,1,2,...,i =3 en sf mistmos, i =2 eni~1,ci—1eni—2, Clarmnente

debe masndar X en sf mismo.

g

i"). Tenemas que a;Glg = Gaa;

Los clementos anitlogos a ax en Cv'(k") seran denotados por @
para i = 0,1,...,k, y adennis (:(,"')Gu = Gaay", pies Ins clases Iaterales de Gy quedan
determinadas por In aceion del elemento en el conjunto {0,1,...,k ~ 1}, Ademds, o;? €
Go,para i =0,1,..., &,y (”E”)-‘ € Gy.

Vale la pena mencionar que cunlquicr elemento de Gi") que fije a k — 1 serd tambidn un

clemento de Gy, por ser ¢l primoro nnn extension bransitiva de Gi_y.

DEFINICION

Definimos

7y = (k& = 1,k = DagalPay .

Tenemos que entonees nﬂ!, notida en {0, 1,...,k} como la permutacion (b, — 1),

PROPOSICION 3.3

Si adjuntar (1{‘2, a G produce nna extension trausiliva de G, entonces estas extensiones

son distintas entre si.
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)
Demaostracidn: Si awl y n(k‘;_)l dau lns mistns extensiones tronsitivas, puesio que nctiinn

en {0,1,..., %] deln misma manern, tenemos que

o) € o6

) e =1
por lo tanto, ns"')a;' € n(l”n;‘G'u. De ahi que n(,,"‘n;'ngni") = a&")nﬁ") i € Go.
Esto nos resulta en ”(k” € a(k""Gn , ¥ de ahf que (l(k") € G'(k"", ¥ viceversa, ‘Por lo’ tanuta,

Gi") = G(k"') , ¥y entonces p=p'.
0
TEOREMA 3.4

Para que unn um?, particulnr de hugar & unn extension transitiva de Gy, 8 necesnrio §

suficiente que (ni’“nm)’ eGyy n(k';)‘Gl_mw. = Gk

f
Demastracion: Notemos que

ala = (ky k=1, = Dagal?

¥ que (lkﬂ(l.”) filn {0,1,...,k}. Por lo tanto (k& — 1,k — 2) comnutn con nkn(k’"‘ De nhi

que
3 3 3
{al ar) = ((.z-, k—1,k~2a M};") =k k= 1,k—2) ("u'L"' = (vw"l-"’)

De manera que hinciendo g = ax y h = n‘,"_?, , s¢ sabisfacen las hipdtesis del Teorema de
Witt, dando la suficiencia. La necesidad se sigue de un Teorema de Jordan, publieado en

1870 en su Traité de Substitutions el des Equations Algéhriques.

O
TEOREMA 3.5

(Holyoke, 1062) Cadn extensién transitiva de Gy se obtiene ndjuntindole alguna de
las n(k'zl , enl cuyo easo ln G(‘,") correspondiente es isomarfa n Gk por conjugacion, con
el elemento (k& — l)ug,’f')_| transformando Gy en si mismo, y ax cn algin clemento de

a&")Go .
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Demoastracidn: Sea Gegr unn extension transitiva de G, ¥ agg1 un clemento de Gy

queinterennbin b y k=1, y fijan 0,1,... k-2,

Sea ay =(k, k—1,k —2)np,.“a;,u“‘_;l . Si a} € G, entonces
a',,(nk_,_,n;'n;_;,) = (kb =1,k - Z)nH.ngn;‘:,u;“n;'aa’] = (kyk =1,k = 2) € Giy1,

y por ser al menos 3 transitivo, Gi contendrin un cielo de longitud tres, lo cunl era
fmposible por hipdtesis. De manem de af ¢ Gi.

Gx y (Gk-1,a}) son isomerfos, pues conjugandoe con (k, k = 1)axyy, transformamos G-y
en si mismo, y ag eu a}: La primera afirmacion es inmedinta, paes (K, &k = )ogq; no

mueve las loten 0,1,, .., & — 2, La segunda, pues tepemos que

(ko k- 1)(rk+||(“ oy = EE= DR =D = L,

R (",k—])ﬂ**,“\‘:ﬂk_“(‘\.

De mnanera que tenemos:

(hok = 1)nk+lagn;l,(k,k—1)‘ = (k= Lk-2)

(0,1, k

o )=(k,k-l,k—z)m.m;}ll

ol VU ) ={k-1,k-2)

{0.1,....k
(kb —~ l)ﬂk.flﬂk(l;l'(k,k - l)I <= uH.mmH,,l\.
- -1
ak,'\_ = Gep1 k0, I‘\,
Por lo tanto, (k, & — Daggpraeagy, (k k= 1) =af.
{Gk=1,0%) s unna extension transitiva de Gi—1, pues el estabilizador de & — 1 es Giy,
y por ser isomorfo 8 Gy que cs k-transitivo. Puesto que a} ¢ Gi, (Gr-1,n}) # Gx, ¥y
(Gimr, 0t} = GL parn nlgann p.
Ya que a(k", actin en {0,1,...,k} igual que o}, tenemos que ny) = aff para alguna
f € Go. Por lo tanta:
";’21 =(kk—1k— 2)n,n¥')a;‘
=(k,k =1,k - 2)aga} fa;
= (kb — 1,k — Qan(k k= 1,k = 2)agpragayy , fagt
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Bste clemento actinen {0,1,..., %} como
(ky ke, k=) (kY R 2) (b, K, K2k, B 1)k =1, k= 2) (e, k=) (k= 1,k=2) = (k, k1),

¥y en- X actiin como agagyagay an‘ |x - Por otro lado, n,‘uH,n‘nLMfru nebinen \,

de la misiwa manera, y en {0,1,...,k} como

(k= 1,k = 2)(ko k= 1)(k — 1,k = 2)(ky k= 1)(k — 1,k — 2} = (k£ = 1),
de manera que son el mismo, Por lo tanteo:

"(l.-zl o= nur;.,.,n,,n”lfn,‘ € Giyi-

De ahi que (Gk,ni’g,) = @41, ¥ In extension se obtuve ndjuntando nﬁ,‘z, .
Por iltimo, "kH ¥ arpr actian ignal en {0,1,...,k), de manera que n“| € dp 1 Go.
Por lo tauto 3f € Gg tal que n"_'l)_l = f.
(Ry ke — 1)(1(,[,?_l manda 1 Gy en si mismo bajn conjugneion, pues el primero fijn o

{0,1,..., &k}, y manda a a; en algin elemento de n(,"')G'u,
Kok = Dl anal, " (b =(k-1,k
(kb = Doy, (b k—1) (n,..,.l-)—( ~Lk-2)

i.c. la mismn necidn de n(k") y por lo tanto esti en su misma clase laternl seglin Go; de

manern que Gy = GS,"' s terminando Ia demostracion,

a

Aplicando este Teoremn suresivamente, obtencmos el siguiente resultado, que establece

wna cota nl ndmero de posibles extensiones sucesivas de mn grupo dado.

COROLARIO 3.6

Si el ntuncro de distintns extensiones de Gr—) gue son isomorfas bajo conjugacion a Gy cs
un mimero finito {, entonces el mimero de extensiones de G es menor que I; en partieular,
si un grupo finito transitivo de grado 1 > 3 ticne a lo inds | extensiones, ismnorfas entre

sf, entonces G no se puede extender s une grupo (1 4 1)-transitivo de geado (041 4-1).



IV. Construccion de Hall

En este eapitilo demostraremos un teoremn de Jordan gue enimern los grupos nitidamente
4-transitivos. En In demostracidn, que se llevara a cabo signiendo el trabajo de Marshall
Hall, Jr., se construira el grupo Afyy, ¥ la construccidn nos permitird ndemits ennmerar los
grupos nitidnmente 5-transitivos, estableciendo asi que M2 os el tinico grupo nitidamente
5~ transitivo no trivial,

Primcro, se demostrarin dos lemins sobre grupos que se utilizardn posteriormente.

LEMA 4.1

Sea G ol producto subdirecto de los grupns Gi y Gj, y sean Hij y Hji los subginpos de
G y Gj respectivamente, de elementos que ocurren en un factor de G con ln identidad
del otro lado. Entonces
H.—,~<1(.’;, If,'.'dG,'

¥y adewmds

Gi o Gy

Hi — Hy'
Demostracidn: Si h€ Hij, 9 € Gy, Iz € G tal que (g,2) € &, Por lo tanto

{g,2)- (1) (g™, z 7 )= (ghg™", 1) €@

Por lo tanto, ghg=! € H;j, y esteqiltimo es normal. Dor lo tanto Hyj <Gy, y andlogamente
Hj; < G,' .

Si g1 € Gi esunele to fijo, los clementos de G que aparccen con gy en G forman una
clase latcenl respecto de Hj;, pues (m,v) - (97" s = (,rs7), y r=s (mod Hj).

Andlogo con Hij,

Ademis, si (g5, 42) € T, todo elementa de In formn (Bijov,hjige) € c Vhi; € Hy; y
hji € Hji, y ningin otro {g{,9}) los involuera como clementos, Por lo tanto, hay una
correspondencia biyectiva entre Hijgr y Hjiga donde (g3,92) es un clemento de G. Por
lo tanto

i - H ji
pucs ¢l producto es coordenada a coordennda,
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LEMA 4.2

Sen G un grupo {-transitivo en n letras, Sca /I un subgrupe que fija {4 Ietras, y P oun
p-sitbgrupo de Sylow de I, donde P fija w 2 t letras. Entonces el nornnlizador de P en

G es {-transitivo on lns w letras que fijn P,

Demostracidn: Sean aj,az2,...900 y by bay.o by dos conjuntos ardenados de ¢ letras,
ambos de cntre las w letras que fija P. Yn que G es L-transitivo, 3¢ € G tnl que
alai)=b, pren i=1,..., 0,

Por lo tanto =Pz~ Bjn o by,... b, ¥ tanto P como 2Pz~ son p-subgripos de Sylow
que fijan byy..., by, de manera gue son conjugados en G, ..
Asi, Jy € Gy,..

en bi,... b,y 2Pzt = P, Por lo lanto hiny un elemento en el normalizador de P en G

b

b tnl que ylePa="y=! = P. §i z = yr, entonces z mandn agy..o,a0q

que mandn ay, ..., cn by, by, y de alii que dicho normnlizador sen #- transitivo en

1n3 w letrns fijaddas por P,

il

Enumeraremos primero a los gripos nitidamente 4-transitivos, parn pnsar de abi a los
nitidnmente S-transitivos, extendiendolos transitivaniente, Analicemos ahora el enso de

griupos que nchinn en menos de 8 lelras:

TEOREMA 4.3

Un grupo nitidamente 4-transitivo de grado alo mdis 7 debe ser Sy, S5 o Ag.

5
Demostracian: Si G es 4-transitivo en 4 letras debe tratnrse de Sg. 5i es 4- transitivo en
5 letrns debe ser S, Si es nitidamente 4+ transitivo en 6 letras, s de orden 6:5-4 -3, y
por lo tanto es dg.

Si G fuern nitidnmente 4-transitivo en 7 letras, seria de orden 7-6-5-4, y sn indice en
Az serin ol menor primo gue divide al orden de A7, ¥ por lo tanto serfn normal en A+, lo
cunl es imposible. Ademis, §7 no tiene subgrupos de fndice 6. De manera que tal grapo

ne existe.

o

Para analizar el cnso de grupos que actiian en 8 o s lebras, se requieren de algunos

resultados que obtendremos a continuncién,



1V, Construccién de Hal 27

LEMA 4.4

Elementos a y b en un grupo que satisfacen Ins relnciones
=0 =1 (ab)" =1

generan el grupo dibédrico de orden 2s. Si 8 = 2t — 1 es impnar entonces hay unn potencin
de (al) que transforma a en b bajo conjugacion, Si s = 2r cs par entonces a y h conmutan
con (ab)",

Demostracidn: Sea y = ab. Entonces a? =1, y* =1, b = aab = ay = baa = y~'a. Por
lo ':nn!.n, b=ay=y'a.

Yo que ay = y~ta, tenemos que Vi(y~'a = ay').

Si s =20 -1, entoncos y=lay! = ay'y' = apy?’ = (ag)y?'~! = ay = b, de manern que a ¥
b son eonjugados bajo una potencin de ab,

Si s = 2r, entonces ay” = y~Ta = y"n pues " = y~". Aundlogamente, ya que b = ay =
-1

y~'a, tenemos que a = by~ = yh, y por lo tanto y™b = by~" = by", de manera gue a ¥

b connmtan con (ah)".

0

En lo que resta del eapitulo G representard un grupo nitidamente 4 - transitivo en al imenos

8 lclras,

LEMA 4.5

El grupo G contiene clementos de orden 2, y todos son conjugados. Ademds pasa una de:
(i) Todo clemento de orden 2 fija dos letras,

(i) Todlo clemento ce orden 2 fija tres letras.

Demostracion: Por 4 -transitividad, G tiene un elemento
g=(1,2)(3,4)-

Ya que g* fijn 4 clementos, debe ser In identidad, y como g7 = 1, enfonces g cs un

clemento de orden 2,
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Sea
w = (a,b)(e,d). -

un clemento de vrden 2. Por lo tnuto hay un conjugaco de o
g = wuw=" = (1,2)(3,4). .

cligiendo a w que actin a1, b+ 2, ¢ 3, d s 4, Por lo tanto todo elomento de
orden 2 cs conjugado.

Por ailtimo, hay un clemento en G, z = (1)(2¥3,4) -+, y como =2 ﬁjn‘nl menns enntro
clementos, es de orden 2. Tor lo tanio, todo clemento de orden 2 fijn al menos dos
clementos, y como no pucde fijar a cualro, fija al menos dos y o lo nds dres, De manera

que todo elemento de orden 2 fijn dos letras, o todo clemento de orden 2 fija tres letras.
]
Estudicinos ahora [a estructura de nuestro hipotético grapo G
Sean a; = (1)(2)(3,4)++ y b = (1,2)(3,4) - dous elementos de orden 2 de G. Sen
a3 = arh = (1,2)}(3)(4)---. Es deorden 2, y por Lema 4.4 comnsuba con ayy con b, pres
cs de orden par. Sen ap = myay = aja b = b, Entonces:
ady = qyaydp = f'f".\ = ay
ajaz = ayagay = aidy = ay
aza3 = apazay = mpat = q
azaz = ma iy = ﬂ|l|§ =m
Por lo tanto ag, a2 y a3 commmban entre si, con a4y, az,az ignal a:
@ = ()R)EA) -
ag = (1,2)(3,4) .-
a3 = (1,2)(3)(4) -
Como az es de orden 2, fijn dos letrag (digamos 5 y 6) o tres letras (digmnos 5, 6, y 7).

Ya que conmutn con ay, ay debe mandar estas letras en sl mismas, pues st por cjemplo

a)(5) = 8, entoneces ayay(5) = 1y(B) = 8 y aaay(B) = a2(8) # 8. Pero oy fijnal 1 y al
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2,y por lo tanto a lo mAs a otra letra. El mismo argiumento vale para oy que tambidn
conmuta con’ az. Tencmos cotonces que
ay = (1)(2)(3,4)(5,6)---
az = (1,2)(3,4)(5)(6)---
a3 = (1,2)(3)(4)(5,6)- -

cn el primer caso (s a, fijn dos letras), o hien

ay = (1)(2)(3,4)(5, 6)(7) -+

g = (1,2)(3,4)(5)(6)(7) - -+

aa = (1, 2)(3)4)(5,6)7) -
en ¢l olro (51 az fija tres letins).

Tenemos pues que los clementos 1y ay,a2,a3 forman un grupo ¥V de orden 4, isomorfo
al Grupo de Klein, Las demis letras deben ocurrit en grapos de 4, que son bloques de

transitividad para V'

ay = (1)(2)(3,4)(5, 6)(7)(h, ))(5, k) - -+

az = (1, 2)(3,)OHCHTNh, ) k) - -

a3 = (L, 206, 6)(Nh, B)( ) - -
(con 1a convencion de que ¢l 7 esti en ol segundo enso, y no estit en el prilmaro) pues, por
connmtar con ay, az debe mandar {74, 5k} en siwismo, y vo puede mandnr a b en ¢

también, pues aya; fijarin enntro letras sin ser la identidad. Andlogo arguinents permite

completar aj.

Consideremos ahora a I, el subgrupe de G que manda & 5,7,7,k cn s mistnos. K
debe ser de orden 24 (un clemento por endn posible manera de mandarlos, y hay 4! = 24
mancras). K ticne un subgrupe U en los euales hyd, j, & son permutados de enda una de

Ing sipgnientes manerns:

(MO =1c
(D, k)
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()G E)
(k)G )
(hdiivk)
(ki §)
(R, 9)()(R)
(M)LK

Eutonces U es de orden 8; I estard contenido en' U (de hecho corresponde a los primeros
4 clementos en Ia deseripeion de arriba),

Llamemeos u al clemeunto que manda b v 7, i v &, j+ i,y k= Jr. Entonces ayu
manda hvr ki j, jh,y ki, mpumanda s i, i b, j— 5,y ke k. Por

dltimo, agn manda k= by i ) Je bk, y b j. De manera que
.
U = {lg,ay, 00, a3, u,ayu, 31,031}

La accién sobre el resto de Ins letras queda determinanda de la siguiente manera: Ya que
au® acttnen f,i,j, & como In identidad, se trata de ln identicdad, asi que 1?2 = nf' =y,
Por Io tanto u fijn al 1 y al 2, y al 7 en enso necesario, y v? mandn 3en 4 ¥ 5 en 6, Por

lo tanto ocurre una e

u = (1)(2)(3,5,4,6)(7)(", j,i, k).
u = (1)(2)(3,6,4,5)(T)( M, j i, k).
con el 7 presente sélo en caso necesario

Yagu aclinen {h,i,j,k} como ln pernutacion (b, k)7, 7)), i.e. como ag,

Por otro lado u™
de manern que n”'agu = a3, Y azn actiin en el mismo conjunto como (i, #)(j)(k), ¥ por

lo tanto es de orden 2. De manera gque

w=a;  wlmu =y (au) =g
Adeniiis, 1 manda, bajo conjugacion, a apr en si mismo, az en a3, ¥ a3 en ag, Por lo
tanto, © normaliza o V. Tunbién concduimos que manda Ins fijas por az en las fijas

por ez, de manere que manda 5 en 4y 6 en 3, 0 bien 5 en 3 ¥ 6 en 4. Todlo esto signe
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correspondiendo bien con In estructura de # que se obtuvo annlizando su producto con
.
Eligiendo Ia primer apeion para u, tendrinmos entonees a U deserito de I siguiente

mancra:
. 1l

a1 = (102)(3, 4)(5, O, )Gy &) -+~
a2 = (1,2)(3,4)BHENTY F)(is ) -+
@ = (1,2)(3)(4)(5, 6)(T) M, K 5) -+
w= (1)(2)(3, 5, 4. 6)THH, 4.7, kY-
arw = (1(2)(3,6,4,5)(D)( M ki 5) -+
apu = (1,2)(3,8)(4, 6)(TI(AYE) k) -+
, e = (1,2)(3,6)(4. BYT) . F)(F k) -+

con o sin ¢l 7 (depeneiendo de cudntos Bjan los elemenlos de orden 2). Si el « corresponde

aln segunda deseripeidn, tenciiamos entonees ol 5 3 el 6 interesmbinedos en la deseripeion
de arriba,

Cada componente de 4 letras en ¢l cual V' es transitive, como #4,i,j, & de arviba, da lugar
a un grupo § similar n U,

Los clementos (1,2)(3,5)(1,6)--- y {1,2){3,G)(:t, 5)+ -+ como en Indescripeton de U nrriba
fijon dos Ietras cadn uno del Mogue {hyd,j,4}. Como wn eleinento no prede fijar contro
Ictras distintas sin ser In nnidad, a cadn bloque de 4 letras le corresponeden clementos
distintos de Ins descritos, pero que deben permutar tas primerns seis letras de Ins maneras
{1,2)(3,5)(4,6) y (1,2)(3,6)(4,5) respectivamente. Pero st se portan igual en 4 lebras
deben ser el mismo eleniento, pues la accidn es nitida. De manera que sélo hay un pasible
clemento de este tipo,

Concluimos qne hay a lo miis un blogue de cuatro letrns. Si denotamos por ¢ ¢l niimero de
dlichos blogues, tenemos que £ = 0,1, y ademis n = 41 -6 o bien n = 47+ 7, depenediendo
de si los clementos de orden dos fjan 2 6 3 letras, Si ¢ =0, benemiosque n =6 dn="7
v sc trata del grupo alternante Ag como ya se analizd arribn. Eantonces, considerando el

caso de ¢ = 1, tenemos el siguicnte resnliado,
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PROPOSICION 4.6

Un gropo nitidnmenie 4 -transitivo en al menos ochio letras es de grado 10 o grado 11,

Analicemos el enso de 1 = 10. Un grupe nitidamente 4-transitive en 10 lebeas tiene orden
10-9.8-7, y por lo tanto tiene un elemento de orden 7, que serit necesarinmente nn 7-cielo.
El subgrupo ciclico generado por ¢l serit un T-subgripo de Sylow de &, que denotaremos
por . Como el grupo es en poarticulsr 3 transitivo, por ¢l Lema 4.2 tenemos que ol
normalizador de P en G es 3 teausitivo en Ins leteas que fijn I, Como P fija tres letras,
la nceidn del normalizador de P en las tres letras o8 In misin que In de Sz, Ademids,
Neg(') es un producto silxlireeto de siaceion en las sicte leteas involuerndas en el ciclo,
¥ de 8y (su nccidn en las tres felens fjadas por P).

Consideremos el IT < Sy que queda aparendo can ln unidad en el producto subdirecto,
Por Lema 4.1, tenemos que a8y, y porlo tanto H = {Ig), H= 43,0 H = 53. En
cunlgnicra de los tiltimos dos easos, tendrinmos un 3-ciclo como elrmento de J7, y por lo
tanto del normalizador de P eu G. Esto nos Hevarfa n que G contiene wn 3-ciclo. Como
es 4-transitivo, contendria a Lodoes, y serin ol menos Ajg, lo ennl es imposible, pues Ay
no es nitidnmente 4-transitivo. De ianera gue coneluimos que If = {1a}.

Si flamamos A n la aceidn de Ng(P) en las lotras que mneve ol ciclo, tenetuos, haciendo
una reasignacion de los nombres de las letras, que A7 < S7. Como P ex el ciclico de orden

7, tendrimos que necesarinmente

[

Sa

=

de lo qne se sigue que el orden de M debie ser 42,

De hecho, hacienda unn reasignacion carrccta de los nombres de las letras,
M< Ns,(((l.2.3.4.5,0‘7)))

1 Quién cs dicho normalizador?  Nolemos que of normalizador debe wmandar al ciclo
(1,2,3,4,5,6,7) en una potencin de sf mismo que no sea o identidad, y que hay 6 po-

tencing, Ademss por cada potencin, podemos elegir a cunl do las 7 lelras involuerndas
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mandamos al 1, de manera que el normalizador tendrid 6+ 7 = 42 clementos. Puesto gue

ese era ol orden que debin tener A, tencmos que
M = Ng, ({(1,2,3,4,5,6,7)})

Utilizando el paquete CAYLEY para cf estudio de grupos, se puede verifiear ficibnente
que M = {(1,2,3,4,5,6,7),(2,4,3,7,5,6)}, y que ademds ¢l caciente de A mdédule P dn
un grupo isemorfo al eiclico de orden 6, y noa Sy,

En conclusidn, el subgrupo I de los que aparecen apareados con Ia ides Widne debe ser Sa

o A3, y cn emalquier caso, el grupo ¢ contendrd a todas Ins 3-ciclos, y por lo lanto a Ao,

COROLARIO 4.7

No existen grupos nitidamente 4 - transitivos en 10 letras,

Analicemos nhora Ia estrnetura que tendrfn un grupo nitidomente 4- transitivo en 11 letras
(¥ que por lo tanto no pnede ser Agy ni Syq).

Sen TV < G ol subgrupo que fijn 3 letras, dignmos 1,10,11. W es regatlar (e, nitidnmente
1-transitivo) en Ias ocho letras restantes, y es de orden 8, demanera que es la representacidn
regular de algnno de los 5 gmpos de orden 8: Zg, Zy 022, Z2 @ Z3 B Zz, ol dihédrico de

orden 8 Dy, o ¢l grupo multiplicative dr los cunternios Q.

PROPOSICION 4.8

W es isomorfo al grupo de los ennternios,

Demostracidn: No importn cudl de los cinco casos se trate, W tiene un elemento de orden
2, digamos = = (9,2)(3,4)(5,6)(7,8)(1)(10)(11). Eun ¢l subgrupo H < G que fijnal 10y
al 11, hay nueve conjugados de 1, uno por eada letra que fijn entre {1,2,3,...,9}.

Si dos clementos deorden 2 conticnen a ln misma transposicion, dignmos (7, 7), su prodicto
serfa un elemento distinto de tn identidad que fija al menos euntro clementos, y cso es
tmposible. Yo que cada clemento de orden 2 contiene cuntro transposiciones, y hay (g) =36
transposiciones de 1,2,...,9, sélo hay nueve elementos de orden 2, y estarit uno en cada
conjugndo de W en . De mancra que W tiene sélo un elemento de orden 2, y pot lo

tanto debe ser 2y Q.
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Si W = Zg, Ltenemos sin perder generalidad que 1V = {(9,3,5,7,2,4,6,8)).

El normnlizador de W es 3-tran 0 en lag 3 letras que fijn TV por Lema 4.2, y por 1o
tanto contiene una imdgen homomntfn o Sy, hasdndonns en cdino actitn en esas letras,
Asi que 3 divide al drden del nocmnlizador, que tendrd elementos de orden 3. Pero Zg no
tiene antomorfismos de orden 3, de manera que dicho ¢lemento acltin como In jdentidad
cn tas 8 leteas del ciclo. Pero entoncees es I identidad, pues el grpo es nitidomente 4-

-transitive, y serin de orden 1 y no de orden 3, lo cunl nos da unn contradiecidn. Con lo

cual coneluimos que 1V 2 Q los cuaternios.

o

Consideremos ahora ol subgrupo I < G que fija al 10y al 11, Es ¢le orden 8.9 = 72,
nitidnmente 2-transitivo, y contiene n 8 copins isomorfas de Q, cada una fijando a otro
clemento de {1,2,...,9}, Cunlesquicra dos de estas copins tienen en comnin sélo a In
identidad, pues estin determinadas por su clemento de drden 2, y cualquier clemento
distinto de In ideatidacl es de orden 2 o su cuadrado es<de orden 2. Estos cubrea 9.7-1 = 64

clementos, de manera que faltan ocho.

H tiene un subgrupo de orden 9 (su 3-subgrupoe de Sylow), y no puede tocar ninguna de
lns copins de € que eontione; nsi que csos 8 clementos que faltan 3 1a identidad forman
un grupo, cuyos elementos son In identidad, y Ins demds de orden 3 6 9. Claramente es ¢l

1inico 3-subgripo de Sylow, de manera gue es norimal en /. Denotemaslo por U
PROPOSICION 4.9

U cs clemental abeliano de orden 9, 3 sus ocho clementos distintos de In identidad son

conjugados bajo @ uno del otro.

Demostracion: U es de orden 9, y par ser su orden el cundrado de un munero prime, cl
grupo es necesarinmente abelinno.

Los clementos de U no fijan ningiin elemento, de manera que eada uno de ellos envin al 1
a otro elemento del {1,2,...,0}. (Si dos elementos, v,y € U mandaran pal 1 en la misma
letra x, entonees zy~' fjarina 1 y serin clemento de alguna de lns copins de @ contenidas
ctt H). Pucsto que @ cs regular, o8 clato gue si conjugo el que manda el 1 a p con el

clemento de Q@ que mandn y en =, obiengo el clemento que mianda el 1 en .
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De minniern que todos los elementos de U son conjugados uno del otro bajo @, ¥ por lo

tanto U no puede ser ¢ ciclico de orden 9, y debe ser elemental abeliana,

De esta informacidn podemos construir a K, tinico salve isomorfismos. U estii generado

por
u =(1,2,3)(4,5,6)7,8,9)(10)(11)

v =(1,4,7)(2,5,8)(3,6,9)(10)(11)
Y I =Q-U,con @ ¢l grupo de cuaternios dado por

a = (1)(2,4,3,7)(5,6,9,8)(10)(11)

b= (1)(2,5,3,9)(4,8,7,6)(10)(11)

con a? = 7 = (2,3)(4, 7)(5.9)(6,8)(1}10)(11).

Es’ fiteil verificnr que el grupo H en efecto es nitidamente 2-teansitivo.  Utilizando los
Teoremas de Holyoke y Witt, podemos ahora construir extensiones transitivas de I lsta
llegar al grupo G.

Identificando a lns letras 2,1,10,11 eon las 0, 1,2,3 de Ia notacién de Holyoke, tenemos
que Go = {lg}, Gi1 =0,y Gz = I, (e cs o que queremos extender,

El subgrupo K que fija al 11 estari generado, por el Teorema de Holyoke, por I y wn

{(r

clemento a;™ que fija al 2y al 11, ¢ intereambin 1y 10. Por lo tanto serd un clemento de
orden 2, y yn que todo clemento de orden 2 ¢s conjugado, se tratn de un conjugado de a?,
Llamemos x a dicho clemento. Para qute prodinzea ina extension transitiva es necesario
¥ suficiente gne normalice a @ (el enunciado del teorema pide que #Qr = @, pero por
ser & de orden dos esto eqtivale & normalizarle), y que muaitiplicado por o elemento de
H que intereambia 1 y 2, elevado al cubo sca elemento de Gy (i.e., sea de orden 3). El
elomento de H que interenmbin 1y 2es y = (1, 2)(6,9)(4, 8)(5, 7). o cual se puede verifiear
construyendo I7,

Ya que @ = (a, b}, con

a = (1%2,4,3,7)(5,6,9,8)(10)(11)

b= (1)(2,5,3,9)(4,8, 7,6)(10)(11)
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z debe fijar al 3, pues debe mandar 22 en si mismo y debe fijer al 2. De manera que
z = (2)(3)(11)(1,10) -+

Las tinicas posibilidades para = seran puies:
zy = (2)(3)(11)(2, 10)(4, 5X7, 9)(6, 8)
w2 = (2)(3)(11)(1,10){4,6)(7,8)5,9)
xa = (2)(3)}(11)(1, 10)(4, 7)}(5,6)(9,8)
x4 = (2)(3)(11)(1, 10)(4,8)7,6)(5,9)
s = (2)(3)(11)(1,10)(4,9)(5, 7)(6,8)
Ademas, adjuntar = a / no debe producir un elemento que fije 8 4 0 s letras y no sea
In identidad.

Tenemos que 1wy = (1,10,2,3)(4,9,6,8,5,7), ¥ por lo tanto (uay) fijn a 4 letras sin serln
identidad, de manera que x4 queda fuern. Andlogamente, ury = (1,10,2,3)(4,7,6,9,5,8),
lo cual dejn fuera tnmbién & x5 de las consideraciones,

El clemento (4,5,6)(7,9,8) wanda bajo conjugacion a H cn sf mismo, y wmanda a 7
en Ty, Ty cn T3, ¥y ag en xq; de manern que agregar cualquicra de ellos darin Ingnr

a extensiones transitivas isomorfas. Veamos que en efeeto agregar =y da Jugar & una

extensidn isomorfa,

TEOREMA 4.10

K = {H,z;) cs una extensién transitiva de H.

Demastracidn: DPor construccion tenemns que #1Qay = @. De manera que el primer
requisito se satisface. Ademas, tomando xpy tenemos que

3 a
()" = ((1,10)(4,5)(7, 9)(6,8)(1,2)(G, 9)(1, B)(5,7))

3
= ((1,2,103)(4,6,7)(5,9,8))
= l¢g
de manera cque Ins dos condiciones el Teoremn 3.4 sc satisfacen y N = (H,z;) 3 una

extension transitiva de 7.

0
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COROLARIO 4.11

Habrd a lo mds dos extensiones transitivns de K a un grupo 4- transitivo, y a lo mds una

a un grupo 5-transitivo.

Demaostracidn: Sec sigue del Corolario 3.6, i.e. de aplicaciones sucesivas del Teoretna de

Holyoke.
0

Consideremos nhora o U, la extension de I por x), como ¢l subgmpo de G eue Bja al
11, R es un grupo nitidamente 3- transitivo, y G se obtended como unn‘ extension de &
ngregando un elemento de orden 2 (y por lo tanto conjugndo de a?) adecuado.
Nuevamente renimercmos a 2,10,1,11 como 0,1,2,3 en la notacion e Holyoke, identi-
ficando Go = {1g}, G1 = Q (¢l subgrapo que ijn al 1,10,11), y G2 ¢l subgrupo de K
que fija 1 y 11 (y por lo tanto el conjugado de [ por un elemento gae mande 10 en 1, por
cjemplo @ ) y por iltimo G3 = K.

La extension de N a @ estard dadn por un elemento de orden dos gque normalice a
xyHry, intercambie 1 y 11, y fije n 2y 10, Ademas, debe normmlizar a @, pucs @ fija ol
1,10,11, y este clemento manda cstos en si mismos, De manera que tenemos tinichmente

5 posibilidades de clemento, que son

1 = (2)(3)(10)(1, 11)(4,5)(6, 8)(7,9)

yz = (2X3)(10)(1, 11)(4, 6)(5,9)(7, 8)

s = (2)(3)(10)(1, 11)(4, 7)(5, 6)(8,9)

e = (2)(3)(10)(1, 11)(4,8)(5,9)(7,6)

s = (2)(3)(10)(1, 11)(4,9)(5, 7)(6,8)
Agregar unn tal ¥ a 7 no debe producir un clemento distinto de In identidad que fije al
menos a cuntro letras. Pero tenenos que uyy = (1,11, 2,3)(4,9,6,8,5,7), que a la cunrta
da lugar a un clemento que fija a cuntro letras y no es In identidad, De csta mancra
desechamos a yy.  Andlogamente, y yn que wys = (1,11,2,3)(4,7,6,9,5,8), podemns
desechinr a 5. Porailtitmo, yn que xyy, = (1,11,10), podemos desechar también n gy |

Esto nos dejn inicamente a 12 y o 113,
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El elemento (4,9)(5, 7)(6, 8) normaliza n K y manda g2 en y3, de manera que adjuntar
cualquicra de cllos nmic darin una extension isomorfa,

TEOREMA 4.12

G == (I, y2) e3 una extension transitiva de K.

Denostracidn: Sc requiere que yz normalice a aHx, y multiplicado por €l elemente de
orden 2 que intercambia 1 y 10 dé un clemento de orden 3.

Tenemos que xyHxy = {(rjax), vibry, yuz.zvx;). Puesto que &y normaliza o Q,

xiam =a y rbry = b, Ademiis, .
aynry = (10,2,3)(6,4,8)(9,6,7)
vy ={10,5,9)2,4,6)(3,8,7)
Bnstard cheeny que yarjue y, = ayuf) y arytiagys = 201y, pues por cobbenecion y;
normaliza a Q. Y tenemos que en cfecto
v2(10,2,3)(5,4,8)(9,6, T)y2 = (10,2,3)(5,4,8)9,6,7)
12(10,5,9)(2,4,6)(3,8, 7)y; =(10,5,9)(2,4,6)(3,8,7)
de manera que ¥, satisface 1n primern condicidn del Teorema 3.4,

Por iltimo, tenemaos que
vax = {1, 11){4,6)(5,9)(7, 8)(1,10)(4, 5)(7,9)(6, 8) = (1,10, 11)(2)(3)(4, 9,8)(5,G, 7)

un elemento de orden 3, y por lo tanto se satisfnce In segunda condicidn del Trorema 3.4,

verificando que ngregar y; produce una extension teansitiva G de K.
COROLARIO 4.13

Cualquier grupo nitidamente 4-transitivo en 11 letras serd isomorfo a G,

Demoatracidn: La construccion que hemos realizado determing salvo isomorfismosa @ y o

H . Ademis, las observaciones que se han hecho, y ¢l Teorema de Holyoke, nos garantizan
) 1] 1

Ia. unicidad hasta isomorfisino de G, demostrandose el resultado.

o
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COROLARIO 4.14

Existe a lo mds unn posible extension de G a un grupo nitidamente 5-transitivo en 12

letraa,

El grupo G que hemos construido se llina ¢l Grupo de Mathieu de grado 11, y se

sucle denotar por My, .

TEOREMA 4.15
Un grupo nitidamente 4-transitivo debe ser Sy, Ss, As, 0 isomodo a Ay .

Pensemos nhorn en My como nn subgrupo de §i3, donde todo clancito fijn al 12, y
buscaremos dar In exlensién transitiva o un grupo nitidamente 5-transitivo, Identificando
ahorna 2,10,11, 1,12 con 0, 1,2,3,4 en la notucidn de Holyoke, tenemos que Go = {1an, )y
G.l =Q, G; = z)Hxy, Gy = 12Kya, y Gy = M. Ln cxtension transitiva Ja dord
un elemento de orden dos que intercambie 1 con 12, y fije a 2,10,11. Ademds, dche
normalizar a y2 Ky, = {y2Hy2, y2r112) , y al mulliplicatlo por un elemento que intercnimbic
1 con 11 (por cjemplo y2) debe dnr un elemento de orden 3. Pucsto que ademas mandan el

{1,10,11, 12} cn si mismo, debe notmalizar a Q. Tenetos pties inicamente § posiblidades:

3 = (2U3)0)(11)(1,12)(4,5)(6, 8)(7, 9)
2 = (2)(3)10)(11)(1, 12)(4,6)(6,8)(7,9)
2 = (2)(3)10)(11)(1,12)(4,7)(5,6)(8,9)
24 = (2)(3)(10)(11)(1, 12)(4,8)(5,9)(7, 6}
z5 = (203)(10)(11)(1, 12)(4,9)(5, 7)(6, 8)

Adjuntar In z adecunda no debe producir elementos distintos de In identidad que fijen a 5

,
o mis letras,

Tenemos que zyay = (1,12)(1,10) = (1,10,12) que fijn mds de cinco letens, de mancra

fne podemos desechar zy. Andlogamente, y ya que z2y2 = (1,12)(1,11) = (1,11,12),
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podemos hincer a un Iado z;. Tenemos ademas que
uzy =(1,2,3)(4,5,6)(7,8,0)(1,12)(4,8)(5,9)7,6) -
= (1,12,2,3)(4,9,6,8,5, 7)(10)(11)

nuzy =(1,2,3)(4,5,6)(7, 8,91, 12)(4,9)(5, 7)(6,8)
=(1,12,2,3)(4,7,6,9,5,8)(10)(11)
y ambos elevados a Ia cuarta potencin fijan mds de 5 elementos sin ser In identidad, De
manera que la dnica posibilidad de extensién In di z;.
TEOREMA 4.16
Myz = (My1,23) s unn extension leansitiva de My,

Demaosiracién: Tenemos que dehe normalizar & yp Ry, y imitiplicndo por y; debe dar

un eletnento de orden tres.

Puesto que ¥ y 23 amhos normalizan o ), basta verifiear que zagpuy2zy € 12 Kup y

z3y2uaza € 2 Ky; . Notemos primero que
yauys = (11,2,3)(6,9,4)(8,7,5)
yavy2 = (11,6,8)(2,9,7)(3,4,5)
¥ que yauvyz = (11,9,5)(2,4,8)(3,6,7). Tencmos ahora que
z3y2uyazy = (11,2,3)(5,8,7)(9,4,06)

= Wauy2

2ayvy2ma = (11,5,9)(2,8,4)(3,7,6)
= (yrevyp)”!
por lo que z3 normaliza a y, Ky;, verificandose la primera condicidn el Teorema 3.4,
Para terminar, tenemos que
y223 = (1, 11)(4,6)(5, 9)(7,8)(1, 12)(4, 7)(5,6)(8,9)
=(1,12,11)(2)(3)(4,8,6)(6,9,7)
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de orden tres, terminando la demostracidn.

]
El grupo M2 que acabamoes de construir recibe el nombre de Grupe de Mathien de
grado 12. Tenemes, con esto y la clasificacion de los grupo nitidamente 4-transitivos, el

siguicnte resultado:
TEOREMA 4.17
Los 1inicos grupos nitidamente 5-transitivos son Sg, Ss, A7,y Mya.

Demoatracidn: El estabilizador de unn letra en un grupo nitidamente 5 transitivo es un
grupo nitidamente 4 transitive, que debe ser Sy, Ss, Au; o M. Porlo que el grupoe
dardo debe nctuar en 5, 6, 7, 6 12 letras. En los tres primeros ensos, ol orden del grupo nos
da la igunldad con Ss, S5, y A7 reapectivamente. En el iltimo caso, tenemos que queda
determinado de manern inica por cudl copin isomorfn de Afyy se trate. Livextension tendei
que ser por una permutacion isomorfa a z3, con ¢l mismo isomorfismo que determing la

copia, y serd por lo tanto isomorfa a Mg,

a
COROLARIO 4.18

El tinico grupo nitidnmente 5-transitivo no trivinl es Mz, salvo isomorfismos. El sitico

grupo nitidnmente 4-transitivo no trivial es Ay, snlvo isomorfismos,
COROLARIO 4.19

Los finicos grupos nitidnmente k-transitivos, con & 2 6 son los trivinles, csto cs, los

simélricos y alternante correspondientes,

Demostracién: Un grupo nitidamente k-transitivo que no sea nlternante ni simétrico
dara lugar a tin grupo isomorfo a Mz sl bajarle Ia transitividnd considerando snbgrupos
que fijan diversas letras. Sin embargo, ya tenemos que Myz no se puede extender como
consccuencia del Teorema de Holyoke, pues In extension de My, a My cs tinien. De

manera que dicho grupo no puede existir, pues serin una extension transitiva de M.

]

Adcmits, hemos obtenido la siguiente informacion sobre My,
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TEOREMA 4.20

Mz es un subgrupo del grupo alternante Ay2.

Demostracidn: Mz se obtuvo como extensiones sucesivas del grapo H. 11 fue dado
explicitamente por generadores, todos ellos permuntaciones pares. De manera que H < Az,
Tenemos pues qliC Mz = (H,xy,y2,23), Ins tres permutaciones ry, 42, z3 son pares. De
manera qre Mz es un grupo generado por permaulaciones pares, y por lo tanto es un

subgrupo del alternante correspondiente. En cste caso, de Ayz.

O
TEOREMA 4.21

Si @ € M,z es deorden 2 y fija al menoes una letra, entonces fijn a contro letras,

Demostracidn: Sen a € Myz. Supongnmos que fija a Ia letrn 7. Entonces a estd en of
estabilizndor de i en Afy,. Dicho estabilizador cs isomorfo a Afyy, pues es nitidamente
4-transitivo en 11 letrns, Peroen My, todo elemento de orden 2 fijn tres leteas. De manera

que a fijn a tres letras (ndemss de i), Entonces a fijn a enatro lotras.

0
TEOREMA 4,22

Si @ & M)y fijn cxnctnmente tres letras, entonres cs de orden tres.

Demaostracidn: Sen a € My que fije tres letras, dignmos 1, j, k. Entonces esti contenicdo en
el catabilizador de i en Mz, que es una copin isomorfn de M, ¥ estari en ¢l estabilizador
de 2 letras en esc My . Ese grupo es de orden 72, y es isomorfo al grupo I que se construyd
arriba (i.e. el grupo de eunternios por un elemental abelinno de orden 9). Por lo tanto
a c3 de orden 2, 4 6 3. No puede ser de orden 2, pues un elemento de orden dos que
fija al menos una letra en Myy fija a cuatro. No puede ser de orden 4, pues entonces su
cuadrado serin de orden 2 y deberia fija cuntro letras. (Su estructura como clemento de
orden cuatro tendria que ser un producto de dos 4-ciclos, por pertenecer a la copin de Q
en H). Concluimos gue pertenece nl eletnental abelinno de orden 9, y por lo tanto es de

orden 3.

o



V. Construccién de Rotman—-Witt

En este capitulo realizaremos ln construccion de Rotman del grupo Mgz, que hemos ya
earacterizado como el vinico grupo vitidamente 5-transitivo no trivial. La construecidn se
hace como extensiones trnnsitivas sucesivas del grupo lineal Sh(9). El proceso sealizado
por Rotman es andlogo nl dando por Witt en su atticilo Die 5-fach transitiven Gruppen

von Mathicu, publicndo en 1938,

Primero daremos algunas definiciones y proposiciones necesaring para In definiciones del
grupo Sh(9).

CG(q) representari el enmpo de Galois de orden ¢, donde ¢ es una potencia de un niimero
l +

primo,
Aut(q) representa el grupo de automorfismos de enmpo de CG(q), con Ia composicitn.

Sea V un espacio vectorink sobre un campo K. Definimos una relacion de equivalencin en
Vo=V _{0},dadopor r~y ¢= 3\e K tol que » = Ay. Si r € V*, denotaremos In

clasc de = por [=].
DEFINICION

Sea V' oun cspacio vectorinl sobre A de dimension » - 1. El coujunto cociente
P(v)={is] |z € V")

se llama ¢l espacio proyeclivo n- dimensionnl (sobre K) y sc dice que tiene dimension

(proyectiva) n.

Si V es de dimension n 4 1, sc escribira simplemente P'(K). Si K = CG{q), se cscribirda
simplemente P"(q).

El espacio proyectivo 1-dimensional sobre el eampo I se puede representar como el eampo
I adjuntindole un nuevo punto oo, que es I inigen de In recta (0,2) bajo Ia proyecciin
candnica, Todns 1as demds, al representarlas en ln forma (1,y) van a dar al clemento

yel,



44 Construccién y Propieni:‘dm del grupo M i

DEFINICION
Sea K un cnnpo y ¢ € Aul(K). Unn trausformacion semilinenl frnecionaria es una
funcién f: K U {00} — K U {00} de ln formn
_ ao (A} b
1) = ca(A) +d’ -

con ad—be # 0; 5i e =0, entonces f(o0) = 00. Si ¢ # 0, entonces se define f(co) = ae™?.

Si o cgla identidad, f sc llama unn transforimacién lineal fraccionarin,

DEFINICION

Todas Ias transformaciones semilineales fraccionaring formman v grupo con In composicion,

que se denota por PLF(K); todas Ins transforinaciones lineales fraccionarins forman un
subgmipo de TLF(K), denotado par LF(IC). Si K = CG(q), se cscribiri TLF(q) en vez
de CLF(K), y LF(q) en vez de LF(K).

Si h € TLF(q), entonces A(A) = (ao(A) + 6}/ (co(A) + d) con o € Aut(CG{q)), y cun
ad—be # 0. Multipliear el mumnerador y of denominador por ;1 € CG(g)* no afecta b, pero
cambia €] “determinante” a si?(ad ~ be). Si ¢ es potencin de 2, todo clemento en C'G(q)
es un cundrado; pero 8i g es potencin de un primo impar, y denotanios por v un clemento
primitive de CG(q), entonces los cnadrados no coro forman un subgrupo de indice dos
en CG(q)", a saber (0?). En este caso, tiene sentido pregnntarse si def(h) es o no os un
cuadrado.,

El segundo ingrediente en 1a definicién de Sh(g) es un automorfismo de CG(q) de orden

2. Es facil ver que dicha ¢ existe y es (iniea enando g = p?" |y en csc enso o(N) = AP",

DEFINICION
Sen q = p*", con p un primo impar, y sea ¢ € Aul(CG(q)) de orden 2 (i.c., o(A) = A7),
Definimos Sh(g) como el subconjunto AU de FLF(q), doude

a\+ b
ed+d

A= {h: A ad — hees un cnndrn(lu}
aa(M)+ 1

b= {"“ A

ad — be no es un cnmlrmln} .

PROPOSICION 5.1
Sh(q) es un subgrpo de TLF(q).
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Demaostracidn: Ln composicion en A cs ccrrmlu, pues si

- ,\+b
1= d:
h=m\+ﬂ

A+

con ad -~ ey af =y cuadrados, entonces

_ aX 4 b
hog(,\)-—h( A+d)

o) +s

(m )8

_ (na+fe)A + (ab+ fd)
T (ra 4 8c) + (by + 6d)

y ndemniis

(cea + fic)(by + 6d) = (b + fd)(ya + e} = aaby -+ aadd -- feby - febd

— (abya 4 cbée + Pelya 4 fdbe)
= aabd + hefly — beord — adpy
= (ud — be)(ab — By).

que ¢s producto de cundrados, y por lo tanto cuadrado. De maneragque Ao A C A

Andlogamente tenemos que In compasicién de elenientos de B da un clemento de o, pues

si g,h € B, tenemos que

_ag(d)+b
T ea(N) - d
h= ag(A\) 4
qa{A) -+ 8
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con ad — be y o — 4§ nmbos nn cuadrados, tenemos que

_ ag(N) +b
hog(Ay="h m)
no (55 + 9

o () v
(3R + 6

_ ac(a)) + ao(b) + o))+ Ba(d)

= ya(a)h 4 ya(h) + o(c)br 4+ a(d)b

_ (aa(a) + Bo(c))A + (ao(h) -+ Bo(d))
() + 6a()A + (200 + 651)

Dasta ver que el determinante es un cuadrado. Pero 1o cs, pues

(ao(a) + fa(e)) (10 (b) + ba(d)) - (e (b) + fo(d)) (yo(w) + bo(c)) =
= aa(a)yo(b) + ao(a)bo(d) + fo(c)ya(b) + Abo(c)old)+
— (aa(a)ya(h) + aa(b)a(e) + Ao(d)ro(a) + Aa(c)ée(c)) =
= ao{a)sa(d) + fo(c)ya(b) — (aa(Wia(c) + fo(dyre(a)) = (ad — Ay)o(ad — be).

Como ¢ cs un automoifisino, manda cuadrados en cundrados (puces ¢l subgrupo de los
cundrados es normal y de indice dos), y por lo tanto manda no cuadrados en no eundendos,
De mancra que lo de arribn es un producto de elementos de {o,n?,...,a%}, y cs por lo
tanto un eundrado. De manera que Bo B C A.
Sige By he A, entonces tenemos que
_ao(A) =6
eca(A)—d
he al—f#
YA-§
con ad — be no un cundeado, ¥ o8 — 7 un cundrado, Haciendo los eidlculos, se obticne

que

(oa+ ﬂc)a(x) + (ah + Ad)
(ya+ 6c)o(A) + (b + éd)

ftog(A) =
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¥ que el deterininante s igunl a (ad = be)(nd — fy), que no es un cundracdo. De manera
que Ao B C B.

Por 1iltimo, se obticne que, con ln mismin notacidn de arriba,

(ao(a) + bo(3)) o(N) + (@ (B) + ba(8))
(co(er) + da(y)) o (A) + (co(B) + dn(8))

goh{\) =

y que el delerminante vale (ad — be) - a{od — v72), que es el producto de un no cuadrade
por un cuadrado, y por ln tanto no un enadrado. De manera que Bo A C B, y tenemos
«que es cerrndo bajo la operacion.

Se verificn ficilmente que ¢l inverso de g = (ad + 8)/(cA +d) € A o5 (ad + 0)/(7A 4+ 6)
con

d b —e .
fi= ad—be' 77

a= H i 6=
ad - be' ad — be' ad - be
y @6 — By =1 que es un cundrado, Y un inverso de un clemento de B es igual, pero con

a(e), o(#), 7(7), o(6). De manera que Sh(q) es un grupo.

0
PROPOSICION 5.2

A es un subgrupo de Sh(q), de indice 2,y B es 1n otra clase Interal en Sh(q) respoecto de
A,

Demostracidn: Como se vid en la demostracién del anterior, 4 0 A C A, de manera que
A c3 un subgrupo de Sh(g). La otra clase lnteral respecto de 4 es 7, pucs nuevamente
hemos visto que Bo B C A, y por lo tanto dos elementos de B siempre estdin on la misma
clase lateral (y pucsto que Bo A, Ao B € B los clementos de 4 y los de B no cstdn en

Ia misma clase Iateral). Pucsto que esto cubre todo Skh(g), €l indice de A debe ser dlos.

0
Las leteas “Sh” abrevisn “sharp ", nilido. Esto se aprecin en ol siguicute teorema:
TEOREMA 5.3

Si p esun prime impar, y q = p*", entonces P'(q) es un Sh(q)-conjunto fiel y nitidamente

3-transitivo.
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Demostracién: Sea K = CG(q), e identifignemos nucvamenie a P'(q) con K U {o0}.
En primer lugar, In accion es claramente nitida, pues dos elementos de Sh(g) que actian
idéntico en K U {oo} dehen ser el mismo (la accitn en oo determina el valor de ac™!, y

la accién en 0 el valor de bd~', cte.).

Tenemos que SH{q)oe = Ao U Boo, donde

A ={h: A aX+b|a e (K}
Boo = {In M ac(\) 4+ b{a ¢ (K°)?}

Si a y b son dos elementos distintos de K, con a # 0, entonces un pequeiio calenlo
permite exhibir h € Sh{q)eo con K@) =by (1) =a. A saber b = (¢~ h)A4- b si (a =)
es un euadrado, ¥y h = (a — b)a(A) + b si (a — b} no es'un cundrado. De manera que Gy
actiia doblemente transitivo en K. Pero en endn uno de Age ¥ Boe hiny g opciones para
by £(q—1) opciones para a, de manern que [Sh(g)oo| = ¢{g — 1), ¥ In necién de G en
I es nitidamente 2-teansitiva,

Por iiltimo, Sh(q) actina transitivamente en K U {00}, pues A = —1 es clemento de G ¢
intercambia 0 con co. Pucsto que la accidn es transitiva, y ¢l estabilizndor de un punto
es nitidnmente 2-transitivo en el conjunto gque queda, tenemos que la neeidn de Sh(q) es

nitidamente 3-transitiva en K U {oo}, comio consecuencia del Corolario 2.8(v).

a
DEFINICION

Sh{2) sc sucle denotar por Mg, y se lama el Grupe de Mathicu de grado 10.

Vercimos ahora un poco sobre la estructura de Ayg, antes de pasar a extenderlo Lransiti-

vatnente. Identificaremos a CG(9) con el campo
{0,1,-1,4,~§, 14,1 —i, -1 +i,—1—i}

con la suma mdédulo 3, y conveniendo «ue i = 1. Ademids, el clemento primitive o serd
identificndo con (1 + ).

Introduciremos ahora un poco de notacion,
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GL(n,q) denota el grupo multiplicativo de las matrices no singulares de n % n con coefi-
cientes en CG(q).

Se(n,q) denota ol grupo de todns las malrices die n X n, esenlares ¢ invertibles (i.e. la
identidad por A € CG(9)").

PGL(n,q) denota el grapo cociente %:L((:—"q’))» .

" 8e puede probar que en general, P'(¢) s un PGL(2, q)-conjunto ficl y nitidamente 3-
transitivo (ver Rotman, pp. 216). De hecho se puede demostear que el grupo PGL(2,q)

ca isomorfo al grupo LE(q) de las trasformnaciones linenles fraccionaring,”

TEOREMA 5.4

PGL{2,9) y My son dos grupes no isomorfos de orden 720, endn uno de los enales actiia
nitidamente 3-transitivo en P'(9).

Demostracidn: Con los resultados antoriores, ya tenemns que enda uno de los grapos actin

co ln manera deseritn en PY(9) = KU {co). Es facil ver que
PGL(2, 90,0 = (ki A aX con a 3# 0}

teniendo en cuenta el isomorfismo con LF(9). Esta grupn es clarnmente isomorfo n
CG(9)", que cs n su vez isomorfo & Za; de hecho, un generador de PGL{2,9)0,00 ©8
#:A = @), con o un clemento primitivo de CG(9). Si 7(X) = A~!, entonces 7 es un
clemento de orden 2 de PGL(2,9), ¥ tenemos que Tgr = g~ 1. Se sigue que (G co,7) €3
el grupo dihédico de orden 16 y que es un 2-Subgrupo de Sylow de PGL(2,9).

Consideremos nhora a Afye. Puesto que g = 32, el automorfismo o cs simplemente

() = A%, Entonces {(Mio)a,00 = Hn,00 U Bp,co. Tenemos ademids que
Anjea = (B2 X 43 X con a £0})
¥ que
Dyoo = {2 aA¥ con @ no un cundrado}.

Tenemos pues que éste es un grupo no abeliano de orden 8 que sdlo tiene un elemento

de orden 2 (a saber A & oA € Ageo )} ¥ que por lo tanto (Mig)oen = @ los cuaternios.
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Ya que cl grupo dihédrico no tiene subgripos isomorfos n tos cuaternios, se sigue que los
2-subgrupos de Sylow de PGL(2,9) ¥ de M;p no son isomnrfos, y por fuerza PGL(2,9)

no es isomotfo o Mg,

0
PROPOSICION 5.5

Un 3-subgriupo de Sylow de Mg cs elemental abeliano de orden 9.

Demaostracidn: Puesto que [Mje] = 10:9-8 = 720, un 3-subgrupo de Sylow scrd de
orden 9. Puesto que ¢l orden es el cuadrado de un primo, necesarinmente serit abeliano,
Construiremos un J-subgrupo ide Sylow de Mg, demostrando asi In proposicién,

Sea S={A— A+b|be CGOY). Sig\) =AM+ ay kL) =A4b son elementos de
S, entonces gh™'(A) = g(A ~b)=A—=b+a=A+(a—h €5, de manern que S es un
subgrupo de Myy. Por tener orden 9, serd un 3-subgrpo de Sylow de ALy

Por 1ltitmo, recordando que In enrncteristien de CG(9) es 3, tenemos que Vg € S, si
g(A) = XA+ b, g*(A) = A+ 3b = A, de manera gue ¢° = lgr@utes)s ¥ S es clemental

abelinno.

0
PROPOSICION 5.6

(Mhio)ee €8 un grupo de orden 72, con un 3-subgrupo de Sylow que es normal, De hecho,

(M10)oo €s un prodicto semidirecto de 23 x 23 por @@ (los cuaternios).

Dernostracidn: Los clenientos de (Mio)eo tienen In forma f(A) = "_",;M' o g{d) = ﬂ‘\-}*—"
De hecho, nultiplicando por d=' arriba y abnjo, podemos suponer sin pérdidn de gener-
alidad, que los clementos son simplemente de In forma f(A) = aX 4+ &, 0 g(A) = a\* + b.
Para el pritner cnso, hay 4 manerns de clegir n a (los 4 cuadeados de CG(9) ), y 9 de clegir
ala b. Lo mismo para el segundo caso, de manera que [{Af10)eo] = 36 4 36 = 72. (Otra
manora: puocsto que My es nitidamente 3 transitivo et 10 simbolos, el estabilizador de
uno de cllos cs nitidamente 2 transitivo en 9, y por lo tanio de orden 9.8 = 72).

Pucsto que el subgrupo S definido en la Proposicidn 5.5 s un subgrupo de Ao, scrd

tamnbién un 3-subgrupo e Sylow de (Mj0)w. Asi que basta verificar que cs normal. Parn
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cllo, notemos primero que el inverso de A = oA 4-b es X a®A—a"h, ¥ que ol inverso
de A a3 3 b s ) a5\ — o733 En efecto, identificando con g ¢l primero
y I el supuesto inverso en eadn caso, tenemos que
hog(d) = h(a® X+ b)
= n“"(u'“‘\ + by — P
= oA 4 b= a®h
=X
cn'el primer caso, y
liog(A) = h(a®*123 4 b)
= aTHS (AT L ) 205
, = (RN 3t NG . JaZiH 1) — a2
(yn que car(CG(9)) = 3) = a?™3(a® N 4 B') - o2 +5*
= a®H8) g SR n"‘“b:“

en cl segundo,
Tenemos pucs quesi g(M) = A+ F€ 85 y {A) =¥ +b e (Mp)oo, cntonces
hogoh (A= h(g(a™ X~ a®h)
= h(a™ A+ 8 — a®h)
= a%\—a®b 4+ a®f+ b
=A—~bta¥i+b
=\+o¥fes
Y st = o2 A 4 b, iediante cdleulos seincjnntes oblenemos que

hogoh™'(Ny=A+a**'ge §

de manera que S es normial en (Mio)es .
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Par otro Indo, yn que CG(9) 223 X2, , entonces § 2 CG(9) X 23 x 23 (con ol isomorfismo

natural (A -+ b) = ), bastn ver que el complemento es los enunternios,

Los demds elamentos de (Mig)eo Son de la formn oA 45 y o207 4. b, Tonnmos

P < (Mig)eo dado por
Po= {0, =M 00, =ik, 4+ 1A, (1 = )03, (=1 + )N, (=1 = )A7)
que es clarnmente un subgrpo, y establecemos un isomorfismo con
Q= {1,=1,i,-i,j,—j, k, -k}

mediante In signiente correspondencia:

' 1A je (140N
=1 =) —jm (=1 =AY
T i ko (=1 45N
-1 =1\ =k (1=N

que es un isomarfismo. Puesto que todo clemento de (Mig)ee se¢ puede ver como la
composicion de un clemento de P conunode S,y PNS = {1}, tenemos que (Myg)eo o8
un producto semidirecto de § por P. Los isomorfismos ya dndos dan el resultndo descado.
Para la Proposicion 5.8 utilizarenios el Lema que aparece a contintacion, que no se probardi

en cste trabajo.

LEMA 5.7

Si f(A) ¥y g(A) son polinowios en Kfr] con K = CG(q), y 8f,0¢ < q, entonces l‘nS
funciones polinomiales correspondicntes a f y g sonigunlessi y sdlosi f =g,
PROPOSICION 5.8

Hay exactamente 8 elementos de orden 3 en (Myg)ao, ¥ son conjugados uno de otro en

(M1o)os
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Demostracidn: Supongamos que (a® X - l')n = X. Entonces a®A? - b* = \. Por el Lemn
5.7, tenemos que o™ =1 y por lo tanto o = 1.

Si (n?it1X3 4 l:)‘1 =\, entonces tenemos mievamente que a® A L8 = Xy por lo tanto
a?™! = 1 lo cunl es una contradiceion. Concluimos que los iinicos clementos de orden 3

son de Ia forma A -4 b con be CG(9)°. Asi que sélo hay ocho elementos de orden 3.

Conjugando con clementos de la forma o?* A 4- ¥, tenemos In formmla
a?® (a2 — 0™ y) 1 8) oy

que s igual a X 4 a?¥h. Conjugando con eletentos de In forma a?5+8 X ) | abtenemos
¥+ o5, Eligiendo b = 1, In primera formula cubre todos los elementos con ténmino
constante un cuadeado de CG(9), ¥ In segunda enbre aquellos con término constante un
no cundrado de CG(9), de manera que todo clemento es conjugndo de A + 1, y por lo

tanto uno del otro.

]
PROPOSICION 5.9

Mg no es el producto semidirecto de A por 2.

Demostracidn: Notemos primero que 2 no tiene clementos de orden 2. Esto se debe a que
si f € B, ol determinnnte de J puedeser uno de {1 4+74,1 ~i, -1 4§, ~1—i}. Ademis, s
fiicil verificar que det(f?) = det'(f), ¥ (£1L§)' = —1 # 1. De wanera gue B no teue

clementos de orden 2,

Sin embargo, si AMyo fuern nn praducto semidirecto de A por 2z, In imdgen del =1, que
serin un elenento de 3, serin de orden 2. Como esto es inposible, coneluimos que Afyq

na es dicho producto semidirecto.

Notemnos que hasta ahora hemos verifiende slgunas de Ins propiedades que tendn ol subgaupe
H de Mg en la construceion de Hall del capitulo anterior, ¥ hemos oblenido algunas mids,
debido a la presentacion de Mg dada en este enpitule,

Por 1ititme, extenderemos My n grapos nitidamente 4 y 5~ transitivos, Utilizaremos ol

Teorema de: Witk para gnrantizar que en efecto oblenemos extensiones transitivas de M.
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TEOREMA 5.10

Existe un grupo nitidnmente 4-teansitivo de grado 11, y de orden 7920 =11-10-9-8, tal
que cl estabilizndor de un punto es Mjq.

Demastracidn: Snbemos ya que Mg actiia nitidamente 3-transitivo en CG(9) U {co}.
Caonstruiretnos una extension transitiva de M.

En In notacién del Teorema de With, identificnmos G = Mg, X = CG(O)U {0}, X =

X U {w}. Definimos n
=00

g = (0,5} N0 0" ) (0 0%)
b= (w,c0)(@,a?)(a?,a)(a?, o)
Notemos que g corresponde al clemento de My que mandn 3= A~ (cuyo determinnnte
cs —1, nn eundrado).  Tambidén tencnos que (o, a2)(0?,a’)(n®,a%} corresponde o In
permtacion de CG(9) dadn por A= a?X -+ aX?, '
Claramente g ¢ (Myp)eo. Ademds, H(w)=co e X, M2 =1,y
gh = {w,0,00)(cv, 0b, nr“)(nr7 ,a,a%)
de orden 3. De mancera que para satisfacer Ins condiciones del Teorema de Witt, basta ver
que si f € (M) entonces
lifh{co) = hf(w) = Mw) = co.
Por lo tanto (M)t = (Min)eo 8i endn Wflh € (Myg)eo-
Escribietdo (1n)eo = A oo U Bea, tenemos que f = a® A+ b, 0 bien f = o2#5\3 + b, con
i 20y be CG(9). Componiendo con (a?d 4+ aX?), tenemos que
RER(A) = hf(02 A+ al?)
= W22 4 0¥ HAY 1 1)
= a? (0?2 4 o?HTAT 4 b)4
+ (@A 0T 4y
= 0P\ g BN L a2t
4o AT i o

= (@ 4 oMHTIAY g (a2 g aBH)A g a2 4 ol
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4

24 Puesto que 2= =1 =a?t,

Cunudo i es par, el cocficiente de A* es 0 y el de A es 20
tenemos que o) coeficiente de A os un enadreado, 3 hifh € Ag. 5i i esimpar, ol cocficiente

de A es 0,y el de A? s 2077 = o247 que uo s un cuadrado, y por lo tanto hfh € Beo.

El scgundo easo, i.e. f(\) = o212 L b es similar, y ¢aleulando obtenenios que
RFR(A) = o014 ')A 4 o¥F (1 4 a?HYN L a?h 4 al?,

que se puede Lratar de ln misioa formn que en el primer easo, dando como conclusion que
hfhe (Mig)o-

De manera que Ins hipitesis del Teoremn de Witk se satisfneen, y My = (A0, /) nehrin
nitidamente 4-transitivo en X, 3 por lo tanto |Afy[=11-10-9-8 = 7920,

o

ET procedimiento se pucde repoetir una vez mss, y oblenemos Afya.

TEOREMA 5.11

Existe un geapo nitidamente 5-transitivo A2, de grado 12, y de orden 12011:10:9-8 =
95040, v tal que el estabilizndor de un punto es Ay

Demostracidn: Sabemos que Afyy acbin nitidamente 4-transitivo en ¥ = {CG(9), co,w};
construiremos unn extension de Ay, que actiie en ¥ = Y U{R}. Definimos, en In notacién

de Wilt,

TFT=w

g = (w,c0)(m, a®)o*, 0" )0, %)

h = (w, Q)(a, 6*)(n?, e’ )b, a7).
(Nétese que ln g € My es la & de la extension pasada),  Observemns que el factor
(v, ?)(a?, %) a5, 67) de b se obtiene por [a permutacion de CG(9) dada por X = A?,

Claramente i{2) =w €Y,y ¢ € (Mn)o = Mg, Ademis B2 =1,y
gh = (w,, co)(m, a”, 0" )n?,n®, o'}

de orden 3.
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Para satisfhcer In 1iltima candicidn del Teoreman de With, notemos primero que si
fe{(Mi)u=Mp=AUD,

entosices N fh tammbién fija w. Por dllimo, venmog que iflr € Afyy: Si

al 4 h
e\ d

N = €A,

entonces o )
AN -
fh(A) = ﬁd—, 7
con determinante a®d® — e = (ald — be)*, que es v enndrado pues od — be lo cra,
Un argumento similar prucha que Afh € B si f € B. De maners que hMygh = Mg,
satisfaciendo Ing hipétesis de Witt.
Se sigue pues que Mz = (M, /) actaa nitidnmente S-transitivo en ¥,y por 1o tanto

tienc orden JAly2| =12-11.10-9. 8 = 95040,
0



VI. El Sistema de Steiner S(5,6,12)

En este capitulo introduciremon ln nocidn de Sistrina de Steiner y demostrareos algunns
de las propicdades basicas de ellos. Posteriormente, llevaremos a cabo una discusion de-
tallnela del Sistermna de Steiner §(5,6,12), que gharda intitna relacion con Mz, ol grign
de Mathieu. La discusidn del §(5,6,12) esta basndn en el trabajo del Dr. Humberto

Ciirdenns Trigos y del Dr, Emilio Lluis Riern.
DEFINICION

Senn 1 < ¢ <k < v enteros. Un Sistenin de Steiner de tipo S(2, &, v) es un par ordenado
(X,8T), donde X ¢s un eonjunto con v clementos, y ST s una familia de subconjuntos
de X (llnmmndos blogues), cirla uno con k clementos, tnles que cunlesqitiera ¢ elementos
de X catdn en nno y sdlo un blogue.

Los bloques de los Sistemas de Steiner no ticnen relacidn con los blogues de primitividad
de un grupo. Se trata shmplemente de dna coincidencia en In terminologin,

Dados los paramétros 1 < t < k < v, ol problema de determinar s existe un Sistema
de Steiner S(t,4,v) no esta resuelto. Las desigualdacles son estrictas para eliminar easos
poco interesantes. Si £ = 1, entonces tordo punto estd en un tnico bloque, y los blogues
son una particion de X. Si t = k, todo subconjunto con { elementos es nun blogue, Por

altimo, st k = v, entonces hay sdlo un blogue.

PROPOSICION 6.1
Sea (X, ST) un Sistema de Steiner de tipe St k,v) con 1 > 3. Sea x 6 X, Definimos

X'=X = {x},y ST’ como Ia familia de todas lag g — {x} con f# € ST que contiene a
z. Entonces (X', ST") cs un Sisterun de Steiner de tipo S(¢ — 1,k — 1,v —1).

Demostracian: Clarnmente X' tiene v — 1 elementos, los elementos de ST7 tienen & ~ 1
clementos cada uno. Por dltime, sean {x,...,21-1] € X’. Por lo tanto existe nn tinico

B e ST tal que {x,..., 11,2} C A,y §' = — {x]} diel bloque desendo,
0

Al sisterna (X', ST') de arriba se le lmna una contraccidn de (X, ST).
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Para abreviar, en vez de decir que (X, ST) cs un Sistema de Steiner de tipo S(2,v, k),
" diremos simplemente que (X, ST) es un St v, k).

Una manera comiin de contar elementos de un conjunto § C A x 2 cs I signiente, Para

cada a € A, se define

Sta, )= {he B}(a,b) €S}

yparncnda b€ B
S(,h)={neAd|(nb)E S}

Claramente

315, = ISC B,

a€A = ‘ )
pies nmbos Indos son ignales n |S]. Deducimos que si Va € A |S(a, )| = m y si
¥he B |S(,b)} = n, entonces ’ e T
m|A| =n|B|.

TEOREMA 6.2

Sea (X,ST) un S, k,v). Si b cs ol ndimero de hlogites, entonces

po Y D =2) (-t 4 1),
Tk =1}k ~2)- (k-4 1)

si r es ol nimero de blogues gue contienen o un punto = € X, entonees r no depende de

Ty
_(p=1v-2). (=t 1)

TR E = =T+ ])

Demostracidn: Sea A In familin de todos los stbeanjuntos de ¢ puntos (distintos) de X.
Entonces [A| = (}) = Le=tlfe=t) | Son ST el conjunto de blogques, y sen S C A x ST
qne consiste doe todns las parejns ({we,...,2¢},A8) con {z1,...,24} C f. Ya que cada
conjunto de ¢ clementos estd en un fnico blogue, S ({xy,...,#}, )| = 1; ¥a que eada
Dbloque # ticne k lementos, [S(,8)] = (¥) = HEL,[M Tenemos entonces que

kY vl
b (l!(k = t)!) BRTCED
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de lo que oblenemos que

b= ol (k=) _ovfv—1)v—2)--(v—t-+1)
T nl T W REk—N(k—2). - (E—LF1)

El niimero de bloques r que conlicnen o 2 es of mimero de bloques en In contraceion
(X7, 87") ol guitar a x. Vemnos pues que ¢ no depende de 2, y como (X', §T') es de tipo

St — 1,k = 1,0 — 1}, Ia forimnla se sigue de la primern.

g

5, Cuiintos blognes del S(#,k, v) contienen n un par de puntos =, »#? El sistemn contraido
(X', 8T") (e se obtiene al quitar r es de tipo S(t~1,k=1,—1}, y ot mitmero de blognes
' alf que contienet o v s iglml at nitmero de hl()qucs e contienen a {1" y) on (.Y,ST).
Podemos pues ealenlar ' como en el teoremn anterior, y obtencmos:

‘ p_(=2)v-3) - (n—-141)
T E= k=) (-4 1)

De manera similar podemos eontar ol niimero de blogues de (X, ST) que contienen p
puntos dados, con 1 < p < {, y oblenemos gque hay

(0= plo=p=1) (o=t 41)
(h=ph=p=1)--(h=t+1)

DEFINICION

Scan (X, 8T) y (X1, 5T} Sistemas de Siciner. Un jsomordismo de (X, 8T) en (X3, 5T))
es unn biyeecidn /1 .¥ — Xy talgue g € ST mpliea f(B) € §Ty. Si (X,5T) = (X,,5h),
un isomerfismo se lnma an antorordiswo, '

PROPOSICION 6.3

Todos los antornorfismos de un Sistema de Steiner (X, ST') formun un subgrupo de Sy.

Demostracidn: Elinico detalle que faltn es verificar si el inverso de un astomorfismo b es

un automorfismo. Pero Sy es finito, de manera que h=' = 2™ paraalgnua m > 0,y o5

obvio que &A™ cs un nutomorfismo si 4 lo es.

a
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TEOREMA 6.4

Si (.Y, ST} es un Sistemn de Steiner, cotonces su grupo de ntomorfisimos actia fichnente
en ST,

Demostracidn: Sen ¢ un automorfismo de (X, 5T) tal que $(f) = VF € ST'. Debomos
detnostrar que ¢ = 1x. :
Si x € Y, sen s(r) In familin de blogues que conticnen a a; de manera que |s(c)| =r. Ya
que $ es un automorfismo, ¢ls(x)) = s(¢(x)); puesto que ¢ fija todo blogue, $(s{x)) =
s(x). Por lo tanto s(r) = s(A(x)), y los bloques que couticnen n o son lu:x nismns Mogues
que conticnen a ¢(x). Si x # (=), los valores ealenlndos arribn nos dan que

(b= —=2)--(v—t+1) _ (0=2)(v—11)
=1k =2) k=t +1)  (k=2)-(F=t+1)

de mancra qite v — 1 = &k — 1, lo cual es impnsible pues & < v. Do manern que x = ¢(x),
yo=lx.

Pasaremos nhora aln construccidn de Sistemng de Steiner de tipo §(5,G,12). Empezaremos
defiziendo alguuns grificas y dando sus propiedides, y posteriormente se establecerd In
relacidn entre dichas grificas y los 5(5,6,12).

Para un 5(5,6,12), ¢l mimero de blogues debe ser 132, Esto se debe a que es fgnal al
wiuncro de maneras de escoger § clementos de 12 dados, entre el mimero de maneras de

clegir 5 de 6. Es decir,

1 9. . 9. B0
12 / 6 = 12.- - 12.11-10.9-8 - 92()1() =132
] 5 6. 57! Gt 720

Usando este mismo procedimiento, los siguientes resnlindos s establecen fcitimente:

PROPOSICION 6.5

Sea A un subeonjunto de X con | 4] = n Entonces el nitmero g de bloques que contienen

nAcs

.'
-~
s
(-]
—
(=)

n;

q: 1 4 12 30 GG 132
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PROPOSICION 6.6
Sen B un blogue fijo, y A un subconjunto de. B-con |A| = n. Bl ndmero rde blorues

B talesque BNB =A s

n: 5 4

r: 1 3

PROPOSICION 6.7

B es

&
=

n:

R I 45

COROLARIO 6.8

El complemento de nn blogite es un blogue,

Sea I un conjunto con § clementos. Delinimos G{f2) comn 1 griificn euyos vérlices son
los subconjuntos de I de 4 clementos, y {A, A’} es unn arista si y sélo si [AN.A'] = 3.
Es ficil verifienr que Gy(D) = L(Fg), In grificn de linens de e grifice completn de seis
vértices,

G2(17) es la grifica cuyos vértices son Ins 2,2,2 pnrti‘r:imu's de B, Las aristas son Ins
parejns {P, '} tales que PP = 0.

Notemos de pnso que el nfimera de vértices de G(3) cs (:’) =15, ¥ el de G3(3) os
7 (G) = $552 =16 tambiién.

Por otro ladn, ¢l ninnero de avistas de Gy (B} s el tiimero die subeonjuntos de 4 elementos
" ]

de B con 3 clementos en coman, i.e.

G 3y _6:6-4.3-2
a 2/ 32,2 T

En cuanto al ndmero de aristas de Gy(B), es ignal al nfmiero de 2,2,2 particiones ajenns
de B que se pueden hacer. Dada unn 22,2 particién, hny ocho 22,2 porticiones de 2

njenas a clln. De manern que el mimero de aristas serd gl o 52 = 60 también.
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GY(B) denotard In grificn complementaria dc.G’l (B), y GY%I) In (llc G'ﬂ]]).’

En una grificn G, un tritngulo son tres vértices, vy, va, v, tales que {vi,v2}, {v2,va) ¥

{v3,v1} son aristas de G,
Denotaremaos por B el conjunto de subconjuntos p € B con 2 clementos. Si 5,5 cs
una 3,3 particidn de I, entonces
Sx 8 ={pe BB |pn S tiene un sélo clemento}
SS={pe B} |pcC S}
Ss'={pe BB |pc §')
El siguiente loma se utilizard n memtdo mds adelante. Las pruehas son trivinles ¢ inme-

dintns.

LEMA 6.9
Si 8,5 es una 3,3 particion de B, enlonces:

(i) L descomposicion
BB =(SxS5)uSSuUS'S

es una particion de B3,

(i) St P cs unn 2,2,2 parlicion de B, entonces PP € S x 5, o interseen S 'x §',

58 y 86" en exactamente 1 elemento endn uno,

(i) Si PN (S x S') ticne mds de un elemento, entonces PC § x 5.

(fv)Si P,P',P" C §x 5 cs un tridngulo en Go(B), entonees §x§' = PuUpPup”,
Definimos ahora euatro griificas miis: ‘

Ly(5,5") es In grifien inducida en Gy(B) por el conjunto de vértices A tales que § C A
oS8 c4d.

Ly(85,S") cs la grifien inducida en Ga(B) por ¢l conjunto de vértices P tales que P C
Sx &'

Li(S, S') denatn In grifien complementarin de LS, §'), parn i = 1,2,
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PROPOSICION 6.10

Sea 8,8’ una 3,3 particidn de B, Entonces las grifieas Li(S, S’} (con i = 1,2) tienen dos
componcutes conexas, eacla una de ellas un tridngulo, -

Demoatracidn: Podemos identificar, sin perder generalidaed, a 17 ron {1,2,3,4,5,6}, y n
§ = {1,2,3}, §' = {4,5,6}. De mnuera que los vértices de Li(S,5') son 1234, 1235,
1236, 1456, 2456 y 3456. Los tres primeros forman un telingnlo ajena al formado por los
ultimos tres. -

Pnra { = 2, tenemos a
§x 8" = {141, {15}, (1,6], (2,1),{2,5}.{2,6). {3,4), {3.5). (3,6} }

de mnnera gue los vértices son {1,4}{2,5}(3,6}, {1,5}{2,6}{3.4}, {1,6}{2,4}{3,5},
{1,4},{2,6},{3.5}, {1,61{2,5H{3,4}, y {1,56}{2,4}{3,6]}. Los primcros tres nuevamente

forman un tridngulo ajeno al formado por los Gltimos tres.

N

LEMA 6.11

Si {P, '} es una arista de G2{3), entonces existe una 3,3 particion §,.5" de D tal que
{prycsSxs.

Demoatracidn: Sea sy un elemento fijo de B, Sean s),s) tales que Py = {s,s)} € P
y P{ = [51,93} € P'. Porlo tonto, & # s}, s # 35,y s} # s5. Sean 23,5 con
Py = {s,89) e P, P} ={shysma) €.

Por iltimo, definimos § = {s1, 82,01}, y §' = {s§,55,84}. Yaque PN P = @ por ser

{P, P’} una arista de Go(#3}, tenemoys que
B-(Pun)£B~-(Pun)

y por lo tanto sz £ 83. Adeds, podemos conelnir que PN =# y PinP; =® Por
lo tanto, sy # 92, s # s3, y por conslruccidn Py, Py, P, P} € § x 8. Por Lema 6.9(11),
PP CSxS,

0
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LEMA 6.12 .
Sea {Py, 2} una arista de Go(2), ¥y 5,5 wnn 3,3 particion de . Si Py € Gz.(u) ticne

un clemento en comin tanto con P como con Py, entonces
P, PCSxS' =NcsSxSs.

Demostracidn: En primer lugar, Iy y Py no tienen clementos en comin, por ser iuna
aristn de Ga(B). Eutonces, el clemento en connin de Py con enda una de ellns es distinto.
Concluimos que 1% tiene dos clementos que pertenceen o § % §', ¥ con esto, por Lema
6.9, (if)que s C Sx &,

a
PROPOSICION 6.13
Sea L C Gi(B) (para i = 1,2) tal que in graficn inducida en £ estd formada por dos com-

ponentes conexns, cadi una de ellas un tridngnlo. Entonces existe 5, 8" unn 3,3 particidn
de B tol que L = Li(S,5") (para i =1,2).

Demostracidn: Parn i =1, S es In interseceion de los vértices de nno de los tritogulos, y
S' la del otro tridngulo, Bostard ver que SNS' = #, pero si no fuers vacio necesarinmente
habrin uua arista entre los dos tridngulos, de manera que tenemos una particion.
y [ 1
Parn i = 2, sean Py, Py, Py y DL P, P 1os dos tridngulos de L, y sea S,8" una 3,3
) 1172, 13 s
particién de B tal que 4, P € § xS (posible por Lemn G6.11). Puesto que Ij, P}, I}
no son ajenos con Py ni con % (si lo fuernn Labrin unn aristn entre cllos), entonees sc
signe del Lemn 6.12 que P, P}, P € Sx 8. Como P; noes ajeno a Pf nia 1%}, tenemos
q 1172047 1 2

nuevamente por Lemn 6,12 que P3 C 8§ % &', que es lo que se requetin,

i
LEMA 6.14
Sean 81,8} y 52,53 dos 3,3 particiones de By eon SN S;={s} y SiNSy={+}. 8 P

y P’ son dos vértices de Gp(B), tales que
P,P'C 8§ %5 y DPPCcS:xS;

entonces {s,s'} € PN P,
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Demostracidn: Sea {s,t) € P. Yo que s'€ S, y I’ C 8§ x S}, tencmos ¢que £ € Sy,
Ademas, puesto que s € §2 y P C S2 x5, tencmon tombién que £ € §. Por lo tanto
€S NSy ={s}, de manern que t =o', '
Anilognmente, si {s,u} € P'yyaque ' C S %x 8 y s € 8, necesnrintnente n € S,
Y como P' C 83 x S}, sc signe que w € S5, ¥ por lotauto u = &' = ¢. Bn conclusion,
{s,s'}ePrnPr. .

C
PROPOSICION 6.15
Si {v,v'} es unn aristn de Gi(B) (para i = 1,2), enlonces existe unn y silo una 3,3

patticion de B, denotadu por 5,8, tal que v, v’ € Li(S,5') (para i = 1,2).

Demostracidn: Si 1 = 1, la interseccidn e N v’ determinn de manern duien In particicn,
pues dicha interseecion debe ser S o bien 87,
Si i = 2, por Lema 6.11 hay una 3,3 particion 8,8 de B tal que {00’} € S x 5; Si
R, [!" es otra 3,3 particidn de B con la propiedad de que {v,0'} € It x I, entonees por
Lema 6,14, como
mr'eSxS oy v eRx It

entonces (sin perder generalidad podemos suponer que SN R = {s} y SN R = {s'})
tentemios que {s,8'} € vN o', Pero Iniltimn interseccion es vacin, pues {u, '} s unn
arista de G2(B), lo cunl nos da unn conteadiecion. Concluimos pues que 5,5 os la sinien
particidn con la propicdad, terminando In demostracian,

' O
Sea §, 5" unna 3,3 particidn de B. Denolamos por D; (para i = 1,2) ol conjunte de aristas

de Li(S,§'). Definimos una funcion
o S T (G.v(B) - L.-(S,S'))

dada de I signiente mauera:

Parn i =1,si {A,A'} € Dy, entonces T(A, A') =B - (AN AT,
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Parn i = 2,5 {P, M} € Da,sen Py = {p}. Existe nna y sélo una Iy € Go(7) con
{p) € Py ¥y Py # Py # 2. Definimos pues (P, P) = Py

Tenemos que si {v,v'] C D; (parn i = 1,2), entonces {v, o', T(v,1')} es un tridngulo en
Gi(B). Parn i = 1, estose debe nque v y o' tienen séle 2 elementos en comiin, y T(v, v')
tiene silo 2 clementos en comiin con cada una de ellas (los otros dos)., Parn i = 2, pnes
los tres tienen interseceidn no vacia,

Notemos ademiis que Li{S,S5') no puede tener trifingulos, pries L(S,8") es isomorfa a la
grifica bipartita K53, y una grifiea hipartita no tiene ciclos impares, y en particndar no
tienc tridngulos. Tenemos pues, que necosarinmente T(w, o'} ¢ L4(S,8") (¥ por lo tando,
tampoco en Li(S,S')).

LEMA 6.16

Sen S, 8" unn 3,3 particién de B. St A € G(8B)—L(5,5'), entonees A; =B —(4NS)
¥ .A; =B — (AN S5') son tales que T(Ay, A3) = A.

Demastracidn: Sin perder generalidad, tenemos que § = {1,2,3}, §' = {4,5,6}, y A =
{1,2,5,6}. Por lo tanto In Ay construida es {3,4,5,6} y In A2 s igunl o {1,2,3,4).

Entonces

T(Ay, A7) = {1,2,3,4,5,6) - ((3,4,5.6] n {1.2,3.4}) = {1,2,5,6} = A.

LEMA 6.17
Sen $, 8 una 3,3 particion de B, §i P € G(B) - L2(S5,S'), entonees existen {9y, 1) €
D, tales que (N, P) = P.
Demostraciin: Sen P € Ga(17) — L2(5,5"). Entonces por Lema 6.9 (i), P = {p;,pz2,)
conpy ES xS, 1 €855 y pr eSS,
8i p2 = {s1,32)y pa = (51,92} ¥ definimos py = {sisi}, ph = {284}, Y = (s1,53)0
Py = {s2,3}}. Finnlmente si definimos Py = {py, 05,05} ¥ P2 = {05,053} tenemos que
T(Py, 1) = P.

0
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LEMA 6.18

Sen 5,5 unn 3,3 particicn de D. Entonces In funciin
T:1; — Gi(B) — Li(S5,5")

es biyectiva (parn i = 1,2).

Demastracidn: Por Lemas 6.16 y 6.17, T o5 suprayectiva, Para In inyectividud, simple-
mente notemos que ol mimero de aristas en Li(S, 8').es &y que es ol nismo mdmero de
vérlices de G(B) — Li{S,8') (parn i =1,2).

0

PROPOSICION 6.19

Sea §,5' una 3,3 particidn de B,y {A1, A2} onaarista de G(D) — Li(5,5’). Entonces
existen {A], AY) ¥ {4}, AT} aristas de LY (S,5') tales que T(AL AV ) = Ap y T(AY, AY) =
Az,

Demostracidn: Puesio que {Ay, Ay} @ Li(S.8"), 141N S| = |4, N &) = 2. Ademds,
|4y N Azl = 3 por ser arista de G(52).

Sen € = Ay N Az, y supongamos que |C N S| = 2. Considernmns, por Lema 6.18,
B—(A4NS), B—-(ANS),y B=(A2NS)B~(A208").

Pero B—(CNS) = B~(A1NS) = B~(A2N8F), sle manera que tomamos 4y = B~(CNS),
M=B-(4NS)y Aj=D0-{A,n&}).

Si |C N S| =1, entonces [C N S'| =2 y procedemos como arriba,

PROPOSICION 6.20

Sea §,8' unn 3,3 particion de B. St {P,P'} 3 {P', P"} son dos aristas de L4(S, §'),
entonces {T(P, '), T(P', ")} s unn avistn de Go( ) — Ly(S5,5').
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Demostracidn: Sean P = {p{,p2,;}, P'= (;'n!,v,';’z;‘p",};sr‘l’" _= (1;',',,1'2,1:_’1'}. Eutonees
PP = (puann) y TP, PY) = (g phi i), donde qay qai papai ¥ Paaph son Jns 3

;. ys 1. sonIng 3 particiones distintas de

particiones distintas de & —py; y g}, 25917055
B - RS e
Tenemos que py ¢ {q),05 93} P2 & {Pugn g}y

a0 ph 96095 60
Pero :
g\ Npy=0=qinp )
Por Io tanta T(P, Py N TP, P") = @, v por lo Lnto es arista de G ) Phicstes e
T(P,P') y T(P', P") no estan en 1,3(8,5"), el resultndo se sigue.
0
LEMA 6.21
Scan Ay, A2, Ax € G (3} tales que
ldindal ={denota] = a0yl =2
Entotices Ay = 3 — (420 43). ’
Dermostracidn: |B] = |A)|+ | Ax]+ [Aa] = | Nl = AN Ag| = [Aa NA] + |4y N Az N Ayl
Porlotanto 6 =444 4+4—-2-2-24[4; N Az Ndz|. De ahiqe Ay N (AN A3) =0,
0

PROPOSICION 6.22

Sean P = {prapayn}, P = {maphath) § P* = (s} . Entonces {2, P} os aristn
en Ga(D).

Demostracidn: Puesto que P! es particion y P # P, tenenios que [p;0py| = 0y
[piNpal =1 parn i = 2,3.

Pura j = 1,3, tenemos por In misma razon que [pf Ny = 1. Por diltimo, para i = 2,3,
y i = 1,3, tencmas que py # p'E, pi# pfyy p2 #pl Demnuera que POAPY =0,y es

una arista.

0
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PROPOSICION 6.23
Sea 8,8 una 3,3 particidon de 2, y {v,0'}] ana arista de LS, 5) (pare § = 1,2).
Entences son equivalentes: ’ o

(a) {v,v',0"} es un tridngulo en Gi(3)

(b) T(v,v') = v".
Demostracidn: (5) = (a) Si T(v,v') =", entouces por constroecion de T lt-um;um (que
{v,v', 0"} cs un tridngulo e Gi(B) (para i = 1,2). )
(n) => (b) Parn i = 2 es conseanencia inmedinta del Lema 6.17. Para ¢l caso d'n, i=1,

cono 1o son aristas de Gy(B), tenemmos que
lenv|=f'ne")='nol=2

"Por lo tanto, (Lema 6.21) v = B = (v'No"), ¥ por lo tanto T(v, ') = v,

[

Consideremos ahora wn Sistema de Steiner de tipo 5(5,6,12), ¥ un blogue B de él, junto
cont st contplemento J2'. Denotetnos por ST el conjunto de blogues del sistemn. Poesto
que tanto B como ' son conjuntos de seis elementos, podemos constroir lns grifiens
Gi(77) ¥ Gi(P'), con i = 1,2, Veremos como ol Sistema de Steiner dado define un
isomorfismio entre las grificas G1(B) y Go(B").

PROPOSICION 6.24
Si A es un vértice de G () entonees hay exactamente 3 subconjintos py,pa,pa C 5

tales que AUp; € ST para { =1,2,3. Ademdis, {py,pz, ) s véetice de Go(B).

Demostracién: Ya se tiene que hay exactnmente 3 bloques que inferseenn n 13 en 4, asi
que hiay exactamcnte 3 subconpmtos de B' que acompletan o a un blogue distinlo de
B. Adomis, st (AUp)N{AUp;) # A, ontonces 1 = j, pues de lo contrario serinn
blogues distintos que ticnen a cinco puntos en comsin, lo eunl es imposible. De mnnera
gue piNp; AV =>i=7,y {pr,m,pa} esunn 2,2,2 purticion de B*.

O
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Definimos entonces una funcidn entre los vértices de G(3) y Gq(B'}, que depende de
ST yde I,
Ps1,t Gi(B) — Go(B')

dada por
Psr.p(A) = {p1,p2.)
con pyyp2ypa los vinicos tres subeonjuntos de 2 que completan un blogue con A,
Si el bloque B queda sobreentendido, cutonees se escrilird simplemente Psr, o inchiso
P, en vende Pspyp.
PROPOSICION 6.25
La funcién Psp: Gy(B) — Go(B') definida en In Proposicidn 6.24, es un morfisinn e
griificns,
Demaoastracidn: Sean Ay, Ay € Gy(13) tales que |4y N Ap] = 3.

Sen P(A)) = (prwp2ara) ¥ P(A2) = (M), 2h)- Stpr = pj parn alguna j, entonces
tanto Ay Upy y Az Upj; tienen 5 elementos en comiin sin sor el mistmo blogue, lo enal cs
imposible. De manera que py # p; pora j € {1,2,3). Anilogamente se prueba con pz ¥

P, probanda que {P(A)),P{Az)} es una arista de Go(').

0
PROPOSICION 6.26
Sean S € By T C B' conjuntns con 3 elementos enda uno, ¥ tales que SUT es un

blogue. Entonces

(aeaum)a(sca)= rycTxT
donce T = B'-T.

Demostracion: Si P(A)Y ¢ T x T', entonces Ip € P(A) con pC T. Por lo tanto, AUp ¥

SUT tiencn al menos cinco elanentos en connin, o cunl es imposible,

g
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COROLARIO 6.27
Si 5,8 es nun 3,3 particion de B, y T,T" es un 3,3 particien ce. B, tales que SUT es
un blocue, entonces . e

Ps(L(S,8")) = Lo(T,T').

Demastracion: La igunldad es inmedinta de lns definiciones de Ly(S,S5'), ]{;(T;Z"), yode

que gracias a In Proposicidn 6.26, A € L(S,5") = Pgr(d) € L(T,T").
' 0

PROPOSICION 6.28 :
Si 51,5 C B, (S) # S,) son conjuntos con 3 clenmentos inles que Sy UT y S UT son

bloques, con T C 7, entonces §y y Sy son complementarios.

Demostracidn: Consideremos Ia funcién Pop, s Gi{B') = Go(B), Sean A, A" € G(J')
tales que AN A" = 7. Ior Proposicién 6.25, P(A4) 3 P(A'} son ajenos, pues forman via
arista de Go(12). Por Proposicion 6.2G, P(A), P(A') € Sy x S,y P(A), P(A') C S2 x 5
(Con S} =D - S;).

Por Lema 6,12, {5, 51} = {82,551, ¥ como §; # 82, tenemos que 8§ = §j, ¥ se prucha
ol resultadn,

a

PROPOSICION 6.29
Si Li(51,51) ¥ L(S52,53) no tienen aristas en contin, entonces P{L,(S5,57)) »

P15y (S2,55)) no ticnen aristas o comdin

Demaatracian: Del Corolario 6.27, P(Ly(S;,81)) = Lo(Ti,T}) (¢ = 1,2) porn algunns 3,3
particiones de B', T;, 77, tales que S; UT; e blogue,

St La(T1, 7)) y L2(T2, T3) tienew una atista {9, P’} en connin, por la Propaosicidn 6.15,
{11,77) = {T2. T3} Pearo la Proposicion 6.28 nos dirin que {51, 51) = {52, 53}, ¥ por lo
tauto Ly(S,5)) = L1(S2,5%).

0
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COROLARIO 6,30
Si A5, A2 son vértices de G (B), y AN Ay tienc dos elementos, entonces P(A;) y- P(A2)

son tdiferentes,
Demostracion: Scn Az € Gy(B) tal que {A5, Az}, {Az, Az} son aristas de G(B). En-
tonces hay dos 3,3 particiones de B, distintas, {51,571} y {52, 53} tales que

A Az € LS, 81) y A A € Ly(52,5,)

Por Ia Proposicidn 6.20, P(A3) # P(dz2), y ademds no son adyacentes,

PROPOSICION 6.31

Sen ST el conjunto de bloques de un S(5,6,12). Entonces el morfismo
Psrn: Gi(B) — Ga(B")

es i isomorfismo de grificas,

Demostracidn: Par Proposicion 6,25, cs morfismo. Por la Proposicidin 6,30, manda vértices
no adyneentes en vértices no ndyncentes, y mandn vértices adyncentes en vértices adya-
centes. De manera que es inyectiva, y aunbng con ol mismo niimero de vértices y aristns.

Por lo tanto es un isomorfisme de grificas.

0
COROLARIO 6.32

Si hay un Sistemn de Steiner de tipo S(5,6,12), entonees hay un isomorfismo de grificas
enire Gy (B) y Ga(B).

Demostracion: Claramente hay un isomofismo de G2(8’) en Ga(2) definido mediante

cunlquicr biyeccion de B' en B. Bl resultade se sigue ahora de In Proposicion .31,

]
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Pasnremos ahorn & ver cdmo un morfisino eutre dos grificns da lugar & un 8(5, 6,12).

Consideremos un conjimto Af de doce elementos, y B, 8' unn 6,6 particion de A . Sea
PGy(B) — Ga( 1)

un morfismo de grificas biyeetivo en los vértices. Tencmos pues que P es un isomorfismo

de griifiens.

LEMA 6.33
Si 5,5 es una 3,3 particion de B, entonees existe una, v silo unn 3,3 particion de 737,
T, 77, tal quc

P(14(8,8") = LoAT,T).

Demaostracion: Del hechio de que ' sea un isomorfismo, se dedice que ln grifica inducidn en
Ga(B') por P(L(5,5") ticue dos componentes conexas, cada unn de ellas un tridngnlo.
De 1a Proposicion 6.13 tenemos que existe nnn particion 7,7 con In prapiecelad desends.
Ademiis sélo hiny una, pues o de Jos tridngulos forza la particion por ef Temn 6.12, y Ia

funeion cs inyectiva,

]
Dada ln particidn 5,8 de B, denotemos por Qp(S,8") In vinicn 3,3 particion de B,
T, T, tal que P(Ly(8,5")) = Lp(T,77). De estn definicion oblenemos:
PROPOSICION 6.34
Ln funcisn
Qi {3,3 particiones de ] —» {3,3 particiones e '}
¢s una biyeacion.

Demostracion: Puesto que osti bien definida por el Lema 6.33, ¥ que por In Proposicidn
6.13 cs suprayectiva, basta probar que es inyectiva, Pero yn que P es un isomorfisma,
distintas particiones dan Ingar a distintas grafiens, y por lo tanto a su vez a distintas

particiones de 8'.

a



T Construccion y Propirdades del gropo M5

LEMA 6.35 . ‘
Sen §,S' unn 3,3 particion de B, -Si 4, A", A" contiencn n S y Qp(S,5") = {T\T'},
entonces

T x T' = P(A) U P(A)U P(A™).

Demostracien: Puesto que A, A', A" es uno de los tridngulos de Li(S, §'), P(a4), I”(A ),
P(A") es uno de los tridngulos de Ly(T,T'). Por lo tanto

P(A), P(A"), P(A") € T x T'

y de ahi que
rAYUPAYUPA") T x T

Ademis, son disjuntas dos a dos por formar un tridngule en Go(B'), de manera que
P . 1s - .
tienen nueve elementos distintos. Priesto que esa es In cardinalidad de T x T, tenemos In

igunldnd,

a
LEMA 6.36

Senbe B,y T={AeG(B)]b¢g A}. Entonces Ia fumilin {7?(A) | A € R} es unn
particidn de B'B' = {p' ¢ B' | |p'] = 2}.

Demostracidn: Ya que si JAN A" = 3, entonees P(A) es disjunta de P(A'), tenemos que
en efecto forman una particidn, si cs que cubten a todos. Como |R| = 5, y cndn P(A)
tiene 3 elementos, en tolal tengn 15, yue es precisnmente In cardinalidad de B'B', asi que

tengo una particion,
O
Ahora aseciaremos al isomorfismo P dado una faniilia de subconjuntos de Af, todos con
6 clementos, que llnmaremos bloques, Denotaremos esa familin por ST{B, P).
(i) B y B' son bloques,
(ii) Parn cadn A € G1(B), st P{A) = {pyp2, )}, entonees AUm, AUpz,y AUps

son blogues,



-l
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(#5i) El complemento en Af de los blogues de (ii).

(iv) Parn endn 3,3 porticidn 5,8 de B, sea @p(S5,5") = {7, T’'}. Entonces SUT,
SuT', S'UT y S'UT' son blogues, .
Tenemos pues 2 bloques de tipo (i), Tres blogues de tipo (17) por cada A € G1(B), para
un total de 45. 45 blofques de tipo (3ii). Y cuntro por enda 3,3 particion de B, para nn
total de 40 de tipo (in)
En tolal, hemos definido 132 bloques en ST(3, P).

TEOREMA 6.37

Sen A un conjunto con 12 elementos, B, B' una 6,6 particion de A, y
P:Gi(B) — Go(B")

un somorfisme de grificns, Fotonces My la familin ST(B, P) forman un Sistema de

Steiner de tipo $(5,6,12).

Demoatractdn: Sea D un snbeonjnuto de M con 5 clementos. Basta ver que existe nninico
clemento de ST(F, P) que contengna D, Sen a= DN B|=|C|,y b= |DNDB'|=|C|.
Aunlizaremaos los casos de (a,h),

Caso 1) (a,b) = {5,0). Entonces D C B, y por construcecion de Jos blogues ningin
otro tiene mas de 4 en comiin con I, por lo tanto B cs el tinico.

Caso 2) (a,b) = (4,1). Consideremos I(C') = {p,p2,m}. Losinicos bloques que
conticnen & C son 2, CUpy, CUp,,y CUp;. Puesto gue [C' =1, 3 e {1,2,3} tal
que C' C pi, de manera que D C CUp;, y os ol dinico.

Caso 3) (a,h) = (3,2). El blogque debe de ser de tipo (¥} o de tipo (iv). Sean
A, A A" los tres vériices de G(B) que contienen a €. Sea {1, T} = Qp(C,C") donde
c'=p'=-C".

Por Lemia 6.9 tenemos que T x T = P(A)UL P(A') U P(A"). Por Lema G9, Cf €
P(AYIP(AYIP(AWITTUT'T', quc es ina particidn de BB {(pues €' tiene 2 clementaos),
§i ¢ € P(AYU P{A")YU P(A"), cutonces existe uno y s6lo un blogme de tipo (#) que

contiene a D, Este blogne se obtiene fijaindonos en enal de los 3 uniendos estd, y tomando
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el blngue correcto, Por cjemiplo, si C* € P(A}, entonces D C AUp, AU pz, 0 AUpa,
donde P(A) = {pi,p2.71).

S5t C' ¢ P(A)UP(A)UP(A"), entonces C' € TTUT'T'. Como tante CUT como CUT'
son bloques, hay uno de ellos, y obvimnente sélo ono de ctlos, que contiene n B, 3 es de
tipo (iv).

Cnso 4) (a,b) = (2,3). Un bloque que contenga n D on este enso debe ser de tipo
(iii} o de tipo (iv). Sen 4 = B~ C. Hay dos cnsos: €' = B' ~ p para nlguna p € P(A),
o et ¢l otro caso P(A)C C x ',

Eu el primer cnso, tenemos que CUC' C M —~ (AU p), detipo (i), y clavamente os ol
tinico.

Eu cl segundo caso, tenemos que exisie S, 8" una 3,3 particion de D tal que Qp(S,S") =
{C",€"}. Por lo tunta P(L(S5,5")) = Ly(C',C"). De ahi que 4 € Li(S,5'), y por lo’
tanto § € A o bien §' € 4. Porlo tanto CUC' C SUC', 6 CUC' C 5 UC, blogque
de tipo (iv), y claramcente el tinico.

Caso 5) (a, by = (1,4). De haber dicho blogue, debe ser de tipo (i#). Por Lema 6.36,
tenemos cue

r((A [AcB-c})

es una particion de B'B'. De minnera que ' — €' € P(A) puravma y sdlo unn A de las
A C B~ C. Para dicha A, y sélo parn csn, AU (B’ = C') es un blogue de Lipo (i), y
CUC' C M- (AU(B' -C")).

Cnaso 6) (n,b) = (0,5). El inico blogue qne contirne n D es B', pries es el dinico
con cinco o mas puntos en conin con B,

W

Hemos pues asocindo a eada inorfismo de grifieas nn §(5,6, 12). Tenfnmos también aso-
ciado a cadn 5(5,6,12) un morfismo de grificas. Veamos que dichas asocinciones son

inversas una de la otra,
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PROPOSICION 6.38

Sen M un conjunto con dace elementos, B, B’ wua 6,6 parti

PiG(B) — Gu(BY)

nn morfismo de grificas biyectivo o los vérlices.. Entonces =

Psyapp =P 07

Demostracidn: Claramente, la P asociada a ST(B, 1), B es tal que
ST(B,P'") = ST(B, P),

pues los blognes de tipo (3) se defincen n pattir de P, y estos permiten definir: P" que serd
iguala P.

a
PROPOSICION 6.39

Si ST es Ia familin de blogues de un Sistema de Steiner de tipo 5(5,6,12), con 3 € ST,
cntonces

ST(B, Pyr,n) = ST.
Demostracidn: Si S,.87 ¢s nna 3,3 particion de 3, por ¢l Coralario 6.27 tencmos que
Psrn(Ia(S.5") = La(T,T)

donde SUT, y SUT' son bloques de ST'.

Por la definicién de los blogues de ST(B, Pgrn), en el easo cn que intersequen a 3 en
tres puntos, tencmos que en efecto estos son bloques. Por lo mistno, sus complementos
también son bloques de ST,

Claramente B y B' son bloques del sistemn creadn, Poriltime, la construecion de Psop

garantiza que los bloques de tipo (i) en ST(B, Pywp,3) son blogues de ST,
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Puesto que mnbos sistemas tienen 132 blogues, y hemos visto que
ST(B,Psr,z)C ST

tenemos In igualdnd.

a
Hemos pues eskablecido unn biyveccion entre los isomnorfismos de grifiens entre Gy(B) ¥
G2(3'), y los Sistemas de Steiner de tipo S(5,6,12) que contienen a B y n B’ como
bloques. Eutonces, dado un conjunto M de doce clementos y una 6,6 paticicn B, B’ de
&, el nimero de isomorfismos de Gi(B) en Ga{B') es independiente de In eleerion de
B, pues si C,C" es oten prrticion, biyecciones entre B y €, y entre B' y €' establecen
isomotfistnos de grafiens Gi{C) 2 Gi(B) y G2(C') = Go{B'). Llamemaos n a dicho

ntimero. De ahi que:
COROLARIO 6.40

Dado un conjunts Al de doce elementos, ol niimero de familing ST que definen i Sistema
de Steiner $(5,6,12) en A es T %X n.

Demostracidn: Como ya se dijo, In correspondencin (B, 1) — ST(B, ) es suprayectiva,
¥y VB € ST, Isp(B) estiien In imiigen inversn de ST hajo dicha asignacion,

Ademids, si In imdgen de (3,P) es ST, entonees B € ST por In Proposicion 6.39. De
manern que

P = Pgrenayn = Psroa.

Finalmente, ol ntunero e blogques de ST es 132, y el niunero de funciones n. Tenemos
entonees que hay
(f)-m _12-11-10.9-8-7
132~ 6-5-4-3.2.12.11
Sistemans de Steiner de tipo S(5,6,12) en A,

T
=Txn

Ahora, para cstablecer ln existencin de un Sistema de Steiner de tipo §(5, 6,12), basta
establecer un isomorfismo cntre Ins grifiens dadas. Esto lo haremios a continuacidn,
Sen M un conjunto con doce clementos; I, B' una 6,6 particion de M; S,5' unn 3,3

patticion de 73 y 7,77 unn 3,3 parlicion de B',
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PROPOSICION 6.41

Dado un morfismo de griificas
R:Li(5,8"y — Ly(T, 1)
biyectivo en los vértices, existe un inico isomotfismo de graficns
PGy(B) — Go(I')

aite extiende a R,

Demoatrocidn: Por ln Proposicion 6,16, dado A € Gy(B) — Li(S,S') tenemns gque
AN, A € Ly(S, 5
tales que T(A', A") = A. Consideremos R(A"), R(A")Y € Lo(T,T'), y scn

P =T(R(A'), R(A"))

Definamos P(A) = P = T(R(A'), R(A™)).

Supongamns que {4y, 43} es una arista de Gy(B) — Li(5,5'). Tomamos como en la
Proposicion 6.19 a aristas {4}, AV} v {A}, A7) en LS, 5%} tales que T(A, AY) = A, v
T(AL A} = A,

Por lo tanto T(R(A}), R(AY)) = P() v T(R(AY), R(AY)) = P(42). Por propiedades de
R, tencmns g { R(A}), R(AY}) es vna arista de G( D'}, Io mismo que {R(A}), R(AS)).
Por Proposicién 6,20, tenemos que {P(d;), P(A2)] es vna avistn,

Por riltime, tomemos {Ay, Az} unn arista de G((B) que liche un extremo en Ly(5, 5%},
y el otro fuern. Supongamos que Ay € Go(B) - 1,(S5,5'2). Entonces Ay ¢s adyacente
n Ay y aolro véstice del mistno triingulo que Az, ¥ a dos vértices del atro trisngalo de
L1(85,5"). Porlotanto Ay esInimsigen bajo T delos dos vértices de Ly (S5, ') a los cuales
no es ndyacente, De ahi que bajo P es In imdgen de los dos vittices en Ly(T,T') que

corresponden a los des vértices a los que no es adyacente. Entonces tiene uno en comnin

STA TESIS MO DEBE
SALIR DE LA BIBLICTECA
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con cadn uno de ellos, y tiene un elemento de In 2,2,2 particion en Tx 7', mmo en TT,
y uno en T'T". Por lo tanto, es adyacente a los otros dos vérlices de eadn teidngnlo, yen

particular . {A;). De mancin que In adyacencin tnmbién se respeln en esle enso,
Por lo tanto 7 es un torfismo que extionde n R,

Por In Proposicién 6.15 que garantiza la unicidad de In particion (que ya estd dadn)

cualguier otra fneidn coincidird con P fueen de dom(R), 3 P es dnien.

COROLARIO 6.42

Lns grificns G(B) y G2(1") son isomorfas, Por lo tanto li grifien Go(B') también es la

grificn de lineas de Iy, y por lo tanto exislen Sistema de Steiner de tipo S(5,6,12).

Demoatracidn: Basta dor M, B, B, 5,8, T, 7" y R como en ln Proposicién 6.41. Sean:

M={1L2,...,12)
B ={2,...,6}
B = {i,8,...,12}
5={1,2,3)
5" = {4,5,6)
1 = (7,8,9)
T = {10,11,12}

Por lo tanto, L (.5, 5') esta formadn por los tridngutos {Ay, Aq, Aa} y {A], .J\r',, AL} donde

Ay =1{1,2,3,4) Ay =(1,2,3,5) A1 ={1,2,3,6}
A} ={1,4,5,6) Ay ={2,4,5,6) A} ={(3,4,50}



. . VI | ‘imlomn c!-‘ Steiner 5(5,6,12) 81
Ly(T, T') esti formado p'(‘)r ! (Pl,l’z,[’d, lnmh R

}

18 .1}
mj {s 12] 19 111}'
\I’;’ {(: 12}, (s 11} 19, 1)}
P {[: 1), {8,101, {9, 12]}'

Defininios por altimo a R Li(5, 8} = LAT,T") por R{A;i) = I R(AY) = Pl Este

isomorfismo se extiende para dnrnos los siguientes valores de I:

P({1234)) = { , 10, {8,11}, {9, 19)} 1‘({1250}):{l?,s],(s,n).{w,lz]}
P({1235)) = {{. 11}, (8,12}, {9, 10}} 1’({13-151)={(7,9],{3,101,{11.121}
P({1236)) = {{ 12}, {8, 10}, (n,n}} PU{1346}) = {(7.11),{8,9},(1n,xz)}
P{1245}) = { }

{

{1.12), {8,9}, {10, 11}}  P({1356}) = {{7,3;,[1n,11),{9,:2)}

P({1246}) = {{7,8), (11,12}, {9, m]} I’([HSG}):{{7.1()).[8,12],[9.1]]}

p({2015)) = {{7,8), (10,12}, {9,11}}
pzsie)) = {{7,91.18,12}, {10,11} }
{17100, (5,93, {11,121}
P((2156)) = {{7,12), (8,11, {9,10}}
{tr, 48,100 19,12)}

P({2356)) =

P({3456]) =

PROPOSICION 6.43

El nmiimero de isomorfismos de grifiens P Gy(B) — Gy(53') es 6.
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Demostracidn: Ln Proposicion 6.41 establece una correspondencin entre ¢l conjnnto: de’

(5,7, T) y ¢l conjunto de isoinarfismos I, ; ‘-
Dado un jsomorfisimo P: G1(B) — Go(B"), donde {T,T'} = Qr(s, S§'}, tenemos que

(Sv P!Iu(S.S')'T)

cs ln imAgen inversa bajo dicha corsespondencin. De manera que ln correspondencin cs

Biyectiva, Y habri tastos isomorfisimos como clementos de (S, R, T).

Se clige una 3,3 particidn de uno, y una 3,3 particion del otro, y una funeion entre lns
grifiens corresponeientes.

Hay %G) = ;—;;} = 10 3,3 particiones de B, y 10 de B'. Hay el signiente ndmero de

isomaorfismos:

6 maneras de clegir In imigen de un vértice distingnido y dos de extenderla a todo el
tri'x'mgnln, ¥ 3! de extendetin n toda In grifiea, para un total de 6:6-2 = 72, ; Cudntos couté
repetidamente? Una misma funcidén se puede aplicar a cunlquicra de las 10 particiones de
B, tomaudo una y sdlo una de Ins particiones de B' al mismo tiempo. De manera que se

contaron 10 veces endn funcion,

Por lo tanlo hay 121812 — 790 = ¢! jsomarfismos.

1]
TEOREMA 6.44

Dado un conjinto M fijo con 12 clementos, el mimero de familins ST° que definen un
5(5,6,12) eny M es 7!,

Pemeatracidn: Pov Corolario 6.4(, el munero de familins es 7% 1, donde n es of nfunero de

isomorfismos que hny. Puesto qne n = 6! por la Proposicion 6.43, hny 7. 6l = 7! familins
i Y 1 PRI,

ane definen un S(5,6,12) en M.
0

Sea M un conjunto con 12 clementos, y B, B una 6,6 particion de A . Identifiquemos
como S(3) ol grupo de Ins permutaciones de elementos de B, y andlognmente como S(B")

al grapo de perataciones de clementos de B
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Identifiquemos cada vértiee de Gy(3) con In permutacidn de los dos clementos de D que
no estin contenidos en ol vértice. Con esta identifiencion, Ins aristas de Gy (1) estarin
cilre parcjns de trausposiciones (a, 1), (c,d) tal que el orden de (a, b){e,d) sea tres, ic.,
a=c.

Definnmos también G3(B') como In grifien cuyos vértices son los productos 7 = nyrrn
de tres transposiciones ajenas de S(B'). Las nristng son las parejas {7, 7'} tnles que 7a'
sen de orden Eres, ey, tales que 7y @' no tengan factores en comiin,

Tenemns que G3{B') os isomorfa a Go(B), identificando a cada 2,2,2 particidn de 07 con

¢l producto de transposiciones correspoudientes. Por cjemplo, identificando a
{{1,2},{3,4}, (5,6} } con (1,2)(3,4)(5,6)

Bu general, si o = (ay,02,...,01) cs un ciclo, entonces {a} denotari ol conjunto

' {ar,m2,..., a1},

y s eomplemento en B (0 en B') se denotacii por Tr;—)
Puesto que G1(B) & Go{B') &2 G3(3'), tenemos que Gy B) 2 Ga(B'), y cada isomorfismo
P entre ellos determina un Sistemn de Steiner $(5,6,12),  El sistemnn que queda, ya
traducido en términos de la nueva identificacidn que hemos hecho a los vértices de G(B),
y alos vértices de G(12'), es el signicute:

(i) B y B' son bloques.

(i1} Por cadn vértice v = (a,b) de G1(B), si () = ry7271, entonces (_:r—)u {ri} es
bloque, para i =1,2,3.

(iii) Los complementos en A de Ins blogues de tipo (8) son blogues,

(iv) Dada unn arista {a,0'} en G(B), o = (a,h), ¥ o' = (n,r), cutonees
P(a)P(c’') = 97 con v = (ry8,#} y 7' = (+',9',1') J-ciclos disjuntos. Entonces {aa'}U{7}
y (o'} U {7'} son blogues.

Cousideremios ahora STy v STy lns frniling de blogues de dos Sistemns de Steiner de tipo
S5(5,6,12) sobre M. Un isomarfisme

a:97y — ST,
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cs una permutacion o de AL tal que V2 € STy o(B) € §Th. -

El grupo de antomorfismos de un Sistemn de Steiner de tipo S(S,G,‘l’?.)”]n denotarenios

por Af'.

PROPOSICION 6.45

Sean STy y ST, familins de blogues de dos 5(5,6,12) sobre M,y seun By'y By bloques
de STy v STy respectivamente. Sean PG (1) — Ga(BY) y P Gi(32) - Ga(B3)
isomorfismos de grificas determinados por STy y §T3 respectivanento, Si o ez uun per-

mutacion de M con o(8) = Iy, entonees Ing sigiientes dos eondictones son ecuivalentes:
(i) 0: STy = STy cs un isomorfismo de Sistemas de Steiner,
(ii) El siguiente dingrama conmmnta:
I
Gi(Bh) ~5 Gi(B))
Gitm | L6s(m

Gy Lu o Gym)

Demostracidn: (i) =+ (i) Sen o € G (1), Denotemos P (o{n)) = r{ryr5. Enlonces

tenaimos que {a(a)} U {ri}, {#{a}} U {ri]} 5y {o(m)} U (i} son blogues de S1% que
contienen a {o(«w)}.

Por otro lado, si Py(a) = 7yr273, entonees

o(fajuin))
”(m U{r })
({77 U ()
son bloques. Por lo tanto tenemos los dres blorques de laforma {a(n)}U{r!} con i =1,2,3,

¥ los tres Lloques de In forma {o(a)} U{a(n}} con i = 1,2,3. Todos estos blogques

contienen a {a{a}}, que tiene 4 clementos,
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Sélo hay euntro bloques distintos que eantienen a un subeonjonto de 4 elementos dados.
Ademis, solo hay tres cuya interseccion con {o(n) U {7{} os exactomente {a(wv}]. Bstos

sont
{a(a}} U {13}

{a(a}} U {3}
1s. )
De manera que tenenos : B o
{atr)atr)} € {ri i ni}
Adcmis, tenemos que {ry}nfr) =0, [TJﬂ{ﬁ] = le {T{]ﬂ[‘f{] =W {rin{7) =0

Supongnmos sin perder geneealidad de n(rz)f_‘r;' y

ne a(m) = 5. Tenemos entonces

que : e
o(r) = By = (Lol U {a(r)})
=B, - (I3} uin)
=7 '

De manern que

{a(r, ),n(r‘;),rr(r_-l)} = {r{, 3, r4}
¥ ol dingrna connuta,
(i) = (i) Supongamous que ol dingenma contmutn. Usando In notacidn de arriba teneios
qtic

(it} = {oratma),atm)}
Sea B un blogue en $Ty. Debemos demostear que o(13) es un bloque en STy,
Si B =D, ¢ B =0, cutonces o(B) = By ¢ B respectivamente, ¥ por lo tanto es un
bloque,

Si B es de tipo (i), entonces es de la forma {a} U {r} para a ¥ 7 wlecuada, Por lo
tanto,

o(B) = {o(a)) Ua(r) = {a(a}fUr!

Pero puesto que 7} € Iz (o(a)), tenemos que a(B) es un bloque en STy de tipo (i),
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Si B cs de tipo (1), entonces M — B es de tipo (ii); por el caso anterior, tenemos
que a{A — B} ca un blogue en STy, Pero por ser o unn permutacidn, tenemos qun
a(M — D) = M — o(B). Por lo tanto o(D) cs el complemento de wn blogque de tipo (1),
3 es un blogue (de tipo (iii ).

Suponganios por dltimo que B es de tipo fin). Esto cs, tenemos que |20 837 = 3. Sean
e’ € Gi(I3) con an’ = B0 By por lo tanto {a, '] es una arista de G4(37}, ¥ por
lo tanto Py (a)Pi(a’) se puede descomponer como el praducto de dos 3-ciclos ajenos, i,
Inyy, (YN {']) =0 tales que (o) Pp(a’) = 197,

Por [0 tanto tencmos que B = {an'JU{7} o bien 2 = {aa’}U{y']. Ademis, {a(a), (o)}

cs unn arista, y por conmutatividad del dingramn tenemos que
n (n(nv)) Py (n(n')) =0 (I’;(ﬂ-)l’,(n'))
=0a(17)
= a(1)o(~")

Sélo hay dos blogues en §Ty ¢que juterseenn n J3) en exactnmente a(o)a(a’), ¥ esos blogue

son exactamente

{rtmatat} u {an)
{n(n«)v(n')} u {ﬂ('r')}

¢qute satisfncen ambos ol eriterio parn ser bloques de tipo (i)

En cunlquier cnso, tenemos que o(B) es un blogue, de lo que concluimos que o es un

isomorfismo de Sistemns de Steiner.

Si ¢ € S('), entonres In conjugacion por @ es un antomorfismo de Gy(B') que deno-

tavemos por Gi(e). Esto se debe nque o(B’) = B’

LEMA 6.46

Sca o unn permutaeidn de B' tal que Gi(a) es Inidentidnd. Entonces o os In identidad,
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Dremostracién: Supongnmos sin perder generalicdad que B’ = (1,2,3,4,5,6}. -
. Sea p =(1,2)(3,4)5.6), p' = (1,2)(3,5)(4,6). Por lo tanto,

o(p) = (e(1),0(2)) (o(3), o (4)) (o (6),2(6)) =p

o(p'} = (a(1),0(2)) (2(3),0(8)) (0 {4),9(6)) = '
Por lo tanto (a(1),#(2)) = (1,2}, y tenemos que a ({1,2}) = {1,2}. Consideremos nhorn
m o= (1,3)}(2,1)(5,6), y py = (1,3)(2,5)(4,6). Obtenemos entonces que o ({1,3}). =
{1,3},y por lo tanto a(1) = 1, o(2) = 2, y 0(3) = 3. Proscguimos en forma anilogn
para obtener que o(4) =4, #(5) =5 ¥ o(6) = G, concluyendo gque o = lg,.

0

PROPOSICION 6.47
La funcién Se — Anl(Ga) es nn isomorfismo.
I)v.'.mnslmr:in'u: Tenemos que Gy = Ga como grificns. l“ur'slyo que Gy tiene 6! nutomordis-
mog, tenemos que [Aut(Gh)] = 6l La correspondencia es inyeetiva por ol Lema 66, ¢ ¢l

. PP ' . . .
dominio y el contradominio tienen ntabos 6! elementos, demostrdanedose que es isomerfismo,

g

PROPOSICION 6.48

Sean STy y STy dos 5(5,6,12) sobre M, ¥ sean By, B; bloques en 8Ty y §T; respee-
tivamente; sen o: By — Iy una biyeccidn, Entonces existe nna tnica o's B) — B3 tal que
ol siguiente diagrama conmuta:

aumy L ocua

Gty | lesa")

G I Gy

Demastracién: Py o Gy(o) o l’l" es un isomorfismo de Ga(B}) en Gy(43). Por la
Proposicion 6.47, tenemos que Jo' € Sy tal que

Ga(d') = Py o Gy{w)o IY!
y daramente hace conmntativo al dingrama. Puesto que In correspondencin ern un iso-

morfismo, In o' es finica.

O
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¥ grirp 17

TEOREMA 6.49

Salvo isomotfismos, existe un finico Sistemn de Steiner de tipo S(5,6,12).
Demaosiracién: Todo Sistema de Steiner de tipo 5(5, 6, 12) se puede pensar sobre el mismn
conjunto Af.

Todo Sistera de Steiner de tipo (5,6, 12) proviene de un isomorfisnio de grificns
i
Gy(h) — Ga(B)).

Dados dos isomorfismos - K
G(By) =2 Ga(B)),
y . Gi(Ba) - Ga(D})
y dada una biyeceién 7 de By en D, hay una o' de B} en B que hace conmutativo el
dingrnma por In Proposicidn 6.45. Considerntdo Ia permutacién 7 U o', tenemos que el
siguiente diagrama ,
GuB) Gy
€ (rua’) | lGalrun"y
Gi(By) LB Gl

conmuta. Por ¢l Lema 6.46, r Uo' es un isomorfismo entre los dos (5,6, 12) <ados,

O

Eslo terminn nuestra discusidn del Sistema de Steiner de tipo §(5,6,12). En ol capitulo

signiente estnbleceremos Ia relacidn que guarda con el Grupo de Mathien.
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Este enpitulo consta de dos parte. En In primern, analizaremos In relneion entre el Sisterma
de Steiner de tipn §(5,6,12) y ! Grupo de Mathien Ay, De esa relaciin se obtendrin
nlgunos cemjuntos de generadores, una vez dado el grpo, En la segunda parte, se dari
un método para obtener un conjunto de permutnciones gue generan a Az Ambas partes
estdn basadas en el trabajo del Dr. Humboerio Cardenas Triges, y del Dr. Emilio Lluis
Riera. .

Considercmos nn Sistema de Steiner de Lipo S(5,6,12) sobre el conjunto Af = {1,...,12}.
Llamemos al grupo de sus automorfismos A, Puesto que ol 5(5,6, 12) es tinien salvo

isomorfismos, ¢l grpo M’ queda bien determinado salvo isomorfismos.

TEOREMA 7.1

M’ es nitidamcente 5-transitivo,

Demoastracidn: Sean xy,77,25,2q,75 € M distintos entre sf, y y1,¥2, Va5 € M dis-
tintos entre sl. Hay que exhibir un clemento o € M’ tol que a(x;) =y para i =1,...,5.
Denotemos por 4 = {ry,...,x5}, y sen 1 € ST el dinice blogue que contiene a A,
dignmos B = AU {z}. Sen 1) el finico bloque que contiene n Ay = {y; ..., ys] , digninos
By =AU (5]}

Construymmnos In o en cuestion. Claramenie pedimos que ofa;) = y;, ¥y ademis podimos
o(z) = z;. Tenemos pues que o(B) = By,

Por Propesicion 6.48, tencmoes que existe nna inica ¢': B’ — B) (donde B'=M -0,y

B| = M — By) que hace conmutativo el dingrama correspondiente:
GuB) M GuB)
Gi(m | 1Gate"y
TCH R N )

donde P, y P son isomorfismos entre las grificns determinndos por el Sistema de Steiner

con Cl que conenzZamos.
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Tomemos p € Syz detal forma que ply =0 ¥ plpr = o', Por Proposicion 6.45, puesto
que cl dingrnmn contnuta tenemos que pes un antomorfismo del Sistema de Steiner, y por
lo tento p € ALY,

Tenemos pues que M’ s S-trausitivo,
Sen v € A tal que 7(A) = a(A). Como 1 € M', tenemos que necesarinmente 7(3) = By
y por lo tanto 7(2) = 5.
Eutonces tenctos que 7' = r|p = o, y como In Proposicion 6.48 gnrantiza que In manern
de completarln n todo A cs vinicn, tenemos que 7|pe = @', de mancra que 7 = a. Porlo
tanto o cs Invinica que mnnda A en A, , y Ia accidn es nitida,
En conclusion, A’ cs nitidaiente H-transitivo sobwe A

.
Presto que ya tenemos clasifiendos o todos los grupos nftidamente 5-transitivos, tenemos
de hecho yn elasificado o M', Notemos simplemente que ta nccion de M’ es sobre un

conjnnto cott doce elementos, parn concluir qne

COROLARIO 7.2

A’ = My, o] Grupo de Mathieu de grado 12,

COROLARIO 7.3

El grupo de automorfisines del Sistema de Steiner de tipo 5(5,6,12) es ol grupo de Mathien
de grndp 12.

Convenimos pnes os denotar por Mz al grupe de putomorfismoes de un §(5,6, 12), pues
dehe ser isomorfo al gripo de Mathien.

Procederemos nliora en sentido inverso, Dado wn grupo nitidamente 5- teansitivo de grado
12 (¥ por lo tanto isomorfo a My ), definitemos un sistema de blogques asocindo a él, que
se prabara después es wn S(5, 6, 12).

Sen M C Sz un grupo nitidamente 5-iransitivo. Las letras {1,2,...,12} Ias denominare-

s panlos. Notemos que M = My,
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LEMA 7.4
Si o = (1)(2)(3Y(4X5,6) ++ s un elemento de A, ¥ {a,be,de, [} = {1,2,3,4,5,6},
entonces (a)}{bYcHdXe, f) -+ también es un elemento de A,
Demostracidn: Tomemos p € M con p =(1,2)}{3)(5,6) -+, Tenemos que p es de orden 2,
Por lo tante

pap = (2 (1)(3)=)6,5) -
dowde = p(1). Yn que pop coincide en § clementos con g, tetnemos que pap = a y por

lo tanto p{d)} = 4. Tenemos pues que
no = {1,2)(3)(4)(5)G)--- € M

Dec manera andlogn obtenemos el resullado para los 6 suliconjintos de dos clementos de
{#)b e, dy e, [} njonos a {5, 6}, multiplieando por In p adecunda, Tomnndo nhora a o' = po

lo probamos para los ajenos de {1, 2], y asi sucesivianente hasia cubrir tados los cnsos.

o

DEFINICION

Un Blogque en A es un conjunto {a,b,e,d,c, f] tal que (a)(b){cXd)c, f)---€ M.
Debido al Lemn 7.4, el concepto de Blogue esta bien definido,

M{a, b, c,d) denotard el estabilizador de a, by c,d en A

Notemos que pucsto que Al 2 Mg, tenemos ya informacion sobre su estructura, ¥ In de
M{a b, e,d) pnra eunlesquicra cuntro puntos a, b e, d. En primer Jugnr, M{a, b, e, d) = @
el griupo de los cuaternios. En particulor, Af{a,b,e,d) tendrd silo un clemento de orden
2. También tencmos qne es regular (i.e. nitidmuente 1- transitivo). Tenemos tnmbifn e
un clemento de orden 2 gque fija al menos un elemento debe fijar enatro, y que un clemento

que fije exactamente tres puntos debe ser de orden 3.

TEOREMA 7.5
La familia de boques de Af definidos arriba forsman un Sistema de Steiner de tipo

8(5,6,12) robre ¢l conjunto de pintos.
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Demostracidn: Sea X = {a,b,¢,d, e} € {1,2..,,12) con 5 clementos.

Sen o € M tal que o = (a){b){c)(d,e) -, i’m" Io tatito ,,‘,éﬂ de orden 2, y fijara algin

otra letrn, dignmos f. Entonces
o = (@) -

Entonces {a,b,c,dye, f} os un blogue. Si B' = {a, b c,dye, ¢} e Lambidn un blogue,

cntonees

(@)(b)(e)(d)(e ) € M

Como tenemos también a (a){d)(e)(d)(e, f)- - en Ay nmbos de orden 2 y elementos de
M(a, b e,d). Puesto que M(a, b e,d) = Q tiene silo un elemento de orden dos, y teneimos
que amhos son igunles y f = g. Entonees 3’ = B, y ¢l bloque es el finico gue contiene a

X. Tenemos pues que forman un $(5,6, 12).

a
Denotemos nl S(5, 6, 12) asocindo o M por ST(M).
LEMA 7.6
M ¢ aut(ST(AD)).
Demostracidn: Sen 3 € ST(M), o € M.
Si B ={ahcdec, f}, entonces (a)(b) e d)e, f)--- € M. Por lo tanlo

(@(m) (#(8)) (e (N} (e(D) (o (e)y ol f)) - - € M
Por lo tanto,
{o(a),a(b), oc), 0(d), 0(c), 0(f)} € ST(M)
y por lo tanto o € Aut (ST(AL)).

O

De csto deducimos, por supuesto, que de hecho Af = Aat{ST(A)), pues tienen I misma

cardinalidacl.
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LEMA 7.7

Siog#1y o€ M, entonecs existe pe M ial que op tiene nhs puntos Gjos que a.
Ohscrvacién. En enso de que o tengn 4 puntos fijos, g serd o~ uecesariamente. St o
tiene menos de cuatro puntos fijos, ap tendri mis puntos fijos nque o, pero sin ser ln
identidad.

Demastracidn: Sea F(r) el conjunto de puntos fijos de a, y sea Fla) € {a,b,¢,d}.

Sean e, f tales que a(e) = [,y e, [ & {a.byc,d}.

Sen p € M(a,b,e,d) con p(f) = e. Entonces p #£ 07! si 7 1no tiene cuatro puntos fijos,
putes entonecs o & Af(e, b, e,d).

Pero op(f) =o(e) = f, ¥ oplim s In blentidad, de manera que ap fijn miis elementos

qua o. Si @ no fijn enntro elomentos, op no es la identidad.

0
TEOREMA 7.8

El conjunto
UM (a, by,
i
genera n Af.
Demostracidn: Dado a € M*, 3p € M tal que pa fija exaclamente 4 puntos. Por lo
tanto, pa estd en la unidn dada arriba.
Ademds, por construecidn, Ir.y, 2,0 € {1,...,12} tales que p € M{x,y, 2,w) (ver Lemn
7.7).
Por lo tanto pa € (L JM{a,b,e,d)), Como p € (UM (a, b e,d)}, entouces tambidn estd su
inverso, y tenemos que
p\(pa) = a e ({Jar(a, bye, ,1))
Por Io tanto M C ({J M{a,b,e,d)) C M,y tenemos ln igualdad.
]
De aqui podemos tambicn coneluir qite M < Az (hunque este resalindo ya lo teninnos
por la construcciin de Hall), pues enda M {a, b, e, d) esid fonnado de permutaciones pares,

y ellas generan a Al
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PROPOSICION 7.9

Si y: 3y = 7 es unn biyeeridn entre bloques By y By de ST(A!), entonces Ao € M tal
que ofp =,

Demaostracidn: Sen X un conjunto con H elementos de By = (n,b,c.d,c,f)., yr =
(a)(0X(e)(d)(er f)--- € M. '

Sen o € M tal que a]x = 1lx (lo cual es posible pnns‘r-s S5-transitivo). Tal o cs fmica.

ore”! = (n(n)) (n(lv)) (ﬂ(c)) (a(,l)) (0(0),0( f))

y o{By) = {o(a),a(b), 7(c) o (d),o(c),a([)]} €8 unbloque de ST(M). Puesto que contiene

n (X)), tenemos que a(3) = 4(By) y es tinica por construccidn.
, 0
Sen 7 un bloque de ST(M), y B' = {1,...,12} — I su complemento, Definimos unn

funcién
P:S(B) — S(B')

como signe: dado 8 € S(B), o & M tal que ajy = . Definimos entonces P(f) = a|pe .
Si 1.3y — By es una hiyeeeion de 2y cn By, denotaremos por S(4):S(8,) — S(i7;) o
homomorfismo dudo por S(y)(3) = B8y )
PROPOSICION 7.10

(i) P:5(83) — S(B') es un isomorfismo,

(3i) Sean By y By bloques de ST(M), y B}, B} sus complementos es {1,...,12}.

Sioe Mcetal que ()= B2,y v =0lp,, 7' = o]y, entonces el siguiente dingrama
] H £ &

connuia

sy 1 sy
ml 1m
sy 19 sy
(if) P(G\(1)) = Ga(B') y P(G3(1) = Gy(D')
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Demnstracidn: (i) Clarminente ea inyectiva, y por lo tanto os biyecliva. 8t 4,6 € 5(2),
entonees o, 1 tales que ol =, |y =&,y porlo toto roo|y =80, y esln sinien.
Por lo tanfo es un isomorfisme.

(i) Sea € S(B1). Por lo lanto 3% € AL 1al que 8]n, = . Por lo tanto Pi(y) = i,

‘onemos pues que

S M) = SONEm) = 18l

v por lo tanto §(7)(¢) = vip7~"+ Entonces In'y € M. tal que gl =107~ s 1) =6yl

Tenemns entonces que e B

P2 (S()e)) = Pataer™) = n6lmy !
y & dingrnma conmuta,

(i) Si o = (n,0) € Gyi(77), entonees ln ¢ € A parn In P es de orden 2 ¥ es tinicn.
Entonces (a) € G(B').

Si ev = (a,h),n' = (a,c), entonces Ins P(a) y Pa’) son ajenns, o de lo contratio coinciden
en lag tres leteas fijas dn A2,y ln permutacion que tienen en eomiim, de manern que coineiden
en § letras, y por lo tanto son iguales. Pero ynque P es isomorfismo, mandan distintas en
distintas, Tenenns pues que P{a) os ajenn de P{o’), y P manda aristas en aristas,
Puesto gue es hiyectivo en los vértices, P(G(B)) = Ga(B').
Notemos que, abusando un poeo de la notacidn, P es su propia inversa (lomando la
P' asociadn n la asignacion inversa B' — B). De monera que P(G(B)) = Ga(B') =
P(P(G(B))) = P{Ga(B")) = G(B) = P(G3(D")), y trnemos que P(G3(B)) = G(B).
O
COROLARIO 7.11

Si v =(1,2)3,4)(5,6)(7,8)(9,10)(11,12) € M, entonces {1,2,3,4,5,6} no es bloque de
ST(Af).
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Demnstracién: Si-{1,2,3,4;5,6) o8 bloque, eatoices
}'((1,'2)(3;-1)('5,0)) =@ 8)(9._ioj(;1, 12)
pues 7 € My por Proposicion 71()(m) Ja,be {1,..,12] tal ([l‘ll!
' .I’((a,rf))) =, 8)(9.10)(1i.1:;)._ B

Pero csto es una contradiceion, pues P es isomortfisio. -+

resultndo, nunqgue. ya lo cono-

Del iuciso (iii) de ln Proposicidn 7.10 se sigtro o Vsriguio'lrl

cinmos por conteo:

COROLARIO 7.12 ) » :
Si B csun blogue de ST(AM), entonces B3 = {1,...,12} = 1 tamhiéu es un bloque.

Denotemos ahora por T'C M el conjunto de los elementos de orden 2 que fijan al menos

un punto. Tenemos pues que cada clemento de T fija exactmnente 4 puntos.

PROPOSICION 7.13

(i) El canjunto T' genera n M.

(it) Los clementos de T son conjugndos 2 & 2.
Demostracién: (i) Basta ver que Ins clementos de T generan al conjunto de elementos de
arden 4 que fijan 4 puntos, pues calonces generan a los M{a, b,¢,d) (que estin formados
por Ia identidad, 6 elementos de orden 4 que fijnn cuntro Ietras, y uno de orden 2), y por
lo tanto a todo Af.
Sea @ = (1)(2)(B}4U5,6,7,8)--- 1 tal clenento. Consideremos a los signicntes lees

elementos de T':

T = (4)(5,6)7)8)- -
72 = (A)B)(G, T)8) -
Ty = (UB)ONT8) -

Entonces nyrpmy = (4)(5,6,7,8):++, y que coincide con o en § punios. Por lo tanto,

o =rrr,y I genera alos M{a,be,d), y por lo tanto n tedo M,
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(it) Sean o = (1)(2)(3)(4)}(5,6) -y T = (u)(i»)(c)(rl)(c, f)eer clementos de T Sen pENM
tal que : )

pM=a; p@2)=b p@d)=c pB)=c; pl6)= ]
enlonces

pop™! = (@) (B ()(A(4N) (e, ).

De nhi que p{4) =d, y o y 7 son conjugndos.

. 0
Probaremos aliorn que M (y por lo tanto Mz noquien es i.su-mm'l'n) €s 1 grupo éimpln.
LEMA 7.14 _
Sen H # {1}, If 4 M. Entonces Ip € H* que fijn ol fuenos i printo.
Demostracidn: Sea 1 # p € H. Sicl orden de p cs par, entonees 2|o(p)|a(11), y 7 tiene
un elemento = de ovden 2.

Si r tiene puntos fijos, hemos terminado, Siono tiene puntos fijos, entonees sin perder

generalidad tenemos que
7 = (1,2)(3, 4)(5,6)(7, 89, 10){11,12).
Sen o € M, o= (2)(3)(4)5,6) . Bntonces

arg =(3,4)(5,6)...

y raro(f) = 5. Por Corolarin 7.11, {1} # t (pues de lo contrario- {1,2,3,4,5,6} serin
un bloque),

Tenetos pues que rata(2) # 2. Enloners roro € M, fijn 2l 5, y no es In identidad, asi
qne es ol clemento que buseabimos.

Supongamos entonces que p tiene orden impar. Si el orden de p es 11, entonces es un
ciclo de longitud 11 con un p'unl,o fijo, ¥ hemos terminado, Supongamos entonees que p

no es de orden 11. Escribimos a p de In siguiente manern:

p=Labe,. . Mo, f.0)
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con a,b,e,d,e, f distintos entre &i. Tomemos el clemento de Af 7= (a,b)(c)e)(f)++.

Pot lo tanto, rpr € H,y prpr € . Pero

pror(b) = pro(a) = pr(h) = p(a) = b,” .

e mnnera quiee fija nl menos 1n pnto, y Loy
pror(d) = prp(e) =

de manern que no es la identidad, ¢ os ¢l elemento que buscabmnos,

TEOREMA 7.15

Si M C Sy2 cs nitidamente 5 -transitivo, entoures Af es simple,

Demostracién: Sea {1} # H a M. Por Lema 7.14, tenemos que Ip € [I* con puntos fijos,
Si clorden de p s par, entonees H tiene un clemento de orden 2 con puntos fijos, a saber,

si o{p) = 2n, p" es de orden 2 con prntos fijos. Por Proposicisn 7.13(#), ticoe a todos los

elementos de orden dos con puntes fijos, y por In Proposicidn 7.13(5), es todo Af.

Si el orden de p es impar, podemos escribirlo como
p={a)byeyn iy d)

cont=ecdéxr#ec. SenreMceomr=(a,d)(b)c,x) - (i.e., 8 r=c entonces r fjan

c; si x # ¢, entonees los intercanbin). Entonces pr = (a, b e,d)-- ¥
o = prpr = (me)(hd)-- € H.

Si 7p es de orden 4, entonces o tiene puntos fijos (pues M < A, , v por lo tanto pr #£
(ay by e,d)ey £ua,h)(F, kot m) ), ¥ tenemos el resalindo, por el caso anterior,

Si a? £ 1, entonces pr no es de orden 4, y tenemos en # un elemento, distinto de In
identidad, que fijn 4 puntes. Entonees ya sea 8, o sn euadreado, son de drden 2, y fijnn
puntos, pues o2 € M, by e, d), y ol resullado nuevamente se sigue.

O



VII. Construecion de Chirdenas-Lluis 090

COROLARIO 7.16

Al ea simple,

Veremos ahorn como exhibir un conjunto de enntro generndores parn A

LEMA 7.17

Si o = (1)(2)(3)(4)(5, 6)(7, 8)(9, 10)(11, 12)“e M entanees = By

[

o = (5.6)(7, O 10K11)(12

Demostracidn: Puesto que o € M, ) = (1,2;3,4;5,‘6
Moques de ST(AT). ‘ S

Tenyemos pues que sus C(‘Jll\]lll.‘lll(‘ll'()s, By = {7' o ' 12]}‘ ]j/ e {5, 6; 9,10, 11,12} Tidn
son blogques. g o o

Entonces

7= (7,8)(9)(10)(11)(12) -+
72 = (5,6)(9)(10)(11)(12) -+
son elementos de M. DPero en M séle hay un elemento de orden dos que fije n cuntro

prmtos dados, de manera gue 7y = 7. Por lo tanto

o = == (5,6)(7,8)(0)10)(11)12) - € AL

LEMA 7.18

Si o = (1)(2)(3)(4)(5,6)(7,8)(9,10)(11,12) € M, entonces existe
o = (DE2UI)(7,a,0)(8,c,d) -+ € M

con {a, byc,d} = {9,10,11,12}.
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Demastracidn: Sen p=(1)(2)(3)(4,5)--- € M. Euntonces p fijn tisubidn al 6,y |

0 = po = (1)(2)(A)(4,5,6)- -

Por lo tanto o es de orden 8, y o(7) #£ 8 y p(8) ;‘ 7. Esto _liif-irflti.“P-l‘l»ffr;ﬂi (%) = 8,
tenemos que e fija a 4 elementos sin ger do orden 2 6 4, y lo VIil‘l‘Sl"’l)’]HlH;l’l'!‘l”\ sip(8) =7.
Entonees i :

o = (1)(2)(3)(4,5,6)(7,a,0)(8,c,d).

TEOREMA 7.19
Si By = {1,2,3,4,5,6) y B2 = {1,2,3,4,7,8} son bloques en ST{A7), y

G ={oeM|(e(B)=B)V(o(B) = )}

entonces G genera a M. Ademis

a = (1{2)(3)(4)(5,6)(7,8) -

a' = (5,6)(7,8)(M)(10)(11)(12) -+
estin ambos en G,y paracadn 7 € T, existe 0 € G talque 7 = oae™! o bien 7 = ga'e™!.
Demostracién: Por Lema 7.17, o € G por construccidn de By, Por el mismo lema,
tenemos que o' € M, y por lotanto o' € G

Scon B} y B} los complementos de By y Bz en {1,,,.,12} vespectivianente. Sea
r=(a)(b)(e)d)(r,J) - €T

Tenemos tres ensos:

(%) {a,bye,d} C By. Entonces existe o € M tal que o ({1,2,3,4}) = {a, b, ¢,d}. Por
lo tanto cas™! fijn a a,b,e,d ¥ 5 de orden dos. Pucsto que sélo hay un clemento de
orden das que fije o a, b, c,d, tenenios que cac™t = r; adeands, podemos elegir o gne
mande alguno de fos otros dos puntos de By en iy, de manera que @ manda By en si

mismo y es clemento de G
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El mismo procedimiento se 188 8l {q;b,c, d}.C By, 13z, o B}.
(i) {n,b; r:r) C'Byyde IJ:':"Tmnn'lnn.'q entonees g € G tal (e o ({a, b)) = {1,2,3}.
Entonces 8 e : [

S areT = (NRB) (D) .

- Dor I_,mnvn 7.1:8; BpeG tal e’

P = (1()(3),5,6)(7, m B, ).
' . Elvlri;mccs sio(d) # 7 Y:‘&(")V?éysv tenemos que
i S prra=tp) = (1)(2)(@)(x) e

con'z = p(a(d)). Como plo(d)) un esigusla p(7) uia p(8), tenemos que & = 7,8,h, o d.

En cunlguier cnso se piede elegic ¥ sen el atterior o
Pora=!p = (1)) -

con iy =7 o x =8,y estamos en ol easo (i)
“Sia(d) = T o a(d) = 8, oro™! ya esti en ol caiso (1) Despejando 7 flegamos o [n
conjugnacion deseacda,
(iir) {a,b} € By y {r,d} € B}, Sea o € G tol que a({a, b)) = {1,2]. Sea p como en
cl enso (i1).
Si a(c) # 7,8, entonces pa(e) =T u 8, o bien pa{e) = 7« §. En cualquier easo tenemos
yasea {1,2,3,7} C Ba, o hien {1,2,3,8} C f72, y estamos en ol easo (1) o en ol (i)

De lo anterior, G generaa T,y por 1o tanto n A,

TEOREMA 7.20

Si o = (1)(2)(3)(4)(5,6)(7.8)(9, 10)(11,12) € A, entonces
a’ = (5,6)(7,8)(9)(10)(1 1)(12)---
A=(1)(2.3)(1,5)(6)---
A= (1)(2.3)(4,7)(8) -+~

¥ o generan M.
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Demaostracidn: {o, o', ) generon el conjinto de lns @ € M toles que o()) = Dy, ¥
{ov,a', A’} generan el conjunto delas o' € A tales que o'(B2) = Ba. El resultado se signe

nhora inmedintunente del Teorema 7.19.

a

Pasemos ahara o la segundn parte del eapitulo. En esta parte, como se menciond antes, se
dard un algoritmo para oblener conjuntos de generadores de subgrupos de Sy nitidanente
5-transitivos,

Témese nna permutacion de Sz, de orden § y con dos puntos fijos, digninos
r=(4,2,3,4,5)(6)(7,8,9,10,11X12).

Consideremos por separadoa py = Plll.....ﬁl Yy m= /'l(f_.,.,lz] .

Fijamos enatro de los puntos permntados por py, digamos 1, 2,3, 4. Consideramos el otro
punto permntado por o, en este easo 5; el corvespondiente de py, en este easo el 1 y los
pitntos fijos de py y pa, en este cnso 6 y 125 en ese orden, y formamos una permutacion
de orden 4, ay = (5,11,6,12).

Tompmos nhora los cuntro puntos permulados por py que corresponeden a los que de-
jamos fijos de los que pertunta 7y, en este enso 7,8,9,10, Intercimnbiando log 1iltimos dos,
formames otra permutacidn de orden cuatro, o9 = (7,8, 10,9).

Denalemos por g = ay Uy, en cste caso 0 = (5, 11,6,12)(7,8,10,9).

Asepguramos que {p,a) = M;z. Para probatlo, busquemos construir un Sistema de Steiner
de tipo S(5,6,12) que sen respetado par p y por .

Claramente, un blogue sevin Iy = {1,2, 3,4, 5,6}, ¥ olro scrin entouces
By =a(B) ={1,2,3,4,11,12}.

I Sistemn de Steiner ST estard dado a travez de anisomorfismo P: Gy (1) — Gy(B}).

1.Quién es PP? Hagamos mos cilendos con p y a4 para averiguarlo,
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Tenemos gue

 ((EANG, 0)(7, 10(5.9)(1, 12)

dj(&,d)('n, 12), parn respetar el sistemn. Haciendo mids cileulos
oi).tcncrm‘rjs:' : 7 ;
i patam! = (2(3)(4)(5)(1,6)(7, 12)(8, 11)(9, 10)
7 ﬂ?ﬂiﬂhz = (1)(3)(4)(5)(2, 6)(8, 12)(9, 7)(10,11)
Patp = (1)(2)4)(5)(3,6)(9,12)(10,8)(7, 11}
plo?p= = (1)(2)BYB) 4, 6)(10, 12)(11,9)(%,8).

Danotemos o?po? = ¢ = (1,2,3,4,6)(5)10,9,8,7,12)(11), ¥ calenlamos:

™! = (2)(3N4)(6)(1,5)(11, 10)(12,0)(7, 8}
ot = (1)(3)4)(6)(2, 5)(11,9)(8,10)(12,7)
wlap™ = (I2N4)(E)(3, 5)(8, 11)(7,9)(10,12)
walp™ = (2)3)(6)(4, 5)(11,7)(8,12)(10,9)

penPe™! ot = (B)(ANE)NB)(1,2)(7,11)(12, 10)(8,9) .
Pheote ™ p7? = (1)(4)(5)(6)2, 38, T)(11,12)(0, 10}
Alpate ™ p7 = (1)(2)(B)EX3,4)(8,9)(7, 12)(10, 11)
pe’atp™p ! = (2)(ANBNGN1, 3N, 12)(9, 1TY(T, 10)

Pplate=p™? = (1)(3)(5)(6)(2,4)(9, 12)(7,10)(11,8)
PPt = (2)3)E)6)(1, )11, 12)(7,9)(8, 10).

Con extos cileulos pademos ahora establecer n

P:Gy(By) — Ga(h)
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dada por la signiente correspondencin:

(1,2) 1 (%, 11)(8,0)(10, 12) -
(1,3) - (7, 10)(8, 12)(0,11) .
(1,4) s (7, 9)(8, 10)(11,12).

(1,5) v (7,8)(9,12)(30,'11)“

(1,6) - (7,12)(8,11)(9, 10)

; . .(;2:»5):'

4, 12)(8, 10}, 11)

(2,6) =4 (7,9)(8, 12)(10,11)

3,4) 0 (7,12)(8,9)(10,11)

e (10)8, 10(10,12)

(3,6) — (7,11)(8,10)(9,12)

(2,3) s (7,8)(9, 10)(11,12) (4,8) = (7,11)(8,12)(9,10)

(2,4) — (7,10)(8,11)(9,12) (4,6) — (7,8)(9,11)(10,12)
(5,6) = (7, 10)8,9)(11, 12)
que ¢s un isomorfismo de grificns. Por Teoremn 6.37, esto da gar a un Sisteinn de Steiner
de tipo S(5,6,12), que denotnmos por ST, sobre el conjunto {I,..., 12},
Notemos queen ST, Iy es un blogue de tipo (1i), que surge al considerar (5,6) y P(5,6) =
(7,10)(8,9)(11,12).
Tenemos entonees que el Sistenn de Steiner ST da lugnr & un isomorfisme
P Gi(Bg) - Ga(By)

pot In Proposicion 6.31. Haciendo Ins cilenlos cortesponeietites si verifien con facilidad

que P es la siguiente funciom

(1,2) w (7, 10)(5,9)(G, 8)
(1,8) = (8,9)(5,10)(6,7)
(1,4) — (9,10)(7,8)(5,6)
(1,11) = (5,7)(6,0)8, 10)
(1,12) - (5, 8)(6,10)(7,9)
(2,3) > (8, 10)(5,6)(7,9)

2,4) - (8, 9)(5, T)(6, 10)

(2,11) — (5,8)(6, T)(9, 10)
(2,12) — (5, 10)(6,9)(7,8)

(3,4) = (7,10)(5,8)(G,9)
(3,11) — (5,9)(6,10)(7,8)
(3, 12) =+ (5, T)(6,8)(9, 10)
(4,1 l‘) s (5,10)(G,817,9)

(4,12) = (5,9)(6, 7)(8, 10)

(11,12) — (5,6)(7, 10)(8,9).
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LEMA 7.21
mo € Aul(ST).

Demostracién: Por In Proposicién 6.45, basta. probar que los siguicntes dingramns son

conmutativos:
oD
16ati)”
Cem) B e
“Gi(By) T Ga(DY)
Gt 4 Leiatm
Gi(m) - Ga(BY)
Ambos dingramas son conmtatbivos, como se verificn n continuacidn:

P(p(1,2)) = (2,3} = (7,8)(9, 10){11,12) = p(7,11)(8,9)(10,12) = p(I(1,2))
P(p(1,3)) = I(2,4) = (7,10)(8,11)(9,12) = p(9,11)(7, 10){8,12) = p((1,3))
P(p(1,4)) = I(2,5) = (8, 12)(8, 10)(9, 11) = p(11,12)(7, 9)(8, 10) = p(F’(1,4))
P(p(1,5)) = P(1,2) = (7, 11)(8,9)(10,12) = p(10,11)(7,8)(2, 12) = p{(P(1,5)}
DP(p(1,6)) = P(2,6) = (7,9)(8, 12)(10, 11} = p(8, 11)(7, 12)(9,10) = p(I’(1,6))
P(p(2,3)) = P(3,4) = (7, 12)(8,9)(10, 11) = p{11, 12)(7,8)(9, 10} = p(P(2,3))
P(p(2,4)) = P(3,5) = (7,9)(8, 11)(10, 12) = p(8, 11)(7, 10}(9, 12) = p(/(2,4))
P(p(2,5)) = P(1,3) = (7, 10)(8,12)(9,11) = p(9, 11)(7,12)(8, 10) = p( P(2,5))
P(p(2,6)) = N(3,6) = (7,11)(8, 10)(7,12) = p(10,11)(7,9)(8,12) = p(P(2,6))
P(p(3,4)) = P(4,5) = (7, 11)(8, 12)(9, 10) = p(10, [1)(7, 12)(8,9) = p(/(3,4)}
P(p(3,5)) = P(1,4) = (7,9)(8 10)(11,12) = p(8, 11)(7,9)(10,12) = p(P(3,5))
P(p(3,6)) = P(4,6) = (7,8)(9, 11)(10,12) = p(7,11)(8,10)(9,12) = p( P(3,6))
D{p(4,5)) = P(1,5) = (7,8)(9, 12)(10,11) = p(7,11)(8, 12)(9,10) = p(P(1.5))



106 Construccidn y Propicdades del grupo My, v o ST
P(p(4,6)) = D(5,6) = (7, 10)(8,9)(11, 12) = p(8, 11)(7,8)(10,12) = p{P(4,6)) - -
P(p(5,6)) = P(1,6) = (7, 12)(8, 11)(0, 10) = p(11,12)(7,10)(8,9) = n(I"(5,6))

con lo ennl p € Aut(ST). Y como

Pa(e(1,2)) = Py(1,2) = {7, 10)(5, D)(6,8) = m(7, 11){8,0)(10, 12) = #(P(1, 2})
Pa(0(1,3)) = Py(1,3) = (5, 10)(8; 9)(6,7) = o(9, 11){7,10)(8, 12) = o(P(1,3))
Ty(a(1,4)) = Py(1,4) = (9, 10)(7, 8)(5,6) = o(11, 12)(7,9)(8, 10) = o(P(1,4))
Py(e(1,5)) = Py(1,11) = (5,7)(6, 9)(8, 10) = o (10,11)(7,8}9,12) = o{J(1,5))
Po(a(1,6)) = Pa(1,12) = (5,8)(G, 10)(7,9) = #(8, 11)(7, 12){9, 10) = &(]%(1,6})
Pa(e(2,3)) = P2(2,3) = (8, 10)(5,6)(7,9) = n(il, 12)(7.8)(9, 10) = ((2,3))
Pyle(2,4)) = P2(2,4) = (8,0)(5, 7)(6, 10} = (8, 11)(7, 10)(9,12) = o (P(2,4))
© Py(e(2,5)) = Pa(2, 1) = (5,8)(G, 7)(9, 10) = (9, 11)(7,12)(8,10) = a( P(2,5))
Pa(a(2,6)) = Po(2,12) = (5, 10)(6,9)(7, 8} = (10,11}(7,9)(8,12) = a(l’(2,6))
Pala(3,4)) = Py(3,4) = (7, 10)(5,8)(6,9) = o{10, 11}(7, 12)(8,9) = «( 1(3,4})
Py(o(3,5)) = Fa(3,11) = (5,9)(6, 10)(7, 8) = #(8, 11)(7, 9)(10, 12) = o(/(3,5))
Py(0(3,6)) = Pp(3,12) = (5, 7)(6, 8)(9, 10) = o (7, 11)(8, 10)(9,12) = o(1(3,6))
Py(a(4,5)) = Pa(4,11) = {5, 10)(6, 8)(7,0) = {7, 118, 12){D, 10} = o{(4,5)}
Py(a(4,6)) = Pa(4,12) = (5,9)(G, 7)(8, 10} = (9, 11)(7,8)(10,12) = o((4,6))
Py(a(5,6)) = Pa(11,12) = (5,6)(7, 10)(8,9) = (11, 12)(7, 10)(8, 9) = o (I(5,6))

con la cunl o € Aut(ST).

Concluimos entonces que
TEOREMA 7.22
{pr0) C Aut(ST) 2 M)a.
LEMA 7.23

{p, o) contienc una copin isomorfn n My,.
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Demoastracidn: Pucsto que p y. o yn vimos quie forman parte del grapo de automorfismos

de un §(5,6,12) y q‘lm
a=o? = (L)(2)(3)(4)(5, 6)(7, 10)(9, 8)(11,12)

podemos utilizar el Teorema 7.20,y tratar de exbibir a los siguiontes tres elementos eomao

generndos por {pya)i
‘ S et = (5,6)(7,10(0)(8)(11)(12) -

A= (2 3)4,5)(6) -
v P = (1)(2,3)4, T(10)
para tener que p y @ gencran o todo Mia.
Haciendo los cileulos, descabrimos que
o' ='(9)(8)(ll)( 12)(5,6)(7,10)(1,3)(2,4)
A= (1)(6)(9)(10)(2,3)(4,5)(7, 12)(8, 11)
A= (1X5)10)( 12)(2,3)(4, 7){6, 8)(9,11)
Y qne los podemos oblener o partivrde py o deIn signicnte mancra;
o= 02
o' = papatpPapap
A = po?pa® ool
' = popapa’ o’ pap’a®
con lo cunl tenemos que {pya) conticne todo el grupo de putomorfismos de ST, que es

isomorfo n Afy9.
]
TEOREMA 7.24

Los generadores de Cirdenns-Lluis generan al Grupo de Mathieu de geado 12, e,
(p.o) = A2,

Con este resultado, damos por terminado este enpititlo,
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En este capitulo presentaremos la construceidn de generadores parn A2, dado por R.T.
Curtis, en su articulo Notural Consirvctions af the Mathicu Groups, Daremos primero ol
algoritmo e construccidn de conjuntos de generadores, Después pasaremos a demostiar
que los grados de libertad que intervienen en In construccidn son irrelevantes, o5 decir, que
todos los pnsi»hlrﬂ resttllados que se obtienen signiendo el método son isomorfos entre si.
Finaluente, se dard In jgualdad explicitamente de uno de los resultados de este proceso

cont unn de las representaciones del grupo de Mathien que ya tenemos.,

Consideremos el gropo alternante g, y P un §-subgrupo de Sylow de Ads.

Tomemos wn subgrupo H < As, con If 2 Ay, Tendremos un elemento de H en cada

clase Internl derecha de P, puces el producto de clementos en Ay munea da nn clemento de

orden 5, y no pueden estar dos distintos en In misinn clase Interal,

Cousideremos In necidn de un elemento de orden 3 de H sobre los otror elementos de 11 al
multipliearlog por In jzquierdn, y consideremos la representacion de dichn aceitn en Sya,

inducida por In mumeracion de 1ns clases {aternles de 7 en As.

Sea a dichn representacin, y sea 1 |n representacion de un generador de P en el misina

conjunto, pera multiplicnndo por la derechn.
Entonees asegurnmos que Mgz = (r,o).

Aplignemmos primero ¢l proceso a una eleccidn particnlar de P, ', numeracion de Ins

clses, @ y 7,y venmos que se oblicne,

Tomemos el siguicnte H-subgrupo de Sylow de Ag:
P={1,(1,2,3,4,5),(1,3,5,2,4),(1,4,2,5,3),(1,5.4,3,2)} .

y o JT como el estabilizador del 5 en As.
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Lns clases Internles izgiticrdns indncidas ]iéx"'l’ en ;ll-, son 1ns signientes:

CG=P-1= {1 (1,2,3,4,5%(1,3,5,2, 4) (1 4, 12,5,3%:(1, .),4 3, 2)}
C=r- (1,2,3)-{(1 2,35 (1,3,2,4, 5 (LAN2, 6% (1,5,3,4,2);(3,6,4))

=P (1,2,4) = {(1.2.4);(1,:;.'1,2.9);(1.4,3,u,~);(1,0,3);(2.3)(4,5)}
€ =P (2,4,3) = {(2,4,8); (12,55 (1,3,4,5,2); (1,4)(3, 8% (1, 5,4,2, 1)}
€= 2 (1,3,4) = {(1,3,60;(1,4,2,3,8): (1,5,2,4,9); (2,5, 3);(1, 2)(4,5)}
=P (1;i)(:;.4)_={(1_.2)(3,4);(1,3,5);(x.4.5,2,3);(1.5.3.2,4);(2,5,4)}
Cr %P (1,3,2)::{(1,3,2);(1,4,5);(1,5,2,3,4);(2,4)(3,5);([,2,5,ll,.'ll)}
Gy =P+ (2,3,4) = {(2,3,4):(1,2,4,3,0) (1,92 5% (1,4,5,3,2); (1,5, )}
Co = P-(1,4,2) = {(1,4,2(1,5)3,1)5{2,3,5% 1,2, 4,5,3),(1,3,2,5, 1)}
o= P (1,4,3) = {(0,4,3):(1,5)2 35{2,4,55 (1,2,5,3,4) (1, 3,5,4,2)}
o= P (1,3)02,) = {1,302 45 (01,4,3.2, 55 (1,5 2); (2,4,5% {1,2,3,5,4)}
=r-{1,4)2,3) = {(1.'4J(2,3);(1,5)(2, 1% (2,5)(3,4);(!.2)(3,5);(1,3)(4,.'3)}

Bl 3-clemento de H que clegiremos seri (1,2,3), y of generador de PP sevi (1,2,3,4,5).
L nccion de (1,2,3) ol amltiplicar por {n fzquicrdn a los representantes de lns clases

laterales es In signienle;

T (1,2,3) = (1,3,2) i 1
(1,2,4) = (1, 3)(2,1) = (2,4,3) = (1,2,4)
(1,3,4) o (2, 3,4) = (1,2)(3,4) = (1,3,4)
{1,4,2) = (1,4,3) = (1,4)(2,3) - (1,4, 2)

quedando entonces su representacion en Sy dada por ¢l elemento

o ={1,2,7)(3, 11,4)(5, 8, 6)(9, 10,12).



VIH. Constrccidn de Curtia 11!

L accidn de {1,2,3,4;8) al umitiphicr por 1n'derechin las clases laternles es la siguiente:

E '__" cl.

Crr Cu'—" Co = Ca

quedando su representacion en’Sig- dada por.el clemento

= (’I‘)(IZ](Z,AJ, t1,8)3,6, 10, 5,9).
El grupo qite generamos, que denotatémos por A7, serd entonces
A ={(1,2,7)(3,11,4)(5,8,6)(9, 10, 12) , (2,4,7,11,8)(3,6,10,5,9))

Veamos ahorn que In construceion es independiente de nuestra cleccion e I, H, 3-
clemento, gencrador, ¥ numeracion de {as clases Jalerales que bichmos, Le., veremos que
sin hnportar que cscojamos en cada decision, ol resultado serd un conjngado de nuestro
A
Llamemos h al 3-clemento de 7 elegido, y o al generador de P,

.
PROPOSICION 8.1
La construceidn es independiente de la eleccion de o
Demostracion: Puesto que P = {r, a?,..., 0%}, tenemos que In accidn de 0" estard dada

por . Puesto que 1 <n <4,y 7 es de orden 5, elarnmente

M=o, ry={(s,)

PROPOSICION 8.2

La construccidn cs independiente de In numeracicn de las clases lnterales,
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Demostracién: Sen yt € S una renmmeracidn de Ias elases laternies. Butonces ln accion
de 1 estard dadn por prp™t, v lnde o por pep”' . Tenemos que el resulinedo es pAfp~",

¥ por lo tanto un conjugado de M
0.
PROPOSICION 8.3

La construccion es independiente del kb clegido.

Demostracidn: Considerening el elemento p = (1,3,4,2) € S5. Tenemos que bajo conjn-

gacidn p manda a As en s misino, y normalizaa P
(1,3,4,2)(1,2,3,4,5)(1,2,4,3) = (1,4,2,5,3) = (1,2,3,4,5)* €

Puesto que normaliza a P, mandara bajo conjugacion a clases laternles de P on clases
'

Internles de P,y simplemente las renmmera. Pucsio que ya tenemnos qne Ia constriecion es

independiente de In rennmeracian de clases, esto nos tiene sin enidado, Tenemos adeinds

que normnliza a B, pues fija al 5, y manda bajo conjugacion n
(1,2,3) = (1,4,3) = (2,4,3) = (1,2,4) = (1, 2,3}

de nnern gque In neeitn de (1,4,3) en las clases Interales ostd dada por un conjugado de
pap~', ol de (2,4,3) por un conjugado de p?ap=?, cte. De manern que lns cuntro elee-
ciones de i como (1,2,3), (1,4,3), (2,4,3), ¥ (1,2,4) dan como resultado construcciones
conjugadas de Af,

Tenemos ademds que clegic a A= en vez de h (puesto que A~ = h?) da simplemente

como resitltade #? en vez de o, Puecsto que ¢ es de orden 3, tenemos clnrnmente gie

Al:(ﬂ,r):(rr7,r>

y con esto cubrimos a (1,3,2), (1,4,3), (2,3, ), ¥ {(1,4,2) (pues sus inversos ya estin
enbiertos). Hemos pues enbierto a las ocho posibles clecciones de i, y todas ellas dan

construceinnes conjugadas de Af,

0
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LEMA 8.4 ‘
Sen IT < As, H & Ay. Entonces H es el estabilizador de un punl‘u'c.n As.
Demastracién: En Ay, ¢l produsto de clenentos de orden 2 es un vlcuw;ﬂvo e or.tl’m.: 2
(1,2)(3,4) - (1,3)(2,4) = (1,4)2,3) (1,3)(2,4)-(1.2)(3,4) = (1.’4)(2,3) B
(1,23, 4) - (1,4)(2,3) = (1,3)(2,4) (1,4)(2,3)+ (1,2)(3,4) = (1,3)(2,4).
(L3N 4) (LA)(2,3) = (L,2)3,4)  (1,4)(2,3)+ (1, 3)(24) = (1,2)(3,4)

Supongames sin perder g('ncr.ulidml d||c (= (1,2)(3,4) eH. S V_m) :_II-(.l.v-rj"nir.i-lllte_l-\i‘(_) de

orden 2 fija al 5, tenemos dos easos:

(i) AMlginn de Ins teansposiciones es ignal a nnade ¢, digamos ol (1,2)(3,5). Pao

(1,2)(3,4) - (1,2)(3,5) = (3,5,4)

de orden 3, y producto de elemendos de orden 2 en I debe ser un elemento de orden 2.
(it} Awbus tennsposiciones son distintas de las de ¢, Entonces tenemos un elemenin de la
formn (1,3)(2,5) o uno de la {forma (1,3)(4,5). Pero tenemns que

(1,2)(3,4)- (1,3)(2,5) = (1,4,3,2,5)

(1,2)(3,4) - (1, N(4,5) = (1,4,5,3,2)
¥ en amhos ensns no es de orden 2,

Conelnimos que todo elementa de orden 2 fija nl 5. Basta ver que todo elemento de orden

3 fijn tambien al 5 para terminar,

Notemos que e Ay, ol producto de un elemento de orden 2 por uno de orden 3 siempre

es un clemento de orden 3:
(1,2)(3,4)}-(1,2,3) = (2,4,3) (1,2)(3,4)-(1,3,2) = (1,4,3)
(1,2)(3,4)-(1,2,4) = (2,3,4) (1,2)(3,4)-(1,4,2) = (1,3,4)
(1,2)(3,4)-(1,3,4) = (1.4,2 {,2)}(3,4)-(1,4,3) = (1,3.2)
(1,2)(3,4): (2,3,4) = (1.2,4) {1,2)(3,4)-(2,4,3) = (1,2,3)
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Pero si un elemento de orden' 3 de’ 1 no R

orden 3; ) :
(1,2)(3,4) - (1,2,5) = {
(23,4 (15,2
(1,2)(3,4)- (1,3,5
(1,2)(3,4)-(1,5,3)
(1.2)(3,;1)-'('17,4_'.‘5 _
(1,2)(3,4)" (1,5,4) = (i'.‘;'};ys,'if,ﬁ) ;

'(;,”2’)(3',4)'1 (2,4,5) = (1,2,3,4,5)
Q, »)1(3;4)’-‘(2,5,4) =(1,2,5,3,4)
(1,2)(3,4) - (3,4,5) = (1,2)(4,5)
U723, 4) - (3,5,4) = (1,2)(3,5)
de mancra que todo elemento de orden 3 debe también fjnr al 8, y tenemos que Hoes ol

cstabilizador de 5 en Ay, .
ni
PROPOSICION 8.5

La construccion es independicnte de in ecleecidn de 1,

Demostracidn: El elemento (1,2,3,4,5) normalizn a As 3 a P {pues es elemento de ),
y bajo conjugacién permuta n los estabilizedores de unn lebea en Ag entre si. Puesto que
todas lns elecciones de # estin caracterizadas como estabilizador de wna letra por ¢l Lema
8.4, tenemos que (1,2,3,4,5) bnjo econjugacion, maudn unn eleccidn de H en cunlguior
otra, de manecra que conjngando con la potencia adecuada podemos regresar ol cnso de ln

H que clegimos al constrair Af.
N
PROPOSICION 8.6
Ln construccion es independiente de ja cleccion de 2,
Demostracidn: Puesto gque todo 5-Subgrapo de Sylow es conjugadn do nuestea cleeeion de

P, In conjugncidn inversa nos leva de cunlgoier eleecin de P ool gue clegimos original-

mente. De mnnera de que In eleceion de P2 tambidn g irrelevante,

O
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TEOREMA 8.7
La Construceidn de Curtis estd bien definidn, es decir, es independiente de la eleccion de
Py H, by o que hagamos, lo mismo que de lnimteracion gque dentos de clases lnterales,
Cualquier eleceidn dari un grupoe isomorfo o M,
Recordemos nhora que en el Capitulo 7 se demostrd que el grupo de Matlien esté generndo
por p y o los generadores de Ciirdenns-Liuis, donde
n=(1,2,3,4,5)(6)(7,8,0,10,11)(12)
o = (1)(2)(3)(4)5.11,6,12)(7,8,10,9).
Conjugnemos por el elemento (6,12,8,11,9,10) € §y2. Tenemos entonces a Mz generanlo

por p' y o, donde

P =(1,2,3,4,5)(12}7, 11, 10,6,9)(8)
o' =(1)(2)(3)(4)(5,9,12,8)47,11,6,10).
TEOREMA 8.8
M= (o).
Demostracion: Tenemos n A generado por
o = (1,2,7)3, 11,4)(5, 8,6)(9, 10, 12)
h=(2,4,7,11,8)(3,6,10,5,9).
En primcro lugar, tenemos que Ay C A, pues
= et ol it
o' = plojep’ PP et
¥ por lo tanto Myp = (p',0'} C {4},
Y en scgnudo lugar, tenemos que M C My, pues teuemos que

= p'n'p"a'p"‘a"“ p"'a'

L N B S U

p=pa e o™ e

v por lo tanto (i, ) C (p,0') = M2, lo cual nos da la igunldad.
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COROLARIO 8.9

M= (.1} & My,

COROLARIO 8.10

Ln construecisn de Curlis proditee un grupo jsoimorfo al Grupn de Mathein de grado 12,

Ayg.
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En este capitulo vamos a resumir algunas de las propiedades que lictnos demostrado de Ay,
a lo largo de las construcciones desarrollndas. En algunos easos, daremns demostraciones
alternativas, que permiten visilumbrar un poco mids de la estructura de grupo de M,
También mencionaremos algnnas otras propicdades que no se han tocado anteriormente,
Por tltimo mencionaremos unos euantes obros resullados que na se pitdieron contemplnr
en este trabajo,
TEOREMA 9.1
Ns,,(AMy2) = Mia.
Demonstracidn: Considercmos ST ol Sistemn de Steiner de tipo 5(5,6, 12) asociado a Afya.
Tenenios que Mz es ef grupo de antomnrfismos de S7',

, .
Sea r € Sp2 tal que r no mandn blagues en bloques (Le,, 7 ¢ My2). Hay que demostrar
qite r no normalizna Ay,. Se hard por rednecion al absurdo, suponiendo que r normaliza
a Mz,

Supongamos sin perder genernfidad que {1,2,3,4, 5,6} es un bloque en ST, y que
r{{1,2,3,4,5,6}) = {a,b,e,d,e, [}

no es un blorque de ST.

Considercinos el crmento m € Mz que mandn. @ = a, b s b, c v ¢, d = d, ¥
¢ = f. Liamemos a' al elemento de {1,...,12} quc completa ¢} bloque que contiene
a {b,e,d,e, f}. Notemos que pucsto que {a,b,¢,d,¢, f} no es un bloque por lipélesis,
tenecmos que a’ #a.

Pucato que r € Ns,,(Mi2), tenemos que r=Ymr € M, y por lo tanto manda ¢t bloque

{1,2,3,4,5,6} et un blogue. Tenemos que
r~'mr ({1,2,3,4,5,6)) = {1,2,3, 4,6,1‘_'(:"(])))

¥ puesto que {1,2,3,4,5,6} es el rinico Wague que contiene o 1,2,3,4,6, tenemos que

r='(m(f)) = 5, y por lo tanto m(f) = e.



118 Construccidn y Propicdades del griepe M,

Pero puesto fue m manda blogques en blogues, tenemos que
m({a' b e,d,e, f}) = (m(e’),b,c,d, [ e}

con este ttimo un hlogue, de lo que deducimos que necesarimuente m(a') = a'. Entonces
tenciios que m debe fijar o a,bye,d,a’, pove ni(e) = f # ¢, y por lo tanto 1o es I
identidad, contradiciendo el hecho de que m € Alps.

La contradiccién surgid de suponer que » normalizabe a A2, por lo que concluimos que

Ay es su propio normnlizador en §2.

(N
LEMA 9.2

Sen M2 G H, con H un grupn. Entonces Jo € H = A2, distinto de In identidad, tal que
o fijnn 8,0,10,11,y 12. )
Demostracidn: Sen @ € H — My, y supongnmos que o(8) = a, o(9) = b, o(10) = ¢,
o(l1)=d,y a{12)=c.
Sen m € Mz tal que mi(a) = 8, m(h) = 9, mc) = 1), m(d) = 11, y m{c) = 12,
Entonces m # o', pues ¢ & M. Tenemos pues que mo € H, y cinramente fija al
8,9,10,11, y al 12,
|

TEOREMA 9.3
Mz o5 un subgrapo miximo de ;.
Demostracidn: Basla probar que si A2 < H, entoneces H tiene un elemento de In formn
{a,b) odc la forma (a, b ), pres por ser My 5-transitivo, i también es b-transitivo, y
contendrd a todos los 3-ciclos, y por lo tanto a todo Ayp.
Sen o € H° que fije al §,9,10,11, ¥ 12 (posible por of Lema 9.2). Tenemos que la estructura
de ¢ como praducto de permutaciones ajenas debe ser van de las sigutentes:

{a) Un 2-ciclo.

(4) Un 3-ciclo.
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{e) Un 4-ciclo.
{d) Dos 2-ciclos.
e} Un 5-ciclo,
(7) Un 3-cielo y un 2-ciclo.
{g) Un G-ciclo,
(k) Un 4-ciclo y un 2-ciclo,
(t) Dos 3-ciclos,
(7) Tres 2-ciclos,
(k) Un 7-ciclo,
(1) Un 5-ciclo y un 2-ciclo.
() Un 4-ciclo y un 3-ciclo,
(n) Doz 2-ciclos ¥ un 3-ciclo,
y s6lo mneve a las letras 1,2,...,7.
Analicemos por casos:
(a) Entonces I contienc i 2-ciclo, y hewos tenminacdo, pues coutiene a todos,
(4) Entonees #f contiene a un 3-ciclo, y contiene a todos.

(c) Por transitividad, tenemos que (1,2,3,4) € H, y por lo tanio
(L2,3,4) =(1,3)2,4) e I

y estamos en el caso (d),

(d) Por 5-transitividad, conjugnndo con los adecnados Lenemos que (1,2)3,4) € H, y
(1,2)(3,5) € H. Su producto es ¢l (3,4,5), que cstard en K, y I contiene a todos los
3-ciclos.

{e) Por transitividad, tencmos que (1,2,3,4,5) € 7, y {1,2,5,4,3) € /. Entonces el
producto, que ex igual a (1,3,2) € i, y H contienc a todos los 3-ciclos.

{f) Por transitividad, (1,2,3}4,5) € H, y su cuadrado, (1,3,2) € H, por lo que IF

contiene a todos los 3-ciclos.
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(9) Tenemos a (a, b,¢,d,c,'f) E ]I, y por o tanto o (a,d)(b, c)(c,j) G H, y s¢ reduee al
caso (7).
(k) Tencmos o (e by ey d)(e, f) € M, y por lo lanto o sit. cumlrmln (n C)(l!, dy e H, que lo

reduce al caso (d).

(i) Tenemos a (o, b,¢)(d,c, f} € . Conjugando por «l r-lunr'uln qnc ﬁ_]u a abe,d y

manda ¢ en f, tenemos también a (a, b, e){d, f,h) € H .
Si h = ¢, entonces el praducio de los doses (a,e,b) € I,y I contiene n todos los 3-ciclos.

Si h # e, entonces el praducto es (a,e,0)(c, fi ), ¥ mutipliear (a, b, e)(d, £, ) por ¢ nos
da (d, f)(e, ) € H , rednciendolo al enso (d).

(i) Tenemos a (a, b)(e, d)(e, ) € H. Conjugando por un clemento que fije a a,b,¢,d y que
no fije e ni lo mande en f, tenemos al clemento (a, b)(e,d)(h, k), con h # e, h# [, Si
{h &} cs ajeno de {e, f}, el producto es wn procducte njeno de dos 2-riclos, reduciendolo
al ¢nso (d). Sino cs njenn, of praducto es un 3- cielo, reduciendolo al cnso (b)),

(k) Renumernndo, podemos saponer sin perder generalidad que (1,2,3,4,5,6,7) € JT.
Tormemos cl clemento m € AMyz que fijn a 1,2,3 e intereambia 4, y 5. Conjugando por é],
tenemos o (1,2,3,5,4,h,9) € H. e es de orden 2, por to tanto hay dos casos: Sl =T

y g = 6, entonces tenomos
(1,2,3,4,5,6,7)-(1,2,3,5,4,7,6) =(1,3,5,2,4) e I
redunciendolo al ¢aso (e). Si h # 7, entonces g # 6, ¥ tenemos gin pereder genernlidad que
h=8yg=9,cn cuyocaso
((1,2, 3,4,5,0,7))3(1,2,3,5,4,8,9) ={1,4,7,3,6,2,5)(1,2,3,5,4,8,9)
=(1,5,7,3)(2,6)(4,8,9) € H.
Si llnmamos 7 a dicho resultaco, tenemos que 74 = (4,8,9) € H, ¥ cstamos en ol easo (8).
(1) Elevando @ al enadrade, tenemos un B-ciclo, y estamos en ¢l caso (¢).
(m) Elevando ¢ a In cuncta polencia, lenenmos un 3-ciclo y estamos en el enso (b).
(1) Elevando a nl enadrado, tenemos un 3-ciclo g estamos en el enso (b)),

En conclusién, Aj2 < H, con lo que probamos que Ay, es maximo en A2,
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TEOREMA 9.4

Afy; no tiene extensiones transitivas,

Demnstracidn: Este resultado yn lo teninmos eomo conseenencin del Corolario 3.6, y de
In construrcidn de Hall. Sin embargo, lo probaenios ditectamente nqui. Veremos que de
hechn, no hay un geapo nitidamente 6-tramsitivo en 13 letras.

Un grupo nitidamente 6-transitivo en 13 letras tendrinorden 13-12-11:10:9-8. Si g € G o5
de orden 5§, entonces g cs ol producto de dos 5-ciclos disjuntos, pies de o conbeario fjnn

8 > 6 letras. Denotemos los tres puntos fijos de g por a,b,c. Sea IT ¢l estabilizndoren G

de a, b e. Entonees (g) es un S-subgrupo de Sylow de H (de hecho os un 5- subgrupo de
Sylow de G'), y por Tearema 4.2, tenemos que ¢l normalizador de {g) en G es 3-transitivo
en Ing letens a, b e,

Tepetnos pres gque hay 1o homomafismo @ del normnlizador (que denntareinos por N')
en Sy, dado por Ia necidn ded normalizador en a,b,c. Sen € el normalizador de (g e
G.

En primier Iugar, € ¢ Nuc(p). Supotighinos que s estaviers coptenido. Tenemos que

Sa = Im{yp). Definiendo
,Nallg)
ol CalloD — 53

dado por @.(0C) = (), tenemos que ‘g s puede inyectar en Awl({g)), ¥ cste villimo
grupo es abelinuo. De manera que forzamos a f-‘: » ¥ por lo tanto n Sy a ser abelinno, lo
cunl es unn contradiceidn, Tenemos pues que C ¢ Nuce(p),

Pucsto que of centro os normal en el grupo, tenemos también que ¢«(C) a¢(N). Pero
puesto que p(N) = S, ¥ p(C) # {1} (pues C ¢ Nue(yp)), tenemaos que ¢(C) =

De alif que 3 divida al deden de €, y tenemos un elemento h € € de orden 3.

=

El clemento gh tiene orden 15, puesto que g y ' conmutan. Pucsto gue @ es de grado
13, no pruede ser un 15-ciclo, y su factorizacion como producto de ciclos njenos debe tener
tanto S-ciclos como 3- ciclos. Tenemas sdlo tres posibitdades:

(i) Dos 5-ciclos y un 3-ciclo.

(ii) Un 5-ciclo y dos 3-cicln,
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(iii) Un S-ciclo y un 3-ciclo,
En cualquier cnso, (gh)" tiene orden 3, y por lo tanto no os Ia identicdad, y fijn o 9dis de

G puntos, una contradiceion. Por lo tanto, no existe tal G.

Parn demostrar In simplicidad de Ay, ¥ I de My de una manera distinta a ln gic ya
dimaos, se requeririn dos lemas. El primtero es nny sencillo, y ¢l segundo, conncido como
el Teorema de Burnside, no se demostrarit en ¢l presente trabajo, Referimos al lector a

“An Introduction to the Theory of Groups® de Joseph J. Rotman, pp. 156,

LEMA 9.5

(Argumento de Frattini) Sen & un gropo finito,y KaG. Si P es un ﬁ-snbgmpu de

Sylow de ¥ para algiin primo p, entonces
G = KNg(P).

1

Demaostracidn: Si g € G, entonees gPy~' € giKg="' = K. Se sigine que gPg~" cs

un p-subgrupo de Sylow de K, y cxiste £ € K con APk~ = ¢Pg~'. Entonces P =

(k="g)P(k~tg)~', y eutonees kg € Na{P), ¥y g € KNg(P).

LEMA 9.6

ide ca G un grupo finito ¥ @ un subgrupo de Sylow contenideo en o
Buruside, 1900) Sen G grupo finito 3 hgripo de Syl tenid ;
centro de su normalizador; entonces @ tiene un complemento normat K, que adenuis cs

subgrupo carncteristico de G.
Estamos nhora en cotudiciones de probat In simplicidnd de Afyy.
TEOREMA 9.7

(Cole 1888) Ay o5 un grupo simple.
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Demostracién: Supongamos que H es un Hubgﬁlpb ‘upr’irinl ([}é )\I,,, con:H # {1}, Por
Teoremn 2,14 I cs transitivo de grasdo ll,‘y po; Intnulu Illl es divisible por 11, Sea P
un - subgrupo de Sylow de IF, ) o o

Puesto que 112 no divide al orden lll;.l‘f|| v P esun li- subgrupoe de Sylow de Ay, y cs
ciclico de orden 11,

Si P = Ny(P), entonces P, siendo abelinne, s el centro de su norinalizador. Por el
Teoremu de Burnside tencinos que P tiene un completiento normal @ en I, ¥ por lo
tanto (11,]Q]) = 1 y @ es caracteristico en I3 puresto que ITadlyy, tencinos adly, . Bl
Teoremn 2,14 muestra que @ es transitivo de grado 11, ¥ por lo tanto 11 divide al orden
de @, la cual cs una contradiccidn, Tenemos pues que P 3£ Ny (P).

Calculemos ahorn Ny (P}, Eu Sy by l_llE! = 10! 11~‘ciclns, ¥ por lo tonto 9 subgrupos
ciclicos de orden 11, enda uno de ellos formado por I identidad y diez 1 t-ciclos,

Por lo tanto
[S11: Mg, (P)] =0

¥ N5, (P)] = 110, Hay un elemiento 7 de orden 2 que invierle win 1-cielo o dado: si

a=(1,...,11), entonces a~!

= TO0T, fON1
7= (1, 11)(2, 10)(3,9)(4, 8)(5, 7);
notemos que T og nna permubacion impar. Pnesto qne Afy C Ayg, tenemos que

Nang () = Ng, (P)N Ay C N, (PN Ay

puesto que 1 es una permutaciéu impar, tenemos que |Nag, (1) = 11 6 JVpy,, ()] = 55
(los dos divisores imparces e 110).

Como P C Ny(P) C Ny (P), y valo nignna de tas igualdades, P # Ny (1°) implica que
Nu(P) = Nag, (P}, ¥y ambos Licoen orden 55, Por el argumento de Fratling, puesto que

My; cs finito, tenemos que
My = HNar, (Py= HNp(P)=H

de manera que Ay = I y es simple.
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COROLARIO 9.8
Mz essimple,

Demaostracion: Es conseenencin del teorema anterior, y del Corolncio 2.18.

O

Cabe hacer una pequedia pausa para hahlar neceren de los grupos siinples. Existen dieciocho
familins infinitas de grupes simples, que en total conticnen casi todus los grupes simples
finitos que se conocen.

Estas 18 familing contionen a todos los grupos finitos simples, cxeepto por 26 grupbs
simples, que se conocen como “esporddicos™, De entre los gripos esporidicos, los cinco
grupos de Mathicu (Afyy, Mg, y tres grupos que no discutimos, Afap, Ao, My que
aclhian en 22, 23 y 24 letras respectivamente) fueron los primeros en conocerse, y dirante
varios afios fueron los inicos grupos simples espordeicos conocidos.

Los Grupos de Mathien estin involucrados uwnos en otros. Hemos probadoe que Afyy esta
contenido (e hecho doce copiag de 6 estin contenidas) en Myz. Se puede probar que
Af22 y My estin contenidos en Ay, que tamibiédn contiene copins homomorfas de Ay,
Mz tambifn estd involucrado en el grupo de Suzuki, Sz, en el primer y tercer grupos de
Conway € y Ci, cen ol cuarto grupe de Janko Jy, ¥ en los grupos esporidicos simples
Fya, HN, Fyy, Fu, Fy y Fi. Bajo ¢l apelativo “involucrado® nos referimos a que son
cocientes de subgmpos del grupo dado,

Parn mayar inforinacidn véase ol Apéudice B, y referimos al lector nl “ATLAS of Finite

Groups”, editado por J.H. Conwny, R.T. Curtis, 8.P. Norton, R.A. Darker, ¥ R.A. Wilsou.

Asf como My ostd intimamente relacionado con ef Sistema de Steiner de tipo S(5, 6, 12),
tenenos que Ay es el geapo de antomorfismos de un Sistemn de Steiner de tipo S(5, 8,24)
, . . . .

(que se pnede probar es tinico salva isomorfistmos). En ese sistema, clegimos doce prntos
de X, ¥ consideramos los blogties que interseenn n dichos puntos en exactiunente 6 puntos.
Estos scis putntos dan lugar a los blogues de un 5(5,6,12), que definiri n Az como su
grapn de antomorfismos.

Se puerde probar gque los Sistemns de Steiner de tipos 5(4,5,11), S(5,6,12), S5(3.6,22),

S$(4,7,23), y 5(5,8,24) soninicos salvo isomorfismos. Tendremas a los grupos de Mathicen
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‘Insificndos griepos o subgrupos de los grupos de atomorfismos de estos sistemns. Ay, os
¢l grapo de automorfismos del S(5,8,24); Ay del 5(4,7,23); Al del 5(5,6,12) conm
#e viG en el presente Lrabnjoy My del S(4,5,11), 3 My es un subigrupo de itdice dos del

grupo de antomorfisines de un S¢3,6,22).

PROPOSICION 9.9

Afty es un subgrupo miiximo de Ay,

Demostracion: Puesto que {1,..., 12} es un Mjz-conjunto nuitiplemente tennsitivo, es
1 ) 1 12 0,
primitive. Por Teoreinn 2,12, tenemos que el estabilizador de un punto es maximo en Ay,

y dicho estabilizndor cs Afy, .

COROLARIO 9.10

A['.’ tiene 12 subgrapos miximos simples, conjugados une del otro, ¢ isomotfos n. Aly,.
Tambidn hemos probado que My < Ajz; gque el estabilizador de tres puntos es isomorfo al
produrto directo de los cuaternios @ por Z3 X Z3; y que el estabilizndor de enatro puntos es
tsomarfo a Q. Tenemos adends que un clementos de orden dos en Mz que fija al inenos
un punto fijn exnctamente cuatro, y que un elemento gue fijn exnctamente tres pintos es
¢le orden tres.

Adenuis hemos caraclerizndo n Mz como el dien grapo nitidnmente 5-transitivo no
trivinl, y como ¢l grupo de antomorfismos de un Sistena de Steiner de tipo S(5,6, 12).

Asf mismo cstd earncterizado como a riniea extensicn transitiva del grupo My, § comn

i
In tinica doble extensién transitiva (i.e. extensidn transitiva de ln extension transitiva} de

Sh(9).

Existen otros métodos parn In construceitn del Grupno de Mathicu AMy2. Entre ellos cabe
destacar la constenecidn dada por John H. Conway al considerar el grupo generado por
“ciertns permutneiones bien escogidns” (Ver “Three Leetures on Erceptional Groups™ de
Conway). Tencmns tmubién Ia constinecidn del mismo Mathien, que consiste en “pegar™
varins copins de grupos lineales fenecionarios (sin etubargo, Mathicu tinicatnente menciona

las propiedades de sus grupos sin siquiera eshozar una demostracion de varins de ellns).
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También se punde enracterizar al Gripo de Mathicu eomo el grpo deé nutomerfismos del
tinico cddigo de dimensidn 6, longitud 12 y plrsn‘Gr sobre CG(3), couacido como el Cadigo
de Golay ternario, o n partir del Codigo de Golay binatio, como el estabilizador de wunn
palabra de peso 12 (el Cédigo de Golay binuio se utiliza parn construir el Grupo de
Mathien de grado 24, Mz, en donde tenemos inmerse un grupo isomorfo n A7),

Mz también estd relacionado con el antomorfismo exterior de Sg (se sube que S, Hene
antomorfisimos externos si y sélosi n = 6, quic cs un Teoreinn de Holder, Vénse [l l], []S] y
[Z(l} ), en el sentido de que Afyz permite definir el nutomorfismo exterior, y ‘el automorfismo
exterior de S¢ permile construir M. Daremos un par de resultados preliminares, y por

Gltimo eshozaremos ln construeeion del nutomorfisme n partiv de Afyz.

LEMA 9.11

Sy no puede actuar transitivaments en un conjunto X con ¢ elomentos, donde 2 <4 < .

Demostracidn: Considereinos Ja representacion de In aceidn 0.5, — 5. El niicleo de
dicho homomorfisio es normal en §,, ¥ por lo tanto es {1}, 4, & S,. El micleo no
puede sor §,,, pues la accidn es trausitiva. Si ol niieleo s {1}, entonces n <1, pues ¢ cs
inyectiva. Si el wiclen es A,,, entonces la imigen de S, es ismnorfa a 2y, y por lo tauto
t=2.

0
LEMA 9.12

Si X es un G-conjunto y H s un subgrupo de @, entouces todn. G -drbita se pnede - -

expresat como la union disjunta de I~ drbitas,

Demostracion: Sea G una G-rbita, y definimos In relacidn de eqnivalencin en G dada
por z ~y < 3h € H tal que hz = y. Entonces ~ parte a Gz en clases de equivalencia,
que son sus H - 6rbitas, Basta ver que éstas coieiden con lns JT - 6rbitns de X, Pero si
z € Gz estit en In mismn J - 6rhitn que y, entonces 2 y y estdn on e misma G- drbitn,

iie., Gz, ¥y o resultado queda establecido,

il
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DEFINICION

Si XX esun G-conjunle, y U es un subgrupe de G, entonces

S 2

FU)={reX g

PROPOSICION 9.13

Sea U un subgrapo de G, y g9 € G‘.: Si b im:l,nnccﬁ FgUg™") =

gF(U),y [F(gUg™") = |F(U)).

Demastracidn: Sea z € F(gl’g‘,")‘_"i_!’_pr |8 _,_r;l_l_to‘,l\/'u'VE U tenemos que {gug=")(x) = 2.
Por 1o tnnto, para toda w € U, u(g='z) :vé]ﬁ'... Tor'lo tanto g~'z € FW).

Entonees g(g~' ) = ¢ € yF(U). Por lo'tanto :
F(gUg™"') C g (U).

Sea abora = € gF(U). Por lo tanto, Vi € U tenemos que (ug™')(x) = ¢~'=. En-
tonices para toda w € U, (gug™" )z =x, y 7 € F(gl'g™"). Por lo tanto tenemos la otra

contencion, y In igualdad. De Ly igusldad tencinos que

|Ftara™)| = s = )]

DEFINICION

Si U < I < G son subgrupoes, entonces 1 controla fusicn de U sii qUg~' ¢ I implien
Ahe H tal que gUg~" = hUh—!.

LEMA 9.14

Sea G un gripo de permntaciones y {-transitivo sobre X (con £ > 2 y |X] = n). Sea
H =G,,,..r, clestabilizndor de ¢ puntos de X, y supongames que 7T conbroln fusion de
nn subgrupo U de i dado. Entonces Na(U) netiin 2-bramsitivo en F(U7).

Obscrvacidn. Este es un caso s general que el Lemn 4.2, pues todo grupo controla fusidn

en su subgrapo de Sylow.
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Demostracidn: Notemos que {ry,...,2} C F(U) pues UcH =Gz i de mancra
que m = [F(U)| > t. ’

Sean yy,..., 1 clementos distintos entre sf de #(U). Como G actiin ¢-transitivo en X,
existe g € G tal que gy = m; para § = 1,...,¢. Sesigne que gllg™' ¢ H (pues gug™!
fijn cadn x; para toda v e U ).

Como H controln fusién de U, entances existe h € H tal que gUg™! = hUh=". Por lo
tanto h'g € Ng(U),y (h'g)(1i) = = parncnda 1.

a
TEOREMA 9.15

Considere a X = CG(9)}U {co,w, 82} un Mz - conjunto, Entonces hay nna copin isomorfa

T de Sg contenida en M2, que nctiia 6-transitivo en
: fo = {ooie, 2,1, —1,0}.

Demostracidn: Por endn permmtacion o de los cinco clementos co,w,Q,1,~1, In transi-
tividad nitida de Mip nos da unn dnica @' € Mz que actiia en cllos igual que . La
funcion o = @' es un isomorfismo de S5 cen un subgrupo S de Af;.

Consideremos a X como un S-coujunto. ;;Cniles son sus 6rbitas? Claramenie una de las
érbitns serd {co,w, §2,1, —1}, de munera que nos pademos concentrar en I necion solire
el conjunto de los otros siete puntog, ¥,

Sen g € § de orden 3 que permuta {co,w, 02} ¥ fije n 1 y —1. Tenemos que g debe ser
el producto de tres 3-ciclos disjuntos, pues menos 3-ciclos implicarinn que g fija mis de
cuatro puntos. De manera que Ins drbitas de (g) en Y deben tener los signiente tnnaiios:
dos de 3 y unn de 1; una de 6 y una de ko bien unn de 3 y unn de 4. (S no puede actuar
transitivamente en ¥ pues 7 no divide a |§] = 120). Pero puesto que S, no pnede actunr
transitivamente en conjuttos con menos de n elementos por el Lema 9.11, tenemos que
los tmmaiios de lns drbitas deben ser 6 y 1,

Sen @ € 8§ que correspondn a la transposicion (1,—1); entonces ¢ fija o 0,0, 0, ¥
o(A) = ~A parn A € CG(9). Elinico otro punto fijo de ¢ s 0, de manera gue {0) debe

ser ln Orbita de tamadfio 1 para S
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Consideremos aliora a v € My que fijan co,w, 82,y h\l'(llllt 2(A) = A1 para A € CG(9).
Tenemos que 7 es un elemento de orden 3 de (Mi2)eo,wn = (Mi0)ea. Denotemos por H
a (Mi0)oo. Tenemos ya que todos los 3-clementos de H son conjugndos nno del otro en
H, de matera que H controla fusidn de (7).

Considetenmios a Afyz como 3-transitivo, con I cl estabilizndor de 3 puntos. El Lemn
9.14 muestra que N(7v), <l normalizador de (y) en M2 nctita 3- transitive en F({(3)} =

{co,w, 2} (los clementos de orden 3 fijnn a lo mis a tres puntos).

Esta aceidn da un homomorfismo p: N(y) — Sx, permutando a oo, w, (2, que s suprayec-
tivn, y euyo micleo es N(9) N He. Puesto que ya tenemos deserito n o, podemos
caleulnr facilimente que Nuc(p) = (7}; concluimos que [N{9)|=6-3 = 18.

Pero podemos exhibir 18 clementos que normalizan a (v}, Tenemos los elementos
h=(co,w)(@? A+ 0X); k= (0uw)N

dadns en In Construccin de Rotman -Witt, Teoremas 5,10 y 511, Tenewins que b y &
connitan con y:
by = (Qw)d 4+ 1)
=(Qw)(N* +1).
7h = (D) +1)
= kv,

by = (c0,w) (*(A + 1)+ a(A 4-1)*)
= (o0,w}a?A + a? + o) + o)
(pues e o =1) = (oo,w)(0A 4 aA® 4 1).
7h = (co,w)(a A + oA’ 4 1)
= he.
adenuis, (h,&) = 53, Por lo tanto {y, h,k) = {y) % (I, k) es nu subgrupo de orden 18 y

que centraliza o {7), y por In tanto también lo normaliza, Coma deben ser todas, ndemds

tencimos que
N(v) = (1, h, k).
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Sea T = (S, N(7}}; yn que § cs subgrmpo de 7', los tamnfios posibles para T'--érhitas en
X son: dos de 6; unade 5 y unacde 75 unn de 11y una de 1; unnade 12 (si 2 es trausitivo),
Esto se debe a que X tiene una S-drhbita de tamafio G, y como solo hay dos S-érbitns,

hay a lo mis des T'- drbitas, y una de elins dele tener tamaiio ol menos 6.

o pucde ser una de & y una de 7, pues 7 no divide o ni siquiera «ivide n ta]).
N ! le 5 le 7, § 7 tivid T livid A

ampoco puede ser unn de mn de 1, pues ol punto fijado tendrin que ser ol fijado por
T 1 le tl1y le t, 1 to fijndo tendrin ¢ | fijnd

nsaber ol 0, y el 0 sc mueve bajon . Por iltimo, Ia necidn no puede ser transitiva,

S, berel 0 10 e | y&T. Por N y
pues los clementos de § mandan 1 en {co,w, 2,1, ~1}, ¥ los elementos de N(y) mandan
1 en {1,~1,0}, de manera que ningin elemento de T lo manda en, por cjemplo, 3.

oncluimos que ione dos orbitas de tnmadio 6, una de las cuales contiene n ln érbita
Caoncl Tt 1 hitas de t G, del 1 1 In 6rbit
de S y debe ser

fo = [s0yw, 0,1, -1,0}.

Entonces tenemos que T actin transitiviiente en fy, y el estabilizador de ) es §. Puesto
que & 2 Sp por contruceidn y actia nitidamente 5-transitivo en fy — {0}, tenemos que

T actin nitidamente G-transitivo on ),y T 2 S;.
(]

De hecho, cste blogue fy se puede utilizar pacn definir un 5(5,6,12), donde los bloques
seridn los conjuntos de Ia formn g/, con g € My,.

Eshozamos shorn Ia prucha de Tn existencia del avtomorfismo externo para Sg. Hay dos
T -orbitas de tnmafio 6 en X, dignmos fa (1a dadn}, 3 fi. Un clemento o € T de orden
5 c5 ¢l producto de dos Sciclos disjuntos y fijn n dos puntos; cada f; {con i = 0,1},
consiste de una ¢ -drhita de tamaiio 5 y una de tamaiio 1. Considerando a Afy; como
2~ transitivo, notemns que {a) € A, el estabilizador de dos puntos; como {7) es un 6~
subgrupo de Sylow de Afyy, tenemos por Leina 9.14 gue N(a), el normalizador de (o)
in M2 actia dos transitivo en el conjunto F({0}) dc dos puntes. Por lo tanto existe un

elemiento r € N(r}), de orden 2, Se prusha que 7 interenmibin fy con B, ¥ por lo tanto

normaliza n 7, y In conjugnciéon por r es un antomorfismo externo de T, que nos da un

automorfisimo cxterno en Ss.
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Por 1iltitno, mencionamos que 1o puede probar gue hiny un sabgrupe G de My, con
G = My, y que hay dos G-drbitns de tmnaiio 12 en el conjunto de nccidn de Ay,
Empezando con g € 6 de orden 11, con un argumento similar al dado arriba se prueha
aqie hoy un clemento de orden dos ¥y € N(g) que interenmbin Ins dos G -érbitas, ¥ que

normalizn a G, La conjugacidn por 4 dn vn antomerfisnio externo para A2,
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A Simple Ballad

What arc the orders of all sinple groups?
I speak of the honest ones, nat of the loops.
It seemns that old Burnside their orders hins gnessed

Except for the cyclic ones, even the rest.

Groups made up with permutes will produce some more:
For A, is simple, if n exceeds 4.
Then, there was Sir Mathien who came into view

Exliihiting groups of an order quite new,

Still others have come on to study this thing,
Of Artin and Chevalley now we shall sing.
With matrices finite they made quite a list,

The question is: Could there be othiers they've missed?

Suzuki and Ree thetr wnintained it's the case
That these methods had not reached the end of the chase,
They wrote down some matrices, just four by four,

That made up a simple group. Why not make more?

And then canie the opus of Thompson and Feit
Which shed on the problem remarkable light.
A group, when the order won't factor by two,

Is cyclic or solvable. That's what is true,

Apéndice A
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Suznki and Ree had eaused eyebrows Lo raise,
But the theoteticinns they just couldn’t faze,
Their groups were not new: if you added n twist,

You could get them from old ones with a flick of the wrist.

Still, some hardy souls felt o thorn in their side,
For thie five gronps of Mathicu all reason defied:
Not Ay, not twisted, and not Chevalley,

They called them sporadie, and filed them away.

Are Mathieu groups creatures of heaven or heil?
Zvonimir Janko determined to teli.
He found out what nobhody wanted to know:

The masters had misscedd 1 755 6 0.

The floodgntes were opened! New groups were the rage!
(And twelve or more sprouted, to greet the new age.)
By Janko, and Conway, and Fischer, and ileld,

McLaughlin, Snzuki, and Higman, and Sits.

No doubt you noted the Iast lines don’t rhyme.
Well, that is, quite simply, a sigh of the time,
There’s chaos, not order, smoug simple groaps;

and mayhe we'd better go back to the loops.



Apéndice B

La Tabla 1 contiene los nombres, ordenes y descihridores de los 26 grupos simples finitos
esporddicos que existen, Los primeros citico gripos se conoeen como Grupos de Mathieu
en 11, 12, 22, 23, y 24 letras respectivamente.  Los siguicntes cuntro se conocen como
los cuntro grupos de Janko, independientemente de su descubridor, pues fueron todas
propucstos por Janko.

El siguiente es el grupo de Higman-Sims (I15), y vicene segnido de ol grupo de MeLauglin
¥ ¢l de Suzuki. Posteriormente siguen fos tres grpns de Conway, y ¢l grupo de Held.
Tenemos despues los grupos de Fischer en 22, 23 y 24 letras. Siglm el grapo de Lyons, el
de O'Nan y el de Rudvalis,

Despuces tenemos los grupos de Fischer de grado §, 3, 2 3 1, Elviltimo, Fy, se conoce como

¢l monstruo debido a su gran tamaiio: tiene
808,017,424, 794, 512, 875, 886, 459,904,961, 710, 757, 005, 754, 368, 000, 0100, 000

clementos, Fy es a veces llnmndo ¢l bebé monstruo. Fy es a veces denotado tambien
por M,y F por .
La Tabla 2 contiene In informacion sobre edmo estin involnerados los grupns esporddicos
simples unos en otros. Para cadn grapos siimple esporddico (7, nos pregnutamos cuitles de
los esporddicos mds pequeiios estiin involucrados en él (i.c. sou cocientes de un snbgrapo
de @). En la tabla Ia entrada en el renglén e G y 1n eohunna de § es:

+ 81 S estd involuerado en G.

~ 8i § no estd involucrado en G.

? si no sabemos (S 2.J,, G = Fy)

Si Ji estid involucrado en Fy, entonces debe ser un subgrupo miximo.
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TABLA 1
Grupos Finitos Simples Esporiddicos
Nowbre
del Namero de Elementos Descubierto por
Grupo
My, 20U 37 % b x Il E. Mathicu
Mia 29 %3 x Hxll E. Mathicu
Mz 27 %32 xH6xTx 1 E. Mathieu
Maa 2"% 3 x5x7x11x23 E. Mathien
M, 219 % 3V % HxTx 11 x23 E. Mathieu
J 2P % 3Ix5x7x11x23 Janko
J2 27 %3 %5 %7 Hall, Whales :
Js 2% 3% x5x17x 19 Higman, McKay
gy 221 5 3% 3¢ 5 x Tx 117 x 23x Benson, Conway, Janko
x20 x 31 % 37 x 43 Norton, Parker, Thackray
s 2" %32 x5 xTx11 Higmnn, Sims
MC 27 x 3% x5 x Tx 1 McLnughlin
¢ Sz 29 37 x 52 xTx 11 x 13 Suzuki
[e]] 2 x 3" x5! x TP x 11 x 13 x 23 Conwny
Cz 2" 3% x5 x 7Tx 11 x 23 Conway
Ca 219 5 37 x 5% x 7 x 11 x 23 Conway
He 29 % 3% x 57 x 7" x 17 Held, Higman, McKny
Fa2 27 x 3% x 57 x Tx 11 x 13 Fischer
Fn 2"® % 3" x5 xTx 11 x 13 x 17x
x23 Fischer
Fy 27 % 3" x 52 x T¥ x 11 x 13 % 17x
x23 % 29 Fischer
Ly 28 3¢ 37 ¢ 5% % Tx 113 31 % ITx
%67 Lyons, Sims
[0 2% 5% 7 %11 x19x31 O’'Nan, Sims
n 2% 3% x 5° x Tx 13 x 20 Conway, Rudvalis, Wales
Fs M %3 x5 xTx1l x19 ' Smith, Thompson
B 21 5 3" x 5% x 7P x 13 x 19 x 37 Smith, Thompson
2 2 x 3P x5 x T x 11 x 13 x 17x
x19 x 23 x 31 x 47 Fischer, Leon, Sims
F 20 % 3 x 50 x 7" x 117 x 13 x 17x

Fischer, Griess

x10 x 23 x 29 x 31 x 41 x 47 x §9 x 71
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TABLA 2
Como estdn Involucrados los Grupos Shuples Esporddicos unos en otros
Ay
My
+ 0y
- - My
e - Ja

My
J2
Aoy
ns
Ja
My
MC
He
R
Sz
Q
Cy
C2
137
HN
Ly
F
Fp
G
Ju
Fyy
B
13

———————— My

44 -4+ -4 - —. MC

I He

___________ R

———————————— Sz
e )

+ -t - == - G
N G

L S I T Fn

Fd m ke m e m e e HN
T Ik TR ITEUE TR Ly

T s s = = B
-------------------- Fn

++t -+ = F - === - - - = - —-— Cy
B I T T T A
I e i S Tl I iy
e Fomm = F— =+ R
b bk m — k= - — - - bk - - - —
T N N VI
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