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CAPITULO 1

LOS SOLIDOS AMORFOS

Uno de los campos de mayor actividad en la Fisica del Estado

Sélido en los ultimos ahos ha sido el estudic de los soélidos no

cristalinos, los solidos cuyo arreglo de sus atomos plerde los
vestigles del orden de largo alzance. Los avances que se han hecho

en la Fislca v Quimica de ostos materiales, que son conocidos como

Sélidos Amorfos so han apreciado ampliamente por la coemunidad de
investigacion (N.F. Mott, P.W. Anderson. =~ P.J. Flory ganadores

del premio Nckel 1977 ). No puede ser de oira manera ya que estos

materiales son los que mas abundan en la Naturale

La investipacion cientifica en los solides amorfos resulta

ser desafiante yva gque no > puede contar con las herramientas

1icos

4 en low

m

3

te

poriodicle

cristalines, ejemplo las zonas de Brillouin, Estades de Bloch,

reglas de seleccion de la tecoria de grupos, etc.: sin embargo,

algunas viejas aproximaciones permanc~en utiles para los solidos
amorfos (mas notablemente el punto de vista de enlace quimico, que
se enfoca en ol orden de corto alcance). Este desafio ha sido
encausado  por  nuevas aprodimaciones tales como  la  teoria  de
Localizacion v ae Fercolacion.

Desde otro punto de vistn, mucho del intenso interés en la

investigacion en solidos amorfos debe a  la  impertancia

tecnologica de esteos materiales. Los ejemplos incluyen el uso de

fibras opticus uitratransparentes cn telecomunicacionas, el uso ae

RKerugalia ¥ ceidas sulines, vy el uso cetidione de o vidries

organicos coms materiales de estructurs

El estudin en e rrene s reciente y sigue en continuo
desarrollo. Lia sociedad moderna esta muy relacionada con este

avance tecnologico, y es por elle que la aplicacion de estes

materiales estd teniendo y tendra un gran efecto sobre ella en el

futuro.



DEFINICIONES
Los materiales no c¢ristalinos o amorios son aguellos gue

poseen algun grado de aleatoriedad. Esta aleatoriedad puede

ocurrir de muchas maneras de las cuales las mas lmportantes son

los desordenes topologicos, espinoriales, substituciecnales o
vibracionales. Estos  tipes de desorden  son ilustrades a

continuacion (Fig. 1.11).
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Fig. 1.1 Tipos de desorden:
(a) Desorden topologicoe (no hay orden de largo alcance)
(b) Desorden espincidal (sobre una red regular)
(c) Desorden substituclonai (sobre una red regular}
(d) Desorden vibracional (alrededor de la posicion de equilibrio

de una red reqular).



El patrén ordenado con el cual comparamos las imperfecciones

es el cristal perfecto que se puede definir como sigue:

Un cristal perfecto es aquel material en el los atomos
(o grupos de atomos o ‘motifs’), estan arreglados de un modo que
se repite periodicamente en tres dimenslones en una extension
infinita.

Con  egsta definicion un  oristal imperfecto puede  ser
simplemente une que sea finito en extenston o unc que posea
defectos, e.p. vacanclas o atemos intersticiales, o dislocacliénes
(no periodicidad), ctc.

El desorden topolegico o tambion llamudo geometrico es esa
forma de aleatoriedad en la gue no hay periodiclidad translacionalk
(fig. 1.1a), en otras palabras, no hay orden de largo alcance.

Otra variedad de aleatoriedad es la del desorden de espin {o

magnetico) en el gue la red cristailna se preserva, pere cada

sitio atowico posee un espin 0 momento  magnetico  que  esta

ksta  situacion ocurre en  algunas

orier slea

aleaciones magnticas diluldas tales como Cu-Mn o Au-F stos, Y
aquellos materiales que son topolegicamente desordenades y poseen
espines aleatoriamente orientadog se llaman ‘vidries de espin’
('Spin glasses™ ), y no se deben confundir con los verdaderes
vidrios que se definen abajo

stitucional

Una clase mas de aleatoriedad es el desorden sut
en el que la red cristalina se preserva, en este caso el material
@s de hecho una aleacion (por decir Cu-Aul) con un tipo de atomo

wnte en la red. Estos sistemas son

sustituyendo a otro aleatoris
de gran importancia en metalurgia y otras ramas de la ciencla de
materiales, y en el rase de aleaciones binarias son descritas por

.
la teoria de campo medio de Brugg-Williams (ver red. 3).

censiderada anteriormente

Pos

La categoria final de aleatorie

puestu, el

orden vibracinnal de unn red

es el d

concepto de un cristal perfecto es  solamente valido a la
temperatura del cero abseluto (si ¢l movimiento del punto cero es
Ignorado), y a cualquier temperatura finita el movimiento
aleatorio de atomos alrededor de su posicién de equilibrio

destruye la periodicidad perfecta. Es importante notar , sin



otra forma de desorden

embargo, que el desorden vibracional no ¢
topolégico, puesto que aungue los atomos estan vibrando, le hacen

alrededor de sus posiclones cristalinas de equtlib

Gue  por

nte.

supuestlo ne ectan desordenadas topolag
Sin embargo, les desérdenes en log que nos ocuparemos no
seran las pequenas perturbacienes a la cristalinidad del material,
sino al mencionade desorden topologico.
Hay mucha confusion en la literatura concerniente al termine

‘amorfo’, ‘ristaline’ y ‘vidrie' y todavia no hay definiciones

universalmente aceptadas. lLes definiclones que agul emplearemos
son : Un material amorfe no posee el orden de Jargo alcance
nl la periodicidad caracteristinag de un cristal

Un vidrio os un sélido amorfo que exhibe una transicion
vitrea.

Con Ta primera definicion los termines amoris’ N

o sinénimos A definicien del termine aporfo

‘no-cristaling’ g

cluve & los liquidos por lo que para definir un

dado aqui no
solido amorfs debesoy dolip Gue un soélide es un material cuya

N N Ta. e . KRN
viscosidad de corte exceda 10 Ipo.lse to 107°
Es

relajacion de un dia. Este se puede

a division algo arbilraria corresponds2 a un tiempo de

r como sigue. la expresion

para la viscosidad de certe soe puede escribir como
n o= G /ldy 7dz)
x x

La aplicacldn de una fuerza de corte G en Ja direccién % causa un
>

gradiente de velocidad dv sde, donde dir es el grosor de un
x

elemento perpendicular a lu direccien dei esfuerzo apiicado. Una

fuerza de 100N aplicado durante un dia a iem’ de un material que
tiene una viscosidad de l(!lj'ﬁNsm.g conduce a una deformacisn de
0.02mr, UL vaior que apenas es vigille. Fntences diremos gue un
materin! osoun wolldo s1o la o aplicacion de una pequelia fuerza
durante un dia preduce, para fines practicos. una deformacion
adespreciable. Fara darnos una idea y poder comparar, la viscosidad
de la maycria de liquides comunes 3 temperalura ambiente son del

orden de 10 “Poise.



ESTRUCTURA DEL SOLIDO AMORFO
Para entender las propiedades fisicas vy quimicas de una
sustancia solida es requisito esenclal conocer el arreglo

di bus datomes. Como ya hemos mencionado, el aspecto

estructu
esenclal con el gue la estructura difiere respecto al solido
cristalino es la ausencia de orden de largo alcance. No hay

periodicidad translacional, ver fig. 1.2.
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Fig 1.2 Un esquema de arreglos atémicos en (a) un sélido eristalino,
(b} un solide amor(n v (21 un gas,

l.as posiciones atoémicas en el sclido amorfo tampoco estan,

sin embargo, distribuidas aleatoriamente en el espacio, la

aleatoriedad esta asociada mas proplamente a la figura 1.2c., al

menos en el limite de densidad baja en el que los atomos que

consjderarse Ccome particulas

Q.

componen el £as ru
independientes Para ta pas  diluldeo (el gas de la teoria

as  estan totalmente

cinétical) las posiciones de las partic

ce puede  localizar donde  sea,

descorrelacionadas. Cada

independientemente de las de los demas atomos. Sin

embargo en ia figurn 1. 2b. o ve Wi oallo grado ae correlacion

Po o uzmado agqui para  la

‘local’. Cada atomo tiene fen
ilustracion) tres primeros veczines a ‘casi’ la misma distancia de
él. Los primercs vecines estin cenectados por lineas en la figura
y los angulos de enlace ( que se forma donde estas lineas se
encuentran en una posicién atémica) son también ‘aproximadamente’
iguales.

En el caso cristalino de la figura !.2a la separacion de los

primeros vecinos y sus ngulos son cactamente’ iguales a



dif:-#ncla del sdlldo amorfo. El grado de correlacion local es

bastante alto en los solidos amorfos, esto es tambien comun en los

cristuales, pues poseen un alto grade de orden deo cor Une
experimento pensado nos servira para Ltlustrar Ia de
orden local. Supongamos que un atomo €s sacade de cada p de

lae figuras 1.2 57 un hombre de mala memoria. Si mas tarde desea

insertar caaa atomo en su poslcion original., no deberia  tener

dificultad par2 hacerle en las figuras 1.2a. y 1.2 . No asi, sin
embargo, para la flpura 1.2¢, puesto que es  completamente

aleatoraa, que  las  posicicones  atomicas  gque  no fueron

modifjcadas no dan informacisn acerca de la felts ae una.

El segundo  topico es el tema o solbdew. Para  esto

consideremos como se modifica la configu fon representada en la

fig. 1.2 al transcurrir el tiempo. En 1.2(¢] wuna estructura

particular dada cambia instantaneamente al hacer correr el reloj,

el movimiento de particulas que componen al gas son efectos

aleatoric Gu,  win ia  escaia de  dimensiones  atomlicas, son

totalmente diferentes en cada instante del arreglo specifico de

la fig.1.2¢ (En la escala macrescopica, por supussto el efecte es
el de pequehas f[luctuaciones estadrsticas por ejemple en la

densidad). F

ste movimtento atomico patra un gas iluido, consiste
de trayectorias de lineas rectas que son doesvie 5 ocasionalmente

por algunss def lexiones correspondientaes a las colisiones de los

dtomos unos con otras y con las paredes del reciplente.

tan

£l efecto d21 Liempo en lac figuras 1.20(a) y 1.2(b) no e
drastico. Aunque haya movimiento {aun cercano a 0 K, ol movimiento

del punto cerou perman I, este no es traslacional, es decir, no

consiste en eruzar

tura de oun oristal o de un vidrio.

1a estr

Si vierames a un atomo dado como una particula ©lasics con una
trayectoria definida, su movimiente lo padriomes esquemstizar cono

cerca de una

en la fig. 1.3{(al!, en este caso el Atomd permanes

posicion de eauilibrie bien defin , oy realiza sovimientos
oscilatorios o vibracicnales alrededor de é1 Fste cfecto de

localizacion esta en contraste con el movimiento translacional a
escala atomica reallzado por el fluido de la figura 1.2(c).
Macroscopicamente csto no es otra cosa que la diferencia entre

solidez y fluidez. En un solide los atomos oscilan alrededor de



sus posiciones de equilibric, lo cual constituye oo estiuciura

permanente. Tal endurecimiento no existe en un fhundo, en la que
el movimiento atomico se caracteriza por movimientos
translacionales extensivos y parcialmente oscilatorios (fig.

1.3(b)).

@ '

(a) ib)
Fig 1.3 Bosquejo del estado de movimiento de una particula

(a) en un sdltdo y (b} en un fluide.

Un solido ameorfo es metaestable con respecto a una fase
cristalina, esta fasce forma el estade de equllibrio termodindmico
de mas bajs energia, sin embarge la experlencia ensepa que el
estado base cristalino es a veces cincticamente lnaccesible. Una

sistir practicamente sin limite Un

vez formado el vidrio puede pe
cjemplo es cl diamante, ¢l arquetipo del cristal covalente, el

table. lLa configuracién de energra mas baja de una

cual e3 meta
coleccion de atomos de carbon no es el diamente sino el grafito,
que es la rase termodinamica estable a presién y temperatura

normales.



RUCTURAS

CARACTERIZACION DE LAS

Los datos sobre la estructura de lzc custancizs amorfas se

a de rayos

obtienen principalmente a traves de la difraccien ya se
¥ . de electrones o de neutrenes. Para caracterizar  estas
estructuras es conveniente usar cl concepto de densidad p{r) de
atomos a *a distancia r a partir de un cierte datomo de referencia.
El numerc de atomos en cada capoa csfortea de espesor dr o desde la

distancia r hasta r + dr de un atoemo de referencia. es igual a

on recibe ef wore de funcién  de

4nr?ptr)dr erpre:

distribucién radial de los atomos. Lo funcidn -’,m"'pir; tiene

istancias  correspondientes o las  distancias

maximos en

interatomicas. £l areca que hoy debajo de cada punta de Ia curva de

la  funcien wae distribucien radial  determina ¢l namero  de
coordinacion, ¢! cual ©¢s el numere de otomoz que hay a  esa

de densidad p(r) para la

distancla. La relacicn de Ja funci
estructura atomica real sc muestra esguematicamente en la fig. 1.4

en una representacion bidimensional de una estructura amorfa

Primeros vecinos

Segundos vecinos

fig 1.4 Ilustracisn esquematica del origen estructural de ciertas

formas en la funcién de densidad p(r) para un sélido amorfo.

@



La funcion de d.stribucién radial para el cristal perfecto

dara, por supuesto, picos apudos en los luparec en g

colocados los atemns: sin exbarac, en los cases aesordenaaos el

preblema se complica mas y no es tan 3 1 interpretar los picos
puesto que eon general la respucsta se va haclendo mas ancha de tal
manera que a partir del tercero no se puede precisar exactamente
el area comprendida, es aqul donde se aprecia e} llamado orden de
corto alcance. Fara estudiar la estructura del material amorfo no

se cuenta solamente  con los experimentos de difraccidn

mencionados, sino  que  existen  tecnicas  espectrescopicas  que

proporcionan una informacion muy vallosa, ne sole del orden local,

sino tambien del de las configuraciones de enlaces



APLICACIONES DE LOS SOLIDOS AMORFOS
La tabla 1 presenta unz lisiz rupresentativa de las aplicaciones de

solidos amorfos.

Tabla 1. aAlgunos ejemplos de apiicaclones de sdlidos amorfes.

Tipo de Material Propiedad espe-
solido amorfo Representat ivo Aplicacion cial Utilizada
vidria Oxide (SiOz)a!Na,}O)e Ventanas de vidrio, Transparencia,

ete. solidez,

Vidrio Oxido l'SiO_d)g(GeO?_)1 Flbras Opticas Ultra~
transparencia,
pureza

Polimeros Poliestireno Materlales estructurales

organicos ‘plasticos’.

Yidrie SE,ASZSL‘J Xerografia Fotoconduct)vidad

calcogenido peliculas

Sem} conductor Te GeD Elementos dr memeria Transformacion
amorfo de computadora Cristalino-amorio
Por campe E

tnaucide

Semiconduct.or Siﬂ ng ) Celdas Salares Propledades
amorfo Upticas

fotavoltalcas.

Vidrio Fi Transformadores Ferromag. Baja perdida

e B
0.8 0.2
metélico de nucleos



CAPITULO 2

LA DIFUSION

En fisica, la palabra difusion se refiere a un proceso por el
cual la materia es transportada de una parte del sistema a otra
debido al movimiento aleatorio de las particulas que lo componen,
St tenemos un clerto numero de particulas inicialmente
distribuidas en una contlpuracion dada, estag lleparan a

redistribuirse con ol tiempo como resultado de los movimientos

aleatorics Esta nuevs distribucien de probabilidad se  puede

obtener teoricamente  ya

sed por  una  ecuacion  de difuston |

propuesta por Fick en 1855}, en la gue o considera que tanto el
medio como el materiol que so difunde son continuos; por la teoria

del camino alratoric donde el medio y el difundiente  son

scretogs, o opor netolun en

vista, el continue y el di eto.

evidente gue en el segundo modelo, en donde se considera

que la materia esta compuesta por muchas particulas determinadas

tadi

por las leves de la mecanica, las jdeas ¢ icas  Jjuegan un
papel muy impertante. La sltuacion fisica de partida es que si

tenemos una csustancia diluida difundiendese cada una de las

particulas que la componen se comportan independientes unas de
otras, y cada una sufre colisiones con las moleculas del solvente,
el resultado de estas colisiones es que la particula se mueve
haclia regiones de alta o baja concentracicn sin tener preferencia.
Sin embargo. aungue ¢l movimiento molecular aleatorio no da una
direcceion preferente en el mevimlento, se observa de hecho que las
moléculas se desplazan desde la region de mas alta densidad a la
de mas baja, se mueven irreversiblemente hacia =1 eauilibrio
termodinamico, casi sin importar la condiclon con la gue empieza
el sistema. La reconciliacion de estas dos situaciones se  ha
encontrado en el Teorema if de Boltzmann y en las derivaciones de
la Ecuacion Maestra por Pauli, Van Hove, FPrigogine y muchos
otros.

La difusion es un arquetipo de los procesos irreversibles,

sin embargo, los modelos que describen este proceso, y en



particular el que utilizaremos, se restringen a describlirlo cuando

modinamico, ya que cuando

el sistema esta cerca del equilibric

¢ las  cosas  son extremadamente

se estd muy apartado doo @

complicadas.

LA DIFUSION EN UN MEDIO CONTINUOC

emos analizando la difusion en un medio continuo, que

Empe
histéricamente fue el primer metodo gue se propuso para analizar

este fenomeno. Aqui la teoris de la difusion se apoya en dos
resultados fisices fenomenalogicos
transporte neto de material a traves de

(1) Lev de Fiok,
una unidad de superficie J es proporcionsl al gradiente de
densidad del material en una direccion perpendicular a Ia unidad
de area,

J = -Dvp (2.1.1

La ccwacion ae contimldad. “El material se conserva

durante el proceso, las unidades dlfusoras no son creadas ni

destruidas,
(6p/ét) + V-j = 0 2.1.2)

En donde p = plr,t} es la densidad de la sustancia de Interes en
la posicion r al tiempo t, D es el coeficiente de difusion, que

puede también ser una funcion der y p, vy j = Jjir,t) es la rapldez

de flujo de la sustancia, que se define en terminos de la

velocidad local de sus elementos de masa, v = vir.t), a traves de

L1.3)

A partir de estas tres ecuacicnes unoe puede derivar dos

ecuaciones diferenciales basicas, wuna para la densidad de

particulas y la otra para la velocidad local. La teoria
tradicional obtiene la ccuacion de difusion al sustituir (2.1.1)}

en (2.1.2)

dps3t = V-{DVUp) (2.1.4}

]



Cuande el coeficiente de difusion es constante, independiente

del tiempo y de la posicion, esta ecuacion se convirte en
8p/at = b v 2.1.5)
Una manera alternativa de describir la difusion es encontrar

la ecuacioén diferencial para el campo de velocidades v. Una vez

que v se conoce, la densidad de la particula sec obtiene al

combinar (2.1.1) / (2.1.3). Restringiendonos al caso de un

coeficiente de difusidn censtante. Entor

v = -DV In p (2.1 7)

Una ecuacién diferencial para v se obtiene de (2.1.2) y (2.1.3)
av = -DU2( inp) = DYip V- Lvpl] (2.1.8)
= DV{V:v +v:Vin p} (2.1.9)

Incorporando la ecuacién (2.1.7) en esta ultima obtenemos la

ecuacion diferencial para ¢l campo de velocidades
3y = VDYv - v 2.1.10)

Con esto se observa que, aun la teoria de difusion elemental
es no lineal si no estd en términos de las variables adecuadas.
Este punto de vista alternative ha sido discutide por algunes
autores durante muches afos . Sin embargo esto se tomo  como

investigacion matematica was que cemo un método alternativo para

unla ley de Fick, o una

ecuacion  diferencial  parcial parabolica cuya caracteristica
principal es que no es simétrica en el tiempo, es decir, su
solucién cambia al cambiar t por -t, es por ello que esta es una
ecuacidn apropiada para describir a un proceso irreversible.

Debemos observar, ademas, que la solucion de esta ecuacion depende



tanto de la geometria del problema come de la distribucion inicial
de la sustancia que se difunde. Esta ecuaclon tambien es referida
como la ecuacion del calor (Ley de Fourder. 1822, sin eabaigs, en
este contexto nos 1eferirencs a ella cono la ccuacion de difusion
clasica.

Un problema comunmente discutido en la teoria de difusién es
el problema de valor inicial; i.e., determinar la distribucién de

concentracion pix,t} al tiempo t cuande la distribucion es

conocida inicialmente pix, 0). Presentamos el caso en una dimensien

con dominlio infinito. El problema completo queda ewpresado como
- .
o -De "1 pbi ity =0 2.1.11)
v x
donde -e < % < ® ,para t >0 ycon pix,0) = f{x)

El método = utilizaremos para resolverlo es a través de las
transformadas de Fourier. Definimes entonces la transformada de
Fourier de la distribucién de concentracion come

otk 1) = _[p(:-(,t) & (2.1.12)
Y a su inversa como

Hegi (2.1.13)

plx.t) = tn)“fp(k,t) e

El simbolo f denota integracion sobre todo el dominio, para una
dimensidn.

Multiplicando por expl-ikx] la ecuacion (2.1.11} e Integrando

en todo el dominio de x tenemos
e+ ks = 0 (2.1.14)
cuya solucién es

plk.t) = plk.0) expl-Dk°t} (2.1.15)

con p(k,0) la transformada de Fourier de p(x.0). Aplicando la

transformada de Fourler inversa a la ecuacion (2.1.15) tenemos

plx,t) = (zn;"J' flslexpl-ik(x-s)-Dk®tldsdk  (2.1.16)



resolviende se obtiene

pix, U = (dnbus ™V J' fisienpi-{x-51574Dt] ds (2.1.173
observamos que si f(s) = &6{€-s)
Gix-€.t) = (anDt) "Cewpl-(x-£1°/4Dt] (2.1.18)

Esta ultima ecuacion (la funcion de Green) es conocida como

la solucion fundamental de la ecuacion de difusion que corresponde

a una fuente puntual gue al instante t = 0 se encuentra en el
punto x = &. La figura 2.1 muecstra este compertamients para
diferentes tiempos. la ecuacion (2.1.17) es slmplemente  la
convolucion de la funcion de Green con la coandicion 1 vy se
puede TenSAT (oMo U supurposicidn Jdo vid a
fuent:- puntusies distri el eje », con densidad f{x}.

Plot[Evaluate [Table [Exp([-x*2 /t) /Sqrtlt},{t,1.,6}1},{(x,-5,5

i, ¢ !u\
x
F1g.2.1  Perfil  ds  la  concentracion  como  una  funclén  del  tiempo
para una sustancia alrundlendose ia cual ests originalmente

localizada =n x=€.

Con respectc a las restriccicnes para f{(x), el teorema de
Fourier garantiza su validez si J}flx)idx < « ; sin embargo ésta
restriccion puede ser relajada, de hecho la ecuacion (2.1.17) es

valida si If(x)i= M-exp[Nle. l.as pruebas rigurosas de la



existencia y unicidad de (2.1.17} se encuentran en la mayocria de
los libres de ecuac:icnes diferenciales parciales

Como un ejempls goo nis selviia mas adelante, concideremocs el
process de dJdifusion unidimensional en que el {lujo de particulas
no solo depende de la diferencia de concentracion, sino que ademas
las particulas son arrastrades hacls una direcclon particular a
velocidad censtante, entonces la equacion (2.1.1) es modificada

por

J = - D3 p+ pv (2.1.19)
x o

donde v, €8 constante. Esta ecuacion pued. represontar por ejemplo
la difusion de una particula cargada sometida a un campo electrico
uniforme ocaslcnando una velocidad de arrastre Yo

anlurior obtenemos

Resolviendn ~ome en ol aisc

[ fislexp ={(x - v t} - 5} ds {2.1.20)
[

La figura 2.2 muestra varios perfiles de la difusion para el

caso fis] = &l¢} .

Plot [Evaluate[Table [Exp[- (x-t)*2 /t]/Sqrt[t],{t,l,G}]],{x.'Z,3}

Fig. 2.2 Perfil de wna concentracién difundlendose y

moviendose con una velocidad de arrastre v .
o



Busquemos ahora una solucién fundamental, como la ecuacién
{2.1.17), para un espacio de dimencién arbitraria d. Supongamos
que D es una constante. entonces la ecuacidén do difusion viene

dada por

8.pir,t) = DVp(r,t) (2.1.21)

2

= 2 _ 2 2
ahora r y V son r (x‘,xz,,u,xd]yv (cl)d ¢ax2+ ‘,,+Bkd)
con la cendicién inicial p(r,0) = {(r), y r en todo el espacio ﬂr
(o= ®").

T

Generalizamos las transformaclones (2.1.12) v (2.1.13) como

plk.t) = I e-lk“rp(r,t! dr

Yy
pir.t) = fom ™ Jr ATk Hidk
con k = (k_,k oK)
1 d
La ecuacion (2.1.21) en el espacio de momentos es entonces
d,plk,t} + Dkpik,ti = 0
cuya solucién es
)-mzx

plk,t) = plk,0) e

y la transformada de Fourier inversa, suponiendo gue el sistema es

isotrépico, viene daduz por

plr t) = (ampt) 42 jf(s) expl-ir-s)/4bt)ds  (2.1.22)
Para el caso particular en que f(s) = als), obtenemos:
plr ) = tanne) ™ Coup(~rfoana 12.1.23)

que es la solucion fundamental en d dimensionss.

Otro punto importante «¢s determinar el desplazamiento
cuadratico promedlo del radio vecter de un elemento de volumen de
la sustancia que se difunde, a part: de la solucién (2.1.23)
tenemos
<l = jrzp(r.t)dr

17



<r?(t)> = (élﬂDt)_Wa-,rr2 pvr\!-r?’/th)dr

w
= (4anDht 1! r° expl-r</ant] cdr“" dr
[¢]

ds2

Donde Cd= 2n " “sr(d’2) es la superficie de una hiperesfera en d
dimensiones (ver apéndice 3). El desplazamiento cuadratico

promedic es entonces
a
<r(t)> = 2dDt (2.1.24)

en donde se cobserva la dependencia lineal con el tiempo t y la
dimension d

En esta aproximacion fenomenologica de la difusion, el
coeficilente D de difusicn puede ser determinadeo a partir de

experimentos < ¢ donde la npaturaleza atomica del proceso no

se considera. Este coeficiente generalmente no es una constante,
e.g. en 'a interdifusion de metales o la difusion de vapores
organicos en sustancias polimericas, D drpende de la concentracion
de la sustancia difuscra p en estos cases Yy también cuando el
medio es inhomer neo, D varia de punte a punto por lo que la

ecuacion de dit. .dn se debe ewpresar solo como (2.1.4), es decir
ép -V (DY) = 0 (2.1.26)
donde D puede depender de ».,y,z Vv p.
Si D depende unjcamente del tiempo it durante el cual "ha
tomado lugar la ditusion, i.e.

D= 1f(t) (2.1.27)

entonces introduciends una nueva escala de tlempo T tal que
dT = f{tldt (2.1.28)

la ecuacidén de difusion llega a ser

.p -Vp =0 (2.1.29)



que es parecida a (2.1.5) con D = 1.

Cuando el medio es anisotrépico. ee derir, cuando  las
propledades de difusion son diferentes en distintas direcciones,
por ejemplo en los cristales, las fibras textiles, cristales
liquidos, etc., la ecuacion (2.1.1) dada para el flujo j, debe ser
reemplazada por

J=-0D9p (2.1.30}

Si los elementos del tensor D son constantes la ecuaclén (2.1.5)

nos gueda

- 42 - S
atp D“( wF D__¢ yyp + L33c p o+

an

27/
(2.1.313)
2 - 2

+ + )
(D, DJ‘:)U v2f * m,n+ D4 =t (D‘2+ 021“'1 x©
Se puede encontrar una transformaciéon haclia las coordenadas
rectangulares €,n y ¢ parecida a la que se hace en gecometria
analitica con el elipsoide de revolucién y obtener

- 2 2 42 5
ép Dla f,Ep + Dzd nnp + Djd o (2.1.32)

a su vez, haciendo

€ =g P w o= w ()L e o= g )P
con D arbitraria, obtenemos
ap = D (& f:,[:_p + & P + \_,C_pr (2.1.33)

Podemos ver entonces que ciertos problemas anisotropicos se
pueden reducir a la misma ecuacion para medics isotrépicos. El que
se pueda o0 no, en un caso dado, depende de las condiciones de
frontera.

Por Gltimo, debemos mencionar que la difusion tratada aqui (a
partir de la ley de Fick) a pesar de resolver una gran cantidad de
problemas, es una clase particular de los procesos de difusion. es

decir, existen procesos difusivos que no obedecen la ecuacion



{2.1.1) y son llamados procesos de difusién no ficksianos, por

ejemplo cuando los gradientes de concentracién du la sustancia

difusora son muy grandes, o cuands  los cemponentes  de esta
sustancia estan correlacionades , en este caso se ha mostrado [¢]
que la difusion en el regimen estacionarlo se aparta de la ley de

Fick y ecta desviacién se presenta a traves de una dependencia en

la posiclion para el coeficlente de difusion, es decir, D =D{x).
El problema de la difusten considerads hasta ahora se ha
reducido basicamente  a  resolver la  ecuacion  (2.1.21)  bajo

condiciones iniciales vy de frontera dadas, sin ombargo. al tomar

Al me

en cuenta los detalles tantn ¢ i opor ciempic on problemas

de difusién en medios descrdenados, porosns, oto.) como de la

tfenomencs de reaccion-difusion), es

sustancia (por o mplo ]
necesario tomar en cuents la naturaleza corpuccular de este
fendmueno por lo que la confiyuracion depengiente del tiempo del
sistema estara relacionada con las probabitlidades de los procesos
Come st vera mas adelsnte, este punto de

atomic elemoernt oy

mos resultados gue

vigta mos general nos permite recuporar mis

te terrodinamic

para el caso continuo en el |

ElL. PROBLEMA DLIL CAMING ALEATORICG UNTDIMINSTONAL

eldn y la siguiente es analizar el

El propoésite de esta s
fenomenc de la ditusion desde ] punto de vista discreto. Para
introducirnos a los conceptos bisicos probabilisticos empezamos
con el ejemplo mas simple, pero importante, de los procesos
aleatorios o estocasticos, el 1lamado * Problema del Camino
Aleatorio’ [7

Censideremos una particula que se mueve a lo largo de una
cadena unidimensional donde puede saltar de un punto a otro hacia
cualquiera de sus dos puntos vecinos., Nos presuntamos entonces por
la probabilidad de que despueés de N pasos la partacula alcance una
clerta distancia »x, desde el pinte do partida

Definimos a Wi{m,N} como la probubilidad de que la particuia
llegue al punto m después de N desplazanienios sobre una misma
linea, de esto se sigue inmediatamente que el numero de pasos
dados a la lzquierds y a la derecha son (N+m)/2 y (N-m)/2

respectivamente. Si la probabllidad de dar un paso a la derecha es

(&)
=1



‘' ¥y a la fzquierda es'q’, entonces

Wim.N) = p N2 M2 ey 200 [ 2T (2,20 1)

en el caso particular p = q = 172 la ecuaciéon (2.2.1) se

convierte en

Wim,N) = 277 Nt/[(N+m) /2]t [ (N-m}/2]! (2.2.2)

De la ecuacién (2.2.1), el valor esperado del numero total de
pasos dados a la derecha y la desviacion cuadratica promedio
vienen dados como

<{N+m)/2> = N/2 (2.2.3)

< {IN+m)/2 - No21%> = N4

respectivamente, tomando c¢n cuenta que el promedio de la suma es

igual a la suma de los promedios en las ultlmas dos expresiones se

tiene,
2
<m>»=0; < m> = N {2.2.4)
172
la desviacion cuadratica promedio es (N) (ver fligura 2.3).
Plmy
w4
c.g 4 f JRNSEEEN
; tnz ¥V lam) =5 38
0.1% v |
I
0. | i
: | i
B
0.08 J |
| ‘ |
b
ooy i ;
i b !
Bl [
° N N TR N SO JNG NS SO b
B -6 4 1o 2 4 6 3 0 2 1t e m
-10 N
-3
F1g.2.3.Distribucton  de  probabilidad  para  p=0.6 y  q=0.4, cuando
N=20  pasos. la grafica muestra la  probabilidad  W(n ) de dar n
pasos a la derecha, o equivalentemente, la probabllidad P(m) de un
desplazamlento neto de m unidades a la derecha. Tambien se indican

el valor promedio m y (Am)*.



El caso de mas interés es para N grande y m « N, que es
Justamente el limite continue (o termodinamicol), por lo que al
usar la férmuls de Stliling (8]

Innt = (n+t2jlnn -6+ (isedln2n 00 0 n»w

en la ecuaclon (2.2.2) obtenemos
WimN) = (2/r8) Fexpl-m°/2N) (2.2.5)

como N es grande, es convenicnte introducir la distancia x desde
el punto de corigen como la variabje en lugar de m

w o= m]
donde 1 es la lengitud de un paso.

Ademas si consideramos inlervalos A grandes comparados con
la longitud de cada paso nos podemns preguntar por la probabilidad
W(x)Ax de que la particula se encuentie entre » y x+4x  después de
N desplazamientas, y puesto que m toma valores pares o impares

dependiendo de si N es par o impar

Wix.Nlax = Wim,N}(axs21) (2.2.6)

Wix,N) = (212 2expl-x"/2N1%] (z.2.7)
2
Definiendo D = nli“/2 donde n es el numero de desplazamientos por
unidad de tlempo, obtenemos finalmente

12

Wix, U)ax = (anbt) ™ Zexpl-x“/4ant] Ax. (2.2.8)
Se observa que este resultado es muy parecido al obtenido en

la ecuacion (2.1.18) para el caso continuo.

Existe ofro modo de resolver el problema Y que para nosotros
sera muy util ya gue nos conduce a la ecuacion de difusion en el
limite continuo y nos de una expresion para la ecuacion de
difusion en medios anisotropicos.

Consideremos un conjunto de puntos sobre una recta, escojamos

un origen arbitrario, y etiquetemos estos puntos por numeros



enteros i=0,#1,%2,... Ahora atribuyamos un numeroc N‘ de particulas

al sitio 1. Supongamns que cada una de estas iculas pueden

Iyacentes oon une frecusncia T que no acpende del
sitio 1. Los saltos hacia la derecha son en premedio muy parecidos
a los de la izquierda, asi que I‘Nl/.l particulas saltan del sitio i
al i+1 por unidad de tiempo. La transicion inversa i+1 a 1 ocurre
con la rapidez I‘N“ /2. El flujo neto de particulas que saltan del

sitio 1 al i+1 por unidad de tiempo es

J = (N ~-N V2 (2.2.9)
14172 1 141

analogamente, el flujo de i~1 a i es

J = TIN =N )2 (2.2.10)
1-1,2 1-1 4
Estos flujos desaparecen cuando Nl = N]1 para toda i; en
<1
otras palabras, cuando la masa esta uniformemente distribuida no
hay flujo de materia. El cambio en el nimero de particulas hacia y

desde el sitio | es

Noo= (I'/Z)[N“l *N - 2N,) (2.2.11}
Esta ecuaclion expresa un balance de poblacion de particulas. El
sitio i reoibe (l“/j:)N“l particulas provenientes del sitio 1+1, y
(l"/Z)N‘~l del sitio i-1, a su vez el sitio i cede (I‘/.‘!)N1
particulas (siendo esta la razon del signo negativo en (2.2.11) ),
a la lzquierda y lo mismo a la derecha Sustituvendn (2.2.9) vy

(2.2.3+) la ultima expresicon nos queda

= -{J - J
i fers2 1-1s2

Para pasar a la parte continua asumamos, para facilitar el
calculo, que los sitios son equidistantes, siendo a la longitud
del salto. El i-ésimo sitio tiene coordenada X = ia . Introducimos
N(x,t) una funcién continua y bien comportada que interpole a
Nl(t). Necesariamente ﬂ(:(l.t] = Nx(t) en X = X , aungue puede

tomar cualquier otro valor en puntos diferentes a los sitios.



Desarrollando en serie de Taylor las funciénes N y N‘obtenemos

Nix * 1) = N(x ) + a3 N +(1/2)a%% NI + 0(a®) (2.2.12}
b i A x4 x x1

N, =N zadlNl  + (1/2)a°8°N]  + 0la)) 2.2.13)
X~ x1 x— i
Introduciendo esta ultima expresién en (2.2.11)
8N =(1/2)ra252xu + 0(a®) (2.2.143
Esta ecuacion diferencial ya tlene la forma parabolica que
describe a un proceso irreversible. Para reescribir esto ultimo en
términos de los flujos J introducimos (2.2.13) en (2.2.9)

obteniendo

= -(12)T[ad N (a®/2)0
.

J N 11 +Ota™) (2.2.15)
12172 e >y

observemas gue ambos flujos convergen a -(as2)ra Nj K Definiendo
x %

a J = ~{as2)F3 Ncomo la funcion que intc =ola al flujo obtenemos
x
ON = -ad J + ota’) (2.2.16)
x

Si definimos a la concentraciéon promedio por celda a p = Na
y D =I"a2/2 como la difusividad la ultima expresion se transforma

en la ecuacion de difusien.

ap = -Di%p (2.2.17)

Ahora pasamos o cni ¢l gue las particulas no
tienen la misma frecuencia de salto a la derecha que a la
izquierda, para expresar esta diferenca de frecuenclas definimos a
rt y a I'" como la frecuencia de transicion de un sitio adyacente
hacia la derecho y hacia la lzqulerda respectivamente. El numero

de particulas que saltan del sitio I al i+! par unidad de tiempo
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viene dado por
+ -
=TI'N ~TN (2.2.18)

y de I-1 a i
J = r'N‘_z-r'Nl (2.2.19)

Estos flujos no desaparecen cuando leNlﬂ El camblo de poblacién

en el tiempo en el sitio 1 es entonces

) (2.2,20)

Interpolando esta funcion como lo hicimos para la difusién en el

medio isotrépice nos resulta
anN = [vzrra‘"azxg - tac ki - 0(a’) (2.2.21)

donde I' = " " 'y & = r" <" .Definimos al flujo como el

promedio aritméetico de la ec. (2.2.21)
J (x,t)= AN -(I/Z)Faaxﬂ (2.2.22)

Manteniendo las mismas defliniciones para p, D y a, definimos

la velocidad de arrastre v = (I' =~ I ja = Aa obteniendo

Jix, t) = -Daxp + v (2.2.23)
Finalmente
2
= DI - v3 2
(?‘tp D3 P Ve p (2.2.24)

Estas ecuaciones escritas en una dimensién se pueden

generallzar directamente. Por ejemplo
Jix,t) = -DVp + vp (2.2.25)

es el vector de flujo en un cuerpo isotropico de cualquier

dimensién. Discutamos un poco el sentido fisico de la velocidad de



arrastre. Puesto que , por definicién v es proporcional a la
diferencia de la frecuencia de saltos, es entonces la medida de
“tendencia” dentro del sistema, una tendencia que esta presente
aungue las particulas esten uniformemente distribuldas entre los
sitios. En este caso no se puede aplicar un modelo de salto
(hopping! simple. La velocidad de arrastire se Interpreta
simplemente como el campe de velocidades promsdio del fluido. Al

primer término de la  ecuacién (2.2.2%) se le 1lama flInjo

difusional y al! sepundo termino fluio convective, este mide el
transperte de mass debido a un movimiento completo.

En un s51lido cristuline no hay flujo cenvective debldo a que

l1a red no se mucve gienificativamente embargo, un potencial

de  campo de  fuerza Vix,t) puede actuar  Sobre  la particula

aplicandole una fusrza F = -UV. Estos campos pucden ser internos

{e.g. tensiones debido a dislocazicnes) o externos (e.g campos

eléctricos que actuan  sobre particulas cargadas, como  en
electromigracion). Las particulas que so mieven en medios densos
suiren colisiones que tienden a volvel eitaiviias sus velovidades

instantaneas. [La velocidad de  arrastre v es  un  promedio

estadistico sobre estas velocidades instantaneas.

El problema del camino aleaterio se ha utilizado como un
modelo  para  entender me jor la tendencia dex un  sistema
termodinamico a alcanzar su estado de equilibrio, par ello puede
describir una gran cantidad de procesos fisicos, entre ellos al
movimiento EBrowniano y es este e] problema que discutiremos a
continuacion debido a la importancia fundamental en las ideas y

método involucrados.

EL MOVIMIENTO BROWNIANO Y LA Elf

UACION DE LANGEVIN

Fué Einstein [4]1, el primero en explicar adecuadsmente el
movimiento Browniano en una serie de articulos que publicd entre
1905 y 1908 Introducimos aqui. sin embarec, una formulacion mas
moderna, debida a Langevin (5], que hace la dinamica de 1la
particula, mucho mas simple.

Cuando una particula se mueve dentro de un f{luldo, actua una

fuerza de fricclion sobre ella, la expresion mas simple para tal



friccién o fuerza de amortiguamiente esta dada por la ley de
Stokes:

(2.3.1)

Entonces la ecuacion de movimiento para la particula en ausencia

de fuerzas adiclionales es

mﬁlv +av =0 (2.3.2)
o Gtv + v =0 (2.3.3)
donde 7 = a/m = 1/t, y cuya solucion dice que si la velocidad

inicial es v{0), esta disminuye a cero exponenclalmente con un

tiempo de relejacién 7T = 1/y de acuerdo a

vil) = viGiexp{-t/1] = viOlexp(-st] (2.3.4)

La fisica datras de la friccién e

colisionan cen la particula, el momento de la particula se
transfiere a las moleculas del fluide v la velocidad de la
particula tiende a cero. La ecuacion diferencial (2.3.4) es una
ecuacion determinista, i.e., la velocidad v{t) al tiempo t esta

completamente determinada por su valor inicial de acuerdo a

(2.3.4}. La ecuacien de minista (2 2) es valida solamente si

la masa de la particula es grande de modo gue su velocidaa debido
a las fluctuaciones termicas sea despresiab:Je. Segun-el principio
de equiparti-*an, la energia premedio do la particula en una

dimension es

meviaez o= kT2 (2.3.5)

donde k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura. A

medida que ‘m’ es mas pequefa la velocidad térmica v = Veav™> =
— tes

vkT/m  aumenta mas por lo que puede ser observada y entonres la
velocidad de una particula pegquefa no se  puede describir
exactamente por (2.3.3) con la solucion (2.3.4). Si la masa de la
particula es un pcco mas grande comparada con la masa de las

moléculas del fluido uno espera que (2.3.2} sea aproximadamente



valida. La ecuacion (2.3.2) debe, sin embargo, ser corregida para
incluir la velocidad producida por la enereia termica dada en
fuerza fluctuante

(2.3.5). La modificacion consiste en afn
F‘(l) al lade dereche de (2.3.2), t.e., la fuerza total que las

moléculas ejercen sobre la particula se¢ descompene en una fuerza

de amortiguamiento F {t} y una fuerza fluctuante Fr(t) de acuerdo
a ¢

con {5)

Fit) = F (t) + F (tj = =avit) + F (1) {(2.3.6)
a kY f

Esta fuerea F,_H) es una fuerza aleatoria o estocastica,

cuyas propiedades las conacemns solc en promedio. [Niscutames el
porqgué de la fuerza estocastica. Si quisierames tratar el problema

completo y exactamente, deberiames resolver las ecuacliones de

movimiento para todas las moléculas del f{luidoe as) come de la

particula misma, y no apareceria ninguna fuerzs estocastica

Debido ol gran numero de moléculas en el fluido ( 10°

Teaulvel ias  ecuaciones de  movimiento

embargo, no

acopladas. Ademas. puesto que no conocemns los valores iniciales

de las moléculas no podemos calcular el movimlento exacto, en

particular de la particula inmersa en el fluldo. Si usaram
sistema (particula y fluido) identico al primero e=zcepto en las
condiciones iniciales de las particulas del f{luido., resultara un
movimiento diferente para la particula. Comoe usualmente se hace en
mecanica estadistica, consideremos un ensemble de tales sistemas
La fuerza Fr(L) varia de sistema a sistema y lo unico que podemos
considerar son los promedios de estas fuerzas en ol ensemble.

La ecuacion de movimiento para una particula afectada por una
fuerza Fit) gada en (2.3.6) es

sv o o—avit) + F (L)
t f
Blv + v = T(t) (2.3.7)
donde se han Introducido, la fuerza fluctuante por unidad de masa

r(t) =F{(l)/m (2.3.8)

la cual es llamada la fuerza de Langevin, y la constante y = o/m.
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La ecuacion {(2.3.7) es la ecuacion de Langevin y pertenece al

conjunto de ecuacicnes diferenciales estocasticas por contener &
la fuerza estocastica I'(t). Para proceder a resclver el problema

de la particula que se mueve dentro del fluido uno debe conocer

algunas propliedades de esta fuerza (t). Primero asumimos que su

promedio sobre el ensemble sea cero

<ty =0 {2.3.9)

{aqui el simbolo <..> significa un promedio sobre el ensemble) y

esto es debldn a que 13 ecuncian de

mevimiento de la velocidad

promedio <v(t)> debe estar daaa por (2 2.

El efecto de cada colision sobre la particula browniana es el

de una impulsion, de duracion muy corta, impartiendole asi una

clerta velocidad & la particula La friccion amortigua esta
velocidad, de manera que a un tiempe suficientemente iargoe despues
de la celisici, 1a particula ye ne es influenciada por ese impulso
(figura 2.4).

Duracion de la collsién
‘u‘//—

F19.2.4 los efectos de una colision.

Entonces. la particula adquiere una velocidad debido a una
serie de lmpulsos que ocurren e¢n instantes de tiempo aleatorlos,
constituyendo asi lo que llamamos un proceso estocastico.
Para describir esta situacion matematicamente definimos la
funcién de correlacion dependiente del tiempo como
K(t) = <f(t)-flt+T)>
o por



T
(f'nt)'fl(vr)dv

Si promediames el producto de dos fuerzas de Langevin cada
una a un tiempo diferente t y t', vamos a proponer gque el valor
promedio sea cero si la diferencia t'-t es mayor que el tiempo de

duracidén T, de una colisidén, es decir
<C{LIr{t' )>=0 para [t-t'}| =z 1 (2.3.10)

Esta supouvion parece ser correcta, porque las colisiones de
diferentes moléculas del fluido con la particula pequeha son
aproximadamente independientes. Generalmente el tiempo de duracién
rc de una colision es muche mennr guoe ol tlempo de relajacion T =

17y de la velocidad de la particula pequeha. Podemos entonces

tomar el limite L 0 como una aproximacion ravonable dando
<CLO)T{t > = gagt-i") {(z.3.11)

La funcion Delta de Dirac, o, aparece porque de otro moado Ja
energia promedio de la particula pequeha no puede ser finlta como

deberia ser de acuerde a la ley de equiparticion (2.3.5). EI

miembro izquierdo de (2 11) se llama la funcion de correlacion

dependiente del tiempo de la funcien ' o simplemente la de
correlacion de la funcién . Para determinar correlaciones mas
altas como (v(t.l)v(tzl ,\'Hn)‘) deben sor conocldas correlaclones
mas altas para I'(t) generalmente nne acume guc i) tenga una
distribucion gaussiana con correlacidon & porgue ademas do ser la
que mas frecuentemente se encuentra en los fenomenos naturales, se

t}» y de la primera

puede desciibir en terminos del promedio
funcion de correlacion <v(1‘]v(1ihu

Despucs de  haber necho estas  suposisiones procedamos  a
resolver la ecuacion (2.3.7), para ello multiplicamos (2.3.7) por
‘explygt]’

e“a‘v + 3ealv = r(tie™

Yy reconocemos que el primer miembro es Bl(vezl). por lo que al

an



integrar ambos miembros desde un tiempo iniclal t=0 hasta t

obtenemos

.
i) = w(o) e . e-'LJ‘Q ris) e'Sds (2 3.12)

veamos ahora la relacién entre las veloclidades a distintos tiempos
t‘ytz

<t vit)> = «w?(015e T tY?

¥s, -7 1;&2)

‘ds Irls Je “ds de
1 2 2

7
+ <J-l‘(s Ye
1
t s

Syleee )
1 ". ! r(s e Yoes

o

+ 2<v{0)e
asumiendo que [ es delta correlaclonada (ecuacién (2.3.11) ) con
media cero (ecuacion {(2.3.9} ) tenemos

<v(s,‘Jv(12)>=v"[r.1)e"“{‘z’ —(qs2y) |e? it - e"“x“z'] (2.3.13)

Es facil ver gue esta ccuacién no caml?ia si intercambiamos &) por
t2~ Para tiempos grandes, es decir, yt‘>>] Yy 7t,2>>1. la funcion
de correlacién es independiente de la velocidad Inicial v(0) vy
solo es funcidn de la diferéncia de tiempos *;!?. es decir

SONITURER (qrozre ! (2.3.14)

En el estado estaclonario la energia promedio de la particula

Brownlano
<E> = (m/2) <v3(1)> = mq/ay (2.3.15)

y usando (2.3.5) la energia promedio es kT/2, por lo que la

intensidad q de la correlacion de la fuerza de Langevin es

q = 23kT/m (2.3.16)

Para el movimiento Browniano de una particula es dificil
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medir la funcicn de correlacién de la velocidad (2.3.13). Es mucho
mas facil medir el valor cuadratico promedic de su desplazamiento.
Si suponemos que la particula empieza al tiempo t=0 en una
posicion %, Y con una velocidad A el desplazamiento cuadratice

promedio al tiempo t es

t .t
<xlt)-x )% = J’J’wu Wit )>dt dt (2.3.17)
[+] ojo 1 2 1 2

pero
to-ple-t | t b=t}
12 1z

t
IIC =2fdt J.io. dt
o Jo o 1 jo 2

= 2( tee Myt ) 2y

entonces

2
x(t)-x > = (vo—q/zy)[n- e“'*);y] v aqtsy? - qui-e Ty (2.3.18)

vn es la distribucion de velocidades para el estado estacionario,

por lo que al utilizar (2.3.15) el primer término del miembro

derecho se anula. Para t muy grande (yt>»>1), e = 1-yt, v
<x(t) - x0> = 2Dt (2.3.19)
con
D= q/2%° = KT/my (2.3.20)
Esta ecuncién fus primere obtenidn por Uinsteln [4), quien

inicio el término de la teoria del Mavimiento Browniano.
A la fuerza de Langevin con correlacion & (2.3.11) se le

llama ruido tlance porgue la distribucicn espectral, gque esta dada

por la transformada de Fourier de (2.3.11), es entonces
independiente de la frecuencia w. Si las fuerzas estocasticas I'(t)
no son & correlacionadas, es decir, si la densidad espectral

depende de la frecuencia, uno usa el término de ruide coloreado.
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Una ecuacioén de Langevin del tipo
=T ; =1,2,... .3,
a8, *,}: LR ES TR PUIL I PENRN | (2.3.21)
con una distribucién de fuerzas de Langevin &-correlacionadas

<l‘l(t)‘> =0,
< t t)> = Sit-t"), = 2.3.2
l"l( ]l"J( 1> q,, q\J qu (2.3.22}
describe un proceso llamade proceso de Orstein- Uhlenbeck. La
caracteristica escenclial es que las ecuaciones homogeneas son
lincales y que los coeficientes qu que indican la intensidad dei
ruido no dependen de la variable §k. Para N = 1 la ecuacién de

Langevin describe el movimiento Browniano unidimensional.

IR



CAPITULO 3

LA DIFUSION EN MATERIALES AMORFOS
Y EL GRUPO DE RENORMALIZACION DINAMICO

El problema de la difusien on mediocs con movimiento aleatorio
( ‘Random drift'!) ha side un toplco clasice dentro de la Fisica
Estadistica. Rerientemente ha habido un interés creciente en estos
temas debide o la amplia conexion reconccida en procesos fislicos
{fluidos turbulentos, difusien a traves de medios porososl),
quimicos y hiologicos, y el profundo conocimiento ganadce en cuante
a la naturalezs {ractal y jerdrquica de los mismes [1]. Sen varias

las maneras en que se ha tratado este problema ; e.g. el modelo de

saltos (‘'Hopping Model') [2]), Integrales de trayecloria (3]

teoria de fludluecivlies en hidrodinamica etc

El problema do la caminata al azar en medios desordenados ha
sido resuelto para ¢l caso unidimensional por Sinai [4] v so ha
mostrado que el promedio de los cuadrados de los desplazamientos
de las particulas para tiempos largos es s - (lnt,)g. t.e., la
ley para el desplazamiento de las particulas no es gaussiano.
Marinari et al [5) discutieron la posible conexion del caminante

en este

al azar con el problema del ruido para d=1 y d=2;

articulo se mencicnan lcg experimentos llevados a caba, pero los

resultados no son lo bastante definidos debido al caracter

sensitivo del ‘vamins al azar’ a les prados de inhomegeneidad. Hay

ciones del modelo de Sinal ([6) y {71) en

varias general

particular Havlin |6] ha mostrado que las correlaciones en el

deenrden fucrtamente las propicdades de
transporte

El método del Grupo de Renormalizacion (GR) ha sido aplicade
recientemente al problemsa de la difusion de particulas clasicas
con correlaciones de corto alcance y a escalas de tiempe largos (
[8~13]). Esto permite analizar el comportamiento asintotico de la
difusion en diferentes dimensiones, en particular en la dimension
critica d( (d(=2]; se le ha llamado asi a esta dimension debidoe a
que las correcciones de la influencia de fuerzas aleatorias no son

relevantes en d > d , pero si, en cambiec para d < d modificando
= <



la ley de difusion tipica a una subdifusional. Las investigaciones
del cawo cuando a=Z .,y la generalizacion al caso 1<d=2 con la
utilizacion del metodo de desarrollo en ¢ {d =2-r) ya han sido
realizados ([9-11}) obteniendose que para el caso d=2 hay solo
correcciones logaritmicas a la ley de difusion clasica

desapareciendo estas en el limite t- o,

3.1 DIFUSION EN UN MATERIAL AMORFO
Estamos ahora en condiciones para analizar la difuslon de
particulas dentro de un material amorfo, para esto recordemos que

en un medio isomorfo las ecuaciones basicas son

5lp + V-J =0 (3.1.1)
y J = -DUVp 3.1.2)
donde p es la densidad de particulas y Do el coeficiente de

difusién. Mientras que la ecuacion (3.1.1) es valida en general,

siempre y cuando haya conservacion de materia, la  ecuacloén

constitutiva (3.1 esoung expresion particular para el {iujo
Como vimos en el capitulo anterior, ol flujo puecde ser producido
tante por el gradiente de concentraclén, que incluso puede ser
diferente en cadu direccion teniende ontonces que camblar  la

constante Dc por un tensor D, como por flujos cenvectives dentro

del materia

de la difusidn a wmedios

Para poder generalizar el analicis
desordenados, en donde el flujo se ve fectado por el desorden en

i necesariv afadi' s la ecuacion (3.1.2) un

la estructura, e
término que represente el flujo ocasi o por ta infiuencia detl
medioc sobre las particulas que se difunden. [e la definicidn de

flujo de materia, la forma natural es proponer
I = flp.x, tplx, t) (3.1.3)

en donde el vector filp,x.t) contlene la Infourmacion, adiclonal a
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la contenida en Do‘ de cema actua el medlo sobre las particulas.
supondremes gue £ no canblia ar variar la densidad de particulas p,
esto sera vatido mientias el numero de estas sea pequefio comparado
con el numero de particulas del medio. Entonces, el flujo de
particulas debldo tunto a la diferencia de concentracion como a la
accion del medio esta dada por

J —D(‘Vp+ fix, tiplx.t). {3.1.4)

tot

Un ejemplo sencillo, resuelto ya en el capitule 2, es considerar a

fix,t) = V(f'. to cual fisicamente significa que hay un flujo
x

convectiva constante en la direccion x , demas de la difusion

producida por el gradiente de concentracién. De  la  ecuacion

(3.1.4) se pucde ¢ ‘iste una competencia

vary guvoen general

entre la difusion preducida por el pradientse de concentracién y la

corriente inducida per fix,t) Fate  becho oe dosta mas
adelante cuando entre en jueso la dimension del espacio de fisico
de nuestro sistomi

Ya que el proceso de la difusion se realiza en un 'sélido’
podemos suponer que f no depende del tismpo y solo dependera de la

posicién,

f = fix:. (3.1.5)
Ademas, puesto que se trata de un medio desordenado, esta funcidén
vectorial tendra un caracter aleatoric o estocastico, por lo que
la unica Informacion acerca de f sera de tipo estadistica.
Recordemos que un conjunto de variables aleatorias (|'r2""f.» se

dice gue son independlienlcs  unas  de otras si PUO = x

%1 las variables aleatorias no son tan

independientes, una medida del grado de dopendencia esta dada por
la funcion de correlacion.

De la

Raneras que para ia ecuacion de Langevin del

movimiento Browniano postulames <[ (t)I(t’ = qgolt-t") ( ec.

(2.3.11) ), lo cual significa que las I's son independientes

excepto en t=t', es razonable suponer para f(x) que

Sf0Of (x)> = ¢ (fx=x" ], (3.1.6)
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donde f , f son dos componentes de f, y ¢ es una funcién que
i

depende tanta de las componentes 1,1 . como de la distancia entre

los puntos x y x'. Fisicamente esperamos que ¢ sea una funcion

parecida a la func 1 delta de D

Para dar condiclones iniclales y de frontera que nos permitan
obtener soluclones simples al problema (principalmente para poder
hacer uso de 1o transformada de Fourier ), pongamos a nuestro
conjuto de particulas dentro de un medio isomorfo, isotroplco y de

extension infinita. Una vez establecido el equilibrio entre las

particulas v ol me toms estora caractoer izodo entre otros

parametros termodinamicos, poer la doensidad £, constante en todo

punto (fig.3.1). durante todo este tiempo fix) = 0. Fn un cierto

instante (que < gnarenos  por t=0) nuestro medio deja de ser

homogéneo ¢  isotropice  para  deformarses  y  constituir  lo  que

llamamos un medio amorio (fig

21, el efecto del medio sobre las

particulas se puede escribir entonces come f£ix,4) = fixji{t}

donde H(t) es la funcion escalon.

. ApeR Y Lo
L R\] prm | \*"‘
L
A
oM
- i i N P
}) (VRS F RV ‘o
g Iy N
|
x ) X
Fig.3.1.~- La densidad en un ftg.3.2.- La densidad en un

medio ISOMORFO  (t<0) medin AMORFO {t>0).

Consecuentemente, para t > (¢ la densidad dependera tanto de la
posicién come del tiempo

—> plx,t)
DO plix
este cambio lo podemos escribir como

plx, t) = Py * Spix,t), (3.1.7)

donde &p es la fluctuacion alrededor de la densidad promedio p




consideramos entonces que 8p(x,t<0) = O,
Sustituvendn el fluio total de particulas Jlu"dado por la

de  continuldad  (3.1.1), vy

ecuaclon  (3.1.8) en la

considerando que f no depende del tlempo (ec.(3.1.5) )} obtenemos:
s p(xit) - DVRIX L) = - V-£(x)plx,t). (3.1.8)

Finalmente, tomunde en cuenta (3.1.7), la dinamica de las
fluctuaciones en el solido amorfo esta dada por
é‘ép(x.{l - bp?ybp(x.(] = ey V-fix) - V-fix)oplx, ), (3.1.9)
Esta ecuacion es linecal en 8p ; sin embargo, el ultimo
término acopla dos funciones dependientes de x, una de ellas de
origen estocastica, por 1o que la ecuacion diferencial es no
lineal y estecastica en x (llamada tambien de langevin no lineal).

cien utilizaremos el

Para resolver f{ormalmente esta o
métode de la fransformada de Fourier . La convencion gue

usaremos para la transformada directa es

hp(kuhj’dtjdx spix, 1o KX » et (3.1.10)
y para la inversa
I3 ix -
dpix. L= J Spik,wie K X - 1wt (3.1.11)

w'k
donde los limites de integracidon para t y para cada componente xl

[=]

<0

w
J‘ = (Zn)"J dw .

w -

f = (2u)"’_[ dk.
k

del vector x son
®

para la frecuencia w:

Yy para el momento k

L)
”n



Ahora bien, debids a que el sistema us eschclalmente isotréplceo,

la dependencla de las (luctuaciones en los angulos es nala por lo
que la integral para los momentos k se puede transformar en una

que depende solo de la magnitud k {ver arzndice 3), k =|k]

{3.1.12)

donde Sa es la superficie de una esfera en d dimensiones y A el
limite superior, k = A = 2n A, que cortesponde a distancias muy
pequefias {(pero grandes comparadas con el camino libre medio de las
particulas), debajo de las cuales el limite de una teoria continua
deja de ser valido.

La ecuacidn (3.1.9) en terminos aoi momento k y de la

frecuencia w qunda dada por

-jwsp k. w)+h K oplk,0) = —xpokﬂx)(s(u)—xk-f Flq)op(k-q,w)
q

y al despejar dpik,w):
3p(k,w) = ~lp tk F(k)a(w) 1/ (=iw+D k)

- (1k/(—iwD0k2)]-_[ Flqlop(k-q.@)  (3.1.13)
9

Observemos que la no linealidad de nuestra ecuacién se
convierte ahora en una convolucion de F con 8p. esto indica el
acoplamiento que hay entre  los modos de  las  flucluaciones
espaciales de F y de ép. Introduciremos aqui un parametro
adimensional A, A=1, con el fin de marcar estos acoplamientos no
lineales que acabamos de mencionar. Definiendo al propagador de

particulas libres, GU(k.w) como
G (k,w)= (-lw +D k7, (3.1.14)
o o

la ecuacion (3.1.13) se puede escribir entonces como
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sp(k,wl= ~1p G (k.0lk-Flk)3(w)-1AG (k.wlk- [ Fla)splk-q,u)
‘q
{3.1.15}
Antes de intentar resolver esta ecuacion cconsideremos el caso
en que Flk) no es nula, pero eliminando el acoplamiento entre los
modos q, es decir A=0. Esto define el caso lineal v la ecuacion

(3.1.13) se convierte en

Splk,w) = = Xpok'F(k)élw)GD(k.w). (3.1.186)
sustituyendo Go obtenemos
~iwdplk,wl + DDkB(Spfk,m) = ~ipk-Flk. ),
la cual es la transformada de Fourier respecto a t de
b8plk,t) + Dokzép(k,l\: “ipgk-F(k) (3.1.17)

cuya solucioén es

Splk, t) = 6p(k,0)e>zp(—l7okzl] —(Xpok-F(k)/DokaJl‘l—e):p[*anatJ-‘

(3.1.18)

Obsérvese que hay una semejanza formal entre la ecuacion
(3.1.17) y 1la ecuacién (2.3.7), la ecuacién de Langevin, st
identificamos a 1la fuerza fluctuante ' con el término —ip0k~F(k).
Sin embargo, tambien hay diferencias puesto que en (2.3.7) T es
dependiente del tiempn, I = T{t)

Por otro lado, la ecuacion {3.1.13%) para tiempos largos,t-w |
no depende de la condicion inicial Splk,0}, sino de las

fluctuaciones F en la direccion k

splk,t)] = -(ipok-F(k)/Dokz) (3.1.19)

[

por lo que e} promcdio sobre un ensemble de sélidos amorfosa

tiempos largos es proporciecnal al promedio <F{k)>.
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CARACTERISTICAS DEL RUIDO F(ki
Para prosegulr es necesario tener informacion expllicita sobre

F. Primero nétese que como F(k) ¢

un campo vectorjal, por el

teorema de Helmholtz podemos descomponer a  F o como

Fo= oL (3.1.20)
. ‘ {
en la que lo parte longitudinal de F, ¥ cumple con V » F= 0 vy la

-t .
parte transversal, F, satisface ¥V - = 0.

Segundo, con el fin de simplificar el modelo consideraremos a
F como una distribucion estocastica Gaussiana con media cero. Para

dar una imagen pictorica del significado de esta

consideremos ¢l caso unidimensienal, que mas tarde se generalizara
a mas dimensiones

Una particula de prueba se encusntra en un punto % dentro de

un sélido amorfo Sy Esta particula se vera afectada afectada por
el medic que le produce una velocidad f(x). Si considerames un
conjunto representativo de solidos S: sinilares al primero y
promediamos las velocidades que afectaron a e¢sa particula de
prueba situada en el punto x de cada solido, obtendremos <fix)>=0,
donde <> representa un promedio sobre ese conjunto (fig 3.3) o en
mas dimensiones <f‘lxl> = 0, donde las [‘ son las componentes del

vector fi(x]

£ [REN
— —
£y Xe
[ . PN
o=t ‘ RE]
Fig. 3.3. Una particula de prueba en los puntos xo de cada

sélido del conjunto
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S5i tenemos ahora dos particulas una en x y otra en x' y
medimos que tanto es afectada 1a particuta en ¥ d2do que en x' se
le imprimiec una velocidad f(x') veremos qu en  promedic

KFIx)f(x’)> = (cte)d{x-x"). Para d dimensiones
<f1(x)fj(x')‘>= I'“(x)(\lx—x‘) (3.1.21)

donde las l"H(x) es la intensidad de correlacion.

Si graficamos la probabilidad de que la particula en el punto
% sea afectado por {{x) adquiere una forma Gaussiana (fig.3.4).
Los resultados dados para fix), se pueden transcribir a F(k} al
aplicar la transformada de Fourier (ec. (3.1.10) )

LTS

WM\ l

F1g.3.4 Esquema de la distrlbuclén de probabllidades gausslana de f.

Para describir esta funcién de distribucién nos basta

entonces solo conocer los dos primeros momentos,

<Fl(k)‘ = 0, (3.1.22)

4t £t d v bt
<Fl (k)FJ (k')> = (2n)'y l’,)(k)s(k + k') (3.1.23)

<, toF (o> = <F faorF Poss o (3.1.24)

(4 2 t . 2
donde P”(k) = k‘k’/k y F’”[k) =8, - klkj/k ., son los
proyectores longitudinal y transversal. y 7" miden la



intensidad de las fluctuaciones longlitudinales v transversales
respectivamente. Supondremos que las ¥ 's son constantes

Los proyectores Pfl v P;] provienen de la troansformada de
Fourier de la funcion de correlacion <fi{x}f(x')>, tomando en
cuenta las propiedades que tienen la parte longitudinal y la parte
transversal de T, v suponiendoe on amhos casas que son
delta-correlacicnadas, como lo indica la ecuacion (3.1.21).

La expresion que se propone para el segundo momento <FF> esta

respaldada en los resultades obt por Derrida y luck {14] y
de proposicice: * similares en otros problemas fisicos de interés

(8-12).

ANALISIS DIMENSIONAL
Una tecnica que nos permite anallzar cuando apareceran
cantidades que divergen es ¢l llamado "Power Counting” a traveés de
un anallsis dimensional. Para introducirlo escalaremos las
variables involucradas en la ecuacion (3.1.9}) de la siguiente

manera, sean

{a) t = a-t', (b} &8p = p-ép', (c} f = ef” (3.1.25)
en donde t',8p' y f’' scn variables adimensionales. Fn el problema
que estamos estudiando las divergencias dependeran de las
dimensiones del espacic fisico en el que esta inmerso el solido y
por elle no se escalaron las lengitudes, la ecuacion (3.1.9) es
entonces

(Bre)3  0p" - DOI3VZ£\Q' = -p €Y' - AcAY- (£780° ). (3.1.26)
Multiplicando por a«/f3,

8,.80" - Da vop' = -leasR)p P €' -~ Aea U-(£18p")

y haciendo Do= 1/a { esto significa que estamos tomando a las

unidades del tiempo como las unidades del reciproco de DO), pca =

B . y usando las ecuaciones (3.1.23) y (3.1.25¢)



ecuacién (3.1.9) queda flnalmente como

(8, = V)ép' = ~V-f = A V-(£'8p") (3.1.27)

A=Ay (3.1.28)

Observemos que la constante A , que es el verdadero parametro de
acoplamiento, contiene toda la infaormacion de los coeficientes

Veamos ahora las dimensiones de A, para ello obtengamos las

dimensiones de cada coeficiente, comencemos con el parametro A el

acoplamientos, par le que [A}

cual fue introcducido para marcar los

= 1. Para hallar la dimencion del coefliciente de difusion desnudo
Do ( Tlamamos  un  coef

corresponde al preblem: Tines! dessocpiado, ec. 13.1.16) ). usemos

clente  de difusién  desnudo al que

los dos primeros termines de la ecusclion i3‘1,9) cuyas unldades

32 (ool

son NstL'- (D_].N/L . donde ya hemos u

que ambos termincs deben tener las mismas unidades, necesariamente
D1 = L%t (3.1.29)

Para obtener las dimensiones de 3 recordemos que F(k) es la
transfr-mada de Fourler de fi(x}, entcnces (F] = lf]-Ld= Ld‘l/t por

otro lado [8%(k » k)] = [ k%) = Y y como

[yl = [ <FF>/8(k + k*) ],
entonces
[y} = L7757, (3.1.30)

Sustituyendo las dimensliones correspondientes a AO,DO Yy 2, en
(3.1.28) tenemos

(d-2172

fal =L (3.1.31)

De esta forma el analisis dimensional nos lleva a que A tiene
dimensiones de longitud a la potencia (d-2)/2. Entonces, al
obtener la correcién de las constantes como resultado de las
nolinealidades, la razén adimensicnal DE/DO, donde Dn es el
coeficiente de difusién renormalizado a frecuencia y momentos

bajos, debera incluir termines de la forma
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DD, =1+ const-/\aj‘ Q2 .- (3.1.32)
q

El segundo término del miembro derecho aparece por consistencia
en el desarrollo ya que los terminos son adimensionales.

Al resolver la integral J q—3 desde ]ql:O hasta lq]:A
q

obtenemos (ver apéndice 3)

J‘q—zddq =S8 “?ia-2), ar1
donde Sd=2n""‘>/?‘ld/;‘,) es la superficie de wuna esfera en d
dimensiones Observemos que aparcceran divergenclas en la region

de modos bajos, q + 0, cuando la dimension sea d = 2 . Es decir,

hay divergencia en el illamado infra-rojo. y deblido o esto es ague
se aplicara el Grupo de Renormalizacion, para asi manipular estas

divergencias.
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3.2.EL GRUPO DE RENORMALIZACION

Hemos encontrado a traves del analisis dimensional aque el

término no-lineal de nuestra ecuacion de
espacio de Fourler es una convolucion) introduce un acoplamienta
de unos modos sobre otros conduciendo a divergencias en  la
correccion del coeficiente Do en d=2.

Ya que ol acoplamiento no lincal introduce el efecto de
muchos modos, vamos a ver el efecto selectivo de unos modos sobre
otros. Es decir, podemos selecclionar un intervalo de momentos que
contenga a los mementos mas altos, al que llamaremos la cascara
superlior de momentos:

e < k] <o

N

para despues deturminar el efecto dinamico de éstos sobre los

modos restantes,

siempre gque esa banda sea tan delgada como se quiera, la
determinacion de cstes efectos los conseguiremos a través del
método del Grupo de Renormalizacion Dinamico.

A continuacion se expresan las ideas gencrales del método del
grupo de renormalizacion dinamico.

Notemos que la ecuacicn {3.1.13), 1la cual es la sclucion
formal a la ecuacion de difusion dada por nuestro modelo en el
espacio de Fourier, esta especificada por un conjunte de

). y todas las cantidades fisicas

t
o
ecuacion son f

parametros pl(A_,p 3
0'FPor ¥
unto de

"

calculadas usando e cienen

parametros, El procedimiento que sepulmos consta de los siguientes

dos pasos

1) Introdu omos el efecto de los modos altos, 6p>(k,w).

{los cuales se encuentran en la cascara superior e "<k} < A ),
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en los parametros que aparecen en (3.1.13)}. Esto se hace al

resolver fo

~nte 1as ecuaciones para Spl(k,w) CoOmo una Serie

de potencias en )\Q La sclucién debida a las no linealidades
depende de los modos restantes, altos y bajos. Estas soluclones
formales son entonces sustituidas en las ecuaciones para los modos
bajos de 4p, que denctaremos por apTik,w). para asi eliminar la
dependencia esxplicita en las bp)(k.ul. Finalmente, ¢l conjunto
reducido de ecuacicnes se promedia sobre la parte de la fuerza
estocastica asociada a los modes altos F (k,w) que actta en la
celda & ¢ <lkl < 4, con objota de eliminar detalles de la escala
asociada al intervalo, Este redefinira les coeficientes que entran
en las ecuaciones de movimiente reducidas, y tamblen modificara
las propicdades estadisticas de Flk,w). El parametro n nos mide la
fraccion de los modos que han side eliminados.

2) La sepunda etapa consiste en reecscalar el espacio, el

tiempo, las magnitudes de ilas vaiialic

1o densidad v las F's
con objeto de hicer parecida la nueva ecuacicn, tanto como sea
posible, a la ecuascion original (3.1.13}. Este mitodo es analogo
al 1lambdo Decimacion en Mecianica Estadistica.

Los nUevos acoplamientos que 21 gencran con este
procedimiento suelen ser mas complicados, sin embargo examinaremos
ahora solo la primera aproximacion. El resultado de cste cdlcoulo

se expresa en términos de relaciones de escalamiento recursivas.

DIAGRAMAS
Para obtener las correcciones a las constantes del problema
como se expuse en la seccion anterior sera necesario introducir

una simbologia que relacione las expresiones matematicas con

diagramas que faciliten los calculos v el andlisis

Representernas 2 la solucion {ormal como

>

6  —>—

0
el efecto estocastico del medjo

F (k1= ~O

1 N
1

aplk,wl=

al propagador libre Gc por



al factor

Dok-Fik)é(w)= -0

y al parametro o vértice de acoplamiento por

~1A0k = ,.(

entonces la solucién (3.1.4) la podemos escribir como:

A partir de estos diagramas se pucde apreciar mejor como la
solucion formal apik,w), , depende de la solucién misma. La
manera tiptca de resolver ecuaciones no lineales como la (3 2.1)
es buscando una solucion perturbativa en potencias del vértice I\O
{15). Puesto qu« la solucidn perturbativa se desarrollara en
términos de la solucion lincal, que llamaremes de orden cero en A,

analicemos primero el problema lineal {ec. 3.1.16)

ap°(k,w) = Gk, [=1g 80 ke Flx)
B

[:::i) )n= ——0 (3.2.2)

Dado que los campos dp(x,t) y £{x) son reales se sigue que
splk,w) = 3pl-K,-w)
Yy Flk).= Fl-k}
entonces
o . . O
dp (k,w) = ép (~k,~w)
= G (-k,~w)lip &(-w)] (~k)-F(~k)

[<§::: }0= o—¢— (3.2.3)

Con las ecuaciones (3.2.2) y (3.2.3) podemos construir la

funcién de correlacion a orden cero,



C:p(kk.wz] <3p%k, w18p° (K, ~w)>

C:p(kk.uz) <y >

RS o ] © T m— (3.2.4)
[ ES N BB ¢3) S— (3.2.5)
pp
donde O =<0Q".
La expresion matematica de este simbolo es, segun (3.1.23-24),
= <F (F (k)7 = (zmyhyiet Pf‘;(k) 5(k+k') (3.2.6)
Teniendo ya todos los elementes para realizar el desarrollo
perturbative, cremos o la realiracion de cada une de los
pasos del Grupc de Renormalizaciéon. Para ello definiremos los

campos escalares Splk,w) para ba jos y

respectivamente:

30 (k,w) , donde |k} estd en el intervalo

<

8p” (k,w) ;ﬁ€:> , donde |k| esta en el intervalo

- K

altos

momentos

0< k| « e

e ac k| <&

La diagonal indicara siempre que se trata de los momentos que

estan en la cascara e A< |k| < a.

Dado que
(3.1.13)
K,

la soluclén final de la

es una coleccidén de ecuaciones acopladas,

modo el término de acoplamiento conecta a

Exhibiremos explicitamente este acoplamiento.

29

ecuacion

de difusion

una para cada
ép).

8¢ con



Recordemos que —5—:§==£? representa una convolucion de F con

8p, esto es, una integracion Jde wmomcnlcs  de manera que  se
conserven en el vertice.

De la ecuacion completa (3.2.1} tenemos entonces

._———__}< =y + ‘,é—_—_> N -,_%;é-> (3.2.7)
5&%} = —F—0 + —£L4§;£> + _5>:§f£§> (3.2.8)

en estas ecuaciones hem eliminodo ya algunos terminos debido a

que violan la conservacion del momento, por cjemplo

S W

K ploElemg)

pues no es posible obtener una [q|= q< por la suma o resta de k*y

p)A Simllarmante los diagramas

B S

son cero.

etc.

Notcmos que realmente estas ccuaciones son vdlidas slempre que
< . . < .
los modos k estén lejos de la cdscara superior que eliminaremos,

pues si estamos cerca podra ser posible que k(—p’ = q(

En este scntido las ecuacicnes (3.2.7) y (3.2.8) son

aproximaciones, sin embargo, esta condicidn no es muy relevante ya
que queremos examinar el comportamiento a grandes distancias
kK = 2n/a » O

y la cascara se encuentra lejos de esta regién
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CORRECCION DE LOS PARAMETROS
Los diagramas que acabamos de presentar no invelucran una
nueva fisica sino solo una herramienta que evitara trabajos
innecesarios. Nuestra intencién es hacer uso de estos diagramas
para oblener la influencia de les mementos en la cascara sobre el
campe &p(k.w) de bajos momentow, esto se manifestara en  las

L

. . {
correcciones a las constantes I')C,A ¥, Y 3. @sioque procederéemos

a desarrollar la ecuacion para altos momentos {3.2.8) en potenclas

de Ao. Explicitamente nos queda

S R Bt aad

13.2.9)

Sustituyamos en {3.2.7) la aproximaciéon a primer orden en AD para

altes momentos. Lo gue : haclendo entonces es introducir los

efectos de los momentos altos ¢n los momentos ba jos.

Esquemat icamente tenemos

°
=> - 0 . —>§—_— . ’>~%—»‘5<> - ——;g#%:v-é
<
- ’—‘iébé—o + o (3.2.10)

a
Despreciando los términos O(A7) veamos como se modifica el

propagador Go' Al promediar la ecuacién (3.2.10) sobre las F .

2
<—_—>_,;>s—'f:<——~>‘—04 +§,_,1> - Rde .
% 2 e 2

SEST= L Sl s0 s >

) @
= >0 o+ %&-‘? I T (3.2.11)

reescribiendo esta ultima expresion en términos de un nuevo
propagador G(k,w), que llamaremos propagador vestido y definido

como

la ecuacién (3.2.11) nos queda



T
o]

Glk,w) = Gn + G(‘): G(k,w) (3.2.12)

donde } = @ es usualmente denominada la autoenergia.
Despe jande ¥ de la ecuacion (3.2.12) obtenemos
T o= o6t s e k) - Gw oDk eIk (3.2.13)
= =4D = Dk, w) -UG (3.2.14)
Esta ultima expresion nos indica que )} es la correccion al
coeficiente de difusién D (en la aproximaxien O(}\z') 1, es decir,
°
lo vestird con lue interacciones proveniesntes de la cascara de
altos momentos.
Corresponde, ahora, obtener la correccion a los vertices, para

esto sera necesario intreducir la contribucién de los momentos

altos (3.2.8) hasta D(?\j)

* —,éi}g—fé*o (3.2.15)

< . . - R >
Sustituyenao en (s.4.7) y DnDugvamente pronediando sobre las F

Ltenemos

+ (3.2.16)

donde el parénte’ s []D representa los términos que ya han sido
tomados en cuenta para la correccién de Do' el ultimo término

de (3.2.16) contiene la primera correcién al vertice (dltimo



término de la ec.(3.2.11) J. Esto es,

e AC
Y

// 4
{AS8pF ) = —%x % < 0"
>
factorizando A
R + oY (3.2.17)

Si hacemos el desarrollo hasta 0{A7) cncontraremos diagramas que
comparten las mismas caracteristicas topolégicas a la primera

correccien de '\n' Do esta manera ol vertice se vera corregido,

debido a las Interacclonss de  la por los términos
onh ot
4

o« - < N . (3.2.18)

El ultimo diagrama que necesitamos obtener es el que

corresponde a la correccion de la intensidad de correlacidn y,

para ello volvamos a la ecuacion (3.2.1), y procedames como lo
hicimos para llegar a (3.2.5) en e! caso lineal. Consideremos la

funcion de correlacion de ép completa

<5p(k.u)6p.(k,w)> = D E=

=<[e~o+—>< .l[ ?«—10——& } 3.2.191

E

Al realizar el producto de los termines no linszales y
premediar no obtendremos alguna informacion concreta a menos que

hagamos un desarrollo en serie de potencias del parametro X.
< TDE > = <[ —-c +~§ﬁ$+ ~“ o 0~<§—<~ + 0—4«] > (3.2.20)

Observemos primero que se ha tomade la scolucion completa para
dp(k,w) y no se ha hecho una separacion de altos y bajos momentos

asl que cuando hagamos el promedio para F’ todas las F que



aparezcan deberan cumplir la condicion de gue se trata de una
funcion con distribucion gaussiana con media igual a cero
Observemos tambien que por cada término que aumentemos en la
aproximacion de op se traducira en : correccion doble para la
funcion de correlacion C”J por ejempio, si aproximames a 8p a

primer orden en A obtenemos la funcion C
op

<=—§é==>1:r <(~>—o+—>§>ollu4 * 0——]>

- oy
HJ\IHL«— SO
= O+ »,w + w (3.2.21)
que es una aproximacion hasta oa’)
Hagamos ahora la aproximacién de dp a segundo orden en A, lo

cual es aproximar a C_ a O(A%)
po

Do (o +—>«§L‘;‘y«+
s o s vt *—»@W*@*
+,,_®-« N 7{@"‘ + 'o

(3.2.22)
en este desarrollo vemos que existen terminos de la forma
los cuales. como vimos, son terminos que corrigen a Go
Reagrupemos de una manera mas sugesliva
< :ﬁ)é&;>2 = < 4 € 4 e+ >0 (3.2.23)
o

en donde

o=O+\’ri>» +®~ +@ + ete
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En la aproximacion que hemos tomado despreciaremos las

L4 .
segundas correcciones para y , las cuales son de 0(A") asi que

© = O (:Z} At B (3.2.24)

Hemos puesto los subindices A y B en estos dliagramas solo para
der identiflcarlos mas adelante

En resumen., las expresione

L= ‘i} (3.2.13)

£ =

< <}
6 = O +»/:f;l}~ A" . (3.2.24)

dan las primeras  correcciohes o los coeficientes desnudos
[ 4 . . v 3

D,y .7y .A proporcienando los valores para D .3 .7 y A

00 "6 0 1 M i 1

iones no lineales

respectivamente, renormalizados por las intera

provenientes de la cascara ( e A, 4 ). Estas nuevas constantes

les hemos puesto el subindice 1 jpdicando que son  valores

intermedics pucs pate ubluies el valod inai requeriremos dar el
segundo  pasn del motods que consiste en reescalar. Evaluemos

entonces las integrales que corrigen a nuestros coeficientes
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3.3. CALCULO DE LOS COEFICIENTES INTERMEDIOS
CALCULO DE Dr
Segun la ecuacidén (3.2.11) la primera correccion al

coeficlente de difusidn D, es

(3.3.7)

este diagrama provino del promedio en la parte de momentos altos
en F, F:

il Ml o <f§:‘T;§, >}—7—

que expresadc explicitamente es

f

Gék.w)<l—ihokllqu‘(q)Gék—q.w)~(—iAO(k—q¥ ]f;FJ(p)Gék—p-q.w)>L

"

Gc(k,w)[—&ok’f P<Fl(qJFJ(p)> (k—q)jGo(k-q,w)Go(k‘q~p.w)]
a
(3.3.2)

. R s e s
ta diagonal en ia integrati. j' significa, come  se dijo,
integracion sobre la cascara, es decir para !os momentos o modocs

altos. Recordemos que el simbolo de la integral sobre q o p es
I: (Zvﬂ‘drdnp
3 J

y la funcidn de correlacion e=sta dada, segun (3.1.23-24), por

L Iy a
<F (q F’(p)> = (2my? r‘Jrq)a {(p+q)

donde

_ Lt 2 t - 2
rU(q) = ?Oqlqj/q + 30[6“ qlqjlq ] (3.3.3)

Sustituyendo el valor de la correlacién en la ecuacién (3.3.2)

obtenemos



2 R
= - (k- - y
>—F Gofk.w)[ Anff k1r“(q) (k q),Gutk q.wl]Gc(x,w
9
“Amputemos” esta expresion, es decir, eliminemnos lr)SApropagadores
que se encuentran a cada lado del paréntesis cuadrado, pues no

dependen de la variable interna de intepracién g

= {-2%) & Ak-g) G (k-
T = [ }\ﬂqulr"(q) (k q,]un(l-. q,u)]

Sustituvendo el valor de I' {ec.3.3.3) en esta expresion:

2 ¢ , t _ 2 21) . e _
_)\o fq kx[ 3,9,9,79 ¢ :D{é“ q]q)/q J) (k q)JGO(k q.w)

&~
it

2 e 2 a -1
= -a%. ’ - 3 (K- -

A2 [ a3} 3O)jk I, kg1 1w 17

q

- kg o ke e 17 o K D (keqd- 1w 17}

<) o 0 o

q a

(3.3.4)

Resolver esta ecuacion significara entonces obtener la correccion
al coeficiente de difusiéon: para calcular estas tres integrales,
tomemos en cuenta que la integracion so reazlliza en la cascara.
Entonces, podemcs suponer dque k ¢ g; ademas, estamos interesados
en longitudes y tiempos larges (k-0,w+0), asi que al tomar en
cuenta esta aproximacion,ios valores de  jas  integrales son

(apéendice 4):

f K%/ (k-q)° = k‘*f qc (3.3.5)
q kd

fk-q/{k-q Z(kz/d)f q (3.3.6)
q q

con lo cual la correccién para el coeficiente de difusién
“desnudo” D, es:

L= -D-k% = u;/uo)[ 7$(1/d) - g;(d-n/d)«z fq'z (3.3.7)

q
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por lo que el coeficiente de difusién intermedio D1 gueda

expresado como

= ~ 2t -2 2k -2
D1 = D0 + [{d-13rd] (onc/Do) qu (l/d}(RQBD/DD\ Jqq

(3.3.8)
Recordemos que los coeficientes intermedios son los que se

obtienen al introducir en los momentos bajos, las interaccliones

provenientes de los mementos que se encuentran en la cascara.

Antes de ntin de

uar con opuestro analisis veamns 1o que sy

fisicamente en el sistema a partir de ta ecuacion. hote que las

fluctuaciones transversales fomentan ol mezclade (v.e., T aumenta)l
para d > 1, mientras gue las f{luctuaciones longitudinales
ocasionan gue D disminuya independientementc de 1o dimension. Asi
como en turbulencia, las fluctuaciones transversales agitan al

fluldo, y favorece sa Jditwsicn, ¥nocontraste, las fluctuaciones

longitudinales tienden a disminuir la difusién, y esta disminucion

se puede explicar al considerar lo gue sucede cuamio un [luido

compresible fluye dentro de un volumen restringido, por ejemplo on

una red de tubos. Uebido a que el fluideo ec compresible, su

densidad aumentara  produciendo el }lamado Tratffic Jam'’

{embotellamiento). Como el fluido se wslanca en el ombotellamiento

convectivo, el mezolade llega o ser menos eficiente y Is constante

de difusion se reduce. En resumen, la wcion (3.3.5) nos muestra
que Ja difusioén total es el resultado de una competencia entre la
difusion aumentada por la  agitacién vy disminuian pur @1

embotellamiento.

CALCULO DE A

Para calcular la primera correcion al rtice AO veamos como
era el términc eoriginal al cual introdujimes este parametro
{ec(3.1.11) )

g

e —nokl IqF\(q)ép(k—q,w) (3.3.9)
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por otra parte. la expresién para la primera correccion de A

lec. (3.2.171 ) es:

= -i/\ak’<£k‘(p)Gn(k—p,w)l—'x»\n(k~p)l)f}FJ(q)b(K'p'q,u)'

=

'(‘S,\n(k—p—q)klj. F (rlopik-pmg-r,u) > (3.3.10)
3 N
=—1A0klf [{}{ Co(k-p,m)GO(k-p—q.u‘(~iA”)(k—p)j(Fl(p)Fk(P}>~
3 .
.(k-p—q)kl—)xc)] Folqisplk-p-q-r,w). {3.3.11)
3

S1 comparamos esta ultima expresién con la ecuacion (2.3.9) lo que
esta dentro del parentesis parece corresponder a

Ao' excepto porque se encuentra en el integrando. Al realizar la

la correccion de

integral doble que se encuentra en el paréntesis c¢on la

aproximacion k -0 y w 0, obtenemos
2.¢ 2 -2
= g 3 & . 3. )
[ } f1sd] (xOyQ/DG) S(prr) %{JJ P (3.3.12)
P

y la ecuacién (3.3.11) se coavierte entonces en

=71[-n/rm3 y‘/Dzj p-?‘}k I F (q)8p(k-q.,w) (3.3.13)
o ool uo

Comparande «con (3.3.9) se lidentifica la

expresion para la
correccién de Ao’ que deslgnaremos por éA,

ax = ~(1a12® 308 [ p® (3.3.14)
¢ ¢ S

51 tomamos en cuenta que a\] = AQ + 8X y que J’p’z = J‘q-z, el
P

q
vértice intermedio es

- _ 43t 2 -2
Al— AQ AO ¥ /D f q (3.3.15)



CALCULC DE 7,
Por ultimo, la correccién para el coeficiente que mide 1n

s {3.2.23)

intensidad de correlacion de F viene dada en el diagr
Sin  embargo, ast como lo hicimos para la obtension de JA,
recurramos ahora a la expresion lineal, que ya fué dada en las

ecuaciones (3.2.5}), con la cual podamos comparar.

. = fe—
c, (k™) (= &>
<Gy (k,w) (=1p gk 5(0))F (KIF (K" 1> (=ip k)5 (0" )16, (K L0")
(3.3.16}

y sustituyendo el valor de la correlacion { ec.(3.3.3) }:
=6 (k,w) (- 1p alwhk (2n1%k+k )| 3k k &2 + 2ts |-
o o [ o ‘o Tty 0 1)

-k',l'—ip”é'(u' Gk, e’) (3.3.17)

Ahora evaluemos la expreslén {3.2.24A), la cual es la primera

integral que corrije a EN

/
=Go(k.w1§[—lAnklf G, ((k=q,wIF (q) (k=q) F, (k-q)-
qQ
-r-xpoamn} [—nok'chotk'-pxw' IF (p) (K =p),
n
F](k‘~p)(-lp06(uJ)] >-Gn(k‘.w'J (3.3.18)
g :

Tomando en cuenla la aproximacion k-0 y w-~0, obtencmos
= G, lk,wl(=ip5(w))(2m s (kek’ )kl{ a ]

-k"(-lpcé(w‘?)GU(k'.w‘L {3.3.19)
donde
_ 2 &2 v _ -2
[(x] = [A;/D,) [(ao) 3, /d v 738, (d 1)/d] :{q
9

AN



Analogamente, para la segunda integral (3.2.24B)
= G (k,wii-ip 8w {205 ek’ e [ 8 )
o o i
'k,"i"o‘sl“ )]GO(K Lw') (3.3.20)
donde
=20 (6% s f -2
B o "o ¥ol Oy qq

De las ecuaciones (3.3.19) y (3.3.20) se sigue que la primera

correcion para 3 es
= 6 (ko) t=ip otwk (2m%s ek [ (xE-a ik x /K2«
o ' 0 3 [ I S |

t 2 (33 -2
& A%/ ) - K (=i . Ve
28, DD ) [ riats nm] quq ] K =1p 86 )Gk’ w')

(3.3.21)

Esta expresién podemos reagruparla como

o R £ v 2
= Gu(k.w)(—Lpoo(u))ki(an Slk+k )[(7c—7o)k5kg/k +

L 2 ¢ -2 B . v
~[yoou0/001 23t a1 /a) Iq ]a” )-k](—ipcé(w NGIK ,0)
qQ

la cual al comparar con {3.3.17) término a término nos da

t t 2 oy -2
- AN - .3
b= ate 12N} vt a1 J‘qq (3.3.22)
y
¢ [ S sy
E I N (3.3.23)

esto Gltimo resultado nos indica que aunque 7; se corrija, la

. P (SRS e
diferéncia 3()—70 no lo hace. De estas dos ultimas expresiones

tenemos

(S 4 2 E v -2 .
Lo I'\O/DOI ¥y lld 11/d} Lq (3.3.24)
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Con esto finaliza la primera etapa, la renormalizacion.

N )
dandonos las relacion entre las censtantes desnudas L%"o'yé'An
y las que se visten por los momentos eliminades de la cascara

4 t
D1'71 ?"Ax . Observemos que aunque hicimos un desarrollo en

términos de KU. las correcciones se  generan proplamente  en

términcs de A,y /\( (obtenidos en ¢! analisis dimensional).

¢
llamados los parametre verdaderos v definidos como lec. (3.1.28)
2 2.t 2 2 e .2
= 7 = S0
At A(\?o' DD Y AI ’\030 a

En terminos de losz parametres veraaderos . el coeficlente de

difusién Intermedio se puede expresar como

b, = Dﬂ(u [ta-117a) A2 fq"" - t1a1n :fq-?' ] (3.3.25)
q q

la primera vertice come

& [ -2 fom o
A=A (1 AV G| ] i3.3.26
H o 4 Jq J
y las intensidades de las correlaciones fuerza-fuerza
= 3;[ 1+ ftd-1)sal A7 fq‘Q] (3.3.27)
a
& I3 B P -2 -
Y =7 1 + [(d-1)/d] A q (3.3.28)
1 o t
q

Ahora bien, la integral scbre los mementos gque se encuentran en la

: [ -2
cascara, q 7. sec puede evaluar descomponiendola en una integral

angular y otra en la magnitud g confinada a la cadscara mencionada:

5 s s}
- A
{q T e i _r7 3_.. dqg
q tam e q’
donde Sd es la superficie de la hiperesfera en d dimensiones
{q'z = 18 am )T =TT -2y 13.3.29)
d

podemos ver que depende del ¢ sor de la cascara (cuya medida
esta dada por nl. Observese que esta integral diverge
logaritmicamente para n-o en d=2 y mas lentamente en d=1

Las correccciones estan dadas entonces en terminos del

parametro de interaccion verdadero A, y del grosor de la celda.



3.4.RELACIONES DE RECURRENCIA
Pary 1llevar a cabo el segunde paso ael procedimiento del
grupo de renormalizacién dinamice, reescalaremos las varlables
por ejemplo, introduciremos un nueve momento k' tal que k’=|k’
cumple
k= ek (3.4.1)
dende la viejs k esta definida en el intervalo (0,e7"A) de manera
que el intervalo para los nuevos momentos k' sea (0,A), Esto lo

mostramos en el siguiente esquems

Con este escalamiento estamos compensands los grados de libertad
eliminados en el primer paso del procedimiente. Analogamente

come se hizo para los mementos, las demas varlables se reescalan

como
W o= et My (3.4.2)
Y
splk,w) = Linléplk’ . w') (3.4.3)
donde L(n) y «fn) son funcidnes a determinar. Con éstas

definiciones el efecto estocastico del medio y el propagador se
deberan reescalar como { ver apéndice 5):

De-ng!

F'{k')= e F (ki/Lin} (3.4.4)

-a. 1

G (k' wi= e G (k.w) (3.4.5)
De la misma manera los coeficientes intermedios se deberan

reescalar como

D= Dl (3.4.6)
¥ =2t P (3.4.7)
A= ale ™ ™L(g) (3.4.8)



{3 4 3} vemos que la funcion L{n) es tal que

Lini» 1 cuando n-0, ademas, lin) * © para gue no diverian las
r

ecuaciones (3.4.4) vy {(3.4.7). Para escoge una funcien Lin}
apropiada consideremos la condicion (3.3.23) la cual nes muestra
que la diferencia (' - y") no se renormaliza asi que impongamos

la condicion de que tampoco se escale, con esto

L{n) = explla - (2-d)In/2) (3.4.8)

Las varjables escaladas (ecs. (3.4.4-8) }, estan definldas en
el mlismo intervalo de momentos y frecuencias que 1os variables
desnudas (DO.AO. 35)‘ 3;). esto hace posible comparar los dog
onjuntos al llevar a cabo el procedimiente repetidas veces
Debido a que ¢l grupo de renormalizacion pucde ser ircx':xd:;-, os
conveniente reemplavar a , por un parametro infinitesimal an, que

al hacerlo tender a coro nos permitira obtensr relaciones ae

recurrencia diferenciales. Estas relaciones nos indican como van
. . N Lo . N
evolucionando los parametros { Do A, 3y roal ir intreauciende

los efectos que producen los momentos de la cascara infinitesimal

-4 . A
(ae™",8) (por l¢ gque los designaremos como Din) ete.), a partir
de un conjunto de¢ parametro iniciales (I),_.'AU, 3f‘ 7:‘).

t ¢ R
Los valcres DUy}, Aln!. 3 (n} v v (n} son entonces obtenidos

al integrar estas ccuaciones diferenciales. Debemos recalcar que
lo que se analiza no es la evolucion del sistema cuando transcurre
el tiempo, la evolucion significa gque a cada lteracion el sistema
tiene un conijunto distinto de parametros ( ver figs. 3.5-6 ).

A 'T 'DLTU

((q_) °
e
o

D) 1

fig. 3.5 Espaclo de parametros fig. 3.6 Evolucién de D al irle
introduciendo los efectos de
tos momentos gue Se encuentran

en la cdscara inflnitesimal.



Obtengamos ahora las relaclones de re ja a partir de la

definicion de derivada. Para el ceeficiente de difusidn

.
4 yin D(aean)- D
dn T oane0 by

Puesto que D(yn +3n) representa ei valor del coeficlente de

difusién cuando ya se le han introducido las interacciones de la

cascara entonces D{n+dn) = D', v tomando en cuenta que un posible
valor inicial eg Din) = hL
)
§
dbtml i pp - Do
dn S0 an

de la expresicn (3.4.5)

S e M7 gy
dn 810 a0

Esta altima expresien contiene los dos pasos del GRD,
renormalizacion y escalamiento. Al sustituir el valor de b, dado

por (3.3.25) tenemos

Jlim 3 (eI (1,
sn+0 37 |° ! — M

[em-;nan_l}] —D(n)}

y aproximando las exponenciales hasta primer orden en om:

db(n) dn= D(n) [;(n) -2 A [d-11/d1AT (0] - mi/a}r\f ] (3.4.9)

u
donde z(7) =J aln’ Jdn' es una funcion no determinada hasta ahora.
o

De forma analoga, para las Intensidades de correlacion 1‘ Yy

t .
¥ las relaclones de recurrencia se pueden obtener como

d?f") - lim 3I(n+én) - y‘t(n)
dn -0 on
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da?n) _ lim y'ln);__gf_\_g}c iim gl‘.\'m - x[(n)

dn 3y an &0 31

sustituyendo el valor de 3‘ dado por (3.3.27)

S um_1{1+ ta-1) 2 '_Ad'(e(z—d)an_“}
{2-dy

an+0 &7 a t
A
I lim _1 (a-1) 2 4 5
=T 0 F { TN ardien
d}fn) .
_ ot td-1) 2
Fraliai | ()~ # Al (3.4.10)
De la misma manera
d]"(n)
_ ot (d-1) 2
a2 (n) ) Au A[ (3.4.11)

y por uitimo, la relaclon para el vertice A:

A e Apren)- Alm)

dn &30 3y
usando que A'= Alea(m—n(mm/z‘ donde A, esta dada por (3.3.26)
tenemos

dx(n)_ lim)\ln){[l_{\z_’l'_ t_‘/j\d_(g(a-u)én_”}

adm-dnlas2lsz
dn an~U on { z ¢ - 1}

; ;

tomando la aproximacién hasta O(Sn‘) en las exponenciales y

reduciendo obtenemos

da{n)/dn= Al(n) [P(n)—-[dﬁ’.)/d - (Ad/d} I\?(n)} {3.4.12)
Para obtener las relacliones de recurrencia del verdadero parametro
de acoplamiento A , partamos de su definicién.
L,v 172
¥ )

A =2l /D
Wt g o



asi que
[N

n A[.v = tnhﬁ - % nx -tan,
entonces
RS T 2 NS N7 A S
A O A 8y 2y omn D én

Sustituyende las ecuaciones {3.4.9-12) obtenemos para la
componente longitudinatl

dA, (n)/dn =-A

P -, 2
¢ [(n) [-(J-d]/Z + Ad((d~l)/2d] At] (3.4.13)

y para la transversal
dh (misdy = A ) [(2-@)/2 AR E Nl ERTLY

donde

A =3 2% % 2m)° {3.4.15)

Observamos que la evolucién de los coeficientes {D, A, ‘;[.3"‘)
en funcion de nm (ecs. (3.4.9-12) ), dependen de los verdaderos
parametros de acoplamiento hl' A\' Veamos entonces cual es el
comportamiento de estos a partir de las ccuaciones (3 4.13-141.

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE 1.05 PARAMETROS Ay A

llas expresiones para /‘\[ y /\l que satisfacen las ecuaciones
(3.4.14-15) no tiene una forma manejable (ver apendice 6) por lo
que sera necesario tomar una aproximacion adecuada. La
aproximacién que tomaremeos censistira en suponer que e} parametro
m es muy grande, recordemos que w nos mide la cantidad de grados
de libertad eliminados, asi que yn grande significa que trabajamos
con pocos grados de libertad. Para resolver la ecuacion (3.4.13),
al menos farmalmente, proponemns una solucion

&n/2

Ap(n) = Bln) e t2-d ) (3.4.16)

Notemos que A,(0)=B(0). Sustituyendo en (3.4.13) obtenemos

¢
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Bin) = /\Z(U)exp{ { -a s Z

" 2

I r\t‘h]']dn') (3.4.17
da -1 ¢
donde az="3 Ad . por lo que

n 2
Agn) = Ag(0)explens2 - (ao/z)f Anydn'y (3.4.18)
0
sustituyendo en (3.4.14) obtenemos
dA (m)/dn = eA (n)s2 - ad/\z(n} +ele.A )] (3.4.19)

con

n
R 2 vl ey 2, . ,
‘(r‘[L\.AL(T)I] = adAL‘(OMx(n)u\p(L" adJ’OAL(n ydn' } (3.4.20)

Notemos que el integrande de la ultima expresion es slempre
positivo asi que para y grande al tomar el limite n-e

¢le A (m)] - O (3.4.21)
De la misma manera A~ O para n-+eo.

{
Bajo esta aproximacién la ewpresion (3.4.19) se convierte en

dn (ny/an = en (n)/2 - a’A?(n] (3.4.22)

y la ecuacion (3.4.13}) en

dl\éln)/dn = 0. (3.4.23)

ya que la contribucion de A, la hemos tomado como despreciable.
Veamos ahora comoe c¢s el comportamiente solo de I\l. Proponemos,

como anterjormente una solucioén

e/

A m) = Cinle (3.4.24)
y sustituyendo en (3.4.22) obtenemos
actm)/an = -a, C'(ny e (3.4.25)

Dividiendo entre C°, integrando y tomando en cuenta que C(0)=l\'_(0)

=172

Clmy = A L0111+ 2a &=t A o)) (3.4.26)



y sustituyendo en (3.4.24)

3
ens2 ef’-1 1z

(3.4.27)

z -
A((n) = At(O)e {1+ Zad A( (0]
Esta solucion sélo es valida para n grande. Al tomar el limite 7-e
el comportamiento asintotico dependera del parametro € ,como se
puede apreciar desde (3.4.27).

Para £ < 0 (es decir, d > 2)
At(n) -0 S1 7o (3.4.28)

Para ¢ = 0 (d

1
]

A () = A 0V [1+ 2a 5] "7 (3.4.29)
es decir

/\l(n) -+ 0 lentamente si n o

Para ¢ > 0, las soluciones fisicas que esperamos son aquellas
-
donde A‘(n) tienda a un valor censtante, A‘ . conforme w-w. De la

ecuacién (3.4.22) esto implica dos soluciones

A ) =0 (3.4.30)
A =V r2a (3.4.31)

Se puede mostrar que este ultimo punte, llamade punto fijo, es
-
estable al sustituir Alln) = /\l {n) + <'>/\l en (3.4.22
En resumen, el comportamiento asintotico de /‘."") para los

diferentes casos se puede esquematizar como sigue

Ay
Ao T
x
A . e - €70
&<o €=0

v0 >
¢ 1



CALCULO DEL COEFICIENTE DE DIFUSION
Pasemos ahora a anallzar o) compertamiento del coeficlente de
difusion renormalizado D. De la ecuacion (3.4.6) la conexion entre
D!. el coeficlente de difusion intermedio o renermalizado, y D°
el coeficlente reescalado, es

D= plet "

(3.4.32)
impondremos la condicién de que D' {n) permanezca fijo en un valor
dado Do' De la relacion de recurrencia para D (ec (3.4.9) ), esto
implica que

zim) = 2 - [A,(d“)/d]/\f(n) . lAd./d}Af (3.4.33)

pero de la aproximacion dada anteriormente (Al=0) haremos
2tn) =2 - e (d-1sanion (3.4.34)

Supongamos que de partida tenemos una densidad que depende de k y
w, es decir,
D =D (k,w) (3.4.3%)
e R
sigulendo el proceso del GR:
2 -
D (k,wiA ) = e T4 (k0 iA (3.4.36)
R t R t
Analicemos el comportamiento en las frecuencias (o en el tiempo)
para k-0:

eZn ~o{n)

D (0,wiA ) = b (e =0, e%w ;A ) (3.4.37)
R t 1 t

Yy examinemo >rtamientn para n erande, n . tal que

@

‘\
& N2 (3.4.38)

que corresponde a frecuencias pequefias (o tilempos largos). La

ecuacioén (3.4.37) se convierte en
.
’n -am

D (0,wiA ) = D (0,1;A) (3.4.39)
H t R t

2n-a(n )

Para poder evaluar e sera necesarlo obtener el valor

mn



asintotico de « para 7m grande.

n 0
aln) = j z(n') dn’ =J (2 = a A0’ )dw’ (3.4.40)
Q 0

Casc 1 ¢ <0
Puestc que n es grande, el segundo termino del integrando
dado en (3.4.40) es despreciable {(ver el resultado obtenido en

(3.4.28) ) por lo que aln )} se puede aproximar como
aln ) = 2n (3.4.41)

y de la ecuacisén de recurrencia para I\l, e..aucion (3.4.22)

I\t(n') = e“".’z (3.4.42)
Sustituyendo (3.4.41) en (3.4.38) obtenemos
e". = oV (3.4.43)
y de (3.4.42) y usando que ¢ = -|¢|
AT) = A0 Wl€l (3.4.49)
ya que las frecuencias son pequefias, los parametros de

acoplamiento se pueden hacer tan pequefios como se quieran y
entonces la ecuacion (3.4.39) se puede expresar como un desarrollo
al rededor de AL(O):

A = Ay = felse
D (0,wiA) = D (0.1;A () ) = A0 w

o, A7
=D (0,1;A (0) ) + —— — w +
R t

AT dw
t

y de las ecuaciones (3.3.25) y (3.3.29) que expresan la relacioén

entre DR Yy Af tenemos
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. PSSR L PN
DH(O'U'A'.) =D ay (1 w ‘ )

SID v L (3.4.4%)
donde hemos usado que D = DR(O‘I:A&(D} ),
2 (g1 .
f.t = 3y /D {ecuacién 13.1.28) con A=l)
Yy
a; .S . A ® d-1
2n d
Si £ = -1, es decir d=3,
a' = aas3n’
d
Y
D (0.wiA) = D - (0% w)(28/3n")3"/D (3.4.46)
‘caso 11
En este caso, contrariamente al anterior, no podemos
despreciar el valor de /\‘(n\, asi que sera necesarlo usar la

expresiéon (3.4.27), que es la solucién de l\‘ en la aproximacién n

grande, y sustituirla en (3.4,40).
n 3
x(n) = J‘c(?_ - ad/\l(‘n )dn

s
n 2
aln) - 2n = aJ AZ(n* yan' (3.4.47)
o

sustituyendo (3.4.27) obtenemes

0 . en’

a(n) - 2n = aj A0y (14 va == A 2(0)] lan’
ajy 't a ¢ t

integrando y tomando la exponencial en ambos miembros:

2 Zad 172
e = [z =t Ao (e”‘—n} (3.4.48)

asi que la expresién (3.4.37) es



D L0,wiA ) = {1 + == A% «c”»l)]"’zo ek =0, e :A }
R t % t R T
(3.4.49)

donde hemos usado 3, =1/4w para d=2.
E .

2
Considerando k~0 , 7 grande tal que e“n =1y A‘E 0 de manera
que
D (C,wiA=0) =D (3.4.50)
R t o
entonces
D (0,iA) = D [1 + 5= A%(0) (e"-11%  (3.4.51)
n t [ 2ne Tt
.
y con el = 12
DO @A) = D 1+ 5 A%(0) (wSPo1))? (3.4.51)
R t o 2ne Tt

Tomando el limite cuando c-0 desarrollamos w °’% hasta primer

orden obteniendo finalmente

172
D = (1/4)[1%3;/"] in|trw| (3.4.52)

Caseo 111 ¢ >

De la ecuacion (3.4.31) vemos que para €>0 se localiza un

punto fijo en l\t(‘n) = Vc/?.ad . Sustituyendo este valor en la
ecuacién (3.4.34) obtenemos
2" = zmesu (3.4.53)
>
y si consideramos, como en los casos anteriores, eu(” )w = 1 con
k=0, entonces
e (3.4.54)

1

Para ¢ = 0 ( ad5(4n)' ) la ecuacién (3.4.48) sigue siendo valida y el

coeficiente de difusion renormalizado esta dado por

A = 1,2 en_
DR(O,w.A[) = [1 + Sne A‘(O) (e 1]

% ek =0, e“w=1 ;A =Vame )

(3.4.55)

= DO[‘J + 5= A20) (uz”“‘“-l)]”z



Aproximando como en el caso anterior obtenemos

e/ {4-€)

172
D= (1/41[1307;/"} W 0] 1/w] (3.4.56)
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CONCLUSTONE

r el presente trabajoe hemes aplicade la tecniea del grupo de
renormaliziacion para analizar el fenémeno de la difusién en un
solido amorfe en funcién de su dimensian.

Entre  los  principales resultados podemos resaltar los

siguientec

1.- Lu interace

on del medio sobre las particulas que se difunden
atecta a la difusion de dos maneras. La parte transversal de la
interaccion, que fisicamente produce los movimientos de agitacion
de las particulias y cuya intensidad es propasroional a :‘\‘. favorece
la difusion, wes decir, produce un  auments  en e}l valor del

coeficiente D, Contrariamente a la parte transversal, la parte

lonpitudi de 1o interaccion, aquella que esta en la direccion

del f(lujo de particulas disminuye ta difusion. Esto se puede

entender como que ocurre en un fluide compr

itle cuando pasa
traves de tuberyas, i parte jonpitudinal Piuduce un
"embotellamiento” dificultando el pasu del tluido y

consecuentenente dis .

2. - Las interacciones mensionadas 4‘\l v Al' se anulan en dimensiones
Esto significa que la aleatoriedad en la estructura

mayores a dc

det medio amortfo

irrelevante y Ia ley de difusion no se

modifica:

= 2dDt

donde d es la dimenzion y [ es el coeficiente de difusion.

3.- Para un medic amorfo de dimension igual a dos las correcciones
(debido a la aleatoriedad en la estructural) al coeticlente de
difusion ' no se pueden calcular a  través de un desarrollo
perturbative ya gue aun los  términos de esta  opreximacién

divergen.

4.- Con el método del por.d. la correc onoa la ley de difusion en
el limite asintotico de tlempos largos y distanclas grandes
{(k+0,w+0) viene dada por

<y = K (1-tnt)t

5



donde K = (1‘){/15«)“‘:. Es decir, hay correccilones logaritmicas
que producen un comportamiento subdifusivo. El coeficiente de
difusion es entonces

D{L) = K(i~fnt)/a

COMENTARIOS

La técnica del g.r.d. ha sido empleada en diversos campos de

por ejemplo en fisica de altas energias, en el estudio

la fis

en fisica del estado

de la dinamica de los fenomenos writicos
salido.
Los resultados obtenidos para el coefliciente de difusion D

4 ), el cual ha sido

estan dados en terminos del parametro ¢ (=

to hace pensar que es5tos

tomardo como un pardametro continuo.

resultados podrian describir procesos de difusion en medios de

dimension no entera.

1

Con respecto a la valldez de los resultados obtenidos lo

Jjos publicados

unico con lo que podemos comparar es con otros tralb

{8,12,14] vy creemos que son satisfactorios.

7¢



APENDICE 2
FUNUTONES DE CORKELACION
Clande  uno realiza experimentos con procesos dinamicos de

muchas particulas, generalmente se empl como prueba una fuerza

mide

externa que aleja al sistema ligeramente del oquilibrio,

enton la respuesta (lineall dependiente del tiempo para esta

fuerza.

Muchos métodos experimentales caen dentro de esta categoria,

por  ejemplo  estudieos de forma  lineal de la  electrénica, de

especttoscopia infrarroje v Raman, estudios de atuenuacién acustica

v muchos otro En todos estos ewperimentos esta el comportamiento

dinamico e flustunciones espontancas al tededor del

ipresumipiemente bien conecido) estado de equilibrio.

La informacis de  las  fluctusciones esta contenida en  la

matriz de densidad., Sin cmbarpo, es menos Jo se requiere. De

acuerdo con la teoria de respuesta lineal, ias {luctuaciones se

4

pucden describir en terminos de las funciones de correlacion K,

dependientes dol tiempo, y estas se definen como productos de

clertas variables dindmicas A {t =1.2,..n,lax cuales son
promediadas sobre un enaamble termico representade por <0 > . Para

el caso, n=l tenoen

o

Ko (s} = A0t Bt )= <At Bt +s)>
I 1 2 1 1

con s = L

Para el raso en que se trate de la misma variable la funcioén

es llamada funcion de Autocorrelaciéon:

Kis) = 7a(tiAlteo)
o mas precisamente
5 T
Kils) = Iiln-'-J AETA(E+50dt
Tre T Y0

o negativa, Enfatizames que el promedio

s pueda  ser

temporal y el promedio del ensamble son tomados como procesos

equivalentes. Por la definicion vemos que K(0) = A%ty que és el

> estocastico.

valor cuadratico promedic del pro

Se pueden demostrar directamente  las sigulentes propiedades
para las funciones de ooirelacion:

i) K(o) = A%ty -0



ii) Para s=e0 , Migl= “A{t)r<A{i+s)y = O, =i <A{tj»=0
111) |K(s)|= |Ke0)]
iv) Kis) = K(-s)

La representacion grafica de una funcien de correlacion K

tipica en funciéon de s tiene la forma de la figura A

Ki)

<FYy

. .
Fig.A. 2,1  Funci®n de nopgelacion Kisl cAitJA(Les)

de s funcioln aleatonia AL)

la variahble A(t)

En nuestro caso. los valeres tomados
pierden su correlacion en tiempos de orden T * , en consecuencia
K{s) - 0 cuando s > T. . De este estudio podemos ver que la
funcion de  correlacion  contiene uni cantidad de informacion

5 de la

apreciable con respecto a las propledades estadistic

variabl



APENDICE 3
VOLUMEN Y AREA DE UNA ESFERA d-DIMENSIGNAL.
DE RADIO R
Consideremos un espacio de dimencién d. En ¢l la posicion de
un punto se denota poer el vector r, con componentes rectangulares

():1. .,xd). El elemento de volumen en este espacio debera ser

n
dr =7 (<i:-:‘\
1=1

y el volumen de una esfera de radis R debera estar dadoe per
5 P

V‘l(}’\l = I- [ . n (d.x:‘)

. . . 1 .
Obviamente Vl sera  proporcional o KR, asi que  podemos
4
eseribir
v ir) = ¢ R (1
o o

clonalidad

donde C:i es  na constante que solo depende de la dime
de el espacio. Claramente el elemento de volumen dVd se puede
escribir como

4V = S (R) dR = d-C R 2)

donde S‘(R) denota el area de la sup=7ficie.

Para evaluar CZ‘. USCemos que [nxp[- ] dx = k4 H

multiplicandn d de tales integrales. unn para ~ada variable x

.

obtenemos

[ E?Z(p{‘f:l':);].ﬁ {dd

T

®

- J expi-ki d-LdL<"“dH
(]

= d<Cdr(d/3)/’Z = (d/2)! C_l

Aqui hemos usado la ewpresion (2) y 1z formula (Pathria ,p. 4920}

yewpl-ay?ldy = Tln+1)/2172% 72 o g

d4s2

entonces Ca= n T/ (ds2)

n/a

se sigue entonces que anR) = [(n/ZH

]Rn es el volumen buscado.

BSTA TES
- ShUR BE




calculemos ahora la sigulente

aq”
donde dq es la diferencial de volumen on d dimensiones.

Si se tiene simetria esférica enton

5 podemos hacer

d-1

K g

dq = -
si definimos a S como la hipersupes ficie de una esfera en d
«
dimensiones,

A s

{ds2) (3}

entonces

SR
R ! q" dq
Y

i

(4)

donde Sd esta dado por (3).




APENDICE 4
CALCULO D INTEGRALLE, APROXIMACION k,w 0.

1.- Comprobar gue para k« g se cumple

2 vouh
2

a9

a.q .
-k‘l‘i“px L ok
; . ;

aq Mg

en el primer término el integrando es impar por lo que la integral
se anula, en ¢l segundo términe usamos

q]q]: uU g /d

y aproximandn hasta 0(k%) tenemos §inslmente

[ ==
q (k-q°




APENDICE 5

DE RECURRENUTA
El segundo paso del método GRD consiste en reescalar el

espacio k,w ; para ello se dan las tres siguientes definiciones

(ecuacliones (3.3.26-2%) ):
bplk,w) =LIN)oplk’ 0"} (1)
k= ek (2)
w= XMy (3)

a partir de esto el propagador libre Go definido en (3.1.11) se
reescala como

-1
G (k,w) = (-1w + DK = [—m' Mg k'z;‘e“n]
o o U

-1
b waml-zn,. 2
= eu““[-lw'*(ﬂne, PER ]

sl
o= p e (4)
%
Gk ,@') = (-iw' + D'k (5)
o Q
entonces
G (k' ,w) = e * MG (k,w) (6)
[ 4]

Para obtener el reescalamiento de F analicemos el primer término
de la ecuacion (3.1.10} en donde F aparece desacoplada con
dplk,w):

Apu(k,w] = Go(k,u](-ipoi)(wlk)"i’(k) = Limoplk’ ,u')

= L(TI)[GU(I(' Jw' )(—ipux"(u' JK' ) F' Lk’ |]

recordemos que |(é6lw)] = 1/, entonces al usar esto .y las
ecuaciones (2}, 13) y (nl abtenemos:

Lu (T
= e 4

F (k') MR (k1L (7)
a partir de esto podemos obtener el reescalamiento de 7, de la
ecuacién (3.1.193:

<F (kK )F (k ): (20% P (k) atk + k)
[ RN 1 m n




= L(m)eFt (kA (kP> set® I
Vom 3o
a su vez <F' (k ')F' (k')r= (2m%' P (k') &(k '+ k ')
1w i n 1y ™ n

con lb‘(km’+ k“'H = 1kt sustituyendo y expresandoc ' en funcion
de ¥:

=y QMBI 2 (8)

Para obtener el reescalamiento de AU utiiizamos «1 segundo

término que aparece en (3.1.10)

{8plk,w)} = H,‘.Otk.wl ,\O k~JF(klhp(k~q,wl
a

por otra parte, la ecuacion (1):

faplk,wl} = Lig:iopik’ w5 i=l{y4:

SN ‘\(‘)k'f Fik'Vaplk' -q' ' ]]
."

. N L
de esta eouacion vy la anterier, tomando en cuenta que [J]= koY

sustituyendo los valores para G, k, F y op obtenidos de las

ecuacivnes antericres ( Ecs.6,2,7,y 1 respectivamente} tenemos:

—oqap -
© oin "d‘.(ﬂ) (9)

AT= oA
o
La funcion L{wm} la escogeremos de modo que la diferencia

[20%Y "

7 =y no se reescale, por lo tanto, al usar la ecuacién (8):

_ r‘.’BIX(TH* td=-2)n/2 (10)

Linl



APENDICE 6
ANALISIS DF LAS ECUACIONFS DE RECURRENCIA PARA I\,, Y A
El problema central, despues de haber hecho el procedimiento

del GRD cons

oen obtener los valores de '\1 v A . va que con
- t

ellos podremos  entonces calcular  las  correcciones  pata el

coeficiente de difusicn. e problema es bastante complicadoe ya

que  deberemes res

Iver ol par  de  ecuaciones diferenciales

acopladas (ecs. (3.4.13-14) ) dadas como

d:‘;t.ln}/iin = —A‘,(n)[—KZ-d)/E h l\d[(d-l)/zdl /\f} (A.6.1)
v

di\'(n)/dn = /\((1),\[(1—(’)/2 - Ad[(d—A y.".’id](.?./\f—/\f)] (A.6.2)
donde

A, = sa% 0 am" (A.6.3)

ANALISIS LINEAL

Redef inamos coeficientes y varilables con el fin = de

simplificar las expresiones para las & 's,; si
L= (2-d)/2, a = Al(d—l)/Zd
(A.6.4)
y X=Afm) ¥ = A

entonces las expresiones (A.6.1-2) se transforman respectivamente

en
X=X (b - a¥®) (A.6.5)
Y'= Y {b -2a¥® + ax%) (A.6.6)

Tenemos entonces un par de ecuaclones diferenciules no
lineales acopladas. lLa solucién analitica suele ser dificil de
obtener, sin embargo, no estamos interesados en la solucién exacta
tanto como en el comportamiento asintotico 2 o . Nuestra busqueda

entonces consiste primerc en obtener los puntos fijos y de ellos



analizar solo los gue son estables. El valor de A para el cual la

sucesion no evoluciona mas,

decir, e permanece
independientemente de cuantas veces se repita la transformacion le

llamamos punto tijo vy lo

igharemos por A, on

puntos es

en donde la  transformacion del grupe de reneormalivacion  deja

inalteradas toda

las propiedades escenciales del

stema.

$1 tenemos oen general un par de ecuscicnes

donde f y g son no lineales en general, hallar los puntos {ijos

significa obtencer los valores Xh,\'r) para los cuales el flujo de
fase es estacionaric, es decir, aquelles para los cuales X' =Y'=0,

o lo que es lo mismo

En los puntos fijos, las ecuaciones (A.6.7-8) cumplen
XA{b-a¥Y)=0 (A.6.7)
Y {b - 2a¥" + a¥®) = 0 (A.6.8)

las soluciones de (A.6.7) son

y las de (A.6.8)

Puesto que se deben cumplir simultancamente (A.6.7-8) los puntos
fijos (XG,YO) son

Para d < 2

(X, Y0 = ( 0,2V 2ne ),
= (xV4ne, *V4ne ),
= {0, 0)



Para d = 2
en e€ste caso b = 0 en las ecuaciones (A.6.7-8) y el unico punto
fijo es
(XO.YD) = (0,0)

[N

Para d >

(X .Y ) = (0,0)
o' o

Habiendo identificado los puntos f1ijos, su establilidad se

puede determinar examinando la evolucion de pequehos

desplazamientos Y} alrededor del punto (Xo'yn)' Los puntos
fijos estables encontrados son

(N, 0y eatable ealo para d - 2
(Agh)

(0,2V2ne ) eotables para de2

SOLUCION GENERAL
La solucién general analitica la obtenemos procediendo
de manera semejante como lo hicimos a partir de la ec. (3.4.16)
pero sin tomar la aproximacion dada en  (3.4.21) teniendose
entonces

n
Af(n) = A (O)expl e0n/2 - (ai/Z)j A:ln’ldn')
o

t
(A6 9)

n N n n' -1r2
At(n)= BXP(I ¢(E.n')dn')[A-:(0)¢2adI cxp(zf ¢(€.n")dn")dn']
o o o

(A.6.10)

Ad(d-li
donde a= g
y

- u
¢le,n) = e/2 + (ad/Z)A;(O)cxp( €n —adJ Af(n']dn')
0

{(A.6.11)

86



dado que ¢(e,n) no depende de A,(n\, la expresian para A, estd
desacoplada; sin embargo, como se puede ver en (A.G,ld), la
solucidén queda en términos de ella misma por lo que no podemos
obtener una solucion explicita. Es posible obtener una solucién

s del analisis numerico,

explicita aproximadi usandoe las tcéeni
pero pedemos obtener la informacion necesaria sinrecurrir a ellas.

Analizando el  comportamiento asintatico w-w  para estas
soluciones son

Para ¢ =0 fd < 2)

e/
A ) = 7 € P
VAt“(O) + Zader“/c

Al = I\[,l())o'gu’” - 0

esto quiere decir que en i<d<2 ¢l acoplamiento transversal juega

un papel muy relevante mientras gue Aé no.

Para ¢ = 0

= ~1/2
A(n) = [A “(0) + 2a n] - 0
t t d
172
Am) = n(0)e” -0
en este caso los parametros de acoplamiento, principalmente AV

decaen lentamente.
Para ¢ <« 0 (d>2)

AL y A( tienden exponencialmente a cero.
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