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TESIS CON FALLA DE ORIGEN



INTRODUCCION

Una vez que definimos un objeto matematico y que conocemos sus. propiedades, el
cuestionamiento natural es: cuando podemos extender dicha definicion y en donde siguen
siendo validas dichas propiedades. Responder a estas preguntas es un reto para cualquier

estudioso de las matematicas y la motivacion de esta tesis.

Nuestra finalidad es encontrar la clase mas general de anillos, en los cuales dos de las

condiciones que definen Grupo Abeliano Divisible siguen siendo equivalentes.

En el capitulo uno daremos la definicion de grupo abeliano divisible, a partir de
algunas de sus equivalencias. Trataremos la primera generalizacion en el capitulo dos, donde
estudiaremos los Dominios de Dedekind, ya que es sobre este tipo de anillos en donde son
equivalentes los conceptos de modulo divisible y modulo inyectivo. En el capitulo tres
encontraremos hipotesis suficientes y necesarias, para la equivalencia entre la inyectividad de
un médulo Q y la condicion de que sea cero todo morfismo con domino en Q y codominio

en cualquier modulo simple.



CAPITULO UNO

Grubo‘s Abelianos

El propésito de este primer capitulo es estudiar algiina iciones equivalentes para que

un grupo sea divisible.

Advertencia: Con la idea de no hacer reiter: n.y.la notacion, durante

este capitulo hablaremos de grupos y subgrupos abpliaﬁos , excepto si se

especifica lo contrario.
Definicion 1.1 Un conjunto no vacro de elemenf ( _que forma un gmpo abeliano

si en G esta definida una operacion bmarla denataa’a por ¥ ral que:

“Vabc €Ga+(b+e)=(a+b)+c (esasociativa)
Va,beGa+b=>b+a (esconmutativa)

0 eGral que VacsGa+0=a (neutro)

B

VaeGI-aeGalquea+(~a)=0 (inversos).

Definicion 1.2 Sea H= un subconjunto de G, decimos que H es subgrupo de G (H<G) si

para cualesquiera a,beH se tiene que a + (-b) eH .



6n, H junto®con la restriccion a - H de ',l‘a operacionide

Z} el subgrupo generado por cualquier a en G

keKyneZ}

. '(a).. {na:n
. Dado Kun subgrupo de G, definimos (K,a) = { k + n'r :

Donde llamaremos subgrupds impropios de G'é l'o's_d'qsi primeros.

Es ahora importante hablar de las fe]aczzianes”; qu_élhay entre | grupos, -para -ello

estudiaremos a continuacion los morfismos de grupos y sus propiedades.

Definicion 1.3 Una aplicacion ¢ de un grupo G a un grupo H se dice que es un morfismo

de grupos si para cualesquiera a,b eG se tiene ¢ (a+ b) =@ (a) +@ (b)

Ejemplos de morfismos entre grupos son los siguientes:
e __i : H— G (lainclusion de un subgrupo ).
e Id: G— G (laidentidad ).
¢« O0:H—->GtalqueO(h)=0VheH.

Definicion 1.4 Dado un diagrama




Algunos ejemplos de sucesiones exactas son los siguientes:

20— HE—> G es exacta <> es monomorfismo

: G—V—> 25 0-es exacta <> y es epimorfismo
0 H]’—T—)G -> 0 es exacta <> isomorfismo

Definicion. 1.6 87 0 - H ——>G——> K >0 es exacla entonces G es. llamada

extension de H por K.

Vamos a estudiar ahora una clase especial de grupos que son llamados simples.

Definicion 1.7 Un grupo S se llama simple si S#(O) y S solo tiene los subgrupos

impropios.

La siguiente proposicion caracteriza a los grupos simples.



Proposicion 1.8 S es simple < S es finito de orden primo.

.S es finito.

.-Sea n:el'ordende sy ea pun primo tal quevp)g,”entonces <S"> es un subgrupo de

S con orden p,’pbrlo que n=pl
<) Sea S un grupo de orden primo p, por el teorema de Lagrange, el orden de

cualquier subgrupo de S divide a p, por lo que los dnicos subgrupos de S son los impropios.

0

Un resultado inmediato de esta proposicion es que los grupos abelianos simples son

exactamente los grupos Z, con p primo.

Definicién 1.9 Dado H<G diremos que es miximo si 3 K ral que HaK <G .

Ejemplo: nZ es maximo en Z si y sélo si n es primo.

Otro concepto importante para el estudio de grupos es el de grupo cociente, a

continuacion trabajaremos con éste y veremos algunas de sus propiedades mas importantes,



esta operacnon Sea m: G —)"’ ido comoel

epimorfismo candnico .

Definicién 1.10 I)Deilbtc;re)){bs poi do por-los elementos (a,, ) en el

Dby =(a, 4

prodiucto cartesiano de {A

iii) Dada {Ak ! ke K}una familia de .'su:bgfuk_;q._s‘rdé G, dlrgmbquu'ei Gves iq »sl;r;m
directa interna de{ A, } cuando G = (UA‘) y paracadai A, ﬂ< UA,‘> =0.
: izt

Proposicién 1.11 Sea {A, 1k e K} una familia. de subgrupos de G, entonces ‘son

equivalentes:

a) La familia de inciusiones i; A ~— G induce un isomorfismo f.@® A -G,
B keK



cj se sivgu‘eerij a,

b) :.a)rs'ﬁ‘pbhgamosfb) yde pnamps'vliri' morfismo ¢. GD
: LR S k€K

donde g= Y a, ; es facil verificar que esta fincién es un isomorfismo.
k€K .

a) = c) Sea g Gy sea (a,) e@ A, tal que f((a,)) = g. De la definicion de fse” .-

sigue inmediatamente que g= Y a, y que esta representacion es inica.
keR

Proposicion 1.12 Sea V un espacio vectorial, entonces V es isomorfo a una suma directa
de copias del campo. (V = F* ).
Demostracion Sea B = {x, / k €K} una base de Vy F, =(x, ) unidimensional, entonces

VkeK F,=F y V =(B),asi VveVsiv=0entoncesv =3 f x, con0=f, &F
1=

ademas x, = x, si i y Vi f,x, €F_.

k!



Teorema 1.13 (De Ia correspondencia biyectiva para grupos abelianos)

Dado H un subgrupo de G se tiene una correspondecia biyectiva, que preservae
orden entre el conjunto de subgrupos de G que contienen a H'y el conjuito’ de los
subgrupos de /4, , dada como sigue: si H ¢s un subgrupo de G que contiene-a K, epfonces

el subgrupo de 64, que le corresponde es %/, .
Demostracion. 1-1) Sean HaK<G y HaS<G tales que %4 =¥, consideremos s&S asi
stH € %, entonces 3k €K tal que stH = k+H; por lo tanto s-keHcKasi que seK, lo

cual pruebé- que ScK. Analogamente se verifica qyé KgS

suprayectiva) Ahora sea T<%;, entonces déﬁnimos S=x"(T), donde 7:G — %, es

el epimorfismo candnico, de aqui que T =34, . . 5.

orden) Es inmediato del hecho que h"‘presewé el-orden.”

Proposicion 1.14 S, es simple <>H es mdximo en G.

Demoslra'criéh.r % es sfmple, < A% < %, tal que %¢%—1y Ko '0“<:7>’~'3_K"’<1 G"talr'qi.ie_ T
HzKy K=G. ' : co ' '
' o

Definicién 1.15 Sean G, H grupos, denotaremos por Hom(G,H) al conjunto de hlarﬁsmos

de GenH.




Teorema 1.16 Sea G un gﬁ:ﬁc ab Ii‘q';:
A VneZn= O:y(V';_t y

conmutativo

a.conmutativo -

d) ‘v’n eNynZ-—-—-—)Gex

) ’,.Toc\z'o kco_ciente 54 #0'es l)y7mto o
. D Gno brie)l'e;‘.rswbgrup‘os 1)iéxi)@zosl e
2 VSsimple Hom(G,5)=0.
h) ¥ K tal que G<K tenemos que G es &unando directo de K.

_ Demostracion. a) =>b) Es un caso particular, ya que peN Vp primo.

b) =a) Por hipétesis, Vp primo pG=G, sea neN, por demostrar nG=G. n = p,---p,

con p; primo para i =1,...,r. Demostracion por induccién sobrer.
i) r=1, n=p por hipotesis pG=nG=G.

Supongamos vilido el resultado parar = k.



' a) =>d) Sean n eN, n'e 0 y inZ - R entonces si’ f(n) x tenemos que 3y tal

: que x= ny, deﬁmmos g Z— G por g(m) my V'm € Z. Tenemos que el diagrama

0———>n2-——)2

i;/

conmuta.

d) :>a) Sean n € N y xe G def'mmos f nZ — G tal.que f (nm)—mx para cada

meN por hipotesis exnste un dlagrama conmutatlvo
. . 0———) nZ—-—)Z
. fn ik

Siy=g(1), entonces ny =n ‘g(l)i = g(h)
¢) =>d) Caso particular.... ’ e

d) =c¢) Consideremos-

0— > H—5H

3
g

G
supongamos, sin pérdida de generalidad, que H'<H, y definamos o como sigue:

o= {(K,fk):H' <K <H,f:K—>Gulquef,, = f} con el orden

(K, ’flq) < (Kz ,sz) siempre que :

parcial



Notemo‘ que f, esta bien definida ya que es la extension de las f,»asi f ] =f por

lo que (K,,,f) ep y V1 eN( K,, n) (K,.f,), asi toda cadena ascendente tiene cota s

supenor, er_ltonces por el lema de Zorn (ver apéndice) 3(K,h) maximo en (p,<).

Sabemos que (H',f) < (K,h), falta ver que K=H, ésto se hara por reduccion. al

ébsurdo' Supongamos que K=H, entonces K<1H ‘s:ezi ze H-K‘y n= min{meN : mzeK},

entonces nZ={meZ : mzeK} es un ldeal de Z, defnamos para mEnZ, h:nZ — G tal que

h (m) = h(mz) claramente es un morf smo ya' que es la; omposnc on de morf ismos.

Por hlpOteSIS existe el srguxente d:agrama conmutativo -

0-——> nZ-—f——>Z i

Consideremos ahora (K,z)<H tal que (K,z) = {x+bz: x €K'y b eZ} asi K «(K,z), ya

que z E(K,z).

Definamos h':(K,z) — G tal que h'(x +bx) = h(x) + bg(l). Veamos que h' estd
bien definida; supongamos que x + bz = z' + b'z, ésto implica que x-x' = (b'-b)z donde x-x'e

K y (b-b")z € nZz, ademas:



- ) =g) Demostracién por reduccion al absurdo. Supongamos que' G no tiene

subgrupos maximos, sea S simple y @<Hom(G,S), entonces tenemos dos casos:

i) p=0v":-

if) G-—5—>S— 0. Sea H=Nuc(p), por lo que $= %, entonces S4 es

simple. se sigue que H méaximo lo que contradice la hipotesis.

g) =>¢) Demostracion por reducciéon al absurdo. Supongamos que V S simple
Hom(G,S)=0, y que 3 HaG tal que 02%; es finito, sea ¥4, un subgrupo méximo de %,

entonces el epimorfismo canodnico 7:G —» % contradice la hipotesis.

f) =>b) Demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos que G no tiene

subgrupos méximos y que hay p primo tal que pG=G.

Consideremos %, = 0 como Z _-espacio vectorial con la operacién: (n +pZ) x = nx.
P p

Si n+pZ = m+pZ, entonces n-m=kp, asi:

11



(n+pZ)x—(m+pZ)x—nx % mx
representante, es decxr, el,espacno esta blen defi mdo‘ i

Por 1.12 %, =Z.%. SeaxeXasi Z " eg

maximo en %G 3 a51 por 113 N es méximo en G lo que contradlce Ia hipétesis. Por lo tanto

se cumple b):

a) =f) Demostracion por reduccion al -absurdo. Sea G con la propiedad a),
supongamos que 3 M < G maximo, asi %, es simple, por lo que || < «, entonces por

1.7, 3p eN tal que &, = Z,, pero Z, no cumple con la propiedad a), sea 0= ne€Z ,y
p €N entonces la ecuacion n = pm no tiene solucion, entonces %, no cumple con dicha

propiedad, y por lo tanto G tampoco, lo que contradice la hipotesis.

. 3 M < G maximo.

c) > h) Sea G un subgrupo de K y supongamos que G tiene la propiedad c),

consideremos el diagrama

por hipotesis, existe un morfismo f: K—G tal que el diagrama

G—K

idi/

conmuta. Se obtiene de aqui que K es isomorfo a G @ Nuc(f).



conmuta. Se obtiene de aqui que K es isomorfo a G ® Nu'c(f‘);‘v :
h) = a) Sea GungrupoyVxe G deﬁnimoé £:Z=

- propiedad universal de la suma directa 3 f. Z©® 5 Gtal que éqnmuta el siguien(e':diégfama

£x
(G)
Z

para toda x. Claramente es un epimorfismo. Ahora, sea K el nicleo de este morfismo,
entonces existe un monomorfismo G — ‘% inducido por la inclusién de Z en Q. Si G
satisface la propiedad h), entonces G es sumando directo de Q% y por lo tanto satisface la

propiedad a).
[m]

Definicién 1.17 Diremos que G es divisible si cumple con las: condiciones.del. teorema

1.16.



CAPITULO DOS

Dominios Enteros

Tenemos en este capitulo dos objetivos: Primero definiremos el concepto de R-médulo
divisible, para lo que debemos restringirnos a la categoria de dominios enteros. Con esta

definicion veremos cuando los conceptos de inyectivo y divisible siguen siendo equivalentes.

Advertencia: Durante el capitulo la notacidn que manejaremos es la siguiente: R es un
anillo con 1 y D es un dominio entero, es decir, D es un anillo conmutativo con 1 y sin

divisores de cero.

Definicién 2.1 Sea R un aqnillo con 1= 0, diremos que M es un R-médulo izquierdo, si
(M,+) es un grupo. abeliano- y esta definida una operacion escalar tal que

Vo,my, €M y Vr,r, €R tenemos:

i orn(m +m)y=rm +rm,
W(n +n)m, = rm, +r,m, (es bilineal)
i) (nrym, = r,(nm) (esasociativa)

w)lm, =m, (tiene neutro)



Algunos ejemplos de modulos son:

. 0, el médulo que sdlo tiene al cero.

¢ Los Z-médulos son los grupos abelianos.

«  SiK esun campo, entonces los K-médulos son los K-espacios vectoriales. .

Muchas definiciones y resultados de las categorias de’grupos abelianos y espacios
vectoriales se pueden generalizar a la teoria de modulos, p‘or'lo que algunos conceptos y

propiedades no los trataremos aqui, para no ser reiterativos.

Definicion 2.2 Dados M,N R-médulos, ¢:M — N es un R-morfismo si:

D Vmm, @On +m)= ¢(r}z,)f¢(lr12) 7» .
i)VmeMYreR @Um)=rp(m)

Los llamaremos sélo morfismos y tenemos para ellos las mismas definiciones y
propiedades que para grupos abelianos con respecto a ntcleos, imagenes, sucesiones,

exactitud, etcetera.

Definicién 2.3 Diremos que la sucesion exacta 0—> M'—;—)M—?M"—)O, se

escinde, si Im(¢) es sumando directo de M.

Notemos que dada una sucesion exacta 0 — M’ — M — M"” — 0 que se escinde
tenemos morfismos M” —M — M’ que inducen una representacién de M como suma

directa.



representacion es nnica.’

Observemos que'el médulp, R

médulo por L, .

Proposicién 2.5 Dado M un R-médulo, 3 0—> Ry

o(r.) =X r.x y R, = Nuc(p).

x€EM

La demostracion esinmediata de la déﬁni'c_lonr_d

Definicién 2.6 Sea P un R-modulo, dir."embvs_k qu vP.v'es prrojéc"iivo”.s'i dado el siguiente

diagrama: o
P

M—> M"—>0

existe

M—>M"—>0

que hace conmutar el diagrama.

Es de gran interés ver que relaciones hay entre el concepto de proyectivo y los
anteriores, es inmediato ver que una suma directa es proyectiva, si y solo si cada sumando es

proyectivo, en lo sucesivo veremos otras proposiciones con respecto a esto.

16



<) Basta demostrar que todo modulo libre es proyectivo. Consideremos

M —> M"—>0
< £
N 7
as Y
AN

L
y definamos & : L — M como sigue para cada x € X, donde X és'la base de L elegimos un

elemento [1(x) € M con la propiedad que o(x) € ¢"(y/(x))‘.’ Esta funcion se extiende

naturalmente a un morfismo g : L - M.

Teorema 2.8: Todo R-modulo M es el cociente de un proyectivo.

Demostracién. 0 — Ry ~» L,y —~>M —> 0'es exactay L, es proyectivo.

Proposicion 2.9 Sea P un R-modulo izquierdo entonces son equivalentes:
a) P es proyectivo.

b) V0 > M''— M— P — 0 exacta se escinde.



w YpeP p=S(p(Mx

; por2 7 conclmmos que P es proyectlvo i ‘7 e

"a) =>c) Sea w :L— P morfismo donde L es Ilbre con base (e ) deﬁmmos m; = ()

e entonces por la parte antenor qu—)L 3 ¢y/—1d (*) ‘éntonces ‘se puede definir

(a) Z(%(a))e donde % P Rtal que goa (a) O para casi toda a por (*) tenemos

que Vp P p= Z((oa (p))x y(al (p =0 j)é;ajﬁzasi ;oda'j y para cadap. p.

c) :a) Sea f:L, - P dado por.f((r x: el cual claramente es un’ eplmorﬁsmo -

=,

Ahora, sea g :P > L, dado por g(p) (go l(p)) Tenemos fg |d o

Definicion 2.10 Sea D un dominio entero y Q su campo de cocientes, diremos que I <D es
invertible si Ia, ,a,,...,a,} < 1y Hq,,q.,....q.} < Q tales que:
) Visnsetieneq IcD

ii)1=iq.ﬂ.
i=1

Son validas las siguientes condiciones:



s.invertible;.ya quye“si 1= Da "entonces

n

es invertible tenemos que I =< aa;,...,a, >.

' ': 3'. Otra’ forma de definir ideal invertible es la siguiente: VI IM<Q tal que

IM=D. ( En el ejemplo 1 tenemos que la M correspondiente a Da debe ser Da™).

Veamos ahora més propiedades de estos ideales que necesitaremos para llegar al

resultado central de este capitulo.
Proposicién 2.11 Si [ invertible, entonces el submodulo M de Q tal que M = D e3 tinico:

Por lo que lo denotaremos por .

Demostracion. Supongamos que IM =D, entoncesM c[D:1], ademasI[D :I]cD asi,

como M esuninversodel, tenemosque [D : I]=MI[D:1] cMD=M.

Entonces M =[D : 1]y es tnico.
[m}
La proposicion 2.11 nos da las condiciones suficientes y necesarias para encontrar el
inverso de I, un corolario inmediato de dicha proposicion es que I es invertible si y sékV)'sir )

I{D:1]=D.

Definicion 2.12  Sea D un dominio entero y Q su campo de cocientes, consideremos J un

D-submodulo de Q, diremos que es fraccionario cuando 3d € D tal que dJ < D.

Proposicién 2.13 Todo ideal fraccionario J, puede escribirse de la forma 41 donde deD

e [ es unideal de D.

19



Demos!racran

Sea ;‘J un ldeal fraccsonan

Proposicién 2.14 Si todo ideal d ferenle de ce
Jraccionario es invertible. : . ]

(I - IT1,) es el inverso de I
azf

Teorema 2.16 Sea D un domi:ziq:‘e)iléfa ‘e i1’ D entonces, I es p yectivo, <> I es '

invertible.

Demostracion, =) Sean {x,}, {qéi},;;,g:;qm:c:),‘cr,\;Z.Q,fjc),/;;Asi:ij ;'a(é;i (B))T—t @, (ab)=b(g, (a)), .
¢.( )

definamos para x 20 q, = asi q, €Qy Vael ¢(a)=q;a porlotanto q;IcD ysi

a # 0 tenemos, para casi toda i, ¢,(a)=q;a =0.

Ademis si a=0 tenemos a= (p(a)x, =D (qa)x =a) q;x; lo que es

equivalente a que 1= Z q; X; ya que D no tiene divisores de cero.

i



<) Definamos "~

> (000 = Naixx =x 3

Definicién 2.17 - Direntos - (}ue‘:r un’ -D-"m:a'dlqilo M es divisible cuando YmeM

VreD, r=0 I;I)n'eM tal ql)e'rm.=‘mz~. =

Definicién 2.18 Dado Q,: R-modulo diremos que es inyectivo si y solo si, dado:

0—>M'~—>M

existe

0——>M'—>M

que hace conmutar el diagrama.

Se sigue de la definicion que un producto directo es inyectivo si y solo si cada factor

es inyectivo, este es el concepto dual de modulo proyectivo y veremos ahora algunas de sus

propiedades.

21



Teorema 2.19 (Criterio de Baer) Sea Q un R-mo’dulé enfonces Sd(liéqlli\'a/girtes.'

a) QO es inyectivo.

b) Y1 <R dado el diagrama

existe un diagrama conmutativo,

_Demostracién. a) =5b) Caso particular.

b) =»a) Consideremos el diagrama
o—>M' T) M
v
Q

Primero encontraremos una extension de y a un médulo mayor por lo que la prueba se hara

en dos partes :

i) Sin pérdida de generalidad, supongamos que M'sM, consideremos la familia

5={(K, Wy EM'<sK <M, .. K-> Q, '/’KIM- = y/} con el orden < definido como sigue:

(K, , l//,(‘) < (K,., y/Ki) cuandoa) K, c K, y

b) V/Kzlxl = Py,

22



y por lo.tanto

< (K,, R y/o) por lo

tanto toda cadena de' .2S tnene cota supenor entonces usando el Iema de Zorn (ver apendxce)

: tenemos que B(K go) maxnmo en (b

i) Sabemds ciue (M W)ﬁ(K (p) dem‘ostremdé’que' K¥M ‘La demostracion la V
haremos - por reduccnon al absurdo Supongamos que K:‘\/I 3 K<M “por 'lo'r
que 3 meM - K. Consideremos I=(K: m) {r €R:rme K} que es'un 1deal izquierdo de R
y definamos @:1 — Q tal ¢ que ¢(r) =0 (r m) claramente ¢ es un R-mort‘smo Entonces
3p:R>Qtalque @ | = : _

Sea (K, m)= {x +rmixe K yr eR} M asi K<(K,m) de hecho es el minimo
submédulo de M que contiene a K y a m, definamos entonces ¢ *:{K,m)— Q tal que
p'(x+rm)=g(x) +rrq_o n, 'deméstraremos que esta bien definido: Supongamos que x
f’»f:!?!:?,%f,f nj[;m‘,@sii,:;é - X'=(b'.-b):m donde x —x’e K y b’=b €l ya que ¢ manda a m
dentro deK. Enfdnceé: 7

FED=r-r)m =X -xX)=0(x')-0(X) Vyporotro lado

S E-D=BE-D=3(r)-BO=CB()-r (1) asi

o(xX)+tre(D=e(xX)+ro)y ¢ ‘]R = ¢ lo que contradice el hecho que K

es maximo.

. K=M
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‘Estaes la generalizacion a la categoria de modulos de la equivalencia de los incisos-

o)y d')bfdevl'feo ma1.16. Notemos que esta ‘c'aracterizacién"de médulos'inyecti\)c'is, no es

exclusiva de do

Lema 2.20 Sec

inyectivo.

Demos S'Imcio'n

h: M- HomZ (R,G): por. ,h“.(rr’l ()= Aci ste‘m&jﬂsmb :

extiende a g.

Proposicion 2.21 Dado /v[ an R-madulo, lmy un modu/o O inyectivo Ia[ que 0 M Q

es exacta. (e.d. Todo modulo Mes .mbmoa’ulo de un inyectivo (.)

Demostracion. Consideremos un monomorfismo de grupos abelianos M—-—;——)G doride G-
es un grupo divisible (ver teorema 1.1¢). Ahora consideremos-la" siguier

monomorfismos:

M5~ Hom,, (R, M)——> Hom,, (R, M)——> Hom,, (R,G)

donde @(m)(r) = r m, w es la inclusién natural y A es el morfismo inducido por £ La

composicion de estos tres morfismos es el monomorfismo que buscamos.

o
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-0, consideremos el ideal I=rD."

Consideremos @1 %&'M,t'al que; laramente esta bien definido po;i :

ser D un domino entero--y:-es‘un:

con Q inyectivo, existe un diagrama conmutativo

Q—Q"—0



) Qinyeéctivo s Dado

con P Proyectivo, exist

3 Q‘ T Qf' —>
donde los renglones son exactos j es el monomorﬁsmo inducido por la mclusnon de M enQ. -

Por hipotesis 3g :P—>Qtalqueqg=j £

Sea xeP y tomamos y €M tal que p (y) = F(x).
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i) Se prueba analogamente.

oy

Demostracion.” ay =b)

Cby=>c) Sea n=:pp,%::-p.", entonces Z, 27 % vak,‘k y es¢c‘]arorq'vt‘1§:t'l; 'je’sV L
hereditario 'si y solo si-cada factor 1o es. Debemos probar entonces: la implicacion para

‘n=p", es decir quer=1.

Supongamos que r > |, asi el ideal pr, es esencial en el anillo, si fuese proyectivo

el epimorfismo z, > pZF, se escindiria, [0 que implicaria que pZP, es sumando directo de

Zp, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto vale la condicion c).
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Z, = Z_,,lx.-~pr con cada Z, s:mplepo l

enonces

tenemos

Teorema 2.28 Dado R un anillo, son equivalentes.
a)  Res hereditario

b) VM=, P proyectivo =M o oyeclrvo ‘

¢ V() con Q inyectivo =24 myectivb.

Demostracion. a) =>b) Sea M <P proyectivo, entonces P< L con L hbre, entonces por i

2.27 M es suma directa de proyectivos, por lo tanto M es proyectlvo
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b) =5¢) Considrémos ahora el siguiente diagrama con renglones exactos”

donde los renglones son exactos y Q es inyectivo, por la proposicion 2.20 la existencia de un

morfismo de I en Q que haga el diagrama conmutativo probara que I es proyectivo.

Q" es inyectivo por c), entonces 3y R — Q" tal que wor = . Ahora, como R es
proyectivo 3': R — Q tal que By' = v, entonces el morfismo y'a es el que buscamos.
3

Nota: Estas equivalencias son validas para cualquier anillo, es decir que no es necesario

restringirnos a dominios enteros.

Definicion 2.29 Diremos que N es neteriano si VM < N se tiene que M es de.tipo_finito.
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Diremos que un anillo.es neteriano izquierdo.si' visto como, R-médulo’izquierdoes

‘neteriano;

<'Ri’entonces:M

0 M o M > M5 0
con M'=N'~M y M"=¥/,: que sQri finitamente generados i

. M es de tipo finito.

Proposicion 2.31 Sea M un R-modulo izquierdo entonices son equivalentes:

) M es neteriano

b) VM, <M, <... cadena ascendente de modulos de M, IneEN: Ia/'qué VkeN

enemos M_ =M
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Definicién 2.32 Sea P <D diren

se tiene que rep ¢ seP.

Es un resultado conocxdo q 1deal maxnmo es pnmo

Proposicion 2.33 Si [ es un ldenl primo mvelllble de D, emonces* su facrm izacion ‘en
ideales primos es tica. S

Demostracién.  Supongamos que I = [1Q, y que [ = []P,, donde cada P,y Q, son
Yl a
ideales primos, sin pérdida de generalidad tomamos P, un minimo en el conjunto de las P,.

Como ['[Q/, P, , entonces alguna Q, < P,, analogamente, alguna P, <Q,, de lo que se
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Se debe tenér

= el"resbu‘lAtkrktdo; ‘

Propbﬁéién 234 ;S(;,"(, >

primos.

Denms'/mcién. Consider
,supongamos que

es pnmo se

Proposxcron 2 35 Sea R in ‘I[[(:'(I/L’S de R m/es que entonces

I=(I:J ) St y solr) ./ noesta con/emdo en nmgun /dea/ pl mlo de

Demomacmn Sea I = ﬂQ, Vuna representacxon pnmana 1rreduc1ble de -1 yk ean

ES it G
radicales de cada Q;.
<=) Si'J no esta contenido en ningiin P;, entonces de ( I:7) J < I < Q ‘se; deducer ‘ e

que (I:J)<Q; yporlotanto (I:J)=1Iyaquelaotra contencion es obvna

=> ) Supongamos que (1:J ) =1, entonces tenemos que V.s(I: Js ) = I Haremos L

la demostracion por reduccion al absurdo, supongamos que 3j tal que J < P 3 r: tal que :

J'<P"<Q; ya que cada P, es de tipo finito. Ahora (Q;:J").= Rr;rppr; lortanto: '



I .'::lo qiie »ihlpli'c:a‘ ‘que. >=_in’,’
R

que es'iina contradiccion,

Proposicién 2.36 Si' D_es-un dominio entero; donde:

entonces todo ideal fraccion 2

Demoslrdcidn." Sea J un ideal fraccionario de D, priméro ‘daremos una descomposicion de

J.y veremos que es invertible. Por 2.12 3I1<D y 3deD talesque J=11 ysea

porlo tanto J =TI P, [TQ," donde cada P, y cada Q; son ideales primos y J es invertible.
(A

Ahora veamos que esta descomposicion es unica. Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que V' i,j P, # Q, ahorasi J =[IP',[1Q"™ concada P’, = Q', paratoda sy
para toda t, entonces tenemos TP, [TQ, = [TQ', [1P, y por la unicidad de la factorizacién
s J t i

de 1 y K (corolario de la equivalencia de los incisos a) y e) del teorema 2.42) se sigue

que [TP,=T] PR yque [1Q;, =T1Q",, loque demuestra la unicidad.
. i i '
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Como K'es mvemble, tenemos qu 1 K:

1deal pnmo de D tenemos n (IK 'y 2 0 por qu

‘es’ equwalente a que n (I) = (K"l

(P) max (n (1) n (K))es el mayo

- 1 y 2 EI punto 3. es dlrect
Se vid que K ! =(}D K
tenemos que D = (D =K )K;

que se concluye [(D :K) = (r

Definicién 2.37 Sean R.un amllo
que es entero sobre A si x es una lt'll"

decir si x satiface una ecuacion de la

Proposicién 2.38 Sean E un do;}]ljigfq :e"v'IA

Sinito e I un ideal de D. Si xeE y es tal é]ue' :
i) xM <M ' _ 4
i) Si V=eM tenemos que yz =0-con ye.D[x]; e;llbifcéf y - 0";’: L

entonces x es raiz de un polinomio de la forhla x"+ ;‘,,_lx"" +vetig=0

donde Nj ijel.

Demostracion. Podemos escribir M= 3 Dm;, asi xMc ) D Im, =3 I'm, en particular

j J i

) B{ikj} <1 tal que xm; = Zikjm.i y este es un sistema lineal homogeneo, entonces podemos
J

escribirlo Z(5kj X- ikj) m; =0 donde las §y; son las de Kronecker.
7 . .
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buscamos. -

Proposicién 2.39-Seain £ y D dommlos enteros 1ales que DCE sea er enlonces son

eqmvalentes

a) x es un elemento é)xie./'o sabre D.
b) El amlIo D[x] esun L'-moa'ulo de tipo finito. ©
¢) El anillo D{x] esta contenido en un subanillo F de E de !Ipo f I;IIO
d) IV un E-mddulo de tipo finito tal que: S
i) xMcM :
i) Sivz EM tenemos yz = 0 con y eD/x], entonces. y=0.

\

n—~t . n-1
Demostracién.a) = b) Tenemos que x" € Dx',asi x"' > Dx", por lo que se sigue
i=0 i0

-1 S s -
que x"*9 ¢y Dx', porlo tanto {1, x,:-+,x""! } s un conjunto de generadores de D[x].
)] 8
i=0

Las implicaciones b) = ¢) y ¢) = d) son claras y d) = a) es inmediata de la

proposicion 2.37.

Proposicion 2.40 £/ conjunto C de elementos enteros sobre A es un subanillo de D tal que

AcC.
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€ _A[a;b] 5°un A-médulo finitamente generado. Por lo

Defimclon 2 41 El nmll nomma la cerradura entera de A en D, si A

coincide con C entonces, dlremos que A'es enreramente cerrado.

Teorema 2.42 Sea D Illl'aomillid é)ite(b,' e)(]q;lcés son equivalentes:
a) VI £ D se tiene que [ e.§ invértible.
b)Des Izered/lano
¢) D es neteriano y semlheredﬂarto
d) D es 1) neteriano,

2) enteramente cerrado,
3) todo ideal primo es mdximo.
e) Y1 < D I es producto de primos.
DV M<, P P proyectivo =M proyectivo.
&)V (%) con Q inyectivo = % inyectivo.
BN M Mdivisible <M inyectivo.

i) El conjunto J de los ideales fraccionarios de D es ungrupo bajo la multiplicacion.
Demostracion a) =b) Inmediato por 2.11.

b) =c) Por la proposicién 2,11, sabemos que todo ideal I es invertible, ademas

sabemos que todo ideal invertible es de tipo finito, lo cual prueba c).
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¢)=b) Como D es-rieteriano todo: 1deal de D es f mtamente generado ademas Des '

semlheredltano por Io qu tod ) ldeal f mtamente generado es decxr todo 1deal de D es

proyectlvo

", D es hereditario.

b) ¥ ¢) =i) Como D es neteriano por 2.34 sabemos que todo ideal I de D contiene

un producto de primos, por ser D hereditario I es proyectivo y por la proposicion 2.11,

tenemos que I es invertible, y por la proposicion 2.13 tenemos que J es un grupo.

Las equivalencias de b), f) y g) fueron dadas en la proposicion 2.29

h) =>g) Supongamos que todo moddulo M divisible es inyectivo.
Consideremos M divisible y % un cociente, sabemos que V0 #a e DaM = M entonces

aMA& = "% =% y por lo-tanto % es divisible.

Como el cociente de todo divisible es divisible, entonces el cociente de todo
inyectivo es inyectivo.
e) =a) 1) Consideremos I ideal primo e invertible, demostremos que es maximo.
Sea reR con r # 0, por hipotesis, podemos escribir [+Rr = f[Pu y I+Rr’=ﬁ Q,. donde
a=l =1
cada P, y cada Q, son ideales primos. Sea R =%, y T la clase residual de r. Asi

R-7 =[1CA4) y R-F = [1(*%), donde cada 7 y cada %{ son ideales primos y por lo
a=| =1

tanto son invertibles. Ahora como R -7 = (R-T)* =[1(*%) , entonces m = 2n y podemos
a=1

remnumerar cada Q, de tal forma que Qg =/ = Pef o que nos dice que

Q,; = Q,, = B, , y tenemos también; I+Rr*= ( I+Rr )*, entonces [ = (I +Rr)* < I +Rr .
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Por lo tanto toda’ x €T se puede escnbl de la forma i con

yeI‘ y: zeR es decxr zre Ipero r¢ I entonces z . eIe ch+Ir y como

: f +Ircl 'se sigue que I'=I* +Ir=T1(1 +Rr), por. hlpote51s I es: invertible, asi
S IPD =I7(1F + Ir) = I"' I +Rr) por lo que R=1+Rr.

Como r fue arbitrario, esto prueba que I es maximo.
2) Para demostrar que I es invertible tomemos acl tal que a # 0, y consideremos
Ra=T]P, donde cada P, es un ideal primo, como [P, < I, entonces alguna P,< I, pero por

la proposicion 2.14, sabemos que cada P, es invertible, y por la parte 1) tenemos que todo

P, es maximo, por lo que se tiene P, =1.
.1 es invertible

a) =h) La proposicféﬁ 2.24 dice que todo inyectivo es divisible, por lo que debemos
demostrar que todo divisible es inyectivo. Supongamos que VI<D I es invertible.

Consideremos M un D-modulo divisible, sea 1< Dy ¢:1 — M entonces 3{a,,a,,...,a,} c 1
v 344,,Qz0-..q,} = Q tales que: Vi<n setiene g, IcRy 1= iq,al, asi 3m, eM y
i=l

Vi ¢(a,) = a,m, entonces para acD tenemos:
pa=¢(Zqa)a=1(@a)e @)= T(aa)m =aL@a)m, asi m =3 (qa,)m, cumple
con que @ (a) = am entonces @ se puede extender a D.

.. M es inyectivo

i ) =€) Como por hipétesis todo ideal I # 0 de D es invertible, se sigue que todo
ideal es de tipo finito, es decir D es neteriano. Demostraremos por reduccion al absurdo que
todo ideal propio I de D es producto de ideales méaximos. Sean P = {J < D : J no es
producto de ideales maximos} y J, un maximo en #, asi J, no es maximo en D, entonces
33, <I<D tal que I en méximo en D, por hipotesis 3 I™* asi I, < I7J,, ya que suponer

que J,=I I, nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto 1" ], es producto de maximos y
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I,=LT7y, esftambiéx‘}f;_ui Lbrodiict;i e maximos, IOLQQefc_:QntVr;é{dicéiqtie_fJo ep ,.por lo que .

concluimos que . =® S

~todo ideal de D es producto de primos.

d) =>e) Dada la hipétesis de que D es neteriano, solo hace falta demostrar que todo
ideal P primo y propio es invertible, para tener una demostracion andloga a la anterior. Sea
0 = x € P, entonces Dx contiene un producto de ideales primos propios, por lo tanto P
contiene alguno de estos ideales primos propios, digamos Q, como Q es maximo tenemos

queP=Q.

Por lo anterior es suficiente demostrar que todo ideal primo propio de un ideal
principal es invertible. Como P es un ideal primo de Dx tenemos que ( Dx : P ) = Dx,

consideremos y € (Dx : P) - Dx, asi (%)P <D y (%) ¢D, por lo que (Dx : P) =D.

Supongamos que P no es invertible, asi P<P(D:P)<D ycomo P es maximo
P=P(D:P), ahora (0)#P esun D-médulo de tipo finito ya que D es neteriano, y por
P<P(D:P)sabemosque Vze(D:P) zes entero sobre D y z €D ya que D es ente-
ramente cerrado, por lo que ( Dx:P) <D lo que contradice el hecho que (Dx : P) = D.

Por lo tanto P es invertible.

e)=d) 1.y 3. se siguen inmediatamente de las implicaciones i) =>€) y e) => a) y de
la proposicion 2.31. Soélo falta ver que D es enteramente cerrado. Sea K el campo de
cocientes de Dy x € K, como K es entero sobre D 3 0 = d € D un comin denominador

tal que V n = 0 tenemos que dx" €D, ahora v,(d) y v,(x) son enteros (ver demostracion
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de Ia proposicién 2.36), entonces v, (x) =0 v por ld_'tz‘n"i}to'v,,(}DX)v >0y ésto para todo ideal

primo P, por lo tanto xeD.
o

Definicién 2.36 Un dominio entero se llama dominio de Dedekind si cumple con las. -~

condiciones del feorema 2.35.. :
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CAPITULO TRES

Médulos invectivos y médulos simples

Los incisos c) y g) del teorema 1.16 son generalizables a cualquier categoria de modulos,

como sigue:

1. VS simple Hom(M,S)=0
2. Dados 0—N'——>Ny N'——> M entonces existe un diagrama conmutativo

N'——N

LA

M

El objeto de este capitulo es encontrar condiciones suficientes y necesarias sobre un anillo R

para mantener la equivalencia de estos dos conceptos en la categoria R-TM0J.
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- Para ésto debemos revisar algunas definiciones y- propiedades en la categoria

R-MBH. Primero veamos con detenimiento el concepto de Hom y algunas de sus

propiedades.

Definicion 3.1 Dada C una categoria y dados A,B & obj-(C) definimos Hom (A,B) como
{wemor(C):¢:A— B} R

Hom(A,B) es en general, una clase: Pei‘o“eﬁ e] c pa&iqular que la categoria € sea -
R-MBP, entonces se verifica facilmente- q‘u‘e 3H6'rﬁ'( B) es un- grupo -abeliano con ' la

operacion usual de suma de morfismos.

Definicién 3.2 Dadas C y J dos categdr'lr'és,‘v ‘un’funtor _T;"‘C’—)ﬂ es una funcion que

satisface:

1. VYCeobj(C), setiene que FC € obj(8) =

2. V@:C— Demor(C), seticne que Fo:FA—FB € mor(8) »
3. Dado A——>B———>C, se tiene que F(yg)=FyFg

4. VCeobj(C) setiene que F(1.) =1,

Definicién 3.3 Para un objeto fijo Aeobj (C), definimos FC=Hom(A,C) , dado ¢ :B—> C
F(¢) = ¢.: Hom(A,B) > Hom(A,C) y es tal que ¥y € Hom(A,B) ¢.(v) =9 v.

Definicion 3.4 Un funtor I es exacto izquierdo cuando, dada una sucesion exacta

0—> A——5—>B——5—>C. tenemos que la sucesion 0 —> FA 7> FB >FC

Fy

es exaclta.

42



Proposicién 3.5 Dado M un R-médulo; se tiene que Hom(/l/l,_) esi_e';\'dé‘tjo izquierdo.” :

Demostracion. Con51deremos 0—)A———~>B-———>C exacta,; demostremos que

0 — Hom(M, A)————)Hom(M B)—-—)Hom(M C) es exacta

r‘h'c)rﬁs’nio.y'Supongamos, que @. (D) = 0, entonces

of =

ii) Demostremos que
3fe Hom (M,A) tal que g= 9. (f) of,

que yo =0.

iii) Demostremos-que Nuc (. ) < Im (@. ). Supongamos que g € Hom (M,B) y es
tal que wg =0, veamos que 3 f:M — A tal que g = ¢f . Sea meM, asi yg(m) =0, por lo

que g(m) € Nuc(y) = Im(p) y @ es monomorfismo, de aqui que I'aeA tal que

@ (a) =g(m), entonces definimos f:M — A como sigue: f{m) = a, por construccion se

tiene que of =g

Proposicién 3.6 Dado B un mddulo e [:A;, — Q‘)Ak entonces hay un isomorfismo
g :Hom(@Ak,B) — [T Hom(A,,B) definido por Vj n, 8(p )= @i, , donde =, es la

proyeccion canonica.

Demostracion. Es claro que 6 es un morfismo de grupos abelianos.
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)" Demostrémbs' ‘que © es epimorfismo. Sea (f;) e[THom(A ,B), entonces
Vj f:A;— B, por la propiedad universal de la suma directa tenemos que I ¢ :(‘BA] —B

tal que @i, = f;, es decir que 8(p) = (f)).

if) Demostremos que 8 es monomorfismo. Supongamos que 8(p) = 0= @ i, es decir

.que cada ¢ i;= 0, entonces ¢ hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

por la propiedad universal de la-suma directa tenemos que ¢ es ﬁniéa, pero.0 también hace

- conmutar el diagrama, por lo tanto ¢ = 0. i
5
Definicion 3.7 Dado 0—>M’——7—>M es esencial si YN< M, N#O . tenemos que

NAIm(p)#0

Vimos en 2.18 que todo médulo se puede sumergir en un inyectivo, la pregunta

ahora es acerca de la existencia de minimos inyectivos que contienen a M.

Definicion 3.8 Sea M un R-mddulo, diremos que EM es su cdpsula inyectiva cuando

3 M — EM es un monomorfismo esencial y EM es inyectivo.
De acuerdo con la definicion, diremos que ER es la capsula inyectiva del anillo R

considerado como R-mddulo izquierdo, observemos también que para cualquier modulo M

M = EM si y solo si M es inyectivo.
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Lema 3.9 Sea R un anillo; entonces son.equivalentes:

‘) =>av)‘ Qe{noé'tfacién por contrapositiva. Supongamos que Hom(Q,S)#0, entonces

3f :Q,-'-—;—&—)S, consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

QS
hl
g N\ h
@ Q)

R — ER é——ER

donde g((r,)) = Trx es claramente un epimorfismo; como Q es inyectivo existe k y si h es
x€Q

la composicion de k con f entonces h es también un epimorfismo, h' es entonces la
composicion de h con una de las inclusiones de tal forma que resulte diferente de cero.
Con el objeto de mantener una redaccion agil, definiremos las siguientes clases:

J={M:Hom(M,S)=0 V S simple }
£={ Q:Qes inyectivo }

Asi tenemos que el propésito de este capitulo es ver cuando &= J, para lo cual

estudiaremos en lo siguiente estas clases. Hagamos las siguientes observaciones de' J :
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Proposicién 3.10 J es cerrada bajo cocientes.

Demostracion. Consideremos MedJ y una sucesion exacta M — M"— 0. Sea S simple,
entonces 0 — Hom(M",S) - Hom(M,S) es exacta y por hipotesis Hom(M,S) = 0, por lo
que 0 - Hom(M",S) — 0 es exacta, por lo tanto Hom(M",S) =0.

Mred.

Proposicion 3.11 J es cerrada'baj

Demostracion. Sean Mi M” -é :7 Y la sucesnon exacta 0 > M'-> M —> M"— 0,
entonces 00— Hom(M", S)—)Hom(M S)—)Hom(M' S) es -exacta y por hipotesis
Hom(M, S) = 0 y Hom ", S) =0, entonces 0 — Hom(M,S) — 0 es exacta, por lo
tanto Hom (M, S) = 0. : '

s Med.

Proposicion 3.12 J es cerrada bajo sumas directas.

Demostracion. Sea {M,} cJ, por 3.6 sabemos que Hom(@M,,,S) =[THom(M,,S) y
tenemos por hipotesis que Va Hom(M,,S) =0, entonces [T Hom(M_,S) =0, por lo tanto
Hom(®M,,S)=0.

L @®M, el

Ahora veamos que pasa con &

Proposicion 3.13 & es cerrado bajo productos directos..
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Demostracion. Sea {M} ¢ £; consideremosel siguiente diagrama conmutativo -

donde £ y g estan dados; 3h 4 que hace el cuadro conmutativo, ya que V3 M, es inyectivo.

Ahora, por la propiedad universal del producto directo existe h que hace conmutar el

diagrama.

~TIM, e €& -

Proposicion 3.14 &= J implica que R es hereditario-y: neteriano.
Demostracion. Ver proposicion 2.29 para deducir que R es hereditario,

El hecho que & = J implica que £ es cerrada bajo sumas directas, ahora por [3 prop 18.13.]

obtenemos que R es neteriano.

El reciproco de 3.14 no es verdadero. Consideremos K un campo, entonces tenemos

K-Mop =& y J=({0}.

Sea b = {S} una familia de representantes de los simples, es decir, si T es simple

entonces IS € dtalque T=S ysea C= I‘IAS.
Se
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Teorema 3.15 Sea R un anillo, entonces son.equivalentes::- -

a) i) VS simple Ho}n(ER.S)?,D.- .
i) Si M = EM entonces 3 f

yE=J
: Derizb&traciénya) =b) & & J: es inmediéto,: dadala proposicion 3.9.

Demostremos & . Demostracién por reduccién al absurdo. Supongamos &=J,
por la contencién anterior fenemos que 3M € J, pero M ¢ &, asi M = EM, por hipétesis
sabemos que 3 f:M — C tal que f = 0, entonces 3 meM y 3 (c) C tal que f (m) = (c),

tomando una coordenada j distinta de cero tenemos que 7, f:M — S, y z, f= O con §;

simple, entonces M ¢ J ;'lo que es una contradiccion. Por lo tanto 3M e J tal que M ¢ g.
=7

b) =>a) i) Es un caso particular, ya que ER es inyectivo y por hipétesis tenemos que

Vs sifnpie VQ inyectivo Hom(Q,S) = 0.

ii) Demostracion por reduccion al absurdo. Sean Mef=J y C= I‘IAS, suponga-
S€

mos que 3 f:M — C con f = 0, entonces 3 meM y m=0 tal que flm)=0, tomando una

coordenada j distinta de cero de f{m) tenemos que 7, f:M S, y 7, f= 0 con S; simple,

entonces, por un lado sabemos que M = EM y por otro que M ¢ J, lo que contradice la

hipétesis. Por lo tanto se cumple ii).
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APENDICE

. Teoria de conjuntos

Una relacién R sobre un conjunto A es un subconjunto del producto cartesiano AxA,

donde diremos que (a,b) eR cuando a estéd R-relacionado con b, la notacién més usual es

aRb.

Definicion A.1 Dado 4= , una relacion binaria < es un orden parcial o un preorden

de A cuando para cualquier a,b,c, €A, tenemos:
1. ax<a (es reflexiva)

2 asbyb<a =sa= b (es antisimétrica)

3. as’bybs<c = as<c (es transitiva)

Ejemplos de ordenes parciales son:

e <sobreN,Z,Q,R.

. < sobre una familia de conjuntos.

- BSTA TESIS KO pewr
‘0 SAUR BE LA MBUGTECA



Este tltimo ejemplo se utiliza en algunas demostraciones. de los 'capi‘t'\i_l'ic)‘sr 1y 2

por lo que lo demostraremos aqui:

Demostracion. Sea € una familia de kconjru‘ntbsvy A,B,C el

1. Esunatautologiaque a € A < a & /

2.: Supongamos. que A.c: B y : :entonc‘e‘sv gr’s_“Verdadero;po Ad'eﬁnicién‘

Va(aeA < aeB), porloianto A=B.'

3. Supongamos que A.C B LY B g;C, 'é_ﬁf_b_r'\'_i:'e_s CVa(acA = aeB) y
Va(aeB=aeC),deloque se éonéluye que .Va (a cA=a eC)y por lo tanto A c C.

A

O

Definicion A.2 Dado (A,s) un preorden diremos que.¢s total, lineal o simple si :

4 Vabed asbob<a. (es dicotomica)

Diremos- que un subconjunto € de una familia (A,<,) es una cadena cuando

(e,<,) esun orden total, donde <, es el orden de A restringido a C.

Definicion A.3 Dado C totalmente ordenado por < diremos que c, es una cota superior

de C si cumple con Ve el c<cq.

Ahora, ¢, no necesariamente esta en C, cuando esto sucede llamaremos a ¢,

maximo y no necesariamente es unico.
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Lema A.4 (Lema de Zorn) Sea A -un_conjunto. parcialmente ordenado tal que, cada

cadena C < A tiene cota superior, entonces A tiene elementos maximos.

El lema de Zorn es logicamente equivalente a una serie de principios y axiomas
intuitivos que se han demostrado como indecidibles, es decir la teoria de conjuntos

mantiene su consistencia tomandolos como verdaderos o admitiendo su negacion.

Algunas de estas equivalencias son:
« El axioma de eleccion; existen funciones de eleccion.

«  El principio del buen orden; Dado un conjunto A distinto del-vac

que lo bien ordena.
« El teorema de Tychonoff; El producto de compactos es compact

e El producto cartesiano de conjuntos no vacios es no vacio. *

Las pruebas de estas equivalencias y otras mas, ademas de no ser triviales estan

fuera de nuestro tema de estudio, por lo que las omitiremos aqui.’

Definicion A.5 Dado un conjunto A una eperacion * n-aria definida en A es una .

Juncion *:[[ 4 A.
n

Diremos que la operacion es cerrada cuando la funcion estd bien definida y

llamaremos operaciones binarias a las de aridad 2.

! Estas demostraciones y otras se pueden encontrar.en P.R. ALMOS, Naive set theory, Van Nostrand, 1960.
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