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INTRODUCCION 

Una vez que definimos uri ~bjeto matemático y que conocemos sus propiedades, el 

cuestionamiento natural es: cuando podemos extender dicha definición y en donde siguen 

siendo válidas dichas propiedades. Responder a estas preguntas es un reto para cualquier 

estudioso de las matemáticas y la motivación de esta tesis. 

Nuestra finalidad es encontrar la clase más general de anillos, en los cuales dos de las 

condiciones que definen Grupo Abeliano Divisible siguen siendo equivalentes. 

En el capítulo uno daremos la definición de grupo abeliano divisible, a partir de 

algunas de sus equivalencias. Trataremos la primera generalización en el capítulo dos, donde 

estudiaremos los Dominios de Dedekind, ya que es sobre este tipo de anillos en donde son 

equivalentes los conceptos de módulo divisible y módulo inyectivo. En el capítulo tres 

encontraremos hipótesis suficientes y necesarias, para la equivalencia entre la inyectividad de 

un módulo Q y la condición de que sea cero todo morfismo con domino en Q y codominio 

en cualquier módulo simple. 



CAPITULO UNO 

Grupos Abelianos 

El propósito de este primer capítulo es estudiar alguiias concHcf91les'.~quÍvalentes para que 

un grupo sea divisible. 

Advertencia: Con la idea de no hacer reiterátiva'la l"eifaccióriy la notación, durante 
< • \. ' •• .·, • ,, ''--· ,, •• / •• ' ' 

este capítulo hablaremos de grupos y subgrupos refi~itÍnd6n6"~ ~Id~ ~belianos , excepto sí se 
' . . -· ... - e' . ;~ ,- ·.: , . - .. 

especifica lo contrario. 

Definición 1.1 Un co11j1111to no vacío de elellle!Uos G, ~edÍce qúe forma un grupo abeliano 

si en G está definida una operación binaria denotada por+, tal que: 

J. 'v'a,b,ceGa+(b+c);(a+b)+c (esasociativa) 

2. 'da,b e G a+ b = b +a (es conmutativa) 

3. 30eGtalque'<laeGa+O=a (neutro) 

4. 'da eG 3-a eG tal que a+(-a) =O (inversos). 

Definición 1.2 Sea H'>"í2fun subco11j1111to de G, decimos que Hes subgrupo de G (H~G) si 

para cualesquiera a,b i:H se tiene que a+ (-b) i:H. 



Noti{: D~biclÓ ,ád~ta de, fi~. i.6ion, H junto con, la restricción a H de .1.a operac. ión de 
':.,-: - . '.:;-. - - ~-·.:- . ., ,' ' 

adición de o.Zíes~t~~Agriipci .. 

G. 

(a);, {~~:n eZ} el subgrupo generado por cualquier a en G. 

Dado K un subgrupo de G, definimos (K,a) = { k +na: k eK y n e Z }. 

Donde llamaremos subgrupos impropios de G a los dos primeros. 

Es ahora importante hablar de las relaciones que· hay entre grupos, para ello 

estudiaremos a continuación los morfismos de grupos y sus propiedades. 

Definición 1.3 Una aplicación rp de 1111 grupo G a 1111 grupo H se dice que es 1111 molfismo 

de gmpos si para cualesquiera a,bEG se tiene rp(a+b) = rp (a)+ rp(b). 

Ejemplos de morfismos entre grupos son los siguientes: 

i : H ~ G ( la inclusión de un subgrupo ). 

Id : G ~ G ( la identidad ). 

O: H ~ G tal que O ( h) =O iih e H. 

Definición 1.4 Dado 1111 diagrama 

G.·
'I' 

rp i 
H. 
J, rp' 



de grupos y r1101fi~/110S, se.dice que .C0/1/11///a Cl/a/ldo ;'P'. lf/ .=:' lf/' rp. ·. 

E:r el caso particular de que se trate de la iric1~~jóri /: 

Definición 1.5 Sea ... ~.g+1 ,;, .~,;~)~0.:.;~~·,;~Gf1 .. ~1 _ .••• u11ás11cesicj11df! grupos 

y molfismos, diremos q1;e '¿·e.'l:a~tkr:f1,d1ído qj '·¡,11( 'P.)= Nuc( 'P.~;). 
,<_,'·;";( ·:'-

·-

Algunos eje111pl()S U§ll~Ies de sucesiones exactas son los siguientes: 

O -7 fl · ~ < CJ . és ~xacta ~'P es monomorfismo 
_::!_·,·'-·;,,.· ·, 

G · ... ~.. K·~ O es exacta ~ 111 es epimorfismo 

O ~ H ~ G -7 O es exacta <:::>rp isomorfismo 

Definición 1.6 Si O -7 H ~ G ~ K ~ O es exacta entonces G es llamada 

extensión de H por K. 

Vamos a estudiar ahora una clase especial de grupos que son llamados simples. 

Definición l. 7 Un grnpo S se llama simple si s;r(o) y S sólo tiene los subgrupos 

impropios. 

La siguiente proposición caracteriza a los grupos simples. 



Proposición 1.8 Ses simple~ Ses.finito de órden primo. 

De111ostració11. =>) (Por reducción al absurdo). Supongamos que S tiene orden infinito, sea 

o ;.os e S, entonces M '=s por.lo tan~() (s) es de orden infinito, así (s'} ;.o (s) lo cual 

contradice la hipót~sis~e que S es simpl,e. 

Sea n el orden ele sxsea p tin primo falque PI~' entonces ( s~) es un subgrupo de 

S con orden p, por Jo que no=p. 

<=) Sea S un grupo de orden primo p, por el teorema de Lagrange, el orden de 

cualquier subgrupo de S divide a p, por lo que los únicos subgrupos de S son los impropios. 

o 

Un resultado inmediato de esta proposición es que Jos grupos abelianos simples son 

exactamente los grupos z, con p primo. 

Definición l .9 Dado H <1 G diremos que es máximo si i'l K tal que H ~ K ':1 G . 

Ejemplo: nZ es máximo en Z si y sólo si n es primo. 

Otro concepto importante para el estudio de grupos es el de grupo cociente, a 

continuación trabajaremos con éste y veremos algunas de sus propiedades más importantes. 



módulo H. 

illfroducimos 

Definición 1.1 O 

es decir sólo 1111111í111ero finito de ele111e11tos de (a,¡) 

iii) Dada {A, / k E K}1111a familia ae siibgfuposde (;, dtrel11os~q1;e i:Tes la Sl~lllll 

directa interna de{ A,} cuando G = {UA,) y para cada i A, n(UA,) =O . ... 

Proposición 1.11 Sea {A, / k E K} 1111a familia de subgrupos de G, e11to11ces son 

equivalentes: 

a) La familia de i11d11sio11es i, :A, -+ G induce 1111 iso11101fismo f: EJ3) A, -+ G. 
kEK 



b) =>a) Supongamos b) y d~fina~os uri morfismo rp : G ~ EE> A, por cp(g) =(a,) 
lr:EK 

donde g = :E a, , es facil verificar que esta función es un isomorfismo. 
kEK 

a) => c) Sea g eG y sea (a.) E EB A, tal que f ((a,)) = g. De la definición de f se 
kl:K 

sigue inmediatamente que g = :E a, y que esta representación es única. 
k\OK 

o 

Proposición 1.12 Sea V 1111 espacio vectorial, _entonces V es iso11101fo a una suma directa 

decopiasdelcampo. (v = F<x l). 

Demostración Sea B = {x, / k E K} una base de V y F, = (x,} unidimensional, entonces 

\fk E K F, = F y V =(B), así \fv e V si v ,¡,O entonces v =i: f,
1
x,

1 
con O,¡, f,

1 
e F ,_, 

o 

6 
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Teorema 1.13 (De la correspondencia biyectiva para grupos abelianos) 

Dado H un suhgrupo de G se tiene una correspondecia hiyectiva, que presen1a ril 

orden e/lfre el conjunto de suhgmpos de G que contienen a H y el conjunto de los 

subgrupos de ª/H, dada como sigue: si Hes un subgrupo de G que contiene a K, entonces 

el suhgrupo de ª/H que le corresponde es '/,, . 

Demostración. 1-1) Sean H<1K<1G y H<1S<1G tales que % =Y,., consideremos seS así 

s+H e % , entonces 3k e K tal que s+H = k+H, por lo tanto s-keHi;;K,así que seK, lo 

cual prueba que Si;;K. Analogamente se verifica que Ki;;S. 

suprayectiva) Ahora sea T<1%, entonces definimos S=K-'(T), donde K:G ~ % es 

el epimorfismo canónico, de aquí que T =%. 

orden) Es inmediato del hecho que ll"_, preserva el orden. 

o 

Proposición 1.14 % es simple ~Hes máximo en G. 

Demostración. % es simple <::> i'I % <1 % tal que '){¡;too/,¡ y '){¡;to O <=i>~t1K <I G talq~e 

H;toKy K;toG. 

o 

Definición 1.15 Sean G, H grupos, denotaremos por Hom(G,H) al conj111110 de mo1fis111os 

de Gen H. 



Teorema 1.16 Sea G un grupo abeliano, e11to11cesso11 equiva/enies . .' 
·. <-": ;:·;,~ ·.;·< ·; .·. ·.' 

a) \fn eZ, /1 ~ Oy\fxep3y~O !f' q/'e~'f'clJl; -·--·-

b) \fp eZ, p_primoy \f~eQ3)1~G/11qu~.~~'J1t' 
c) Dados O~H'~H.~xad~?Yft;: ~,;·~ :c¿/i!!,'11orj!s;,~~ existe 1111 diagra!lla 

·;_-~. ;)r 
~·,,.ó:,~>,. i){·~:· /_·;~::'.-;c••v '7• '", 

r·;: ··~,,:· ·----' ---~--~<.:·( 
,.,.·.~«- -.;. 7".\. -

C0/11111/tath•o 

3~~;"1~1~ 
d) \f n EN y -11Z - ; q~;j}/,d7~·7{fg'§!~~f~f~ll-,¡,l¡tativo 

e) Todo cocie11te º/n ..O es ilrfinito. 

j) G 110 tiene subgrupos 111áxi111os. 

g) lt.S' simple Hom(G,S)=O. 

h) \f K tal que G<JK tenemos que Ges sumando directo de K. 

Demostración. a) ~b) Es un caso particular; ya que-peN Vp primo. 

b) =>a) Por hipótesis, \fp primo pG=G, sea neN, por demostrar nG=G. n = p, · · · p, 

con p, primo para i =!,. .. ,r. Demostración por inducción sobre r. 

i) r = !, n = p por hipótesis pG = nG = G. 

Supongamos válido el resultado para r = k. 



ii)sLr = k+I entonces'p =;~p,,1 d~rídé;m = p,·'·p, notemos que por 

hipótesis .P•+• G = G y por hipótesis de irl~uccf~nm.a?CJ. se sigue que nG = m(p,+1G) = G. 

' ,._,::·:-·-:.:;_' -, . 

a) =>d) Sean n eN, n ;t O y 'r: nZ 4(¡, entonces si· f (n) = x tenemos que 3 y tal 

que x = ny, definimos g: Z ~ G por g(m) = my V m e Z. Tenemos que el diagrama 

conmuta. 

· d) =>a) Sean n e N y x e G, definimos f.:nZ ~ G tal que f, (nm)=mx para cada 

meN, por hipótesis existe un diagrama conmutativo 

o~r; 
Si y= g(I), entonces ny = n g(I) ~ g(n) ~ x. L~ c~~ld~ITI~esi~a a). 

c) =>d) Caso particular. 

d) =>c) Consideremos 

supongamos, sin pérdida de generalidad, que H'<lH, y definamos so como sigue: 

so={(K,f,):H'<lK<lH,f,:K~Gtalquef,j,,.=r} con el orden 

(K, ,f,
1
):;; (K,, f,,} siempre que: 

parcial 



i) K
1 
sK, , . 

ii> .. 'r.,¡o,,,·( 
.. Kr: ;.---... ! 

Sea (K,,r,Js(K;,r,Js.!. una cadena de elementos de í:J, si K, ELJK,, entonces 
' IEN 

-· ·'.- ,_: -

K, <1 H talque H' <; K,. sea f,: K, ~ G definida como sigue: sea xE K,, entonces 3i EN 

tal que X E K,' así f, (x) = f,, (x). 

Notemo~ quef, está bien definida ya que es la extensión de las f,,, así f,/"'= f por 

lo que (K,,f,) E.f;J y 'lti EN (K,,f,,) s (K,,f,), así toda cadena ascendente tiene cota 

superior, entonces por el lema de Zorn (ver apéndice) 3(K,h) máximo en (.f:J,S). 

Sabemos que (H', f) s (K,h), falta ver que K=H, ésto se hará por reducción al 

absurdo: Supongamos que K;eH, entonces K~H, sea z E H-K y n = min{mEN: mzeK}, 

entonces nZ={meZ: mzeK} es un ideal de Z, definamos paramenZ, h:nZ--> G tal que 

h (m} = h(mz) claramente es un morfismo ya ·que es lá composfoión de morfismos. 

Por hipótesis existe el siguiente diágrama conmutaiivo 

º~;IX 
G 

Consideremos ahora (K,z)<1H tal que (K,z) = {x + bz : x e K y b e Z} así K :i(K,z), ya 

que z e(K,z). 

Definamos h':(K,z) ~ G tal que h'(x + bx) = h(x) + bg(l). Veamos que h' está 

bien definida; supongamos que x + bz = z' + b'z, ésto implica que x-x' = (b'-b)z donde x-x'e 

K y (b-b')z e nZz, además: 

10 



h(b' - b) = h((b':- b)z) =-. h(x- x') =h(x)~ h(x') y •··. ·.. · .. ·.• 

g(b' '- b) =: g(b),,:.i(b) =: o'("i(l)y:... b(i(l))do~de :h(x)-'- h(x') ib;(~(l)):... b(g(l)) 

entoncesh(b': __ ll)=~(6'4b) : i/ ,;' •; ; 
: . . i1(x).f 6(jch).;d:.~{~;Iit:b.f(~(fír y,,, ¡~;-

~ ,,,;, h·í,J~· '!;;j~{iJif lf~~3~'· 
~ . :~· 't :· 

e) "=>f)DJ~ost~~cirn pi"r ~~~u~~lón:atab~urdó. Supongamos que K es máximo, 

entonces % es simple, por lo que % es finitó,- ló que· contradice la hipótesis. 

f) =:>g) Demostración por reducción al absurdo. Supongamos que· G no tiene 

subgrupos máximos, sea S simple y cpEHom(G,S), entonces tenemos dos casos: 

i) cp=O ./ · 

ii) G~S -t O. Sea H=Nuc(cp), por lo que S:: %. entonces % es 

simple. se sigue que H máximo lo que contradice la hipótesis. 

g) =:>e) Demostración por reducción al absurdo. Supongamos que V' S simple 

Hom(G,S)=O, y que 3 H<lG tal que º"'% es finito, sea % un subgrupo máximo de %. 

entonces el epimorfismo canónico JI': G -t '){ contradice la hipótesis. 

f) ~b) Demostración por reducción al absurdo. Supongamos que G no tiene 

subgrupos máximos y que hay p primo tal que pO..G. 

Consideremos 'Y.a ,. O como z. -espacio vectorial con la operación: (n +pZ} x = nx. 

Si n +pZ = m +pZ , entonces n - m = kp, así : 

11 



(n + pZ) x = (m + pZ) x = nx = mx 

y (n-m)x = (kp)x = (pZ)x yx;eO, se sigue que n=m, por lo ta~to n~ irnJort~la~IeC:bión del 
-· . _··.-.. ,.· :'-~ · ... - _, , '' . 

representante, es decir, el espacio está bien definido. 

Por 1.12 r..., =z:. Sea XEX así z,x·"' es111áxirn~~~ Z/, entonces z:·1•1:rp0 

máximo en o/p0 , así por 1.13 N es máximo en G, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto 

se cumple b). 

a) =>f) Demostración por reducción al absurdo. Sea G con la propiedad a), 

supongamos que 3 M <J G máximo, así <¡{1 es simple, por lo que /%/ < oo, entonces por 

1. 7, 3 p e N tal que %1 =· z., pero z. no cumple con la propiedad a), sea O ;,; n eZ,, y 
p e N entonces la ecuación n = pm no tiene solución, entonces <¡{1 no cumple con dicha 

propiedad, y por lo tanto G tampoco, lo que contradice la hipótesis. 

:. i:l M <J G máximo. 

c) => h) Sea G un subgrupo de K y supongamos que G tiene la propiedad c), 

consideremos el diagrama 

id I---¡---7 K 

G 

por hipótesis, existe un morfismo f: K ~G tal que el diagrama 

conmuta. Se obtiene de aquí que K es isomorfo a G Efl Nuc(f). 

12 



conmuta. Se obtiene de aquí que K es isomorfo a G (J:;i Nuc(f). 

h) => a) Sea G un grupo y'<! x E G definimos ~' : Z 4 G ¡)or f, (n)_,;,nx, así por la 

propiedad universal de la suma directa 3 f: z<0
> ~ G tal que conmuta el siguiente diagrama 

para toda x. Claramente es un epimorfismo. Ahora, sea K el núcleo de este morfismo, 

entonces existe un monomorfismo G -> 0 'ºX inducido por la inclusión de Z en Q. Si G 

satisface la propiedad h}, entonces Ges sumando directo de 0 'ºX y por lo tanto satisface la 

propiedad a). 

o 

Definición 1.17 Diremos que G es tlii•isihle si cumple con las co11dicio11es del teorema 

1.16. 

13 



CAPITULO DOS 

Dominios 'Enteros 

Tenemos en este capítulo dos objetivos: Primero definiremos el concepto de R-módulo 

divisible, para lo que debe.mes restringirnos a la categoría de dominios enteros. Con esta 

definición veremos cuando los conceptos de inyectivo y divisible siguen siendo equivalentes. 

Advertencia: Durante el capitulo la notación que manejaremos es la siguiente: R es un 

anillo con 1 y D es un dominio entero, es decir, D es un anillo conmutativo con 1 y sin 

divisores de cero. 

Definición 2.1 Sea R un anillo con l<= O, diremos que Mes un R-módulo izquierdo, si 

(M,+) es 1111 grupo abeliano y esta definida una operación escalar tal que 

'v'm,,1112 eM y 'v'1¡,r2 eR tenemos: 

i) r,(m, +m,)=r,m, +r,m, 

ii)(r, + r,)m, = r,m, + r,111
1 

(es bilineal) 

iii) (r,r, )m, = r, (r,m,) (es asociativa) 

iv)lm, = 111, (tiene neutro) 

14 



Algunos ejemplos de módulos son: 

O, el módulo que sólo tiene al cero. 

Los Z-módulos son los grupos abelianos. 

Si K es un campo, entonces los K-módulos son J()s K-espacios vectorial.es. 

Muchas definiciones y resultados de las categorías de grupos abelianos y espacios 

vectoriales se pueden generalizar a la teoría de módulos, por lo que algunos conceptos y 

propiedades no los trataremos aquí, para no ser reiterativos. 

Definición 2.2 Dados M.N R-módu/os, rp:M ~ N es 1111 R-morjismo si: 

i) \/111"1112 rp(111, +1112)== rp(m,)+rp(m,) 

ii) Vm e M Vr e R rp(rm)== rrp(m) 

Los llamaremos sólo morfismos y tenemos para ellos las mismas definiciones y 

propiedades que para grupos abelianos con respecto a núcleos, imágenes, sucesiones, 

exactitud, etcetera. 

Definición 2.3 Diremos que la sucesión exacta O~M'~M~M" ~O. se 

escinde, si !111( rp) es sumando directo de M. 

Notemos que dada una sucesión exacta O ~ M' ~ M ~ M" ~ O que se escinde 

tenemos morfismos M" ~ M ~ M' que inducen una representación de M como suma 

directa. 

15 



1 • • ::_, _'.··.,-__ • -: • •• ' - '_.:. , 

Definición 2.4 Sea M 1111 módulo y x2M. dir~hioi'qu~ Mes' libÍ{c~lf b~s~ Xºsi:\1 m ~ M 

'<lx E X 3r, E R tal que 2: r X;,, in ./~o/if~ r, /;,._J 'p~'ra cas~ tockr XE X y (!Sta . 
J[eX' ~ '·;º_·/_ .. ,,_- · 

representación es 1í11ica. .-'} , /•; ;: : ' ·( · '•, .' • , . 

Observemos que el módulo Rcxi es Üb~e c~ri, ba'sci { ~: ; <~X}.'D~notar~rnos a este 

módulo por Lx . 

- .· : ;, - .:._-~-~ -. - .- E_ 

Proposición 2.5 Dado M un R-módul~. 3 O~ R,';[4Eu ,,,, cf1¿0_ exacta, donde 

<p((r,)) = 2: r,x y Ru = Nuc(rp). 
xEM 

- ··--.-,.,-., 
~·.=..-.:... .i_;_~-s 

-, -, ,_._ :_ :~--:x~: · .. '~ -'. :- : . 

La demostración es inmediata de la definició~ de-~ócl~l; I¡bre. 

Definición 2.6 Sea P un R-módu/o, diremos que. P es proyectÍl'o si dado el siguiente 

diagrama: 
p 

l 
M~M"~O 

existe 

p 

/l 
M~M"~O 

que hace conmutar el diagrama. 

Es de gran interés ver que relaciones hay entre el concepto de proyectivo y los 

anteriores, es inmediato ver que una suma directa es proyectiva, si y sólo si cada sumando es 

proyectivo, en lo sucesivo veremos otras proposiciones con respecto a esto. 

16 



Proposición 2. 7 P es proyectivo ~ P essunu:tndo (firecto de 1111mód11/o libre. 

Demostración. =:>) Consideremos O~Rr¿>Lr·+P~O, como P es proyectivo 

entonces3 lf/: P -> Lp 3 rp lf/ = id así la sucesión se escillde. 

. - .. - . 

. -:. . ,., ~ 

:. Pes sumando directo.de Lp. 

<:::::)Basta demostrar que todo módulo libre es proyectivo. Consideremos 

y definamos µ : L-> M como sigue para cada x. e X, donde X es la base de L elegimos un 

elemento ~L(x) E M con la propiedad que q¡(x) e IV-'( l.f/(x)). Esta función se extiende 

naturalmente a un morfismo µ : L -> M. 

o 

Teorema 2.8: Todo R-módulo Mes el cociente de un proyectivo. 

Demostración. O -> R., -> L., ----;;--+ M -> O es exacta y L,. es proyectivo. 

o 

Proposición 2.9 Sea P un R-módulo izquierdo entonces son equiva/el/fes: 

a) P es proyectivo. 

b} \70 -> M' ~ M-> P-> O exacta se escinde. 

17 



c) · 3 X={;,}¡;;; J>, y 3{<¡J,;}',:7~L tales que ..• '<! pe P p = f (q.>1 (p))x, Y 

q.ii (p) =Op~1·a~Cl_s;f~~d)y.Jc,r~tadajJ.'.i. 

Demostratiói/,a) $b) Idem'2. 7. 
'./:·~~::~{::~·::. :';:'.::.._":~ '··~ .·,.· - : - < 

b) ;a) Enparti~ular O~ Rp ~ Lp ~ P ~O se escind~, entonc~s Pes sumando directo de 

L¡; , por 2.7 concluimos que Pes proyectivo. 

a)=>c) Sea '//: L ~ P morfismo donde L es libre con base (eª), definimos m; = lf/(e;) 

entonces por la parte anterior q.i:P 4 L 3 q.>I{/= id ... (*), entonces se puede definir 

q.i(a)=<¿(q.iª(a))eª donde q.>ª :P~ Rtal que q.>ª (a)=O para casi toda a. por(*) tenemos 

que Vp eP p=2;(q.iª {p))xª yq.i¡ (p) ,,=O para casi todaj y para cada p. 

- ... - . ' -

c) =>a) Sea f: Lx ~ P dado Pº. r f((r,
1
)) 7 2: 2, x,. el cual. claramente es un epimorfismo. 

; ' '-: .· .-. --t·.\ ,: . < -

- : . ' 

Ahora, sea g :P ~ Lx dado por g{p) = (q.> ,(p)). Tenemos fg =id. 

o 

Definición 2.1 O Sea D un dominio entero y Q su campo de cocientes, diremos que I 5 D es 

im•ertible si 3{a, ,a, , ... ,aJ ¡;;; I y 3{q, ,q, , ... ,qJ ¡;;; Q tales que: 

i) Vi $ 11 se tiene q, I ~ D 

ii) 1 = f,q, ª· 
l=I 

Son validas las siguientes condiciones: 
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. : . . . . 

l. Todo.ideal principal d~ferente de cernes invertible, ya que si I = Da .entonces 

tomamos a'=a,; ~';'ci¡'y,n~l. 

2. S.i I ef in~e~i~le tenemos que I =< a 1,a;, ... ,a. >. 

3. Otra forma de definir ideal invertible es la siguiente: I;/ I 3 M::; Q tal que 

IM =D. (En el ejemplo 1 tenemos que la M correspondiente a Da debe ser Da-1
). 

Veamos ahora más propiedades de estos ideales que necesitaremos para llegar al 

resultado central de este capítulo. 

Proposición 2.11 Si I invÚtib!e, entonces el submódulo M de Q tal que IM =Des único. 

Por lo que lo denotaremos por 1-1
• 

Demostración. Supongamos que I M = D, entonces M e [ D : I ], además I [D : I ]e D así, 

como M es un inverso de I, tenemos que [ D : I ] =M I [ D : I ] cMD = M. 

Entonces M = [ D : I ] y es único. 

o 

La proposición 2.11 nos da las condiciones suficientes y necesarias para encontrar el 

inverso de I, un corolario inmediato de dicha proposición es que I es invertible si y sólo si 

I [ D: 1) =D. 

Definición 2.12 Sea D un dominio entero y Q su campo de cocientes, consideremos J un 

D-submodulo de Q, diremos que es fraccionario cuando 3d e D tal que dJ :5 D. 

Proposición 2.13 Todo ideal fraccionario .1, puede escribirse de la forma j- I donde d ED 

e 1 es un ideal de D. 
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Demostración.• Sea Jun ideal fraccionario. Entonces 3 d e. D, talque dJ s D, sea 

I = { dx e D : x e J}, tenemos entonces dJ = I y clarament~ I es un id~al de 

Proposición 2.14 Si todo 
fraccionario es invertible. 

Proposición 2.15 Si una fami!iá 

entonces, cada Iª es invertible. 

Demostración Consideremos r-1 ·IIIª = D, se deduce que 
a 

(1'1 
• IIIa) es el inverso de Ip' 
a•P 

invertible. 

o 

es 

Demostración. =>) Sean {x¡}, { o;oJ como_ en_ 2.~ e). ,'\.si Vi a(tp¡ (b))= t;O¡ (ab)= b(tp¡ (a)), 

definamos para x ;t O q¡ = t;O¡ (x) asi q¡ eQ y Va el i;o¡(a)= q¡a por lo tanto q¡I e D y si 
X 

a ;t O tenemos, para casi toda i, t;O¡(a)= q¡a =O. 

Además si a;<O tenemos a=2:(i;o¡(a))x¡=2:(q¡(a))x,=a2:q¡x¡ lo que es 

equivalente a que 1 = :¿q¡ X¡ ya que D no tiene divisores de cero. 



:. I es invertible. 
<'" ,. •• 

,-. ·; .'-, --·.~~:; 

.:=) Definamos ip;(x);, q[x' . '· cbn , x e I entonces ip, :I~D y 

:.Tes proyectivo.· 

D 

Definición 2.17 Diremos que 1111 .. D-niódulo M es divisible cuando V m e M 

'\ir eD, r ;é O 3m' e M tal que m.=m1'. 

Definición 2.18 Dado Q, .R-módulo diremos que es inyectfro si y sólo si, dado: 

existe 

que hace conmutar el diagrama. 

O~r-:>M 

Q 

Se sigue de la definición que un producto directo es inyectivo si y sólo si cada factor 

es inyectivo, este es el concepto dual de módulo proyectivo y veremos ahora algunas de sus 

propiedades. 

21 



Teorema 2.19 (Criterio de Bner) Sea Q 1111 R-111ód11I~ elllonces són equivalentes: 

a) Q es inyectivo. 

b) '¡/ I 5. R dado el diagrama 

Q. 
'.- ~ •.. ,:·,- -:7 --·, • 

existe 1111 diagrama co1111111tativo o''.SI7 
Q 

Demostración. a) ::::>b) Caso particular. 

b) ::::>a) Consideremos el diagrama 

Primero encontraremos una extensión de \ji a un n:ódulo mayor por lo que la prueba se hara 

en dos partes : 

i) Sin pérdida de generalidad, supongamos que M'sM, consideremos la familia 

.&={(K, 11'. ): M' 5. K 5. M, ll'K: K ~ Q , 11'. !.,. = 11'} con el orden 5. definido como sigue: 

(K,, 11'.,) 5. (K,, 11'.J cuando a) K, ~ K, y 
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v .. mo, ,., (b.i) ";"'''"'° txTI.'H:;:i~·i:1 ~,&~~íi~,.;r,"" ,., ,. 
(t$,1)~(~~~ .•. ".•.\K•.i.f.•º:,·~·•· .. i.•.·.·e·.t·····,·s.".·.·.~ ..•.•. :~un •. !i~~~~j!~t~·i?•~z!V!i~;~:~~t:r: 
K0~1~k,~~:tb~~~~~ e ~tbrh6d~Id: d~ t\f·;(~¡;,·qu~ "~i\~k/~:fü; \:onstruyalllos 

lf/o: t<. ~ Q 2g'.~w;pr~~edi<l··.~~i~hte,·' dad~····x · ~:K 0 ·~~í6ribe'i'·•§¡'~~N~tiiI .. ~~e.·~e K,•~ .. así 

lf/o (x) ~ v~,(~);.~, ~~rfi~~º~Y/o ~sta bien d~finido, ya qu~ Vi E~ V/.!.;~ IV~, y por lo tanto 

'Poi,,. :'.' V',~~sí ('i< •• ·lf/.r~ ~ y además tenemos que 'Vi EN (K; ;¡vKJ;;; (K.' lf/o) • por Jo 

tanto toda cadena de ó tiene cota superior, entonces usando el lema de Zorn (ver apendice) 

tenemos que 3(K,ip) máximo en(.!.,$). 

ii) Sabemos que (tvf', ip) $ (K,91), demostremos que K=M. La demostración Ja 

haremos por reducción al absurdo. Supongamos que . K;oM, así K<M por Jo 

que 3 rn eM-K. Consideremos I=(K:m)={r E R : rm E K} que es un ideal izquierdo de R 

y definamos "'?i: I -> Q tal que~ (r) = 'P (r rn), claramente '"f" es un R-morfismo. Entonces 

37[J :R-+ Q tal que 7P I, = efi. 

Sea (K, m) = {x + r rn : x E K y r E R} $ M asi K<(K, m) de hecho es el mínimo 

submódulo de M que contiene a K y a m, definamos entonces 91 ':(K,rn)~ Q tal que 

qJ '(x + r m) = 'P (x) + rqi (1), demostraremos que está bien definido: Supongamos que x 

+.r m = x' + r':masí x - x' = (b'.-b) rn donde x - x' E K y b' ~b E I ya que cp manda a m 

dentro de K. Entonces: 

?J (r' - r) = cp ((r' - r) m) = cp (x' - x) = cp ( x') - cp (x) y por otro lado 

?J (r'-r) =qi (r'- r)=qi ( r')- qi (r)= r' 7[J(l)-r 7P (!) asi 

cp (x) + r 7P (1) = cp ( x') + r' qi (1) y 'P 'JK = 'P lo que contradice el hecho que K 

es máximo. 

:. K=M 

fJ 
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Esta es la géneralizádóna la categoría de módulos de la equivalencia de los incisos 

c) y d) derteorema 1.1{1'f~terri~s que esta caracterización de módulos inyectivos, ~o es 
:-·· - .. _,-.-.- .·. 

exclusiva de dom'iniós enteros: 

'--,-.;: - ' 

Lema 2.20 Sea·G i111g1·/1po,diliisible .. entonces Homz(R,G) es unR~mód111o·í::q11ierdo 

inyectil'o. 
~;<.;-

Demost1·ació11. Sea O _}~.-·:: .•.•• '.~;¡':¡x1Jta_K~,·······,¡~-.1~~~~(~~),' ~-~~ñniaj~s. un 

morfismo g': M' -7> G por g' (m) ;;; g{m){li~"elcual e~ clÍf¡-arhebte';á~Jfl~cii,o~io quJ cr es 
----~-::_o:·- -- ·-=,-- ·- . ·-;o_:~-,:;·--.--:o,\- - -·-: _, - - .. -':'-': 

divisible, hay un morfismo h': M:4G taÍ•qué•extiénCíé ¿;:g';"defiriiriíos'"uri morfismo 

h : M -> Homz (R,G) por h (m). (r), =: h\" (f'ni).' E:i:f~~j¡ té~i
1

Pic~/~;i(este m~rfismo 
extiende a g. 

o 

Proposición 2.21 Dado M un R-módulo, hay 1111 módulo Q inyectivo tal que. O ~ M ~ Q 

es exacta. (e.d. Todo módulo A.fes submódulo de 1111 i11yectil'o Q.) 

Demostración. Consideremos un monomorfismo de grupos abelianos M~G _donde G 

es un grupo divisible (ver teorema l.!6). Ahora consideremos la sigüienfiCsu:cesión de 

monomorfismos: 

M~ Hom. (R,M)---;--> Homz(R,M)~ Homz(R,G) 

donde cp(m)(r) = r m, 1¡1 es la inclusión natural y l. es el mortismo inducido por f. La 

composición de estos tres morfismos es el monomorfismo que buscamos. 



Proposición 2.22 \7'Q inyectil'o todá.mce:1·ió11 exacta 0 4 Q ~ M ~ M'(7'> 0 se escinde. 
:·>' __ :_-,;:-_- ":··:,/º 

Demostración. Es inmediato .del ~~ch~ ~ue·J~ 'i~ :,¿d'(5 se e~Úende ~ iiAá función 
\~-~~-/~.X' 

f : M ~ Q que nos. da la escisión:.; 

o 

Proposición 2.23 Dado.Mü11 D-11Úíd1ilo.i1V;ecti\1o)e.liéi1e qúe Mes dMsihle. 

Demostración. Sea M inyeciivd;.,(ñ ~M-V'-¡.'~~b'éo'n A" CJ, coñsideremos el ideal I= rD. 

Consideremos rp: I ...:.> M tai que °qJ (i~·r,~itni',\eicual claramente está bien definido por 
,_,- 1 i' -:~: ~~~e '. _· .·. . . 

ser D un domino entero y .es un n1onÓmdrfismo/ ;s~aiv·: D .~ M una extensión de <p y . 

sea n = 111(1) así m =rp (r)=-ivfo','.,; ;\;t ' ~ :";?; . 

·.''. M~iJi~isibl6 

Proposición 2.24 i) P proyectivo 6Dpdo · 

con Q inyectivo, .existe 1111 diagrama co1111111tatÍ1'0 
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De111ostráciÓ11. i 

<=) Sea 

donde los renglones son exactos j es el monomorfismo inducido por la .inclusión de M en Q. 

Por hipótesis 3 g :P -> Q tal que q g = j f. 

Sea xEP y tomamos y eM tal que p (y)= f (x). 
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' ' .,., ,' ·" 

Tenemos q (y) =jp (y) ~ j f (x) h= q g (x);\~nt6nces z = g(x) ~ y ;r~M', así g(x) = z + y 
• • • ' • • : ' ' .-.' • - .... ' " ' " - ,. -- ' .>. • • .... - \. • "'• "· ... -~ :: • : .. - • - " - -

E M, es decir, el morfismo g se puede consíc!irar;comci ~p'morfi.srrió de' p en M: 
~-Y<~;-~_. ~ 

ii ) Se prneba analogainente. 

Definición 2.25 Un anilloR sel/ama lieret!itario i.w11iertlo si todo ideal izqtiil!rdo !de R 
es pro_wctivo y es semi/wreditario izq11iertlo si todo ideal i::quierdo.de íijJo'Jinito>es 
proyectivo. · 

La siguiente proposici6n da varios ejemplos de anillos hereditarios: 

Proposición 2.26 V'~ E Z sp1le1¡11ivale11tes: 

aj Z, e~· se1i1i~iÍii¡ilé. 

b) z, l!s 1i:1·edit8rW :::>·)', . 

b) =>e) Sean= p, ~p,''"· p.'', entonces Z, = z.,. x··· xz,.,. y es claro que Z, es 

hereditario si y sólo si cada factor lo es. Debemos probar entonces la implicación para 

n = p', es decir que r = 1. 

Supongamos que r > \, así el ideal pZ,, es esencial en el anillo, si fuese proyectivo 

el epimorfismo Z •' -> pZ •' se escindiría, lo que implicaría que pZ •' es sumando directo de 

z,, lo cual es una contradicción. Por lo tanto vale la condición e}. 
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e) :::>a) Supongamos que 

Z. = Zrt X••• xZ,. con C_ada 

Teorema 

Teorema 2.28 Dado R 1111 a11illo, son eq;1tivale•11/tis:. • 

a) Res hereditario 

b) '</ R Ms,R P proyectivo~! proyectivo 

c) '</ R ( % ) cm1 Q inyectivo ~G/( it~1·ectit•o. 

entonces 

o 

te11e111os 

que 

-que 

así 

o 

Demostració11. a) =:>b) Sea M :;; P proyectivo, entonces P:;; L con L libre, entonces por 

2.27 Mes suma directa de proyectivos, por lo tanto Mes proyectivo. 
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Q --¡--+ Q" -) o 

donde los renglones son exactos y Q es inyectivo, por la proposición 2.20 la existencia de un 

morfismo de I en Q que haga el diagrama conmutativo probará que I es proyectivo. 

Q" es inyectivo por c), entonces 3~1: R-) Q" tal que'"ª= q>. Ahora, como Res 

proyectivo 3 w': R -) Q tal que f31¡J' = 1¡1, entonces el morfismo 1v'a es el que buscamos. 

iJ 

Nota: Estas equivalencias son válidas para cualquier anillo, es decir que no es necesario 

restringirnos a dominios enteros. 

Definición 2.29 Diremos que N es 11eterimw si ';/ M :> N se tiene que /vi es de tipo finito. 
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N' ~ N ~ N" ~ o 
u u u 

o ~ M' ~ M ~ M" ~ o 
con M'=N'nM y M"='J,{,. que son finitamente generados 

:. Mes de tipo finito. 

Proposición 2.31 Sea !vi 1111 R-módulo i=c¡uierdo e111011ces son equivalentes: 

a) Al es 11eteria110 

n 

b) VM, s M, s ... cadena ascendente de módulos de A,f, 311 e-N talqu~ Vk e N 

tenemos M. = M. ,, 
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M 0 =N 

Definición 2.32 Sea P ~ D 

Proposición 2.33 Si / es 1111 ideal primo inwrtible de D, e11to11ces su factori:ación en 
ideales primos es única. 

Demostración. Supongamos que l = Q Qp y que I = I} Pª, donde cada Pª y Qp son 

ideales primos, sin pérdida de generalidad tomamos P, un mínimo en el conjunto de las P
0

• 

Como fI Q1,,;; P, , entonces alguna Q1, :;; P" analogamente, alguna P
0 

:;;Q,, de lo que se 
/1 
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deduce, Q, = P,. Ahora tenemos que l1 Qp = l1 Pª, por hipotesis de induc<:ión se d~be tener. 
~ ·: P~1~·- ~:CJ: - .-:· -.~.: · ,: ·,'.,: .·, : 

el resultado; 

primos. 

De111ostració11. Conside~~nios la fa!11ilia [!:O>( (~ DJ, I no c()ntiene prÓducÍos de primos} y 

supongamos que J.o0, p()~·2.{¡ ~()¡i~~i~ ·gg:A~rcl~r;Vt.i,J~ id~¡i; ~~~imo enJ e~tón6es L no 
····-- o-: ... -'" ,. ·-... -· . ,. - .. ·.' • - .. - . ',· .• .·., • -.. ·- :_¡ 

,,_:- - \~ 

es primo, se sigue que hayl;';Jidéalés•'deÜ)c9n t·¿ I;'T~taÍes'.:qi.Je)J[;.L; 'ya que L.es 
,. - _;:-,: -;·:: ,-., ;:-:;>. -.. ,,,,-_ .,- '{i:-;: "'_,:·.·;·>.- .:.·; . . _·., ·- .· .. ,'-; ". ~-·: " ·· .... ,. ' .. ' .. ..· .' . 

máximo en J, .. salíemos qy~ _r,J~~ ~l)fonª~s ("J coHtieii~n pFó<lJ~.t()~ de primos, así. L. tiene un 

produc.t() depridós;por\!~.~u;·L;~·. :(1()·tjuecÓrítradic~Jaelec¡;ió~de.L: _·.···· 

Proposición 2.35 Sea Ri,;, d11i11011e/e~·ia110 e I j•:.Jide~les de Rwles qud 1 9'R, eii1011ces -

1 = ( l: .J) si y sólo siJ ni:J. esta co/1/e11ido en 11i11glÍ11 idealprimode1. 

De111ostració11. Sea I = ílO; una representación primaria irreducible de_! x:seanf; Jos __ _ 
i ---

radicales de cada Q¡. 

<:= ) Si J no esta contenido en ningún P;, entonces de ( I : J ) J s; I s Q; se deduce 

que ( I : J ) s; Q¡ y por lo tanto ( 1 : J ) = I ya que la otra contención es obvia. 

=:> ) Supongamos que ( 1 : J ) = 1, entonces tenernos que '</ s ( 1 : 1• ·) = I. ·.Haremos 

la demostración por reducción al absurdo, supongamos que 3 j tal que J s Pi 3. r .tal que 

J' $ P/ s; Qi ya que cada P; es de tipo finito. Ahora (Qi : J' ) = R, por lo tanto 
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1 = (I:J') ;,.íl(Q¡:P'}=íl(Q¡:P'hflQ¡ ~ I,. lo qtie ·implica que I = n Q¡, 
. . i•j ),*j i?!;j· 

que es una contradicción. 
e. ·.·· •.• ; '.: · .. · < ;·. . o 

Proposición 2.36 Si D es 1111 dó111i1Íi~ ~;1/ero dm;de tÓdJJdedl es·~,:~;¡,,cto de µ,:¡,,;~s; 
e111011ces todo ideal fraccio11ario).;J ~¡~·aes ¡,J;•e1·iÍ~1e';·~;e ~/1Jdeei~rlbf~.defoi;J1d ú1llca: 

!;j,;,, • í.Pé p(ÍJ •• ' . . ~;'.' 
.. ~ ¿f :~';tt;.;,~ t:~f:.'"'t,.é.,;k !':!?' ' ' ' . ' < .... 

donde cada 11 (!) es 1111 ehié(o';'1iíl'qj1e: aadoTüli idea/°:'de 7D}iay 111hlúi11erOji11iio'de 
p - - - ,~;~- .~ ;~~~-;~-,~--:-t~;:~-~~\~;-~:_:.:j¡~~:~>:i~.:~~-:~~;;~:~t/:~~~;,~t·· .:--~~'/':;:'.·}:;f ;·;. ·;;~-~/:>·t~\~: ·:-.; /·-.. :~ : ;~ º_'/::: ; ::·,. ·. -- ·- -

n, (l);rO, ademas .I SKsFfsóló~sDfTK).5:11: (l)pará c11alqi1(e1'.Py se. lieiiei1 las·sigliiemes 
_ ;.-. ·:_:·;_,_,~:·.--~,\~') .. -~:~~~>}:~:i.>:.:._:_,¡;,},~--~:',,, -"''·~ '.~_,,,.<-. ->-- _ ... :::· .. --.L.·:_ - ,~ . 

relaciones.: · 'J,>· t:,'2"'~ % ._ ._ 

J. 
11·~! D0,~·füw:f~i<'{'l%1~·~f()}§\ 

2. 11~(1C)K)~i/j[/X,{b~(l):}1~(/()];. 

3.-- n,(1~r~1:ich:~; iJ~{ii,' 
.i. 11,~¡: fr)2¡i)(íK~' )=~,U).-11,(K) 

Demoslració11. Sea J un ideal fraccionario de D, primero daremos una descomposición de 

J y veremos que es invertible. Por 2.12 3 I $ D y 3 dED tales que J = t 1 y sea 

K = Dd, así J = I K-1
, por hipótesis I y _K-1 son prnductos de primos y son invertibles, 

por lo tanto J = CT P, IT Q¡-1 donde cada P1 y cada Q¡ son ideales primos y J es invertible. 
i j 

Ahora veamos que esta descomposición es única. Sin pérdida de generalidad podemos 

suponer que ';f i, j P1 :te Q
1
, ahora si J =i:r P', 1:1 Q', -i con cada P', :te Q', para toda s y 

para toda t, entonces tenemos IT P', CT Q¡ = CT Q', CT P, y por la unicidad de la factorización 
• j t i 

de 1 y K (corolario de la equivalencia de los incisos a) y e) del teorema 2.42) se sigue 

que IT P', = CT P, y que n O; = n Q',. lo que demuestra la unicidad. 
1 J ' 
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Como K es invertible,_ tenemos que I 

ideal primo de_D tenemos n,(IK-1
);:: 

es equivalente· a qúe 

( n, (I), n, (K)) es .el "'º'"nr •r1°!~!I qt1t~~~ti~~¡; ¡ijit }'7 _a.· K. ,:: aciemas 

µ(P) = max (n,(I), 

l. y 2. El punto 3. 

Se vió que 

que 'v'P 

tenemos que o = < o : K ) K, _ef 1.~cf~~-~{J~~l;~~ii~~~~t~fF:~;l~~e:~·)i~ I, ~,~":{f 1·:):if º.rrcJ_ 
que se concluye : l 

Definición 2.37 

Proposición 2.38 Sean E un 

finito e l 1111 ideal de D. Si X EE y es 

i)xMc!M 

ii) Si 17=Elvf tenemos que y== O conyED[x];-entonces-y =O -

entonces x es raí:: de un polinomio de la forma x" +i._1x"-1 +· · · +i0 =O 

donde 'dj i j E l . 

Demostración. Podemos escribir M = :¿ D mi, asi xM e L D l mi = L I m, en particular 

3{ i kJ e l tal que xm i = :¿ i kj m j y este es un sistema lineal homogeneo, entonces podemos 

escribirlo ¿:; ( 8 kj x- ikJ m j =O donde las 8 kj son las de Kronecker. 

34 



Sea d ,;;, det (o kj x -ikJ entonc~s Vj d mi= O y p
0

orlo tanto el M =: O l<:J que implica 

por la hipótesis que d ~O. i~e ~igue fácilmente que det(8ki~-ikJ}j~ es el polinomio que 

buscamos. 

D 

Proposición 2.39 Sean E y D domi11ios e/lferos tales queDs;;E, sea xeE, e11to11ces so11 

eq11ivale11tes: 

a) x es 11n elemento emero sobre D. 

b) El anillo D[xj es u~1 E-módulo de tipo finito. 

e) El anillo D[x] está contenido en un subanillo F de E de tipo finito. 

d) 3lvf 11n E-módulo de tipo finito tal que: 

i) xMc:M 

ii) Sitl'zelvflenemosyz = OconyeD[x]. en/011ces y.,; O. 

n-1 n-1 

Demoslració11.a) => b) Tenemos que x" e L Dxi, asi 
i=O 

x•+q e L Dxi+q, por lo que se sigue 
i=O 

n-1 - -

que x••q e L Dxi, parlo tanto { !, x,- ·., x"-1
} es un conjunto de generadores de D[x]. 

i=O 

Las implicaciones b) => c) y c) => d) son claras y d) => a) es inmediata de la 

proposición 2.37. 

D 

Proposición 2.40 El conjunto C de elementos enteros sobre A es un subanillo de D tal que 
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Demostración: Sean a,beC entonces :A[a,b] es un A-módulo finitamente generado. Por lo 

tan.to a.+ b. y á b sbri ~~'ter¿ssobre A. 

o 

Definición 2.41 Eli,;,¡¡/~ 'cde.J.3j,':;e denmnina la cerradura entera de A en D, si A 

coincide con C,. ento11c~~·dir~1;lo~'~1SA ~i ~'nt~ramente cerrado. 

Teorema 2.42 Sea D un dominio emeri:J, entonces son equimlentes: 

a) VI ::; D se tiene que les invertible. 

b) Des hereditario. 

c) D es neteriano y semihereditario. 

d) D es J) neteriano, 

2) enteramellle cerrado, 

3) todo ideal primo es máximo. 

e) V J ::; D les producto de primos. 

f) V 0 M::; 0 P P proyectivo =:Jvl proyectivo. 

g) V 0 (%) con Q inyectivo :::;. % inyectivo. 

h) V 0 M M divisible ~M inyectivo. 

i) El co11j111110 :J de los ideales fraccionarios de D es ungrupo bajo la multiplicación. 

Demostración a) ::::>b) Inmediato por 2.1 l. 

b) :::;.c) Por la proposición 2.11, sabemos que todo ideal 1 es invertible, además 

sabemos que todo ideal invertible es de tipo finito, lo cual prueba c). 
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c) :::::>b) Como Des n'eieriano.todcfideal de Des finitamente geñerado, además Des 

semi hereditario por lo que tocÍ~ id~al finit~~ente generado, es decir, todo ideal de D es 

proyectivo 

: . D es hereditario. 

b) y c) :::::>i) Como D es neteriano por 2.34 sabemos que todo ideal I de D contiene 

un producto de primos, por ser D hereditario 1 es proyectivo y por la proposición 2 .1 1, 

tenemos que 1 es invertible, y por la proposición 2.13 tenemos que J es un grupo. 

Las equivalencias de b ), f) y g) fueron dadas en la proposición 2.29 

h) =>g) Supongamos que todo módulo M divisible es inyectivo. 

Consideremos M divisible y 'Y., un cociente, sabemos que '<:/O ;,; a e D aM = M entonces 

a% = •% = % y por lo· tanto % es divisible. 

Como el cociente de todo divisible es divisible, entonces el cociente de todo 

inyectivo es inyectivo. 

e) =:>a) !) Consideremos 1 ideal primo e invertible, demostremos que es máximo. 

Sea reR con r;,; O, por hipótesis, podemos escribir I+Rr = frpª y I+Rr'=fiQP, donde 
a=I P=I 

cada P ª y cada QP son ideales primos. Sea R = 'Y., y r la clase residual de r. Así 

R · r = fr (''ii') y R · r' = fr (Q~), donde cada P/( y cada Q'i{ son ideales primos y por lo 
a=I P=I 

tanto son invertibles. Ahora como R · r' = (R · r)' = fr (''X'>°, entonces m = 2n y podemos 
a=! 

remnumerar cada Qp de tal forma que Q''/, = Q,_ • .¡, = • •/,, lo que nos dice que 

Q,p = Q,P = PP , y tenemos también; I+Rr'= ( I+Rr )',entonces I e (1 + Rr)' e I' + Rr . 
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Por lo tanto toda x E 1 se puede escribir de la forma x_= y + z r con 

y E I2 y z E R, es decir, z r E I pero r ii! I, entonces z. E I e I ¡;;; I' + Ir, y como 

I' +Ir~ I se sigue que I =I' +Ir= I(I +Rr), por hipótesis I es· invertible, así 

I-'I =r' (!' +Ir)= 1-'I(I +Rr) por lo que R = I + Rr. 

Como r fue arbitrario, esto prueba que I es máximo. 

2) Para demostrar que I es invertible tomemos ae I tal que a ;;o O, y consideremos 

Ra=ry P
0 

donde cada P
0 

es un ideal primo, como ry P.~ I, entonces alguna Pp~ I, pero por 

la proposición 2.14, sabemos que cada P
0 

es invertible, y por la parte !) tenemos que todo 

P
0 

es máximo, por lo que se tiene Pµ = I. 

: . I es invertible 

a) =>h) La proposición 2.24 dice que todo inyectivo es divisible, por lo que debemos 

demostrar que todo divisible es inyectivo. Supongamos que \fl s D I es invertible. 

Consideremos M un O-modulo divisible, sea I s D y tp: I --> M entonces 3{a, ,a,, .. .,a.} ~ I 

y 3{q.,q,, ... ,qJ ~ Q tales que: \fi s n se tiene q, I ~ R y 1 = ± q, a,, así 3m, e M y 
l•I 

\f i tp (a,) = a 1m 1 entonces para aeD tenemos: 

con que tp (a) = am entonces <p se puede extender a D. 

:. Mes inyectivo 

i ) =>e) Como por hipótesis todo ideal I "" O de D es invertible, se sigue que todo 

ideal es de tipo finito, es decir D es neteriano. Demostraremos por reducción al absurdo que 

todo ideal propio I de D es producto de ideales máximos. Sean rP = (J s D : 1 no es 

producto de ideales máximos) y J0 un máximo en rP, así J0 no es máximo en D, entonces 

3 1
0 

< I s D tal que 1 en máximo en D, por hipótesis 3 I-1 así 1
0 

< I-' J 0 , ya que suponer 

que J0 =J
0
I-1

, nos lleva a una contradicción. Por lo tanto ¡-• 10 es producto de máximos y 
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J 0 =I i-1 J 0 es también un. prod~ctode máximos,, lo que contradice que. J 0 El? , . por lo que 

concluimos que t? = 0 

:. todo ideal de D es producto de primos. 

d) =>e) Dada la hipótesis de que D es neteriano, sólo hace falta demostrar que todo 

ideal P primo y propio es invertible, para tener una demostración análoga a la anterior. Sea 

O ;e x E P, entonces Dx contiene un producto de ideales primos propios, por lo tanto P 

contiene alguno de estos ideales primos propios, digamos Q, como Q es máximo tenemos 

que P = Q. 

Por lo anterior es suficiente demostrar que todo ideal primo propio de un ideal 

principal es invertible. Como P es un ideal primo de Dx tenemos que ( Dx : P ) ;e Dx, 

consideremos y E ( Dx: P )- Dx, así (7)P s D y (7) G!D, por lo que ( Dx: P) ;e D. 

Supongamos que P no es invertible, así P s P ( D : P ) < D y como P es máximo 

P = P ( D : P ), ahora (O) ~ P es un D-módulo de tipo finito ya que D es neteriano, y por 

P s P ( D : P ) sabemos que ';/ z e( D : P ) z es entero sobre D y z eD ya que D es ente

ramente cerrado, por lo que ( Dx : P) s D lo que contradice el hecho que ( Dx : P) ;e D. 

Por lo tanto P es invertible. 

e) =:>d) l. y 3. se siguen inmediatamente de las implicaciones i) =>e) y e)::::> a) y de 

la proposición 2.31. Sólo falta ver que D es enteramente cerrado. Sea K el campo de 

cocientes de D y x E K, como K es entero sobre D 3 O ~ d e D un común denominador 

tal que';/ n ;e O tenemos que dx" eD, ahora v,(d) y v,(x) son enteros (ver demostración 

39 



de la proposición 2.36), entonces v.(x) <:O y por lo tanto v.(Dx) <:O y ésto para todo ideal 

primo P, por lo tanto xeD. 

o 

Definición 2.36 Un dominio entero se llama tlominio tle Dedekiml si cumple con las 

condiciones del teorema 2.35. 
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CAPITULO TRES 

Módulos inyectivos y módulos simples 

Los incisos e) y g) del té"órema 1.16 son generalizables a cualquier categoría de módulos, 

como sigue: 

1. 'liS simple Hom(M,S)=O 

2 • Dados O~N·~ N y N'~ M entonces existe un diagrama conmutativo 

{7 
M 

El objeto de este capítulo es encontrar condiciones suficientes y necesarias sobre un anillo R 

para mantener la equivalencia de estos dos conceptos en la categoría R- 712CJ1J . 
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Para ésto debemos revisar algunas definiciones y propiedades en la categoría 

R- m&JJ. Primero veamos con detenimiento el concepto de Hom y algunas de sus 

propiedades. 

Definición 3.1 Dada C una categoría y dados A,B i= obj (C) definimos Hom (A,B) como 

{rp E mor(C): rp :A__,, B). 

Hom(A,B) es en general, una clase. Peroen el caso particular que la categoría C sea 

R-7n&JJ, entonces se verifica fácilmente que Horn(f.:;J3) ces un grupo abeliano con la 

operación usual de suma de morfismos. 

Definición 3.2 Dadas e y JJ dos categorías.: Ímc]ulltor f:C __,, JJ es U/la función que 

satisface: 

J. V e E obj (C ), se tiene que FC E obj( 1J) 

2. Vrp:C--7 De mor(C), se tiene que Frp:FA~FB E mór(JJ) 

3. Dado A~B~C. se tiene que F(lf/rp)=Flf/Frp 

./. VC e obj (C), se tiene que F(lc) = l•c 

Definición 3.3 Para un objeto frjo A eobj (C), definimos FC=Hom(A,C), dado rp :B __,, C 

F(rp) = rp.:Hom(A, B) __,, Hom(A,C) y es tal que "llf/ e Hom(A,B) rp. ( 1//) = rp lf/. 

Definición 3.4 U11 funtor F es exacto izquierdo cuando, dada una sucesión exacta 

O~A~B~C. tenemos que la sucesión O~ FA~FB~FC 

es exacta. 
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Proposición 3.5 Dado M un R-módulo, se tiene que Ho/11(M._) es exacto izquierdo. 

Demostración. Consideremos .0-4A~B~C exacta,. demostremos que 

O_...,. Hom(M,A)~Hom(M,B)~Hom(M,C) es exacta. 

i) Demostremos que rp. es monornorfismo. Supongamos que rp.(f) =O, entonces 
_-,·:_.: .. ·'<~·:-··(:'·:·--

<¡Jf =o, <Jl es un mcinolriol"fisinó. 

:·I=O 

ii) Demostremos qu~ rri'i'c~~·3gN'uÜw: ). Supongamos que g E Im( rp. ), entonces 

3 fe Hom (M,A) tal que g = ,p, (f) = {¡lf)asi i¡/~(g)= 'l'g = (IJl<Jl)f =o, por lo que se sigue 

que IJl<Jl =O. 

iii) Demostremos· que Nuc (!f.)~ Im ( rp. ). Supongamos que g E Hom (M,B) y es 

tal que ljlg =O, veamos que 3 f:M ~A tal que g = <¡Jf. Sea meM, así ljlg(m) =O, por lo 

que g(m) E Nuc(ljl) = Irn(<Jl) y cp es monomorfismo, de aquí que 3! a E A tal que 

rp (a) =g{m), entonces definimos f:M ~A como sigue: f(m) = a, por construcción se 

tiene que cpf = g. 

o 

Proposición 3.6 Dado B un módulo e i¡: AJ ~ E9 A, entonces hay 1111 isomolfismo 

(} :Hom(E9A.,B) ~ [fHom(A.,B) definido por 'dj 1TJ {}(rp) = rp i¡ , donde 1TJ es la 

proyección canónica. 

Demostración. Es claro que e es un morfismo de grupos abelianos. 
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i) Demostremos que 9 es epimorfismo. Sea (f¡) E CT Hom(ApB), entonces 

V'j fJ: AJ --> B, por la propiedad universal de la suma directa tenemos que 3 rp :ffi AJ --> B 

tal que rp i1 = fl' es decir que 9(cp) = (f1). 

ii) Demostremos que 9 es monomorfismo. Supongamos que 9( cp) = O = rp i J' es decir 

que cada rp ii= O, entonces cp hace que el siguiente diagrama sea conmutativo: 

A\''iA' 
B 

por la propiedad universal de la· suma directa tenemos que cp es única, pero O también hace 

conmutar el diagrama, por lo tanto cp = O. 

D 

Definición 3. 7 Dado O ~ M' ~ M es esencial si "\i N,,; M, N ;é O , tenemos que 

N n Im(rp) ;é O 

Vimos en 2.18 que todo módulo se puede sumergir en un inyectivo, la pregunta 

ahora es acerca de la existencia de mínimos inyectivos que contienen a M. 

Definición 3.8 Sea /vi un R-módu/o, diremos que EM es su cápsula i11yectim cuando 

3 M --> EM es un monomorfismo esencial y Elvf es inyectivo. 

De acuerdo con la definición, diremos que ER es la cápsula inyectiva del anillo R 

considerado como R-módulo izquierdo, observemos también que para cualquier módulo M 

M = EM si y sólo si M es inyectivo. 
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Lema 3.9 Sea R 1111 anillo,· e11tó11cesso11_eq11ivalentes: 

Demostractóú~eff~b) Caso partiCular. 

b) =:>a) De-rnos-tración por contrapositiva. Supongamos que Hom(Q,S),oO, entonces 
- -- - ~ 

3 f : Q ~ S, consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

r~r~ 
R--?ER~ER 

donde g((r. )) = I; r,x es. claramente un epimorfismo; como Q es inyectivo existe k y si h es 
«Q 

Ja composición de k con f entonces h es también un epimorfismo, h' es entonces la 

composición de h con una de las inclusiones de tal forma que resulte diferente de cero. 

Con el objeto de mantener una redacción ágil, definiremos las siguientes clases: 

:J = { M : Hom( M,S) = O 'v' S simple } 

E= { Q: Q es inyectivo} 

o 

Así tenemos que el propósito de este capítulo es ver cuando E= :J, para lo cual 

estudiaremos en Jo siguiente estas clases. Hagamos las siguientes observaciones de :J: 
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Proposición 3.10 J es cerrada bajo cociellfes. 

Demostración. Consideremos MeJ y una sucesión exacta M ~ M"~ O. Sea S simple, 

entonces O~ Hom(M" ,S) ~ Hom(M,S) es exacta y por hipótesis Hom(M,S) =O, por lo 

que O~ Hom(M" ,S) ~O es exacta, por lo tanto Hom(M",S) =O. 

:. M"eJ. 

o 

Proposición 3.11 J es cerrada bajo extensiQ,jes: 

Demostración. Sean M', M" .E J y la sucesión exacta O~ M'~ M ~ M"~ O, 

entonces O~ Hom(M" ,S) ~ Hom(M,S) ~ Hom(M' ,S) es exacta y por hipótesis 

Hom(M', S) =O y Hom (M", S) =O, entonces O~ Hom(M,S) ~O es exacta, por lo 

tanto Hom (M, S) = O. 

:. MeY. 

o 

Proposición 3.12 J es cerrada bajo sumas directas. 

De111ostració11. Sea {Mª} r;;;,J, por 3.6 sabemos que Hom(EE>M 0 ,S) =ITHom(Mª,S) y 

tenemos por hipótesis que "la Hom(M
0
,S) =O, entonces I1 Hom(M

0
,S) =O, por lo tanto 

Hom(EE>Mª,S)= O. 

o 

Ahora veamos que pasa con e: 

Proposición 3.13 (, es cerrado bajo productos directos. 
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De111ostració11 .. Sea {Mª},;;; G, consideremo~ el. siguiente diagrama conmutativo 

ITMa---?Mft 
'l':ft 

donde fy g están dados, 3hp que hace el cuadro conmutativo, ya que 'v'/3 Mp es inyectivo. 

Ahora, por la propiedad universal del producto directo existe h que hace conmutar el 

diagrama. 

o 

Proposición 3.14 G = J implica que R eshereditario y neteriano. 

Demostración. Ver proposición 2.29 para deducir que Res hereditario. 

El hecho que G = J implica que G es cerrada bajo sumas directas, ahora por [3 prop 18.13 .] 

obtenemos que R es neteriano. 

o 

El recíproco de 3.14 no es verdadero. Consideremos K un campo, entonces tenemos 

K-m&.ll =e Y J={o}. 

Sea /:, = {S} una familia de representantes de los simples, es decir, si T es simple 

entonces 3 s E ¿tal que T = s y sea e= rrs. 
seh 
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Teorema 3.15 Sea R 1111 anillo, e11to11ces so11eq11ivale111es: 

a) i) \7'S simple Hom(ER,S}=O. 

ii) Si M "'EM e11to11ces 3 /: M ~ C tal i¡Ílef ,,,a. 

bJ E=3 

Demostración a) =>b) 6¡;; 3 es inmediato, dada la proposición 3.9. 

Demostremos 6¿.J. Demostración por reducción al absurdo. Supongamos t ;e(J, 

por la contención anterior ie~emos que 3 M e J, pero M o; G, así M ;e EM, por hipótesis 

sabemos que 3 f:M ~ C tal que f ;e O, entonces 3 meM y 3 (c) eC tal que f (m) = (c), 

tomando una coordenada j distinta de cero tenemos que ;r1 f:M ~ S1 y ;r1 f;e O con S1 

simple, entonces Me J ;lo que es una contradicción. Por lo tanto !!M E J tal que Me G. 

:.e =Y 

b) =>a) i) Es un caso particular, ya que ER es inyectivo y por hipótesis tenemos que 

liS simple liQ inyectivo Hom(Q,S) =O. 

ii) Demostración por reducción al absurdo. Sean Me6= 3 y C = fIS, suponga
s e i 

mos que 3 f:M ~ C con f ;e O, entonces 3 meM y m;cO tal que fl:rn);=O, tomando una 

coordenada j distinta de cero de fl:m) tenemos que ;r
1 

f:M--7 S1 y ;r
1 

f;c O con S 1 simple, 

entonces, por un lado sabemos que M = EM y por otro que M e J, lo que contradice la 

hipótesis. Por lo tanto se cumple ii). 

o 
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APENDICE 

Teoría de conjuntos 

Una relación R sobre un· conjunto A es un subconjunto del producto cartesiano AxA, 

donde diremos que (a,b) ERcuando a está R-relacionado con b, la notación más usual es 

aRb. 

Definición A.l Dado A "'0 , 1111a relación binaria S es un orden parcial o 1111 preorden 

de A cuando para cualquier a,b,c, i=A, tenemos: 

l. asa (es reflexiva) 

2. aS by b::> a =::.a = b (es antisimétrica) 

3. aS by bs c =::.as c (es transitiva) 

Ejemplos de ordenes parciales son: 

::;;; sobre N, Z, Q, R. 

s sobre una familia de conjuntos. 
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Este último ejemplo se utiliza en algunas demostraciones de los capitulcis 1 y 2, 

por lo que lo demostraremos aquí: 

Demos/ración. Sea e una familia de conjuntos y A,B;C E c. 

2. Supongamos que A ~ B y B ~ ~ :'ent_onces es verdadero por definición 

'Ita (a E A <=::> a E B), por lo tanto A= B. 

3. Supongamos que A s;; B y . B ~ C, entonces 'ifa (a EA => a EB) y 

'Ita (a E B =>a EC), de lo que se concluye que 'Ita (a EA=> a EC)y por lo tanto As;; C. 

o 

Definición A.2 Dado (A,s) m1 preorden diremos que es lo/al, lineal o simple si: 

4. V'a,bEA asbobsa. (esdicotómica) 

Diremos que un subconjunto C de una familia (A,sA) es una cadena cuando 

(c,s.) es un orden total, donde Se es el orden de A restringido a C. 

Definición A.3 Dado e totalmente ordenado por s diremos que Co es 11/IG cota superior 

de e si cumple con V'c EC e$ Co. 

Ahora, c0 no necesariamente está en C, cuando esto sucede llamaremos a c0 

máximo y no necesariamente es único_ 
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Lema A.4 (Lema de Zorn) Sea A un conjunto parcialmenle ordenado /al que, cada 

cadena C s;;; A /iene cola superior, en/onces A tiene elemenlos máximos. 

El lema de Zorn es lógicamente equivalente a una serie de principios y axiomas 

intuitivos que se han demostrado como indecidibles, es decir la teoría de conjuntos 

mantiene su consistencia tomandolos como verdaderos o admitiendo su negación. 

Algunas de estas equivalencias son: 

El axioma de elección; existen funciones de elección. 

El principio del buen orden; Dado un conjunto A distinto delvácío; ~idste un preorderi 

que lo bien ordena. 

El teorema de Tychonoff; El producto de compactos es compactó~ 

El producto cartesiano de conjuntos no vacíos es no vacío. 

Las pruebas de estas equivalencias y otras más, además de no ser triviales están 

fuera de nuestro tema de estudio, por lo que las omitiremos aquí.' 

Definición A.5 Dado un conjunto A una operació11 • n-aria definida. en A es una 

función • : f1 A ~ A. 
n 

Diremos que la operación es cerrada cuando la función está bien definida y 

llamaremos operaciones binarias a las de aridad 2. 

1 Estas demostraciones y otras se pueden encontrar en P.R. ALMOS, Narve set thcorv, Van Nostrand, 1960. 
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