2{'

J

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

LUXEMBURG Y ROBINSON DOS MODELOS DEL
ANALISIS NO-ESTANDAR

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

M A TEMATTICO
P R E S E N T A}

NORMA ELVIRA PERALTA MARQUEZ

TESIS CON 1993
FRLLA DE ORIGEN



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



LUXEMBURG Y ROBINSON DOS MODELOS DEL ANALISIS NO~ESTANDAR.

INDICE.

CAPITULO I.
INTRODUCCION (Histérica).......iuns seee
CAPITULO II. i B
CONCEPTOS PRELIMINARES.

~Lenguajes de primer orden......
-~Estructuras algebraico relacionales

~MOdelOS.:iccevensresssarracaccne

-Teorema de Compacidad (T.C.) veviin
-Axjoma de eleccidén y algunos de susv equivalentes
-Conceptos de algebra.................r L .
-Conceptos de andlisis matem&tico..... . .
CAPITULO III.

MODELO DE LUXEMBURG.

-Definicién de R° y algunas de sus propiedades.... .V.F. PR v."‘16
~Modelo de R° que es un ultraproducto........... e .v. vew20
—-El sistema de los nfimeros reales no-estandar.......scseees.37
-Definiciones y propiedades de algunas entidades externas.. 48 B
CAPITULO IV. )
MODELO DE ROBINSON. .
~Existencia de un modelo no-estandar de R usando el T.C.....52
~Los sistemas R y 1 NP -
-Método general para demostrar propiedades de una relacién R

u operacién ‘g3 principio de transferenCi@..ciecesscaccsesed?
~Finitos, Infinitos e infinitesimales. Estandar y no-estandar.

Propiedades algebraicCas..iciceececcsccacerctessocessaaseesad8




CAPITULO V.

APLICACIONES DE AMBOS MODELOS.
-Limites, antinuidad y Diferenciabilidad (mod. Luxemburg)..63
-Limites, Continuidad y Diferenciabilidad (mod. Robinson)...68
CAPITULO VI,

ANALISIS DE LOS DOS MODELOS.,

~Modelo de Luxemburg.... ......._....;...............'.........;..74 !

~Modelo de ROLINSON..euveerrvnrasnsvesinis Weiess76 .

=CONClUSIONGS. c cvvrivneecvdsaess

BIBLIOGRAFIA. . e coeorrnoaian




CAPITULO I

INTRODUCCION.

El desarrollo del. andlisis matemitico usando nGmeros
infinitamente pequefios e infinitamente grandes ha sido el
objeto de interesantes y constantes controversias en 1la
historia de 1las matemdticas. Retrocediendo tiempo atras al
siglo XVII nos damos cuenta que Leibniz fue uno de los méas
grandes defensores de un método que involucraba nGmeros
infinitamente grandes e infinitamente pequefios en las primeras
etapas del desarrollo del cdlculo. Dado gue ni Leibniz ni sus
sucesores fueron capaces de dar con suficiente precisidén
cuiles eran las reglas supuestas para sus afirmaciones,la
teoria de los infinitesimales entré en desprestigio y fue
reemplazada por el método €-& .

Fue un reciente descubrimiento de Abraham Robinson
(1963), que las nociones de la teoria de modelos pueden
justificar 1los conceptos de infinitamente pequefo e
infinitamente grande.

La existencia del modelo no~estandar se conoce desde hace
poco tiempo; el término mismo aparecid ya en un escrito de
Skolem en 1934, en el cual construia un modelc no-estandar de
los niimeros naturales N; en efecto la construccién que se usé
tiene semejanza a la construccién de los ultraproductos

descubierta posteriormente por fos en 1954.



Con '.l.ka exténsién' a ‘lenguajes’ incdntables, ‘el fl‘éorgma de

Complet.ez’de Gddel y el Teqréma ‘t_ie 'compavébidad, vl;egléza ser
B claro cualquier médald 1nfin1yto - - posee una
extensién elemental.

. 961 Abraham Robinson mostré. que. uno peodria hacer

—muchas cosas interesantes con la extensién elemental de R Yy

de esta manera- uno podria desarrollar la teorfia del céilcule de
“‘una-manera casi idéntica a la sugerida por Leibniz en el siglo

XVII.

Robinson ha demostrado que el sistema de nGmeros reales R
puede ser extendido a un sistema de nimeros ® que incluye a
nimeros infinitamente grandes e infinitamente pequefios. E1
postulaba la existencia de un nfimero positive que es menor que
cada niimero real positivo y tomando postulados adicionales,
casi todos las afirmaciones verdaderas para los reales R eran
también verdaderas para ‘R .

Dado gue antes se consideraba gque habria un isomorfismo
entre R y'rR se llegaba a ciertas paradojas las cuales se
desvanecen si nosotros seguimos la idea de Robinson de
restringir la afirmacién "las mismas propiedades" a ‘"una
coleccién especifica de propiedades de R", las cuales pueden
ser formuladas en un lenguaje formal especifico con 1la

interpretaciér‘\ apropiada en R tanto como en R Yy en el cual el



teorema del isomorfismo clisico para el sistema de nGmeros R
no puede ser formulado; por supuesto el Teorema de Compacidad
garantiza la existencia de tal sistema 'R.

Hay sin embargo otra forma de establecer la existencia de
'R, este método se conoce como la construccién de modelos en
la forma de ultraproductos, que se puede desarrollar en el
marco de la teoria axiom&tica de conjuntos y fue desarrollada

por L rg recien .

Desde un punto de vista histérico el establecer 1la

existencia de .R es un gran logro. Desde un punto de vista

pragmitico esta pieza puramente temdtica se p por su
capacidad para revolucionar la matem&tica elemental, por
eliminacién de ciertas afirmaciones por medio del mé&todo €-§,
cuyo propésito es definir tantos conceptos b&sicos como lo son
limite, continuidad y continuidad uniforme, entre otros, y que
usando la Teorfa infinitesimal podemos expresar las ideas
intuitivas involucradas de manera directa y simple.

En el siguiente texto analizaremos 1los modelos de
Luxemburg y de Robinson, (observacién: Aqui analizamos 1la
versién actualizada basada en la versién original del modelo
de Robinson, y es por esta razén gque la llamamos de igual
manera) compararemos las ventajas y desventajas de ambos,

y finalmente veremos algunas de sus aplicaciones.



CAPITULO II

CONCEPTOS PRELIMINARES,

Lenguajes de primer orden,
Supondremos que tenemos los siguientes simbolos de L.

~-Simbolos légicos

i)Paréntesis (,).

ii)simbolos de conectiva: v, -
iii)variables individuales AAARES
iv)Simbolo de igualdad =

v)Simbolo de cuantificador universal v

-Parfmetros
i)Simbolos de relacién
ii)Simbolos de constante

iii)simbolos de funcién

pafinicioén.

Tipo L es un conjunto cuyos elementos son simbolos de
constante, de funcién o de relacién. Cada tipo L determina a
!L.
Definicién.

Una expresién en L es cualquier sucesién finita de

simbolos de ZL, un lenguaje de primer orden de tipo L.



Defihicién.
Término.

1)Las variables y constantes ‘de £ son" términos

2)Si £ es un simbolo de operacién de £ y t, ..t son
términos entonces f"(t‘,...,tn) es ¢~té&rmino. i

3)Una £-expresién es término solo sf lo es en base a 1) y 2).

Definicisén.

Las Férmulas Bien Formadas (FBF), son aquellas
expresiones que se pueden construir apartir de las férmulas
atémicas, usando los simbolos de conectiva y el simbolo de
cuantificador. Mejor aln si V es f6rmula atémica entonces [V]
aes FBF, si V,W son FBF entonces [VvW], [-V] son FBF, y si Vv

es FBF entonces [Vx V] es FBF.

Abreviamos [(~VVvaW) ) con {v-w] ,
Abreviamos [~VvW] con [V—¥],
Abreviamos [~ (= (" VVH)v-(aWVV} )] con [Ve—D¥W],
Abreviamos [Vx~V] con {3IxV)
Daﬂfinicién .

x ocurre libre en «
1)8i a es atémica, x ocurre libre en « ssi x ocurre en «.
2)x ocurre libre en (~x) ssi x ocurre libre en «a.
3)x ocurre libre en (a—-8) ssi x ocurre libre en « o en 8.
4)}x ocurre libre en \Ivl (x) ssi x ocurre libre en o y XV, .
Si x no ocurre libre entonces estd dentro del alcance de algGn

cuantificador, e.d. x estd acotado.
5



Definiciér_n

ocurre.

Una FBF W en. ¥ esta en Forma Norma

rla forma ov donde V es una FBF abierta Y ,'es una “sucesién

Q xo,...,Q x| donde cada Q e{v,3} y cada“ x es’ una variable.
VTVeorema de la forma normal prenex.

Para cualguier f6rmula podemos encontrar una férmula
en forma prenex légicamente egquivalente a ella y con las
mismas variables libres.

Demostracién *,

Definicién.

A las FBF de £ las cuales tienen la propiedad de que
todos sus cuantificadores estan acotados, e.d. son de 1la
forma: (Vx)[XeA » ...] y (3x}[xeA A ...] donde A es el dominio
del cuantificador ser&n llamadas Admisibles.

Estructuras algebraico relacionales,

Una estructura # para nuestro lenguaje de primer orden
dado es un par ordenado (A,f) donde A es un conjunto no
vacio y f es funcién de interpretacién cuyo dominio es el

conjunto de 1los parametros y tal que:



1) A es un conjunto no vacio llamado universo de H.
2) f asigna a cada simbolo de predicado n-ario P una relacién

A ale.a. pf¥

n-aria P es un conjunto de n-adas de elementos
del universo de 9.
3) f asigna a cada simbolo de funcién n-aria F una

operacién n-aria Fa en A e.d. Fﬂ

A AL
4) f asigna a cada simbolo de constante C un elemento cg del

universo A.

Satisfaccién.

Sean

@ una férmula de nuestro lenguaje,

fl una estructura para el lenguaje,

g:V———A una funcién del conjunto V de todas las variables
en el universo A de .

Definiremos lo que significa que # satisface ¢ con s,
b=y ¢ [S)

I) Términos.
Definimos la extensién S como una funcién de los términos en
el universo de €.
§:T~—— A
a)Para cada variable x, 8(x)=s(x)
b)Para cada simbolo de cte. ¢, §(c)= cE
c)si tl,...,tn son términos y f es un simbolo de funcién
n-aria, entonces

BECE, v st ))=E0 (B(E), 00 B(E))

7



II)Férmulas atémicas

@) fmg =(t,t,) [s] sSE B(t)=5(t,)

'b) Si pPes un simbolo de predicado n-ario ’
: |=a P(tl,...,t)[s] ssi <s(t ),...,s(t )>ng

IXI)Otras férmulas.

a) k=g “wis) ssi =g pls) :

b) |==a (p —W) [s] ssi }aa p[s] o |--g ¢{s] o ambas

c) '_ﬂ vx p[8] ssi para todo deA se tiene |=E pls(x/qd)]

donde s(x/d) es 1la funcién gue coincide con s en todo

excepto en la variable x que toma el valor d, e.d.

s(y) Bl y=x
a(x/a) () =] s o
si y=

Modelos.

Consecuencia l6gica.
Definicién.
Sean I' un conjunto de férmulas, ¢ una férmula. Entonces

T implica 16gicamente a ¢, o ¢ es consecuencia 16gica
de I', I'k=p , ssi para toda estructura @, para el lenguaje y
toda funcién s:V——A t.q. 9 satisface todos los elementos
de I' con s, #l también satisface ¢ con s.

Decimos que ¢ y ¥ son légicamente equivalentes ssi ¢l=y¢
Y V=,

Una férmula ¢ es vilida ssi ¢|=p (denotado por |=p). Asi,
@ es valida ssi para toda 8l y toda s:V——A, 9 satisface p

con s.



Teorema.

Supongamos dque 8,18, Son funciones de V en A que
coinciden en todas las variables que ocurren Jlibres en  la
férmula p. Entonces,

k=g ®(s,] 881 =y o[s,]
Demostracién *-

Corolario.
Sea o un enunciado. Entonces, o bien,
a)d satisface ¢ con cualquier funcién s de V en A 6

b)d no satisface o con ninguna funcién tal.

-Si se cumple a) entonces decimos que o es verdadero en #
(}—ﬂa') 6 @ es un, modelo de o vy,
-Si se cumple b) entonces ¢ es false en @ (No se pueden

cumplir ambas).

g es un modelo de un conjunto £ de enunciados ssi es un

modelo de todos los elementos de .

Corolario.

Para un conjunto ZU{t)} de enunciados L}= T ss5i todo modelo

de ¥ es modelo de T.

Teorema.
1) |=-g(cu\13)[s] sgil j=a{s] y =8(s8); similarmente para v y .

2) k-gax a[s] ssi existe deA t.q. k—au[s(x/d)].

Demostracién. * -



Definibilidad de una clase de estructuras.

Para un conjunto ¥ de enunciados, Sea ModZ la clase de
todos los modelos de X, e.d. la clase de todas las estructuras
para el lenguaje en las cuales todos los elementos de % son

verdaderos.

Definibilidad dentro de una estructura.

Consideremos una estructura fija #. Supongamos que ¢ es
una férmula tal que todas las variables que ocurren libres en
¢ estan entre v‘,...,vk. Entonces para los elementos al,...,ak
de A

l'"ﬂ w[al, ..,ak]
significa que 8 satisface ¢ con algquna (y por tanto con
cualquier) funcién s:V——A para la cual s(v,)=a, isisk.
A cada p y # tales podemos asociar la relacién k-aria en A,

{<a,...,a>: }:—H Pla, ... a1}

Llamemos a é&sta relacién k-aria que ¢ define en #i. En
general, una relacién k-aria en A se llama definible en &
ssi existe una f6rmula (cuyas variables libres estdn entre

VireseV,) que la define en 4.

Homomorfismos.

Sean 4,8 estructuras para el lenguaje. Un homomorfismo h
de # en 8 es una funcién h:A~———8 (donde A y B son sus

universos respectivamente) tal que:

10



a)‘ Para todo simbolo de predicado n-ario y toda n-ada
<@y 00> de elementos de A

S g

<as--. ,a">el’s F-1:3 4 <h(a‘) o e ,h(;n)>eP
b) Para todo simbolo de funcién n-aria £ y toda n-ada tal,
4 8
h(f (a,,..,a))=f(h(a),...,h(a))
c) Para un simbolo de cte. c
h(cﬂ)=c8
Si adem&s, h es uno a uno y sobreyectiva, entonces

se llama un isomorfismo de # sobre 8 entonces §' 'y 8 se dicen

isomorfos (#sB)

Teorema de compacidad.

a) En particular un conjunto I de enunciados tiene modelo
s81 todos sus subconjuntos finitos tienen modelo.
Demostracién. * .

b) Si I'lk= p entonces existe un subconjunto finito r,sr de I'

t.q. Tjp=ep
Axioma de eleccién y alqunos de sus equivalentes.

Axioma de eleccién.
Este es una afirmacién muy especial en Teoria de
Conjuntos, ya que afirma la existencia de algo para lo cual no

se da una definicién, su versién mis sencilla es:
~Para todo conjunto de conjuntos no vacios existe una

funcién de eleccidén, que elige un elemento en cada uno de los

conjuntos no-vacios.
11



Ahora daremos algunos de sus enunciados equivalentes.
Sea <A,r> un COPO (Conjunto parcialmente ordenado), entonces
una cadena en A es un subconjunto CsA con el orden r
restringido a C tal que <C,r> es COTO (Conjunto totalmente

ordenado) .

l)Lema de Zorn.

Sea <A,r> un COPO no vacio tal gue para toda cadena C en
A hay un elemento b en A tal que todo elemento de C estd
r-relacionado con b 6 es igual a b (tal b se llama una cota
superior de C). Entonces en A hay un elemento m que es maximal
en <A,r>, en el sentido de que m no estad r-relacionado con

ningdn elemento de A.

2)El producto cartesiano de cualesquiera conjuntos no-vacios

es no-vacio.

3)Para todo conjunto A, hay una funcién £, con
dom. (£)=P(A)~{$} y VBSA £(B)<B.
Nosotros utilizaremos el Lema de Zorn, cuya egquivalencia

con el Axioma de eleccién esti demostrada en *.

Conceptos de &lgebra.

Definicién.
Un conjunto R#$ es un anillo si en R hay definidas dos
operaciones + y - respectivamente tales que para todo a, b, c

en R.
12



1) a+b esta en R

2) a+b=b+a

3) - (a+b) +c= a+(b+c)

4) Existe un elemento 0 en R t.q. a+0=a vacR

5) vaeR existe un elemento -a en R t.q.’ a’+(-a)'=0 -
6) a-b esta en R i

7) a-(b'c)= (a-b):-c

8) a-(btc)= a'b + a'c

Definicioén.
Un anillo conmutativo R es un anillo que tiene la propiedad de

que para todo a,b en R a-b=b-a,

Definicién. ,
Si R es un anillo conmutativo entonces a=0¢R se dice que es un

divisor de cero si existe un beR, b=*0 t.q. a-b=0

Definicién.

Un anillo conmutative es un dominio entero si no tiene

divisores de cero.

Definicién.

Un anillo es un anillo con divisién si sus elementos distintos

de cero forman un grupo bajo multiplicacién.

Definicién.

Un campo es un anillo conmutativo con divisién.

13



Definicién. .
‘Un ‘subconjunto no vacio U del anillo R es un idéalyde'n si
/1) U es un subgrupo de R bajo adicién.

2) “Para tédo ueU y reR ambas u-r y r-u estan en U.

Definicién.
Dado un ideal U de un anillo R, sea R/U el conjunto de todas
las distintas clases laterales de U en R las cuales obtenemos

considerando U como un subgrupo de R bajo la adicién.

Definicién.
Un ideal M#R en un anillo R es ideal maximal de R si para

todo ideal U de R, si McUcR entonces R=U o M=U .,

Teorema.

i R es un anillo conmutativo con elemento unidad y M es un
ideal de R, entonces M es un ideal maximal de R ssi R/M es un
campo.

Demostracién. %

Teorema.
Sean R,R’ anillios y p un homomorfismo de R sobre R’ con kernel
U. Entonces R’ es isomorfo a R/U.

Demostracién, *.

14



Conceptos. de anilisis matematico.

Principio Arquimediano o Propiedad Arquimediana de los nGmeros

.-reales R y algunos equivalentes.

a) VX([XeR A x>0] » 3n{neN A nx>1])

b) Vyvx([x,YeR A X,y>0] = 3n[neN A ny>x])
c) VX([®%€R A x>0) » In[neN A x<nj})

d) Vx{([xeR A x>0] » 3In(neN A 1/n<x])

e) VX([XeR A ®>0} » 3n{neN A n-1=x<n])

T15.



CAPITULO III

" MODELO DE LUXEMBURG,

Definicién de la estructura R*. y algunas de. sus propledades.

_Definicién.. :
‘Sea . R el conjhnto de ‘los/nimercs’ reales. Entonces definimos
_:inductivamente 105 siguient:eé ‘conjl‘mtos:‘

Ra =R

Rn‘l_ T(Ukn=0Rk)n=0,l,2....
Donde P(X) denota el conjunto de todos los- subconjuntos de X.
A la UnzuR.. le llamaremos la super estructura sobre R y la
denotaremos con R’.

Asi pues, R'=Un=oRn=R U P(R) UPRUP(R)) U ...
R=R y observamos que anRn=¢ con n=0 y R<R<...cRCR c...
y ademids gque RsRlenze. . 'ERnEanIE' ..

A los elementos de R° los llamaremos entidades de la
superestructura R° y a los de R, individuos de R’ .Definimos
par ordenado en el sentido de Kuratowski:

(a,b)={{a}, {a,b}}

las n~adas guedan definidas inductivamente
(a)=a,

)

por tanto las n-adas son entidades de R".

(a,,-..0a,3 )=({a,...,a),a
Podemos definir las operaciones algebraicas como

relaciones ternarias; siendo P la relacién producto y S5 la

relacién suma, entonces

a-b=c si y s6lo sf (a,b,c) € P € R"

16



a+b=c si y s6lo si (a,b,é) € 8 € R y asi sucesivamente...
por.. lo tanto las propiedades ‘de R se expresan en términos de

ciertas entidades de R°.

Definicién.

A las. entidades de R-R__ {nzl). los llamamos de rango n en

1
R°. A los individuos les damos rango 0 (es natural ya que los
individuos aparecen por primera vez en R, que es la base), ¥

el conjunto vacfo tiene rango 1.

Observacién.
Si a € R” entonces el rango de a es el natural n mas pequefio

tal que a € R,

Proposicién 3.1

si a,a,,...08 € R" entonces

(a‘,az,...,an) = max(rg (al),rg (az),...,rg (an))+2(n-1).
Den.

Induccién sobre n. R e
n=1) sea aeR’, = rg(a,) =max{rg(a )}+2(0)

n=2) sea a, a,e R

» rg(a,a) = rg{{a},{a,a,}}1 = max{rg(a),rg(a,)} + 2(2~1)

e 3 €R*

n=3) sea a, a
- rq(al,az,an)-f-rg((a‘,az),a3)=max(rg(al,az),rg(as)}+2
=max{max{rg(a,),rg(a,) H+2,rg(a,) }+2
-max(max(rg(al)+2,rg(az)+2),rg(a3) 2
=max{maxrg(a, )+4,rg(a,)+4,rg(a))+2}

smax{maxrg(a,}, rg(az) ,rg(aa) }42 (3-1)

17



Lema 3.2

i) RpCRn vnzpzil
ii) U"k_OR&=R°U R Vvnz1l

iii)}stmIVOSkSn vnzo

iv) sixeyeRn (nzl)-oxeRDUR“_‘l

VISL (%, %,,-.0,%) €Y € R, (P2 1) » %, 000X, € R, UR

-1

En particular si ¢ € R° es una relacién binaria :ntonces
su dominio dom(p) = {x : Iy (x,y)e ¢ }eR'y subrango

rg(e) = {y : 3x (X,¥) € ¢ } € R

Dem.

i)Sea pz1l y nzp
»] xeRp=5’(Up' R) »xc WP’ R cU” R

k=0 'k k=0"k

+x e P R) = R.

ii)sea n= 1

2] Seaer"k_Ok-wBRktalquexeRk p.a. 0 sk sn

sik=0-st Y, sikzl»xenn.
e]Sea x e R, UR »xeR oxeR »xelU _R.
iid) R, = P( U"_oRk) =P(R, UR) y R €P(R,UR).

18



3 ~Rn'3
y.asi sucesivamente...

El lenguaje L que ahora introduciremos es:
~Los simbolos de L son:
i)Los conectivos A, v, =, =, A,
ii)Una sucesién numerable de variables.
itj)cuantificadores(3) existencial y (V) universal.
iv)Paréntesis.
~Los parimetros de L son:
1)El predicado basico e.
ii)constantes. Este conjunto es infinito pero fijo.

Asumimos que el conjunto de constantes de L estd en una
corrrespondencia 1~1 con las entidades de la estructura R* y
ahora identificaremos las constantes. de L con las entidades
de la estructura R’ tal y como si R’ fuera parte de L.~

La interpretacién del predicado basico € de L en R° serd
la relacién de pertenencia de la teoria de conjuntos.

Las férmulas (admisibles, FBF y FNP), se construyen y
definen como en el capitulo II.

El conjunto de las FBF admisibles de L se denotard por
K=K(L) Yy el subconjunto de K de todos 1los enunciados
admisibles verdaderos en R’ por K=K (L) .
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Toda 'L-estructura '(R‘) en la cual la L-estructura R’
puede ser propiamente inmersa y para la cual todo enunciado
admisible de R° wverdadero en R° con una interpretacién
adecuada de los simbolos en '(R') tambien es verdadero en
°(R'), se llamard un modelo no-estandar de orden superior de
R'. En ese caso el conjunto "R de individuos de °(R') es un
campoe totalmente ordenado del cual R es un Subcampo propio.
Pero '(R‘) no es la superestructura determinada por 'R, en
efecto, si A=P(R) entonces bajo la inmersién de R° en .(R')
estas constantes no denctaran el conjunto de todos los
subconjuntos de 'R, serd solamente un subsistema del conjunto

potencia de °R.
Modelo de R' que es un ultraproducto.

Teoria de Fliltros.

Definicién.

Sea I un conjunto distinto del vacio entonces por filtro sobre
1 entendemos, un conjunto no vacio U de subconjuntos de I tal

que cumple:

i) ¢ « U, Ieu
ii) U es cerrado bajo intersecciones finitas

11i)Si U < G y U € U entonces GelU

Definicién.
Un ultrafiltro U es un filtro maximal(e.d. si USF y % filtro™

entonces U=¥).



“ Proposicién 3.3, R s e R T

Un filtro U es un ultrafiltro si 'y sélo'si.para :od'b"ilﬁjc’I’b

U'e U o I-Uel,

Dem.’

<] Sea U ¢ I y supongamos que U-. ¢ U sea’. G={xSI/UUxelU}.
Veamos primeroc que U € G: sea x. € U » x's (uUx) y.u fi;ﬁro

+ UU x e U » xeG. P.D. que G es filtro sobre I.

i) Si¢sG-oUU¢-=Ue1.lperosupusimoa que UelU:~.¢egG
como UUI=IeU »1IcaG.
ii)sean X, X, € G p.d. X, NX,€6
Ule, wx, e ¥ » (UWx)n (Usz) e U pero
(Ule) n (Usz) =u U (x,nx,) “ (xnX,) € G

iii)sea X, € G ¥y X, S X, p.d. X, € G.

ulx, < UUx, como UUxe U » Ulx,e U . x,€G.

Asi pues G es filtro, pero
VU(I-U)=I e U » (I-U) e G » (I-U) ¢ U
pues U = G porgque U es ultrafiltro.
«]U es filtro y VUSI, UelU o I-Uel p.d. que U es ultrafiltro,
Sea ¥ filtro tal que USF y sup que U=F
»3we¥ t.q. wel
=I-well »(como UcF) I-we¥F
»WnI-w=p € ¥ porque ¥ es filtro v
contradice la suposicién, por tante la proposicién es cierta.s
Observacién.
U es ultrafiltro ssi Para todo fie¢r i=i,..,n, si U"mfie'u
entonces 3ie{1,..,n} t.q. fieu.
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. Dem.

+] ‘Sean  £iST “i=1,

Si=1,..,n-

Y '\I-fi'e_'lt.l‘ para..cad
ST

‘ie]lp.d. . que. U es ultrafiltx;'
sea Usp y USI »:I-UST: » U

Definicién.

Un filtro ¥ es llamado ~S-incompleto;:

sucesién Fe¥ (n=1,2,...) tal que n.F

ne n“ ",

llamado é-completo si no es §-incompleto.

Definicién.
Un filtro ¥ es llamado libre cuando (F:Fe¥)=$ .

Proposicién 3.4.

Un ultrafiltro U es &-incompleto sf y sélo si existe una
particién. numerable {I} n=1,2,... del conjunto. I. sobre el
cual U estd definido tal que I" ¢ Y para todo n=1,2,...

Dem.

«] Sea (I}

ne1,2,... particién t.q. Ie¢ U = I-IeU porque

es ultrafiltro a+° I-I=1I-U° I =} e U porque ¢ ¢ U.
«]tenemos que existe una suc. fneu t.q. n‘”":‘fnﬂ.l
Sea {fn:n < w} con £n e U,
sea g:I——— w U {8} tal que
vi
w si iepn £n
athr= {

min. n (n < w) tiq.-ie fn "si ien fn
22



Entonces {g"(o;'
den. :
i) sea a=n, B=m - sup..
sea o=w, f=n sup. ie (g (W)
- q"'('{) :
ii) Uy o™ (e)=1. ifE

. iii)no es vacia cada g"(u)‘.
p.d. que g '(n)e Y. Vn
caso 1 n=w
n"m,tndl dado que tomamos -la susecién que. existe por
ser U S-incompleto
+ glw)=n°  fne u.
caso 2 n<w
= g (n) = {ie I:g(i)=n }
€ {ie I:i¢ fn}=I-fn
#+ dado que fnel » I-fnel

g t(n)e u. -

Procederemos ahora a describir wuna estructura la

.cual. es un ultraproducto de R°.

Sea I un conjunto infinito sea U un |ultrafiltroe
d-incompleto de subconjuntos de I y sea {In} n=1,2,... una
particién numerable de I que satisface In ¢ U para todo

n=1,2,...

Definicién.
Por R‘I denotamos el conjunto de todas las funciones de I en
R°. Existe una inmersién natural a ——— 'a, de R'en R'T
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definida por 'a(i)=a‘ pa:x:a . t tia
T :

identificado en R porilaé“funciones constantes

Definicién e i

si a,beR'I entonces a=, b sf' y 5616'5'1: b(i a(i)éby(:‘L)ﬂ}e U 4 ae,b

s{ y s6lo si (i:a(i)eb(i)}e U.

Como consecuencia inmediata de esta ‘definicién se tiene
que a=b si y sélo si 'a=.u'b y aeb si y s6lo si 'aeu'b.
Mostraremos gque Vva,be R'I se tiene que a=b o azb y acb o
aeb.,
Sea Ul=(i:a(i)=b(i)) Y Uz=(i:a(i)sb(i)} » UlUU;-IE'U
- u‘e‘u Y Uzgu o Uze’u Y Ul‘“ s~ a=b o azb .

La otra demostracién es andloga.

Dado que los individuos de R" son sin elementos pero = ¢,
esto en teoria de conjuntos quiere decir que R® esta basado
sobre un conjuntoc a cuyos elementos se les nombra
urelementos, en términos de € se demuestra el siguiente

resultado.

Proposicién 3.5.

a=b si y sélo si VceR'I

(aec e» bec).
Dem.
=]s) Sup. asb sea ceR'Iy supongamos que a€c
- U‘={i:a(i)=b(i)}e U y U;{i:a(i)sc(i) e
»Un U= {ita(i)=b(i) A a(i)ec(i)}
S {i:b(i)ec(i))e U pues Un Ueu
bec.
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»]«) Es andlogo.
«] Sea .a,b ER'Ip.d. a=b, sea ce r°T ta1 que c(i)= {a(i)}eR"
» {ita(i)ec(i))}=Xe U = aecc = bec = {i:b(i)ec(i)}eu
pero {iib(i)ec(i)}={i:b(i)=a(i)}e U
o b=y, a. - :
Asumimos que los elementos de R'I estan relacionados 1~1
con las constantes del lenguage 'L, mejor aun ‘L tiene 2
predicados badsicos =,e, entonces se obtiene una *L-estructura

de r°T

cuyos conjuntos de enunciados verdaderos dependen de U.
Una subestructura de nuestra 'L-estructura serd simplemente la

que satisface en clierto sentido los enunciados de K,-

Lema 3.6.

i o4

1i) sl a,beR" y acb = ‘ac’p

1ii) si a,b € R* entonces aeb s *ae’b
iv) vaer' “{a}={"a}

v) sia,...,a R entonces a) (W a)= U Ca,

=171 11
b) '(n"‘_‘a‘)= n“l_l'alc)'{a‘,...,an)=('al,...,'an),
d) .(a‘, vee ,an)=(.a‘, . ..'an) Y e).(alx. ..xan)-'a‘x, cen ,x'an.
vi) va,beR*’(a-b)="a-"b.
vii) si be R* y es una relacién binarjia =» a)'(dom b)=dom b.,
b).(rg b)=rq'b y VaeR" se tiene
“(b(a))="{y: (Iix(xea & (x,¥)eb)}

='b('a)=(y:3x(x€'a A (x,y)e'b)).

Dem.

i) Es claro que (1:x(i)¢'¢(i)}=Ieu para cualguier xeR’I

S4=4
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v) a) et (U a) = ({i:?(i‘)e.‘(lf',ﬂal)(1))E u

v : e {i:c(i)eU'J“aJ}eu

e, (;:c(i)en'-wjzxa’)a u
- (i:c(i)en"]_l(n'—a,))e u

- (i:c(i)e(R'-aJ)V

sot,enint® u
oy n“j_t(i:c(i)s(x'-a’)}e U
- I-n"]ﬂ(i:c(i)e(R'—a]))e u
[ U‘JﬂI—(i:c(i)s(R'-aJ))e u
- 3J t.q. I—(i:c(i)eR‘—a’}e U p.a. j=1,...,n
- 3J t.q. I-(I-(i:c(i)ea‘}e U p.a. 3=1,..,n
- 3] t.q. {i:c(i)e aj}e U p.a. j=1,..,n

- 3 t.q. (i:c(i)e'a,(i)}eu p.a.j=1,..,n

e 3 t.q. ceca p.a.j=1,..,n. & CEU“FI‘BJ
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c)Dem. induccién sobre n.

para n=1'{a}=({"a} por iv)
supongamos la proposicién cierta para n, p.d. n+l.
¥="ta, .U )

. .« e . . .
{a,c..ra,a }={a,...,ala

}.

-'{a‘,...,an,am‘
d)Dado que el par ordenado fue definido segn Kuratowski y
las n-adas inductivamente con el inciso anterior queda
demostrado que: )

O a,..a)=a, ..., )

Analogamente para e) '(n‘x. . .xan)= 'alx. . .x'an.

vi)oe'(a-b) el ={izc(i)e’(a-b) (i)}eU
- U‘-(i:c(i)e(a-b) Ye U
- U;={1:c(i)£a A c(i)eble U
e~ ({i:c(i)ea}  ({i:c(i)eb})e u
- (ilic(i)e’a(i)}e ¥ y {i:sc(i)e'b(i)}e U

- ce'a Yy ce’b . ce "a="b

vii) a) xe (domb).ew {i:x(i)e ‘(domb) (i)}e U
e {i:x(i)e dom b}e U
= {133y (x%(i),y)e b}e u
e a={i:3y (x(i),y)e ‘b(i)}e U
27



"_si e T<A

‘o2 Sea D={i:(x,y ).(1)=(x(1),y,(1))}e U

Dado que los enunciados de 1las matem&ticas se pueden
expresar en el lenguaje de teoria de conjuntos, e.d. se pueden
expresar en términos de € e =, entonces podemos escribir 1lo

I y utilizar las

que significa par ordenado_ ¥y pasarlo a R
definiciones de ¢ e = modulo el ultrafiltro U.
ez Fijamos un Y=Y, (Instancia existencial).

La demostracién es andloga para el caso de

b)*(rg b)=rg('p). -

Definicién.
Una entidad a de la  L-estructura R'I es llamada interna
cuando existe un nilmero natural n tal que ac’Rn. Una entidad
interna a es llamada estandar cuando existe una entidad beR®
tal que a="b, Toda entidad la cual no es interna es 1llamada
externa.

El conjunto Unzo.R" de todas las entidades internas es
llamado el ultraproducto de R’ con respecto al ultrafiltro U y
ser& denotado '(R') .
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observacién.

; 1Noﬁe57e que Vlay fdnciéh_'a~'——-»'a de R” 'en R'I, inmersa’ R'en':

la. ‘subestructura '(R')‘ de R'I.

OBSERVACIONES
R°= URn
1-.(R')=U'Rn={xER'I:x es interno} es transitivo, e.d. todo
elemento de un interno es interno
2—'[R' ]={'a:aeR')'=(xeR'I:x es estandar} no es transitivo, e.d.
un elemento de un estandar puede no ser estandar; aunque si
interno.
3-"(R*)URn y "[R°] «U'Rn.

La nocién de rango se extiende de inmediato a entidades
internas.

Una entidad interna ae (R’) se dice que tiene rango n

{n=1) cuando aE.Rn—.Rn01; las entidades de 'Ro tienen rango 0
Yy les llamamos individuos de '(R'), nuevanente el conjunto '¢

tiene rango 1.

Teorema 3.7.

Existen entidades internas las cuales no son estandar. En
efecto si aeR’ es una entidad la cual tiene una infinidad de
elementos, entonces existe una entidad be'a tal que b es no
estandar. '
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Dem. -
‘pado .que a es un conjunto infinito existe una sucesion {bn}
=i, de'glementos de a tales que bnzbm Vn,m=1,2;

Sea In una particién de I tal que Ing¢ U, vn=1,...

» Sea b:I——at.q. b(i)=bn vieIn (n=1,2,...)

Claramente be’a pues {i:b(i)ea}=IeU pues b(i)=bnea(si ieIn)

sin embarge b#x para todo x estandar; pues si x es estandar

entonces x=c para algin ceR’ y entonces x(i)=c, VieI de donde

¢
{ieI:x(i)=b(i)}=
{ (io) p.a. ioelncI P.a. n.

(io):lntu porgue U es J&-incompleto con la particién 1In
dada, por lo tanto (in)ﬂl. Asi pues {ieI:x(i)=b(i)}eu y b=x
para cualquier x estandar, e.d. b es un elemento no estandar

Proposicién 3.8.
Una entidad a es interna ssi a es un elemento de una entidad
estandar.
Dem.
=] a es interna =» 3In t.q. ae’Rn Y ‘Rn es estandar pues RneR°.
«]p.d. que si as'b, beR’ » a es interna.

beR’ » 3Rn t.g. b € Rn p.a. n>0 como ae'b, 3i t.q. a(i)eb

- bdRo » b<Rn_‘

. e .
» ae€ bc R ,~aR_ .aes interna. =

Teorema 3.9.

Si aeb e'Rn(nzl) entonces ae'RoU'R"_‘, esto es los elementos de

una entidad interna son internos
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Dem.

i (:l‘,).ERa)‘Ei, P N TR .
}e u,y:v {1 Vaﬁ(i)'eb(i))s U porque. acb
tiza (i) ’p‘(i)ixounl»‘_,)e u

: s{i:a“(i)eR'OUR“_l}e u

w {iza(D)e"(RUR ), (1)1 U . acRU'R |

L
Anélcgo al caso de la L-estructura R° 1llamaremos una

‘L-FBF admisible cuando todos los cuantificadores que ocurren
en esta son de la forma "(vx)[[xe€a)e...]" y "(3x){[xeala...]}"

donde a denota una entidad constante de r-I.

Definicién.

Una FBF adnisible de ‘L es llamada interna cuando todas las
constantes que ocurren en esta denotan entidades internas. Una
FBF admisible de 'L es llamada estandar cuando todas las
constantes que ocurren en esta denotan entidades estandar. Por

tanto una FBF estandar es interna.

Definicidn.

EL conjunto de todos los enunciados internos de’ 'L se
denotaréan por 'K='K('L) Y el subconjunto de todos 1los
enunciados internos los cuales son verdaderos en '(R') se
denotaran por 'K°='K°(.L) .

Si V es wuna FBF admisible de L, entonces su
*-transformacién a 'V se definird a 'L como una FBF estandar
la cual fue ontenida de V al remplazar en V todas las
constantes digamos, a,seeepa que ocurran en esta, por
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parentesis. .

: "V(Yln LREND 63

- Dem.,.

AeR” estd dado: -
- Vav(icl,...,xp,al‘,...,aq) aes atémica
=~ Ves (xl,...,xv,a‘,...,aq_‘)e a, o
: (xl,...,xp_l,a‘,...,aq)g xpf-
con posibles permutaciones de variables y ctes..
«s por def.y lema 3.6 °A=((x‘,...,xp):(x‘,.r..,xp)e ‘a y
(x],...xp,'al,...,°aq_l)e 'aq: *vi.
-Si V es una L~FBF sin cuantificadores.
Sea V y W dos L-FBF admisibles y tales que cumplen el teorema.
p. d. que {VAW] y (V] lo cumplen.
Asumimos que 'A=((xl,..,xp) :(x‘, ..,xp)e'a y 'V}.
p. d. 'B={(xl,...,xp):(x‘,...,xp)e'a y -1'V} donde B= a-A
- "B="a -"a.
Ahora V=V(xl,...,xp,yl,...,yq) Y H=w(xl,...,xp,z1,...,zr)
entonces A={(xl,..,xp,y],..yq,z‘,..,zr) :(xl,...,zr)ea Yy [VAW]}
- A=((x‘,..,yq):(x‘,..,yq)sa Y V} n :
((xl,..,zr)x(x‘,..,zr)sa y W}

e A=) (k. Y)Ea Y VIRTU(X, 02t (X, 2)ed Y WED

- CA={(x,vay) i y)Ea Y VALK, ., B) (R, L2 eaTy ‘W}
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-8i V tiene cuant;ficadores entonces apllcamos induccién sobre

el nimero de cuantificadores.

Para n=0 ya se demostré.

Supongamos que la afirmacién es cierta para: férmula“s con menos

que o con igual gque n cuantificadores.

P. d. para nt+l cuantificadores.

Sea V=(gx

ne1 BARD ,yq)déﬁde “V'- “estd  en

) e (@WK

FNP, ge{V¥,3}, W sin cuantificadores y y‘,...,y‘1 son variables

libres gue ocurren en V.

Caso 1 Sup que qxn.luaxnn, b denota el dominio de este

cuantificador, dado que V es admisible, be R".
B=(((¥, s 1Y) 0%

nel

YEU¥, e eY,) X, Jeaxh ¥ (A ) .. (ax,)W)

el
con ae R*
e h.i.

By, s ¥, %, ) E YY) ok Ne'adh Y (@) (ax,) H)

El dominio de la relaci6n binaria es el conjunto:

n'l n+l

A={(¥ s e s ¥ )i (y,p-cpY deay (3X ) (x €b A (ax)..(gx )W)} )
=y, Y ) Yy e Y VY, sy ) ) B
El doninio de la relacién ‘B es por lo
tanto
YY) Yy )eTa Yy (3x ) 0, €'p A (ax) .. (ax,)"N)
=Y Y)Y -y )eay VY, .-y 0.
Por el lema 3.6 obtenemos

A=Y,y )iy, -y Yy Y

Caso 2

Sea A={ (xl, . ,xp) H (x‘, . .,xp)ea Yy V(xl, .o ,xp) }
donde qu‘=vxm‘
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TEOREMA FUNDAMENTAL ACERCA’DE ULTRAPRODUCTOS (T-F.).

Teorema 3.11.
'(R') es un modelo no-est':andar de R° de orden superior, esto
es, un enunciado admisible V de K(L) es verdadero en R' si . sélo
si 'V es verdadero en “(R') y R esta propiamente inmerso en
“(R).
Dem.
Que R’ estd propiamente inmerso en '(R'), estd dado por el
teorema 3.7.Sea V una L-FBF admisible
p. d. que Ve Kao_-o'Ve.Ko
-siv bno tiene cuantificadores entonces:
a) Si V es atémica por la def. ya esta dado.
b) si V,W son férmulas sin cuantificadores tales que cumplen
el teorema ent.
“(UAR) € K e VAW € K = Ve K, yWeK.

c)Si V=-W con W férmula sin cuant. tal que cumple el teorema
ent.

WeK, e+ mHEK, e WeK e “We'K) e ma'We'K) e ~VEK .
-Si V tiene cuantificadores ent. demostramos utilizando
induccién sobre el nimero de cuantificadores.
Si n=0 ya est& demostrado.
Sup. que el teorema es verdadero para todas las férmulas con
menor que o igual que n cuantificadores.
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P. d. que es verdadero para f£6rmulas con n+l éuanﬁifié’adore;.

Sea V=(qgx,

Caso 1. (qu‘)=3xm

)ee.(ax)¥W en FNP.

. Tk
VEKO o=t A=(xml:xnnea Y (qxn). . (le)Y’}
donde a es el dominio de: (3x
- 'A=(xm‘:xm‘e'a Y (qxn)

: JEL TSR
) & YE Ko' o
Ca.s? 2. (qxnu) =‘Vxnv\ ) .
VEKO g A={xn“=xm"ea Y- (q'xn) B

- L SR B

: - A=(xm‘:xm‘e ay (q'x“) .

° . AR ,
Ve K, E [

Ejemplos de aplicacién de (T.F.) 3.12. -
B
i) Los individuos de R" son los urelementos de teoria de
conjuntos de R° en el sentido de que ellos son #¢ y no hay
entidades de R® gque sean elementos de individuos. Este
enunciado en Ko se puede expresar como:
VX (VY ({xeR] A [YeR ] = n{yex])) .., ..
- (T.F.)
VX (Vy([xe'R] & (YR ] » ~lyex))) . .
En palabras, no hay entidades internas las cuales sean’
elementos de los individuos de '(R‘) .
ii)La unién de elementos de un conjunto es un conjunto. En K2
Vz([zeRn] - 3y([yeR“] A YX{[%eR ]
» ((xey]] e 3u((ueR ] A [uez] A [xeu))])))}
e (F.T.)
vz([z€'R ] = 3y([yE'Rn] A vx([x€'R )
» [(%ey]] & 3u([ueR ] A [uez) A ([xeul)1)))
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En

entxdad interna.

“¥x([xeR ] % 3y((yeR,,

1A vz([zeR ]

- : “[lze¥] o {26x11)))

n=1, 2,400

V = (F.T.)

vx((xe'R 1-» 3y( [ye'R

nel

1 A vz([ze'R ]
» [[zeY] o« [28x]10)) _, o
En 'KD el conjunto de todas las entidades internas las
cuales son subconjuntos de una entidad internma es una
entidad interna.
iv) El dominio y el rango de cualquier entidad de R° el cual es
una relacién binaria (Bn denota las entidades de todas las
relaciones binarias de rango sn) es una entidad de R'. En Ky
vb([beBn) ﬁ-Bz([zeRn] A Vx([xeRn] -
[(xe2] o= 3y ([yeR ] A [(x,¥)eb])1})) , o .
-(T.F.)
vb([be'B ) » 3z([2e'R ] A VX{[xe'R ] =
[Ixez] = 3y([ye'R ] A [(x,¥)eb]} 1))}
.

En K, el dominio y rango de cualquier relacién binaria

n=1,2,. .

interna es interna.

Teorema 3.13.

Sea v=v(xl, .«ey% )es una FBF interna con variables libres
®pe.,X Y sea ae” (R°) una entidad interior entonces el
conjunto ((x‘,...,xn):(xl,...,xn)ea ' v(x‘,...,x")} es
interno.

Dem.

Caso a) V no tiene cuantificadores
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Sea v=V(xl,...,xn,a|,...,ap) donde . a‘,...,‘av son las
constantes gque ocuirren en V (estas son enﬁidades internas)‘.

» Definimos  la funcién E: '

E:I-——R_ p.a. n tal que

i~ 3E(i). donde . E L

E(L)={(x,, - px ) (X o0 x)ali) Yy VX, .,% 52 (1)

ST
Ee'Rno-o (i:E(i)eR }eU pero {i':E(i)eR;l')f:Iey -
E={(xi, e ,xn) H (x‘, X )ea y V}-es 1hte:rl:ynq’.r
caso b) V tiene cuantificadores. )
Induccién. sobre num. de cuantificadores.
h.i. Supongamos el teorema vilido para FBF con‘mencs que o©
igual que n cuantificadores.
Sea Vn(qxn”)...(qx‘)w, V en FNP, con y‘,...,yF variables
libres )
Casol) g=3 con dum(b)e'(R'), dado que b es interna entonces se
sigue que la relacién binaria
B={((Y,, -+, ¥,) X

V(Y e 0¥ )X Jeaxb ¥

nel nel

(g% ) .. (ax )W(y, .. .yp,xml)) es interna.
» ej.3.12 iv) su dominio

(¥ ) iy, -y dea y (3x

o) (@X) .. (ax )W} es interno.

Caso 2) Tomamos -V y procedemos anilogamente. [ ]
El sistema de los n(mercs reales no-estandar.

El conjunto "R de individuos del U~ultraproducto .(R')
de la superestructura R°, donde U es un ultrafiltro
5-incompleto tiene, segtn el T.F., las mismas propiedades de
R gue pueden ser expresadas como enunciados de Ky

Dado gue R es un campo totalmente ordenado, es facil ver
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que ésta:prc;piédaa puede sber ‘expresada “por enunciados de{l(a;,‘
por ésto 'm‘est un ca&npo totalmente ordenado. 3 e

La 1nm9rsi6n a—o'a de R en R inmersa R en unrsubc&mpb
de ‘R
Notacién.

v Nuestras - expresiones algebrdicas se denotaridn igual al
pasar de R a ‘®r aunque el significado es diferente e.d. at+b=c
en R significa {i:a{i)+b(i)=c(i)}e U, similarmente para la
sustracecién y la multiplicacién, ademds asb en ‘R significa
{iza(i)=b(i)}e Y.

El que R sea totalmente ordenado puede expresarse vpor el
siguiente enunciado de K,

Vi, VY ([%eR A yeR] = {x<y] v [x=y] v [x>Y])
» por T.F.

vx, Vy ([x€R A ye'R] = [x<y] v [x=y] v [x>Y])
se tiene que la relaciétn de orden extendida a ‘R ordena
totalmente a R.

El elemento unitario ec'R que tiene la propiedad de, para
todo O=*reR 'r('x:)"=e y estd dado por e="1 donde 1€R; por esto
simplificamos la notacién no usando mas la *-notacién que
denota los individuos estandar de 'n, dado que ahora
identificamos a R con el subcampo de los nGmeros estandar de
R y haciendo un abuso de notacién escribimos Rc'R.

El valor absoluto /r/ de un nGmero real r se define por

/x/=r si r >0 Yy /x/=-xr si r<ao
y es una funcién de R——R' donde R'={reR/rz0};
esta funcién extendida de R* en '(R') come la funcién '/ / es

./a/=a vosae R b'é '/a/=-a vozae'R
y es una funcién de R—— (R’) por el T.F., de esta manera
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también utilizamos la misma notacién para /a/ donde a es un
nimero real t.q. ae'R. Andlogamente para max{ , )}, min( , ) de
RxR———R, sus extenciones son 'max( PR IS 'min( , ) de
‘Rx R~———'R respectivamente.

Denotemos con S un subconjunto de R. Entonces pasando a
'(IR'), °s denota un subconjunto de R el cual es una
entidad estandar y tiene las mismas propiedades de S que
pueden ser expresadas con enunciados de K. Mejor atGn 1la
subestructura '(s‘) de ‘(R') donde S°denota la superestructura
definida por S, es un modelo ultrapotencia no-estandar de S°.
Como ya habiamos mencionado anteriormente con un abuso de
notacién escribimos Sc'S. Mas atGn, damos 1la siguiente

caracterizacién.

Proposicién 3.14.
s="s ssf S es un conjunto finito.
Dem.
Sea ScR
«] Sea S finito digamos s=(s‘, “ee ,sn) con neN
- 's=‘{s, e ,s)=('s, vee ,'s} 'y dada la identificacién
anteriormente mencionada concluimos que s="s.
»] Supongamos que S es infinito.
» SeR® entonces (teorema 3.7) existe una entidad be's tal que
b es no-estandar bz's VseS besS, e.d.

. §*'S [

Si la constante N denota a el conjunto de los nGmeros
naturales de R entonces la entidad no-estandar "N denota un
conjunto de nlimeros de "R el cual tiene las mismas propiedades
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de N dque pueden ser expresadas como enunciados de Ko. Mejor
aGn precisamente '(IN‘) es un modelo no-estandar ultraproducto
de orden superior de la aritmética.

Dado que "R es una extensién propia de R y con el
resultado del Algebra que afirma que todo campo Arquimediano
es -isomorfo a un subcampo de R podemos concluir que ‘R es no
Arquimediano. Pero ‘R tiene las mismas propiedades que R y R
es Arquimediano.

! Examinemos pues esta aparente paradoja.

£l que R sea Arquimediano puede ser expresado como enunciado
de K, asi:

¥x ([xeR A x>0+ 3n [neN A nx>1})
wpor T.F.

VX ([Xe'R A %>0]+ 3n [ne'W A nx>1])
e.d. con la interpretacién apropiada de constantes ‘R es
Arquimediano con respecto a ‘M. ¥ no Arquimediano en el
sentido del metalenguaje e.d. 0<ae’R entonces existe un
ndmero natural n en el metalenguaje tal que a+...+a>1 n-veces,

es decir, un nimero finito de veces.

Ahora sole consideraremos algunas propiedades de R y sus
extensiones, las cuales pueden ser formuladas en lenguaje de
primer orden e.d. los enunciados en 1los cuales 1la

cuantificacién es sobre nfimeros solamente.

Propiedad de completud de Dedekind de R

Todo subconjunto no-vacio de R el cual estd acotado
superiormente tiene una minima cota superior.

Esta afirmacién acerca de R puede expresarse como
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eijxunciado de K, gque contiene un cuantificador universal cuye
rango est& sobre subconjuntos de R. Entonces por T.F. R
satisface una propiedad de completud de Dedekind en 1la
siguiente forma: Todo subconjunto interno no-vacio de ‘R el
cual estd acotado superiormente tiene una minima cota
superior.

Dado que '(IN') es un modelo no-estandar de orden superior
de la aritmética se tiene gque bajo la apropiada interpretacién
del T.F. el modelo '(N') satisface todos los axiomas de
Peano; por tanto el pricipio de induccién que afirma que, todo
subconjunto de nimeros naturales tiene un primer elemento,
debe interpretarse en '(N‘) en el siguiente sentido: todo

subconjunto interno no vacioc de 8l tiene un primer elemento.

Proposicién 3.15.

Existe un némeroc we'N tal que /r/<w para todo reR

Dem.

Sea {(In} n=1,2,... particién de I t.q. Ineu vn

definimos w:I—— N t.q. w(i)=n vieIn (n=1,2,...)

» para todo seN A={i:w(i) < s}el,

como en R existe la propiedad arquimediana entonces dado un
real r existe un natural n tal que r<n e.d. )
{i:w(i)sr} & {i:w(i) < n}el . B={i:w(i)sr}eu

por definicién we'M y si tomamos I-B concluimos /r/<w =
Esta prueba estd basada en que U es J-incompleto, Yy
demostramos que *N contiene un nGmero mas grande gue cualquier

nGmero real positivo, al cual llamaremos infinitamente grande.
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. Dvéﬂnicién_.
Un ﬁﬁmero' ag'rR es llamado finito siempre gue exista un nGmero
real. 0<reR .t.q. /a/<r. Un numero ac'R que no es finito se
denomina infinito.
Un ntmeroc ae'R es 1llamado infinitesimal siempre que
/a/<r para todo O<reR.
Al conjunto de todos los nGmeros finitos 'de ‘R 1o
‘denotaremos MY al de todos los infinitesimales por M.
Obsérvese que RcMo, chMu Y M‘nR=(0} e.d. 0 (cero) es el

Gnico infinitesimal estandar.

Definicién.
Dados r,seR decimos que r es infinitamente cercano a s (rss)

ssi /r-s/eMl.

Proposicién 3.16. )
Un nimero ac'R es infinito ssi /a/>r Vo<reR
Dem. ' ’ 7 s .
«]Como /a/>r YO<reR entonces a rvmVes finito . e.d es infinito
por definicién. :

+}Sup que 3reR t.q. /a/<r =+ a es finito. ‘n

Por esto el nim. w definido anteriormente es infinito, su

reciproco es un infinitesimal. De manera m&s general:

Proposicién 3.17.
Un nGmero O#ae R es un infinitesimal ssi su reciproco l/a es
infinito.
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Den.

1/a @s infinito es v

e VL >06€ ‘/a/' <1fr ' es: 1r:ifini£ési al

V‘I'éorema::l.ls.,» - ]
Un nGmero ne'N es finito ssi nvr es-‘un‘'ndmero. natural. (e.d.
.NnM°=N)

Dem.

ajva ests dado puesto que WM, y Nc'M

S]Sea xeNpM . En 1(0 se tiene el siguiente enunciédo:

VYX({[XeN] o [XST) &= [X=1] v [X=2] V...V {x=p])

donde r y p son constantes y p=[r] es la parte entera de r.

w t.f.

Obtenemos que n=1 0 n=2 o...on=[r] . XeN [}
;

De este teorema se sigue que el conjunto de todos los
nimeros naturales infinitamente grandes estad dado por “N-N.

La funciédn r——([r] de R en sU{0} donde ([r] denota el
mayor entero no negativo menor o igual a r se extiende de R
a '(R') a la funcién '[ ] de '(R+) a 'INU{O) por el T.F. se
sique que para todo osac’R, "(a] es el entero no negativo méas
grande menor o igual que. También en este caso simplificamos
la *-notacién.

Hu es un subanillo de 'R porque HO:'R Y (M°,+|m,-|m) es
un anillo y es un dominio entero ya que M, no tiene divisores
de cero.

M; es un subanillo de M, por la misma razén, ademis si
hle Y aeMD entonces aheM1 por lo tanto Ml es un ideal en M.

P.d. que M, es un ideal maximal en M .
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Dem." i . SRS .
. Séé Uideal g\{g’ﬁlcuzuo ¥y M#U p.d. U=M,
s ' nivvers finito no-infinitesimal
,-‘-’s{éa;i""‘s‘umél inverso multiplicativo de i

» ii"'=1eu U=M "

Consideremos el anillo cociente MO/H‘ entonces dado due
M es un ideal maximal en M, el anillo cociente MO/Ml es un
campo (ver teorema de &lgebra cap. II). Afirmamos entonces el

siguiente teorema.

Teorema 3.19.

El anillo cociente H‘_,/Ml es orden isomb6rfico (que hay un
isomorfismo que respeta el orden) al campo de los ntmeros R.
Dem.

-Si A es una clase de equivalencia de M,/M,, entonces A no

puede tener dos nlmeros reales distintos r, r,, porque de ser

2’
asi /r‘-rzls 0 con r»r, entonces /rl—rzlek
/rx—r2/</rl—r2/ v » R es un subcampo de Ho/H;'
P.d. A todo aeM, le corresponde un Gnico nGmero real r el cual
es dGnico t.q. fa-r/= 0.

Sea aeM, entonces los conjuntos D={r:reR y rsa} y D’=R-D
definen una cortadura de Dedekind (D,D’) en R.

Sea reR el cual determina la misma cortadura (D,D’)

p.d. asr; si no, entonces por definicién 30<eeR t.q. /Ja-r/zc
=si a >r + a-rze >£/2 + a > r+£/2 . a y r no determinan la
misma cortadura v

-8i a <r =» =-a+r=ze >€/2 » a < r-gf2 » a y r no determinan

la misma cortadura v
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: ) s asyr
Uﬂyiycyi‘dad.‘ Sup. a®r y asr, wrsr ¥
H‘ ‘es ‘el kernel dado que si acM, » a= 0
El Gnico homomorfismo de anillo y de orden de M, sobre R
éon kernel “a determina entonces que R es isomorfo a HO/Ml(Ver

teoremas de dlgebra cap. II).m

Definicién.
El homomorfismo de anillo y orden encontrade serd 1llamado

parte estandar y se denotari por st.

Proposicién 3.20.

Sean x,yeHo st(x)=st(y) ssi x-yeH‘ e.d. x= y.

Dem.

=] x = st(x)=st(y) » y L xsy

«] Tenemos que st(x) =~ st(y) pero st(x) y st(y) estan en R

» st(x)=st(y) =

Teorema 3.21.

Sean a,b en Ho

i)st(atb)=st(a)+st(b), st(ab)=st(a)st(b), st(a-b)=st(a)-st(b)

ii)asb entonces st(a)=st(b)

iii)st(/a/)=/st(a)/, st(max(a,b))=max(st(a),st(b}))
st(min(a,b))=min(st(a),st(b))

iv)st(a)=0 ssi aeM,

v)para todo estandar reR se tiene st(r)s=r

vi)si st(a)z0 entonces /a/ = st(a)
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Dem.
: Sean a'=st(a) y b’=st(b)

i) como a=a’. y b=b’ = a+b=a'+b'

ii) Esta dado porgque st es morfismo de orden

iv)st(a)=0 e ax0 e aeM,
v)Como /x:—r/=0eH| ent st(r)=_r_"
vi)caso 1)si st(a)=0 =» 0=st(a)ﬂ/$/
caso 2) si st(a) >0 '
» p.d, *** gt(a) >0 ss5i a >0

»]sup st{a) >0 y as0 = sl a=0 V, sl a <0» 0 >a=st(a) >0 V
w]a >0 » st(a)~ a >0.» st(a) >0 entonces a>0 » /a/=a= st(a).
iiijutilizando *** ge da st(/a/)=/st(a)/ y por inciso (ii) se

da st(max(a,b))=max(st(a)},st(b)) andlogamente para el min. =

La manera usual en que llamaremos a las clases de
equivalencia de M, con respecto a M, es:" Las nmonadas de los
nimeros estandar determinadas por ellos". A las monadas las

denotamos por u(r), reR; en particular p(o) =Hx‘

OBSERVACIONES.

i) (Una construccién no-estandar del sistema de los nimeros
reales R). La dem. del teorema 3.19, sugiere la siguiente
alternativa de construccién. Sea @ la constante de L gque
denota el campo de los nGmeros racionales. Entonces '(o) es el
modelo no-estandar de orden superior de la superestructura 0.
Se tiene ‘0c'R Yy ‘e es un subcanpo de 'R el cual tiene las
mismas propiedades de @ que puedan ser expresadas por
enunciados de Ko' por el teorema 3.7. sabemos gque ‘o+0 p.d.
que ‘0 puede ser usado para definir el sistema de nimeros
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" reales., Para este fin particularizaremos con los racionales de

‘e que son- finitos, e.d. qe'D es finito siempre que /g/< algGn
num. ' racional positivo. El conjunto de todos 1los nfineros
racionales finitos lo denctamos Q , observemos dgue oa='unuo Y
qa'o es llamado infinitesimal cuando fq/ es mas pequefio que
todo ntmero racional positivo, el conjunto de todos los
racionales infinitamente pequefios lo denotamos con o, por
esto o‘='nnn‘. Entonces € es un ideal maximal en el dominio
entero Q. El anillo cociente n“/o‘ es un anillo de orden
isombrfico a un campo. La dem. del teorema 3.19. demuestra gue
este campo es isomorfo al cawmpo de las cortaduras de Dedekind

de Q,, por lo tanto es isomorfo a el sistema de los ntimeros

reales R.

ii} (El sistema de los nGmeros complejos no-estandar}. Dentro
del marco de la teorfa axiomidtica de conjuntos el sistema de
los nfimeros complejos € puede considerarse como una subteoria
de 1la teorfa de la superestructura RxR con operaciones
algebrdicas de adicién y multiplicaci6én, las cuales siguen un
cierto orden de lugar, también "(RxR) puede verse, como un
modelo no-estandar de orden superior de el sistema de nmeros
complejos.

Es viable que en este caso se emplee una notacién
familiar z=x+iy para nGmeros complejos donde x,yeR y i°=-1.
El conjunto ‘c="Rx'R del sistema de niimeros complejos
extendidos tiene las mismas propiedades de €, en particular
ser un campo. Si z‘=x‘+iy‘y zz=xz+iyz, entonces también en ©
se tiene

2z, 42 =X X, + i(y‘+y‘) Yy 2,2,=(X %~y ¥} + i(x‘y2+xzyl)
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Mas aGn, z=x+ly, entonces x es la parte real de z y y la
parte imaginaria de z. Un nGmero complejo z=x+iy es finito
cuando x ¥ y lo son; de otra forma es infinito. Si x y y son

infinitesimales entonces z=x+iy es un complejo infinitesimal.
Definiciones y propiedades de algunas entidades externas.

Se sefialé acerca del teorema 3.9.(los elementos de una
entidad interna son internos.); que el inverso, ne
necesariamente es cierto e.d. un conjunto de entidades
internas no necesariamente es interno.

En la seccién anterior introducimos un ntmero de
conjuntos de individuos, a saber, el conjunto de todos 1los
nlmeros naturales infinitamente grandes 'N-N, el conjunto de
nimeros finitos M,, el conjunto de los infinitesimales Moy
las ménadas u(r), reR. Es natural ahora hacernos la preguntas

¢Son estos conjuntos internos o no? Para responderlo

demostramos el siguiente teorema.

Teorema 3.22.

Los conjuntos 'N-N, M., M, u(r), reR, y el conjunto de 1los
ntmeros reales infinitamente grandes .Rm=.R-Ho son todos
externos.

Dem.

Supongamos que ‘N-N  es interno entonces dado que 'N-Nx‘#
tenemos que tiene un primer elemento digamos W,i Ppero si
we'N~N entonces k+l < w VkeN Yy de aqui se sigue que w-1e N-N
pero wo-l < W, ¥ wo-ls'lN—lN v

J'N-N no tiene primer elemento y deberia tenerlo si
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“fuera in;erho

:"W-N es externo
Supongamos que M, es interno. Dado que Hlmfa y VheM, /h/<1,"
(e.d. M, tiene cota superior) entonces tiene una minima' cota =
superior en R digamos r; pero r/2¢R, vheM /h/<x/2 y r/2<r ¥

H, es externo. ‘
Para Mo la demostracién es an&loga.
31 'Rm;m-Mo es interno, entonces también

H°=.R—'Ru es internoc Vv .Rm es externo.

Sea Ta:R—R t.q. Ta(y)=y+a con aeR (la funcién traslacién
en a).
» T.F.
*Ta:"R—'R t.q. 'Ta(y)=y+a con a€'R (la funcién traslacién
en a).

+ "Ta es interna.
M‘=u(0) Y M, es externa como las funciones traslacién son

internas entonces pu(r)=u(0)+r reR es externa -
Observaciones.

i) si DcM, es interno y D#$, entonces tiene una minima cota
superior y ésta debe ser un infinitesimal. An&dlogamente 1la
minima cota superior de un conjunto interno no vactfo de
nimeros finitos es un nmero finito. La maxima cota inferior
de un conjunto interno no vacio de nGmeros infinitos es un
nimerc infinito.

ii) La operacién parte estandar (st) es una funcién de M, sobre
R. Sin embargo no es una funcién interna, e.d. es una
operacién externa.
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Teorema 3.23.

Si AeR’ entonces el conjunto ‘A-{"azaea} . de’  todos

. L . . e - y
elementos no-estandar de - A es vacio . externo,

Gltimo caso el conjunto. de los esﬁanda'
externo también.
Den.

Si AeR" » "A-{"a:aeA}=¢ ssi A es finito

subconjunto de A sobre el conjunto Néfi,z; IS )

si B='A-('a:ae)\) es interno » B n' dom('t)' es ini:erné (pﬂr' ol

teo 3,13}
pero £(B ) dom('£))="N-N es interno v -

El teorema anterior muestra que el conjunto de elementos
no-estandar de la extensién de un conjunto infinito de R° es
externo y hay ciertamente conjuntos externos cuyos elementos
son todos - entidades internas los cuales son no-estandar.
También hay conjuntos externos cuyos elementos son todos
entidades internas y estandar; aunque también hay muchos
conjuntos internos cuyos elementos son entidades internas
no~estandar por ejemplo, si we'N-N entonces el conjunto {w}

es interno pero sus elementos son entidades no-estandar.

Definicién.

Un conjunto D de entidades internas de '(R’) lo 1llamamos

#-finito cuando existe un nlmero we N-N y una funcién 1-1 de

D sobre el conjunto interno {1,2,...,w}. En efecto diremos que

el cardinal de D es w o simplemente que D tiene W-elementos.
Si D es *-finito, entonces es claro que su cardinal

externo, es al menos tan grande como Rye
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Teorema 3.24,

Todo conjunto *-finito de entidades internas es interno. Un
conjunto *-finito de nfimeros vreales tiene un méximo y un
minimo elemento.

Dem.

Dado que el dominio de una funcién interna es interno y de la
definicién anterior concluimos gue un conjunto *-finito es
interno.

8i D es un conjunto *-finito de nGmeros reales entonces con el
enunciado de K, que afirma "Todo conjunto finito de nGmeros
reales en R tiene un elemento méximo y uno minimo". Utilizando
el T.F., se obtiene "Tedo conjunto *-finito de nfimeros reales

en "R tiene un elemento maximo y uno minimo". [
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CAPITULO IV

MODELO DE ROBINSON,

Existencia de un modelo no-estandar de R usando el teorema de

Compacidad,

Usando el Teorema de Compacidad de la légica matematica,
es f&cil probar que R puede ser extendido a ‘R que posee todas
las propiedades de R gque sean expresables en Jlenguaje de
primer orden.

Sea p un tipe, y 8 =<A,I> una pe-estructura o
p-interpretacién entonces la denotaremos de la siguiente forma
El=<}\,x‘a,xzﬂ, . ,xnﬂ>, si p=(x‘, . ,xn} Y en la forma
B=<A,(x‘ﬂ}> si p=(x‘} ieI.

Para hablar de la teoria de los nlmeros rea’les tendremos
un lenguaje Ly que consta de:

-Los simbolos lé6gicos (igual que en el cap. II)
—~Parametros.
i) Un simbole relacional Pn (de aridad n), para cada relacién
n-aria R, sobre R; RsR".
ii) un simbolo operacional F{ (de aridad m) para cada’”
operacaién m-aria r(m>0) sobre R;
£:R"— R
iii) un simbolo de constante c, para.cada reR.

El lenguaje Ly asi especificado tiene una interpretacién
estandar que es:

R=<R,{R },{f},{r}> donde i,je2® y reR (2°=/P(R)/)
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Los sistemas R y 'R

Definiremos primero lo que entendemos  por 'la. teoria

completa de los nfineros reales gue denotaremos Tec(R). -

Definicién. R g

Teo(R) = {o:c es enunciado gde Loy verdadero en R}

N6tese que para cualquier enunciado ¢ de LR’ se tiéng’,que: ¥

o € Teo(R) [ <0 € Teo(R)
Ahora consideremos la férmula P<(cr,v‘), que simhaliz :
formaliza en Lp la afirmacién :
r < v," :
P<(cr,v‘) es satisfacible en R, instanciando la ‘v‘lgx:i‘atv)i’e'
v, con un real mayor que r. o
La férmula P<(Cu,v,) A P<(vl,cr) simboliza en Lyt
0 < v, < x, con reR
Es claro que para cada r >0 dado, P_(C,v,) A P_(Vv,C)
es satisfacible en R, tomando como instancia de v, un real
entre 0 y r. Consideremos ahora:
= Teo(R) U (P<(Co,v‘) A P<(V|'cr): reR’}; dado un  conjunto
finito I's¥, I' es satisfecho por R (0o R satisface TI), tomando como
instancia de v, un real suficientemente pequefio. Entonces por el
Teorema de Compacidad hay una estructura # interpretacién del mismo
lenguaje y un elemento acA=dominio de & tal que @ satisface T cuando a
es la interpretacién de la variable v,
Ya que # satisface I y Teo(R) consta sélo de enunciados,
entonces #l es modelo de Teo(R).
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Proposicién 4.1, .
Para 'todo enunciado 'creLR e es_’verdadex:o.‘eniﬂ ssi

en R.

pem. ;
#).0 falso en R.+» -0 verdadero en R » -0 &:Teo(R) ;

© 70 verdadero en # '+ ¢ falso en R,

«] o verdadero en R s o € Teo(R) » o verdadero en H. i

Ademds de la proposicién anterior, hay. un monomcrfismn_ .

h:R—————#, dado por h(r)=cl_ﬂ.

h es monomorfismo.

Dem.

Usaremos que: VreR ch=r; para toda R<R", PR’Z=R; para todo

£:R"——r, FF=f.

~h es inyectiva, pues r;*r, ssi la férmula "C +C "es verdad
en R gsi "C =C " es verdad en # ssi C atc g
r1 r2 rl r2

~h preserva relaciones n-arias, pues  <r,...,r >eR sal

“PR(CH,..,C"‘) " es verdad en R ssi "Pn(c”,..,cm) " es verdad

-} 4

a id
en # ssi (Crl oG e Pn ss1 <h(r1),...,h(rn)>e Pn .

-h preserva operacicnes n-arias, pues

l'\(f(x:‘,...,r"))=cE Y

£lrl,...,rn)
a # 4 a

Fr (h(r‘),..,h(r“)) = Ff (cn ,...,cm ) pero

g

Cotetrnnnnrm ~ Fra(cria""’crn )
ssi "Crm“”‘m) = Fr(c”,...,cm)" es verdadero en #
ssi “C“”._‘._m) = Fr(cﬂ,...,cm) " es verdadero en R
ssi .,CR””““."‘) - Frﬂ(crxﬂ""'cmﬂ)"

ssi f(rl,...,rn) = f(r‘,...,rn)
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-h presefva elementos distinguidos:
ne® =n =c®

: por d;finicién de h.

: Por tanto, tenemos una copia isomérfica de R dentro de A;
ahora construiremos otra estructura gue llamaremos "R
isomérfica a.# tal que R sea subestructura de “R: consideremos
el dominio A de # y cambiamos todo reR de A-h[R] si lo hay,
por un objeto no nGmero real y lo haga "jugar el mismo papel"
que r en la estructura H; asi se obtiene una estructura g/ tal
que #A7aH y tal que (A’~h[R]) R = ¢ .

Definimos g con dominio A’ tal que

r si x=h(r), con rer
st =

X en otro caso

g es inyectiva pues h es funcién y Ry (A’-h([R])=¢

Asi:

R ® h[R]) € € u & -q'se:sz

Defino ahora la nueva estructura 'R con dominio ‘R tal
que .IR=g[A'] y "calcando" la estructura de #’ sobre °R:
R st (:_:["(xl),...,g'l (x))e PRH'
e N TS C A C R P eSB!
inye F=g(c ¥ )=r

L) (e ek ) Pn.

Es claroc que ara’R Y como :R:':REE':E, hay un be'R-R tal

que "R satisface T cuando v, toma el valor b; en particular

<0,b>eP<'R Yy <b,r>eP<.R para todo I‘ER‘:’R, © sea que b es
un infinitesimal.
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Proposicién 4.2, -
Para todo enunciado.c.de

en ‘.

. Observaciones.

R

1) Para toda relacién R sobre R denotamos 'R=Pn

(que es la interpretacién del simbolo PR en la estructura 'R):
en particular para R, R como relacién unaria sobre R, "R sera
la base o dominio de 'R pues el enunciado vx P (X) es
verdadero en R, de donde es verdadero en R y de aqui gque
todo elemento de la base de ‘R pertenece a .IR,' por otro lado,
ya que Rs'R, R<'R.

2) Para toda operacién n-aria £ sobre R, denotamos 'f=Fr'ﬂ

(la
interpretacién del simbolo F, en 'R). Es claro que si £ es
operacién m-aria, £:R"——R, entonces f |R*=f£ Yy
“£: R "R,

3) Gomo be 'R=R y satisface 0 < b ‘< r para todo reR’, a b
le llamaremos un infinitesimal. A los elementos de R los
llamaremos hiperreales. Todo real es hiperreal. A los
elementos de R los llamaremos estandar y a los de ‘R-R los
llamaremos no-estandar; b es un hiperreal no-estandar.
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Método general para demostrar propiedades de una relacidn ‘R u

operacidn £ principio de transferencia.

Para probar gue una propiedad acerca de relaciones .R, u

operaciones 'f, se cumple en ‘R podemos seguir el siguiente

sencillo método:

1. R o £ tiene la propiedad en R.

2. La propiedad puede expresarse con un enunciado del- lenguaje

Ly de primer crden.
3. Aplicar que para todo enunciado ¢ de Lps

** o es verdad en R ssi ¢ es verdad en R.

Ejemplos:
a) ‘< es transitiva en ‘R pues < es transitiva en R y
expresa con
¢ = VX Vy vx (P((x.y) A P((y,z) » P<(x,z)).
b) "< es antirreflexiva y cumple tricotomia en 'R, pues
cumple en R y se expresa con
Vx nP((x,x) Yy

VX Vy (x#y » P (%,¥) v P {y,X))
c) ‘< es orden total y compatible con "+, .-, en ‘R
d) Los axiomas de Campo se cumplen en R y asi:

<R, "<, "+, -, 0, 1>
es campo ordenado.
e) *1/b 'R Yy es mayor que cualguier real: Sea
reR' »w 0'< b "< 1/r » 1 "< 1/r-"1/b e r "< "1/p

57

se

lo



Definicién.
A un hiperreal mayor gque cualquier real estandar le llamaremos
un hiperrea; infinito; ‘i/bes un hiperreal infinito.
f) La propiedad del supremo no se puede expresar en un
lenguaje de primer orden. Es mis, hay sc'R, s=¢ tal que S es
acotado superiormente y no tiene supremo respecto a '<, por
ejemplo el conjunto "Mi." de los infinitesimales, es acotado
por cualguier real positiveo, pero no hay un real positivo
minimo.

otro ejemplo es ®<R acotado por *1/b y no tiene supremo,
pues de hechc entre un real y un infinito, siempre hay otro
infinito: sea reR' y sea K infinito, entonces
2r<K de donde r<K-r y K-r<K asi pues r<K-r<K y K-r es

infinito pues si hubiese teR tal que K-r<t, entonces K<t+r Vv

Corolario 4.3.

R =% R,
Demn.
Pues sabemos que un orden lineal es un co_qt_;qu_ggi es
isomorfo a los reales, y (‘IR,'< ) no es continuo. .' .

Finitos, Infinitos e infinitesimales. Estandar y no-estandar.

Propiedades algebraicas,

Resuminos las definiciones de los conceptos dados, como:
xe'R es finito ssf '/x/ ‘< Y, para algfn yeR.
xe'R es infinitesimal ssi '/x/ < y, para todo yeR'.
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xR es infinito ssi '/x/ > y, para todo yeR.
xe'R es estandar ssi XeR.
xe’R es no-estandar ssi xe< RB-R.
Hacemos  notar que aungue la idea original de
infinitesimal excluia al cero, es conveniente considerarlo

como infinitesimal por razones técnicas.

Denotamos: Mo ={x:x es finito}

M1 ={x:x es infinitesimal}

Observaciones.

Las letras i,j, denotan infinitesimales; las letras K,L,M
denotan infinitos, las letras r,t denotan estandar o reales.
a) El finico estandar infinitesimal es 0. E.d. RMi={0}

b) RcMo; MicMo.

c) Los finitos pueden ser de la forma: 0, r, i, r#i.

d) Los infinitos pueden ser de la forma: K, Kir, Kti, Kirti.
e) Hay al menos tantos infinitos e infinitesimales como reales
pues si K es infinito, K+r es infinito para todo reR y sus

respectivos inversos son infinitesimales.
Propiedades algebréaicas.

Proposicién 4.4.

a) Mo estd cerrado bajo - (E.d. Mo es subanillo de .R)
b) M1 estd cerrado bajo '+,'-,'-, y bajo productos por
finitos. (e.d. M1 es ideal en el anillo Mo).
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“Dem.

‘a) Sean x,y € Mo« i

g /x/ <:a, /y/ < b i para alqﬁn a,
: eyl < IRV
Cixeyy < a’

_b) Sean i,) € M1; entonces vaeR
. entonces /izj/ "< a/2+a/2 = a.
Sea ie M1, ze Mo. Enﬁonées '/i/

: Sea'y e [PV .<_ y/a Y ’
Definicién. l e E E N
Sean x,ye'R, diremos que x'es lnfiniCaméﬁte ce:;cano’ a-y (x=y)

ssi x'—y € M1,

Proposicién 4.5.

a) = es relacién de equivalencia sobre “R.

b) u=v, %=y % Utx = vty y -u = -v

€) usv, xX¥y; X,y,u,v, € Mo » u'x=v'y

Dem.

a) porque O M1 y Proposicién 4.4 b)

b) (u+x)-(v+y)=(u~v)+(x-y)e Mt por proposicién 4.4 b).
{-u)=(-v)=v-ue M1 pues v=u.

c)  (ux)=(vry)=(u-x}=(u-y)+(u-y)-(v-y)=u: (x-y)+y: (u-v) como

u,ye Mo y (x-y) y (u-v)e Mi, por la proposicién 4.4. b) la

altima expresién es infinitesimal. .

Observacién.

si r,seR; r=s ssi r=s. Porque 0 es el Gnico infinitesimal

estandar
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Proposicién 4.6.

Todo finito estd infinitamente cercano a un Gnico real.

Dem.

Sea x finito. Sea S={yeR:y<x} por el axioma del supremo
para R y ya que S#$ Yy S acotado superiormente por el r tal que
X<r, entonces S tiene supremo en R. Sea t tal supremo,
entonces xst pues si no, /x-t/ no es infinitesimal de donde

hay qelR+ tal que g</x-t/ y x#t, por lo que hay dos casos:

-Si t<x, entonces g<x-t . q+t<x y asi g+teS y t<t+g de donde t
no seria cota superior ¢

-Si x<t, entonces g<t-x . X<t-qg y asi t-q es cota superior de
S, pero t>t-gq de donde t no seria la minima cota superior.

Por lo anterior xst. L}

Corolario 4.7.

Todo finito x tiene una descomposicién Ginica x=r+i donde reR
(parte estandar) e ieM: (parte infinitesimal).

Dem.

Pues sea x finito # 3! reR tal que x=r, entonces x-r=i para

algGn ieMi. Asi x=r+i. L]

Podemos definir una funcién St:Mo——R tal que
St(x)=la parte estandar de x. St estd bien definida por el
corolario anterior y es un homomorfismo del anillo Mo sobre
el campo R con nGcleo el ideal M1, por tanto el anillo
cociente Mo/Mi ® R. Resumimos las propiedades de esta
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funcién St como:

1)St[Mi]={0} St(R1=R

ii)vreR, (r=x e r=st(x)) siempre que x sea finito.
iii)st(x+y)=St(x)+St(y) usando la proposicién 4.5.b)
iv)st(x-y)=st(x)-St(y) usando la proposicién 4.5.c)
V)8t (1/x)=1/5t(x)
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CAPITULO V

APLICACIONES DE AMBOS MODELOS,
5.1 Limites, Continuidad y diferenciabilidad (mod. Luxemburg).

Una sucesién estandar {Sn:n=1,...} puede ser vista como
una funcién de N en R, y también como subconjunto de NxR, es
también una entidad de R°, 1la cual deﬁotaremos por razones
obvias por S. Pasando de R* a '(R') la entidad S se extiende a
una funcién de N en 'R. Mejor afin, para todo neN se tiene
*Sn=sn que se sigue del hecho de .(ran S)=ran ‘s Yy 1la
convencién de la *-notacién se retoma.

La sucesién estandar S en '(R‘) tiene las mismas
propiedades que la sucesién § que puedan ser expresadas como

enunciados de K-

Teorema 5.1.1.

Una sucesién {Sn:n=1,...} en R es acotada ssi *sw es finita
para todo we'N-N.

Dem.

+] /Sn/<a VneN p.a. aeR = /'sw/<a vwe™N + °Su es finita
vwe N-N.

«] Dado que la minima cota superior de un conjunto internc de
nGmeros finitos es finita = (ran 's)cMo - /'Sn/Sa Vne'lNy

alguna aeMo » /Sn/=St(a) VneN. L]

En el sentido clisico se dice que wuna sucesién
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(sn:n=1, ...} es convergente a un 1limite S ssi

Ve ([0<ceR] » 3R ([NEN] A VY ([Yell A nsy] » /SY-5/<€})).

Teorema 5.1.2.
Sea {Sn:n=1,...} 'una suc de nGmeros reales y sea. sc<R,' entonces
lim_ _Sn=8 ss{ 'Sw=S Vuwe'N-N.
Dem.
B3] limn uuSn=S # ¥X{([xeN A x>n] =» /Sx-S/<c), donde €>0 y nel son
constantes -‘r.r.Vx([xe'IN A %X>n) » /'Sx—s/<c), en particular
para todo we'N-N se tiene /'Sm—s/<c » "Sw=s Vwe N-N.
«] Sea O<ceR » el siguiente enunciado es verdadero en .(R')
3y([ye'lN] A vx([xe'IN A Y<X] = /'Sx-s/<c)) desde 1luego
necesitamos que y sea un nGmero natural infinitamente grande.
Observamos ahora gue este enunciado es la *-transformacién de
el enunciado

Ay ((yeN] A Vx([xeN A y<x] =» [/Sx=-S/<¢))
que por el T.F. es también verdadero en R°. Esto significa que
hay un indice n el tal que /Sn-S/<c Vn>n°, dado que esto es

verdadero para todo e>0 obtenemos que 1imn u,Sn=s.

La condicién “Swss vwe'N-N es equivalente a St(.sw)=s

.
Ywe N-N.

Es consecuencia del teorema 5.1.2. que si el limite
existe, é&ste es fnico. Mejor afin, por el teorema 5.1.1.
nuestra que toda sucesién convergente es acotada.
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Teorema 5.1.3.
 Una sucésiﬁn {sn:n=1,...} de nGmeros reales de R es
convergente ssi 'Suz'sp' v»,ws'm—w.
Den.
»] usando el criterio de cauchy se tiene que dado 0<eeR
{sn:n=1,...} converge ssi /8n-Sm/<ec para todo n,m
suficientemente grandes. Entonces dado que {Sn:n=1,...}
converge or.F.
/7sw-"sw’ f<e Vw,w’eN-N » “Sws'Sw’ Vw,w’ e N-N.
+«] Dado que toda sucesién convergente es acotada y ser acotada
es gque ‘Sw es finita Vuwe N-N entonces, supongamos que existe
nos'N—N t.q. 'Smn es infinito.
Sea A={n:ine'N a /"Su-"s /<1}
“por ol teo.3.13 A es interno y por hipb6tesis se tiene que
‘N-Nea, Sea nems /7S, /-/"S s/°S 'S /
#/"S, 1518, -S [+/°S / = neA » N-N=AV porque N-N no es
interno y - *Sw es finito Vwe N-N =
Observacién.
La prueha anterior demuestra que una sucecién infinita
{sn:n=1,...} si es acotada entonces” Sw-"Sw’ es finito

.
Vw,w’e N-N.

Teorema S.1.4.

Sea {an:ne'w} una sucesién interna de nfimeros tal que a es
infinitamente pequefio para todo neN. Entonces existe we B-N
tal que a 0 ¥nsw.
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Dem.

" seal (na‘n':ne'w) una sucecién interna:

N A='(n:ne.lN A VK ([ke'w A ksn] » k/ak/<1)) ’

Ta port

-

es. 3,13 .A_es interno y como anmu VnelN = nanzor-,wm,

03,23 N es externo » como A es interno. A-Ned .
éxiste un numero we'N-N y weA t.g. VneN y asw y osn/a /<1

"pero 65/an/<1/n . 0=/a/ -

Sea £ una funci6n con valores reales de una variable
real, la cual estd definida sobre un intervalo a<x<b de R.
Extendemos f a .(IR') con la funcién £ cuyo dominio de
definicién es el intervalo abierto a<x<b de 'R y con valores
en ‘R. Mejor aGn teniendo en mente el T.F., éste implica que
't satisface en "(R‘) todas las propiedades de £ las cuales
sean expresables por enunclados de K.

Por ejemplo, si para alguna a<x <b, limx mf(x):l es
verdadero entonces se tiene el siguiente enunciado de Ko.

Ye([0<ceR] =» IS ([0<SeR]AVX([XER A 0</x-x°/<6] - /£(x)=-1/<g))

Teorema 5.1.5.

lim  £(x)=1 ssi "£(x +h)~l VOsheM .

En particular f es continua en %, ssi .f(x°+h)=£(xo) vheu‘.
Dem.

] 1im. mf(x)=1, sea O;heM‘ Y sea 0<ceR =» 30<SeR y
consideramos x<'R digamos X=X +h » /% th=x /=h<&=

I E(x +h)-1/<e

WF.

» ‘g(x +h)=1
66



«) Sea 0<ceR, sea SeM‘:. 30<5e'R Yy sea xe'R,
supongamos dque 0</x-x%/<5
. . :
sea h°=/x-x°/eHl como f(x0+ho)=l y xq+h°=x
» "E(x)mL s JE(X)=l/<E. i
Es claro que si sustituimos 1. por f(xo) - obtenemos ' -el. caso

particular. E oniom

Definicién. i
La derivada de f en x, existe’ ssi’ limn o€ (2 +h) =£(x,)) /h -

existe.

Por el teorema anterior f es diferenciable en x, ssi

existe una constante leR tal que
(Cf(x+h)="£(x,)) /h = 1 para todo OsheM,

Como podemos esperar la derivada de una funcién
diferenciable es la parte estandar del cociente
Af/Ax=.(f(X+Ax)-f (%)) /Ax donde Ax»0 denota un infinitesimal.

Si f es diferenciable en Xoe entonces f es continua en
X0
usando que hl=0, que 'f(xo+h)-f(xo) 50V O=heM,.

en efecto de 'f(x°+h)—f(x°) = hf'(xo) v o‘hE"x' se sique,

Una funcién f definida sobre un intervale arbitrario es
uniformemente continua siempre que
Ve ([0<ceR] - 38 ({0<5eR]AVX, y([%,yedomE - {0</x=-y/<8) »
/E(x)=£(y)/<€)))
de donde, pasando a '(R’)se obtiene inmediatamente el
siguiente criterio para continuidad uniforme.
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Teorema 5.1.6.

Sea f una funcién real de’una 'vai:iable“rea]..’_ ‘Ehgonéés’ f>_ es: -

unifdrmente; continua ssf. 'f(a‘ia'f(b);"" 'pa‘r':a' todo’
a=b. ‘ e
Dem.

Dado que ser uniformemente continua. es - una pzopire'dadr 7
expresable como enunciado de Kn se tiene

ve ({0<eeR] - 38([0<5elR]AVa,b([a,bedom'f A 0</a~b/<8) »
/.f(a)-‘f(b)/<c))) por el T.F. que es equivalente a

para todo a,bedom‘f, si a=b entonces 'f(a)s'f(b) L]

Tecrema 5.1.7.

Sea f una funcién real de variable real definida sobre un
intervalo cerrado y acotado X IKSX,, X ,XER. £ es continua
ssi £ es uniformemente continua.

Dem.

«]Es una implicacién l6gica.

+}Sea a,be'R que satisfacen xlsa,bsx2 y asb entonces a,beHa y
x=st(a)=st(b) satisface X SXSK_. Dado que £ es continua
tenemos que 'f(a)ﬂf(x)ﬂ'f(b), y también 'f(a)z.f(b) e.d. £ es

uniformemente continua. [}

5.2. Limites, continuidad y diferenciabilidad,
{mod, de Robinson).

Sea f:R——R. Usaremos S para abreviar estandar y N.S.
para abreviar no-estandar.
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Definicién N.S.
lim £(x)=b ssi vx(xsa A X*a = *£(x)=b) .

Asi, si ieMi, 120, atixa y atiza “entonces 'f(a:i)si:: 1%
b=st ("£(ati)).

Teorema 5.2.1.

Definicién s. ssi Definicién N.S.

=»]Supongamos lim‘ _f(x)=b en sentido estandar entonces

ve>0 38>0 Vx(0#/x-a/<d —— [E£{xX)-b/<e) es formalizable en Ly
y se cumple en R, entonces se cumple en ‘R.

Ahora sea xeR tal que x¥a Yy x*a, es claro que
o*'/x'-a/<6 cualquiera que sea 5¢R', entonces '/'f(x)'-b/<c.
pero como ¢ es arbitraria en R°, 'f(x) =b.

«]Supongamos gue Vx(x=a A xv:a » 'f(x)nb) . Sea ceR’, entonces
"as>o Vx(o:/x—a(«s —— /£(x)-b/<e)" es enunciado de I“:R
verdadero en R ya que podemos tomar & como infinitesimal
positivo; en ese caso, si se cumple 0#/x-a/<3, entonces x~a A
x#a, entonces por hipbtesis, 'f(x)sb, o sea /'f(x)-b/<c,
cumpliendo entonces /f(x)-b/<e.

Asi pues, el enunciado es verdadero en R. L]

Corolario 5.2.2.
Una funcién f es continua en a ssi vx(xsa =» .f(x)ﬁf(a));
Obsérvese que 'f(a)=f(a) pues aeR. En tales casos
omitiremos la notacién * a la izquierda de 1la funcién u
operacién.
Veamos ahora el concepto de punto de acumulacién de un
conjunto, usando la nocién no-estandar de infinita cercania:
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Definicién N.S.

a es un punto de -acumulacién:de un

-3 ‘Bye‘sy tal

que (y~a A y=a).

Teorema 5.2.3.

Defs. ssi DefN.S.

#+]Supongamos que a es punto de acumiiacisn de S, entonces

ve>0 3yeS (0#/a-y/<c) es verdad en R y por tanto verdad en 'SR,
entonces con feMi® tendremos gque 3yE'S(O*/a-y/<i) de donde
asy y a=y.

«]Supongamos EyE'S (y=a A y*a). Sea >0, entonces

"3yeS (0=/a-y/<E£)" es verdad en "R de donde ese enunciado es
verdad en R, pero £ es arbitraria en R'de donde a es punto de

acumulacién de S, en sentido estandar. "

Definicién N.S.

S converge a b ssi vke N-N ('s(k):b).

Teorema 5.2.4.

Defs. ssi DefN.S.

#]Supongamos que ve>0 3leN v¥n>l /Sn-b/<e. Sea £>0, entonces

hay leN tal que "vn>1 /Sn-b/<e" se cumple en R, entonces se

cumple en KR

Sea ahora k infinito en °|N-|N, es claro que k>1, por tanto

/'sx—b/<c; como esto es para ¢ arbitraria en R’, tenemos que

*sk=b.

«]Supongamos Vke N-N ('sk::b). Sea £>0, tomando cualquier
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ke'N-IN, tenemos que toda n>k estd en “N-N y por hipétesis
.Sk=b, por 1lo que el enunciade "3leN vn>1 /Sn-b/<e" es

verdadero en 'Ry por tanto se cumple en R. L]

De lo anterior tenemos los conceptos de cerrado y

abierto; sea ScR:

Def N.S. Decimos que S es abierto ssi Vx(xeS = Vy(ysx = ys's)). .
Def S. Decimos que S es abierto ssi R o )

¥x(xeS » 3c(0<ceR A VY(YeR A jy-x/<e =» yeS)).

Teorema 3.2.5.

Pef 5 ssi Def N.S.

Dem.

«] Sea XeS = por T.F. Vy(ye'k A JYy-x/<c = ys'S)

es verdadero en R para € infinitesimal

porque Jy=x/<c » ysx Yy ye's >~ es8 verdadero

3!:(0<t:e'ﬂ! A Vy(ye'R A Jy-xj<e » ye's)) Yy su transferido es:

Jc (0<eeR A VY (YER A Jy-X/<€ = YyeS)).

»] sea xeS, sea y=x =» existe 0<ceR t.qg. /y-x/<c = yeS =» ye's

-

.
Def N.S. Decimos que S es cerrado ssi ¥x(3ye S (y=xX) =» xeS).
Def S. Decimos que S es cerrado ssi

¥x (VE(0<e€R » Iy 0</y=X[/<E A YES) » X€S).
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“Teorema 3.2.6.
Def N.S. " ssi Def S.
Dem.

+]Sea x, sup. ve D<ceR » 3y tiq. ‘0</y~X/<C A yeS

Bea 0<CeR » 3y t.q. 0<fy-x/<c A ye'S

» 3y t.g. O</y=-X/<E A YE .= X€§.
«JSea x tal que hay ye€'S y y®x =+ T.F. .¥x 3yeS :
0</y-x/<e V& 0<€eR = VX V. O<ceR JyeS t.q:: 0</y-x/<c

+XeSs LB

Derivada.

Sea f£:R~——R acR.

Definicién s. f’(a)==limh o(f(a+h)—f(a))/h

Definicién N.S. £’(a)=b ssi para todo infinitesimal no-cero i
("t(a+i)-£(a)}/isb.

Teorema 3.2.7.
Def N.S. ssi Def S.
Dem.
Dado que se demostro ya la equivalencia de las definiciones
estandar y no-estandar de lfimite, gueda demostrado el teorema.
-

Asi, si tal b existe, f'(a)=st(('t‘(a+1)-—f(a))/i) con
ieMi~{0}.

Siguiendo 1la notacién histérica, es comGn 1lamar:
df='f(a+i)—f(a) y dx=i. Con lo que f£’(a)=st(df/dx) con
dxeMi-{0} y df/dx es realmente un cociente en ‘R,
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Teorema 3.2.8. .

Sean f:R——R y aeR.’ si "fibesr ‘_dex':.i‘.vab‘l‘e' en a, entonces £.es
continua en a. ' : ERVR T .
Dem.

Supongamos £’ (a) tal gque )é:é,y x¥a; -entonces x=atdx con dxeMi
asi, por definicién de f’(a), '(’f(ad—d}c)—f(a))/dx:f'(a); pero
como f’(a)eR, (’f(a+dx) -f(a))/dx es finito y si se multiplica
por dx, el producto ser& un infinitesimal, de donde

“f(a+dx)-f(a)eMi o sea "f(atdx)~f(a) o sea f(x)=f(a) - m
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CAPITULO VI L :
ANALISIS DE LOS DOS MODELOS,::

El -presente  andlisisise:inicia..con un breve resumen de

cada modelo.

Modelo de Luxemburg.

Se construye de manera conjuntista una superestructura R*
con ciertas propiedades, utilizando un. lenguaje de primer
orden L, donde el conjunto de 1las constantes de 1la
L-estructura se identifica con 1los elementos de 1la
superestructura R°.

Se define lo que es un modelo no-estandar de orden
superior (ultrafiltro S-incompleto), tomando el conjunto de
todas las funciones de I en R", e.d. R'I, lo que es una
'L-—estructura, y a '(R')=U’Rn se le define como el
ultraproducto de R° con respecto al ultrafiltro U, notando que

R* est& inmerso en '(R') de R'I, con la funcién *:R'——R° T

.En
R'I se define 1o que son elementos internos, estandar y
no-estandar y 1los elementos externos, demostrando gue "hay
entidades internas que no son estandar".

Se denota al conjunto de todos los enunciados internos
verdaderos en .(R') con ‘KD('L) Y con la ayuda de resultados

ya pr se

tra el "Teorema Fundamental" (T.F.) que
afirma “aeK (L) ssi ae'Ko('L) ", Dandose
ejemplos de aplicacién de dicho teorema, estudiando en base a
esto lo que es el sistema de los nGmeros reales no-estandar
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R que son los individuos del uU=-ultraproducto '{R') y las
propiedades de R pasan a "R con un significado diferente (todo
se interpreta médulo el ultrafiltro u); identificandose a R
con el subcampo de los nGmeros estandar de R y realizando una
justificacisén del porqué "R no es arquimediano (basicamente
porque "finitud" no es expresable en 1lenguaje de primer
orden) .

Se prueba la existencia de un nlmero infinito en ‘N con
la certeza de que hay entidades internas no-estandar,
basandose en que U es ultrafiltro S-incompleto; dicho ntimero
es mis grande que cualquier real estandar, como el ndmexo
infinito en "M no es cero su inverso es méas pequefio qua.
cualquier real positivo y no es cero, de esta manera se define
a los nameros infinitos e infinitesimales.

Se define .;.\ los nGmeros finitos, y por medio de una
funcién 1la parte estandar de un nGmero finito y las
propiedades de esta funcién.

Se aprecia, a manera de observacién, una construccién de
los nfimeros reales R, basada en los nGmeros '@ siguiendo 1a
idea de la construccién vista en el teorema 3.19.

Se aprecia por Gltimo una idea muy clara de cémo es el
sistema de los nfimeros complejos no-estandar ‘c.

Se palpan finalmente a las entidades externas de R'I, por
medio de definiciones y propledades de 1las mismas, .una
propiedad en particular interesante es la que fue dada en el
teorema 3.23. "Si AeR" entonces el conjunto 'A-{'a:ae}\} de
todos los elementos no-estandar de A es vacio o externo, y en
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‘ese Gltimo caso el conjunto de los estandar de A  {'a:aeA) es
externo también." o

Modelo de Robinson.

Mucho mds breve que el de Luxemburg, es puramente légico.
Se define la estructura R=<R,I>, denotando con Teo(R) a la
teorfia completa de R, que es satisfacible, y a su vez
considerando 0<v <r férmula satisfacible en ® con r constante
Yy v, variable, aqul se define a Z=Teo(3i)U{o<vl<r) que es
finitamente satisfacible por ®, aplicando el Teorema de
Compacidad (Sea I un conjunto de enunciados entonces, I es
finitamenta satisfacible ssi I es satisfacible.), hay una
estructura 8 y un elemento a€A universc de # t.q. # satisface
¥ cuando a es la interpretacién de la variable v,. Luego
entonces se prueba que, para todo enuciado o en LR'

"o es verdadero en # ssi ges verdadero en R"
se define entonces un monomorfismo h:R—# y de esta manera
se tiene una copia isomérfica de R dentro de 9.

Se construye una estructura ‘R isomérfica a #@ tal que
Rc'R, el dominio de ‘R es 'IR, probandose que hay un elemento
be’R-R tal que satisface & cuando vltoma el valor b, a este b
se le define como infinitesimal.

Se demuestra el principio de transferencia que afirma
"Para todo enunciado oeL, se tiene, o es verdadero en R ssi o
es verdadero en 'R", e.d. "o € Teo(R) ssi o e Teo(‘?) “,

Con la b encontrada se define a 1/b como un hiperreai
infinito.

Se estudian las propiedades algebraicas de los nlmeros
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infinitos e infinitesimales, estandar y no~estandar,
definiendo los nGmeros finitos y 1la parte estanﬁat de un
namero hiperreal finito con sus propiedades.

Se aplica finalmente el principio de transferencia con

una serie de ejemplos.

Conclusiones.

El modelo de Luxemburg con la construccién de modelos en
la forma de ultraproductos, tiene la ventaja de que se
desarrolla con la teoria axiomdtica de conjuntos. El de
Robinson no puede ser comprensible sin tener conocimientos
previos de Légica Matematica; sin embargo cuando se tienen,
resulta muy sencillo de entender.

Con Luxemburg se construye un modelo no-estandar de orden
superior, qgue es muy grande y de este modelo para nuestros
fines, que son el desarrollar el sistema de los nGmeros reales
no-estandar, se considera s6lo un subconjunto de &1, que es el
ultraproducto ('R'). Con Robinson no es asi, pues el modelo
que obtenemos es anicamente para el sistema de los nGmeros
reales no-estandar.

Una observacién importante es que la construccién del
primer modelo no es tan existencial, es verdad -que 1la
superestructura R’ tiene como base a R; pero el ultraproducto
de R° se definié en base al U-ultrafiltro s-incompleto, y es
agui donde se aplica el "Axioma de Eleccién", por lo tanto se
parte de que existe el U-ultrafiltro &-incompleto. Con el
segundo modelo, por el Tecrema de Compacidad, se parte de que
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existe un modelo due contiene al modelo de R y no hay un
desarrollo constructivo.

El Axioma de Elecci6én no es equivalente al Teorema de
compacidad, se dice gue el segundo es una forma débil del
Axioma de Eleccién (A.E. » T.C. y no al contrario).

Ya teniendo ambos modelos se observa que en escencia el
Teorema Fundamental del Modelo de Luxemburg {(Un enunciado V de
KD(L) es verdadero en R° ssi ‘v es verdadero en .(R')) , es lo
mismo que el Principio de Transferencia del modelo de Robinson
(Un enunciado v de Ly es verdadero en R ssi v es verdadero en
*Ry .

Por lo anterior se identifica a Teo(R) con KD(L), esto es
lo mismo y es en escencia lo més importante de ambos modelos.

Con Robinson se anexa a 0 en los infinitesimales ya
definidos, no siendo asi con Luxemburg, guien 1o definié como
tal.

En ambos modelos se definen y trabajan de manera similar
las definiciones y propiedades de los nGmeros infinitos,
finitos e infinitesimales, e.d. el sistema de 1l0s ntmeros
reales no-estandar.

Dada la forma de construccién de R con Luxemburq,
siguiendo la misma idea, estudiamos una construccién
no-estandar de R utilizando a ‘0 bastante interesante; pero
utilizando el modelo de Robhinson, también puede ser dada dicha
construcecién.

En cuanto al sistema de los nGmeros complejos en ambos
modelos se pueden definir de igual manera, pues el sistema de
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R y el producto cartesiano ya ests dado.

" una aportacién importante del modelo de Luxemburg son las
definiciones y propiedades de algunas entidades externas como
lo son 'N-N, M. M, u(r) con reR, y 'nm='m—no, se sabe donde
se encuentran las entidades externas, por la construccién en
que: se desarrollé dicho modelo, e.d. son m&s palpables. Con
Robinson también se pueden estudiar dichas entidades; aunque
no se sabe dénde se encuentran, e.d. no se aprecian de igual
manera.

con la ayuda de la deéfinicién y 1las propiedades de los
conjuntos *-finitos, se conoce mas atn a las entidades
internas y con esto se puede demostrar otras propiedades de
.(R’), Yy claro estd que como caso particular mis propiedades
de 'R. Las ap;icaciones consideradas por ambos en R son
de manera similar.

En lo personal el modelo de Luxemburg me es de mayor
interés, ya que la forma en due se desarrolld y las
aportacioneés que fueron dadas son de suma importancia; aunque
ambos modelos son muy comprensibles pues fueron construidos

paso a paso.
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