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CAPITULO I 

IHTRODUCCION. 

El desarrollo del análisis matemático usando ntlmeros 

infinitamente pequef\os e infinitamente grandes ha sido el 

objeto de interesantes y constantes controversias en la 

historia de las matemáticas. Retrocediendo tiempo atrás al 

siglo XVII nos damos cuenta que Leibniz fue uno de los más 

grandes defensores de un método que involucraba números 

infinitamente grandes e infinitamente pequeños en las primeras 

etapas del desarrollo del cálculo. Dado que ni Leibniz ni sus 

sucesores fueron capaces de dar con suficiente precisión 

cuáles eran las reglas supuestas para sus afirmaciones, la 

teoría de los inf'initesimales entró en desprestigio y fue 

reemplazada por el método c-cS . 

Fue un reciente descubrimiento de Abraham Robinson 

(1963), que las nociones de la teor1a de modelos pueden 

justificar los conceptos de 

infinitamente grande. 

infinitamente pequeño 

La existencia del modelo no-estandar se conoce desde hace 

poco tiempo; el término mismo apareció ya en un escrito de 

Skolern en 1934, en el cual construia un modelo no-estandar de 

los números naturales IN; en efecto la construcción que se usó 

tiene semejanza a la construcción de los ultraproductos 

descubierta posteriormente por .f.os en 1954. 



con la extensión a lenguajes incontables, 'el Teorema de 

completez:'de GOdel ,y el Teorema de compacidad, lleg6 a ser 

claro que cualquier modelo infinito posee una 

En;. 1961 Abraham Robinson mostró que uno podría hacer 

~muchas: cosas interesantes con la extensión elemental de IR Y 

de esta manera uno podria desarrollar la teoría del cálculo de 

una manera casi idéntica a la sugerida por Leibniz en el siglo 

XVII. 

Robinson ha demostrado que el sistema de números reales IR 

puede ser extendido a un sistema de números •IR que incluye a 

números infinitamente grandes e infinitamente pequeños. El 

postulaba la existencia de un número positivo que es menor que 

cada número real positivo y tomando postulados adicionales, 

casi todos las afirmaciones verdaderas para los reales IR eran 

también verdaderas para •IR . 

Dado que antes se consideraba que habría un isomorfismo 

entre IR y.IR se llegaba a ciertas paradojas las cuales se 

desvanecen si nosotros seguimos la idea de Robinson de 

restringir la afirmación "las mismas propiedades" a 11 una 

colección especifica de propiedades de IR", las cuales pueden 

ser formuladas en un lenguaje formal especifico con la 

~nterpretacióIJ apropiada en IR tanto como en •IR y en el cual el 



teorema del isomorfismo clásico para el sistema de na.meros R 

no puede ser formulado; por supuesto el Teorema de Compacidad 

qarantiza la existencia de tal sistema •R. 

Hay sin embargo otra forma de establecer la existencia de 

R, este método se conoce como la construcción de modelos en 

la forma de ultraproductos, que se puede desarrollar en el 

marco de la teoría axiomática de conjuntos y fue desarrollada 

por Luxemburq recientemente. 

Desde un punto de vista histórico el establecer l.a 

existencia de •R es un gran logro. Desde un punto de vista 

pragmático esta pieza puramente matemS.tica se antepone por su 

capacidad para revolucionar la matemá.tica elemental, por 

eliminaci6n de ciertas afirmaciones por medio del método c-cS, 

cuyo prop6sito es definir tantos conceptos b4sicos como lo son 

limite, continuidad y continuidad uniforme, entre otros, y que 

usando la Teor1a infinitesimal podemos expresar las ideas 

intuitivas involucradas de manera directa y simple. 

En el siguiente texto analizaremos los modelos de 

Lwceaburg y de Robinson, (observación: Aqui analizamos la 

versión actualizada basada en la versi6n original del modelo 

de Robinson, y es por esta razón que la llamamos de iqual 

manera) compararemos las ventajas y desventajas de ambos, 

y finalmente veremos alqunas de sus aplicaciones. 



CAPITULO II 

CONCEPTOS PRELIHIHARES. 

Lenguajes de primer orden .. 

supondremos que tenemos los siguientes slmbolos de L. 

-símbolos lógicos 

i) Paréntesis C.). 

ii)S!mbolos de conectiva: v, ~ 

iii)Variables individuales v
1
,v

2
, ••• 

i V) Simbo lo de igual.dad • 

v) S!mbolo de cuantificador universal V 

-Para.metros 

i) Simbolos de relaci6n 

ii) Símbolos de constante 

iii) Simbolos de funci6n 

Definici6n. 

Tipo L es un conjunto cuyos elementos son s1mbolos de 

constante, de función o de relación. Cada tipo L determina a 

Detinici6n. 

Una expresión en L es cualquier sucesión finita de 

slmbolos de ~L' un lenquaje de primer orden de tipo L. 



Definición, 

Término. 

l) Las variables y constantes de :t. son· términos 

2) Si f" es un símbolo de operaci6n de :t. y t
1

, •• ~, tnson 

términos entonces f"(t
1

, ••• ,tn) es l!-término. 

3) Una .!f-expresi6n es término solo s! lo es en base a 1) y 2). 

Definición. 

Las F6rmulas Bien Formadas ( FBF) , son aquellas 

expresiones que se pueden construir apartir de las fórmulas 

atómicas, usando los s!mbolos de conectiva y el s1rnbolo de 

cuantificador. Mejor aün si V es fórmula atómica entonces [V] 

es FBF, si V,W son FBF entonces [VvW], [.,V] son FBF, y si V 

FBF entonces rtlx V] es FBF. 

Abreviamos 

Abreviamos 

Abreviamos 

Abreviamos 

Definición. 

(.,(-,vv.,W)] con 

[.,VvW) con 

[.,(.,(.,VvW)v.,(-,WvV))) con 

[-,Vx,V] con 

x ocurre libre en a 

[V-W] , 

[V->W], 

[V<--+W], 

[3><VJ 

1) Si a es atómica, x ocurre libre en ex ss! x ocurre en a. 

2)x ocurre libre en (.,a) ss1 x ocurre libre en a. 

l)x ocurre libre en (a->¡3) ss1 x ocurre libre en a o en (3. 

4)X ocurre libre en Vv
1 

(a) ss1 x ocurre libre en a y x:iev
1

• 

Si x no ocurre libre entonces está. dentro del alcance de algO.n 

cuantificador, e. d. x está acotado. 



Definici6n. 

una·- FBF, y. en :E. es un enunCiado si: ~iiigu·na · va:riablé oC'Urre 

- • ••. o.-;-.-;-

Una--FBF W en :e está. en Forma NormaLPrenex- (FNP) ~si es de 

la forma QV donde V es una FBF abierta Y Q, es una : sucesión 

Q
0
x

0
, ••• ,Qnxn donde cada Q

1
E{V,3} y cada x

1 
es·ún'a variable. 

Teorema de la forma normal prenex. 

Para cualquier fórmula podemos encontrar una f6rmula 

en forma prenex lógicamente equivalente a ella y con las 

mismas variables libres. 

DemostraciOn • 1 

Definición. 

A las FBF de ~ las cuales tienen la propiedad de que 

todos sus cuantificadores estan acotados, e.d. son de la 

forma: (Vx) [xeA -. ••• ] y (3x} [xeA " ••• ] donde A es el dominio 

del cuantificador serán llamadas Admisibles. 

Estructuras algebraico relacionales. 

una estructura a para nuestro lenguaje de primer orden 

dado es un par ordenado (A, f) donde A es un conjunto no 

vacfo y f es función de interpretación cuyo dominio es el 

conjunto de los parámetros y tal que: 



l.) A es un conjunto no vac1o llamado universo de S. 

2) f asigna a cada símbolo de predicado n-ario P una relación 

n-aria Pa~ Ane.d. Pa es un conjunto de n-adas de elementos 

del universo de a. 

3) asigna a cada símbolo de función n-aria F una 

operación n-aria F21 en A e.d. F21 :An-1o A. 

4) f asigna a cada símbolo de constante e un elemento eª del 

universo A. 

Satisfacción. 

Sean 

tp una fórmula de nuestro lenguaje, 

a una estructura para el lenguaje, 

s:V--->A una funci6n del conjunto V de todas las variables 

en el universo A de a. 
Definiremos lo que significa que a satisface rp con s, 

1-1!1 'P (s] 

I) Términos. 

Definimos la extensión S como una función de los términos 

el universo de s. 

s:T---+ A 

a) Para cada variable x, S (X) =s (x) 

b)Para cada símbolo de cte. e, S(c)= eª 

e) Si t
1

, ••• , tn son términos y f es un símbolo de función 

n-ar ia, entonces 

s(f(t,, ••• ,tn) )=fl!l(!i(t,l •••• ,s(tn)) 



II) Fórmulas atómicas 

a) 1-111 =(t
1
t•) [s) ss1 s(t

1
)=s(t•) 

b) si P es un s1mbolo de predicado n-ario 

Fe P(t1, ••• ,tn)[s] ss1 <S(t1), ••• ~S(tn)>eP
8 

III)Otras fórmulas. 

a) F-111 ,¡p[s) ss1 r•111 <¡>[s) 

b) F111 (<¡> -+Wl (s) ss1 r•111 <¡>[B) o l-111 W(s) o ambas 

e) 1-111 vx <¡>[s] ss1 para todo deA se tiene ¡....111 ¡>[s(x/d)) 

donde s (x/d) es la función que coincide con s en todo 

excepto en la variable x que toma el valor d, e. d. 

Modelos. 

...J s(y) 
s(x/d) (y)L d 

Consecuencia 16gica. 

Def inici6n. 

si Y*X 

si y=x 

Sean r un conjunto de fórmulas, 'P una fórmula. Entonces 

r implica lógicamente a tp, o tp ea consecuencia lógica 

de r, IFf> , sst para toda estructura s, para el lenguaje y 

toda función s:V--+A t.q. e satisface todos los elementos 

de r con s, e también satisface tp con s. 

Decimos que rp y 1J1 son lógicamente equivalentes ssl rp~ 

Una fórmula <¡> es válida ss1 4' f-<P (denotado por f=<Pl. As1, 

p es válida ss1 para toda e y toda s:V---+A, e satisface rp 

con s. 



Teorema. 

supongamos que s
1

, s
2 

son funciones de V en A que 

coinciden en todas las variables que ocurren libres en la 

f6rmula rp. Entonces, 

oemostraci6n * 
1

• 

corolario. 

Sea u un enunciado. Entonces, o bien, 

a) a: satisface u con cualquier función s de V en A 6 

b) S no satisface a con ninguna funci6n tal. 

-Si se cumple a) entonces decimos que a es verdadero en a 

( J-21a) 6 21 es un, modelo de a y, 

-si se cumple b) entonces a es falso en 21 (No se pueden 

cumplir ambas) • 

a: es un modelo de un conjunto :E de enunciados ssi es un 

modelo de todos los elementos de 1:. 

Corolario. 

Para un conjunto ll.J{-c} de enunciados :E F T ssi todo modelo 

de I: es modelo de "C. 

Teorema. 

1) F¡¡(cxAfl) [s) ss1 ¡...cx¡s¡ y 1=/3[s]; similarmente para v y<->. 

2) F¡¡º" CX(SJ ss1 existe deA t.q. r¡¡cx[s(x/d) J. 

Demostraci6n.•
1

• 

9 



Definibilidad de una clase de estructuras. 

Para un conjunto E de enunciados, Sea Mod:E la clase de 

todos los mqdelos de E, e.d. la clase de todas las estructuras 

para el lenguaje en las cuales todos los elementos de :E son 

verdaderos. 

Oefinibilidad dentro de und estructura. 

consideremos una estructura fija a. Supongamos que IP 

una f6rmula tal que todas las variables que ocurren libres en 

IP estan entre v1, ••• , vk. Entonces para los elementos a 1, ••• , ak 

de A 

Fa tp[a1, •• ,ak] 

significa que a satisface IP con alguna (y por tanto con 

cualquier) función s:V--+A para la cual s(v
1
)=a

1
, lsi.:sk. 

A cada tp y a tales podemos asociar la relaci6n k-aria en A, 

{<a1, .•• ,ak>: 1=-a 9'[ª1' 00 º'ªk]} 

Llamemos a ésta relaci6n k-aria que tp define en a. En 

general, una relación k-aria en A se llama definible en a 

ss1 existe una fórmula (cuyas variables libres están entre 

v
1

, •• ,v:i.) que la define en a. 

Homomorf ismos. 

Sean a,s estructuras para el lenguaje. Un homomorfismo h 

de a en B es una función h:A---+B (donde A y B son sus 

universos respectivamente) tal que: 

10 



a) Para todo s!mbolo de predicado n-ario y toda n-ada 

<a1, ••• , an> de elementos de A 

<a
1

, ••• ,an>eP8 ssl <h(a
1
), ••• ,h(".ln)>eP

9 

b) Para todo slmbolo de función n-aria f y toda n-ada tal, 

h(f11 (a
1

, •• ,a
0

) )=f5 (h(a
1
), ••• ,h(a

0
)) 

c) Para un s1mbolo de cte. c 

h(c11)=c5 

Si además, h es uno a uno y sobreyecti va, entonces 

llama un isomorfismo de S sobre B entonces S: y B se dicen 

isomorfos (21sB) 

Teorema de compacidad. 

a) En particular un conjunto I: de enunciados tiene modelo 

ss! todos sus subconjuntos finitos tienen modelo. 

Demostración. •
1

• 

b) Si r¡.- ip entonces existe un subconjunto finito r0s;r de f" 

t.q. r
0

¡....p 

Axioma de elección y algunos de sus equivalentes. 

Axioma de elección. 

Este una afirmación muy especial en Teorla de 

Conjuntos, ya que afirma la existencia de algo para lo cual no 

se da una definición, su versión meis sencilla es: 

-Para todo conjunto de conjuntos no vac!os existe una 

función de elección, que elige un elemento en cada uno de los 

conjuntos no-vacíos. 

11 



Ahora daremos algunos de sus enunciados equivalentes. 

sea <A, r> un COPO (Conjunto parcialmente ordenado), entonces 

una cadena. en A es un subconjunto CS::A con el. orden r 

restringido a c tal que <C,r> es COTO (Conjunto totalmente 

ordenado). 

1) Lema de Zorn. 

Sea <A, r> un COPO no vac1o tal que para toda cadena C en 

A hay un elemento b en A tal que todo elemento de e está 

r-relacionado con b 6 es igual a b (tal. b se llaca una cota 

superior de C). Entonces en A hay un elemento m que es maximal 

en <A, r>, en el sentido de que m no está r-relacionado con 

ning11n elemento de A. 

2) El producto cartesiano de cualesquiera conjuntos no-vac1os 

es no-vac1o. 

3) Para todo conjunto A, hay una función f, con 

dom.(f)=7'(A)-{'j>} y VB<A f(B)•B. 

Nosotros utilizaremos el Lema de Zorn, cuya equivalencia 

con el AX.loma de elecci6n está demostrada en •
2

• 

Conceptos de 6.lgebra. 

Derinici6n. 

Un conjunto R;e4> es un anillo si en R hay definidas dos 

operaciones + y • respectivamente tales que para todo a, b, e 

en R. 

12 



1) a+b esta en R 

2) a+b=b+a 

3) (a+b)+c= a+(b+c) 

4) Existe un elemento o en R t.q. a+Oaa VaeR 

5) VaeR existe un elemento -a en R t.q. a+(-a)=O 

6) a·b esta en R 

7) a-(b·c)= (a·b) •e 

8) a·(b+c)= a·b + a·c 

Definición. 

Un anillo conmutativo R es un ani1lo que tiene la propiedad de 

que para todo a,b en R a·buh·a. 

Def iniei6n. 

Si R es un anillo conmutativo entonces ª"'OeR se dice que es un 

divisor de cero si existe un bER, ~o t.q. a·b=O 

Definici6n. 

Un anillo conmutativo es un dominio entero si no tiene 

di visores de cero. 

Definici6n. 

Un anillo es un anillo con di visión si sus elementos distintos 

de cero forman un grupo bajo multiplicación. 

Definici6n. 

Un campo es un anillo conmutativo con división. 

13 



Definici6n. · 

Un subconjunto no vac1o U del anillo R es un ideal de ·R si 

1) U es un subqrupo de R bajo adici6n. 

2) Para todo ueU y reR ambas u•r y r·u estan en u. 

Oefinici6n. 

Dado un ideal u de un anillo R, sea R/U el conjunto de todas 

las distintas clases laterales de U en R las cuales obtenemos 

considerando u como un subgrupo de R bajo la adición. 

Definici6n. 

Un ideal MllR en un anillo R es ideal maximal de R si para 

todo ideal U de R, si McUcR entonces R=U o M=U • 

Teorema. 

Si R es un anillo conmutativo con elemento unidad y M es 

ideal de R, entonces M es un ideal maximal de R ssi R/M es un 

campo. 

Oemostraci6n. * 
4 

Teorema. 

Sean R,R' anillos y rp un homomorfismo de R sobre R' con kernel 

U. Entonces R' es isomorfo a R/U. 

Demostración. * 
4 

14 



Conceptos de análisis matemático. 

Principio Arquimediano o Propiedad Arquimediana de los números 

reales IR y algunos equivalentes. 

a) Vx( [xelR A x>O) ~ 3n[nelN A nx>1)) 

b) VyVx([x,yelR /\ x,y>O] .. 3n[nelN A ny>x]) 

e) -vx( [XEIR /\ x>O] ... 3n[nelN A x<n]) 

d) Vx( (XEIR A X>OJ ~ 3n(nelN A 1/n<x)) 

e) Vx( [XEIR /\ x>O] ... 3n(nelN " n-1.:sx<n]) 

15 



CAPITULO I II 

MODELO DE LUXEHBURG. 

Def'inici6n de la estructura. R•: y" alglJ!laS de s~~ propiedades. 

Oefinici6n. 

Sea IR el conjunto de los ·.nümeros' reales. Entonces definimos 

inductivamente los siguientes conjuntos: 

R
0 

= R 

Rn+t'"'" <J'(Uk",.0Rk)n:o
1
1,a, •• , 

Donde !P(X} denota el conjunto de todos los- subconjuntos de X. 

A la Un~oRn le llamaremos la super estructura sobre IR y la 

denotaremos con R • • 

As1 pues, R"=Un,,.Rn=ll U "(ll) U "(RU,,(R)) U ••• 

R
0
=R y observamos que 1Rf1Rn=4> con n•O y R1cR2c: ••• cRncRn+tc: ••• 

y además que IReR1eR2e ••• eRneRn+te .... 

A los elementos de Rº los llamaremos entidades de la 

superestructura R" y a los de R
0

, individuos de Rº .Definimos 

par ordenado en el sentido de Kuratowski: 

(a,b) =((a), (a,b}) 

las n-adas quedan definidas inductivamente 

(a1)""'ª1 

(al'••• 'ªn'ªn•l) =((al'••• ,an) 'ªn•l) 

por tanto las n-adas son entidades de R · • 

Podemos definir las operaciones algebráicas como 

relaciones ternarias; siendo P la relación producto y s la 

relación suma, entonces 

a·b=c s! y sólo s! (a,b,c) e P e R" 

16 



a+b=c si y sólo si (a,b,c) E S e R. y asi sucesivamente ... 

por lo tanto las propiedades de IR se expresan en términos de 

ciertas entidades de R • • 

Definición. 

A las entidades de Rn -Rn-l (nz:l) los llamamos de rango n en 

R •• A los individuos les damos rango o (es natural ya que los 

individuos aparecen por primera vez en R0 que es la base), y 

el conjunto vacio tiene rango 1. 

Observación. 

si a E R • entonces el rango de a es el natural n m&s pequefio 

tal que a E Rn. 

Proposición 3 .1 

Si a
1
,a

2
, ••• ,an E Rn entonces 

(a,,a2, ••• ,an) :smax(rg ca,),rg (a2), ••• ,rg (an))+2(n-1). 

Oem. 

Inducción sobre n. 

n•l) a
1
eR", ~ rg(a

1
)=max{rg(a

1
)}+2(0) 

n=2) a
1

, a
2 

E R• 

., rg(a
1
,a,> = rg((a

1
).{a

1
,a2)} = max(rq(a

1
) ,rg(a

2
)} + 2(2-1) 

n=J) sea a
1

, a
2

, a
3 

eR· 

.. rg(a
1 
,a

2
,a

3
)=rg( (a

1 
,a

2
) ,a

3
)=max{rg(a

1 
,a

2
) ,rg(a

3
) }+2 

•max(max(rg(a
1

) ,rg(a,) )+2,rg(a,> )+2 

•max(max(rg(a
1

) +2,rq(a,) +2} ,rg(a,> }+2 

•max(maxrg(a
1

) +4 ,rg(a,> +4, rg(a
3

) +2) 

smax{maxrq(a
1

) ,rq(a
2

) ,rg(a
3

) )+2(3-1) 
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-· ·-

supo'nq~m~S_ .. ~,u~ :~O?~u·m~iE(.~.~·~ ~~~-~··- ~1·:.~~_So_ ~+1 
n+1)~ean ~1 , •··: '~ñ-'ªn•l·:.E.R~: 

.. como ; C~i ,.-~ ::} ~·~~-!;~~~;:~.~(c~~¡·;.A:~~~·, :~~-~ ,~ ~~~~ )_ ~ ~- -
~· ·rCi(a 1 ·~ •. · ••. ·.~.-ªn•i.>, ~'rg.<l~,·~~.·,:'-·>, ~~) ;:~~~~) .> -

=maX{rg.C°ii~~ ~·:_,f;:,,~~f~~~1~'j~ttf~~~;~<~·-'--~ 

"· '· s ma><{ma><{rg (a1) ••••• , rg(a~1P2.c~~i;1yZ.~éa~.; l }+2 

= max{ma><{rg(a
1

) +2 (n-1), •• >,rgca)+2·c~.:.-1-í };rg(an••l }+2 
• ~ .,_~;_:o·.';· 1 : ~-~' :-!- ._~ •. -A;.-:-,,.-. -~ _. --- . :- -

s ma><{rg(a,) +2 (n-1) •••• ,rg(an)_:':2 c~;:11 :;:.!J<.a~;.1_+2 (n ... 1) }+2 

= max{rg(a
1
), ••• ,rg(a") ,rg('.'~./>+2(n..:1)+2 

= max(rg(a
1
), ••• ,rg(an) ,rg(a,;;,l }+2 (n) • 

Lema 3.2 

i) RP e: Rn V n 1: p 1: 1 

ii) U",.01\ = R0U Rn V n • 1 

iii) !\ E Rn+l V O :s k :s n V n 1: O 

iv) Si X e y E Rn (n 1: 1) • X E R0 U Rn .. t 

V)Si (x1, x 2 , ••• ,xn) E y E RP (p1: 1) • x 1, ••• ,xn e;- R0 U Rp-l 

En particular si 'P E R. es una relaci6n binaria entonces 

dominio dom(¡>) = (>< : 3y (><,y)e ¡> }eRºy su rango 

rg(ip) = (y : 3>< (><,y) e ¡> } e Rº. 

Dem. 

i) Sea p•1 y n•p 

•] X E RP = :P (lf-1 
k:rORk) .. X e: lf-\=ORk e lfª\=01\ 

.. X E P(l.f'-lkaDRk) ::o Rn. 

ii)Sea n • 1 

4) Sea x E Ll'k=DRk .. 31\ tal que x E 1\ p.a. o :s k :s n 

si k=O .. X E Ro y, si k 1: 1 .. X E Rn • 

.. ]Sea X e ~o U Rn tt X E R0 o X e Rn., X e ifk:ORk. 

iii) Rn•I = '.P( U",.0R,) = :P(R0 U Rn) y R, e :P(R0 U Rn). 
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v)sea 

. ·.,,.· __ ,, 
. y E 7'.CR

0 
U Rn,

1
) 

'"~r~-~R~-'.;4,i{~h:.-:·:\'--::-.-~~ -~:.-~~ .. ~'.<~::~ ~~~-u_=-~~--1 · 

.... :'1;~,.1;\.~i¡~r.1~~~~}~;~,:f ~:~x ··· 
.. <x.> e R~Ú,.R,,..,;c~ R0 U 1'(R0 U R •• ,> 

•. xneR
0

,_U RP-
3

c: ~0-' U,_RP~l· y. as! sucesivamente ••• 

• 

El lenguaje L que ahora introduciremos es: 

-Los simbolos de L son: 

i)Los conectivos A, v, •, ... , .,. 

ii)Una sucesión numerable de variables. 

iii)cuantificadores(3) existencial y (V) universal. 

i v) Parántesis. 

-Los parámetros de L son: 

i) El predicado básico e. 

ii)Constantes. Este conjunto es infinito pero fijo. 

Asumimos que el conjunto de constantes de L está en una 

corrrespondencia 1-1 con las entidades de la estructura a· y 

ahora identificaremos las constantes. de L con las entidades 

de la estructura R" tal y como si R" fuera parte de L. · 

La interpretación del predicado básico e de L en R · será 

la relación de pertenencia de la teor1a de conjuntos. 

Las fórmulas (admisibles, FBF y FNP) , se construyen y 

definen como en el capitulo II. 

El conjunto de las FBF admisibles de L se denotará por 

K=K(L) y el subconjunto de K de todos los enunciados 

admisibles verdaderos en R" por K
0
=K

0
(L). 
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Toda ·L-estructura •(R.) en la cual la L-estructura R. 

puede ser P.ropiamente inmersa y para la cual todo enunciado 

admisible de R • verdadero en R.. una interpretación 

adecuada de los símbolos en • (R ·) tambien es verdadero en 

·ca·), se llamará un modelo no-estandar de orden superior de 

Rº. En ese caso el conjunto •R de individuos de • (Rº) es un 

campo totalmente ordenado del cual IR es un subcampo propio. 

Pero • (Rº) no es la superestructura determinada por R, en 

efecto, si A=1'(R) entonces bajo la inmersi6n de Rº en • (R") 

estas c;onstantes no denotaran el conjunto de todos los 

subconjuntos de ªR, será solamente un subsistema del conjunto 

potencia de •R. 

Modelo de R • que es tm ul traproduct.o. 

Tcorla de Filtros. 

Definici6n. 

Sea I un conjunto distinto del vacío entonces por filtro sobre 

I entendemos, un conjunto no vacío 'U de ·subconjuntos de I tal 

que cumple: 

i) ~ ~ U, IEU 

ii) U es cerrado bajo intersecciones finitas 

iii) Si U e G y U E U entonces GeU 

Definici6n. 

Un ultrafiltro U es un filtro maximal(e.d. si ~ y'~ filtro 

entOnces U=j:) • 
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Proposici6n 3. 3. 

Un filtro U es un ultr8filtro s1 y s6lo si .par~ .. todO. U· e· I 

U E U o I-Uetl. 

Dem.· 

•]Sea U e I y supongamos que U 11!: u-.~-- sea G-{xs;I/UlJxeU}. 

Veamos primero que 'U ' G: sea x e U • x ' (U Ux) y U filtro 

•U U x E U• xeG. P.O. que G es_filtro sobre I. 

i) Si oj> E G • U U oj> - U E U pero supusimos que U E U :. oj> ~ G 

como u u I ... I E u .. I E G. 

ii)Sean x
1

, x
2 

E G p.d. x1 n x2 E G 

uUx1, UU X2 E U • (UlJx1) n (uUx2) E U pero 

iii)Sea x
1 

e G y x1 'x2 p.d. x2 e G. 

vUx
1 

s;; UUx
2 

como ut.Jx
1
e U • UUx

2 
e tl .·. x

2 
e G. 

Asi pues G es filtro, pero 

uU(r-U)-I E U • (I-U) E G .. (r-U) E U 

pues U = G porque 11 es ultrafiltro • 

.. ]u es filtro y vm;z, Ue'll o r-ue'U p.d. que u es ultrafiltro, 

Sea '§ filtro tal que 'Us;;:f y sup que 'lht'!f-

.. 3we:f t.q. w.t:tl 

.. r-weU •(como 'Uc:f) I-we:f 

•wnr-w=i¡, e '!!- porque 7 es filtro v 

contradice la suposici6n, por tanto la proposición es cierta.• 

Observaci6n. 

U es ultrafiltro ssl Para todo fi~I i=i, •• ,n, si U"
1 
.. 

1
fieU 

entonces 3ie{l., •• ,n} t.q. fieU. 
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Dem. 

•] Sean fis:J: 

i-=1, •• ,n 

• n" 
•]p.d. que_ U es 

sea u~if> y U!:I 

Definici6n. 

Un filtro :f 

sucesión FneS- (n=l, 2,. • •) tal que nOJn•tFn 

llamado a-completo si no es a-incompleto. 

Definici6n. 

Un filtro :f es llamado libre cuando íl(F:Fe:f]moj> • 

Proposición 3. 4. 

cada 

Un ultrafiltro tl es a-incompleto si y s6lo si existe una 

partici6n numerable {In} n=1,2, ••. del conjunto I sobre el 

cual tL está definido tal que :In t! t1 para todo n=1,2, ••• 

Dem. 

•] Sea {In}n=t, 2, .•• partición t.q. I-In etl porque 

porque .¡. • 11. 

•]tenemos que existe una suc. fne'U t.q. nOJn:lfnt!t.t 

Sea {fn:n < w} con fn e 'U, 

sea g::t--t w U {w} tal que 

Vi 

g(i)= { w 
min. n (n < w) t.q. i• fn 

22 
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Entonces {g-1 (~·) :a·$ ·w;: -}. é~-~u~·~;_.,p~f:t1Ci6n. 
'[·,: 

dem. ,-

sea cx.=W, 13=n sup. ie ~:-·«~I~nt.i~r~i0:1;I;it~-}1. fn 

i) sea a:=n, p=m. sup. 

g-'<"> ng-·(~¡-;'4. 
ii) u .. <Wg"1 (cx)=:r. ~_·_,·_ ~:~; 

iii) no es vac1a cada q-1 («) : 

p.d. '>"ª g-1 (n)• u. Vn 

es una part:ici6n de :r. 

caso 1 n=w 

n"° ns.J fn•'ll dado que tomamos la suseci6n que existe por 

ser u a-incompleto 

caso 2 n<w 

.. g-1 (n) = {ie I:g(i)=n 

s;; {ie :r:ie fn)~I-fn 

• dado que fnE'U .. I-fn~'U 

• 

Procederemos ahora describir una estructura la 

cual es un ultraproducto de R •• 

Sea I un conjunto infinito sea 'U un ulti:"afiltro 

O-incompleto de subconjuntos de I y sea {In} n=l, 2, ••• una 

partición numerable de I que satisface In ~ 'U para todo 

n=1,2, ••• 

Def inici6n. 

Por R • I denotamos el conjunto de todas las funciones de I en 

Rº. Existe una inmersión natural a ---+ ·a, de Rºen R.I 
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definida por ·a(i):::ia p~ra·:_ t_c:>_da·~~:~e_:·::.~.' :es .. decir R._ está 

identi f !cado en ~ • 1 por ·las · f~~Ci~h·~~/~-~Íl~~~~t~~ .- : 

Definición 

si a,beR" 1 entonces a=ub sly s6l~o s1 <~i:a(i)=b(i)}e U 1J aeub 

s1 y s6lo s1 (i:a(i)eb(i)}e U. 

Como consecuencia inmediata de esta -definici6n se tiene 

que a:::ib sl y s6lo sl ·a='lJ·b y aeb s1 y s6lo sl ·ae,;b. 

Mostraremos que Va, be: R • 1 se tiene que a=b o a:atb y aeb o 

afb. 

Sea U
1
={i:a(i)=b(i)} y U

2
={i:a(i)•b(i)} ,. U

1
UU

2
=IeU 

.. U1eu y U211!U o U2EU y Uli!U ... a=b o a•b 

La otra demostración es análoga. 

Dado que los individuos de R" son sin elementos pero ,.,. .f., 
esto en teorliec de conjuntos quiere decir que R" esta basado 

sobre un conjunto cuyos elementos se les nombra 

urelementos, en términos de e se demuestra el siguiente 

resultado. 

Proposici6n 3. 5. 

a=b si y s6lo si VceR • I (aec ~ bec) • 

Dem. 

•] .. ) Sup. a=b sea ceR • Iy supongamos que aec 

,. U
1
={i:a(i)=b(i) }E U y U

2
={i:a(i)ec(i) }EU 

.. u,n U
2
= ¡i:a(i)=b(i) A a(i)ec(i) ¡ 

~ {i:b(i)ec(i) }e 'U pues u,n U
2
e'U 

bec. 
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.. ] .. ) Es. análogo • 

.,] Sea a,b eR"Ip.d. a=b, sea ce R"I tal que c(i)= {a(i) )eR" 

"' {i:a(i)ec(i) }•l:e 11 .-. aec .-. bEc '· {i:b(i)ec(i) }e'll 

pero {i:b(i)ec(i) }={i:b(i)=a(i) )e U 

.-. b=tl a. • 

Asumimos que los e1ementos de R"I estan re1acionados 1-1 

con las constantes del lenquage L, mejor aun •L tiene 2 

predicados básicos =,e, entonces se obtiene una •L-estructura 

de R"I cuyos conjuntos de enunciados verdaderos dependen de 11. 

Una subestructura de nuestra •L-estructura será. simplemente la 

que satisface en cierto sentido los enunciados de K
0

• 

Lema 3.6. 

i) ·+ - + 
ii) si a,b E R" y acb .. ac:·b 

iii) si a,b E R" entonces aeb .... 
. 
ae·b 

iv) VaeR· 
. 
{a}a¡"a¡ 

v) si a
1

, ••• ,an R" entonces a) •ct.r
1
•

1
a

1
)= t.r

1 
.. 

1
·a, 

b) ·cnn1-1ª1>= nnl•l.alc).{al, ••• ,an}={·al, ••• ,·an}, 

d) • (a
1

, ••• ,an)=(·a
1

, ••• •an) y e)• (a
1
x ••• xan)-•a

1
x, ••• ,x•an. 

vi) va,beR".(a-b)=·a-•b. 

vii) si be R" y es una relación binaria .. a)• (dom b) =dom b•, 

b)"(rg b)=rg"b y VaER" se tiene 

• (b(a)) =·{y: (3x(xea A (x, y)eb)) 

="b(a)~{y:3x(xe"a " (x,y)e"b)}. 

Dem. 

i) Es claro que {i:x(i) .. oj>(i)}=l:e'll para cualquier xeR":i: 

.. .'+=+ 
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ii) 

iv) 

{i:c(i)e
0

(l1'J=•ªJl (ill• u 

{i:c( i)el.f'J•laJ}E'll 

{i:c(i)ER•-lJ'J•laJ}< U 

{i:c(il•n",.1 (R·-a,)}• u 

- {i:c(i)e(R·-al)VJ•l, ... ,n}• '11 

- n"J•l{i:c(i)e(R·-al)}< '11 

I-n"J=l {i:c(i) e(R·-a,) }e '11 

lJ'l"lI-{i:c(i)e(R·-aJ) }e '11 

3J t.q. I-{i:c(i)eRº-a,}e U p.a. j=1, ••• ,n 

3J t.q. I-(I-{i:c(i)ea,}e '11 p.a. j=l, •• ,n 

{i:c(i)e a,}e '11 p.a. j=l, •. ,n 

{i:c(i)eºa,(i)}e '11 p.a.j=l, •• ,n 

.-. 3J t.q. ce·a, p.a.j=l, .• ,n . .-. celf, .. 
1
·aJ 
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b) 

~ {i:C(~)E_':aJ,vJ•i.-':>n}~ .~. 
- n" {f:c(Í)ea. }~ 'll 
-~--· ' " J-_1 -;; ;'-:,-_:: : - -.. !-::', .. : -- -_ 

-~J•l•:••••{i:c(i)Ea~}E U• 

...... 1 ..... ~ •• ·<1-:C:c1í~\<11 >•u 
~VJ=t •••• ,nCE aj CE nnJ•l•aJ 

e) Dem. inducción sobre n. 

para n=1· {a}={· a} por iv) 

supongamos la proposici6n cierta para n, p.d. n+l. 

{ ª1, • •.' ªn' ·an+l }={·a,,•••' •an}U{•an•I }=• {a1' •. • ,an}U• {an+t} 

.. {al,••º ' 8 n 18n+1} • 

d) Dado que el par ordenado fue definido seg1ín Kuratowski y 

las n-adas in~uctivamcnte con el inciso anterior queda 

demostrado que: 

d).(a
1

, ••• ,a
0
)•(•a

1
, ••• ,•a

0
) . . . 

Analogamente para e) (a
1
x ••• xan)= a

1
x ••• x a

0
• 

vi)ce
0

(a-b) -u,={i:c(i)e(a-b) (i)}•U 

- U
1
•{i:c(i)•(a-b) }e U 

... U
1
={i:c(i)ea A c(i)•b)e 'll 

- ({i:c(i)Ea} n {i:c(i)•b})E U 

{i:c(i)Ea(i) }e 11 y {i:c(i)•
0

b(i)}e 'll 

ce ·a-·b. 

vii) a) xe (domb).- {i:x(i)e • (domb) (i) }• 11 

- {i:x(i)e dom b}e U 

- {i:3y (x(i) ,y)e b}e 11 

A={i:3y (x(i) ,y)e 
0

b(i) )e 'll 
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Dado que los enunciados de las matemáticas se pueden 

expresar en el lenquaje de teor1a de conjuntos, e.d. se pueden 

expresar en términos de e e =, entonces podemos escribir lo 

que significa par ordenado y pasarlo a R · I y utilizar las 

definiciones de e e • modulo el ultrafiltro tl. 

lll Fijamos un y=y
0 

(Instancia existencial). 

La demostraci6n es análoga para el caso de 

b) • (rg b) =rg (b¡ • 

Definici6n. 

Una entidad a de la •L-estructura RºI es llamada interna 

cuando existe un número natural n tal que ae·Rn. Una entidad 

interna a es llamada estandar cuando existe una entidad bER • 

tal que a=·b. Toda entidad la cual no es interna es llamada 

externa. 

El conjunto Un?:.O •Rn de todas las entidades internas es 

llamado el ultraproducto de Rº con respecto al ultrafiltro 'U y 

será denotado • (R •) • 
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Observaci6n. 

Notes_~ qu.e . la función a--.• a de R • en R · I , inmersa R ·en 

la subestructura •(R.) de R"I. 

OBSERVACIONES 

R·= URn 

i-·cR·)=U·Rn={xeR.I:x es interno} es transitivo, e.d. todo 

elemento de un interno es interno 

2-•[R" )={·a:aeRº>,={xeR·I:x es estandar} no es transitivo, e.d. 

un elemento de un estandar puede no ser estandar; aunque si 

interno. 

3-
0
(R.)cU

0
Rn y 

0
[R.] .U

0
Rn. 

La noción de rango 

internas. 

extiende de inmediato a entidades 

Una entidad interna ae • (R") se dice que tiene rango n 

(n2:l) cuando ae•Rn-·Rn+i; las entidades de •R
0 

tienen rango O 

y les llamamos individuos de • (R"), nuevamente el conj.unto ·~ 
tiene rango 1. 

Teorema 3 • 7 • 

Existen entidades internas las cua1es no son estandar. En 

efecto si aeRº es una entidad la cual tiene una infinidad de 

elementos, entonces existe una entidad be• a tal que b es no 

estandar. 
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oem. 

Dado que a es un conjunto infinito existe una sucesion {bn} 

n=l, ••• de ~lementos de a tales que bn•bm Vn,m=l.,2, ••• 

sea In una partición de I tal que Inl! '11, Vn=l, ••. 

.. Sea b:I---+at.q. b(i)=bn Viein (n=1,2, ••• ) 

Claramente bea pues ¡i:b(i)ea}=Ie'U pues b(i)=bnea(si iein) 

sin embargo b~x para todo x estandar; pues si x es estandar 

entonces x=·c para algún ceRº y entonces x(i)=c, ViE<I de donde 

(i•I:x(i)=b(i) }= { oj> 
{i

0
} p.a. i

0
E<IncI p. a. 

{ i
0

}cinc'l1 porque U es a-incompleto con la partición In 

dada, por lo tanto (i
0
}•'ll. As! pues (ieI:x(i}=b(i} }"'U y b•x 

para cualquier x estandar, e. d. b es un elemento no estandar 

Proposición J • 8. 

Una entidad a es interna ss1 a es un elemento de una entidad 

estandar. 

Dem • 

.. ] a es interna .. Jn t.q. aE<•Rn y •Rn es estandar pues RneRº. 

cs]p.d. que si aE<•b, bERº .. a es interna. 

bER• ... JRn t.q. b e Rn p.a. n>O como ae b, 3i t.q. a(i)eb 

Teorema J • 9 • 

Si aeb Ei•Rn(nz:l) entonces aE<.R
0
U•Rn-t' esto es los elementos de 

una entidad interna son internos 
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Oem. 

be ,'.Rn "'U'."{i:,b(i)E
0

Rn(i)}E 'U 

"'iU={i:bCi)E~n}E 'U 

.. U={i:b(i)cR0URn_1}e ityv".',{i:a(i)eb(i)}e u porque aeb 

UnV={iÍa(ii'eb(i) A b(i)cR
0
URn-l}E 'U 

s;{i:a(i)ER0URn-l}E 'U 

• {i:a(i)e(R0URn_)I (i) }E 'U aeR0U
0

Rn-t 

• 
Análogo al caso de la L-estructura R. llamaremos una 

•L-FBF admisib1e cuando todos los cuantlficadores que ocurren 

en esta son de la forma "(Vx)[[xea]-. .•• ) 11 y "(3x)((xea]"···l" 

donde a denota una entidad constante de R • I. 

Definición. 

una FBF admisible de •L es llamada interna cuando todas 1as 

constantes que ocurren en esta denotan entidades internas. Una 

FBF admisible de •L es llamada estandar cuando todas las 

constantes que ocurren en esta denotan entidades estandar. Por 

tanto una FBF estandar es interna. 

Definición. 

El conjunto de todos los enunciados internos de· •L 

denotarán por ·K=.K(.L) y el subconjunto de todos los 

enunciados internos los cuales son verdaderos en • (R ·) 

denotarán por •K
0
=.K

0
(.L). 

Si V FBF admisible de L, entonces su 

*-transformación a ·v se definirei a •L como FBF estandar 

la cua1 fue ontenida de V al remplazar en V todas las 

constantes digamos, a
1

, ••• , aP que ocurran en esta, por 
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~ . . . -. " - ' . --- ·, -:-
·v cy 1, ••• , y p) ,} ; - . 

oem. 

AeR • está dado~ 

~ V=V(x1, ••• ,xP,a1, ••• ,aq) es at6mica 

... V es (X1, ••• ,xp,a1, ••• ,aq-l)e aq O 

(x1, ••• ,xP_1,a1, ••• ,aq)e xP 

con posibles permutaciones de variables y etas •• 

.... por def. y lema J • 6 

-Si V es una L-FBF sin cuantificadores. 

sea V y w dos L-FBF admisibles y tales que cumplen e1 teorema. 

p. d. que [V•WJ y ¡,v¡ lo cumplen. 

Asumimos que ·A={ (x1, •• ,xP): (x1, •• , xP)e•a y •v}. 

p. d. ·a={ (x
1

, ••• ,xP): (x
1

, ••• ,xP)e·a y -,9v} donde B= a-A 

.... ·s=·a -·A. 

Ahora V=V(x 1, ••• ,xP,y1 , ••• ,yq) y W=W(x1 , ••• ,xP 1z 1, ••• ,zr) 

entonces A={(x1, •• ,xP,y1, •• yq,z1, •• ,zr):(x1, ••• ,zr)ea y [VAW]} 

.... A={ (x
1

, •• ,yq): (x
1

, •• ,yq)ea y V} n 

{ (X11 •., Zr) 1 (X11 •• / Zr) ea y W} 

..-. ·A=.{(x, .• ,y):(x, •• ,y)ea y V}n•{(x, •• ,z):(x, •• ,z)ea y W} 

.... ·A={(x, •. ,y):(x, •• ,y)e·a y ·v>n<cx, •• ,z):(x, •• ,Z)e·a y ·w}. 

32 



-si V tiene cuantificadores entonces aplicamos· inducción sobre 

el nümero de cuantificadores. 

Para n=O ya se demostró. 

Supongamos que la afirmación es cierta para fórmulas con menos 

que o con igual que n cuantificadores. 

P. d. para n+1 cuantificadores. 

Sea V=(qxn+1) ••• (qx1)W(x1, •• ,xn•t'y1, •• ,y
4
)donde V está en 

FNP, qe{V,3}, W sin cuantificadores y y
1

, ••• ,yq son variables 

libres que ocurren en V. 

Caso 1 Sup que qxn•t=3Xn•t' b denota el dominio de este 

cuantificador, dado que V es admisible, be Rº. 

B={ ( (y
1

, •• ,yP) ,xn•t): ( (y
1

, •• ,yP) ,xn•t)Eaxb y (qxn) •• (qx
1

)W} 

con ae Rº 

- h.i. 

·a={ ( (y
1

, •• ,yP) ,xn+t!: ( (y
1

, •• ,yP) ,xn+
1

) E·ax•b y (qxn) •• (qx1) •w} 

El dominio de la relación binaria es el conjunto: 

A={(y
1

, •• ,yP):(y1 , •• ,yP)Ea y (3xn+
1
)(x0• 1eb /\ (qxn) •• (qx1 )W)} 

={ (yt, •• ,yP): (yt, •• ,yP)ea y V(yt, •. • ,yP)} 

El dominio de la relación •e por 

tanto 

{(y
1

, •• ,yP):(y
1

, •• ,yP)e•a y (3Xn•t) (X
0
+1E•b /\. (qx

0
) •• (qx1).W)} 

co{ (yl, •• ,yp): (yl, •• ,yp)e·a y ·vcy., ••• ,yp)}. 

Por el lema J. 6 obtenemos 

•Ac::{ (y
1

, •• ,yP): (y
1

, •• ,yP)e·a y •v}. 

Caso 2 

Sea A={(x1, •• ,xP):(x1, •• ,xP)ea y V(x1 , •• ,xP)} 

donde qx
0

•
1
=Vx

0
•

1 
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C=>a-A={ (X~, .. ,'X~~-:: (xt_~·--·<.' ~-p.~-~·:}\/ ·~~~~~~1/ -~--. _; '.~P,>_} 
~/ C= •a-·A={ (y'., •• ~Y ) _: (y

1 
,:;:. ,y: l'í- :~a,-.y_ '1 •v C~i-;:. ,·y )_f ~: 

• · .• ·- ••. :·_~ "<·"~-<-!~·- >~::·:._: .~·.::·:~---<-~·:·~'-:.:· ·._ .... ·:_·,_; .. ~ 
A~. fil.- e· a- A)={ CY1_, ·-~~~-~P> ~}~i' -~:-~·,yp~-~ a. Y--·-~.c~1 , .•·• ,!~> > 

TEOREMA FUNDAMENTAL ACERCA DE ULTRAPRODUCTOS (T. F. ) • 

Teorema 3. ll.. 

(Rº) es un modelo no-estandar de Rº de orden superior, esto 

es, un enunciado admisible V de K(L) es verdadero en Rº s1 s6lo 

si ·v es verdadero en • (Rº) y Rº esta propiamente inmerso en 

°(R•) • 

Dem. 

Que Rº está propiamente inmerso en • (Rº), está dado por el 

teorema 3. 7 .sea V una L-FBF admisible 

p. d. que Ve K
0
t-·:Ve.K

0 

-si V no tiene cuantificadores entonces: 

a) Si V es atómica por la def. ya está dado. 

b) Si v,w son fórmulas sin cuantificadores tales que cumplen 

el teorema ent. 

e) Si V=.,w con W fórmula sin cuant. tal que cumple el teorema 

ent. 

.,veK
0 

- .,,weK
0 
~ WeK

0 
-. ·we.K

0 
~ ,, We K

0 
~ ,·ve.K

0
• 

-si V tiene cuantificadores ent. demostramos utilizando 

inducción sobre el número de cuantificadores. 

Si n=O ya está demostrado. 

Sup. que el teorema es verdadero para todas las fórmulas con 

menor que o igual que n cuantificadores. 
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P. d. que es verdadero para f6nnulas con n+l cuantifiÓadores. 

Sea V=(q>Cn•l) ••• (qx1)W en FNP. 

Caso 1. (qxn•l) =3xn•l 

VeK0 ~ A={Xn•l :xn•lea y (qxn) ••• l'<'"·' '"1'''!' 

donde a es el dominio de 

·A={Xn+l :xn+
1
e•a y (qxn) ••• 

·ve·K0• 

caso 2. (qxn..i)=-Vx
0

• 1 

VeKO ..... A={Xn+l:xn+1Ea y- (q•xn) ·.-.·~ (~·x1>-~W}=~ 

·A={xn+
1

:xn+
1
e·a y (q•xn)-.~ .. (q•x~).,·~·}=·~ 

• 
Ejemplos de aplicaci6n de (T. F.) 3. 12. 

i) Los individuos de R. son los urelementos de teor1a de 

conjuntos de R • en el sentido de que ellos son ~~ y no hay 

entidades de R" que sean elementos de individuos. Este 

enunciado en K
0 

se puede expresar como: 

llX(Vy([XER] A [YERn] "' "[YEX]))n-o,t, 2, ... 

Vx(Vy([XER] A (ye•R.J "',¡yex]))n-O,l, 2, ... 

En palabras, no hay entidades internas las cuales sean· 

elementos de los individuos de • (R ·) . 

ii) La uni6n de elementos de un conjunto es un conjunto. En K0: 

Vz([z•R.J .. 3y([y•R.J A Vx([xeR.J 

.. [ [XEY] l 3u( [ueR.J A [UEZ] A (XEUJ l J l ll 

-(F.T.) 

Vz([ze
0

R.J .. 3y(¡yeR.J A vx([xeR.J 

• [[xey]J 3u([UeR.J A [UEZ] A [XEU])Jlll 
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En •K
0 

la unión de elementos de una entidád 'interna es una 

entidad interna. 

iii) Para t~o conjunto existe un conjúnto. CuYOS e1ementos son 

los subconjuntoS de este conjunto. ,,En :~0 : 

VX([X•R.J .. 3y([Y•R."] "Vz([z•R.J 

([Ze'i] - (z~x]]))) 0,1 ,., ... 

- (F.T.) 

YX((xe·Rn) .. 3y([ye•Rn•l) /\ Vz([ze•Rn] 

.. [[Ze'i] - [Z~XJ])))n•l,2, ... 

En •K
0 

el conjunto de todas las entidades internas las 

cuales son subconjuntos de una entidad interna es una 

entidad interna. 

iv) El dominio y el rango de cualquier entidad de R" el cual es 

una relación binaria (Bn denota las entidades de todas las 

relaciones binarias de rango :s.n) es una entidad de R". En K
0

• 

Vb( (beBn) ,.. 3z ( (ZE:Rn] /\ YX( [XERn] ,. 

[[xez] - 3y([yeR
0
]" [(x,y)eb])])))

0
• 1, 2, •.. 

-(T.F.) 

Vb((be•Bn] .. 3z([ze•Rn] A VX([xe•Rn] "* 

[[xez] - 3y([ye
0

R
0
]" [(x,y)eb])])))

0
• 1, 2, ... 

En •K
0 

el dominio y rango de cualquier relación binaria 

interna es interna. 

Teorema 3. 13. 

Sea V=V(x
1

, ••• ,xn)es una FBF interna con variables libres 

x1, •• ,xn y sea ae· (R") una entidad interior entonces el 

conjunto y es 

interno. 

Dem. 

Caso a) V no tiene cuantificadores 
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Sea donde son 

constantes que ocurren en V (estas.son entidades internas)'. 

"' Definimos la funci6n E: 

E:I---+R
0 

p.a. n tal que 

i--->E(i) donde 

las 

E(i) ={_ (x1 , •• 1 Xn): (x11 •• ,xn) a (i) .Y V(x1 , •• ,xn~a 1 .(i), ~- • '~P ~~))_} 

EeRn.., (i:E(i)ERn}E1J pero (l:E(i}eRn}=IeU 

.·., E={ (x
1

, ••• , Xn) : (x
1

, ••• , Xn) ea y V} e,s interno. 

Caso b) V tiene cuantificadores. 

Inducc.i6n sobre num. de cuantificadores. 

h.i. Supongamos el teorema válido para FBF con menos que o 

igual que n cuantificadores. 

sea Vc:s(qxn•t) ••• (qx
1

)W, 

libres 

V en FNP, con variables 

Casol) q=3 con dom (b) e• (R •) , dado que b es interna entonces se 

sigue que la relación binaria 

B={ ( (Y
1

, •• , YP) ,xnt1): ( (y1, •• ,yP) ,xn+t)eaxb y 

(qxn) •• (qx1)W(y1, •• yp,xn+1)} es interna • 

.. ej .3 .12 iv) su dominio 

{(y1, •. ,yP):(y1, •• ,yP)Ea y (3xM1)(qxn) •• (qx1)W} es interno. 

Caso 2) Tomamos -iV y procedemos análogamente. 

El sistema de los nürneros reales no-estandar. 

El conjunto •IR de individuos del 'll-ultraproducto (R") 

de la superestructura R", donde 'U es un ultrafiltro 

6-incompleto tiene, segO.n el T.F., las mismas propiedades de 

IR que pueden ser expresadas como enunciados de K
0

• 

Dado que IR es un campo totalmente ordenado, es facil ver 
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que eSta -p.ropiedad puede ser expresada por enunciados ,de- K
0

; 

por esto •IR· es un campo totalmente ordenado. 

La inm~rsión a---+• a de IR en •IR inmersa IR en un subcampo 

de •IR 

Notación. 

Nuestras expresiones algebráicas se denotarán igual a1 

pasar de IR a •IR aunque el significado es diferente e.d. a+b=c 

en •IR significa {i:a(i)+b(i)=c(i)}E 'U, similarmente para la 

sustracción y la multiplicación, además a~b en •IR significa 

{i:a(i)sb(i) }E ti, 

El que IR sea totalmente ordenado puede expresarse por el 

siguiente enunciado de K
0 

Vx, vy ( [xeR " yell] " [x<y] v [x=y] v [x>y]) 

.. por T.f". 

vx, vy e [xeR " ye
0

RJ .. [x<yJ v [x=yJ v [x>y]) 

se tiene que la relación de orden extendida a •IR ordena 

totalmente a •IR. 

El elemento unitario eE •IR que tiene la propiedad de, para 

todo o-=relR ·r(r) ~ 1 =e y está dado por e=·l. donde 1elR; por esto 

simplificamos la notación no usando mas la *-notación que 

denota los individuos estandar de R, dado que ahora 

identificamos a ~ con el subcampo de los na.meros estandar de 

•IR y haciendo un abuso de notación escribimos IRc·IR. 

El valor absoluto /r/ de un na.mero real r se define por 

/r/=r si r > o y /r/=-r si r < o 

y es una función de R~· donde R·={reR/r:!!.O}; 

esta función extendida de R" en • (R") como la función • ¡ / es 

y 
0 

/a/=-a 

Y es una función de ·IR~· (11~·) por el T. F., de esta manera 
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también utilizamos la misma notación para /a/ donde a es un 

nümero real t.q. ae·IR. Análogamente para max( , ) , min( , ) de 

IRxR~, sus extenciones son ·max( 

·IRx •IR----+ •IR respectivamente. 

) , ·min( de 

Denotemos con s un subconjunto de IR. Entonces pasando a 

•(IR"), ·s denota un subconjunto de •R el cual es una 

entidad estandar y tiene las mismas propiedades de s que 

pueden ser expresadas con enunciados de K
0

• Mejor aQn la 

subestructura •(S.) de • (R") donde s•denota la superestructura 

definida por s, es un modelo u1trapotencia no-estandar de s ·• 

como ya hablamos mencionado anteriormente con un abuso de 

notación escribimos sc·s. Mas aú.n, damos la siguiente 

caracterizaci6n. 

Proposici6n 3. 14. 

s=·s ssi s es un conjunto finito. 

Dem. 

sea ScR 

.. ] Sea S finito digamos 

·s=· {s, ..• ,s}={°s, ..• , •s¡ ·y dada la identif icaci6n 

anteriormente mencionada concluimos que s=·s . 

.. ] Supongamos que S es infinito. 

_. SeR· entonces (teorema 3. 7) existe una entidad be·s tal que 

b es no-estandar b~ • s VseS be:S, e. d. 

Si la constante IN denota a el conjunto de los no.meros 

naturales de IR entonces la entidad no-estandar ·~ denota un 

conjunto de nú.meros de •IR el cual tiene las mismas propiedades 
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de IN que pueden ser expresadas como enunciados de 1<
0

• Mejor 

aün precisamente •(IN.) es un modelo no-estandar ultraproducto 

de orden superior de la aritml!tica. 

Dado que •IR. es una extensión propia de IR y con el 

resultado del álgebra que afirma que todo campo Arquimediano 

es isomorfo a un subcampo de IR podemos concluir que •IR es no 

Arquimediano. Pero •IR tiene las mismas propiedades que IR y R 

Arquimediano. 

Examinemos pues esta aparente paradoja. 

El que lR sea Arquimediano puede ser expresado como enunciado 

de Ko- as1: 

vx ([XE1R A x>O] .. 3n [nelN A nX>1]) 

-tpor T.F. 

vx ([XE.R A X>OJ .. 3n [ne·~ A nx>1)) 

e.d. con la interpretaci6n apropiada de constantes •R es 

Arquimediano con respecto a ·"· Y. no Arquimediano el 

sentido del metalenguaje e.d. O<ae·lt entonces existe un 

nllmero natural n en el metalenguaje tal que a+ ••. +a>l. n-veces, 

es decir, un n\lmero finito de veces. 

Ahora solo consideraremos algunas propiedades de IR y sus 

extensiones, las cuales pueden ser formuladas en lenguaje de 

primer orden e.d. los enunciados en los cuales la 

cuantificación es sobre nümeros solamente. 

Propiedad de completud de Dedekind de IR 

Todo subconjunto no-vac1o de IR el cual está. acotado 

superiormente tiene una m1nima cota superior. 

Esta afirmación acerca de IR puede expresarse como 
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e~unciado de K0 que contiene un cuantificador universal cuyo 

rango está sobre subconjuntos de R. Entonces por T.F. •IR 

satisface una propiedad de completud de Dedekind en la 

siguiente forma: Todo subconjunto interno no-vac1o de •IR el 

cual está acotado superiormente tiene una m1nima cota 

superior. 

Dado que •(INº) es un modelo no-estandar de orden superior 

de la aritmética se tiene que bajo la apropiada interpretación 

del T. F. el modelo •(IN") satisface todos los axiomas de 

Peana; por tanto el pricipio de inducción que afirma que; todo 

subconjunto de números naturales tiene un primer elemento, 

debe interpretarse en • (fl") en el siquiente sentido: todo 

subconjunto interno no vacio de ·,. tiene un primer elemento. 

Proposición 3. is. 

Existe un ntlmero we IN tal que /r/<w para todo rEIR 

Dem. 

Sea {In} n=l.,2, ••. partición de I t.q. Ind.l Vn 

definimos w::t___. IN t.q. w(i)=n Viein (n=l.,2,.-.) 

" para todo selN A-{i:w(i) < s}dl, 

en IR existe la propiedad arquimediana entonces dado un 

real r existe un natural n tal que r<n e.d. 

{i:w(i)•r} s; {i:w(i) < n}"11 ·" B={i:w(i)•r}t!'ll 

por definición we·tl y si tomamos I-B concluimos /r/<w 

Esta prueba está basada en que U es ó-incompleto / y 

demostramos que •IN contiene un na.mero más grande que cualquier 

número real positivo, al cual llamaremos infinitamente grande. 
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Definición. 

Un na.mero ae·IR es llamado finito siempre que exista un nfunero 

real- O<rEIR t.q. /a/<r. Un número ae·IR que no es finito se 

denomina infinito. 

Un n'Cimero a1/R es llamado infinitesimal siempre que 

/a/<r para todo O<relR. 

Al conjunto de todos los no.meros finitos de •IR lo 

denotaremos M
0 

y al de todos los infinitesimales por M
1

• 

Obsérvese que IRcM
0

, M1cM0 y M1(11R={O} e.d. O (cero) es el 

O.nico infinitesimal estandar. 

Definición. 

Dados r, seR decimos que r es infinitamente cercano a s (r=:=s) 

ss1 /r-s/eM
1

• 

Proposición 3 .16. 

Un nümero ae•R es infinito ssi /a/>r VO<reR 

Dem • 

.. ]Como /a/>r VO<reR entonces a no es finito e.d es infinito 

por definición. 

•)Sup que 3reR t.q. /a/<r .. a es finito. 

Por esto el nCim. w definido anteriormente es infinito, su 

reciproco es un infinitesimal. De manera más general: 

Proposición 3 .17. 

Un número o.eae·IR es un infinitesimal ssi su reciproco l./a es 

infinito. 
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Oemo 

iia es infinito - vr.elR .111a1· > r 
... Vr .>Oe /a/.-.<, 1/r ... a eS- irlfinitesimal~ 

Teorema . 3 .18 • 

Un nümero ne·IN es finito ss1 n es un ·na.mero ·natural. (e.d. 

•14flMo=N) 

Oem. 

2]Ya está dado puesto que flc:M
0 

y ~c·N 

s;]Sea xe1ff1M
0

• En K
0 

se tiene el siguiente enunciado: 

VX([X•HJ ~ [X"r] - (x=1] V [X=2] v ••• v [X=p]) 

donde r y p son constantes y p=[r] es la parte entera de r. 

obtenemos que n=l o n=2 o ••• on=[r] XEN 

De este teorema se sigue que el conjunto de todos los 

nüm.eros naturales infinitamente qrandes está. dado por •tf-N. 

La función r---+[r] de R+ en IA..J{O} donde [r] denota el 

mayor entero no negativo menor o igual a r se extiende de R. 

a ·cR·) a la funci6n ·e ] de ·cR+) a •INU{O} por el T.F. se 

sigue que para todo o:sae·R, •[a] es el entero no negativo más 

grande menor o igual que. También en este caso simplificamos 

la •-notación. 

M
0 

es un subanillo de •IR porque M
0
c•IR y (M

0
,+IK

0
,· IK

0
) es 

un anillo y es un dominio entero· ya que M
0 

tiene divisores 

de cero. 

M
1 

es un subanillo de M
0 

por la misma razón, además si 

heM
1 

y aeM
0 

entonces aheM
1 

por lo tanto M
1 

es un ideal en M
0

• 

P.d. que M
1 

es un ideal maximal en M
0

• 
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Dem. 

•i es finito no-infinitesimal 

-sea i-'EM
0 

el inverso multiplicativo de i 

... ii M 1=1eU .. u=M
0 

Consideremos el anillo cociente M
0
/M1 entonces dado que 

M
1 

es un ideal maximal en M
0

, el anillo cociente M
0
/M1 es. un 

campo (ver teorema de álgebra cap. II). Afirmamos entonces el 

siguiente teorema. 

Teorema 3 .19. 

El anillo cociente M
0
/M

1 
es orden isom6rfico (que hay un 

isomorfismo que respeta el orden) al campo de los nt1meros R. 

Dem. 

-si A es una clase de equivalencia de M
0

/M
1

, entonces A no 

puede tener dos números reales distintos r
1

, r
2

, porque de ser 

as1 /r
1
-r/r:1 o con r

1
-"r

2 
entonces /r

1
-r2'eR 

:. /r1-r1/</r1-r.zJ V :. IR es un subcampo de M0/M1• 

P. d. A todo aeM0 le corresponde un único nt1mero real r el cual 

es 1lnico t.q. /a-r/= o. 

Sea aeM
0 

entonces los conjuntos D={r:relR y r:s:a} Y D'=IR-0 

definen una cortadura de Dedekind (D,D') en IR. 

Sea reR el cual determina la misma cortadura (D, D') 

p.d. a=r; si no, entonces por definición 30<ceR t.q. /a-r/~c 

-si a >r • a-r~c >c/2 .. a > r+c/2 :. a y r no determinan la 

misma cortadura V 

-si a <r -> -a+r~c >c/2 .. a < r-c/2 a y r no determinan 

la misma cortadura V 
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... a lll r 

Unici~ad. sup. alll r
1 

y aas r
2 

,. r
1

lll r
2 

V 

M~ _es_ el -kernel dado que si aeM1 ~ a= O 

El 'Cinico homomorfismo de anillo y de orden de M
0 

sobre A 

con kernel M
1 

determina entonces que IR es isomorfo a M
0
/M

1 
(Ver 

teoremas de álgebra cap. II) ·• 

Def inici6n. 

El homomorfismo de anillo y orden encontrado será llamado 

parte estandar y se denotará por st. 

Proposici6n 3. 20. 

sean x,yeM0 st(x)=-st(y) ss1 x-yEM
1 

e.d. x= y. 

Dem • 

.. ] x = st(x)=st(y) = y :. X r:J y 

'"] Tenemos que st(x) = st(y) pero st(x) y st(y) estan en IR 

.-. st(x)=st(y) 

Teorema 3.21. 

Sean a,b en M0 

i)st(a+b)~st(a)+st(b), st(ab)=st(a)st(b), st(a-b)=st(a)-st(b) 

ii)a•b entonces st(a)•st(b) 

iii)st(/a/)=/st(a) /, st(max(a,b) )=max(st(a) ,st(b)) 

st(min(a,b) )=min(st(a) ,st(b)) 

iv)st(a)=O ss1 aeM
1 

v) para todo estandar relR se tiene st (r) ::::sr 

vi) si st(a)~o entonces /a/ ~ st(a) 
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Dem. 

Sean a'=st(a) y b'=st(b) 

i) como ai=a~ y b==b' .. a+b==a'+b', :ab:::sa',b':Y'.a-:~a'-b' 
,. .:, .... >!' .. '. 

ii) Está dado porque st es mcii:-fismo·.de Orden 

iv)st(a)=O ~ a=O ... aeM
1 

v)Como /r-r/=OeM
1 

ent st(r)=_r 

vi)Caso l)si st(a)=O .. O=st(a)•/a/ 

Caso 2) si st(a) >O 

.. p.d. st(a) >O ss1 a >O 

•]sup st(a) >O y a::so .. si a=O V, si a <Oot o >a1:1st(a) >O V 

.. Ja >O .. st(a)::: a >O ... st(a) >O entonces a>O .. /a/=ar::J st(a). 

iii)utilizando *** se da st(/a/)=/st(a)/ y por inciso (ii) se 

da st(max(a,b))=max(st(a),st(b)) análogamente para el min. • 

La manera usual en que 11amaremos a las clases de 

equivalencia de M
0 

con respecto a M
1 

es:" Las ntonadas de los 

nQmeros estandar determinadas por ellos". A las monadas las 

denotamos por µ(r), reR; en particular µ(O)=M
1

• 

OBSERVACIONES. 

i) (Una construcción no-estandar del sistema de los números 

reales R) • La dem. del teorema 3. 19, sugiere la siguiente 

alternativa de construcción. sea o la constante de L que 

denota el campo de los no.meros racionales. Entonces • (Q) es el 

modelo no-estandar de orden superior de la superestructura o. 

Se tiene ·vc•R y ·o es un subcampo de •R el cual tiene las 

mismas propiedades de D que puedan ser expresadas por 

enunciados de K
0

, por el teorema 3. 7. sabemos que • o~c p. d. 

que • D puede ser usado para definir el sistema de números 

46 



reales. Para este fin particularizaremos con 1os racionales de 

•o que son finitos, e.d. qe·o es finito siempre que /q/< algün 

num. racional positivo. El conjunto de todos los nWneros 

racionales finitos lo denotamos 0
0

, observemos que 0
0
=.ID()M

0 
y 

q1=9D es llamado infinitesimal cuando /q/ es más pequen.o que 

todo nümero racional positivo, el. conjunto de todos los 

racionales infinitamente pequeños l.o denotamos con D
1

, por 

esto 0
1
=·C(lM

1
• Entonces 0

1 
es un ideal maximal en el dominio 

entero 0
0

• El anillo cociente D
0
/D

1 
es un anillo de orden 

isom6rfico a un campo. La dem.. del teorema 3 .1.9. demuestra que 

este campo es isomorfo al campo de las cortaduras de Dedekind 

de ll
0

, por 1o tanto es isomorfo a el sistema d.e los nümeros 

reales R. 

ii) (El sistema de los no.meros complejos no-estandar). Dentro 

del marco de la teoria axiomática de conjuntos el sistema de 

los nümeros complejos e puede considerarse como una subteor1a 

de la teorla de la superestructura lbR con operaciones 

algebráicas de adici6n y multiplicaci6n, las cuales siguen un 

cierto orden de lugar, también • (R)(R) puede verse, como un 

modelo no-estandar de orden superior de el sistema de n1lmeros 

complejos. 

Es viable que en este caso se emplee una notaci6n 

familiar z=x+iy para m1meros complejos donde x,ye·IR y i 2=-1. • 

El conjunto • C=.fb •R del sistema de nümeros complejos 

extendidos tiene las mismas propiedades de e, en particular 

ser un campo. Si z1=X1+iy1y z 2=x2+iy2, entonces también en ·e 

se tiene 

y z1z2=(x1x2-Y1Y2) + i(x1y2+X2Y1) 
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Mas aún, z=x+iy, entonces x es la parte real de z y y la 

parte imaginaria de z. Un número complejo z=x+iy es finito 

cuando x y .Y lo son; de otra forma es infinito. si x y y son 

infinitesimales entonces z=x+iy es un complejo infinitesimal. 

Def'iniciones y propiedades de algtmas entidades externas. 

se senal6 acerca del teorema 3. 9. (los elementos de una 

entidad interna son internos.); que el inverso, no 

ne cesar lamente cierto e. d. un conjunto de entidades 

internas no necesariamente es interno. 

En la sección anterior introducimos un na.mero de 

conjuntos de individuos, a saber, el conjunto de todos los 

no.meros naturales infinitamente grandes •N-H, el conjunto de 

nWneros finitos M
0

, el conjunto de los infinitesimales M
1 

y 

las mónadas µ(r), reR. Es natural ahora hacernos la prequnta: 

¿Son estos conjuntos internos o no? Para responderlo 

demostramos el siguiente teorema. 

Teorema J .22. 

Los conjuntos •N-H, M
0

, M
1

, µ (r), reR, y el conjunto de los 

nümeros reales infinitamente grandes •Rco=·R-H
0 

son todos 

externos. 

oem. 

Supongamos que ·w-IN es interno entonces dado que ·w-t1~iJ> 

tenemos que tiene un primer elemento digamos w
0

; pero si 

we ·N-N entonces k+l < w VkelN y de aqul se sigue que w-le •IN-IN 

pero w
0
-l < w

0 
y w

0
-1e·N-1N V 

::IN-IN no tiene primer elemento y deberla tenerlo si 
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fuera interno 

.-. ·~-IN externo 

supongamos que M
1 

es interno. Dado que M
1 

<tlJ> y 't'heM
1

, /h/<l 

(e.d. M
1 

tiene cota superior) entonces tiene una m1nima cota 

superior en IR digamos r; pero r/2eR, VheM
1 

/h/<r/2 y r/2<r V 

.-. M
1 

es externo. 

Para M
0 

la demostración es aná1oga. 

si •IRfill = •IR-M
0 

es interno, entonces también 

M = •R-•IR es interno V 
O m 

:. •IRfill es externo. 

sea Ta: IR---tR t.q. Ta(y)=y+a con aelR (1a función tras1aci6n 

en a). 

• T.f'. 

t.q. •Ta(y)=y+a con aE R (1a función traslación 

en a). 

•Ta es interna. 

M
1
=µ(0) y M

1 
es externa como las funciones traslación son 

internas entonces µ(r)=l..l(O)+r relR es externa 

Observaciones. 

i) Si OcM
1 

es interno y 0Jt4>, entonces tiene una m1nima cota 

superior y ásta debe ser un infinitesimal. Análogamente la 

m1nima cota superior de un conjunto interno no vac1o de 

nCimeros finitos. es un nCimero finito. La máxima cota inferior 

de un conjunto interno no vac!o de n11meros infinitos es un 

nOmero infinito. 

ii) La operación parte estandar (st) es una función de M
0 

sobre 

IR. sin embargo no es una función interna, e.d. es una 

operación externa. 
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Teorema J. 23. 

si AeR• entonces el conjunto ·A-{·a:aeA} de todos los 

elementos no-estandar de •A vac!o _?.- ~xterno, :Y.- en_ ese 

último caso el conjunto de 

externo también. 

Dem. 

Si AeR· .. ·A-{·a:aeA}=<J> ss! A es f!nitO~ 

sup. que A es infinito .. existe una 

subconjunto de A sobre el conjunto IN={1,2~ ••• } 

Si B=•A-{.a:aeA} es interno "* B íl dom(f) es interno Cpor el 

pero f(B n dom(f))="IN-IN es interno 

El teorema anterior muestra que el conjunto de elementos 

no-estandar de la extensión de un conjunto infinito de R. es 

externo y hay ciertamente conjuntos externos cuyos elementos 

son todos entidades internas los cuales son no-estandar. 

También hay conjuntos externos cuyos elementos son todos 

entidades internas y estandar; aunque también hay muchos 

conjuntos internos cuyos elementos son entidades internas 

no-estandar por ejemplo, si we·tl-IN entonces el conjunto {W} 

es interno pero sus elementos son entidades no-estandar. 

Definición. 

Un conjunto D de entidades internas de • (R ·) lo llamamos 

•-finito cuando existe un número we·IN-IN y una función 1-1 de 

D sobre el conjunto interno {1,2, ••. ,w}. En efecto diremos que 

el cardinal de D es w o simplemente que D tiene w-elementos. 

Si D es •-finito, entonces es claro que su cardinal 

externo, es al menos tan grande como ~0 • 
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Teorema 3. 24. 

Todo conjunto •-finito de entidades internas es interno. Un 

conjunto *-finito de números reales tiene un máximo y un 

mínimo elemento. 

Dem. 

Dado que e1 dominio de una función interna es interno y de la 

definición anterior concluimos que un conjunto *-finito es 

interno. 

si O es un conjunto *-finito de números reales entonces con el 

enunciado de K
0 

que afirma "Todo conjunto finito de ntimeros 

rea1es en IR tiene un elemento máximo y uno m1nimo 11 • Utilizando 

el. T.F. se obtiene "Todo conjunto *-finito de nümeros reales 

en •IR tiene un elemento máximo y uno m1nimo 11 • 
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CAPITULO IV 

MODELO DE ROBINSON. 

Existencia de un modelo no-estandar de_~ usando el teorema de 

compacidad. 

Usando el Teorema de Compacidad de la lógica matemática, 

fácil probar que lR puede ser extendido a •IR que posee todas 

las propiedades de IR que sean expresables en lenguaje de 

primer orden. 

Sea p tipo, y a =<A, I> una p-estructura 

p-interpretación entonces la denotaremos de la siguiente forma 

il=<A,X
1

21 ,x
2

21 , ••• ,xnª>, si p={x
1

, •• ,x
0

} y en la forma 

S=<A, {x
1

21
}> si p={x

1
} ieI. 

Para hablar de la teor1a de los na.meros reales tendremos 

un lenguaje L:R que consta de: 

-Los s1rnbolos lógicos (igual que en el cap. II.) 

-Parámetros. 

i) Un simbolo relacional P R (de aridad n) , para cada relación 

n-ar ia R, sobre IR¡ RS:!R". 

ii) Un s1mbolo operacional F, (de aridad m) para cada 

operacaión m-aria r(m>O) sobre IR; 

f:IR"-

iii) Un s1mbolo de constante c .. para cada reR. 

El lenguaje L:R asi especificado tiene una interpretación 

estandar que es: 

'1!=<1R,{R
1
}.{fJ}.{r}> donde i,je2c y relR (2c=/7'(1R)/l 
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Los sistemas 'R. y •'R 

Definiremos primero lo que entendemos por la teoría 

completa de los números reales que denotaremos Teo(:R). 

Def inici6n. 

Teo(:R) = {u:o- es enunciado de ~, verdadero en :R} 

Nótese que para cualquier enunciado u de L!R, se tiene·. que 

Teo(7l) ..,CT E Teo(:R) 

Ahora consideremos la fórmula P < (Cr, v
1
), que simboliza ~o 

formaliza en L'R. la afirmación 

"r < V u 
1 

P < (Cr, v1) es satisfacible en :R, instanciando la variable 

v 1 con un real mayor que r. 

La fórmula P<(C0 ,v1) /1. P<(v1,Cr) simboliza en Lx: 
O < v1 < r, con relR 

Es claro que para cada r >O dado, P<(C0,v1) /\ P<(v1,Cr) 

satisfacible en :R, tomando como instancia de v 1 un real 

entre o y r. consideremos ahora: 

I:= Teo(:R) U {P<(C0,v1) /1. P<(v1,Cr): relR.}1 dado un conjunto 

finito rs:;I:, r es satisfecho por :R (o 'R satisface f"), tomando como 

instancia de v 1 un real suficientemente pequet\o. 'Entonces por el 

Teorema de Compacidad hay una estructura a: interpretación del mismo 

lenguaje y un elemento aeA=dominio de a tal que a satisface I: cuando a 

es la interpretación de la variable v1. 

Ya que a satisface I: y Teo (:R) consta sólo de enunciados, 

entonces a es modelo de Teo ('R.) • 
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Proposición 4 .1. 

Para todo enunciado ·ueL!R , a es.yerdadero:en -~ ss1 a:-:v~rdade_ro 

en 'R. 

Dem • 

.. ] u falso en 'R .. ,a· verdadero en 'R .. ,a_ e Tao ('R) 

,<T verdadero en a .. u falso en a. 

•] a verdadero en 'R .. u e Teo ('R) .. u verdadero en a. 

Además de la proposición anterior, hay un monomorfismo 

h:'R-----...21, dado por h(r)=Cra. 

h es monomorf ismo. 

Dem. 

Usaremos que: VrelR cr-'R=r; para toda RS:IRn, PR'RQR; para todo 

f:IR•---+R, Fr'R;:::.f. 

-h es inyectiva, pues r
1
•r2 ss1 la fórmula "Cr

1
•Cr

2
"es verdad 

en 'R ssi "C •C " es verdad en a ssi e ª•e a . r-1 r2 r-1 r-2 

-h preserva relaciones n-arias, pues <r1, ••• ,rn>ER ssi 

"P R (Cr
1

, •• , Crn) n es verdad en 'R. ss1 "P R (Cr
1

, •• , Crn) 11 es verdad 

en i!I ss1 (Cr 1
21

, •. ,Cr-ne)E P/J ssl <h(r1), ••• ,h(rn)>E Prt1·• 

-h preserva operaciones n-arias, pues 

h(f(r1' 00 "'rn))=Cªrcr1, ... ,rnl Y 

F,
9

(h(r1), •• ,h(rn)) = F/
1 ccr

1

9
, ••• ,Crn9

) pero 

Crlr-1, ... ,rnl • F/J.(Cr-1 g' • º ',Cr-na) 

ss1 "C 
f(rl,, •• ,rnl = F,(cr1, ••• ,crn)" es verdadero en a 

ss! "Crtrt, ... ,rnl: F,(cr1 , ••• ,Crn)" es verdadero en !R 

sal "C'Rí(rl, ... ,rnl • Fr'R(Cr-l'R, ••• ,Crn'R)" 

ssi f(r
1

, ... ,rn) = f(r
1
,. •• ,rn) 
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-h preserva elementos distinguidos: 

h(c,71¡ = h(r) = e,ª 

por def inici6n de h. 

Por tanto, tenemos una copia isom6rf ica de 'R dentro de a; 

ahora construiremos otra estructura que llamaremos •R 

isom6rfica a a tal que :R sea subestructura de •:R: consideremos 

el dominio A de a y cambiamos todo relR de A-h[IR] si lo hay, 

por un objeto no número real y lo haga "jugar el mismo papel" 

que r en la estructura a; asl se obtiene una estructura 21' tal 

que 'B's'B y tal que (A'-h[IRJ) n IR = <j> • 

Definimos g con dominio A' tal que 

si x==h (r) , con relR 
g(x) 

en otro caso 

ges inyectiva pues hes función y R n (A'-h[R])=cJ> 

As1: 

'R 11h h[:R] s: a 11 a• 11
9 

•:R =i :R 

Defino ahora la nueva estructura •'R con dominio •IR tal 

que ·IR=g[A'] y "calcando" la estructura de 21' sobre •IR: 

i) (X11 ••• 1 Xn)E pR•'R SSÍ (g-l (X
1
), ••• ,g-t (Xn) )e PRS:' 

ii) F,•'R(x1, ••• ,xn)=g(F / 1' (g-1 (x1), ••• ,g-1 (x"))] 

iii¡c;11=g(c,ª' )=r 

Es claro que s 1 11•'R y como !Rc·~aS 1 liilS, hay un bE•IR-IR tal 

que •'R satisface E cuando v
1 

toma el valor b; en particular 

<O,b>eP<•1l. •1l y <b,r>eP< 

un infinitesimal. 

para todo relR•.!;•IR, o sea que b es 
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Además como aa·~, - para ·',c;:üai~ú1~~ enunciado .··u, u es 

verdadero e~ a ss1 CT es v~~d~if~i~-':.~.~~' ·~:··-
~: ::~:~-

,. -~: .. :-,; :~<~>::: ~~: :·~ . .- ~ :_· '_ 
Proposici6n 4. 2. · 

Para todo enunc~~do,o: d~-~: __ 4}1~-~V~~- ~:~~~d;~!~nº'R. ss1 u es verdad 

en ·R. 

observaciones. 

1) Para toda relación R sobre IR dt:i:notamos 
• •'11 
R~P 

R 

(que es la interpretación del s!mbolo P R en la estructura •:n) : 

en particular para IR, R como relación unaria sobre IR, •IR será. 

la base o dominio de •7i pues el enunciado vx PR(X) es 

verdadero en :R, de donde es verdadero en •:n y de aqui que 

todo elemento de la base de ·~ pertenece a •IR; por otro lado, 

ya que :Rs;·~. Rc·R. 

2) Para toda operación n-aria f sobre IR, denotamos ·f=Fr•'R. (la 

interpretación del s!mbolo FE' en •:R). Es claro que si f es 

operación m-aria, entonces "r jR"=f y 

•f:•R•----t•IR. 

J) c;omo be ·IR-IR y satisface O • < b •< r para todo relR+, a b 

le llamaremos un infinitesimal. A los elementos de •IR los 

llamaremos hiperreales. Todo real es hiperreal. A los 

elementos de IR los llamaremos estandar y a los de •IR-IR los 

llamaremos no-estandar; b es un hiperreal no-estandar. 
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Método general para demostrar propiedades de una relación •R u 

operación ·e: principio de transf'erencia. 

Para probar que una propiedad acerca de relaciones •R, u 

operaciones f, se cumple en •1l podemos seguir el siquiente 

sencillo método: 

1. R o f tiene la propiedad en 1l. 

2. La propiedad puede expresarse con un enunciado del lenguaje 

~ de primer crden. 

3. Aplicar que para todo enunciado a de ~: 

•• a es verdad en 'R ss1 u es verdad en ·'R. 

Ejemplos: 

a) < es transitiva en •'R pues < es transitiva en 'R y se 

expresa con 

u== vx Vy vx (P<(x,y) ,... P«y,z) .. P«x,z)). 

b) •< es antirreflexiva y cumple tricotomía en •'R, pues lo 

cumple en 'R y se expresa 

Vx .,p«x,x) y 

vx Vy (x;ey .. P«x,y) V P«y,x)) 

c) •<es orden total y compatible con·+,•., en •'R 

d) Los axiomas de Campo se cumplen en •'R y as1: 

< R, <, +, •, O, 1> 

campo ordenado. 

e) •1/b e·R y es mayor que cualquier real: Sea 

relR• .. o·< b •< l/r .. 1 •< 1/r··l/b .. r •< ·1/b 
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Definición. 

A un hiperreal mayor que cualquier real estandar le llamaremos 

un hiperrea~ infinito; ·1/bes un hiperreal infinito. 

f) La propiedad del supremo no se puede expresar en un 

lenguaje de primer orden. Es más, hay ss;•IR, S.e<fi tal que S 

acotado superiormente y no tiene supremo respecto a • <, por 

ejemplo el conjunto "M1. 11 de los infinitesimales, es acotado 

por cualquier real positivo, pero no hay un real positivo 

m1nimo. 

otro ejemplo es iRc:•IR acotado por •l./b y no tiene supremo, 

pues de hecho entre un rea1 y un infinito, siempre hay otro 

infinito: sea rEIR• y sea K infinito, entonces 

2r<K de donde r<K-r y K-r<K as! pues r<K-r<K y K-r es 

infinito pues si hubiese tEIR tal que K-r<t, entonces K<t+r V 

Corolario 4. 3. 

.'R 11 :R. 

Dem. 

Pues sabemos que un orden lineal es un continuo ss1 

isomorfo a los reales, y {•IR,•< ) no es continuo. 

Finitos, Inf'initos e inrinitesimales. Estandar y no-estandar. 

Propiedades algebráicas. 

Resuminos las definiciones de los conceptos dados, como: 

xe·IR finito ss! ·¡x¡ •<y, para algO.n yelR. 

xe·IR es infinitesimal ss1 • ¡x¡ < y, para todo yellt. 
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xe·IR es infinito ssi ·¡x/ •>y, para todo yelR. 

xe·IR estandar ssi xelR. 

xe IR es no-estandar ss1 xe IR-IR. 

Hacemos notar que aunque la idea original de 

infinitesimal excluía al cero, es conveniente considerarlo 

como infinitesimal por razones técnicas. 

Denotamos: Mo ={x:x finito} 

Mt ={x:x es infinitesimal.} 

Observaciones. 

Las letras i, j, denotan infinitesimales; las letras K,L,M 

denotan infinitos, las letras r,t denotan estandar o reales. 

a) El. tlnico estandar infinitesimal es o. E.d. IR()Mt={O) 

b) RcMo; MtcMo. 

e) Los finitos puec..len ser de la forma: o, r, i, r±i. 

d) Los infinitos pueden ser de la forma: K, K±r, K±i, K±r±i. 

e) Hay al menos tantos infinitos e infinitesimales como reales 

pues si K es infinito, K+r es infinito para todo relR y sus 

respectivos inversos son infinitesimales. 

Propiedades algebráicas. 

Proposición 4. 4. 

a) Mo está cerrado bajo ·+, •., ·-. (E.d. Mo es subanillo de •:R) 

b) M1 está cerrado bajo ·+,··,·-, y bajo productos por 

finitos. (e.d. M1 es ideal en el anillo Mo). 
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Dem. 

a) SE!an x,y-·E Mo. 

·¡x¡ <a, •tyl <.b para alqü~ a,,b.e IR,\entonces 
0

/><±y/ < º¡x¡"+º¡y¡ < aº+b "'. a+b."e IR 

•¡x··y/ < a~·b-=/a~-b·;:É:JR. 
,-:2:. •. -- ---~ ,' 

b)-·-sean i,j e M1; entonces VaelR\ ~/i/ ·.<.,~8.12>,•'/j/ < a/2, 

entonces I i±j/ < a/2+a/2 = a. 

Sea ie M1, ZE Mo. Entonces "/z/ < a p.a. aelR 

Sea y E IR" .. 1 i/ < y/a y 
0

_/i'.Z/ •<(y/a·a =y . 
Def inici6n. 

Sean x,ye·IR, diremos que x es infinitamente cercano a y (xi::1y) 

ss1 X. -y E M1 • 

Proposición 4 .s. 

a) i:s es relación de equivalencia sobre •R. 

b) u==v, xr::y .. u+x = v+y y -u ::s -v 

e) u==v, xr:sy; x,y,u,v, e Mo • u•x:::v•y 

Dem. 

a) porque Oe Mt y Proposición 4.4 b) 

b) (u+x) - (v+y) = (u-v) + (x-y) e Mt por proposici6n 4. 4 b) • 

{-u)-{-v)=v-ue M1 pues v.::su, 

e) (u•x)-(v·y) =(u·x)-(u·y) +(u·y) -(v•y) =u· (x-y) +y· (u-v) como 

u, ye Mo y {x-y) y (u-v) e M1, por la proposición 4. 4. b) la 

ültima expresión es infinitesimal. 

Observación. 

si r,selR; r:::s ssi r=s. Porque O es el ünico infinitesimal 

estandar 
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Proposición 4. 6. 

Todo finito está infinitamente cercano a un único real. 

Oem. 

Sea x finito. sea S={yelR:y<x} por el axioma del supremo 

para :R y ya que S11-cJi y s acotado superiormente por el r tal que 

x<r, entonces s tiene supremo en IR. sea t tal supremo, 

entonces x~t pues si no, /x-t/ no es infinitesimal de donde 

hay qEIR+ tal que q</x-t/ y x~t, por lo que hay dos casos: 

-si t<x, entonces q<x-t :. q+t<x y as! q+teS y t<t+q de donde t 

no seria cota superior Q 

-si x<t, entonces q<t-x :. x<t-q y as1 t-q es cota superior de 

s, pero t>t-q de donde t no seria la m1nima cota superior. 

Por lo anterior ?'i::it. 

Corolario 4. 7. 

Todo finito x tiene una descomposición Qnica x=r+i donde rd~ 

(parte estandar) e ieMi (parte infinitesimal). 

Dem. 

Pues sea x finito .. 3! rEIR tal que x~r, entonces x-r=i para 

algün iEM1. Asi x=r+i. 

Podemos definir una función St:Mo------tm: tal que 

St(x)=la parte estandar de x. St está bien definida por el 

corolario anterior y es un homomorfismo del anillo Mo sobre 

el campo R con núcleo el ideal Mi, por tanto el anillo 

cociente Mo/M1 11 IR. Resumimos las propiedades de esta 
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función st como: 

i}St[M1J=(O). St[IR]=IR 

ii)VrEIR, (r===x ~ r=St(x)) siempre que x sea finito. 

iii)St(x+y)=St(x}+St(y) usando la proposici6n 4.5.b) 

iv}St(x·y}=St(x) ·St(y) usando la proposici6n 4 .5 .e) 

V) St( 1/X) =1/St(X) 
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CAPITULO V 

APLICACIONES DE AMBOS MODELOS. 

5.1 Limites, Continuidad y diferenciabilidad (mod. Lwcemburg). 

Una sucesión estandar {Sn:n=1, .•• } puede ser vista como 

una función de tf en R, y también como subconjunto de IN'<IR, es 

también una entidad de Rº, la cual denotaremos por razones 

obvias por s. Pasando de Rº a • (Rº) la entidad S se extiende a 

una función de •N en •R. Mejor at1n, para todo nelN tiene 

·sn=Sn que sigue del hecho de • (ran S) c:ran •s y la 

convención de la •-notación se retoma. 

La sucesión estandar ·s en • (Rº) tiene las mismas 

propiedades que . la sucesión S que puedan ser expresadas como 

enunciados de K
0

• 

Teorema S.1.1. 

Una sucesión {Sn:n=1, ••• } en R es acotada ss1 ·sw es finita 

para todo we •IN-tf. 

Dem • 

.. ] /Sn/<a VneN p.a. aeR ~ lsw/<a vwe•IN .. ·sw es finita 

vwe·IN-IN. 

e-] Dado que la mínima cota superior de un conjunto interno de 

nfuneros finitos es finita .. (ran ·s)cMo .. ¡•sn/::s:a Vne•INy 

alguna aeMo -> /Sn/::s:St(a) VnelN. 

En el sentido clásico dice que una sucesión 
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{Sn:n=-1, .- •• } es convergente a un límites ss1 

Vc([O<celR] ~ 3n([n•ll] A Vy([yell A n•y] "/Sy-S/<c))). 

Teorema 5.1.2. 

Sea {Sn:n=-1, ••• } una suc de na.meros reales y sea seR, entonces 

limn OllSn=S ss1 ·sw=s Vwe •N-IN. 

Dem. 

->] limn mSn=S -> 'VX{ (xelN 11 x>n] -> /Sx-S/<c), donde c>O y nelN son 

constantes .. T.r.Vx( [xe·IN A x>n] .. ¡'sx-S/<c), en particular 

para todo we'IN-IN se tiene ¡•sw-S/<c "" 'sw=s vwe'IN-IN. 

to] Sea O<c:elR .. el siguiente enunciado es verdadero en •(R.) 

3y([YEINJ y<x) /sx-S/<c)) desde l.uego 

necesitamos que y sea un número natural infinitamente grande. 

Observamos ahora que este enunciado es la •-transformación de 

el enunciado 

3y([Y•l'l] A Vx([XEl'l A y<x] /Sx-S/<c)) 

que por el T. F. es también verdadero en R • • Esto significa que 

hay un indice n
0
eli tal que /Sn-S/<c: 'Vn>n0, dado que esto es 

verdadero para todo c>O obtenemos que limn ~sn=S. 

La condición ·sw=s vwe'IN-IN es equivalente a st(.Sw)=S 

Vwe'IN-:~. 

Es consecuencia del teorema 5.1..2. que si el limite 

existe, éste es \'lnico. Mejor aún, por el teorema 5.1.1. 

muestra que toda sucesión convergente es acotada. 
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Teorema 5.1.3. 

Una sucesión {Sn:n=l, ••• }' de números reales de IR es . . . 
convergente ssi sw= sw 1 Vw,w 1 e IN-IN. 

Dem • 

.. ] usando el criterio de cauchy se tiene que dado O<ceR 

{Sn:n=l, •.• } converge ss1 /Sn-Sm/<C para todo n,m 

suficientemente grandes. Entonces dado que {Sn:n=l, .•• } 

converge -.r.r. 

¡·s~ ·sw' /<e Vt.J,w'e ef-N -. •Sw::s ·sw' vw,w'e IN-IN • 

.. ] Dado que toda sucesi6n convergente es acotada y ser acotada 

es que ·sw es finita vw~=9N-IN entonces, supongamos que existe 

w
0
e·fl-N t.q. ·s,,,

0 
es infinito. 

Sea A={n:ne·IN /1. /sw
0
-·sn/<l} 

otpor teo,:1.13 A es interno y por hipótesis se tiene que 

•fl-INcA, sea nelN-. ¡•swo/-/sn¡:s¡•sf..JO-·sn¡ 

.. ¡•swo¡:s/swo-•sn¡+¡•sn¡ * nt!A -. ·ti-IN=AQ porque •IN-IN no es 

interno y .-. ·sw es finito Vf,JE•IN-N 

Observación. 

La prueba anterior demuestra que una suceci6n infinita 

{Sn:n=l, ••. } si es acotada entonces sw- Sw' es finito 

Teorema s.1. 4. 

Sea {an:ne.IN} una sucesión interna de números tal que ªn es 

infinitamente pequefto para todo nelN. Entonces existe we·IN-N 

tal que an::iQ VO:!:W. 
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Oem. 

sea una suceci6n interna y sea· 

A={n:ne•IN /\ Vk ( [ke•IN /\ k:sn] .,. k/ak/<1)} 

t.eo·. 3.13 A es interno y como ªn :=Q VnelN ,. nan ::::Q .. _ INcA, 

por et teO J.23 IN es externo .. como A es interno A-IN~4> 

:·:- existe-- un nümero we·IN-IN y weA t.q. vne·IN y n~ y o:s.n/an/<1 

pero O:s./a/<1/n 

sea f una función con valores reales de una variable 

real, la cual está definida sobre un intervalo a<x<b de IR. 

Extendemos f a (IR") con la función • f cuyo dominio de 

definición es el intervalo abierto a<x<b de •IR y con valores 

en •R. Mejor aún teniendo en mente el T. F., éste implica que 

•f satisface en (IR") todas las propiedades de f las cuales 

sean expresables por enunciados de K
0

• 

Por ejemplo, si para alguna a<x
0
<b, limx xof(x)=l es 

verdadero entonces se tiene el siguiente enunciado de K0 • 

Vc([O<CER] .. 3a([O<aEDl]AVX([XER A O</x-xo/<a] ~ /f(X)-1/<c)) 

Teorema 5. 1. 5. 

limx x0f (X) =-1 ss1 • f (x0 +h) s:::l va-hEM
1

• 

En particular f es continua en x
0 

ss1 • f (x
0 
+h) :::if (x

0
) VheM

1
• 

Dem. 

Q'1t;heM1 y sea O<celR .. 30<.SelR y 

consideramos xe •IR digamos x=x
0 
+h 

/f(x0+h)-1/<c 

,. •f(X
0

+h)i::sl 
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.. ¡ Sea O<celR, sea i5eMl: . y sea 

supongamos que O</x-x0/<tJ 

sea h
0
=/x-x

0
/eM

1 
como •f(x

0
+h

0
)=1 y x0+h0=x 

.-. /f(x)-1/<c. 

Es claro que si sustituimos 1 por f(x
0

) obtenemos el caso 

particular. 

Definición. 

La derivada de f en x
0 

existe. 

Por el teorema anterior f ea diferenciable en x
0 

ssi 

existe una constante lelR tal que 

(°f(x
0
+h)-

0
f(x

0
))/h • 1 para todo O•heM

1 

Como podemos esperar la derivada de una función 

diferenciable es la parte estandar del cociente 

Af/11.=
0 

(f (x+Ax)-f (x}} /Ax donde Ax•O denota un infinitesimal. 

si f es diferenciable en x
0

, entonces f es continua 

x
0

, en efecto de •f(x
0
+h)-f(x

0
) = hf' (x

0
) 'r/ O~heM1 , se sigue, 

usando que hli::iO, que • f (x
0 
+h) -f (x

0
) = O V o~heM1 • 

Una función f definida sobre un intervalo arbitrario es 

uniformemente continua siempre que 

Ve ( [O<celRJ 3ó ( (O<óelR]AVX,y( [x,yedomf (O</x-y/<5] 

/f(x)-f(y)/<C}}) 

de donde, pasando a •(IR•) se obtiene inmediatamente el 

siguiente criterio para continuidad uniforme. 
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Teorema s.1.6. 

Sea f una función real de -una variable real/ Entonces f es 

uniform.ente_ continua ssi •f(a)t:J.f(b), Para todo-._,·a,J?~dotn•f y 

Dem. 

Dado que ser uniformemente continua es una propiedad 

expresable como enunciado de K
0 

se tiene 

Ve ( [O<CEIR] 3& ( [O<&elR]AVa, b( ¡a, bedom"f 0</a-b/<&] 

/"f(a)-
0

f(b)/<c))) por el T.F. que es equivalente a 

para todo a,bedom·f, si a:::sb entonces •f(a)=.f(b) 

Teorema 5 .1. 7. 

Sea f una función real de variable real definida sobre un 

intervalo cerrado y acotado x
1
:sx::Sx

2
, x

1
, x

2
elR. 

ss1 f es uniformemente continua. 

Dem • 

.. )Es una implicación lógica • 

f es continua 

.. )sea a, be.IR que satisfacen x
1
::Sa,b:sx

2 
y a=b entonces a,beM

0 
y 

><=st(a}-st(b} satisface X ::SX::SX • 
1 2 

Dado que es continua 

tenemos que •f(a):::sf(X)=·f(b), y también •f(a)=.f(b} e.d. f es 

uniformemente continua. 

s.2. Limites, continuidad y diferenciabilidad. 

(mod. de Robinson). 

Sea f:tR~. Usaremos s para abreviar estandar y N.S. 

para abreviar no-estandar. 
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Oefinici6n N. s. 

11mx 
4
f(x)=b ss1 Vx(x=a /\ X""ª ,.. •f(x)=b) 

As1, si ieM1, i1lO, a±ii:::a y a±i:ii:a entonces •f (a±i)=b Y 
b=st(

0
f(aii)). 

Teorema 5.2.1. 

Definici6n s. ssi Definici6n N.S. 

•]Supongamos 11mx 
8
f(X)=b en sentido estandar entonces 

Vc>O 38>0 Vx(O""/X-a/<l!J ~ /f{X)-b/<c) es formalizable en L:R 

y se cumple en :R, entonces se cumple en ·:R. 

Ahora sea xe·IR tal que x;:,a y x:ii:a, es claro que 

Oll• /x• -a/<ó cualquiera que sea 8ER+, entonces • ¡•f (x) • -b/<c, 

pero como e es arbitraria en IR*, •f(x)=b • 

.. ]supongamos que Vx(x=a"' ~a-+ •f(x)=b). Sea celR*, entonces 

"3c1J>O VX(O:ii:/x-a(<& /f(x)-b/<c)" enunciado de ~ 

verdadero en •:R. ya que podemos tomar 8 como infinitesimal 

positivo; en ese caso, si se cumple º""/x-a/<t,, entonces x=a A 

x:i&a, entonces por hip6tesis, •f(x)=b, o sea ¡•f(x)-b/<c, 

cumpliendo entonces /f (x)-b/<c. 

As1 pues, el enunciado es verdadero en R. 

Corolario 5. 2. 2. 

Una función fes continua en a ss1 Vx(x~a .. •f(x)~f(a))·. 

Obsérvese que •f(a)=f(a) pues aelR. En tales casos 

omitiremos la notaci6n * a la izquierda de la funci6n u 

operación. 

Veamos ahora el concepto de punto de acumulaci6n de un 

conjunto, usando la noci6n no-estandar de infinita cercania: 
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Definición N.S. 

a es un punto de acumul~ción. de;;~"-·-- ~«?njun1:=-º.- s,_ ssl ·3ye•s tal 

que (y1111a /\ y~a) • 

Teorema 5.2.3. 

OefS. ssl DefN.S • 

.. ] supongamos que a es punto de acumUiaci6n de S, entonces 

Vc>O 3yeS (O:t/a-y/<c) es verdad en 1l. y por tanto verdad en 1l., 

entonces con ieM1• tendremos que 3ye.S(O:t/a-y/<i) de donde 

a=::y y a;ey • 

.. ]Supongamos 3ye·s (y=a /\ y:ta). Sea c>O, entonces 

"3yeS (O~/a-y/<c) 11 es verdad en •'R de donde ese enunciado 

verdad en 'R, pero e es arbitraria en R•de donde a es punto de 

acumulaci6n de s, en sentido estandar. 

Definición N.S. 

S converge a b ss1 Vke•li-tf (•S(k).:::sb). 

Teorema 5. 2.4. 

DefS. ssi DefN. S. 

,. ] Supongamos que Vc>O 3leH Vn> 1 / sn-b/ <e • Sea c>O, entonces 

hay lett tal que 11 Vn>l /Sn'-b/<c 11 se cumple en 'R., entonces se 

cumple en ·~. 

Sea ahora k infinito en ·IN-IN, es claro que k>l, por tanto 

/sk-b/<:.c; como esto es para e arbitraria en IR•, tenemos que 

·sk=b • 

..,]Supongamos Vke·IN-IN(.Sk=:ib). Sea c>O, tomando cualquier 
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ke·IN-IN, tenemos que toda n>k está en •IN-IN y por hipótesis 

·sk=b, por lo que el enunciado "3le1N Vn>l /Sn-b/<c 11 es 

verdadero en •'R.y por tanto se cumple en 'R. 

De lo anterior tenemos los conceptos de cerrado y 

abierto; sea SS::IR: 

Def N.S. Decimos que s es abierto ss1 VX(XES .. Vy(yi=x .. ye•s)). 

Def s. Decimos que s es abierto ss1 

Vx(xeS "*' 3c (O<celR " Vy(yelR " /y-x/<c .. yes)). 

Teorema 3. 2. s. 

Def S ss1 Def N.S. 

Dem • 

.. ] Sea XES .. por T.F. Vy(ye·R /\ /y-x/<c .. ye.S) 

es verdadero en •R para e infinitesimal 

porque /y-x/ <e .. y=x y ye• s :. es verdadero 

3c (O<ce·IR " Vy(ye•IR " /y-x/<c .. ye•s)) y su transferido es: 

3c(O<celR A Vy(yelR A /y-x/<c "yes)) • 

.. ] sea xes, sea y=x .. existe O<celR t.q. /y-x/<c .. yes .. ye•s 

Def N.S. Decimos que S es cerrado ss1 Vx(3ye•s (y=x) "*' xeS). 

Def S. Decimos que S es cerrado ss1 

vx (Vc(O<CEIR .. 3y O</y-x/<c /\ yes) .. XES). 
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Teorema J. 2. 6. 

Def N.S. ssi Def s. 

Dem • 

.. ]sea x, sup. ve O<celR .. 3y t.q. O</y-x/<c A. yES 

sea O<c~IR .. 3y t.q. O</y-x/<c A ye•s 

.. 3y t.q. O</y-x/<c /\ ye ., XES 

•]Sea x tal que hay ye•s y y::$x .. T.P. Vx 3yes 

O</y-x/<c ve o<celR .. Vx Ve D<celR 3yes t.q. O</y-x/<c 

.. xes 

Derivada. 

Sea f: R-JR ad~. 

Definición s. f'(a)=limh 
0
(f(a+h)-f(a))/h 

Definición N.S. f' (a)=b ss1 para todo infinitesimal no-cero i 

(f (a+i)-f (a)) /i•b. 

Teorema J • 2. 7. 

Def N.S. ss1 Def S. 

Dem. 

Dado que se demostro ya la equivalencia de las definiciones 

estandar y no-estandar de limite, queda demostrado el teorema. 

As1, si tal b existe, f'(a)=St((f(a+i)-f(a))/i) 

iet1-{0}. 

Siguiendo la notación histórica, coman llamar: 

df=
0

f(a+i}-f(a) y dx=i. Con lo que f' (a)=St(df/dx} con 

dxEM1-{0} y df/dx es realmente un cociente en •1l,. 
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Teorema 3. 2. 8. 

Sean f:IR~IR y ae!R. Si .f e~ ~erivable en a, entonces f es 

continua en a. 

Oem. 

supongamos f' (a) tal que x;J!;a -Y x=a; entonces x=a±dx con dxeM1 

as!, por definición de f'(a), c·f(a+dx)-f(a))/dxr::::f'(a); pero 

como f'(a)EIR, (°f(a+dx)-f(a))/dx es finito y si se multiplica 

por dx, el producto será un infinitesimal, de donde 

•f(a+dx)-f(a)eM1 o sea •f(a+dX)lll'f(a) o sea •f(X);t:if(a) 
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CAPITULO VI 

ANALISIS DE LOS DOS MODELOS. 

El presente análisis· se -·inicia :cori ·un ··breve resumen de 

cada modelo. 

Modelo de Luxemburg. 

Se construye de manera conj untista una superestructura R • 

con ciertas propiedades, utilizando lenguaje de primer 

orden L, donde el conjunto de las constantes de la 

L-estructurQ identifica con los elementos de la 

superestructura R •• 

Se define lo que es un modelo no-estandar de orden 

superior (ultrafiltro '5-incompleto), tomando el conjunto de 

todas las funciones de I en R", e.d. R" 1 , lo que es una 

·L-estructura, y le define como el 

Ultraproducto de R" con respecto al ultrafiltro U, notando que 

R" está inmerso en •(R") de RºI, con la función •:a·~a· 1 .En 

R" 1 se define lo que son elementos internos, estandar y 

no-estandar y los elementos externos, demostrando que "hay 

entidades internas que no son estandar 11 • 

Se denota al conjunto de todos los enunciados internos 

verdaderos en •(R.) con •K
0

(.L) y con la ayuda de resultados 

ya probados 

afirma 

demuestra el "Teorema Fundamental" (T.F.) que 

Dándose 

ejemplos de aplicaci6n de dicho teorema, estudiando en base a 

esto lo que es el sistema de los números reales no-estandar 
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•IR que son los individuos del tL-ultraproducto •{R.) y las 

propiedades de IR pasan a •IR con un significado diferente (todo 

se interpreta m6dulo el ultrafiltro tl); identificándose a R 

con el subcampo de los números estandar de •R y realizando una 

justificaci6n del porqué •R no es arquimediano (bAsicamente 

porque 11 finitud 11 no es expresable en lenguaje de primer 

orden). 

Se prueba la existencia de un número infinito en •N con 

la certeza de que hay entidades internas no-estandar, 

basándose en que U ultrafiltro &-incompleto; dicho nümero 

es más grande que c::ualquier real estandar, como el nQmero 

infinito en •te no es cero su inverso es más pequen.o qun. 

cualquier real positivo y no es cero, de esta manera se define 

a los nümeros in
1
finitos e infinitesimales. 

se define a los nümeros finitos, y por medio de una 

funci6rÍ la parte estandar de un nümero finito y las 

propiedades de esta función. 

Se aprecia, a manera de observaci6n, una construcci6n de 

los no.meros reales IR, basada en los no.meros •g siguiendo la 

idea de la construcci6n vista en el teorema 3 .19. 

se aprecia por 6.1 timo una idea muy clara de c6mo es el 

sistema de los no.meros complejos no-estandar ·c. 

se palpan finalmente a las entidades externas de Rº 'I, por 

medio de definiciones y propiedades de las mismas, una 

propiedad en particular interesante es la que fue dada en el 

teorema 3.23. "Si AERº entonces el conjunto •A-{·a:aeA} de 

todos los elementos no-estandar de A es vac1o o externo, y en 

75 



ese ültimo caso el conjunto de los estandar de A {·a:aeA} es 

externo también. 11 

Modelo de Robinson. 

Mucho más breve que el de Luxemburg, es puramente lógico. 

Se define la estructura !'l=<IR_,I>, denotando con Teo('R) a la 

teor!a completa de ti?, que es satisfacible, y a su vez 

considerando O<v 
1 
<r fórmula satisfacible en 'R con r constante 

y v
1 

variable, aqul se define a l:=Teo(~)U{O<V1 <r} que es 

finitamente satisfacible por 'R, aplicando el Teorema de 

compacidad (Sea I: un conjunto de enunciados entonces, l: 

finitamenta satisfacible ss! l: es satisfacible.), hay una 

estructura l!I y un elemento aEA universo de 21 t.q. 21 satisface 

l: cuando a es la interpretación de la variable v
1

• Luego 

entonces se prueba que, para todo enuciado u en 1'1l i 
11 0- es verdadero en a ss! ues verdadero en 'R" 

se define entonces un monomorfismo h:'R-+l!I y de esta manera 

tiene una copia isom6rfica de 'R dentro de a. 

Se construye una estructura •'R isom6rfica a 21 tal que 

'Rc·'R., el dominio de •'R es ·IR, probandose que hay un elemento 

bciR-R tal que satisface I: cuando v
1 
toma el valor b, a este b 

le define como infinitesimal. 

Se demuestra el principio de transferencia que afirma 

"Para todo enunciado ueLR se tiene, u es verdadero en ~ ss1 a

es verdadero en •'R", e.d. "u e Teo('R) ss1 u e Teoc·n) u, 

con la b encontrada se define a 1/b como un hiperreal 

infinito. 

Se estudian las propiedades algebraicas de los números 
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infinitos infinitesimales, estandar y no-estandar, 

definiendo los na.meros finitos y la parte estandar de un 

nCimero hiperreal finito con sus propiedades. 

Se aplica finalmente el principio de transferencia con 

una serie de ejemplos. 

Conclusiones. 

El modelo de Luxemburg con la construcci6n de modelos en 

la forma de ul traproductos, tiene la ventaja de que se 

desarrolla con la teoria axiomática de conjuntos. El de 

Robirison no puede ser comprensible sin tener conocimientos 

previos de Lógica Matemática; sin embargo cuando se tienen, 

resulta muy sencillo de entender. 

Con t..uxemburg se construye un modelo no-estandar de orden 

superior, que es muy grande y de este modelo para nuestros 

fines, que son el desarrollar el sistema de los ntírneros reales 

no-estandar, se considera sólo un subconjunto de él, que es el 

ultraproducto (R•). con Robinson no es así, pues el modelo 

que obtenemos es únicamente para el sistema de los nümeros 

reales no-estandar. 

Una observación importante es que la construcción del 

primer modelo es tan existencial, es verdad ·que la 

superestructura Rº tiene como base a IR; pero el ultraproducto 

de Rº se definió en base al 11-ultrafiltro 15-inco~pleto, y 

" 11 aqu! donde se aplica el Axioma de Elección , por lo tanto se 

parte de que existe el U-ultrafiltro 6-incompleto. Con el 

segundo modelo, por el Teorema de Compacidad, se parte de que 

77 



existe un modelo que contiene al modelo de IR y no hay un 

desarrollo constructivo. 

El Axi?ma de Elección no es equivalente al Teorema de 

Compacidad, se dice que el segundo es una forma débil. del 

Axioma de Elección (A.E ... T.C. y no al contrario). 

Ya teniendo ambos modelos se observa que en escancia el 

Teorema Fundamental del Modelo de Luxemburg (Un enunciado V de 

1(
0

(L) es verdadero en R" ssi ·v es verdadero en •(R")), es lo 

mismo que el Principio de Transferencia del modelo de Robinson 

(Un enunciado v de ~ es verdadero en R ssi v es verdadero en 

*¡¡>. 
Por lo anterior se identifica a Teo(R) con K

0
(L), esto es 

lo mismo y es en escancia lo m~s importante de ambos modal.os. 

con Robinson se anexa a o en los infinitesimales ya 

definidos, no siendo as! con Luxemburq, quien lo defini6 como 

tal. 

En ambos modelos se definen y trabajan de manera similar 

las definiciones y propiedades de los nameros in~initos, 

finitos e infinitesimales, e.d. el sistema de los n11lneros 

reales no-estandar. 

Dada la forma de construcción de IR con LuxelD.burq, 

siquiendo la misma idea, estudiamos una construcci6n 

no-estandar de R utilizando a ·o bastante interesante; pero 

utilizando el modelo de Robinson, también puede ser dada dicha 

construcción. 

En cuanto al sistema de los na.meros complejos en al!lbos 

modelos se pueden definir de igual manera, pues el sistema de 
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•IR y el producto cartesiano ya está dado. 

una aportación importante del modelo de Luxemburg son las 

definiciones y propiedades de algunas entidades externas como 

lo son IN-IN, M
0

, M
1

, µ(r) con rEfR, y •1Ro;i=·IR-M
0

, se sabe donde 

encuentran las entidades externas, por l.a construcción en 

que se desarrolló dicho modelo, e. d. son más palpables. Con 

Robinson también se pueden estudiar dichas entidades; aunque 

no se sabe dónde encuentran, e.d. no se aprecian de igual 

manera. 

Con la ayuda de la d0finici6n y las propiedades de los 

conjuntos •-finitos, se conoce mas aíin las entidades 

internas y con esto se puede demostrar otras propiedades de 

•(R.), y claro está que como caso particular más propiedades 

Las aplicaciones consideradas por ambos en IR son 

de manera similar. 

En lo personal el modelo de Luxemburg me es de mayor 

inter..:;s, ya que la forma que desarrolló y las 

aportaciones que fueron dadas son de suma importancia; aunque 

ambos modelos son muy comprensibles pues fueron construidos 

paso a paso. 
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