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l NTRODUCC 1 ON 

El problema más general en Mecánica Celaste es el de conocer 

todas las soluciones del sistema de ecuaciones 

; = '--~-- ( ;. - Xjr i , 
k L 1 ; j - ;k l J 

1 , 2 ,· 3 , ••• , n • 

que describe el movimiento de n particulas sujetas a su atracción 

gravi tacional mutua . 

Debido a la diiicullad IJa c.na1izarlo se han considerado casos 

má.s sencillos. no por ello de menos interés • 

En el problema del movimiento de n par-t!culas , éstas pueden 

presentar ·fuerzas de atracc16n o repulsi6n . Con tuerzas de atracción 

la situación puede sor muy comp 1 icada • pudiendo ocurrir choques 

escapes as! como comportamiento periód ice o recurrente del 

movimiento de las partlculas • 

Cuando se presentan repulsiones 1 generalmente ocurren escapes 

de las part1culas . 

Un problema que surgió como un problema académico y origino la 

tesis doctoral de Felipe Peredo foé el de considerar el 

comportamiento de tres parllculas en una configuración de triángulo 

isósceles con fuerzas de repulsión • Al ti se probó la exislcmcia de 

movimientos donde una partl.cula tiende a una posicl6n fija , mientras 

que la.s otro.G escapan • 

z\ctuat1:1ente Jos¿. Gua.da lupa Reyes esta trabajando sobre el 

mismo problema en su tesis doctoral usando técnicas halladas por 

Ernesto Lacomba y él mismo . 

En esta tesis estudiamos el problema de tres part1culas 

alineadas (problema colineal) con fuerza repulsiva. Este problema se 

podria considerar como un caso degenerado del isósceles , excepto que 

al 11 dos de las masas de lali 3 partl.culas deben ser iguales • 



El trabajo se ha dividido en dos capitulas 

siguiente : 

de la manera 

En el primero p tanteamos 1 as ecuaciones para el problema de n cuerpos 

en el caso repulsivo , al Igual que algunos resultados técnicos que 

se pueden consultar en la tesis doctoral de Fel lpe Pereda • Por esa 

en algunos caso oini timos 1 as demostraciones 

Los temas claves en este capitulo son : 

l) El problema de Fuerza Central Repulsiva que nos va a µi:ir111lt1r 

hacer el cambio del tiempo flsico t par x , fundamental en el estudio 

del problema col ineal de tres cuerpos • 

2) El problema Repulsivo de 3 Cuerpos , en especial la proposición 

de Fe l lpe Pereda ( I. 3) que moti v6 este trabajo . 

En el capitulo 11 hacemos un an~lisis de la proposición ( I.31 y 

describimos el comportamiento de la part.1cula central para el caso 

restringido . Esto significa que la part1.cula situada entre las otras 

dos se supone de masa nula . Se demuestra como un ejemplo que si las 

masas extren:.as son iguales y eiegimoe; apropiadamente las condiciones 

iniciales , la particula central puede na escapar a in-finito • En el 

c,-¡;::o ¿;cr.c:-~I ~!'??~<' r:IP los extremos diferentes) aunque todas las. 

particulas escapan , para ciertas condiciones iniciales la relación 

entre distancias mutuas tiende a una constante que depenae solo de 

l~s masas • 

Una de tas dlficul tades al intentar resolver el problema tué dar 

coordenadas adecuadas para que tas c::u:ic!.cr.e::: s~ s,fmpl ificaran ya 

que en esta configuración no se tienen simetr1as. como en el 

is6sccleo • 

Es importante hacer notar que en esta tesis nos apareció una 

ecuación diferencial de la forma 

z u• = F lu', u , zl • 



En la tesis de José Guadal upa se anal iza una ecuación parecida 

de segundo oi-den . 

La existencia de soluciones anal1 ticas de esta ecuación ha sido 

estudiada desde finales del siglo pasado • Sin embargo , no conocemos 

apl icaclones ni anál lsis posteriores de la misma • 



CAPITULO I 

PRELIMINARES 

En este capitulo establaccromoo la notación b¿sica y algunos 

resultados gonerales relativos al problema de n cuerpos con fuerza 

repulsiva. También anunciamos la conjetura que motivó esta tesla 

Todos los resultados aqul mencionados se pueden revisar en CPE), por 

lo cual en algunos casos omitiremos las demostraciones. 

1.. Problema Repulsivo den Cut::rpos 

Sean n part1culas que pueden experimentar por parejas uno o los 

dos tlpos de fuerzas: de atracción y de repulsi6n • Si Fu! es la 

fuerza que actóa sobre la part1cula k debido a la presencia de la 

particula i ; entonces Fu.: est~ dada por : 

~ik 
G mt mk -r ql qk 

1-:t - >!x 13 

IL i"' kl 

donde mi. ~. r~O, G>O, qi. e IR y ~Les el vector de posición de la 

part1cula l respecto a un sistema coordenado cartesiano dado.Aqu1 las 

mi pueden interpretarse como masas y 1 as qi. como cargas de las 

particulas • 

Las ecuaciones de movimiento son: 

( 1.01 

De aqui obtenemos 4 casos: 

11 51 qi=O para toda i..=1,2, ••. ,n, las ecuaciones de 111oviraiento ll.0) 



se reducen a tas ecuaciones del problema de n cuerpos en mecánica 

celeste. 

21 Si G mj l'Jk - r qj Qk > O para ciertos valores de j y k entonces la 

fuerza estre dichas partículas ser.1. de atracción • 

3) Cuando G mj mk - r Qj qJc = O no habrá. interacción entre dichas 

partlcul as. 

41 Pero si, G mj mJc - y Qj qk < O la fuerza entre el las sorá de 

repul si6n. 

El caso que nos concierne es para mt=O y ql > O, para todo l,es 

decir, las fuerzas de interacción son repulsivas. La notación sera 

con ml en lugar de q¡_, de esta manera m\. sert:a.n nuestras iuasas. 

Ahora la ecuación l 1.01 reatringida al caso que nos interesa 

toma la forma 

( 1.11 
mk mj 

¡,-------
¡tj - tk: 13 

k=1, ••• , n. 

donde y es una constante real positiva y m¡, > O para toda~. 

Defininimos el vector centro de masa como: 

Entonces 

~e l mi.~l / lmJ. -t- m2 + ••• + mnl O 

l=t. 

ya que 

Si consideramos el cambio de coordenadas ¡tx=ik - 1c, entonces, 

el sistema (1.ll es invariante: 

2 



11.21 k=l, ••• ,n. 

Ademas, el centro de masa queda fijo en el origen, es decir: 

<1.3) l m;. 'tt=O. 

Derivando ( L3J obtenemos 

(1.4) 2 m;. "ffei=O • Esto es, el mocento 1 ineal es cero. 

Por un ·cálculo directo como en 111ecAnica caieste C?l se 

demuestra que el momento angular ~ se conserva les decir , toma un 

valor constante a lo largo de cada solución l: 

- '\' .. .. 
e = L m¡.. rk: x rk 

Do"finlmos la energia potencial U como en mecánica celeste, pero 

con el signo cambiado: 

e 1.s1 u 
r l mj mk - .. ---.. -

1~J<k!::n Ir j - rk 1 

Otra forma de escribir ( 1.2) es: 

u.e> Dlt iL vt u, 

{Ju {Ju 
donde VL U = { --- , 

lJ ril lJ rZL 

3 



Si consideramos el producto ft • ml i\ = 'fl"gtU e integrando 

como en CPl, obtenemos : 

1. 71 t4_ ml li!t 12 
- U = h, donde h es una constan ta ( conservación 

de la energ1a total del sistema!. 

Es claro que h siempre el> poDitlva porque U< O y U está 

siempre acotado superiormente . 

Los siguientes resultados se pueden ver en tPel: 

l) Las funciones rjk = f¡tj - 1kl están acotadas 

inferlormente por números positivos. 

21 las soluciones de ( 1.21 est~.n definidas para todo t E CR. No hay 

singularidades •. 

31 las velocidades "tk esta.o acotadas 

41 El momento de inercia l= ~ l mk rZk tiende a infinito cuando to+:too. 
k=:l 

Definamos las funciones R , ( 1 r como : 

Rtt) = max rjkttl = max t1j<tl - 1kttl 1 , 
j.k j.k 

rltl min rjldtl y 
j.k 



~lt) = tn~K r1cl t). Entonces 

5) ~(tJ -t + oo si t-t±oo, 

Rtt> -. + co si t ... ±oo 

En mecá.nica celeste el diámetro R del sistema de particulas no 

siempre tiende a infinito. 

6) Ult l -to> O si y sólo si 11 m r = c:o 
t-. "' 

/l.= U { lr 1 ,.,. ,rn) 1 ri = r j } 

i?tj 

Entonces, Q. = [ - /l. es el espacio dei configuración del sistema y 

Q >e P el espacio de fases. En nuestro caso Jl no puede 

por ninguna sol uci6n. 

2. Prob1ema de f'uerz.a Central Repulsiva 

alcanzado 

Consideremos dos parti.culas con fuerza coulombiana repulsiva • Como 

m:s.r":s. + m2 r2 = O ,entonces, 

que al substituir en 11.21 y simplificar resulta 

¡ - Cr m2 a I tm.t+ 111 2 1z1 ;. I r,ª r::1. = 

( 1.9 l 

- ty m.tª / <mi+ m2 )ZJ r2a r2 = r 2 I 

5 



Estas ecuaciones son de la forma .. 
µ r 

t 1.101 
.. 
r = --, con µ>O con::;tante, 

r 

que define el problema de fuerza central repulsiva. 

Como el momento de inerc la tiende ro cuando t .... : oo 

cualquLE?r problema de n cuerpos , entonces 

de donde se deduce que l1m r~2 = oo y lim r 21 = oo .Por lo tanto.en el 

problema de fuer::::a central repulsiva necesariamente l!m r = oo • 

También podemos deducir que 1 x {: = Ó lconstanta) ,como en CPl 

capitulo JI. Por lo tanto 1 permanece en el plano perpendicular a Ó 

par~ todo t si ~ ~ O, pero si i! = O, entonces el movimiento es 

col ineal tcaso de nuestro interés). 

.:. 
De 1 a ecuac i6n ( 1. 101 obtenemon efectuando el producto interno 

por r 

JL l 1z + 2 µ/r) = O 

De donde obtanemo& la ecuación de la energía 

! 1.111 ~ t i?12 + µIr ::: h 

que difiere de su análoga en mecánica celaste en el signo dal 

término correspondiente a la energía potencial: 

µIr • 



OBSERVACION: La energía total h siempre es positiva. 

Utilizando la identidad 

f°t X -;) X 1 
[p], 

dt 

y el hecho de que "t. x 1- = Ó, obtenemos que 

li.12) dt{ 1-lr -Ó Xµ °t) =0, CPel, por lo tanto existe un 

vector é0 lconstantel tal que 

Si Ó = O, caso col ineal, entonces, C 1.121 se reduce a "'ttr = ~º' 
es decir, el movimlento ocurre en la recta que pasa por el origen y 

cuya dirección es 

( 1. 11), obtenemos: 

Substituyendo "'t = re0 en 

11.141 ; =µIr y 

< 1. 15 1 [ ~ 1 z + 2µ r-J = 2h 

( 1.101 y 

La ecuación diferencial l 1.151 se puede reducir a una ecuación 

di ferencia1 de coeficientes constantes mediante el car:lbio de 

variable 

k dt 
11.161 J --;:("tT donde k constante por determl nar a 

nuestra conveniencia • 



De este cambio concluimos que 
dt k/r, y por Jo tanto 

l 

dr dr dT 
r = dt ~ -;t'- = k r 1 /r 

dr 
donde r 1 dT 

Substituyendo r en l 1.15): 

( 1.171 k2 ( r 1 J z + 2µ r = 2h r2 

Dert vando ( 1.171 con respecto a T : 

2k2 r' r 1 ' + 2µ r' = 2h l 2r r.t ) 

Como r' no puede ser siempre nula, entonces dlvldimos par r' 

obteniendo 

kZ r' 1 
- 2h r + µ = O 

que tiene por solución a 

( 1.181 

µ/2h • 

.1/Z 1.r.!: 
r('l"J =a cash ((2h/k2J 'l"l + b senh CC2h/kZI Tl + 

l/i!: 
Podemos elegir k .= ( h/2) quedando entonces 

rl'l"J =a cosh C2TI + b senh C2-r1 + µ/2h • 

6 



El lglando a = µ12h y b = o (Pe) obtenemos: 

11.191 rlTI = µ12h ( 1 + cosh 2TI • 

La relación entre 'T y t viene dada por : 

r dt 
t=J-k- J (2/h1

1
/Z Cµ/2hl 11 + cosh 2TI d'?" 

µ 
[2T + senh l2TJ l + c 0 

Si elegimos c 0 = O, entonces hacemos corresponder los ceros de los 

tiempos T y t. As! ...... 
tlT) = µ/(2hl [2T + senhl2Tl l 

Un resultado que uti 1 izaremos es el de que r y t son del mismo 

orden, esto es, 

lµ/2hl [1 + cosh l2Tll 
e 1.201 11 m r/t = 1 1 m -----9-,.-,--------

t-.co t-.oo µl2hl C2T + sanh l2Tll 

, ..... 
12hl 

Esto da lugar que para t suficientemente grande podamos cambiar 

por r • 

3. Prob1ema Repulsivo de 3 Cuerpos 

Consideramos un sistema de 3 part1.culas. Las ecuaciones de 

. movimiento son: 



( 1.211 

-+ mJ. m2 
m.trJ. == - r --,--

ru 

:; m2 mJ. 
-> m2 ms -> 

m2r2 = - r r,. - r , r29 
3 

"2t r29 

-> 
m, .. -> 

m9 m2 .. 
msrs = - r --- r,. - r ro2 3 3 

rs• r,2 

Slmpl lficando las mi. y restando las ec\.1aciones 

escribir eJ sistema sólo en términos de ri.j • en particular 

podemos 

.. -> .. .. .. r •2 r., r •• r•• r .. ru r .. r_t9 
11.221 r.t2 = ----- - -----+ -----

3 3 3 3 
r•2 r•• r2!. r J.S 

( 1.231 

Si efcctu<:1.i:os eJ p,~oduct.o punto con "t.t2 

( 1.241 
:; -+ · 2r< m:1.+m 2 1 
r.l2·r.t2= 

... + -+ .. 
rs2. rJ.2 rt9 •r:t.2 

+ r ms e--;-+ --
3

- J 
r 9 2 r1s 

10 



Consideremos los ángulos AJ. y A2 que se forman en mi y m2 
respectl vamente 

-... 

Si en un sistema dado 1 os Angul os que se forman en ms y m2 son 

agudos, entonces 

y por 11.24) 'tu."'ts2 >O 

PROPOSICION I .. 1 • Sea 1 = 1< ti una función cz de IR en IRª 

tal que 'te t 1 ;.: O para todo t e IR, y r = 11 I· Entonces 

f 1 J°t 12 
sene 8 

----+ r 

donde e es el .ángulo iormado por 

La demootraci6n es un cá.lculo directo • 

11 

.. 
r y 



PF!OPOS!C!ON ! .. 2 • Si a partir de un in6tante dado t 0 106 ángulos 

que 69 forman en 1 as mnsas mJ. y m2 permanecen agudos para toda t~t0 • 

Entonces 

a) ru >O en CO,rol 

b) Existe tJ. > t 0 tal que i-ulttl > O 

e) lJ.m r.,2 =+oo 
l->«> 

Demostración .-

al Por la proposición I.1 

.. .. 
rJ.2 r:12 

1. 24. tenemos 

r:12 = -----+ 
r•z 

> O Para todo t~t0 

bl Por reducción al absurdo, si ;12~0 para. todo t>t(,, entonces ru 

seria una -función positiva decreciente y por lo tanto acotada 

superiormentt:r; ":121 u~ :1 p;i.:"Ol ::il:;~.rn~ M 'S {P. y p~rA todo t~t-o. 

Con e6to tenemos que 

.. .. .. .. 
r ... 2 r :i2 rt2 rJ.2 ------> 

1'12 - 11 

para todo t~ O. Integrando dos veces 

r m• 
rJ.2 2:. -

11
-- ll - t 0 l - ru:lt0 l lt - t 0 l - rJ.2 <t0 l 

2y mJ. 

11 

Pero el segundo miembro tiende a oo cuando t-t oo, lo cual es una 

contradii::c16n • 

12 



e) Como existe t:t.>t 0 tal que ;.i2 <t.sJ> O y la integral de una función 

continua positiva Giempre es pc:>itiva, tener:ios 

l 

ru(t) - rult.i) = f rt2 dt 
t< 

L L 

l 

J C;12 <t) - ; 12 lt.s.I + ;,2 <t1 1l dt 
t< 

r.s.2 lt1 1 lt - t:1.1 + J tf i=u<sl ds l dt:?: r:1.2 lt.t.1 lt - t 1 1 • 
tt l.t 

Pero ;u<t11 lt- t:') _,. oo si t-t ro, por lo tanto llm r 12 = oo • • 
t .. Q) 

PROPOSIC:ION I .. 3 C [fe] 1 • En un movimiento en una dimensión de tres 

partículas con fuerza repulsiva , al inanes dos de el las escapan a co 

cuando t... UJ , 

Demostración: 

Sean X.s. < x2 < x9 las coordenadas de dichas partículas. 

De la relación l: mi. 'ti. = O se obtiene E mi. Xi = O de donde 

se deduce que x9 > O x1 < O para todo t. 

Si x9 no tendiera a co , existiría una sucesión tk 4' co tal qua 

x9 l tkl :S M0 para al gón número real M0 • 

Hay dos posibil idadeG 

11 x2 ltkl ~O a partir de cierto k , o bien 

21 x2l tkl < O para alguna subsucesión de ltkL 

Caso 1. Como x1 < O :S x2 < x9 , entonces, O :S; x2 C tkl < M para todo 

k ~ R0 • Pero entonces: 

13 



Por lo tanto 

Contradiciendo el hecho de que rs.g-> co ya que los ángulos 

que forman las masas ID:t y m9 son agudos para todo t. 

Caso 2.- xi. < x2 < O < x9 para una subsucesi6n {tk}. Tenemos que 

entonces 

mi. m2 mi. 
= ;,;- lx,I + m, l•zl "= m, lx.I 

o o 

pero rt9 -+ oo cuando t.+ oo, contradicci6n • • 

Este 01 timo resultado de Pereda motivó esta tesis En el 

próximo cap.1tulo probaremos que la particuta m2 puede o no escapar a 

"'. 

14 



CAPITULO II 

Aná.1isis del Prab1ema Colineal de 3 Cuerpos 

Consideremos tres partlculas de masas m:l, 

respectivamente; al inaadas sobre una recta como en el capitulo 

anterior. Estudiar el comportamiento de la partícula m2 cuando 

tiende a. i1J es la finalidad de este capitulo. Para ello hemos 

dividido el anáiiols en dos casos: 

1J Las posiciones x:l y x9 de m~ y m9 respectivamente son fijas, 

2} m2 = O, m.t = µy m9 = 1- µ en ~ :S:: µ < 1 {caso restringido). 

En el primer caso se tienen oscilaciones como un rer>orte no 

J ineal de la partícula de masa m2 • En contraste , al no estar fijas 

las particulas extremas en eJ caso 2> la repulsión las hace 

escapar , as.! que 1 a de en med to ya no ose ila • 

El problema col lneal repulsivo de tres cuerpos tiene dos grados 

de l lbertad, como el problema isósceles de tres cuerpos, estudiado 

por Felipe Pereda y José Guadalupe Reyes. 

En general 1 no se tienen las simetrias que en el caso 

isósceles. Esto conduce a que hay solo una con-figuración 

central IEuler> en vez de las 3 del caso isósceles CEuler y 

Lagrangel. Ambos problemas tienen en comOn Cpara valores simétricos 

de las masasl ciertos movimientoG asintóticos con algunas condiciones 

iniciales. 

El primer problema al considerar Jos tres cuerpos alineados es 

el de describir sus ecuaciones de movimiento y dar coordenadas 

adecuadas que laa simplifiquen, ya que no existan simetr1as como en 

el isósceles. 

15 



Sean mi, 1:12 y m9 las maGa:. de tres particulas sobre una recta 

con coordenadas x1 , x2 y x.9 respectivamente. De la ecuaci6n 

m j mk 1 x j - xi..: l 

lxj - xk l'J 
con 2~ > O , 

casü r'apul ~ivo, ti;.-nellloG que 

Xgl 

Y mi m2 ( X2 - X J. 1 

(x2 - Xi ('J 

r m9 m1 ( X9 - Xi 1 

y mJ. m2 (Xi - x 2 l 

lxi -x2 13 

r m:1. m9 1 xi - X9 1 

lx1 - Xsl3 

lxs - x1 l3 

r ms m2 lx9 - x2 l 

(x9 - x2 13 

'Y m2 ms lx2 - Xgl 

lx2 - Xsl
3 

De aqui se obt lenen 1 as ecuac iom:ui de :::.c·.•i::iento de x!1., x2 y 

X1 = -

Xz := 

(Xi. - 1<212 

r ms. r m2 
X9 = ---- + 

(Xi - X.91
2 

lX2 - X91
2 

16 



Para simplificar las ecuaciones hacemos las siguientes 

conslderaclones, que no hacen perder generalidad : 

ZIEl centro de n1asa del sistema, 

mos en el origen • 

ms. x1 + m:: X2 + m9 Xg 

ms+m2 +ra9 
, lo supone-

Definimos x9 - X:i. = x y x2 = y • Escribimos X:i. y x 9 en términos 

de x, y, resol viendo el siguiente sistema 

aei 

m:t x.i + m2 x 2 + m9 x 9 = O 

X9 - X~ = X 

Xs. = -

Xg = 

La& nuevas ecuaciones de movimiento del sistema serán 

- 2.1 -

m• + ªs 
X=----

X2 

•• 

17 



donde 

1.. Particu1as Extremas Fijas 

Supongamos que xi y x~ son fijos, entonces, x es constante y 

por lo tanto X= O Asi tenemos que l2.11 sa reduce a .. 
m:ix - My 

¡----¡• 
m1 + m9 

con x = constante. Para integrarla, el lminamos el tiempo. Si hacemos 

dy dv 
V = dy/dt y y dt dy = V dv/dy , 

entonces , 

dv 
·~ •• 

dy= My + m9 X 
¡• 

mi X - My 
¡• 

m!I. + m9 mi + m9 

Integrando se tiene 

De aqui la energia potencial es 
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Ulyl 
fm:l + m9 1z 

Cms.lMy + m9xJ-.l + m5 <m.tx - My1-11 
M 

y los puntos singulares de U(yJ son 

Como l.!.m Ulyl = co • 
y-+ -m9 x /M 

y y 2 = m1 x M 

11m Ulyl = Ol 
y-t m1,.X /M 

Tenemos las siguientes gráficas: 

\} 
1 
1 

l 
l 

" l 
'' 1 1 y, 

1 

' 
y 
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Podeiaos concluir que- si xi y x9 son -fijos, entoces, la 

particula de masa ia2 oscila entre las posiciones y9 y y4 que 

resuelven -U + H = O para H constante. 

Al conjunto de puntoG qua satlsfacen H ?! U se le denomina Región 

de HI 11. 

a. Prob1ema Rest.ringido 

Supóngase que m2 = O, m,t = µ y m.9 = 1 - µ con !- ::S: µ < 1. 

Las ecuaciones de movimiento del sistema son 

X = 11xz: 

µ 11 - µI 
2.11 y ly + 11 - µI xJ• [µ X - yJ• 

o bien 

2.31 y= 

2 0 2) X = l/xZ 

(2µ:1 - 3µZ: + 3µ - 1J x?. - (lls,12 - 4µ + 21xy + l2µ - 11 yz 

Cy + (1 - µJxlZ Cµx - ylz 

En el caso de que O < µ S ~ , hacemos los siguientes cambios 

A por 1-µ y y por -y • Quedando 2.1) como 

1 - >.. ---- - ------
[}l..x - y J 2 ty + ll-)dxl 2 
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con ~ :S ~ < 1 . Esta ecuación es similar a 2.1J !ver.Apéndice> 

De l2.21, obtenemos la ecuación de la energía 

h = ~1X1z + 1/x 

La energia h en el problema repulsivo siempre es positiva y en 

la proposición l.3 se demuestra que las particulas m1 y m9 escapan a 

- o::i y Q) respectivamente cuando t'f' co • 

Al fijar el valor de h, las posibles trayectorias en [RZ quedan 

confinadas a la región de Hill que se obtiene del modo siguiente: 

de ( XJz + 2/x = 2h , tenemos 

2/x :::; 2h , o bien 

X ~ 1/h 

Entonces la región de Hil 1 estfl. dada por 1H = ( lx,yJ J x ~ 1/h l. 

Utilizando las técnicas de (L,RJ podemos dar una descripción 

del comportamiento de m2 cuando t-t co 

directamente de la ecuación 12.3) • 

Consideremos el cambio 

dy dy dx 

dt= ~dt' 

Este no se puede obtener 

Cambiamos el tiempo físico por x motivados por ( 1.20) • 

21 



Entonces 
d•y d•y dx 

2 
dy d2 x 

dti' = ~ 'dt l + dx dt2 

que at substituir en (2.3) da 

d•y 2 dy 
12.4J d';2 <2h - 7 1 + dX (~ J 

12µª - 3µ2 + 3µ - 11xz - 14µ2 - 4µ + 21xy + <2µ - 1JyZ 

Cy + 11 - µ lxl 2 Cµx - yJ
2 

Al igual que en CL,Rl queremos ver si esta ecuación tiene 

soluciones asintóticas, es decir, que tengan una determinada 

pendiente cuando x-t en • 

Para ello utilizamos la transformación <x,y> _,. tx,y/xl por medio 

del cambio y = ux (Ver fig. 31. La nueva variable dependiente u es 

la pendiente 

y \l 

X 

FIGURA il 
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Para introducir el cambio en (2.4), utilizamos la regla de la 

cadena en y = ux. Asi 

dy 

dx = X 

du 

dx 

d2y dZu du 
+ u w-=x~+2dx-

que al substituir en 12.4) nos da 

d•u 
12.51 C2hx - 21 dxZ + (4h - 7 + 

<2µ - uuz - (4µ 2 - 4µ +2lu + t2µ 8 - 3µ2 + 3µ - 1l 

xZ[u + <1 - µ11
2 Cµ - u1

2 

Con la transformación tx,yl -+ t 1/x,y/xl mediante el cambio 

v = 1/x podemos hacer el estudio alrededor de los puntos v = O 

que corresponden a x -+ co (Ver fig. 4). 

ll 
:-.IJ. 

11, 

X 
00'--~--------'lt~" 

FIGURA 4 
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Nuevamente por regla de la cadena, tenemos 

du du dv 

d'X'= ~ dx 

d~u dZu dv du dZv 

~=~C~l2+dv ~ 

que al substituir en (2.5) lo transfor111a en 

du u 
l2.6) + 

+ 
(2µ - l)uZ - (4µZ - 4µ + 21u + l2µª - 3µZ + 3µ - 1) 

2lh - y) Cu+ l1 -µ11
2 

tµ- ul 2 

Esta es una ecuaci6n de la forma vu• = F(u 1 , u, y) con F 

analitica alrededor de v;: O, u(Q) =a y u' {Q) = (1. Un estudio 

detallado de este tipo de ecuaciones se encuentra en tFl. 

Una condición necesaria para que l2.61 tenga soluciones 

anal1ticas en v =O, ulO> = a y u' lO> = f1 es que Fl/1, a., OJ =O. Es 

decir, 

- Ol (2µ- lJ a.Z - l4µ:?: - 4µ+ 2):-o.+ (2J13 - 3µZ + 3µ- 1) 

2h [ C( + ( 1 - µ11 :z [ µ - Otl 2 
=o 2h + 

o equivalentemente 

2ot~ - (8µ - 4Ju4 + (12µ2 - 12p +2Jci9 - lBµB - 12µZ + 6µ - 2)otZ + 
+ (2µ4 - 4µa + 10µ2 - 6µ + 41ot - (4µª - 6µZ + 6µ - 2) = 0 1 

este pal inomlo tiene una \.'mica raiz real a• > O si O < µ < 1 <ver 

apéndice) • 
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Recordando que u = a• es una pendiente fija en 1 as coordenadas 

x,y, esto corresponde a la única coniigurac16n central del problema 

col lneal [WJ. 

Por otro lado, una condición suficiente para la existencia de 

soluciones de 12.6) es que la cuadrá.tica critica 

8 F 
[ A - ii u' (¡1 1 ot, O> l"- = O 

tenga soluciones que no sean enteros positivos CFl. La (.mica 

solución para nuestro caso es l\. = O , pues IJ F / iJ u' l/3,ct,01 = O -;

Con esto , obtenemos el siguiente resultado 

PROPOSICION 2.1. La ecuación diferencial (2.61 definida en las 

coordenadas tu 1 v1 , tiene soluciones analiticas u= u(vl sólo par.a 

las condiciones iniciales v = O , u(Q) = a• y u' IOJ = (1 arbitra-ria • 

Las soluciones anal1 tlcas para las condiciones iniciales v = o, 

u<OJ a y u• fOJ = (j arbitrario, se pueden expresar en series de 

Taylor 

como u(Q) = a y u' lOl (1 1 entonces, 

u•fQ) u• 1 <0J 
ulvJ = ot + {lv + ~ v + - 3- 1- .~ + 

Q.ue en las variables originales queda como 

25 



<2.71 ytxJ = a•x + (t + 2! u"(01 
X 

Cuando X-+ (1) la solución (2. 71 tiende asint6ticamente a la recta 

y u•x + (1 (Ver fig. 51. 

., 
; 

; 

_,4(1 ,,. 

~-'' 
.11""-------

y 

f 

V 

FIGURA 5 

COROLARIO 2. 2. Para toda solución de configuración central y/K •a•; 

existe una subvarledad anal 1 ti ca de dimensión 2 formada por curvas 

soluciones de (2.31, que cuando se proyectan sobre la región de Hill 

resultan ser soluciones paralelas a tal con-figuración central 

medida que x .... co (L 2) (figura 51 • 
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Hasta ahora hemos vislo que sólo existen soluciones analitlcas 

de (2.6) para condiciones iniciales de la forma v = O, u(Q) = a. y 

u 1 <O> = (3 arbitrario. 

Para estudiar las soluciones para otras condiciones iniciales 

utilizamos la transformación 

1 
(X, y) ... C7;; _Y_) 

X 

(T , u l ( vl./p , u J , [L,Rl, 

donde p ?; 2 es un entero • 

Se demuestra fácilmente que bajo esta transformación la recta y 

= ax + (i se convierte en la curva u = a + (JTP con orden de contacto 

p (orden de tangencial en el punto (0,al con la recta u = 

l ver fig.6 l • 

., 
.. 

)1 

FIGURA 6 
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Procediendo de manera análoga como en el caso de soluciones 

anal! ticns tenemos 

d u d u l1 - pi 

~+ p 

1.-Zp dU .,. . 
-;¡;- = p dT 

Substituyendo en l2.6> 

dZu Tp up Tp- j, 

l2.BI T dTZ = ((p - 1) + p ~-.-;;, ]du/dT - ~-~p) + 

p 2 
Tp-J. [(2µ - 1} u2 - l4µ2 - 4µ + 2)U + (2µ3 - 3µ2 + 3µ - 1) 

2th - TPl [u+ l1 - µ11 2 
[µ - ul 2 

la ecuación (2.8) es del tipo Tu• Flu', u, T), donde F es 

anal 1 ti ca en sus argumentos. 

Una condición necesaria para que (2.8) tenga soluciones 

analittcas en'?"= O , ulOI = a y u' (Q) = (1 es Fl(1, a, 01 = O, 

equivalentemente tp - 1i(3.;;.. O, es dac1r, (l =O y =. ~:-bitr:::!:rio. Ahora 

la ordenada al origen está fija y la pendiente es arbitraria. 

Para la suficiencia consideremos la cuadrá.tica critica 

asociada a (2.6) 

8 F 
[;>..-87'1(1, a, Oll :>...=O 

que por medio de un cálculo sencillo se transTorma en 

[i\ - l p - 11 JA = O , o bien, X = O o :>... = p-1 ; pero p ~ 2 • Por 

lo tanto, una de las dos solucionas es un entero positivo.. Entonces, 

nuevamente por tFl existen una infinidad de soluciones para las 

28 



condiciones iniciales -r = O , ulOI = [arbitraria] y u• 101 

cada una analitica en las variables T , T log T • 

La soJuci6n general de (2.8) con las condiciones iniciales dadas 

es 

a p+~ Tp+I.. + CFl • Que es ana 11 ti ca en los argumentos 

dados antes • 

Si ak es el primer coe-ficiente de esta serie que no se anula 

podemos escribir 

donde 1c es el orden de contacto con la recta u et en el punto 

(0,a). 

PROPOSICION a. 3. Sea p ~ 2. ii ja y u 1 Tl o. + .'.:lJt Tk + ..• ~ una 

solución de 12.61 • Entonces , 

1) Si 2 ::S 1c < p , entonces , ta se.lución de l2.Bl en la región de 

Hil l tiene a a como pendiente limite 1 pero no es asintótica a ninguna 

recta de la forma y = o x + b cuando X-t (1) [ Fig. 71 • 

2) Si k = p, entonces 1 la solución de (2.81 es asintótica a 

y = a. x + ªJ.: , si x ... oo CFig.Bl • 

31 Si k > p , entonces , la solución es asintótica a y = ax si 

X -t oo (Fig.91. 

29 ESTA 
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Demostración • 

Sea u = a + ªJe 'Z"'k + • • • • Como u = y I x y T 

x-J./p , entonces y/x = a+ ak x-k/p + •••• Por lo tanto y = 

ot x + ªk xcp-k>/P + •• • 
Si 2 :S k < p , entonces 1 O < (p-kl/p < 1 • Por lo tanto ul'Z"'I 

no es asintótica a ninguna recta de la forma y = Ol x + b • 

Cuando k = p , tenemos que , l~k) /p = O Substituyendo 

obtenemos que y = et x + ªk + • • • • 
Por (JI timo , tomamos k > p entonces , lp-kl /p < O • Por lo 

tanto 1 y = a x + ak xcp-k>/P que tiende a y = a x cuando X-+ co ·• 

Por lo tanto las soluciones de (2.31 para cualesquiera 

condiciones iniciales de la forma T = O , ulOI = 1 arbl trario) y 

u• <01 = O , siempre escapan a infinito en forma asintótica o paralela 

a una recta 

3. Ejemplo 

5ubEt.itu¡·ondo µ = : on {2.51 obt~n~='J~ un caso con cle-rt~ 

slmetria 

vu' 16 u 
12 •9 ) dY2 = 21h-v) - 21h-vl - 2(h-vl l1-4u~JZ 

donde h es un nivel de energia prefijado. 

La ecuación (2.9) tiene soluciones analiticas únicas u= utvl 

para las condiciones iniciales v =O, utO> = { O, 1.¡ + ilv2
, 

- 1.¡ + il~/2 ~ c'l - i.1
1

,...
2

, - t-;i - lli/Z} y u'lOl = ~ arbitrario. 
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La solución para 12.91 con v =i O, u (O 1 =O y u 1 <01 = ~ 

arbitrario (solución Euleria.na.l en serie de Taylor en las variables 

x , y está dada por 

(2.101 y= f1 + 2 u•101 X+ 12 u 111 lO> Xi'+ 

La solución 12.10) tiende a y= (3 cuando x-+ a::i • t-fig.10]. 

y 

" 
FIG. 10 

PROPOSICJ:ON 2. 6 • Para cada configuración y = (3 existe una 

subvar iedad anal 1 tica de dimensión 2 formada por 1 as soluciones 

da 12.9) tale& que cuando se proyectan sobre la región de Hill , son 

asintóticas a y = f1 • 
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Para buscar las soluciones para otras condicioneG iniciales 

substltuimos µ = 'i- en (2.61. Asi, obtenemos 

12.111 
Tp p 

(lp-1J+---
2l h-Tp) 

du 
¡-- -

dT ------
2Ch-Tp) -(h-TP) ( i-4u2J 2 

Siguiendo los argumentos generales de antes concluimos que 

11 FC(3,a,0) =O, si y sólo si (3 =O y et arbitrario. 

8F 
21 IA. - 8--;:;t" f,p .ª.o)>>.. = O s1 y sólo si A = O o ~ = p + 1 • 

De 1) y 21 se concluye que existen una infinidad de soluciones 

para las condiciones iniciales T = 0 1 u{OJ = et larbitrariol y u 1 (0) 

=O cada una an:i11tlca en las variables '?"' , -r tog T • 

Todos los resultados obtenidos para <2.61 se aplican a (2.1U. 

ConcJ.us.lones 

En el movimiento col ineal repulsivo restringido de tres 

cuerpos , la particula central m2 puede presentar 1 os siguientes 

comportamientos : 

1J La particula m2 siempre escapa a infinito par a lela o 

asintóticamente a recta si m.i y m9 tienen masas diferentes. 

21 Si m.i y m9 tienen masas iguales, entonces, m2 no siempre escapa a 

infinito, es decir, existen condiclones iniciales para 12.3) tal que 

m2 tienda a&lntóticamente a una distancia Tija del centro de masas. 

CFig. llJ. 
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Con esto hemos descrito el movimiento de la particula 

central , lo cual quedaba abierto en la proposlclón 1.3 • 
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APENDICE 

En esta sección demostraremos 

relativas 1 qua el poi lnomio 

uti 1 izando 

IA.11 2ctº - l Bµ-4 J a.4 + l 12µ~ 12µ+2 I a.ª -

coordenadas 

( 8µ9-12µª-Bµ-2) a;Z + 12µ4-4µª+10µZ-Bµ+4Ja - l4µ 3 -6µzt6µ-21 =O 

t lene exactamente una ra.1 z real positiva • 

s~an 

Xg 

Entonces , nuestras coordenadas originales se pueden escribir como 

X = pi.3 ~ y = pl.3µ - p23 º 

Real izando los cambios correspondientes en (2.31 , 12.41 , 

12.Sl , 12.61 , vemos que el último término del segundo miembro de 

(2.61 pude reescribirse , obteniendo 

z 

: :. v = 21:-vl : : - 2Ch-vl + 21h-vl ( P~ - ;.: ) x• • 

Para la existencia de soluciones analiticas tenemos que 

-2~ + ~ [ ~ _ ~µ J x• = O 
i2 23 

Como u = ylx , entonces 
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IA.21 

Si definimos A = p~2 I p 29 • entonces !+A = pt.
3 

I p
23 

f W 1 • 

Substituyendo en tA.21 y simplificando tenemos que encontrar 

los ceros del poi inomio 

IA,31 11-µI>.~ + 311-µJ;>._4 + 311-µJ;>..• - 3µ;>..Z - 3µ1.. - µ = P11..J , 

El polinomio CA.31 tiene una raiz real entre O y 1 si O < µ :$ ~ 

o una raiz mayor que 1 si l- :S. µ < 1 • De hecho 1 el caso ! $ µ < 
puede reducirse al caso O < µ ~ ~ • Basta con hacer Jos siguientes 

cambios en Pt>..J : definimos a= 1 - µy por Jo tanto O <a:$ ~ 

con esto , µ > 1 - µ y A= p.,..2 I p 29 > 1 • Introducimos k = 1/A. = 

P2s I P1.2 < 1 

transforma en 

y el poi inomio POd se 

a. C3k2 + 3k + 1J - (1-otJ <3kª + 3k4 +k:O) = - PtkJ 

Este poi inomio es el mismo que PD..J (con signo cambiado) pa.ra O < a:::$. 

~ y O < k < 1 CWl • 

Consideremos ahora el poi inomio PIXJ con O < µ:: ~ 
PI 11 = 7 - 14µ >O porque O S 7 - 14µ < 7 y PIOI < O 

tanto el poi lnomio tiene al menos una rai z real entre O y 1 

Tenemos 

Por lo 

Que es la única ralz entre O y 1 se sigue del criterio de la 

primara derivada : 

P'11..) = 511-µ11..4 + 1211-1..J)I.• + 911-µJ;>._Z - 6µ1.. - 3µ , 

como O < µ !f ~ y O < A < 1 tonemoG que 
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O< (65/161 l1-µJ - 3;1 ::': Cl-µll5~~ 4 + 12~ .. a + 9~~2 ) - 3µl2~-11 , 

esto es , el polinomio Pli\.J es creciente en el intervalo l0,11 • 

Para la demostración de que no hay más ralees reales 

consideramos dos casos : i\. < O y i\. > 1 

Suponeamoa A < O y O < µ ~ f . lA.31 se puede escribir como 

( 1-µI 0,.o: + 3'_4 + 3\.8) - ( gt.._E + 3\. + 1 ) µ = PDd : 

entonces 3\Z + 3\. + 1 > O y '>..'!S + 3\,4 + 3\.ª < O • Por lo tanto 

Plll.l < O 

Si i\. > 1 y O < µ ~ t, 1 entonces 

l1-µJ (i\..::5 + 3\.4 + SAªI - µl ::p._z + ~ + 1) ~ ~ (>.,:S + 3\.4 + 3\.ªl - t 
( 3\.Z+ 3\.+ 11 , pero~ ()..O+ 3\.4+ :3\.ªI - ~ l 3\Z+ 3\.+ 11 >O ya 

que i\.º+ 3\.4+ ;;RB - 3\Z- 3\. - 1= (ACI - 1J + 3\. (i\.+ 11 (i\.Z- 1) y 

cada término es mayor que O ·• 
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