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INTRODUCC [ON

El problema m&s general en Mecknica Celaste es el de- conocer

todas las soluciones del sistema de ecusciones

que describe e! movimiente de n particulas sujetas s su atraccidn

gravitacional mutua .

Debido a ja diticultad d& analizario sz han considerado casos

mas sencillos , no por ello de menos interés .

En el probliema de! movimiento de n particulas , €stas pueden
presentar fuerzas de atracclién o repulsidn . Con tuerzas de atraccidn
ia situacién puede ser muy complicada . pudiendo ocurrir chogues »
escapes , asi como comportamiento periddico o recurrente del

movimiento de las particulas .

Cuando se presentan repulsiones , generalmente ocurren escapes

de las particulas .

Un problema que surgié come un problema académico y origine la
tesis doctoral de Felipe Peredo , fué el de considerar el
comportamiento de tres particulas en una configuracidn de triangulo
istssceles con fuerzas de repulsidn . Alli se probd la existencia de
novimientos donde una particula tiend® a una posicidn fija , mientras

que las otras escapan .

Actuzlmente Jos4 Guadalups Raves estA trabajando sobre el
mismo problema en su tesis doctorai usando tecnicas hailadas  por

Ernesto Lacomba y &1 amismo

En esta tesis estudiames el problema de tres particulas
alineadas (problema colineal) con fuerza repulsiva . Este problema se
podria considerar como un caso degenerado del isdsceles , excepto gue
alli dos de las masas de las 3 particulas deben ser iguales .



El trabajo se ha dividido en dos capitulos , de la manera

sigulente :

En el primero planteamos las ecuaciones para el problema de n cuerpos
en el caso repulsivo , al igual que algunos resultados té&cnicos que
se pueden consulitar en la tesis doctora! de Felipe Peredo . Por eso

en algunos casc omitimos las demostraciones .
Los temas claves en este capituloc son :

1) El problema de Fusrza Centra! Repulsiva que nos va a permltir
hacer sl cambioc det tiempo fisico t per x , fundamental en st estudio

del probliema colineal de tres cuerpos .

2) El problema Repulsivo de 3 Cuerpos , en especial la proposicién
de Felipe Peredo (1.3) que motivé este trabajo .

En el capftule 1! hacemos un anilisis de la proposicicon (1.3) y
describimos el coaportamiento de ila particula central para el caso
restringido . Esto slgnifica que la particula situada entre tas otras
dos se supone de masa nula . Se demuestra como un ejempla que si tias
masas extremas son iguales y elegimos apropfiadamente las condiciones
iniciales , la particula central puede nuo escapar a infinito . En ei
c330 goncral {mzss de los extremos diferentes) , aunque todas las
parti{culas escapan , para ciertas condicliones iniciales l1a relacién
entre distancias mutuas tiende a una constante que depende solo de

fas pasas .

Una de las dificul tades al intentar resclver el problema fué¢ dar
coordenadas adecuadas para que las pcuaclones se simplificaran . ya
que an esta configuracidn no se tienan simetrias como en el

isdscales .

Es importante hacer notar que en esta tesls nos aparecid una

ecuacidn diferancial de la forma

zu*=F {fu, u, z).



En la tesis de Joa? Guadalupe se analiza una ecuaci®n parecida

de segundo ofden .

La existencia de soluciones analfticas de esta ecvacidn ha sido
estudiada desde finales del siglo pasado . Sin embargo , no conocemos

apl icaciones ni analisis posteriores de la misma .



CAPITULO I
PRELIMINARES

En este capltulo astablacoremos la notaci®n bisiea y algunos
resultados generales relativos al problema de n cuerpos con fuerza
repulsiva. También enunciamos la conjetura que motivd esta tesis .
Todos los resultados agul mencionados se pusden revisar en [PE], por

lo cual en algunos casos omitiremos ias demostraciones.
1. Froblema Repulsivo de n Cuerpos

Sean n particutas que pueden experimentar por parejas uno o los
dos tlpos de fuerzas: de atraccidn y de repulsidn . Si Fie es 1a
fuerza que actun sobre la particula k debido a la presencia de 1la

particula i ; antonces Eik est% dada por :

oo Som ¥ a % (3- %, (L = 5
ik =

3 P
bxy = %3 |

donde m; 20, p20, G0, q; = R y X, es el vector de posicidn de la
particula t respecto a un sistema coordenado cartesiano dado.Aqul las
m; pueden interpretarse comoc masas y las g como cargas de las

particulas .

Las ecuaciones de movimianto son:

- Goy; - (qgjay /m ! - -
> i j . =
(1.0 % = 2 {x; Xyt 4 K 1,2,..4y0.

i* K

Fy + .3
Ixs = % |

De agqui obtenemos 4 casos:

1} S! q;=0 para toda i=1,2,...,n, !as ecuaciones de movimiento (1.0)



se reducen a las ecuaciones dal problema de n cuerpos en mecénica
celeste.
2) 81 Gmym - ¥ q; q > 0 para ciertos valores de jy k entonces la

fuerza estre dichas particutas seri de atraccidn .

3) Cuando G mjme - 3 qj g, =0 no habr& interaccidn entre dichas

particulas,

4) Pero 8l, Gojm = ¥ q;q, <0 1a fuerza entre ellas sord de
repul sién,

El caso que nos conclerne es para m;=0 y q; > O, para tode i,es
decir, ias fuerzas de interaccidn son repulsivas. La notacidn sera
con oy en lugar de q;, de esta manera m, seran nuesiras nasas.

Ahora la ecuacidn {1.0) restringida al caso que nos interesa

towa la forma

e My o > >
(1.11 o -;k =_2 » — (X5 = K)o x=2i,...,0.

ki

»> -> a
Ix; - % |

donde ¥ es una constante real positiva y m; > O para toda i.

Defininimos el vector centro de masa cecmo:

+ > >
Xam lmg ¥y + My Xpt et My Xp) 7 () + By + 0ot @y}

Entonces

n
;,: = 2 mi';‘ s tmy o+ my +oobmy) = 0
t=1 ’
» .-
ya que zml 3:‘ = ¢
i=t

e g 3
Si consideramos el cambio de coordenadas ry=x, - X., entonces,

el sistema (1.1} es invariante:

i
i
;




L33
> 3
(1.2) By, T) = = ¥

= -+
(Fj - ), k=L, ..,n.
> 3

3
) Ie; = F |

Ademas, el centro da masa queda fijo en el origen, es decir:
(1.3} 2 m ¥y =0.

Derivando {{.3) obtenemas

(1.4} 2 m ?i_=0 . Esto es, el momento lineal es cero.

Por un ‘caleulo

directo comoc en mec&nica celeste fP) se
demuestra que el momenta angular ¢ se comserva les decir y toma un
valor constante a lo largo de cada salucidn )

G = Zmy?'kx?;, .

Pofinimos la energia potencial U como en mecdénica celaeste, pero
con el signo cambiado:

v
(s U == mym g

12 - A
1< j<x<n i le

Otra forma de gscribir (1.2) es:

(1.6} ay By =9 U,

eu avu au
donde B U= ( —=—, ———

g riy a rZ 4 3



Y :‘L = {riy, r?, £33},
S1i consideramos el producto ? v om ? = -r! .U e integrando
1 1 i 1L

como en {P}, obtenemos :
1.7 %2 m 12;1* = U = h, donde h @& una constants ( conservacion

de la energia total del sistemal.

Es claro que h siempre es positiva porque U0 , v U astl

siempre acotado superiormente .

Los siguientes resultados se pueden ver en {Pel:
1} Las funciones ry = |'x!j - _‘!k| estan acotadas

inferiormente por numeros positfves.

2) las soluciones de (1.2) estéin definidas para todo t « R, No hay
singularidades. |

3) las velocidades ?k estan acotadas :

4) El momento de inercia 1= 3 z my r?), tiende a infinito cuando taze.
k=1

Definamos las funciones R , § , r como 3

RIt) = max ry(t) = max [F506) - Fyet) |,

ik ik
rit} = min rjklt) y
ik



i)

m:x r(t), Entonces ,

8) ¥ty » + 0 i triw ,
Rit) » + 0o si totom
En mec&nica celeste @l didmetro R del sistema de partfculas no

sliempra tiende a infinita.

6) Utty >0 si y golosi lim r = @
t+ o

Sean T = {frg,....ry} | D mry =0}
As Ulirg,eiar,) vy =715}
iR
P= (0, ceany) | Bmgfy =013 .

Entonces, Q=T - A esel espacio de configuracién del sistema y
4 x P el espacio de fases. En nuestro caso A no puede ser alcanzado

por ninguna solucidén.

Z. Problema de fuerza Central Repulsiva
Considersmos dos particulas con fuerza coulombiana repulsiva . Como
w,T, + mpty = 0 ,entonces,

1.80 Tp=-— T,
2

que al substituir en (1.2) y simpl i ficar resulta

-
ry = {y 0,3 /7 ingt w12 vy / 3

11.9)

=y n,3 /7 (ot 03121 vy /7 rp®

-
N
1l



Estas ecuaciones son de ja forma
>

M T

= con >0 constante,

3
r

>
r

{1.10}

que define el probliema de fuerza central repulsiva.
Como e! momento de inercia | tiende a o cuando t-_ ® en

cualquier problema de n cuerpos , entonces

tim m,rfz+ mzrz‘ b2 oiim m1rf+ mzr: 1=1lim | = o,
te@ [ 3.1 L+
de donde se deduce que lim rg, = wy iim rp, = @ .Por lo tanto,en el
problema de fuerza central repulsiva necesariamente tim r = w .
Lo
-> 5 -
También podemos deducir que r x ¢ = ¢ {(constanta },comoen (P]

>

capitulo Il. Por io tanto ¢ permanece en el plano perpendiculara 2

para todo t si 2 =0, pero si & = 0, entonces el movimiento es
colineal (caso de nuestro {nteres).
.De la ecuacién (1.10) obtenemos efectuando el producta interno

M
por r

>
——— 2 =
o t r2+ 2 /) 0 .

De donde obtenemos la ecuacldn de la energis

3

{1.11) 2 (12 + ufe =h

que di fiere de su ani&lioga en mecanica celeste en el signo del

término correspondiente a la energia potencial:

ulr .



OBSERVACION: La energia tota! h siempre es positiva.
Utilizando la identidad

dt

4 - (T x T ox 'r!
{r/r) = T ) LP1,
dt
y &l hecho de que Tx = Z, obtenemus que
d - - —»
(.12 ——{ r/r -~ ¢ xuT) =0, (Pal], por lo tanto existe un

vector 30 {constante) tal que

(123 Pr-pxP=2

s1 8 = 0, caso colineal, entonces, (1.12) se reduce a v = 30,

es decir, el movimtento ocurre en la recta que pasa por el origen y

cuya direccidn es 3° . Substituyendo ? o= ra, en {1.10} y
{1.11},obtenemos: ’
(1.14) ro=oplr y
(1.18) Ir12 + 22 £~ = 2n .

La ecuacidn diferencial (1.15) se puede reducir a una ecuacida

difersnciai de coeficientes constantes mediante e! canmbio de

varisble
k dt
11.18) T = _[ Tl donde k = constante por determinar a

nuestra conveniencia .



dr

De este cambio concluimos que T k/r, y por io tanto
2
. dr dr d7
Fe g T Ew etk
dr
1oz ee———
donde r T .

Subst{tuysndo r en (1.16):

k2 p=2 {r')2 + 2p r~3:= 2h:

1117 KZ {r*)2 4+ 241 = 2h r®

Derivando (1.17) con respecte a 7 3
2%Z r' r'' 4 2p ' = 2h (2r ')

Como r' no puede ser siempre nula, entonces

obteniendo
k2 r'' - 2h r + p =0 ,
que tiene por solucidn a

1r2
(1.18) rl7) = a cosh ((2h/k2) 7] + b sanh
HI2h .

Podemos elegir k .= (h/2)vr-. quedando entonces

dividimes

tzhskey "

r{T} = a eosh (27) + b senh (271 + p/2h ,

por

7]



Eliglendo a = w/2h y b =0 (Pel obtenemos;
(1.18) rir) = p/2h {1 + cosh 27) ¢

La relacidn entre 7 y t viene dada por :

r dt iz
t = J‘ - = _j' (2/h) (u/2h) (4 + cosh 271 dT

o

= 3 (oharz [27 + senh (2711 + ¢4

Si elegimos ¢, = 0, entoneas hacemas corresponder los ceros de los
tiempos 7 y t. Asi
are
tiz) = p/(2h) (27 + senh(27)]
Un resultade que utilizaremos as el de que r y t son del mismo

orden, esto es,

tureh) L1 + cosh (2711 i
(1.20) iim r/t = tim s = (2h)
t+m tem pi2h) €27 4+ ganh (27)]

2

Esto da lugar que para t suficientemente grande podamos cambiar

t por r .

3. Problema Repulsive de 3 Cuerpos

Consideramos un sistema de 3 particulas, Las ecuvaciones de

 movimiento son:



- m, m, my m
_ 1 2 > 1 S -
mqry = - ¥ T3 Faz ~ ¥ 3 Tia
Te2 Tsa
I mp My mp Wy .
MePp = = ¥ 3 T2y = ¥ 3 [
24 T2a
3 Ty By N Mg @y -
MaPgq = = 2 a Tag = 2 Taz -
Tas Taz
Simplificando ias = y restando las ecuvaciones , podemos
escribir ei sistema s<&lo en terminos de ;U . en particular
-+ > -»>
5 ¥ By Typ ¥ g Taa ¥ Dy Tgzq ¥ Dg C4g
(1.22) x4, = - -
42 =z 3 3 EY
Faz Tza Fpa Ti3
. mytmy o - 3 E) 2
el r m T4q /T - r /r
(1.23) To=7 — "1z 4 ¥ mg (Tyg /73g 2s /T2a )
Fa2

Si efectuamos e! producto punto con ?42 :

>
3 “2¢{mgtmy) ;92"'12
11.24) rp-Tqp = —7T—— + ¥ Mg [———7—
[ 3
Tg2

10

> >
Feg T2
PP .

a
Tig

S —



Consideremos los Angulos A, y A, que se forman en mg

respectivamente

m,

Si en un sistema dado los XAngulos que se forman en my y my

agudos, entonces
> 2
Tga Ty = Pgp Fyp GOS Az 2 O
Tyg-Typ = Dygg Pyn cOS A, > O

y por (1.24) i -Te2 > 0

¥

oz

50N

PROPOSICION I.1 . Sea © = F(t] una funcidn CZ de R en R®

tal gue Pett) = 0 para todo t €« R, yr = I'x! I. Entonces
F.R l? |2 sen® &
Fo= +
r r
donde © es el angulo formado por ? y

ta demostracidn eés un célculo directo .

11

e,



PROPOSTICYION I.2 . Si a partir de un instante dado tq 105 &nguios
que se forman en las masas m, y &, permanacen agudos para todo t2t,.
Entonces

a} F,5, >0 en {0,000

b) Existe t, > to tal qua flty) >0

c) lim ryp = 4o
tyao

Demostracidn .-

a}l Por la proposicién I.41 y 1.24 tenemos :

> z

" T4z - T4z 1T, | sen ©

T4z = Py + T > 0 Para todo t2ty
12 12

b) Por reduccidn al absurdo, si l.‘uSO para tode t>t,, entonces ry,
serfa upa funcién positiva decreciente y por lo tanto acotada
superiormentes rg,{Li% M para alguna M € v para todo t2t,.

Con ssto tenemos que

. Tz © T4q2 Tsz * Taz 2pin tmy) 2y my
Faz = Fi2 = ] = Morye z M

para tode t= 0. integrando dos vaces
¥ my R
ryo -M—— (b = tgl = realtyg) 1t = g} = rplty) o
Pero el segunde miembro tiende a o cuando t+ o, lo cual es5 una

contradieccicn .

12



‘e)} Como existe t,>t, tal que 1:‘2({,)) 0 y la intogral de una funcidn
continua positiva siempre es positiva, tenemos

t L. . .
rolt) = rplt) = _]‘tx:u dt = ft(rmm = Taaltg) + rlt,h) dt
1 £

A8
U reafs) ds 1dt = replty) (6~ g
t

L
= rgpltg) (-t +
AT Y

Paro l:‘z(t’_) (- t,) » 0 si t» o, por lo tanto §im ryy = 0 . o
t+ o

PROPOSICION 1.3 ({Pel) . En un movimiento en una dimensidn de tres
particulas con fuerza repulsiva , al menos dos de 2ilas escapan a @

cuando t+ & .

Demostracidn:

Sean % < x; < x5 las coordenadas de dichas particulas.

) - %
De la relaciédn X m ?-L = 0 se obtiene X m; x; = 0 de donde

g0 deduce que x5 » 0 y x, < 0O para todo t.

8i x4 no tendiera a o , existiria una sucesidn t, » ® tal que
xglty) = M, para algdn numeroc real NMg.

Hay dos posibil idades
1) %,(ty} = 0 a partir de cierto k , o bien ,
2) xgtty) < 0 para aiguna subsucesidn de (tp}.

Caso 1. Como %, < 0 S x, ¢ %53 , ontonees, 0 < x,(t,) (M para teodo

k Z Ro. Pero entonces:

13



= My%a (ty) = mgxglty)

200 = Ixglty) ] =

my
mg + By
< xaity) + xglty) < Mo -
. m,
Por lo tanto
my t+ g
> >
Tealtyl = Jrglty) = vttt € wglty) + lx‘(t,:)l((l-}——;—) My
1

Contradiciendo el hecho de que r4g» o ya qua los 4ngulos

que forman ias masas m, y Mg Son agudos para todo t.

Caso 2.- x, < x3 < 0 < xg para una sub i6n {t)).T que
T My %Xy Az Xp e 02
Z ————— —— = o b —= x| 2 —
¥g g s 1x4l g Ixzl 0y Ix41

o0

entonces
- -3 > T3
Ifegtt ) ] = Irgltp) - Toltpd] = xqlty) + Ixgltpd] € Mg + o Mo
ES
pero r,q + o cuando t+ o, contradiccidn . g
Este «ltino resultado de Pareda motivéd esta tesis . En el

préximo capitulo probaremos que la particula n, puede o no escapar a

@

14



CAPITULO II

Anzlisis del Problema Colineal de 3 Cuerpos

Consideremos tres particulas de @easas my, m, y mg
respectivamente; alineadas sobre una recta como en el capitulo
anterior., Estudiar el comportamiento de la particula m; cuando t
tiende 2 m es la finalidad de aste capitulo. Para elle hemos

dividido c! analisis en dos casos:

1) Las posiciones x, y x4 de my; y mg respectivamente son fijas,
F

2) my=0, my = pymg=1-22en 3z < <1 {caso restringidol.

En el primer caso se tienen osciiaciones como un resorte no
Iineal de la particula de masa m, . Ea contraste , al no estar fijas
las particulas extremas en e! ecaso 2) , la repulsien las hace

escapar , asi que la de en medio ya no oscila .

El problema colfneal repulsive de tres cuerpos tisne dos grados
de libertad, como el problema isdsceles de tres cuerpos, estudiado
por Felipe Peredo y José Guadalupe Reyes.

En general, no ce tienen las simetrias que en el caso
isgscales, Esto conduce a que hay solo una configuracidn
central (Euler) en vez de las 3 del caso isdscales (Euier y
Lagranga). Ambos problemas tienen en com@n (para valores simétricos
de las masas) clertos movimientnc asintéticos con algunas condiciones

infclates.

El primer problema al considerar los tres cuerpos alineados es
el de describir sus ecuaciones de movimiento y dar coordenadas
adecuadas que las sinplifiquen, ya que no existan simetrias como en

el isdsceles.

15




Sean m,, m, y my las masas de tres partfculas sobre wuna recta

con coordenades X, %, y xy respectivamente. De la ecuacidn

. o ome (X5 = wl
mk"k’:"zr ——— con ¥ >0,

a
ok 1% = x|

caso rapulsive, tenemos gue

. ¥ mg my (%5 = X4) Y Wy mg (xgq - x4)
My Xy =~ . - P
Ixg = x4} fxa = x4l
- ¥ my my {xg - Xp! Y mg Wy (Xg = %,)
My Xy =~ -
3 3
trg ~x2 g = %al
. Y @y mg (X4 ~ Xg) ¥ Wy Mg (Xp = Xgl
Wg ¥y = = a - 3
1%, = xql Ixz = xal

De aqui se obtlenen ias ecuacieciss do zcviniento de x4, %, ¥

xg}

. Y ¥ mg

Xy = - - f
ixg - x,)z (xg - x‘lz

. ¥ Wy v Bg

Xp = - z
(%, = ¥3) (xg = X,)

“ ¥ oy v @y
= 2 * 2

{xg ~ xq) (xy = xg)

i6



Para simplificar ias ecuaciones hacemos las siguientas

consideraciones, que no hacen perder generalidad :

my Xg +t my X + mg Xg

21Et centro de maga del sistema, s o supone-

my, + m, + g

mos an el origen .

Definimos g ~ x, = x y x, =y . Eseribimos x, y xg en t#rminos

de X, y, rasglviendo el siguiente sistema

my X4 + My X ¥ mg Xg = 0

Xg = Xy = X

Xz =Y
asi
m, Y+ mg %
*e = m, + mg '
m X = Wy
%, — '
a @y + Ag
Xg Ty .
Las nuevas ecuaciones de movimiento del sistema seran
~ 2.1
- my + fg 1 1
X = = 4, (my + mg) [ z+ z] .
%= My — m, x) {(My + ngq x}
- oy Mg
b4 My + mg x _ nex - My '
{ my + ng n, + ng 1

17



donde M=m +m, +ng

1. Particulas Extremas Fijas

Supongamos que X, y X4 son fijes, entonces, x es constante y

por lo tante % =0 . Asi tenemos que (2.1) so reduce a

“ L Mg
Y= My + mg x 2 m,x-MyZ’ |
t my + mg m1+m5]

con x = constante. Para integrarla, eilminamos el tiempo. S{ hacemos

. dy dv
V = dy/dt y Y = 3 dy = v dv/dy ,
entonces ,
dv my oy
v ey T Hy+m5xz_ o x - My :
t mg + Mg ! ¢ my + Mg

Integrando se tiene

dy (m, + myl2
gtgp ) = M mg(Hy + mgx)~! + mgimyx — Hyl-21 + H

De aqui la energia potencial es



{my + mgl®

Uty) = M

(mg My + mgx}™d + mglmex ~ My)*11

y los puntos singulares de Uly) son
¥y, = ~ng X / M y ya=ng x/ M

Comg lim Uly) = o, Llin Uly) = &
y» —mgx /M y+ mgx /M

y uto) = (my + my) /H [oy/mgx + mg/m,x]

Tanemos las sigulentes graficas:
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Podemos conclulr que- si ¥ y x5 son fijos, entoces, la
particula de masa m, oscila entre las posiciones yg y y. que
rasuelven -U + H = O para H constante.

Al conjunto de puntos que satisfacen H 2 U se le denomina Regidn
de Hill.

2. Problema Restringido

Supongase que m, = 0, my, = py mg = 1 - ppcon § S <4,

Las ecuaciones de movimiento del sistama son

% = 1/x2

R F2 [ S 73]
T ly+ (- o232 T g x- yiz

o bien

2.2) % = 1/xZ

(20 ~ 3u® + 3 - 1) x® - (A2 - 4 + 2ixy + (2 - 1) y2
Ey + (1 — pyx32 Cux ~ yl2

2.3) ¥ =

En el caso de que 0 < u < % , hacemos los siguientes camblos :
A por i-a y y por -y . Quedando 2.1} como

1 - X A

[Ax -y 12 [y + (1-M)x12
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con 4 = XN < 1 . Esta ecuscidn as similar a 2,1) (ver.Ap#ndice) .

De (2.2), cbtanemos [a ecuacidn de la energia

ho= £(x)Z + 1/x

La energia h en el problema repulsivo siempre es positiva y en
la proposicion 1.3 se demuestra que las particulas m, y my escapan a
- o y o respectivamente cuando t+ ® .

Al fijar el valor de h, las posibles trayectorias en RZ quedan
confinadas a la regidn de Hill que se obtiene de! medo siguienta:

de (x)Z + 2/x = 2h , tenemos

2/x £ 2h 4 o bien

x Z 1/h .

Entonces la regi®n de Hill esta dada por H = { (x,y) | x = t/h ).

Utilizando las técnicas de (L,R] podemos dar wuna descripcidn
del comportamiento de m, cuando t+» o . Este no se puede obtener

diractamente de la ecuacidén (2.3) .

Consideremos el cambio

dy dy dx
dt dx dt

Cambianmos el tiempo fisico por x motivades por (1,20} .
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dzy d2y dx dy d2x
Entonces G =g (g VUt o am o

que st substituir en (2.3} da

d2y 2 dy 1
(2.4 _dF(Zh_T)+ ax ('?)=

(2143 ~ 3pP + 3 - 1ix® — (42 ~ 4u + 2ixy + (24— Liy2

ty + (1 - 22 1x1% Tux - y]z

Al igual que en (L,R] quaremos ver si esta ecuacién tiene
soluciones asintdticas, es decir, que tengan una determinada

pendiente cuvando x» o .

Para elio utilizamos la transformacidn (x,y) - {x,y/x) por wmedic

del cambio y = ux (Ver fig. 3}. La nueva variable dependiente u es

Ia pendiente .

Y M |
{ I |
1 ! ]
i u :_ :
u' ~ | |
{ s ~—— 1
| ! '
' | |

N 3 i

7 *x % x s
;

PIGURA 3 i
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Para introducir el cambio en (2.4}, utilizamos la regla de la

cadena en y = ux. Asi

dy du d2y d2u du
W CrEc tY b gEtram o tla
que atl substituir en 12.4} nos da
d2u 4 i dus u
{2.5) (2hx-—2)d—x-z' +(Ah_T+T)F+Té=

124 =~ 11U — (4p2 - 42 +2)u + (24% = 3% + 3u - 1)

x2(u + (4 - w12t - w?

Con la transformacidn (x,y) =+ (1/x,y/x) wnmediante el cambio
v = 1/x podemos hacer el estudio alrededar de los puntos v = 0 ,

que corresponden a X + © {Ver fig. 4},

~\u {
AU {
! |
} :
! i
1 t
! 1
- ~ .
e =
1
i . 1
! |
) N Ly y
o —rx o0 ’l'
PIGURA 4
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Nuavamente por regla de la cadena, tenemos

du du dv i3y d2u dv du  d3v
— w——— 2 e 1 ——
dx dv  dx * dx2 dv2 dx dv  dx2 ’

que al substituir en {2.5) lo transforma en

d2u v du u
(2.6} Vawe T Zm-w av  zm-w t

(2p - 1u? - (4% — 4p + 2)u + (2u3 - 32 + 3 - 1)

2(h = v) [u + t1 - 1% (u=-uw®

Esta @s una ecuacién de la forma vu" = F{u*, u, v} con F
analitica alrededor de v = 0, uf0) = a y u'to) = 3. Un aestudio
detallado de e@ste tipo de ecuaclones se encuentra en (FJ1.

Una condicién necesaria para que (2.6) tenga soluciones
analfticas en v = 0, ul0) = & y u'l0) = 3 es que FI[3, &, O) = 0. Es

decir,

- {20 = 1) o = 4p® - S+ 2¥oc & (20% - 3p2 &+ 3p - 1)

ot =o
2h L + (1 - 1%ty - ?

o equivalentemente

20 - (Bp - 4lad & (1202 = 1240 42008 - (BB ~ 12,2 + 8y — 2)e@  +
+ (24 - AP + 10M® - B + Ao - (AuP - BuB + Bp — 2) =0 ,

este polinomio tiene una vnica rafiz real o* > 0 si 0 < <1 (ver

apéndice) .
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Recordando que u = o es una pendiente fija en las coordsnadas
x.,y, @sto corresponde a la Unica configuracidn central del problema
colineal [Wl.

Por otro lado, una condicidn suficiente para la existencia de

scluciones de (2.6) es que la cuadratica eritica

aF
4 )\—5—“;- (B, o O} 1A =20
tenga soluciones que no sean enteros positivos ([(Fl. Lla dnica

soluciédn para nuestro caso es A =0 , pues 4 F / & u {(5,a,00 =0+

Con esto , obtensmos el siguiente resultado .

PROPOSICION 2.41. La ecuacidn diferencial (2.6} definida en las
coordenadas (u,v) , tiene soluciones analiticas u = uf{v) sblo para
las ccndiciones Lniciales v = 0 , u{0) = a® y u't0) = 3 arbitraria .

Las solucionas anaif{ticas para 1as condiclones inicialas v = 0,

w0} = a y u'{0) = 3 arbltrario, se pueden expresar en ceries de

Taylaor

como ulQ) = & y u'l0} = 2, entonces,

u®(0) u®*{0)
BV + 0 ve+ ...,

ulv) = ¢ + fiv + 31

Que en ias variables orfginales queda como
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1 i i 1

(2,71 yix) = o®x + 3 + T MU T el ey utreqo) i

Cuando x+ @ la solucidn (2.7) tiende asintdticamente a la recta

y = o + 3 (Ver fig. 5).

COROLARIO 2.2. Para toda solucidn de configuracién central yox =o®;
existe una subvariedad analfitica de dimensién 2 formada por curvas
soluciones de (2.3}, que cuando se proyectan sobre la regién de Hill
resul tan ser soluciocnes paralelas a tal configuracidn central a

medida que x » a L 2] (figura 5) .
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Hasta ahora hamos viste que s&lo existen soluciones analiticas
de (2.6) para condiciones iniclales de la forma v = 0, ui{Q) = & y
u'{0} = /3 arbitrario.

Para estudiar las solucliones para otras condicignes iniciales

utilizamos la transformacien

1 y
(x,y) =+ ey
(xﬁp

17
Y=tr, ur=tv F w1, (LR,

donde g 2 2 es un entera .

Se demuestra fAcilmente que bajo esta transformacidn la recta y
= ox + {3 se convierte en la curva u = « + ﬁTP can orden de contacto
o (orden de tangencia) en el punta (0,a) con la recta u = a
[ ver flg.6 1.

~&'
y

FIGURA €
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Procediende de manera an&loga como en e! caso de soluciones

analiticas tenamos

-0
du T du du ot
e ;  e—= +

dv e dz * dv -] dz e dr

du (L - 172 du

Substituyendo en (2.6)

d2u up TPt
(2.8) Tz~ = [lp~-1) + p == Jdu/dr - —— +
2
d< 2(h - @) 2th -

25 TP L2 = 1} uR ~ (4uZ - Ap + 2)u + (28 = 32 + By - 1)

2th - 1 Lu + (1 - w® - n1?

La ecuaci®n (2.8) es del tipe Tu* = Flu', u, v}, donde F es

analfitica en sus argumentos.

Una condicidn necesaria para que (2.8) tenga soluciones
analfticas en 7 = 0 , ul0) = exy u'{0) = B es Fi{f3, & 0) = 0, o
equivalentemente (p - 1}3 = 0, as declr, {2 =0 y o arkitrario, Ahora
ia ordenada al origen esti fija y ia pendiente es arbitraria.

Para la suficiencia congideremes la cuadratica critica

asoclada a (2.8)

aF
A - —3— (7, & 0)1 A =0

a u
que por medio de un calcule sencillo sa@ transforma en
A -(p-1)IA =0, obien, A =00 X =p1;pero p=2 . Por
lo tanto, una de las dos soluclonas es un entero pasitivo. Entonces,

nuevamente por [F] exister una {nfinidad de soluciones para las
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condiciones iniciales 7 =0, ul0) = o [arbitrarial y u'(01 =0

cada una analftica en las variables 7, T log 7 .

La solucidn general de {2.8) con las condiciones iniciales dadas
es

ot -~ -1 e
UlT) = & + 2,72 + agT® + ...t ap_i'r +ap-r lag-r-b—ap'r +
o+
a ks L . (F1 . Que es analitica en los argumentos

o+d

dados antes .

Si a, es el primer coeficiente de esta serie que no se anuia
podemos escribir
o

= x *sa P Nog T
ulz) =t + 8, 7R + ...t ap_;r + ap_"r log T +...

donde ¥ es el orden de contacto con la recta u=a en el punto
(0,0,
PROPOSICION 2.3. Sea p 2 2 fijay ul?t) = a+ 2, 7% + (.. , una

solucién de (2.8) . Entonces ,

1) 81 2 =% < po , entonces , la sciucién de {2.8) en 1a regién de
Hill tiene a o como pendiente limite , pero no es asintdtica a ninguna
recta de la forma y = a X + b cuando x+ @ [ Fig.71 .

2} Si k = p, entonces , la solucidn de (2.8) as asintética a
y=ax+a, ,s8 x+ o (Fig.8]1 .

3} Sl k > p, entonces , la soluciédn es asintdticaa y=ax si
X+ © (Fig.91.

= ESTA TES M PR
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Denostracién .
Sea u=a+a7k+ ... .Cmo u=y/x v 7 =

-1/ -k’
» entonces yix = a+ ay x + ... JPor lo tanto y =
o %+ oay A

8 2<k< p, entonces , 0 < {p-k)/p < { . Por lo tanto ul7)

no es asintédtica a ninguna recta de la forma y=ax +b .
Cvuando k = @ , tenamos que , (ek)/p = @ , Substituysndo
obtenemos que ¥y = & X + ap + ... .
Por uitino , tomamos k > p , entonces , (p~k)/p C O . Por lo

tanto , y=ax t ap x‘P_kVp que tiende a y = & x cuando X+ @© .gy

Por Io tante , las soluciones de (2.3) para cualesquiera

condiciones iniclales de la forma v =0 , u(0) = a larbitrario} y
u'(0) = 0 , siempre oscapan a infinito en forma asintStica o paralela

a una recta .

3. Ejemplo

Substituyondo M= % on un ecaso con cierta
slmetria
dZu vu' u 16 u
12.8) Vv q& = SThov)  2th-v) T 2(hev) (1-4uR1Z

donde h a@s un nivel de energia prefijado.

La ecuacién {2.9) tiene soluciones analiticas unicas u = ulv}
para las condiciones inicialas v =0, uwld) = ¢ 0, (5 + Ll‘/z,

—i3r oM, a0, -0 1y uwim =@ arbitrario.
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La solueldn para (2.8) con v =20, u(0) =0y ui(d) =7

arbitrario (solucion Euleriana) en serie de Taylor en las variables

x . y estad dada por

1 1 b
= » p— — ' —_ . .
(2.10) Yy r$+ 5 u {0} X + 12 u*'r (o) pe) + ..

la solucidn (2,10} tiende a y = f# cuando x » w . {fig.10].

%

FROPOSICION 2.5 . Para cada configuracidén y = (3 existe una

subvariedad analftica de dimensiép 2 formada por las soluciones

de (2.9} tales que cuando se proyectan sobre la regidn de Hill , son

asintédticas a y = 3 .
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Para buscar las soluciones para otras condiciones iniciales

substituimos g2 = £ en (2.8). As{, obtenemos

d2y = o du up P 80577t u
(2.11) - = [lp-gl4——— 1] - -
2
dr 20h-7@y 97 2(h-7)  (h-7®} (1-4uZ)?

Siguiendo los argumentos generales de antes concluimos que

1) Fif3,x,Q) =0, 8L y 86lo s1 3 =0y o arbitrario,

arF
2} (k—STl‘p'u.m)x=Oslysélnsik=00).=p+1.

De 1) y 2) se concluye que existen una infinidad de soluciones
para las condiciones iniciales 7 = ¢, u(0) = o« (arbitrario) y u'(0}

= 0 cada una analftica en ias variables T , 7 leg 7 .

Todos los resultados obtenidos para (2.8) se aplican a (2.11).

Conclusiones

En el movimiento colineal repulsivo restringido de tres
cuerpos ,1a particula central m, puede presentar los siguientes

cowportamientos :

1) ia particula m,; slempre escapa a infinito paralela o
asintéticamente a una recta si m, y mg tienen masas diferentes.

2) 51 m; y mg tienen masas fguales, entonces, m, no siempre escapa a
infinito, es decir, existen condicliones iniciales para (2.3) tal que
mp tiende asintdticamente a una distancia fija del centro de mnasas.
[Fig.113.
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Con ests hemos descrito el movimiento de la particula

central , lo cual gquedaba abierte en la proposicidn 1.3 .
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APENDICE

En esta geccién demostraremos N utilizando coordenadas

relativas , que el pollnomio

A5} 2 - (Bu-atat + 11202-12042) 03 -
(8B 122-B11~2) o + (2444 102-Btbi o ~ (4p3-Bu246-2) = 0

tiene exactamente una raiz real positiva .

s ¥ Pa= X Ky (Figura 1) .

12 23

Sean =X - X = X = X
e, ¢ %2 PnaT %5 %y

Entonces , nuestras coordenadas originales se pusden escribir como
KT Ppp o Y7 PH ™ Py

Realizando los camblos correspandientes en {2.3) , (2.4) ,
{2.5) , {2.6) , vemos que el Wltimo término del segundo miembro de

(2.6} pude reescribirse , obtenlendo

2
du v du u 1 u 1-2

v = -4 -t xZ .
d vz 2(h-v) dv  2Ch-vi 2th-v) [pxz Pia ]

Para la existancla de soluciones analiticas tanemos que

~-u 1 H 1~ <z
Zh * o =3 =

iz 23

B
<

Como u = y/x , entonces
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(A.2}

Si definimes A = o5 / £pa . €ntonces 142 = = ey, rwi.

Substituyendo en {A.2) y simplificando tenemcs gue ancontrar

[os ceros del pelinomio
(A.3) (1= A5 4+ 3{4-pIA® + Bl1~pIA® ~ 3uA2 - 3ur - = PIA)

El polinomio (A.3) tiene una raf{z real entre 0y 1 81 0 < u < %
1

Py

0 una raiz mayor que 1 81 £ = 2 <1 . De hecho ,el caso £ = p <

puede reducirse al caso 0 < ;2 < £ . Basta con hacer los sigufentes

canblos en P(A) : definimos ¢ = 1 ~ 2 y por lo tanto 0 < & = % H

conesto , > 1 - ¥y A= 5/ pag >t . Introducimos k = {/A =
P2q / 43 €1 y el poiinomio P(A} se

transforma en
ot (3kZ + 3k + L) - (i-a) (3k2 + 3k +k%) = - Ptk) .

Este polinomic es @l mismo que P(X) (con signo cambiadp) para 0 ¢ ¢ =

4 y 0<k<t W,

Consideramos ahora el polinomio P(X) con 0 < p < ; . Tenemos
Pl =7 - 144 >0 porque 0 =7 - 14u < 7y P(O) < 0 . Por o
tanto e! polinomio tiene al menos una raiz real entre 0 y 1 .

Que es la Unlca rafz entre 0 y 1 se sigue del criterio de la

primera derivada :

PMA) = 501-tA% + 1201-X)IAT + 9{1~uIAZ - BN -~ 3p ,

como 0 < £33 y 0< A <! tenemos que
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0 < (65/16) (1-22) - 3z < (1-1(5X% + 12X + 9)X?%) - 3z2X-1) ,
egto es , el polinomio P{A} es craeciente en el intervalo (0,1} .

Para la demostracidn de que no hay mas ralces reales
consideramos dos casos : A <0 y A > 1 .
Supongamos A < Oy 0 < = £ . (A.3) se pusde ascribir como

(1-p) (AS 4+ ]S + AP - (D2 + A+ 1) p=PIA

entonces AZ 4+ ;™\ + 150 y AT+ I+ I:AB <0 . Por lo tanto ,
PIA)Y <O .

» entonces

1A
I

SIAY1l y O0<u
pUEDZ+ B+ 1) 2 2 (AT D4+ A9 - 4
(NS + 3@+ 3B - 2 (3RZ+ 3+ 1) >0 ya

1= (A% - 1)+ & (A+ L) AZ2-~- 1y

(L1=p2) (RS 4+ 24+ ZNI) -
{32+ 3™+ 1, peroi
que AZ+ T4+ B - Az
cada término es mayor que O .pg

- 3 -
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