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INTRODUCCION. 
TRES ENFOQUES DE LA PROBABILIDAD 

Introducción. 

La Teoría de la Probabilidad es una herramienta muy importante para las ciencias 

empíricas como la física, la economía, la ingeniería, la biología¡ además juega un papel 

especial en una multitud de situaciones de la vida cotidiana. En general, se puede 

decir que el objeto de la probabilidad es la apreciación numérica de las oportunidades: 

provee una herramienta para apoyar la toma de decisiones en condiciones de incer

tidumbre. Debido a la amplitud de aplicaciones de la probabilidad, las interpretaciones 

comunes no han sido suficientes para resolver diversos problemas, que surgen cuando 

un individuo tiene que tomar una decisión. El cómo asignar un valor numérico a un 

elemento tan complejo como es la oportunidad se puede resolver de distintas formru;, 

dependiendo del punto de vista en que uno se ubique; como en el siguiente problema, 

por ejemplo. Un inversionista desea distribuir su capital entren instrumentos de inver

sión que dnn rendimientos aleatorios. Considérese In forma de resolver este problema 

desde dos puntos de vista: el de un estadístico y el de un jugndor. El estadístico se 

preocupará. por la frecuencia con In que un rendimiento hn caído en ciertos intervalos 

a lo largo del tiempo. De manera general, el estadístico comprueba que para algunos 

eventos cuya realización se debe nl azar, existe una proporción casi constante entre el 

número de observaciones en que el evento se realiza y el ntÍmcro total de observaciones, 

Desde este punto de vista, In probabilidad se considera como unn caractcdstka global 

de un conjunto de realizaciones, y no una característica individual. El estadístico sólo 

puede calcular la probabilidad de un evento después de una experiencia, e incluso, des

pués de una larga serie de pruebns y obscrvncioncs. Es así que para el estadístico, la 

probabilidad de un evento es una especie de constante física relntivn a cierta categoría 

de fenómenos colectivos. Así, observando el comportamiento histórico de los rendimien

tos, el estadístico llega a establecer, mediante un razonamiento inductivo, cuál es In 

distribución de probabilidad de los rendimientos. 

Desde el punto de vista de un jugador, resulta más importante incorporar sus propias 

expectativas basadas en su conocimiento del mercado financiero que obscn'nr el com~ 
portnmiento histórico. De manera general, un jugador declnrn, antes de que se realice 
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el evento, cuáles son lns propiedades que él le atribuye. Es suficiente que el jugndor 

conozca. bien cuáles son lns condiciones del "juego", para definir las probnbilidades sin 

tener necesidad de realizar la experiencia. Para el jugador la probabilidad se obtiene 

a prfori. Así, el jugador estará interesado en diseñar una estrategia de inversión de 

acuerdo a la forma en que él cree que sus expectativn.s se realizarán en el mercado. 

La definición de probabilidad ha dado lugar a interminables discusiones. Sin em

bargo, el cálculo de probabilidades se ha desarrollado constnntcmentc. La causa de 

esto se aclara si se distinguen los elementos que conforman lns ciencias: un esquema 

de la realidad, por una parte, y un sistema de correspondencia entre los elementos 

de este esquema y los elementos correspondientes a la realidad. La mayoría de las 

dificultades radican en la elección y determinación de esta correspondencia. Las difi

cultades propins del esquema , por el contrario, van siendo superndns por el desarrollo 

de la ciencia. Esencialmente se han propuesto tres correspondencias distintas: frc

cuentista, lógica y subjetiva, y hay básicamente un esquema, resumido en los axiomas 

de Kolmogorov. Sin embargo, tnl esquema introduce una estructura mnte1náticn muy 

fuerte y sofisticada basándose completamente en el análisis matemático y la Teoría de 

la medida. Sobre ese sistema de axiomas se encuentra soportado todo el edificio de la 
teoría, universalmente aceptada por los matemáticos, los cuales sólo difieren en torno a 

su interpretación concreta. Es importante haberse asegurado que se puede axiomntiznr 

completamente y sin discusión posible, toda In teoría matemática de las probnbilidndes, 

pero también es necesario reconocer que si uno se coloca de esta manera en el medio 

de incertidumbres filosóficas, dicha teoría matemática no sólo se aleja de lns nplicn

cioncs, sino que asume un aspecto extraño y queda privada de la fuerza de invención y 

de In facilidad de comprensión que suscita In interpretación concreta de los problemas 

matemáticos que surgen. 

Los axiomas de l(olmogorov son los siguientes: Sea n una colección de objetos 

o,P,;, ... llamados eventos elementales y sea F una u-álgebra de conjuntos den. 

Entonces, a cada A E .F se le asocia un número real positivo P(A) <le tal manera que: 

i. P(fl) =l. 

ii. Si {A;};eN e :F tal que A; n Aj = 0 Vi i j, entonces P(U¡';;1 A;) = 

í:¡';;¡P(A¡). 

Sin embnrgo, una deficiencia importante de tal conjunto de rodamos es In fuerte 
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restricción provocndn por el requerimiento de la u-aditividad. Esta restricción no 

permite definir la probabilidnd para todos los eventos. A pesar de esto, el cálculo de 

probabilidades se ha seguido desarrollando a partir de tales axiomas, puesto que en las 

aplicaciones concretas de la teoría de la probabilidad uno no está interesado en calcular 

probabilidades sino para ciertos tipos de eventos. Sin embargo, desde una perspectiva 

filosófica. no existe una razón lógica que otorge diferentes status a los e\•entos. 

Breve reseña histórica. 

La teoría moderna de la probabilidad surgió como consecuencia de ciertos problemas 

planteadas por jugadores a matemáticos, y se confinó espcdalmcntc al cálculo de pro

babilidades asociados a la ocurrencia de resultadas específicos en juegos de azar 1 como 

obtener una tercia o un pókar al jugar can una baraja. Este tipo de problemns fueron 

resueltas por matemáticos italianos (Cardnno1 Pacioli, Tartaglia)1 aunque no de forma 

sistemática; fue hasta el siglo XVII con Pascal (1622-1662) y Fermnt (1601-1655) que 

se dieron los primeros métodos generales para resolver tales problcmns. De este modo 

se estableció un intercnmbio fructfero entre los juegos de nzar y lns matemáticns. Por 

otra parte, el primer libro publicado de probabilidad fue el de Huygcns en 1657, De 

Ratiocinii.! in ludo alcae. 

Como puede observarse, el origen de la probabilidad fue totalmente pragmático, liga

do a la medición de la incertidumbre asociada a la ocurrencia de fenómenos concretos. 

Ln. probabilidad era una guía para tomar una decisión. Los primeros conceptos desarro

llados fueron los de cspernnzn, evento (ocurrencia de un fenómeno) y cspncio muestrnl 

(todos los posibles resultados de un experimento). 

Lnplncc publicó en 1812 el libro Tl1éoric Annlytiquc des Probabilités en el que se 

resume todo el conocimiento en dicha materia hnstn ese nño. Lnplace y Dnyes traba

jaron con lo que se conoce 11el enfoque clásico11
: bajo supuestos de simetría, cndn evento 

elc1ncntnl tiene la misma probnbiliclnd, así que la probabilidad de un evento A se define 

con10 
IAI 

P(A) = TiiT' 
es decir, es In razón entre el número de eventos que favorecen la ocurrencia de A y 

la totnlidnd de los eventos. De este modo, In probabilidad de cada evento simple es 

P( {w}) = k Vw E n, donde n = ¡n¡. Sin embargo, una de las objeciones de esta 
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definición de probabilidad se que se cae en un círculo vicioso en la definición, puesto 

que en In definición misma de In probabilidad se supone que se sabe lo que son dos 

probnbilidndes iguales. 

El enfoque frecucntistn. 

En este punto de vista, un fenómeno aleatorio se define como un fenómeno que, 

observado bajo un determinado conjunto de condiciones, no siempre produce el mismo 

resultado, sin embargo, cada uno de sus posibles resultados es conocido y se presenta con 

cierta regularidad, en el sentido de que la frecuencia tiende n un valor límite n medida 

que se aumenta el número de observaciones. La probabilidad entonces se interpreta 

como ese hipotético valor límite. Esto implica que los fenómenos aleatorios que pueden 

ser estudiados con este enfoque son únicamente aquellos que son repetibles , al menos 

conceptualmente, un número infinito de veces, bajo las mismas condiciones. 

La concepción empírica o frecucntista de la probabilidad fue formulada por John 

Venn en 1886 y después por Rcichenbach en 1049 y por Von ~lisses en 1057 ([12]). Sin 

embargo, DernouJli fue posiblemente el primero en resaltar la importancia de consi

derar y hacer ver la relación entre la probabilidad de un evento y la frecuencia de su 

realización. Se puede probar que si ~ es la proporción de ocurrencias en una sucesión 

den ensayos Dernoulli con probabilidad de éxito p, entonces se cumple que \h_ > O 

P(I~ - PI :5. <)-> 1 cunndo n-> oo. 
n 

Este resultado establece unn relación matemática entre In frecuencia de ocurrencia 

de un evento y su probabilidad p. En un lengunje informal se tiene que 

"lim" Sn =p 
n-oo n 

El límite aparece entre comillas porque no se refiere nl límite usual del análisis 

matemático; más bien tiene la siguiente interpretación: para cada e > O no ncccsnria

mente es posible encontrar un vnlor ¡.,,r tnl que I~ - PI < f, con seguridad para toda 

n ~ N. Lo único que puede decirse es que es verosímil .que ~ difiera de ]J n lo 

mÍtS por f tomnildo n suficientemente grande. La pn.labrn \'c>rosímil involucra n su vez 

ideas de probabilidad, nsí que el intento de una definición de límite utilizando cJ límite 

matemático resulta circulnr1 y por lo tanto no es satisfactoria. 
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El enfoque lógico. 

Esta interpretación sostiene que las afirmaciones de probabilidad no son empíricas. 

La probabilidad es un objeto indefinible que se incluye en argumentos y juicios que 

no tienen una relación directa con entidades empíricas o físicas. La probabilidad re

presenta una relación lógica entre una proposición S y un cuerpo de conocimientos E 
que representan evidencia. De esta manera la probabilidad no depende de los hechos y 

de sus propiedades reales, sino exclusivamente de las proposiciónes que las describen. 

En este cnso sólo hay un número real p que puede ser llamado la probabilidad de S 
relativa a E. Sin embargo, en este enfoque no ha sido propuesto ningún procedimiento 

operacional satisfactorio para medir el valor de p. 

Tal visión fue formulada explícitamente por John M. l\eyncs (.4. trcatisc on proba

bility, 1921), y es defendida por Cnrnnp y Harold JetTrey entre otros. Carnnp sugirió 

denotar como teoría de probabili<lnd1 al problema de In inferencia inductiva, a la na

turaleza de Ja demostración científica , a In credibilidad de proposiciones n partir de 

una evidencia empírica y en general a métodos de rnzonruniento con base en datos 

empíricos, dirigidos a conclusiones de experiencias futuras. Por otra pnrte, la teoría de 

In probnbilidnd2 se relaciona con el estudio de eventos repetitivos que parecen tener la 

propiedad de que su frecuencia relativa de ocurrencia en un gran número de ensayos 

tiene un valor límite estable. 

El enfoque subjetivo. 

El enfoque subjetivo considera n la probabilidad como una medida del grado de 

creencia que tiene un sujeto concreto en un momento dado y con un conjunto de in

formación específico, acerca de In ocurrencia de un evento. Precisamente esta es la 

característica por la que este enfoque es llamado subjetivo: la probabilidad es con

siderada una función de dos argumentos: P(AjB) donde A es el evento que se está 

considerando, y D describe el conjunto de condiciones o el conjunto de información 

bajo la que un sujeto particular considera la ocurrencia de A. 

Por este motivo, no hny sólo una forma de nsignar una distribución de probabilidad 

para un conjunto de eventos. Cualquier grado de creencia se acepta en cualquier evento 

siempre y cuando sea permisible esta asignación, de acuerdo n ciertos criterios llamados 

de co/JCrcncin. Se verá que lo único que puede decir la teoría en relación a una nsignnción 
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específica., es si to.1 es o no es coherente. En ca.so de que ésta no lo sea, la teoría garantiza 

que ésta puede modificarse para que resulte coherente, pero no especifica cómo debe 

llevarse a cabo tal modificación. 

El enfoque subjetivo es más general que los enfoques mencionados anteriormente, en 

el sentido de que es posible asignar probabilidades no sólo basadas en el conocimiento 

de la frecuencia de realización de un evento, o en supuestos de simetría. Sin embargo, 

ta.les asignaciones no provienen de propiedades objctiva.s de los fenómenos, sino de 

considcrndones subjetivas del sujeto que realiza la asignación. 

Este enfoque no es nuevo, ya que fue compartido por Bcmoulli y Lo.place, aunque 

de forma intuitiva e informal. Pero desde principios del siglo X X comenzó a tener un 

fuerte desarrollo debido o. los trabajos de F. P. Ramsey y Bruno de Finetti en 1926 y 

de J. L. Savage en 1954. 

Dentro de la corriente subjetiva, Bruno de Finetti (1006-1981) ocupa. un lugar pre

ponderante, debido principalmente n. que fue el primer subjctivista que expone su 

teoría en forma sistemática, y por haber introducido en 1931 el concepto de fotcrcrun

biabjjjdad: una sucesión finita o numerable de variables aleatorias es intcrcn.mbiab)c 

si para k ~ 1, la distribución del vector (X¡1 ,X¡1 , ••• ,X¡,) no depende de los índices 

i1 1 i2, ... , i1= sino. sólo de k. En cierto sentido, las variables intercambiables generalizan 

el concepto de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. 

En el capítulo 1 de este trabajo se establecerán lo.s nociones básicas de probabili

dad desde el punto de vista subjetivo, resaltando las diferencias con el tratamiento 

axiomático de I<olmogorov. Se introducirá. una representación lineal para los eventos, 

que será fundo.mental en este enfoque. 

En el siguiente capítulo se introducirá el concepto de hprevisión" que coincide en 

ciertos ca.sos con In definición usual de esperanza; sin embargo, en este trntnmiento 

se considera como un concepto primnrio, sobre el cunl se define probabilidad, y no 

viceversa. Se introducen en el mismo capítulo los criterios que definen una previsión 

coherente y se demuestra el resultado funclnmental que establece que siempre es posible 

extender una probabilidad coherente definida sobre una clase de eventos E a otra clase 

cualquiera E' que contenga a E. Este resultado le da mucha importancia al enfoque de 

De Finctti, ya que no existe un resultado similar en otros enfoques. Por otra parte, se 

estudia o. grandes rasgos 1115 implicaciones que tiene el suponer sólo nclitividnd finita al 
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construir las funciones de distribución. 

El capitulo 3 trata la probabilidad condicional y se comenta la noción de dependencia 

e independencia estocástica. Ligada a esta discusión, se introduce en el capitulo 4 la 
noción de intercambiabilidad y se establece cuál es la relación de este concepto con el 

problema del razonamiento inductivo. 
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CAPITULO I 
CONCEPTOS BASICOS DEL ENFOQUE SUBJETIVO 

1.1 El concepto de fenómeno aleatorio. 

En el enfoque subjetivo de la probabilidad, ln propiedad más importante qu~ carac

teriza n todos los fenómenos que estudia la probabilidad es la incertidumbre que se 

manifiesta en un observador 1 en relación a. tal o cual fenómeno. La incertidumbre no 

es una característica exclusiva del objeto, sino también del sujeto que lo estudia. Los 

fenómenos aleatorios son focicrtos en el sentido de que se desconoce cuál de todos 

los posibles resultados ocurrirá. De esta forma, la corriente subjetiva. considera que 

todos los fenómenos que son inciertos son fenómenos aleatorios. Es frecuente encontrar 

proposiciones lógicas, variables cuantitativas y cualitativas o acontecimientos que son 

inciertos en rclnción n un sujeto, pero que no lo son en el sentido objetivo. Por ejemplo, 

la verncidnd de la proposición: "la ecuación x2 - 2x + 1 = O tiene como única solución 

renl x = l '1 es incierta. para nlgunns personns pero objetivamente verdadera. De ln 

misma manera, el resultado de lns últimas elecciones en Estados Unidos es incierto 

para muchos, pero se trata de un hecho consumado que tuvo un resultado preciso. Aún 

en In verificación de verdades tau to lógicas, como en el cnso de la determinación ele el 

dígito un billón en la expansión decimal de 7T 1 uno puede encontrarse en un estado de 

incertidumbre. 

En resumen, el enfoque subjetivo define un fenómeno nlcntorio como un fenómeno 

sobre el que un sujeto particular tiene incertidumbre. Un evento es una afirmación 

acerca de un fenómeno, y un evento nlcntorio E se define como una proposición 

rclntiva a los posibles resultados de un fenómeno n.lcntorio 1 la cual únicamente puede 

cnlificnrsc de fn.lsa o verdadera. 

Si n representa el conjunto de posibles resultados del fenómeno en consideración, 

entonces un evento E tiene asociado un subconjunto En formado por todos aquellos 

resultados que hacen verdadero n E. Este conjunto tiene a su vez asociada una función 

indicadora, que se denotará con la misma letra E, y que permite identificar verdadero 

con 1 y falso con O. 

Es importnnte resaltar que n da lugar a una colección de subconjuntos e. En el 

trntnmicnto matemático de la teoría de la probnbilidnd1 generalmente uno está intcrc-
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sndo en asignar probnbilidndes sobre una clase restringida F de subconjuntos de n, 
con ln. propiedad de ser una u-álgebra. Sin embargo, para el enfoque subjetivo, tal 

restricción no tiene fundamento lógico, sino cxclusivtµnente práctico y cómodo. Por 

esta razón, en este enfoque, el campo sobre el cual es posible definir probabilidades 

puede ser cualquier clase E de subconjuntos de n, sin importar que tal clase sea o no 

una a-álgebra. Esto tendrá consecuencias importantes cuando se consideren funciones 

de distribución. 

1.2 Cantidades aleatorias. 

Con frecuencia ocurre que los fenómcncs aleatorios tienen naturaleza numérica, e 

induso en ocasiones los resultados pueden se.- codificados con números. Considérense 

los siguientes ejemplos: 

i. Al lanzar una moneda, el resultado de obtener águila puede representarse con 

el número O y el resultado de obtener sol con el número l. 

ii. Sen X el año de la muerte de Friederich Gauss. El valor vercladero de X es 

1855; en 1834, la fecha de su muerte era un valor desconocido para todos, y 

cualquier año a partir de ese era posible para X. Después de su muerte, el valor 

sigue si~ndo desconocido pnrn n.lgunns personas, y por eso para esas personas, 

es una cantidad n.lentorin. Eventos relacionados con X pueden ser: 

E¡ : Gauss murió en un año par. 

E2 : Gauss murió antes de HJOO. 

E3 : Gauss murió el mismo año que murió Chopin. 

iii. Sea .. Y =.tipo de cambio dólar por marco alemán el día 13 de octubre de 1001. 

Algunos eventos que podrían ser de interés son: 

E¡: X E (0,3.5) 

E,:X=O 

E3: X =0.234 

En este ejemplo es importante observar que el evento E2, desde el punto de 

visto. lógico, es imposible. Sin embargo, en ln. esfera ele lo lógicamente posi

ble en ln práctica uno agrega un margen que no se define fácilmente, de lo 
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que es personalmente posible, as1que un sujeto que sea ignorante sobre lo que 

pudiera ser un tipo de cambio puede considerar tal evento como posible, aunque 

lógicamente es jmposihle. Esto es así porque la lógica no siempre es suficiente 

para separar con claridad lo que está determinado (es verdadero o falso) de lo 

que no, como en el caso del evento E3. 

iv. Sen X el verdadero valor del parámetro a 2 de una distribución normal con 

media¡• =3. 

En todos los casos anteriores, se dice que X es una cnntidad aleatoria, esto es, un 

resultado nwnérico ligado a un fenómeno aleatorio. En la teoría subjetiva se utiliza el 

nombre de cantidad aleatoria. en lugar del de variable nlcatorfo, para hnccr notnr que 

X sólo puede tomar un valor, el cual es desconocido. El nombre de variable aleatoria, 

para De Finetti, proviene de una consideración estadística: .. "'( puede tomar cualquier 

valor en un conjunto dado en cada repetición de un experimento. Para seguir con la 

exposición de la teoría se adaptará la nomenclatura de De Finctti. El conjunto de 

posibles vnlorcs de X se denotará por I(X), y se dirá que X es acotada si I(X) es un 

conjunto acotado. 

Una cantidad aleatoria da lugar a una colección de eventos. Si )( es una cantidad 

aleatoria que puede tomar valores en J(X), entonces todos los eventos de la forma 

EA = {X E A} Pueden ser de interés para describir a X. 

Una cantidad aleatoria se llama discreta si puede represcntnrse como una combi

nación lineal a lo más numerable de funciones indicadoras de eventos. Se le llamará 

simple cuando la representación pucdn hacerse con un número finito de eventos. Sea 

X unn cantidad aleatoria discreta y Ez = { .. Y= x}. Entonces .X= L:~ 1 x¡Ez¡· Estri. 
combinación lineal puede pensarse como una gnnancia aleatoria. asociada a un cierto 

juego de nznr, donde se gana x1 si ocurre Ez 11 x2 si ocurre Ez2 , y así sucesivamente. 

Cada evento E cln lugnr, por medio de su función indicndorn, a una cantidad aleatoria 

simple. Debido n esta rclnción, se puede opcrnr con cada E ya sen como proposición, 

como conjunto o como número, y pnrn tal fin se extenderán lns operaciones entre 

proposiciones n las operaciones aritméticas mediante los siguientes operadores: 
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Definici6n 1.2.1 

Senn :r, y E {O, 1} . Se definen las operaciones binarias, máximo (V), mínimo (A), y la 
opcrnción complemento ( #'oJ) de la siguiente manera: 

:rV.y=ma:r{:r,y} 

:r Ay= min{:r,y} 

fi =.....,X= 1-X 

Entonces, si A y B son dos eventos, se tienen las siguientes relaciones considerando 

los eventos como conjunto, como proposición y como número, respectivamente: 

i. AnB=AAB=AB 

ii. Ac = Á= 1-A 

iii. AUB=AVB=A+B-AB 

Como puede observarse, las operaciones aritméticas ...... y A son cquivnlcntcs a las 

operaciones lógicas de negación y conjunción. Sin embargo, en general, la suma. lógica 

de dos eventos no corresponde a la suma aritmética de sus funciones indicadoras; la 

relación válida es 

(suma lógica) = 1 /\suma aritmética, 

o en términos de eventos, 

E¡ V E2 V ••. V En = 1 A (E¡ + E2 + ... +En). 

La suma aritmética de los eventos E¡, ... , En puede interpretarse como una cantidad 

nlcntoria Yn = E?=l E¡ que expresa el número de éxitos que ocurren entre los n eventos, 

La cantidad aleatoria ~ representa la frecuencia de realizaciones de los n eventos y 

será. unn. c~ntidnd n.len.toria importante que se utilizará más adelante. 

1.3 Aseveraciones y particiones. 

Un evento aleatorio E, como proposición lógica, sólo puede ser falso o verdadero. 

Pero csle evento, en relación a un sujeto particular (que en adelante se denotará por Z) 

puede recibir tres connotaciones: cierto, imposible o posible. Si Z tiene certeza en la 
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veracidad de E, ~e dice que E es seguro (para Z); si Z tiene certeza en la falsedad de E, 
se <lice que el evento es imposible (para Z), y en el caso de que Z tiene incertidumbre 

sobre el vnlor de verdad de E, se dice que E es posible (para Z). 

Para establecer formn.lmcnte la noción de posibilidad de un evento, es necesario 

<lifcrcncinr por una parte, el contenido de la proposición, y por otra, ln nfirmnción 

que hace Z respecto al contenido de la proposición. Por ejemplo, en la afirmación 11es 

seguro que mañana lloverá11
1 si E es el evento ~'mañana lloverá", entonces la afirmación 

loma la formn. "para Z, E es verdadero", la cual es una asevernción sobre E. Las 

nseverncioncs sobre un evento E se denotarán con el símbolo 1- E, significando con esto 

que E es cierta para alguien. No se hará mucho uso de ésta notación posteriormente, 
porque se hará clara en el contexto¡ aquí sólo se utilizará para remarcar ln diíercncin. 

Las siguientes expresiones son consideradas aseveraciones: 

l. Si A y B son dos eventos aleatorios (para Z), entonces la afirmnción de que A 

implica Bes la aseveración de que siempre que ocurra A, ocurrirá B. Como A y 

B son aleatorios, la implicación en realidad es una hipótesis para z. Para deno

tar esta aseveración se utilizará el símbolo A ~ B. Obsérvese que la afirmnción 

A implica B puede escribirse también como A :5 B, ya que la desigualdad sólo 

es falsa si 1 :5 O, es decir, si A= 1 y B =O. Si además B ~A, se obtendrá la 

aseveración de que A es equivalente a B. 

2. Dos eventos A yB son focompntiblcs si se nscvcrn que es imposible (para Z) 
que ambos ocurran, esto es: 1- AB. En general, dada una colección arbitraria 

de eventos {E¡} iel, los eventos son incompatibles si lo son dos a dos. 

3. Dos eventos A y D son cxlrnustivos si se asevera que es imposible que no ocurra 

ninguno de los dos. En símbolos: 1- A+ B 2:: 1. Una colección de eventos es 

exhaustiva si 1- EieI E¡ ~ l. 

4. Una pnrtidón es la nscvcrnción de que una familia de eventos {E¡ }aeI es ex

haustiva e incompatible, esto es 1- Í:ieI E¡ = 1. 

1.4 Dependencia lógica entre eventos. 

Lns particiones tienen una importancia fundamental en la teoría de probabilidad, 

porque a pnrtir de cllns se puede establecer CUál es la dependencia lógica entre eventos, 
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esto es, las relaciones de implicación que existen entre una clase de eventos. Aquí se 

considerarán sólo familias finitas de eventos. 

Dacia cualquier colección finita de eventos {E;}í€11 siempre es posible construir una 

partición de la siguiente forma: 

Si los eventos son incompatibles, pero no exhaustivos, se agrega el evento 

Eo = 1 - 2:?;1 E¡. 

Si los eventos no son incompatibles, se escribe a la suma como 

Si se desarrolla el producto, se tendrán 2" factores de la forma E;
1 
E;

2 
••• E;n 1 donde 

E~j representa a E¡j o a su complemento. Cada uno de tales factores, que son nue\•os 

eventos, se denotará por C¡ y reciben el nombre de constituyentes. Puede ser que 

algunos de tales constituyentes sean imposibles así que quizás algunos de los constitu

yentes se descarten. Si se eliminan los constituyentes imposibles, quedarán en general 

..'I :5 2" constituyentes que forman una partición. Lu.particiónobtenida, {C¡}i=l' recibe 

el nombre de partición generada por {E¡}. 

Ejemplo: 

i. Si se lanzan dos dndos, donde uno es rojo y el otro azul, y se consideran los 

eventos: 

E¡ :la suma de las cn:as es par. 

E2 :el resultado del dado azul es 2. 

E3 :el resultado del dado rojo es un número impar. 

Nótese que el evento E3 está determinado si se conoce el resultado de E1 y E2, 

de este modo E3 es lógicamente dependiente de E2 y E¡. Los constituyentes son: 

C¡ = E1E2E3, C2 = E1E2E3, C3 = E1E2E3, C4 = E1E2E3, Cs = E1E2E3, 

Ca= E1E2E3, C7 = E¡E2E3, Cs = E1E2E3. El único constituyente imposible 
en este caso es C4. 

ii. Sean E¡ 1 E2 1 E3 eventos exhaustivos y compatibles. Estos dan lugar a 7 cons

tituyentes: C¡ = E¡E2E3,C2 = E1E2E3,C3 = E1E2E3,C4 = E1E2E3,C5 = 
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iii. Supóngase que se realiza un examen a un grupo de n individuos. Sea E¡ el 

evento de que el i-ésimo candidato apruebe el examen. La partición generada 

por los E¡ tiene 2n constituyentes, cada uno de los cuales representa el evento de 

que un subconjunto de candidatos pase el examen. Esto es equivalente a afirmar 

que los E¡ son lógicamente independientes. Ln. cantidad aleatoria Y = L?:i E¡ 

cuenta el número de candidatos aprobados, y puede tomar cualquier valor en 

el conjunto J(Y) ={O, 1,. .. , n}. 

Los ejemplos anteriores dan lugar a la siguiente 

Definición 1.4.1 

n eventos son lógicamente independientes si dan lugar a 2" constituyentes. 

Obsérvese que de esta definición se concluye que existe dependencia lógica entre 

eventos cuando hay una relación de implicación entre algunos de ellos. 

Inversamente, si se tienen n eventos E¡, ... , En, y algún constituyente es imposible, 

eso significo. que los eventos son lógicamente dependientes. 

Ahora se considerará la dependencia lógica entre un evento E y un conjunto de 

eventos {E¡}. Sen C¡ + C2 + ... + C, = 1 In partición generada por {E¡}. Entonces el 

evento E puede escribirse como: 

E= EC¡ +EC2 + ... -J:EC, 

Cada término EC¡ satisface una de las tres relaciones: 

i. EC¡ = C¡ (C¡ está contenido en E), 

ii. EC¡ =O (C¡ está contenido en E), o bien, 

iii. O cEC¡C C¡ 

Si todos los C¡ son del primer tipo, E es seguro, ya que la ocurrencia de algún 

constituyente es segura; si todos los C¡ son del segundo tipo, E es imposible, y si los 

C¡ son del tercer tipo, entonces E es posible, Esto es, si los constituyentes del tipo (iii) 
no existen, significo. que E es tú completamente determinado por los C¡ 1 y por lo tnnto, 

E es lógicamente dependiente de los E¡. 
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Si todos los constituyentes son del tercer tipo, sjgnifica que In ocurrencia de uno de 

ellos puede o no implicar a E, por lo que E permnnece indcrto y por lo tanto E es 

independiente de los E¡. 

Por último, en el caso de que existan algunos términos del tipo (iii) pero no todos, el 

evento E está. determinado si ocurre un constituyente del tipo (i) o (ii) 1 y no si ocurre 

uno del tipo (iii). En este caso se dice que E es lógicamente scmindepcndfonte. 

Obsérvese que un evento es lógicamente dependiente de los E¡ si E se puede expresar 

como una suma de los constituyentes, ya que no existirán constituyentes del tipo (Hi). 

Sean E' = Lie/ C¡ y E" = LieJ C¡ donde l es el conjunto de todos los indices ele 

los constituyentes ele los tipos (i) y (iii), y J es el conjunto de todor. los índices de 

los constituyentes del primer y tercer tipos. Es claro, de lo dicho anteriormente que 

E 1 C E C E". El conju11to E 1 representa el evento mnximn.l contenido en E y E" es el 

evento minimal que contiene a E. Estos dos conjuntos serán importantes más adelante, 

cunnclo se introduzca la probabilidad y los criterios de coherencia. 

También puede estnblcccrsc la dependencia e independencia lógica de cantidades 

aleatorias mediante la siguiente 

Definición 1.4. 2 

Sean X l i ••• , Xn cantidades aleatorias. Se dice X l i ••• , X n son lógicamente indepen

dientes si el conjunto de posibles valores del vector (X1, ... ,Xn) (que se denotará por 

.A) es el producto cartesiano de los conjuntos J(X¡) de puntos posibles para X¡. 

La dependencia. lógica de una cantidad aleatoria X de otras tiene el significado de 

dependencia funcional. 

Ejemplo: 

i. Supóngase que un individuo queda descrito por lns siguientes crullidades: su 

peso (X), su edad (Y) y su altura (Z). El conjunto de posibles valores A del 

vector (X, Y, Z) no corresponde al producto cartesiano l(X)I(Y)l(Z), ya que 

un recién nncido 1 por ejemplo, no puede pesar 40kg. Las cantidades aleatorias 
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no son, entonces, lógicamente independientes. 

ii. Tres monedas distinguibles se lnnzan n \'eces. Sea X¡= número de soles en la 

i-ésima moneda. Es claro que el vector (Xi,X2,X3) tiene sus puntos posibles 

en {O, 1, ••• ,n}3, por lo que las X¡ son lógicamente independientes. 

1.5 Representación en forma lineal. 

Sen X una colección de cantidades aleatorias acotadas, y sea 

C.= {X= u¡X¡ + u2X2 + · · · + unXnlX; E X, u¡ E R"} 

el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de cnnticlndcs aleatorias en X. 
Este conjunto es el espncio vectorial constituido por las transformaciones lineales <le X 

en R. 

Por otra parte, el conjunto <le posibles puntos de un subconjunto { .. Y'¡1 , ••• 1 X¡n} 

de ,\" puede pensarse como un subconjunto del espacio vectorial R", al que en este 

contexto se le llama ámbito lineal y se le denota por AL. Se s~bc que L, y AL 

son espacios isomorfos, y podría pensarse a ambos espacios como superpuestos en R n. 

Sin embargo, tal superposición no es útil ya que se verá más adelante que sólo las 

nociones afines (es decir, las propier.lndes no de un espacio vectorinl 1 sino la de un 

cspncio afín, que es como un espacio vectorial trasladado y que no contiene al cero) 

tendrán significado. Sin embargo, tal superposición será útil en el caso de eventos. 

En este caso se obtiene una representación común para R" y C.. Si E1,E2 1 ••• 1 En 

son eventos, a los constituyentes generados por éstos se les pone en correspondencia 

los vectores unitarios de la base canónica {e¡, ... , cn}i cada punto con coordenndns 

(xi, x2 1 ••• 1 Xn) 1 x¡ =O, 1, representa un constituyente, y estos a su vez son el conjunto 

de puntos posibles para E. Cada constituyente es un vértice de un hipercubo en R n. 

Lns cnntidades nlcatorins X E L, tienen a lo más s posibles valores distintos, donde 

s es el número de constituyentes¡ puede ser quC X tome en mñs de un punto posible 

el mismo valor, esto ocurre cuando los constituyentes que dnn un mismo vnlor e a X 

están sobre el plano l:c¡r¡ =c. 

Ejemplo: 

Ln cnntidnd aleatoria Y que representa el mímero de éxitos (es decir, el número de 
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eventos E; que ocurren) está en .C. , tomando los coeficientes :r¡ como l. En este en.so, si 

todos los véÜccs del hipercubo son posibles, entonces el conjunto I(Y) está distribuido 

sobre los n + 1 hipcrplanos Y = O, 1, 2, ... , n de acuerdo n los coeficientes binomiales 

(1, {l), (2), ... , 1) ya que {j~) es el número de posibles formas en que pueden darse k 

sucesos de n eventos.o 

La suma. [:c¡x¡ es una función tanto de la cantidad aleatoria X E C. (i.e. de sus 

componentes e¡), como de los puntos del ámbito lineal (i.e. de sus coordcnnda.s .x¡). 

Es conveniente considerar combinaciones lineales afines, i.c. combinaciones X 
E c¡:r¡ más una constante ndicionnl, ua1 suponiendo siempre la existencia de una can

tidad aleatoria Xo que toma el valor 1 con certeza. 

Da.jo esta representación lineal de los eventos como vectores, tiene sentido hablar de 

la dependencia lineal entre eventos, en el sentido algebraico usunl. 

La dependencia lineal es un caso especial de la dependencia lógica, en el sentido de 

que si x = E u¡x¡, conociendo los valores x¡, se tiene determinado el valor de x; por esta 

razón, la clependcncin lineal es una condición más restrictiva que la dependencia lógica. 

Por ejemplo, la negación É depende linealmente de E, ya que É = 1 - E. La suma de 

dos eventos A+ B depende linealmente de A, de B y de AB: A V B = A+ B - AB. 

La independencia lineal se corrobora simplemente cnlculnnclo el determinante de la 

mntriz que se forma con los coeficientes ele lns combinaciones lineales que existan entre 

las cantidades aleatorias. 

Ejemplo: 
Supongnse que A, B, C, D, F, G son participantes en una competencia, y que otros seis 

individuos eligen de entre los participantes sus tres favoritos para gnnnr. (Se ofrece 

un premio a la persona que tenga un gnnndor entre sus favoritos). Supóngase que 

también se conoce las elecciones, que son: C, D, G para el primer individuo; D, C, G 

pnra el segundo¡ A, D, F para el tercero¡ B, F, G para el cuarto¡ A, C, D para el quinto; 

D, F, G para el sexto. Supóngase que un séptimo individuo Z pnrticipn en las apuestas, 

y su elección es A, B, C. En este en.so, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 
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1 A + B + e + D + F + G 
E¡ e + D + G 

.E2 B + e + G 
E3 A + D + F. 
E4 B + F + G 
Es A + e + D 
E5 D + F + G 
E A + B + e 

De este sistema se obtiene la relación 

2E¡ -E2+ E3 -3E4 -5Es+ 5E5 +1E =3(A+B +e+ D+E+ F+G) = 3 

de lo cual 

e 

La importn.ncin. de la dependencia lineal en AL se reflejará cuando se consideren 

en la siguiente sección n puntos posibles Q¡, Q21 ••• , Qn1 y las combinaciones lineales 

Er::l q¡Q¡ = P E AL convexas, yn. que se puede pensar que cada q¡ representa una 

mnsa asociada a Q¡, y P será entonces el bnriccntro de los puntos Q¡. Entonccs,el 

casco convexo de los puntos {Q¡, ... ,Qn} contiene todos los baricentros. Este conjunto 

jugará un papel fundamental en la teoría subjetiva de la probabilidad, porque a partir 

de este conjunto se establecerá el concepto de esperanza ( o como se le llama en la 

teoría. subjetiva, previsión) de una cantidad nlca.toria. 

El casco convexo variará dependiendo del conjunto de puntos posibles, o bien, de 

los constituyentes que lo integran. Por ejemplo, sean E¡, E21 E3 eventos. n estos 

corresponden 8 constituyentes. Si todos son posibles, entonces A= {C¡, ... ,Cs} y el 
casco convexo es el cubo completo. Por otra parte, si los eventos forman una. partición, 

entonces A = {(O, 0, 1}, (O, 1, O), (1, O, O)} y el en.seo convexo es un simplcx con vértices 

Clt e2 y e3. 

Los constituyentes no pueden representarse en el espacio C. porque cada constituyente 

es un producto de eventos que puede no ser linealmente dependiente del conjunto de 

eventos. Si fuera neccsnrio estudiar en L. alguno de tales constituyentes, entonces sería 

necesario ngregnr a AL unn dimensión o lns neccsnrins pnrn tal o tales constitt1ycntcs, 

y por lo tanto tnmhién cambiará el cnsco convexo. Ln conclusión importante de esto 
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es que todo puede representarse linealmente si se toma el número suficiente de dimen~ 

siones. Por ejemplo, AL puede ser R 3, y si las cantidades aleatorias están rclacionadns 

por la ecuación x 2 + y2 + z2 = r2 
1 entonces el espacio de alternativas será unn esfera 

de radio r. A veces, será necesario incluir In relación X 2 + l'-2 + z2 como uno. variable 

más, en cuyo caso se pensará que AL es R 4 , con los puntos (x, y,.:, r 2). 

Ejemplo: 

i. Sea Y el núi;riero de personas que pasarán un exámen determinado. Entonces 

Y = Et + ... +En donde E¡ es el evento "el i-ésimo candidato pase el exa· 

men". Y puede tomar los valores O, 1, 2, ... , n sólamente si los eventos E¡ son 

lógicamente independientes. Esto significa que el conjunto de todos aquellos que 

pasan el examen puede ser cualquiera de los 2" subconjuntos de candidatos. 

ii. (continuación). Un ejemplo donde los n+ 1 valores son posibles para Y a pesar 

de que los eventos no son lógicamente independientes es el siguiente. Si E¡ es 

el evento "In persona que tuvo el lugar i-ésimo de una competencia alcanzó 

un punta je p". Es posible que cada competidor ocupe un lugar i 1 o bien, que 

no ocurro. ninguno, o bien, algunos¡ si éste es el caso, entonces los primeros i 

son éxitos y los otros son frncnsos. No hny independc·ncia lógica ya que si E¡ es 

cierto, son ciertos los precedentes, y si es falso, los siguientes son falsos. 

iii. Supóngase que habrá elecciones en Estados Unidos y que las cantidades nleato· 

rin.s X, Y, Z representan, respectivamente, el número de votos n favor, en contra 

y abstenciones para el candidato Gcorge Dush, con ~Y + Y + Z = n En este 

caso, las cantidades aleatorias son linealmente (y por lo tanto lógicamente) 

dependientes. 
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2.1 Introducción. 

CAPITULO II 
PREVISION 

U na vez determinadas lns relaciones lógicas entre los eventos, el siguiente p~o es 
asignar probn.bilidadcs1 que desde el punto de vista bajo consideración, corresponde 
n. un ingrediente extra.lógico y subjetivo, es decir, depende exclusivamente del juicio 
pnrliculnr de un sujeto que actúa coherentemente, esto es, que no está dispuesto n 
sufrir lns consecuencias de una mnla decisión. 

A continuación se definirá, en términos de dos criterios operativos equivalentes, el 
concepto de previsión. Ln. previsión pur.dc considerarse como esperanza, pero definida. 
directamente como una cnnlidnd prinútivn, más que en términos de una distribución 
de probabilidad preestablecida. Dcsdr, el punto de vista subjetivo no hay distin.:ión 
entre probnbili<lnd y esperanza: la. probabilidad de un evento E es la previsión de su 
función indicadora. 

El dominio de definición de la previsión será cualquier conjunto o clnse X de canti
dades aleatorias (y en particular eventos). Así, la previsión puede pens3.I"'Se como una 
función lineal y aditiva P : ,\"' --+ R ( en particular, si X consta de eventos se le denota 
por E y entonces P: e--+ Res una función de probabilidad). Un punto importante es 
que, en el en.so de una probabilidad, no hay restricción sobre el dominio E de ln función, 
pudiendo tener la estructuro. y el tamnilo conveniente para cndn aplicación. 

Primero se definirá. en términos generales el concepto de previsión para una clase A' 
de cantidades aleatorias acotadas. Se darán dos criterios operacionales equivalentes, 
lo que se demostrará por medio de un argumento gcométrko. A continuación se pnr
liculnrizn nl ca.so de una clase finita de eventos parn definir probnbilida.d obteniendo 
el esquema clltsico ele probabilidad. Posteriormente se considcrnrñn clnses infinitas de 
eventos y cantidades u.lcntorins con un número numerable ele posibles valores, eliminan
do la restricción de ncotnmicnto. Después se considerará el concepto de distribución 
para trntnr el caso más general de cantidades aleatorias. Aquí se verán cuáles son las 
diferencias conceptuales con la definición usunl. 

En csln pnrte también se considera el siguiente problema, que resulta b<i.sico en 
cualquier enfoque de la teoría de ln. probabilidad. Dada una familia. .Y de cnntidndes 
nleatorins sobre ln que ya se ha definido una función de prevhüón P, ¿,es posible extender 
la función P coherentemente a un conjunto .-\'o mayor que .-V? Si tal extensión existe, 
¿bajo que condiciones está unívocamente determinndn? 

2.2 Fuentes subjctivns de la previsión. 

En términos intuitivos, ln previsión P(X) de una cantidad aleatoria X corresponde 
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ni precio "justo" que un sujeto Z asigna por la obtención de una ganancia aleatoria .. "'(. 
Tnl precio tiene ciertas propiedades que lo hacen "justo": el precio no puede ser menor 
nl valor más pequeño que puede tomar X, ni mayor que el valor más grande de X, esto 
es, 

inf X :5 P(X) :5 supX 

Por otra parte, cuando se supone indiferencia entre los siguientes esquemas: 

l. Pagar un precio P(X) por una ganancia incierta¿"'( y un precio P(Y) por una 
ganancia incierta Y, y 

2, pagar un precio P(X +Y) por la ganancia incierta X+ Y, 

uno está suponiendo impücitamente que P(X)+P(Y) = P(X +Y). Esta suposición de 
linealidad, impücitn en el hecho de considerar cquivnlcntes dos riesgos distintos, supone 
una actitud de rigidez al enfrentar el riesgo. Esta noción no es realista desde el punto 
de vista económico: si un sujeto compra un bien A n un precio P(A) y un bien D n un 
precio P(B), puede no estar dispusto a comprar ambos bienes al precio P(A) + P(B), 
porque la utilidad asociada n un bien puede reducirse con In adquisición del otro bien, 
como en el caso de bienes sustitutos, por ejemplo. Sin embargo, si se introduce In esenia 
de utilidad, tal rigidez desaparecerá. Este desarrollo alternntivo no se seguirá aquí¡ sólo 
se supondrá que la función P es una función lineal. 

El precio podría asignarse arbitrariamente, pero si se desea actuar con cuidado para 
que tal asignación no lleve a consecuencias indeseables, es conveniente basar la asig
nación en criterios coherentes, esto es, criterios que impidan asignaciones que lleven a 
resultados indeseables. Lns propiedades mencionadas anteriormente son necesarias para 
que unn asignación sen coherente. Ln idea fundamental de los criterios de coherencia es 
castigar proporcionalmente a la diferencia X - P( .. Y), esto es, la diferencia que puede 
haber entre el valor que toma la ganancia aleatoria X y el valor P( .. J[) asignado por Z. 
Pnrcciera que la intención del criterio de coherencia fuera obligar a Z n "adivinar" el 
valor de X¡ sin embargo, quedará claro más adelante que no se trata de esto, porque 
unn predicción obligaría n elegir a P(X) como un \'alar posible de )(, y una previsión 
no necesariamente es uno de tales valores posibles. 

2.3 Criterios de coherencia. 

Sen X un conjunto nrbitrnrio de cantidades nlentorins acotndns. 

ter. criterio. 

Sea {X¡, X2 1 ••• ,Xn} C ,'\.'. Un conjunto de previsiones {.X¡,.i2 1 ••• ,in} es coherente 
si no existe combinación lineal 

n 

Y= L:c;(X¡-i¡) 
i=l 
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de tal forma que sup Y < O ( esto implica que infY no puede ser positivo, yn que 
sup(-Y) = -infY sería negativo). 

En términos intuitivos, el primer criterio permite a Z asignar cantidades ciertas 
{X¡,X2, •.. 1 Xn} a las ganancias inciertns {X¡,X2 1 ••• ,Xn} de tal forma que una vez 
hecha la nsignac~ón, Z estará dispuesto a aceptar cualquier apuesta o combinación de 
npuestas de monto Y = L:i=l c¡(X¡ - X¡), y tal apuesta no resultará siempre en una 
pérdida (i.c. no será pérdida para todo posible valor de X;). 

Se han hecho diversas críticas a este esquema de coherencia. Otras posturas señalan 
que un criterio de coherencia razonable debería excluir a todas las apuestas en las 
que no se gana, esto es, aquellas en donde· sup Y :5 O (o equivalentemente, aceptar 
sólo las apuestas con sup Y > O). Esta posición se conoce como col1crcnda estricta. 
Sin embargo, con esta posición, ciertos problemas no tendrían solución, como el que 
se verá a continuación. En este problema se hablará de probabilidad a la "manera" 
clásica, aunque no es posible, en ese enfoque, decir que el extraer un natural al azar 
constituye un experimento aleatorio con eventos equiprobables. Sin embargo, en el 
enfoque subjetivo se desea incluir este tipo ele problemas que el modelo clásico no 
incluye. 

Ejemplo: 
Sen. X una ganancia aleatoria con valores en el conjunto {-l,-~ 1 -! 1 ••• } (i.c. X 
representa una pérdida). Por ejemplo, puede ser la pérdida asocinda nl siguiente juego: 
se extrae un entero positivo ni azar: si sale el 1, pierdo 11 si sale 2, pierdo ~' y así 
sucesivnmente. ¿Cuál será una previsión coherente para este problema? Una asignación 
coherente, según cI criterio de De Finetti, es aquél valor de X tal que sup{c( ... Y' - X)} ~ 
O Ve E R. 

Si e~ O, entonces sup{c(X -.<)} = csup(X -.r}. Puesto que sup{X - x) = -x, se 
tiene que sup Y ~ O <=> -d ~ O <=> X :5 O. 

Por otra parte, si e< O, ent~nces sup{c(X - .r)} = cinf{X - x) = -c(l + x), ya 
que el ínfimo de X - X es -1 - X. Por lo tanto, In condición se cumple en este caso si 
x ~-l. 

De lo anterior, una asignación X es coherente de acuerdo ni criterio de De Finetti si 
X E {-1, O). Esto significa que pnra que el juego le sen justo a Z, se le debe pngnr una 
canlidad r.n el intervalo {O, 1), que compense la pérdida segura que puede tener. Con 
cálculos similares, bajo el supuesto de cohercncin estricta, las asignaciones coherentes 
son aquellas que están contenidas en el inten·alo (O, 1). Por otro Indo, sin embargo, 
obsérvese que P(X ~ -~) = 1, esto es, la pérdida con probaLilidad 1 es tan pequeña 
como se quiera. De este modo, la única asignación "coherente" (no en el sentido de 
De Finetti, sino en el sentido de "razonable") es .X== O, ya que implica que el jugador 
siempre gana, lo cuál no es coherente Lujo el supuesto de coherencia estricta. Este 
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problema, bajo tal supuesto, no tendría solución. a 

El criterio de coherencia de De Finetti es lo más débil posible para garantizar que 
en cualquier problema siempre existirá una asignación coherente; dicho de una manera 
más formal, dada una. clnse arbitraria de cantidades aleatorias acotadas siempre exista 
una previsión coherente. 

Otras equivalencias inmedintns del primer criterio son lns siguientes: un conjunto 
{X¡, X2 1 ••• , X11 } es coherente si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones: 

l. ,ll(e¡, e2, ... , en) E Rn tal que sup{L;~ 1 e¡(X¡ - x¡)) <O; 

2. 'v'(e¡,e2, ... ,en) E Rn, ,ll-y >O tal que sup{2:~1 e¡(X¡- x¡)} < -7; 

3. 'v'(e¡,e2 ... ,en),sup{2:?=1 e¡(X¡ - x;));:: O; 

4. 'v'(c¡, e2 ... ,en),inf{2:~ 1 e¡(X¡ - x¡)) $O$ sup{2:?=! e¡(X¡ - x¡)}. 
Otra equivnlencia, no tan directa, se establece en el siguiente: 

Teorema 2.3.1 
Una nsignnción de previsiones es coherente si y sólo si cada relación lineal 

n 
E c¡X¡ 2:. e con certeza, 
i=l 

se satisface por las respectivas previsiones: 

n 

L:c¡X¡ 2! c. 
i=l 

Adcmits, si la asignación es coherente, entonces L:(:1 c¡X¡ =e con certeza implica que 
Ei=t c;X¡ = c. 

DemoJtración. 
:;;}) Supóngase que {X¡,i2 1 ... ,X11 } es coherente, que Lc¡X¡ 2!, e con certeza y que 
Lc¡X¡ <c. Entonces, como inf{[:c¡ ... Y¡} ~e, se tiene 

infY = iní{L:e¡X¡- L:e¡x¡) = iní{L:e;X¡}- L:e¡x; >O 

lo cual contradice que la asignación sen. coherente. 

{;) Ahora supóngase que se cumple la condición, y que la nsignación no es coherente. 
Entonces 3(c¡, ... ,en) tal que inf{2:e;(X¡- x¡)} >O. Como inf{2:e;(X¡ - x¡)) = 
inr{I:e¡X¡} -2:e;x¡, entonces inf{2:e;X¡} > I:e¡x¡. Sen e tal que inf{I:e;X¡} >e> 
L c¡X¡¡ entonces 

Le¡ .. \¡ ;:: e con certeza, 
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pero E c¡X¡ < e, lo cual contradice el supuesto inicial. 

Por último, supóngase que {X¡} constituye una asignación coherente y que E c¡X¡ = c 
y que I:c¡X¡ >c. Entonces Y= e - Ec¡X¡ <O, lo que contradice que la asignación 
sea coherente. De manera similar, si Ec;X¡ < e, se tendría que Y > O, que también 
contradice el supuesto de coherencia. Por lo tanto, E c¡.X¡ =c. 1 

2o. criterio. 

Sen. {Xt,X2, ... ,Xn} C X. Un conjunto de previsiones {ittX2 1 ••• ,Zn} es coherente 
si no existen valores x¡ tales que 

sea menor que 

L='f-(x;-z;)2 
•=1 

para cualquier punto posible (X1,X21 ... ,Xn), es decir, con certeza. 

Equivnlcncin de los criterios. 

Para demostrar que ambos criterios son equivalentes, se considerará la siguiente 
interpretación geométrica. Cualquier previsión en el ámbito lineal .AL correspondiente 
a n cantidndcs aleatorias X1,X2 1 ••• ,X0 consiste en un punto P = (i1 1 X2, ... 1 X0 ). 

Con el primer criterio, una condición necesaria y suficiente pn.rn que una asignación 
sea coherente es que cada relación lineal entre las cantidades aleatorias: 

n 
2: c¡X¡ =e (~ c) con certeza 
i=l 

debe satisfnccrsc por las respectivas previsiones: 

n 
¿c;x¡=c (~e). 
i=l 

Este resultado interpretado geométricamente implica que un punto P es una pre· 
visión coherente si y sólo si no existe ning{m hiperplano que lo separe del conjunto 
de puntos posibles (estn. propiedad caracteriza el casco convexo de un conjunto: ver 
npéndicc). Para el segundo criterio, el punto Pes un punto tal que la distnncia de él a 
cualquier punto posible en A;, es mínima. De nmbns carncteriznciones, el conjunto ele 
prc\'isiones coherentes, que se denotará con "P, resulta ser el casco con\'cxo del cozi;'unto 
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de JJUntos posibles, esto Cs, ef~onju_IitO-de- co~binacianes lineales E~=l p¡:r¡, donde cada 
:r¡ es un posible valor de X¡ y I:!=l p¡ = 1,p¡ <:O. 

Ejemplo: 
Supongnse un concurso con n pn.rticipnntes en donde se quiere medir la popularidad de 
un sujeto A. Sean 

a. X = votos a favor de A 

b.. Y = votos en contra de A 

c. Z = abstenciones 

d. U =X-Y 

e. V =X/Y 
Debido a la linealidad de P, se debe cumplir, para las respectivas previsiones de 

X, Y, Z, U que X + fi + Z = n, ü = i - fi . Esto es así porque el conjunto de puntos 
posibles para (X, Y, Z) - respectivamente (X, Y, U)- es el conjunto {(:r, y, z)l:r +y+ 
z = n, x,y,z EN} - rcspcctivnmcntc {(:r,y,u)J:r +y$ n, u= x - y, x,y E 
N}- cuyo casco convexo es el conjunto {(:r,y,z)lx +y+ z = n} - respectivamente 
{{:r, y, u)lx +y ~ n, u = x - y}-. Sin embargo, la previsión de V no necesnrinmcnte 
coincide con i 1 ya que el conjunto de puntos posibles para (X, Y, V)cs un paraboloide 
hiperbólico, y el casco convexo de este conjunto contiene más puntos que los que se 
encuentran sobre el pnraboloide. e 

El ejemplo n.nterior ilustra cómo lns previsiones coherentes preservan la dependencia 
lineal, y de hecho esta es In. única situación en que neccsarinmentc se preserva por ser 
P aditiva. En otro caso esto puede no ocurrir porque el bnricentro de masas de una 
superficie no necesariamente pertenece a la superficie. 

El concepto de coherencia puede extenderse a toda la clase de cantidades aleatorias 
ncotadns, en términos de cualquiera de los criterios; aquí se hará la extensión con 
respecto nl primer criterio. 

Definición 2.S.1 
Unu. función P : X -+Res una previsión coherente sobre.\'. si para cualquier subcon
junto {X¡l'X¡2 , ••• ,X¡n} de X y\l(c1,c2, ... 1 cn) E R",n EN, la ganancia 

es tal que inf Y 5 O. 

n 

y= E Ck{P(X¡,) - X¡,} 
k=I 
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En particular, si X es una familia de eventos, a la función P se le llama función de 
probabilidad. 

El problema que se tratará nhora consiste en asegurar la existencia de una previsión 
en cualquier clase de cantidades aleatorias acotadas. Se necesitará la siguiente 

Definición 2.S.2 
Sen X un conjunto de cantidades aleatorias y P una previsión sobre ésta. Si existe una 
previsión P 1 sobre X' ::i X tal que P'(X) = P(X) VX E X, entonces se dice que P 1 

es una extensión de P a X'. 

Lema 2.S.1 
Una función de previsión coherente P, definida sobre un conjunto arbitrarlo dado de 
cantidades aleatorias X puede extenderse, preservando coherencia, a cualquier otra 
cantidad aleatoria Xo. 

Demo$tración. 
Sean a1 1 a2 1 ••• 1 ~k E R, b11b2 1 ••• 1 bm E R arbitrarios y sean X¡,X2 1 ••• 1 X1: E X, 
Y¡, Y2 1 ••• Y m E X arbitrarios~ entonces 

k m 

inf{Xo + L a;(X; - P(X;))} ~ sup{Xo - L b;(Yj - P(Y;))} 
j=l j=l 

en donde el inf y el sup son tomados sobre todos los posibles valores de las X; y Y¡ 
respectivamente. En efecto, supóngase que 

k m 
inf{Xo + L a;(X; - P(X;}}} > sup{Xo - L b;(Y; - P(Y;))}, 

j=l j=l 

entonces, tomando la diferencia, se tendría 

k m 
inf { L a;(X; - P(X; )) + L b;(Y; - P(Y;))} > O 

j=l j=l 

pero esto no es posible ya que P es una previsión coherente. Se definen 

k 
x' = sup{inf{Xo + L a;(X; -P(X;))}lk E N;a¡,a2, ... ªk E R;X¡,X2, .. . Xk E X} 

j=l 
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x11 = inf{sup{Xo- f b;(Y; - P(Y;))}lm E N;b¡,~, ... bm E R;Y¡, Y2, .•. Ym E X} 
j=l 

Por la desigualdad anterior se tiene que x' $ x". Se asigna entonces a Xo cualquier 
valor P(Xo) entre x1 y x 11

• Esta extensión de P resulta ser una asignación coherente. En 
efecto, supóngase que no lo es¡ entonces existen X1,X2, ..... Yn E X y co 1 c¡, ... cn f ll. 
con co 1' O tales que 

n 

inf{co(Xo - P(Xo)) + L: c;(X; - P(X;))} >O 
j=l 

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que co = ±1. Si ca = 1 se tiene 

Si co = -1 se tiene 

P(Xo) < inf{Xo + t c;(X; -P(X¡))} :5 x' 
i=I 

n 

P(Xo) > -iní{L; c;(X; - P(X;))-Xo} 
j=l 

= sup{Xo- t c;(X; - P(X;))};::: x 11 

j=l 

Lo cunl contradice el que P(Xo) se eligió en el intervalo (x', x 11
) 

Teorema 2.3.2 

1 

Sea ,-\" una familia arbitraria de cnntidndcs aleatorias ncotadns, entonces existe una 
previsión coherente sobre X. 

Demo3tración. 
Pnra probar este resultado se introducirá un orden parcial sobre cierto conjunto. se 
mostrará entonces que el conjunto es inductivamente or<lcnndo y se aplicará. el lema de 
Zorn. 

Sea ,\'unn. colección arbitraria ele cantidades nlentorins ncotnclns y sen 

.N = {P; : X;_, RI P; es una previsión coherente y Xj C X} 

El conjunto N es no vacío, pues pn.rn cualquier familia ,yj con un sólo elemento X se 
puede definir una previsión coherente P(X}, a saber cualquier valor P(X) que satisfoga 
inf X :5 P(X) :5 sup X. 
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Se define la siguiente relación sobre N: P¡ :S P; <==> X¡ ~X; y P; es una extensión 
de P¡. Esta relación es un orden parcial sobre N pues la relación ~ es un orden pardnl 
en In clase de conjuntos y la relación de extensión también constituye un orden pnrcinl. 
Ahora se demostraní. que con este orden parcial N es un conjunto inductivamente 
ordenado. 

Sea 1-l.o una cadena en N. Lo que hay que demostrar es que esta cadena está acotada 
superiormente. Sea 

x• = U x., 
XaE1lo 

y sea p• :--. R definida del siguiente modo: si X E x•, entonces existe al menos una 
a tnl que X E X.,; se define entonces P'(X) = P.,(X). Para ver que p• está bien 
definida, supóngase que X E XQ y X E Xp. Como 1-l.o es una cadena, resulta que Pa es 
una extensión de Pp o viceversa., así que en cualquiera de los dos casos Pa = Pp sobre 
X 0 ílXp, por lo que p•(X) tiene un único valor. Por otra parte p• es coherente. En 
efecto, para cualquier conjunto finito .l'' = { .. Y1,X2 1 ••• ,Xn} ex• existe una previsión 
coherente P = mnx{P;IX' n X;,¡. 0} y P'(X¡) = P(X;) VX; E X1

• Por lo tnnto, 
p• E N y es claro que p•, por la forma que se definió, es una cota superior de In 
cadena. 

Por el lema de Zorn, N tiene un elemento mnximal P. Ahora se demostrnró. que el 
dominio de P que se denotará por D p tiene que ser X. Supóngase que no es así, es 
decir existe Xo E X - D p. Pero el lema demuestra que existe P1 

: D p U { .. Ya} --. R que 
es una extensión coherente de P. Así que P' EN y esto contradice la maximalidnd de 
P. Por lo tanto, no puede existir Xo y Dp =X. 1 

Siguiendo el método utilizado para demostrar el resultado anterior, se puede de
mostrar el siguiente 

Teorema 2.3.3 
Sen ..-\"o unn clase arbitraria sobre la que está definida una previsión coherente Po y sea 
..-\'1 ::> ..-\'o Entonces Po puede extenderse coherentemente n ,\'¡. 

Si en los resultados anteriores se agrega la restricción de que las cantidades aleatorins 
sean eventos, se obtiene el siguiente 

Tcorcmn 2,3,4 Tcorcmn fundnmcutnl de In probnbilidnd (subjctivn). 
Dndn una clase arbitraria de eventos E y unn probabilidad definida sobre esa dese, 
siempre es posible extender cohrentemcntc las probabilidades a una clase mayor E' que 
contenga. n E:. En pnrticulnr, Dndns ln.s probnbilidndes P(E¡) (i = 1,. . ., n) de un 
número finito de eventos, la probabilidad de un evento adicional E satisface una de ln.s 
siguientes afirmaciones: 
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n. ~stá determinada completamente por los E¡ si E depende linealmente de ellos, 
o 

h. Puede ser asignado coherentemente cualquier valor en un intenalo cerrado 
(p',p"] 

Los resultados anteriores marcan una diferencia fundamental con el desarrollo rucio
mático de Kolmogorov. Las probabilidades coherentes no sufren de las restricciones 
que afectnn el establecimiento de una medida del probabilidad como, por ejemplo, la 
imposibilidad de definir una medida de probabilidad sin átomos (es decir, que todos 
los puntos tengan probabilidad cero) sobre el conjunto potencia de un conjunto infinito 
no numerable (un resultado obtenido por S. Ulrun). Esta característica del enfoque 
subjetivo de De Finctti da fuerza a su punto de vista. 

2.4 Probabilidades de eventos {Caso finito). 

Las propiedades de las probabilidades de eventos son simplemente en.sos particulares 
de las propiedades de las previsiones de cantidades aleatorias. Se establecerán las 
propiedades y se ilustrará su significado en la representación que se ha introducido. Se 
demostrarán los resultados para el en.so de una colección finita de eventos. 

Obsérvese que si E es un evento y P(E) es una previsión coherente de E, se debe 
tener inf E.$ P(E) $ supE, así que O$ P(E) $ 1 

Teorema 2.4.1 (probnbilidnd totnl) 
En una. clase finita exhaustiva de eventos incompatibles, la suma de las probabilidades 
debe ser igual n l. 

Derno,,tración. 
Sen {E¡}f=l In clase de eventos incompatibles y sean {p¡}f=I el conjunto de probnbili
clndcs coherentes evaluadas por un individuo Z. 

Senn S1 1 S21 ••• Sn E R y consideremos la cantidad aleatoria Y = L?=l S¡(E¡ - p¡). 
Los posibles valores de Y son de la. forma 

n 

Y;=S;-l:p¡S¡ j=l, ... ,n 1 

i=l 

donde cada ljrcprcsento. lo. gnnncia que se obtendría si ocurre el eventO Ej. 

Si se consideran las S; como dcsconocidns, se obtiene el sistema de ecuaciones: 
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Y¡ =(1 - p¡)S¡ - P2S2 - .•• - PnSn 

Y2 = - p¡S¡ + (1 "- P2)S2 ""'.' .. ; -:c.PnSn 

Yn = - p¡S¡ -P2S2-; .. +(1 "".'~n)Sn 
que tiene como discriminante 

(

1-p¡ 

6. = det -~¡ 

-p¡ 

-P2 
1-P2 -p. i· . . -pq . . 

E =1-(p1+P2+ ... +pn) 

(1- Pn) 

Si A =F O, las apuestas Sn pueden fijarse de tal forma que las Yn tengan valores 
arbitrarios, en particular, todas ncgntivns, lo cual resultaría en que la asignación sería 
incoherente. Por lo tanto, se debe tener que .6. = O, esto es, 

PI + P2 + · · · + Pn = 1 

1 

Tcorumn 2.4.2 (caso <le eventos incontpntiblce). 
Si se tiene una colección finita de eventos incompatibles, la probabilidad de la sumn de 
los eventos es igual a ln suma de las probabilidades. 

Demo.!traci6n. 
Esto es consecuencia directa de In linealidad de la previsión. 1 

Tcorcmn 2.4.3 (~ventas complcmcutnrios). 
Las probabilidades ele eventos complementarios deben ser a su vez complcmcntnrins. 

DemoJtración. 
Se puede escribir 1 =E+ E y como P(l) = P(E +E) = P(E) + P(E), se obtiene el 
resultado. 1 

Ln.s afirmaciones anteriores dicen cómo debe evaluar Z sus probnbilidndes en el ca
so de eventos incompatibles y excluyentes¡ estas afirmaciones imponen necesariamente 
condiciones ele cohcrencin. Si n estns afirmaciones se ngregn la restricción de no nc
gntividn<l, se demostrará n continuación que las afirmaciones serán tnmhíén suficientes 
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pnrn la coherencia, es decir, cualquier nsignación que las satisfaga será coherente, sin 
importar cuál sea. Es decir, se tiene el siguiente 

Teorema 2.4.4 
Un conjunto de probabilidades P(E¡) = p¡ son coherentes si y sólo si Ei:l p¡ = 1 y 
p¡~O i=l,2, ... ,n 

Dcmo.stración. 
Sólo es necesario demostrar la suficiencia ya que los resultados anteriores muestran la 
necesidad. Sen {E¡}r=I unn colección de eventos tales que P(E¡) = p¡ > O Y Er=I Pi= 
l. Supóngnsc a.hora que tal asignación es incoherente. Entonces es posible forznr a Z 
a apostar con una pérdida segura, es decir existen valores c¡ de tnl forma que 

esto es 

X= 'f:,c¡{E¡-p¡) <O con certeza, 
i-1 

n n 
L: c¡E¡ < 2: c¡p¡ con certeza. 
i=l i=l 

Esto implica e¡ < L?=l c¡p¡ Vi. Pero si e = ma.x¡{c¡} entonces e¡ ~ e 
L: c¡p¡ :5 e E p¡ = e, lo cual es una contradicción. 

Vi, nsí que 

1 
Con los· resultados obtenidos hnsta este punto, se ha reconstruido, desde el punto de 

vista subjetivo, el enfoque clásico de la probabilidad. 

Tcorcmn 2.4.5 (cnso tic eventos compntiblcs). 
La probabilidad de la suma de los eventos debe ser menar o igual a la suma de lns 
probnbilidndes. 

DemoJtración. 

Sea E= E¡ VE2V ... VE,., entonces E= lA(E¡ +E2+ .. . +En) S E1+E2+ ... +En, 
y por lo tanto, P(E) S P(E¡) + P(E2) + ... + P(En)· ' 1 

En términos de constituyentes, si e = E1E2 ... En, entonces E = t, y P(E) = 
1 - P( C). Si se dcsnrrolln C en productos de los E¡, se obtiene que 

E= 2:E;-2:E;Ej + LEiEjEk- ... ±E1E2 ... En 
i ij ijk 
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y por lo tnnto se tiene el siguiente resultado: 

Teorema 2.4.6 
La probabilidad de la. suma de los eventos es 

P(E) = 'L,P(E;)- 'L,P(E;E;) + 'L,P(E;E;Ek)- ... ±P(E1E2 ... E.). 
i ij ijl: 

2.4.1 Rc¡ncscntnciones en forma lineal. 

A continuación se introducirá la. representación por medio de los espacios Ay t:.. 
Para facilitar la. exposición, se considerará el espacio de dimensión 3¡ los ejemplos en 
dimensiones superiores son análogos. 

Scnn Ei 1 E2 1 E3 eventos. Los constituyentes que forman el conjunto de puntos posi· 
bles pueden ser como puntos Q¡ de R 3 =AL: 

Qo =(0,0,0);Q¡ = (l,O,O);Q2 =(O,l,O);Q3 = (0,0,1) 

QÓ = (l, 1, l); Qj =(O, l, l); Q~ = (!, 0, 1); Qj = (l, l, O) 

Los mismos puntos, pero considerados como puntos o vectores de .Cson: 

O,E¡,E2,E3 

E¡ +E2 +Ea,E2 + E3,E¡ +E3,E1 + E2 

Un punto (x, y,z) E AL puede ser pensado como un punto previsión, tal que P(Et) = 
x, P(E2) =y, P(Ea) = z, esto es, (x, y, z) representa una previsión pnra {E¡,E2, Ea) 
y también se puCdc expresar como un baricentro de los puntos posibles Q¡ con pesos 
o masas apropiadas q¡. Este mismo punto en .C, representa. una cantidad aleatoria 
X= uE¡ + vE2 + wE3 con coeficientes (u,v, w). Como P(X) = ux + vy + wz, P(X) 
puede interpretarse como el producto interior ele los vectores duales P E A y }{ E t:.. 
Bajo este esquema, se considerarán los siguientes cnsos: 

2.4.1.1 El cnso <lo pnrtidoncs. 

Si los E; forman una partición, hay tres constituyentes: Q¡ = (1,0,0), Q2 =(O, 1,0) 
y Q3 = (01 01 l)¡ lns previsiones nclmisiblcs P = (x, y,z) pertenecen n la región triangular 
x+u+= = 1,x,y,z ~O. Como bariccntros ele los puntos Q¡, P = q¡Q1 +q2Q2 +q3Q3 
con q¡ = x,q2 = y 1 q3 = z. 
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2.4.1.2 El cnso de incompntihilidnd. 

Si los E¡ son incompatibles, pero no exhaustivos, hny 4 constituyentes: los Q¡ ante
riores y Q4 = {O, O, O). El casco convexo de los posibles valores será ahora el tetraedro 
con vértices Q1,Q~?,Q3,Q4 1 ya que nhorn se tiene In relación x +y+ z :5 l. Una 
previsión admisible se puede expresar como un bnricentro de los puntos Q¡ en for
ma ímicn con pesos qi = x, q2 = y, q3 = z, q4 = 1 - :r - y - z (esto último porque 
Q4 = 1 - E¡ - E2 - EJ). 

2.4.1.3 El cnso del protlucto. 

Scnn E1, E2 lógicamente independientes y sea E3 = E1E2. Los constituyentes son 
ahorn Qo = (0,0,0),Q¡ = (O,l,O),Q2 = (1,0,0),Q(¡ = (1,1,1). Los primeros tres 
puntos están en el plano z = O, y los últimos tres en el plano x +y - 1 = ::. El casco 
convexo de este conjunto de vértices está dado por el tetraedro z ~O, z ~ :r+y-1,z ~ 
x, z !5 y. Estas son lns restricciones bajo lns cunlcs uno puedl! elegir n.rbitrn.rinmcnte las 
probabilidades de dos eventos lógicamente independientes y su producto. Expresando 
unn previsión admisible como un bariccntr de los Q¡, se tiene una expresión única con 
los pesos qo = 1 - x - y+ z, q¡ = x - z1 q2 =y - z,qQ = z. 

2.4.1.•1 El cnso de cxhnustividnd. 

Supóngase que los tres eventos son exhausti\'OS pero compatibles; entonces se tienen 
7 constituyentes: 

Q¡ = (1,0,0), Q2 = (0, 1,0), QJ =(O, 0, l), Q~ = (l, l, O), 

Q~ = (1, o, 1), Q1¡ =(O, l, l), Q(¡ = (1, 1, l) 

El casco convexo 'Pes el cubo menos el tetraedro definido por el vértice (O, O, O) y 
los tres ndyacentcs, es decir, 'Pes la pnrte del cubo con O ~ x, y, z ~ 1 que satisfacen 
In condición x + y + :: ~ l. Cadn uno de sus puntos P puede ser expresado en unn. 
infinidad de formas, como un bnriccntro ele puntos Q (a menos que el punto P coincida 
con un vértice, o pertenezca a t:n nrco, o a una cara). 

En los casos precedentes, P se obtuvo t"omo un bnricentro de los puntos posibles Q 
con pesos q unívocamente <leterminndos, salvo en el cnso de cxhnusth·idad. La unicidad 
de In representación es un cnso exccpcionul que sucede cunndo y sólo cuando los Q sou 
(nfínmente) linealmente independientes - en los casos anteriores, se tienen 3 puntos no 
colinenles o 4 puntos no coplannrcs- o cuando son (como eventos) expresnblcs como 
unn combinación de los eventos <lndos, es decir, cuando los Q pcrtcncdnn n. L.. 
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2.5 Probabilidndcs de eventos (caso infinito). 

Lo que se ha. dicho hasta aquí se refiere a unn. colección finita de eventos. Sea 
ahora {E¡}¡e/ unn partición infinita den. ¿Cómo se asignan probabilidades coherentes 
n los eventos E;? En los enfoques usuales es en este punto donde se introduce el 
n."(ioma ele aditividncl numerable, porque ya no tiene sentido calcular In probabilidad 
de los eventos sino agregados de ellos. Por ejemplo, en el experimento de lanzar una 
monc<ln un número infinito de veces, yn no interesa el resultado ele una sucesión 
ele lnnznmientos específica, sino de una colección de sucí'siones que satisfagan nJguna 
propiedad particular, como la de todas las sucesiones que en los primeros n lanzamientos 
senn soles. Para estudiar este tipo ele fenómenos, se introduce el esquema propuesto por 
Kolmogorov, en donde la mediclad de probabilidad necesita ser u-aditiva, y los eventos 
que pueden st"!r medidos con tnl probnbilidnd tienen que pertenecer a una u-álgebra. 

Para los subjctivistas, el supuesto de u-nditividad es muy restrictivo, en el sentido 
que, sin una justificación lógica, reduce a una clase -que bien puede ser muy grande
los conjuntos que pueden medirse: no es posiLlc extender siempre una medida u-aditiva 
ni conjunto potencia de n. A costa de tal restricción, es posible ganar en elegancia y 
simplicidad en los cálculos y unici<lncl. Por otra parte, surgen problemas, como la 
imposibilidad de tener, en unn partición infinita numerable, eventos equiprobnbles: si 
fuera posible, entonces tendría que existir un nlnncro p tnl que ¿~1 p =l. 

Ilnjo el supuesto de nditividnd finita, tnlcs objeciones desnpnrccen, a cambio de una 
mnyor complicación analítica. Ya no es necesario restringir los eventos mcdiLles a una 
a-lÍlgcbrn: puede definirse unn previsión coherente sobre cualquier clnsc de eventos 
(como se demostró anteriormente); es posible que cndn evento tenga probabilidad O 
y sin embargo, cualc¡uicr unión infinita puede tener probnbilidnd positiva: esto es, 
cunlquicr evento posible puede tener probabilidad O. 

Unn medida de probabilidad finita aditiva satisfnce In siguiente propiedad: si {En} 
es unn sucesión de conjuntos ajenos dos n dos de íl, y si E e f2 es tal que U~1 E; e E, 
e11tonces 

f P(E¡) :S P(E), 
i=l 

ya <¡uc u7,!, 1 E¡ CE y 2::;'.!,1 P(E¡) = P(Uj~¡) ;S P(E) para toda m EN. 

Otrns propieelndes q~e se cumplen pnrn este tipo de medidas (que también se llnmnn 
cnrgas} son lns mismas que se cumplen pnru Ins medidas u-aditivns en lo que se refiere 
n colecciones finitas ele conjuntos. 

Unn consccuencin de la nditividn<l finitn es que si {P11 } es una sucesión ele previsiones 
coherentes sobre una fnmilin e de eventos. y si fo e; e es el subconjunto de los elemento 
de C parn Jos cuales la sucesión converge' n un valor P, entonces P es coherente en 
fo. Esto se <lebc a que las condiciones de coherencia están cxpresadrui por medio de 
ccu:u.:ioncs (o desigualdades) lineales que involucran un número finito de términos, y 
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éstas se preservan al pasar al limite. En el caso de una sucesión de probabilidades {Pn} 
u-ñ.clitivns, la probabilidad límite, cuando existe, no necesariamente es u-aditiva. 

En las secciones restantes se verán lns consecuencias del supuesto de aditividad finita 
en el proceso de asignar previsiones a cantidades aleatorias. 

2.5.1 Pl'cvisioncs de cnnti<lndcs n1entorins de rnngo numernble. 

Sen X una c:mtidad aleatoria con rango numerable {xhlli E N} = I(X), y los 
eventos E¡, = {X = "'h} para los que se tiene asignada una probabilidad Ph = P(Eh)· 
Ncccsnrinmente se tiene que Eh Ph ~ l. Sea p• = 1-Eh Ph· El problema es determinar 
ln previsión de X a partir de las previsiones Ph· 

Para cualquier intervalo o conjunto 1 que contenga un n\1mero finito de puntos xh, 
puede decirse que 

P(X E I) = E Ph· 
{h\rhEl}. 

pero si 1 contiene una infinidad de tales puntos, sólo puede decirse que 

E Ph :5 P(X E I) :5 E Ph + p•. 
{11\rhE/) {h\••E/) 

Ln primera desigunldncl es consecuencia ele In nditividnd finita, y la segunda se obtiene 
del siguiente modo: 

P(X E I) = 1 - P(X E I") = LPh + p' - P(X E I") 
h 

E P/1 + :E P/1 +p• -P(X E I") 
{h\••E/') {h\••El} 

< E v1i+v• 
{11\rhElJ 

En el contexto de la nditividnd finita, surgen probabilidades adlicrcntcs a los puntos 
<le l\cumulnción ~e las XJi. Estas probabilidades son las mnsns que se pierden en puntos 
distintos n los puntos Pc;>sibles. 

Definición 2.5.1.1 
Sen x un punto <le ncumulnción de!( .. \"'). Unn probnbilidncl ndhcrentc a :res cualquiera 
de los límites q; =lime-O P(x - '<X < .r) o qt =lime-O P(x <X< x + <). 

Pnrn <lcnotnr en forma genérica a una prolmbiliclncl adherente se utilizará In. notación 
q,. 
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Lema 2.5.1.1 
Sea A.d el conjunto de puntos con probabilidades adherentes positivas. Entonces Ad ea 
a lo más numerable. 

Demo.stración. 
Sen .4 11 = {x E Adlq.e > 1;}. An puede contener sólo un número finito de puntos. En 
efecto, supóngnsc que An contiene m puntos distintos con m > n, entonces se pueden 
encontrar intervalos ajenos B¡ = (b1,c1),B2 = (b2,c2), .•. ,Bm = (bm,cm) tales que 
P(B 111 ) > k Vm, pero entonces 

P(UBm) = °LP(Bm) > ~ > 1 
m m n 

lo cunl es una contradicción. Finalmente Ad = UneN An, así que el resultado queda 
probndo. 1 

Lema 2.5.1.2 
Si qx es una probabilidad adherente n x 1 entonces qz ~; p•. 

Demo.!ltración. 
Se consiclcrnrá el cnso qz = q;; el otro caso es similar. Como P(z - e < X < z) !:: 
E¡1,¡x.E(<-c,r)) Ph + p', basta demostrar que 

L: Ph - O cuando E ~ O. 
{hlrhE(r-c,r)) 

Como la serie E~1 Ph es convergente, pnrn toda ó > O existe N E N tal que Eh°'=N Ph < 
ó, nsí que tomnndo 

se til•nc 
00 

L p¡, $ L Ph < ó. 
{hlrhE(z-<,rll l1=N 

1 

Taol·cmn 2.5.1.1 
Si q¡, q2 1 ••• son probnbilidndes adherentes a los puntos Y1' Y2i ••• , entonces 

¿q¡ $p'. 
; 
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Demo.Jtración. 
Nuevamente se considera el caso de probabilidades adherentes q;. El en.so general 
se puede tratar de mnncrn simHar. Sea n E N y sea E > O tal que los intervalos 
{(y¡ - <,y¡)li = 1,2, ... ,n} sean ajenos. Como 

t q¡ ::; t P(y¡ - • < X < y¡) ::; E Ph + p• 
i=l i=I lz•EU(v;-c,y;)} 

nuevnmente bnsta con demostrar que la suma del lado derecho tiende a O cuando e 
tiende a Q. Como en la demostración del caso anterior, dada 8 > O, si 

• $ minh<N,zh¡!y;,i=l,2, ... ,n{d(xh,Yi)} 

entonces LlzhEU(v;-c,y¡)} Ph < o. 1 

Ejemplo: 
Considérese In cantidad aleatoria que representa. u'na elección al azar de un número 
racional en el intervalo [O, 1), y asociando a la probabilidad de cada intervalo su longitud. 
En este caso, Pr = P(X = r) = O Vr E Q, así que p• = l. Por otra parte las pro
bnbilidndcs ndhérentes son los límites cunndo E -+ O de P(x - E < X < :r) = e (o el 
otro caso), por lo que también valen O. Este ejemplo muestra que el conocimiento de 
la distribución aún en este caso puede no dar ninguna información para las cantidades 
nleatorins, como se verá más adelante con mayor precisión. o 

Ahorn se probará. que si p• = O (i.e. si Í::.Ph = 1, como pnsn si se cumple la aditividad 
numcrnble), se debe tener el resultado P(X) = Eh°:=l PhXh, como en el caso finito¡ sin 
embargo, fuera de este cnso especial, sólo puede decirse que 

00 00 

E l'h"h + p•x' $ P(X) :5 E Ph"h + p•x", 
h=l h=I 

donde .r.' es el mínimo de los puntos ele acumulación de l(X) y x11 es el máximo de los 
puntos de ncumulnción ele /(X), los cuales satisfacen la relación: 

-oo < inf .. Y :S x' :S x" :S sup )( < oo. 

Entonces, bajo este cnso, P(X) resulta estar unívocamente determinada. si y sólo si 
x' = x", esto es, si las xh tienen un 1ínico punto de ncumnlación, y por lo tanto un 
límite ni cunl ellas convergen. 

Tconmrn 2.5.t.2 

Si L:~ 1 p/1 = 1 - p., entonces 
00 

E p¡,xh + p•x' $ P(X) $ E p¡,x¡1 + p•x" 
h=l h=l 
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Demo~tración. 
Sen f > O. Como la serie E¡:';,1 Ph es convergente, existe N(<) = N te.l q~e 

E Ph<• 
h?_N 

Ademñs se puede tomnr N de tal forma que N -+ oo cuando t -+ O Si se escribe a X 
como la sumn. X¡+ X2 + X3, donde 

X1={: 
X2={: 
Xa={: 

si X= Xh con Ji< N¡ 
en otro cnso. 
si X = Xh con h ;:: N y (xh < x1 - E o xh > :z:'' + •); 
en otro cnso. 
si X = Xh con h ~ N y :rl - f .S Xh .S x11 +e; 
en otro cnso. 

entonces se sigue que si E -+ O, N -+ oo y 

n-1 oo 
P(X l) = E p¡,xh --> E PhXh 

h=l h=I 

Por otra parte, como hny un número finito de puntos de X menores que x1 
- e, 

nsí como un número finito de puntos de X mayores que x11 + t, entonces X2 toma 
lmicnmente un nl1mcro finito de valores distintos de O, y¡, u2 1 ... , Yk, así que P(.X2) = 
Í::YjPj $ supX Í:Pj $ supX Lh?.N Ph $ <supX, y lo mismo pnra el otro lado; por lo 
tanto 

•(inf X)$ P(X2) $ •(supX) 

De este modo P(X2) -+ O cuando f. -+ O. 

Pnrn X3 se requieren varios cnsos. 

Cuso l. Supóngnse que x 1 - E < O < x 11 
+E, Entonces como P(X3) $ (x11 +•)P(X3 E 

[x' - •, x11 + •Jl $ (x11 + <)(ó + p'), donde ó es una cantidad que depende de • y que 
tiende a O cuando f. -+ O. Ahora, como x' - e. < O entonces 

P(-Xa) = -P(Xa) $ -(.r' - •)P(X3 E [x' - •, x11 + •] 
5 -(.r' - <)(ó + p') 

¡por lo tnnto P{X3) ~ (x' - t:)(ó + p•)¡ de lns dos desigualdades se obtiene, haciendo 
tende1· t: n O, que 

Cnsn 2. Supóngase que O< x' - t:. Se obtiene una cota superior pnrn P(X3) como en 
el cuso nutcrior. Por otro lndo, como L?.;1 JJh es con\•ergentc y como en el complemento 
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de J = (x'· - É·,- x" ·+ e] haY ·só(~~-u~- ~¿~~ro-~-~ilO'.;~~ -p-~·~to~~~-~-, "se. tie~e que 

P(X3) ;?: (;' -' •)P(X3. e J). . 

= (xi·::.. •)Cl -- P(X;í E Je) 
i: 

= (x' - •)(1 - E Pjh) 
h=I 

= (:r' - •)(1 - (1 - p•) - E P;.l 
h=k+I 

;?: (x' - •)p•, 

obtcniénclose nsí el mismo resultado que en el caso l. 

Cnso 3. Supóngase que x 11 +E < O. La Cota inferior es como en el cnso 1 y como 
(x 11 + E)(JJ• + L:%+ 1) $ (x" + E)p•, siguiendo un razonamiento similar al caso 2 se llega 
nuc\'nmentc ni resultado del cnso l. 

De lo anterior, como X =X 1 + X2 + X3, se obtiene el resultado deseado. 1 

2.5.2 Cuso no uumcrnblc: Funciones de distribución. 

En teorín de la probabilidad, una función de distribución es una función F: R-+ R 
tnl que: 

i. F es nu decreciente, 

ii. F(-oo) = lim,¡_00 F(x) =O y F( +=) = lim,¡00 F(:r) = 1, y 

iii. Fes continua por la derecha y existe F(x-). 

F tiene unn discontinuidad en x si F(x+) - F(x-) > O. Por ser F una función 
no decreciente, tiene n lo más un nl1mcro numerable de puntos de discontinuidad, yo. 
que si J.' y x1 son dos puntos de salto tales que x < x' y si para y E R,Iy denota n.l 
intervalo (F(y-),F(y+)), como existe un punto x• tal que x < x• < x 1

, entonces por 
la monotonín de F se tiene que los intervalos Ir y Ir' son disjuntos. A cada uno de 
estos intcr\·nlos disjuntos se les puede nsocin.r un racional, y por lo tanto la colección 
de estos intervalos disjuntos es numerable. 

l'na función <le distr!bución puede tener las siguientes interpretaciones: 

1. F( x) puede pcns;Lrsc como una distribución de masa sobre los reales (con mnsn 
totul de tamaiio 1). F(x) es In masan In izquierda del punto x, 1 -F(.x) es la mn.sn a 
In dcrcdm <le x¡ el incremento F(x") - F(x') es la mn.sn en el intervalo (x',x"J. Una 
mnsa JJh concentrada en un punto :r1i corresponde a una discontinuidad de F en Xh y 
p¡1 = F{x¡,+) - F(:r1i-) es el tnmrulo del salto. En este mismo contexto, una función 
cll• distribución puede dar lugar n una medida a-aditiva positiva sobre los intervalos, 
f'F· hacionclo ¡zp(I) = F(b) - F(a). pnrn cualquier intervnlo I =(a, b]. ¡zp(l) en este 
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contexto puede interpretarse como la medida de Lebesgue del conjunto imágen de I 
sobre el eje y. 

2. F también da lugar al concepto de integral, a través de µ F· Se define 

'f'F(/) = j fdF = j /dµF, 

donde f fdµF es la integral ele Lcbcsgue con respecto a µF. 

La aplicación de lns funciones ele distribución a la teoría de la probabilidad, toma. la 
forma siguiente: para cualquier cantidad aleatoria X, uno puede definir una distribución 
de probabilidad sobre X nsignnndo a la distribución la interpretación F(x) = P(X :5 
x). Entonces, P(X E I) = µF(l) y 'f'F(f) = P(f(X)) para los conjuntos I y las 
funciones f para los que la notación es aplicable. De esta manera F determina las 
prolmbilidndcs P(X E I) pnra todo I elemento de una familia :F la cual constituye 
unn u-álgebra de conjuntos sobre R que contiene a los Dorelianos (que es ya una clnsc 
bastante extensa de conjuntos que puede ser suficiente en las aplicaciones). Es decir, 
F determina toda la distribución de X en :F. 

En el cnso considerado aquí, en donde ln previsión P no necesariamente es a-aditiva, 
tmnbién se puede definir una función F(x) = P(.X :5 x) a la que se seguirá llrunnndo 
función <le distribución de X, aunque ahora F sólo tiene lns siguientes propiedades: 

i. F es no decreciente, 

ii. F(-oo) =O y F(+oo) :5 1, y 

iii. F(x+) y F(x-) existen. 

Dentro de este contexto, ln integral f f DF se define como la integral de llicmnnn
Sticltjcs de f con respecto a F, esto es, se define la integral de una función cscn.lonnda. 
(constnntc por intervalos) -y = 2:~ 1 c¡E¡ como f -ydF = 2:~ 1 c¡µF(E¡). Pnra una 
función f acotada que pueda nproximnrsc por nrriba y por abajo por medio de funciones 
cscnlonnclas 1" y 1' 1 se definen los números: 

'f''f-(f) = t fdF = sup <l-r1
dF), 

ª b'(x)5/(x)Vxe[a,bj} ª 

+¡¡¡ - Í
6
/dF - inf (16 

11dF) 
'f' F - la - b"(x)<:/(x)Vxe[a,bj} a 'Y ' 

como las integrales inferior y superior de f (estas son integrales del tipo de Ricmmnn
SticltjL•s ya que l'F es sólo udith·a finita). Ambas integrales siempre existen ya que f 
es ncotnda por hipótesis. Si nmhns integrnles coinciden, u. f se le llama S·intcgrnblc 
y nl m'uncro común se le denota por f f dF. Se pue<lc considerar una funcional 'Y F 
del conjunto de funciones f que son S-integrablcs a R, generada por F. El siguiente 
teotcmn resume lu rclnción entre lns funciones ele distribución y las previsiones: 
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Tcol'cmn 2.5.2.1 
Sen "'( unn función- ncotada y X una cantidad aleatoria acotada. Los valores admisibles 
¡mm P(-y(X)) son aquellos que sntisfnccn In desigunldnd 

En pnrticulnr, Si "'(_cS_F-:-integrnble, se tiene que 

P('r(X)) = l'F(1') = j -y(x)dF(x) 

Demo3tración. 

- Sen-·' ~ Le¡[¡ una función cscalonndn tnl que s(x) ~ ")'(x) Vx. Por definición, 
P(s(X)) = L;c¡P(I¡(X)) = I:;c¡µF(l¡(X)) = l"F(s), lo cual es válido Vs;::: 1'· Entonces 

Anñlognmcntc, 

P(-y(X)) :5 J~~{l"F(s)} = c,:>p(-y). 

P(-y(X));::: sup{c,:>F(t)} = l'F(-y). 
15., 

En pnrliculnr, si l'F(1') = c,:>p(1') = l"Fb), se tiene que 

P(-y(X)) = l'F(1') = j -y(x)dF(x) 

en donde In intcgml es una integral del tipo Riemmnn-Stieltjcs. 1 
Obsérvese que el resultado anterior implica que P(X) = f xdF(x), y está. determi

nada en forma única. 

Pnrn el cnso ele más de unn cantidad nlentorin, lns integrales se tomarán sobre rcc
t<ingulos pnra 2 1 sobre cubos pnrn 3, <:'te. En general, como lns integrales siempre se 
refieren n In medida de Jordru1 1 se tomarán hipcrplnnos de dimensión n paran canti
<lndcs nlcntorins, y se tendrá que 

sicm1n·<• que"'( sen F-integrnblc. 

Pnrn nnnliznr lns difcrcncins que existen entre el enfoque subjetivo y los que se bnsan 
en los nxiomns de Kolmogoro\' 1 se introduce ln siguiente nomcnclntura. Al supuesto de 
nditivitlncl numerable se le llrunnrá posición fuerte, y al supuesto de nditivida. finita se 
le 11nmrmí posición ch:L>il. 

- 11 -



2.5.2.1 Ln posición fuerte. 

Esta posición afirma que los conjuntos I y funciones f para los que es posible evaluar 
en forma única una medida de probabilidad P son los importantes; fuera de éstos, nada 
tiene sentido. 

Existe una correspondencia uno a uno entre lns medidas de probabilidad y las !un
ciones <le distribución del espacio (R,U(R)}, donde U(R) es la u-álgebra de Borel. Por 
estn razón una función de distribución tiene nsocinda una cantidad aleatoria X, en 
el sentido de que P(X E I) = l'F(I) y P(f(X)) = l"F(X) (siempre que I y f sean 
F-mcdiblc en el sentido de Lchesgue-Sticltjes). 

A partir de una medida definida sobre los intervalos, es posible extender en forma 
única esta medida n una clnse mucho más amplia <le conjuntos, pero tal extensión no 
siempre es posible a todos los subconjuntos de n. Este problema es importante en el 
sentido <le que se puede cnlcular la probnbili<lad <le e\·entos en cierto sentido "simples" 
y cnlculnr ln probabilidad de eventos un poco "más complejos" pero no será posible si 
son udcmasindo complejos". 

Por otro Indo, una \'CZ conocida ln función de distribución se tiene completamente 
determinada la cantidad aleatoria .X, pues su rango /( .. Y') corresponde al conjunto de 
puntos x tales quc\le,F(x+t:)-F(.x-e) >O, es decir, ni conjunto de puntos en donde 
P es estrictamente creciente. A este conjunto de puntos se le denotará con D y se le 
llnmar¡Í. el soporte dfatribucional de X o bien, el soporte de In distribución F. 

2.::..2.2 Ln posición Jéhil. 

Sen g unn clnse duda de funciones J (que puede incluir n los eventos n través de sus 
funciones inclicnclorns); a la funcional ip F dcfinidn sobre g se le denotará por Fg. Pam 
cndn función g que no pcrtcneza n ln clase dnda, siempre será posible encontrar cotns de 
In forma F(i(g) y PJ(g) (es decir, lns integrales superiores e inferiores). En particular, 
seril ele int~rés consY<lcrar g = R (las funciones que son J ordan-mcdiblcs y con FR la 
integral de Riemmnn o Ricmmnn-Sticltjcs)¡ g = 8 (las funciones Lcbesguc-mcdiblcscl 
y con Fu la integral <le Lcbcsguc); y g = C (el conjunto de todas las funciones ncotadns, 
o bien, el conjunto potencia ele fl). 

Con estn notnción 1 In posición fuerte significa que dada una cantidad aleatoria X, se 
elige nutomáticmncnlc mrn F13. Ln posición débil establece que dncln una .. Y' ,Fe puede 
cJc..girsc (esto cs 1 puede elegirse una medida ¡iF para cada conjunto E den y una fun
cional <? F pnra cnda función acotnda)o bit•n, restringirse a alguna Fg parcial, eligiendo 
frecuentemente n (i = R. Esto es, cndn pieza de conocimiento pnrcinl corresponde ni 
conocimiento de Fe(¡) restringi<ln n nlgún subconjunto ele las funciones "'f· De este 
modo, siempre es posible definir unn medida para todo subconjunto den, aunque ésta 
medida no es t'micn. Por otra parte, dada la medida de J ordan, puede extenderse n 
todn In clnsc...• de co11ju11tos 1 nunquc tamporo tal extensión es únicn. · 
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Debido n esta. falta de unicidad, una {unción de distribución ya no representa el 
conocimiento completo pnra una cantidad aleatoria, sólo es un conocimiento parcial. 
Esto se manifiesta en que los puntos de salto de la distribución ya no corresponden 
a una acumulación de masa en esos puntos, ni que el soporte lógico corresponda al 
soporte de la distribución. 

Ejemplo: 
Si X es una cantidad aleatoria con posibles puntos {.ro - ~In E N}, y todos son 
cquiprobnbles, entonces F(x) tiene un salto de 1 en x = xo, como si X = .ro con 
certeza. Esto es porque F(x) = O si x < .ro y F(x) = 1 si x ~ :ca: a In. izquierda de 
cualquier punto x < .ro sólo hay un número finito de valores (y por ser equiprobnbles, 
todos tienen probabilidad O), pero n la izquierda de .ro y por lo tanto, de cualquier 
punto que esté a la derecha de .ro, están todos los puntos posibles, y por lo tanto, se 
tiene probabilidad de 1. o 

El soporte <listribucionnl está contenido en la cerradura del soporte lógico, ya que 
si x E D 1 entonces Ve > O, F(x + t) - F(x - E) > O. Entonces, cada vecindad Vi de 
r tiene probabilidad positiva y por lo tanto cada vecindad contiene puntos posibles. 
Por lo tnnto, V< > O,!'< n J(X) ¡6 0. De este resultado, se concluye que inf J(X) ~ 
inf D .$ sup D .$ sup /(X). De este modo, se hace evidente la débil relación que existe 
entre los dos soportes. Si se tiene In distribución, sólo puede decirse que cu.da punto 
del soporte distribucionnl es o un punto posible, o está arbitrario.mente cerca de puntos 
posibles; nclcmús de ésto, los puntos posibles con probnbilidn<l total O podrían existir en 
cuniquier pnrte y aun llenar In recta. Por otro lndo1 dado el soporte lógico, la función 
ele distribución puede ser cualquiera, siempre que sea constante sobre los intervalos que 
110 conticucn ninglm punto posible, 

Un caso especial de conocimiento pnrcinl de la distribución completa es el que se 
refiere u los intervalos: en otrns pnlnbras, nqucl ciado por F(x)Vx. A esto se le conoce 
como couocimicnto de la distrjbución a través de Jn función de dfatdbución. Este 
conocimiento parcial es equivalente al conocimiento de µF(-Y) para toda función "'( 
continua. Esto es, las funciones continuas son las únicas funciones que son F·intcgrnbles 
pnra cualquier F y, convcrsamcntc, el conocimiento de 'PF( ... ¡) para toda"( continua es 
suficiente pnrn <lctermi~ar (salvo en los puntos de discontinuidad) a F(x)Vx. 

En rcsúmcn, F(x) sigue siendo importante y una herramienta estándar en la teoría 
de lti pr0Lnbilidnd1 pero no por su carácter determinntivo1 ni por un estatus privilegia· 
do en el marco lógico, sino porque permite visualizar geométrica y annlíticamcnte el 
comportamiento de X. Sin embargo, como se ha dicho anteriormente, F(z) ya no rep
rescntuní. conocimiento completo, ni lo que era fuera de R. Fuera de éste ámbito, sólo 
se tienen las cotas [1'j::(1'),<p}(-y)); esto da los límites pnra In evaluación <le P("y(X)) 
compatible con el conocimiento de F en el sentido clistribucional. Por otra parte, el 
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abandono del supuesto de aditividad numerable implica que un salto en x ya no co
rresponda n unn concentración <le probabilidad en el punto x (esto es porque aparecen 
probabilidades adherentes) y tampoco el punto necesariamente pertenece al conjunto 
de puntos posibles de X. Tampoco es cierto ya que F(X) deba vnrinr entre O y 1¡ sólo 
se requiere que O$ F(-oo) $ F{+oo) $ l (a tal distribución se le llruna impropia). 

2.0 Convergencia de cantidndes alentorins. 

A continuación se enunciarán algunas definiciones y resultados que se utilizarán más 
adelante relativas a convergencia de cantidades nlentorins, observando lns <lifercndas 
que puede haber con respecto ni enfoque fuerte. 

Definición 2. 6.1 
Se dice que Fn - F si Fn{:r)--> F(:z:) para todo :z: que sea punto de contuidad de F (o 
bien, la convergencia de F11 (-y) a F(-y) para toda función "Y continua y acotada. 

Una formulación equivalente (que no se demostrará aquí) establece que Fn -+ F si 
y sólo si V<> 03N EN tal que \In 2: N, 

F(x - <) - 8 :5 Fn(x) :5 F(x + <) + 8 Vx E R. 

Definición 2.6.2 
Sen { .. 1{0 } una sucesión de cantidades nlentorins. 

i. Se dice que {Xn} converge débilmente ( o converge en probabilidad) o. una 
cnntidnd. ulentorin X y se denota por Xn ....5... X si V< >O y 8 > 03N E N tnl 
c¡ue 1111 2: N, P(IX,, - XI > <) < 8. 

ii. Se dice que {Xn} converge en medin cuadrática a unn cantidad nlcatorin. X y se 
denota por Xn ...!.., X si 11< >O 3N EN tal que \In 2: N, P([Xn -X]2) < <. 

iii. Se dice que {Xn} con\•erge fuertemente ( o converge cnsi seguramente) a uno. 
cnntidnd alcntor!a .. Y y se denota por ..\"11 ~.X si VE> O, 

[( 

P( U {IX,.+m - XI 2'. <}) - O 
m=I 

cuando n --+ oo y donde/\ es nrbitrnrln. 

En In formulación fuerte, In definición estnblccc que In condición se cumple para 
¡.,,· = co. 
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Tcorcmn 2.0.1 (Dcsigunldnd de Tchcbyshcv). - _ >· ---=~:~ _:_·-"<:~~:.. ~ -,- -
Si)( es unn cantidad nlcntorin y P(X2) existe cnt<:JnCes-·i>ar~_t?dó n~ero p_ósitivo e 
se tiene que · · · ' · 

Demo,,tración. 

Tcua·cnin 2.0.2 

P(x2¡ =L:x2aF(t) 

> f x 2dF(t) - J¡,¡~c 

~ c2 t dF(t) 
ÍJzJ~c 

= c2P(IXI ~-e) 

Sen {.\"'n} una sucesión de cantidades aleatorias. Xn ~X=> Xn ~X 

Demo3tración. 

1 

Scnu •>O y 8 >O. Por hipótesis, 3N, e N tal que Vn ~ N P([xn -XJ2) < 8<2• Sea 
N = N,. Por In desigualdad de Tchebyshev, 

P(IXn-XI ~ •) :5 P([Xn -XJ
2
) < ~ < 8 

• • 
1 

Tcorcmn 2.0.3 
X,1 ~ }( => F 11 -+F. 

Dcmo.dración. 
Scnu <y 8 muneros positivos arbitrarios y sen N tal que P(IXn -XI~•)< 8 Vn ~ N 
Supóngnsc que IXn - .XI <e y que.,\. > x. Entonces -E< Xn - X < Xn - x, por lo 
que X., > x - •· Entonces [IX., - XI < <] /\ [X > xJ =} [Xn > x - <] o bien, 

[X., S x - <] :5 [IXn - XI~•] V [X S x] S [IXn - XI~•]+ [X S x], 
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ya que A V B ~ A+ B. Si P es una previsión coherente, respeta las relaciones lineales 
y por lo tanto, 

Fn(x - <) - O :5 F(x) 'In~ N, 

ync¡uc por hipótesis P(iXn-XI ~<)<O 'In;::: N. Si ahora se considera IXn-XI < • 
y .l{n > x +E, entonces X > x, y con un rnzonn.miento similar a la desigualdad anterior 
se obtiene que 

F(x) :5 Fn(x +<)+O 'In<:: N 

uniendo las <los desigualdades y tomando n -+ oo se obtiene el resultado. 1 

Co1·olnrio 2.G.l 
.,Yn ...!...+ X ~ Fn -+ F 

Dajo In formulación fuerte, se sabe que si una sucesión de C'antidndes nlcatorins {Xn} 
conforma una sucesión de Cauchy, entonces se puede asegurar la existencia de una 
cnnti<lad aleatoria X tal que Xn ___,)(en alg1'm sentido. Sin el supuesto de aditividad 
numerable, y sin la referencia n un espacio medible, no es posible definir X mediante el 
paso al límite. Con el fin de poder habler de }; , es necesario que ésta sea una cantidad 
bien <lcfinidn. La afirmación concerniente n In convergencia sólo tiene sentido, si para 
tnl X fuera posible demostrar que In evaluación particular de probabilidad para las Xn 
y X son tales que implican que X 11 -+ X en algún sentido probabiüstico. 

Sin embargo, la convergencia según Cnuchy sí determina una función de distribución 
límite pnra la sucesión ele funciones de distribución {Fn} de las cantidades aleatorias 
.Y,1 • La demostración es idéntica n In demostración de que la convergencia en probabili
ducl implica la convergencia en distribución, que en palnbrns informales, dice que si Xn 
y .1{111 son dos \'ariables 11cercann.s11

, entonces sus respectivas funciones de distribución 
son también nccrcanns". 
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3.1 Introducción. 

CAPITULO 111 
PROBABILIDAD CONDICIONAL 

El papel de la probabilidad condicional es fundamental en el enfoque subjetivo en 

el sentido de que todas las probabilidades consideradas son condicionales al estado de 

información del sujeto que realiza la asignación. 

En cicrtns ocasiones es necesario combinar previsiones que son relativas a diferentes 

cstnclos de información, y en tales casos se escribe P(E/H) pnra la probabilidad del 

evento E con<licionnl sobre el evento H, entendiendo por esta la probabilidad que Z 
atribuye n E si, adicional n su estado inicial de informnción, el sabe que el evento H 

es cierto. 

Lns definiciones de previsión y probabilidad condicional se basan en los criterios 

clnclos en el capítulo anterior, pero con la suposición adicional de que cualquier apuesta. 

o castigo pactado quedará sin efecto si. H no ocurre¡ si H ocurre, se llevará a cabo la 

npuestn y ln ganancia dependerá del resultado de E. Obsérvese que la probabilidad 

condicionnl no depende directamente del evento E, sino de los eventos EH, EH y H. 
Es posible entonces pensar en un evento condicional EIH con tres posibles valores de 

vcrdnd: 

l. verdadero si E y H son vcrdn<lcros. 

2. !nlso si H es vcrdndcro y E es fnlso, y 

3. vncio si H es fnlso. 

3.2 Previsión y probnbiliclnd condicionnl. 

lcl', c1·itcrio, 

Sen .X unn cnntidn<l nlentoria y JI un evento posible. La previsión del evento condi

cionnl ~YIH se define como un número P(XJH) tnl que no existe e E R tal que 

sup(Hc(X - P(XjH))} <O. 
X 
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2o. c1·itcrio 

Dada una cnntidad aleatoria X y un evento posible H, se dice que P(XIH) es 

coherente si no existe x• tal que 

L• = H(X - x•)2 

sen uniformemente menor que 

L === H(X - P(XJH))2. 

En nmbos casos si .. Y es un evento, In previsión condicional recibe el nombre de 

probabilidad condicional. 

Tcm·c111n 3.2.1 (probnbiliJndes compuestas. 

Unn condición necesaria y suficiente para que una evaluación sea coherente es que se 

satisfagan las relaciones 

Dcrno3tración. 

P(EH) == P(H)P(EIH) 

o :5 P(EIH) :5 l 

Supúngnse que x,y,z denotan !ns probnbilidndcs asignadas n P(EJH),P(H),(PEH) 

respectivamente. En base nl primer criterio, la ganada 

Y== ciH(E - x) + c2(H - y)+ c3(EH - z) 

tiene como posibles valores: 

Y¡ ==c¡(l - x) + c2(l - y)+ c3(l - z) 

l2 =c¡x + c2(l - y) - c3z 

Y3 = - c2y - c3z 

para los \·nlorcs EH, EH, if, rcspcctivnmcntc. 

Si el determinante 

(
1-x 1-y 1-z) 

dct -
0
x l - y -z == xy - z 

-y -z 
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110 es O-, Se-pü.CdCil eteg¡r--c-1,-C2,C:i-·de tal fOrtna que todas las Y¡ sean negativas, lo 

que implicaría falta dé. coherencia. Por lo tanto, 

P(EIH)P(H) = P(EH). 

1 
El evento condicional EIH da lugar al evento condicional HIE; como EH =HE, se 

obtiene, por coherencia, 

lo que implica que 

P(EH) = P(EIH)P(H) = P(HIE)P(E) 

P(EIH) = P(E)P(HIE) 
P(H) 

(si P(H) #O). 

Obscr"nndo In ecuación anterior, puede observarse que la probabilidad condicional es 

unn función de probabilidad que forma parte del conjunto 'Pde previsiones coherentes. 

3.3 Vcrosin1ilitud. 

A pnrtir de In última ccuñ.ción en la sección anterior, es posible escribir P(EIH) = 
kP(E)P(HIE), donde k = Piur En muchas ocasiones es conveniente hablar simple
mente en términos ele proporcionalidad (sobre todo desde el punto de vista bayesinno). 

Así, se dice que In probnbilidnd final P(EIH) es proporcional n In probabilidad ini

cinl P(E) multiplicnda por In verosimilitud P(HIE) (como función de E). El término 

verosimilitud se intcrprctn en el sentido de que un vnlor mnyor o menor de P(HjE) 

corresponde ni hecho de que el conocimiento de la ocurrencia de E puede hacer a H 
má.s o menos probable. 

Lo anterior permite c,omprcndcr cómo es posible pnsnr de las probabilidades iniciales 

a Jns finales a trm·és de estados intermedios, bnjo la hipótesis de que se obtienen piezas 

ndkionnlcs de información JI 1. , , . , H,1 , Esto es: 

P(EIH) = P(EIH¡ ... H.,)= kP(E)P(HilE)P(lI2IEll¡) ... P(H,.IEH¡ ... H,.) (8) 
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3.4 Propiedad conglomerntiva. 

Sen 1i = (H¡,H2,. .. Hn) una partición finita y sean P(EIHj) las probabilidades 

con<licionalcs de un evento nrbitrnrio E a cada uno de los componentes de la partición. 

Como EH¡+ EH2 + ... + EHn =E y P(EHj) = P(H;)P(EIH;), se tiene que 

P(E) = f: P(H;)P(EIH;) 
i=I 

y ndcmñs, 

rn_jn{P(EIH;)} :5 P(E) :5 mr{P(EIHj)}. 

A esta propiedad de ln probabilidad condicional se le llama propiedad conglomera

tiva. 

3.5 Dependencia e independencia estocástica. 

La probabilidad P(EIH) puede ser igual a P(E), o mayor, o menor. Esto significa 

que el conocimiento de que H es cierto o no altera In evaluación de probabilidad pnra 

E, o ln incrementa o la disminuye. En el primer cnso1 se dice que el evento E es es

tocñ.sticnmcntc independiente ele H en los otros casos se dice que E es estocásticamente 

dependiente de H. Esta propiedad es simétrica, y por lo tanto se puede hablar de que 

E y H son cstocásticnmcntc independientes o dependientes, según el caso. 

Pnra una colección finita de eventos {E1, E2, ... , En} se dice que los eventos son 

cstocñsticnmcnte independientes si se satisface In condición: 

pnra cualquier conjunto <le índices { i l 1 i2, . ..• ik} e { 1, 2, ... 1 n} 

El significado ele la in<lcpcn<lcncia estocástica no tiene un soporte objetivo sobre el 

cunl sostenerse¡ es una propiedad supuestn en base a In intuición, y por esto. razón, 

es considcrndn por De Finctti como una propiedad completamente subjetivo., ya que 

depende de ln elección pnrticulnr de la evnlunción de probabilidad de un sujeto pnr

ticulnr. Es m{\s correcto hablar <le que un conjunto de eventos es estocásticnml•nte 

independiente con respecto n In evaluación P dada. 

Entre los factores que llc,·nn a un individuo n juzgar si los eventos son o no es

toc1ísticumcntc indepcnclicntcs 1 se encuentran los siguientes: 
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l. Cuando In ocurrencia de un evento cnmbin las drcunstancias que rodean a In ocur· 

rcncia del otro evento. a este cnso se le Bruna dependenda estocásHca en sentido directo, 

y es aquí donde· se encuentra la mayoría de los ejemplos de dependencia estocástica, 

como extracciones de una urna sin reemplazo, fenómenos de contagio, descomposturas 

<le máquinas en serie, cte. 

2. Cuando la ocurrencia de un evento no tiene influencia directa sobre la oturrcncia 

de otro, pero hay circunstnncins que influyen simultáneamente a los eventos. Por 
ejemplo, considerando In posibilidad de que dos barcos se hundan en el mismo mar y el 
mismo día, uno podría pensar que las probabilidades están influenciadas en la misma 

forma por circunstancias comlUlcs, como el estado del mar, cte. A este tipo de relación 

se le llnma dependencia estocástica en sentido indirecto. 

3. Otra forma de dependencia, quiza la más interesante, es cuando se evnlua la 

probabilidad de un evento en términos de frecuencia observadas de eventos más o menos 

similurcs. Los eventos observados proveen de experiencia que es capaz de modificar las 

cvnluncioncs de probnbilidnd bnsndns en frecuencias. En este caso, se dice que hny 

dependencia estocástica n través de un incremento en la información. Este caso da 

origen ni concepto de intcrcambiabili<lnd, como se verá posteriormente, y es en este 

cuso donde se hn intentado dnr justificaciones objetivas, sin poder lograrlo. Un ejemplo 

<le este cnso podría ser el de extracciones con reemplazo de una urna cuya composición es 

<lescouocida: lns probabilidades de sncnr bolas blancas en extracciones succsi vns están 

intcrrclncionadns porque nucvns extracciones dnn más información sobre el contenido 

de In urnn, n través ele Ins frecuencias. 

En el capitulo siguiente se estudiará este punto con más detalle. 
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4.1 Introducción. 

CAPITULO IV 
INTERCAMBIABILIDAD 

El concepto de intcrcambinbUidad fue introducido por De Finctti en 1930, y se en· 

cucntra cstrcchnrncnte rclncionndo con el problema del razonamiento inductivo, es decir, 

el problema que surge cuando se obtienen resultados generales de observaciones partic· 

ulnrcs~ y n la justificación, desde este punto de vista, de la evaluación de probabilidades 

n partir de frccucncins obscr\'adas. Para justificar el punto de vista frccucntista desde 

In posición subjetiva, De Finctti propone separar la justificación en dos fases y explicar 

sus fundamentas subjetivos. La primera fnsc cstnblccc cuáles son las relaciones entre 

los evaluaciones de probahilidnd y In previsión de frecuencias futuras, y In segunda fu.se 

cstnblccc cuál es Jn rclnción entre la observnción de frccuencins pasndas y la previsión 

de frecuencias futuras¡ en estn fose introduce In noción de eventos intercambiables y 

demuestra que en este caso es posible nsignnr cohrentemente In frecuencia relativa de 

ocurrencias de eventos como probabilidad. Esta fase está n su vez íntimrunentc rela· 

cioundn con el problemn. del rnzonnmiento inductivo. 

4.2 El problema de la Inducción. 

Scg(m el punto de vistn subjcth·o, el problema de la inducción está resucito: todo 

se reduce n considerar probnbilidndes condicionales, y principalmente, a la noción de 

dcpcndcncin cstocflstica a través de un incremento en la información. 

El razonamiento in<lucth·o, como objeto de la teoría de la probabilidad, en términos 

gcncrnlcs 1 tiene las tres formns siguicntt:s: 

l. Si In ocurrencia de varios eventos similares es de In misma forma, uno espera 

c¡nc otros eventos similares ocurran en la mismn forma, como si hubiera una ley que 

gubernarn el fcn<'1mcno. 

2. Si un evento ocut't'C con cierta frccncncin, uno espera que en ren.Hzaciones futuras 

clcl mismo fenómeno se comporte en función de esn frecuencia. Este es el caso típico 

dt! In infcnmcin cstnclísticn. 

3. Del conocimiento de In conducta de algún evento en una colección o sucesión de 
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cnsos im\s o menos similares en el pnsado, frecuentemente se está motivado a realizar 

algun tipo de pronóstico para el futuro. Este es el caso más general de razonamiento 

inductivo. 

No existe unn. separación clara entre estas tres posibles formos. Particularmente ln. 

segunda formn rcsultn ser 1.Hil en ln aplicaciones porque puede modelarse en términos 

matemáticos. 

En términos de la segunda forma, el problema de la inducción se puede plantear de la 

siguiente manera. Si E es un evento, y en virtud de haber observado, o haber obtenido 

In información de que un complejo A de eventos ocurrió, ¿qué se puede decir del evento 

E'? Objetivnmentc, no se puede decir nada, porque nnda justifica hacer una predicción 

sobre un evento futuro, n menos que se suponga que existe una. ley invariable que 

determine completamente su comportamiento. Sin embargo, en el esquema subjetivo 

de probabilidad, pueden establecerse lns restricciones establecidas por la coherencia al 
Citlcular su probabilidad (que en ningún sentido es objetiva). 

Supúngnse que P(E) es la probabilidad evaluada por In información que aporta A. 

Si J/o representa la información inicial con la que cuenta un individuo, y Pº(E) = 
P(EJ/io), entonces P(E) = P(EJlioA) que es igual a In información original más In 
dadn por A.. Esto implica que 

P(E) = Pº(E)Pº(AIE) 
Pº(A) 

Sobre esto se basa el rnzonnmicnto inductivo: se cambia In evaluación de P a través 

<lcl conocimiento de A. Este esquemn es aplicable n cada aplicación del razonamiento 

inducth·o. Sin cmbnrgo, los problemas de carácter estadístico tienen características 

cspccinlcs, como es el caso en que ln información disponible consiste de un determinndo 

número de eventos nmí.logos (como lanzamientos de monedas, etc.}, lo que permite a 

uno hnccr ciertos supuestos de simetría en las evaluaciones de probabilidad. La. annlogin 

<le los C\'cnlos conduce O. que lns conclusiones sólo dependan (ni menos principolmente), 

de cmíntos C\'cntos nmí.logos ocurren, y no de cmücs son los que ocurren. La analogía 

de los C\'cntos puede establecerse en distintas formns, cnrnctcrizándolos por ejemplo en 

St\ imlcpcndcncin, en lns condiciones en lns que se realiza el experimento, cte. 

En el caso de independencia, el problema de inducción no existe, en el sentido de 

que es imposible nprcndcr de ln experiencia. Si no se supone independencia, la elección 
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mús simple que se tiene es continuar considerando que el orden de la ocurrencia de los 

eventos es irrelevante. Este caso corresponde n. intcrcambiabilidad. 

4.3 Justificación del punto de vista frecuentista. 

Ln relación entre In evaluación de probabilidades y la previsión de frecuencias futuras, 

cshí. clncln por el siguiente 

Tcorcmn 4.3.1 

Sean Ei, E2 1 ••• , En eventos, con probabilidn.despi,p2 1 ... 1 Pn respectivamente. Si w¡ = 
P(Y = i) donde.Y es la cantidad aleatoria que denota el número de ocurrencias de los 

eventos E¡, se tiene que 

tp¡= tiw¡ 
i=l i=O 

DemoJtración. 

Un cnso de la ocurrencia de h eventos es la siguiente: 

E1E2 • • · E¡,(l - Eh+l )(1 - Eh+2) · · · (1 - En) = 
E¡ E2 ···En - L: E¡ · · · E¡,Eh+i + L: E¡ · · · Eh+iEh+j - ••• ±E¡··· En 

i ij 

El evento {l' = h) es la suma de (i:) productos du eventos del tipo anterior. En esta 

suma, los términos con h factores aparecen sólo una vez, los términos con h + 1 factores 

apnrccerñn h + 1 veces, y en general, los términos con h + k factores aparecen ("!k) 

veces. Si I:(r) denota la suma de términos con r factores, entonces 

(Y= h)=E(/~)-e;. 1)E"+l + (1'i, 2)E{h+2) _ ... ± (7.)E{n) 
= f:c-1¡r-h (r)r:l•l 

r=h h 

Aplicando P de ambos Indos ele la ecuación se obtiene que 

w¡, = P(Y = h) = 'f:,(-l¡r-h (~)P(E{r)) = f:c-l)r-h (~)s., 
r=h r=h 
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donde 

Sr= L P(E¡1E¡2 ···E¡,). 
{i1 1i2, ... ,ir} 

En particular obsérvese que el coeficiente.de 51,:, k =.2,3,.,. ,n en 10~ !.érini~os jw; 
es Ski(j)(-1)1-i, j = 1,2, ... , k. Sumando se obtiene S1Ej,;1 j(-1)1~im. Cómo 

'tic-1>1-1(~) = 'tc-1>1-;~i 
J=l J J=l J.(k J)I 

k k-. (k -1)! . 
= k ¿:(-1) '("- l)'(k º)I 

j=l J • -} ·, 

= k }=: (k -1)(-l)(k-1)-r 
r=O r 

= k(l - l)k-l 

=O 

De esta manera., el único término que sobrevive en la suma es So = E~=l p¡. 1 
Si se dividen ambos Indos de la ecuación del teorema por n, se obtiene la relación 

fi == .f, donde jj es In media aritmética de los p¡ y f es la previsión de la cantidad 

nlcutoria *' es decir, de In frecuencia. 

En ciertos casos, In ecuación p = J puede simplificarse. Si la frecuencia es conocida, 

el segundo miembro simplemente es ese valor. En este cnso se tiene una indicación 

gruesa del orden de magnitud del promedio de las probnbilidn<lcs, ln.s cuales tendrán 

que njustnrsc (disminuyendo algunos términos y numcntan<lo otros) <le tal forma que su 

promedio coincida con la frecuencia. Otro crum consiste en suponer que los n eventos son 

cquprobables; en este cnso, el Indo izquierdo de la ecuación sólo involucra el valor común 

<le las probabilidades. Si nmbos cnsos se dan simultáneamente, la única evaluación 

admisible cst•Í. da<la por _la frecuencia 1¡!. Cuando ninguno de los dos Indos de ln ecuación 

se conocen, ambos términos dependen de un juicio de probnhilidnd. Sin embargo, es 

posible cstimnr la frecuencia \"Ía la obscnnción de frecuencias ele In ocurrencia de los 

c\''-'ntos en el pnsndo. Pero ¿cuándo es posible tal estimación? Esto es posible como se 

vcnt en el caso ele e\'Cntos intercambiables. Es imposible demostrar el principio según 

d cmí.I la prolmbilicln<l clcbcrín S<>r encana n In frecuencia obscrvndn. Este principio 

sello JntCtlP ser justificado en cnsos pnrticulnrcs, clchiclo a las cnrnctcríticns lógicas del 
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enfoque subjetivo: siendo la probabilidad una evnlunción subjetiva., no hay nada que 

obligue n elegir In ley de probabilidad de un fenómeno cercann. a su frecuencia, todo lo 

que puede mostrarse es que tal cvalunción resulta coherente cuando se satisfacen ciertas 

propieclnclcs. 

4.4 Intcrcnmbinbilidnd. 

Definición 4.4.1 
Una colección finita. o numerable {E¡, E21 •. ' .} de eventos se llnmn intercnmbin.blc si 

_. p~-i.:~- t~~n ~_E -~-y pn.r~ cada conjunto de k índices diferentes it ,j2, ... ,iJ:. se tiene 
que: 

E1l otras pnlabrns, lns probabilidades de k eventos intcrcambin.bles no dependen del 

orden ele los e\•cntos, sino del número de términos. 

EjcuJplo: 

i. Un agricultor está cultivnnclo una vnricdn<l <le mnnzanns que son resistentes a 

la mosca de la fruta. Tiene un lote ele 50 semillas. Sea E¡ el evento <le que la 

semilla i será ntncada por In masen ele la fruta. El agricultor está interesado 

en nsignnr probabilidades pnrn los eventos E¡, y en pnrticulnr, la previsión 

de In cnntidnd nlcntorin X =nú1ncro ele plantas atacadas. Ya que no tiene 

información particular pnrn cn<ln semilla, sus probabilidades deben sn.tisfncer 

P(E;)=P(E¡) i=2,3,. . .,50 

Adcmrí.s, 

Asj, su probnbiliclnd de que cunlcsquicrn k plnntns específicas scnn atacadas es 

In misma pnrn. cunlcsquicrn otras k, y l'll particular, son iguales. 
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ii. Las eventos estocásticamente independientes y equiprobnbles son intercambia

bles, pero no viceversa. 

iii. Supóngnsc que una urna contiene un número fijo N de bolas, de lns cuales 

ltl son negras y el resto son blancas. Si se seleccionan n bolas ( n :S N) de 

ln urna aleatoriamente, una por una y sin reemplazo, y se denota por A; el 

evento de que la j-ésima bola extraída sea negra. Entonces, para/( 2: 1 y 

pnra l :S iJ < i2 < ... < i1: :S n, 

P(n A-)- M(M-1) ... (M-k +l) 
i=I •; - N(N - 1) ... (N - k + 1) 

iv. Los siguientes son también ejemplos de eventos intcrcambinblcs: H¡ es el evento 

de obtener un sol en el i-ésimo lanzamiento de una moneda (no necesario.mente 

regular)¡ Di: es el evento de que el i-ésimo niño en una cierta escuela morirá 

notes de los 40. a 

Debido a que la intercambinbilidad establece varias igualc.ladcs entre lns probabilida

des, sólo se necesita asignar n probabilidades para obtener las probabilidades de todas 

lns combinaciones de un conjunto de n eventos intercambiables. 

Definición 4.4. 2 
Se clcnotn con PI.· In probabilidnd <le que ocurran ct•nlcsquiera k eventos, esto es, 

Pk=P(E;1E¡2 ••• E¡1) k=l,2, ... ,n 

Cunlquier probabiüdnd rclncionada n los E¡ puede expresarse en términos de lns PI:· 

Por ejemplo: P(E2Eo) = P(E2)- P(E2Eo) =PI -112, o bien, 

P(E1E1EsEio) = 
0

P(E1E1Es) - P(E1E1EsE10) 

= P(E1Es)- P(E1E1Es)- P(E1EsE10) + P(E1E1EsE10) 

== P2 - 2p3 + P·t· 

Unn definición que generaliza la noch;n de intercamhinbilidnd u cnntidnclcs aleatorias 

es la siguiente: 
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Definición 4.4.s 
Unn sucesión finita o infinita numerable X¡, X2, •.. de cantidades aleatorias es intercam

biable si pnra cualquier k ~ 1 y para toda colección de índices 1 :5. i¡ < i2 < ... < Ík, 

la. distribución del vector ( .. Y¡1 , X¡2 , ••• 1 X¡n) no depende de los índices, sino sólo de k. 

Obsér\'csc que para las cnntidndcs alcntorins intercambiables X¡, ,Y'2 1 ••• los eventos 

Ej = {Xj :5 x} son intercambiables para cncla número real x, así como los eventos 

El= {X; E I} (J C R). 

Uno puede tratar el estudio de eventos intercambiables como un en.so especial del 

estudio <le cantidades aleatorias intercambiables, a través ele las funciones indicadoras¡ 

en este cnso, se denotará m¡ = P{X¡ .. Y'2 ··· .. Y¡}. 

El siguiente teorema será de utilidad para <lar una cnractcrización de una colección 

finitn de C\'entos intcrcnmbinbles. Como antes, n· ln ocurrcncin de un evento se le 

llnmnrá éxito y n ln no ocurrencia se le llamará fracaso. 

Tcorcmn <1.<1.l 

Scnu E¡, E2, ... , E 11 eventos intcrcnmbinbles. Sen F la ocurrencia de cualquier sucesión 

particular de éxitos y fracasos en la cual se tienen r fracasos y h éxitos. Entonces 

Demo ... tración. 

P(F) = t (r)(-l)iPh+j 
j=O ) 

La dcmostrucióu se hnrá por inducción sobre r, el número de fracasos. Si r = O, 

P(F) = r;J=o (j)(-l)iPh+i = 1'11 = Pn· 

Ahora supóngnse que el resultado es cierto para r < y y se probará que también 

debe ser cierto pura r =y. Sen Em uno <le los y eventos que no ocurre en F, y sea Gel 

evento tlc h éxitos y y-·1 frncnsos. Entonces Fr =GE-,_,. y además G = GErn+GE~n = 

F + GE111 ¡ por lo tnuto 

y-l(y-1). 
P(F) = P(G) - P(GE,,.) = ¿:; . (-l)IPh+j 

i=O J 

y-1 (y - 1) . - j-;¡; j (-l)lp¡,+;+1 
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El coefki~nt_~ -~~--?.!•t~' _p~_ªL~~?!}!_ ~ ·=~,-~Jl ;_:} ___ es)_-oc 

(u-:1)(-lli-(~-:i)·.·<.-.·.1··.•l'.;-:i··.·.· •.. ~<'-.·.: .. ~.).!.>(y-1)1 :.+ : (u-1)! _ 1 ) . 1-.1 ......•. :. 3!(y-l.,-3)! (3-l)!(y-3)! 
· · · ·.· ··•···. (u-·ii ·•· · .. · :· 

.<. := <°é~l'l;!(y .,,.jj1HY e i-\" i] •. 
>=(.::;>;(~) ..... ' ,· .. 
' ' 3 

de donde se concluye que el resulta.do también· es cierta· p~~ / = J'.-y en- general se 

cumple para. toda r E N. 1 
Como un corolario del resultado anterior,,sc tiene e~ 

Tcol'cmn 4.4.2 

Si Ei, E2 1 ••• , En son eventos intercambiables, y p¡ = P(E¡ ···E¡), i = 1 ... , n. Sea. 
Yk ln sumn de k términos de la sucesión, k = 1, ... , n. Entonces 

(k) k-h (k h) 
P(Yk = h) = h i~ J (-l)ÍPh+i 

Demo:Jtración. 

Tomnn<lo en el resultado anterior k = n y observando que hay {~) formas de obtener 

h éxitos y k - h = r frncnsos en k realizaciones, se obtiene el resultado. 1 
Otra posible carnctcdzación surge del siguiente razonamiento. Supóngase que se sabe 

que en una sucesión <le n eventos ocurren precisamente h. Si se piensa a los eventos 

como bolns <le una urna, en donde hny h holas blancas y n - h bolas negras, y se 

sclcccionnn 1nuestrns de tamaño r sin reemplazo, entonces se tiene que In probnbilido.d 

condicionnl <le obtener ~ bolas blancas (éxitos) dn<lo que hny h de Lolns bnlncns, está. 

clndn por 

P(E1E2 ... ErlH1,) = (~) = h(h - l)(h - 2) ·. -(h -- r + l} 
(~) n(n-l)(n-2)··-(n-r+l) 

pnra r = 1, 2, ... h. Si, por otrn parte, la variable Yk denota el número de bolas 

hlnncn~ (éxitos) que se obtienen en un total de/: extracciones, entonces es clnro que 
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Yk/H11 ....., Hip(n, h, k). Si se desconoce el mímero de eventos fnvorablcs (o, en términos 

ele In nnnlogia, el número de bolas blancas en la urna}, y se denota por la cantidad 

nlcntoria Yn a tnl número, entonces, por el teorema de probnhilidad total, 

y 

Pr = P(E1E2 .. ·E,)= t P(E1E2 ···ErlYn = h)P(Yn = h) 
h=O 

n (~) 
= L (")P(Yn = h) 

h=O r 

El resultado anterior muestra que los procesos intcrcnmbinbles que terminan en n 

pnsos se representan como mezclas de procesos hipcrgcométricos1 es decir, lns probabili

dndes P(Yk =y) tienen In formn P(Yk =y)= í:~=O chP(Yn = h) con Ech = 1, ch~ O. 

Sucusioucs inflnitns do eventos intcrcambinhlcs. 

Ahora se considerará In situación para sucesiones infinitas (procesos) de eventos 

intercambiables. 

Un ejemplo de procesos intercambinbles son los que se obtienen por mezclas de 

procesos tipo Ilcrnoulli¡ es decir, tales que 

douclc w~,n) denota In probabilidn<l de obtener h éxitos en n ensayos. Se puede pro

bnr que los procesos intercambiables se pucclcn obtener siempre en formn de procesos 

Bcn10ulli. Ln dcmostrni;ión se hace mcdinntc un pnso nl límite, considcrnndo un proceso 

iutcrcnmbinble finito. Primero se clemostrnrñn nlg1111os resultados previos. 

Tcol'umn -1,.1.3 

Sen {X11 } una sucesión <le cnnti<lades nleatorias intcrcnmbiahles con vnrinnzn finitn y 

común u 2 y 5c·nr1 lj1 y l·.(· los promedios de li y~· de las .. \¡ (los promedios pueden tener 
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o no tener términos ·en común). Entonces Vt:, S > 03N E N tal que si h, k ;:::, N, 

Demo.stración. 

Sean m¡ = P(XkpXk2 ,. • .,Xk;l para i = 1,2, ... y seaµ= P(Xf). Como a 2 = 
l'al"(X¡) = P((X¡ - m¡)2) = P(Xf)- m¡, entonces P(Xf) = a2+mI = ¡t Vi EN. 

Por otra parle, del cálculo de P((Yk - lí,)2) se sigue el resultado: sea r el número de 

términos en común de los promedios Yh y lk. Entonces 

P((Yk - Y¡,)2
) = P(Yf - 2YkYh + Yll 

1 k 2 2 k h 
= k2P(( LX;) )- hkP(( L:· X;;)( L X1;l) 

i=I j=I j=l 

+ AP(( t. X1;l2) 
1 j=l 

kµ + k(k - l)m2 hµ + h(h - l)m2 
= k2 + ¡,2 

_ (2rµ + 2(hk - r)m2) 
hk 

hµ + h(k - l)m2 + k·µ .f. k(h - l)m2 - 2rµ + (hk - r)m2 
hk 

µ(h + k -2r) + (11(k - 1) + k(h -1) - 2hk + 2r)m2 
hk 

h+ k- 'r 
= (¡• - m2)(---,;;:-=-) 

:5 c.!.+.!.¡(¡<- m2) 
la k 

1 
Por lo tnnto, la succ;;ión {1~1 } con\•crgc en media cuadrática según Cnuchy. De lo 

nntcrior, se sigue que In sucesión {F11 } tiende a una función de distribución límite F. 

Cul'o)nl'io 4.4.1 

Ln sucesión {F11 } de funciones de distribución con Fn(x) = P(l~1 :5 x) tiende n unn. 
distribución límite Fe(B) cunndo n -+ oo. 
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Dcmo~tración. 

La demostración es similar a In demostración que se dió ni teorema de que lo. conver· 

gcncia débil implica la convergencia en distribución, tomando en lugar de Xn y X a 
X n y X m rcspcctivruncnte. 1 

La distribución de las Yh k = 11 21 ••• , n, condicional n ln ocurrencia de h éxitos 

en los primeros n ensayos, es, como ya se vió, una distribución Hip(n,h,k). Para 

continuar se requiere el siguiente 

Lema 4.4.1 

Sen X - Hip(N, k, n), y sea p = limN-oo .¡,. Entonces si N-+ ex:>, 

Hip(N,k,n)-+ Bin(n,p) 

Demo.Jtración. 

si x :5 k y n - x :5 N - k, entonces 

P( V - ) - (~)( ~.:!) 
.,.. - X - (~) 

_ k!(N - k)!(N - n)!n! 
- N!(k- x)!(n - x)!(N - k - (n - :r))!x! 

= (:) N(N - l)(N - 2~ .. ·(N -(n - l))k(k - l)(k - 2)··· 

(k - X+ l)(N - k)(N - k - l)(N - k - 2)- •• 

(N- k-(n-x) + 1) 

(n)·· k · k k 
= x (l-N)(l,.,.N'-'1)-··(l- N-(n-:r)+l) 

(' L )(k-l)···(k-x+l) 

~-(~()'.'-y,::;:t; N-(n-:r) 

.... ~ x (1-:-"f2 ;-.P; • 

En bnsc .ni res.~~Itn~a -~·rité~i6·~;-y Coirio FN -+ F, se tiene como resultado que 

fo1"Hip(1y,o¡~FN(B)-+ fo1 (~)olf(l -B)N-lfdF(B) 
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Entonces, si se tomnn h y n de tnl forma que cunndo n --+ oo, ~ --+ 8 < oo, se 

tiene que la distribución condicional de Yk dndo Yn =hes Bin(k,6). En particular, 

si k = 1, se obtiene un evento con distribución Bin(l, 8) = Ber(8) y por lo tanto 

P(E;IYn = li) =O. 

Sea 0 la cantidad aleatoria que tiene por función de distribución a la función F. 0 
intuitivamente representa la proporción de eventos ciertos en una sucesión infinita de 

eventos intercambiables¡ de lo anterior se debe tener que 0 E [O, 1}. En lo que sigue 

se dentará como e= lim ~la convergencia en distribución de Ja sucesión {Yn}· Para 

obtener la distribución de lo.s Yk 1 se aplicn el teorema de Bnyes del siguiente modo: 

P(Yk =y)= fo1 
P(Ykl0 = O)dFe(B) 

= (~) fo1 OY(l - O)k-ydFe(O) 

Resumiendo, el resultado anterior queda expresado en el siguiente teorema, conocido 

como el 

Tco1•cmn 4.4.4 (Tcorcmn do rcprcscntnción de De Finctti.) 

Sen {En} una sucesión de eventos intcrcnmbinblcs1 y sen 0 = lim ~. Entonces 

[ 1 k k 
Pk = P(Yk = k) =Jo o dFe(O) = P(0 ), 

y si }'k es el número de éxitos en una subsucesión de tamaño k de {E0 } 1 

El resultado anterior estnblece cuál es la distribución de la frecuencia. en el caso de 

unn sucesión infinita de. eventos intcrcnmbiublcs. 

l11tc1·cmuhinhilidn<l co11dlcionnl. 

Ahorn supóngnsc que en los primeros k ensnyos <le ln sucesión se han observado 

Ji éxitos. ¿CmH es ln probabilidad de los eventos Ek+lt Ek+'l' •.. dada la información 

Y1: = 11? Para responder n cstn pregunta 1 se dcmostrnrá que la situación no se modifica 
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cscncinlmcnte respecto al caso general observando que una sucesión de eventos {En} 

es intercambiable si y sólo si cualquier subsuccsión {En.\} es intercambiable dado un 

evento G. 

Tco1·c111n 4.4.5 

Sen Yk el número de éxitos en los primeros k eventos de una sucesión {En} de eventos 

intercambiables. Entonces la subsuccsión {Ek+1,EJ:+2, ... ) es intercambiable dado 

y¡,= h. 

Demo$tración. 

Sea F = {Yk = h} y G cualquier evento que afirma que una subsuccsión de eventos 

{Ek+lo Ek+2> . .. _} tiene h1 éxitos. Por el teorema .de Bayes, P(GIF) = PPÍiW· El 

c\'cnlo FG considera una sucesión con h + h' éxitos y k - h fracasos, así que 

(
k + "') k-h (k - '') . . 

P(FG) = h + h' i¿; j (-• )
1 
Ph+h'+i· 

Esta probabilidad no depende de cuáles son los eventos particulares que constituyen a 

G, y lo mismo se dice ele P(F), así que P(GIF) sólo elepenele ele h1
• 1 

Falta demostrar que si {E11 } es una sucesión de eventos tal que Vk, la sucesión 

{Ek+l • Ek+2' .. . } es intcrcambinblc dado Yk = h, entonces toda la sucesión es intcr

cnmbinblc. 

Tcorcmn 4.·i.o 
Si {C;}}~ 1 denota una p_nrtición, y si {En} es una sucesión de eventos intcrcnmbiablcs 

clndo Ck pnrn-cncln /.:,entonces los eventos {En} son intcrcnmbiablcs. 

DemoJtrución. 

Por el teorcmn <le. Bnyes, 

P(Ej,Eh ···Ej.)= t P(Ej, E;,··· Ej.ICk) = t p.,.kP(Ck)· 
~¡ ~¡ 

Eut0111..·cs P(Ej¡Eh 00 •Ej") sólo depende ele n y no de los íncliccsj¡,j2, ... ,jn. 1 
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De los resultados anteriores, es posible responder a la pregunta inicial a través del 

siguiente 

Tcarcn1n 

Si {En} es una sucesión de eventos intercambiables, Y1: es el número de éxitos en las 

primeras k observaciones, y e = limn-oo >:-, entonces 

i. 

ii. Sen p~ el equivalente de p,. dado Yi: = h. Entonces 

p~ = P(Ek+1Ek+2· .. Ek~rlYk = h) = P(0klyk = h) 

iii. Si Yk,r es el número de éxitos en Ek+J, ... 1 Ek+r 1 entonces 

P(l'k,r = YIYk = h) = (~)P(E>Y(1 - e¡r-Y¡yk = h) 

El inciso (i) del teorema anterior establece que 

en donde dF(O) es In distribución inicial de 0 y la función de verosimilitud de Yk dado 
r¡uc 0 =O tiene In forma v(O) = geh(I - O)k-h. 

A continuación se darán los detalles de un caso simple muy especial: se supondrá que 

In distribución inicinl de 0 es uniforme (dF(O) = 1(0 $.O$. 1). Esta es In versión chísicn 

de Dnyes-Lnplacc, que corresponde n la idea de que no se tiene ningún conocimiento 

sobre e. Dnjo este cnso, la funcióin <le verosimilitud es creciente de [O, Í), alcanza 

su 1m:í.ximo cuando 8 = ~, y después decrece de (~ 1 l]. Puede demostrarse que la 

distribución posterior qc E>, cuando k, h crecen, es nsintóticruncmte una N(B, ~), 
donde {j = i. De esta formn, la previsión de la cnnticlad aleatoria 0 corresponde a la 

frccucncin obser\'adn, y esto clcmucstrn el rcsultn<lo buscado. 

Tcormun ·1.·J. 7 

Si /¡ y J.· se loman suficientemente grnncles de tnl forma que In proporción 8 = ~ se 
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mnntengn constante, y si se supone unn distribución inicial para E> uniforme, entonces 

In distribución posterior de 0 es asintótic:amcnte normal con parámetros 8 y BO¡B>. 

DemoJtración. 
Sea u2 = Oo¡Ol y x = 0; 8. Entonces 

v(9) = J(9h(l - 9)k-h = (9t(1 - 9¡1-t1k 

= K(9¡¡(1 - 9)1-ii]k 

= K((xu + ii)¡¡(l - xu - ii¡t-ii¡t 

= J('((l + ~)º(1- ~)1-ii¡• 
9 1-8 

Obteniendo lognritmos 1 y después desarrollando. el logaritmo en su serie de Taylor 

alrededor del 11 se tiene que 

log(v(Bl¡ = log((1 + =~-itºc1- ~)•<1-ii)J 
K' 9 1-9 

= kiilog(l- ~) + k(l - ii)log(l - ~) 
9 1-9 

= kii(~ - !x2ii(l - ii) + O(k-~)) 
9 2 92k 

2- -
+ k(l - ii)(-~ -!~ + O(k-~)) 

1 - 9 2 (1 - 9)2k 

= _!x2(ii + 1- ii) + O(k-!) 
2 

Este último valor converge nsintóticamente a -~x2 , por lo que v(8) se aproxima a 

un valor proporcional a e-!z
2 1 

4.5 Interprctnción de la I11terca111biabilidad. 

Hnstn nquí se hn cst;tblecido la noción gcncrnl de intcrcambiabilidnd estocástica, y 

se lrn obtenido el teorema de representación de De Finetti 1 que afirma que una. sucesión 

infinita de eventos intcrcnmbinblcs puede cnrncterizarsc como una combinación lincnl 

de lns distribuciones de independencia y cquiprobnbilidad. Para hacer claro lo anterior 

cuusi<lércsc el siguiente ejemplo. Se tiene unn urmt con N bolas blancas y negras 

en proporciones desconocidas. Se hacen extracciones ele la urna reemplazando lu. bolo. 
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después ele que es extrnida. La proporción de holas blancas en la urna puede tener varios 

posibles \'alares p¡ E {0 1 -}¡, -k, ... , 1}, n los cuales se les dan ciertas probabilidades p¡. 

Estas extracciones son eventos intercnmbiablcs, y la probabilidad de un resultado da.do 

es 
N+I N+I 

P(E) = L P(Elp;)P(p¡) = L p¡P¡(E) 
i=l i=l 

Entonces, los c\•entos intercambiables corresponden a aquellos que se conocen ordi

nariamente como "eventos independientes y con probabilidad constante pero dcscono

cidn p". Por otro Indo, la distribución Fe(B) representa la probabilidad de que la. 

"probabilidad desconocida" p sen más pequeña que 8. De esta manera, a través de los 

c\"entos intcrcnmbinblcs, uno evita suponer que más allá de In distribución de proba

bilidad correspondiente n un juicio, exista una distribución desconocida y objetiva, y 

que las diferentes hipótesis aceren de esta distribuc.ión desconocida puedan constituir 

c\'cutos cuya probabilidad uno puede considerar. 
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CONCLUSIONES. 

Desde un punto de vista matemático, las diferencias básicas entre el enfoque de De 

Finctti y el enfoque usual de la probnbilidad, consiste en los siguientes puntos: 

1. Se rcchnza In idea de interpretar a los eventos como conjuntos en fonna 

sistemática¡ los eventos pueden ser considerados proposiciones o con

juntos o números, y no es necesario que constituyan una u-álgebra. No 

nccesnrinmcntc todo evento está compuesto de eventos elementales. 

2. Se rechaza In idea de que exista una única función P definida sobre lo. 

clase de eventos bajo consideración. En su lugar, De Finctti cnrncter

iza todas lns P que son ndimisiblcs¡ éslns constituyen una clnsc "P de 

previsiones coherentes que resulta ser una clase cerrada (en el scntiodo 

topológico), nsí que cualquier P adherente a 'P pertenece n la clase, lo 

cual no se satisface en el enfoque de Kolmogorov. 

3. Se rechaza la u-aditividnd por ser demnsiado restrictiva, sin tener 

necesidad de serlo, sobre la asignación de probabilidades. 

4. Se rechaza In trnnsformndón del teorema de probabilidad totol en una 

definición de probabilidnd condicional. 

Ln noción de intcrcnmbiabilidad ha sido y sigue siendo ampliamente estudiada, 

aunque desde el esquema de u-ndith·idnd. Bajo tal esquema, resulta mucho más 

clnro entender los resultados, yn que en ese caso es posible gnrnntiznr In existencia de 

uun \•m·iahlc nlentorin 0, tal que P(0 E (O, I]) = 1 y tn! que E(0k) = Pk Vk > l. 

Esto prO\·ienc del hecho <le que en <:ste cnso 1 la convergencia en media cuadrática según 

Cnuchy sí garantiza la existencia <le unn 1ínicn 8, y no exclusivamente la convergencia 

en distribución. Además, es posible demostrar el teorema de representación mc<lnintc 

un teorema debido n Hausdorff y que reduce el teorema a un problema de momentos. 

En cstu tesis súlo se utilizó intercnmbinbilidnd pnrn justificnr el punto de vista fre~ 

cuentista desde un puntO de vistn subjetivo¡ por tal motivo, no se desarrolló con mayor 

nmplit11J el cuso de cantidudcs alcntorins intercambiables en general. Por otra parte, 

tnmpoco se desarrolló una teoría de probnbili<lnd con<licionnl sin el supuesto de que el 

evento conclicio111u1te tuviera prohnbilidnd O, cosa que es posible en el enfoque de De 

Fiuctti debido a los puntos 3 y 4 mcncionn<los ni principio ele cstns conclusiones. 
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