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Introducción. 

Sea X un continuo, C(X) el hiper-espacio de subcontinuos de X 

(derlnlclón 0.1) y µ C(X) (0,oo) una función de Whltney (der. 

0.1.2). Estamos interesados en el siguiente problema 

¿ cuáles propiedades topologícas de X son propiedades de Whitney ? 

Decimos que P es una propiedad de Whltney si siempre que X tiene la 

propiedad P, µ - 1(t) tiene la propiedad P para toda µ función de Whitney 

y para toda t e (0,µ(X)J. 

En esta tesis estamos Interesados en las siguientes propiedades de 

Whitney. 

PROPIEDADES 

TOPOLOGICAS DE X SE DEMUESTRA EN REFERENCIA. 

CONTINUO CAPITULO 1 NADLER 

LOCALMENTE CONEXO CAPITULO 2 NADLERI 

CONEXO POR ARCOS CAPITULO 3 NADLER, PETRUS 

ARCO CAPITULO 3 NADLER 

DESCOMPONIBLE CAPITULO 4 NADLER, PETRUS 

HEREDITARIAMENTE 

INDESCOMPONIBLE CAPITULO 4 NADLER 

APOSINDETICO CAPITULO 5 PETRUS 

FINITAMENTE 

APOSINDETICO CAPITULO 5 PETRUS 

MUTUAMENTE 

APOSINDETICO CAPITULO 5 PETRUS 
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Pre U minares 

0.1 Hechos Bisicos y Notación. 

Con la palabra can.tln.u.a denominamos a cualquier espacio métrico 

compacto y conexo conteniendo más de un punto. A menos que se diga otra 

cosa denotaremos por X un continuo con métrica d. Un ~ A de X 

es un subespacio conexo y compacto de X. Sea 

2X = { A s; X ( A es no vacío y compacto} 

C(X) = { A e 2X ( A es conexo 

Una métrica esta definida para 2X como sigue: 

(0.1.1) DEFINICION Si e > O y A e 2X, entonces 

Nd(e,A) = { a: e X ( d(a:,a) < e para algún a e A }· 

Note que Nd(c,A) =.~A Bd(c,a). 

SI A, B e 2x, entonces definimos 

p(A,B) = inf{ e > O ( A s; Nd(e,B) y B s; Nd(e,A) } 

es llamada la .Afétttlca de H<UU>CiartU úuú.Ldda pwi.a 2x p-OJt d. 

Es fácil checar que la función p : 2X x 2X -+ [0,m) es una métrica para 

2x. CONVENCION. Se denota por 2X al conjunto que definimos arriba 

con la topología obtenida mediante la métrica de Hausdorff. Por C(X) al 

espacio con la topología relativa heredada por 2x. Los espacios C(X) y 

2X son llamados 1U.pe1U!1>paclcu> de X. 

Es sabido ( ver [Nadler,0.8] ) que los espacios 2X y C(X) son compactos. 

(0.1.2) DEFINICION. Sea V = 2X 6 C(X). Por un .Afap.ea de W~ 
pwi.a V entendemos una función continua µ : V -+ [O,m) que satisface: 

a) si A, B e V son tales que A s; B y A "' B, entonces µ(A) < µ(B), 

b) µ( {a:} ) = O para cada a: E X. 

Ejemplos de Mapeos de Whitney ver [Nadler]. Denotaremos µ un Mapeo de 

Whitney para C(X), a todo lo largo de este trabajo. 



(0.1,3) DEFINICION. SI A s; X, entonces C(A) = ~ Y E C(X) 1 

Y s; A ~ es el hlperespaclo de A. 

Sea µ cualquier mapeo de Whitney para C(X) y dada t E [O,µ(X)], 

sea C(A,t) = ~ y E µ-1(t) 1 y s; A~ y e~ = ~ y E µ-
1(t) 1 A s; y ~· 

(0.1,4) DEFINICION. Sea A e 2x para n E IN. Entonces definimos: 
n 

llm lnf' An = ~ a: E X 1 para toda e > O , Bc(a:) n An "' 0, para casi 

toda n (todas salvo un número finito) ~· 

llm sup An = ~ a: E X 1 para toda e > O 

infill¡ldad de n's ~· Observese que llm inf' An s; lim sup An. 

(Ú.s) TEOREMA [Nadler] a: E lim inf A si y sólo si existe una 
n 

sucesión ~a:n~nelN de X tal que a:n .. a: y a:n E An, para cada n E IN. 

(0.1.&) TEOREMA [Nadier,0.7] Sea ~An~nelN s; 2x, entonces An 

converge con la métrica de Hausdorff a un A E 2x si y sólo si 

lim inf A = A = lim sup A . 
n n 

(0.1.7) DEFINICION. (PROPIEDAD DE KELLEY) Se dice que X tiene la 

propiedad de Kelley si dado e > O existe o(c) > O tal que si a, b e X 

con d(a,b) < ó y a E A e C(X), entonces existe B e C(X) tal que b e B y 

P(A,B) < c. 

(0.1.S) DEFINICION. Sea X un continuo y sea peX. Definimos la 

~Ken Xdepcomo: 

K = ~ a: e X 1 existe un subcontinuo propio A de X tal que p, a: e A 

(0.1.9) DEFINICION. Una función continua, sobre f : X .. Y se 

dice man.6tana si f-1(y) es conexo para cada y e Y. 
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(0.1.10) DEFINICION. Sea /. : X .. Y y A s; X, usaremos ll" (la 

restricción do l a 11.) para denotar Ja función de A sobre Y definida por 

<ll ,.Ha:J = /(a:), para cada a: e A. 

(0.1.11) TEOREMA. Si A s; X y l X .. Y es continua, entonces 

11,. : A .. Y es continua. 

(0.1.12) TEOREMA. Sea / : X .. IR continua con X conexo. 

Si /(a:) < e < l!a:), entonces existe z e X tal que l(z) = c. 

(0.1.13) LEMA. Sea µ un mapeo de Whitney cualquiera para C(XJ. 

Dado e > O, existe c5
1 

> O tal que si K e C(X) y diam[K] < c5
1

, entonces 

µ(KJ <c. 

2)em=trtaci.6rt. 

Dado que µ es uniformemente continua, existe c5
1 

> O tal que si 

p(H,LJ < c5
1

, entonces 1 µ(HJ - µ(K) 1 < c. Ahora, sea K e C(XJ tal que 

diam(K] < c5
1 

y sea k un punto fijo de K, entonces p(K,~ k ~) < c5
1
• Asf 

< e, es decir, µ(K) < e (pues µ(~ k ~) = O). 

(0.1.14) LEMA. Sea H e C(XJ y sea u : [0,1] ... C(X) una función 

continua. Sea A = ~ H v u(<>) 1 O :s <> :s 1 ~ y sea f : (0,1] .. A Ja 

función definida por f(<>) = H v o-(<i). Entonces f es continua. 

Sea ~"n~nelN una sucesión en (0,1] que converge a "o· 

Se demostrará que f(<>n) convege a f(<>
0

), es decir, H v o-(<>
0

) converge 

a H v O"(c
0

). Para esto basta demostrar (por terema o.t.6) que 

lim inf [ H v o-(<> l ) 
n 
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demostrar lo siguiente : 

ll llm sup [ H v v(6n) ) ~ [ H v 0'(6
0

) 

lll [ H v v(6
0

) ) ~ llm lnf [ H v v(6n) ). 

Demostración de Ja parte (!). Sea a: E llm sup [ H u 0'(6 n) J. 

Entonces para cada e > O, Bc(a:) n [ H u 0'(6n)) • "• para una infinidad 

de n's. Ahora consideremos 2 casos : 

Caso J. SI Bc(a:) n H • " para cada e > O, entonces a: E H-= H. Así 

a: E [ H u v(6
0

) J. 

Caso 11. Si Bc(a:) n 0'(6
0

) • l2l para cada e > O, para una infinidad de 

n's, entonces a: e v(6
0

). Así a: E [ H. u 0'(6
0

) J. 

Ahora demostraremos (ii). Sea a: E [ H u 0'(6
0

) ). Si a: E H, entonces 

Bc(a:) n H • 121. Así que Bc(a:) n [ H u v(6
0

) 1 • 121, para toda n E IN y 

para toda e > O. De manera que a: e lim inf [ H u v(6 ) J. 
n 

lim inf v(6 ), entonces B (a:) n 0'(6 ) • 0, para toda 
n e n 

n > N. Así B.,(a:) n [ H u <r(6
0

) ) • 0, para toda n > N. Demanera que 

a: E lim inf [ H u v(6 J J. 
n 

Como lim inf H u v(6 ) 
n 

= H U v(6
0

) (parle (1) y 01>) y 

lim inf [ H u <r(6
0

) ] s= lim sup [ H u 0'(6
0

) ], 

[ H u v(6
0

) ] s= lim sup [ H u v(6
11

) ). Así por la parte Cil tenemos que 

limi sup [ H u v(6
0

) ] = H u <r(6
0

). 

Por tanto lim inf [ H u v(6
0

) 1 = lim sup [ H u v(6n) 1 

Así que tenemos la continuidad de f. 

Co.1.1s) LEMA [ 1 J. Si e > O, entonces existe c5 = c5(c) > O tal 

que si A, B e µ -1(t) para algún E [O.l) y p(A,B) < c5, entonces 

p(A',B'l < e para cada A', B'e µ-1(t) n C(A u B). 
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(0.1.1&) TEOREMA [Kraslnklewlcz]. Sea µ u~ mapeo de Whltney y 

t E [O,l], entonces dado e > O, existe un número TI > O tal que, para 

A, B E µ- 1(t), si B s;; Nd(TJ,A), entonces p(A,B) < c. 

Vem=tn.aclón. 

Supongamos lo contrario, entonces para cada n e IN, existen 

continuos An, Bn e µ-
1
(t) tales que Bn s;; Nd(l/n,An) y p(An,Bn) " e. 

Como µ - 1(t) es compacto, podemos suponer que An .. A y Bn .. B, con 

A, B E µ - 1(t). Por la continuidad de la métrica de Hausdorff p(A,B) " e 

y B s;; A ya que Bn s; Nd(lln,An). Entonces B es un subcontinuo propio 

de A, y por tanto µ(B) < µ(Al, lo cual es una contradicción. 

(0.1.17) TEOREMA [Nadler,20.6]. Sea (M,d) un espacio métrico 

compacto. Si A y B son subcontinuos cerrados de M tal que ningun 

subconjunto conexo de M intersecta a A y B, entonces existen 

subconjuntos ajenos compactos, M
1 

y M de 
2 

M tal que As;; M
1

, B s;; M2 y 

M=M u Mz. 1 

(o.1.1e) TEOREMA [Nadler,20.1]. Sea X un continuo y sea U un 

subconjunto abierto no vacío de X. Si K es componente de U , entonces 

K " Fr[UJ "' 121 
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0.2 Se¡mentos y Arcos Ordenados. 

Iniciamos la dlscución de la estructura de los arcos con las 

siguientes definiciones. 

(0.2.0) DEFINICION. Sea µ un Mapeo de Whltney para 2X. Sea A , 
o 

A
1 

E 2x. Se dice que una función 11' : (0,1) .. 2X es un oeqmen.t.a con. 

ltehp.ecta a µ de A
0 

a A
1

, si 

l) 11' es continua sobre [O,!); 

ii) 11'(0) = A
0 

y 11'(1) = A
1
; 

liil µ( 11'(t) ) =( 1-t ) µ( 11'(0) ) + t µ( 11'(1) ) 

para cada t e [0,1); 

(0.2.1) DEFINICION Un an.ca ortdenada en 2X es un arco a en 2X 

tal que si A, B E a, entonces A i; B 6 B & A. 

(0.2.2) TEOREMA [Nadler 1.25). Sean A
0

, \ e 2x. Las siguientes 

afirmaciones son equivalentes: 

ll Existe un segmento en 2x de A a A , 
o 1 

iil A
0 

& A
1 

y cada componente de \ intersecta a A
0

• 

Además si A
0 

"' A
1

, entonces las dos afirmaciones anteriores son 

equivalentes con la siguiente, 

iii) existe un arco ordenado a en 2x de A a A . o 1 

(o.z.3) TEOREMA [Nadler 1.26). Si 11' : (0,1) .. 2x es un segmento 

tal que 11'(t
0

) E CCXJ para algún t
0 

e (0,1), entonces 11'(t) e C(X) para 

cada t E [t
0

,1). Por tanto, si 11'(0) e C(XJ, entonces .,.¡ [0,1) ) & C(X). 
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(0.2.4) LEMA [Nadler,1.3) Sea V s; 2X tal que .Para cada A, B e V, 

se tiene que A s; B o B s; A. Entonces µ es uno auno sobre V y por tanto, 

si V es compacto, la restricción de µ a V es un homeomorfismo. 

(0.2.s) TEOREMA [Nadler,1.4). Sea V un subcontinuo de 2x. 

Entonces V es un arco ordenado si y sólo si A, B e V implica A s; B o 

B ¡; A. 

(0.2.6) LEMA [Nadler,1.5). Si « es un arco ordenado en 2X, 

entonces [f'llX) e « y [ua:J e a:. 

(0.2.7) TEOREMA [Nadler,1.6] Si « es un arco ordenado en zX, 

entonces los dos puntos extremos de « son [no:] y [ua:]. 

(0.2.e) DEF"INICION. S « es un arco ordenado en 2x, entonces se 

dice que a es un arco ordenado de (o, empieza con) {na] a (o, termina 

con) [U«]. 

(0.2.9) TEOREMA [Nadler,1.8]. 

Sean E 2x tales Entonces las siguientes 

afirmaciones son equivalentes: 

l) Existe un arco ordenado en 2x de A
0 

a A
1

; 

iil A
0 

s; A
1 

y cada componente de \ lntersecta a A
0

• 

1) .. lll Sea « un arco ordenado en 2x de A
0 

a \• por 0.2.1 y 

0.2.s, A
0 

= íl « y A
1 

= U a:, asf A
0 

s; Ai" 

Ahora supóngase que existe una componente L de A
1 

tal que L " A
0 

= 0 

Entonces ningún subconjunto conexo de A
1 

lntersecta a A
0 

y L (Pues si 

exlsllera H conexo en A
1 

tal que H n A.
0 

• " y H n L ~ 0, entonces 

7 



H U L es conexo, pero L H un conexo m'xlmo, a.C que H s;;; L, de aqul 

que L n A
0 

- "' Jo cual H una contradicción). 

Por el teorema (0.1.17), existen subconjuntos ajenos compactos B
0 

y B
1 

de A
1 

tal que A
0 

s; B
0

, L ¡; B
1 

y A
1 

= B
0 

u B
1
• Sea 13

0 
= {A e o: 1 A s; B0 ~ 

A n B 
1 

,_, " ~· Claramente 13 
0 

y 13
1 

son distintos del 

vacío (pues AOEl3o y A1e13/ Dado que B " B = 0,entonces 130 n 131 = "· o 1 

Ahora se asegura que 130. 13, son cerrados en 2x (en efecto, al 

e ~nEIN ea un• •uce•lón 130 tal que e .. e, como o: cerrado, 
n n 

e E O:; ahora como e s; B para cada n E IN, entonces e s; B. De n o o 

manera similar prueba que 13 .•• 
1 

cerrado). Ahora verifiquemos que 

13
0 

U 13
1 

= o:. Dado que A s; A
1 

y \ = 8
0 

u 8
1

, por cada A e o:, se tiene 

que o: s; 13
0 

u 13
1
• Y dado que 130 u 13

1 
s; o: tenemos que o: = 130 u 13

1
, así 

tendría una separación de o:. Lo cual es imposible pues o: es un conexo. 

Por tanto, cada componente de \ intersecta a A
0

• 

11 .. 1 ] Supóngase que A
0 

., \· 

Sea F. la familia de todos los subconjuntos r de 2x que tienen las 

siguientes tres propiedades: 

!) Si G e r, entonces A
0 

s; G s; A¡' 

2) Si G e r, entonces cada componente de G intersecta a A
0

• 

3) Si G, H e r, entonces H s; G ó G s; H. 

Note que F es no vacío pues { A
0

, A
1 

~ e F· 

Dado que la unión de cualquier cadena ascendente de elementos de F. es 

de nuevo un elemento de F. se sigue por el lema de Zorn, existe un 

elemento r
0 

maximal de F· 

Se probará que r
0 

es un arco ordenado de A
0 

a \· 

Afirmación: si r E F • entonces r- E F· 

Demostraremos que r- cumple (1), (2), (3). 

Sea G e r , entonces existe una sucesión Gn ~nelN con Gn e r tal que 

8 



Gn .. G. Como A
0 

s; Gn s; A
1
, por cada n E N, se tiene que A

0 
s; G s; A

1
• 

Así se cumple (1). 

Sea K cualquier componente de G. Sea k E K, entonces existen kn E Gn 

tal que { kn ~n E N converge a k. 

Sea Kn componente de Gn tal que kn e Kn. Dado que 2x es compacto se 

puede suponer que { K 
n 

~ converge, digamos a K. Así k e K
0

, pero K es o 

el máximo conexo que contiene a k, así que K ¡; K. Ahora dado que 
o 

K ('\ Ao .. "· por cada n E IN, se tiene que K ('\ Ao .. "· Por tanto 
n o 

K
0 

n A
0 

" "· Así se cumple (2). 

Sean G, H e r-, y sean { G H sucesiones, con G , H 
n n 

E r, tal 
n n 

que G .. G, y H .. H. Dado que G, H E r, se tiene que G ¡; H 6 
n n n n n n 

H s; G . Ahora considremos dos casos: 
n n 

Caso l. Supongamos que G ¡; H para cualquier n e - ¡; IN 
n n 

CE lnflnlto), así 

lim inf Gn = lim sup Gn G s; lim inf H 
n 

lim sup Hn H, es decir, 

G s; H. 

Caso IJ. Supongamos que Hn s; Gn para cualquier n E O s; IN (O 

Infinito), así 

llm lnf H 
n 

lim sup Hn = H s; lim inf Gn = lim sup Gn = G, es decir, 

H s; G. Así, considerando los dos casos. anteriores se tiene que se 

cumple (3). 

Por lo anterior ro- E F. pero ro es un elemento máximo de F. as{ que 

r 
0 

r 
0
-, es decir, r 

0 
es cerrado en 2x. Por tanto r 

0 
es compacto (pues 

2X es compacto). 

Sea W 
0 

= µ j r . Se afirma que W 
0 

es un homemorfismo sobre su imagen. 
o 

Primero se verá que W 
0 

es inyectiva. 

Sean G, HE r
0

, G,. H, entonces G s; H 6 H s; G. Así que W
0

(G) < W
0

(H) o 
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W
0

(H) < W
0

(G), es decir, para cada G, H E· r
0

, se tiene que 

W 
0
(H) " W 

0
(G) por tanto W 

0 
es Inyectiva. 

Dado que r
0 

es compacto, W
0

Cr
0

) es T
2 

y W
0 

es continua, entonces W
0 

es 

una función cerrada. Así W 
0 

es un homeomorflsmo sobre su imagen. 

Note que, por ser r
0 

elemento máximo, se debe tener que A
0

, A
1 

e r
0

• 

Puesto que W 
0 

es un mapeo de Whitney, y r 
0 

satisface la condición (1) 

tenemos que : 

Para ver que r 
0 

es un arco ordenado, sólo hay que mostrar que 

(••) ••• [ W
0

(A
0

),W
0
(A

1
) ) !;; W

0
Cr

0
). 

Supóngase que es falso (••). 

Entonces existe 

1-----
WOCAO) 

-~~~~~~-] 

W (A) 
o 1 

y como 

en 

Ahora a partir de R
0 

y T
0 

construiremos un elemento r
1 

de F que 

contiene propiamente a r 
0

, lo cual nos llevará a una contradicción. 

Dado que r 
0 

< t
0

, entonces la contención R
0 

e T 0 es propia. Ya que µ es 

un Mapeo de Whitney. 

Ya que R
0 

!;; T
0

, entonces existe e > O tal que N(c,R
0
)-, no contiene a 

T
0

• Sea p e [T
0 
'-N(c,R

0
)-) y K la componente de T

0 
que contiene a p. 

Por (2) K n A
0 

" 121. Dado que A
0 

!;; R
0 

pues r
0 

cumple (1), K n R
0 

" 121. 

Sea q e K n R
0 

y U = N(c,R
0

) n K. Claramente U " 121, pues q e U. Además 

U es abierto en K. Asf sea M la componente de u- que contiene a q. 

Por teorema (o.1.1a), tenemos que 
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[al M n FrK(U) ,. 11i, donde FrK denota la frontera en K. 

Sea G
0 

= R
0 

U M • Sea r
1 

= r
0 

v ~ G
0 

~ • Se demostrará que r
1 

satisface desde (!) hasta (3), es decir, r
1 

e F· 

Para esto, primero note que: 

(!) R s; G 
o o 

y por [a) se tiene que 

También, dado que M s; K s; T 
0 

y R
0 

s; T 
0

, se tiene que 

(lil) Go s; To 

y ya que p e [T
0
\G

0
), se obtiene que 

(lv) G
0 

,. T
0

• 

Dado que R
0

, T
0 

E r 
0 

y R
0 

s; T 
0

, se tiene que 

(v) Aº s; Ros; Go s; Tos; Al (pues ro E Fl. 

Ahora por (!), (ii) y (v), A
0 

s; G
0 

s; AJ° Así r
1 

cumple (1). 

Dado que G
0 

= R
0
u M y dado que M es conexo y M n R

0
;e l1l (pu•• q e M n R

0
) 

se tiene que cada componente de G
0 

contiene una componente de R
0

• 

Pero cada componente de R
0 

intersecta a A
0

, ya que por (2). cada 

componente de G
0 

lntersecta a A
0

• Así r
1 

cumple (2). 

Dado que r
0 

cumple (3). W
0 

es un mapeo de Whitney y por Ja propiedad 

(•J. si G E r
0

, entonces G s; R
0 

6 T
0 

s; G. Y Como R
0 

s; G
0 

y G
0 

s; T
0 

(por 

m y no), G s; G
0 

6 G
0 

s; G . Así r
1 

cumple (3). 

Dado que ro s; rl y ro es elemento máximo en F. se tiene que rl = ro. 

Por tanto G
0 

e r
0

• Por (i) hasta (iv) se tiene que r
0 

< W
0

(G
0

) <t
0

, lo 

cual contradice la propiedad de que, s ti! w ocr o) siempre que ro< s < to. 

Por tanto W(r
0

) = [ W
0
(A

0
).W(A

1
) ). Así la prueba queda completa. 
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(0.2.10) TEOREMA [Nadler,1.11]. 

SI a es un arco ordenado en 2x tal que su elemento 

mínimo AD e C(XJ, entonces a s; C(XJ. 

Sea B e a tal que B ,,. AD. Considere a' el subarco de a con extremos A
0 

y B. Por definición, A' es un arco ordenado de A
0 

a B. Así por el 

teorema (0.2.9), A
0 

s; B y cada componente de B lntersecta a A
0

• 

Afirmamos que B = U { A
0 

u K 1 K es componente de B }· En efecto, 

es inmediato que U ~ A
0 

u K 1 K componente de B } está contenido en B. 

Ahora, sea b e B y consideremos Kb ·la componente de B que contiene a b, 

asf b e (Kb u A
0

), por lo que B s; U { A
0
u K 1 K es una componente de 

B}. 

Como A
0

, K son conexos y A
0 

n K ft 0 (para cualquier componente K de 

BJ, AD v K es conexo. Así U { AD u K 1 K es componente de B es 

conexo. Por tanto B e C(X), para cualquier B e a, es decir a s; C(XJ. 

(D.2.11) LEMA [Nadler,14.8.1]. 

Sea X un continuo y O < t < µ(X). 

Si A, B e µ -
1
(t) tal que A " B " " y A ,,. B, entonces existe un 

arco a contenido en [ µ-1(t) f\ C(A u B) J tal que a tiene 

extremos A y B. 

7JemaWtaci.6n. 

supongamos sin pérdida de generalidad que µ(X) = l. 

Sea K una componente de A n B. Como A y B son conexos, entonces existen 

(por loa lemas 0.2.1 y 0.2.2) segmentos : 

Sea t e (0,1] fijo. 

cr
1 

: (0,1) .. C(A) de K a A, 

cr
2 

(0,1) .. C(B) de K a B. 

Dado que µ(cr
1
(t) v cr

2
(0)) = µ(cr

1
(t)) " µ(AJ \ y 
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existe s e [0,1) tal que µ(cr
1
(t) v cr

2
Csll 

(por el lema 0.1.14 y por el teorema 0.1.12). 

Ahora por cada t e [O,l), existe s que satisface 4.1, denotemos s = st 

por cada t. Entonces dado t e [0,1) tenemos µCa}tl v cr 
2
Cst)) = t

0
• 

Definimos: 

g : [0,J) -+ µ - 1(t
0

) como 

g(t) = cr
1
(t) v .,.

2
(st)' por cada t e [O,l) 

Ahora se probará que g es una función continua. 

Sea t e [O, 1) fijo. Sea ~ t n ~ nelN una ~ucesión en [O, l) tal que \ -+ t. 

Dado que la sucesión correspondiente ~ st ~ nEIN tiene una subsucesión 
n 

convergente, supongamos sin pérdida de generalidad que ella misma 

converge digamos a r. Por Ja continuidad de cr
1

, .,.
2 

y por Ja forma en 

que se definió g, se tiene que : 

g(tn) = cr
1
(tn) u cr

2
(st ) -+ cr

1
(t) v 0'

2
(r) 

n 

cuando n -+ a:i 

Dado que µ(g(tn)) = t
0

, por cada n y µ - 1(t
0

) es cerrado, se tiene que 

que, [O'/tl v .,. 
2

Cr)) e µ - 1Ct
0

). 

Observe que: 

cr/tl v 17'
2
(r) s; cr

1
(t) v 0'

2
(st) = g(t) si .r:sst (por definición de cr

2
) 

cr
1
(t) V 0'

2
(r) ;;;? cr

1
(t) V cr

2
(st) = g(t) si St:Sr (por definición de cr

2
). 

Por tanto, cr
1
(t) v .,.

2
(r) y g(t) son subcontinuos de X con el mismo 

µ-valor y uno de ellos está contenido en el otro. Por tanto por 

ser µ un mapeo de Whitney, se sigue que g(t) = cr/tl v 17'
2
(r). 

Así g(tn) -+ g(t) cuando n -+ • Por tanto g es continua. 

Note que g(O) = B y g(l) = A, pues g(OJ = cr
1
(0) v 17'

2
(s

0
J = KV cr (s) 

2 o 

es un subcontinuo de B con el mismo µ-valor que B, así que g(O) = B, 
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que g(l) = A. 

Ahora como (0,1) es un conexo por arcos y g es continua, se tiene que 

g([O,l)) es un conexo por arcos. Por tanto existe un arco contenido 

en g([O,l)), con extremos A y B. 

Note que, por construcción K ~ R para cada R e a. 

(0.2.12) LEMA [Kelley,1.1) Sea µ cualquier mapeo de Whitney para 

C(X). Sea v C(C(X)) CCXl la función definida como 

v{V) = U ~ A 1 A e V ~· Entonces 

a) Dado c>O, si :0
1

, :0
2 

e· C(C(X)) y p2(:D
1
,:D

2
J < e, entonces 

p(v(:D
1
),0'(:0

2
J) < C (p2 •• la mHrlca de Hausdorrr para C(C(X))), 

b) O' es continua. 

c) Sea t e [O,µ(X)J. Sea A e µ-1(t) y sea t
0 

e [O,t), entonces 

v(C(A, t
0

)) = A. 

V~. 

(a) Está demostrada en [Kelley 1.1), (b) es inmediata de (a). Para 

probar (c), primero se probará que O'(C(A,\ll ~ A. 

Sea a: e v(C(A,t
0

)), entonces existe un K e C(A,\l tal que a: e K. 

Dado que K ~ A, a: e A. 

Ahora probaremos que A ~ v(C(A,t
0

)J. 

Sea a: e A, entonces existe A
0 

e C(A,t
0

) tal que a: e A
0 

( por los 

teoremas o.2.9, 0.2.10, O.J,11, 0.1.12). As! 
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CAPITULO 1 

l. La propiedad de ser un continuo es una Propiedad de 

Whltney. 

La propiedad de ser un continuo es una Propiedad de Whitney 

significa que, si X es un continuo, entonces µ- 1(t) es un continuo para 

cada Mapeo de Whitney µ para C(XJ y cada t, O " t :s µ(X). Veamos 

a continuación que esto es verdadero para cualquier continuo. 

(1.1) TEOREMA [Nadler,14.2). 

Si X es un continuo, entonces µ-1(t) es un continuo, para 

cada t e [0,µ(XJJ. 

:Venu:u>tnación 

Sea t e [O,µ(XJ]. Se demostrará que µ- 1(t) es conexo y compato. 

La compacidad de µ - 1(t) se sigue de la continuidad de µ y la compacidad 

de C(XJ. Ahora probaremos que µ- 1(t) es conexo. 

Supongamos que no Jo es, entonces existen dos subconjuntos cerrados 

ajenos y no vacíos :B y :V de µ- 1(t) tal que µ- 1(t) = :B v :V. 

Consideremos 8 = U ~ A 1 A e :B ~ y t; = U ~ A 1 A e :V ~- Afirmamos que: 

iJ 8, t; son subconjuntos no vacíos, cerrados de X; 

ii) B " t; = 0; 

iii) 8 v /; = X. 

Como i! y :V son no vacíos, 8 y t; son no vaclos. 

Veremos que 8 y /; son cerrados. Basta demostrar que 8 es cerrado pues 

Ja demostración para t; es análoga. 

Sea ~ a:n ~ nelN una sucesión en 8 que converge a un a:
0 

e X. Para demostrar 

que a:
0 

e 8, sea 8n e :B tal que a:n e Bn. Como :B es compacto, podemos 
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suponer que iB0 ~ converge digamos a 8
0 

(ea declr llm lnr 8
0 

= e
0 

= Um

•up 8
0 

teorem• 0,1.b). Como :B es cerrado, 8
0 

E :B, ya que cada a:
0 

E 8
0

, 

a:
0 

e B
0 

(teorema 0.1.s). Por tanto a:
0 

e B. Queda probado que B y ti. son 

cerrados. 

Ahora se probará que B n ti. = 0. 

Supongamos que B n ti. • 0, elegimos a: e [B n ti.]. Entonces a: e A, para 

algún A e B y a: e H, para algún H e ti.. Por el lema (0.2.11) existe un 

arco a s; µ-1(t) con extremos A y H, pero esto es imposible ya que 7l y :D 

son una separación de µ - 1(t
0

). Queda demostrado que B n ti. = 0. 

Falta ver que B u ti. = X. 

Claramente B v ti. s; X. Sea a: e X, por los teoremas (0.2.9), (0.2.10) 

tenemos que existe un arco ordenado a s; C(X), con extremos ~a:~ y X. 

Corno µla es continua (teorema 0.1.11) y µlaC ~a:~ ) < t < µla! X ), 

existe W e a tal que µlaCWl = t (teorema 0.1.12). Así W e [ 7l u :D ), 

es decir, W s; B u ti. J. Por tanto a: e [ B v ti. ) (pues ~a:~ s; W s; X). 

Entonces B y ti. son una separación de X, lo cual es imposible. 

Por tanto µ-1(t) es un continuo. 
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CAPITULO 2 

2.1 Definiciones y Propiedades de los Localmente Conexos. 

Primero daremos algunas definiciones básicas. 

(2.1.1) DEFINIClON. Decimos que un espacio métrico CX.dl es un 

canea::o localmente UJ'lllattme, si dado e > o, existe o(c) tal que para 

cualesquiera a:, IJ e X, con d(a:,IJ) < o, existe C conexo que los contiene 

y además el diámetro de C es menor que e (en símbolos, diam[C]<c). 

(2.1.2) DEFlNlClON. Decimos que un espacio métrico X es canea:a en 

p.equeño en un punto a: e X. Si cada vecindad 'U de a: contiene una 

vecindad V de a: tal que cualquier par de puntos en V, están contenidos 

en algún subconjunto conexo de 'U. 

(2.1.3) TEOREMA. Si X es un conexo localmente uniforme, entonces 

es conexo en pequeño. Entonces X es localmente conexo. 

Consideremos c5° = min~ c5 , e (donde Ó en la deflnlclón de 

conexo localmente uniforme). Así que B .la:
0

) ~ Bc(a:
0

). y como X es un 
c5 

conexo localmente uniforme, entonces para cualesquier par de puntos de 

B 
0
(a:

0
l. existe un conexo C que los contiene y con diam[C] < c. 

c5 

Ahora probaremos que si X ~s conexo en pequei'lo en cada punto, 

entonces X es localmente conexo. Bastará con demostrar que cualquier 

componente de cualquier abierto es abierta. 

Sea 'U un conjunto abierto y C una componente de 'U. Para demostrar 
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que e es abierto, sea a: e C. Entonces existe un sobconjunto abierto V a: 

conteniendo a a: y contenido en 'U (pues X a. conexo en pequel'\o en x), 

tal que cualesquiera par de puntos en V a: están el algún subconjunto 

conexo de tL. Así V a: s; e (puH. •ea " E V a: entonces exl•te C' conexo tal 

que a:, 'J E C' !i: 'U pero C e• oJ m.6.xlmo conexo que contiene a a:, así 

que, e· s; c. De manera que " E c. As! V a: s; C). Por tanto e es abierto. 

(2.1.4) TEOREMA. [Hocking,3-2•] Si X es un continuo localmente 

conexo y e > O, existe e; > O tal que si a, b son cualesquiera dos 

puntos con d(a,b) < e;, entonces existe un arco con extremos a y b de 

diámetro menor que c. 

(2.1.6) TEOREMA. Si X es un continuo localmente conexo, entonces 

X tiene la propiedad de Kelley. 

Vem<:U>tnación. 

Por el teorema (2.1.4), existe e; = .S(c) > O tal que si a, b E X con 

d(a,b) < .S, entonces existe un arco ex con extremos a y b, y de 

diam(cx] <c. 

Sean A E C(X), y a E A. Sea B = A u ex, claramente b e B e C(X). Además, 

como A s; Nd(c,B) = Nd(c, A u ex) y A u ex = B s; Nd(c,A), p(A,B) < c. 
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2.2. La propiedad de ser un Continuo Localmente Conexo es una 

Propiedad de Whltney. 

Para probar que Ja propiedad de ser un continuo localmente conexo 

es una Propiedad de Whltney, tenemos que probar que: 

(2.2.1) TEOREMA [Nadler!). 

Si X es un continuo localmente conexo, entonces µ - 1(t) es un 

continuo localmente conexo, para todo t e [0,µ(X)J. 

Por el teorema (2.1.3), bastará ·probar que µ- 1(t) es un conexo 

localmente uniforme. Es decir, basta mostrar que dado e > O, existe 

l;; > O tal que si A, B e µ-1(t) y p(A,Bl < i;;, entonces existe un 

subcontinuo Z de µ- 1(t) que contiene a A y a B, con diámetro menor que 

c. 

Sea t e [O,!) y e > O. Elija ó
2 

= ó
2
(c/2) > O que satisfaga el lema 

(o.1.1s) para c/2, y elija ó 
1 

sea o = min~ ó 1, ó2 ~· Así que, 

que satisfaga el lema (0.1.13). 

i) si dlam[K) < ó, entonces µ(K) < t (por 01 lem• 0.1.13), 

Por el teorema (0.1.1&), existe l) > O tal que 

ii) si K, L e µ- 1(t) y L s; Nd(l),K), entonces p(K,L) < o. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que l) s ó. 

Dado que X es localmente conexo, y l) > O, existe A > O tal que 

Ahora 

iii) si a:, lJ e X y d(a:,IJ) < A, entonces hay un arco con 

extremos a: y IJ, con diámetro menor que '1J (por el teorema 2.1.4). 

Sin pérdida de generalidad supongamos ·que A s ll· 

Sean A, B e µ -
1
(t) tales que p(A,B) < A. Entonces, dado que 

A s; Nd(A,B), existen a e A y b e B tal que d(a,b) < A. Por la parte 

( illl existe un arco 7 con extremos a y b tal que diam[ 7) < ll· Dado que 
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ll :s .5, se tiene por (!) que 

lv) µ(7) <t. 

Sea cr (0,1] .. C(B) un arco ordenado en C(B) con extremos ~ b ~ y B. 

Definamos f (0,1] A por f(s) cr(s) u 7, donde A = 

~ 'l u cr(s) o :s s :s ~· Se demostró en el lema (0.1.1•) que f es 

continua. Así que la composición de µ¡
11 

con f es continua (teorema 

0.1.11). 

Nótese que µ¡
11

c f!Ol l µ¡ 11c ~b} u r l = µ¡ 11crl < t y 

µ¡
11

c f(l) l = µ¡
11

c B u 'l l > µ¡
11

CBJ t, entonces existe s
0

e[O,l] tal 

que µ 1
11

! fCs
0

) µ 1 A ( cr(s
0

) u 'l ) t (por el teorema 0.1.12). . 
Sea B 

1 • 
tiene que existe un arco ''i s;; [ µ (t) n C(A u B ) ] con extremos A y 

• • -1 • 
B y como ~ b} s;; B n B , existe un arco ot

2 
s;; [ µ (t) n C(B u B ) ] con . 

extremos B y B. 

Ahora se probará que el 

diam[a
2

] < c/2 es análoga. 

diam[ot] 
1 

< c/2, la demostración de que 

• -1 
Sabemos que A, B e µ (t) y cr(s

0
) s;; B s;; Nd(lJ,A), ya que diamlrl < lJ y 

'l n A " 0, B • s;; Nd(l},A). Por tanto p(B •,AJ < c5 (por 01)). 

• -1 
Sean K, L e ot

1
, entonces K, L s;; [ A u B l ( K, L e µ (t)). Pero como 

se eligió c5, p(K,Ll < c/2. Por tanto el diam[ot
1

[ < c/2. 

Así el diam[ ot
1 

u ot
2 

l < c. 

Resumiendo: Dado e > O, tomamos i:; = ;>. > O. Si A, B e µ - 1(t) y 

p(A,BJ<i:;, tomamos Z 
-1 ot

1 
u a

2
• Entonces Z s;; µ (t) y A, B e z y el 

diam[Z] < c. Es decir µ - 1(t) es conexo localmete uniforme. 

Por tanto µ-1(t) localmente conexo. 
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Ahora nos surge una pregunta: 

-1 
¿ Si µ (t

0
) es localmente conexo para algún t

0 
e [O,µ(X)), entonces 

µ- 1(t) es localmente conexo para todo t e (t
0

,µIXJI ? 

La respuesta es afirmativa. A continuación damos una prueba de este 

resultado. Antes le recordamos las siguientes definiciones. 

Si A e CIXJ, entonces CIAJ = { Y e C(XJ 1 Y s;; A } es el hiperespacio de 

A. Sea µ cualquier mapeo de Whitney para C(XJ y dada t e [0,µ(X)), 

sea CIA,tl = { Y e µ-1(tJ 1 Y s;; A} y e~ = { Y e µ-11tJ 1 A s;; Y }. 

Es sabido (ver [Petrus)) que si A e C(X), entonces C(A, t), e• 
A 

son 

continuos. 

(2.2.2) TEOREMA [Petrus). 

Si µ - 1(t
0

J es localmente conexo, entonces µ - 1(t) es localmente 

conexo para toda t e (t
0

,µ(XJ). 

7Jem=tnación. 

Sea o :s t < t :s µ(XJ, A e µ-1(tJ y sea B (A,c) n µ - 1(tJ una o p 

vecindad de A en µ - 1(t). Exhibiremos una vecindad conexa de A contenida 

en BP(A,c) " µ- 1(t). Para esto la demostración se dividirá en cuatro 

pasos. 

'Pltltnelul. Se probará que C(BP(A,c), t
0

) es una vecindad de C(A, t
0

) en 

µ-1(to). 

Dado que µ - 1(t
0

) es localmente conexo, él tiene la propiedad de Kelley 

(por el teorema 2.1.5), es decir, existe c5 li(c) > O tal que si 

x, e !j' E C(µ - 1(t
0

)) y X 
1 2 e [ Bp(X

1
,li) " µ-'(to) ), entonces existe 

!j'2 C(µ- 1Ct
0

JJ tal X e !j' e que 
2 2 

p2(!j',,i:;'2) < (donde 
2 y e p .. la 

m6trlca de Hausdorff aobre C(C(X))). 

Dado que NP(li,C(A,\ll es un abierto en C(X), NP(li,C(A,t
0

JJ " µ-1(t
0

) 

es un abierto en µ- 1(t
0

J. Así que nada más probaremos que 
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-1 
NP(cS,C(A,t

0
)) n µ Ct

0
) está contenido en C(BP(A,c),t

0
). 

Sea X E [ N (C(A, t ),.S) n µ- 1(t ) ), entonces 
2 p o o 

X
2 

E [ Bp(X
1
,.S) n µ- 1(t

0
) J para algún X

1 
E C(A,t

0
) E C(µ- 1(t

0
)). Así 

por la elección de .S, y tomando !i'
1 

C(A,t
0

), entonces existe 

!i' 
2 

E C(µ- 1(t
0

)) tal que X
2 

E !i' 
2 

y p 2 (!i'
1
,!i' 

2
) < c. 

Ahora cr : C(C(X)) .. C(X) es una función que reduce distancias (por el 

A (lema 

0.2.12.c) se tiene que p(A,cr(!i'
2

)) < c. Así cr(!i'
2

l e BP(A,c) y ya que 

u Z e 

C(cr(!i'
2
l.\l s; C(BP(A,c),t

0
). 

Además X
2 

e C(cr(!i'
2
),t

0
) s; C(Bp(A,c),t

0
), 

-1 [ Np(.S,C(A,t
0

)) n µ C\l ] s; C(Bp(A,c),t
0

). 

-1 
Así C(BP(A,c),t

0
) es una vecindad de C(A,t

0
) en µ (t

0
). 

entonces 

por tanto 

!fe;µ.uuf.a : Obtener un continuo u- el cual sea vecindad de C(A, t
0

) en 

µ- 1(t
0

) y está contenido en C(BP(A,cl.\l· 

Sea '1 = min~ 11, .S ~. donde 11 es el que asegura el teorema (0.1.16). Sea 

NP( .S,C(A, t
0

)) n µ-1 C\) una vecindad de C(A, t
0 

). Dado que µ- 1 (t
0

) es 

localmente conexo y C(A,t
0

) un continuo, existe una vecindad conexa U 

de C(A,t
0

) en µ- 1(t
0

) tal que U s; [ NP( 7,C(A,t
0

)) n µ-1 (t
0

) ]. 

Por tanto U- es un continuo y U- s; (. NP(7,C(A,t
0

)) n µ- 1(t
0

) ] s; 

(cata 

esta en la demostración de la primera parte). 

:YetteelUl : Se probará que .C(cr(U-),t) s; [ B (A,c) n µ- 1(t) ]. 
p 

última contención 

Sea B e C(cr(U-),t). Entonces B s; cr(U-), así para cualquier b e B, 

existe Bb e U- tal que b así 

para algún Ab e C(A, t
0

), entonces 
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Ab s;; A, Nd(7,Ab) s;; Nd(7,A), por tanto b E Nd(7,A). Así se sigue 

que B s;; Nd(7,A) s;; Nd(11,Al. 

Ahora por la elección de l) (en el teorema 0.1.1&) se sigue que 

p(A,Bl < c. Así B e y por tanto 

~uan.ta : Dado que C(o-(U-),t) es un continuo, la demostración queda 

completa sí se demuestra que A e lntC(cr(U-),t). 

Supongamos que A tt lntC(o-(U-),t). 

-Entonces existe una sucesión ~An~n~IN s;; [ µ-l(t) 

' C(cr(U ),t) 1 tal que 

A -+A. 
n 

-Dado que A n 
o-(U-), por cada n existe a e [ An ' o-(U n 

) y E e µ-1(t) 
n 

tal que a E E s;; A (esto úlUmo .. por loa teoremas 0.2.9, 0.2.10, 
n n n 

0.1.11 y 0.1.12). 

Ahora alguna subsucesión de ~En~ne!N converge (pues µ-
1(t) es compacto) 

digamos a E, entonces E e µ-
1(t). 

Así para cualquier lJ e E, existe una sucesión ~'In ~ne!N' IJ
0 

e En y 

lJn ... lJ (por teorema 0.1.s). 

Pero IJ
0 

e En s;; An y A
0 

-+ A, así lJ e A. De manera que E s;; A, es decir, 

E e C(A,\l. 

Como u- es una vecindad de C(A,t
0

) en µ-11\l• existe N e IN tal que 

si n > N implica E e U- y por tanto ªn e cr(U-), esto contradice la 

supocisión de que ªn 11! A ,.,.(U-) ]. Por tanto, A e intC(o-(U-), t). 
n 
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CAPITULO 3 

3.1. La propiedad de ser un Continuo Conexo por Arcos es una 

Propiedad de Whltney. 

La propiedad de ser un continuo conexo por arcos es una Propiedad 

de Whitney significa que, si X es un continuo conexo por arcos, 

entonces µ- 1Ctl es un continuo conexo por arcos para cada Mapeo de 

Whitney µ para C(X) y cada t, O :s t :s µ(X). 

Antes de probar el teorema central de este capítulo, primero 

probaremos que la propiedad de ser un arco es una propiedad de Whitney. 

(3.1.1) TEOREMA [Nadler]. 

Si I es un arco, entonces µ - 1(t) es un arco. 

Sea µ : C(l) .. IR un mapeo de Whitney 

mostraremos que µ- 1(t) es un punto o un arco. 

y sea t e [0,µ(X)], 

Daremos un homemorfismo f3 : µ- 1(t) .. J donde J es un intervalo 

cerrado o un conjunto de un sólo punto. 

Definimos f3 : µ- 1(t) .. R por IJ([a,bll = a. Claramente f3 es continua. 

Para probar que f3 es inyectiva, supongamos que f3([a,b]) f3([c,d]), con 

[a,b], [c,d] e µ- 1(t). Entonces a = c, así que [a,b) ~ [c,d] o 

[c,d] ~ [a,b]. Pero ambos conjuntos están en µ- 1(t) de modo que la 

contención no puede ser propia. De aquí que [a,b] = [c,d). Por tanto /3 

es inyectiva. 

Notemos que lmf3 ~ (0,1). Además µ- 1(t) es cerrado en C(l) y C(l) es 

compacto (teorema 0.1.11), entonces µ-1(t) es compacto. Por tanto lm/3 

es compacto y /3 : µ-1Ctl .. Jmf3 es un homemorfismo. 

Sea b
0 

= máx Im/3. Veremos que lm/3 = [O,b
0

J. Como b
0 

máx Im/3, 

tenemos que lmf3 ~ [O,b
0

] y existe un elemento en µ - 1(t) de Ja forma 
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lb
0
,b

1
]. Dada a E [O,b0], consideremos la función 7 

por 7(s) = [a,s]. Entonces 7 es continua, µ(7(a)) 

[a,l] .. cm dada 

µ(7(1)) = µ([a,l] 2: µ([b
0

,b]) = t (porque lb
0

,bJ ¡;; (a,IJ). Aplicando el 

teorema (0.1.12) obtenemos que existe s E [a,!] tal que µ(7(s)) = t. Es 

decir, µ([a,s]) t. De manera que existe [a,s] e µ-1(tl tal que 

f3([a,sll = a. Por tanto a e lmf3. Esto prueba que [O,b
0

] ¡;; lmf3. Por 

tanto lmf3 = [O,b
0

]. 

De aquí que f3 : µ- 1(t) .. [O,b
0

] es un homemorfismo. Por tanto 

µ-1(t) es homeomorfo a un Intervalo o aun punto. 

Demostraremos el siguiente lema antes de probar el teorema centreal. 

(3.1.2) LEMA [Nadler,14.ll.l]. 

Sea X cualquier continuo, A e C(Xl, y O :s t :s µ(X). 

Sea X(A, tl = ~ M e µ -
1
(t) : M n A * " h entonces X(A, tl es un 

subcontinuo de µ - 1(tl. Además: 

i) Si µ(Al :s t, entonces X(A, t) es un subcontinuo conexo por arcos de 

µ-l(t). 

11) Si µ(Al > t, entonces /\ = µ - 1(tl n C(Al es un subcontinuo de 

X(A,tl y cada elemento de X(A, tl'-i\ .puede ser conectado con un 

elemento de 11 por un arco a ¡;; X(A,tl. 

Supóngase que µ(Al :s t. 

Por el teorema (0.2.9) existe a un arco ordenado con extremos A y X. 

Por el teorema (o.2.1ol, a ¡;; C(Xl. Por el lema (o.1.11l µla es 

continua. Como :s t :s µlaCXl, existe M
0 

e a tal que 

µ¡ a(M
0

l = µ(M
0

l = t (por teorema o.1.12l. Así M
0 

e X(A, t). 

Sea M e X(A,tl, M * M
0 

y p e l M n A ], entonces p e l M n M
0 
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(pu•• A s; M
0

). 

Dado que M0, M E µ-1(t}, M0 " M y M n M0 " 0, por el lema (0.2.11) 

existe un arco a contenido en µ - 1(t) n C(M u M
0
J con extremos M

0 
y M, 

tal que p E L para cualquier L e a. Como p e A, a s; X(A, t) para todo M. 

Esto prueba que todos los elementos de X(A, tl pueden ser conectados con 

M
0

, de manera que X(A, t) es conexo por arcos (y por tanto conexo) 

Vem=trLación. de U 

Supóngase que µ(AJ > t. 

Sea µ' = µlc(Al : C(A) -+ IR , sabemos que µ' es un mapeo de Whitney y 

µ'- 1(t) = /\ es un subcontinuo de C(A). Por tanto /\ = µ- 1(t) n CA) es un 

subcontinuo de X(A,t). 

Ahora U /\ = A, pues U /\ s; A, y si a e A es arbitrario, como A es un 

continuo y por teoremas (0.2.•l y (0.2.10), existe a arco contenido en 

C(XJ con puntos extremos ~a~ y A. Ahora, como µ¡"(~a~) :s t "µl
4

CA) y 

µla es continua (por teorema 0.1.11), existe B E a tal que µ(B) = t 

(teorema 
-1 0.1.12). Así que B E ( µ (t) n C(A) ]. Pero a E B, es decir, 

a e U /\, por tanto A s; U /\. 

Sea M E X(A,t)'v'\, entonces M n A " 0. Dado que A U /\ y M n A " 0, 

existe M1 e /\ tal que M1 n M " 0. 

Sea p e M n M1, por el lema (0.2.11) existe un arco a con extremos M y 

M
1
, a s; [ µ- 1(t) n C(M n M

1
) ] y p E L para cada L e a. 

Dado que M
1 

s; A, p e A (pu•• p e 

cada L e a. Por tanto a s; XCA, tl. 

M " M1 ]), así que, L " A " 0, para 

Ahora probaremos que X(A,t) es compacto. 

Basta probar que XCA, tl es cerrado. 

Sea ~ K n ~ nEIN una sucesión de conjuntos en X(A, tl que converge a K, por 

demostrar que K E X(A,t), es decir, K n A " 0 . 
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Sea ªn E [ Kn n A ), para cada n E N, como A es compacto podemos 

suponer que ~a n} nEIN converge a a, para algún a e A. Como a n E K n por 

cada n E IN, y a n .. a, a E K (teorema 0.1.s), así que K n A " l!l • 

Por tanto tenemos que X(A, t) es cerrado. 

De los casos (i) y Cli) tenemos que XCA, tl es conexo. De modo que XCA, t) 

es un continuo en µ-1(t). 

Ahora probaremos que la propiedad de ser un continuo conexo por 

arcos es una propiedad de Whitney 

(3.1.3) TEOREMA [Nadler,14.8). 

Sea X un continuo conexo por arcos, entonces µ- 1(t) es un 

continuo conexo por arcos, para cada t e [O,µ(XJ]. 

Sean A, B E µ- 1(t). Si A n B ,. 0 y A ,. B, el teorema se sigue del lema 

(0.2.11). Así supongamos que A n B = "· 

Como X es conexo por arcos existe un arco 7 en X de un punto a e A a un 

punto b e B. Consideremos dos casos. 

Caso J. µ(7) < t. 

Dado que ~ b} s; B y B es conexo, existe un arco ordenado r¡ s; C(X), con 

extremos ~ b ~ y B (por teoremas 0.2.9 y 0.2.10). 

Como µ ( 7 u ~ b ~ J = µ(7) :s t y t = µ(BJ :s µ( 7 u B ), existe B
0 

e r¡ 

(por lema 0.1.14) tal que µ(7 U B
0

) = t (por teoremas 0.1.11 y 0.1.12) • 

• Sea B 
. . . 

7 u B
0

, µ(8 J = t. Dado que A, B e µ - 1(t) y A n B :::> ~a~ ,. 0; 

A * B • (pues b e e•. A n B = 0) y por el lema (0.2.11) existe un arco ~ 

con extremos A y B •, contenido en ( µ - 1(t) n CCA u B •) ]. 

• • Análogamente para B y B , se tiene ;>. un arco con extremos B y B , 

contenido en (µ - 1(t) n CCB u B •)). 
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Por tanto se tiene la afirmación del teorema para este caso. 

Caso 11. µ( 7) > t. 

Sean 7•, 7b subarcos de 7 tales que a e 7
0

, b e 7b y 7ª, 7b e µ-
1
(t) 

(por µ 1 C()') una función continua, cuya lma¡cn [0,µ(7)) y 

µ(7) > t)). 

Dado que µlc,
7

> es un mapeo de Whitney, y como 7 es un arco, entonces 

[ µJC('¡) f 1
(t) es un arco (teorema 3.1.1). Por tanto existe un arco en 

[ µlc17> r 1
ctl con puntos extremos 7. y 7b. 

Supongamos que A " 7 0 Dado que A " 7 a 1 :> ~ a~ " 0, existe un arco o: 

contenido en [ µ - 1(t) n C(A u 7 / ) con extremos A y 7 a (por el loma 

0.2.11). 

Análogamente para B " 7 b' existe un arco o:' contenido en 

µ - 1(t) n C(B u 7 b), y así existe un arco con extremos A y B. Ya que, 

por el teorema (1.1), µ - 1(t) es un continuo, si t e [0,µ(X)], el 

teorema (3.1,3) queda probado. 

Ahora nos surge una pregunta análoga a la del capitulo dos: 

¿ Si µ-1(t) es conexo por arcos para algún \ e ]0,µ(X)], entonces 

µ-1Ctl es conexo por arcos para todo t e C\,µCXll ? 

La respuesta es afirmativa. A continuación demostraremos el teorema 

respectivo. 

Nota. cr denota la función definida en el lema (0.2.12). 

(3.t.4) TEOREMA [Petrus]. 

Si µ-1Ct
0

) es conexo por arcos, entonces µ- 1Ctl es conexo por 

arcos para toda t e (t
0

,µ(X)]. 

Vetna<>ttiaci6n. 

Sea o :s to < t :s µ(X) y A, B E µ-1
(t). 
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Sea A' E C(A,t
0

) y B' E C(B,\l· Dado que µ-1(t
0

) es conexo por arcos, 

-1 existe un arco r en µ C\l con extremos A', B'. Consideremos dos casos. 

Caso l. Supóngase que µ(a-(7)) :s t. 

Dado que B' e B, existe un arco ordenado 11. con extremos B' y B (por 

lo• teorema• 0.2.9 y 0.2.10). Como µ(a-( 7) U B') µ(a-(7)) :s t y 

t = µ(B) :s µ(a-(7) u B), existe 8
0 

e 11. tal tal que µ(a-(7) u B
0

) = t (por 

el lema 0.1.14 y lo• teoremas 0.1.11 y 0.1.12). 

Así, dado que µCA) = t y " " A' s; [ A " ( a-(7) u B0) ), existe un arco 

en µ- 1(t) con extremos A y a-(7) u 8
0 

(por el lema 0.2.11). 

Análogamente, existe un arco en µ- 1(t) con extremos a-Crl u B0 y B. Por 

tanto existe un arco en µ- 1Ctl con extremos A y B. 

Caso 11. Supóngase que µ(a-(7)) > t. 

Por la continuidad uniforme de µ existe .S tal que si R, S e C(X) y 

p(R,S) < .S, entonces! µ(R) - µ(S) < t-t
0

. Ya que 7 es localmente 

conexo, para cada 1,1 e 7, la vecindad BPC1,1, .S) " 7 de 1,1 en 7 

contiene una vecindad UC1,1l conexa en 7. Alguna colección finita 

~UC1,11 ),U(1,12 ), .. .,U(1,1nl~. para 1,11, 1,12, ... ,1,1ne7, cubre a 7. 

Por cada i, UC1,1 1) es un subintervalo [A
1
,8

1
] de 7 (ver figura). 

BIA3 B A 
3 5 

1 [ 1 1 [ 1 [ 
A A2 82 A4 B 1 4 

Ab 

11 l 
85 B =8' 

b 

C =A 1 1 

C =A 
2 2 

C =8 3 1 

C =A 4 3 

C =B 
5 2 

como se muestra en la figura. entonces cada intervalo [C
1
,Cl+

1
), 

i = l, ... ,2n-l, está contenido en algún U(1,1J< 1 >) s; BP(IJJm' .S). Así 

p(IJJm'"'([C1,C1•1ll < .S, para todo i (por la elección de .S) y por lo 
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tanto 1 µ(a-([c
1
,c

1
•

1 
Jll - \ 

y así µ(a-{[Cl,cl+llll < t. 

Dado que µ(a-(7)) 

1c
1
,c

1
•

1
1 s; :D

1 
s; r y 

> t, existe un continuo :V
1 

tal que 

t (esto es por 101 teoremas 0.2.9, 

o.:z.10, 0.1.11, 0.1.12). Así que para cada 1, ... ,2n-l, tenemos que 

a-(:V
1
l e µ-1(t) Y c

1
•

1 
s; [ a-C:V

1
l " a-(:V

1
•

1
l 1 $ "· de manera que por el 

lema (0.2.11) existen arcos con extremos a-(:V
1

) y a-(:V
1
•

1
) y contenidos 

en µ-1(t). 

Dado que A' s;; l A " a-(:V
1 
l 1 y B' s;; l B " a-(:V

20
_

1 
l ], existen arcos en 

µ- 1(t) de A a a-(:V
1
l y de a-(:V

20
_/ a B. Por lo tanto existe un arco 

en µ-1(t) con extremos A y B. 

Recordamos la definición de un continuo descomponible. Se dice que un 

continuo es ~. si es la unión de dos subcontinuos propios. 

(3.t.5) COROLARIO [Petrus]. 

Si X es un continuo descomponible, entonces existe 

t
0 

e [O,µ(X)] tal que µ- 1
(t) no es conexo por arcos si 

t < \ y conexo por arcos si t
0 

< t. 

:Vem=tn.ación.. . 
Probaremos que si X es descomponible, entonces existe t < µ(X) tal 

que µ- 1(t) es conexo por arcos para cada t :.: t
0

• 

Sean A, B subcontinuos propios de X tal que X 

t • = max~ µ(A), µ(B) ~· Sea t > t 
0

• 

A v B. Sea 

Para nuestro propósito supongamos que t
0 

= µ(Al. Dado que µ(B) :S t y 

A " B $ " se sigue que X(A,tl = µ- 1(t). Por tanto por el 

lema (3.1.2) µ- 1(t) es conexo por arcos. 

Ahora bién, si X es conexo por arcos (por 3.1.3), tomo t
0 

O. 
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SI X no es conexo por arcos, entonces por la afirmación anterior existe . µ-l(t) t". t tal que es conexo por arcos para t 2: Sea 

lnf~ 
. µ-l(t) t.~· t = t es conexo por arcos para t 2: Es claro que t o o 

satisface Jo que se enuncia en el corolario. 
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CAPITULO 4 

4.1. Continuos Descomponlbles, continuos Heredltarlamente 

lndescomponlbles y propiedades. 

Se darán algunas definiciones y hechos básicos. 

(4.1.l) DEFINICION. Se dice que un continuo es ~ si 

es la unión de dos subcontinuos propios. 

(4.1.2) DEFINICION. Se dke que un continuo es lndeocomparú.&l 

si no es descomponible. Es he!tedltatUamel lndeocomponl&le si cada uno 

de sus subcontinuos es indescomponible. 

LEMA. Sea X cualquier continuo y sea µ cualquier mapeo 

de Whitney para C(Xl. Entonces U µ - 1(t) = X, por cada t E [0,µ(X)J. 

'DeJTUUJt;uu;lón. 

Claramente U µ - 1(t) = U ~ A 1 A e µ - 1(t) ~ & X. 

Sea a: e X, se mostrará que a: e U µ -
1(t). 

Como ~a:~ & X y por teorema (0.2.9) existe o: un arco ordenado con puntos 

extremos ~a:~ y X. 

Ahora como µlo: es un mapeo de Whitney y µ¡o:c ~a:~ l = O " t " µlo:CX), 

existe B e o: tal que µ 1 o:(B) t (por el teorema O.t.12). Así 

~a:~ s; B & X (pues O: es un arco ordenado) y B E µ -J(t). Por tanto 

a; E LJ µ -J(t). 
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Recordamos la definición de la composante de un punto. Sea X un 

continuo y sea p e X. Definimos la ~ K en X de p como 

K = { a: e X 1 existe un subcontinuo propio A de X tal que p, a: e A ~· 

(4.1.4) LEMA. Si X es un continuo conexo por arcos, entonces X 

es un continuo descomponible. 

7)~. 

Supongamos que X es un continuo indescomponible. 

Sea p e X, y CP la composante de p en X. Sea q e [ X'.CP ), y Cq la 

composante de q en X (note que .C P "' C q puea q I! C P l. Dado que X es 

conexo por arcos, existe un arco a i; X con extremos p y q. Si a rie X, 

entonces ex i;; e y ex i;; e (pues ex 
p q 

un aubcontlnuo propio de X, que 

contiene a p y q), es decir, e n e "' 0, lo cual es una contradicción 
p q 

(pues, dado que X lnde&componlble, X tiene una lnflnldad de 

composantes y estas tendrlan que ajenas ver [Kuratowakl )). Por 

tanto X es un continuo descomponible. 

(4.1.S) LEMA. Sea X es un espacio hereditariamente 

indescomponible. Sean A, B subcontinuos cualesquiera de X, con 

A n B "' 0. Entonces A i;; B ó B i;; A. 

Supongamos que A no esta contenido en B y que B no esta contenido 

en A. Como A n B "' 0, A'ª "' 0 y B~ "' 0. Entonces A v B es un 

subcontinuo de X que se puede descomponer en dos subcontinuos propios 

( A y B ). Esto contradice la hipótesis y prueba que A i;; B o B i;; A. 
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(4.1.6) LEMA. Sea X un continuo heredltarlamente 

lndescomponlble, µ cualquier Mapeo de Whitney para C(X). Si A, 

B e µ- 1(t), entonces A n B = " o A = B. 

Supongamos que A, B e µ-
1
(t) y A " B * "· 

Como X es hereditariamente lndescomponible, A ~ B ó B ~ A (lema 4.1.s). 

Dado que µ(A) = µ(B) (por hlpoteala) y µ es un mapeo de Whitney, A = B. 

Por tanto si A, B e µ- 1(t), entonces A " B = " o A = B. 

Antes de probar el teorema siguiente daremos la definición de función 

monótona. Se dice que una función continua f de X sobre Y es monótona 

si f- 1(y) es conexo para cada y e Y. 

TEOREMA [Nadler,1.80.2). Sea X un continuo 

hereditariamente indescomponlble. Sea µ cualquier mapeo de Whitney 

para C(X), sea lit : X ., µ - 1(t) la función que a cada a: e X, le asigna 

el subcontinuo de X con µ-valor t que lo contiene. Entonces para 

cada t e [0,µ(X)) 

il lit esta bién definida; 

ii) lit es continua; 

ili) lit es monótona. 

7'enuu.Vtación. 

Como µ - 1(t) es un descomposición de X (por los lemas 4.1.6. y 

4.1.3), lit esta bién definida. Esto demuestra (i). 

Sea a:
0 

e X. Demostraremos que lit es continua en a:
0

• 

Sea ~a:n}nelN una sucesión en X que converge a a:
0

• 

Entonces demostraremos que ll.Ca:n) ., lltla:
0

). 

Ahora, sea ll.Ca:n) = An y ll.Ca:
0

) = A
0

; dado que µ- 1(t) es compacto 
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existe una subsucesión de ~A } IN' digamos ~A } ·-QN tal que A .. B. 
n nE nk kE.::. ºk 

Como a: 
"• 

.. a:
0

, a:
0 

e B (por teorema 0.1.s). Además como 

µ(A ) = t y µ es continua µ(A) = t. Asf que A
0 

= B (por l•m• 4.1.6). 

"• 
Esto demuestra (ii). 

Afirmamos que por cada A e µ- 1(t), 1Jt-
1(A) 

Asf que lJt es monótona. Esto demuestra Clii). 
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4.2. La propiedad de ser un Continuo Descomponlble y de ser un 

Continuo Heredltariamente Indescomponlble son 

Propiedades de Whitney. 

En el siguiente teorema probaremos que la propiedad de ser un continuo 

descomponible es una propiedad de Whitney. 

(4,2.1) TEOREMA [Nadler,14.111. 

Sea X un continuo descomponible, entonces µ - 1(t) es 

descomponible, para toda·t e [O,µ(X)J. 

7J~. 

Sean A, B subcontinuos propios de X tal que X = A u B. 

Consideremos X(A, t) = ~ K e µ -
1(t) 1 K " A " 0 ~ y 

X(B,t) = ~ K e µ-
1
(t) 1 K "B "0 ~· 

-1 
Dado que X = A u B, µ (t} X(A, t) u X(B, t). Por el lema (3.1.2), 

X(A,t) y X(B,t) son subcontinuos de µ-1(t). 

Por tanto si consideramos que X(A, t) " µ - 1(t) " XCB, t), entonces está 

completa la demostración. 

Sin embargo puede suceder que alguno de los conjuntos sea todo µ- 1(t}, 

es decir, (sin pfrdlda do generalidad) X(A, t) =. µ- 1(t). 

Consideremos el caso cuando µ(A) " t. Entonces por Ja parte 1 del lema 

(3.1.2), X(A, t) es conexo por arcos. Así µ - 1(t) conexo por arcos. Pero 

cualquier espacio conexo por arcos es descomponible (loma 4.1.4). De 

modo que µ-
1(t) es descomponible. 

Ahora consideremos el caso cuando µ(A) > t. 

Hacemos A = C(A) " µ -
1(t). Como A " X, µ - 1

(t) " A. 

Supongamos que µ -
1(t) es lndescomponible. Entonces existen 

a, b, c e µ-1(t) tales que µ- 1(t) es irreducible alrrededor de cada dos 
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de ellos (ver [Kuratowski], ae dice un conjunto A ¡;; X lrrcduclble 

alrededor de ~x, y~, sl A es el mAxlmo conexo de X que los conllene). 

Encontraremos una contradicción probando que existe un subcontinuo :O 

propio de µ - 1(t) tal que contiene al menos dos de ellos. 

Como X(A,t) -1 
= µ (t) es irreducible alrrededor de cada dos puntos 

(a, b, c), a, b, c ti! A, y además a, b ti! A. 

Por la parte (ii) del lema (3,1.2), existen arcos o: y ¡¡ S X(A,t), con . . . . 
extremos a y a (donde a e A), b y b (donde b E A) respectivamente. 

Así que o: u A u if es un subcontinuo propio de X(A, t) (pues X(A, tl ea 

continuo lndescomponlhle) que contiene a a y b, lo cual contradice que 

X(A,tl es irreducible alrrededor de a y b. Por tanto µ-
1(t) es 

descomponlble. 

Antes de probar que la propiedad de ser un continuo 

hereditariamente indescomponible es una propiedad de Whitney, 

probaremos el siguiente lema. 

(4.2.2) LEMA. Sea X un continuo indescomponibie (rosp. 

heredttcrtamentc lndcscomponlbtc) y Y un continuo. Si f X .. Y es una 

función de X sobre Y continua y monótona, entonces Y es indescomponible 

(rcsp. hercdltarlamcntc lndcscomponlble), 

:Oenuu.tnación 

Supongamos que Y = A u B, donde A, B son subcontinuos propios de Y. 

Como f es monótona f-1(A), f- 1(8) son conexos en X y por ser f continua 

compactos en X. Así que f-1(A), 

son subcontinuos propios de X (pues si f-1(A) = X, entonces 

f(Xl Y, lo cual lmposlble). Dado que 

X se tiene que X es descomponible, lo cual es 
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Imposible. La demostración para un continuo X heredltariemente 

lndescomponoble es análoga a la anterior. 

(4.Z.3) TEOREMA [Nadler,14.1). 

Si X es un continuo heredltarlamente indescomponlble, 

entonces es un continuo hereditariamente 

indescomponible. 

Vema<>tn.acl6n. 

Por el teorema (1.1), µ - 1(t) es un continuo. 

Dado que la función TJ, X 4 · µ - 1(t) es continua y monótona (por el 

teorema 4.1.7), el lema 4.Z.2 demuestra que µ- 1(t) es hereditariamente 

indescomponible. 

(4.Z.4) LEMA [Petrus]. 

Si e C(µ- 1(t
0

)) y t e entonces 

X!V,tl = U e: 1 A e V t es un subcontinuo de µ-1(t). Si 

µ(<r(:D)) :s t, entonces X(:D,t) es conexo por arcos. 

Venw<>tnaci.ón. 

Primero probaremos que X(:D, t) es compacto. Basta demostrar que es 

cerrado en µ- 1(tJ. Sea ~K)nelN una sucesión de elementos de X(V,t) tal 

que Kn 4 K, con K e µ- 1!t
0

), demostraremos que K e X(:D,tl. 

Dado que Kn e U~ C: 1 A e Vt para toda n, existe A e V tal que 

A & K para cada n. Como V es compacto, existe una subsucesión 
n n 

convergente de Supongamos, sin pérdida de generalidad 

que An 4 A, con A e :D. De manera que 

lim inf A = lim sup A !:: lim inf K 
n n n 

lim sup K , es decir A & K. Así 
n 

que K e e:. es decir K e X(:D,t). Por tanto X(:D.tl es cerrado. 

Supóngase que X(V, t) = l'b' u 1f donde l'i:' y 1f son cerrados ajenos y no 
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vacíos en XCD,tl. Dado que X(V,t) = U { e: 1 A e :V} y e: es un continuo 

para cada A e :V, se puede escribir 7) = t";' u 1f' donde f;'= { A e 7) 1 

C ~ s; t;} " "· M' = { A e :V 1 < s; M } " " y t;' n M' = " (pues t; " M = 
0). Ahora demostraremos que t";', M' son cerrados. Para esto bastará 

probar que t;' es cerrado pues la demostración de que 1f' es cerrado es 

análoga. 

Sean An e f;', n e IN, y supongamos que An _, A, con A e :V. Demostraremos 

que A 

Como 

e r:•. es decir e: ~ r::•. 

et 
A 

n 

s; t;, para cada n, elegimos una Y n e e: 
n 

s; t;, así que A s; Y 
n n 

pero t; es compacto, de modo que podemos suponer que Y n converge digamos 

a Y, con Y e t;, Por tanto A s; Y. Así Y e e:. entones e: s; t; (pues e: 
es un continuo). Así que tenemos un separación de :V, pero esto es 

imposible dado que 7) es un continuo. Así X(:V, t) es un conexo y por 

tanto un subcontinuo de µ-1(t). 

Ahora demostraremos la última afirmación del lema 

Supongamos que µ(D"(:V)) :s t. Sea D e µ-1(t) tal que D"(:V) s; D (se puede 

eleglr tal elemento por la exh:tencla de un arco ordenado ex con 

extremos cr(7J) y X¡ teoremas 0.2.9, 0.2.tO, y aplicando el teorema 

0.1.12 a µ 1
0

/ 

Si B e X(:V,t), entonces B e C~ para algún A e 7). Pero A s; D"(:V) s; D, así 

A s; 1 B " D ) ,. "· Por el lema (0.2.11) existe un arco en µ- 1(t) de B a 

D. Por tanto XC:V, t) es conexo por arcos. 
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Nuevamente haremos la pregunta: 

Si µ- 1(t) es un continuo descomponible para algún t
0 

e (O,µ(X)), 

entonces ¿ para qué t e (t ,µ(XII se puede garantizar que µ - 1(t) es un 
o 

continuo descomponible 7. 

La respuesta está en el teorema siguiente. 

(4.2.5) TEOREMA (Petrus]. 

Si µ-1(t
0

) es un continuo descomponible, entonces existe 

\ e (t
0

,µ(X)] tal que µ- 1(t) es un continuo descomponible 

para t :s t :s t. 
o 1 

7J~ón. 

Sean v. subcontinuos propios de tales que 

µ-1(t
0

) = 7J u f3. Sea B e 1 f3'7J ] y e = p(B.7J). 

Por el lema (0.1.1&) existe 1l > O tal que si R, S e µ- 1(t
0

) y 

R s; Nd(l),S), entonces p(R,Sl < c. 

Sea B
0 

e C(X) tal que B s; 8° e Nd(lJ,B). Entonces B
0 

no contiene a . 
ningún elemento de :D (pues sl exlst1era A e 7J tal que A f; e 1 entonces 

A As( que plB,A)<C pero esto contradice la eleccclón de 

e = mln{ p!B,Al 1 A e 7J ~ = p<B,Vl). 

Análogamente, si A e l 7J'f3 ], entonces existe A• e C(X) tal que A e A·, 

A ~ A• y A• no contiene ningún elemento de f3. Sea \ 

µ(B"¡ ~· 

min{ µ(A
0

), 

Sea t :s t :s t . Entonces existen A , B e µ- 1(t) tal que A s A s A• y o 1 t t t 

B s; Bt ~ e• (por los teoremas 0.2,q, 0.2.10, 0.1.11. 0.1.12). 

Dado que µ- 1(t
0

l 7J u f3, se tiene que µ- 1(t) = X(7J,tl u X(f3,t) (pues 

dados A e µ-1
(t) y b E A, sea a un arco ordenado con extremos b y A. 

Sabemos que existe e
0 

e a. tal que µ<B
0

> = t
0 

y ~ b} ~ e
0 

~ A. Por 

tanto A e X(7J,t) o A E X(1'3, t) dependiendo de que e e X> o e o o e f3 
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pero xm. tl, X(/3,tl son subcontinuos de. y 

A, E [ X(7),t)'0C(¡3,t) ) y B, E [ X(/3,t)'-X(:D,t) ( eato últlmo e• porque . 
al At E X(f3, t), entonce• existe B' E f3 tal que B' s; At s; A , 

contradiciendo la elecclón de c. An,lo¡amente para Bt). Por tanto, 

µ-1(t) es descomponibie. 

(4.2.b) TEOREMA [Petrus). 

Si µ- 1(t
0

) es hereditariamente indescomponible y t e (t
0
,µ(X)], 

entonces µ- 1(t) es hereditariamente indescomponible. 

:Dem=tltación. 

Observemos que si A e µ-1(t), para E (\,µ(X)] y A es 

descomponibie en X, entonces µ 1 A-
1
(\l C(A, t

0
) es un subcontinuo 

descomponible de µ- 1(t
0

) (por teorema 4.2.1), pero esto es una 

contradicción ya que µ- 1C\l es hereditariamente indescomponible. Así, 

si A e C(X) y A es descomponib!e, entonces µ(A) "' t
0

• 

Sea :D E C(µ- 1(t)) y sean :D
1
, :D

2 
subcontinuos propios de :D tales 

que :D = :D
1 

u :D
2

• Dado que µ(cr(7.l)) > \• cr(7.l) es indescomponible (por 

la observación que hicimos al prlnclplo). Así que para al menos uno de 

los dos :D
1 

o :D
2

, digamos 7.>
1
, se debe tener que cr(:D) = cr(:D/ 

Sea A
2 

e [ :D
2
,:D

1 
J. Entonces A

2 
S: cr(:D) =. cr(:D

1
), así que existe A E :D 

1 1 

continuo tal que A
1 

f\ A
2 

~ "· Entonces dado que A
1 
~ A

2
, A

1 
u A

2 
es un 

descomponible y µ(\uA
2

l > t > t
0

, lo cual contradice Ja observación 

que hicimos al principio. Por tanto µ- 1(t) es hereditariamente 

indescomponible. 
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CAPITULO 5 

5.1. Definiciones. 

Primero daremos algunas definiciones. 

(s.1.1) DEFINICION. Si p, q e X, p ~ q, entonces se dice que X es 

a¡uu>indétlca en p can tte4pec.to a q, si existe un subcontinuo M de X 

tal que p e intM y q e [ X'-M ]. 

Si X es aposindético en p con respecto a cada q e [ X'\~ p ~ ], 

entonces X es a¡uu>indétlca en p: Si X es aposindético en cada uno de 

sus puntos, entonces X es ap=Utdétlca. 

l. [a,b] el intervalo es aposindético. 

2. 

'iJ. p q 

Es aposindético en p con respecto a q. 

Notese que X no es aposindético en p 

con respecto a q
1
• 

3. El circulo unitario S1 es aposindético. 

(s.1.2) DEFINICION. Se dice que un continuo X es finUamente 

existe un subcontinuo M de X tal que a: e intM y 

l. El intervalo [a,b] es finitamente aposindético. 
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2. 

Este espacio no es finitamente · 

aposindético en p con respecto a --· ---

(5,1,3) DEFINICION. Si dados dos puntos p y q e X, X es 

aposindético en al menos uno de los dos puntos con respecto al otro, 

entonces X es ~éllca. 

I. Este es continuo semiaposindético. 

(5.1.4) DEFINICION. Se dice que un continuo X es mutuamente 

Cl{UU>lndéllca si para cualesquier p, q e X, p "' q, existen subcontinuos 

ajenos M y N de X, con p e intN y q e intM. 

l. 

Es un continuo semiaposindético, es decir 

es aposindético en x con respecto a y 

pero no alreves. Asf tal continuo no es 

Aposindético 
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2. 

Es un continuo Mutuamente aposindético. 

Pero no es finitamente aposindético con 

Con el primer ejemplo se observa : 

al que un continuo sea semiaposindético no implica que sea localmente 

conexo; 

bl que un continuo sea semiaposindético no implica que sea mutuamente 

aposindético. 

Con el segundo ejemplo se observa : 

a) un continuo que es mutuamente aposindético no implica que sea 

localmente conexo; 

b) un continuo que es aposindético no implica que sea finitamente 

aposindético. 
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EL SIGUIENTE CUADRO ES VALIDO PARA. CONTINUOS. 

Continuo 

Localmente Conexo 

f l 
Continuo 

Continuo 
Finltamente 

Aposlnd é t leo 

Mutuement Aposindético 
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Semiaposindético 

Continuo 

Aposindético 



5.2. La propiedad de ser un Continuo Aposind6tico, la de •er un 

Continuo Finitamente Aposlnd6tico y la de ser un Continuo Mutuamente 

Aposind6tlco son Propiedades de Whltney. 

Antes de probar el teorema que relaciona aposindesls con niveles de 

Whltney, probaremos el siguiente lema. 

(s.2.0) LEMA. Sea µ cualquier mapeo de Whltney para C(X). 

e [O,µ(X)J, y sea A' e C(X) tal . que 

A s; intA'. Entonces A e lnt C(A', tl. 

Se probará que A e int C(A' ,t). 

Como A i; int A' i; A', existe c5 >O tal que A i; Nd(.5,A) i; A'. Sea 

BP(A,.5) " µ- 1Ctl la vecindad de A en µ-1
(t). Veremos que 

[Bp(A,.5) "µ-1(t)] i; C(A',t). 

Sea Y e [BPCA,c5l " µ-1(t)], entonces p(A,Yl < .5, así Y i; Nd(.5,A). De 

manera que Y s; A', es decir A e int C(A', t). 

En el siguiente teorema mostramos que la propiedad de ser un 

continuo aposindético es una propiedad· de Whitney. 

(s.2.1) Teorema [Petrus]. 

Si X es aposindétlco, entonces µ - 1Ctl es aposindético, para 

cada t e [O,µ(X)]. 

Sean A, B e µ - 1(t), se probará que µ- 1(t) es aposindético en A con 

respecto a B, es decir, mostraremos que existe un continuo u 

tal que A e intu y B ti! u . 
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Sea i¡ E [ B'-A J. Por cada a: E A !á X existe un continuo Aa: tal que 

a: E lntAa: y lj t! Aa: (Puo• X •• •poslnd6tlco). 

La familia { lntAa: 1 a: E A } es una cubierta abierta de A, por ser A 

un compacto, extraemos una subcublerta finita 

i=l,2,3, .... n ~-
n n 

Sea A' = U1: 1Aa:. Entonces A !á 1':}1 CintAa: l !á ln\'J1 Aa: lntA', así que 
1 1 1 

A e lnt( C(A', t) ) (por ol lema s.1.s). 

Dado que i¡ e B'-"a:• por cada a: e A, B no está contenido en A', por 

tanto B e [ µ- 1(t),C(A',t) ). Así que si tomamos íl = C(A',t) Cíl •• un 

continuo pueo A' lo e•) entonces A e intil y B t! íJ. 

En el siguiente teorema se expresa el hecho de que la propiedad de 

ser un continuo finitamente aposindético es una propiedad de Whitney. 

(s.2.2) Teorema [Petrus]. 

Si X es flnitamente aposindético, entonces es 

finitamente aposindético, para cada te(O.µ(X)]. 

Sea t e (O,µ(X)] y sea A,A ,A ,. . .,A } s; µ - 1(t), con A "' A para 
l 2 . n 1 

todo i = 1,2,. . .,n. Por cada i = 1,2,. . .,n, elíjase a
1 

e 

Entonces para cada a e A existe un continuo Ma tal que a e intMa y 

Man~ a
1
,a

2
, ... ,a

0 
} = " (Puc& X es Clnltamente aposlndHlco). 

Ahora { intMa ( a e A } es una cubierta abierta de A, por ser A un 

compacto, extraemos una subcubierta finita intMa ª1 e A, 
1 m 

l, ... ,m }. Sea A' =¡':}1Ma' entonces A s; intA', así que 
J 

A e intC(A',t) (por el lema s.2.0). Es claro que Al t! C(A',tl, para 
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por cada 1, 2,. • .,m). Hemos exhibido entonces un continuo 

A continuación veremos que también la propiedad de ser un continuo 

mutuamente aposindético es una propiedad de Whitney. 

(5.2,3) Teorema [Petrus). 

Si X es mutuamente aposindético, entonces µ - 1(t) es mutuamente 

aposindétlco, para t e [O,µCX)J. 

Sea t e (0,µ(X)J y sean \• A
2 

e µ- 1(t). Sean a
1 

e 

a
2 

e [ A
2 
'J.

1 
), entonces existen continuos ajenos M

1 
y M

2
, tales que 

para algún 1J > O, 1,2 (por acr X un 

contlnuo mutua.mente a.poslnd~tlco). 

d(a
2

,A
1 
l }. Ahora construiremos 

continuos ajenos (!; 
1 

Para esto último bastará que mostremos que [ Bp(\,ó'l " µ-
1(t) 1 s; <li

1
, 

i = 1, 2. Fijemos i = 1 o 2 y consideremos .dos casos. 

Caso l. Supóngase que µ(M
1
) < t. 

Sea B
1 

M; }. donde M; es algún elemento de µ-
1Ctl tal que 

M
1 

s;; M; !* [ M
1 

V A
1 

] (M; exlste por los teoremas 0.2.9, 0.2.10 y por 

el teorema 0.1.12). 

Para cada D E B¡,CA
1
,.5l (\ µ-l(t) ], existe 

go E BdCa
1
,.5l (\ D s; D (\ M' 

1 
1 (En erecto, como D E Bp(A

1
,ó), 

... , s; Nd(ó,o>). Claramente tenemos : 

[ B/a
1
,ól n D l s; [ D n Bd(a

1
,11l l s; [ 

D " M l s; [ D (\ M' ]). Así, 
1 1 
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D " M' 1 
.. tZI y por el lema (o:z.11), podemos elegir un arco 

°' s; [µ-l(t) n C(D V M;)), con extremos D y M;, tal que gD e L, para 
D 

cada Sea D1 
E u { -1 

1 ~· Como· todos Le °'· °'o D e [ µ (t) n 8p(A
1
,c5) 

los arcos terminan en M~, 81 V DI es conexo. Para este caso definimos 

l!i
1 

8
1 

v D~. Entonces l!i1 es un continuo, que contiene a 

8p(A
1
,c5) n µ- 1(t) (Por conalrucclón). 

caso ll. Supóngase que µ(M
1
l 2: t. 

Para cada D e 8P(A1,c5) " 
µ-l(t) ), existe 

gD e 8d(a1,c5l " D s; D " M11. Así que existe D' e µ-l(t) tal que 

gD e D' s; MI (esto .. ·por lo• teoremas 0.2.9, 0.2.10, 0.1.11, 

0.1.12). De manera que pedemos elegir un arco °'o s; [µ - 1(t) n C(D v D' )) 

con extremos D y D' (por el loma 0.2.11) tal que g
0 

e s; D v D', para 

cada L e °'o· 

Sea 8 1 = C(M1,tl y sea :01 = U { « 1 D e [ µ-
1
(t) n 8p(\,c5l 1 ~· En 

este caso definimos l!i1 81 v D~. De nuevo tenemos que 

Como 8
1 

es un continuo y todos los todos los arcos lntersectan a 8
1
, 

B1 v D1 es conexo. Por tanto, <91 = 81 v D~ es un continuo. 

Esto termina la construcción de 1!>1 y <9
2
, ahora se demostrará que 

(!; " !!> = "· 1 2 

Note que para = 1, 2 y para cada L e <9
1
, se tiene que L i;; M

1 
o 

L n 8d(a1,c5) "' "· Para el caso I, se cumplen la segunda condición. 

Para el caso II, se cumple una u la otra. 

Sea F e (!;¡' Se probará a continuación que F f! 1!>2. 

Si F e B1, sabemos que F e C(M1,t) 6 F = M;. 

Si F e C(M1, t), entonces F s; M
1

, de manera que F n B d ( a
2

, c5) = " 

dado que c5 < d(a
2

,M
1
) y F f! C(M2,t) (dado qu• M

1 
n M

2 
= IZI), entonces 

F f! (!;2, 
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SI F "" M'. Entonces M s;. F S: M u A . 
1 1 1 1 

De manera que F no está contenido en M
2 

dado que M
1 

" M
2 

"" "· También 

F f\ Bd(a
2

,ll) = 0 (dado que d(a
2
,A

1
) > 11 y d(a

2
,M

1
) > 11), entonces 

F ti! 02. Si F e V~. entonces F s; [ Nd(ll,A
1

) u M/ Asf que F no está 

contenido en 11). > 11, 

M
1 

"Bd(a
2

,ll) =", ÑdCll,A
1
)" Bd(a

2
,ll) ="dado que 11 < 1/3 d(a

2
,A

1
). 

Asf F" ~) =" (pue• F S: [V~(A ) u M )). Por tanto 0 "0 = "· 
d 2 u 1 1 1 z 

Por tanto ¡.t -
1(t) es mutuamente aposindético. 

so 
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