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Introduccién.

Sea X un continuo, C(X) el hiperespacio de subcontinuos de X

(definicién 01) y p : C(X) - [Ow) una funciébn de Whitney (der.
o.1.2). Estamos interesados en el siguiente problema

¢ cudles propiedades topologicas de X son propiedades de Whitney ?
Decimos que P es una propiedad de Whitney si siempre que X tiene la
propiedad P, u-l(t) tiene la propiedad P para toda p funcién de Whitney

y para toda t € [O,u(X)].

En esta tesis estamos interesados en las siguientes propiedades de

Whitney.
PROPIEDADES

TOPOLOGICAS DE X SE DEMUESTRA EN REFERENCIA.
CONTINUO CAPITULO 1 NADLER
LOCALMENTE CONEXO CAPITULO 2 NADLERI!
CONEXO POR ARCOS CAPITULO 3 NADLER, PETRUS
ARCO CAPITULO 3 NADLER
DESCOMPONIBLE CAPITULO 4 NADLER, PETRUS
HEREDITARIAMENTE
INDESCOMPONIBLE CAPITULO 4 NADLER

- APOSINDETICO CAPITULO S ‘ PETRUS
FINITAMENTE
APOSINDETICO CAPITULO § PETRUS
MUTUAMENTE

APOSINDETICO CAPITULO 5§ PETRUS
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Preliminares

0.1 Hechos Bisicos y Notaclén.

Con la palabra cantinua denominamos a cualquier espacio métrico
compacto y conexo conteniendo mas de un punto, A menos que se diga otra
cosa denotaremos por X un continuo con métrica d. Un subcantinua A de X
es un subespacio conexo y compacto de X. Sea

X =4{ A s X | Aes no vacfo y compacto}
CX)={Ae 2X | A es conexo }
Una métrica esta definida para X como sigue:
(0.1.1) DEFINICION Sie>0y A€ Zx, entonces
NyleA) = { @ € X | dlz,a} < € para algan a € A }.
Note que N (e,A) =_QA B (e,a).
Si A, B € Zx, entonces definimos
P(AB) = inf{ € >0 | AS N, (eB) yBSNyeA) }
es llamada la Métrica de Mausdanff inducida pana 2* pon d.

Es facil checar que la funcién p : 2X b3 Zx + [0,@) es una métrica para

2x. CONVENCION. Se denota por 2x al conjunto que definimos arriba
con la topologia obtenida mediante la métrica de Hausdorff. Por C(X) al
espacio con la topologia relativa heredada por Zx. Los espacios C(X) y

" 2% son Namados Hipenespacica de X.

Es sabido ( ver [Nadler,0.8] ) que los espacios 2x y C(X) son compactos.

(0.1.2) DEFINICION. Sea V = 2X 6 C(X). Por un Mapea de Whithey

pana V entendemos una funcién continua u : V » [0,w) que satisface:
a) si A, B eV son tales que A S By A # B, entonces u(A) < u(B),
b) u( {x} ) = 0 para cada « € X.

Ejemplos de Mapeos de Whitney ver [Nadler). Denotaremos g un Mapeo de

Whitney para C(X), a todo lo largo de este trabajo.



(0.1.3) DEFINICION. Si A € X, entonces CfA) = { Y e C(X) |
Y S A } es el hiperespacio de A.
Sea p cualquier mapeo de Whitney para C(X) y dada t e [O,u(X)],

seaClAt) ={ Yeu't) | YSAbyC, ={Yeu'tt) | ASY}

(0.1.4) DEFINICION. Sea An e 2 para n € N. Entonces definimos:
lim inf A = { @ € X | para toda ¢ > O, Bc(a:) n An * ©, para casi
toda n (todas salvo un nimero finito) }.
lim sup A =4 @ e X | para toda € > O, Bc(a:) n A = o para una

infinidad de n's } Observese que lim inf An < lim sup An.

(0.1.8) TEOREMA [Nadler] « € lim inf An si y sélo si existe una

sucesién {mn}"ew de X tal que x +ay a:" € An. para cada n € N.

(0.1.6) TEOREMA [Nadler,0.7] Sea {An}

< 2x, entonces A
nelN n

converge con la métrica de Hausdorff a un A € 2% i y sélo si

lim infA = A = lim sup A .
n n

(0.1.7) DEFINICION. (PROPIEDAD DE KELLEY) Se dice que X tiene la
propiedad de Kelley si dado ¢ > O existe &(¢) > O tal que si a, & € X
con d(a,b) < 8 y a € A € C(X), entonces existe B € C(X) tal que b € B y

P(A,B) < €.

(01.8)  DEFINICION. Sea X un continuo y sea peX. Definimos la
campaaante K en X de p como :
K = { « € X | existe un subcontinuo propio A de X tal que p, € € A }
(0.1.9) DEFINICION. Una funcién continua, sobre f : X » Y se

dice manétana si f-l(y) es conexo para cada y € Y.



(0.1.10) DEFINICION. Sea £ : X » Y y A & X, usaremos ”A (1a
restriccién de § a A) para denotar la funciébn de A sobre Y definida por -

(lIA)(a:) = flx), para cada € € A.

(o.1.11) TEOREMA. Si A < Xy ¢ : X -+ Y es continua, entonces

4|A : A » Y es continua.

(0.1.12) TEOREMA. Sea { : X + R continua con X conexo.

Si f(ac) < c < f{x), entonces existe z € X tal que {(z} = c.

(0.1.13) LEMA. Sea p un mapeo de Whitney cualquiera para C(X).
Dado € > O, existe s > 0 tal que si K € C(X) y diam[K] < 8., entonces
ulK) < €.

Demastnacion.

Dado que p es uniformemente continua, existe 61 > O tal que si
p(H,L) < 8., entonces | u(H) - u(K) | < e. Ahora, sea K € C(X) tal que
diam[K] < cSl y sea k un punto fijo de K, entonces p(K,{k}») < 6’. As{

| #K) - u{k}) | < &, es decir, p(K) < € (pues p({k}) = O

'(o.x.u) LEMA. Sea H € C(X) y sea o : [0,1] » C(X) una funcién
continua. Sea A = { Huola) | O s 6 s 1 } yseaf : [01] » A la
funcién definida por f(a) = H v o(a). Entonces f es continua.
Demootnacion.

Sea {on }nEN una sucesién en [0,1) que converge a e
Se demostrard que f(on) convege a f‘(oo), es decir, H v v(on) converge

a H v a-(oo). Para esto basta demostrar (por terema 0.1.6) que

lim inf [ H u a'(on) l]=Huvu O‘(Ao) =limsup [ Hvu o(on) ], es decir,



demostrar lo siguiente :

i) lim sup [ Hu o-(on) 1S[HvV 0‘(00) ]

if) [Hv o(oo) JSliminf { Hu o(on) ).
Demostracién de la parte (i). Sea @ € lim sup [ H v a(on) 1
Entonces para cada ¢ > O, Be(a:) n[Huv c‘(on)] # @, para una infinidad
de n's. Ahora consideremos 2 casos :
Caso 1. Si B (@) n H # @ para cada e > 0, entonces « € H = H. Asi
cel Huaola) ]
Caso II. Si Bc(a:) n 0(on) # @ para cada ¢ > O, para una infinidad de
n's, entonces @ € :r(oo). Asf « € [ Hu rr(oo) 1.
Ahora demostraremos (ii). Sea « € [ H v 0(00) 1. Si « € H, entonces
Bc(a:) n H #= o. Asf que Bc(a:) nl Hv a-(on) ] # @, para toda n € N ¥y
para toda € > O. De manera que « € lim inf [ H v o-(on) ).
Si @ e c(oo) = lim inf a-(on), entonces Bc(a:) n o-(on) * ®, para toda
n > N. As{ Be(a:) nl Hvu o-(cn) } # @, para toda n > N. Demanera que
@ € lim inf [ H v a(on) 1.
Como lim inf [ H v o-(on) ] = H v o-(oo) (parte (1) y (1) y

lim inf [ Hu rr(on) }s€limsup | Hvu o’(an) L

[ Hu cr(oo) ] € limsup [ Hu o-(o“) ]. Asf por la parte (i) tenemos que
limi sup [ Hu o-(on) ]=Huv o-(oo).
" Por tanto lim inf [Hv a-(on) ] =limsup [ Hu c-(on) ]=Huwvu a(oo).

Asi{ que tenemos la continuidad de f.

(0.1.15) LEMA [ 1 1. Si € > 0, entonces existe 8 = 8(e) > 0 tal
que si A, B € p'(t) para algin t € [01) y p(AB) < 3, entonces

p(A’".B’) < £ para cada A’, B'e p"(t) n C(A u B).



(0.1.16) TEOREMA [Krasinkiewicz). Sea p un mapeo de Whitney y
t € [0,1], entonces dado € > O, existe un numero m > O tal que, para
A, Bepllt), siBs Nd('n.A). entonces p(A,B) < €.
Demoathaclén.

Supongamos lo contrario, entonces para cada n € N, existen

continuos A , B € u'(t) tales que B € Ny(/nA )y p(A B) = e
Como p-l(t) es compacto, podemos suponer que A“ - Ay Bn -+ B, con
A Be u-l(t). Por la continuidad de la métrica de Hausdorff p(A,B) 2 €
y B & A ya que Bn < Nd(l/n.An). Entonces B es un subcontinuo propio

de A, y por tanto p(B) < p(A), lo cual es una contradiccién.

(0.1.17) TEOREMA [Nadler,20.6). Sea (M,d) un espacio métrico
compacto. Si A y B son subcontinuos cerrados de M tal que ningun
subconjunto conexo de M intersecta a A y B, entonces existen
subconjuntos ajenos compactos, Ml y M2 de M tal que A s Mx' B < M2 y

M=MluMz.

(0.1.18) TEOREMA (Nadler,20.1}., Sea X un continuo y sea U un
subconjunto abierto no vacfo de X. Si K es componente de U_, entonces

K n FriUu]l # 2



0.2 Segmentos y Arcos Ordenados.

Iniciamos la discucién de la estructura de los arcos con las
siguientes definiciones.
(0.2.0) DEFINICION. Sea u un Mapeo de Whitney para 2x. Sea Ao,
A‘ € Zx. Se dice que una funcién o : [0,1] - Zx es un osegmenta can
IuaopwnaudaAoaAl. si
i) ¢ es continua sobre [0,1];
i) o(0) = Ao yoll) = Ax;
iii) p( o(t) ) =( 1-t ) pl o(0) ) + t ul 1) )
para cada t € [0,1];
iv) si 0= st s 1, entonces cr(tl) [+ ¢(12).
(0.21) DEFINICION Un anca onudenada en ZX es un arco « en 2%

tal que si A, B € a, entonces A S B 6 B g A,

(0.22) TEOREMA [Nadler 1.25]. Sean A, A € 2% Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) Existe un segmento en 2¥ de Ao a Al,

ii) A0 < Al y cada componente de A: intersecta a Ao.
Ademds si Ao * Ax' entonces las dos afirmaciones anteriores son
equivalentes con la siguiente,

iii) existe un arco ordenado « en 2* de Ao a Al.

(0.2.3) TEOREMA [Nadler 1.26]. Si o : [0,1] ~ 2¥ es un segmento
tal que tr(to) € C(X) para algun t, € {0,1], entonces o(t) € C(X) para

cada t € [to,ll. Por tanto, si ¢(0) € C(X), entonces of [0,1] ) & C(X).



(0.2.4) LEMA [Nadler,1.3] Sea V &€ Zx tal que para cada A, B € V,
se tiene que A € B o B £ A. Entonces u es uno auno sobre V y por tanto,
si V es compacto, la restriccién de p a V es un homeomorfismo.

(0.2.5) TEOREMA [Nadler,1.4]. Sea V un subcontinuo de 2x.
Entonces V es un arco ordenado si y sélo si A, B € V implica A & B o

B £ A.

(0.2.6) LEMA ([Nadler,1.5). Si a es un arco ordenado en Zx,

entonces [na] € « y [val € a.

(0.2.7) TEOREMA ([Nadler,1.6] Si a es un arco ordenado en ZX.

entonces los dos puntos extremos de a son [na] y [ux].

(0.2.8) DEFINICION. S « es un arco ordenado en Zx, entonces se
dice que a es un arco ordenado de (o, empleza con) {na] a (o, termina

con) {ua].

(0.2.9) TEOREMA [Nadler,1.8].
Sean Ao. Al € 2" tales que AO * Al. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i} Existe un arco ordenado en 2* de Ao a Al;

ii) Ao [ A1 y cada componente de Al intersecta a Ao.

Demasthacidén

1 = 1) ] Sea a un arco ordenado en 2% de Au a Al. por o0.27 Yy
028 A = ayA = U a, asi A S AL

Ahora supéngase que existe una componente L de A‘ tal que L n Ao =0 .

Entonces ningin subconjunto conexo de A1 intersecta a Ao y L (Pues sl

exlstiera H conexo en Al tal que H n AO #* @ y Hn L # 8, entonces



H U L es conexo, pero L es un conexo méximo, asf{ que H <L, de aqul

que L N Ao # @, lo cual es una contradicclén).

Por el teorema (0..17), existen subconjuntos ajenos compactos Bo y B‘

de A talque A SB,LsB yA =B UB,_ Sea80={Aea | ASBD}

yB = {Aeal An B * o }. Claramente B, ¥ B, son distintos del

vacfo (pues AOEBO y AIEBI). Dado que Bo n Bl = p,entonces Bo n B‘ = Q.
X

Ahora se asegura que Bo, Bl son cerrados en 2 (en efecto, si

{ Cn }nEN es una sucesién en Bo tal que Cn + C, come & es cerrado,
C € a«; shora como Cn < BO para cada N € N, entonces C & Bo. De
manera similar sc  prucba que Bl ‘es cerrado). Ahora verifiquemos que
Bo v Bl = a. Dado que A € Al y Al = Bo v Bl, por cada A € «, se tiene
que o & Bo v ﬁl. Y dado que Bo u Bx S o tenemos que « = Bo V] Bx' asi
tendrfa una separacién de «. Lo cual es imposible pues a« es un conexo.
Por tanto, cada componente de A, intersecta a Ao.

it % 1 ] Sup6bngase que Ao # A].

Sea F, la familia de todos los subconjuntos T de 2¥ que tienen las
siguientes tres propiedades:

1) Si G € I, entonces A, €Gs Al.

2) Si G e T, entonces cada componente de G intersecta a Ao.

3) Si G, HeTl, entonces H& G 6 G & H..

Note que F es no vacio pues { Ay Al teF.

Dado que la unién de cualquier cadena ascendente de elementos de F, es
de nuevo un elemento de F, se sigue por el lema de Zorn, existe un
elemento r, maximal de F.

Se probard que l‘o es un arco ordenado de Ao a Ax'

Afirmacion: si I' € F , entonces r e F.

Demostraremos que " cumple (1), (2), (3).

Sea G € I' , entonces existe una sucesién { G } con G € I' tal que
n (nelN n



Gn + G, Como Ao < Gn < Ax' por cada n € N, se tiene que Ao £G s Al‘
As{ se cumple (1).
Sea K cualquier componente de G. Sea k € K, entonces existen kn € Gn

tal que { k, 3 converge a k.

nelN
Sea Kn componente de Gn tal que kn € Kn. Dado que 2% es compacto se
puede suponer que «{ Kn }» converge, digamos a Ko' Asf k € Ko' pero K es
el maximo conexo que contiene a k, asf que Ko < K. Ahora dado que
Kn n Ao # B, por cada n € N, se tiene que K0 n Ao # &, Por tanto
Ko n Ao # . Asi se cumple (2).
Sean G, H € I', y sean { G, b Hn } sucesiones, con G, H €T, tal
que Gn - G, ¥y Hn -+ H. Dado que Gn, Hn € I', se tiene que Gn < Hn [+
Hn < Gn. Ahora considremos dos casos:

Caso 1. Supongamos que Gn < l-ln para cualquier n € E € N
= Infinite), asf
lim inf Gn = lim sup C;n = G & lim inf Hn = lim sup Hn = H, es decir,
G < H.

Caso II. Supongamos que Hn < Gn para cualquier n € 0 &€ N (O
Infinito), asf
lim inf Hn = lim sup Hh = H € lim inf Gn = lim sup Gn = G, es decir,
H s G. Asi, considerando los dos casos anteriores se tiene que se
ﬂcumple (3).
Por lo anterior l'o'" € F, pero I‘o es un elemento maximo de F, asi que
r°‘= I‘o"'. es decir, I‘o es cerrado en 2%, Por tanto I‘0 es compacto (pues

X
2 es compnctn).

Sea Wo = ulr . Se afirma que wo es un homemorfismo sobre su imagen.
o

Primero se verd que Wo es inyectiva.

Sean G, H ¢ l"o, G # H, entonces G S H6 H S G. Asf que WO(G) < WO(H) o



WO(H) < WO(G), es decir, para cada G, H e€- l‘o, se tiene que
WO(H) * WO(G) por tanto W  es inyectiva,
Dado que l‘o es compacto, WO(I'O) es T2 y Wo es continua, entonces Wo es
una funcién cerrada. Asf W0 es un homeomorfismo sobre su imagen.
Note que, por ser I‘o elemento méximo, se debe tener que Ao' Al € I‘o.
Puesto que Wo es un mapeo de Whitney, y l"o satisface la condicién (1)
tenemos que :
WO(I‘O) <l wo(Ao)'wo(Ax) ).
Para ver que I‘o es un arco ordenado, sélo hay que mostrar que :
(**)...0 wo(Ao)'wo(Al) ls wo(ro).

Supéngase que es falso (**).

Entonces existe & € | wo(Ao)’wo(Ax) ]\WO(I‘O), y como
[ wo(Ao)'wo(Ax) ]\WO(I'O) es un abierto en [wo(Ao)'wo(Ax)] (pues Wo(l‘o)
es  cerrado), existe un intervalc abierto (ro,to) contenido en

{ wo(Ao)'wo(A|) ]\Wo(l‘o). Podemos suponer ademéas que ro to € WO(I‘O).

[ + ) ]
WO(AO) r, s t wo(Ax)

Asi sean Ro' To € I'0 tal que wo(Ro) =r, wo(To) = to'

Ahora a partir de Ro y To construiremos un elemento I‘1 de F que
_ contiene propiamente a l'o, lo cual nos llevara a una contradiccién.

Dado que T < to' entonces la contencién Ro < ’I‘0 es propia. Ya que u es

un Mapeo de Whitney.

Ya que Ro < To’ entonces existe € > 0 tal que N(c,Ro)k. no contiene a

T, Seap € [To\N(c’Ro)—] y K la componente de To que contiene a p.

Por (2} K n Ao # @. Dado que Ao < R0 pues I cumple (1), K n R0 * 2.

SeagqeKn Ro yus= N(e,RD) n K. Claramente U # 2, pues q € U. Ademas

U es abierto en K. As{ sea M la componente de U™ que contiene a q.

Por teorema (o..18), tenemos que

10



lal M nFr (U) * o, donde Fr, denota la frontera en K.

K
Sea G, = R UM . SeaT =T u{ G, } . Sedemostrard que I,
satisface desde (1) hasta (3), es decir, I‘l € F.
Para esto, primero note que:
(1) Ro < G0
y por {a] se tiene que
(ii) Ro # Go'
También, dado que M £ K & T, ¥ Ro [ To, se tiene que
. (iif) Go < T‘J
Yy ya que p € [To\Go]' se obtiene que
(iv) G, * T,
Dado que Ro' To € l"o y Ro < To' se tiene que
{(v) Ao < Ro < G0 < To < Al (pues I'o € F).
Ahora por (i), (ii) ¥y (v), Ao < Go < Al. Asi 1"l cumple (1).
Dado que G, = Ru M y dado que M es conexo y M n R+ o (pues q € M n Ro)
se tlene que cada componente de Go contiene una componente de Ro'
Pero cada componente de R0 intersecta a Ao, ya que por (2}, cada
componente de Go intersecta a AO. Asi l"‘ cumple (2).
Dado que I"o cumple (3), WD es un mapeo de Whitney y por la propiedad
. (*), si G e I‘nv entonces G & Ro 6 T, < G. Y Como R, < Go y G, s T(J (por
mwyu) Gs G0 6 Go < G . Asf l'l cumple (3).
Dado que I‘0 < 1‘l y I‘0 es elemento maximo en [, se tiene que 1'l = I‘O.
Por tanto Go € I‘o. Por (i) hasta (iv) se tiene que r, < WO(GO) <ty lo

cual contradice la propiedad de que, s ¢ Wo(l"o) siempre que r<s <t

Por tanto W(I‘n) = WO(AO).W(AI) J. Asi la prueba queda completa.



(0.2.10) . TEOREMA (Nadler,1.11].

Si « es un arco ordenado en 2¥

tal que su elemento
minimo A € C(X), entonces a & C(X).

Demostracton

Sea B € a tal que B # Ao‘ Considere «' el subarco de a con extremos Ao
y B. Por definicién, A’ es un arco ordenado de Ao a B. Asf por el
teorema (0.2.9), Ao S B y cada componente de B intersecta a Ao‘
Afirmamos que B = U { A, VK | K es componente de B }. En efecto,
es inmediato que U { A, VK | K componente de B } estd contenido en B.

Ahora, sea b € B y consideremos Kb-la compenente de B que contiene a b,
asf b € (Kb V) Ao), por lo que B s U { Au K | K es una componente de
B}.

Como Ao, K son conexos y AO nK=»oeo (pnra cualquier componente K de

B), Aj v K es conexo. Asf U { A v K | K es componente de B } es

conexo. Por tanto B € C(X), para cualquier B € a, es decir « € C(X).

(0.2.11) LEMA [Nadler,14.8.1].
Sea X un continuo y 0 < t < u(X).

Si A, B € u-'(t) tal que AnB * oy A = B, entonces existe un
arco a contenido en [ u_'(t) n C(A v B) ] tal que « tiene
extremos A y B.
" Demostracién.
supongamos sin pérdida de generalidad que p(X) = !
Sea K una componente de A n B. Como A y B son conexos, entonces existen
(por los lemas 0.2 y 0.2.2) segmentos :

o [0,1] » C(A) de K a A,

o, [0,1] » C(B) de K a B.
Sea t € [0,1] fijo.

Dado que u(crl(t) v} 02(0)) = p(ol(t)) = p(A) = t, v

12



u(o-l(t) v cz(l)) = p(a‘l(t) u B) 2 u(B) = t,

existe s € [0,1] tal que M(F,(t) v 02(5)) = bl
(por el lema 0.1.14 y por el teorema 0.1.12).
Ahora por cada t € [0,1], existe s que satisface 4.1, denotemos s = S, :
por cada t. Entonces dado t € {0,1] tenemos u(a‘l(t) V] a-z(s'.)) = to.
Definimos:

g : o) » M_l(to) como

glt) = 0’(1) V) ”2(sz)' por cada t € [0,1]

Ahora se probard que g es una funcién continua.

Sea t € [0,1] fijo. Sea {tn }nEN una sucesién en [0,1] tal que t oot

Dado que la sucesién correspondiente {s‘ h\eIN tiene una subsucesién
n

convergente, supongamos sin pérdida de generalidad que ella misma
converge digamos a r. Por la continuidad de . 0, ¥ por la forma en
que se definié g, se tiene que :

g(tn) = O‘l(tn) V] :.‘J'z(st ) - a'l(t) ¥} o-z(r) cuando n + ®
n

Dado que u(g(tn)) = t, por cada n y n_’(to) es cerrado, se tiene que
-1
que, [Gl(t) V] cz(r)] €epn (to).

Observe que:

o-l(t) v 02(r) < ollt) v u‘z(st) gty si rss (por definiclén de 02)

’ c‘l(t) vor)2 e (t)uols) =glt) sissr (por definicion de o).

Por tanto, r.rl(t) V] a-z(r) y g{t) son subcontinuos de X con el mismo
p-valor y uno de ellos estd contenido en el otro. Por tanto por
ser pu un mapeo de Whitney, se sigue que g(t) = a‘l(t) V) trz(r).

Asi g(tn) + g(t) cuando n » . Por tanto g es continua.

Note que g(0) = B y g(l) = A, pues g(0) = 0"’(0) v rrz(so) = Ku o-z(so)
es un subcontinuo de B con el mismo u-valor que B, asi que g(0) = B,

y gl(1) = o‘l(l) V] a'z(sz) = AU cz(sz) tiene el mismo p-valor que A, asf



que g(1) = A,

Ahora como [0,1] es un conexo por arcos y g es continua, se tiene que
g([0,1]) es un conexo por arcos. Por tanto existe un arco contenido
en g({0,1]), con extremos A y B.

Note que, por construccién K € R para cada R € a.

(0.2.12) LEMA [Kelley,1.1] Sea p cualquier mapeo de Whitney para
C(X), Sea ¢ : C(CX) =~ CX) 1la funcién definida como
oD} =U{ A | A €D } Entonces

a) Dado €>0, si 1‘0]. Dz e C(C(X) y pz(iD‘.sz) < €, entonces
p(o-(Dl),cr(Dz)) <€ (p2 es Ia métrica de Hausdorff para C(C(X))).

b) o es continua.

c) Sea t € [O,u(X)]. Sea A e p'l(t) y sea to € [0,t), entonces
olCAL))) = A
Demoostnacion.

(a) Estd demostrada en [Kelley 1.1], {(b) es inmediata de (a). Para
probar (c), primero se probard que o(C(A,to)) < A

Sea @ € u-(C(A,to)), entonces existe un K € C(A.to) tal que « € K.
Dado que K S A, @ € A.

Ahora probaremos que A € cr(C(A.to)).

Sea o« € A, entonces existe Ao € C(A.to) tal que a« € Ao ( por los

teoremas  0.2.9, 0.2.10, O.Ll1, 0.L12). Asf T € o'(C(A.to)).



CAPITULO 1

1. La propiedad de ser un continuo es una Propiedad de

Whitney.

La propiedad de ser un continuo es una Propiedad de Whitney
significa que, si X es un continuo, entonces u'l(t) es un continuo para
cada Mapeo de Whitney p para C(X) y cada t, O s t = u(X). Veamos

a continuacién que esto es verdadero para cualquier continuo.

(1.1) TEOREMA [Nadler,14.2).
Si X es un continuo, entonces u'l(t) es un continuo, para
cada t € [O,u(X)].
Demaatnacitn
Sea t € [0,u(X)]. Se demostrara que p'l(t) es conexo y compato.
La compacidad de u'l(t) se sigue de la continuidad de p y la compacidad
de C(X). Ahora probaremos que u'l(t) es conexo.
Supongamos que no lo es, entonces existen dos subconjuntos cerrados
ajenos y no vacios B y D de u'(t) tal que p’(t) = B u D.
Consideremos B=U{ A} AeB }ya=U{A ]| AeD} Afirmamos que:
i) B, 4 son subconjuntos no vacios, cerrados de X;
ii) Bn A =g
fii) Bua =X
Como B y D son no vacfos, B y A son no vacfos.
Veremos que B y A son cerrados. Basta demostrar que B es cerrado pues
la demostracién para A es andloga.
sea {a_}

LeN una sucesién en B que converge a un x, € X. Para demostrar

que @, € B, sea Bn € B tal que z € Bn. Como B es compacto, podemos

15



suponer que {Bn} converge digamos a Bo (es decir 1im inf Bn = B, = lm-
sup B teorema 0.1.6). Como B es cerrado, Bo € B, ya que cada c € Bn.
x, € Bo (teorema 0.1.5). Por tanto c, € B. Queda probado que B y A son
cerrados.

Ahora se probard que B n A = @.

Supongamos que B n A = @, elegimos « € [B n A]l. Entonces « € A, para
algin A € By @ € H, para algin H € A. Por el lema (o.211) existe un
arco o« S u"(t) con extremos A y H, pero esto es imposible ya que B y D
son una separacién de u-l(to). Queda demostrado que Bn A = @.

Falta ver que Bu A = X,

Claramente B v A & X. Sea « € X, por los teoremas (0.2.9), (0.2.10)
tenemos que existe un arco ordenado &« £ C(X), con extremos {a} y X.
Como m|,  es continua (teorems oaam) y w| ( {a} ) < t < p| (X)),
existe W € « tal que u|a(w) = t (teorems 01.12). Asft W € [ B u D},
es decir, W S [ Bu A ] Por tanto € € [ BU A ] (pues {x} € W S X).
Entonces B y 4 son una separacién de X, lo cual es imposible.

Por tanto u~'(t) es un continuo.
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CAPITULO 2
2.1 Definiciones y Propiedades de los Localmente Conexos.

Primero daremos algunas definiciones basicas.

(2.1.1) DEFINICION. Decimos que un espacio métrico (X,d) es un
canexa lacalmente uniforune, si dado € > O, existe &(¢) tal que para
cualesquiera «, § € X, con dlx,y) < §, existe C conexo que los contiene

y ademds el didmetro de C es menor que € {en simbolos, diam[Cl<e).

(2.1.2)  DEFINICION. Decimos que un espacio métrico X es canexa en
pequefic en un punto « € X. Si cada vecindad U de « contiene una
vecindad V de « tal que cualquier par de puntos en V, estdn contenidos

en algin subconjunto conexo de U.

(2.1.3) TEOREMA. Si X es un conexo localmente uniforme, entonces
es conexo en pequefio. Entonces X es localmente conexo.
Demaatnacidn.
S .
Sean £ > 0 y x, € X. Sea Bc(aco) vecindad de -

. .
Consideremos & = min{ d , € } (donde & es como en la deflnicién de

conexe localmente uniforme). Asf que B .(CCO) < Bc(a:o), Yy como X es un
3

conexo localmente uniforme, entonces para cualesquier par de puntos de

B .(aco), existe un conexo C que los contiene y con diam[C] < e.
S

Ahora probaremos que si X es conexo en pequefio en cada punto,
entonces X es localmente conexo. Bastara con demostrar que cualquier
componente de cualquier abierto es abierta.

Sea U un conjunto abierto y C una componente de U. Para demostrar



que C es abierto, sea &« € C. Entonces existe un subconjunto abierto Va:
conteniendo a « y contenido en U (pues X e conexo en pequefio en x),
tal que cualesquiera par de puntos en Va: estan el algin subconjunto
conexo de U. As{ Va: S C (pues, vea y € Vm entonces existe C' conexo tal
que &, 4§ € C' & U pero C es e méixlmo conexo que contlene a &, asf

que, C' & C. De manera que § € C. asf Va: < C). Por tanto C es abierto.

(2.1.4) TEOREMA. [Hocking,3-29]1 Si X es un continuo localmente
conexo y € > 0, existe 8 > O tal que si a, b son cualesquiera dos
puntos con d{a,b) < &, entonces existe un arco con extremos a y b de

didmetro menor que e.

(2.1.8) TEOREMA. Si X es un continuo localmente conexo, entonces
X tiene la propiedad de Kelley.

Demastracidn,

Por el teorema (z.1.4), existe 8 = 8(e) > O tal que si a, b € X con
d(a,b) < &, entonces existe un arco o con extremos a y b, y de
diamla] < €.

Sean A € C(X), y a € A. Sea B = A v a, claramente b € B € C(X). Ademads,

como A & Nd(c,B) = Nd(c, Ava)yAva=Bg Nd(c.A), p(A,B) < €.
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2.2, La propiedad de ser un Continuo Localmente Conexo es una

Propiedad de Whitney.

Para probar que la propiedad de ser un continuo localmente conexo
es una Propiedad de Whitney, tenemos que probar que:
(2.21) TEOREMA [Nadlerl).

Si X es un continuo localmente conexo, entonces u-l(t) es -un

continuo localmente conexo, para todo t e [O,u(X)].
Damastnacidon
Por el teorema (2..3), bastara ~probar que u—l(t) es un conexo
localmente uniforme. Es decir, basta mostrar que dado € > O, existe
£ > 0 tal que si A B epul(t)y p(AB) < & entonces existe un
subcontinuo Z de u'l(t) que contiene a A y a B, con didmetro menor que
€.
Sea t € [0,1}] ¥y € > O. Elija 62 = az(c/z) > 0 que satisfaga el lema
(01.a8) para €72, y elija (S1 que satisfaga el lema {0.1.3). Ahora
sea & = min{ s, 62 }. Asi que,

i) si diam{K] < &, entonces p(K) < t (por el lema 0.1.13).
Por el teorema (0.1.16), existe n > 0 tal que

ii) si K, L € u-l(t) y L& Nd('n.K). entonces p(K,L) < 8.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 5 = 8.
Dado que X es localmente conexo, y B > O, existe A > O tal que

iii) si @ ¢ € X y dle,y) < A, entonces hay un arco con
extremos @ y 4, con didmetro menor que m (por el teorema 2.1.4).
Sin pérdida de generalidad supongamos 'que A = 7.
Sean A, B € u_l(t) tales que p(A,B) < A, Entonces, dado que
A S Nd(A.B). existen a € A y b € B tal que d(a,b) < A. Por la parte

(iil) existe un arco 7 con extremos a y b tal que diaml?) < %. Dado que
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n s 3§, se tiene por (i) que

iv) u() <t
Sea ¢ [0,1] » C(B) un arco ordenado en C(B) con extremos {b} y B.
Definamos f : [0,1]] =+ A por f(s) = o(s) v ¢ donde A =
{ 7 v ol(s) | 0O = s =1 } Se demostrdé en el lema (0.1.14) que f es
continua. Asf que la composicién de “ll\ con f es continua (teorema
o.1.11).
Nétese que “‘A( (o)) = uIA( {ptur) = ulA('y) <ty

u|A( f(1) ) = u|A( Bugy)> ulA(B) = t, entonces existe soelo.ll tal

que uIA( fis)) ) “IA( ols)) U ¥ ) =t (por ol teorema 0.2,
SeaB-=o(so)u7. ComoAnB'z{a}ztyu(A)=u( B-)=t, se
tiene que existe un arco o < [ u W nclav B') ] con extremos A y
B y como {b} € B n B', existe un arco o, S | p ) A CB U B.) ] con
extremos B- y B.

Ahora se probard que el diam[all < /2, la demostracién de que
diam[az] < €/2 es analoga.

Sabemos que A, B e iy ols)) € B € N (n,A), ya que diamly] < m y
¥NA=0g, B. [ Nd('n.A)- Por tanto p(B..A) < 8 {por ).

Sean K, L € &, entonces K, L € [ A v B 1(K Le 1 ' (1)), Pero como
se eligié 8, p(K,L) < €/2. Por tanto el diam[al] < e/2.

- As{ el diam( « va, 1<e.

Resumiendo: Dado € > O, tomamos £ = A > O, Si A, B € u_l(t) y
p(A,B)<g, tomamos Z = o v oa, Entonces Z & u_l(t) y A BeZyel
diam{Z] < €. Es decir p_l(t) es conexo localmete uniforme.

Por tanto p '(t) locaimente conexo.
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Ahora nos surge una pregunta:
L Si u-l(to) es localmente conexo para algin to € [0,u(X)], entonces
u-l(t) es localmente conexo para todo t € (to.u.(X)] ?
La respuesta es afirmativa. A continuacién damos una prueba de este
resultado. Antes le recordamos las siguientes definiciones.
Si A € C(X), entonces C(A) = { Y € C(X) | Y € A } es el hiperespacio de
A. Sea u cualquier mapeo de Whitney para C(X) y dada t e [O,u(X)],
sea C(A,t) =4 Y e ptt) | YSA}yCi =4 Y e pnln) jasy )
Es sabido (ver [Petrus]) que si A € C(X), entonces C(A,t), C: son

continuos.

(2.22) TEOREMA [Petrus}.

Si “-1(10) es localmente conexo, entonces u—l(t) es localmente

conexo para toda t € (to,u(x)l.
Demaothacion.

Sea 0 =t <t=puX),Ae i) y sea Bp(A.e) A o) una
vecindad de A en u—l(t). Exhibiremos una vecindad conexa de A contenida
en BP(A.C) n u-l(t). Para esto la demostracién se dividird en cuatro
pasos.

Primena. Se probard que C(Bp(A.c),to) es una vecindad de C(A,to) en

-1
Cu (to).

Dado que u-l(to) es localmente conexo, €l tiene la propiedad de Kelley

(por el teorema 2.1.5), es decir, existe & = &(e} > O tal que si
-1 -1

Xl € §l € Clu (to)) y X2 e [ Bp(xl,a) n p (to) ], entonces existe

§, € c(u"(to)) tal que X, € 5, ¥ pz(gl.gz) < & (donde P es Ia

métrica de Hausdorff sobre C(C(X)}}.

. -1
Dado que Np(6,C(A,to)) es un abierto en C(X), Np(a,C(A.to)) nu (to)

es un abierto en p-l(to). As{ que nada mdas probaremos que
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N (8,C(AL ) n u"(to) esta contenido en C(B_(A.e),t,).

Sea X, € | Np(C(A,to).B) n u-’(to) ], entonces
X, €| Bp(x‘,a) n u-l(to) ] para algin X € ClAt) e C(u-l(to)). Asf
por la eleccién de &, y tomando '5’1 = C(A,to). entonces existe
52 € C(u-l(to)) tal que )(2 € §2 y pz(gl,gz) <E.
Ahora o : C(C(X)) » C(X) es una funcién que reduce distancias (por el
lema 0.2.12.), asf p(c(?l).o(gz)) < ¢. Dado que o-(‘é’l) = A (lema
0.2.12.c) se tiene que p(A,a'(?z)) < €. Asi a'(§’2) € Bp(A.e) y ya que
C(Bp(A,c).to) = U { czr) | 2z e Bp(A.l:) }+  entonces
C(tr(':’:’z).to) < C(Bp(A.c).to).
Ademas X2 € C(cr(?z),to) [+ C(Bp(A,c).to), por tanto
[ N,(8.CAt)) n W) ) s CB (At ).
Asi C(Bp(A.e).to) es una vecindad de C(A,to) en u_l(to).
¥equnda : Obtener un continuo U™ el cual sea vecindad de C(A,to) en
u-l(to) y estd contenido en C(Bp(A,e).to).
Sea ¥ = min{ n 8 }, donde m es el que asegura el teorema (0.1.16). Sea
Np( B,C(A,to)) n u-l(to) una vecindad de C(A,to). Dado que u_l(to) es
localmente conexo y C(A.to) un continuo, existe una vecindad conexa U
de ClA,t) en p™'(t ) tal que U S | N 7.CAL ) n W) ).
Por tanto U es un continuo y U & [ Np(7.C(A,to)) n u-l(to) ]
o N (8.ClALD) n ) 1 s CB(A£)t)) (esta witima  contencidn
esta en la demostraclén de la primera parte).
Jencena : Se probara que Clo(U ),t) & [ Bp(A,c) Apto )
Sea B e Clo(U7),t). Entonces B & o(U”), asi para cualquier b € B,
existe B, € U tal que b e B. Pero U g Np(@.ClA L)), asi

-1 .
Bb e [ Bp(Ab,'.y) n oM (to) ] para algin Ab € C(A,to), entonces

p(Bb,Ab) < 7, asf Bb < Nd(w,Ab). pero b € Bb, asf b € Nd(w,Ah). Como



Ab S A, Nd('y.Ab) < Nd('y,A). por tanto b € Nd(';.A). Asf se sigue
que B < thv.A) < Nd('n.A).

Ahora por la eleccibn de n (en ol tecrema 0..16) se sigue que

p(AB) < e Asf B € | BP(A.c) A pMv) ) y por tanto

CleU,t) € [ BAe) n pl) ).

Buanta : Dado que C{c(U'),t) es un continuo, la demostracién queda
completa s{ se demuestra que A e intCla(U ),t).

Supongamos que A ¢ intC(e(U7),t).

. . -1 -

Entonces existe una sucesién *An}nE[N S { p(t) \ Cle(U 1t) 1 tal que
A -~ Al ’

n

Dado que A n o(U7), por cada n existe a_ e [ AN oU) 1y En € p_l(t)
tal que an € En S An (esto Gltimo es por los teoremas 0.2.9, 0.2.10,
0.1.11 y 0.1.12).

Ahora alguna subsucesién de {En}new converge (pues p™(t) es compacto)
digamos a E, entonces E € u '(t).

As{ para cualquier ¢ € E, existe una sucesién {qn}nelN' y €E y
(}n * Y {por teorema 0.1.5).

Pero Y4, € En < An y An + A, asf 4 € A. De manera que E & A, es decir,
. E e C(A,to).

Como U~ es una vecindad de C(A.to) en p'l(to). existe N € N tal que

si n > N implica En € U y por tanto a € o(U7), esto contradice la

supocisién de que a_ ¢ { An\o-(U-) ]. Por tanto, A € intC(o(U™),t).



CAPITULO 3
3.1. La propiedad de ser un Continuo Conexo por Arcos es una
Propiedad de Whitney.

La propiedad de ser un continuo conexo por arcos es una Propiedad
de Whitney significa que, si X es un continuo conexo por arcos,
entonces u_l(t) es un continuo conexo por arcos para cada Mapeo de
Whitney p para C(X) y cada t, 0 = t < u(X).

Antes de probar el teorema central de este capftulo, primero

probaremos que la propiedad de ser un arco es una propiedad de Whitney.

(3.1.1)  TEOREMA [Nadler].

Si I es un arco, entonces u-l(t) es un arco.
Demastnacidn.

Sea p : C{I) » R un mapeo de Whitney y sea t e [O,u(X)],
mostraremos que u_l(t) es un punto o un arco.

Daremos un homemorfismo B8 : u'l(t) + J donde J es un intervalo

cerrado o0 un conjunto de un sé6lo punto.
Def‘inin_los B : u'l(t) - R por B(la,b]) = a. Claramente B es continua.
Para probar que B es inyectiva, supongamos que B([a,b}) = B(ic,dl), con
la,b], lc,d]l € p'(t). Entonces a = c. asf que [a,b] € [c,d] o
"fc,dl € la,bl. Pero ambos conjuntos estan en p'(t) de modo que la
contencién no puede ser propia. De aqui que [a,b] = [¢,dl. Por tanto B
es inyectiva.

Notemos que ImB8 & [0,1]. Ademas u’l(t) es cerrado en C(1) y C{I) es
compacto (teorema 0.1.17), entonces u'_‘(t) es compacto. Por tanto Img
es compacto y B : u'l(t) + ImB es un homemorfismo.

Sea bo = max ImB. Veremos que ImB = [0,b°}. Como bo = max ImB,

tenemos que Img < lO,bO] y existe un elemento en p_l(t) de la forma
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lbo'bxl‘ Dada a € [0,bol, consideremos la funcién ¥ : [a,1] ~» C(I) dada
por #{s}) = [a,s]. Entonces 7y es continuva, u(y(a)) = u(z({a})) =0y
ulx(1)) = ullal] = u([bo.b]) = t (porque bl € {a,1). Aplicando el
teorema (0.1.12) obtenemos que existe s € [a,1] tal que p{x(s)) = t. Es
decir, u(la,s]) = t. De manera que existe [a,s] € u'l(t) tal que
B(la,s]) = a, Por tanto a € ImB. Esto prueba que [O,bol < ImB. Por
tanto ImB = [0,b°].

De aquf que B : u'l(t) - IO,bol es un homemorfismo. Por tanto

u"(t) es homeomorfo a un intervalo o aun punto.
Demostraremos el siguiente lema antes de probar el teorema centreal.

(3.4.2) LEMA [Nadler,14.11.1).
Sea X cualquier continuo, A € C(X), y O =t = p(X).
Sea X(A,t) = { Me p (1) : Mn A * o }, entonces X(A,t) es un
subcontinuo de p—l(t). Ademas:
i) Si u(A) = t, entonces X(A,t) es un subcontinuo conexo por arcos de
u ).
ii) Si p(A) > t, entonces A = u—l(t) n C(A) es un subcontinuo de
X(A,1) y cada elemento de X(A,t)\A .puede ser conectado con un
. elemento de A por un arcc; a S X(A,t).
Demaotracion de i
Supéngase que p(A) = t.
Por el teorema (0.2.9) existe & un arco ordenado con extremos A y X.
Por el teorema (0.210), @« & C(X). Por el lema (o1mn) “‘a es
continua. Como ula(A) =t = ula(x). existe M, € a tal que
"“u(Mo) = p(Mo) =t (por tearema 0.1.12). As{ M e X(A,t).

SeaMeX(A.t).M*Moype[MnA].entoncespe[MnMO]



(pues A S Mo).

Dado que M, M e w ), M, =My MaM =g por el lema (0.21)
existe un arco « contenido en u_l(t) n CM v Mo) con extremos M0 Yy M,
tal que p € L para cualquier L € «. Como p € A, « € X(A,t) para todo M.
Esto prueba que todos los elementos de X(A,t) pueden ser conectados con

Mo' de manera que X(A,t) es conexo por arcos (y por tanto conexo)

Demostrhacidon de i
Supéngase que u(A) > t.

Sea g’ = “Icm : C(A) » R, sabemos que p’ es un mapeo de Whitney y
u'_l(t) = A es un subcontinuo de C(A). Por tanto A = u_’(t) n CA) es un
subcontinuo de X{(A,t).

Ahora U A = A, pues UA € A, y si a € A es arbitrario, como A es un
continuo y por teoremas (0.29) y (0.2.10), existe a arco contenido en
C(X) con puntos extremos {a} y A. Ahora, como ula({a}») =t = “Ia(A) y
“lm es continua {por teorema 0.1.11), existe B € a tal que u(B) = t
{teorema 0..12). Asf que B € [ p Mt) n C(A) ). Pero a € B, es decir,
a € UA, por tanto A € U A.

Sea M € X(A,t)\A, entonces M n A # @. Dado que A=UAyMn A # g,
. existe M1 € A tal que Ml nM=ao

Sea pe Mn Ml. por el lema (o.z.11) existe un arco « con extremos M y
M, s ) nCM A Mx) ly pelL para cada L € a.

Dado que M < A,peAfpues pe [ Mn Ml 1, asf que, L n A = @, para
cada L € a. Por tanto a € X(A,t).

Ahora probaremos que X(A,t) es compacto.
Basta probar que X(A,t) es cerrado.
Sea {Kn}nem una sucesién de conjuntos en X(A,t) que converge a K, por

demostrar que K € X(A,t), es decir, Kn A = o .
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Sea an € [ Kn n A ), para cada n € N, como A es compacto podemos

suponer que {a }

v al ¥ A. Como a € K or
o Phen COMVErge a a, para algin a € . o P

cada n € N, y a ~a ae K (teorems 0.1.5), asf que K n A # & .,
Por tanto tenemos que X(A,t) es cerrado.
De los casos (i) y (ii) tenemos que X(A,t) es conexo. De modo que X(A,t)

es un continuo en p\(t).

Ahora probaremos que la propiedad de ser un continuo conexo por

arcos es una propiedad de Whitney

(3.1.3) TEOREMA [Nadler,14.8].
Sea X un continuo conexo por arcos, entonces n—’(t) es un
continuo conexo por arcos, para cada t € [O,u(X)].
Demaotnacion
Sean A, B e u_l(t). Si AnB#oey A # B, el teorema se sigue del lema
(0.2.11). Asf supongamos que A n B = @.
Como X es conexo por arcos existe un arco y en X de un punto a € A a un
punto b € B. Consideremos dos casos.
Caso I. u(y) < t.
Dado que {b} € B y B es conexo, existe un arco ordenado w S C(X). con
extremos {b} y B (por teoremas 0.2.9 y 0.2.10).
Como p ( y u{b} ) =plz) styt=npB) spu yuB) existe B, € 7
(por lema o0.1.14) tal que ply v BOJ = t (por teoremas 0.1.11 y 0.1.12).
Sea B' =7 U Bo' u(B.) = t. Dado que A, B. € u-l(t) yAn B. > {a} * o;
A= B' (pues b € B.. A n B =)y por el lema (o0.2.11) existe un arco &
con extremos A y B., contenido en | M_l(t) nClAv B-) 1.
Analogamente para B y B'. se tiene A un arco con extremos B y B'.

contenido en [p '(t) n C(B v BOL
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Por tanto se tiene la afirmacién del teorema para este caso.
Caso II. p(y) > t.
-1
Sean LA subarcos de ¥ tales que a e T b e TY V. ¥ EH (t)

(por ser Ml una funcién continua, cuya Imagen es [O,}L(’a’)] y

cy}
ply) > ).

Dado que u|
lu

[ u

cn es un mapeo de Whitney, y como ¥ es un arco, entonces

e 17Mt) es un arco {teorema 3.11). Por tanto existe un arco en

cm ]'l(t) con puntos extremos LA A AT

Supongamos que A # T, Dado que [ A n 7, 1> {a} # @, existe un arco a
contenido en | u-l(t) n C(A v 1_)‘] con extremos A y 7, (por el lema
0.2.11).

Andlogamente para B * 7y existe un arco «' contenido en
p_l(t) n C(B v 1b), y asi existe un arco con extremos A y B. Ya que,

por el teorema (1.1), u_l(t) es un continuo, si t € [0,u(X)], el

teorema (3.1.3) queda probado.

Ahora nos surge una pregunta andloga a la del capftulo dos:
L Si p'l(t) es conexo por arcos para algun to e [0,u(X}], entonces
u"(t) es conexo por arcos para todo t € (to.u(X)] ?
La respuesta es afirmativa. A continuacién demostraremos el teorema
respectivo.

Nota. ¢ denota la funcién definida en el lema (0.2.12).

(3.1.4) TEOREMA [Petrus).

Si u_l(to) es conexo por arcos, entonces u '(t) es conexo por
arcos para toda t € (to,u(X)].
Demaatnacion.

Sea 0=t <t=uX) yA Be wl).

28



Sea A’ € C(A,to) y B € C(B,to). Dado que u'l(to) ®S Conexo por arcos,
existe un arco y en u‘l(to) con extremos A’, B'. Consideremos dos casos.
Caso 1. Supébngase que p(o(7)) s t.
Dado que B' ¢ B, existe un arco ordenado a con extremos B' y B (por
los teoremas 0.29 y o0.210). Como julo(y) v B') =  plelz)) s ty
t = u(B) s plo(y) v B), existe B ea tal tal que uplol(y) U Bo) =t (por
el lema 0114 y los teoremas 0111 y 0.1.12),
Asf, dado que plA) =ty o= A S| An(cly) v BO) ], existe un arco
en u'l(t) con extremos A y oly) v B, (por el lema 0.2.11).
Analogamente, existe un arco en u'l(t) con extremos o(y) v Bo y B. Por
tanto existe un arco en u'l(t) con extremos A y B.
Caso 1I. Supéngase que u(o(y)) > t.
Por la continuidad uniforme de p existe & tal que si R, S € C(X) y
p(R,S) < &, entonces| p(R) - u(S) | < t—to. Ya que 7 es localmente
conexo, para cada 4 € 7, la vecindad Bp(q, 3 ny de y en ¥
contiene una vecindad U(y) conexa en 7. Alguna colecciéon finita
{U(ql),U(qz).....U(qn)}, para ¥, y,...,4 €7, cubre a 7.

Por cada i, U(t;x) es un subintervalo [Al.Bl] de 7 (ver figura).

C=A
B A B_A A
173 3's 6 . C =A
1ttt 2 2
Ax Az Bz A4 84 Bs Ba= C =B
3 1
C,=A,
C =B
5 2
Sea {¢li=l,....2n}={A ;B li=1,...,n} con
0 =M = 7HC) < FNC) < AMC) < .. < 27N ) < B =1
1 2 a 2n

como se muestra en la figura. entonces cada intervalo [Cl,Cm].
i = 1,...,2n-], estd contenido en algun U(q“‘) o

Jm.d'(lcl.CM]) < 3, para todo i (por 1a elecctén de &) y por lo

) € Blyy, 8). Asf

ply
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tanto | u(o-([cl.cml)) -t =1 u(o‘([Cl.CM])) - u(uj(-") | < t-t.

Y as{ u(cr([C‘,CM])) < t.

Dado que pulo(r)) > t, existe un continuo Dl tal que
[Cl,Cm] < Dl S v 3y p(a‘(D‘)) = t (esto es por los teoremas 0.2.9,
0,2.10, 0..11, o0.4.12). Asf{ que para cada i = 1,...,2n-1, tenemos que

a'(SDl) e pl(v) y C,. s { a(Dl) n cr(DM) ] # @, de manera que por el
lema (0.2.11) existen arcos con extremos cr('Dl) y o*(SDM) y contenidos

en u (1),

Dado que A’ €S | A n o(Dl) lyB s{Bn tr(fDZn_l) ], existen arcos en
wit) de A a tr(iDl) y de a'(Dzn_l) a B. Por lo tanto existe un arco

en p'(1) con extremos A y B.

Recordamos la definicién de un continuo descomponible. Se dice que un

continuo es deocamponible, si es la unién de dos subcontinuos propios.

(31.5) COROLARIO [Petrus).
Si X es un contihnuo descomponible, entonces existe
t, € [O,u(X)] tal que p_l(t) no es copexo por arcos si
t < to y conexo por arcos si to <t
Demaotnacitn.
Probaremos que si X es descomponible, entonces existe t. < u(X) tal
que u_l(t) es conexo por arcos para cada t = t".
Sean A, B subcontinuos propios de X tal que X = A u B. Sea
t" = max{ p(A), p(B) }. Sea t > t.
Para nuestro propésito supongamos que tt = u(A). Dado que u(B) =t y
A n B % o se sigue que X(A,t) = p"'(t). Por tanto por el
lema (3.1.2) u (1) es conexo por arcos.

Ahora bién, si X es conexo por arcos (por 3.1.3}, tomo t0 = 0.
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Si X no es conexo por arcos, entonces por la afirmacién anterior existe
- -
t tal que u '(t) es conexo por arcos para t & t. Sea
. -
ty = inf{ t | p (t) es conexo por arcos para t = t'}. Es claro que t

satisface lo que se enuncia en el corolario.
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CAPITULO 4

4.1, Continuos Descomponibles, continuos Hereditariamente

Indescomponibles y propiedades.

Se daran algunas definiciones y hechos bésicos.
(a.1.1) DEFINICION. Se dice que un continuo es deoscomponible si

es la unién de dos subcontinuos propios.

(a.1.2) DEFINICION. Se dice que un continuo es indeocomponible
si no es descomponible. Es heneditlaniamente indescompaonible si cada uno

de sus subcontinuos es indescomponible.

(4.1.3) LEMA. Sea X cualquier continuo y sea p cualquier mapeo
de Whitney para C(X). Entonces U u-‘(t) = X, por cada t € [O,u(X)].
Demaostnacion.

Claramente U p7'(t) = U {A]|Ae ) be X

Sea @ € X, se mostrard que « € U p '(t).
Como {&} € X y por teorema (0.2.9) existe a un arco ordenado con puntos
extremos {a} y X.
Ahora como u[a es un mapeo de Whitney y u]a( {e} ) =0=1t= ula(x),
existe B € a tal que “Ia(B) = t (por el teorema 0.1.12). Asf
{a} € B S X (pues & es un arco ordenado) y B € 1 (t). Por tanto

e Uputr).
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Recordamos la definicién de la composante de un punto. Sea X un
continuo y sea p € X. Definimos la compasante K en X de p como

K ={ @ € X | existe un subcontinuo propioc A de X tal que p, € € A }.

(s.0.9) LEMA. Si X es un continuo conexo por arcos, entonces X
es un continuo descomponible.
Demastracidn.

Supongamos que X es un continuo indescomponible.
Sea p € X, ¥ Cp la composante de p en X. Sea q € [ X\Cp ), ¥ Cq la
composante de q en X (note que ‘CP * Cq pues q € Cp). Dado que X es
conexo por arcos, existe un arco « & X con extremos p y q. Si a # X,
entonces a S CP yas Cq (pues & es un subcontlnuo propio de X, que
contiene a p y q), es decir, CP n Cq # o, lo cual es una contradiccién
(pues. dado que X es indescomponlble, X tlene una infinidad de
composantes y estas tendrfan que ser alenas ver [Kuratowski]). Por

tanto X es un continuo descomponible.

(a.1.5) LEMA. Sea X es un espacio hereditariamente

indescomponible. Sean A, B subcontinuos cualesquiera de X, con
ANnB=o Entonces A SBO6BGSA.
Demaatracion.

Supongamos que A no esta contenido en B y que B no esta contenido
en A. Como A n B # @ A\B # o y B\A # ©. Entonces A v B es un
subcontinuo de X que se puede descomponer en dos subcontinuos propios

( Ay B). Esto contradice la hip6tesis y prueba que A € B o B & A.
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(s.1.6) LEMA. Sea X un continuo hereditariamente
indescomponible, u cualquier Mapeo de Whitney para C(X). Si A,
B € p '(t), entonces AnB=00A=B,

Demasthacidn

Supongamos que A, Be  (t) y An B # 0.
Como X es hereditariamente indescomponible, A € B 6 B & A (lema 4.1.5).
Dado que u(A) = u(B) (por hipotesis) y 4 es un mapeo de Whitney, A = B.

Por tanto si A, B € p '), entonces AnB =2 0 A = B,

Antes de probar el teorema siguiente daremos la definicién de funcién
monétona. Se dice que una funcién continua f de X sobre Y es /manélona

si f-l(y) es conexo para cada y € Y.

(a.1.7) TEOREMA  [Nadler,1.80.2]. Sea X un continuo
hereditariamente indescomponible. Sea p cualquier mapeo de Whitney
para C(X), sea LA X =+ p_l(t) la funcién que a cada « € X, le asigna
el subcontinuo de X con  p-valor t que lo contiene. Entonces para
cada t € {0,u(X))
i) n, esta bién definida;
ii) n, es continua;
iif) M, es monétona.
Demastnacion.
Como u—'(t) es un descomposicion de X (por los lemas 4.1.6. y
4.1.3), n, esta bién definida. Esto demuestra (i).
Sea x, € X. Demostraremos que n, es continua en a:o.

Sea {a:n} una sucesién en X que converge a .

nelN
Entonces demostraremos que nl(a:n) - ’nt(a:o).

Ahora, sea 'nt(ttn) = An y nt(mu) = AO; dado que p_l(t) es compacto
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existe una subsucesién de {An}

e digamos {Ank}kéEEN tal que Ank -+ B.

Como ¢ € A ya = a, @« € B (por teorema 01.5). Ademas como
nk I'\k nk [+] 0

u(An) = t y p es continua pu(A) = t. Asf que A, = B (por lema 4.1.6).
k

Esto demuestra (ii).
Afirmamos que por cada A e u (1), nt_l(A) = A (por lema 4.1.6).

Asi que m, es monétona. Esto demuestra (iii).
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4.2. ' La propiedad de ser un Continuo Descomponible y de ser un
Continuo Hereditariamente Indescomponible son

Propiedades de Whitney.

En el siguiente teorema probaremos que la propiedad de ser un continuo

descomponible es una propiedad de Whitney.

(s.21) TEOREMA [Nadler,14.11].

Sea X un continuo descomponible, entonces u_l(t) es

descomponible, para toda-t € {0,u(X)].
Demaastrancidn.
Sean A, B subcontinuos propios de X tal que X = A v B.
Consideremos X(A,t) = { K € p JKnAa=zo }y

XBt)={Kep'tt) | KnB=o }

Dado que X = A v B, p-l(t) = X(A,t) v X(B,t). Por el lema (3.1.2),
X(A,t) y X(B,t) son subcontinuos de p (t).
Por tanto si consideramos que X(A,t) = p-l(t) # X(B,t), entonces esta
completa la demostracién.
Sin embargo puede suceder que alguno de los conjuntos sea todo u-l(t).
es decir, (sin pérdida de generalidad) X(A,t) = p '(t).
Consideremos el caso cuando p(A) = t. Entonces por la parte 1 del lema
(a.1.2), X(A,t} es conexo por arcos. Asi u_’(t) conexo por arcos. Pero
cualquier espacio conexo por arcos es descomponible (ilema 4.1.4). De
modo que u-l(t) es descomponible.
Ahora consideremos el caso cuando u(A) > t.
Hacemos A = C(A) n p '(t). Como A = X, p ‘() = A.
Supongamos que u—l(t) es indescomponible. Entonces existen

a, b, ce u_l(t) tales que u-l(t) es irreducible alrrededor de cada dos
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de ‘ellos (ver [Kuratowski], se dice un conjunto A & X es irreducible
alrededor de {x, y}, si A es el méximo conexo de X que los conticne).
Encontraremos una contradiccién probando que existe un subcontinuo D
propio de u—l(t) tal que contiene al menos dos de ellos.

Como X(A,t) = u_l(t) es irreducible alrrededor de cada dos puntos
(a, b, c), a, b, c g A, yademds a, b g A,

Por la parte (ii) del lema (3al.2), existen arcos « y ¥ & X(A,t), con
extremos a y a. (donde a. e A), by b. {donde b- € A) respectivamente.

Asf que @ v A U 7 es un subcontinuo propio de X(A,t) (pues X(A,t) es un
contlnue Indescomponible) que contiene a a y b, lo cual contradice que

X(A,t) es irreducible alrrededor de a y b. Por tanto }.l._l(t) es

descomponible.

Antes de probar que la propiedad de ser un continuo
hereditariamente indescomponible es una propiedad de  Whitney,

probaremos el siguiente lema.

(4.2.2) LEMA. Sea X un continuo indescomponible (resp.

herediteri te Ind ponibte) y Y un continuo. Si f : X + Y es una

funcién de X sobre Y continua y monétona, entonces Y es indescomponible
(resp. hereditarlamente Indescomponible).

Demaatrnacidon

Supongamos que Y = A v B, donde A, B son subcontinuos propios de Y.
Como f es monétona f-l(A). f-l(B) son conexos en X y por ser f continua

£7'A), r7UB) son compactos en X. Asi que fA), f UB)

son subcontinuos propios de X (pues st f_l(A) = X, entonces
A = f{ f’l(A) ) = f(X) = Y, lo cual es Imposible). Dado que
£8A) v £T(B) = X se tiene que X es descomponible, lo cual es
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imposible, La demostracién para un continue. X hereditariemente

indescomponoble es andloga a la anterior.

(4.2.3) TEOREMA [Nadler,14.1).

Si X es un continuo. hereditariamente indescomponible,

entonces pﬂ(t) es un continuo hereditariamente
indescomponible.
Demosthacidn.

Por el teorema (1.1}, u-l(t) es un continuo.
Dado que la funcion LA X -'~u-1(t) es continua y monétona (por el
teorema 4.1.7), el lema 4.2.2 demuestra que n-l(t) es hereditariamente

indescomponible.

(4.2.4) LEMA [Petrus].

Si D € C(p'x(to)) y ot € (t.px, entonces
X(@D,t) = U C: | A e D} es un subcontinuo de w). si
ule(D)) = t, entonces X(D,t) es conexo por arcos.

Demoatracion.,

Primero probaremos que X(D,t}) es compacto. Basta demostrar que es
cerrado en p '(t). Sea {Kn}nEN una sucesiéon de elementos de X(D,t) tal
que Kn + K, con K € u-l(to). demostraremos que K € X(D,t).

Dado que K_ ¢ (VR C; | A e D} para toda n, existe A €D tal que
An < Kn para cada n. Como D es compacto, existe una subsucesién
convergente  de {An}nE[N' Supongamos, sin pérdida de generalidad
que An » A, con A € D. De manera que

lim inf An = lim sup An < lim inf Kn = lim sup Kn. es decir A § K. Asf
que K € C:. es decir K € X(D,t). Por tanto X(D.t) es cerrado.

Supdngase que X(D,t) = € u X donde € y H# son cerrados ajenos y no
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vacfos en X(D,t). Dado que X(D,t) = U { C: | AeD}y C; es un continuo
para cada A € D, se puede escribir D = B’ u H' donde €'= 4{ AeD)|
C,SEl2o, ' ={AeD|C,cH}22yE nH =2 (usEnH=
). Ahora demoétraremos que €', H' son cerrados. Para esto bastara
probar que €' es cerrado pues la demostracién de que H' es cerrado es
andaloga.

Sean An € B’, n € N, y supongamos que An + A, con A € D. Demostraremos
que A € B’, es decir C: S 6.

Como C: & §, para cada n, elegimos una Yn € C: < 6, asi que An < Yn
n n

pero € es compacto, de modo que podemos suponer que Yn converge digamos
a Y, con Y € 6. Por tanto A € Y. Asi Y € C:, entones C: € € (pues C;
es un continuo). As{ que tenemos un separacién de D, pero esto es
imposible dado que D es un continuo. Asi X(D,t) es un conexo y por
tanto un subcontinuo de p (t).

Ahora demostraremos la ultima afirmacién del lema

Supongamos que u{c(D)) = t. Sea D € u'l(t) tal que o{D) S D (se puede
elegir tal elemento por la existencla de un arco ordenado o con
extremos a(D) y X; teoremas 0.2.9, 0.2.10, y aplicando e} teorema
012 » pf ).

Si B € X(D,t), entonces B € C: para alg\‘m. A € D Pero A S o(D) €D, asi
AS[BnD] = e Por el lema (0.2.11) existe un arco en p"(t) de B a

D. Por tanto X{D,t) es conexo por arcos.
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Nuevamente haremos la pregunta:
Si u‘l(t) es un continuo descomponible para algin t, € [o,u(X)],
entonces ¢ para qué t € [to.u(X)l se puede garantizar que u-’(t) es un
continuo descomponible ?.

La respuesta estd en el teorema siguiente.

(a.2.5) TEOREMA [Petrusl.
Si u’l(to) es un continuo descomponible, entonces existe
t e (to.u(X)] tal que p'l(t) es un continuo descomponible
para to st= tl.
Demastnacidn.
Sean D, B  subcontinuos  propios  de u'l(to) tales que
p—’(to) =DupB. SeaBelB\D])ye = p(BD).
Por el lema (o0.1.16) existe m > O tal que si R, S € p'l(to) y
R ¢ Nd('n.S). entonces p(R,S) < €.
Sea B' € C(X) tal que B < B ¢ Nd(-n,B). Entonces B' no contiene a
ningin elemento de D (pues st existiera A € D tal que A S n'. entonces
A S Ndm.a). As(  que P(B,AXE  pero  esto  contradlce la  eleccelén  de
€=mn{ p.A) | A €D} = pwD)
Analogamente, si A € | D\8 ], entonces existe A" € c(X) tal que A ¢ A%,
A= A. y A no contiene ningin elemento de B. Sea tl = min{ u(A.),
B
Sea t =t = t. Entonces existen A, B € pt) tal que A € A S A"y
B < Bt < B. (por los teoremas 0.2.9, 0.2.10, 0..11, 0.1.12).
Dado que u'l(to) = D u B se tiene que p (1) = X(D,t) U X(B.t) (pues
dndos A € M) y b € A sea & un arco ordensdo con extremos b y A
Sabemos que existe B € & tal que MB) = t )y {v} < B, S A Per

o

tanto A € X(Dit) o A € X(B,t) dependiendo de que B, € D o B, € g )
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pero  X(D,t), X(B,t) son subcontinuos de- wlr) oy
At € [ X(D,tNX(BY) 1 ¥y B‘ € [ X(BN\X(D,t) ] (esto Gltimo es porque

sioA € X(B,t), entonces existe B* € B tal que B & At S A,

contradiciend 1a leccis de €. Andlogamente  para B‘). Por tanto,

1 (t) es descomponible.

(4.26) TEOREMA [Petrus].

Si u—l(to) es hereditariamente indescomponible y t € (to.u(X)].
entonces u'l(t) es hereditariamente indescomponible.
Demoatracidn.

Observemos que si A € u-l(t). para t € (to,p(X)l y A es
descomponible en X, entonces “lk-l(to) = C(A.to) es un subcontinuo
descomponible de u"(to) (por teorema 4.24), pero esto es una
contradiccién ya que u'l(to) es hereditariamente indescomponible. As{,
si A € C(X) y A es descomponible, entonces p(A) = t,

Sea D € C(u_l(t)) y sean fDl. sz subcontinuos propios de D tales
que D = Dl v D, Dado que wle (D)) > to o(D) es indescomponible (por
la observacién que hicimos al principto). Asi que para al menos uno de

los dos fl)l o SDz, digamos :Dl. se debe tener que (D) = o‘(D’).

Sea A2 el 2)2\1)l ]. Entonces Az < (D) =.a'(1)l), asi que existe Al € Dx
tal que Al n Az # ©. Entonces dado que Al 2 Az' Al v Az es un continuo
descomponible y u(Alqu) >t > to' lo cual contradice la observacién
que hicimos al principio. Por tanto u'l(t) es hereditariamente

indescomponible.
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CAPITULO 5

S5.1. Definiciones.

Primero daremos algunas definiciones.

(sa.1) DEFINICION. Sip, q € X, p # g, entonces se dice que X es

apasindética en p con nespecta a q, si existe un subcontinuo M de X
tal que pe intMy qe [ X\M .

Si X es aposindético en p con respecto a cada q € | X\{p} ],
entonces X es apooindético en p. Si X es aposindético en cada uno de
sus puntos, entonces X es apasindéticao.

Ejemplas

1. [a,b) el intervalo es aposindético.

Es aposindético en p con respecto a q.
Notese que X no es aposindético en p

con respecto a q,.

3. El circulo unitario S' es aposindético.

(5.1.2) DEFINICION. Se dice que un continuo X es {initamente

apasindética Si para cada @« € X y -{a:l,mz,a:s,....ccn} S Xcona=#a,

existe un subcontinuo M de X tal que @ € intM y
Monde,c,,....ct=oe
&jemploa

1. El intervalo [a,b] es finitamente aposindético.
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Este espacio no es finitamente’

aposindético en p con respecto a

{z @, a,...c }

(s.1.3) DEFINICION. Si dados dos puntos p y q € X, X es
aposindético en al menos uno de los dos puntos con respecto al otro,
entonces X es semiapasindética.
€iemplas

1. Este es continuo semiaposindético.

s

———ld
—
- -

(5.1.4) DEFINICION. Se dice que un continuo X es mutuamente
aposindético si para cualesquier p, q € X, p # q, existen subcontinuos
ajenos My N de X, con p € intN y q € intM.
8iemplas
1.

Es un continuo semiaposindético, es decir

es aposindético en x con respecto a Yy
pero no alreves, As{ tal continuo no es

Aposindético
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Es un continuo Mutuamente aposindético.

Pero no es finitamente aposindético con

respecto a & y {a:l.azz...., a:s}.

Con el primer ejemplo se observa :

a) que un continuo sea semiaposindético no implica que sea localmente
conexo;

b) que un continuo sea semiaposindético no implica que sea mutuamente
aposindético.

Con el segundo ejemplo se observa :

a) un continue que es mutuamente aposindético no implica que sea
localmente conexo;

b) un continuo que es aposindético no implica que sea finitamente

aposindético,
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EL SIGUIENTE CUADRO ES VALIDO PARA. CONTINUOS.

Continuo
4

Finitamente 7
~» Aposindético

1'\

/ -
/|
Continuo Continuo
l.ocalmente Conexo ‘ Semiaposindético
A
//
9
l———— A
Continuo — Continuo
_————-’ -
Mutuement Aposindético Aposindético
j T
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5.2. La propiedad de ser un Continuo Aposindético, la de ser un
Continuo Finitamente Aposindético y la de ser un Continuo Mutuamente

Aposindético son Propiedades de Whitney.

Antes de probar el teorema que relaciona aposindesis con niveles de

Whitney, probaremos el siguiente lema.

(s.20) LEMA. Sea p cualquier mapeo de Whitney para C(X).
Sea A € plt), t € [OuX)], y sea A € C(X) tal. que
A S intA’. Entonces A € int C(A’,t).
Demaathacibn.,

Se probard que A € int C(A’,t).
Como A S int A’ & A’, existe & >0 tal que A € Nd(G,A) € A'. Sea
BP(A,G) n w't) la  vecindad ;je A en u'(t). Veremos que
1B,(A.8) n 1l < can.
Sea Y € [B (A.8) n WV, entonces p(AY) < &, asi Y £ N_(3,A). De

manera que Y S A', es decir A € int C(A',t).

En el siguiente teorema mostramos que la propiedad de ser un

continuo aposindético es una propiedad de Whitney.

{s.21) Teorema [Petrusl.
Si X es aposindético, entonces u_l(t) es aposindético, para
cada t € [O,u(X)].
Demasthacidn
Sean A, B e u_‘(t). se probard que u—l(t) €s aposindético en A con
respecto a B, es decir, mostraremos que existe un continuo § en p_l(t)

talque Aeinty y Be § .
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Sea 4y € [ B\A ). Por cada @« € A € X existe un continuo A, tal que
« € lntAm yyeA - (Pues X es aposindético).
La familia { intA | @ € A } es una cubierta abierta de A, por ser A

un compacto, extraemos una subcubierta finita { intAc |
i

i=1,2,3,...,n -

n n
T = ’
Sea A U|=1Aa:" Entonces A S ‘léll(lntA‘tl) < ‘“‘:91%1 intA’, as{ que

A € int( C(A’,t) ) (por el lema 5.1.5).
Dado que y € B\Aa:' por cada @ € A, B no estd contenido en A", por
tanto B € | unl(t)\C(A',t) 1. Asi que si tomamos F = C(A',t) (§ es un

continuo pues A’ lo es) entonces A € int§ y B ¢ 3.

En el siguiente teorema se expresa el hecho de que la propiedad de

ser un continuo finitamente aposindético es una propiedad de Whitney.

(5.22) Teorema [Petrus].
Si X es finitamente aposindético, entonces u—l(t) es
finitamente aposindético, para cada te[0.u(X)].
Demastnacidn.
Sea t e (O,u(X)] y sea { A'Al'Az""'An } s k), con A *® A para
todo i = 12,..n Por cada i = 12..n, elfjase a € [ ANA I
Entonces para cada a € A existe un continuo Ma tal que a € intMa y
Ma n{ LR RO } = @ (Pues X es finitamente aposindético).

Ahora «{ intMa | aeA } es una cubierta abierta de A, por ser A un

compacto, extraemos una subcubierta finita { intMal a € A,
™ \

i = L.,m } Sea A =jl'-‘llMa' entonces A & intA’, as{ que
S |

A € intC(A’',t) (por et lema 5.20). Es claro que A‘ ¢ C(A',t), para
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todo i = 1,2,...,n (pues a e [ ANA 1y Ma] n 4 al.az....,an} = o

por cada J = 1, 2,.,m). Hemos exhibido entonces un continuo

ClA"\t) = 5 tal que A e int§ y § n { Ax’Az""'An }=o

A continuacién veremos que también la propiedad de ser un continuo

mutuamente aposindético es una propiedad de Whitney.

{s.2.3) Teorema [Petrusl.
Si X es mutuamente aposindético, entonces u—l(t) es mutuamente
aposindético, para t € [O,u(X})].
Demaostnacisdn.
Sea t € (OuX)] y sean A, A, € u (). sean a € [ AMNA, ],
a, € L AZ\A. ], entonces existen continuos ajenos Ml y Mz' tales que
para algién 7 > O, Bd(al,n) < M|. para i = 1,2 (por ser X un
continuo mutuamente aposindético).
Sea & < min{ =, d(a; M), dla,M), dla,A) }. Ahora construiremos
continuos ajenos (§vl (52 en p_l(t) tales que Al € int@l. A2 3 int@z.
Para esto dltimo bastara que mostremos que | BP(A‘,B') Arp it e Gl.
i =12 Fijemos i =1 o 2 y consideremos .dos casos.
Caso 1. Supéngase que p(Ml) <t
Sea B = { M } donde M es algin elemento de p Y tal que
Ml < M; [ | M| V] .‘\l 1 (M; existe por los teoremas 0.2.9, 0.2.10 y por
el teorema 0.1.12).
Para cada D € { Bb(Al.S) n p ) IR existe
g, € [ Bd(al.a) nD1s [ Dn M; ] (En efecto, como D € Bp(Al.a).

A SN d(a.n)). Claramente tenemos :

[Bd(_al,a)r\D]S[Dan(a‘,'n)IQ[Dan]SanM“ 1). Asi,
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D n M'l = © y por el lema (o2n), podemos elegir un arco
o 4 [u—l(t) n CD v M")]. con extremos D y M'l. tal que g, € L, para
cada L€ . Sea D =U{ o | Del T O B,(A;;8) 1 }. Como- todos
los arcos terminan en M'l. B‘ v })l es conexo. Para este caso definimos
Gl = Bl v D;. Entonces (§l es un continuo, que contiene a
B (A.8) n 1Y) (Por comstruccién).
Caso II. Supbéngase que u(Ml) = tf

Para cada D € [ Bp(Al.G) n u—l(t) 1, existe
g, € [ Bd(al.a) nDlsiDn M‘]. As{ que existe D' € p '(t) tal que
g, e D ¢ M‘ (esto o8 por los  teoremas ©0.2.8, 0.2.10, 0.1.11,
0.1.12). De manera que pedemos elegir un arco o < [“-1“) n C(D v D))
con extremos D y D' (por el lema 0.2.1) tal que g, € < D v D', para
cada L € o

_ _ -1
Sea B = CIMt) y sea D, = U{a«|Delpui(t)n BP(Al'a) 1 }. En

este caso definimos (5‘ = B‘ V) D:. De nuevo tenemos que

( vy n B,(A:8) ] € 6,

Como Bl es un continuo y todos los todos los arcos intersectan a B‘,

Bl V] D| es conexo. Por tanto, @l = 13l v D: es un continuo.

Esto termina la construccién de Gx y Gz" ahora se demostrard que

@l n @z = @

Note que para i = 1, 2 y para cada L € @I. se tiene que L & Ml o

Ln Bd(al,a) # @. Para el caso I, se cumplen la segunda condicién.

Para el caso II, se cumple una u la otra.

Sea F € Gl. Se probara a continuacién que F ¢ @z.

Si F € B, sebemos que F € G(M,,t) bF = M.
Si F e C(Ml.t), entonces F € Ml, de mar;era que F n .I_B—d_(aTa') =0

dado que & < d(az,M‘) yF ¢ C(Mz.t) (dado  que Ml n Mz = @), entonces .

Ft@z.
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Si F = M;. Entonces Ml «F¢ Ml V] Al.
De manera que F no estd contenido en M2 dado que Ml n M2 = @, También
F n Bd(az.a) = @ (dado que d(az'Ax) > & y d(az.Ml) > &), entonces
F €06, SiFeD, etonces F S [ Ny(§A) u M) Asf que F no estd

contenido en M2 (pues d(al.Mz) > &). Dado que d(az’Mx) > 38,

Ml n Bd(az.é) =9, Nd('s'Ax) n Bd(az,a) = © dado que & < 1/3 d(az,Al).
Asf F n Bd(az,a) =@ (pues F S Wa“:’ v Mx])‘ Por tanto (51 n 0'22 = 2,

Por tanto u-l(t) es mutuamente aposindético.
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