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INTRODUCCION

La evolucién y desarrollo de la industria petrolera ha traido como
consecuencia 1la aplicacién de técnicas cada vez mas depuradas y
sofisticadas, orientadas a maximizar la produccién de hidrocarburos,
pero al mismo tiempo, llevando a cabo una explotacisn racional de 1los
mismos ; entre dichas técnicas se encuentra la simulaciéen numérica de
yvyacimientos, la cual es una herramienta sumamente util para predecir el

comportamiento de los yacimientos.

En la ingenierta de yacimientos tradiclonal se trata al yacimiento en
forma burda, considerandolo como un tangue con propiedades promedio,
mientras que la simulacién de yacimientos por medio de computadoras
permite un estudio detallado al poder dividir a dicho yacimiento en un
numero finito de celdas o blogues y aplicar las ecuaciones fundamentales
de flujo de fluidos en medios porosos conjugadas a la ecuacién de

balance de materia para cada celda.

siempre que una ecuacion diferencial parcial se expresa en
diferencias finitas al aplicarla a cada una de 1las celdas que
constituyen la malla con la que se aproxima el yacimiento, da como
resultado un sistema de ecuaciones algebraicas. Este sistema de
ecuaciones generalmente forma algun tipo especial de matriz siendo
tridiagonal, pentadiagonal, heptadiagonal o nonadiagonal para flujo en
una, dos o tres dimensiones respectivamente. Para resolverlo se han

desarrollado métodos directos e iterativos ya que normalmente el mayor



consumo de tiempo es el ocupado en la solucién del sistema.

El objetivo del presente trabajo es describir en forma breve algunos
de los metodos de solucien mas aplicables en la simulacién de
yacimientos, ya que de la buena seleccisn de éste dependera el tiempo de

cémputo y la precisisn de los resultados dados por el simulador.

Se probaron varios de éstos en un simulador de gas variande algunas
propiedades del yacimiento tales como porosidad, permeabilidad, etc. con
la intencié4n de manejar condiciones extremas y con esto poder presentar
una comparacisén en cuanto a la eficiencia de ellos. Por wultimo se
presentan algunas sugerencias de como seleccionar adecuadamente el

método de solucien.



CAPITULO

MoDeELOs MATEMATICOS

1.1 Ecuaciones Fundamentales

Para representar matematicamente el flujo de fluidos a traves de un
medio poroso, primeramente se debe establecer la ecuacisén fundamental de
flujo o la ecuacisn de difusividad, la cual se compone de la combinacisén
de las siguientes ecuaciones :

- Principio de conservacién de masa o la ecuacion de continuidad.

- Ecuacisén de movimiento del fluido en el medio poroso.

-~ Ecuacién de estado que represente el comportamiento PYT del fluido.

I.1.1 Ecuacidn de continuidad

La ecuacisén de continuidad describe el principio de conservacién de

masa y establece que :

masa que enira maza que scle +l.érmi no fuente masa que Be acumule
— =

ol sistema dol sistema — o sumidero en ol sietems
cuya expresison matematica es la siguiente :
*
+ 9P oo Py 5, )

v {p v )= =~ I.1
t Yr v P (I.1)

Nomenclatura y referencias al final.



I.1.2 Ecuacidn de movimiento

El movimiento de los fluidos.en un medlo poroso se’ puede representar

por medio de la ecuacisn de Darcy, la cual establece que el gasto es

proporcional al gradiente de pres:.ones.

La forma mas usual de la ecua‘ciéh de 'Dar’cy:,’es

I.1.3 Ecuacidn de estado
La ecuacisn de estado es una expresion que relaciona a la

como una funcien de la presisn y la temperatura.

2= (PT)

1.2 Flujo Monofdsico

I.2.1 Fluido incompresible ( agua 2>

(1.2)

densidad

(1.3)

En este caso la densidad del fluido ( p ) es constante, por lo gque

la ecuacisén gueda :

a ap
a % (kx a X



+ My , ' NS

Expresando la ecuacién ( I.4 ) en forma vectorial é,

v.IRVP ]I _2yz -9 : o B C(1.8)

I.2.2 Fluido ligeramente compresible € aceite ‘)

En el caso de fluido ligeramente compresible, la compresibilidad

definida como :

Ir (1.6)

es tomada para ser independiente de la presisn, como resultado se tiene

que la densidad es ;

o= e, @SP ~ Po) (1.7a)

°
]

p, (1 +c(P-Po)) (1.7b)

Sustituyendo las ecuciones ( 1.2 ) ¥y ( 1.7b ) en la ecuacién ( I.1 )

Y sabiendo que kr Y S =1 se obtiene :



8 AP
a X ( kx LB e
qi
I
e (1.8)
Ve
Expresando. la ecuaciéh_ (1.8 ) en forma vactorial ‘:"'
q' i L
u : .
viRe ] -pce 5L (1.9)
. v s .
c
I.2.3 Fluido compresible C gas )
Considerando la ecuacién de estado para un gas real :
PH
p = —— {I.10)
ZRT

Suponiendo un medio poroso incompresible y saturacién de gas
constante por la expansién del mismo y sustituyendo 1las ecuaciones

( I.10 Yy { 1.2 ) en la ecuacisn { I.1 ) se obtiene :

* PM
M k + a PM o —Zgg )
v { ——— — 9P )} = = © Sg {I.11)
ZRT 7] Ve 2ZRT at

Definiendo al potencial de los gases reales como®:

m(p) =2 § dp

P
P73



continuando.el desarrollo® se llega a la ecuacién siguiente @

Y'(‘k vm(P):’) (I.12)

La ecuacisn (" Iv12:) es: . el mode Ac')fm_a'tém.;atiéo que - representa- el

movimiento del gas en. el médio"pof,o's‘o,r,',enb Ltéiminos del potencial de 1los

gases reales.

I.3 Flujo Multifidsiceo
Al desarrollar el modelo matematico para flujo multifasico se

sustituye la ecuacién ( I.2 ) en la ecuacisn ( I.1 )} y sabiendo que :

o = Pres
fey
B,
se tiene :
r-]
tca
e, X k a e s ( °s, )
v.[ cs tl con ] t 2t Pres t (1:13)
B, He ' Ve B, at

por 1o gue la ecuacisén para la fase aceite queda

P
. 8 ocs o g
¢.[ Foce kk ve + 95 Poca L °) (1.14)
Bo Ho ° Ve Bo - P *



siendo la densidad del aceite a condiciones estandar { Peoce ) una

constante, esta se puede eliminar en ambos miembros quedando la ecuacién

{1.14 ) como :

. So
v -k ko v + Joca o ° ) ) . P
| He Ba o Vo S . PR ; A(/I-;15)

o

Realizando el desarrollo de manera analoga para el ague> se tiene

Sw
v. _k_}_'.‘!_vg iq"“ —0(—va) ‘(116)“
Hve By v Ve - a ¢ . ‘
Para la fase gas se considera lo siguiente :
qg'r = qgl * qqdo + quv
suponiendo que no existe gas disuelto en el agua :
By Reo
Ggr T Y THET %
en terminos de velocidad se tiene ;
Y91” Yt Yguo
k qu .
= - ——T2_ v .
Vg s &g (1.17)



= - VEe (g ) i Y : o (mas)

“sda Ho.!

sustituyendo las ecuaciones ('I.17 ) ¥ ( 1.18 ) en la ecuacisn ( TI.1 Yy

sabiendo que ;

= Faes
Paey Bg
se tiene :
: +
v pgcn k krg TEg + k kr Bg Reo Vi; + qu pq:-
Bg Hg g Ho Bo Ve Bg

-]
a ( -—253— 2 Sgt )

= (1.19)
at .

simplificando términos se tiene :

v. k krg . ‘v k kro Rso —_ + qqlc‘ +‘q°c‘- Rso
Hg Bg 9 tio Ba ~MV=

& ( Paes @ Sgt )
Bg 8t

- (1.20)
a t




junto con»las\siguiehtes relaciones adicionales: :

So + 5g + Sw =17 BTN, : (I.21)
Pt =P - P 2 o o (I.22a)
go 9 e 8 - S "
pc =P - P S (T 22b)

wo o v B

Para definir adecuadamente el problema matematico, ademas de las
ecuaciones de flujo ( I.15 ), ( I1.16 ) y ( I.20 )} es necesario

especificar las condiciones iniciales y de frontera :

Condicliones iniciales :

B (X,Y¥,2,0)= Py, (X,Y,2Z)

Sf(le:zl°)= Sty (x,y,2)

lo anterior implica un equilibrio gravitacional y capilar,

Condiciones de frontera :

10



Las‘ecuaciones ( I.15°), (1.6 )y (- 1.20:) generan un sistema de
tres ecua;iohes con seis incsgnitas Pn, Pg, P, So, 8g "y Sv. Este ~se
puede. reducir a tres incegnitas, acoplando las relaciones adicionales en
las ecuaciones de flujo. Escogiendo como incégnitas a P;, Sg y‘ 597 155

ecuaciones anteriores.se transforman como :

Para el aceite :.

el g T g )

: »,j» 3 2_ o ‘ i Co s
"'[% Liveg *;,,"P’} Ve Ty | Bem (17 8em S
{1.23)
Para el gas :
Tt
v-[xg(vp°+Vch°-ygvn)]+v<[>.°m—.(vpo-yovn)J-
q +q Rso a @ Sy @ Rso
glcs ocs — - -
Ve = Byt s (1 - 8 - Sv )
(1.24)

11



Para el agua :

&
’v.[;,v ( vP° - vPcvn— -, YD,) ] -

12

qVCH

- Vel




CAPITULO II

MopeLos NuMERICOS

II.1 Expansidn en diferencias finitas

Para dar solucién numerica a una ecuacion diferencial parcial no
lineal, se tienen que proporcionar resultados en puntos discretos dentro
del sistema, es decir, que las ecuaciones que se empleen en la
simulacién seran resueltas en forma numérica, esto determinara los
parametros dependientes, presiones y saturaciones en puntos discretos en

espacio y tiempo.

La discretizacién en espacio se hace al dividir al yacimiento en un
numero determinado de celdas. Y con respecto al tiempo se realiza al
tomar intervalos pequefios de é¢ste, para cada uno de los cuales se

resuelve el problema.

La transformacisén de una ecuacien diferencial continua a unpa forma
discreta se hace generalmente utilizando el m¢todo de diferencias
finitas que consiste en sustituir las derivadas de las ecuaciones
diferenciales por formulas de derivacien®. As: entonces las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales son reemplazadas por su equivalente
en diferencias finitas, las cuales pueden obtenerse: al expandir el
polinomio de Taylor generado por una funcidén en un punto, Yy despugs

resolver para la derivada que se requiere.

13



Aproximacien de la primera y segunda derivada en diferencias

= Primera derivada

Diferencia finita progresiva

o f L PR A

s L Ax

+ @ (8x%)

a x

Diferencia finita regresiva

ot £~ f
P Y Lt 4o (ax)
a4 xX i Ax
Diferencia finita central
af £ - £
- 1T -1 + © (Ax)l
ax |i 2 Ax
~ Segunda derivada
a* £ -2 f +f
= Tt L =3
2 x i (ax)?

14

finitas:

(1L.1)

(I1.2)

(I1.3)

(I1.4)



- Derivada con respecto al tiémpo

(11.5)

I¥.2 Discretizacidn de las ecuaciones de flujo

1I.2.1 Ecuacidn del gas

Para este caso, se utilizaran diferencias regresivas para el tiempo y

centrales para el espacio, para simplicidad se considerara flujo en dos

dimensiones a partir de la ecuacién ( 1.12 ) ;

a a m(p) a a m(p) 2 P T
( Kx y o+ ( Ky ): ca_"cs "y _
ax a x ay 3y Ve T__
a m{P)
® u C S ——mm—
-
haciendo :
& m(P)
= (11.6)
4 X

15



tomando diferencias centrales :

au - Uivsrz.g = Yotz (11.7)
ax ax G
donde :
. & m(P)
. o 7 (11.8)
. Cieszg Lz ivesz, )
& m{P) (1I1.9)
UL-t/I.J = Kl"‘/zu‘ ax i-1s2,j i
Y :
o m(P) MLy ™), (11.10)
ax (22 Ve K] A X ’
& m(P) m(P)i’,j - m(P)\-i.] (I1.11)
X i~1r2.j ax

16



Sustituyendo’

en: la- ecuacién

B (R

vL-t>2. [(11.12)
Para la direccidn Y :

au 1 -

oy = a yz [ K‘ J)rir2 [ m(P?t ',f"’i -m(P)f 2
Ko joaoe TP o-m(B) .} ] (11.13)

La derivada del potencial con respecto &l tiempo, en teéerminos de

diferencias finitas, queda de la siguiente forma :

17



n+{ n
& m(P) B m(P)L'j - “‘(P)-\,j - ('n id)
2t at . : T

sustituyendo las ecuaciones { II.12,)‘:,'"( 11,13 )y (. 11.14:.) "en  Ja

ecuacison ( I.12 ) se tiene :

1 AT
AT [Kmn,; t ““P)vul:,' TMEN
KL-:/z.j t m(P)l.j - m(P)l—t.i ! ] *

1
(ay)? [Kt.ps/z L m(e),

Lier T BN D -

K m(P) - m(P) bt _Z_E&L_P_c_“iy_. =
wimaz L s ] P :
en
nerd n
m(P), i T m(P),
@ u C Sg - - (11.15)
At

Multiplicando la ecuacién ( XI.15 ) por el volumen. de 1la celda

( axayh ) se obtiene :

18



h ay Rx PR ‘
&% m/z,;n( m(P)\Ox,‘j = WPy ’],.. :
h sy Kx T ity
e T LTS | R
h ax Ky ‘
Tay e tmP) - mB) o] -
S + 2a P T
Ay o [ m(p)  -mPB) 1% e Pes T,
J=1s2 z
ce
net "
m(P)h’ - m(?)‘ \
mehemes at ‘ (I1.16)
Haciendo :
h Ay Kx
T = T
&% 112 iets2

19




procediendo de manera similar.1os Lerminos :imisz; jasz ¥ iz

TL#V:, 5[ m(P,)'vx,j— : *
Ti..jn/z[ m(P) "
29,0 B Ty

(I1.17)

cs

Expresando la ecuacisn- ( ‘II1.17 ) ‘en. términos .. . de operadores

diferenciales se tiene :

ca Pea T, vr ¢ pc Sy

+ 29
AT am(P) = = - Al me) ] (I1.18)
Ve T At

cu

donde el operador 4 esta definido por :
AT am(P) = ax Tax m(P) + Ay Tay m(P)

axX TAX m(P) =

[ m(P) . -

Some) 1 - T [ m(P) - m(P)

-tr2, )

T
iras2, 3§ [ | 1

20



Ax Tay m{P): = :

Ti,j,in[“m‘(p)w T Mgt "“”_u' RALR I 1

am(e) =

I1.2.2  Ecuacidn del Fluldo Ligeramente Compresible € aceite D
Discretizando la ecuacieén (1.9) en términos de operadores

diferenciales y de manera analoga al procedimiento antes visto.

Vri ¢ 1t € So

+ * .3
AT &P - @ = ——=td o a (P ] (11.19)
At
en donde los operadores aT, &2y s [ P ) ya fueron definidos
anteriormente.

11.2.3 Ecusacidn de flujo Multifdsico
Discretizando las ecuaciones ( 1.15 ), ( 1.16 ) y ( 1.20 ) en

terminos de operadores diferenciales :

+ V!‘L @ So
ATo A% - g = il A e (11.20)
%, t t B

21



aTv sav toq, =

Cw (11.21)
el
. : R Lo NE e e 2 °Se Re
ATg 889 + ATe Re 880 = g 7 o=toioted g | s Lo+
LT e At Bg Bo
(11.22)

II.2.4 C3lculo de las transmisibilidades

Las transmisibilidades se definieron como :

Ay h Kx
Tx = ———
Bx
AX h Ky
Ty =
ay

Esta forma de evaluar las transmisibilidades resulta inadecuada
cuando existen cambios drasticos de permeabilidad y/o tamafic de las
celdas cercanas a la cual se estan calculando las transmisibilidades,
debido a lo que es necesario calcular estas con un promedio armeénico. La

forma de obtener este promedio se presenta a continuacien :

22



Para la direccidn X

T = K\?‘;/z‘, jeir2 hi. ]"Ay

[-ax, o+ AX
1 N

Cl e

- : S : ) (11.23)
“] /o2 . N . X T

]

donde K,m/z'jﬁ-/: ‘es: -que se 9§§~1?nei,

" promedio
armsnico

Ax 4 Ax j' o LA :
: : i L (11.24)
. . K sl
iv1/2, jeirs2 i, ies,§
despejando K‘uvz,m/z de la ecuacien anterior se tiene :
{ % X, } K )
K = ‘. Le1,} A | i+l,) (11.25)
Leis2,iv1/2 x K + X K
.l e, vriL ) ve)

K h ay
Te = L) L4i, V.3 r.)

(11.26)
K + K
[ L*1,3 14,

Siguiendo el mismo procedimiento ;

i

23



‘Para la ‘direccidn 'Y &

(11.27)

24



CAPITULO III

Esouemas DE SoLucidn

Una vez que la(s) ecuacién(es) diferencial(es) parcial{es) ha(n) sido
discretizada(s), es necesario determinar el tiempo, al cual los terminos
de flujo seran evaluados, obteniéndose lo que se 1llama esgquema de
solucién, que sirve para dar estabilidad y precisien a los sistemas de
ecuaciones lineales. En general, se puede decir que mientras mais
implicito sea el esquema de solucisén, se tendra una mayor estabilidad y
se podran utilizar intervalos de tiempo mayores, aunque entre mayor sea

&ste, habra mas dificultad para resolverlo.

Los esquemas comunmente usados son*;
- Explicito
- Mixto
- Implicito

- Crank Nicolson

considerando una ecuacien de flujo monofasico, se ilustrara cada uno

de los esquemas :

= (I11.1)

25



B o ‘, S AT : Co(rI12)

II1I.1 Esquema Explicito
En este caso, las presiones y transmisibilidades de los terminos de
flujo se evaluan al nivel de tiempo conocido " n ", razen por la cual,

es el esquema mas sencillo. Expresandose de la siguiente manera :

(111.3)

Se puede notar que para avanzar la solucisn de n a n+l se aplicara la
ecuacién a cada uno de los puntos de la malla. Debido a su sencillez
presenta problemas de estabilidad, teniendose que evaluar a intervalos
pequelos de tiempo, esto provoca que su aplicacisén sea impractica en

problemas de simulacisn.

I1X.2 Esquema Mixto

Para este esquema las presiones se evaluan al tiempo n+l y 1las

26



(111 4)

Por io‘qué'bafa:cddafgeldq_éq'tlgdep tres incegnitas ;

Yy la soluciende " n " a " n+4l " requerira de escribir todas las
ecuaciones de las celdas y resolver el sistema de ecuaciones lineales

originado.

Este esquema se usa con  éxito en simuladores areales Y
tridimensionales, donde no se den cambios bruscos de presisn y/o
saturaciones de un intervalo de tiempc a otro. Sin embargo, en

simuladores de conificacién podria presentar problemas de estabilidad.

II1.3 Esquema Implicito
En este caso se evaluaran tanto las presiones como las
transmisibilidades al nivel del tiempo " n+1 " guedando la ecuacién de

la siguiente manera :

27



}_(111.5)

‘la ‘ecuacisn .para cada celda con las incégnitas;

originando otra vez un sistema de ecuaciones, pero como las
ney

transmisibilidades T« dependen de presiones al nivel n+1 , sera un

sistema no lineal y su solucién se obtendria por medio de tecnicas

iterativas.

Debido a é¢sto, el esquema involucra un mayor esfuerzo de cémputo para
avanzar de un nivel a otro, aunque se tiene la ventaja de poder usar
incrementos de tiempo mayores que en el mixto y tener estabilidad. Para
flujo multifasico, las tecnicas de solucisen comunmente combinan los dos

ultimos esquemas presentados.

III.4 Esquema Crank - Nicolson
Ademas de los esquemas anteriores se tiene el de Crank-Nicolson que
involucra una combinacien con valores de nivel de tiempo conocido vy

nuevo para las variables dependientes.
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nei e e s bieoie dis sinivel tiempo nuevo

e tiempo medio

tiempo conocido

e
(1-e ).{ TR UR

6 0 es el esquema explicito
e =1 es el esquema implicito
e =1

Crank - Nicolson
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CAPITULO 1V

MéTopos DE SoLUCION

Al aplicar la(s) ecuacién(es) diferencial{es) ya discretizada(s) a

cada una de la celdas que constituyen la malla con la que se divide al

yacimiento, da como resultado un sistema de ecuaciones.

Dentro las técnicas de solucien de sistemas de ecuaciones lineales se

tienen los denominados meétodos directos o iterativos. Se dice

que un

método es directo cuando da la solucién del sistema en forma exacta, en

cambio en los iterativos se obtienen soluciones aproximadas vya

que se

fija una toleranacia preestablecida que termina el procedimiento

iterativo.

IV.1 Métodos Directos

IV.1.1 Eliminacidn Gaussiana®

Las teécnicas de solucien directas de sistemas de ecuaciones
se utilizan cuando el numero de ecuaciones involucradas no
grandes.

Los metodos directos se basan en la manipulacisn de
operacionales permitidas en matrices. A continuacien se

descripcisn del método " Eliminacien Gaussiana *.
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considerando un sistema de tres ecuvaciones lineales :

allxl + a:zxz + a:sxs = bl
azixa + azzxz * aZBXB = bz

8a %, ¥ 2K, 8%, = ba

representando el sistema en forma matricial :

a a a b
11 1Z 13 1 1
X =
azx azz 629 2 2
X
aax aﬂz ass 3 8
AX=5B

posteriormente se aumenta a la matriz de coeficientes el vector de
teérminos conocidos b, para formar 1la matriz ampliada de orden

nX (n+1 ) teniendo :

11 12 18 i Y
21 22 23 ! 2

-1 32z s
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intercambiando renglones si es necesario para hacer que el valor de a,
tenga la mayor magnitud de cualquier coeficiente en la primera  columna,
ya que no se permite un cero debido a que el elemento es el " pivote "
para reducir la primera columna.

Después se hace que todas los elementos de la primera columna sean
cero, restando el maltiplo adecuado del renglan uno , quedando de la

forma siguiente :

§
a a a t b
1t 1z Tis [}
{
o Gz s i bz
0 85 9% ; bs

Se repite el procedimiento del segundo renglsén al n - 1, colocando el
coeficiente de mayor magnitud sobre la diagonal por el intercambioc de
renglones, de manera que se crean ceros en todas las posiciones abajo de

la dlagonal principal, obteni¢ndose un sistema triangular superior.

12 828 | O LN
I
|

0 &, %, et 3 4
i

o 0 &, b Xy

Se observa que aplicando una sustitucioen regresiva se obtienen los

valores de las incegnitas del sigtema.
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solucionando para X de la n-gsima’ ecuacién por i

resolviendo para: Xn- esde él;xehglén n -

primero-a.su:ve

IV.1.2 Gauss Jourdan®

Este es una variante de la eliminacién gaussiana, en el
que estan arriba de la diagonal principal se hacen cero al
que se crean los ceros bajo la misma, los elementos diagon
unidad al mismo tiempo que se ejecuta la reduccien, esto

matriz de coeficientes en la matriz identidad. Cuando se h

1. hasta:. el

X = e eI R i=1,.00000n

los elementos
mismo tiempo
ales se hacen
transforma la

a logrado esto

la columna de elementos del segundo miembro se ha transformado en el

vector solucien. Es importante la seleccién del pivote par

precisioen aritmetica.

De acuerdo a lo dicho la matriz aumentada tendria la fo
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x. = b i=1,.......m,

La solucién es esencialmente la misma que se obtendria con el metodo
gaussiano. Los errores por redondeo crearian imprecisiones en una forma
ligeramente diferente. Mientras que el esquema de Gauss Jourdan parece
que duplica el trabajo hecho con el procedimiento estandar, un conteo de
las operaciones aritmeticas mostrara que el metodo requiere casi de un

50 % mAS por lo tanto no es recomendable su uso.

1Y¥.1.3 Descomposicidn L x U ¢

Este método es otra modificacien de eliminacién gaussiana ( tambieén
llamada algoritmo de Crout o Cholesky por sus descubridores ).

La matriz de coeficientes A se transforma al producto de dos matrices
llamadas L. y U. En donde U es una matriz triangular superior con una

diagonal principal unitaria y L es una matriz triangular inferior.

Obteniendo las reglas para tal descomposicien L x U a partir de 1la

relacien que dice gque I, x U = A. En el caso de una matriz de 4 x 4 ;
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2, 0 T0l0
21 ‘22 ° 9
¢t

11 12 19 f4

24 22 23 24

at az 83 e

41 42 49 da

Multiplicando los renglones de L por la

obtiene ;
& = =
11 Gt l:: %20
& o =a , L =a
3% E]8 1 s

por lo que la primera columna de L es la misma que la primera de A.

Ahora multiplicando el primer renglen de L por las columnas de U

< w = a
1112 et 4 My 13
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Vde donde 3

g a a
w. = 12 woo= 13
12 ¢ 13 7
1t 11
a
14

w

14

v queda determinado el primer renglen de U.

En el metodo se alterna, la obtencien de
renglén de U,

una columna

de manera gque la formula general para

elementos de L x U correspondientes a la matriz de coeficientes

ecuaciones simultaneas se pueden escribir como ;

i

L= - E j<i i=
i) t) k=1 ik k]
-1
e, T Bty
k=1 . N
v = i<cd j =
i2]
4
LY
para j = 1 la regla para ¢ se reduce a ; ¢, = e,
para i =

1 la regla para u es ;
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La solucisn del conjunto de ecuaciones A X = B se obtiene con rapidez
con las matrices L'y U. Una vez que la matriz de los coeficientes ha
sido transformada a su equivalente L U, se esta preparado para encontrar
la solucién del sistema que corresponde a cualquier vector B del 1lado
derecho de la unidad. lLa matriz L es en realidad un registro de las
operaciones requeridas para hacer que la matriz de coeficientes A se
transforme en una matriz triangular superior U. La ecuacién general para

la reduccién de b a b' es :

i=2,..n.

las ecuaciones para la sustitucién regresiva son :

X =b§- L u b"‘ ji=mn-1,..n.

jlustrando lo anterior ;
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11 1

L3 4 0 0 b!

2t 22 2 = o2
. = ©

c:u ‘sz lss 0 bs : .9

1 uu ulS uLL
0 1 Yop Y
o 0 1 uy

IV.1.4 Algoritmo de Thomas®

Este metodo permite resolver sistemas

matrices tridiagonales.

Sea A una matriz tridiagonal
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de ecuaciones que

forman



Ia matriz A se puede

A = L x U, donde :

respectivo de la matriz A,

jRi)

Entonces, cada elemento

&y UM
e, 8,079, 9h,
a, af o

de la matriz L ®x U sera igual al

esto es :
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es. decir :

despejando o'y /ﬂ,del conjunto’ de écdaciones’anterior'se—tleng':

B =c /o, i ="1,25..004,0-1

A i=2,3,.....,n

que son las ecuaciones para las a's y ('s de las matrices L y U.
Entonces un sistema de ecuaciones A X = F puede expresarse como

L U X = F, Haciendo U X = Y se obtendra el sistema LY = F, el cual se

resuelve en forma directa por sustitucien hacia delante :

Y1=F1/°‘n Y
F -a Y
¥ = L LIS L% B i=2,3,....n
@
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Una vez calculado el vector Y, se puede evaluar el vector X en elk,

sistema U X = Y, por sustitucién hacia atras :

X =Y -p X, . = n=-1,n-2,%.000,1

IV.1.5 Ordenamliento D2°®

Este método es aplicado en simulacion de yacimientos cuando se tiene

un ordenamiento especial para la malla denominado D - 2.

En la Fig. ( IV.1 )} se muestra un ordenamiento normal y el
ordenamiento D - 2, asi como las matrices que genera cada uno
respectivamente ;

1 2 3 1 3 &

4 5 6 2 5 8

7 B 9 4 7 9
Ord. Normal ord. D -2
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%
x
x

Fig. IV.1

Para resolver los sistemas de ecuaciones gque se generan, nétese la
estructura de banda en ambos ordenamientos. Se utiliza el algoritme de
solucisen en bandas ( bandsolve ) que se explicara observando el
procedimiento de eliminacién gaussiana estandar. El1 primer paso de este,
es el proceso de eliminacién progresiva en el cual , mediante la resta
de una ecuacien de otra, se transforma a la matriz A en una matriz
triangular superior U. Nsétese que durante el proceso se introducen

elementos diferentes de cero y son representados con un simbolo.

Para el método es ineficiente el manejar los ceros repetitivamente
una vez que la matriz toma la forma triangular superior entonces la
solucién es simplemente calcular directamente renglen por renglen la
presion como una sola incégnita en cada uno . Este proceso es llamado
sustitucién regresiva .En notacisn matricial se puede decir que el

problema se convierte a :
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[ ox x ® i
® X % * :
X X % x
x % 3
P x.x x
A= ® x % % ® J
x x x x x x
% x x x ox
x X% oo
x x % x B K- %8
x T R ikl
x Xk TR
L Azl
AX =5
LUX=D

Eliminacisn progresiva :
Ux=1"F

Sustitucisn regresiva :

X=U0'L"'5H

Una forma para analizar la eficiencia de la eliminacisén gaussiana o
Bandsolve es por la medida de la cantidad de trabajo en teérminos de
multiplicaciones y divisiones requeridas ( W ) y la cantidad de etapas

( S ) en terminos del numero de elementos requeridos por etapa.

Igualmente se define Bi. como un numero de entradas diferentes de cero
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en la i-ssima.ecuacién para.la.diagonal derecha’. Esto da la. ‘siguiente

relacien -t

para simplificar la expresién del trabajo para valores grandes de

1 + J, la notacisn para W se reduce a :

(1v.3)

se puede ver de las ecuaciones ( IV.2 ) y ( IV.3 ) que el trabajo
requerido y las etapas se incrementan drasticamente con 1la banda
intermedia o mas espectificamente con la variable J , 1la cual es la
dimensisén mas corta de la malla, se toma ventaja con una orientacién
adecuada de la malla . Se ve de las ecuaciones { IVv.2 ) y { IV.3 )} que
Bandsolve podria ser muy efectivo para problemas tales como I = 20 y
J = 2, en cuyo caso el requerimiento de etapas seria igual a 800 y el de
trabajo a 16000. De otra manera para problemas de 20 por 20 los terminos
J* y 3° hacen a este metodo impractico y menos competitivo que los

metodos iterativos.
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La ventaja de los metodos directos tales como Bandsolve es que dan
una solucisn exacta , la cual no depende de un criterio de convergencia
ademas estan sujetos a errores por redondeo. En algunos casos el trabajo

y etapas requeridas son mas practicos que en los metodos iterativoes.

La cantidad de trabajo y etapas para mstodos directos es predecible y
podria ser idéntico en cada paso de tiempo, donde 1los iterativos
dependen de un criterio de converdgencia especifico. El numero de
iteraciones requerido para encontrar este criterio depende, no solo de
la malla sino tambien de las propiedades fisicas del yacimiento,

problema que cambia de una etapa de tiempo a otra.

IV.1.6 Ordenamienta Da’*®

Este es otra forma de eliminacien gaussiana, el cual toma ventaja de
un reordenamiento de ecuaciones previo a la solucisn del vector. Fue
publicado por Price y Coats y ahora usado ampliamente en la simulacisn
de yacimientos. La matriz es reordenada mediante el ordenamiento de 1la

malla en la siguiente forma :

1 2 3
4 5 6
7 8 9
Ord. Normal ord. D - 4

Fig. 1Iv.2
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La Fig. ( 1V.2 ) ha sido sombreada en forma de tablero con las areas
blancas representando la primer mitad de los puntos de la malla y las
areas sombreadas la segunda mitad. Note que ninguna de las areas claras

0 negras toca a otra misma para el flujo de fluidos dentro de la malla.

Mediante el reordenamiento de los puntos de la malla se puede cambiar
a la matriz A ( usando la misma nomenclatura para simplificar la matriz)

se tiene la forma siguiente :

r .
x X%
x X XX
x xXx XX
o ® x
xx : ;
x x
Areas x xx X
XX
Sombreada x x xx
* xx x
® xX ®x
x R L3
x XX x
K' xx‘x
X % X = A
XXX »
X XX x
x xx x
xx xx x
)(; ":X xx
Areas xx x x
H %x x
Claras Xx_xx x
xX xX x
x x x
xx x x
AX XX t .3
Xx X% x
XX »n
L d

El procedimiento de solucién D-4 es esencialmente igual a 1la

eliminacién gaussiana, pero notese el orden para

matriz o eliminar los elementos debajo de la diagonal

triangularizar 1la

puede saltar la primera mitad de

la matriz puesto
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elementos diferentes de cero . Por lo tanto se disminuye la cantidad de
trabajo durante la eliminacisn progresiva, en por lo menos un factor de

dos. Despues de completarla se tiene ahora una matriz superior de 1la

siguiente forma :

x xx
x X xx
x KX XX
x x TXx
x »® »®
x X X%
x x X xXx
x XX xx
x x xx
x xX x
Xx )()(x xxx
x %
A x A xx_ %
1 x 2 XX X
x XXX
x0000
x DOO
X0 oo
xQ oo
x0O 000
x ooo
xO o
x0 oo
x0 000
X0 00
x o
*R08
A A x0
h: 1 “ x
donde
AX =5

Eliminacien progresiva :

lo cual transforma a A, en una matriz nula. Notese que A+ A Y b no
1

han cambiado, mientras que A, se transforma a una matriz bandeada.
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Bliminacieén regresiva :

¥=2a'56 -a*n &
Note que las etapas requeridas tambien se redujeron considerablemente
{ por un factor de dos ) después solo la mitad ~inferior' de la matriz
necesita ser almacenada en la banda media.
La cantidad de trabajo y etapas para el D-4 es dado mediante las

siguientes ecuaciones :

J(J+]k.‘)v’z(\.‘l’-2)

1
We= — J (3 +1) -
2 o

1 3 !
Se 2 (—— = —+1) 3+ —I(T=-1)(T=-2)
2 2 3

1
+ ——J (J-2)
2
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Para I, -J mayores se simplifica a :

13° J*

We = L ——
2 4

13% a?

Se¢ = —_ ——
2 6

Para problemas grandes el método D-4 es aproximadamente dos veces mas
rapido que Bandsolve , si la malla es altamente alargada, sera cuatro
veces mAs rapida si la malla es areal con aproximadamente una etapa Yy

media requerida comparada con Bandsolve .

IV.1.7 NSPIV®

Es un método para resolver sistemas de ecuaciones lineales A X = B
cuyas matrices son dispersas, mediante 1la eliminacieén gaussiana por
medio del intercambio de columnas sobre una matriz triangular de n x n

para obtener una factorizacien de la forma :

donde L es una matriz triangular inferior, U es una triangular superior
Y Q es una permutacion de la matriz correspondiente a los intercambios
de columnas. Para optimizar el slmacenamiento, solamente el factor U es

almacenado, por 1o que durante la eliminacien , las operaciones se
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ejecutan sobre el lédo’defecho,kpafa‘ienerflé Soiﬁciéh "y ".del 'sistema

‘Una vez-que U ha sido obtenida:" x:% es.calculada“para :esqlVef el

sistema triangular superior:

vQ x=y
Se han reallzado varias pruebas en las cuales se muestra que el NSPIV
es mas eficiente que otros métodos actualmente usados para la

eliminacien gaussiana dispersa con pivoteo parcial.

Frecuentemente los sistemas de ecuaciones lineales dispersos con una
estructura de banda natural en la cual todos los elementos diferentes de
cero estan agrupados a la diagonal principal de la matriz A. En
problemas tales en que se tiene un pobre ordenamiento inicial, el NSPIV
podria ser peor que algunas otras rutinas disponibles para la
eliminacién gaussiana en banda con pivoteo parcial. Sin embargo para una
matriz dispersa con un ordenamiento de renglen dado, NSPIV requerira de
menos almacenamiento y tambien de menor tiempo de calculo que una

subrutina de banda.

50



1V.2 Métodos iterativos

Iv.2.1 Jacobi®

Es un metodo de aproximacionesr‘

cuando converge, se aproxima a .la-solucidl

de un valor inicial.

Supéngase un sistema A X = b ;. don&é la matriz A se - sustituye por :

donde D es una matriz de diagonal principal y R una que contiene ceros

en su diagonal principal y los restantes son elementos de A.

Se tiene :

(P+R)X=D5b
DX+ RX=0D0
DX=B-RX

premultiplicando por D™ ;

X=D*E-D'RX

ecuacién que puede manejarse como formula de recurrencia de la siguiente

manera :

g'k*2 o prBoptrx® kK =0,1,2,c.0.,n (IV.4)
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Otra manera de describir 1a ecuacien: (. IV.d )r_éé a pattir:del’ sistema

dado como : AX =5

a
11 12 ala
a
28 .22 '.325
a a a
ne n2 n3

despejando a X, de la: primera ecuacidn,x x,-de-la segunda - - etc..., -se

tiene : - SR =
K57 = ! b, -a, x-a x*- -a, x*
1 h a’, 1 12 T2 13 Ta " in Tn
k+a 1 k k
*2 a [bz-azax-azsxa_"_aznx]
. 22z B
xk;‘= : b -a x"-a. x* - -a x
n a n nt Tt nz Tz nn-1 Tn-1
nn
b
AT
x° = { b /a
T2/ %22
b"/anh

Vector inicial
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El proceso iterativo consiste en que a partir de un vector inicial,
en donde se asignan valores a cada una de las incégnitas, se resuelven
las ecuaciones y mediante este proceso mejorar los valores supuestos por
medio de iteraciones. El proceso se continua hasta que dos valores
consecutivos de todas las variables presentan una variacien menor a una

tolerancia predeterminada.

Convergencia del método de Jacobi

El metodo tiene la desventaja de que no siempre converge a la
solucion del sistema y algunas veces lo hace , pero lentamente.

La condicién necesaria para que el método converja consiste en que
cada uno de los elementos que se encuentran en la diagonal principal de
la matriz de coeficientes sean mayores , en valor absoluto , que 1los
demas elementos del renglon correspondiente. Con esta condicién no se
garantiza que el metodo converge , sin embargo sino se cumple , si se

puede asegurar la no convergencia del mismo.

La condicién suficiente para la convergencia consiste en que 1los
coeficientes de la diagonal principal sean mayores , en valor absoluto,
que la suma de los demas elementos del renglén . Cuando ésta se cumple
puede asegurarse que converge Yy, en caso contrario, no es posible

asegurar nada.
En algunas ocasiones se presentan sistemas en los gque se cumplen 1las

condiciones anteriores solamente en algunas ecuaciones y , en tal caso,

no se puede afirmar nada sobre la convergencia.

53



IV.2.2 Gauss Seidei®

Este metodo es similar al de Jacobi, pero permite acelerar 1la
convergencia, al tomar ventaja del hecho de que cuando se calculan las
incognitas variables, éstas se sustituyen inmediatamente en la ecuacién

posterior.

xk't
1
k¥4
¥z
- o N
H H
' 1 . .
kvt _ _ ket k+s - k+1
Xn T a [bn 3 ¥ 8.z *; R ]

El criterio de convergencia es el mismo que el de Jacecbi.

IV.2.3 Sobre-relajacidn puntual sucesiva ¢ PSOR )‘

El concepto de sobre-relajacisen es un meétodo de aceleramiento en la
convergencia de los anteriores procesos iterativos. En este caso el
nuevo valor de iteracisn " k+1 ™ se obtiene como parte del nuevo y parte

del anterior " k ".
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xk»x =

L
N
)

4 eesaerenas

"
n

®
Ir

donde ; w es el parametro de relajacién.

Durante la sobre-relajacien, se amplifica la magnitud del cambio de
presisn durante cada iteracisn multiplicande este cambio por un
parametro de relajacién w > 1.

Si w estuviese comprendido entre cero Yy uno, se tendrta
bajo-relajacien. Este procedimiento no es efectivo para el tipo de

problemas bifasicos en la simulacisn de yacimientos.

Cuande w = 1, el PSOR se reduce al de Gauss Siedel.

IV.2.4 Sobre-relajacidn lineal sucesiva ¢ LSOR >'°
Este método es analogo al PSOR en muchas propiedades matematicas y

son utilizados para una, dos y tres dimensiones respectivamente.
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As{ la siguiente discusién de SOR ( sobre-relajacién sucesiva ) podra
ser aplicada a PSOR, LSOR y SSOR. El unico requerimiento para que SOR
converja es que la matriz A sea diagonalmente dominante y que el valor
del parametro de iteracién w sea menor que dos. La diagonal dominante se
refiere a que el valor absoluto de la diagonal principal sea mayor o
igual que la suma de los valores absolutos de los demas coeficientes
para el mismo punto de la malla. E1 ritmo de convergencia puede ser

analizado mediante un termino llamado factor de relajaciéen , &.

El concepto de sobre-relajacien es un método para acelerar la
convergencia de los procesos iterativos. Durante la sobre-relajacisen se
amplifica la magnitud del cambio de presién durante cada iteracién
mediante la simple multiplicacisn de este cambio de presion por el

parametro de relajacisn w.
La aplicacisn optima de LSOR serfa a un problema bidimensional.

Debide a las consideraciones del problema se genera una matriz
pentadiagonal y la ecuacién general para cada punto de la malla es :

. + P +a P +a P +a P =b
W ief) N o i.j © Lt a s wu

En la Fig. ( IV.3 ) se muestra una malla la cual sera resuelta
utilizando el metodo LSOR. Esta solucisn para todos los puntos en 1la
linea i se aproximan a la solucién de una matriz tridiagonal la cual es

resuelta por el Algoritmo de Thomas.
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—-o 'l:iinea i

A continuacien se muestra la representacisén esquematica del método :

sea el siguiente un sistema de ecuaciones:

i X b
as ! x b
as | x b
ae ! as x b
ao ae ‘ as = X = b
aw ao as X b
! ac ae x b
an l aw ao ae X b
an aw ao b4 b

H

donde :

aw son los coeficientes en i-1; de la matriz de incegnitas,
ae son los coeficientes en i+1j de la matriz de incégnitas,
an son los coeficientes en i.j-:+ de la matriz de incégnitas,
as son los coeficientes en .j+s+ de la matriz de incegnitas,
ao son los coeficientes en ., de la matriz de incegnitas,

X es el vector de incégnitas, y
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b.es el vectoride.tsrmino

'nq'lépendient’es’, :

el procedimiento:LSOR:tr atriz’ def la®siguiente forma ::

A, A, Y A son matrices tridiagonales,
B‘, Bz, C’ y cz son matrices diagonales,
V‘, Vz Y Vs son vectores de incégnitas,

Ui, Uz y Us son vectores de términos independientes.

Despejando vx, Vz y Va :

‘

AV i =-cvV +uU
1 1 1 2 1

resolviendo por el método de Thomas y aplicando 1la relajacion

obtiene:
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resolviendo por el metodo de  Thomas 'y aplicando - la - relajacisn” se

obtienes. .-

AR ",V:ﬁ*'('i W) v, ‘“j

P L T ;
B D AT :

resolviendo por el = método de .Thomas 'y aplicando la relajacien se

obtiene:
vt o v s (1 -w) v ;
s = s B 4

Si 1los valores de Vt, Vz Y Vn coinciden con una tolerancia
predeterminada, estos seran la solucisn real, en caso contrario se hacen

las iteraciones necesarias hasta cumplir con la tolerancia.

IV.2.5 Direccidn alternante € A DT P )%

El método se basa en una tecnica iterativa para la solucisén de
ecuaciones diferenciales parciales implicitas, este al igual que los
anteriores tiene por objetivo aproximar la solucien de la ecuacisn en el
menor tiempo de camputo posible. Para la explicacién del método

considérese la siguiente ecuacisn :

2 ap
VP = ——— (1Iv.5)
at
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ax ;

a = Y Ay =A%x%x
At
_ n

b, @ Py

El procedimiento implicito de direccison alternante ( ADIP ) aproxima

la ecuacisn ( IV.6 ) como :

*

ax® P +ay P = (2" -p") (Iv.8a)

At

2
AX P +ay Pt = - (e -P") (Iv.8b)
A

. * .
el termino P — P"TVE,

Cada una de las ecuaciones involucra la
solucién de un problema en una dimensison ( una matriz tridiagonal ) en
contraposicién al problema en dos dimensiones correspondiente a una

forma implicita de la ecuacien { IV.7 ).
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Procedimiento implicito de Douglas - Rachford
Se trata de una extensién de la ecuacién (IV.8) en tres dimensiones,

por 1o que resulta inestable.

3
ax* P  +ay P +az? P = (" -y - (1IV.9a)
at
Lz PO TS z""in‘"- w3 't‘, B : :
AX P +AY P +'4'z° PV = S (B =P g ' (IV.9Db)
- By I SN L .
2% 2 Lk z —n‘; e R T :
AX P +aAay" P + 42" P = {Pp -P ) (Iv.9c)

1
ax*p  +ay P +az? P = (" -p") (1v..10a)
at
2 o * 2 k% 2 n 1 *% n
Aax*P +ay" P +az P o= (P - P ) (IV.10b}
At
z 5% z o, v* 2 n+g 1 ne n
ax"P +ay P +az2" P = { P - P ) (1v.10c)
at

esta forma es tambie¢n estable en dos dimensiones, pero involucra mayor
: n . * * %
error de truncamiento que la ecuacien ( IV.8 ). Los terminos P y P

pueden ser vistos como la primera y segunda aproximacisn de p™°*,
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Técnica {terativa de direccién alternante
"de ¢ ADIPIT 2 Douglas = Rachford
Para evitar '1la zla‘bor.'}de,‘ .,resﬂolver directamente, empleando el
procedimiento AbIP de ,D‘blug‘lk"as' - Rééhioi:d, ecuacisn ( IV.10 ), esta se

puede resolver como =

) C (1viia)
P*) S AIv.alby
z 5% 2 ¥ Z ket ke 13 .
ax®>p +ay*'e +az®p =H, (P - p* ) (1v.11c)

para asegurar la convergencia, el mismo parametro de iteracién de H es
usado en cada uno de los tres pasos. Sin embargo, H'c es variado de una
iteracisn a otra.

ol ket

. * .
La solucien de P, P , P de las ecuaciones |( iv.11 )

respectivamente, constituye una iteracién , donde K iteraciones
constituyen un ciclo. De este modo, un ciclo involucra la solucien de
las ecuaciones ( IV.11 ) para k = 1,2,3,...,K usando los parametros H‘,
Hoyeooo H . LoOs ciclos se repiten hasta que la convergencia es obtenida.

Considere la ecuacién :

. 2P
v P 4+ q (XY,2) = a

at
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en dif.erén{:i’as 'f'in‘i‘tas.:. .

entonces 3

AR P Ay P e s 2% X -

2 % 2 h*
AX P +aAaY P + Aaz" P - "

AX P +ay P+ a2 Pt - Pt = (Pt - pF ) - B

* * ok
donde P", P,P , P**! son aproximaciones a los valores al nuevo paso

net

de tiempo, P

Para dos dimensiones quedartfa como :

ax* P +ay? P*- ' = (P -P )-8
at

a
ax P Ay Pt - Kt o (P*Y . ) - B
at ol
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Notese que la unica diferencia entre este metodo y el de Douélas -
Rachford en dos dimensiones es el uso de P* en vez de P* en el lado
derecho de la segunda ecuacisen ( barrido en Y }.

Pardmetros de iteracidn

z

i n
min = Mo 2 N % K ax | 2NY Rx Ay
X R ¥ 1+ LY

Kx Ay Ky aXx

Los parametros de iteracién, pueden ser asociados en una secuencia

geométrica, esto es ;

h
k
2l s

Si un numero total de parametros son seleccionados por ciclo, entonces :
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definidos como :

L, =h (ET)

donde la ; ET=Tx + + Ty

irar2 Txi-a/: vz

+ Ty

j-1r2

si h’, hx { parametro minimo y maximo respectivamente ) y el numero
de parametros por cicle, K, son conccidos, entonces o puede ser
calculado como :
Ln (h / h )

n a =
K-1

4 - 5 parametros implica un rango pequefio { 0.01 - 2.0 )

6 - 8 parametros implica uno grande ( 0.0001 - 2.0 )

Ejemplo : Estime un conjunto de parametros de iteracisn para un

problema de seccien transversal con los siguientes datos :

Nx = 30 Ky = 20 [md]
Ny = 8 Lx = 6000 [pie)
Kx = 100 [md} Ly = 160 [pie]
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Solucisén
ax = 6000 / 30 = 20
Ay = 160 / 8 = 30
por lo tanto se calcula a

h =h = 0.0003

min

= 2 y usando k = 7 parametros por ciclpi

Ya que Ty >> Tx, hk

in ( 2 / 0.0003 ) i
Ina = ——— o = 1.47 implica  « = 4.35
6

por lo que se tiene:

h‘ = 0.0003 h= = 4,35 ( 0.0246 ) = 0,107
h2 = 4,3% ( 0.0003 ) = 0.0013 h,, = 4.35 ( 0.107 ) = 0.466
h = 4.35 ( 0.0013 ) = 0,00566 h, = 4.35 ( 0.466 ) = 2.0

h = 4.35 {( 0.00566 ) = 0.0246

IV.2.6 Procedimiento fuertemente implficito ¢ S 1 P yiee

Este metodo ha sido desarrollado para resclver los sistemas de
ecuaciones gque surgen de la solucién aproximada de ecuaciones
diferenciales parciales multidimensionales por medio de técnicas

numéricas implicitas . Tiene sus ventajas , el ritmo de convergencia no
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depende fuertemente de la naturaleza de la matriz de coeficientes para:
solucionarla, tambien no es sensible a la eleccisn de parametfos:‘dé
iteracién y como resultado éstos pueden ser calculados de la métri?; de
coeficientes, finalmente reduce significativamente el trabajo

computacional necesario para resolverlo.

El SIP involucra la solucien del sistema de ecuaciones lineales
mediante un proceso de eliminacien trabajando sobre una versien
modificada del sistema matricial original. La matriz M es transformada a
la matriz M + N la cual es mas facilmente factorizable en un producto de
L U . Las matrices L y U contienen solamente tres elementos diferentes
de cero en cada rengleén ; esto minimiza el trabajo requerido para

resolver el sistema ( para un problema bidimensional }.

pPor ejemplo para un sistema bidimensional

3 l D

T~

Ny

—
aAX

Se genera un sistema matricial pentadiagonal al cual se le aplica el

metodo para una solucién mas rapida.
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€ F H x X )
o1
D E F H X ORLK x
g
o £ F H N f‘)t * R 3
M= B D E F " B ox XX x
B D.E F e x.%. %
] D E F x x x x
B D E * x %

El primer paso de solucisén por eliminacién directa es factorizar 1la
matriz A dentro del producto LU donde U y L. son matrices triangulares

superior e inferior respectivamente.

® 1 x x
d 1 x x
x _x
“x 1 x x
h
L = LS x U = 1 % x
x x % i L
x x % 1
e
x X % 4

Como se habta mencionado la matriz L tiene elementos diferentes de
cero en las diagonales B, D, E correspondientes a M y la matriz U en las
diagonales E, F y H donde E es la diagonal principal y todos sus
elementos son iguales & la unidad. Para distinguir los elementos L y U

de los M se usan letras minusculas en las dos primeras.

El producto de premultiplicar L por U es mostrado a continuacien :
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x O X x_
X xx %
xTelx N xTel

PR R I L R

La matriz resultante M + N "tiene: 7 'diagonales diferentes de cero,
incluyendo 5 en las localizaciones correspondientes a My a otras dos

que estan dentro de las diagonales B y H.

La factorizacien de M + N puede referirse como una factorizacieén
aproximada de M. Las matrices L y U son entonces usadas en un
procedimiento de solucisn secuencial progresiva y regresiva. Quedando
el algoritmo para la solucien final de la siguiente manera :

B D
b = —ti . c = L]

H 1L+ae o1t af

= E  + C +6G - -
Byt UGG ) mee b
F - aC -
- A} ) - H\ 1 < G\ F]
e = £f =
(5] d Y d
L] . ‘i
L= e =
i i et i cu ft-:.)
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Procedi mient.o 1 Lera(,i.vo i

proceso ’Lteratlvo -es - derivado

Con. la matriz M + N def;nida,n e17

adicionando en ambos lados NP 0% del 1ado derecho ( MP - MP )

MP = q

MP + NP = q + NP + MP - MP

(M+N)B=qg+ (M+N)DP - NP (Iv.12)

Ast M + N es facilmente factorizada, el término izquierde puede ser
solucionado para P si el termino derecho es conocido. Ta ecuacién

( Iv.12 ) por tanto provee la base general del procedimiento de

iteracisn cuando se escribe en la forma ;

nrg

(M+N)P (M+N)P" - (M" - q)

Los valores de P para las n + 1 iteraciones pueden ser calculados de

conocer la P a la iteracien anterior n, ast definiendo los vectores :

ap™t = p™t - p"

=q - MP

por lo tanto ;

nes n

{ A+ N ) AP =R
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Reemplazando M + N por LU se tigne:

et

L U aP™* = R

y definiendo el: vector como i
e

V=10 AP

quedars

por ultimo para el punto ( i,j ) las soluciones progresiva y regresiva

son respectivamente:

b v eV +d v, =R
iy -1 [% i=g,) iy i) i)
donde :
rs o - -
Vo, S ORG TR Vo ey Vg, 1o dy -
AP™ + e AP™Y 4+ £ AP™Y - v
i 3] i*1,j i) L, et ij
donde :

net N+
- £ a

™ = v - e AP v
AR} 2] v [S2 9] 1% LXFALS
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Iv.2.7 orthomin®® i

Es un metodo iterativo propuesto‘ para. la ' solucién’ de ,macrices
dispersas estructuradas en banda, dél tipo éue son comun en . simulédores
numéricos de yacimientos. E1l meétodo utiliza ortogonalizaciones |y

minimizaciones para lograr mas rapidamente la convergencia.

Pruebas realizadas muestran que el m¢todo es altamente ' competitivo
comparado con otras tecnicas iterativas. E1 ritmo de  convergencia es
insensible al uso de parametros de iteracisn, matrices . no’ simetricas y

relaciones de anchos de bandas diagonales en matrices simétricas.

Parte del consumo de tiempo en los calculos en simuladores numericos

de vyacimientos es 1la solucisn de grandes -sistemas de ecuaciones

simultaneas.
Ax =D (IV.13)
Por ejemplo cuando se realiza una solucién por el matodo IMPES

( Implicit Pressure - Explicit Saturation ), X representa la presisén o
el potencial, mientras A sera la matriz de coeficientes de
transmisibilidades que describen el interflujo de fluidos entre bloques.
En la aproximacién de diferencias finitas, " A " es una matriz bandeada
dispersa, como se muestra en la Fig. (IV.4 ), para un sistema en dos
dimensiones. A menudo, el elemento de la diagonal principal es
aproximadamente igual a la suma negativa de los elementos de las otras

diagonales en un renglén dado.
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Debido é lo dfsperso de A, los métodos iterativos aparecen a primera
vista atractivos comparados con mstodos directos. Sin embargo rutinas de
metodos directos con mayor eficiencia se han desarrollado en los tltimos
aMos. .El mé¢todo iterative SIP ( strongly implicit procedure) es
probablemente el mas utilizado. Tiene la desventaja de que el ritmo de
convergencia depende fuertemente de una serie de parametros  de

iteracion, cuyos valores optimos pueden ser dificiles de encontrar.

Un nuevoe método iterativo altamente competitivo para matrices
simétricas, un proceso de minimizacisen basado conceptualmente en la
técnica de gradiente conjugado, ha sido uwltimamente desarrollado. Los
ejemplos numéricos y pruebas indican gque el proceso de minimizacien

ofrece las siguientes ventajas :

a) Garantiza la convergencia mas facilmente
b) No necesita parametros de iteracién
c) Es insensible al numero de ecuaciones

d) Es insensible a las relaciones de transmisibilidades (  relaciones

de las bandas en la Fig. ( IV.4 ) )

~ x o x Q

x x x [} x

o x x x (=] a

x ] x x x bt

o x ] x x %2 _J
o, a, a

Forma de la matriz A

Fig. 1IV.4
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Agqui el problema es encontrar una tecnica de minimizacien competitiva
aplicable a matrices dispersas no simétricas.

El metodo gue ha sido desarrollade es el Orthomin, llamado as{ porque
usa ambas, ortogonalizaciones y minimizaciones para lograr un alto ritmo
de convergencia. Es similar a otras tecnicas iterativas en el uso de una
aproximacién L D U a la matriz original A. Donde difiere radicalmente,
es en las medidas tomadas para incrementar el ritmo de convergencia,
&#sto es, ortogonalizaciones y minimizaciones contra parametros de

estimacien.

Descomposicidn L D U
Durante las etapas dadas en el proceso de solucién es necesario

invertir la ecuacisn { IV.13 } o eguivalentemente, la ecuacién residual:

A &x = 1" (Iv.14)

donde r es el residual restante en la n-ésima iteracien y 6x es el

vector de cambio.

La matriz A es descompuesta en forma L D U como se muestra en la Fig.
( IV.5 ). La descomposicién de Dupont et al fué utilizada por su
simplicidad, aunque alguna descomposicen L D U serta suficiente. En este
caso, en dos dimensiones el .-e¢simo elemento de la diagonal de D est4
dada por :

d =1/ (a d'oa '+a d '"'a ') (IV.15}

8 1t i 2 i v 4t
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Con .una extensisn obvia a '3 dimensiones, incluyendo un término e  ~d ''*

aL

41 Ten el;agnominAdor,( ver Fig, (' IV.5 ). para . una definicién de
simbblos ). ' ' e

1 1 1
h = —— h! = — h" = ——
‘ d t d' i ar
* 1

' es la ecuacieén precedente a i
" es la ecuacién con su diagonal directamente arriba eai

para tres dimensiones hay dos bandas extras, os y s
" es la ecuacien con su diagonal directamente

i

i

Fig. IV.5 Forma de la Descomposicién L D U

es necesario hacer la
L

si la diagonal D es almacenada, solo
descomposicisén una vez y no en cada iteracién. Los otros elementos de

¥ U no necesitan ser almacenadas, ya que son los mismos, tal como estan
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en la matriz original A.

En-lugar de resolver la ecuacién (Iv.i14 ) e
LD U =" & ’ = T (Ivale)

es resuelta por -un vector cambio 6x", por ‘sustitucisn’ -progresiva- ¥

regresiva, el cual es un proceso eficiente.

n

z =Lty (Iv.17)

Y =Dtz - R (1v.18)
sx" = Ut Y (Iv.19)

La iteracidn de ORTHOMIN
Ern la n-ésima iteracisén un vector cambio ha sido producido por 1la
inversion L D U, y de las iteraciones previas un conjunto de vectores

-1
‘

&x &x"*...6x" han sido obtenidos. Se supone que de los vectores

cambio un conjunto de vectores ortogonales Aq”™™*, Aq™%...Aq" han sido

construidos. Usando el vltimo vector cambio &x”, un nuevo vector q" es

producido, por lo que aq" es ortogonal para todos los AqQ's previos.

(1v.20)

donde los ai's son los coeficientes de ortogonalidad.
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Por ortogonalidad :
(A" /Ag ) =0 (1v.21)

Por.lo tanto.

(asx" /agt) :
a = . IV, 22)
(rRg /AgQg ) i

Siguiendo, es deseado minimizar {{ r" - w A q" || .donde w.-es.un
parametro de minimizacisn. En la norma sequnda ( un ajuste por minimos

cuadrados ).

(rg" /")
P A, (IV.23)}

( Aq” / Aq" )

Evidentemente, en principio un metodo directo ha sido construido
después de N iteraciones { N = namero de ecuaciones )}, hay N vectores
linealmente independientes para cubrir totalmente el espacio. Sin
embargo, en la practica, serios errores numéricos de redondeo ocurren,
si también algunas ortogonalizaciones son ejecutadas. Ademas, el trabajo
requerido por iteracién se incrementa debido a que hay mas coeficientes

de ortogonalidad para evaluar en la ecuacisn { 1V.22 ).

Pruebas numericas han demostrado que 4 & 5 ortogonalizaciones es

optimo.
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Haciendo solamente una o dos ortogonalizaciones resulta también en
un- ritmo de convergencia lento, sin embargo, después de cinco
ortogonalizaciones  no hay un :incremento apreciable en el ritmo de

convergencia.

El significado de minimizacidn y ortogonalizacidn

El significado de minimizacisn es bastante obvio . Un nuevo vector q"
fue producido y su longitud ajustada por un factor w, para minimizar el
nuevo residual r” ~ wAq". El efecto de minimizacién no es pequeko. En
problemas tipicos el rango de magnitud de w fue de 0.1 a 300 y puede ser
positivo o negativo. Debido a que es ejecutada una minimizacisn durante
cada iteracisén, el nuevo residual no puede ser mayor gue uno precedente.
Por lo tanto, el mstodo no puede diverger, pero una prueba definitiva de

convergencia no ha sido encontrada.
El efecto de ortogonalizacisn no es directo. La descomposicien L D U

no es exactamente lo mismo que A. La inversion L D U tiene una tendencia

a producir vectores &x' en ciertas direcciones y no en otras.
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ESTR TESIS Mo peor
SAUR BE (A BIBLIOTECH

CAPITULO V

COMPARACION DE RESULTADOS

con la finalidad de,aplicar los metodq;,antes vistos, se ‘utilize un
modelo en coordenadas ( r - z ) para:flujo de gas que permite simular el

comportamiento de un yacimiento en las. cercanias de un pozo.
Las caractertsticas y consideraciones generales del modelo son :

- Yacimiento cilindrico con radio igual a re.

- Pozo en el centro del cilindro con radio igual a rwv.

- Flujo laminar e isotermico.

- Se desprecian efectos gravitacionales y capilares.

- No existen reacciones quimicas entre el fluido y el medio poroso.

- Utiliza una malla con nodos centrados y espaciamiento logaritmico
en la direccien r.

~ En la direccién z, la malla tiene una distribucien uniforme con
nodos centrados.

- Se considera termino fuente o sumidero.

- La viscosidad y compresibilidad, s¢lo son funcien de la presidn y
se evaluan al inicio de cada paso de tiempo.

- Las condiciones de frontera se simulan igualando a cero las
transmisibilidades.

- Se emplea el potencial de los gases reales definido por
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P

o m(p)

es la ecuacién diferencial que representa el flujo de gas en
medio poroso considerando el termino fuente o sumidero

expresado en funcisn del potencial de los gases reales.
datos con los que se alimenta el modelo son los siguientes:

Diametro de la tuberia de produccien.
Profundidad del pozo.

Valor de rugosidad de 1a tuberta de produccién.
Gasto de gas por producir.

Numero de blogues en la direccién r.

Numero de bloques en la direccien z.

Numero de cambios para abrir o cerrar pozos.

Presien inicial del yacimiento.
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- Tiempo total de simulacien.
- Incremento de tiempo.

- Radio del pozo.

Radio de drene.

Longitud del yacimiento en la dirececisn z.

Temperatura del yacimiento.

Longitud de las celdas en la direccieén r.

Longitud de las celdas en la direccién z.
- Intervalo del potencial del gas.
- Presisén a condiciones estandar.,

- Temperatura a condiciones estiandar.

Porosidad.

Permeabilidad en la direccién r.

Permeabilidad en la direccién z.

1

Saturacisén del gas.

Se realizaron varias corridas variando el dimensionamiento de la
malla, el incremento del tiempo ( at ) y el tiempo total de simulacisn
{ TOTIME )} con la finalidad de comparar 1los resultados obtenidos al
aplicar cada uno de los mé¢todos de solucién mas utilizados en 1la
simulacién numérica de yacimientos, tales como : LSOR, SIP, ADIP Y

ORTHOMIN ( métodos iterativos ), D-2, D-4, NSPIV ( métodos directos ).
Cabe mencionar que en 1las pruebas efectuadas se considere al

yacimiento homogeéneo e isétropo. En vista que los resultados obtenidos

al aplicar los metodos directos fueron muy aproximados entre si y de
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igual manera pera los métodos iterativos, se toman como representativos

de cada uno de los metodos al D-4 y al SIP para fines de comparac3ien.

En las Figs. ( V.1 ) a ( V.B ) se presentan los resultados en xforpa

grafica.

82



A Bid

[w] ¥
009 099 005 09¥ OOr 0SE 00€ 092 00 OSk 00k 09 O
— — : : : t r bt 009
1] I
; BOAIIRII}| 1O — ! i
' 8010910 1IN -4 0zg
: X0} BIIBN
c feip) 1 - 10 Forg
\ i E {sejp] O} =« INILOL N
‘ ; i . : - 099
! i ' i
i ! i ! k
i : | : : - 089
i f l : { y
e A | '
. s . ‘ .+ |oze
i ‘
! 1
‘ i l Lo - 0p9
{ i 1
[ 2.wo/By | ymd
oliavd

' “ "'SA  OAN3ANT4 OGNO4 3a NOIS3Hd




ZA Bia

[ sep )3
o 6 8 L 9 g v € g ’
1 | ! ! L f L 1 00g
i i f
B0A|JRIS}| 1B —— 1 ;
| s01091Q 1IN - | | 1XO} BIiEW -0Lg
: . [=1p] 1 = 10

[seIp} OF = INILOL

: i = , : - 0Z9
FE N T : i 5 - oes
s ! ‘
8 - oS
o Lo y
i i ; I | 09s
[ 2.wo/By | ymd
OdW3IlL

‘SA  OGNZIANTd OANO4S 3d NOIS3Hd




£'A B4

fwly
003 095 009 09¥ OO¢ 0SE 00OE 0SZ 00Z 08k OOF 05 O
b L 100G
P +
60A1RIBY] IO ' | 1
T - ' - 029
PORNA AN - | oLxoL BN | '
1 F {seIP] OL = 10 j o¥e
Lo | [selp] 00} = AWILOL ]
SR IR P /4_ 099
! ! : i : |
i = S R ; | oss
! ; ! i s
5 L L ot - 009
- : T A
: ? ] .+ foee
1 : ’ | | ‘
t : i é - o¥9
! ; ; { : ;
[ 2.wo/By | ymd
olavy

'SA  OAN3IANTd OANO4 3d NOIS3Yd




{sepli

A Big

o
005

80A1IBIBY] 10N —i—
801061Q 19 —¢—

{ {

-019
~ 025

4 0es

0LX01 BIEBN
{seip] O ~ 1O

{seip] 004 = INILOL

~ OvS

i

!

]

l

7

0ss

OdW3lL
'SA OGN3ANTd OONO4 3A NOIS3HJd

[ 2. wo/bBy | ymd




[w]y
009 0SS 00S 0S¥ OO¥ OSE 00€ 082 00Z 09 00k 09 O
] 1 1 L I| i lI : 14 . 1 009
: , 1 i ; ‘ fud
BOANBIA) 10N —— | i |
8010841 "19 . l 4 029
N —- ! 01XOL BIIEW Iy
T [se1P] 02 - 10 -0
: ! i | [8BJP) 0O = IWILOL
P i 1 - 09¢
: ‘ = e é - 089
i A L — L 009
T |
FI N s ! - 029
SR P i | 3
o o R | -1 Love
i ! i i
[ 2.wo/By | ymd
olavyd

'SA OAN3IANTd OANO4 3d NOIS3Hd




PRESION DE FONDO FLUYENDO VS.

Pwf [ kg/cm~2 |
0

TIEMPO

640

630

520

610

i
i

TOTIME = 100 [dias)
DT = 20 [dias]
Malla 10x10

. Directos

. Iterativos

500
20

Fig. V.6
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PRESION DE FONDO FLUYENDO VS.

RADIO
Pwt | kg/cm=2 |
i T
640 : ‘
; S |
620 - P : + S :
] KBRS
600 4 ! i 8 ] E !
580 b t
| : 3 i
660 - i o - .
’ TOTIME = 100 [dias] i
5401 DT = 50 ldias] : ! )
| ' Malla 10x10 " | -~ Met. Directos
520 Y : - :
4 i ( % ' .| 7t Met. Iterativos
500 i L ; .F T T T ; i -+ T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Rlm}




PRESION DE FONDO FLUYENDO VS.

Fig. V.8
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES

En base a los resultados obtenidos y con el analisis de laliteratura
se presentan las siguientes conclusiones :

- La solucién del sistema de ecuaciones puede ser muy simple o - -muy

compleja, dependiendo del problema fisico en estudio.

Para problemas en donde se generan sistemas de ecuaciones pequefios
se recomienda algun método directo para que la solucién sea con
mayor rapidez y en forma mas precisa. Para sistemas grandes puede
ser ventajoso utilizar algun metodo iterativo para obtener su

solucien, aunque no se descarta el uso de uno directo.

- Para problemas en una dimensién, gque generan matrices tridiagonales
se recomienda utilizar el RAlgoritmo de Thomas va que el numero de

operaciones se reduce al igual que el tiempo de cémputo.

Los metodos D - 2 y D - 4 son muy parecidos en cuanto a su solucisn
ya que utilizan una eliminacién gaussiana optimizada, pero su
eficiencia se debe a un reordenamiento especial de la matriz. Para
dimensiones de malla grandes ( 20 x 20 ) se hacen impracticos vy

menos competitivos con respecto a los métodos iterativos. D - 4

as



toma ventaja sobre el D - 2 debido a que,trabajq,con‘lalmitad de la
matriz y reduciendo ast el ﬁcmerd de eﬁapas' coﬁofiel,'trabajo de

camputo.

NSPIV es eficiente para la eliminacién gaussiana dispersa con
pivoteo pércial. En el caso de que tenga un pobre ordenamiento
inicial, es decir, que todos los elementos diferentes de cero estan
agrupados cerca de la diagonal principal, el NSPIV trabaja
pobremente a diferencia de cuando se tiene un ordenamiento por
renglsen adecuado, ya que requerira menor almacenamiento ast como

menor tiempo de cémputo gue alguna otra subrutina de banda.

Los metodos iterativos estan ligados a un cierto criterio de
convergencia., Para encontrar este criterio dependera del numero de
parametros de iteracien { SIP, ADIP ) o de relajacién ( LSOR ), de
las caracteristicas de la malla y de las propiedades £fisicas del

yacimiento cuyas condiciones cambian de una etapa a otra.

En yacimientos homogeneos e issatropos el metodo LSOR trabaja mas
lentamente que otras tecnicas iterativas disponibles ( SIP, ADIP,
etc. ) aunque para yacimientos fuertemente anisétropos resulta muy

competitivo.
En problemas probados SIP requiere menos esfuerzo de computo que el

ADIP y es menos propenso a errores de redondeo. A medida que la

maximma relacisén de transmisibilidad se incrementa, la relacizn de
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trabajo de cemputo se incrementa. El tiempo de iteracien del SIP es
moderadamente mayor que el ADIP, sin embargo, generalmente requiere
menos iteraciones para converger. Para el SIP y el ADIP representa
un efecto significativo en 1la convergencia la modificacien del
orden de la secuencia de los parametros de iteracisn. Por lo que se
puede enfatizar que el SIP es un procedimiento iterativo rapido y
confiable para resolver problemas en la simulacién numérica de

yacimientos.

ORTHOMIN es un método iterativo de solucisn para matrices bandeadas
dispersas : es facil de codificar y la descomposicien LDU sslo
necesita ser hecha una vez y no en cada iteracien como en el caso
del SIP, El método utiliza minimizaciones y ortogonalizaciones para
lograr un rapido ritmo de convergencia, el cual es insensitivo a
los parametros de iteracidén, a las relaciones de transmisibilidad y
a la no simetria de la matriz, aunque requiere de un mayor

almacenamiento en la computadora.
La buena seleccien de un método de solucien ( directo o iterativo )

dependera del tiempo de cémputo, del almacenamiento, ast como de la

precisisen de los resultados arrojados por el simulador.
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NOMENCLATURA

B . : Factor de volumen

Br ;+ Factor de volumen del fluido
By : Factor de volumen del gas
_Bo. i Factor de volumen del aceite
Bv :+ Factor de volumen del agua
c : Compresibilidad
Ccg : Compresibilidad del gas
Co : Compresibilidad del aceite
cv : Compresibilidad del agua

: Altura

: Permeabilidad absoluta

: Permeabilidad efectiva
K¢ : Permeabilidad efectiva del gas
ko : Permeabilidad efectiva del aceite
Kv : Permeabilidad efectiva del agua
kr : Permeabilidad relativa
Krg : Permeabilidad relativa del gas
kro : Permeabilidad relativa del aceite
Kew : Permeabilidad relativa del agua
M : Masa molecular
m(p) : Potencial de los gases reales
P : Presién
Pc : Presién capilar
Pco_g : Presis4n capilar aceite - gas
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gdo
gt

gT

Ve

Pre51bn capllar agua - acelte

Pre xan capllar agua - gas

thmo de 1nyecc1cn y/o produccxon

Gasto

Gasto de-gas disuelto en agua

: Gasto de gas libre

: Relacien gas disuelto - aceite

Gasto de gas total

Constante universal de los gases

Saturacisn del fluido

Saturacién del gas

: Saturacien del aceie

Saturacisn del agua

: Temperatura

: Transmisibilidad

Tiempo
Velocidad

Velocidad del gas disuelto en aceite

-Gasto de gas disuelto en aceite

Velocidad del gas libre

: Velocidad del gas total

Volumen

: Volumen de celda

: Volumen bruto de roca

Factor de compresibilidad de los gases reales
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SIMBOLOS

e cs : Medido a condiciones estahdar
@ cy : 'Medido-a condiciones de yacimiento
o - : Porosidad

m : Viscosidad

Hy ¢ Viscosidad del gas

Ho i Viscosidad del aceite

Hv s Viscosidad del agua

I : Densidad

re : Densidad del gas

po : Densidad del aceite

-9 : Densidad del agua

L : Potencial de flujo

v 1 Operador nabla ( gradiente }
d : Derivada

a : Derivada parcial

I : Integral

X + Movilidad

bd : Peso espectfico

n : Limite direccional de los x, vy, 2
e : Esquema de solucién

w s Coeficiente de relajacion

® : Factor de relajacién
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SUBINDICES

‘- 1 Fluido ‘en general

LiiGas..

Nivel de tiempo actual

Nivel de tiempo nuevo ( superindice )

- P :. Aceite

w : Agua

X, Y, 2 i Direcciones ortogonales en los ejes %X, y, 2

i, 3, k : Direcciones ortogonales en los ejes x, y, 2z
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