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PROLOGO



~El tema de Geoestadistica se puede considerar como una rama de
los procesos estocasticos o como una rama de la Estadistica que estudia
los fendmenos relacionados con las Ciencias de la Tierra. Este tema no
se ha difundido adecuadamente en la literatura Estadistica en Méxicc, ya
que poco se ha escrito al respecto, por ello se decidio abordar este,
como tema de mi tesis de licenciatura. Aunque fue un poco dificil
encontrar  bibliografia, después de recopilar algunos articuleos, ne
parecid interesante el hecho de poder interpolar un grupo de datos
utilizande la correlacidén espacial con objeto de predecir valores en
localidades del espacio de muestreco.

En general la Geoestadistica trata del estudio de fenomenes con
correlacidn espacial en las observacicnes. Dicha correlacion puede ser
con respecto al tiempo o al espacio. El tema de este trabajo es
interpolacion espacial de fenodmenos con correlacion espacial.

Por ejemplo: Si se desea saber el volumen de un deposito mineral
utilizando como informacién un grupo de n perforaciones, el objetivo es
interpolar el grupo de datos para poder inferir en que forma se
distribuye el volumen mineral y cual es su valor estimado., Esta tarea no
es trivial, ya gque se necesita conocer la estructura de correlacion
entre los datos para identificar los puntos que influyen mas en la
estimacion.

También se pueden hacer predicciones en un espacio de una dimension;
por ejemplo: si se tiene en ¢l horizonte cilerta distribucion de
diferentes tipos de arboles y se hacen mediciones de una determinada
clase de ellos a ciertos intervalos, no necesariamente intervalos
iguales, se obtiene un grupo de n observaciones. El objetivo es hacer
interpolaciones en 1localidades nhuevas para estimar 1la cantidad de
drboles en dichas localidades.

Un ejemplo de interpolacion espacial en cuatro dimensiones, podria
ser la medicidén del monoxido de carbono en cierta localidad a traves
de interpolar un grupo de n observaciones en el espacio, obtenidas sobre
una area determinada durante diferentes intervalos de tiempo.

El problema que dio lugar al origen y desarrollo de la Geoestadistica
fue, el problema de estimar el volumen mineral de un depdsito. Este
enfogque se desarrolla en detalle en la seccion 1. En general para poder
interpolar un grupo de datos, lo que se necesita en primer lugar eu;
encontrar una medida de correlacioen entre las observaciones, y on
segundo lugar, se utiliza dicha estructura de correlacion para
interpolar un valor que se quiere conocer en una localidad dada,

El método de interpolacion espacial gque se va a utilizar es el
método Kriging Ordinario, ya gue éste trabajo es introductorio. El
método Kriging es el mds utilizado en estudios relacionados con el medio
ambjiente, y por esta razén, se acerca mas al objetivo de realizar una
aplicacion a un problema real.
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INTRODUCCION

Usualmente la Estadistica supone que las observaciones de un fenémeno
en. estudio son independientes e idénticamente distribuidas, sin
embargo dentro de un contexto de tiempo o espacio dicha suposicién no se
ajusta con las propiedades fisicas del fenomeno, ya gque un fendmeno
espacial es aquel que exhibe correlacién en las observaciones.

En la teoria de series de tiempo se supone que existe una dependencia
entre las observaciones separadas a un intervalo de tiempo determinado.
En forma similar, un fenomenc con correltacidn espacial se reficre a que
sus observaciones mantienen una estructura de correlacion en el espacio.

Por otro lado, la teoria de las Ciencias de la tierra se dedica al
estudio de los fendmenos relacionados con el medio ambiente, y trata de
dar una respuesta a la incoégnita de estimar:

- La correlacion entre las muestras que Se toman en distintos puntos
del espacio.

- El valor de un punto en donde no se obtuve medicion alguna.

- La forma y cantidad del volumen del fendmeno en estudio.

A continuacion se da una definicion de Geoestadistica (Cressie, 1990):

"La Gaoestadistica es la aplicacion del formalismo de las funciones
aleatorias al reconocimiente y estimacion de ciertas caracteristicas
espaciales de los fenomenos naturales".

Esto quiere decir que no solo se utiliza un modelo aleatorio para
describir la propiedad fisica de variabilidad del fenomene, sino que
se toman en cuenta la correlacion entre los datos.

El propodsito de este trabajo es introducir el método de prediccién
espacial Kriging Ordinario y presentar una aplicacion utilizando un
programa de analisis Gecestadistico.

En la practica, se obtiene un grupe de dates, sobre una A4rea
determinada; éste grupo de datos contiene las propiedades tisicas deil
fenomeno espacial. Ejemplos de éstos fenomenos podrian ser:

- La distribucion de variables meteoroldgicas; lo que se quiere en
este tipo de fendmenos es encontrar la correlacidén en tiempo y espacio
de las diferentes variables. 5in embarge, en éste trabajo no se toma en
cuenta la correlacion entre variables, ya que se trataria de un tema
avanzado.

- La distribucion de concentraciones de contaminantes en un espacio de
cuatro dimensiones (el espacio tridimensional mas la dimensicn
tiempo).

- La distribucion de los volumenes minerales de un depodsito en un
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espacio de tres dimensiones (Mineria):

- La distribucion de ciertas cspecies de arboles en un espacio de dos
dimensiones (Silvicultura).

La muestra que se obticne esta formada por un grupo de n datos, donde
cada observacidn 2Z(x) es considerada como una variable aleatoria, la
cual representa el volumen en una localidad x de un fendmeno que tiene
la caracteristica de tener un volumen variable en el espacio.

Graficamente, una variable regionalizada se puede ver como  una
funcion 2Z(x), donde » es la localidad de muestreo en un espacio de
dimension n. Por ejemplo, 2(x) podria representar el volumen mineral que
se mide en un depdsito centrade en el punto x.

La variable aleatoria es considerada como el resultado de una funcion
aleatoria definida en un espacio determinade. Esto implica la necesidad
de utilizar un proceso estocastico.

La Gecestadistica considera a un proceso estocastico como un conjunto
de variables aleatorias correlacionadas formadas por . una . funcisn
aleatoria, cuyes valores Z(x) se evaluan en diferentes localidades
espaciales.

Una vez que se obtenga la muestra, el objetivo es medir que tanto
varia una observacidén con respecto a otra gque esté separada a una
distancia h. Una forma de hacerlo es a traves de calcular la diferencia
entre las variables 2(x) y 2(x+h). El grupo de Dichas diferencias
{Z(x)=Z(x+h) )} es un indicador de la variacion del volumen del fenomeno.

Una forma de medir la correlacion entre los distintos pares 2(x) y
Z(x+h) es a través de una funcidn llamada Variograma, denotada por la
letra griega gamma 7y{+), (seccidén 3.2).

Despues de haber calculado el Variograma, se esta en la posibilidad
de determinar que datos influyen mas en la estimacidn del valor 2 (x»)
en un punto dade. Es por eso que antes de implementar la interpolaciédn,
se requiere saber la estructura de correlacion de los datos.

El punto central del método Kriging se basa en el hecho de que las
observaciones del fendmeno espacial mantienen un nivel de correlacion
alto si los datos se encuentran cerca y un nivel de correlacién :bajo
8i los datos se encuentren retirados. De esta forma se puede ohtener:una
estimacien de z° {%e¢) en una nueva localidad xo. B

A continuacién se presentan algunas disciplinas en donde el método
Kriging se ha desarrolliado:
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-En Mineria:

Hace 40 afos, esta disciplina utilizo una herramienta estadistica
muy rudimentaria con objeto de tomar una decisidn en establecer o no una
explotacién minera. Originalmente esta desicion fué basada por la
simple visualizacién del mineral expuesto en la superficie por lo gue
implicaba que habria posibilidad de encontrar algun depdsito.

Matheron {(1963a) y (19463b) publicd su "Tratado de la Geoestadistica
aplicada", formado por dos volumenes, los cuales desarrollan toda una
teoria para resolver el aspecto espacial de los problemas que surgieron
en mineria. En particular el volumen II, Matheron (1963a) trata
enteramente del nétodo Kriging. En cambio en el volumen I, Matheron
{1963b) habla del origen de la Geoestadistica, analiza el Variograma, da
técnicas de muestreo y presenta formalmente el método Kriging Ordinario.

En el mismo ano, Matheron (1963) publicée un articulo titulado
"Principios de la Geoestadistica", en donde describe y resume en forma
muy general los puntos mas importantes de sus dos anteriores volumenes.

El origen de la prediccion espacial se debe a Matheron (1962), guien
utilizé un modelo estocdstico nombrade "Esquemas de Wijs", aplicado a la
mineria.

En Meteorologia:

Mientras Matheron estaba desarrollando la teoria del Mejor Estimador
Lineal Insesgado (MELI) en Francia, el meteordlogo soviético L.S. Gandin
estaba logrando notables avances de investigacion en el mismo campo. En
su libro publicado en 1963 y traducido al inglés en 1965: Gandin llama
al variograma funcidn estructural homogénea (Capitulo 2, seccidén 1), a
kriging simple lo llamd interpolacion optima (capitulo 3, seccion 2)
a kriging ordinario lo llamo interpolacion oéptima a traves de pesos
normalizados (capituloc 3, seccisén 5), y a Cokriging simple lo nombré
mapeo Optimo de campos (capitulo 5, seccidn 2).

Los investigadores en meteorolegia no sélo estaban interesados en
interpolacion, sino gque también, en indices para determinar la
circulacién de la atmésfera, corrientes totales, y patrones periddicos.

En Fendmenos Forestales:

Matheron (1960} desarrolld una estructura para nodelar procesos
espaciales, Y aplico estas . ideas a grupos de datos tomados
espacialmente. Sin embargo, ¢l utilizdé como predictor el promedio de
las n observaciones:

1.- Cokriglng en un interpoladar que nstima el valor de una varieble

utilizando I8 correlaclon de un grupo de varisbirse.



Aungue este predictor Z es lineal e insesgado, no es Odptimo.  El
unico caso en gue este predictor es optimo es cuando la correlacidn
-‘espacial no. tiene datos aberrantes ni anisotropias’.

En Fisica:

La teoria de turbulencias se basc en contribuciones de N. Kolmogorov
1941. El1 supone la existencia de un variograma definido en. el
espacio tridimensional mas la dimension tiempo para caracterizar la
estructura de la turbulencia local.

En Geografia:

El interés fue dibujar mapas a partir de datos espaciales,
modelando las observaciones de un proceso aleatorio. Esto empezé con
Gauss (1809), el cual asumio errores independientes y desarrollé el
método de minimos cuadrados para minimizar el cuadrado de los errores.
Este método aparecio anteriormente en una publicacién de Legendre
(1805) .

Mas tarde esta teorfa fué publicada en el articulo de Wiener
(1949). Originalmente el objetivo de la Geoestadistica fue la busgueda
del déptimo en exploracién minera. La Geocestadistica proveé una medida
exacta de 1la prediccién de valores y utiliza la estimacién de 1la
varianza de los errores.

Actualmente se han desarrollado varios métodos de interpolacidén
espacial lineal y no lineal considerados dentro de la familia Kriging,
perc éste trabajo solo se inclina en dar una introduccidn al método de
interpolacién espacial "Kriging Ordinario".

A continuacién se describen los contenidos de los capitulos:

En el capitulo 1, se da una introduccién al tema Kriging Ordinario,
como también se da un resumen historico de las diferentes etapas por
las que pasdé la Gegestadistica.

En el capitulo 2, se definen conceptos basicos que se utilizaran en
el resto del trabajo y que seran vitales para el entendimiento de la
teoria.

1.- Zona anisétroepa: Ares donde los propledades ffoicon del fondmone
camblen dresticamente, yn que existen direcclones para lev Cuales sus
voldmenes aumentan y en otras direcclones sts voldments dlsminuyen



En el capitulc 3, se habla de la funcioén varicgrama, la cual es
una parte muy importante en cualquier estudio Geoestadistico, como
también se mencionan sus principales caracteristicas.

En el capitulo 4, se presentan varios modelos de variogramas
- conocidos, los cuales sirven para ajustar al variograma experimental,

En el capitulo 5, se presenta el método de interpolacion espacial.
Kriging ordinarioc, y se incluye el método Kriging por Bloques, el cual
sera utilizado en el capitulo 6.

En el capitulo 6, se desarrolla un ejempleo de analisis Gecestadistico
aplicado a un problema referente a Bienes Raices.



“CAPITULO 1

Histofia de la Geégstadiattca

ah.



1 DESARROLO HISTORICO DE LA GEOESTADISTICA

La Gecestadistica es 1la ciencia concerniente con la prediccion
espacial, a continuacién se hara un breve recuento de los principales
factores que contribuyeron -al desarrollo del método Kriging.

El problema original surgic cuando los mineros y estadisticos trataron
de evaluar el volumen mineral en los depésitos, Matheron (1963).

La forma original de estimar el volumen de un depdsito mineral €fue
asignando a cada observacion un peso de acuerdo a la cantidad de mineral
obtenida. Una vez obtenido el grupo de datos con su correspondiente
ponderacidn, lo que se utilizé fue el Calculo y la Probabilidad para
obtener un valor estimado.

Actualmente, la teoria Geoestadistica en lugar de desechar dichas
técnicas, las toma como punto de partida para poder desarrollar su
propio formalismo matematico hasta alcanzar el nivel cientifico actual.

Es ‘importante hacer notar que las perforaciones sobre un depdsito
mineral contienen informacidén esencial que describe las propiedades
fisicas de los mismos, Hoel Cressie (1990), como por ejemplo:

- El1 volumen mineral en el puntoc x: Matheron (1963), no sélo provee
informacion concerniente con la forma y dimensien del volumen mineral,
sino también, estudia las anisotropias y las zonas de influencia (Areas
con alto contenlido mineral). Por esta razén, el volumen mineral de cada
muestra contiene informacion acerca de la direccioén hacia donde se
desplazan los volumenes minerales.

El contenido del volumen mineral de cada perforacidn sera diferente
de un lugar a otro dependiendo de las propiedades fisicas del depésito.
Asi que al tomar muestras en una area determinada donde sus volumenes
no varian mucho, implica que existe una relacion de dependencia entre
las muestras. En términos Geoestadisticos se dird gque existe una
continujdad en la distribucion del mineral en ésta zona.

Por ejemplo, en un mismo deposito se pueden obtener muestras formadas
por medio de pepitas minerales, debldo a la granulacidén mineral de
algunas Areas del depoésito, © se pueden extraer muestras con un nivel
alto de volumen mineral.

Esta propiedad de granulacion de los depdsitos minerales generalmente
forma una discontinuidad del volumen mineral con respecto a las nuestras
cercanas. Ademas, es dificil determinar el volumen en 4&recas de
granulacién mineral, ya que se pueden encontrar perforaciones que
contengan clerto volumen mineral, cerca de observaciones con casi o
virtualmente no volumen mineral. Este hecho de incertidumbre, donde no
se puede asegqurar el volumen mineral, ¢s interpretado por uno de los
parametros del variograma el cual es llamado precisamente efecto pepita.

El segundo cambjio aparecid cuande la probabilidad y el calculo
eclasico fueron insuficientes. Por tal motivo, fue necesario desarrollar
nuevos métodos para introducir las caracteristicas espaciales de los
fendmenos espaciales, que son simplemente propiedades figicas.
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Fue entonces como la Geoestadistica empezo a desarrollar su propio
formalismo matematico 'y su propio lenguaje.

Originalemte, la teoria Geoestadistica no considero a la variabilidad
del fencémeno, ni a la dependencia entre las observaciones. Por ésta
razén, se dice que la Geoestadistica no tomd en cuenta a los resultados
aleatorios de las observaciones como una expresién fisica del fenomeno
en estudio, Matheron (1963}).

De 'agui en adelante la Geoestadistica va a considerar una de las
propiedades mas importantes de los fenomenos espaciales, la cual es la
variabilidad del fenémeno.

1.1 LOS ORIGENES DE KRIGING

En ésta seccién se trata de explicar como surgic el término "Kriging"
y como se fue involucrando con la prediccién espacial. Originalmente, la
Geoestadistica se preocupd por resolver el problema de encontrar el
contenido total de un depdsito mineral (volumen de tierra y roca) que
podria ser minado si este fuera suficientemente rico.

Las ideas fueron desarrolladas por D.G. Krige, (Ord, 1990), en las
decadas de los 50's y 60's. Sin embargo, no fue hasta 1963 cuando
Matheron introdujo un modelo de interpolacion lineal gque ¢l llamoé
"prediccion espacial por el metodo Kriging®.

Sin embargo, existe otro enfoque de la palabra Kriging como:
"El procedimiento de regresion Multiple para llegar al mejor predictor
lineal insesgado de un volumen o de un blogue mineral de cualquier
tamano", (Cressie Noel, 1990).

La prediccidn espacial se hace posible a través de asignar un grupo
de pesos p ara todos los datos disponibles dentro y fuera de un bloque-
mineral. Ademas, éstos pesos sirven para interpolar valores en un blogque
fijo, e incluso da pesos apropiados para extrapolar datos que estén
afuera del bloque.

Ho hay duda que Matheron trajo la palabra "Kriging" dentro de 1la
terminclogia Geoestadistica Anglosajona, ya que el término original
es francés v“Krigeage". Este término fue registrado por el Frances
Pierre carlier. Matheron describe esto en una carta dirigida a Noel
Cressie fechada el 12 de abril de 1989. Aparentemente este término fuc
usado en Francia entre 1958 y 1959 por la comision de energia atomica
Francesa; lo antericr lo describe en una carta dirigida a Matheron en
1962 por F. Blondel, (Cressie Noel, 1990).



1.2 INTRODUCCTION AL METODO -KRIGING

En_ esta seccidn se presentan las bases del método de prediccion
aspacial Kriging ordinario.

Supdngase quc se desea estimar el volumen promedio, denotado por Zv
scbre una area V, del contenido'total de un depdsito mineral. Dicho
volumen promedio se expresa de la siguiente format
2Zv = -%,— Jz(x) dx {1.1)

donde, 2Z(x) es una funcién aleatoria, la cual describe el contenido
mineral en la localidad con direccién y longitud del vector x. Los datos
que se utilizan en la estimacion de 2v son las n perforaciones Z(xi),
tomadas en las localidades xi gon i=1,...,n.

Aqui se supone que el valor esperadoc Z(x) = i, es constante; el cual
representa el valor promedio de 1los datos 2Z(x1), para todas las
localidades xi y ademas de supone gue la estructura de covarianza entre
los datos es conocida (Cressie Noel, 1989).

El objetivo consiste en encontrar un grupo de pesos

{(As|r=1,...,n } de tal forma que_la 1.2
varianza del estimador lineal Zv(x) = L Ar Zvs(%1) (1.2)
sea minima bajo la condicion de que T Ai=1.

El método Kriging estima el valor de 2v usando los datos que se
encuentran localizados en el area V, mas adelante se verd que el valor
estimado Zv da pesos apropiados para estimaciones fuera del drea. V
{extrapolacién), pero requiere de una estructura de covarianza
detallada (Cressie, 1989).

La importancia de la covarianza se debe a que provee un valor de
dependencia entre grupos de datos separados a cierta distancia, de
ésta forma es posible interpretar la propiedad intrinseca, en donde las
muestras cercanas se parecen y las nuestras alejadas no se parecen
(Journel y Huijbregts, 1978).



1.3 ESTIMACION DE LA COVARIANZA

Cuando se habla de la covarianza entre las observaciones se estd
haciendo referencia al grado de dependencia entre el grupo de datos
disponibles. Con objeto de estimar 1la covarianza entre las
observaciones, eéstas se agruparon de acuerdo a la distancia de
separacidn entre ellas. Por lo gue se calcularon las distancias de
separacidén de cada muestra contra todas las restantes para formar varios
grupos de parejas muestrales., Cada grupo es llamado rezago y una vez
encontrados los distintos rezagos se puede proceder a evaluar la
covarjanza entre ellos (Cressie Noel, 1989).

La covarianza también depende de las anisotropias del fendmeno. Es
decir que la covarianza entre grupes de datos no s¢lo depende de la
distancia entre ellos sino tambien de la direccion del vector de
separacién. En este trabajo sdlamente se consideran fendmenos cuya
caovarianza depende de la dxstapcxa Yy no de la direccidn, éste es un
ejemplo de un fenomeno isétropo .

A continuacion se muestra la covarianza entre las observaciones 2({xi)
Yy 2(x3) separadas a una distancia di:

o = '1‘_'.2. [2(x1) = i) [2(x)) - i} (-3

ponde, Cr es la covarianza del rezago r. Nr es el numero de parejas
muestrales que estan separadas a una distancia diy con una cierta
tolerancia. La tolerancia se refiere a que se da una amplitud diz ¢,
para - incluir a mas muestras en el intervalo ([di -.c, dy +. .c}.

El conjunto Nr es el numero de parejas muestrales que estAn en el
rezago r, las cuales estan formadas por el conjunto:

t ta, x)) ) o - xy = diy )

Debido a que es muy dificil encontrar muestras separadas ' a una
distancia fija o exacta, se necesita definir un -nivel de tolerancia c.

En el siguiente ejemplo, Nr es el conjunto de parejas separadas
diy unidades, con una tolerancia de :g:

Nr = {{x1, x3) | xi=xy = dij € [r+c , r-c] .}

dgnqe, r 'es la distancia para la cual se eligio el rezago y X, xj.€ D.

El valor i es el estimador por minimos cuadrados de la  funcisn
aleatoria 2(x) (i.e. E[Z(x)) = u), y la suma se toma sobre las Hr
parejas de 1localidades xi, xj gue estan separadas a una distancia
diy.

Con objeto de estimar la covarianza, el grupo de parejas muestrales
se dividié en subgrupos, en donde cada subgrupo da un ‘valor  de
correlacion.

1.- Un Fendmeno 1%6tropo e rellere a que las proplodades flslces de un
cuarpo son las wmismss pare cualquter difrccidn. g
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1.4 INSUFICIENCIA DE LOS CONCEPTOS ES?ADISTICOS CLASICOS

Supdngase..que . se.  quiere: de‘:emiﬁnar la . distribucidn’ del volumen
mineralde un depdsito. Los. resultados que se obtengan tendran una
ap;icacion general para cualquier fendmeno con caracteres espaciales.

Desde un- enfoque estadistice clasico los volumenes muestrales de
un  depdsito pueden ser clasificades en un histograma. Pero este
procedimiento no toma ‘en cuenta la ‘localizacion de dichas muestras
dentro del depdsito. No es suficiente considerar la frecuencia de
aparicién de un volumen mineral dado, sino también conocer en qué
sentido los diferentes volumenes se desplazan. Ademas, el objetivo es
descubrir cual es la posicion y el tamafio de los blogues minerales,
Matheron (1963).

El primer problema gue se presenta es la inhabilidad de 1la
Estadistica clasica de tomar en cuenta el aspecto espacial en sus
estudios, el cual es precisamente la caracteristica mas importante
de los fendmenos con correlacion espacial. A continuacidn se dara un
ejemplo del punto de vista de la probabilidad y el calecule clasico
sobre el concepto que se tenia de las variables aleatorias.

Supdéngase que se lanza una moneda en donde se registra +1 si cae sol
y -1 si cae aquila, Antes de lanzar la moneda lo unico que se sabe es
que se tiene una posibilidad de dos de obtener, ya sea aguila o sol.
Ahora bien, desde un punto de vista clasico, una variable
aleatoria tiene dos propiedades:

Propiedad 1) Tedricamente, existe la posibilidad de repetir el
evento de lanzar una moneda tantas veces como se quiera para asignarle
un valor numérico a la probabilidad del evento.

Propiedad 2) Se supone que existe independencia entre cada suceso:
ya que si en los primeros 100 intentos se obtiene sol, ésto no implica
gue el 101 intento va a ser sol. En cada suceso de lanzar una moneda,
siempre habra un resultado de dos de obtener sol o aguila. Es decir,
los eventos son independientes.

En cambio, desde un punto de vista Gecestadistico, el volumen mineral
de una muestra no puede tener estas dos propiedades. El volumen del
contenide de una observacién en determinada localidad es unica y
solamente sc puede extraer una vet. Ahora bien, supongase gue se toman
varias muestras en un blogue bien determinado. Se sabe que si se obtiene
la primer muestra su valor es unice. Sin embargo supdongase que se
obtienen varias muestras cerca de la primera. Los volumencs minerales de
estas ultimas observaciones nuestran ‘una posibilidad de repetir el
suceso pero con un aparente cambio. De hecho el resultadoe no
es el mismo pero, si existe cierta similitud dependiendo si el fendmeno
presenta o no anisotropias.

La segunda propiedad tampoco se cumple, ya que dos muestras vecinas
no son independientes. La practica nos dice que si se realizan dos
perforaciones adyacentes, en donde en una de ellas se obtiene un nivel
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de mineral alto y denso, entonces es probable gue la otra perforacion
muestre casi las mismas propiedades. Esto quiere decir, gque el
bloque donde fueron extraldas estas perforaciones contienen un nivel de
mineral alto. Esta tendencia expresa el wmenor o mayor nivel de
continuidad  en la variacion de los volumenes rinerales de un depésito.

En la década de 1los 50 existia la creencia de gque al obtener
muchas observaciones en una area determinada se obtendria una estimacicn
del valor de Z(x), mas acercada a la realidad. Ya gue se pensaban que
la multiplicidad del numero de muestras implicaria mejores estimaciones.
Esta mala interpretacion de la teoria llevé a una serie de resultados
absurdos. Por ejemplo, si se tenia un depdsito el cual se iva a explorar
por medio de perforaciones, pensaban gue seria mejor tomar las muestras
en localidades separadas a % mm en lugar de 50 cm para cbtener 100
veces mMas muestras y por lo tanto, 10 veces mas precision. Esto
es incorrecto, ya que la multiplicidad en el numero de muestras no
necesariamente implica mejores estinaciones.

Lo unico que sc¢ estaria haciendo es repetir tantas veces como se
quiera, el mismo o casi el mismo valor, sin aportar mas que tiempo y
dinero en evaluaciones adicionales.

1.5 NOCION DE VARIABLE REGIONALIZADA

En la practica, frecuentemente sec encuentran fenomenos naturales gue
pueden ser caracterizados por la distribucién en el espacio de ciertas
cantidades medibles llamadas variables regionalizadas.

La variable regionalizada es una funcién gue explica el aspecto
espacial del fenomeno. Dicha funcién toma un valor determinade en
cada regién en el espacio. Por esta razén, la variable regiopalizada
representa un valor local y toma valores diferentes a lo largo
del espacio de estudio. Las variables regionalizadas ocurren en el
espacio mineral del depésito y llevan asignadas caracteristicas fisicas
importantes, las cuales se presentan a continuacion (Matheron, 1963):

a) El depdsito mineral es llapado campo geométrico de regiones.
La funcién aleatoria Z(x) esta definida sobre el volumen de 1a muestra,
la cual es llamada soporte geométrico. Dicho volumen representa el
gruesa del depdsito en ese punto. Comparando los volumenes muestrales
en diferentes areas, se pueden detectar las direcciones en las cuales
los volumenes de las nmuestras aumentan y hacia gque direcciones
disminuyen. A las areas donde existen variaciones del volumen mineral
para una direccion con respecto a otra direccion, se le llamara zonas
anisotropas. Estudiando el comportamiento de este fendmeno se puede
identificar hacia donde se desplazan los volumenes minerales altos y de
igual forma se pueden detectar areas isotropas, zonas de influencia,
Areas de granulacion mineral y bloques minerales puros.

b) Supdngase que se tienen dos vecindades inmediatas sobre un
campo geométrico. Dividase este depdsito por regiones: tomese una
muestra en cada region. Estas observaciones muestran un cierto nivel de
continuidad en su variacidén espacial, debido a que el volumen de cada
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observacién muestra un patrén de dependencia con respecto a las muestras
de localidades vecinas.

Algunas variables regionalizadas pueden mostrar una relacieén de
dependencia muy fuerte en los volumenes muestrales, a eésta relacion se
le llamara continuidad estricta ; sin embargo, habra casos en los cuales
los volumenes de las t:vbsexrvacim'\es2 muestren una incertidumbre, la cual
se llamara continuidad en promedio”, Matheron (1963).

En algunas circunstancias la continuidad en promedio no existe y
entonces se hablara de un efecto pepita’, Matheron (1963}, el cual esta
formade por una informacion pobre del contenido mineral registrado por
las muestras, Esta informacion deficiente mostrada en las observaciones,
es debida a que en las arcas donde se practicé el muestreo se
encontraron pepitas minerales en lugar de un volumen mineral bien
definido. En resumen cuando no sc¢ puede confirmar la continuidad se dice
que existe un efecto pepita.

c) La variable regionalizada también puede mostrar diferentes tipos
de anisotropias. Posiblemente existan direcciones para las cuales los
volumenes minerales no varian mucho en una direccion mientras dque varian
rapidamente en otra direccién. Por ejemplo, se puede encontrar
anisotropias verticales, horizontales y laterales, Matheron (1963).

d) Matemdticamente, una variable regionalizada es una funcién z{x) de
un punto con coordenadas x (en un espacio de dimension n); el
punto x representa las n coordepnadas ut,uz,...,us. Por ejemplo,
z(x) puede representar el volumen mineral de un deposito centrade en el
punto x. La caracteristica de las variables regionalizadas en las
Ciencias de la Tierra es que su variacion en el espacio es local. Esto
excluye la posibilidad de utilizar un estudio deterministico sobre 1la
funcidn z(x). La alternativa que se tiene es considerar a 1la medida
z(x) como una realizacidon de una variable aleatoria 2Z(x).

e) La Geoestadistica interpreta a la variable regionalizada z(x)
come la obtencion de una funcion aleatoria Z(x), donde X toma cualquier
punto en el dominio de localidades. Upa funcion aleatoria se puede ver
como un grupo de variables aleatorias correlacionadas.

De igual forma si el fenomeno en estudio estda caracterjizado por la
distribucion conjunta de un grupo de variables regionalizadas 2x(x),

= 1,...,k; el enfogue Geoestadistico es interpretar a estas
variables como una realizacion particular de k funciones aleatorias
correlacionadas {2Ze(X)ix=1, .., K}, Todos éstos diferentes aspectos

concernientes a las distribuciones espaciales de 1las variabies
regionalizadas deben ser ceonsideradas por la Geoestadistica. Y ésto as
posible gracias al concepto matematico expresado por el Variograma.

10~ La continuidad estricts se refiefc o que Ioa valunenes muentrales de
un fendmens en estudlu muestran uns coftslaclén alla,

2.- Continuidad en promedio te refiere a4 que low valimenrs mussicaloy do
un fendwans rn astudly musstran Unn correlacidh no muy abta.

3.- Efecto Pepita ea un pardretro del varlugrams » fndica ol grade ue

Incertydumbre en la continuidad del volumen de frndmenc .
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2.0 HIPOTES1S SOBRE EL MODELC GEOESTADISTICO

En este capitulo se necesitan algunas conceptos fundamentales para
que: el método de prediccidn espacial se pueda utilizar.

Primero, se le pide a los datos que formen parte de un proceso
estocastico. Es decir, que la variable regionalizada 2{x)} tome sus
valores aleatoriamente conforme se desplaza de un punto a otro, en el
aespacio de localidades.

La otra condicién se refiere a que los valores de los volumenes de
-las observaciones sean estacionarias, es decir, gue las variaciones de
los volumenes del deposito mineral sean suaves o que no varien mucho a
lo largo de todo el depdsito.

otra condicién, es suponer que el fenémeno en estudio sea isodtropo.
La isotropia se refiere a que las preopiedades fisicas del depésito
mineral son las mismas a lo lavrgo do todos sus ejes.

En la practica es muy dificil encentrar fencmenos fisicos gque sean
isétropos. En los depositos minerales es nuy frecuente encontrar lugares
en donde las propledades fisicas del fendmene en estudic sean.
diferentes de una direccieon a otra, es decir el depésito contendria
Areas anisotropas. La anisotropia del fendmenc provoca gque 1la
variabilidad en el volumen mineral disminuya hacia determinada diraccion
y aumente hacia otra direcciodn: éste hecho es reflejado en los volumenes
de las observaciones.

Los modelos estocdsticos se aplican a cualquier fendmeno o sisterma
que comprenda variabilidad al azar en el transcurso del tiempo o del
espacio.

Para considerar estas propledades se construye un modelo que
considere a los datos como parte de un proceso estocdstico, donde los
datos Z(x)’s son observacionas en localidades espaciales x que varian
continuamente sobre el espacioc de muestreo D, donde D < Rz o R,

2.3 PROCESO ESTOCASTICO

La palabra estocastico es sindnimo de aleatorio. "Un proceso
estocadstico es un sistema gque se desarrolla en el tiempo o espacio
mientras pasapor fluctuaciones al azar" (Journel y Huijbregts, 1978).
También un proceso estocastico se puede ver como una familia de
variables aleatorias {2:}, correlacionadas, donde t es un punto en el
espacio T llamado espacio parametral. Ademds, para cada v € T, Zt es un
punto en un espacio S llamado espacio de estados (Rodney Coleman, 1987).



‘Supdngase gue se tiene una familia {2:}, la cual se interpreta como
una trayectoria de una particula que se mueve "al azar" en el espacio S,
siendo 2. su posicién en el instante t., Un registro de una de éstas
trayectorias se conoce como realizacion de ‘un proceso estocastico.

El objetivo es considerar a un proceso estocastico due sea
estacionario, ya que de ésta forma se puede calcular el valor esperado
y la varianza de las variables regionalizadas Z{x), describiendo mejor al
fendémeno espacial (Statistics Encyclopedia, 1989).

Se puede describir un sistema, en donde las observaciones formen
parte de una familia de variables aleatorias (Z(x) | x & D}, donde Z(x
mide en la localidad x» el valor de la funcion aleatoria 2.

Sean {3} las lccalxdageq espnczaleu las cuales varian continuamente
sobre el easpacio D ¢ R’. A continuacisn se presenta un modelo
Gecestadistico, Cressie (1988), el cual aborda una clase particular
de problemas, tales gque los datos se pueden modelar de acuerdo a un
proceso estocastico,

{ 2(x) : xeD } con D c R°0 R. (1)

Los datos Z(x) son observaciones en las localidades espaciales
conocidas {xs : i = 1,...,n}.

Como se sabe una funcion aleatoria esta definida por el grupo de
funciones de distribucién conjunta acumuladas; sin embargo, lo que se
necesita es asegurar la existencia del valor esperado y la varianza de
Z(x). Es decir, se necesita que los dos primeros momentos existan y
no dependan de la localidad en donde se evalua la variable regionalizada
(seccién 2.3).

La muestra estd formada por n observaciones (Z(x)), evaluadas x € D
en una 4rea D. pDonde las observaciones se pucden obtener sobre
localidades separadas a una misma distancia, a eéste tipo de muestreo se
le llamara muestrec regular. Entonces, utilizando el muestreo regular se
obtuvieron las wuestras ya sea en el centro de cada cuadro o en la
interseccion de las lineas horizontales con las verticales (Fig. 9).

Entonces, el area D es dividido por regiones cuadriculadas en donde
se obtienen las muestras en el centro de cada regiones a diferencia
del nmuestrec regular estratificado, Richard McArthur (1987), en
donde generalmente se toma un promedio de varias muestras de cada area.
De cualquier forma la variable ragionalizada toma el valor
correspondiente en la localidad elegida.
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Exta es oi &rea deo muestreo D ren donde s obtienen

las cuservaciones en ¢} cenlro de <ada seccldn.

A eute Lipy de suestreo se le llams mucstrea requiar;

donde cada reglén no Implica que sea un promedia.
Figurs 9.

2.2 ANISOTROPIA EN LA VARIABLE REGIONALIZADA

En la seccion anterjior se hablo de la variable regionalizada y se
vid como cambia de valor conforme se desplaza de un punto muestral a
otro. Dicho cambio es originado por 1la propiedad fisica de
variabilidad del fenomeno.

Se necesita imponer una condicidn de estacionaridad a la funcién
aleatoria con objeto de suponer gque dichas anisotropias tengan un nivel
de suavidad (Myers, 1989).

2.3 ESTACIONARIDAD

En la teoria de procesos estocdsticos frecuentemente se encuentran
procesos Z(x) que tienen distribuciones en equilibrio cuande t —> w, en
el sentido de que éstas distribuciones dependen del parametro t (Rodney
Coleman, 1967). Lo anterior implica que el proceso es estacionario en el
tiempo t.

En la practica de la Geoestadistica, la estacionaridad en una forma
u otra es una caracteristica esencial de la funcidén aleatoria, la cual
s6lo se aplica a la funcidn aleatoria y no a los datos (Myers, 1989).

Un proceso estacionario tiene la propiedad de que la distribucion
conjunta de 2(t), Z(t+h) es una funcidn que no depende del tiempo t,
sino de h (Warrich y Myers, 1986).

En particular, el preceso es estaclionario fuerte si la funcién
aleatoria no sufre variacién alguna ante cualquier traslacién.
Esto quiere decir que si se evalua un grupo de variables aleatorias en
ciertas localidades (x1}, la funcidn de distribucién conjunta es 1la
misma que si se evaluara el mismo grupo de datos en localidades
transladadas (xi+h). En la practica existen algunas dificultades
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analiticas con los datos al utilizar esta definicicn, ya que en 1la
realidad ésto seria equivalente a suponer que los valores de las
variables regionalizadas son iguales a lo largo de todo el espacio
nmuestral, lo cual no es cierto {(Myers, 1987).

Por esa razén se recurrio a un entfogue mas sencille de
estacionaridad, el cual es a través de ]os momentos. Un proceso es
estacionario hasta el orden k, si todos los momentos hasta el orden k
tienen la misma propiedad de estacionaridad. Por ejemplo; el segundo
orden de estacionaridad asegura la existencia de 1los dos primeros
momentos y ademds éstos no dependen de la localidad x. Se asumira que
Z2(x) es una funcion aleatoria con dominio en todas las, local.\dade.. {x1}
Y ¢©on rango un espacio ya sea en los reales, en R" o en R} En la
realidad la forma de estacionaridad fuerte no explica el aspecto fisico
del fenomeno espacial.

Entonce se requiere de una forma de estacionaridad menos fuerte, al
menos sSe necesita estaclonaridad hasta el segundo momento, Myers (1989).
La estacionaridad de segundo orden es la mds usada en la Geoestadistica,
sin embargo, muchas veces se requiere una forma de estacionaridad
menos fuerte. Por esa razén, se utiliza 1la hipotesis .intrinseca
ya que ésta forma de estacionaridad explica mejor la
variabilidad del fendmeno (seccion 2.3.3).

2.3,1 ESTACICNARIDAD FUERTE

La estacionaridad fuerte no es muy utilizada en Geoestadistica, sin
embargo, es esencial para aplicar técnicas no lineales: tales como
kriging universal, xriging disyuntivo, kriging indicador y kriging
probabilistico, ver Zimmerman y Zimmerman (1989). La funcidén aleatoria
2(x) cumple con la estacionaridad fuerte, si para cualquier numero
finito de puntos xi,%2,...,%n Yy cualquier vector h € D, la funcién de
densidad conjunta de 2Z({(xt),...,2{xs}) es la misma que la funcién de
densidad conjunta de Z(xi-n),....Z(Xnen). Esta forma de estacionaridad
no asegura la existencia de los valores esperados, las varianzas y
covarianzas. De todas formas, los datos son representados c¢omo una
muestra no aleatoria de una funcion aleatoria y por lo tante no se puede
probar por estacionaridad. La estacionaridad gque se usa en
Geoestadistica es la llamada hipotesis intrinseca (2.3.3).

2.3.2 ESTACIONARIDAD DE SEGUNDO ORDEN
Z(x) es de segundo orden estacionaric si con- las siguientes ‘dos

condiciones: -
(1) cov([z(x+h),2(x)] existe y depende sdlo de h, ésto implica que: la.:
Var {Z(x)}! existe y no depende de x. ’ i .

(ii} E{Z(x)} existe y no depende de la variable x (datalles en cux
y Miller, 1965 pg 277}.

(i1) El segundo momento asegura la existencia del valor esparado y de :
la varianza. .
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La estacionaridad fuerte no implica la estacionaridad de segundo
orden. Es decir, una funcién estacionaria fuerte no necesariamente es
de segundo orden de estacionaridad, ya que sus dos primeros momentos
podrian no estar definidos. Sin embargo, en la estaclionaridad fuerte no
siempre existen los valores esperados, varianzas y covarianzas. Por lo
tante no se puede asegurar la existencia de sus momentos,

2,3.3 HIPOTESIS INTRINSECA

La forma de estacionaridad implicada por 1la hipétesis -‘intrinseca
es' esencialmente de segundo orden estacionario no por la funcion
aleatoria Z(X), sino por la diferencia de primer orden Z(x+h)} - Z(x}.

La hipdtesis intrinseca es el tipo de estacionaridad que se necesita ya
que considera la estacionaridad de las diferencias entre las muestras
(Journel y Huijbregts, 1978). De esta forma se pueden clasificar los
rezagos con respecto a la direccién y longitud del vector de
separacion entre los grupos de muestras.

Matheron (1963), define a la hipodtesis intrinseca de la siguiente
forma:

(1) E[Z(x+h) - Z(x)]) = para todo %X, h e D
(31) ¥(h) = 1/2 var[z(x*h) - 2{x)] existe y depende sdlo de h

La primer condicién, pide que las diferencias varien alrededor de un
valor constante. La segunda condicién asegura la existencia de una
funcién que depende de h, la cual mide la correlacion entre los datos
(Capitule 4). . . .
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CAPITULO 3 .

Determinacién de la ;dubgﬁdehéia ésv;iacinlr




4, CUANTIFICACION DE LA INTERDEPENDENCIA ESPACIAL

Existen varias formas de medir la dependencia espacial entre 1los
datos de un fendmeno, una de ellas es a través de una funcién llamada
variograma la cual se denota por la letra griega 7(+). El variograma
es. una funcién gque caracteriza las propiedades de dependencxa espacial
de segundo orden de un proceso estocdstico definido en R'. Su uso mas
importante es en la prediccion espacial o Kriging.

Para construir el modelo Geoestadistico es indispensable considerar
a*la variabilidad del fenomeno como una funcion aleatoria, y ésta a su. .’
vez. como una realizacion de un proceso cstocastico el cual definlmo“'
a continuacion:

Sea {2(s):s € D < R"} un proceso estocastico de valor real definidoi
en un dominio D de R", y supongamos que: o

var(z(s+h) - 2(s)) = 27(h), para toda s, s+h e D = (37

La cantidad 27(h) es una funcién de la diferencia antre»rlcs"gr‘adow
de: - volumen. del fendmeno en estudio evaluados en las . localidades
espaciales s, s+h, esta funcién ha sido llamada variograma ‘{Matheron,
1963). i

‘Las condiciones del variograma son las siguientes:
*1.-. Se requiere una suposicién deébil de estacjonaridad, la cual . es
1lamada hipétesis intrinseca (seccién 2.13.3).

El variograma y el correlograma son funciones que sirven para medir
la interdependencia espacial entre las observaciones de un fendémeno.

A continuacién se presenta otra forma de medir la dependencia entre

las. observaciones, la cual es una funcion 1lamada correlograma. .’ El

“correlograma es una funcidén p(H), la cual depende de la distancia‘de:las

variables regionalizadas Z(x), 2(x+h); las condiciones del correlograms .
son las siquientes:

1-. La funcidén correlograma requiere estacionaridad de segundo orden, .
(seccion 2.3.2).
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3.1 'ft-:Lfco m-:x.oc.imm\" e

El correlograma p(h) de la variable regionalizada Z esta definida
_pors:. .

Cov- [Z(X); Z(xth)

o

(3.1)

p(h)y =
donde, la_ covarianza se calcula para cualquier par de muestras de la,

variable reglonalizada Z(x), Z{x+h), x € D. La varianza de Z(+) es o ‘
Matheron ‘1963, (seccidn 3.1.2). El correlograma esta formado por una

.-5aerie. de correlaciones de una variable donde cada pareja dista de una

longitud h una de la.otra. En general, x y h soh vectores, el valor p de -
3.2 dependers de la distancia h que existe entre las muestras como
también de la direccién, p(h) toma valores entre (-1, 1}.

h

Se proseitsn tres tipos de Correlogramas:

A.= Represents un buon cosportamiento, en el sentido
que_ la corralacidn entre lot datow, separados &
dlstencias cortas de h, es alts.

B.- Correspands a uns funcldn que eu independiente
© que es aleateria.

C.- Corresponde a una funclén perlodica.

Fig 2-1.

. En 1a figura 3-1 se presentan tres tipos de Correlogramas etiquetados
con las letras A, B, y C. En la grafica A cuando h=0, el valor de p(h}
alcanza su maximo en 1.

En la grafica B, a medida que h se incrementa el valor de p(h)
decrece gradualmente hasta que eventualmente para distancias grandes de
h, p(h) es cero, y por lo tanto la correlacién no existe. Esta Ultima
grafica corresponde a una variable aleatoria, donde p(0) = 1, y p(h) =0,
¥ h>o0.

La grafica C representa un fendmeno ciclico. Cuando la distancia h se
incrementa el correlograma se transforma negative y positivo
periddicamente hasta que finalmente para distancias muy grandes sec hace
cero.
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Para estimar la funcion correlograma se supondra gue N(h) es el
numero de parejas muestrales gue estan separadas a una distancia h.
En general una distancia de clase 1 se define como el grupo de parejas
muestrales que estan separadas a una distancia h dentro de una cierta

- tolerancia. Todas las parejas de datos gue se encuentren dentro de
ésta tolerancia formaran un conjunto, el cual se denotara como hg.
Entonces, se hablara de todas las parejas de puntos que estén contenidas
en este tipo de clase.

La funcidén covarianza la definimos por grupos (ver seccidn 1.4},
Hint

c(h) = [ml-—_—l] .Z,[ Z() - Z ][ Z(xi1+h) - i]

y el correlograma muestral es:
r(h) = c(h) / s°

Donde 2 ¥ s? son estimadores del valor esperado y de la varianza
respectivamente. Lo que se quiere es tener un numeroc de parejas muy
alto para rezagos pequenos, (Myers, 1987); perc en la practica no
sucede asi, especialmente a distancias extremadamente grandes y
extr d. te p as. Esto es debido a que solamente se tienen n
datos disponibles y no existe informacién adicional de observaciones
separadas a distanclias mepores, ya que no hay mas muestras.
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-/la condieién [ ,a1=0,

3.2 " EL VARIOGRAMA

El variograma es una. funciom que da un valor de dependencia espacial
entre los datos e indica qué tan parecidas son las muestras que estdn
separadas a una distancia h. Es decir, el variograma da un valor al
grado de variacidn entre las muestras separadas a una distancia h.

A continuacion el variograma se expresa como ‘el valor esperado del
cuadrado de la diferencia entre los volumenes de las observaciones-,
~Myers (1987).. Esto es posible gracias a la existencia de los dos’
primeros momentos aplicados a la diferencia 2(x) - 2Z{x+h)‘'de 'las
variables regicnalizadas. S

27(h) = E[2{x+h} - 2(x)]?

(3.2}

3.2,1 PROPIEDADES DEL VARIOGRAMA

Matheron G. (1971), nuestra que el variograma deba sncisfa o
condicién negativa semidefinida:

“espaciales

(sx.sn. L.} Y numerosic:

El variograma tiene la propiedad de.que”7(~h).="7(h}, 'di a’ que:
esta en funcidén de la longitud del vector |h|, ademds 1(h) - 0, par

h.=0.

8i 2(x) cumple con la hipdtesis intrinseca entonces,

T(h) = 3 var(z(x) - z{x+h)] (3.3)

El variograma es una funcidn que depende de ‘la distancia h,
que en promedio mientras mas separadas

diferentes serdn sus volumenes muestrales Este concepto explica. el
término llamado "Zona de influencia"® (Myers, 1987): es decir para.cada
muestra xi, existe una adrea alrededor de 1la misma en donde los

volumenes muestrales son similares dependiendo de su proximidad con la
muestra.

ya
steén las observaciones mas

1.- Los voldmenes munmstrales jue se ubtongan slrededor de Un punto
X, mantienen un valor aimiler al volumen del punte x, por las
propiadades (fsicas ael (andmeno, ls cuail es 1a doflnicidn de
zona de Influencia.

2.- Las z0n3 de Infiusncla se refleare a gque 10% vajores Ausstrajes son'
cimilares en cierta area. -
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Esto es una consecuencia de las propiedades fisicas de los depésitos
minerales gue en términos Estadisticos se refiere a la dependencia que
existe entre los datos. En ingenieria minera se define al variograma en
tercera dimensién y se le da el nombre de semi-variograma o ley de
dispersién, Matheron (1963). ¥(h) esta definido sobre un vector h a
través de la siguiente expresion:

1 | 2
¥(h}) = = f2(s+h) ~ Z(s)]"av (3.4)
av J.”

donde Z2(s) es c¢l valor de la muestra la cual es 1la variable
regionalizada tomada en el punto s del campo geométrico V, y DV se puede
considerar como una densidad uniforme. La variable regionalizada 2(x)
esta definida sobre un soporte geométrico v, el cual es el volumen
mineral de la observacién evaluada en un punto (Matheron, 1963}. Con
respecto al grafico de la funcién variograma, a medida que la funcidn se
incrementa, la zona de influencia se deteriora y la dependencia entre
las variables disminuye.

Esto se puede observar en la grafica del variograma, donde 1la
distancia ©1 representa cl valor de la covarianza entre las muestras
separadas a una distancia hi (figura 3.2). Se nota codmo la covarianza
Ty = Cov[Z(Xe), Z(xe+thi}] va disminuyendo conforme se incrementa el
vector hi.

7(h})

LYl

Figura 3.2

Las caracteristicas cualitativas de 1as variables regxonalizadas son
expresadas satisfactoriamente a- través del 'variogramai -

a) Analizando el nivel de correlcaién entre las observaciones es
posible determinar cuatreo principales tipos de graficas de Variogramas,
los cuales se presentan a continuacién.
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L afeé’ta:'pgrepité‘t Vrtipfc a;_aqtorio

Fradra- 3oy

En el primer tipo la grafica muestra 'un correlacisén ‘alta llamada
variograma . tipo. continuo. Se 1le 1llama continuo debido a que 'las
observaciones muestran un nivel de isotropia, es dec,\r que el volumen de
.las muestras son similares.

En el segundo tipo, o tipo lineal, el variograma esta. caracterizado
por una tangente oblicua en el origen , Yy representa una variable la
cual tiene una continuidad "en promedio®.

El tercer tipo, revela una discontinuidad en el origen y corresponde
a una variable gue no presenta continuidad en promedio pero si un
efecto pepita.

En el cuarto tipo el variograma corresponde a la nocién clésica
de variable aleatoria. Entre el tipo uno y el tipo cuatro existe toda
una gama de variogramas intermedios los cuales son parte del objetivo de
estudio de la Geoestadistica.

b) S8i el variocgrama no es el mismo a lo large de diferentes
direcciones en e}l espacio entonces existen anisotropias en tales
direcciones. La funcién 7(h) nc solo depende de la longitud del vector
h, sino también de su direccion.

Muchas veces veremos que si modificamos el angulo de direccion
detectariamos tendencias que no se habian encontrado antes e incluso
identificariamos diferentes tipos de anisotropias. En otras palabras cl
variograma sufre distorsiones cuande se altera la direccion y la
longitud del vector h. De esta forma se obtiene informacioén util
sobre la estructura de variacién y localizacién de las anisotropias de
las variables regionalizadas.

c) Las caracteristicas estructurales del depdsito son tambien
reflejados por el variograma. Por ejemplo, el grueso del panel mineral
aparece en la curva experimental como el rango &, en donde y{h) alcanza
su maximo, es decir, el rango es igual al valor esperado del didmetro
del volumen del deposito mineral, Matheron (1963).
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El hecho de gue los rangos son diferentes para varias direcciones,
hace posible determinar en promedio, las direccicnes de elongacidn del
volumen del depdsito mineral. Esto se puede lograr analizando la curva
y el rango del variograma de esta forma podemos tener una idea de cdémo y
hacia dénde se desplaza el volumen del deposito (Fig.3-4).

Por ejemplo: Supongamos gue tenemos un depdsito mineral y el objetivo
es’analizar como se desplaza fisicamente su volumen mineral.

. La grafica 13-4 representa el area de muestreo, y supdngase que de
acuerdo a las curvas de nivel de la grafica existe un cerro en el
centro - del drea de mwmuestrec D, el cual tiende a alargarse en la
direccidn 2n, es decir hacia la derecha. Es por eso que al analizar la
grafica del variograma, se nota una tendencia en la direccién mn/2.
Por. lo tanto, se calculéd el Variograma éstas dos direcciones, figura
3-5A y. 3-5B.

T

ireccidn
2y3

Lo eolaci &n de dopendencls entre los puntos 1.y 2 en
¢w. menor que la relacidn de dapondencis entre; los punt
en 18 direcc1én-2M, : :

Figura 3-4.

Analizando las graficas de las figuras 3~5A y 3-5B se nota que
el rango ai es menor que el rango az. Esto quiere decir que el volumen
mineral del depdsito representado por la grafica del Variograma-de-3=-5A
aumenta mas rapidamente hacia la direccion n/2 gue el volumen del
depdsito representado por el Variograma de la grafica 3-5B, en la
direccién 2wm.
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Ty ’ - az

AECRLIN g .
figura 3-5A 0 - " rigura 3-sn
‘Gréfica dey. variograma Grdfica dal variograna
en - 1p direccidn T2, en.l1a direectdn 2,

De esta forma se deduce hacia dénde se desplazan las anisotropias del
depdsito mineral. De la grafica 3-5A se puede apreciar que hacia 1la
dirececién n/2 y para h = a1, la covarianza alcanza el valor de cero
mas rapidamente que en la grafica del Variograma 3-5B.

Para valores h > a1 los volumenes muestrales no mantienen correlacicn
alguna. En cambio para valores de h < a: el variograma muestra una
covarianza entre los datos muy alta para distancias h pequenas.

3.2.1 VARIOGRAMA ISOTROPO

Algunas veces el variograma es una funcién solamente del vector h y
no de la direccién. En este caso el variograma es llamado "isdtropo'.

El variograma es isétropo, si 27(h) = 27°(]h}). Es decir el
variograma es el mismo a lo largo de diferentes direcciones. Supongamos
que el vector h se divide en d rezagos {hi:i=l,...d}, con objeto de
evaluar el variograma en cada rezago.

Sea h = (lm,h2,...,hd) € Dc R", y la norma de h es la usual
thi = (h-m)'{?

El variograma isétropo mantiene el mismo valor a lo largo de todas

las direcciones del vector h. Si el variograma mantiene los mismos
parametros, cuando este se evalua hacia diferentes direcciones.
Entonces el fenémeno en estudio es isotropo. Esto implica que las
propiedades fisicas de la distribucicn del volumen mineral son igquales
a lo largo de todas sus direcciones, o sea gue se trata de un fenomenc
suave.
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3.3 PARAMETROS DEL VARIOGRAMA

R El variograma tiene asociados tres parametros los cuales sirven para
sajustar una funcién conocida a la descripcién de corxrelacidn, entre los
-datos, . obtenida por la grafica del variograma . Los parametros son
nombrados efecto pepita, meseta y rango. Ellos describen en forma

sintética los caracteres estructurales del fendmeno en estudio como son:

i~ Bl mayor o menor nivel de continuldad en el volumen mineral.

~ La localizacidn de zonas de influencia y anisotropias para las cuales
el variograma sufre distorsiones cuando se altera el Aangulo . del
vector h.

- El rango es un pardmetro muy importante ya que representa en promedio
el dqiametro del grueso del depoésito en estudio hacia determinada
direccidn, Matheron {1963).

Al calcular el rango en diferentes direcciones se pueden determinar
las elongacicnes o cambios en los volumenes y la forma de la
distribucién del fendmeno en estudio.

Los parémetros del variograma se fijan al momento de ajustar un
modelo variograma la relacién de dependencia que existe entre los
diferentes grupos de parejas muestrales, esto se hace de acuerdo a la
distancia y direccicn de separacion entre los grupos de datos.

La estimacién del variograma es mejor si el numero de parejas
muestrales es alto para distancias h’s pequefias. Lo anterior no quiere
decir que se tomen muchas muestras scparadas a distancias cortas, ya
que entonces, se estarian repitiendo tantas veces como sc¢ quisiera el
mismo o casi el mismo valor.

3.3.1 EFECTO PEPITA

El efecto pepita es un concepto que en Geoestadistica es sindnimo de
incertidumbre, ya que no se puede asegurar el volumen del fendmeno en
cierta 4drea; dicho término se aplica cuando se obtienen muestras en
cierta area donde su volumen asociado no exhibe ningun tipo de
correlacion.

La forma de interpretar al fcnémeno efecto pepita dentro del modelo
Geoestadistico, es considerandolo como un parametro del Variograma.
Graficamente, el efecto pepita es representade como una discontinuidad
en el origen y correspondg a una variable regionalizada que no tiene
"continuidad en promedio" .

1.- Segdn Matheron 1983, la continuidad en promedlc s« reflere
a la pobre correlactén que sxlste antre los datos de un
fendmono espaclal donde eo presenta el efecto pepltu.
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Su nombre se debe a la mineria, ya que en las perforaciones de los
depésitos minerales fr emente se ran granules minerales
llamado pepitas minerales, como en los depdsitos de oro y diamante.

La presencia local de este efecto marca una incertidumbre en los
volumenes minerales de las observaciones, ya que no se puede asegurar
el volumen mineral en esta area del deposito. También cuando se
obtienenmuestras con un cierto volumen mineral prdximas a muestras con
casl no volumen significaba la presencia de un efecto pepita.

3.3.2 HESETA

El pardmetro Meseta representa el valor midximo del varilograma para el
cual la covarianza entre los datos se transforma cero. cuando [h]-— o,
el variograma tiende a un valor fijo, v(h) — C(0}. El1 valor. c(0)_ se
le 1llama meseta, Cressie (1989). .

La estimacioén de este parametro estd compuesta por la estimacion. de
un meseta parcial mas un estimador del efecto pepita, Matheron .(1963)
El parametro meseta parcial pertenece a un proceso continuo, el cual.es
el valor esperado del cuadrado de la diferencia entre Z(x) y Z{x+h).
Las modificaciones que se tengan que hacer al parametro meseta se deben
de aplicar a la meseta parcial en lugar de a la meseta total, debido a
que este ultimo incluye al efecto pepita.

3.3.3 RANGO

Para cualquier vector a, para el cual y(a) = C(0) y ademas cumpla con
7(a{l-e)) < C(0), para cualquier € > 0. El vector "a" es llamado
rango en la direccion a/falj. El rango en la direccicn a/fal especifica
el rezago mas pequefio para el cual las variables regionalizadas Z(x) y
Z(x+a) no son correlacionadas.

Este parametro frecuentemente es interpretado errd¢neamente, Ya que el
rango permite determinar en forma precisa las distancias entre los datos
que deben ser incluidos en el predictor kriging,

2(Se) = i X 2(s1) {3.5)
=1

El Rangp no tiene una influencia directa en la varianza del valor
estimado 2 (%), ya que indica la distancia para la cual los datos dejan
de ser correlacionadas.

Solamente los datos dentro del rango de S. necesitan ser retenidos.
El rango no indica qué variables deben de ser incluidas en el predictor
Kriging. Pero si nuestra las distancias en donde las correlaciones se
hacen cero.

39



3.4 ESTIMACION DE LA VARIANZA

Cuando estimamos un valor desconocide 2 (x) a. través de una
combinacion lineal de un grupo de n datos, la diferencia entre el
valor observado menos el estimado forma un error, el cual definimos
a continuacién:

e(x) = {z2(x) - 2°(x}]. (3.6)
Este error es interpretado como una variable aleatoria, la cual es el

resultado de la diferencia entre la variable regionalizada Z(x) Y. su
correspondiente valor estimado Z (x).

Un buen estimador debe asequrar insesgamiento, es decir, que el valoxr
esperado de la diferencia entre el observado y el estimado sea cero, R
ademas, que la estimacién de la varianza del  error sea minima: 5

(D) E(z(x) - 2°(x)] = 0. L
(14) E(ezx) =27 (x))7)

A continuacion se considera un estimador de z(x) considerado éomo,
una combinacién lineal de los datos: E

) Z2'(x) = L A 2(X1), con i=1,...,n.

La forma que utiliza para minimizar la estimacién de la varianza

representada en la ecuacién (3.11), es a través de normalizar-los p

T AL = 1.0

La hipétesis intrinseca asegura que E [Z{x+h)] = u, ¥ %, h €D,

Donde u es el valor esperado de Z(x+h). Esto implica que el valor
esperado de z° (%) es: : E S

E (2001 = E [): AV Z (X))
= §AS E {z(x1)}

ya que las Ai‘s son constantes, utilizando 1a condicién (e
hipatesis intrinseca,

=L ap :
por hipétesis ¥ a1 = 1, v i = 1,...,n. Entonces,

E(2 (%)) = u.
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2.-La: estlmacldn de la: Varianza se. puede considerar ‘como una funcidn
1ineal del modela varicgrama r(h), Journel y Huijbregts (1978). .

{Z(X) .y (x))

2 ): A r(x <y - }: )E){nu TS X))
8 . =1 BN

anu 1a hipét’.esis intrinseca (2.3.3) y aplicando la: condicién de: saesgo
se estima’el volumen del fendmeno en estudio, ya: sea: en un punto o en un
‘;bloque, -a.través de una combinacidn lineal de los'datos disponibles:

. n .
2 =LA, 20X )
[E3} =

Es importante mencionar que no es suficiente conocer el valor esperado
¥y la varianza de la funcion aleatoria Z(x), para caracterizar el error
de estimacion. Ya dque también se necesitaria conocer los intervalos de
confianza de la estimacion, es decir se necesita saber que nivel de
confiabilidad se tiene en la prediccisn de un valor 2 (%), en una
localidad conoclda xe.

La practica nos ha mostrado que cuando se utilizan datos
referentes a algun fenomeno espacial, la distribucion de los errores
exparimentales aunque no se distribuyen como una normal tienden a ser
simétricos alrededor del valor esperadoc cero.

Afortunadamente, el intervalo [0, * 20, ] contiene aproéximadamente

el 95% de los errores observados (Delfiner, 1976). La expresion de la
estimacién de la varianza solamente se refiere a la geometria de 1la
informacién y mas no a los datos. Ya que la estimacion de la varjanza
se podria calcular antes de tomar cualquier muestra lo cual permite
disefiar un buen método de muestreo.
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:3.5 :.'VARIANZA DE.LA DISPERSION’

Al ‘estudiar un. fensmeno espacial el primer problema que se presenta
.es’ como’ medir: la: variabilidad.del fendémeno, una. forma de: lograrlo es::

utilizando en concepto de.variable regionalizada. ’ :

; sea. V" una ‘ drea ‘o volumen, - en donde': se ‘cumplel:la’: hipétesis, g kK
: intrinseca:. El ‘drea o:volumen V es la unidn de .N.unidades del mismo ; i
 tamadio v(xi): S e . - : o

Tov B v i)

.~ Sea’ z (%) Aeliﬁida"por (3712),71a cual es 1a’ caracter
“sobre &ada unidad Vi(xi). B :

Una medida de la variabilidad de las unidades Zv(x1). dentro del area
V es el valor promedio del cuadrado de las diferencias: ;

82 = %z [z (x1) = z,(x) I

Danda’ Z(x1) es el valor observado y Zv+(x) es el valor estimado. Esta
medida s° la llamaremos varianza, la cual es generalmente desconocida,
ya que los valores zv(xi) son también desconocidos. Pero una vez que s
es interpretado copo la obtencién de una variable aleatoria 5%, el
valor esperado E[S°] se puede calcular. Por definicioén, "este valor
esperado es la varianza de la dispersién D°(v+|V), de v unidades dentra
del Area V" (Statistics Encyclopedia, pg 843).
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CAPITULD 4

Estimacion dei'.'Variogi_ama



Q. ESTIMACION DEL VARIOGRAMA

Todas - las - diferentes formas de Kriging utilizan el. variograma
para determinar un peso a cada observacion durante el proceso de
interpolacidn espacial. Los métodos de estimacion del variograma son
ineficientes debido a que la distribucién del variograma se estima a
partir de un numero finito de datos y bajo suposiciones restrictivas.
Por ejemplo, el negativeo del variograma debe de ser positivo definido.

Otro problema que se presenta al estimar el varlograma es 1la
presencia de anisotropias en los datos. Aqul vamoes a suponer gue los
fendémenos que analizamos son isotropos. Por lo tante, aqui se
presentan modelos de variogramas lsdtropos.

El estimador del variograma insesgado simple es el siguiente:
Supéngase que Z(x) satisface la hipdtesis intrinseca entonces,
Y(h) = 3 B [(2(xeh) - 2(0) 1
el estimador no paramétrico de y(h) es 7'(h). Segun Cressie (1988), se
define como:
LN

. 1 2
7"(h) = Z(xe+h) - Z(%i) ] (4.1)
¢ [ 2H(h)] Z: t ‘

)
donde N(h) es el numero de parejas Z(xi+h), 2Z(xi)

Dabido a que 1'(h) es esencialmente un valor esperado muestral tiene
la desventaja de ser no robusto. Ya que se considera a la variable
aleatoria Z(x) como una obtencién de un proceso estocéstico, no se
pueden hacer suposiciones respectoc p la distribucion de Z(x). Por esta
razén la distribucién muestral de 7 (h) no se caonocera.

Ademas de la naturaleza no robusta de ¥ (h), en 1la practica
pueden surgir otras dificultades. En un espacio de 2 o 3 dimensiones,
h es un vector, esto implica que ¥ (h) esta en funcién de 1a
direccidn e y de la longitud del vector hr.

Esto es necesario para poder idg¢ntificar posibles anisotropias.
Entonces, el variograma estimado y (h) debe de calcularse para
diferentes distancias y angulos.

Desafortunadamente MN(r,e) es muy pequefic para cualgquier eleccidén
de hr vy o. N(r, ») representa el numero de parejas 2(x) separadas a
distancias de clase r y direccién o. Este inconveniente se presenta aun
cuando las muestras de obtiecnen a iguales intervalos de separacién de
muestras consecutivas. El programa que se enmplea en el ejemplo del
capitulo 6 utiliza rezaqos en distintas direccicnes para estimar el
variograma experimental ¥ (h).
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21 estimadqr propuesto.-ipor - Myers (1987), calcula el variugrama
experimental"y (€ :inzandc los diferentes rezagos y angulos.

fstlxyl wmy ) (20 -209)1% ax &y
ZJTJ‘VGV(IX-yl.x—y.u) dx dy

AHE ) = (a:2)"

=N (fx-y[) = 1ha(lx-y]) (1, (e). - 1 (@)
<x-y, u> i T

6 = sin™! — =T

"el vector u as ‘unitario con direccién &. Las parejas muestrales del

variograma 7(r,e) son tedas las 2(x), 2{y), donde hi < fg=yl < hz
Yy e <o < oz, Estos parametros son utilizados para calcular T (t,e). ;

G (| %oy o xmy,u)

Supondremos que e, 82, hi, h2 son elegidos de. tal. forma . que
hi < r <. hz, y @ < 6 < o2, Esta condicién ayuda a la estimacion del
vpriograma porgue aumenta el numerc de parejas usadas para calcular

7.(x,0).
Una desventaja de este meétodo es que 7'(?,‘5) es.“un’: estimador
sesgado de 7 (r,o). S

En general el sesgo.no es. uniforme con respecto a x:, B y depende
de los patrones muestrales, At

J _[ G(IX-yI.x—y.u) 7(|x-e)|.°) Fax dy
J‘I G(|x—y| x-y,u) dx. dy

El sesgo sera minimo, donde 7 ‘es ‘mas suave Yy sera mayor donda 7. es no
diferenciable.

E{7 (F,5)] = (4.

Cuando “los rezagos . y--las:-ventahas  de a’ngulo' _son usadas,
frecuentemente es necesaric experimentar con el ancho "de cada rezago
Yy con el angulo para obtener un ajuste mAs suave. Este hecho complica
el problema de disefiar un patrén nuestral para optimizar el
variograma muestral. .

1.= Vantanas éngulo.- Se refierm a la amplitud de la tuleroncid que se
le da 5 un Jado y otro del veclor angulc de direceldn para
determinar las mucsiras que entran en ceda rezago, flgura 6-H.
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Para patrones regulares o casi regulares de muestreo, el numerc de
parejas es pequeho para distancias muy cortas, grandes para distancias
intermedias y decrece conforme, la distancia es mayor gque la mitad
del didmetro de la region en estudio. Lo que se desca es tener un numero
grande de parejas a distancias cortas en ¢l caso de que el fendmeno Sea
anisétropo, ya que se tendria una descripcidén mas detallada de la
dpendencia entre los datos. En el caso de que el fendmeno sea isdtropo
no se necesitan tener muchos datos, ya que se estarian repitiendo casi
los mismos valores.

Zimmerman y Zimmerman (1989), sumariza y compara varios métodos de
estimacion paramétrica del variograma. Ellos concluyen que ningun método
domina, pero sus simulaciones indican gue el método de minimos cuadrados
ponderados generalmente da buenos resultados. Hoel Cressie (1985),
propone minimizar 1la suma de cuadrados ponderados del siguiente
modelo.

3 2
¥ [, — 1] imwenaoni, (a4

K

. Esta minimizacion esta hecha con respecto al parametro del modelo
variograma e. El vector h estd dividido en k rezagos
h(1),h(2),...,h(k), que fueron usados para calcular el estimador no
paramétrico (4.1), el cual satisface las condiciones dadas por Journel
y Huijbregts. -

4.2 AJUSTE DE MODELOS VARIOGRAMA

Se han desarrollado varios modelos de variograma y elegir el modelo
variograma que describa mejor la dependencia espacial entre los datos.

En la figura 3-5A se muestra un variograma lineal el cual toma el
valor de 7(0) = 0 y alcanza su maximo en y(h) = C, Vv h z a.

El valor h = a es la distancia maxima entre los datos, para las
cuales las parejas muestrales son todavia correlacionadas. En algunos
casos, existe un efecto pepita y(h) = Co, cuando Co es diferente de cero
conforme h tiende a cero (figura 3-5B).

46



4+17 K )eupion da  vericqrasss Lpicos; A a3 up modelo [inesl con rengo sy
Lacho Cy Bies un made o ilncas con renga-s, tacha €y efecto prpits Co;
Ces Un'modals esfdrlca con ranga s, techo C+Coi y D es un -modeln lineal

{‘uln ‘mesola; es declir. n'o suta scoledo.

Figura 4-1,

Los  anteriores ejemplos muestran que el variograma 7(h) alcanza

‘un valor constante para distancias grandes h. Pero no siempre sucede lo

mismo, la figura 4-1D muestra que 7(h) continua creciendo al menos
para parejas muestrales separadas a una distancia h.

Para tales casos, la hipotesis intrinseca (seccidén 2.3.3) se cumple
pero las condiciones de estacionaridad fuerte (seccién 2.3.1) no se
cumplen. Consecuentemente en este casc no podria existir el
correlograma, ya que la varianza no tienc limite al menos para la escala
de h. Sin embarge, la funcion variograma esta definida y toma un valor
determinado.

La eleccidén de un modelo variograma vdlido es muy limitado ya que
el negativo de 7(h) debe de ser una funcion positiva definida , Journel
y Huijbregts (1978), Amstrong (198%9). Es mejor elegir modelos que sean
conocidos por comportarse adecuadamente para ajustarlos al variograma
experimental. Cuandc la meseta existe se recomienda utilizar el modeleo
esférico o un modelo expeonencial, Myers (1987).
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4.2.1 VARIOGRAMA POTENCIA

ﬁl modelo: potencia es el siguiente"

27(h,. Co, B, p) = 2 [Co + bjh|? 5, para h >0
‘Donde Cs- @s el efecto pepita, h es un vect‘r ,y P> f
4.2.2 VARIOGRAMA ESFERICO
- Bl modelo esférico es ilustrado’ en: 1a’ figura;4-1

; por, :
T(h) = gn + g[(J/Z) - (1/2)(h/a)

donde, Ca es el efacto pepita, .

4.2.3 . VARIOGRAMA EXPONENCIAL

R ﬁédeicﬁéxﬁén‘e;\p"iil es ‘el ‘siguiente
an = [ R
) - Co + CI Y

'dondn,f Coix o, [} z:u,
Y. CotiCi es: la:}

42,4 VARIOGRAMA LINEAL

““E1 ‘modelo 1ineal es el
Tm).= ced C(h/a),
. =lete,
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4.2.5 VARIQGRAMA GAUSSIAHO

En el caso particular de la funcion covarianza de un proceso
Gaussiano, el proceso es muy suave debido a que es infinitamente
diferenciable. Se ha demostrado gque pequefias modificaciones a 1la
anisotropia pueden resultar en predicciones con valores muy diferentes
en los promedios de las diferencias del cuadrado de los errores.
Segun Stein y Handcock (1983}, la funcién covarianza es un wmodelo
pobre para la mayoria de los procesos espaciales, ya que existen
propiedades fisicas que influyen sobre ella como por ejemplo 1la
anisotropia.

7(h) = o, para h =0 (4.9)
Ce + Ci[l-exp(-h/a)}, para h > 0
donde, Cs 20, Ci 20, a>0

4.3 PROBLEMAS COMUNES -ENCONTRADOS. EN. VARIOGRAMAS

Algunos textos de Geoestadistica dan la impresion de qua es muy
facil calcular el variograma experimental y ajustar un nodelo
-variograma, pero aquellos que lo han intentado se han dado cuenta gue no
es asi. Frecuentemente el variograma experimental es aberrante. En
esta seccidén se presentan algunos de los problemas mas comunes vistos
en variogramas.

Matheron (1965) destaca el hecho de que el variograma experimental
es muy variable para longitudes de h muy grandes. El1 variograma
experimental podria ser muy diferente para distintos subgrupos de datos.

A continuacion presentamos los problemas mas que se pr
en los variogramas.

Eleccion pobre de distancias de clase

Una elececion pobre en los rezagos causa un comportamiento wmuy
erratico en la grafica del variograma. Por ejemplo. Supongamos que
graficamos un histograma, donde el numero de apariciones de
parejas muestrales en cierto rezago es muy grande y para otros rezagos
el numero de parejas es nuy pequeio,

8i npo se toma en cucnta este hecho, el comportamiento - del
variograma seria no robusto. En la figura 4-2a se muestra un
variograma de contaminacion de carbon cuyos niveles se han calculado
a 40 metros de separacion. La grafica 4-2b muestra el histograma donde
se ven dos modulos con una frecuencia de aparicion de parejas muy alta,
cada una a 160 y 2320 metros de separacion.
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En este .caso el. variograma debe de ser recalculado utilizando
un - incremento distinto, el cual no deberia de ser un muiltiplo de 160
{por . ejemplo, 100). De esta forma las parejas muestrales se
distribuirian entre otros rezagos y el variograma seria mas suave que
el anterior.

(a)

s Flgura 4=2.. 0 oy o

ERT IS T

Poblaciones mezcladas

El término poblaciones mezcladas se refiere a que existen dos
grupos de datos que vienen de dos poblaciones estadisticamente
diferentes. Este tipo de problemas podrian surgir al efectuar dos
muestreos en zonas distintas y mezclar los datos, o también este
problema se podria presentar por la union de dos grupos de datos
provenientes de muestreos efectuados con diferentes métodos pero
sobre la misma area.
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CAPITULO-5

El es;ngdo_r'Krig n

ordinario



S. EL MODELO GEOESTADISTICO

La necesidad de obtener mejores predicciones a partir de un grupo
de’ observaciones se puede encontrar en cualquier disciplina cientifica.
Aquellas Areas que han tomado en cuenta nociones estadisticas referentes
a variaciones aleatorias para predecir un valor en un espacio de
dimensidén n pueden llegar a dicho objetivo. Esto se lleva a cabo a
través de encontrar la dependencia existente entre los datos.

Nuestro modelo consiste en una funcion aleatoria estacionaria formada
por un grupo de n variables aleatorias correlacionadas {Z(xi)}.

Estas variables aleatorias satisfacen la misma ley probabilistica la
cual se refiere a que el valor esperado de cualquiera de los n puntos
es el mismo:

E {z2(xn)] = E [(2(x)].

5.1 EL SESGO Y EL MODELC GEOESTADISTICO

Primeramente, consideremos el valor estimado como una combinacién
lineal de las n variables aleatorias.

Como - vimog en la- seccion 3.5, cuando estimamos . un . valor
desconocido 2 (xX) a través de una combinacidn lineal de variables
aleatorias, ecuacién 3.7, se forma un error el cual es a su vez una
variable aleatoria, Goldgerg (1962): -

£y = Z'(xl) - Z{x).

El' valor promedic me es también aleatorio:

K &
e = -,%—Zm = £ 2'em -zl (5.1)
=1 Ll

Desafortunadamente, se puede utilizar ésta ecuacién para obtener un
promedio de la medida de los errores, ya que se necesitarian conocer
los valores reales 2(x'), Y estos no se conocen.

La solucién al problema de encontrar una medida del error, consiste
en considerar a los valores reales desconocidos Z({x), como parte de un
proceso estocadstico y resolver el problema para el modelo tedrico, aqui
se va a utilizar un grupo de datos los cuales se suponen gue reprasentan
la relidad.

Segun el capitulo 3, cualquier par de variables aleatorias tienen

una distribucién conjunta que sdlo depende de la separacidn entre ellas,
y no de la localidad.
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Sea Ci) la covarianza cntre las variables aleacorias L(xl), “Z{xy)
las cudles estan separadas a una distancia h. N .

"evaluada 7

El error asociado a la estimacion de una variable aleatori
en un punto X« es el siguiente:

R(Xo) = Z"(Xe) = Z(Xo),

5i se sustituye 2° (%) definido en 5.1 se obtiene Ia sxguiem:e expresm

R{%o) = Z)u z (xl)

en’cualquier

ahora se puede asegurar ‘que el valor esperado del’erro 3
s:-igual;alivalor::

punto es cero,-ya que ‘se supone’que el valor observado’
estimado. : : S

ik EL(R(Xe)

Uti].iznndo el supueste de que 1
entoncas se: txene'

LR{x0}] =

El valor esperado del error E:[R(Xs)] en 'cualquier punto es el sesgo
ep ese punto. Si'se.iguala a . cero ese valor, entonces el valor estimado
2 (x) en ese puntoies 1nsesgado, por :10: que’ se:obtiene la siguiente
expresién:

E [R(Xe)} = 0_ . _=> i} ,E[Z]ZAL CE (2} =0
=> . E [Z)Z Aarv = E [2]
> ZAI =1,

1)
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5.2 EL ERROR DE VARIANZA Y EL MODELO GEOESTADISTICO

El método Kriging ordinario tiene la caracteristica de producir un
grupo de estimadores cuya varianza de error es minima.

aﬁ = —%? i {er - mr]? 7,‘ i?.Af'

Donde, u es la varianza del error y mr es el valor. promedie ds los
errores cuya ecuacién la definimos en 5.1.

Sustituyendo. el ‘valor de ci y el de mr en la ecuacidn:5: 47ge obtiene 1o
siguiente:

2 EER . & . : T
G o=+ i[cFem 2oy 4 Foz (x.),-_z‘(x.;_] ]

Donde, .los {Z(xt1)) son los valores reales ¥y {Z (xn } son-: lusjrfw
correspondientes valores estimados.

Si.se supone que el valor esperado del error " as cero,. . entonces
la varianza del error representada por la ecuacion anterior se reduce a
la siguiente:

02=L{Z[z'-zz
R K Ly :L

la razén de suponer gue el valor esperado del error . es cero es.
simplemente para suponar que los valores, observados 2{x) son 1gunles que
sus correspondientes valores estimados 2° (x).

Desafortunadamente, esta expresion contiene los valores reales los
cuales se desconocen; y por lo tanto, no se puede calcular la varianza
del error. Para poder resolver este problema Se va a recurrir a los
modelos de funciones aleatorias.

Primeramente, se forwra un sistema de n+l ecuaciones, de las cuales n |
variables modelan el comportamiente del fendémeno alrededor de las
localidades en donde se tomaron las muestras, y una variable modela el
comportamiento del fendmeno en la localidad por estimar.

2" (o) =im Z(x1).
11

Ahora se va a transformar el problema original de minimizar 1la
varianza en su correspondiente modelo R(x.). Entonces, se resuelve el
problema eguivalente utilizando el siguiente modelo.
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El pracedimientd de minimizacidén de la varianza del error se lleva
a cabo 3l encontrar una expresion para la varianza del error-en el
modelo o, para luego igualar a cero las derivadas parciales de primer

orden.

En resumen, primero se encuentra una expresién para 02 7 la ‘forma .de ¢

hacerlo es recurrir al teorema :de. la varianza de. una’ comblnacl n' lineal g
de variable aleatorias, Edward Issaaks. (1989),7%1la cual es:’

Y

n . n v B
var [ Al Zt] = Ai Ay Cov [Zt 233
IZI 1= ;Zﬁ =

Utilizando esta ecuaclon juntu can 1a
escribir la varianza del error; como:

var [ R{xe} ]
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El segundo término es equlva;entev,a:"

Cov [z":(x;)'i(;.)) "quvé[ﬁ'lrz(*tv)‘.u 2(xe) )

h'— var '[z‘.j :

F;nalﬁgn ¥ pstos tres térmlnos, Y se abcienn una exptaaidn pnra
elivalor: . do de 1a varianza del error a H i

N n n
o= + Y oA oAy Tyo- 2) At 8t (5.5)
|

1) &

o
)

Ahora bien, el objetive es minimizar 5.5 suﬂeta a la restriccidén
5.1. La forma de hacerloc es a través de obtener las derivadas parciales
de primer orden e igualarlas a cero.

Este proceso produce un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas.
Sin embargo, el proceso de soluciodn debe de considerar la restriccién
5.1, la cual implica introducir una ecuacién mas.

Esto significa que se tiene un sistema de n+l ecuaciones con n
incdgnitas. Sin embargo, el modelo no acepta cualquier solucidn, ya que
se esta utilizando el sesgo aplicado al vector de pesos A.

Es decir, la solucién se restringe a aquellas soluciones cuya suma

sea igual a 1. Tales problemas se pueden resolver por medio de la
técnica Lagrange.
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5.3 TECNICA LAGRANGE

Este  método es un procedimiente que convierte un problema de
optimizacidn con restricciones en uno sin restricciones. La condicién
5.4 aumenta una ecuacion sin aumentar una variable. Por lo que se tiene,
un sistema de n+l ecuaciones con n incognitas. Para evitar dificultades
a continuacién se muestra como se aumento el parametro p a la ecuacidn
5.5 con el objeto de extender el sistema original a otro equivalente
de n+l ecuaciones con n+l incégnitas (Edward Issaaks, 1989):

a n n
G o= & Y A A3 8- 2)n G [Zu [ZM -1 ] ] (5.6)
1Ty 171 e

Ahora - hemos -transformade. la = ecuacidn 5.1  en un.. sistema .de
optinizacién sin restricciones. El numero que se aumentd en: 5.6 es
cero, el cual se formé de la ecuacicn 5.1, en donde se asegura el sesgo:

2u (‘;M - 1 ) = 0.

. Al igualar a cero las n+l1 derivadas parciales de primer orden,
con respecto a cada variable Ai.  Se obtiene un sistema de n+}
ecuaciones con n+l incégnitas.. ademds, si se iguala a cero la primer
derivada parcial, de 5.6 se obtiene la condicién de sesgo.

8 (a:) 8 (2# (L ar=-1)) " "
—— e — e w2 (FA1 - 1) =0 = FAL - 1.
au . ap.l R y i1 [E3}

Ahora elrsiétema}iiene,,n{i’,var’iablés y.n+l _incégnitas,
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5.4 HMINIMIZACION DEL ERROR DE LA VARIANZA

El. obhjeto de esta seccidn. es minimizar 1la varianza del  error
representada en. la ecuacidén 5.6, 1la cual se mninimiza ‘a través de .’
calcular las n+l derivadas parciales de primer orden e igualarlas a-
cero., = R e

Primero, se deriva el segunde términoc de la ecuacién 5.6. La
derivada parcial de primer orden con respecto a la primer Variable M es;
la siguiente: :

non » R Lo
(L L aag Gy ata® B v 240 TaSy + ¥ Ay 8y + L 2 T ASE
XIS yE2 §n2 1=2 Iy ey’

3 A 3 AL

B
= AL Gy 2}: )u Ci="2 L a5 Ty
: Jer =

.2

El tercer. término de ‘5.6 contiene solo un valcr de. Al ylshk derivada
parcial de primer orden es.la su;uiente. P el

BUT ATy e AT LB
Im1 B L E

8 a1

El altimo teérmino de 5,6  sélamenta. tiene i fivalo
derivada parcial de ptimer orden es la:siguient.

de’: M y ‘su

~8(--2u -( 2 AL
1=1

8 At

Finalmente, -la derivada pa;réia], e primek’ érden i.ip 1a evti:uai:iéAnys‘.s es:

EY O T N O Cs
LA Gy e 2 Ee +2u
8Aar Jer i E
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- esta:ultima’expre o' teriemos

i Put lo; tanto el pesos’ique minimiza ‘el error de 1la
varianza bajo.ila:’ ccndicié ! csuma-sea’.l;. sutistace el ‘siguiente

sistemade n+1 ecuaciunes

Fas Bis 4. n = s, -para toda L= 1,.:..m (8.8)
i (dm e opars Rl ; » .

[M =1
s3] : B

Esée sistema se pﬁede ‘eseribir en nqtacién matricial, el  cual
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‘es llamado sistem . Kriging Ordinario:

Cio
Cro
1

PEEE LYY R

; (5.9)

Ahora;” se tiene que despejar:
anterior: . .- - PRI

. Este-resultado permite en
de la'varianza del;erro:

ST A G R )
M

_Esta ultima ecuacidn.se puede expresar en términos matriciales como:

oL = o - A - B (5.12}

donde, o° es la varianza Kriging Ordinaria, &° es la varianza de Z(xo),
A - es el vector de pesos que se quiere estimar, y B es el vector de
covarjanzas del punto Xe con respecto a todos los puntos restantes.
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5.5 : VALYDACION CRUZADA

Este es un procedimiento  para probar qué tan exactas fueron
las estimaciones hechas por el método Kriging al usar el modelo
variograma hipotético y los parametros del variograma.

El método kriging ordinario es un estimador lineal exacto ya que si
se. estima un valor en una de las localidades mnuestradas, se
obtiene exactamente el mismo valor.

Para probar qué tan exactas fueron las predicciones, se propone el
método de validacien cruzada definido por Donald E. Myers - (1987),
Matheron (1965) y Journel y Huijbregts (1978).

El proceso de validacién cruzada es el siguiente:

Supéngase due se tienen n observaciones, el objetivo es eliminar una
observacién X1 para estimar ese valor utilizando las n-1 observaciones
restantes. Este proceso se repite n veces, una para cada observacidén. De
esta forma se tienen n valores estimados, donde cada uno ceorresponde al
valor observado.

La idea es calcular ciertas estadisticas para determinar quc¢ tan
bueno fué el modelo variograma elegideo para la estimacion.

Si el modele variograma refleja adecuadamente la correlacién
espacial entre el grupo de datos; entonces, 1los valores kriging
estimados deben de estar cerca de los valores observados. Esta cercania
puede ser cuantificada por varics caminos. Generalmente, las siguientes
estadisticas son las mas usadas:

(a) Li[zom - 2w ]
123

Tedricamente el valor esperado de (a) deberia de ser cero, ya gque
el valor observado seria igual al valor estimado.

. 2
Z2{x1} — 2 (3} ]

Este’ valo
entre: el valo
estandar i,

leberia  ser uno. ya. que. para “cada’muestra la  diferencia
bservado y el estimado seidivide entre’su desviacién
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5.6 KRIGING POR BLOQUES

Kriging Ordinario es un meétodo de interpolaciun espacial . puntual,
pero muchas veces es necesario estimar un blnqua o’ un promedio . de’.una
drea o volumen determinado, Edward Issaaks (1989)

Supéngase que se quiere estimar el.valor promedio de alg\!n fendmeno
sobre una area A. -
S = v
.

Donde” Va ‘es ‘una“variable aleatoria gque  corresponde’ . al :valor: asperado
de una ‘adrea A y:' V) ‘son variables aleatorias correspondientes a
puntes “dentrodel aspacio de - localidades D pero ‘que no- estdn dentro
deA(tiquraSl) . A B -l

Se necesitan transformar las covarianzas puntuales: a covarianzas
por bloques. Al realizar este unico cambio, se puede convertir el
sistema Kriging Ordinario puntual a’ un aistema Kriging ordinario por
bloques:

Cia = Cov {Va - VI)‘~

= E(VA'V!)

= E {.L
18]

CEC{VA) e BV )

e




Va es una variable aleatoria gque corresponde al valor esperado, o
valor . promedio: dentro de una area A.. V; también.'es una variable
aleatoria y corresponde a los valores puntuales dentro del area A, VI es
otra variable aleatoria que corresponde a- los valores puntuales
fuera del area A, -

:ba’vovar i enz.
lgualw:la p
con &) punte

S fuera de Ay

Flgura "Sei.

i La’.covarianza . entre .
la.siguiente ‘ecuacién:. !

~El _Qistema kriqiﬁg 5.8 se: trapsroma‘ el s'i»g'uierit:'e sistema:
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B o 81n L

6“ = 2 1)
121 tlte A j]se A

c . .

El sistema Kriging Ordinario por bloques tiene la ventaja de utilizar
el promedic de una Aarea Yy calcular la covarianza con otras 4areas
¢ con puntos fuera de A. El caso mas comin se presenta cuando el
fenémeno en estudio contiene 4reas en donde sus puntes no varian
mucho entonces se obtiene un valor promedio que representa dicha area
para evitar calcular las covarianzas de todos los puntos dentro de A con
los puntos fuera de A.
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6. APLICACION DEL METODO KRIGING ORDINARIO

Lo que se pretende en éste capitulo es desarrollar 'y mostrar .el
procedimiento de analisis Geoestadistice aplicado a un  ejemplo  con
objeto de:

- Predecir un valor Z(xc) en una localidad conocida x», en donde no se

habia obtenido una observacion inicialmente.

~ Encontrar una medida del error de la estimacién,

= Estimar una estructura de correlacion entre los datos.

El procedimiento general de prediccion espacial consiste en:

1l.- Encontrar el predictor 2Z(x.) definido en (3,10) conociendo
la localidad xo. i

2.~ Daterminar el estimador de la varianza, ok(xs) definida en
{5.5), conforme xs varia a lo largo de la superficie de
localidades.

3.- Calcular las ecuaciones kriging (5.9), una vez que el
variograma (4.2) se conoce.

Este ejemplo tiene el enfoque practico de encontrar - cémo se
distribuyen los precios por metro cuadrado de terrenos en la ciudad de
Cuernavaca. Este estudioc permite localizar y hacer deducciones . acerca
de la distribucicon de las Areas comerciales, residenciales y de zonas
marglinadas.

Los datos

Se tomod una muestra de 693 terrenos distribuidos uniformemente
sobre toda la superficie de la ciudad de Cuernavaca. Debido a que el
tamanio y forma del terreno influye en la calidad de la interpolacidn, se
decidid tomar las muestras en el punto sur-oeste de cada terreno. La
figura 6-1 exhibe el area total en donde se efectuc la medicién y su
respectivo precio en dolares por metro cuadrado.

Es importante mencionar gque el tamafo Yy la forma de los
terrenos influyen en el variograma experimental, y por lo tanto en las
ecuaciones Kriging. Esto se debe a gue el metodo Kriging es un estimador
puntual, sin embargo aqui se consideran los terrenos como bloques de
dreas Yy un metro cuadrado en cada terreno se considerara como un punto
muestral.

El problema que se presenta sl elegir el metro cuadrado como punto
muestral dentro del terrenc es gue el tamano y la forma del terrenc
afecta la distancia ontre las muestras, y por esta razén el variograma y
las ecuaciones Kriging cambian. Lo gque se propone en esta seccidn es
estandarizar la forma de elegir el punto muestral dentro del terreno,
en este caso se eligio el metro cuadrado que se encuentra en el extremo
de la posicidn sur-oeste de cada terreno de acuerdo a la direccioén Norte
senalada en la figura 6-3. Esto implica que las observaciones tendran
como cooredenadas las correspondientes a la parte inferior lzquierda de
cada terreno, figura 6-2.

Se realizaron dos estudios Geoestadisticos en forma independiente. El
primer disefc consistid en dividir el area total en 5 partes, ver la
figura 6-4, y efectuar estudios Geocestadisticos independientes en cada
particion. El segundo diseho consistid en dividir el area total en 3
partes, ver figura 6-16.
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Supupdngase que se tienen los terrenos A y B, y se eligieron los
puntos muestrales de cada terrenc de tal forma que. la distancia entre’
las muestras es la minima, figura 6-2. Se puede asegurar el hecho de que
la correlacién espacial entre los puntos 1 y 2 es diferente a 1la
correlacién entre los puntos 3 y 4. Esto se debe a que la distancia
entre los puntos 1 y 2 es menor que la distancia entre los puntos 3 y 4.

Este hecho afecta la dependencia entre los datos, por lo tanto
el Variograma seria distinto; por ejemplo:

Supéngase gue se estima el variograma 7‘, el cual considera
las distancias mas grandes entre cada pareja de terrenos; de
igual forma se estima el variograma 7% utilizando la misma informacién
pero en este caso se considera la distancia minima entre cada pareja
de terrenos. La siquiente grafica muestra cémo la interpolacicn
espacial cambia debido a la variacion de la distancia entre los puntos.

El variograma 7‘2 es distinto al variograma 7', ya gque el efecto
pepita asociado a 7 es mas grande en proporcidén a la meseta y el efecto
pepita del variograma 7". Esto implica que la interpolacidn espacjal
realizada por el método Kriging utilizando el variograma 7 es
distinta a la interpolacidén espacial utilizando el variograma 7°.

En la practica esto quiere decir que el volumen estimado Z(x.) es
distinto utilizando el patron muestral de los puntos 1 y 2 (muestras
cercanas), que el patrén muestral de 1los puntos 3 y 4 (muestras
alejadas) .

punto muestral 1 punto muestra 2
1 1 2
T * - *
2{3 4
¥l § *
ta dependencls entre-lgw terrenow varfa de aciuerdo a:

14 clecclon del'matra” ‘elegido camp punto auestra.

S Flqura 6-2.

“En cada terreno se @1igiS coso punto de
auestres, 1a esquina Infertor 1zayterds en
el mapa_de 1a cludad o o) metro quo =

‘se’ encuentre a1 sur-oesta de los Lerrenos.
Flgurs £-2.
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Programa Geoestadistico

Se utiliza el programa Geoc-EAS, el cual es un paquete de analisis
Geoestadistico escrito en Fortran 77, para encontrar la funcién
variograma, para resolver el sistema de las ecuaciones Kriging y para
encontrar la medida del error de la técnica validacioén cruzada.

Restricciones del programa Geo-EAS

Debido a que la subrutina Prevar del programa Geo-EAS solamente acepta
un médximo de 180 datos, el area total de estudio formado por 693 datos
se ‘dividic en 5 partes analizar posibles anisotropias en la interseccion

«.de- las particiones como se muestra en la figura 6-4. cada archivo se
analizara en forma independiente.

12 rutina Prevar produce un archivo de salida formado por el numeroc
total de parejas muestrales de n datos. El maximo numero de parejas
que puede formar es 16384 debido a gue la siguiente subrutina llamada
-Vario no puede analizar mas de este numero maximo de parejas. El limite
impuesto al mimero de datos del archivo de Prevar es:

{(N+ N)/2 = 16384. De donde n = (32,768.25) - 1/2 = 180,53. Por
esta razén se dividid el area total de 693 datos en 5 archivos para
su estudio.

En la tabla 6~1 se muestra el nombre de cada archivo de datos con
su respectivo mumero de datos y la parte que corresponde del area total.

nombre del archivo| No. de particion No. de datos |area de particion
plot-1l.dat 1 179 nor-oeste
plot-2.dat 2 172 nor-este
plot-3.dat 3 178 sur-oeste
plot-4.dat 4 221 sur-este
plot-5.dat 13 194 centro
Tabla B-1.
Plot-2.dat Plot~-1l.dat
Plot-5:dat )
.Plot-3.dat . Plot-4.dat

£l ‘ares de catiudls de dividio en 4 parles. mes una pafte centrali
: . Flqura :6-4. -
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Hlpatesis sobre el Modelo

Los datos .se consideran como obtenciones de un proceso estocastico’
estacionaric de segundo orden, en particular utilizamos la hipdtesis
intrinseca“aplicada a 2(x). Se supone que los datos
{2(s1),2(82),...,2(S179) )}, son observaciones tomadas *"sin ninguna
‘medida de error".

Andlisis Geoestadistico utilizando Geo-EAS

# % A’'continuacién se presenta las rutinas del paquete Geo~EAS que se
utilizan para desarrollar un estudio Gecestadistico simple.

Programa Geo-EAS (mend principal): ;
1) Rutina Postplot: Grafica de la distribucicén de la informacien’
2) Rutina Statl: Estadisticas univariadas
3) Rutina Prevar: Reduccion de pares muestrales
o 4) Rutina Vario: Estimacion de las distancias de clase, direccién
y ajustes de los parametros del variograma
5) Rutina Krige: Calculo de las ecuaciones kriging
6) Rutina Conrec: Grafica de contornos, curvas de nivel, y
graficas de la medida del error
7) Rutina Xvalid: Estimacidn de los valores en cada localidad
muestral utilizandoe la teécnica validacién
cruzada,

6,1 DISEfI0 1 DEL ESTUDIO GEOESTADISTICO

Como se vid anteriormente existen algunas restricciones las cuales
obligan a hacer particiones del grupo de datos. El procedimiento
Geoestadistico que se utilizard es el siguiente.

1.- Desarrollar um analisis Geoestadistico independiente para. cada

archivo de datos correspondiente.

2.- Describir en forma detallada el andlisis Geoestadistico para el

archivo de datos plot-l.dat.
3.- Presentar los resultados de plot-2.dat, plot-3.dat, plot-4.dat iz
y plot~5.dat con sus respectivas interpretaciones.

4.~ Obtener los resultados de la bondad de ajuste a través de la
técnica validacién cruzada para cada archive de dateos con
objeto de encontrar las zonas anisdtropas.

5.~ Graficar las curvas de nivel del area estimada.

6.2 ANALISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO PLOT-1,DAT

El anadlisis Geoestadistico consiste en estudiar el grupo-de 179 at
del archivo Plot-l.dat, que corresponden al drea 1 de la figura 6= 1.
Para desarrollar el estudio Gecestadistico a continuacidén se’ muestra
como s@ utiliza el programa Geo-EAS. §
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6.2,1 . EL ARCHIVO DE DATOS

Primero se tiene que conocer como se distribuye el grupo de datos
Plot-l.dat. En este caso, se utiliza la subrutina llamada Postplot,
la. cual permite graficar las localidades de 1las muestras, Y
entonces se puede apreciar la distribucién espacial en el area de
estudio del grupo de datos. Esta rutina clasifica 1los Qatos por
cuartiles.

El Objetivo de 1la rutina Postplot es analizar por medio de una
grafica el grupo de datos para localizar posibles datos aberrantes,
patrones de dispersién, o zonas de altas de concentracién de datos.

I‘I(M‘

Gré(ica Pastplut del archivo Plot-1.dat
Figura 6-5.

Las coordenadas (x,y) estan dadas en kilometros y el centro de la
ciudaqQ se considera como el origen de un sistema cartesiano de puntos en
D ¢ R". El drea de nuestreo es el espacio de localidades D es:

{ss 1 i = 1,...,n} con si € D ¢ R,
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En 1la  figura 6-5, se puede apreciar el comportamiento de: la
dispersion de los datos de Plot-l.dat, se nota la acumulacién de valores
altos en la parte sur-oeste y de valores bajos a lo largo de 1la
parte norte y norte-este.

El variograma se calculé en la direccién oeste-este a 0° .con
respecto al eje X. Los valores mds altos estdn marcados con *, los
cuales llegan a ser hasta 5 veces mas grandes que los valores o. Estos
dos grupos estdn relativamente cercanos e incluso existen Areas en donde
los valores de ambos grupos se mezclan., Esto va a  ipplicar una
varianza mayor en esta zona.

6.2.2 ESTADISTICAS UNIVARIADAS

Ahora se van a generar algunas estadisticas del grupo de dates. La
rutina Statl contiene opciones para graficar histogramas y acumulacién
de probabilidades.

L1
pata riter PSR 1L dar Staristices
Snnsats, 4 Lotal 179
hs H
ge. - Wused G 179
— an 66.475
2 el Gartance: 6417971
3 BEa Std. De 8 107
H , Lol 120.597
i 1 Skewness “2.388
[ T B - Kurtosis: 129
B THinimun 9 508
H — asth o 28. 090
s zp.: - Bedian < 45900
. 5¢h o ! 75 068
R Maxtmun 450, 04
() - = — = .=
2 a2 22 b 408 560
Jar-Poecic

Histograms dol archivo Plot-1.dat
Figura 6-6.

Como se puede apreciar, el histograma tiene una frecuencia muy alta
de valores Z{x)’s menores que . Este hecho también se puede apreciar
en la grafica de probabilidades.
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se grafica sobre la abscisa el porcentaje acumulativo de
aparicidén de cada observacién contra el valor precio que toma cada
Se puede apreciar facilmente la acumulacién de los valores

menores que la media u = 66.47. El BOt de los datos son menores que
£1 valor maximo es 450 y el minimo es 9.5.

observacioén.

Griflca de las probabillidades acumuiadas con
distribucton normal.
Figure 6-7.
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6.2.3 ANALISIS DEL VARIOGRAMA

La estimacion e interpretacidén del modelo variograma es la parte
esencial de cualquier estudio Geoestadistico.

Todos los métodos de interpolacidn espacial necesitan algun tipo de
correlacién entre los datos para explicar las propiedades fisicas del
fenémeno. E1 modelo variograma define la estructura de correlaciodn
espacial del grupeo de datos y sirve para que el estimador Kriging
asigne pesos a las muestras durante el proceso de interpolacién. Si 1la
asignacién de los pesos es correcta entonces existira calidad en los
resultados, ya que la interpolacion sera adecuada.

Lo que se quiere saber es qué tan confiable es la medida de
dependencia entre los datos disponibles para representar una nueva
localidad hacia otre distancia y direccicon.

Se intentaran utilizar Variogramas experimentales distintos hasta
encontrar el gue sea apropiado a este caso. A continuacién se
utiliza la rutina Prevar, la cual genera un archivo llamado Plot~l.pcf.
Este archivo esta formado por las distancias entre parejas de datos,
donde se clasifican por grupos de acuerdo a la distancia de cada muestra
contra todas las restantes.

6.2.4 CALCULO DE LAS PAREJAS MUESTRALES

El programa Prevar acepta el archivo de entrada llamado Plot-l.dat
y genera el archivo de salida llamado Plot-1.PCF. Este ultimo es el
archivo de comparacion de parejas y contiene informacién concerniente
al nimero total de parejas muestrales separadas a ciertas distancias.

Esta rutina calcula el numero de parejas de acuerdo a las distancias
de separacién para después grabarlas en un archive de salida que sera
usado por la rutina Vvario.

6.2.5 PARAMETROS DEL VARIOGRAMA

La rutina Vario modela y analiza un variograma bi-dimensional
isétropo. El1 objetivo de Vario es encontrar los parametros del
variograma, los cuales asignan un peso a cada muestra en el proceso de
interpolacién. La forma de encontrar a 1los parametros efecto
pepita, techo y rango es la siguiente:

Primero.- Se especifica el vector h, es decir tenemos que definir
cémo se divide el vector h de tal forma que dejemos
muchas parejas muestrales a distancias cortas.

Segundo. - Se Tiene que especificar un criterio de seleccidn de
la orientacion de los pares muestrales; es decir, la
direccién del vector h y su tolerancia. Para mayor
informacién consulte el manual de usuarios del programa
Geo~EAS.

Tercerc.- Se desea ajustar un modelo variograma isétropeo conocide a
la descripciéon de 1la grafica del variograma. De esta
forma se pueden encontrar los pardmetros efecto pepita,

meseta Yy rango.

La direccidén determina el criterio de seleccion de las parejas

muestrales, Myers (1987). Para este caso se utilizé una direccidén de h
de 0° paralela al eje X.
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.. En la figura 6-8 se ilustra la forma en que se eligen los rezagos.

En donde la direccién tiene un valor de cero grados. La direccion 'es un
pardmetro numérico muy importante en la determinacion de las
anisotropias, la direccion se mide en grados (o radianes) y aqui se va a
considerar que la direccidn tiene un rango que oscila entre 0 y 180
grados.

La tolerancia es un valor trigonométrico en grados gque tiene
un rango entre cero y 90°. Esta opcién sirve para definir el ancho.de la
banda que incluye los datos dentro de éste rezago.

La tolerancia es positiva y negativa. Es decir, la tolerancia va a
tener una amplitud del doble de su valor con respectoc a la linea central
de direccion del vector h. Por ejemplo; si la direccidén es de 50° y
la tolerancia es 10° la anmplitud ,aue cubre la zona de eleccidn de
parejas estard entre ios angulos 40° y 607 Para el caso del archivo
plot-l.dat la tolerancia que se eligiéo es de 90°.

El valor banda maxima es la maxima distancia perpendicular entre
la linea central marcada por la direccién y una 1linea paralela- a
ella que intersecta al segundo punto de la pareja. La figura &6-8 ilustra
cémo se eligen los rezagos, la tolerancia y banda maxima. Es féacil
reconocer las parejas consideradas en cada rezago.

1 ‘i ! ' ] . .
[ ok bsis ] [ ][]

segundo ~ . ' | i {
grupo de “ P |
dist. —> P i ! :‘ ) !
de clase ol P l angulo d
’ [ ; 2 { f toleranc.
AN
NG ! ‘ i i &ngulo
primer ! ) | s e
grupo —> f A . f &5 direccién
de dist; , 27\ | |
de clase a’
cla; clase 2 clase 3
Py

Direccion 0° paralelo al eje de X

En esta rigurs se mupstra la forma de como sa incluyen
l1as parec)as wmuestrales en coda razago.
Figura 6-8.

Es necesario experimentar con las distancias de clase para obtener
una grafica mas suave, Myers (1989) explica este hecho, Warrick y
Mayers {1986), han demostradoc que es posible intentar varios angulos e
incluso forzar el numero de parejas para cada distancia de clase de
tal forma que se aproxime a la distribucién real. En otras palabras, se
puede ajustar los rezagos en forma individual para gque la
distribucién se aproxime a la requerida. Lo que se degsea es tener
un numero altc de parejas muestrales rezagos pequenos; Myers (1587).

En la tabla 6-2 se mnuestran las distancias de clase, llamados
también rezagos y la direccién de vector h.
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R
12

Rezaqos , direceidn
Tabla 6-2.

La siguiente figura 6-9 muestra el vatiogfimaz
{h(l)e,h(z)a,...,h(lo)e)r

de distancias de clase
tiene una longitud de fe] = 1 (kild
grados (eje-X).

y tolerancia’

27 (h)
donde el vector e
metro), .y una direccidén de 0

para 10 grupos

Paramcters

) File ‘plot~) .pcf
. " -
‘. <Te | pairs 1 9889
R .
ane0s. DI Direct.: 880
L R 90,668
o MaxBand: wa
.
20008 1 L
e 20x,y) Lisits
Ninjme: 9.5
10000, Haxisun: 459
- | ean ¢ 6647
. S—————— WAL
6. 2. 4.6 8. 18 12

Verjograms. del Archive Ploted.dat

Fiqura  6-9.
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6.2.6 MODELOS VARTIOGRAMA

Se experimentd con un modelo lineal y un modelo eéférico, sin embargo.
no hubo diferencias notables para elegir alguno . de ellos.. Se decidié
utilizar un modelo variograma esférico. : RN

El Variograma esférico es: 7(h,A) = Co + C [3/2 = 1/2 h/a 17,
donde A = (Co, Ce, ae) = (1500, 2500, 6}, Yy h = (h1, hz2,..., hio).

Variogram for Vap-Precio

S Parameterns

2840, : {Fite  ptotetper
‘ i Pairs ¢ 9885
(BT Divect.: .80

13 I F H 9@,
I RIS P

- 4803.

& ./, Uar-Precio Lintts
> X Ninismun 9.568
260 | Raximan 58
N ' Mean 36,475
iy ) » - < Y 64i7.1

Distance

Ajusle de un modelo Varlograma a la gréfica del
variograma experimental
Flgure 6.10.

Ahora se pueden calcular las ecuaciones Kriging basadas en (5.3) y
los mapas basados en las ecuaciones (5.3) y. (5.5) ser graficadas.
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Un rezago es un conjunto de datos que tienen la. cualidad de mantener
la misma‘distancia entre ellas, pero con cierta tolerancia, ver el 4rea
de tolerancia de 1la figura 6-8.

lLos. grupos de rezagos se eligieron segun el siguientes criterio.

1.- La distancia minima entre las parejas muestrales es 0.125 Km,
2,- La distancia maxima de los rezagos es 10 Kms,
3.~ El incremento entre rezagos es de 1 Km.

La idea consiste en tratar de obtener el maximo de detalle en el
variograma para distancias pequefas. Sin embargo, Myers (1987) explica
que siempre habra una distancia mipima entre las muestras, en donde no
se podra estimar el variograma y (h) para distancias menores a este
minimc. Esto implica que 7 no se estima en este intervalo. La varianza
Kriging considera esta incertidumbre dentro del efecto pepita como
también considera los errores de muestreo.

Para patrones de localidades requlares o casi regulares, el numero de
parejas separadas a una distancia corta es pequeha, grande para
distancias medianas y decrese para distancias que excedan la mitad del
didmetro de la regién de interes. El variograma no evalua las distancias
de clase mayores a la mitad del diametro del panel en estudio. La rutina
Vario se basa en este hecho por default y divide el vector h en
subintervalos iguales hg con objeto de calcular el variograma en cada
subintervalo.

. n
¥ (ha) =) (2(xvha)~2(x1) )7
D3 )

A continuacién se ajustd un modelo variograma a la descripcidn de la
dependencia entre los 179 datos de Plot-i.dat.

Parametros del Variograma

Los pardmetros del variograma que se encontraron son las siguiantes'
Un efecto pepita de 1500.

Un meseta de 2500.
Un rango de 6.
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SMIR BE LA ESLIOTEGA

6.2.7 : METODO KRIGING ORDINARIO

‘La rutina Krige calcula las ecuaciones kriging (5.12) los parametros
delvariograma obtenidos en Vario con objeto de asignar pesos a las
muestras. Para predecir el valor de 2 en una localidad nueva Xo.

129
2" (x0) =ZM Z{x)
[kt
Una vez que se calculen las ecuaciones kriging estamos en posibilidad
de graficar los contornos de las curvas de nivel y de poder checar la
areas en donde la varianza de la dispersion es mayor.

6.2,8 PREDICCION ESPACIAL

Conrec es una rutina que produce mapas de curvas de nivel de.la
variable aleatoria Z(x). En la siquiente figura se aprecian las curvas
de nivel que se desplazan en la parte sur-oeste, la cual es la parte que
corresponde a observaciones con un volumen alto. ) :

Kriging estimates produced trom data file plet-1.ar
a.60 . Sordours for +7{4

Eie-Y

créflca da las curvas de nlvel utiilzande’ las (S
rutina Conrec, y aplicada al. srchiva Plotei.dst
Flgura 6-11;7
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6.2.9 . VARIANZA DE LA DISPERSION

La rutina ¥valid efectia el proceso de validacidén cruzada, la cual
es’ una ‘técnica que -elimina ‘un valor de 1los datos y estima ese
punto utilizando los datos restantes. Este proceso se repite n : veces
con ‘objeto de comparar qué tan cerca estid el valor  observado del
estimado.

Interpretacion de Validacidn Cruzada

En la primer columna se tienen los valores de los cuartiles’ de las
obgervaciones:

1.- "Primer cuartil: 9.5 = X' s 20.0
- Segundo cuartil: 20,0 < X 5 48.0
3 Tercer cuartil: 48.0 < X 1 76.0
4.~ Cuarto cuartil: 76.0 < X. 3 450.0

El-valor minimo es 9.5, el 25% superior es 20.0, la mediana es 4 o0,
75% superior es 76.0, y el maximo valor es 450. g :

Estos son los cuartiles de las estimaciones:

1.~ Primer cuartil: 9.648 s X s 21,299

Sequndo cuartil: 21,299 < X = 43.158
3 Tercer cuartil: 43.158 < X s 74.193
4.~ Cuarto cuartil: 74,193 < ¥ 5 331.190

Ahora gse analizpra el error de estimacion el cual es producido por la
diferencia 2{x)~2 (x). El1 objetivo ya no es minimizar el error
de la estimacion sino identificar las Areas de la varianza entre el
observado y el estimado, como se vera en los siguientes dos casos.

Caso 1.- Cuando el grror de estimacion es mayor o igual a cero:
Z(x) = 2 (x).

Caso 2.- Cuando el error de estimacion es menor que cero:
Z(X) < 2 (x).

El objetivo de las siguientes graficas es localizar las zonas de
varianza de la dispersidén utilizando los resultados de las graficas
del error obtenidas por la validacidén cruzada. La grafica de la figura
6-12B muestra con una cruz {(+) el caso 1, y con una (x) el casc 2. El
tamafio del error se representa en forma propeorcional con el tamano
del simbolo. Si el error es grande el simbolo sera grande y viceversa.

A continuacién se Ruestra las graficas de los errores de la
prediccién hecha por las ecuaciones kriging (figuras 6-12A y 6-~12B).
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Créfica do los errares del archive Plot-t.dat, ls cua) corresponde
a 1a parte nor-este de la cludad . de  Cucrnsvaca.
Flqurs 6-120.

La x indica que el valor observado es menor que el estimado.y la ~-
indica el caso contrario. El tamado de la +/x representa la dimension
del error.

Identificacién de zonas de varianza de la dispersién

En esta grafica se pueden apreciar las zonas en donde la varianza de
la dispersién es mayor. Se sabe gque existen anisotropias conforme
se avanza de la parte norte-este en direccidn sur-oeste. Al alcanzar
esta porcion de la dgrafica las estimaciones registran un valor

maximo de 331.190.
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6.2.10’ INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS KRIGING .

La im:erpretacién de los resultados ''de las. : estimaciones:i del’
método .Kriging . se. hizo. analizando las curvas de: nivel de ‘la‘ grafica - :
anterior. A continuacidén se muestra las curvas de nivel” y se’ marca pot'
donde pasa la autopista México-Acapulco. : X k

kriging estimates produced from dato file pioi—1.gr
9.60 Contours for 12(x,

5.41

13.92

Gréfica da 1as curvas de nive) y de la parte nor-este ds Cusrnavaca
Figurs 6-13. )
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También se pueden distinguir las siguientes caracteristicas:

1.~ curva ‘de nivel correspondiente a un valor de Z{(x}.= 30
se desplaza por encima de la. linea que marca la autopista de México a
Acapulco. Del lado derecho de dicha curva se encuentran terrenos de
siembra cuyos valores por metro cuadrado son inferiores a los 15 doélares
y cuyas dimensiones exceden a los 100, 000 metros cuadrados. En cambio
del lado izquierdo el valor de los terrenos se incrementan entre. 30
Yy 40 ddlares el metro cuadrado.

Ahora se quiere saber queé tan dispersas estan las estimaciones en
relacion  a 1los valores reales, aunque los valores reales no se
conocen. Se van a utilizar las observaciones come un punto de
referencia. Bajo la suposicién de que el muestreo se obtuvo sin ninguna
medida de error. La técnica validacién cruzada nos va a dar una idea
de la bondad de ajuste del interpolador.

[P e
= st R E S U LT S oo
r _—

Data File : =:gec\dwts\plot-i.dat
: Za -

» < crata amed H 179]

;. HomiEG L data O
Variabie Estimate Di{ffarence Kriging Std
Mintmum 9.500 9.648 -226.535 42,697
25th %tile 25.000 21,299 —~4. 720 45.667
Median 45, 000 43,158 1.147 46.736
75¢th ntile 75,000 74.193 6.981 47.575
Hawimm 450.000 331.190 130,397 55,640
N 179 +79 129 179
Nean 66.475 67.234 759 46.870
stg. Dev. 80.)07 72.230 30.3;! t.658

rasoee o T e

Estos smon lox

resuitsdos de la rutine validacidn cruzada. Esta

tabla musstra low cuarliles de las observaciones y cstimaciones
Tavis 6-3.
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Conclusiones de Plot-1.dat

Los resultados de esta comparacion muestran que . la variabilidad
del fendmeno precios de terrenos tiene un patrén de concentracién en
donde los valores altos se agrupan en 4reas comerciales
residenciales. Los valores maAximos se agrupan en el centro de la ciudad.

Se pueden 1localizar 1las 4reas de varianza de la dispersién en
la figura 6-12A y 6-12B. Esta varianza de la dispersién se puede
interpretar de varias formas ya que existen muchas razones por las
cuales el valor observado sea muy diferente del valor estimado. Los
errores pueden ser causados por varias razones, a continuacién se
mencionan algunas de ellas.

1.- El1 tamafio y la forma del terreno influye notablemente en el
variograma y en el método Kriging. Ademas gue los terrenos mas chicoes
estan en el centro de la ciudad y los terrenos mas grandes estan en las
afueras de la ciudad.

2.- Es posible que existan errores en la captacién de la informacién o
que el método de muestreo que se utilizo no haya sido el adecuado.

3.~ Las observacicnes no necesariamente representan el valor real
del precio del terreno, ya que el precio esta sujeto a la oferta, y
demanda entre otros factores.

4.- De la grafica de Postplot se pueden detectar valores extremadamente
altos en 1la parte sur-oeste. Evidentemente, existen anisotropias
en esta direccién ya que la varlanza de la dispersien es grande.

5.~ EBtas anisotropias provocan distorsiones del volumen de las muestras
que a su vez son interpretadas por el efecto pepita en el variograma.

6.~ No se tiene un numero grande de parejas muestrales separadas a
distancias pequenas. Esto implica que la interdependencia espacial para
este tipo de distancias no es muy fuerte. Ademas, el variograma no se
puede estimar para distancias menores.

En general, se puede concluir que los resultados de las estimaciones
que se presentaron en esta seccion nos dan una idea de la fluctuacién de
los precios de terrenos en la parte nor-este de la ciudad de Cuernavaca.
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6.3 - RESULTADOS Dl-: LOS ARCHIVOS PLOT-2.DAT, PLOT-J DAT, PLOT-A DAT
Y PLOT=5,DAT

Ahora se va a ver los resultados del analisis Gecestadistico de los
archivos: 2,3,4, y 5 utilizando la rutina Xvalid y Conrec.

Interpretacidén del area total! de muestreo

El programa Postplot puede graficar hasta 1000 datos 'y con un
minimo de 3 variables Yy un maximo de 48 variables. Para nuestro
pPropésito, no tenemos problema alguno en graficar los 6$3 datos,

Los valores mas altos se encuentran concentrados en las curvas de
nivel de la parte central del mapa area total ver figura 6-14. Esta area
alcanza valores entre 400 y G610 ddlares por metro cuadrado estos estan
marcados con un asterisco (*) en la figura 6-5.

En la figura 6-15 se pueden localizar las areas mas altas
correspondientes a zonas residenciales y comerciales como por ejemplo:

Alrededor de las coordenadas {0, 0) en un circulo con diametro
de 2 kilémetros se encuentra el centro de la ciudad; esta éarea
tiene asignada la ctiquetada A en la figura 6-15. En la zona sur del
centro come a 6 kildmetros se encuentra el fraccionamiento residencial
Tabachines localizado alrededor de las coordenadas (1.70, =-8.55) y en un
didmetro aproximado de un kilémetro, esta zona esta etiquetada con 1la
letra B. En la parte este se encuentra el centro comercial La
Luna, localizada en las coordenadas (6.50, -3.75) y en un circulo
aproximado de 1 kildmetro de didmetro y etiquetado con la letra C.

Existen otras zonas residenciales como son: El Club de Golf en
las coordenadas (-2.30, -2.40), el Residencial Bondies, el residencial
Palmira ubicades en una extensa superficie gque pasa por (-1, =-7)

ubicada en la parte sur de la ciudad. La zona residencial
Tabachines es una de las dreas mas caras, la cual se encuentra
ubicada en las coordenadas (=3, -3}. El 4area residencial Lomas

Cuernavaca al sur de Tabachines es una extensa d&rea que cubre 3
kildémetros de diametro y cuyo centro esta ubicado en las coordenadas
(-3.50, =-13.30). El fraccionamiento Sumiya ubicado en las coordenadas
(1.5, =-12.70) se extiende en una Aarea circular de 2 kildmetros de
dismetro aproximadamente.
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*.variogramas

Los variogramas de - las diferentas’ dreas se presentan én forma 'de'—'
tabla: . . L

Nombre . numero de modelo’ efecto ‘techo -|: rango |
del archivo datos variograma pepita ToE : H
Plot-1.dat 179 esférico 1500 250000176
Plot-2.dat 172 lineal 12000 717000° 10
Plot-3.dat 178 exponencial 1900 7300 R T b
Plot-4.dat 221 lineal 2800 3200 7| a0
Plot-S.dat 194 exponencial 4000 i, 19000 " 675
Tabla 6-4

El siguiente paso es correr el programa. Krige ‘para: resolver
las ecuaciones Kkriqing para cada uno de los archivos 2, 3,:.4,:y" 5. Al."
finalizar esta rutina tenemos que checar gué- tan:- buenas. fueron las:
estimaciones para ello se corre la rutina de validacién cruzada,: Conrec

Resultados de Xvalid

Los resultados de validacién cruzada de los archivos 2,:,(, vy 5
los presentamos a continuacién: . T
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R ES UL T Sl
{RESULTS

—_ 1
DATA FILE 1 Ci\JPB\DAT\PLOT-2,DAT
X VARIABLE 1 EJE-X
Y VARIABLE 3 EJE-Y
KRIGING s 2iX,Y) # DATA USED s 172
TYPE + ORDINARY # MISSING DATA & a
VARIABLE ESTIMATE  DIFFERENCE - KRIGING. STD
ﬂ[NXMuM 15.000 26,151 -315.357 117.846
25TH XTILE 45.000 51.859 -9.817
MEDIAN 75.000 76,682 2.904
75TH ATILE 150.880 218.718 17.013 <
MAX IMUM 610.080 489,199 352.921 133.714
N 172 172 172 172
MEAN 135.599 142.257 6.458 122.281
STD. DEV. 145,790 124.885 75.664 2.189
Resultados de vallidacidn crurads del archivo Plot-2.dat
Tabla 6-5
et s o CTs)
{(REsuL TS}
DATA FILE 1 Ci1\UPB\DAT\PLOT-3.DAT
X VARIABLE : Euf-X
Y VARIABLE 1 EJE-Y
KRIGING + ZIX.Y) 8 DATA USED ' 178
TYPE 1 ORDINARY & MISSING DATA 2]
VARIABLE ESTIMATE DIFFERENCE KRIGING STD
MINIMUM 12.000 19.956 ~546.509 56,8083
25TH ZTILE 35.900 49,3518 ~7.860 668.689
MEDIAN 65.980 69.345 5./714 72.216
75TH XTILE 109,008 109.621 17.901 76.653
MAXIMUM 610.9068 348,949 229.986 89.261
N 178 178 178 178
MEAN 91.816 94.410 2.593 72.591
SInD. DEV. 93,916 78.517 54,855 6.153

Resultados da valideciOn cruzada del archivo Piot-d.dat
Tabla 6-6
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f : 1
RESULTS

gy PSS NS ELEA
DATA FILE t CrNUPBADATAPLOT-4.DAT
X VARIABLE ¢ LUE-X
Y VARIABLE ¢ EJE-Y
KRIGING ¢ 2U(X,Y] # DATA USED ' 221
TYPE 1 ORDINARY # MISSING DATA [}
VARIABLE ESTIMATE . DIFFERENCE KRIGING STD
MINIMUM 12.229 12.949 -187.347 57.262
25TH EZTILE 15.080 21.302 ~4,067 57.918
MEDIAN 39,000 35.837 2.762 58.167
75TH LTILE 60.000 54,140 10.838 58.545
MAX IMUM 498 .000 300.892 129.634 6h.424
N 221 221 221 221
MEAN 53.701 56.126 2.425 58.331
STD. DEV. 69.796 58.988 33.284 772
Resultados de valldaclén cruyzads del archivo Plot-d4.dat
Tabla &-7
(TS0 T 5
vemea{ R E S UL T S}
DATA FILE 1 Ct\JPB\DAT\PLOT-5.DAT
X VARIABLE : EUE-X
Y VARIABLE 1 EJE-Y 3
KRIGING ¢ ZUX,Y) ¢ DATA USED ' 194
TYPE 1+ ORDINARY § MISSING DATA a
VARIABLE ESTIMATE  DIFFERENCE KRIGING STD
MINIMUM 15.008 33.881 -297.789 78.25@
25TH XTILE 75.000 83.383 -11.354 93.958
MEDIAN 1886.ess 126.851 4,727 98.078
75TH XTILE 2806 .880 218.289 24.497 182.975
MAXIMUM 610.920 558.211 2u7.283 122.750
N 194 194 194 194
MEAN 160,938 165.8083 4.965 98.739
STD. DEV. 138.094 119.216 63.817 7.742
Resultados de validacidn cruzada del archive Plot-5 dat.

Tabla 6-8

Con objeto de predecir algun valer 2Z(x.) conociendo las coordenadas
%o, Bse& presentan las graficas de Conrec. Estas graficas muestran las
curvas de nivel de los precios estimados. Las 5 graficas de la particiodn
mostrada en 6-~4 se presentan unidas en la estimacion de sus curvas de
nivel en la figura 6-14.
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51 se conoce la posicidn de algun terreno en la superficie D se
puede estimar el precio utilizando las graficas .de las curvas de
nivel. En general las diferencias de 2(x) ~ 2 (x) son en promedio las
miswas, 8in embargo existen algunas diferencias grandes en cilertas
4reas, lo que tenemos gque hacer es identificar las zonas donde la
varianza de la dispersidn es mayor. Las graficas siguientes ayudan a
localizar las areas de varianza de la dispersién.

6.4 DISERO 2 DEL ESTUDIO GEOESTADISTICO

Vamos -a utilizar el hecho de que se conoce . la forma de .la
distribucidn del volumen del fendmeno, la cual se representa en la

siguiente figura. Cen tro

Aree comercial

8 Le Lune

Estimaclén de la varlablildad del volumen precios por metro cusdrado
de s cludad de Cusrnavaca utlllzando 1a retina Acrospin.
Figura 6-15.
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El disefic 2 consiste en elegir tres particiones del area total de
la ciudad de Cuernavaca. La primer particién es la parte central
de 1la figura 6-16, estd ctiguetada con la letra A, su archiveo de
datos 1lo llamaremos Levell.dat, en esta zona encontramos terrenos con
dimensiones relativamente pequefas entre 100 y 1500 metros cuadrados.

Generalmente, los terrenos mas chicos se encuentran en esta zona de
la ciudad y en su mayoria son considerados como locales comerciales
ya que casi todos estan bardados y techados. Este tipo de terrenos no
se venden por metro cuadrado sino que se vende toda la propiedad, la
cual depende de su ubicacidén. Los locales comerciales no se consideran
en este estudioc.

La siguiente zona corresponde al area residencial Tabachines, la
cual esta etiquetada con la letra B y su archive de datos se llamara
Level2.dat. La ultima particion es la zona correspondiente a las afueras
de la ciudad y a esta zona se llamara Level3d.dat, cuya area incluye la
aetigqueta C.

El archivo Levell.dat esta formado por 64 datos. E1l segundo
archivo 1llamado Level2.dat tiene 1la forma de una dona Yy esta
formado por 216 datos ublicados afuera del centro de la ciudad pero
dentro de los limites de la ciudad de Cuernavaca. Este archivo excluye
los datos de Levell.dat y los de Levelld.dat.

El archivo lLevell.dat estad compuesto por 268 datos ubicados a
las afueras de la ciudad. Es decir que de los 693 datos excluimos los
datos de lLevell.dat y Level2.dat. A continuacidn mostramos la particién
elegida por el diseno 2.
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= partiétén det totsl furmeda por.tres archivos:

[

Figurs 6=
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6.4.1 ANALISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO LEVELL.DAT

Este archivo estad compuesto de 64 muestras tomadas en el centro de la
ciudad. En la grafica 6-16, se muestra al area dobde se obtuvieron las
observaciones de Levell.dat correspondientes a la parte superior del
cerro etiquetado con la letra A de la figura 6-15.

En la grafica 6-17, donde se muestran los patrones de distribucién de
loe datos del archivo leveli.dat, estda grafica se obtuvo a través de
correr la rutina Postplot.

Se puede apreciar si hay algun patrén de distribucicon muestral. Se
nota que los datos mas altos se desplazan en la direccidn suroceste -
noreste. Estos puntos marcan una anisotraopia corriento en dicha
direccion,

En la grafica 6-18 los 2 udltimos puntos marcados con el numero 1 y
2 corresponden a torrenos muy transitados por peatones: en cambioc los
puntos etiquetados con los numeros 3, 4, 5, 6, Yy 7 gue se encuentran
cerca corresponden a terrenos baldios.

Se nota que existen dos valores posiblemente aberrantes los cuales
son los puntos 4 y 5. Se decidi¢ investigar el porque de tal
anisotropia. Una forma de hacerlo fué visitar estos lugares para
poder llegar a una conclusidn. Los dos terrenos estan ubicados en el
corazoén del centro de Cuernavaca.

El punto 4 corresponde a un terreno ubicado en un calle donde hay una
serie de vecindades de mal aspecto y por dicha calle no transita 1la
gente. Es por eso gue este terreno pierde su valor comercial.

El punto 5 corresponde a un lote qgue se encuentra ubicado entre
una cantina y la barranca que pasa cerca del mercado central Adolfo
Lopéz Matéos, estoc ocasiona que el precio por metro cuadrado baje y por
lo tanto forma otra anisotropia en esta direccion.

A continuacién se analiza la grafica de la distribucidén espacial de

los datos del primer archivo llamado Levell.dat con objeto de detectar
posibles patrones muestrales.

94



Grafica Postpiot del archive Levell.dat.
Flgura 6-17.

El variograma que. se utilizo para este archivo fué un medelo
esférico con una meseta de 25000, un rango de 2.5 y un efecto pepita de
7000. Una vez que se ajusto un variograma esférico al variograma
experimental se resolvieron las ecuaciones Kriging. Posteriormente, se
cuantificé la bondad de ajuste utilizando la rutina Xvalid.
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La . tabla 6-9 muestra los. resultados de la. rutina Xvalid. del
archivo . lLevell.dat, donde se. apreclan el valor de la variable, 1la
diferencia entre el observado menos el estimado, y la desviaclién
estandar por cuartiles.

. En- el primer cuartil se nota gue la banda de confianza para cada
lado .es de 102.559 y en el cuarto cuartil es de 170.734. Esto indica
gque para valores grandes la desviacién estandar aumenta Yy que
dichos valores altes estan cerca de valores bajos.

En la practica los valores altos de los pecios por metro cuadrado de
cualquier ciudad tienden a subir debido a la influencia de los valores
altos vecinos. Si la demanda por terrenos no es muy buena, entonces el
precio baja. En cambio si la demanda se incrementa el precio se eleva.

[
A VARTABLL ¢ FaF =X

Y VARIADE 1 Luai-Y Y

K. |rxm. tOVAR=PRL O ) a I)/\I/\ [O ] ' e

fige
UI)I)””I l[’“lII)IIIIIJIIIII‘IIHIIHIFI DDDRILINTY //II‘I?I“)H’IIH)IHH N DEDDRUIDDDUD D B

III)IIIIIVIII)I'I)IJHHI’IIHIIIII‘IIII”IFII'I’!I'U!'Hl'llllll”llll"l BHODDDBODIN DI, l/”‘lh I'I’Ul'l"'lllf
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STo. Drv, . 377 117.6974% 14 . 1192 L. 0

~4 ES5ULT sy

ATA F 1 nx\mo\nvlnl.nm

YItArY MINSING DATA 3 ©

ARTARL Y boimMarg DIFFERFNGEL  KRIGING 51D

Aesultadns de la Rutina Xvelld del archive Level].dat.
Tabila 69,
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10449

Tlainun: -259.265
&th« o -45.382

Kedian : 8.550
TGthy o €4.813

Nayinun. 311539

Grifica do los errores de ls diferencla del observads menos el ewtlmado.
. Flgurs 6-18,
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Aqui se grafican las diferencias entre el estimado y el observado.
5i el valor estimado es mayor que el observado se utiliza una cruz (X) y
en caso contrario se usa una equis (+), Yy su tamaho corresponde al
tamahic del error,

La demanda de compra de terrenos en el centro de la ciudad esta
vinculada con el hecho de que el centro es una zona altamente comercial.

Existen terrenos que adquieren un valor bajo respecto a terrenos
vecinos aun estando en el centro. Como en el caso del terreno que
estd en un callejon su precio es relativamente bajo. Tal vez si se
abriéra este callején, la gente empezaria a pasar y su precio se
incrementaria al nivel de los precios de terrenos vecinos o de terrenos
mas transitados,

En la figura 6-1%, se muestra la grafica producida por la rutina
Conrec, en ella se despliegan las curvas de nivel que muestran como se
desplazan las anisaotropias con su respective valor estimado. Este tipo
de graficas sirven para hacer predicciones.

Kriging estimates produced fiom cata file levetigrd
{32 - -
¢ -2
¥
>
)
2
Y.
Ry I 132 290
Eie-®A  Km

Rexultados de las curvas de nivel producidas por ls rutipa Conrec,
Fiqura 6-19,
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6,4,2 ANALISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO LEVELZ2,DAT

El- estudio consistié .en considerar las 216 .observacicnes 'de. este
archivo. La. grdfica .producida por la .rutina Postplot de la’ figura 6-20, -
muestra ‘la  distribucidén muestral de los datos. En.la parte central: se,
nota un hueco, el cual se formd al eliminar del :area: 'total,..les.:
datos de Levell.dat. i S

Postpiot of Var-Frecio fiom dato file feyell.dat o f e s e

Craflca Postplot dei archive Lave)2.cat
Fiqura 6-20,
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Se . utilizé un..modelo’ varioqrama esfarico’ con -un'_efecto pepita de

1000, una meseta: de.}5000 'y un .rango-de 1.8.7 Después. de’ resolver -las.

ecuaciones ~Kriging. coneste’ modelo ‘Varjograma,  se:utilizé la- técnica
de validacién cruzada en donde ‘se’ obtuvieron 1os slguientes resultados.

DATA F1LE t Di\GEONLEVILZ .DAT
VARTABLY 1 VAR=PRECLO
LOWER LIMIT 413,06
UrPPER LIM1Y Hew . vBo

t Clo o (el eieat e i A e T v
# OBSERVATIONS 216
# MISSING DATA %]
# RETAINCD t <1 LOM oo WTIGnTS Yo, A0
MLAN ' 1181, Z6i' MIH MU VAL G s a9, 00
VARTANCE t EREaaweives] 2508 PERCENTILE 1 76, 038!
STD. DEVIATION ¢ /7. 6481 MED AN * HA el
ZCOEF. VARIATION: 65.88729 204 PERCENTIIE ¢ 118, 2000

MAX MM VAL U s A NIY

SKEWNFSS ' 2.7
AURTOS TS f PRIArNY

Resultados Xvalld de los srchlvos Levell.dat
Tabla 6-10,

En la anterior tabla mostramos las cstadisticas de este archivo
de datos. El valor minimo es 40, el valor maximo es 400 y 1la
desviacidn estdndar es 72.64 del total de 216 datos. Vemos dque la
desviacién estdndar cs menos de la mitad de la desviacion estandar del
archivo Levell.dat.
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En 1a giguiente grafica ‘mostramos- la’ variabilidad’ de: los’ _puntos
estimados en comparacién’ con’ los:puntos ‘observados; “usamos ~la . ‘xrutina
Xvaliad. - RIS : s

Errors (2 - Uar-Precio) . =
" Totals 216
> LT g
W Kb
[
o
-8
Pah s
i JUTICES
-t
-F h 4
Je X

Crifica de low errores de estimscién utllizendo la validaclén
cruzads el archive Levei2.dat.
Figura &-21.
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_'En’la’ figura

ella 'se ‘despliegan® las-:curvas:-de
dénde. se desplazan:las‘anisotropias

6-22'Se. muestra 1a .grafica. producida por 'conrec,” an’
ivel-‘las.‘cuales. .muestran.:hacia

Eje-Y

940

165

-6

-1

- fing ‘estimales produced from data e level2 g
Leatouig tor AVor - Precic

N

-5 -L16 333 7%
=ie-x

Curvas de nivel del archive Level2.dat.

Fiqura 6-22.
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6.4.3 ANALISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO LEVEL3,DAT

En este archivo come en los dos anteriores se decidié tomar las
muestras en un punto localizado en la esquina sur-ceste de la superficie
de cada terreno. Las dimensiones de los, terrenos en este archivo son
las mAs grandes, ya que los tamafos fluctdan entre 10,000 y
100,000 metros cuadrados. Por Supuesto gque los terrenos gque estdan
ubicados en las afueras de la ciudad son mds baratos. La grafica de
Postplot es la siguiente:

s fm)

[T

Poutpiot del archivo:leveld,
ciFigura 6.230 0



El modelo variograma que se utilizo fué un esférico con 'un efecto
pepita de 80, una meseta de 350 Yy ‘un .rango de 7. Después’ de
calcular las ecuaciones Kriging sr procedid a usar la rutina xva].id. Los
resultados de validacién cruzada son los slquientes.

pata Filr 3 di1.gensleveld.dat

Varkatle 5 Eje-X K

Variahle 3 Efje-Y 13

riging 1A, v l Data used 1 R
ypn t Ordinar ing Jdata i)

llll'l!lll'l)lrI)”"ll“Illllll)I)I!IIIIIII)I)INII!HI!Ill’I)I)UIJIIUUIHll)l)llllll[)lll)lll)lll' DDLDOHORDER DI
61 imate Ditterence Krieginy Std

Variuble
WAHDDDDDDDDRLIN LY. )llllll/' SNBOLOBDDRBLRDODODDOHORPEODDDODBDOUR D T

Mitiman T 9,801 -71.935 1e.830
Lith wtite [R5} 20.336 ~%.534 12,0
fed ian ER ) 3. 2on 1.389 t2.0
i i 15,008 1.0 [PREN 1.8
paximum DI 11y .03 10,305 TS

268 20K 208
can 3i.o8d RERLY Kid
ad. ey, Y103 1.523 |1ES AR}

Resyttados de Xvelid del srchive Levejld.dat
Tabla 6-11.

Es claro ver gque la variabilidad en este caso es menor que en
la variabilidad de los otros archivos, y que el valor esperado
fluctua alrededor del cero. Esto quiere decir que la varianza

del error es minima.
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A cont‘.inuaclén presencames los resultndos 1a gratica de lcs erroras
producida por xvalid* . . : :

”las‘ of frror: C1¥ - Yar-Prerie)

Statistics
8. :
! N Total: o
N liss : 8
N Used * pat)
3 o fean 2.5
3 Std fev: 33.63
[
Minimun: ~112.042
-4, 5th v @ <578
Median ! Z.617
Tthz 3,822
+

wE P Rasiran: 168,434

-16.

Crarica de los errores (2 « Z) producids por la rulins Xvelid,
Figura 6-23.
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A- continuacién se presentan. los résultados da las curvas-de nivel’ de’ S

la rutina Conrec construidas. a partir del variograma experimental.

Kriging estimates produced from dato file level3.grd
9.68 y 1

183

Km

EJe—Y

-601

1392

Grafica Conrec del archivo Laveld.dat,
Figura 6-25.
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Se nota que lac dos areas con alta variabilidad corresponden a las
zonas etiquetadas con € (La Luna) y B (Tabachines).

Es facil ver que las curvas de nivel de la grafica con valores entre
27.y 36 se alargan en la direccién sur-este. En esta direccién pasa la
autopista Cuernavaca-Cuautla, ademas en esta area se encuentra la zona
industrial CIVAC.

La 2zona sur del centro marcada con una L en la fiqura 6-25,
corresponden a terrenos de cultivo de cana de azicar 1los cudles son
terrenos ejidales. Si estos terrenos se regularizan, sus precios
aumentarian considerablemente ya que estan entre Palmira, Tabachines,
San Gaspar, Sumiya y el boulevard Cuauhnahuac., Las cuales son Arecas
residenciales por un lado y el boulevard forma parte de una comercial.

La varianza de la dispersion se redujo, debido a que la variabhilidad
del fendmeno en esta zona es menor. Esto se debe a que se redujo la
media de la variabjlidad y por lo tanto la varianza de la dispersidén se
redujo también. Los terrenos con wmenor valor per metro cuadrado son
aquellos que estan registrados a las afueras de la ciudad y ademids
son en su gran mayoria de dimensiones grandes, podemos estandarizar un
rango entre las 10 y 30 hectareas.

108



CONCLUSIONES

La prediccién espacial es un tema relativamente nuevo y poco se
ha escrito en espafiol para divulgar esta drea de la Estadistica.

El presente trabajo es una recopilacién de varios articulos
referentes a la prediccidn espacial y cuyo propdsito es el de servir
como libro de consulta asi como el de proveer una ayuda para encontrar
bibliografia.

El ejemplo desarrollado, nos da una idea de la utilidad de
la teoria Geoestadistlica, ya que nos permite hacer predicciones sobre
nuevas localidades y este hecho en la practica se puede aplicar a
diferentes areas.

Fué muy importante ver <codmo el método Kriging Ordinario .se
desarrollé histéricamente, y cémo se ha ido extendiendo su aplicacidn a
nuevas areas.

En particular, creo que es importante destacar las diferentes estapas
por las gue pasé la teoria Geoestadistica durante su desarrollo. Una de
esas etapas ocurrio, cuando los estadisticos se dieron cuenta de
gque no estaban considerando las propiedades fisicas de variabilidad de
los depdsitos minerales. Ademas, una vez que incluyercon la variabilidad
en sus estudios, no la consideraron como un como fendmeno local de
ocurrencias aleatorias.

En r sl se el variograma, entonces las ecuaciones
kriging se pueden calcular interpolando toda la informacidén disponible
y la forma de hacerlo es asignando un pesc a cada muestra
dependiendo del valor de covarianza gque la funcion variograma
asigne.

El predictor Kriging es el mejor estimador 1lineal insesgado de
una localidad conocida. Kriging trata de estimar valores de tal forma
que la varianza del error asociado sea minimo; pero cuando no es posible
minimizar a la varianza. Entonces, el objetivo es detectar las area con
la varianza de dispersién mayor, para saber en donde existen
anlsotropias. Por lo tanto estos indicadores ayudan a localizar areas
en donde las predicciones no son muy buenas.

Finalmente, se espera que este trabajo contribuya a dar a conocer
el tema de prediccidn espacial sirviendo como un punto de apoyo para
consulta y para estudios futuros.
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