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PROLOGO 



El tema de Geoestadistica se puede considerar como una rama de 
los procesos estocásticos o como una rama de la Estadistica que estudiü 
los fenómenos relacionados con las Ciencias de la Tierra. Este terna no 
se ha difundido adecuadamente en la literatura EGt<.sdistica en Móxico, ya 
que poco se ha escrito al respecto, por ello se decidió abordar este, 
como terna de mi tesis de licenciatura. Aunque fue un poco dificil 
encontrar bibliografia, después de recopilar algunos articules, rne 
pareció interesante el hecho de poder interpolar un grupo de datos 
utilizando la correlación espacial con objeto de predecir valores en 
localidades del espacio de muestreo. 

En general la GCOC!Stadistica trata dol estudio de fonómcmos con 
correlación espacial en las observaciones. Dicha correlación puede ser 
con respecto al tiempo o al espacio. El tem;:i de este trabajo 
interpolación espacial de fenómenos con correlacion espacial. 

Por ejemplo: Si se desea saber el volumen de un deposito mineral 
utilizando como información un grupa de n perforaciones, el objetivo es 
interpolar el grupo de datos pdra poder inferir en que forma se 
distribuye el volumen mineral y cual es su valor estir.iado. Esta tarea no 
es trivial, ya que se necesita conocer la estructura de correlacion 
entre los datos para identificar los puntos que influyen más en la 
estimación. 

También se pueden hacer prediccioneG en un espacio de una dimcnsion; 
por ejemplo: si se tiene en el horizonte cierta distribución de 
diferentes tipos de árboles y se hacen mediciones de una determinada 
clase de ellos a ciertos intervalos, no necesariamente intervalos 
iguales, se obtiene un grupo de n observaciones. El objetivo es hacer 
interpolaciones en localidades nuevas para estimar la cantidad de 
árboles en dichas local idadcs. 

Un ejemplo de interpolación espacial en cuatro dimensiones, podria 
ser la medición del rnonóxido de carbono en ci<?rta localidad a través 
de interpolar un grupo de n observaciones en el espacio, obtenidas sobre 
una area detorminada durante di fe rentes intervalos de tiempo. 

El problema que dio lugar al origen y desarrollo de la Geoestadistic.i 
fue, el problema de e~tii~:ilr el volumen mineral de un depósito. Estc­
enfoque se desarrolla en detalle en la sección l. En general para poder 
interpolar un grupo de datos, lo que &e ne>cesita <?n primer lugar r>~;; 
encontrar una medida de correlacion entre las observaciones, y en 
segundo lugar, se utiliza dicha estructura de correlacion prtr.l 
interpolar un valor que se quiere conocer en una localidad d<.tda. 

El mótodo de interpolacion espacial que se va a utilizar <?S ol 
método Kriging Ordinario, ya que este trabajo es introductorio. El 
método Kriging es el r.ids utilizado en estudios relacionados con el medio 
ambiente, y por esta razon, se acC!rca más al objetivo de realizar una 
aplicacion a un problema real. 
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INTRODUCCION 

Usualmente la Estadistica supone que las observaciones de un fenomeno 
en estudio son independientes e idcnticamnnte distribuidas, sin 
embargo dentro de un contexto de tiempo o espacio dicha suposición no se 
ajusta con las propiedades fisicas del fcnomcno, ya que un fenómeno 
espacial es aquel que exhibe correlacion en las observaciones. 

En la teoria de series de tiempo se supone que existe una dependencia 
entre las observaciones separadas a un intervalo do tiempo determinado. 
En forma similar, un fenómeno con correlación espacial se refiere a que 
sus observaciones mantienen una estructura de cor.rel<lcion en el ozpacio. 

Por otro lado, la teoria de lag Ciencias de la tierra se dedica al 
estudio de los fenómenos relacionados con el medio ambiente, y trata de 
dar una respuesta a la incógnita de ectimar: 

- La correlación entre las muestras que se toman en distintos puntan 
del espacio. 

- El valor de un punto donde no se obtuvo medicion alguna. 

- La forma y cantidad del volur:ien del fenómeno en estudio. 

A continuación se da una definicion de Geocstadist:ica (Cressic, 1990): 

11 La Gcoestadistica es la aplicación del formalismo de las funciones 
aleatorias al reconocimiento y e.stimacion de ciertas caracteristicas 
espaciales de los íenornenos naturales". 

Esto quiere decir que no solo se utiliza un modelo aleatorio para 
describir la propiedad fisica de variabilidad ~el fenómeno, sino que 
se toman en cuenta la correlación entre los datos. 

El propósito de este trabajo es introducir el motado de predicción 
espacial Kriging Ordinario y presentar una aplicacion utilizando un 
programa de análisis Geocstadisticn. 

En la practica, se obtiene un grupo de datos, sobre una área 
determinada; este grupo de datos contiene las propiedades fisica::> del 
fenómeno espaci~'ll. Ejcnplos do acto¡; fcnomcnos podrían ser: 

- La distribucion de variables meteorológicas; lo que se quiere en 
este tipo de fenómenos es encontrar la correlación en tiempo y espacio 
de las diferentes variables. Sin embargo, en este trabajo no se tom;, en 
cuenta la correlacion entre variables, ya que se trataria de un tema 
avanzado. 

- La distribucion de concentraciones de contaminantes en un espacio do 
cuatro dimensiones (el espacio tridimensional más la dimensión 
tiempo). 

- La distribucion de los volti.menes minerales de un depósito en un 
11 



espacio de tres dimensiones (Miner1a). 

- La distribución de ciertas especies de árboles en un espacio.de dos 
dimensiones (Silvicultura). 

La muestra que se obtiene esta íornada por un grupo de n datos, donde 
cada observación Z(x) es considerada como una variable aleatoria, la 
cual representa el volumen en una localidad x de un fenómeno que tiene 
la caracteristica de tener un volumen variable cm el espacio. 

Gráficamente, una variable regionalizada se puede ver como una 
función Z(x), donde Y. es la localidad de muestreo 'i!n un espacio de 
dimonsion n. Por ejemplo, z (x) podría representar el volumen mineral que 
se mide en un depósito centrado en el punto x. 

La variable aleatoria es considerada como el rP.sultado de una función 
aleatoria definida en un espacio determinado. Esto implica la necesidad 
de utilizar un proceso estocastico. 

La Geoestadistica considera a un proceso estocastico como un conjunto 
de variables aleatorias correlacionadas formadas por una función 
aleatoria, cuyos valoreo Z (X) se evaluan en diferentes localidades 
espaciales. 

Una vez que se obtenga la muestra, el objetivo es medir que tanto 
varia una observación con respecto a otra qiJe esté separada a una 
distancia h. Una forma de hacerlo es a traves de calcular la diferencia 
entre las variables z (x) y z (X+h). El grupo de Dichas diferencias 
IZ(x)-Z(x+h) 1 es un indicador de la variacion del volumen del fenómeno. 

Una forma de medir la correlación entre los distintos pares Z(X) y 
Z(x+h) es a través de una función llamada Variograrna, denotada por la 
letra griega gamma 1 ( •), (sección J. 2). 

Despues de haber calculado el Variograma, se esta en la posibiJ.idad 
de determinar que datos influyen mas en la estimación del valor z (x,,) 
en un punto dado. Es por eso que antes de implementar la interpolación, 
ne requiere saber la estructura de corrclacion de los datos. 

El punto central del método Kriging se basa en el hecho de que las 
observaciones del fenómeno espacial mantienen un nivel de correlación 
alto si los datos se encuentran cerca y un nivel de correlación bajo 
si los datos se .encuentren retirados. De está forma se puede obtener una 
estimación de Z (Xo) en una nueva localidad Y.P. 

A continuación se pre~~ntan algunas disciplinas en donde el método 
Kriging sa ha desarrollado: 

12 



En Mineria: 

Hace 40 años, esta disciplinil utilizó una herramienta estadistica 
muy rudlmentaria con objeto de tomar una decisión en establecer o no una 
explotación minera. Originalmente cst.:i. desición fué basada por la 
simple visualización del mineral expuesto en la superficie por lo que 
implicaba que habria posibilidad de cncontr'1r algún depósito. 

Matheron (196Ja) y (19G3b) publicó su "Tratado de la Geocstadistica 
aplicada 11

, formado por dos volumcne~. los cuales desarrollan toda una 
teoria para resolver el aspecto espacial de lo5 problemaG que surgieron 
en mineria. En particular C!l volumen II, Mathcron (l963a) trata 
enteramente del r.i.étodo Kriginq. En cumbia en el volumen I, Matheron 
(1963b) habla del origen de la Gaoestad.J.Gtica, analiza el Variograma, da 
técnicas de muestreo y presenta formalmente el mótodo Krlging Ordinario. 

En el mismo año, Matheron (19GJ) publico un art:iculo titulado 
11Prínc1p!os de la Geocstad1stica", en donde dc:o.~cribc y r~surne en forma 
muy general lo::; punto~ má::; importantes de sus dos anteriores volUmcncs. 

El origen de la prcdiccion c:.;pac.l<.il se debe u Mathcron (1962), quien 
utilizó un modí!lo F:!Stoc,ir.t ico nombrtidc "!::5qucmas de Wijs", aplicado a la 
mincria. 

En Metcoroloqia: 

Mientras Matheron estaba desarrollando la teoria del Mejor Estimador 
Lineo.l Insesgado {MELI) en Francia, el meteorólogo soviótico L.S. Gandin 
estaba logrando notables avances de investigacion en el mismo campo. En 
su libro publicado en 196J y traducido al inglCs en 1965; Gandin llama 
al variograma función estructural homogénea (Capitulo 2, sección l), a 
kriging simple lo llamó interpolación óptima (capitulo J, sección 2), 
a kriging ordinario lo llamo interpolacion óptima a través do pesos 
normalizados (capitulo 3, sección 5), y a cokriglng1 simple lo nombró 
mapeo optimo de campos (capitulo 5, sección 2). 

Los investigadores en rnetcorologin no sólo estaban interesados en 
interpolación, sino que también, en indices para determinar la 
circulación de la atmósfera, corrientes totales, y patrones periódicos. 

En Fenómenos For~stulcs: 

Matheron ( 1960) desarrolló 
espaciales, y aplicó estas 
espacialmente. Sin embargo, el 
las n observaciones: 

una estructura para r:iodclar procesos 
ideas a grupos do datos tomados 

utilizó como predictor el promedio do 

Cokrlqln<J a11 un lnt.,rpollld<>r q•i., f!!;ll.,,. el v111 .. r de una varl•bla 

Utll\z1>ndo I• corr"l•clÓn .,., un qrUJ•O Jo v11rl11bl•t;. 



Z"" 1t1Z(X1) 
-n-

Aunquc este predictor Z es lineal e insesgado, no es óptimo. El 
único caso en que este predlctor es óptimo es cuando la correlación 
espacial no tiene datos aberrantes ni anisotropias 1 • 

En Fisica: 

La teoria de turbulencias se baso en contribuciones de N. l<olmogorov 
1941. El supone la existencia de un variograma definido en el 
espacio tridimensional mas la dimension tiempo para caracterizar la 
estructura de la turbulcnci<l local. 

En Geografia: 

El interch; fue dibujdr m<lp<m a p<lrtir de datos espacial.es, 
modelando las obsarvacioncs de un proceso aleatorio. Esto empezó con 
Gauss (1809), el cual asumió crror<.::s independientes y desarrolló el 
mCtodo de miniino::> cuadrados par.:1 minimizar el cuadrado de los errores. 
Este método apareció anteriormente en una publicación da Legcndre 
(1805). 

Más tarde esta teoria fuC publicada en el articulo de Wiener 
(1949). Originalmente el objetivo de la Gcocstadistica fue la búsqueda 
del óptimo en exploración minera. La Gcocstadistica provcé una medida 
exacta da la predicción de valores y utiliza la estimación de la 
varianzo. de los errores. 

Actualmente se han desarrollado varios métodos de interpolación 
espacial lineal y no lineal considerados dentro de la familia Kriging, 
pero éste trabajo sólo se inclina en dar una introducción al método de 
interpolación espacial "Kriginq Ordinario". 

A continuación se de!;cribcn los contenidos de los capitulas: 

En el capitulo 1, se da una introducción al tema Kriglng Ordinario, 
como también se da un resumen hi!;t.órico de las difcrcntea etapas por 
las que pasó la Geoestadi!:>ticn. 

En el capitulo 2, sa definen conceptos basicos que se utilizaran en 
el resto del trabnjo y que s~r.-rn vitales pura el entendimiento de la 
tcoria. 

Zon'" •nl•<Ít.r<>pd: ,.r,.• donde lo• propl•"l"'d"• rr•lcoo11 dol r•nÓ•ono 
c:•111bl•n dr ... •tlcoin<!nt ... yn qu., "~l•t"n dlr.,cclone• p•r• l1>t1 cou•la• •u• 
vulÓmene• nu•,.nt""n y"" ot.r11" dlr.,cclnn,.i; "U• Yolú"'"""• dl•mlnuyen. 



En el capitule 3, se habla de la función variograma, la cual es 
una parte muy importante en cualquier estudio Geoestadistico, como 
también se mencionan sus principales caracter.isticas. 

En el capitulo 4, se presentan varios modelos de variogramas 
conocidos, los cuales sirven para ajustar al variograrna experimental. 

En el capitulo 5, se presenta el metodo de interpolación espacial 
l<riging Ordinario, y se incluye el metodo Kriging por Bloques, el cual 
será utilizado en el capitulo 6. 

En el capitulo 6, se desarrolla un ejemplo de analisis Geoostadistico 
aplicado a un problema referente a Bienes Raices. 

15 



CAPITULO 1 

Historia de la GeOestadistica. 



DESARROLO HISTORICO DE LA GEOESTADISTICA 

La Geoestad1stica es la ciencia concerniente con la predicción 
espacial, a continuación se hara un breve recuento de los principales 
factores que contribuyeron al desarrollo del método Kriging. 

El problema original surgió cuando los mineros y estadisticos trataron 
de evaluar el volumen minei:-al en los depósitos, Matheron (1963). 

La forma original de estimar el Volumen de un depósito mineral fue 
asignando a cada obsorvacion un pooo de acuerdo a la cantidad de mineral 
obtenida. Una vez obtenido el grupo do datos con su correspondiente 
ponderación, lo que se utilizo fue el Calculo y la Probabilidad para 
obtener un valor cst j rn<tdo. 

Actualmente, la teor1<1 Geoestadistica en lugar de desechar dichas 
técnicas, las toma como punto de partida para poder dcsarrollnr su 
propio formalismo mater.iatico hasta alc-.inzar el nivel cicntifico actual. 

Es ·importante hacer notar que las perforaciones sobre un depósito 
mineral contienen infonnación esencial que describe las propiedades 
(isicas de los mismos, Hocl Cressic (1990), como por ejemplo: 

- El volumen mineral en el punto x; Matheron (1963), no sólo proveo 
información concerniente con ln forma y dimcnsion del volumen mineral, 
sino también, estudiil laG anisotropias y laa zonas de influencia (Arcas 
con alto contanldo mineral). Por e5ta ra~ón, el volumen mineral do cada 
muestra contiene informacion acerca de la dirección hacia donde so 
desplazan los volú.menes minerales. 

El contenido del volumen mineral de cada perforación será diferente 
de un lugar a otro dependiendo de las propiedades fisicas del depósito. 
Asi que al tomar muestras en una a.rea determinada donde sus volUmcmes 
no varian mucho, implica que existe una relación de dependencia entre 
las muestras. En tórminos Geoestadisticos se dirá que existe una 
continuidad en la distribución del mineral cm Cnta zona. 

Por ejemplo, en un mismo depósito SC! pueden obtener muestras formadas 
por medio de pepitas minerales, debido a la granulación mineral de 
algunas Araas del dcposi to, o se pueden extraer muestras con un nivel 
alto de volumen mineral. 

Esta propiedad de granulacion de los depósitos minerales generalmente 
forma una discontinuidad del volumen mineral con respecto a las muestras 
cercanas. Ademas, es dificil determinar el volumen en áreas de 
granulación miner<ll, ya que se pueden encontrar perforaciones que 
contengan cierto volumen mineral, ccrcil de observaciones con casi o 
virtualmente no volumen mineral. Este hecho de incertidumbre, donde no 
se puede asegurar el volumen mineral, es interpretado por uno de los 
parámetros del variograrna el cual es llamado precisamente efecto pepita. 

El segundo cambio apareció cuando la probabilidad y el cálculo 
clásico fueron insuficientes. Por tal motivo, fue nccC?zario desarrollar 
nuevos métodos para introducir las caracteristicas espaciales de los 
fenómenon cspaciale!;, que son simplemente> propiedades fisicas. 
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Fue entonces corno la Geoestadistica ernpezo a desarrollar su propio 
formalismo maternatico y su propio lcnqu~je. 

Originalemte, la teoria Geoestad1stica no consideró a la variabilidad 
del fenómeno, ni a la dependencia entre lan observacionen. Por ésta 
razón, se dice que la Geoestad1stica no tomó en cuenta a los resultados 
aleatorios de las observaciones como una expresión fisica del fenomeno 
en estudio, Matheron (1963}. 

De aqui en adelante la Geocstadistica va a considerar una de las 
propiedades más importantes de los fenomenos espaciales, la cual es lil 
variabilidad del fenómeno. 

1.1 LOS ORIGENES DE KRIGING 

En ésta sección se trata de explicar como surgio ol término "Kriginqº 
y como se fue involucrando con la predicción espacial. Originalmente, la 
Geoestadistica se preocupó por resolver el problema de encontrar el 
contenido total de un depósito mineral (volumen de tierra y roca) que 
podria ser minado si este fuera suficientemente rico. 

Las ideas fueron desarrolladas por D.G. Krige, (Ord, 1990), en las 
decadas de los SO's y 60's. Sin embargo, no fue hasta 1963 cuando 
Matheron introdujo un modelo de interpolación lineal que él llamó 
11 predicción espacial por el mctodo Kriging 11 • 

Sin embargo, existe otro enfoque de la palabra Kriging como: 
"El procedimiento de regresión Hultlple para llegar al mejor predlctor 
lineal lnsesgado de un volumen o de un bloque mineral de cualquier 
tamaño 11 , (Cressie Noel, 1990). 

La predicción espacial se hace posible a través de asignar un grupo 
de pesos p ara todos los datos disponibles dentro y fuera de un bloque 
mineral. Además, estos pesos sirven para interpolar valores en un bloque 
fijo, e incluso da pesos apropiados para extrapolar datos que estén 
afuera del bloque. 

Uo hay duda que Matheron trajo ln palabra 11 Kriging 11 dentro de la 
torminologia Geoestadistica Anglosajona, ya que el término original 
es francés "Krigeage". Este término fue registrado por el Franccs 
Pierre carlier. Mathcron describe esto en una carta dirigida a Hoel 
Cressie fechada el 12 de abril de 1989. Aparentemente este término fuo 
usado en Franela entre 1958 y 1959 por la comision de enorgia atómica 
Francesa; lo anterior lo describe en una carta dirigida a Matheron en 
1962 por F. Dlondel, (Cressie Noel, 1990). 
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1. 2 INTRODUCCIOH AL HETODO KR IGUIG 

En esta sección se presentan lao bases del rnetodo de predicción 
espacial Kriging Ordinario. 

Supóngase_ quo se desea estimar el volumen promedio, denotado por Zv 
sobre una área v, del contenido total de un depósito mineral. Dicho 
volumen promedio se expresa de la siguiente forma: 

Zv ~ -} L Z {X) dx 
(1. l) 

donde, Z(x) es una función aleatoria, la cual describe al contenido 
mineral en la localidad con direccion y longitud del vector x. Los datos 
que se utilizan en la estimación do Zv son las n perforaciones Z(x1), 
tornadas en lils localidades x1 con i""l, .•• , n. 

Aqui se supone que el valor esperado Z(x1) "" µ, es constante; al cual 
representa el valor promedio de los datos Z(Xl), para todas las 
localidades XI y ademas de supone que la estructura de covarianza entre 
los datos es conocida (Crcsoic• Noel, 1989). 

El objetivo consiste en encontrar un grupo de pesos 

~~~!~~~~-d~i"e~t1:a~~~ f~~:!1quez~~x) = L .\1 Zv1 (Xt) 
sea minima bajo la condición de que [ .\ 1 =1. 

} (l. 2) 

El método Kriging estima el valor de Zv usando los datos que se 
encuentran .localizadoa en el área V, más adelante se verá que el valor 
estimado Zv da pesos apropiados para estimaciones fuera del área V 
(extrapolación}, pero requiere de estructura de covarianza 
detallada (Cressie, 1989). 

La importancia de la covarianza se debo a que provee un valor de 
dependencia entre grupos de datos separados a cierta distancia, de 
ésta forma es posible interpretar la propiedad intrinseca, en donde las 
muestras cercanan se parecen y las muestras alejadas no se parecen 
(Journcl y Huijbregts, 1978). 
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1. 3 ESTIHACION DE LA COVARIANZA 

cuando se habla de la covarianza entre l<is observaciones se está 
haciendo referencia al grado de dependencia entre el grupo de datos 
disponibles. con objeto de estimar la covarianza entre las 
observaciones, éstas se agruparon de acuerdo a la distancia de 
separación entre ellas. Por Jo que se calcularon las distancias de 
separación de cada muestra contra todas las restantes para formar varios 
grupos de parejas muestrales. Cada grupo es llamado rezago y una vez 
encontrados los distintos rezagos se puede proceder a evaluar la 
covarianza entre ellos (Cressie Noel, 1989). 

La covarianza también depende de las anisotrop1as del fenómeno. Es 
decir que la covarianza entre grupos de datos no solo depende de la 
distancia entre ellos sino tambien de la d ireccion del vector de 
separación. En este trabajo sólamente se consideran fenómenos cuya 

~j~:~~~n~: ~~p;;~~11edn~ i:o~;~~~p~ia Y no de la diraccion, este es un 

A continuacion se muestra la covarianza entre las observaciones Z{x1) 
y Z(XJ) separadas a una distancia din 

Cr"" ~rlt (Z{Xl) - ¡Í] [Z(XJ) - ¡Í] 
(1.J) 

Donde, Cr es la covarianza del rezago r. Nr es el número de parejas 
muestrales que están separadas a una distancia dq con una cierta 
tolerancia. La tolerancia se refiere a que se da una amplitud dq!: e, 
para incluir a más muestras en el intervalo [dlJ • e, d11 + C], 

El conjunto Nr es el número de parejas muestrales que estan en el 
rezago r, las cuales están formadas por el conjunto: 

{ (XI, XJ) 1 XI - XJ • dij ) 

Debido a que es muy dificil encontrar muestras separadas a una 
distancia fija o exacta, se necesita definir un nivel de tolerancia c. 

En el siguiente ejemplo, Nr es el conjunto de parejas separadas 
d11 unidades, con una tolerancia de ±e: 

tlr ... ({XI, XJ) 1 Xl-XI ""dlJ ~ (r+c ' r-c) J 

donde, r es la distancia para la cual se e ligio el rezago y x1, XJ e O. 

El valor Ji es el estimador por mínimos cuadradc:is de la -función-­
aleatoria Z(x) (i.e. E(Z(x)) = u), y la suma se toma sobre las Hr 
parejas de localidades xi, xj que están separadas a una distancia 
d1J. 

Con objeto de estimar la cavarianza, el grupo de parejas muestrales 
se dividió en subgrupas, en donde cada subgrupo da un valor de 
correlación. 

1.· Un f"•nif•t'n" lsólro¡•<> •,., rPl l"r" '" qu .. I•• propl.,d•d•• ((SIC•• de un 
,..,., 1 • • • 1 11•• • r• r • e u• l q u 1.,, r d 1 ..- .. Le 1 ón. 
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l. 4 INSUFICIENCIA DE LOS CONCEPTOS ESTADISTICOS CLASICOS 

supóngase. que se quiere determinar la distribución del volumen 
mineralde un depósito. Los resultados que se obtengan tendrán una 
aplicación general para cualquier fenómeno con caract~res espaciales. 

Desde un enfoque estadistico clásico los volúmenes muestrales de 
un depósito pueden ser clasificados en un histograma. Pero este 
procedimiento no toma en cuenta la localización de dichas muestras 
dentro del depósito. No es suficiente considerar la frecuencia de 
aparición de un volumen mineral dado, sino también conocer en qué 
sentido los diferentes volümanes desplazan. Ademas, el objetivo es 
descubrir cual es la posición y el tamaño de los bloques minerales, 
Mathcron ( 1963) . 

El primer problema que presenta la inhabilidad de la 
Estadistica clásica de tomar en cuenta el acpecto espacial en sus 
estudios, el cual es precisamente. la caracteristica más importante 
de los fenómenos con correlación espacial. A continuación se dará un 
ejemplo del punto de vista de la probabilidad y el cálculo clásico 
sobre el concepto que se tenia de las variables aleatorias. 

Supóngase que se lanza una moneda en donde se registra +l si cae sol 
y -1 si cae águila. Antes de lanzar la moneda lo Unico que se sabe es 
que se tiene una posibilidad de dos de? obtener, ya sea águila o sol. 
Ahora bien, desde un punto de vista cl<isico, una variable 
aleatoria tiene dos propied.J.dcs: 

Propiedad 1) Teóricamentc, existe la posibilidad de repetir el 
evento de lanzar una monedil tantas veces como se quiera para asignarle 
un valor numérico a la probabilidad del evento. 

Propiedad 2) Se supone que existe independencia entre cada suceso; 
ya que si en los primeros 100 intentos se obtiene sol, ésto no implica 
que el 101 intento va a ser sol. En cada suceso de lanzar una moneda, 
siempre habra un resultado de dos de obtener sol o áquila. Es decir, 
los eventos son independientes. 

En cambio, desde un punto de vista Geoestad1stico, el volumen mineral 
de una muestra no puede tener estas dos propiedades. El volumen del 
contenido de una observación en determinada localidad es Unica y 
solamente se puede extrner una vez. Ahora bien, supóngase que se toman 
varias muestras en un bloque bien determinado. Se sabe que si se obtiene 
la primer muestra su va lar es único. Sin embargo supóngase que se 
obtienen varias muestras cerca de la primera. Los volUmenos minerales de 
estas Ultimas observaciones muestran ·una posibilidad de repetir el 
suceso pero con un aparente cambio. Oc hecho el resultado no 
es el mismo pero, ~L existe cier-ta sir.iilitud dependiendo si el fenómeno 
presenta o no anisotrop1as. 

La segunda propieddd tampoco se cumple, ya que dos muestras vecinas 
no son independientes. La practica nos dice que si se realizan dos 
perforaciones adyacentes, en donde en una de ellas se obtiene un nivel 
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de r.'lincral alto y denso, entonces es probable que la otra perforación 
muestre casi las mismas propiedades. Esto quiere decir, que el 
bloque donde fueron extraidas esta:> perforaciones contienen un nivel de 
mineral alto. Esta tendencia expresa el menor o mayor nivel de 
continuidad en la variación de los volur:'lenes r.inerales de un depósito. 

En la década de los 50 existía la creencia de que al obtener 
muchas observaciones en una arca determinada se obtendría una estimación 
del valor de Z(X), más acercada a la realidad. Y.:1 que se pensaban que 
la multiplicidad del numero de muestras implicar1a mejores estimaciones. 
Esta mala interpretación de la tcoria llevó a una serie de resultados 
absurdos. Por ejemplo, si se tenia un depósito el cual se iva a explorar 
por medio de perforaciones, pensaban que serí.:1 mejor tomar las rnuestr<i.!> 
en localidades si:?paradas a 5 mr.i en lugar de 50 crn para cbtencr 100 
veces más rnuestr.10 y por lo tanto, 10 veces m,i.s precision. Esto 
es incorrecto, y,1 que lil multiplicidad c11 el nur.:ero de muestras 
necesariamente implicti mejores estln<'lc-:iones. 

Lo lmico que se estarin haciendo es repetir tantas veces como se 
quiera, el mismo o casi el misr.io valor, sin aportar mas que tiempo y 
dinero en evaluilciones adicionillC's. 

1, 5 NOCION DE VA.RIA.BLE REGIONAL IZAD/\ 

En la práctica, frecuentemente !le cncuentr"'n fenomenos naturales que 
pueden ser caracterizado:.; por la distribución en el espacio de ciertas 
cantidades mcdibles llamadas variables regionallzadas. 

La variable regionalizada P.s una función que explica el aspecto 
espacial del fenómeno. Dicha función toma un valor determinado en 
cada región en el espacio. Por esta razón, la variable rcgionalizada 
representa un valor local y toma valores diferentes a lo largo 
del espacio de estudio. Las variables regionalizadas ocurren en el 
espacio mineral del depósito y llevan asignadas caracteristicas fisicas 
importantes, las cuales se presentan a continuacion (Matheron, 1963): 

a) El depósito mineral es llamado campo geomét.rico de regiones. 
La función aleatoria Z{x) esta definida sobre el volumen de la muestra, 
la cual es llamada !iOportc geométrico. Dicho volumen representa el 
grueso del depósito en ü~C punto. Comparando los volúmenes muestra les 
en diferentes árc-<1s, se pueden detectar las direcciones en las cuales 
los volúmenes de las r.nw~1tras aumentan y hacia que direcciones 
disminuyen. A las <lrcas donde existen variaciones del volumen mineral 
para una dircccian con respecto a ot.ra direccion, se le llamará zonas 
anisótropas. Estudiando el comportamiento de este fenómeno se puede 
identificar hacid donde se desplilzan los volUmenes minerales altos y de 
igual forma se pueden detectar a reas isótropas, zonas de influcnci<l, 
áreas de granulacion mineral y bloque~ minerales puros. 

b) Zupongnsc que ac tienen doa vecindadl'?s inmediatas sobre un 
campo geométrico. Div1dase este depósito por reqiones; tómese una 
muestra en cada región. Estas observaciones muestran un cierto nivel de 
continuidild en su variación espilcial, debido a que el volumen de cada 
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observación muestra un patrón de dependenci <1. con respecto a las muestras 
de localidades vecinas. 

Algunas variables reqionalizadas pueden mostrc:1r una relación de 
dependencia muy fuerte en los volúmenes muestrales, a astil relación se 
le llamará continuidad estricta 1

: sin embargo, habra casos en lon cu.ilc~; 
los volúmenes de las observaciones muestren unil incertidumbre, la cual 
se llamará continuidad en promedio-'-, Ma.theron (l~GJ). 

cnt~~ce~1gs°cnª;ab~!~~u~:t.~~c ~~~e;~ p~~~~~l1~ i~aa~h~~onprc°~c6d3i)~ ~~ c~xa\stcest~ 
formado por una informacion pobre del contenido mineral registrado por 
las muestras. Esta informacion dr.f icicntc mostrada en la!i observaciones, 
es debida a que en las áreas dando se practicó el muestreo se 
encontraron pepitas minerales en lugar de un volumen mineral bien 
definido. En resumen cuando no se puede confirmar la continuidad se dice 
que existe un efecto pepita. 

e) La variable regionalizada también puede mostrar diferentes tipos 
de anisotropias. Posiblemente existan direcciones p<lra las cualc:s los 
volllmeneo minerales no varian mucho en una direccion mientras que varian 
rápidamente en otra dirección. Por ejemplo, se puede encontrar 
anisotropias verticales, horizontales y laterales, Matheron ( 196)). 

d} Matemáticamente, una variablC! regionalizada es una función z(X) de 
un punto con coordenadas x (en un espacio de dimension n); úl 
punto x representa las n coordenadas u1, u;i, ..• 1 un. Por ojomplo, 
Z(X) puede representar el volumen mineral de un deposito centrado en el 
punto x. La caracteristica de las variables reqionalizadas on las 
Ciencias de la Tierra es que su variacion en ol espacio es local. Esto 
excluye la posibilidad de utilizar un estudio doterministico sobre la 
función z(x), La alternativa que se tiene es considerar a la medida 
z(x) como una realización de una variable aleatorin Z(x). 

e) La Geoestadistica interpreta a la variable regional izada z (x) 
como la obtención de una funcion aleatoria Z {X), donde x toma cualquier 
punto en el dominio de localidades. Una función •"1leatoria se puede ver 
como un grupo de variables aleatoria.s correlacionadas. 

De igual forma si el fenomeno en estudio esta caracterizado por la 
dlatribucion conjunta de un grupo de variables regional izadas. Z•(X), 
11 "' l •... ,k; el enfoque Gt:oestad1stico es interpretar a estils 
variables como una real lzdc i.an p..trticular de? k funciones aleatorias 
correlacionadas t Zk (X) :v=l,.,, k ¡. Todos éstos diferentes aspectos 
concernientes a las distribucionc:..> espaciales de las variables 
regionalizadas deben ser considerad.'.\s por la Geoestadistica. Y ésto es 

" posible gracias al concepto rnatC?rnatico expresado por el Variograma, 

l.- La conllnuLd11d 1111trlcto .... r .. t li>r., " 'l"" ¡., .• vül\Áfi.,nir-• nu1r»tr1>IC!'I JC! 

un,.,.,,; .. ,,..,, "" .,,.ludl.i :;u.,.,t,,.,, """ ru11 '"i"' LÓo "'''" 
Z.• C .. ntlnulda<I rn pro<r><'dlto t. .. f .. Í~<:t<!' " <JU" lo• vnltÍ,.C!n .. 11 "'"'°IJ\tAl"ll J" 

un íf!n<l""'"º rn ""l.u.H" .. u .. • tr .. n u,,., e urr,. Lnr ¡ .;°n "" m<ry al ta. 

[fl!<:lo P"PI lll ,.,. un ¡•ar4.,..,lf<> dl'I ""r lu<)r ""'" ,. ln<tlca ., 1 <:,1ro1<10 d.,. 

lnc.,.rt\úuml1r" "º I& contlnu\<14d •11!1 volu..,,.¡¡ ole r .. n6,..,no. 
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CAPITULO 2 

Concept.os rundamenta:les de la Geoestadistica 



2 HIPOTESIS SOBRE EL HODELO GEOESTAOISTICO 

En este capitulo 5e necesitan algunas conceptos fundamentnles para 
que el método de predicción aspacial se pueda utilizar. 

Primero, se le pide a los datos que formen parte de un proceso 
estocástico. Es decir, que la variable regionalizada Z(x) torne sus 
valores aleatoriamente conforme se dei:;plaza de un punto a otro, en el 
espacio de local idadcs. 

La otra condicion se ref ierf.> a que las valores de los volümenes de 
las observaciones sean estucion;1rias, es decir, que las variaciones de 
los voltimencs del depo~ito r.incral ~ei'ln suavc.s o que no varien mucho a 
lo largo de todo el depósito. 

Otra condición, es suponer que el. fenómeno en estudio sea isótropo. 
La isotropia se ref ierc a que las propiedades fisicas del depósito 
mineral son las misnafi a lo largo d>.:> todo!,; sun eje5. 

En la practica es muy r.li!icil encontrar fenomcnon físicos que sean 
isótropos. En los depositas mincrilles es 1.1uy frecuente encontrar lugares 
en donde las propiedades fisicas del fenómeno en estudio sean. 
diferentes de una dirección a otra, ea decir el depósito contendria 
áreas anisótropas. La anisotropia del fenómeno provoca que la 
variabilidad en el volumen mineral disminuya hacia determinada dirección 
y aumente hacia otra dirección: éste hecho es reflejado en los volúmenes 
de las observaciones. 

Los modelos eatocásticos se aplican a cualquier fenómeno o sistema 
que comprenda variabilidad al azar en el transcurso del tiempo o del 
espacio. 

Para considerar estas propiedades se construye un modelo que 
considere a los datos como parte de un proceso estocástico, donde los 

~~~~in;aC:J~:e ~~r~b:~r~:~!~~~s a:nmulcosc;rlei:a~.csdo°n5/cªº~ª~e~2 x 0 q~~ varian 

2. 1 PROCESO ESTOCJ..STICO 

La palabra cstocastlco sinonirno de aleatorio. "Un proceso 
estocástico es un sistema que se desarrolla en el tiempo o espacio 
mientras pasapor fluctuaciones al azar" (Journel y Hui jbregto, 1978). 
También un proceso estocastico se puede ver como una familia de 
variables aleatorias ~Zt~, correlacionadt1s 1 donde t es un punto en el 
espacio T llamado espacio parametral. Además, para cada t e T, Zt es un 
punto en un espacio S llamado espacio d~ estados (Rodney Coleman, 1987). 
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Supóngase que se tiene una familia {Zt }. la cual se interpreta como 
una trayectoria de una particula que 1:1e mueve "al azarº en el espacio S, 
siendo Zt su posici.ón en el instante t. Un registro de una de éstas 
trayectorias se conoce como realización de un proceso estocastico. 

El objetivo es considerar a un proceso estocastico que sea 
estacionario, ya que de ésta forma se puede calcular el valor esperado 
y la va.rianza de las variables regional izadas Z (X), describiendo mejor al 
fenómeno espacial (Statistics Encyclopcdia, l9B'J). 

Se puede describir un sistema, en donde las observaciones formen 
parte de una familia de variables aleatorias \Z(x) l x E D}, donde Z(X) 
mide en la localidad Y. el valor de la función aleatoria Z. 

Sean {Xl) las localida9es espaciales las cuales varian continuamente 
sobre el espacio D i;. R o Rl. A continuación se presenta un mod~lo 
Geoestadistico, Cressic (1988), el cual aborda una clase particular 
de problemas, tales que los datos se pueden modelar de acuerdo a un 
proceso estocástico, 

( 1) 

Los datos Z(X) son observaciones en las localidades espaciales 
conocidas ~ x1 : i "" 1, .•• , n}. 

Como se sabe una función aleatoria está definida por el grupo de 
funciones de distribución conjunta acumuladas; sin embargo, lo que se 
necesita es asegurar la existencia del valor esperado y la varianza de 
Z(X). Es decir, se necesita que los dos primeros momentos existan y 
no dependan de la localidad en donde se evalUa la. variable regionalizada 
(sección 2.J). 

La mueotra está formada por n observaciones 1 Z (X) 1, evaluadas x E: O 
en una área o. Donde las observaciones se pueden obtener sobre 
localidades separadas a una misma distancia, a este tipo de muestreo se 
le llamara muestreo regular. Entonces, utilizando el muestreo regular se 
obtuvieron las muestras ya sea en el centro de cada cuadro o en la 
interseccion de las lineas horizontales con las verticales (Fig. 9). 

Entonces, el arca D es dividido por regiones cuadriculadas en donde 
se obtienen las muestras en el centro de cada regiones a diferencia 
del muestreo regular estratificado, Richard McArthur (1987), en 
donde generalmente se toma un promedio de varias muestras de cada área. 
De cualquier form..i la vari;,blc r2qionalizada toma ul valor 
correspondiente en la localidad elegida. 
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E&la e• .,¡ 'rea de lr:ll"~trf'o D "n ,!)n<l" r;e oblil!'ll<'tl 

I•• ol>s.,rvAeton .. ,. <'n •·I ~ .. ntrn •1" ~-"'M ª"c~l,;n. 

A eul" llpu de .. ue•tr"o '"' 1 .. llam.o ..,u .. •ll"" reqular, 
dond" C<'lda teqlG'n no l"'pllcn qu., """un ¡>romedlu. 

n01•1r" 9. 

2. 2 ANISOTROPIA EN LA VARIABLE REGIONALIZADA 

En la sección anterior se habló de la variable reglonalizada y se 
vió como cambia do valor conformo se desplaza de un punto muestral a 
otro. Dicho cambio es originado por la propiedad !isica de 
variabilidad del fenomcno. 

Se necesita imponer una condición de estacionaridad a la función 
aleatoria con objeto do suponer que dichas anisotropias tengan un nivel 
de suavidad (Myers, 1989). 

2. 3 ESTACIONARIDAD 

En la teoria de procesos estocásticos frecuentemente se encuentran 
procesos Z(x) que tienen distribuciones en equilibrio cuando t -> m, en 
el sentido de que éstas distribuciones dependen del paró.metro t (Rodney 
caleman, 1967}. Lo anterior implica qua el proceso es estacionario en el 
tiempo t. 

En la practica de la Geoestadistica, la cstacionaridad en una forma 
u otra es una caracteristica esencial de la función aleatoria, la cual 
sólo se aplica a la función aleatoria y no a los datos (Myers, 1989). 

Un proceso estucionario tiene la propicd¿¡d de que la distribución 
conjunta de Z(t), Z(t+h) es una función que no depende del tiempo t, 
sino de h {Warrich y Myars, 1986). 

En particular, el proceso es estacionario íuerto si la función 
aleatoria no sufre variación alguna ante cualquier traslación. 
Esto quiere decir que si se evalua un grupo de variables aleatorias en 
ciertas localidades t x1 1, la función de distribución conjunta es la 
misma que si se evaluara el mismo grupo de datos en localidades 
transladadas (x1+hJ. En la practica existen algunas dificultades 
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analiticas con los datos al utilizar esta detlnición, ya que en la 
realidad Csto seria equivalente a suponer que lo::; valores de las 
variables regionalizactas son iquules a lo largo de todo el espacio 
muestra!, lo cual no es cierto (Mycrs, 1987). 

Por esa razón se rccurrio a un enfoque más sencillo de 
cstacionaridad, el cual es a travcs de los momentos. Un proceso es 
estacionario hasta el orden k, si todos los !:\Omentos hasta el orden k 
tienen la misma propiedad de estacionaridud.. Por ejemplo¡ el segundo 
orden de estacionaridad ascqura la cxintrncia de los dos primeros 
momentos y ademas éstos no depcndf?n de la localidad x. Se asumirá. que 

~ (>';]
0

nes r~~;o f~~ci:~paac1::t~~ia~mcaon 0~o~~:io r:~\:;,ªª~n la:~ \~ic~~id;?º~n ¡x{~ 
realidad la forma de cstacionaridad (uerte no explica el aspecto fisico 
del fenómeno espacial. 

Entonce se requiere de una forma de estacionaridad menos fuerte, al 
menos se necesita cstacionaridad hasta el segundo momento, Myers (1989). 
Ln estacionaridad de segundo orden es la más usada en la Ceocstadistica, 
sin embargo, muchas veces se requiere una forma de estacionaridad 
menos fuerte. Por esa razón, se utiliza la hipótesis intrinseca 
ya que ésta forma de estacionaridad explica mejor la 
variabilidad del fenómeno (scccion 2. J. J) . 

2. 3, l ESTACIOHARIOA.O F'UERTE 

La estacionaridad fuerte na es muy utilizada en Geoostadistica, sin 
embargo, es esencial para aplicar técnicas no lineales: tales como 
kriging universal, kriging disyuntivo, kriginq indicador y kriging 
probabilistico, ver Zimmcrman y Zirnmerman (1989). La función aleatoria 
z (X) cumple con la estacionaridad fuerte, si para cualquier m\mero 
finito de puntos x1,x2,.,. ,>fo y cualquier vector h E O, la función de 
densidad conjunta de Z(x1), ••• ,Z{Xn) es la misma que la función de 
densidad conjunta de Z(Xl•h) , ...• Z(Xn•h). Esta forma de estacionaridad 
no asegura la existencia de loo valores esperados, las varianzas y 
covarianzas. De todas formas, los datos son representados como una 
muestra no aleatoria de una funcion aleatoria y por lo tanto no se puede 
probar por estacionaridad. La estacionaridad que se usa en 
Ceoestndistica es la llamada hipotesis intr1nseca (2.3.J), 

2.3.2 ESTACIONARIDAO DE SEGUNDO ORDEN 

Z(X) es de segundo orden estacionario si con las siguientes dos 
condiciones: 
(i) cov[Z(x+h) ,Z(X)] existe y depende sólo de h, ésto implica que la 

Var {Z(x)1 existe ~· no depende de x. 

(ii) E{Z(x)] existe y no depende de la variable x (detalles en cox· 
y Miller, 1965 pg 277). 

(U) El segundo momento asegura la existencia dol valor esp~rado Y ·de 
la varianza. 
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La estacionaridad fuerte no implica la estacionaridad de segundo 
orden. Es decir, una función estacionaria fuerte no necesariamente es 
de segundo orden de estacionaridad, ya que sus dos primeros momentos 
podrian no estar definidos. Sin embargo, en la cstacionaridad fuerte no 
siempre existen los valores esperados, varianzas y covarianzas. Por lo 
tanto no se puede asegurar la existencia de sus momentos. 

2.3.3 HIPOTESIS INTRINSECA 

La forma de estacionaridad implicada por la hipótesis intrinseca 
es esencialmente de segundo orden estacionario no por la fuiición 
aleatoria z {X}, sino por la diferencia de primer orden Z (x+h} - Z (X). 
La hipótesis intrinseca es el tipo de estacionaridad que se necesita ya 
que considera la estacionaridad de las diferencias entre las muestras 
(Journel y Huijbregts, 1978). De esta forma se pueden clasificar los 
rezagos con respecto a la dir<!cción y longitud dal vector de 
separación entre los grupos de muestras. 

Matheron (1963}, define a la hipotesis intrinseca de la siguiente 
forma: 

(i) E[Z{x+h) - Z(x}] = O para todo x, h E O 
(ii) 7{h) = 1/2 var(Z(x+h} - Z(x)] oxiste y depende sólo de h 

La primer condición, pide que lns diferencia::; var1en alrededor de un 
valor constante. La segunda condición asegura la existencia de una 
función que depende de h, la cual mide la correlación entre los datos 
(Cllpitu1o 4). 
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CAPITULO 3 

Determinación de la _·dependencia espacial 



4. CUANTIFICACION DE LA INTERDEPENDENCIA ESPACIAL 

Existen varias fornas de medir la dependencia espacial entre los 
datos de un fenómeno, una de ellas es a través de una función llamada 
variograma la cual se denota por la letra griega 7(•). El variograma 
es una función que caracteriza las propiedades de dependencia espacial 
de segundo orden de un proceso estocástico definido en R"'. su uso más 
importante es en la predicción espacial o Kriging. 

Para construir el modelo Geocstadistico e!:> indispensable considerar 
a la variabilidad del fenómeno corno una funcion aleatoria, y ésta a su 
voz: como una realización de un procc:::o ostocastfco el cual dcfinimo!: 
a continuación: 

Var(Z(s+h) - Z(s)) = 27(h), para todas, s+h E D -(3-) 

La cantidad 27 (h) es una función de la diferencia entre los· 'grados: 
de volumen del fenómeno en estudio evaluados en las localidades 
espaciales s, s+h, esta función ha sido llamada varíogrnma :(Matheron, 
1963). 

Las condiciones del variograma son las siguientes: 
L- Se requiere una suposición dCbil do cstacionaridad, la: cual es 

llamada hipótesis intrínseca (sección 2.3.3). 

El variograma y el correlograma son funciones que sirven para medir 
la interdependencia espacial entre las observaciones de un fenómeno. 

A continuación se presenta otra forma de medir la dependencia entre 
las observaciones, la cual es una función llamada correlograma. El 
correlograma es una Cunción p (H), la cual depende de la distancia -do las 
variables regionalizadas Z(x), Z(x+h); las condiciones del correlogramtt 
son las siguientes: 

1-. La función correlograrna requiere estacionaridad de segundo orden, 
(sección 2.J.2). 
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3. 1 EL , CORRELOGRAHA 

El Correlograma p{h) de la. variable regionalizada Z está definida 
por:. 

p(h) 
COV (Z(X), Z{X .. h) 

' " 
(3.1) 

donde, la_ covarianza se calcula para cualquier par de muestras de la 
variable regional izada Z(x), Z(x+h), x E o. La varianza de Z(•) es u 2, 
Matheron 1963, (sección J.1.2). El correlograma esta formado par una 
serie de correlaciones de una variable donde cada pareja dista de una 
longitud h una de la otra. En general, x y h ~on vectores, el valor p de 
J. 2 dependerb de la distancia h que existe entre las muestras como 
también de la dirección, p(h) torna valores entre (-1, l}. 

h h 

Se pra•anten t.re• llpo• de Correlo<JramM11JI 
A. - Repre•enle Ul'I buon coeporl-tenlo, en el •enlldo 

qvo 1• corroleclón entro lo& delo•, 9eparado• • 
dlstanc:ta• corta• dtl h, .,. alt11. 

e.- CrirrHpof!do o une fvnclón que"'" lndependtenle 
o que e• aleoleorla. 

c.- Corre•ponde a un.a función pcrlodlca. 
Í1<,1'J-t. 

h 

En ll!i figura 3-1 se presentan tres tipos de Correlogramas etiquetados 
con las letras A, B, y c. En la gráfica A cuando h=O, el valor de p(h} 
alcanza su tu6.Ximo en 1. 

En la grlifica B, a medida que h se incrementa el valor de p(h) 
decrece gradualmente hasta que eventualmente para distancias grandes de 
h, p(h) es cero, y por lo tanto la correlación no existe. Esta Ultima 
gráfica corresponde a una variable aleatoria, donde p(O) = 1, y p(h) =O, 

'ti h > o. 

La gráfica e representa un fenómeno ciclico. Cuando la distancia h se 
incrementa el corrclograma so transforma negativo i' positivo 
periódicamente hasta que finalmente para distancias muy grandes so hace 
cero. 
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Para estimar la función correlograma se supondré. que N(h) es el 
numero de parejas muestrales que están separadas a una distancia h. 
En general una distancia de clase ., se define como el grupo de parejas 
muestrales que están separadas a una distancia h dentro de una cierta 
tolerancia. Todas las parejas de datos que se encuentren dentro de 
ésta tolerancia formarán un conjunto, el cual se denotara corno hq. 
Entonces, se hablara de todas las parejas de puntos que e!:itén contenidas 
en este tipo de clase. 

La función covarianz;1 la definimos por grupos (ver sección 1.4), 
Jf(h/ 

C(h) = [-1
-] ¿ [ Z(X>) - Z ][ Z(X>+h) - Z ] 

N{h) - 1 
1 001 

y el correlograma muestra! e . .:;: 

r(h) = C(h) / s
2 

Donde Z y s 2 son estimadores del valor esperado y de la varianza 
respectivamente. Lo que se quiere es tener un número de parejas muy 
alto para rezagos pequeños, (Myers, 1987); pero en la practica no 
sucede asi, especialmente a distancias extremadamente grandes y 
extremadamente pequeñas. Esto es debido a que solamente se tienen n 
datos disponibles y no existe información adicional de observaciones 
separadas a distancias menores, ya que no hay rnás muestras. 
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3.2 EL VARIOGRAHA 

El Variograma es una función que da un valor de dependencia espacial 
entre los datos e indica qué tan parecidas son las muestras que están 
separadas a una distancia h. Es decir, el variograma da un valor al 
grado de variación entre las muestras separadas a una distancia h. 

A continuación el variograma se expresa como "el valor esperado del 
cuadrado de la diferencia entre los vollimenes de las observacionesM, 
Myers (1987). Esto es posible gracias a la existencia de los dos 
primeros momentos aplicados a la diferencia Z(x) - Z(x+h) de las 
variables regional izadas. 

27(h) = E[Z(x+h) - Z(x)J~ 

3.2.1 PROPIEDADES DEL VARIOGRAHA 

Matheron G. (1971), muestra que el variograma.~ ~~b.e. sa~·Ísf~~-~~: ia 
condición negativa semidefinida: .-.,,. -:._,: · --.. , :·· ··.' 

. ::·.:. ::·.,,.., 
¿ 1 :,r1

:
1

a1a1 27(s1-s1) :s o, para cua1C¡uier·_-m1rñ8-~0 ·d:rt:it6~-d~ --.l-ocaiidadÉis:. 

espaciales ( s1: 1•1, ... ,n) y nllmeros - reales.:;:----{ a1: 1s1 •• ·.;_:,~)-:~=-tJue :;~·~a-tisfá9an 
la condición E,: 1a1•0. ___ -o= .·.·-~-- _,, '-,-:O·--.~~~;:'. ''-'·~;-i::-· ... , 

Si z (X) cumple con la hipótesis intrinseca entonces, 

7(h) • + var[Z(x) - Z(x+h) J (3.3) 

El variograma es una función que depende de la distancia h, ya 

~~~er~~t::0::~~~ :~:n~roªi6um:~:s s:::Jt~aª:es V~téEnst~ª~o::::::a~;;~i~a m:~ 
termino llamado 11 zona de 1nfluencia11 .? (Mycrs, 1987): es decir para cada 
muestra x1, existe una árcn alrededor de la misma en donde los 
volúmenes muestrales son similares dependiendo de su proximidad con la 
muestra. 

L.11• v11llf•11n11• ,.u.,•tr-•le• •¡ue •" ublanq•n •!rededor de un punto 
1t, ••ntl•n11n un v•lal sl111il•r ni vo)U••n del punto•, por I•• 
praplord•d11s rr•lc•" <l"I íanó"'""º• I• cual e• I• defl'11C:lán de 
ir.a na d • 1 n ( 1 uen<: 1" 

La 11.ona d11 Influencia se refl .. r .. a que lor. valore• •u••t.r•I•• 

• l • I lar•• en e 1 e r la ar'"". 
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Esto es una consecuencia de las propiedades fisicas da los depósitos 
minerales que en términos Estadisticos se refiere a la dependencia que 
existe entre los datos. En ingenieria minera se define al variograma en 
tercera dimensión y se le da el nombre de ser.d-variograma o ley de 
dispersión, Mathcron (196J). )" (h) está definido sobre un vector h a 
través de la siguiente expresion: 

"1(h) = 2- JJJ [Z(s+h) - Z(s) J'1dV 
2V V 

(J. 4) 

donde Z(s) ol valor de la muestra la cual la variable 
regional izada tomada en el punto s del campo geomótrico V, y DV se puede 
considerar como una densidad uniforme. La vilriablo regionalizada Z(x), 
está definida sobre un soportc geometrico v, el cual es el volumen 
mineral de la observación evaluada en un punto (H.-itheron, 1963). Con 
respecto al gráfico de la función variograma, a medida que la función so 
incrementa, la zona de influencia se deteriord y la dependencia entre 
las variables disminuye. 

Esto se puC!de observar en la gráfica del variograma, donde la 
distancia -r;1 representa el valor de la covarianza entre las muestras 
ueparadns a una distancia h1 (figura 3.2). se nota cómo la covarianza 
"t"I = Cov[Z(Xo), Z(Xo+ht}] va disminuyendo conforme se incrementa el 
vector h1: 

''"'~.......,,.,._"' -·-. -· -h· 

f' 1 qura 3. a 

Las caracteristicas cualitativas de las variables regionalizadas son 
expresadas satisfactoriamente a través- del variograma .-

a) Analizando el nivel de corrolcaión entre las observaciones es 
posible determinar cuatro principales tipos de gráficas de varioqramas, 
los cuales se presentan a continuación. 

34 



·h . .: 
tiPo~con~inuo ·~- - -~tipo lineal-- - _tip_o ª~"'atorio 

rtqura l•'J, 

En el primer tipo la gré.fica muestra un correlación alta ~llamada 
variograma tipo continuo. Se le llama continuo debido a que las 
observaciones muestran un nivel de isotropia, es decir que el volumen de 
las muestras son similares. 

En el segundo tipo, o tipo lineal, el variograma está caracterizado 
por una tangente oblicua en el origen , y representa una variable la 
cual tiene una continuidad "en promedío 11 • 

El tercer tipo, revela una discontinuidad en el origen y corresponde 
a una variable que no presenta continuidad en promedio pero si un 
ef'ecto pepí ta. 

En el cuarto tipo el varioqrama corresponde a la noción clásica 
de variable aleatoria. Entre el tipo uno y el tipo cuatro existe toda 
una gama de variogramas intermedios los cuales son parte del objetivo de 
estudio de la Geoestad1stica. 

b) Si el variograma no es el mismo a lo largo de diferentes 
direcciones en el espacio entonces existen anisotropias en tales 
direcciones. La función 7 (h) no solo depende de la longitud del vector 
h, sino también de su direccion. 

Muchas veces veremos que si modificarnos el ángulo de direccion 
detectariamos tendencias que no se habian encontrado antes e incluoo 
identiticariamos diferentes tipos de anisotropias. En otras palabnsa el 
variograrna sufre distorsiones cuando se altera la direccion y la 
longitud del vector h. De esta fonna se obtiene información util 
sobre la estructura de variacion y localización de las anisotropias de 
las variables regiona.lizadan. 

e) Las caracteristicas e5tructuralcs del depósito son tarnbicn 
reflejados por el variograrna. Por ejemplo, el grueso del panel mineral 
aparece en la curva experimental como el rango a, en donde 7 (h) alcanza 
su máxir.io, es decir, el rango es igual al valor esperado del diámetro 
del volumen del depósito minernl, Matheron (196J). 
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El hecho de que los rangos son diferentes para varias direcciones, 
hace posible determinar en promedio, las direcciones de elongación del 
volumen del depósito mineral. Esto se puede lograr analizando la curva 
y el rango del variograma de esta forma podemos tener una idea de cómo y 
hacia dónde se desplaza el volumen del deposito ( F ig. J-4) • 

Por ejemplo: supongamos que tenemos un depósit.o mineral y el objetivo 
es analizar como se desplaza fisicamente su volumen mineral. 

La gráfica J-4 representa el área de muestreo, y supóngase que de 
acuerdo a las curvas de nivel de la grafica existe un cerro en el 
centro del área de muestreo o, el cual tiende a alargarse en la 
dirección 2rr, es decir hacia la derecha. Es por eso que al analizar la 
gráfica del variograma, se nota una tendencia en la dirección n/2. 
Por lo tanto, se calculó el variograma éstas dos direcciones, figura 
J-5A y 3-SB. 

n/2 
~· 

•f>2n 

rel11ct&'n de d11p11ndencte .,n\.rr lv• punlos 1y2,•n 111·dlreecld"n 
e• ••nor que la r" l ac 1.Sn dr d.,pendrncla .. nt.re los p~Los 2 y :3 
en ta dlrecc16n •m. 

Analizando las gr<ificas de las figuraf' J-SA y J-58 se nota que 
el rango a1 es menor qua el rango az. Esto quiere decir que el volumen 
mineral del depósito representado por la gráfica del Variograma de J-5A 
aumenta más rápidamente hacia la dirección n/2 que el volumen del 
depósito representado por el Variograrna de la gráfica J-SB, en la 
dirección 2TI. 
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T(h) 

~'.'"'kcf 
a1 a2 h 

h 
r1911ra 3-SA 

Cr,rt.;.t dl!I v;1.r\oqf.11.,11 

fin '" dlr .. cclll'n n12. 

r1Qura 3•5D 

r.r.{nc.s dfll varloqriima 

"º IA dlrec:c1J'n 2rr. 

De esta forma se deduce hacia dónde se desplazan las anisotropias del 
depósito mineral. De la gráfica J-5A se puede apreciar que hacia la 
dirección rr/2 y para h "' a1, la covarianza alcanza el valor do cero 
más rápidamente que en la gráfica del variograma 3-58. 

Para valores h > a1 los volúmenes muestrales no mantienen correlación 
alguna. En cambio para valores de h < a1 el variograma muestra 
covarianza entro los datos muy alta para distancias h pcquei'las. 

3.2. l VARIOGRAHA ISOTROPO 

Algunas veces el variograma es una función solamente del vector h 
no de la dirección. En este caso el variograma es llamado 111sótropo 11 • 

El variograrna es isótropo, si 21 (h) = 21º ( llh~). Es decir el 
variograma es el mismo a lo largo de diferentes direcciones. supongamos 
que el vector h se divide en d rezagos ~ h1: ial 1 ••• d ~, con objeto de 
evaluar el variograma en cada rezago. 

Sea h = (h1,h2, •.. ,h<1) E De Rtl, y la norma de h es la usual 

El variograma isótropo mantiene el mismo valor a lo largo de todas 
las direcciones del vector h. Si el variagrama mantiene los mismos 
par6metros, cuando este se evalua hacia diferentes direcciones. 
Entonces el fenómeno en estudia es isótropo. Esto implica que las 
propiedades f1sicas de la distribución del volumen mineral son iguales 
a lo largo de todas sus direcciones, o sea que se trata de un fenómeno 
suave. 
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3. 3 PARAMETROS DEL VARIOGRAHA 

El variograma tiene asociados tres parámetros los cuales sirven para 
ajustar una función conocida a la descripción de correlación, entre l.os 

, datos, obtenida por la gráfica del variograma • Los parámetros son 
nombrados efecto pepita, meseta y rango. Ellos describen en forma 
sintética los caracteres estructurales del fenómeno en estudio como son: 

- El mayor o menor nivel de continuidad en el volumen mineral. 

- La localización de zonas do influencia y anisotropias para las cuales 
el variograma sufre distorsionC!G cuando se altC!ril el ángulo del 
vector h. 

- El rango es un parámetro muy importante ya que representa en promedio 
el diámetro del grueso del depósito en estudio hacia determinada 
dirección, Matheron {1963}. 
Al calcular el rango en diferentes direcciones se pueden determinar 
las elongaciones o cambios en los vollimenes y la forma de la 
distribución del fenómeno en estudio. 

Los parámetros del variograma se fijan al momento de ajustar un 
modelo variograma la relación de dependencia que existe entre los 
diferentes grupos de parejas muestrales, esto se hace de acuerdo a la 
distancia y direccion de scparacion entre los grupos de datos. 

La estimación del variograma es mejor si el ntlmero do parcjaa 
muestralcs es alto para distancias h's pequeñas. Lo anterior no quiero 
decir que se tomen muchas muestras separadas a distancias cortas, ya 
que entonces, se estarían repitiendo tantas veces como se quisiera el 
mismo o casi el mismo valor. 

3. 3.1 EFECTO PEPITA 

El efecto pepita es un concepto que en Gcocstadistica es sinónimo de 
incertidumbre, ya que no se puede asegurar el volumen del fenómeno en 
cierta área; dicho término se aplica cuando se obtienen muestras en 
cierta area donde su volumen asociada no exhibe ningtln tipo de 
correlación. 

La forma de interpretar a.l fenómeno efecto pepita dentro del modelo 
Geoestadistico, es considerandolo como un pari\metro del Variograma. 
Gráficamente, el efecto pepita es rcpresC!ntado como una discontinuidad 
en el origen y correspondy a una variable regionalizada que no tiene 
"continuidad en promedio" . 

S•9Ún K•lheron 1963, la continuidad en pro••dlo ••refiere 
• la pobre correlaclln qu• exl•l• •nlre loa delo• de un 
fen.f•eno eapaclol donde •• preaenla el efecto papll•· 
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su nombre se debe a la mineria, ya que en las perforaciones de los 
depósitos minerales frecuentemente se encuentran gránulos minerales 
llamado pepitas minerales, como en los depósitos de oro y diamante. 

La presencia local de este efecto marca una incertidumbre en los 
volUmenes minerales de las observaciones, ya que no se puede asegurar 
el volumen mineral en esta area del deposito. También cuando se 
obtienenmuestras con un cierto volumen mineral próximas a muestras con 
casi no volumen significaba la presencia de un efecto pepita. 

3. 3.2 HES ET/\ 

El parámetro Meseta representa el valor máximo del variograma para el 
cual la covarianza entre los datos se transforma cero. cuando lhl--+ co, 
el variograma tiende a un valor fijo, l"(h) -t C(O). El valor C(O) se 
le llama meseta, Cressie (1989). 

La estimación de este parámetro está compuesta por la estimación de 
un meseta parcial mas un estimador del efecto pepita, Matheron (1963). 
El para.metro meseta parcial pertenece a un proceso continuo, el cual es 
el valor esperado del cuadrado de la diferencia entre Z(x) y Z(X+h). 
Las modificaciones que se tengan que hacer al partsmetro meseta se debon 
de aplicar a la meseta parcial en lugar de a la meseta total, debido o. 
que este último incluye al efecto pepita. 

3. 3, 3 RANGO 

Para cualquier vector a, para el cual l"(a) = C(O) y además cumpla con 
,-(a(l-e)) < C(O), para cualquier E > o. El vector 11 a" es llamado 
rango en la dirección a/ Ha U. El rango en la dirección a/HaR especifica 
el rezago más pequeño para el cual las variables regional izadas Z (X) y 
Z(x+a) no son correlacionadas. 

E5te parámetro frecuentemente es interpretado erróneamente, ya que el 
rango permite determinar en forma precisa las distancias entre los datos 
que deben ser incluidos en el predictor kriging, 

2(So) = 1~ ~1 Z(s1) (J. 5) 

El Rang~ no tiene una influencia directa en la varianza del valor 
estimado z {X), ya que indica la distancia para la cual los datos dejan 
de ser correlacionadas. 

Solamente los datos dentro del rango de So necesitan ser retenidos. 
El rango no indica que variables deben de ser incluidas en el predictor 
Kriging. Pero si muestra lan distancias en donde las correlaciones se 
hacen cero. 
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3. 4 ESTIHACION DE LA VARIANZA 

cuando estimamos un valor desconocido Z ·(X) a través de una 
combinación lineal de un grupo de n datos, la diferencia entre el 
valor observado menos el estimado forma un error, el cual definimos 
a continuación: 

C(X) = (Z(X) - z·cx)]. (3 .6) 

Este error es interpretado como una variable aleatoria, la cual es el 
resultado de la diferencia entz;.e la variable regionalizada Z(X) y su 
correspondiente valor estimado Z (X). 

Un buen estimador debe asegurar insesgamiento, es decir, que el valor 
eoperado de la dif€lrencia entra el observado y el estimado sea cero-, 
además, que la estimación de la varianza del. error sea minima: 

(i) E(Z(X) - Z (X) J =O. 

(ii) E(tZ(X) - z'cx»'J (3. 7 ) 

A continuación se considera un estimador de Z •(X) considerado como 
una combinación lineal de los datos; 

z• (X) • [ A1 Z(XI) 1 con 1-1, ••• ,n. (3.8) 

La forma que utiliza para minimizar la estimación de la varianza . _ .. 
representada en la ecuación (3.11), es a través de normaliz~r 'los peses:-· 

¡:: •• - l. 

La hipótesis intrinseca asegura que E (Z(x+h)] a µ,,Y x, h E o. 
Donde µ es el. valor esperado de Z (x+h) • Esto implica 
esperado de Z (X) es: 

E [Z(x)] • E¡¡::'" Z(Xt)] 

ya que las .\1 '• son constantes~ utili:a~di\.~ ·fa {~!~~)i~lón- o,=-·cde-~ia':--=---· _--_.-:--­
hipótesis intrinseca, 

= ¡:: •• " 
por hipótesis E /\ 1 = 1, V "" 1, ••• 1 n. Entonces, 

E ¡z'¡x)J • u. 
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2. - La, estimación de· la .varianza se puede considerar como una función 
lineal del modelo.'~.ariogram~.·-r(h), Journel y Huijbregts (1978): 

'.,.~ =.E e < [Z(X) - z°(x¡ 12
1 

n n 
2" E Al 7(K·- XI) - l: 
l•I l•1-

l: AIAJ ,., 7tKI - XJ) 

Bajo la hipótesis intrinseca (2. 3. 3) y aplicando la. condición de· sesgo 
se estima el volumen del fenómeno en estudio, ya sea en un punto o en un 
bloque, a través de una combinación lineal de los da~os disponiblo.s: 

n 

z• (X) "'t~l A1 Z\ (X )~ 

Es importante mencionar que no es suficiente conocer el valor esperado 
y la varianza de la función aleatoria z {X), para caracterizar el error 
de estimación. Va que también se necesitaria conocer los intervalos de 
confianza de la estimación, es decir se necesita saber que nivel de 
confiabilidad se tiene en la predicción de un vnlor z• (Xo), en una 
localidad conocida xo. 

La practica nos ha mostrado que cuando utilizan datos 
referentes a alqUn fenomeno espacial, la distribución de los errores 
exporimentales aunque no se distribuyen como una normal tienden u ser 
simétricos alrededor del valor esperado cero. 

l\fortunadamente, el intervalo [O, : 20"i: 1 contiene apró>eimadamente 

el 95\ de los errores observados (Delfiner, 1976). La expresión de la 
estimación de la varianza solamente se refiere a la geometria de la 
información y más no a los datos. Ya que la estimación de la varianza 
se podria calcular antes de tomar cualquier muestra lo cual permite 
diseñar un buen método de muestreo. 
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3. S .VARIANZA DE LA DISPERSION 

Al estudiar un fenómeno espacial el primer problema que se presenta 
es como ,medir ,la variabilidad del fenómeno, una forma de_ lograrlo ·es 
ut~l-iz~ndo en concepto de variable regionalizada. -

sea V una área o volumen, en donde se cumple la.- hipótesis 
· intrJ.nseca. El área o volumen V es la unión de N unidades .del mismo 
t~_m.a~o_ .. ~(x1) ~ 

S-ea z (X1) definida--por (3.12), la cual es la caractei¡~ti~~"·p~~~~e-diO~ 
sobre Cada unidad V1 (x1). 

Una medida de la variabilidad de las unidades z·dx1) dentro del Brea 
V es el valor promedio del cuadrado de las di terencias: 

s
2 

- * l [Z (XI) - Zv(x) )
2 

med~~:d:~ f~x{la::r:!o:ª!~~i~~==~~~o c~a~·~~) g:~e~~l~:~~~ ~:;~~~~~id:~ta 
ya que los valores Zv(x1) son también desconocidos. Pero una vez que s 2 

es interpretado cogio la obtención de una variable aleatoria s 2
, el 

valor esperado E(S ] se puede calcular. Por definición, "este valor 
esperado es la varianza de la dispersión 0 2 <•IV), de ... unidades dentro 
del área V" (Statistics Encyclopedia, pg 843). 
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CAPITULO 4 

Estimación del Variograma 



4. ESTIHACION DEL VARIOGRAHA 

Todas las diferentes formas de Kriging utilizan el variograma 
para determinar un peso a cada observacion durante el proceso de 
interpolación espacial. Los métodos de estimación del variograma son 
ineficientes debido a que la distribución del variograma se estima a 
partir de un número finito de datos y bajo suposiciones restrictivas. 
Por ejemplo, el negativo del variograna debe de ser positivo definido. 

Otro problema que se presenta al estimar el variograma es la 
presencia de anisotropias er. los datos. Aqu1 vamos a suponer que los 
fenómenos que analizamos son isótropos. Por lo tanto, aqui 
presentan modeloa de varioqrarnas l!;ótropos. 

El estimador del variograma insesgado simple es el siguiente: 
supóngase que z (x) satisface la hipótüsis intr1nseca entonces, 

..Ch) = + E [Z(x•h) - Z(X) J' 
el estimador no paramótrico de -, (h) es 1" • (h). Segun cressie (1988), 
define como: 

Hito/ 

r·(h).,. [-
1
-] L [Z(x1+h) - Z(x1)J

2 

2U(h) 
1

,, 
1 

donde N(h) es el numero de parejas Z(xt+h), Z(X•). 

(4.1) 

Debido a que .,· (h) es esencialmente un valor esperado muestral tiene 
la desventaja de ser no robusto. Ya que se considera a la variable 
aleatoria Z (X) como una obtención de un proceso estocástico, no so 
pueden hacer suposiciones respecto J"l la distribución de z (x). Por esta 
razón la distribución muestra! de 1" (h) no se conocerá. 

Ademas de la naturaleza no robusta de -, • {h), la práctica 
pueden surgir otras dificultades. En un .espacio de 2 o 3 dimensiones, 
h es un vector, esto implica que -, (h) está en función de la 
dirección e y de la longitud del vector h.-. 

Eoto es necesario paril poder id9ntificar posibles anisotropias. 
Entonces, el variograma estimado 7 {h) debe de calcularse para 
diferentes distancias y ángulos. 

Desafortunadamente ll{r,o) es muy pequeño para cualquier elección 
de hr y e. N ( r, "-') representa el mlmero de parejas Z (X) separadas a 
distancias de clase r y dirección o. Este inconveniente se presenta aun 
cuando las muestras de obtienen a iguales intervalos de separación de 
muestras consecutivas. El programa que se emplea en el ejemplo del 
capitulo 6 utiliza rczaqos en distintas direcciones para eatimar el 
variograma experirncntal -, (h). 
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El estimadqr·. Prcipúest·o· ··por Myel:s (1987), calcula el variograma 
experimental: 1 ( •.) ~~ .. ut.i~~z.an?o l:OS di fe rentes rezagos y ángulo~~ 

·cc¡x-y(,x-y,u) [Z(x)-Z(ylJ' dx dy 
(4 .2) 

donde 

G( i><~Yi ,X-Y ... ~l 

e "* sin- 1 
<X-y, U> 

lx-yl 
el vector u as unitario con dirección 0. Las parc.jas muestra las del 
yariograma 7(r,o) son todas las Z(x), Z{y), donde h1 < !ic-.YL < ha 
y 01 < o < e2. Estos pará.metros son utilizados para calcular 1 (r,e). 

SUJ2.0ndremOS que 01, _ BZ, hl, h2 SOO elegidos de tal forma _que 
h1 < r < h2, y e1 < B < 02, Esta condición ayuda a la estimación del 
vprj.o,grama porque aumenta el nUrnero de parejas usadas para calcular 
7 {r,a). 

Una desvcn1=_aia de este método 
sesgado de 1 {r,e). 

es un estimador 

En general el sesgo no es uniforme con respecto a r, 9 y depende 
de los patrones muestrales, "r,: 

J c¡¡x-y¡,x-y,,;¡ 7cJxCe)J,oJ «1x dy 

J G([x-y¡ ,x-y,u) dx. dy 
(4 .3) 

El sesgo será minimo, donde 7 es más suave y será mayor donde '1 es no 
di fcrcnciable. 

Cuando los rezagos y las ventanas do angulo 1 _son usadas, 
frecuentemente es necesario experimentar con el ancho de cada rezago 
y con el ángulo para obtener un ajuste más suave. Este hecho complica 
el problema de diseñar un patrón muostral para optimizar el 
variograma muestra l. 

Vctnl•n•• ln9ulo.- Set reflctrl7 a la •,.rlllud d,. la lul.-rom:I• que 

lct da a Uf'I lado y olto dal vecl11r •"Mulo d" d\r.,ccló"n V"t" 

d11lctr,.ln•r I•• •UC1SlfctS quCI C1nlran "" c::ad" '"'ª~u, fl<1t1ta f>•H. 
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Para patrones regulares o casi regulares de muestreo, el número de 
parejas es pequeño para distancias muy cortas, grandes para distancias 
intermedias y decrece conforme. la distancia es mayor que la mitad 
del diámetro de la región en estudio. Lo que se desea es tener un número 
grande de parejas a distancias cortas en el caso de que el fenómeno sea 
anisótropo, ya que se tendría una descripción más detallada de la 
dpendencia. entre los datos. En el caso de que el fenómeno sea isótropo 
no se necesitan tener muchos datos, yo. que se estarian repitiendo casi 
los mismos valores. 

Zimmerman y Zimmerman {1989), t;;umariza y compara varios métodos de 
estimación paramCtrica del variograma. Ellos concluyen que ningún método 
domina, pero sus simulaciones indican que el metodo de minimos cuadrados 
ponderados generalmente da buenos rl'.!sultados. Uoel Cressie (1985), 
propone minimizar la suma de cuadrados ponderados del siguiente 
modelo. 

. ' 
' [ 21 lhf'l) ] L 27(h(\) ;o)- 1 IN(h(k)) ¡, ... (4.4) 

Esta minimización está hech-a con respecto al parámetro del modelo 
variograma e. El vector h está dividido en k rezagos 
h(l) ,h(2), ••• ,h(k), que fueron usados para calcular el estimador no 
paramétrico (4 .1), el cual satisface las condiciones dadas por Journel 
y Huijbregts. 

4. 2 AJUSTE DE MODELOS VARIOGRAHA 

Se han desarrollado varios modelos de variograma y elegir el modelo 
variograma que describa mejor la dependencia espacial entre los datos. 

En la figura 3-511. se muestra un variograrna lineal el cual toma el 
valor de 7(0} "" o y alcanz:a su máximo en 7(h) = e, v h :i: a. 

El valor h "" a es la distancia máxima entre los datos, para las 
cuales las parejas muestrales son todavia correlacionadas. En algunos 
casos, existe un efecto pepito 7 (h) "" Co, cuando Co es diferente de cero 
conforme h tiende a cero (figura 3-58). 
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7~ e_ 
a 

h h 

4.,1 tJ••plo• d• varloqraa&• t.Íplco•1 A es un •od .. lo llnet1I CPll r•nqo a y 
lech11 C¡ D-•• un-mod•lo-llñeal cori-remao·a; lecho'Cy 9reclo P"Plt.Co¡ 
Ces un -d•lo ••f<Ír 1 co con ranqo a, lecho C•Co¡ y D ••un •odelo llnHI 
sin •asela, •• decir no esl• acolado. 

rl~ura 4-1. 

Los anteriores ejemplos muestran que el variograma 1 (h) alcanza 
un valor constante para dlstancias grandes h. Pero no siempre sucede lo 
mismo, la figura .;-10 muestra que ,- (h) continúa creciendo al menos 
para parejas muestrales separadas ..i una distancia h. 

Para tales casos, la hipótesis intrinseca (sección 2.J.J) se cumple 
pero las condiciones de estacionaridad fuerte (sección 2.J.l) no se 
cumplen. consecuentemente en este caso no podria existir al 
correlograma, Yill que la varianza no tiene limite al menos para la escala 
de h. Sin embargo, la tuncion varioqrama está definida y toma un valo:­
dcterrninado. 

La elección de un modelo variograma válido es muy limitado ya que 
el negativo de 7 {h) debe de ser una función positiva definida , Journcl 
y Huijbregts (1978), Al':lstrong (1989). Es mejor elegir modelos que sean 
conocidos por comportarse adecuadamente para ajustarlos al variograma 
experimental. Cuando la meseta existe se recomienda utilizar el modelo 
esfórico o un modelo exponencial, Mycrs (1987). 
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4. 2.1 VARIOGRAMA POTENCIA 

El modelo potencia es .el siguiente: 

27(h, Co, B, p) :s:: 2 (Co + blhlp ), 

Donde Co es el efecto pepita, 

4.2.2 VARIOGRAHA ESFERICO 

El modelo esférico es ilustrado 
P1?r, 

7(h) = Co.+ C((J/2) 
• Co + e, 

donde, Co es el efecto pepita, . a 

4.2. 3 

El m~deio'·-~>tponellcil11·'·e~-. -e~ ~~·~~il ¡~n~C! :~- '.~--· 
7(h) - ( ·º .. 

Co + C1 .[ l -

dando, _ Co ~ o, C1 ~,·.-º•,a > D.:· '!I 
, y Co + C1 es.la.mes_et_a~ 

4.2. 4 VARIOGRAHA: LINEAL-­' .. : . . <. -.. ; 
El modelo ·lineal- ~S e1' -~'i~JU¡~~{~:?~o 
7 (h) a Co ·+· C(h/a), para: -h <-·a 

Co + C, ·para :h ~ a 

donde, Co es el efecto ~epit~·, a es el rango 1 y Co + c·es 18. meseta. 
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4.2.5 VARIOGR/l.HA GAUSSI/l.tlO 

En el caso particular de la funcion covarianza de un proceso 
Gaussiano, el proceso es muy suave debido a que es infinitamente 
diferenciable. se ha demostrado que pequeñas modificaciones a la 
anisotropia pueden resultar en predicciones con valores muy diferentes 
en los promedios de las diferencias del cuadrado de los errores. 
SegUn Stein y Handcock (1983}, la función covarianza es un modelo 
pobre para la mayoría de los procesos espaciales, ya que existen 
propiedades fisicas que influyen sobre ella como por ejemplo la 
anisotropia. 

>(h) - [ o • 
Ca + Ci[l-exp(-h/a)}, 

para 

para 
h - o 
h > o 

(4 .9) 

donde, Cu 1:: O, C1 1: O, a > O 

•• 3 PROBLEHAS COMUNES ENCONTRADOS EN VARIDGR/l.HAS 

Algunos textos de Geoestadistica dan la impresión de qua es muy 
fácil calcular el variograma experimental y ajustar un modelo 
variograma, pero aquellos que lo han intentado se han dado cuenta que no 
es asi. Frecuentemente el variograma experimental es aberrante. En 
esta sección se presentan algunos de los problemas mas comunes vistos 
en variogramas. 

Matheron (1965) destaca el hecho de que el variograma experimental 
es muy variable para longitudes de h muy grandF.!S. El variograma 
experimental podria ser muy diferente para distintos subgrupos de datos. 

A continuación presentamos los problemas más comunes que se presentan 
en los variograrnas. 

Elcccion pobre de distancias de cl<tse 

Una elección pobre en los rezagos causa un comportamiento muy 
errá.tico en la grafica del variograma. Por- ejemplo. Supongamos que 
graficamos un histograma, donde el nümero de apariciones de 
parejas muestrales en cierto rezago es muy grande y para otros rezagos 
el nür:1ero de parejas es muy pequeño. 

Si no se torna cuenta este hecho, el comportamiento· del 
variograma seria no robusto. F.n la figura 4-2a se! muestra un 
variograma de contaminacion de carbon cuyos niveles se han calculado 
a 40 metros de separacion. La grafica 4-2b muestra el histograma donde 
se ven dos modulas con una frecuencia de l!paricion de parejas muy alta, 
cada una a 160 y 320 metros de separación. 
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En este caso el variograma debe de ser recalculado utilizando 
un incremento distinto, el cual no debcria de ser un ml.iltiplo de 160 
(por ejemplo, 100). De esta forma las parejas muestrales se 
distribuirian entre otros rezagos y el variograma seria mas suave que 
el anterior. 

Poblaciones mezcladas 

El término poblaciones mezcladas se refiere a que existen dos 
grupos de datos que vienen de dos poblaciones estadisticamente 
diferentes. Este tipo de problemas podrian surgir al efectuar dos 
muestreos en zonas distintas y mezclar los datos, o también este 
problema se podria presentar por la unión de dos grupos de datos 
provenientes de muestreos efectuados con diferentes métodos pero 
sobre la misma a rea. 
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CAPITULO 5 

El estimador-Krigi':'~ Ordinario 



5. EL MODELO GEOESTADISTICO 

La necesidad de obtener mejores predicciones a partir de un grupo 
de observaciones se puede encontrar en cualquier disciplina cientifica. 
Aquellas áreas que han tomado en cuenta nociones estadisticas referentes 
a variaciones aleatorias para predecir un valor en un espacio de 
dimensión n pueden llegar a dicho objetivo. Esto se lleva a cabo a 
través de encontrar la dependencia existente entre los datos. 

Nuestro modelo consiste en una función aleatoria estacionaria formada 
por un grupo do n variables aleatorias correlacionadas ~ z (XI) ~. 

Estas variables aleatorias satisfacen la misma ley probabilistica la 
cual se refiere a que el valor esperado de cualquiera de los n puntos 
es el mismo: 

E [Z(x>)] - E [Z(<)]. 

5 0 1 EL SESGO Y EL MODELO GEOESTADISTICO 

Primeramente, consideremos el valor estimado como una combinación 
lineal de lns n variables aleatorias. 

Como vimo!j en la seccion 3. 5, cuando estimamos un valor 
desconocido z (x) a travós de una combinación lineal de variables 
aleatorias, ecuación 3. 7, se forma un error el cual es a su vez una 
variable aleatoria, Goldgcrg (1962): 

= z·(x1) - Z(x1). 

El valor promedio mr os tarnbien aleatorio: 

l ' • kJ
1 

{Z (XI) - Z(Xl)). (5.1) 

Desafortunadamente, so puede utilizar ésta ecuación para obtener un 
promedio de la medida de los errores, ya que se nccesitarian conocer 
los valores reales Z(>e•), y estos no se conocen. 

La solución al problema de encontrar una medida del error, consiste 
en considerar a los valores reales desconocidos Z{x), como parte de un 
proceso estocástico y resolver el problema para el modelo teórico, aqui 
se va a utilizar un grupo de datos los cuales se suponen que representan 
ln relidad, 

Segun el capitulo J, cualquier par de variables aleatorias tienen 
una distribución conjunta que sólo depende de la separación entre ellas, 
y no de la localidad. 
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Sea C1j la covarianza c.ntre las variables aleatorias Z(Xi), Z(XJ) 
las cuáles están separadas a una distancia h. 

El error asociado a la estimación de una variable aleatoria, evaluada 
en un punto xa es el siguiente: 

R(Xo) - z•(Xo) - Z{){o), 

Si se sustituye z• (Xo) definido en 5.1 se obtiene _la siguiez:ite e~resión: 

_R(Xo)_ "" J.~· ~. (X1) - ___ Z_(X~).-'_ - -·- -.~-~---o·~~::-,-.~-~-º-=-:--
ahora se puede asegurar que el valor esperado- del ·erro_r_ en·· cualQ.u-ier 
punto es cero, ya que se sup~ne que el valor observado:es !gua~- al valor 
estimado. 

E (R(Xo)J E lf ;;,., Z(Xl)c;".'-Z(x_o) ]_•• 
·l•l. 

/ :-~:.·: ~ . -.~:)·-· -._:';;_ • f A1 E [Z (xÍ)J' - E[Z(x~)] 
l•I 

-e~tacionaria, 

El va1or esperadó del error E (R(xo)] en cualquier punto es el sesgo 
eo ese punto. Si se iguala a cero ese valor, entonces el valor estimado 
z (x) en ese punto es insesgado, por lo que se obtiene la siguiente 
expresión: · 

E [R(Xo) J • O E [ZJ l-Ai - _E [Z] = O 

E [ZJL Al - E (ZJ 

f A1 • l. 
l•I 
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S. 2 EL ERROR DE VARIANZA 'l EL MODELO GEOEST.A.DISTICO 

El método Kriging Ordinario tiene la caracteristica da producir. un 
grupo de estimadores cuya varianza de error es rninima. 

U~ = -+ f (c1 - tnrJ~ ... (5.4) 

Donde, u: es la varianza del error y mr es el valor_ promedio_- d~,.l~s_-;: 
errores cuya ecuación la definimos en s.1. 

Sustituyendo el valor de c1 y el de rnr en la ecu<:tción- 5.4~-·se~~bti~_~e- 1.o¡ 
siguiente: 

u~ • {-E [ [ Z(X') - Z(x1) J - {-E [ Z(x•) - Z(x1) ] ]~ 
1 .. 1 l•I 

Donde, los {Z(XI)) son los valores roalos y {Z.{Xl) r son ·los 
correspondient:es valores estimados. 

Si se. supone que el valor esperado del error es cero, entonces 
la varianza del error representada por la ecuación anterior se reduce a 
la siguiente: 

"•
2 =- ...!.... ~ rz· - z, 1~ 

k l~I I 

la razón de suponer que el valor esperado del error_ es cero es_ 
simplemente para suponer que los valores.observados Z(x) son iguales que 
sus correspondientes valores estimados z (x). 

Desafortunadamente, esta expresión contiene los valores reales los 
cuales se desconocen; y por lo tanto, no se puede calcular la varianza 
del error. Para poder resolver este problema se va a recurrir a los 
modelos de funciones .:ilcatori.:is. 

Primeramente, se forr.ia un sisteMa de n+l ecuaciones, de ias cuaieS n 
variables modelan el comportamiento del fenómeno alrededor de las 
localidades en donde se tomaron las muestras, y una variable modela el 
comportamiento del fenómeno en la localidad por estimar. 

Ahora se va a transformar el problema original de minimizar la 
varianza en su correspondiente modelo R(xo). Entonces, se resuelve el 
problema equivalente utilizando el siguiente modelo. 
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El procedimiento de minimización de la varianza del error se lleva 
a cabo '!l encontrar una expresión para la varianza del error en el 
modelo uR, para luego iqualar a cero laG derivadas parciales de primer 

orden. 

En resumen, primero se encuentra una expresión para .,.: , la t.O·rma·- de 

hacerlo es recurrir al teorema de la varianza de una_ combinación liiieril 
de variable aleatorias, Edward -Issaaks (1989), la cual- es: - ' - ·· · 

Vor [ f Ao Z•] e f f Ao ·"' Cov 
t.al 1-.1 J<>l 

Var ( R(Xo) 

El primer 

Cov C. 
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El segundo término ~s equivalente a: 

Cov (Z •. (X~) Z(Xo))-= cov-,(E ~i Z(>o) .. d Z(Xv)} 
'•t 

E(¡ t_?·' z_c~.1? -.~'.·-~e_·~~.~ l. ~·~:f Lt/·•. -~.<~~. ~] · : __ ~[ zcxQ>] 
. --~--- -·- - -.--;._,,- :---.,-_-

.,t, hl, E.E• [~(x1(z.(x~i] :~·(;J¡fx1>,i;.E;i~(X•)]] 
"°::,tf• ['i [Z~0~Z~J ,- E [ZI )•Et~o]J .. 

_ ... ·:· : 

_cOv:':( Zl •Zó 

El tercer ~érniÍ~o '~~~- l.~,~ ~arianza de -.z (><:o) : 

·_~¿~:~)-Zé:~i> .-'~_c_Xo-)·j·, · • Cov (zo•Zo] .. var (Za] -· - u. 

Final;n~nte:cse -~·~'um·~~· ·_es~~s ·tres términos, y se obtiene· una expresión para 
el valor- --~átim'ado .-de- ia:' var.ian~~ -del er~or a: : --

í\J C11 - 2! Al Clo ... (5.5) 

Ahora bien, el objetivo es r:tinimizar s. 5 sujeta a la restricción 
5.1. La forma de hacerlo es a través de obtener las dcrivadaG parciales 
de primer orden e igualarlas a cero. 

Este proceso produce un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. 
Sin embargo, el proceso de solución debe de considerar la restricción 
5.1, la cual implica introducir unil ecuación mas. 

Esto significa que se tiene un sistema de n+l ecuaciones con n 
incógnitas. Sin embargo, el modelo no acepta cualquier solución, ya que 
se está utilizando el sesgo aplicado al vector de peso~ A. 

Es decir, la solucion se restringe a aquellas soluciones cuya suma 
sea igual a l. Tales problemas se pueden resolver por medio de la 
técnica Lagrange. 
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S. 3 TECNICA LAGRANGE 

Este método es un procedimiento que convierte un problema de 
optimización con restricciones en uno si.n restricciones. La condición 
5.4 aumenta una ecuación sin aumentar una variable. Por lo que se tiene, 
un sistema de n+l ecuaciones con n incógnitas. Para evitar dificultades 
a continuación se muestra cómo se aumentó el parámetro u a la ecuación 
5.5 con el objeto de extender el sistema original a otro equivalente 
de n+l ecuaciones con n+l incógnitas (Edward Issaaks, 1989): 

2f>1 e;,. [ 2µ (f» - i j ]· es.o¡ 
1•1 l"l 

Ahora hemos transformado la ecuación 5 .1 en un sistema _de 
optimización sin restricciones. El numero que se aumentó en 5.6 es 
cero, el cual se formó de la ecuación 5. 1, en donde se asegura el sesgo: 

f ,, 
l•I 

2µ ( i ,, - 1 J - o. 
1•1 

Al igualar a cero las n+l derivadas parciales de primer orden, 
con respecto a cada variable At. Se obtiene un sistema de n+l 
ecuaciones con n+l incógnitas. además, si se iguala a cero la primer 
derivada parcial, de 5.6 se obtiene la condición de sesgo. 

8 (Ü~) = 8 (2µ ( J: Al - 1)) 
.. 2 U: A1 - 1) = O E Al - l. 

8 " 
• µ 

Ahora el- sistema. tiene __ n-t-:1- vaiiables y n+l. incó9ni tas. 
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5. 4 HINIHIZACION DEL ERROR DE LA VARIANZA 

El objeto de esta sección es minimizar la varianza del error 
representada en la ecuación 5. 6, la cual se minimiza a través de 
calcular las n+l derivadas parciales de primer orden o igualarlas a 
cero. 

Primero, se deriva el segundo término de la ecuación 5.6. La 
derivada parcial de primer orden con respecto a la primer variable At es 
la siguiente: -

au: E AIAJ C1 J) ap.1
2 Cu + 2i\1 i: i\JCIJ + r i\J 2 CJJ +E 2A-l E XfCiJ)->-

l•IJ•<I 1"2 ¡ ... 2 1•2 J•l •I -

8 Al 8 i\I 

A1 C11 
.. 

2 E i\1 CJJ. ,., 

El tercer término de -5.6 contiene sólo un valoC- de At y su derivada 
parcial de primer orden es la sigu~ente: 

ac r x1 e,,, 8 ( i\t Cio 
- C.10. 

8 Al 

El Ultimo término de 5.6 sólatne"nte -·' tié-ne.-.-"'Un Valor de í1 y su 
derivada parcial de primer. orden es _la ._s_igu~".!º1::~: 

8( .. 2µ -(-[.>.1.-_ 1_);:.) 

8 A1 

-~--:;-~ 8 (_:;~ii-Ú 

a. At 
- 2µ. 

Finalmente, la derivada p~rcizl1' d~ prilner f?rde-n -~~ la ecuación 5~6 es: 

a(.Ü~-) n 
.,. 2 E Al CiJ . - 2 Cio:. + 21J..' 

a i\1 Jc1 
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(5.7) 

error de la 
el siguiente 

- .-
I: AJ Ct J; + .. 1J._•-C10, parn:.tOdñf-1, ••. ,n- (S.8} 

J•l 

l: A1 • L 
1•1 

Este sistema se_ puede ·escribir en notación matricial, el cual 
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es ~lamado sistema .. Í<r~91n·~ -.. 9r_ci\nario: 

[-T ~r t] [t] [t] (S.•) 
Cn \ • • • Cnn 1 U 1 

Ahora; se 
anterior: 

Eate- resultado pc!rmi~~ 
de la varianza del , error. 

n ~ 

+ L A1. 

- ¡¡• - ( ¡: ,, ,., 

ln•ll ic t 

_ E~ta -~ltima ecuación se puede expresar en términos matriciales como: 

B (5.12) 

donde, á2 es la varianza Kriging Ordinaria, Ü2 es la varianza de Z(Xo), 
A es el vector de pesos que se quiere estimar, y B es el vector de 
covarianzas del punto xo con respecto a todos los puntos restantes. 

60 



5. 5 VALIDACION CRUZADA 

Este es un procedimiento para probar qué tan exactas fueron 
las estimaciones hechas por el método Kriging al usar el modelo 
variograma hipotético y los parámetros del variograma. 

El método kriging ordinario es un estimador linenl exacto ya que si 
se estima un valor en una de las localidades rnuestradas, se 
obtiene exactamente el mismo valor. 

Para probar que tan exactas fueron las predicciones, se propone el 
método de validación cruzada definido por Donald E. Myers (1987), 
Mntheron (1965) y Journel y Huijbregts (1978). 

El proceso de validación cruzada es el siguiente: 

Supóngase que se tienen n observaciones, el objetivo es eliminar una 
observación x1 para estimar ese valor utilizando las n-1 obsC!rvaciono::> 
restantes. Este procC!so se repite n veces, una para cada observación. De 
esta forma se tienen n valores estimado~, donde cada uno corresponde al 
valor observado. 

La idea es calcular ciertas estadi!;ticas par.1 determinar quó tan 
bueno fué el modelo variograma elegido para la estimación. 

si el modelo variograma rcf leja adecuadamente la correlación 
espacial entre el grupo de datos; entonces, los valores kriging 
estimados deben de estar cerca de los valores observados. Esta cercanía 
puede ser cuantificada por varios caminos. Generalmente, las siguientes 
estadisticas son las más usadas: 

(a) f¡- f [ Z(X•) - Z(X•) ] ,., 

Teóricamente el valor esperado de (a) dcberia de ser cero, ya que 
el valor observado seria igual al valor estimado. 

(b) ~e __ ~ JJ_zcx•) - Z{X•) r 
.,- ·. --· ' 

cé> ~-! (_zcx1) - z~<xí>_Jª 
,n .,., L en 

Este valor·--deber1a s&r uno ya que para cada muestra la difeioncia 
:~~!~daª; u~~lor··abservado y ·.el estimado se divid~ entre su desviación 
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5, 6 KRIGING POR BLOQUES 

Kri9in9 ordinario es un método de interpolación espacial puntual, 
pero muchas veces es necesario estimar un bloque o- un promedio de una 
área o volumen determinado, Edwa_rd Is~aaks (19~9). 

Supóngase que se quiere estimar el valor promedio de algün fenómeno 
sobre una área A. 

V• : -
1

- ~ V • 

. . · .· IAJ JI JE AJ 

Donde V• es una variable aleatoria que corresponde al valor esperado 
de una área A y. VJ ·son variables aleatorias correspondientes a 
puntos dentro del Bspacio· de localidades O, pero que no están dentro 
de A· (figura· 5-1). 

se necesitan transformar las covarianzas puntuales a covarianzas 
por bloques. Al realizar este Unico _cambio, se puede convertir el 
sistema Kriging Ordinario puntual a un sistema l<riging Ordinario por 
bloques: 

Cu "" CoV (VA • Vi) 

= E (V• • Vi) E ('?AJ •_E jV1 J 

} • E jV1 f 
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VA es una variable aleatoria que corresponde al valor esperado, o 
valor promedio dentro de ~na área A. VJ también es una variable 
aleatoria y corresponde a los valores puntuales dentro del Area A. Vt es 
otra variable aleatoria que corresponde a los valores puntuales 
fuera del área A, 

D 

: ; .. : : : 
. ·,· 

1..4.covarl~nxa':•nlre'el ~l~qui.t.~y •I 'punlo 
t;ual • l·a Pr.o•itdlo d• la ci:ivarlanz• 
con _el p\tiÍto 1-

1 ·,J .. u d11:A .. 
to.da.•-. ta~: ~unto j 

La. covarianza entre 'el._ punto_ .(_) ,_!:_l_: ~~:eq~~ · A-.':'ae ~.~pres-~n_ta por 
la siguiente ecuación: 

El sistema Kri9in9 s·.a se.transforma én· ei".~iquiente sistema: 
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El sistema Kriginq Ordinario por bloques tiene la ventaja de utilizar 
el promedio de una área y calcular la covarianza con otras áreas 
o con puntos fuera de A. El caso más comUn se presenta cuando el 
fenómeno en estudio contiene áreas en donde sus puntos no varian 
mucho entonces se obtiene un valor promedio que representa dicha área 
para evitar calcular las covarianzas do todos los puntos dentro de A con 
los puntos fuera de A. 
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CAPITU!.O 6 

Ejemplo de un 11;nálisis Geoestadistico 



6. APLICACION DEL HETOOO KRIGING ORDINARIO 

Lo que se pretende en este capitulo es desarrollar y mostrar el 
procedimiento de análisis Geoestadistico aplicado a un ejemplo con 
objeto de: 

- Predecir un valor Z (Xo) en uni:l localidad conocida x .. , en donde no se 
habia obtenido una observación inicialmente. 

- Encontrar una medida del error de la estimación. 
- Estimar una estructura de correlación entre los datos. 

El procedimiento general de predicción espacial consiste en: 
1.- Encontrar el predictor Z(xo) definido en (J.10) conociendo 

la localidad X<>. 

2.- Determinar el estimador de la varianza, O'k(Xo) definida en 
(S.5), conforme x'J varia a lo largo de la superfic:ie de 
localidades. 

J.- Calcular las ecuaciones kriging (5.9), una vez que el 
Variograma ( 4. 2) se conoce. 

Este ejemplo tiene el enfoque práctico de encontrar cómo se 
distribuyen los precios por metro cuadrado de terrenos en la ciudad de 
cuernavaca. Este estudio permite localizar y hacer deducciones acerca 
de la distribución de las áreas comerciales, residenciales y de zonas 
marginadas. 

Los datos 

Se tomó una muestra de 693 terrenos distribuidos uniformemente 
sobre toda la super! icie de la ciudad de cuernavaca. Debido a que el 
tamaño y forma del terreno influye en la calidad de la interpolación, so 
decidió tomar las muestras en el punto sur-oeste de cada terreno. La 
figura 6-1 exhibe el área total en donde se efectuó la medición y 
respectivo precio en dólares por metro cuadrado. 

Es importante mencionar que el tamaño y la forma de los 
terrenos influyen en el variograma experimental, y por lo tanto en las 
ecuaciones Kriging. Esto se debe a que el metodo kriging es un estimador 
puntual, sin embargo aqu1 se consideran los terrenos como bloques de 
áreas y un metro cu.:i.drado en cada terreno se considerara como un punto 
muestra l. 

El problema que so presenta i.11 elegir el metro cuadrado como punto 
muestra! dentro del terreno es que el tamaño y la !arma del terreno 
afecta la distanci.1 entre las muestr."lu, y por esta razón el variograma y 
las ecuaciones Kriging cambian. Lo que se propone en esta sección es 
estandarizar la forma de elegir el punto muestra! dentro del terreno, 
en este caso se eligio el metro cuadrado que se encuentra en el extremo 
de la posición sur-oeste de cada terreno de acuerdo a la dirección Norte 
señalada en la figura 6-3. Esto implica que las observaciones tendrán 
como cooredenadas las correspondientes a la parte inferior izquierda de 
cada terreno, figura 6-2. 

se realizaron dos estudios Geoestadisticos en forma indepcndicmtc. El 
primer diseño consistió en dividir el á.rea total en 5 partes, ver la 
figura 6-4, y efectuar estudios Geoestadisticos independientes en cada 
partición. El segundo diseño consistió en dividir el area total en 3 
partes, ver figura 6-16. 
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supupóngase que se tienen los terrenos A y B, y se eligieron los 
puntos muestrales de cada terreno de tal forma que la distancia entre 
las muestras es la minima, figura 6-2. se puede asegurar el hecho de que 
la correlación espacial entre los puntos l y 2 es diferente a la 
correlación entre los puntos J y 4. Esto se debe a que la distancia 
entro los puntos l y 2 es menor que la distancia entre los puntos J y 4. 

Este hecho afecta la dependencia entre los datos, por lo tanto 
el Variograma seria distinto; por ejemplo: 

supóngase que estima el variograma 7 1 
1 el cual considera 

las distancias más grandes entre cada pareja de terrenos; de 
igual forma se estima el varioqrama 7 2 utilizando la misma información 
pero en este caso se considera la distancia mínima entre cada pareja 
de terrenos. La siguiente gráfica muestra cómo la interpolación 
espacial cambia debido a la variación de la distancia entre los puntos. 

El variograma 1 ~ es distinto al variograma ¡ 1 1 ya que el efecto 
pepita asociado a 7 1 es ~as grande en proporción a la meseta y el efecto 
pepita del variograma 1 • Esto implica que la interpolación espacfal 

~i:~i~~~a a r~rint~~por::~~~~ csK:ai¿lanlg ut~ii;~~~~d~l :!rioV:r~~°ag~~~a 7 
es 

En la práctica esto quiere decir que el volumen estimado Z (xo) es 
distinto utilizando el patrón muestra! de los puntos 1 y 2 (muestras 
cercanas), que el patrón muestra! de los puntos J y 4 (muestras 
alejadas). 

punto muestra! l punto muestra 2 

L• dependencia ent.re I!• Lerrent1• varfa de acuerdo • 
Ja el•cclon del .. et.ro eleqldo c:ama punLa •U••Lr•-

, ~lqura 6•2. 

-- -1.!=I= =.-·.. ._:=:::r-1----~__JI~ 
"en cada Lerrena •• ellvll co.o punLa de 
•u••Lrea, la esqutn.- lnferlar taq~l•rda •n 

•I -pa de la ciudad Q •I •eLrci que •• 
ee en.c:uenLre al sur•oesle de lo• Lerr•nos, 

Fl9ure 6•3. 
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Programa Geoestadist.i co 

Se utiliza el programa Geo-EAS, el cual es un paquete de análisis 
Geoestadistico escrito en Fortran 77, para encontrar la función 
variograma, para resolver el sistema de las ecuaciones Kriging y para 
encontrar la medida del error de la técnica validación cruzada. 

Restricciones del programa Geo-EAS 

Debido a que la subrutina Prevar del programa Geo-EAS sólamente acepta 
un máximo de 180 datos, el a.rea total de estudia formado por 693 datos 
se dividió en 5 partes analizar posibles anisotropias en la intersección 
de las particiones corno se muestra en la figur;1 6-<1. Cada archivo se 
analizará en forma independiente. 

La rutina Prevar produce un archivo de salida formado por el número 
total de parejas muestrales de n datos. El máximo número de parejas 
que puede formar es 16384 debido a que la siguiente subrutina llamada 
Vario no puede analizar más de este número mrixima de parejas. El limite 

t:¡i~e:~/2 ~l l~~~~~o d;e d:!~~e d~l ... ª~~~~';~8~~5~1~~~r ii~:"' 180.53. Por 
esta razón se dividió el área total de 693 datas en 5 archivas para 
su estudio. 

En la tabla 6-1 se muestra el nombre de cada archivo de datos con 
su respectivo mllmero de datos y la parte que corresponde del área total. 

nombre del archivo No. de partición No. de datos area de partición 

plot-1.dat 
plot-2.dat 
plot-3 .dat 
plot-4 .dat 
plot-5.dat 

Plot-2.dat 

Plot-5.dat 

Plot-3 .dat 

El •re• de <l'SLUd 1 D ae 

179 
172 
178 
221 
194 

Plot-1.dat 

Plot-4 .dat 

nar-oestc 
nor-este 
sur-oeste 
sur-este 
centro 

.. 

parl<I'• ••• una parL• c:•nLral. 



Illp6tes1s sobre el Hodelo 

Los datos· se consideran como obtenciones de un proceso estocástico 
estacionario de segundo orden, en particular utilizamos la hipótesis 
intrinseca aplicada a Z (X) , Se supone que los datos 
( Z (s1), Z (s2), ••• , Z (St79) ) , son observaciones tomadas 11 sin ninguna 
medida de -error". 

Anállsls Geoestadistico utilizando Geo-EAS 

A continuación se presenta las rutinas del paquete Geo-EAS que se 
utilizan para desarrollar un estudio Geoestadistico simple. 

Programa Geo-EAS (meml principal): 
1) Rutina Postplot: Gráfica de la distribución de la información 
2) Rutina Statl: Estadisticas univariadas 
3) Rutina Prevar: Reducción da pares rnuestrales 
4) Rutina Vario; Estimación do las distancias de clase, dirección 

y ajustes de los parámetros del variograma 
5) Rutina Krige: Cálculo de las ecuaciones kriging 
6) Rutina Conree: Gráfica de contornos, curvas de nivel, y 

gráficas de la medida del error 
7) Rutina Xvalid: Estimación de los valores en cada localidad 

muestra! utilizando la técnica validación 
cruzada. 

6 0 1 DISEÑO 1 DEL ESTUDIO GEOESTAOISTICO 

como se vió anteriormente existen algunas restricciones las cuales 
obligan a hacer particiones del grupo de datos. El procedimiento 
Geoestadistico qua se utilizará es el siguiente, 

1.- Desarrollar un· análisis Geoestadisti<;o independiente para cada 
archivo de datos correspondiente. 

2.- Describir en forma detallada el análisis Geoestadistico para el 
archivo de datos plot-1.dat. 

3. - Presentar los resul tactos de plot-2. dat, plot-3. dat, plot-4 .dat 
y plot-5.dat con sus rcspectivaG interpretaciones. 

4 .- Obtener los resultados dC! la bondad dC! ajuste a través de la 
técnica validación cruzada para cada archivo do datos con 
objeto de encontrar las zona~ anisótropas. 

s.- Graficar las curvas de nivel del área estimada. 

6 0 2 ANALISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO PLOT-1.DAT 

El análisis Geoestadistico consiste en estudiar el grupo de l.79--dAtOs' 
del archivo Plot-1.dat, que corresponden al arca 1 de le. figura 6~1. ,' 
Para desarrollar el estudio Geoestadistico a continuación se muestra'-, 
como se utiliza el programa Geo-EAS. ' 
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6.2. l EL ARCHIVO DE DATOS 

Primero se tiene que conocer como se distribuye el grupo de datos 
Plot-i.dat. En este caso, se utiliza la subrutina llamada Postplot, 
la cual permite grt1ficar las localidades de las muestras, y 
entonces se puede apreciar la distribución espacial en el área de 
estudio del grupo de datos. Esta rutina clasifica los datos por 
cuartiles. 

El Objetivo de la rutina Postplot es analizar por medio de una 
qráfict1 el grupo de datos para localizar posibles datos aberrantes, 
patrones de dispersión, o zonas de altas de concentración de datos. 

; tu~:f~tt~ ~-~1 
.. ;;., ... '• 
.·~ , .. -.. 
:<::= • •• 

' t··-· .. ;-

l'..r.Cf I<'• P<>•lf>l"l d•I ••Chl"o Plol-1.d.Al 

rtqur" c.-~. 

Las coordenadas (x, y) es tan dadas en kilómetros y el centro de la 
ciudaG) se considera como el origen de un sistema cartesiano de puntos en 
o e R"". El a rea de rtuestreo es el espacio de local ida des O es: 
~SI : i .. l, ••• ,n~. con SI E o e R'!. 
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En la figura 6-5, se puede apreciar el comporta.miento de la 
dispersión de los datos de Plot-1.dat, se nota la acumulación de valores 
altos en la parte sur-oeste y de valores bajos a lo largo de la 
parte norte y norte-este. 

El. Variograma se calculó en la dirección oeste-este a oº con 
respecto al eje X. Los valores más altos están marcados con •, los 
cuales llegan a ser hasta 5 veces más grandes que los valores c. Estos 
dos grupos están relativamente cercanos e incluso existen áreas en donde 
los velares de ambos grupos se mezclan. Esto va a implicar una 
varianza mayor en esta zona. 

6. z. 2 ESTADISTICAS UNIVARIADAS 

Ahora se van a generar algunas estadisticas del grupo de datos. La 
rutina Statl contiene opciones para graficar histogramas y acumulación 
de probabilidades. 

D,111A ri~1•5:tap'"o''t'4-t.<i1.t _ __,_,. __________ _ 
811.· 

6íL ~ 

'1 

.:o,. 

Hl•lo~r•...,. del •rchl<to Plul•t.d•l 

íh;iura 6-6. 

S t"' t 1:;: t tes 
HT,,t;i.I l'.'9 
H 11(1u : ¡j 
P4USf'd : 179 

l'l••n : 
IJu•u.nef: 
Std. fnov· 
"'<:.'J. 
Sl<twntss; 
l:1Jrtos1r· 

"1'11111"'"'". 
zs~h :: 
l'Wd11n ; 
751h ~ : 
Kllfl"'1Jli . 

,,. 

Como se puede apreciar, el histograma tiene una frecuencia muy alta 
de valores Z(x) '• menores que JJ. Este hecho también se puede apreciar 
en la grAfica de probabilidades. 
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<I, ~9'1 
2fil.óle0 
45 í!l:<P 
1~ 00~ 

451:! dQ0 

Aqui, se grafica sobre la abscisa el porcentaje acumulativo de 
aparición de cada observación contra el valor precio que toma cada 
observación. Se puede apreciar fácilmente la acumulación de los valores 
menores que la media 1..1 "' 66.47. El BO\ de los datos son menores que 
100. El valor maximo es 450 y el minimo es 9.5. 
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6.2.3 A.HA.LISIS DEL VARIOGRAHA 

La estimación e interpretación del modelo variograma es la parte 
esencial de cualquier estudio Geoestadistico. 

Todos los métodos de interpolación espacial necesitan algUn tipo de 
correlación entre los datos para explicar las propiedades fisicas del 
fenómeno. El modelo variograma define la estructura de correlación 
espacial del grupo de datos y sirve para que el estimador Kriging 
asigne pesos a las muestras durante el proceso de interpolación. Si la 
asignación de los pesos es correcta entonces existiril. cal !dad en los 
resultados, ya que la interpolación será adecuada. 

Lo que se quiere saber es qué tan confiable es la medidil de 
dependencia entre los datoG disponibles para representar una nueva 
localidad hacia otre distancia y direccion. 

Se intentarán utilizar Variogramas experimentales distintos hasta 
encontrar el que sea apropiado a cst.e caso. r, continuación se 
utiliza la rutina Prevar, la cual genera un archivo llamado Plot-1.pcf. 
Este archivo esta formado por las distancias entre parejas de datos, 
donde se clasifican por grupos de acuerdo a la distancia de cada muestra 
contra todao las restantes. 

6.2.4 CALCULO DE LAS PAREJAS HUESTRALES 

El programa PrCVilr a.cepta el archivo de entrada llamado Plot-1.dat 
y genera el archivo de salida llamado Plot-1.PCF. Este Ultimo es el 
archivo de comparación de parejas y contiene información concerniente 
al n\.\mero total de parejas mucstrales separadas a ciertas distancias. 

Esta rutina calcula el numero de parejas de acuerdo a las distancian 
de separación para después grabarlas en un archivo de salida que será. 
usado por la rutina vario. 

6.2.s PARAHETROS DEL VARIOGRAHA 

La rutina Vario modela y analiza un variograma bi-dimcnsional 
isótropo. El objetivo de vario es encontrar los parámetros dol 
Variograma, loa cuales asignan un pm;o a cada muestra en el proceso de 
interpolación. La fonna de encontrar a los parámetros efecto 
pepita., techo y rango es la siguiente: 

Primero.- Se especifica el vector h, es decir tenemos que definir 
cómo se divide el vector h de tal forma que dejemos 
muchas parejas muestrales a distancias corta::>. 

Segundo.- Se Tiene que especificar un criterio de selección de 
la orientacion de los p..ires muestrdle~; es decir, la 
dirección del vector h y su tolcrnncia. Para mayor 
información consulte el manual de usuarios del programa 
Geo-EAS. 

Tercero.- se desea ajustar un modelo variograma isótropo conocido a 
la descripción de la gráfica del variograma. De esta 
forma se pueden encontrar los parámetros efecto pepita., 
meseta y rango. 

La dirección determina el criterio de selección de las parejas 
muestralcs, Myers (1967). Para este caso se utilizó una dirección de h 
de oº paralela al eje x. 
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En la figura 6-8 se ilustra la forma en que se eligen los rezagos. 
En donde la dirección tiene un valor de cero grados. La dirección es un 
parámetro numérico muy importante en la determinación de las 
anisotropias, la dirección se mide en grados {o radianes) y aqui se va a 
considera:: que la dirección tiene un rango que oscila entre O y 180 
grados. 

La tolerancia es un valor trigonométrico en grados que tiene 
un rango entre cero y 90°. Esta opción sirve para definir el ancho de la 
banda que incluye los datos dentro de éste rezago. 

La tolerancia es positiva y negativa. Es decir, la tolerancia va a 
tener una amplitud del doble de su valor con respecto a la linea central 
de dirección del vector h. Por ejemplo; si la dirección es de soº y 
la tolerancia es 10°, la amplitud que cubre la zona de elección de 
parejas estará entre los ángulos 40° y 60~ Para el caso del archivo 
plot-1.dat la tolerancia que se eligió es de 90°. 

segundo 
grupo de 
dist. -> 
do clase 

primer 
grupo -> 
de dist. 
de clase 

Eo ••l• r1qura .,. ... .,.tr,. •• tncluy•n 

Es necesario experimentar con las distancias de clase para obtener 
una gráfica mas suave, Myers (1989) explica este hecho. warrick y 
Mayers (1986), han demostrado que es posible intentar varios ángulos e 
incluso forzar el numero de parejas para cada distancia de clase de 
tal forma que se aproxime a la distribución real. En otras palabras, se 
puede ajustar los rezag:os en forma individual para que la 
distribución se aproxime a la requerida. Lo que se desea es tener 
un numero al to de parejas muestra les rezag:os pequei'los t Myers ( 1987). 

En la tabla 6-2 se muestran las distancias de clase, llamados 
también rezagos y la dirección de vector h. 
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La siguiente figura 6-9 muestra el variograma 2j (h) para 10 grupos 
de distancias de clase ~h(l)e,h(2)e, ••• ,h(lO)e~: donde el vector e 
tiene una longitud de lel • 1 (kilómetro), y una dirección de o 
grados (eje-X). 
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6.2.6 MODELOS VARIOGRAHA 

Se experimentó con un modelo lineal y un modelo esférico, sin embargo 
no hubo diferencias notables para elegir alguno de ellos. se decidió 
utilizar un modelo variograma esférico. 

El Varioqrama esférico es: '1 (h, A) '"' Ca + e [J/2 - 1/2 h/a ] 3 , 
donde A• (Ca, c., ae) = (1500, 2500, 6), y h • (ht, h2, ••• , hto). 

..... 

..... 
ZBIN. 

• 

P .1. r .a""• t • r" r, 

! rlh :plot•(,pc( 

1 Pa.irs ! 9885 

, ·-·~U.1r-Pttc10L1,.1ts 
_...---- ' ~!~!::: 45~: = 

'Kun 
~------------ !.l"r "· 

'>6.4i'S 
6411.l .. 

~l1t.1nct 
;, 

AJuaLe de un ... ooelo Yt1rJ09re1M e le qr.(rtce del 

Yt1tlo9r......, •»•J>•rl.,.,nlel 

Fl9ur• 6-\o. 

Ahora se pueden calcular las ecuaciones Kriging basadas en (5.4) y 
los mapas basados en las ecuaciones (5.J) y (5.5) ser graficadas. 
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Un rezago es un conjunto de datos que tienen la cualidad de mantener 
la misma distancia entre ellas, pero con cierta tolerancia, ver el área 
de tolerancia de 1a figura 6-8. 

Los grupos de rezagos se eligieron segun el siguientes criterio. 

l.- La distancia minima entre las parejas muestrales es 0.125 Km. 
2.- La distancia máxima de los rezagos es 10 Kms. 
3. - El incremento entre rezagos es de 1 Km. 

La idea consiste en tratar de obtener el máximo de detalle en el 
varioqrama para distancias pequeñas. Sin embargo, Myers (1987) explica 
que siempre habré. una distancia mipima entre las muestras, en donde no 
se podrá eotimar el variograma ,.. (h) para distancias menores a este 
minimc. Esto implica que 7 no se estima en este intervalo. La varianza 
Kriging considera esta incertidumbre dentro del efecto pepita como 
también considera los errores de muestreo. 

Para patrones de localidades regulares o casi regulares, el número de 
parejas separadas a una distancia corta es pequeJia, grande para 
distancias medianas y decresc para distancias que excedan la mitad del 
di6metro de la región de interes. El variograma no ovalua las dista11cias 
de clase mayores a la mitad del diámetro del panel en estudio. La rutina 
Vario se basa en este hecho por default y divide el vector h en 
subintervalos iguales hq con objeto de calcular el variograma en cada 
subintervalo. 

'l•(hq) ""
1

t(Z(X1+hq)-Z(X1)]:? 

A continuación se ajustó un modelo variograma a la descripción de la 
dependencia entre los 179 datos de Plot-1.dat. 

Parámetros del Variograma 

Los parámetros del variograma que se encontraron son lcis siquientes: 
Un efecto pepita de 1500. 
Un meseta de 2500. 
Un rango de 6. 
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6.2.7 HETODO KRIGING ORDINARIO 

ESTA 
SAttR 

TESIS 
M LA 

NO DEBE 
fti~LIOTECA 

La rutina Krige calcula las ecuaciones kriging (5.12) los parámetros 
del variogratna obtenidos en Vario con .objeto de asignar pesos a las 
muestras. Para predecir el valor de z en una localidad nueva xo. 

,.,., 
zº (Xo) = ¿ .\1 Z{XI) ... 

Una vez que se calculen las ecuaciones kriging estamos en posibilidad 
de graficar los contornos de las curvas de nivel y de poder checar la 
Areas en donde la varianza de la dispcr5ión es mayor. 

6.2.B PREDICCION ESPACIAL 

Conree es una rutina que produce mapas de curvas de nivel de la 
variable aleatoria z (x), En la siguiente figura se aprecian las curvas 
de nivel que se desplazan en la parte sur-oeste, la cual es la parte que 
corresponde a observaciones con un volut:'len alto. 

Krigir.g diimates ~rc·d•Jced iré·r~ dJ\o iile pló\-1.gr 
9.60 Coritours for •:! ~ 

\ 

5.41 

1.21 

cr.ln.:11 de I•• curvas d~ nivel 1.tUll1•nde1 I•• 
rutln• Conree. y •Pllc•dl'.I 111 ar.:hlvo. Plol•l.d11l 

f'lQur• 6-U. 
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6.2. 9 VARIANZA DE LA DISPERSION 

La rutina Xvalid efectúa el proceso de validación cruzada, la cual 
es una técnica que elimina un valor de los datos y estima ese 
punto utilizando los datos restantes. Este proceso se repite n veces 
con objeto de comparar qué tan cerca está el valor observado del 
estimado. 

Interpretacjón de Valldación Cruzada 

En la primer columna se tienen los valores 
observaciones: 

1.- Primer cuartil: 
2. - Segundo cuartil: 
J.- Tercer cuartil; 
4. - cuarto cuartil: 

9. 5 s X :s 20.0 
20.0 < X :r 48.0 
48.0 < X :s 76.0 
76.0 < X :s 450.0 

El valor minimo es 9.5, el 25\ superior es 20.0, 
75\ superior es 76.0, y el mé.ximo valor es 450. 

Estos son los cuartiles de las estimaciones: 

l.- Primer cuartil: 
2.- Sequndo cuartil: 
3 .- Tercer cuartil: 
4. - Cuarto cuartil: 

9.648 :s X :s 21.299 
21.299 < X :s 43.158 
43.158 <X :s 74.193 
74.193 < X :s JJI.190 

Ahora se analiz¡tra el error de estimación el cual es producido por la 
diferencia Z(x)-Z (x), El objetivo ya no es minimizar el error 
de la estimación sino identificar las tareas de la varianza entre el 
observado y el estimado, como se verá en los siguientes dos casos. 

Caso 1.- cuando el S!rror de estimacion es mayor o igual 
Z (X) ~ Z (X) , 

Caso 2.- Cuando el.error de cstimacion es menor que cero: 
Z(X) < Z (>.'.). 

El objetivo de las siguientes gráficas es localizar las zonas de 
varianza de la di!;persión utilizando los resultados de las gr6.ficas 
del error obtenidas por la validación cruzada. La gráfica de la figura 
6-128 muestra con una cru~ {+) el caso 1, y con una (X) el caso 2, El 
tamaño del error se representa en forma proporcional con el tamaño 
del simbolo. Si el error es grande el simbolo será grande y viceversa. 

A continuación se muestra las gráficas de los errores de la 
predicción hecha por las ecuaciones kriging (figuras 6-12A y 6-128). 
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La x indica que el valor observado es menor que el estimado y la + 
indica el caso contrario. El tamaño de la +/x representa la dhnensión 
del error. 

Ident1Eicac1ón de zonas de varianza de la dispersión 

En esta gráfica se pueden apreciar las zonas en donde la varianza de 
la dispersión es mayor. Se sabe que existen anisotropias conforme 
se avanza de la parte norte-este en dirección sur-oeste. Al alcanzar 
esta porción de la gráfica lds estimaciones rcgiatran un valor 
máximo de 331.190. 
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6. 2.10 IHTERPRETACION DE LOS RESULTADOS KRIGING 

La interpretación de los resulta dos de las estimaciones del 
método Kriging se hizo_ analizando las curvas de nivel ,de la_ grá_fica 
anterior. A continuación se muestra las curvas de nivel y -se-.marca ·por. 
donde pasa la autopista México-Acapulco. · -

Eie-X 

Gr,flc• d• I•• curv•• d• nlv•I y da I• pArl• nor~e•t.11 d• Cu.rnmv•c• 
F19un 6-t:J. 
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También se pueden distinguir las siguientes caracteristicas: 
1.- La curva de nivel correspondiente a un valor de Z(X) • JO 
se desplaza por encima de la linea que marca la autopista de México a 
Acapulco, Del lado derecho de dicha curva se encuentran terrenos de 
siembra cuyos valores por metro cuadrado son inferioreG a los 15 dólares 
y cuyas dimensiones exceden a los 100, ooo metros cuadrados. En cambio 
del lado izquierdo el valor de los terrenos se incrementan entre 30 

.Y 40 dólares el metro cuadrado. 

Ahora se quiere saber qué tan dispersas están las estimaciones en 
relación a los valores reales, aunque los valores reales no se 
conocen. Se van a utilizar las observaciones como un punto de 
referencia. Bajo la suposición de que el muestreo se obtuvo sin ninguna 
medida de error. La técnica validación cruzada nos va a dar una idea 
de la bondad de ajuste del interpolador. 
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Conclusiones de Plot-1. dat 

Los resultados de esta comparación muestran que la variabilidad 
del fenómeno precios de terrenos tiene un patrón de concentración en 
donde los valores altos se agrupan en a.reas comerciales y 
residenciales. Los valores mAximos se agrupan en el centro de la ciudad. 

se pueden localizar las á.reas de varianza de la dispersión en 
la figura 6-12A y 6-128. Esta varianza de la dispersión se puede 
interpretar de varias formas ya que existen muchas razones por las 
cuales el valor observado sea muy diferente del valor estimado. Los 
errores pueden ser causados por varias razones 1 a continuación 
mencionan algunas de ellas. 

L- El tamaño y la forma del terreno influye notablemente en el 
variograma y en el método l<riging. AdemAs que los terrenos mas chicos 
estén en el centro de la ciudad y los terrenos más grandes están en las 
afueras de la ciudad. 

2. - Es posible que existan errores en la captación de la información o 
que el método de muestreo que se utilizó no haya sido el adecuado. 

J.- Las observaciones no necesariamente representan el valor real 
del precio del terreno, ya que el precio está sujeto a la oferta, y 
detaanda entre otros factores. 

4.- oe la gráfica de Postplot se pueden detectar valores extremadamente 
altos en la parte sur-oeste, Evidentemente, existen anisotropias 
en esta dirección ya que la varianza de la dispersion es grande. 

s.- Estas anisotropias provocan distorsiones del volumen de las muestres 
que a su ve'/. son interpretadas por el efecto pepita en el variograma. 

6.- No se tiene un nUroero grande de parejlls muestrales separadas i'I 
distancias pequeñas. Esto implica que la interdependencia espacial para 
este tipo de distancias no es muy fuerte. Ademas, el variograma no se 
puede estimar para di~tancias Jnenores. 

En general, se puede concluir que los resultados de las estito.acionús 
que se presentaron en esta sección nos dan una idea de la fluctuación de 
los precios de terrenos en la parte nor-este de la ciudad de cuernavaca. 
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6.3 RESULTADOS DE LOS ARCHIVOS PLOT-2.DAT, PLOT-3.DAT, PLOT~4.DAT 
Y PLOT-5.DAT 

Ahora se va a ver los resultados del análisis Geoestadistico de los 
archivos 2,3~4, y S utiliiando la rutina Xvalid y Conree. 

Interpretac1ón del área total de muestreo 

El programa Postplot puede gra t icar hasta 1000 datos y con un 
minimo de 3 variables y un máximo de 48 variables. Para nuestro 
propósito, no tenemos problema alguno en graficar los 693 datos. 

Los valores más altos se encuentran concentrados en las curvas de 
nivel de la parte central del mapa área total ver figura 6-14. Esta área 
alcanzo. valores entre 400 y GlO dólares por metro cuadrado estos están 
marcados con un asterisco ('*) en la figura 6-5. 

En la figura 6-15 se pueden localizar las areas más altas 
correspondientes a zonas residenciales y comerciales como por ejemplo:, 

Alrededor de las coordenadas (O, O) en un circulo con diámetro 
de 2 kilómetros se encuentra el centro de la ciudad; esta área 
tiene asignada la etiquetada A en la figura 6-15. En la zona sur del 
centro como a 6 kilómetros se encuentra el fraccionamiento residencial 
Tabachines localizado alrededor de las coordenadas (1.70, -B.55) y en un 
diámetro aproximado de un kilómetro, esta zona está etiquetada con la 
letra B. En la parte este se encuentra el centro comercial Ln 
Luna, localizada en Iac; coordenadas (6.50, -J.75) y en un circulo 
aproximado de 1 kilómetro de diámetro y etiquetado con la letra c. 

Existen otras zonas residenciales como son: El Club de Golf en 
las coordenadas (-2.JO, -2.40), el Residencial Bondies, el residencial 
Palmira ubicados en una c>etensa supcrficie que pasa por (-1, -7) 
ubicada en la parte sur de la ciudad. La zona residencial 
Tabachines es una dc las áreas miis caras, la cual se encuentra 
ubicada en las coordenadas (-J, -J). El área residencial Lomas 
cuernavaca al sur de Tabachines es una extensa área que cubre 3 
kilómetros de diámetro y cuyo centro está ubicado en las coordenadas 
(-3.50, -13.JO). El fraccionamiento Sumiya ubicado en las coordenadas 
(l. 55, -12. 70) se extiende en una área circular de 2 kilómetros de 
di6metro aproximadamente•. 
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Variogramas 

Los variogramas de las diferentas áreas se· presentan en forma· de 
tabla: 

Nombre nümero de modelo efecto techo rango 
del archivo datos variograma pepita 

Plot-1.dat 179 esférico 1500 25000 6 

Plot-2.dat 172 lineal 12000 l.7000 10 

Plot-3.dat 178 exponencial. 1900 7300 4. 

Plot-4.dat 221 lineal 2800 3200 10 

Plot-5.dat 194 exponencial 4000 19000 6' 
·. . : 

Tabla 6-4 

El siguiente paso es correr el programa Krige para resolver 
las ecuaciones kriging para cada uno de los archivos 2, 3, 4, y s. Al 
finalizar esta rutina tenemos que checar qué tan buenas _fueron __ las 
estimaciones para ello se corre la rutina de validación cruzada, Conree. 

Resultados de xvalld 

Los resultados de validación cruzada de los archivos 2,3,4, y 5 
los presentamos a continuación: 
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RESULTS 

DATA FILE C•\JPB\DAT\PUIT-2.0AT 
X VARIABLE 1 EJE-X 
Y VARIABLC:: t EJE-Y 
KRIGINO i ZlX,Y) 
TYPE , ORDINARY 

VARIABLE 

MJNJMUM 15.000 
25TH %.TJLE 4~.H00 

MElJIAN 75.000 
75TH %.TJLE 150 .000 
MAXJMUM 610.000 

N 172 
MEAN 135 .599 
STD. DEV. 145. 790 

DATA USED 
MlSSlNO DATA i 

ESTIMATE DIFFEREtlCE KRlOlNG STD 

76. l ':il 
~l.B59 
76 .682 

218. 710 
Ll89.190 

172 
1'-2.057 
12q.a0s 

-315. "i57 
-9.Bl7 

2.90t1 
17 .013 

552 .921 

172 
6.LISB 

75.66LI 

"•lld•cl,;n cruud• del archho Plol·•!.d•l 

T•bla 6~S 

RESULTS 

117.0'16 
120. 787 
122.157 
1Z2 .761 
133 .714 

172 
122.201 

2.189 

DATA F lLE . C1 \JPB\OAT\PLOT-3.0AT 
X VARIABLE EJí..-X 
Y VARIABLE . lJE-Y 
KRIOING . ZIX,Y) 
TYPE ORDlNARY 

VARIABLE 

HINJMUM 12 .000 
25TH %.TILE 35.000 
MEDIAN 65.000 
75TH %.T !LE 100.000 
HAXJMUM GHl.000 

178 
MEAN 91.616 
sin. m.v. 93.916 

D.-.TA USED 
HlSSlNG DATA . 

ESTIMA TE DJFFERENCE KU IOJNG STO 

19.956 -546.509 
49.318 -7 .06H 
09.345 5./14 

109.621 17 .901 
340.949 229.986 

1/8 178 
94 .410 2.595 
70. !l17 !l4.05~ 

""lld•c:IÓn ~ru7•d• d•I .,r<:hlvo Plot-J.d•l 

T•bl" 
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68.68~} 

/2. 21G 
76.653 
89.2'61 

178 
72. 591 
6.1~5 

172 
0 
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DATA f-JLE 
X VARlAltLE 
Y VARIABLE 
KRJGING 
TYPE 

MINI HUM 
25nt %TILE 
MEDIAN 
75TH 1TILE 
MAXIMUM 

N 
MEAN 
STD. DEV. 

DATA FILE 
X VARIABLE 
Y VARIABLE 
KRJOJHG 
TYPE 

MINIMUH 
25TH XTILE 
MEDIAN 
75TH %TILE 
MAXIMUM 

N 
MEAN 
STO, DEV. 

f.!EStJLTS
1 

t C1\,JPB\DAT\PLOT-ll.DAT 
t [JE-X 
' EJE-Y 
1 ZfX,YI DATA USED 
1 0RD(NARY MISS ING DATA 1 

. . . . . 

VARIABLE ESTIMATE DIFFERENCE KRIGING STD 

12 .000 
15.000 
30.000 
60.000 

400.000 

:c!21 
53. 701 
69.791.> 

12.949 
21. 302 
35.837 
SU.140 

300.092 

221 
56.126 
5B.0BB 

v11llJ11i;IÓn cr11111d11 

T11bt.1 6·7 

-107.3'0 
-4.067 
2.762 

10.030 
129.634 

221 
2.425 

33.284 

RESULTS 

C 1 \JPB\OAT\PLOT-5 .DAT 
EJE-X K 
EJE-Y K 
ZfX,YI DATA USED 
ORDINARY MISSING DATA 

VARIABLE ESTIMA TE OIFFERENCE 

15.000 33.881 -297. 789 
75.000 83. 383 -11.55'1 

100.000 126. 851 4. 727 
200.000 216. ~!19 24.497 
610.000 558.211 2l'7. 283 

194 19'• 19'1 
160.938 165 .003 Ll.065 
l.38.094 110. 216 63.81./ 

v•lld .. clÓn cruz•da ""l 11rchlv., l'lot-'> dat. 

TAb\11t>•B 

. 

57.262 
57.918 
SB.167 
56.545 
6f1,424 

221 
5B.331 

.772 

KRIOINO STD 

78.250 
93.958 
98.078 

102.975 
122. 750 

194 
98. 739 

7.742 

221 
0 

19'1 
0 

con objeto de predecir algUn valor z ex .. ¡ conociendo las coordenadas 
xo, se presentan las gráficas de conree. Estas gráficas muestran las 
curvas de nivel de los precios (lstimn.dos. Las 5 gráficas de la partición 
mostrada en 6-4 se presentan unidas en la estimación de sus curvas de 
nivel en la figura 6-14. 
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CráCl<.alio J,. laa 'urvaa Ja n¡v,.J pr.u.luciJ•a pur c-1 pru9r..- Conree d,. lua 

archivos J'lut.-1.<S•t., Plol-2.d&l, Plot-J.du, Plot.-t.dat y Plot-5,dat.. 
rlqura 6-U. 
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Si se conoce la posición de algUn terreno en la superficie D se 
puede estimar el precio utilizando las grá(icas de las curvas de 
nivel. En general las diferencias de Z (X) - Z (x) son en promedio las 
mismas, sin embargo existen algunas diferencias grandes en ciertas 
áreas, lo que tenemos que hacer es identificar las zonas donde la 
varianza de la dispersión es mayor. Las gráficas siguientes ayudan a 
localizar las áreas de varianza de la dispersión. 

6. 4 DISEN'O 2 DEL ESTUDIO GEOESTADISTICO 

Vamos a utilizar el hecho de que se conoce la forma de la 
distribución del volumen del fenómeno, la cual se representa en la 
siquiente figura. Ce n l r 

0 A 

E•ll-clón de le verl .. bllld4d dcil vulu"'"" pr.,~Le>& l>Pr "'c:lrc ciMJr•do 

de la ciudad de Cuen,...,oc• ulllizond<> lo rutil\O Acto•pln. 

rlQUt4 6-t!>. 
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El diseño 2 consiste en elegir tres particiones del área total de 
la ciudad de cuernavaca. La primer partición es la parte central 
de la figura 6-16, esta etiquetada con la letra A, su archivo de 
datos lo llamaremos Level 1. dat, en esta zona encontramos terrenos con 
dimensiones relativamente pequeñas entre 100 y 1500 metros cuadrados. 

Generalmente, los terrenos más chicos se encuentran en esta zona de 
la ciudad y en su mayoría son considerados como locales comerciales 
ya que casi todos está.o bardados y techados. Este tipo de terrenos no 
se venden por metro cuadrado sino que se vende toda la propiedad, la 
cual depende de su ubicación. Los locales comerciales no se consideran 
en este estudio. 

La siguiente zona corresponde al area residencial Tabachines, la 
cual está etiquetada con la letra B y su archivo de datos se llamará 
Levcl2.dat. La última partición es la zona correspondiente a las afueras 
de la ciudad y a esta zona se llamara Lcvel3. dat, cuya área incluyo la 
etiqueta c. 

El archivo Levell.dat esta fornado por 64 datos. El segundo 
archivo llamado Level2 .dat tiene la forma de dona y esta 
formado por 216 datos ubicados afuera del centro de la ciudad pero 
dentro de los limites de la ciudad de cuerna.vaca. Este archivo excluye 
los datos de Lcvell.dat y ~os de Level:l.dat. 

El archivo LevelJ.dat esta compuesto por 269 datos ubicados a 
las afueras de la ciudad. Es decir que de los 693 datos excluimos los 
datos de Levell.dat y Lcve12.dat. A continuación mostramos la partición 
elegida por el diseño 2. 
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6.4.1 ANALISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO LEVELl. DAT 

Este archivo está compuesto de 64 muestras tomadas en el centro de la 
ciudad. En la gráfica 6-16, se muestra al área dobde se obtuvieron las 
observaciones de Levell.dat correspondientes a la parte superior del 
cerro etiquetado con la letra A de la figura 6-15. 

En la gráfica 6-17, donde se muestran los patrones de distribución de 
los datos del archivo levell.dat, está gráfica se obtuvo a través de 
correr la rutina Postplot. 

Se puede apreciar si hay algú.n patrón de distribución muestra!. Se 
nota que los datos más altos se desplazan en la dirección suroeste 
noreste. Estos puntos marcan una anisotropia corriente en dicha 
dirección, 

En la gráfica 6-10 los 2 últimos puntos marcados con el nllmero 1 y 
2 corresponden a torrenos muy transitados por peatones: en cambio los 
puntos etiquetados con los números :J, 4, 5, 6, y 7 que se encuentran 
cerca corresponden a terrenos baldíos. 

Se nota que existen dos valores posiblemente aberrantes los cuales 
son los puntos 4 y 5. Se decidió investigar el porque de tal 
anisotropia. Una forma de hacerlo fue visitar estos lugares para 
poder llegar a una conclusión. Los do5 terrenos están ubicados en el 
corazón del centro de Cucrnavaca. 

El punto 4 corresponde a un terreno ubicado en un calle donde hay una 
serie de vecindades de mal aspecto y por dicha calle no transita la 
gente. Es por eso que este terreno pierde su valor comercial. 

El punto 5 corresponde a un lote que se encuentra ubicado entre 
una cantina y la barranca que pasa cerca del mercado central Adolfo 
Lopéz Matéos, esto ocasiona que el precio por metro cuadrado bajo y por 
lo tanto forma otra anisotrop1a en esta dirocción. 

A continuación se anali~a la gráfica de la distribución espacial de 
los datos del primer archivo llamado Levell.dat con objeto de detectar 
posibles patrones rnucstrales. 
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criirlc• Poalplol d•I archivo Ln•l1.dal. 
flqura 6-17. 

El variograma que se utilizó para este archivo fué un modelo 
esf'érico con una meseta de 25000, un rango de 2. 5 y un efecto pepita de 
7000. Una vez que se ajustó un variograma esférico al variograma 
experirnental se resolvieron las ecuaciones Kriging. Posteriormente, 
cuantificó la bondad de ajuste utilizando la rutina Xvalid. 
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La tabla 6-9 muestra los resultat.los da la rutina xvalid del 
archivo Levell.dat, donde se aprecian el valor de la variable, la 
diferencia entre el observado menos el estimado, y la desviación 
estándar por cuartiles. 

En el primer cuartil se nota que la banda de confianza para cada 
lado es de 102.559 y en el cuarto cuartil es de 170.7J4. Esto indica 
que para valores grandes la desviación estándar aumenta y que 
dichos valores altos están cerca de valores bajos. 

En la práctica los valores altos de los pecios por metro cuadrado de 
cualquier ciudad tienden a subir debido a la influencia de los valores 
al.tos vecinos. Si la demanda por terrenos no es muy buena, entonces el 
precio baja. En cambio si la d~manda se incrementa el pz:ecio se eleva. 
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Aqui se grafican las diferencias entre el estimado y el observado. 
si el valor estimado es mayor que el observado se utiliza una cruz (x) y 
en caso contrario se usa una equis (+), y su tamaño corresponde al 
tamaño del error. 

La demanda de compra de terrenos en el centro de la ciudad está 
vinculada con el hecho de que el centro es una zona altamente comercial. 

Existen terrenos que adquieren un valor bajo respecto a terrenos 
vecinos aún estando en el centro. Como en el caso del terreno que 
está en un callejón su precio es relativamente bajo. Tal vez si se 
abriéra este callejón, la gente empezaría a pasar y su precio se 
incrementaría al nivel de los precios de terrenos vecinos o de terrenos 
mas transitados. 

En la figura 6-19, se muestra la gráfica producida por la rutinn 
Conree, en ella se despliegan las curvas de nivel que muestran como se 
desplazan las anisotropias con su respectivo valor estimado. Este tipo 
de gráficas sirven para hacer predicciones, 
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6. 4.2 ANA.LISIS GEOESTADISTICO DEL ARCHIVO LEVEL2, DAT 

El estudio consistió en considerar las 216 observaciones de este 
archivo. La gráfica producida por la rutina Postplot de la figura 6-20, 
muestra la distribución muestral de los datos. En la parte central se 
nota un. hueco, el cual se formó al eliminar del Area total, , los 
datos de Levell.dat. 
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Se utilizó un·: m·odelO-Variograma eSferico'-con ·un efecto pepita de 
1000, una meseta, de ,sooo y·: un rango de -i.e. ·_-Después de resol.ver l.as 
ecuaciones Kriging con _este m~delo variograma 1 se utilizó la técnica 
de validación c~zada en donde se ,obtuvieron los siguientes resultados. 
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En la anterior tabla mostramos las cstadisticas de este archivo 
de datos. El valor minimo cz 40, el valor máximo es 400 y la 
desviación estándar es 72.64 del total de 216 datos. Vemoa que la 
desviación estándar es menos de la mitad de la desviación estandar del 
archivo Levell.dat. 
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En la siguiente gráfica mostram~a ¡ft· variabilida'd" de i'os· 
~~;~r~~os en comparación con los pu~tos, .. ~bservad:o~, 1:1samos la 
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En. la figura· 6-22 se. muestra la' gráfica producida por Conree, en 
ella "se despliegan· ·J.as curvas·· -de nivel ·las 'cilales muestran hacia 
dónde .. se desplazan la~' ani':".ºt~opias., 
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6. 4. 3 ANALISIS GEOESTAOISTICO DEL ARCHIVO LEVEL3. DAT 

En este archivo como en los dos anteriores se decidió tomar las 
muestras en un punto localizado en la esquina sur-oeste de la superficie 
de cada terreno. Las dimensiones de los, terrenos en este archivo son 
las más grandes, ya que los tamaños fluctüan entre 10, 000 y 
100,000 metros cuadrados. Por supuesto que los terrenos que están 
ubicados en las afueras de la ciudad son más baratos. La gráfica de 
Postplot es la siguiente: 
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El modelo variograma que se utilizó fué un esférico con un efecto 
pepita de so, una meseta de J50 y un rango de 7. Después· de 
calcular las ecuaciones l<riging sr procedió a usar la rutina xvalid~ Los 
resultados de validación cruzada son los siguientes: 
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Es claro ver que la variabilidad en este caso es menor que en 
la variabilidad de los otros archivos, y que el valor esperado 
fluctúa alrededor del cero. Esto quiere decir que la varianza 
del error es rninirna. 
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A continuación preSentamos los resultados la grá.fica de lo~ errores 
producida por Xvalid: 
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A continuación· se presentan los resultados· de las 'cur:vas _de ."zl.ivel de· 
la rutina conree construidas a partir del variograrna experimental. 
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Se nota que lac; dos áreas con alta variabilidad corresponden a las 
zonas etiquetadas con e (La Luna) y B (Tabachines). 

Es fácil ver que las curvas de nivel de la gráfica con valores entre 
27 y 36 se alargan en la dirección sur-este. En esta dirección pasa la 
autopista cuernavaca-cuautla, además en esta área encuentra la zona 
industrial CIVAC. 

La zona sur del centro marcada con una L en la figura 6-25, 
corresponden a terrenos de cultivo de caña de azUcar los cuilles son 
terrenos ejidales. Si estos terrenos se regularizan, sus precios 
aumentarían considerablemente ya que están entro Palmit·a, Tabachines, 
san Gaspar, sumiya y el boulcvard cuauhnahuac. Las cuales !lon áreas 
residenciales por un lado y el boulevard forma parte de una comercial. 

La varianza de la dispersión se redujo, debido a que la variabilidad 
del fenómeno en esta zona es menor. Esto se debe a que se redujo la 
media de la variabilidad y por lo tanto la varianza de la dispersión se 
redujo también. Los terrenos con menor va lar por metro cuadrado son 
aquellos que esttsn registrados a las afueras de la ciudad y ademas 
son en su gran mayor.la de dimensiones grandes, podernos estandarizar un 
rango entro las 10 y 30 hectáreas. 
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CONCLUSIONES 

La predicción espacial es un tema relativamente nuevo y poco se 
ha escrito en español para divulgar esta área de la Estadistica. 

El presente trabajo es una recopilación de varios articules 
referentes a la predicción espacial y cuyo propósito es el de servir 
como 1 ibro de consulta asi como el de proveer una ayuda para encontrar 
bibliografia. 

El ejemplo desarrollado, nos da una idea de la utilidad de 
la teoria Geoestadistica, ya que nos permite hacer predicciones sobre 
nuevas localidades y este hecho en la práctica se puede aplicar a 
diferentes áreas. 

Fuá muy importante ver cómo el método Kriging Ordinario se 
desarrolló historicamente, y cómo se ha ido extendiendo su aplicación a 
nuevas a.reas. 

En particular, creo que es importante destacar las diferentes estapas 
por las que pasó la teoria Geoestadistica durante su desarrollo. Una de 
esas etapas ocurrió, cuando los estadisticos se dieron cuenta de 
que no estaban considerando las propiedades fisicas de variabilidad de 
los depósitos minerales, Además, una vez que incluyeron la variabilidad 
en sus estudios, no la consideraron corno un como fenómeno local de 
ocurrencias aleatorias. 

En resumen, si se conoce el variograma, entonces las ecuaciones 
kriqing se pueden calcular interpolando toda la información disponible 
y la forma de hacerlo es asignando un peso a cada muestra 
dependiendo del valor de covarianza que la función variograma 
asigne. 

El predictor Kriging es el mejor estimador lineal insesgado de 
una localidad conocida. Kriging trata de estimar valores de tal forma 
que la varianza del error asociado sea minimo; pero cuando no es posible 
minimizar a la varianza. Entonces, el objetivo es detectar las área con 
la varianza de dispersión mayor, para saber en donde existen 
anisotropias. Por lo tanto estos indicadores ayudan a localizar áreas 
en donde las predicciones no son muy buenas. 

Finalmente, se espera que este trabajo contribuya a dar a conocer 
el tema de predicción espacial sirviendo como un punto de apoyo para 
consulta y para estudios futuros. 
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