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INTRODUCCION

El ‘estudio de los medios compuestos tiene una gran
importancia debido a las enormes perspectivas de aplicacién
tecnolégica que poseen. En especial el estudio de las propiedades
épticas de estos materiales atrae la atencién de muchos
investigadores tanto en el ambito tedrico como en el experimental
ya que se ha encontrado que son utiles en la fabricacién de
absorbedores solares selectivos con gran absorcién de energia
solar y una baja emisividad térmica en una regién especifica del
espectro electromagnético. El interés por las propiedades opticas
de medios compuestos no se restringe a la fisica o la ingenieria
ya que en muchas otras disciplinas como la geologia, astronomia,

biologia y medicina se investigan sus posibles aplicacionesm.

Las propiedades opticas de un medio compuesto se pueden
determinar a través de su funcién dieléctrica efectiva que depende
de las funciones dieléctricas de las componentes asi como de la
microestructura del material. Si deseamos calcular de forma exacta
la respuesta dieléctrica del sistema es necesario conocer un
conjunto infinito de funciones de correlacién que caracterizan de
forma estadistica su microestructura. En la practica estas
funciones de correlacién no se pueden conocer, excepto en muy
pocos casos. Esto ocasiona que la funcién dieléctrica efectiva
s6lo se pueda calcular de forma aproximada, aln para los sistemas

mas simples,

Un tipo muy interesante de medio compuesto es el que consiste
de esferas metalicas sumergidas en un medio aislante. El estudio
de las propiedades ¢pticas de un sistema como éste es un problema
muy vie_io(zl y aunque se han logrado grandes avancesh-s‘. no se

ha alcanzado una solucién definitiva a este problema.



En este trabajo presentamos algunas de las soluciones que se
han dado al problema de calcular la funcién dieléctrica efectiva
de un sistema de esferas idénticas sumergidas aleatoriamente en un
medio aislante homogéneo. Una de las primeras soluciones dada a
este problema fue obtenida por Maxwell Garnettm en 1904. En esta
teoria se supone que ante !a presencia de un campo eléctrico
externo de longitud de onda larga, (i) el campo local en cada
inclusién es uniforme, de tal manera que sélo se induce momento
dipolar en las esferas, y (ii) que el momento dipolar es el mismo
en todas las esferas. Esta ultima suposicién desprecia por
completo las fluctuaciones al campo local debidas al desorden
espacial de las esferas. Se han ' disefiado procedimientos para
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tratar de remover esta ultima suposncnén[ ]. Uno de estos

intentosl"sl

se basa en un formalismo diagramatico, el cual es
valido Unicamente en el régimen de bajas densidades debido a la
aproximacién de factorizar las funciones de correlacién de
m-particulas de las esferas como un producto antisimétrico de
funciones de correlacién de dos particulas. Mediante este
formalismo se han obtenido excelentes resultados en la region de
bajas densidades, sin embargo, cuando la densidad de esferas
aumenta, esta aproximacién deja de ser valida y resulta necesario
proponer algin otro tipo de aproximacién para las funciones de
correlacién de m-particulas si queremos encontrar una solucién
satisfactoria a altas densidades. Uno de los principales objetivos
de este trabajo consiste en explorar la importancia que tiene una
correcta determinacién de la correlacién de tres particulas y
disefiar un procedimiento mediante el cual incorporar la funcién de
correlacién de cuatro particulas en el caleculo de la funcién

dieléctrica efectiva para este sistema de esferas.
El trabajo estd organizado de la siguiente forma:

En el capitulo 1 se da una introduccién a las propiedades
electrodindmicas de los medios materiales, que serid de utilidad
para el resto del trabajo. En el capitulo 2 describimos lo que es
una teoria de medio efectivo y mencionamos una clasificacién de

los medios compuestos de acuerdo a su topologfa. En el capitulo 3



nos enfocamos directamente al sistema de esferas sumergidas en un
medio aislante y presentamos como primera solucién la teoria de
Maxwell Garnett. Los resultados se representan en términos de una
funcién espectral y se comparan con simulaciones numéricas. En el
capitulo 4 se desarrolla un enfoque diagramatico que nos permitira
obtener distintas soluciones al problema. El capitulo $ esta
dedicado a estudiar la influencia de la correlacién de tres y
cuatro particulas y finalmente en el capitulo 6 se presentan las

conclusiones.



CAPITULO 1

ELECTRODINAMICA DE MEDIOS MATERIALES.

En este capitulo se discuten algunas de las propiedades
épticas y dieléctricas de los medios materiales. Estas propiedades
ofrecen valiosa informacién acerca de sus propiedades fisicas asi

como de la estructura de la materia.

Las propiedades épticas que wusualmente se miden en un
experimento son la reflectancia o la transmitancia del medio como
funcién de la frecuencia del haz incidente; la propiedad mas
directamente relacionada con la estructura electrénica de wun
s6lido es su funcién dieléctrica. Para poder relacionar estas
medidas experimentales con las propiedades electronicas del
material necesitamos entender, primeramente, la solucién de las
ecuaciones de Maxwell dentro del medio asi como la naturaleza de
la interaccién entre los campos electromagnéticos y la materia.
Esto udltimo se concretiza en el concepto de funcién dieléctrica y
en su deduccién a partir de las ecuaciones que describen la

dinamica microscépica del sistema.

Ecuaciones de Maxwell Microscépicas.

Las ecs. de Maxwell microscépicas describen la dindmica del
campo electromagnético en todos los puntos del espacio antes de
tomar promedio alguno sobre escalas de longitud de orden

macroscépico y son las siguientes:

- ext
Ve =all(p™ +p_ ) (1.1)
_ .1 ab
Uxe = = 3T (1.2)



vV-b=20 (1.3)

_1 8e 4 n .ext .
VXb_E_f+ = (j~ + nicra)? (1.4)

donde e=e{r,t) y b=b(r,t) son los campos eléctrico y magnético
y J son las densidades de carga y de

ml}:ro micro ext ext
corriente del material tomadas a nivel microscépico y p y 3

microscépicos y p

son las densidades de carga y corriente externas al material,
respectivamente. Estas ecuaciones son completamente generales y se
aplican a todos los medios materiales, tanto dieléctricos como

conductores.

En las ecuaciones de Maxwell microscépicas se considera la
contribucién de cada una de las  particulas cargadas,

pertenecientes al material
Ecuaciones de Maxwell Macroscdpicas.

Claramente, no es posible trabajar con las ecuaciones de
Maxwell microscépicas en sistemas reales que contienen del orden
de 10?? electrones por cm’. Es posible, sin embargo, promediar las
ecuaciones de Maxwell sobre escalas de longitud macroscépicas para
que éstas aparezcan en términos de cantidades macroscépicas

manteniendo la misma forma de las ecuaciones microscépicas.
Podemos definir las cantidades macroscépicas en términos de

promedios volumétricos sobre sus contrapartes microscépicas de la

siguiente manera: los campos macroscopicos de intensidad eléctrica

E(r) y de induccién magnética B(r) se definen como:

E(r) = <elrd = (l/AV)J. e(r+£)dg (1.5)
Av

B(r)

<ble) = (l/AV)J‘ b(r+€)dg 1.6
av

donde [df significa [dx[dyfdz. De manera similar las densidades de

carga y de corriente macroscépicas estdn dadas por:



nt -

Py = (l/AV)IAmelcro(r+E)dE (.7

) = (mw;f J o (rE)dE (1.8)
AV micro

En las ecuaciones (1.5)-(1.8), el elemento de volumen se escoge
pequefic comparado con la longitud de onda de la luz pero lo
suficientemente grande para contener muchos &tomos. Esto define la

escala de longitud macroscépica.

A partir de las ecuaciones de Maxwell microscépicas y
llevando a cabo los promedios descritos, se obtienen Ilas

ecuaciones macroscépicas:

v-E = 4[l(p"™+ o™ (1.9)
xE = -~ 2B (1.10)
c 8t
V-B=20 (1.11)
_1 8 E 4 int,  ext
VxB = - 7T * —C——(J + J7) (1.12)

La densidad de carga interna pw y la densidad de corriente
interna Jlm satisfacen la ecuacidén de continuidad:

vt % P (1.13)

Podemos identificar la densidad de carga interna como la
densidad de carga de polarizacién que proviene de desplazar cargas
dentro del medio creando un exceso de carga en una regién a costa
de perder carga en otra. La densidad de carga externa proviene de

fuentes externas al material.

Para entender el origen de la densidad de carga de
polarizacién observemos la Fig.l.1. Ante ia presencia de un campo

eléctrico los Atomos del medio se polarizan. La distribucion de



carga electrénica de cada &tomo se desplaza con respecto al
nacleo. Si la polarizaciéon es uniforme no hay movimiento neto de
carga hacia adentro o hacia afuera de una regién como se muestra
en la Fig.l.la. Sin embargo, cuande la polarizacién no es
uniforme, hay cambio neto de carga dentro de una regién como se
muestra en la Fig.l.lb. Podemos escribir este hecho de la

siguiente manera
p =-V-P (1.14)

donde la polarizacién P es el momento dipolar por unidad de

volumen.

al b)
Fig.l.l Origen de la densidad de carga de potlarizacidn. (a)
Polarizacidn uniforme. (b) Polarizacidn en presencia deun
campao eléctrico que varia espacialmente. La carga removida
de laregldn considerada no lguala a la carga que entra.

Cuando los campos sean estacionarios o varien muy lentamente
se puede considerar que la densidad de corriente interna consiste
de varias contribuciones: la  densidad de corriente de
magnetizacion, la de polarizaciéon y la de conduccién. Si el medio
se encuentra en presencia de un campo eléctrico dependiente del
tiempo, la polarizaciéon resultante dependiente del tiempo da

origen a la densidad de corriente de polarizacién

Pl {1.15)

Q
[

En medios magnéticos, la magnetizacion M, definida como el momento
dipolar magnético por unidad de volumen da origen a la densidad de

corriente de magnetizacién



799 = ¢ wxM (1.16)
y la densidad de corriente de conduccién J° proveniente del
movimiento de los electrones de conduccién en presencia de un
campo eléctrico. La densidad de corriente I se introduce al
sistema desde una fuente externa. Incluyendo todas estas

contribuciones tenemos que

3™ = (apsat) + ¢ UxM + J° (1.17)

Usando las ecs.(1.14) y (1.17) podemos reescribir las ecs. de

Maxwell (1.9) y (1.12) de la siguiente forma

V-E = -4[] V-P + all oo (1.18)

@

1 E 4 [1 aP 4 [, cond ext
VxB_E-—t+ — 5?“”] TxM +C—(J +J7) (1.19)

Definiendo dos nuevos vectores, el desplazamiento eléctrico
D=E+4fl P (1.20)
y el campo de intensidad magnética
H=B-4[l M (1.21)

podemos - escribir finalmente las ecuaciones de Maxwell

macroscépicas de la siguiente forma

v.D = 4[] p°* (1.22)
v<E=-128 {1.23)
v-B=0 (1.24)

xH = L 2. 4c” T I L) (1.25)

Cuando los campos varfan rapidamente no es posible separar la

0



densidad de corriente inducida en densidad de corriente de
magnetizacién, de polarizacién y de conduccién, por ejemplo, los
electrones que para una determinada frecuencia del _campo
electromagnético dan origen a la corriente de polarizacién, para
otras frecuencias pueden dar origen a la corriente de

conducciénm.

En este caso resulta mas conveniente introducir el wvector
generalizado de induccidn eléctrica que estd ligado directamente

con la densidad de corriente inducida totalm:

t
Dr,t) = E(r,t) + 4[] I et ar (1.26)

-~

Por analogia con la ec.(1.20) le llamamos P a la integral del
lado derecho de la ec.{1.26):

t
P(r,t) =J' ety at? (.27

~ 0
Derivando esta ultima ecuacién respecto al tiempo obtenemos

Int _ 8
I rt) = En P(r,t), (1.28)

mientras que al sacarle la divergencia y usando la ecuacién de

continuidad obtenemos

! t
o™t = —J 3ty dtt = - VP (1.29)

-0

Al introducir estos resultados en las ecs.(1.9)-{1.12) las

ecuaciones de Maxwell toman la forma

v-D = 4]p™* (1.30)
vxE = - 8 (1.31)
V-B=0 (1.32)



[~}

_ 1 D 4] cext
VxB = 5t t = J (1.33)

Por lo tanto, ha sido suficiente introducir unicamente tres

vectores para describir los fenémenos electromagnéticos en la

substancia.

Propiedades del Medio.

La polarizacién, la magnetizacién, y la densidad de corriente
de conduccién estdn relacionadas con el campo de intensidad
electrica 'y. magnética, sin embargo, ain no hemos dicho nada acerca

de las propiedades del medio.

Consideremos, por ejemplo, la polarizacién. La relacién entre
la i-ésima componente espacial de la polarizacién puede expresarse
en términos de las componentes del campo de intensidad elé&ctrica

mediante una serie de la forma
P, = § xUEJ. +J.zk7ijkEjEk + .. (1.34)

La mayoria de los materiales se comportan linealmente para
campos que no son muy intensos, por lo tanto, aquf vamos a
considerar Unicamente los términos lineales. Dentro de esta

aproximacién podemos escribir las siguientes relaciones

P= Qez (1.35)
_A
M= me (1.36)
y si el medio es conductor
D > (1.37)

en las que ;/ée es el operador de la susceptibilidad eléctriea, Qm

es el de la susceptibilidad magnética, y 6\'1 es el de la

10



conductividad.

Otros dos operadores lineales mediante los cuales podemos

caracterizar al medio se definen como:
E (1.38)
B = fiH (1.39)

donde f:‘l es el operador de la funcién dieléctrica y el operador ﬁ
es el de la permeabilidad magnética. Caracterizar al material
usando las ecs.{1.35)-(1.36) es equivalente a hacerlo por medio de
las ecs.(1.38) y (1.39) cumpliendose las siguientes relaciones

entre los operadores

0>

L+ all &, {1.40)

>
n

A
1+ 4] X, (1.41)

En términos del vector generalizado de induccién eléctrica

y de polarizacién podemos escribir las relaciones
p=CE (1.42)
P=%E (1.43)
donde los operadores 2 y Q estan ligados de la siguiente forma
A

8=0+40% 1.44)

La forma mas general del operador de la funcién dieléctrica

definido mediante la ecuacién (1.42) es la siguiente‘

t -
Dir,t) = J-dr'J- dt* (e, t,t) - E(r", ) (1.45)
-®

P —
Relaclones andlogas se cumplen para el resto de los operadores.



donde € es una funcién tensorial que relaciona la respuesta del
medio en un punto r del espacio y al tiempo t con el campo en
todos los otros puntos y a todo tiempo anterior. Si el medio es
homogéneo y sus propiedades no dependen del tiempo, entonces, €
s6blo es funcién de r-rr’ y t-t’. En este caso se puede
demostrar[sl que al sacar la transformada de Fourier de la

ec.(1.45) obtenemos la siguiente relacién algebraica
Diq,w) = £(q,w)- El(q,w). (1.46)

En- el limite local, i.e. cuando la respuesta del medio en un punto
del espacio no depende del campo en los otros puntos, entonces,

q-+0 y la funcién T sélo depende de la frecuencia o
€(w) = E(q+0,w) (1.47)
por lo tanto, en este caso:
Dir,w) = (W) E(r,w) (1.48)

En lo que a fenbmenos opticos se refiere los efectos
magnéticos son usualmente pequefios, por lo tanto, consideraremos
unicamente medios no magnéticos i.e. 4 = 1. En este caso la
densidad de corriente interna consistira de J™ = F% 4 Fone

que substituyendolo en la ec.(1.26) nos permite obtener

t
Dr,t) = Dir,t) + 4[] f 8 (r,t)- Elr,t0dr’ (1.49)

~

y en donde hemos utilizado las ecs.(1.15), (1.17), (1.20), y

Is]

(1.37). Se puede demostrar ' .que al tomar la transformada de

. " 3
Fourier de esta ecuacién obtenemos

2 —
Esta es la funcidn dleléctrica compleja dependlente de la fr (!

3
Considerando que el medio es homogéneo y sus propiedades
no varian con el tlempo.

12



aflic (q,w)
D(q.w) = D(q,u) + ————" E(q,u) {1.50)

pero como D(qu) =Elqu)-Elquw) y Dlqu) = ¢ (q,0) Elgw),

entonces

4ﬂi?l(q.w)

€l(q,w) = c‘(q,w) r— (1.51)

Alternativamente, si definimos la conductividad como

tnt A
g

F =97 E (1.52)

obtenemos la relacién

Tlqw) =0 + irli_“%‘ii"l.

(1.53)

Al suponer que el medio responde en forma lineal ante. los
campos, que es homogéneo y que sus propiedades no dependen del
tiempo, estamos tratande de describir las propiedades de la
materia pero debe quedar claro que son so6lo aproximaciones.
Debemos notar tambien que X, X. ¢ Yy € son cantidades
macroscépicas porque estan definidas en términos de los campos
macroscépicos. Si queremos entender las propiedades microscépicas,
debemos relacionar estos parametros con cantidades microscépicas

que den una idea de los procesos fisicos invelucrados.

Cuando consideramos la interaccién de la luz con el medio,
las ecuaciones (1.30)-(1.33) se simplifican. Como no hay fuentes
externas, pexz =0, ¥y I = o, si ademds, estamos en el limite
local y suponemos que el medio es homogéneo e isotrépico, € s6lo
puede ser un esca]arh], entonces, al considerar la propagacién de

una onda plana monocromética

E = Eaexp ilg-r - wt), (1.54)

13



B = Baexp ilq-r - wt), (1.55)

las ecuaciones de Maxwell toman la forma:

e(w)q'ED =0 {1.56)
qxE =2 B (1.57)
o (o £~
q-B, =0 (1.58)
B = 2 e(wE (1.59)
- . qxB_ = — €(w)E, .

Suponiendo que elw) # O, entonces, q-E = 0 que junto con la
ec.(1.58) nos indican que se trata de una onda transversal y junto
con las ecs.(1.57) y (1.59) nos permiten obtener el vector de onda

q en términos de la funcién dieléctrica &
2 _w
q = e (1.60)
c

El vector de onda q puede ser una cantidad compleja.

Definamos un indice de refraccién complejo n = n’ + ik, tal

que
n"se=¢g +ic (1.61)
1 2

A la parte imaginaria del indice de refraccién ( es decir, a

k) se le suele llamar coeficiente de extincién.
Para interpretar fisicamente lo que significa tener un vector

de onda complejo substituimos las ecs.(1.60) y (1.61) en la
ec.(1.54):

= | “ k. il “n-r-
E=E l:exp [ckr]]exp L[c n'-r wt] (1.62)



El primer factor exponencial en la ec.(1.62) describe la
atenuacion de la amplitud de la onda con la distancia a medida que
ella se propaga en el interior del medio. El coeficiente de
absorcién que describe el decremento fraccional de la intensidad

con la distancia, se define como

(1.63)

~]
Q.In.
Sl

donde I es la intensidad. Como la intensidad es proporcional al
cuadrado de la amplitud de la onda, de las ecs.(1.62) y (1.63)

encontramos que
a = 2wk/c = aflk/A (1.64)
donde A es la longitud de onda de la luz en el vacio.

El segundo factor exponencial en la ec.(1.62) describe a una

onda que viaja con una velocidad c/n’.

De las ecs.(1.51) y (1.61) podemos obtener expresiones para €

yo en términos de n’ y k. Asi, suponiendo que € ¥ o son reales
(1.65)
e = 2nk = 4ncl/u (1.66)

Puesto que orl es positiva, entonces, €, es también positiva y

representa una perdida de energla.

Funcién Dieléctrica y Polarizabilidad Molecular;

El campo local,

Para poder entender los procesos fisicos involucrados en las
ecuaciones de Maxwell macroscépicas necesitamos considerar las
relaciones entre las propiedades moleculares del medio y los

parametros macroscépicos. Como cada molécula del medio tiene

1S



dimensiones microscépicas, su desplazamiento y distorsién estarén
determinadas por el campo microscdpico en la posicién de la
molécula debido a todas las cargas en el sistema y a todos los
campos aplicados, menos la singularidad causada por la propia

molécula. Este campo es llamado frecuentemente campo local.

Discutamos el campo local para medios dieléctricos. Para
gases a bajas presiones, donde las interacciones entre las
moléculas se pueden despreciar, uno espera que el campo local sea
idéntico al campe externo aplicado. A presiones mas altas, sin
embargo, y en particular en la fase condensada del estado sélido,
el campo  que actia sobre una molécula estd modificado
considerablemente por la polarizacién de los alrededores. Para
tomar en cuenta este efecto consideremos el siguiente ejemplo de
dieléctrico. Supongamos un dieléctrico formado por moléculas o
atomos polarizables en un arreglo cubico y representados por
dipolos puntuales, La Fig.1.2 muestra el efecto de un campo
externo en los dipolos del dieléctrico. En este ejemplo, el campe
eléctrico es producido al poner el dieléctrico entre las placas
cargadas de un capacitor. El campo macroscépico promedio dentro
del dieléctrico es E. Este campo es producido por las cargas en

las 'placas del capacitor mas las cargas en los extremos del

dieléctrico.

——— Fig.1.2. Los dtomos de un dieléctrico colacado
© 09 @ OOOOO O enun campo externo producido por un capactitor
@ @ @ @ @ @ @ @ © cargado. El! campo E en el dieléctrico es menor
@ @ @ @ @ @ @ @ @ que el campo externo. E = Ee /e,

La Fig.1.3 muestra un atomo de referencia rodeado por una
esfera imaginaria lo suficientemente grande para que el
dieléctrico en el exterior se pueda tratar como un continuo. Si
removiéramos los atomos en el interior de la esfera sin cambiar el
resto del sistema y su estado de polarizacién, el campo que actia
sobre el atomo de referencia se deberfa a dos fuentes: ElI campo
macroscépico E y el campe Ez producido por los extremos libres de

las cadenas dipolares sobre la superficie de la cavidad esférica.
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Los atomos que estdn en el interior de la esfera, dado que estan
tan cerca del Atomo de referencia deben ser considerados
individualmente, en términos microscopicos. Los atomos
individuales en el interior de la cavidad producen un campo Eg que
contribuye al campo local que actia sobre el atomo de referencia.

Asi

E =E+E +E (1.67)
toc 2 3

donde Etx es el campo producido en un sitio atémico por todos los

otros atomos que actuan sobre el atomo de referencia.

Fig.1.3. En la figura se muestra el campo
de Lorentz E_ que actia sobre un dtomo,
debldo a la carga acumulada en la esfera
tmaginaria que lo rodea.

El campe l-:z producido por las cargas de polarizacién en la
superficie de la cavidad imaginaria es el llamado campo de

Lorentz.

Para calcular el campo de Lorentz !-Z2 en la cavidad imaginaria
notemos que si P es la magnitud de la densidad de carga por unidad
de area normal al campo externo, entonces la densidad de carga por
unidad de area de la superficie de la cavidad es ~P cosB. El campo
eléctrico en el centro de la esfera debido 2 un anillo como el que

se muestra-en la Fig.1.4 es

dE, = 2P cos’@ send do (1.68)

Fig.1.4. En la flgura se muestra e! campo
de Lorentz dE_ producldo por un anillo de
carga {regidn” sombreada) de la esfera de
Lorentz.

Asi, integrando, el campo de Lorentz resulta ser



(y]
I

I
J- dE, =f 2[1 P cos’ sens de
°

ne (1.69)

[}
wla

El campo l:‘.a producido por los dipolos en el interior de la
cavidad es el uGnico término en la Ec.(1.67) que depende de la
estructura del material. Sin embargo, si una estructura cristalina
es cubica y como los dipolos inducidos resultan paralelos al campo
externo, entonces Ea=0. Para materiales desordenados como liquidos
se supone que el desorden conlleva también !-::x = 0. Por lo tanto,

para medios isotrépicos simples,

E =E+2[lpP (1.70)
loc 3

Ecuacién de Clausius-Mossotti.

Supongamos que las moleculas del medio tienen una

polarizabilidad « definida por
p=akE (1.71)

entonces, podemos reescribir la ec.(1.70) en términos de la
funcién dieléctrica del medio y de la polarizabilidad molecular.

Utilizando la ec.{1.20) junto con la ec.(1.38)

e -1

1
P=—rE (1.72)

substituyendo en la ec.(1.70) obtenemos

E (1.73)

A partir de las ecs.(1.72) y (1.73) y utilizando el hecho de que

P= nocElx. con n la densidad de esferas, encontramos que

Cl—l 4
m:;ﬂna (1.74)
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Esta ecuacién, conocida como ecuacién de Clausius-Mossotti
nos da una relacién entre la variable microscépica « y la variable

macroscépica €.



CAPITULO 2

LA FUNCION DIELECTRICA EFECTIVA

El trabajo tedrico sobre las propiedades ¢pticas y eléctricas
de los medios inhomogéneos se origina en el siglo diecinueve. Uno
de los modelos consideraba que la estructura de un dieléctrico
estaba compuesta de particulas conductoras separadas por un
material no conductor. Las propiedades electrostaticas de este
modelo fueron estudiadas por Mossotti en 1850[31
1879"),

conductoras de forma esférica mediante una relacién que ligaba la

y por Clausius en

Clausius  expresd sus resultados para particulas

funcién dieléctrica con la fraccién de llenado de las esferas.

Por otra parte, Maxwell(lcl

derivé una férmula para la
resistencia de un material inhomogéneo compuesto de esferas de un
medio con resistencia r, colocado en un medio con resistencia Ty
Comparé el potencial de una esfera de resistencia r con el
potencial de una esfera similar que contenfa al material
inhomogéneo. Poco tiempo  después Lorenz[”] y Lorentzhz'
derivaron una formula equivalente para el cuadrado del Indice de
refraccién.

Maxwell Garnett[Z], en su estudio sobre las propiedades
6pticas  de vidrio con inclusiones metalicas, re-derivé los
resultados de Maxwell, Lorentz y Lorenz en 1904 y 1906,

Teorias mdas recientes como la desarrollada por Bruggemanl”]
en 1935 para materiales en los que la mezcla es simétrica en las
dos componentes, consideran que las dos componentes del material

inhomogéneo deben ser tratadas de la misma forma.

Se han propuesto muchas otras teorias para materiales
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inhomogéneos de diferentes microgeometrias y que nos permiten
describir varias propiedades fisicas de un material inhomogéneo
como por ejemplo, la conductividad eléctrica, el indice de
refraccién, la permeabilidad dieléctrica y magnética ast como

propiedades mecénicas.

Medios Compuestos.

Un medio heterogéneo que consiste de dos o mas materiales
distintos constituye un medio compuesto ( debido a que en inglés a
estos materiales se les [lama composites, en espafiol se comienza a
utilizar el término “composito”). Claramente, las propiedades
fisicas de un medio compuesto dependen de las propiedades fisicas
de cada uno de sus componentes asl como de los detalles de la
microestructura. Al estudiar los medios compuestos, en general, se
desea relacionar los cambios de su microestructura con los cambios
en sus propiedades fisicas efectivas. Asi, se podrian disefar y
construir de forma 6ptima medios compuestos para alguna aplicacion
particular, escogiendo de la mejor manera posible el tamafio, la
forma, la orientacion y distribucién espacial de las partilculas,
fracciones de llenado, materiales, etc. Por esta razén, resulta
conveniente dividir a los medios compuestos en varias clases

dependbiendo de la topologia de su microestructura. La primera es

a) b) c)

Fig.2.1.5e muestran las mlcro-estructuras para un material
to de dos p entes.g Material ‘A4’ y O Material °*B°.
Parte (a) Estructura tamtnar, {b) aglomerada, y (¢} granular.

la estructura laminar, en la cual los distintos componentes se
acomodan en capas alternadas como se muestra en la Fig.2.la. La

segunda clase son los compuestos aglomerados en los que sus
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componentes se mezclan de forma aleatoria como se muestra en la
Fig.2.1b. Por ultimo estdn los materiales granulares que consisten
en suspensiones de una o varias componentes diluidas en un medio
uniforme, Fig.2.1c. En el presente trabajo nos restringiremos

unicamente a medios granulares de dos componentes.
Teorias de Medio Efectivo.

Cuando el tamafic de las inclusiones es mucho menor que la
longitud de onda de la luz, entonces, una de las formas mas utiles
de estudiar las propiedades de los materiales inhomogéneos es la
teoria de medio efectlvo. Cada una de las componentes de un medio
compuesto responde de una forma caracteristica ante los estimulos
externos. Al mezclarlos, la respuesta del medio inhomogéneo
depende tanto de la mezcla como de las respuestas de cada una de
las componentes. Podemos considerar que esta respuesta del medio
como un todo es la respuesta de un medio homogéneo efectivo que es

equivalente al medio compuesto (ver Fig.2.2). Por ejemplo, si

=

a) b)

Flg.2.2. Segin tas teorlas de medio efectivo, podemos
reemplazar a un medio (nhomogéneo como el de la} por un
medio efectivo equivalente como en (b).

estamos interesados en las propiedades 6pticas del material, le
podemos asociar a éste una funcién dieléctrica macroscépica que
depende de las propiedades estadisticas del material asi como de
la funcion dieléctrica de cada una de sus componentes. A partir de
esta funcién dieléctrica efectiva (E:M) podemos describir las
propiedades 6pticas del material en su conjunto. Analogamente a lo
que sucede con la funcién dieléctrica de los materiales comunes,

la funcién dieléctrica efectiva es en general compleja y depende
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de la frecuencia de la luz con que se ilumina el material
(dispersién). La parte imaginaria estd relacionada con la
absorcién de energia en el material y por lo tanto, siempre es una

cantidad positiva.

23



CAPITULO 3

MEDIOS GRANULARES.

Formulacién del problema

En el capitulo anterior mencionamos que las propiedades
fisicas (en especial las propiedades 6pticas) dependen en gran
medida de la microestructura del medio compuesto. Debido a esto
fue conveniente clasificarlos de acuerde a su estructura
topolégica. Asl, encontramos que hay tres tipos de medios

compuestos: los laminares, los granulares y los aglomerados.

En este trabajo nos vamos a limitar a estudiar los medios
granulares de dos componentes. Supondremos ademés que el medio es
macroscopicamente homogéneo con las inclusiones de uno de los
materiales distribuidas aleatoriamente en el otro material.
Consideraremos unicamente la situacién en la que el tamafio y la
separacién entre las inclusiones es mucho menor que la longitud de
onda de la luz por lo que las interacciones electromagnéticas
entre ellas se pueden tratar en el limite cuasi-estatico. Uno de
los modelos mas simples que cumplen con estas caracteristicas es
el de wuna coleccién de esferas distribuidas aleatoriamente y

sumergidas en un medio homogéneo.

Hemos dicho también, que las propiedades 6pticas de este tipo
de sistemas estan completamente determinadas por su. respuesta
dieléctrica macroscépica. Por lo tanto el problema consiste en
calcular esta respuesta macroscdpica en términos de las funciones
dieléctricas de las componentes asl como de la distribucién

estadistica de las inclusiones.

Representacién Espectral

La respuesta dieléctrica efectiva de un medio compuesto de
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dos materiales {componentes} se puede representar analiticamente

en términos de la llamada funcién espectral.

Supongamos que tenemos un material con funcién dieléctrica €,
sumergido en atro material con funcién dieléctrica real €. Si el
medio compuesto es en promedio homogéneo e isotrépico, su funcién
dieléctrica efectiva cM(c‘,cz) tiene la propiedad de que al
multiplicar tanto c‘ como € por una constante A, la funcién
dieléctrica efectiva resultante se multiplica por el mismo factor
A, es decir

cM(Rcl.Acz) = AcM(cl.cz), (3.1)
Esto es equivalente a decir que existe una funcién h tal que
h=1~-g/ e, (3.2)

depende Unicamente de la variable cz/cl. Sin embargo, en lugar de

» . . 14
considerar este cociente, resulta més convementel ! usar la

variable

t= 1 3.3)

en términos de la cual la representacién analitica de h es
relativamente simple. Las propiedades analiticas de h son muy
importantes. “Supongames que h{t} es una funcién racional de ¢.
Como el medio compuesto debe disipar energia siempre que alguna de

sus componentes disipe energia, tenemos que
lms:M > O siempre que lmcl >0y Imt:2 >0 (3.4}
lo cual implica que si Imt # O entom:es[HI

Imt/imih(t}] < O. (3.5}

Esta condicién implica que si Imfh(t)] cambia de signo, lo cual
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sucede en los polos (o en cero) de h(t), entonces Imt también
cambia de signo. Por lo tanto, si h(t) tiene un pole simple en
t = tt’ entonces t' debe estar en el eje real. Ademdas, tales polos
deben tener residuos positivos para que Imt/Im(h(t)] tenga el
signo correcto cerca de los polos. Asi mismo, no puede haber polos
de mayor orden porque cerca de tales polos Im[h(t)] cambia de
signo varias veces y entonces se viola la condicién (3.5). Por lo
tanto, todos los polos de h(t) son simples, estan en el eje real y

tienen residuos positivos. Entonces h(t) se puede representar como

B
n
h(t) =} e con B =0, (3.6)
y en donde las magnitudes de los residuos IS”l y la localizacién de
los polos tn reflejan la microestructura de! medio compuesto. Como
es real y positiva siempre que € y &, son reales y positivas,

€
M
entonces, los polos se localizan en el intervalo O= t:’1 =1.

En cualquier medio compuesto de geometria aleatoria, todos
los polos, excepto el localizado en ¢t = 0, se distribuyen en un

{14]

corte ramal a lo largo del eje real Entonces, la ec.(3.6) se

puede reemplazar por la representacion integral

1 glu)

T du (3.7)

A(t) =-’tl+ff

o

donde la densidad espectral, g(u), toma valores reales positivos y
fes la fraccién de llenado de la componente 2. La densidad
espectral g(u) es esencialmente una propiedad de la microgeometria
del medio compuesto y no de las funciones dieléctricas de las
componentes y es una medida del peso de los modos normales

electromagnéticos del sistema.

Se puede mostrar“ﬂ que la constante A toma la forma

A= u'l/u'z, donde a'l es la conductividad estatica de la componente
1y 0'2 la conductividad de la componente 2. Aqui vamos a suponer

que o, = O y por lo tanto 4 = 0.
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Llevando a cabo una expansién perturbativa para h(t) en

potencias de t ol:»t.enemc:s[“l

F fl1-r)
7+ ——— + oustd). (3.8)
3t

h(t) =

Desarrollando la ec.(3.7) en serie de potencias de 1/t e
identificando términos con la ec.(3.8) obtenemos las siguientes

reglas de suma

1 1 1
f gludu = 1, Iug(u)du =54 -n. (3.9)
0

o

Al substituir la ec.(3.7) en la ec.(3.2) encontramos que la

funcién dieléctrica efectiva tiene la forma

1 glu)
e, = e [ | - fJ'O—t—_T du ] (3.10)

Sustituyendo la ecuacién para la & de Dirac'

lim ————':—[3~=P[-IE] -l s (3.11)

o +
B8»o

en la ec.(3.10) y considerando a t = x + iy , obtenemos

cM(x+iy)
lim ———=1 ~-P fj

y=+> 0 1

1

glu)

du + ¢ [l f gix) (3.12)

X - u
o

Finalmente, tomando la parte imaginaria de esta ecuacién, podemos

escribir

1 .
glx) = MFe lim Im g, (x + iy). (3.13)

[P
El stmbolo P(..) significa valor principal.
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Formalismo

Consideremos un ensamble de N>>1 esferas idénticas de radio

[15)

vt 3
a con polarizabilidad a-ao(cs cb)/(c;zcb), que es la

o
polarizabilidad de una esfera aislada con funcién dieléctrica €,
sumergida en un medio con funcién dieléctrica €, Los centros de
las esferas se encuentran localizados en las posiciones
Rl'Rz""'RN

. X . N
eléctrico externo E°X que oscila con frecuencia w. Supongamos que

y el sistema se encuentra en presencia de un campo

a°<<c/w, donde ¢ es la velocidad de la luz. E! momento dipolar P;

inducido en la iésima esfera es:
° -
p, = () [ E; + %: tU- pj(w) 1 (3.14a)

donde E? es el campo electrico inducido en el medio en la posicién

Ri en ausencia de esferas y

T .=(1-5 W,y

i i (l/R’:j) (3.14b)

J
es el tensor de interaccién dipolo-dipolo en el limite
cuasi-estatico, R, = IR.-R .| y &, es la deita de Kronecker.
ij [ ij
La funcién dieléctrica efectiva (macroscépica) ;M del sistema

se define como
Ds(r,t) = ff E'M(r.r';t-t'y<E>(r’.t') drdv (3.15)

donde D y E son los campos de desplazamiento y eléctrico,
respectivamente, y < > significa promedio. Aqui se toma un
promedio de ensamble sobre la coleccion de posiciones {Ri} de las
esferas. Si suponemos que el ensamble es homogéneo, isotrdpico, e
invariante ante inversiones entonces ZM es funcién sélo de
| r - r'l y su transformada de Fourier en espacio y tiempo t:M(q,w)

se puede escribir como

el l ~n t ~An
eM(q.w) = eM(q,w)qq + cM(q.w)(l—qq) (3.16)
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donde q es el vector de onda y a=q/q. Los superindices | y t se
refieren a las proyecciones longitudinal y transversal,

3 y ELEG-E. La respuesta

. . | 5 et
respectivamente. Por ejemplo €74 €,
[3]

{
dieléctrica macroscépica local esta definida como

e (= lim el(qw) = lim el(qw) (3.17)
M ] M
q=+0 q

+0

En este caso la coleccién de esferas estd sumergida en un
medio con funcién dieléctrica local s:b(w) y se puede demostrar[:‘l

que
g = g () [ ®Hq.w) + 4lln <P>I'(q.w) 1 (3.18a)

donde n<P>(q,w) es la transformada de Fourier del campo de

polarizacién promedio

n¢PX(riw) = <} p;lw) S(r-R;) > (3.18b})
i

y n es el namero de esferas por unidad de volumen. Usando (3.18),
las propiedades de simetrfa del ensamble y tomando en cuenta que

@' es igual a Ia proyeccién  longitudinal %l Qel campo

externo,obtenemos
eb(w)
e i 4ﬂeb(w)[ lim xex'l(q.u) ] (3.19a)
A q-+0

donde x°*(q,w) es la susceptibilidad externa definida por
n<P(q,0) = x*(q,wE™(q,w) (3.19b)

De esta forma la relacién entre €, los parametros microscépicos

ex'l(q—»O,w). Una

del sistema se pueden obtener calculando x
caracteristica importante de la eq.(3.19) es que proporciona un
procedimiento para calcular cM(w) directamente en términos de su

respuesta al campo externo, eliminando la necesidad de identificar
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el campo eléctrico macroscépico <E> durante el céalculo.

Ya que no hay acoplamiento l-t macroscépico debido a las
ex,

propiedades de simetrfa del ensamble, el cdlculo de » l(q,m) se
puede hacer mas facilmente si excitamos el sistema con un campo

eléctrico externo longitudinal monocromatico.

E(r)=h £ rot) (3.20)
En este caso
PP = <pe ¥ P> = rig) (3.21a)

es independiente de i debido a la invariancia translacional del

~ig R, .
ensamble y Pi = pe 'R} satisface

A -
Pla) =« [ § E/g, + % T, f@)-P (@] (3.21b)

donde

fod _ -iq-(R.-R ) <
Tij(q) = e [ tij (3.21c)
y hemos omitido el argumento w. En lo que sigue también se

eliminar4 el argumento q.

Si resolvemos formalmente el sistema de N ecuaciones (3.21b)
llegamos a que ’

- bl ex
P, = a§ (u )UE /e, (3.22)

donde (ﬁ“)u es el elemento ij del inverso del operador U cuyos

elementos son tensores de 3 X 3 dados por:

T -aT (3.23)

U ]

= %y

Tomando la proyeccién longitudinal y el promedio de ensamble
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de la ec.(3.22) y usando la ec.(3.19b) obtenemos inmediatamente

que

ex,| n

o n -1yl
=KL W, >=—F, (3.24)
£, 5 ij €,
Debido a la invariancia translacional del ensamble, el promedio en
la ec.(3.24) no depende de i. Substituyendo esta expresién para
x"’x'l en la ec.(3.19a) obtenemos finalmente la solucién general

para eM(w).

Si queremos determinar eM(w] de la solucién general es
necesario evaluar todos los elementos de matriz UU y por lo tanto
es necesario conocer los N tensores de interaccion dipolo-dipolo,
esto significa conocer la posicién exacta de todas las esferas
dentro del medio. Claramente, esta informacién no se puede conocer
en un sistema real en donde el nimero de particulas es enorme y su
posicién aleatoria. Es por esta razén que necesitamos plantear
algin tipo de aproximacién y realizar un promedic que nos permita

al menos obtener una solucién aproximada de la ec.(3.22).
Teorfa de Campo Medio

En esta seccién se plantea una de las primeras y méas

fructiferas soluciones que se han dado a este problema.
Reescribamos la eq.(3.21} de la siguiente manera:

po=ald E%Ve, + § TP ZJ: TU-( P,-<® )] (3252

@ [ E'i + Z ?[j'APJ] (3.25b)
J

donde APJ.EPJ.—(P) es la fluctuacién del j-ésimo momento dipolar. De
esta forma se ha escrito el campo local en Rt como la
superposicién de dos campos: el campo fluctuante Ei producido por
un sistema de dipolos idénticos en valor e igual a su promedio,

localizados en posiciones aleatorias {RJ} méas el campo generado
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por las fluctuaciones dipolares APj localizadas en estas mismas

posiciones.

Si ahora suponemos APJ = O se obtiene la llamada aproximaciéon
de campo medio (MFT). Esto, desde luego, s6lo seria apropiado para
un cristal perfecto ya que las fluctuaciones dipolares surgen del

desorden espacial. Asi,podemos escribir

P, =« E; (3.26)
1 i

Para encontrar la relacién entre o y la funcién dieléctrica
macroscépica €, tomamos el promedio de ensamble y la proyeccién

longitudinal de la ec.(3.26) para obtener

P = [E%e, + <3 T, > <P ] 3.27)
J

en donde se usé la definicidn de E’i dada por las ecs.(3.25), la
invariancia translacional del ensamble y el hecho de que el
promedio estadistico y la proyeccién longitudinal conmutan.

Resolviendo para <P>" obtenemos

Pl e & (£ (3.28)
l-a <§ T, >
+ L
J
Como["’]
. 1 8
lim ¢ T, (g0 = - =l n (3.29)
+ L 3
q->0 J

entonces de las ecs.(3.19) y (3.28) obtenemos la relaciéon de
Clausius-Mossotti (CM)

M ~
— 2. = fa (3.30)
eyt 28,
en donde @ = a/a’ = (e - )& +2g ) y con f=n(4[la /3) la fraccién
[+ s b 5 b [}

de volumen de las esferas. Este resultado es equivalente a la
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teoria de Maxwell Garnett (MGT).

Si ahora usamos la ec.(3.30) y Ia ec.(3.13) obtenemos que la
teoria de campo medio predice para la funcién espectral {g(u)] una
delta de Dirac localizada en u = (I-f)/3. Esto corresponde a la
existencia de un s6lo modo electromagnético asociado con
acumulacién de carga en las interfaces de las esferas y el medio
en el que se encuentran sumergidas, Por esta razén a este modo se
le llama modo de plasmén superficial. La posicién de este pico
coincide en el limite de baja densidad (f-0) con el modo de
plasmén superficial correspondiente a una esfera aislada y se
desplaza hacia la regién de u pequefias conforme incrementamos la

fraccién de llenado de las esferas f.
Simulaciones numéricas

Una teoria fisica no resulta de utilidad si no es capaz de
reproducir con mas o menos cierta precisién los resultados
experimentales obtenidos del sistema fisico para el que fue
desarrollada. Sin embargo, debido a la gran cantidad de
simplificaciones que usualmente se hacen en una teoria, a veces es
muy dificil desde el punto de vista experimental construir o
encontrar un sistema que llene los requisitos necesarios para la
aplicacién de la teoria y esto puede llegar a ser una causa de
discrepancia entre la teorfa y las medidas experimentales sobre
sistemas que no  cumplen las  restricciones del modelo.
Desafortunadamente,alin en un caso tan aparentemente simple como es
el sistema de esferas que estamos estudiando, las dificultades
experimentales son enormes debido a que existen problemas como por
ejemplo, la distribucién de tamafios y formas de las particulas.
Hasta hace no mucho tiempo era imposible comprobar los resultados
de algunas teorias debido a estas dificultades. Sin embargo, el
uso de la computadora nos permite solventar en cierta medida esta
dificultad ya que podemos realizar simulaciones numéricas cuyos
resultados se pueden comparar con la teorta. Las simulaciones
numéricas tienen la ventaja de que uno puede hacer “experimentos”

sobre un sistema bien definido con interacciones bien conocidas
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que nos permitan cubrir la mayor parte de los requisitos exigidos
por la teoria.
- . (17,18} N N .
En afios recientes se han realizado simulaciones
numéricas para el sistema de esferas que nos interesa. En una de

ellas, realizada por Cichocki y Felderhofl”].

se generaron Nx
configuraciones independientes usando una simulacién de tipo Monte
Carlo para el sistema de esferas duras en equilibrio.

17}

En esta simulacién se toma un ndimero grande X de celdas

cibicas de lado L y volumen V = L*. El cubo central con centro en
el origen se denota por C(L). Se considera una configuracién de NC

particulas con posiciones (R‘,...,R } en la celda C(L). Esta

celda se repite periédicamente Nchasta formar un  cristal
aproximadamente esférico compuesto por las celdas cibicas que caen
completamente en el interlor de una esfera de radio Ro centrada en
el origen. Esto se hace para poder comparar la respuesta
microscépica de una configuraciéon tipica (un elemento del
ensamble) en la que las posiciones estdn distribuidas mas o menos
uniformemente en el volumen de la esfera con la respuesta
macroscépica tal y como se obtiene a partir de las ecuaciones de
Maxwell. En la simulacién se compara la respuesta microscépica
promedio con la respuesta macroscépica para el caso de esferas
duras con una distribucién homogénea e isotrépica inmersas en una
esfera de volumen Q = (4ﬂ/3)R:. En el limite termodindmico N-w,
Q=+ con n = N/Q constante los efectos de borde se hacen

. 17]
1rrelevantes[ .

Los calculos se realizaron para seis fracciones de llenado
distintas, f = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.4628, y 0.5. Para las
fracciones de llenado més altas se tomo Nc = 580 particulas en la

celda cibica y se promedié sobre Nx = 200 configuraciones.

En la Fig.(3.1a,b,c) se grafica la densidad espectral g(u)
tal y como se obtiene de la simulacién numérica para tres
fracciones de llenado distintas f = 0.1, 0.2, y 0.3. Observamos

que hay diferencias notables entre las curvas predichas por la
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teoria de campo medio (MFT) en la que las curvas se reducen a una
delta de Dirac localizada en u = (1-f)/3 y las del experimento
numérico en donde las curvas muestran una estructura notable que

en principio deberia ser observable experimentalmente.

Una de las principales limitaciones de la teoria de Maxwell
Garnett consiste en haber despreciado las fluctuaciones del campo
local debidas al desorden espacial. Esta aproximacién puede ser
removida de diferentes maneras y encontrar la forma de hacerlo es

uno de los objetivos de los siguientes capitulos.

7] LI LS I I I Y A N N N Y | TT T 17
@.15 9.25 0.35 9.45 0.55
u
Fig.3.1. Lla funcldn espectral glu) como funcidn de u para

fracciones de ltlenado a) f =o0.1,b6) f=0.2yclf =0.3 tal y
como se obtienen de la simulacidn numérica. Las lineas sefalan
la posicidn de la funcidn 3§ predicha por MFT.
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CAPITULO 4

FLUCTUACIONES EN EL CAMPO LLOCAL
(Mas aila de Campo Medio)

La teorfa de campo medio desarrollada por Maxwell Garnett
(MFT)} que relaciona la funcién dieléctrica efectiva del sistema de
esferas distribuidas aleatoriamente en un medio homogéneo con la
polarizabilidad y la densidad de esferas presenta serias
limitaciones. Por una parte se supone que ante la presencia de un
campo eléctrico externo de longitud de onda larga el campo local
en cada inclusién es uniforme de tal manera que sélo se induce
momento dipolar (aproximacion dipolar) y por otra parte en todas
las esferas se induce exactamente el mismo momento dipolar (el

momento dipolar promedio).

Cuando la densidad de esferas es muy pequefia uno espera que
la aproximacion dipolar sea correcta, sin embargo, ain en el caso
de bajas densidades la suposicién de que en todas las esferas se
induce exactamente el mismo momento dipolar no es estrictamente
correcta ya que el desorden espacial en la localizacién de las
esferas da origen a fluctuaciones en los momentos dipolares. Por
lo tanto, entre mas ordenadas estén las esferas la aproximacién de
campo medio serid mejor y en el caso de un cristal perfecto no
habra fluctuaciones en los momentos dipolares siempre y cuando

estemos en el limite de longitudes de onda larga.

El propésito de este capitulo es desarrollar un formalismo
que nos permita tomar en cuenta las fluctuaciones en el campo
local debidas al desorden espacial de las esferas y poder escribir
una expresién exacta para la funcién dieléctrica efectiva del
sistema de esferas idénticas pero dentro del limite dipolar

cuasi-estatico.
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Enfoque diagramtico

En esta seccibn derivamos una expresién para la funcién
dieléctrica efectiva en términos de una serie infinita de términos
cada uno de los cuales puede representarse pictéricamente por un

diagrama. Para esto re-escribimos la ec.(3.21) de la siguiente

ferma
P, = u(m)[ E- + ¥ AT, .~P.], (4.12)
i i iy oJ
J
donde
Eé‘ =§ Eje, + N <D {4.1%)

es el llamado campo de Lorentz y

AT"-J = TU - <1, (4.1¢c)

donde

-

T =

=|-

4 Z TU >. (4.1d)
J
La ‘solucién formal de la ec.(4) es
P=ay v EF (4.22)
i 7 ij ‘

donde (V-l)u es el elemento i{j del inverso del operador V cuyos

elementos son tensores de 3 X 3 dados por:

-

VU

n

5, 1 - o AT, . (4.2b)
ij ij

Definamos la susceptibilidad de Lorentz como la respuesta al campo

de Lorentz, es decir
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n<P>(q,w) = xL(q.w)- EL(q,w). (4.3)
donde EL(q,w) es la transformada de Fourier del campo de Lorentz.

Al tomar el promedio estadistico y la proyeccién longitudinal de
la ec.(4.2a) y combinarla con la ec.(4.3) obtenemos

Li (4.4)

gl
ne<y (V) (i2 X

N J
Por otro lado, es facil mostrar que la susceptibilidad de Lorentz
estd relacionada con la susceptibilidad externa definida en la

ec.(3.19b) mediante la siguiente ecuacién
xex,l - (4.5)

donde simplemente hemos usado las ecs.(4.4) y (3.29). Sustituyendo

esta ultima expresién en la ec.(3.19a) obtenemos finalmente que

e - €
M

€ + 2¢
M b

=fa (4.6)

: -~ L
en donde hemos definido la polarizabilidad renormalizada o = u/a:

mediante la siguiente ecuacién
L]
ne =n ok (4.7)

y en donde

es un factor de renormalizacion.
De esta manera hemos encontrado una expresién exacta del tipo

de Clausius-Mossotti para la funcion dieléctrica efectiva €, en la

que se han tomado en cuenta las fluctuaciones en el campo. local
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debidas al desorden espacial de las esferas a través de la
~
polarizabilidad renormalizada « . Podemos notar que si ponemos

Z'.—. ® en la ec.(4.6) recuperamos la teoria de Maxwell Garnett

[ec.(3.30)].

El siguiente paso consiste en calcular la polarizabilidad
renormalizada a., pero dado que tendremos que tomar promedios de
ensamble de una distribucion estocAstica de esferas es necesario
que introduzcamos primero el concepto de funcién de distribucién

de m particulas.

Nuestro modelo de esferas distribuidas aleatoriamente puede
ser descrito por una distribucién de probabilidad
W(R 'Rz"""RN)' Esta distribucién de probabilidades es tal que
(v )W(Rl.Rz......RN)dJRldaRz....dJRN es la probabilidad de
encontrar una configuracién en la cual la esfera 1 esté localizada
en un volumen z:l:‘RI centrado en RI, la esfera 2 en el volumen d:’R2
centrado en Rz,...., y la esfera N en el volumen daRN centrado en
RN;
idénticas supondremos que la distribucion es simétrica respecto al

V es el volumen total del sistema. Dado que las esferas son
intercambio de Indices !,2,....,N y estd normalizada como

1 3 3 3 _
-l;-N—J' WR R .....R IR &R Ry = 1.

En el limite termodindmico se define la funcién de
distribucién de m-particulas p‘M) como
3

(m) _ 1 3
p™(R R .oR ) = -_T—J' WR .. R IER | ..dR .

y Nom +1
El promedio de ensamble de una funcién F(RI.RZ.....RM) que depende

de la posicién de m esferas en cada realizacién del ensamble esti

dado por

1 (m)

CFR ,ucr)R D = L JF(R R )p™(R ,...,R Jd°R ....d°R .
i m 1 m 1 m H m

m
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“
Ahora, para calcular la polarizabilidad renormalizada «
representamos el inverso del operador Vi.i en una serie de

potencias de A"f‘i Jt dada por

A'T't.-A? + o (4.8)
J

Jk

. (V_l)..=l +uZA? .+cczz
J o i ik

Usando la ec.(4.1c) podemos escribir
—_y _ s oo
§(V)U—l+a§[TU <T)]+

+ a7 [?U-<?>] [? —<‘i'>]+... (4.9)
Jivk

Si ahora tomamos el promedio de ensamble y la proyeccion
longitudinal de esta ultima ecuacién obtenemos la siguiente suma

diagramética

gac¢y (V)is=t101+[o—e-0-0]
J J

+ [ O/’\. + (;) - (0_.)2] + ... (410)

Hemos tomado el limite termodindmico y el limite g+»0 por lo que
cada diagrama tiene el siguiente significado en donde cada término
de ‘la  ec.(4.10) que estd entre corchetes representa el promedio de
ensamble de la proyeccién longitudinal del término correspondiente

del lado derecho de la ec.(4.8).

o=1, (4.11a)
o—e=alim <y § - T, §> (4.11b)
q»0 J
=nee lim q T _- ap(Z)(R iR,
q_.o 12 12 2
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. 2z A pud = A
/N =a°lim <Y q-T Te.ca> J=1i
o’ e a0 Pk k' Ckj
2.2 . A = = A (3)
=n"a lxmf J-q . le- T“- qpe (RI,RZ.RJ)
qg-+0
xd>R_d°R (4.11¢)
2 3
(;)sazlxm <Yy d TU T_ji' /q\>
q-+0 J
_ . == A (2) 3
=ne” 1lim| q ‘2 T“- qap (sz)dRz 4.11d)
q-+0

y asi sucesivamente.

Cada diagrama puede verse como un proceso de polarizacién
elemental (ver Tabla 4.1) que contribuye a la polarizacién de una
esfera dada (punto blanco). Por ejemplo la ec.(4.11b) corresponde
al proceso en el cual E° polariza a una esfera (punto negro) cuyo
campo dipolar (linea) polariza directamente la esfera escogida
(punto blanco). La ec.(4.11c) es la interaccién indirecta méas
simple entre dos particulas, mientras que la ec.(4.11d) representa
la auto interaccién de una esfera a través de su efecto en una

segunda esfera.

r 1 2 3
s
t 0—e 09 h
. ] ° [
2 0/ \o O-—(o) (0)—0 N
*—e
3 0/ \.

TABLA «.1.Dlagramas de orden mds bajo. r es el nimero de llneas
y s es el numero de puntos negros.

Es interesante notar que estos diagramas no contemplan la

auto-interaccion directa, es decir, T = 0 y que todos los pares

JJ
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de tensores sucesivos :r.pq. .'-I‘.’_s en la ec.(4.9) tienen g=r. Por lo
tanto todas las graficas con s puntos negros y r lineas se pueden
dibujar sin levantar el lapiz del papel y no se puede unir un

punto directamente consigo mismo (graficas eulerianas).

Para obtener el wvalor correspondiente a cada gréfica
numeramos cada punto con un indice distinto de 1| a n, recorremos
la grafica en orden comenzando por el punto blanco (indice io) Yy

escribimos o T cuando pasamos por la p-ésima linea que une

it i
P-1p
los puntos tp.l e tp. Luego tomamos la proyeccién longitudinal y
sumamos sobre todas las posibles formas de numerar con un "o fijo.
Finalmente, al promediar sobre el ensamble y tomar el limite

cuando g-0 obtenemos

Dado que el ensamble es homogéneo, esta expresién es independiente
de 1‘.0 y al tomar el promedio sobre todas las posibles formas de
numerar todas éstas contribuyen lo mismo a la suma. Por lo tanto
podemos escoger io = 1 y numerar el resto de las particulas desde

2 hasta s+l, donde s es el nimero de puntos negros y multiplicar

S

este término por N [1+O($)] =N". Luego promediamos sobre el

ensamble utilizando la funcién de distribucién de s+l particulas

(s+1} )

P (Rl,...,Rs’ Finalmente, tomando el limite termodinamico

obtenemos
r A = = = A
(lzirg[naf---fq 12 Tza' P
¢s*(R R_,...,R_)a°R ---d’R ]
2 s+l 2 s+l

En las ecs.(4.11) se muestran ejemplos de la correspondencia entre

la expresién de arriba y su grafica particular.

Es posible clasificar las graficas de acuerdo con su numero

de lineas y puntos. Por ejemplo, si Glr,s) es la suma de todas las
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graficas posibles con r lineas y s puntos negros (todas las
gréaficas tienen un punto blanco y rzs), entonces, cada uno de los

n . r
términos en G(r,s) contiene el factor o«'n®.

Para estimar la importancia relativa de los distintos
diagramas, utilizamos las cantidades adimensionales definidas
antes a y f. Podemos ver que cada diagrama es proporcional a r
Asi para una polarizabilidad « dada, una expansién a bajas
fracciones ae llenado f requerird de las graficas con el menor
nomero de puntos negros para un nimero dado de lineas. Por otra
parte, dada una fraccién de llenado de esferas una expansién para
bajas polarizabilidades requerirda de las graficas con el menor

namero de lineas para un nGmero dado de puntos negros.

En la Tabla 4.1 agrupamos en potencias de « y f las primeras
gréaficas; todas las graficas que estdn en la misma columna tienen
el mismo numero de lineas y las que est&n en el mismo rengléon

tienen el mismo nimero de puntos.

El principal problema que existe para calcular los distintos
tipos de diagramas es el conocimiento de la funcién de
distribucién de m - particulas. En el caso de los medios
compuestos lo mas adecuado seria su determinacién experimental
debido a que la distribucién estadistica de las particulas depende

del proceso de preparacién de la muestra.

En cada diagrama el efecto més importante de la correlacién
entre particulas es el evitar el traslape entre particulas

conectadas entre si (i y J} debido al polo de "i" cuando R, 0O,

Como ésta es una propiedad de dos particulas, ;Jara mantenfe{* el
analisis lo mé&s simple posible y al mismo tiempo tomar en cuenta
la correlacién mas importante, tomamos la region de baja densidad
en donde la funcién de distribucién de m - particulas para una

grafica dada con m > 1 puntos puede aproximarse como el producto

(m) - (2)
P T(R,R ,....R ) (i['[j)p (®; ) 4.12)
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tomado sobre todos los pares de puntos (i,j) directamente
conectadas por al menos una linea. Entonces, podemos escribir la

ec.(4.10) de la siguiente forma
£=0+(H+ [‘\0—/'«»(&)] e (4.13)

en donde cada diagrama es irreducible; lo que significa que no
puede separarse en dos diagramas independientes cortando una soéla

linea.

Usando estas aproximaciones es posible realizar distintas

sumas infinitas de distintas clases de diagramas.

Sumas diagramaticas

Conocer la importancia relativa de cada uno de los diagramas
para un sistema dado es un problema dificil. Sin embargo, podemos
seleccionar sumas infinitas de diagramas que sean utiles para

casos especificos.
~Aproximacidn de campo medio
Si hacemos la aproximacion
£=0=1 ‘ (4.14)

obtenemos la teoria de Maxwell Garnett ec.{3.30). Por otra parte,
demostramos en el capitulo anterior que la teoria de Maxwell
Garnett corresponde a una aproximacion de campo medio en la que se
desprecia la contribucién de las fluctuaciones de los momentos
dipolares al campo local. Esto se debe a que los diagramas de
ciclos cerrados son los responsables de la auto-polarizacién de
una particula a través de las demdis. En otras palabras, los bucles
son responsables de la correlacion entre los momentos dipolares y

las posiciones relativas de las esferas, lo que da origen a las
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fluctuaciones de sus correspondientes momentos dipolares.

-Diagramas para baja densldad(s1

Los diagramas que se necesitan sumar para un régimen de baja
densidad son aquellos que tienen muchas lineas para un numero dadeo
de puntos. Considerando procesos de auto-polarizacién
representados por vértices © que- parten de una esfera dada,
polariza el resto de las esferas y regresa a la esfera original,

entonces podemos escribir

fl A e N A N D N

F 001 (0):

08 wpre94 7

3 of ]

3 06 e

w r ]

€ L ]

= o4l 4

ozf 4

ool—L 1 .t L1 1 L

04 05 06 o7

U.J/(Up
t T T T T T T T T 7T R R R A S A R
(b) 1 F S~ )]
15k~ f:0.03 ~ a0k 9 ; ( )q
t wpT=94 1 O wyrea ]
A ] 3 C ]
- -
ol 1 = ¢ . ]
O 1 w - ]
L 1 E r ]
F 4 = ok . -
L 4 - £ : 3
08k - - . ]
L F . o ]
] OS5 . —
- ] S . 1
| - . ]
ool F O A T I S R I K ] 00E AN T T N S Y B L.X'Y =
0.4 05 0.6 07 04 05 [:X3 [5)
w/Wp w/w,
Fig.4.1.Im £ como funclén de w/u_ para fracclones de llenado
{a)o.oi, (blo.o3, y (clo.i. La 1iRea solida corresponde a la

suma dlagramdtica dada por la ec.(4.15) y los puntos son los
resultados de la simulacidn numérica de Kumar y Cukier.

E=zo0+a=p + & + ... (4.15a)
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donde el vértice renormalizado © estd definido como

g
QD

+ ... (4.15b)

1]
—
+
e
+
3
+
1

con

@ =n=§+@+@+... {4.15¢)

Se ha mostrado que esta suma diagramética produce excelentes
resultados para bajas densidades como se puede ver en la Fig. 4.1.
En esta figura se muestran los resuitados obtenidos con esta suma
diagramatica para un sistema de esferas de Drude con w t=94
sumergidas en el vacio y se comparan con los resultados obtenidos
de una simulacién numérica reportada por Kumar y Cukier, para
fracciones de llenado f = 0.01; 0.03; y O.l. Para la funcién de
correlacién. de dos particulas se us6 la aproximacién de volumen
excluido (hole correction) p(Z)(R) = 6(R-2a), donde B8 es la

funcion escalén.
-Teoria del vértice renormalizado (TVR)

En esta seccién vamos a considerar un conjunto de diagramas
simplemente-conexos. Por simplemente-conexos queremos decir que

cualquier punto { puede ser separado de cualquier otro punto j

cortando a lo mas dos lineas que salgan de i

§=@=o+@+ go-p -+ a& + o (4.16)

y en donde

@ . © (4.17)
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g(u)

[4]

4 . .
entonces encontramos que € cumple una ecuacién algebraica de

segundo grado dada por

(4.18)

1}
=]

() -g+1

N '

guw

S AR SRR RARRN RN AR AR R

I

NP P N Y
3
°©

(V)]
~

|
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o
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o
(o]

I NEN S FENSU ARRRY RN Tl NN

o

"'Fig.4.2.La funcidn espectral glu) como funcldn de u para frac-
clones de llenado (alo.i, (blo.2, y [c)o.3. La linea contlinua
corresponde a los dlagramas para bajas densidades [ec.{4.15)]) y
la entrecortada a la teoria TVR lec.(4.18)]. La linea punteada
es la simulacidn numérica descrita en el capftulo tres (Ref.17)

Evaluando la integral correspondiente a (;) obtenemos que

% = % f(Z) o? (4.19)

en donde
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@ (2}

p ' {2a X)
f?) = SfJ 2 ax.
o X

Utilizande el hecho de que £ = E'/E, y que £, esta dado por

la ec.(4.6) tenemos entonces una férmula simple p;x{-a €, en donde
lo tnico que hay que resolver es la ecuacién algebraica de segundo
grado (4.18).Como podemos ver, en esta ¢ltima suma diagramética
interviene la funcitn de correlacitn de dos particulas a través de

la integral f f:).

En la Fig.4.2 graficamos los resuitados obtenidos con esta
suma diagramdatica y con los de la ec.(4.!5) en términos de la
funcién espectral g(u) definida anteriormente. Para la funcidén de
correlacién de dos particulas se usé la aproximacién de volumen
excluide (HC). Ademas se comparan estos resultados con los
obtenidos mediante la simulacién numérica descrita en el capitulo
tres para fracciones de llemado f = 0.}, 0.2, y 0.3. Podemos
observar que para f = 0.1 los diagramas para bajas densidades se
ajustan mejor a la simulacién que la teoria TVR. Sin embargo, para
f = 0.2 el ajuste no es tan bueno y la curva obtenida con los
diagramas para bajas densidades se parece mas a la de la teorfa
TVR, Para f = 0.3 las curvas obtenidas con los diagramas para baja
densidad y los de la teoria TVR son inuy parecidas y estan
desplazadas hacia valores menores de u comparados con la
simulacién numérica.

-~Diagramas de cmillosm

Si en lugar de la aproximacién hecha en la ec.(4.17),

consideramos la siguiente suma

@ = (g) + " w0l Yo+ (4.20)

8]

entonces, se puede mostrarM que
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20

15

glu)
10

g=1+5r, G+ @Y 1N, (@.21)
en donde
. . J‘” ® (1-2fa @) .
Hfa) = 5 — dy (4.22)
eIl o (1-2fx ) (1l +fa o)
y
® J(Rtysza)  ap'*'(R)
aly) = -3 RG72) —x— 9R- (4.23)
o

Utilizando la aproximacién de volumen excluido (HC) para pm(R)

esta ultima integral se reduce a

aly) = -3 jl(y)/y, (4.24)

£=0.3

)

Fig.4.3. La funcidn espectral glu) como funcidn de u para une
fraccidn de llenado f = 0.3. La llnea centinua corresponde a
tomar los diagramas de anillos lec.{4.21)]. La linea punteada
es la stmulacidn numérica.
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La Fig. 4.3 muestra la funcién espectral g(u) para una
fraccion de llenado f = 0.3, tal y como se obtiene de esta
aproximacién. Como se puede observar, al tomar la serie completa
ec.(4.20) la forma de g(u) cambia respecto de la curva
correspondiente a la teorfa TVR (ec.(4.17)] que es un caco
particular de la ec.(4.20) en el que uUnicamente se considera el

primer término de esta serie.

Los resultados muestran que al ir aumentando la fraccién de
llenado, las curvas correspondientes a los diagramas para bajas
densidades ec.(4.15) y los utilizados en la teorfa TVR ec. (4.18)
se parecen cada vez mas. Esto significa- que los diagramas
utilizados en la aproximacién para bajas densidades practicamente
no tienen ningun efecto para grandes fracciones de llenado, en las
que los diagramas que tienen una mayor influencia son los
utilizados en las ecs.(4.18) y (4.21). Por otro lado, las graficas
de g(u) se encuentran desplazadas hacia valores pequefios de u con

respecto a los obtenidos con la simulacién numérica.

A pesar de que en el régimen de bajas densidades se han
obtenido excelentes resultados al comparar con la simulacién
numérica, las sumas diagramaticas mencionadas con anterioridad, no
dan buenos resultados cuando la fraccién de llenado se incrementa
a valores mayores de 0.1 aproximadamente. En el capitulo siguiente
se propone una forma fenomenolégica de atacar el problema para
tratar de encontrar resultados que se asemejen mas a los de la

simulacién numérica para fracciones de llenado altas.
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CAPITULO S

CORRELACION DE TRES Y CUATRO PARTICULAS

Hemos hecho un anilisis de la respuesta dieléctrica para el
sistema de esferas primero en términos de la teoria de campo medio
y luego en términos de un enfoque diagramiatico. Vimos que en la
teoria de campo medio se desprecian por completo las fluctuaciones
al campo local debido al desorden espacial y que estas
fluctuaciones se toman en cuenta en el enfoque diagraméitico a

través de los diagramas con ciclos cerrados.

En este capitulo vamos a desarrollar una teoria de medio
efectivo que toma en cuenta la presencia de las fluctuaciones pero
desde un punto de vista diferente al diagramatico. Como veremos,
este procedimiento nos conduce como caso particular a una de las
sumas diagramaticas  presentadas en el capitulo 4. La
caracteristica de este nuevo enfoque es que parte de un
procedimiento mdas intuitivo que el wusado en la formulacién
diagramatica, sin embargo, tiene la desventaja de que es menos

general.

El procedimento que se plantea en esta seccién para calcular
el valor de la funcién dieléctrica efectiva del sistema de esferas
idénticas dentro de la aproximacion dipolar cuasi-estatica es
basicamente el mismo que se siguié en el capitulo 3 para la teoria
de campo medio, séle que en este caso tomamos en cuenta la
presencia de las fluctuaciones en el campo local debidas al
desorden espacial de las esferas a través de un parédmetro escalar,
Ademds, usaremos por conveniencia el campo de Lorentz definido por
la ec.(4.1b).
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Mostramos en el capitulo 4 que el momento dipolar inducido en

la i-ésima esfera se puede escribir de la siguiente manera

Pl=a(w)[ Ef+§ ATU-PJ], (5.1)

L

~.7

donde es el campo de Lorentz definido por la ec.(4.1b) y

- <T>.

Analogamente a lo que hicimos con la ec.(3.21) podemos

re-escribir la ec.(5.1) de la siguiente forma

AL - -
P,=a[qE +§ AT, ;- <P> +§ AT ;- (P;-<P> ) ] (5.2a)
AL o -
=« [ QE" + % ATU-<P) - § ATU-APJ,] (5.2b)

Ahora, en lugar de suponer que en todas las esferas se induce
el mismo momento dipolar como se hizo en la teorfa de campo medio,
definimos el tensor de polarizabilidad renormalizada Zi" por medio
de la ecuacién.

-y L -
P.=a[-faE + 3 AT

J

TR (5.3)

donde los efectos producidos por las fluctuaciones dipolares en el
campo local estdn contenidos en Zi" la cual en general depende
tanto de i como del miembro del ensamble. Para determinarla por
completo se necesitan los momentos dipolares {PJ.} para cada
miembro del ensamble y para tres direcciones linealmente
independientes del campo externo. De esta manera la reformulacién
del problema en términos de la polarizabilidad renormalizada no
representa ninguna utilidad a menos que se proponga una
aproximacién conveniente. Aqui proponemos la siguiente

aproximacién

o, 2 0 (5.4)
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- M
en donde 0 es el tensor unitario ¥y « es un escalar independiente
de i y es el mismo para todas las realizaciones del ensamble.

»

Tomando en cuenta que (Z ATij> = 0, observamos que poner « =x

J
es equivalente a despreciar los efectos producidos por las

fluctuaciones y se recupera entonces la teoria de campo medio.

Siguiendo el mismo procedimiento usado en el cap. 3 pero con
L
« en vez de « obtenemos nuevamente una relacién de tipo
Clausius-Mossotti entre la funcién dieléctrica efectiva I la

polarizabilidad renormalizada o:.

=foa (5.5)
~ L)

donde « =a /ao.

Correlacién de tres particulas

"
Ya que obtuvimos una relacién entre o y €y buscamos ahora
L]
calcular a incluyendo de la mejor manera posible la contribucién
de las fluctuaciones. Para hacer esto demandamos auto-consistencia
entre las ecs.(5.4), (5.3) y (5.1), lo cual nos conduce a
_ A L * = A L =
Pi—a[qE o ZATU-[qE + ¥ ATJ.k-<P>]] (5.6)
J k
Tomando el promedio estadistico y la proyeccién longitudinal de
esta ecuacién obtenemos
l

= o [i+a< T aTH>1EN N o 3 88T, aT -8t 5
i S M '

Jk

2

Finalmente, - substituyendo <P> = oc'EL’l

en ambos lados de la
ec.(5.7) y tomando el limite cuando q-0, cbtenemos una ecuacién

algebraica de segundo grada
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Lo+ @ Him aTHg) (5.8a)
oL
q-+0

que nos da oc' en términos de « y la proyeccién longitudinal de la

varianza de la interaccién dipolar.

AT*(q) = ¢ ¥ a-?u(q)ﬁjk(q).a >-¢y a.‘{-u(q)-a »*  (5.8b)
Jok J

Es conveniente definir, una fraccién efectiva de llenado como

f=4aslim AT?. Usando esta definicién en la ec.(5.8a) podemos
e q+0
escribir

lr i EY-F rE=0 (5.8¢)
4 e

La solucién de la ec.(5.8c) en términos de fe es
~2 (172
g t-u-fe i fo = ]
= P E‘ 1 + ..
fx f0

e

(5.9)

en donde se ha escogido el signo menos antes de 'la raiz cuadrada
»
para que « -»o cuando fe—>0. Esto significa que en el limite de

bajas densidades recuperamos la relacién de Clausius-Mossotti.

El calculo de la fracci6n efectiva de tllenado fe se puede
hacer en términos de las funciones de correlacién definidas
anteriormente. El primer término del lado derecho de la ec.(5.8b)

estd dado por

<JZKG-TU. Tjk-a > (5.10)
_ .2 A =2 A (3) 3 3
=n j & T 7, 80" ®R R R)RAR,
A = = A (2) 3
+n f & T -7, -§ 0 (R ,R)R,
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en donde las p("') son las funciones de correlacién de m particulas

del sistema. Nétese que con este procedimiento se incluye en fE la

funcién de correlacién hasta de tres particulas.

Todas las integrales que aparecen en la ec.(5.10) son bien
comportadas porque las singularidades que aparecen en los tensores
de interaccién dipolo-dipolo son removidas por las funciones de
correlacién, las cuales se hacen cero cuando la distancia entre

dos esferas es menor a su didmetro.

En la regién de baja densidad es posible aproximar

(2) (2)
[} (R‘,Rz)p (Rz'Ra) (5.11)

[}

{3)
P (Rl,Rz.Ra)

Usando esta aproximacién junto con las ecs.(5.8b), (5.8c) y (5.10)
obtenemos que fe estd dada por

@

o' (2a X)
f =f = 3f —_— daX (5.12)
[ X

Esta expresién coincide con el resultado obtenido en Ia
teoria del vértice renormalizado (TVR) desarrolliada en el cap. 4
fecs.(4.18) y (4.19)], pero esta vez partiendo de una teoria de
medio efectivo cuyo principal mérito consiste en su simplicidad y

el claro significado fisico de sus aproximaciones.

Los resultados obtenidos con esta aproximacion se graficaron
en la fig.4.2, en donde se observé que las curvas correspondientes
para g(u) estdn desplazadas hacia la izquierda respecto de los

resultados obtenidos con la simulacién numérica.

Esto nos hace pensar que dicho corrimiento se debe a que la
aproximacién propuesta para la funcién de correlacion de tres
particulas ec.{(5.11) no es satisfactoria, al menos, para
fracciones de llenado altas. Por lo tanto, si queremos obtener un
mejor ajuste con la simulacidén, es necesario tomar en cuenta la

funcién de correlacién de tres particulas de forma mas precisa.
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La funcién de correlacién de tres particulas se puede

escribir de la siguiente forma

(2) {2)

(3) _
p (Rl,Rz,Ra)— Ap + p (Rl,Rz)p (RZ.RJJ (5.13)

(2] (2)

(3}
(Rl.Rz)p (Rz’R:)‘

en donde Ap = p (Rl.Rz,Rj) -p

Usando esta expresién junto con la eq.S.8) y (5.10)
obtenemos

(2)

= e

2 _ 2 pad A 3 3 3
AT (q) = n J.q T, T,'d 8p dRAR + 7

(5.14)

Si llamamos I a la integral del lado derecho de la ec.(5.14)

entonces podemos escribir la fraccién efectiva de llenado como

o= @ (5.15)

e e e

en donde f:3)= 4a%n® L

Aproxlmacidn de superposicidn de Kirkwood
En esta seccién tomamos para pm la aproximacién de
superposicién (SA) de Kirkwood, es decir

(2} (2}

(2)
p (R )p (Rn) (5.16)

(3) =
P (RI.RZ.Ra) E (sz)p
que expresa la  funcién de correlacién de tres particulas en
términos de la funcién de correlacion de dos particulas de todas
las parejas posibles. Obsérvese que se ha usado el hecho de que el

sistema es homogéneo para escribir

(2) }

PPRR ) = PR ) (5.17)

t

Con estas aproximaciones a la mano podemos escribir

56



(2}

8% = PR R [ %R ) -1 T (5.18)

Substituyendo la ec.(5.18) en la integral I obtenemos

F'2 (cose) (

2) (2)
I-ZJ_p (Rlz)p

(2! R ) -1 ]d°R,_d°R
13 12 23

RI[ep
R:l 3 23
12 23

(5.19)

Como en el caso de las ecs.(4.15) y (4.19}), escogemos la

aproximacién de volumen excluido (HC) p(Z)(R)=B(R-Za) con lo que

obtenemos el siguiente valor de la integral '
1=-21° (5.20)
Substituyendo este resultado en la ec.{5.15) obtenemos finalmente

f= -2 (5.21)

e

Hasta ahora s6lo hemos usado la aproximacién de volumen

(2)

excluido (HC) para p“'(R), sin embargo, es posible examinar la

dependencia de la ec.(5.8) para otras elecciones de las funciones
de correlacion de dos y tres particulas p(Z)(R) y ph)(Rl,Rz,R:).
Afortunadamente la ec.(5.15) con las integrales definidas por las

ecs.{(5.12b) y (5.19) aparece en la teoria de Kirkwood-Yvon“g'wl

[21]

y ha sido estudiada en detalle por Stell y Rushbrook usando

diferentes aproximaciones para P(z) y p(-a)

dentro- del modelo de
esferas duras. En la fig.5.1 reproducimos sus resultados
graficando fe como funcién de f. En dicha gréafica las curvas

marcadas como:

(*) SA+HC corresponde a tomar fe tal y como se obtiene a

partir de la ec.(5.21),

(&) Jm(O) significa que se uséd f:” tal y como se obtiene a

partir de céalculos de tipo Monte-Carlo y en f:') se utilizé

f———
Ver apéndice.
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-0.0

(6] (2)

SA para p ) y HC para p
(*}) SA+PY corresponde a tomar SA para p(:) y a pm tal y

como se obtiene a partir de la teoria de Percus-Yevick.

La unica manera de evitar la SA en la evaluacién de f::) es
mediante un calculo de Monte-Carlo. Este calculo ya ha sido
hechoh” pero Unicamente para f~0.46 que es el punto marcado como
AWS y proviene de sumar ff:) y f:') obtenidos directamente
mediante una simulacién del tipo Monte-Carlo, el resto de la curva
es una extrapolacién "“a ojo” de lo que Stell y Rushbrook

consideran es la mejor prediccién para fe.

Ll

[

1 b

(I

| S |

ryr 7 i rrr T rrrrrrir T T e r e rTu

Fig.S5.1.Curvas correspondientes a la fraccldn efectiva de
tlenado fe como funcidn de la fraccldn de llenado f. Los
simbolos se definen en el texto. llas curvas se tamaron
de: Stell y Rushbrooke 1974, Chem.Phys.Lett. 24 531)
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glu)

(*) Finalmente, en la curva marcada como HC se aproximé

pm(Rl,Rz,Rs) = pm(Rl,Rz) pm(Rz,RJ) y se tomé HC para
(2)
p.

En la fig. 5.2 se grafica la funcién espectral g(u) usando
distintas elecciones de fe. Para la curva continua se tomd
f==fe(AWS), para la curva entrecortada se tomé fe=fe(HC) [esta
curva es la correspondiente en la fig.(4.2)] y la linea punteada
es la simulacién numérica. En la parte (a) se grafican los
resultados para f=0.1, y en la parte (b) para f=0.3. El efecto mas
notable de haber tomado valores méas realistas para p(Z) y p(:') es
que la curva de g(u) se recorre un poco hacia la derecha,
ajustandose mejor a la posicién de la curva correspondiente a la
simulacién, pero sin cambiar en términos generales el perfil de la
curva en la que se usé j“'z = fe(HC). Este corrimiento es mayor para
fracciones de llenado altas ya que como se ve en la fig.5.1, para
f pequefias todas las fe se parecen, en cambio cuando f crece, las

diferencias entre las distintas fe aumentan.

i ]

i ©.1 7o =0.3

. 4 b
10 10— ]\.5-.‘

: BRI

— e} - l\: "“

a - H ‘

. 1 ALY

: 10

i i 4 i

. {l 4 i

N\ I -
e e e et o o o
0.10 9.30 2.59 ©.19 9.30 9.50
u

u

Fig.5.2.Lla funcion espectral glu) como funcidn de u para
fracclones de llenado: (a) f=0.1, y (b} f=0.3. La curva
continua {entrecortada)} proviene de tomar para f las
curvas marcadas como AWS (HC) en la flg.5.1. €
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Estos resultados junto con los del capitulo anterior muestran
que para fracciones de llenado de hasta f = 0.1 la aproximacién
ph)(Rl,Rz,Ra) = p(Z)(Rl,Rz) p(Z)(Rz,RJ) es bastante satisfactoria
aunque es necesario tomar mas diagramas que los que se consideran
en la teoria TPR. Sin embargo, para fracciones de ilenado mayores
(f = 0.3) las correlaciones entre las particulas se hacen mas
importantes, lo cual se refleja al tomar mejores aproximaciones
para la funcién de correlacién de tres particulas ya que se
produce un corrimiento en la curva para g(u) ajustandose mejor a
los resultados de la simulacién numérica, sin embargo, el ajuste
alin no es muy bueno. Ademds, podemos ver la presencia de un polo
aislado para f=0.3 que no aparece en los diagramas de anillos ni
en la simulacién numérica. La razén de este polo es la siguiente:
Al despejar €y de la ec.{5.5) obtenemos €, = cb(l+2f‘&~):'(ll—f'a~),
lo cual quiere decir que el polo aparece siempre que 1- fe =0y
esto sucede cuando u = (1-f)/3 - fe/(lZf) con la restriccién de
que f?'Zfe/4. Més adelante, veremos como ‘la funcién de correlacion

de cuatro particulas modifica aln mas estos resultados.

Comparacién entre la teoria de la polarizabilidad renormalizada y

En la teoria para la funcién dieléctrica de fluidos no
19l (1936) e Yvon?®' (1937) se

considera un sistema de dipolos puntuales polarizables que

polares iniciada por Kirkwood

interaccionan entre si y se estudian las desviaciones respecto a

la ecuacién de Clausius-Mossotti.

Esta teoria se puede resumir en dos ecuaciones. La funcion

dieléctrica se escribe en la forma

- €

€
M b _ .~
TM-T—z-c—b-fm[l+s] (s.21)

(para fluidos no polares €, seria la funcién dieléctrica, cb=l, o

la polarizabilidad de cada &atomo, y f la fraccion de llenado de
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los &tomos). S es una cantidad que representa las correcciones a
la férmula de Clausius-Mossotti (CM). Esta cantidad fue calculada
por Kirkwood e Yvon hasta el término proporcional a o y
encontraron lo siguiente

fee]

|~z p(Z) (2a°X)
Sz =~ @ 3r _4—-—-dx
N o X

6 2 Pz(cose) (3)
+ 8a n ——-—-[p TR
3 3 !
R
1223

(2) (2)
SR PTR e (st)] d’Rlzd’ R“]
(5.22)

podemos escribir esta Gltima ecuacién en el lenguage de medios
compuestos en términos de la fraccién efectiva de llenado fc

[ec.(5.15)] para obtener

f & (5.23)

substituyendo este resultado en la ec.(5.21) encontramos que la
teorfa de Kirkwood-Yvon (KY) se puede escribir como
T % ~ 1 ~2
.—_.=_fo;[1+:fea] (5.24)

e + 2¢g
M b

Por otra parte, habiamos visto que en la teoria TPR, la
"
solucién de « [ec.(5.8¢c)] en términos de f,es
=2 )2

. 1 -1 -fa . £
a =2 ¢ Ea[l+ 4e az+---] (5.25)

f a
(-4
substituyendo este resultado en la ec.(5.5) podemos escribir la

teoria de la polarizabilidad renormalizada de la siguiente forma

g =€
M b _ o~ 1 ~2
C—M—;z—cb—fa[l+;feo:+..‘.] (5.26)
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Comparando las ecs.(5.24) y (5.26) vemos que la teorfa de
Kirkwood-Yvon es una aproximacién a la teoria de la
polarizabilidad renormalizada en el que se desprecian los términos
de orden superior a feEZ. En el limite de bajas polarizabilidades
los términos de orden superior a % no tienen ninguna influencia y
por lo tanto, las dos teorlas coinciden. Para el sistema de
esferas E=(es-e:b)/(cs+2cb), esto significa que a bajas
polarizabilidades €, E €, es decir, cuando la funcién dieléctrica
de las esferas es muy similar a la funcién dieléctrica del medio
en el que se encuentran sumergidas, lo cual sucede lejos de las
resonancias, las dos teorias predicen los mismos resultados para
la funcién dieléctrica efectiva. En cambio, para grandes valores
de la polarizabilidad (cerca de las resonancias) las correcciones

a la teorfa de Kirkwood-Yvon comienzan a ser importantes.

&/ Ecn— 1

9.815

TPR

0.010

0.995

R VR YO N T T I T O O T O O D O B O OO B S O I

. T T T T T T T T T T T T T T T T T T

9.0 ©.20 ©.49

Fig.5.3.Desviaclén relativa al valor de Clauslus-possotti
como funcidn de f para matertales transparentes. Se es-
cogld € /e =24/2 y f =f (AWS). La linea contlnua es la
tearta %PR y la tinea de trazos es la teorta KY.
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Como ilustracién de esto, en la Fig.5.3 graficamos la
desviacion relativa respecto al valor de £, obtenido con la ec. de
Clausius-Mossotti [ec.(3.30)] en la regién de transparencia, es
decir, en la regién donde la funcién dieléctrica es real. Podemos

ver que las curvas obtenidas son muy parecidas a pesar de que el

Im?:n
8.00

6.0

4.00

AN RN NN NN RN

0'08Illlllirhlilllfflrll]lTTrlllll

0.25 9.35 9.45 0.55

W/ W,

Fig.5.4. Parte Ilmaglnaria de ¢,, para un sistema de esferas
de Drude. Se escogid v 1=100,000 y f=0.3. La ! inea contlnua
es la teoria TPR y la pllnerx de trazos esla teoria KY.

contraste entre la funcién dieléctrica de las esferas y la del
medio es muy grande (es>)cb), de haber utilizado €, = g, las
curvas para TPR y KY hubieran sido practicamente idénticas. En
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cambio, si no estamos en la regidon de transparencia, las

diferencias entre la teorfa TPR y KY son notables.

En la Fig.5.4 graficamos la parte imaginaria de €, como
funclén de @ para un sistema de esferas de Drude sumergidas en
gelatina. Hemos escogido para la gelatina e, = 2.37 y para las

esferas
e(w) =1 -1/6(6 + i/v 1)
s P

donde & = w/wp. wp es la frecuencia de plasma y T el tiempo de
relajacién. Podemos observar que en la teorfa KY sélo aparece un
polo aislado, mientras que en la teoria TPR existe toda una regién

en la que Im €, € distinta de cero.

Correlacién de cuatro particulas

Hasta ahora, la unica informacién geométrica que hemos
introducido para calcular la funcion dieléctrica efectiva ha sido,
primero, la fraccion de llenado f y segundo, las funciones de
correlacién de dos y tres particulas. En la teoria de campo medio
unicamente aparece la informacién correspondiente a la fraccién de
llenado como se ve en la ec.{(3.30). Al desarrollar una teoria mas
realista que toma en cuenta las fluctuaciones, fue necesario
afiadir mayor informacién geométrica a través de las funciones de
correlacién de dos y tres particulas. Vimos ademas, que el
comportamiento de la teorfa de la polarizabilidad renormalizada es
muy sensible a las distintas aproximaciones de la funcién de
correlacion de tres particulas. Estos resultados, junto con las
diferencias que todavia existen entre la simulacién numérica y la
teorfa en cuanto a la prediccion de la funcién espectral sugieren
que se busque la incorporacién de otros elementos que puedan

llevar a mejorar la teoria.
En esta seccién investigamos un posible camino en el cual

tratamos de ahadir mayor informacion geométrica al introducir la

funcién de correlacién de cuatro particulas dentro del marco de la
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teorfa de la polarizabilidad renormalizada.

L.as funciones de correlacién de dos y tres particulas
provienen de demandar autoconsistencia entre las ecs.(5.4), (5.3),
y (5.1). Si ahora queremos introducir la funcién de correlacién de
cuatro particulas en vez de cerrar el sistema de ecuaciones
substituyendo directamente las ecs.(5.4) y (5.3) en la ec.(5.1),
primero iteramos la ec.(5.1) una vez y hasta entonces substituimos
las ecs.(5.4) y (5.3). De esta forma encontramos que
3 [ E

P =a[s"+z AT (5.27)

t v
Lad » L -
+§ATjka (E +zleTkL- <P>)]]

promediando y tomando la proyeccién longitudinal obtenemos

l_ =l ” AL = A L1
P>t= a[[ I+ < § AT P+ o < qu.ATij.ATjk-q >] E

J
toaa ¢ 40T, 0T 0T, -4 > ep>t ] (5.28)

J.k, 1

L]
substituyendo = aEL'l en ambos lados de la ec.(5.28) y
tomando el limite cuando gq-0, nuevamente obtenemos una ecuacién
~

algebraica de segundo grado en £ = a /«

3

o Ar> e[ ATH>-1]+1=0 (5.29)

ya que <AT> = O y en donde por brevedad hemos escrito

@ar®» =< ¥ §.8T, 4T -§> {5.30)
K ij Jk
J.k
3y = A T . T . T .A
AT = <j§ Lq ATiJ. ATjk aT,, -4 > (5.31)

Es facil mostrar que
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AT = T - D (5.32)
AT = T - 2 <THT> + <° (5.33)

donde la notacién es similar a la usada en las ecs.(5.30} ¥
(5.31). -

En la ec.(5.29) estda contenida la informacién de la funcién
de correlacién de cuatro particulas a través del término 7N
(méas precisamente a través del término ). Siguiendo las reglas
dadas en el cap. 4 para obtener el diagrama correspondiente a cada
término de las ecs.{(5.32) y (5.33) podemos escribir la ec.(5.29)

en forma diagramatica
g* [ (&) + ‘?’ + 0/"“\. -2 o-—.){ O/'\.) +( o-.)’]
+E[0/°\.+(;)-(0—o)2—1]+1=0 (5.34)

en donde hemos usado que

o T> = O—e {5.35a)
2 .2 . .
« TS = (0) * 0’ N (5.35b)

3,3, _ [} . o—-o *—e
ST = Q)+ o (D), NG M T, 5350
Para resolver {a ec.(5.34) necesitamos calcular el valor
correspondiente a cada uno de los diagramas involucrados, esto
implica necesariamente el conocimiento de las funciones de

correfacién p(Z), p(:l, y pm.

Para  analizar el efecto de ta correlacién de cuatro

particulas, primeramente usaremos la aproximacitn
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n YR, ) {5.36)

P(M)(Rl,R e, R ) =
(i, j) tJ

2 m

en donde el producto se toma sobre todos los pares de puntos (i,j)

directamente conectados por al menos. una linea.

Ahora procedemos a calcular cada uno de los diagramas
comenzando por los mdas sencillos. Algunos ya se evaluaron en los
capitulos anteriores. Por ejemplo, para el diagrama que aparece en
la ec.{5.35a) se obtuvo un valor O—e = -ZfE; tambien calculamos
el primer diagrama que aparecen en la ec.(5.35b) [ver ec.(4.19)],

obteniendose

. 3 ® p(2](2aox)
(o) = = fu — dX. (5.37a)

o X

En el apéndice se demuestra que al usar la simplificacion

propuesta en la ec.(5.36) obtenemos las siguientes relaciones

o’ Ne = (0—)? (5.37b)
ole) = (0—e )[ o) ] (5.37¢)
QL= (0—s )[ 04] ] (5.37d)
o/ Ng = (0—e)> (5.37¢)

Los otros dos diagramas que aparecen en la ec.(5.35c) tambien

se evaltan en el apéndice obteniéndose las siguientes expresiones

@ p(Z)(R)
(5) = Sﬂmxnj ~————— dR. (5.371)

R
o
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3
*°T7® = 64lln? [ -“—-] J S dk (5.37g)

donde

_ d_f (2
sk} = 3J' kR 3R [p (R)] dR.

o

Con estos resultados podemos simplificar ec.(5.34).

El resultado final es la siguiente ecuacién cuadratica

Ez[(,{,)+"\'o7°)+e[(g)-1}+1=o (5.38)

Desde luego, de esta ecuacién podemos ver que en el limite de
muy bajas densidades, es decir, cuando f-+0 los efectos de
correlacién entre las particulas son despreciables y £ » 1, es
decir, E~ > o Vale la pena comparar esta ultima ecuacién con la
ec.(4.18) en la que unicamente se considera la correlacién entre
tres particulas bajo la simplificacion propuesta en la ec.(5.11).
Observamos que incluso en el limite de bajas densidades y bajas

polarizabilidades, la ec.(5.38) no se reduce a la ec.(4.18).

Escogiendo la aproximacién de volumen excluido (hole
correction) para la funcidon de correlacion de dos particulas
obtenemos 1os' siguientes valores para los diagramas que aparecen
en la ec.{5.38)

Q=37 (5.39a)

Q=@ (5.395)
o—e 15 2 ~3

o/ =~1387 (5.39¢)

Habiendo determinado el valor de los diagramas para estas

aproximaciones resolvemos la ec.(5.38) con el fin de encontrar el
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-~ ~
valor de « en términos de « y substituirlo en la ec.(5.5) para
obtener finalmente la funcién dieléctrica efectiva.

En la Fig.5.5 mostramos los resultades obtenidos al
introducir la funcién de correlacién de cuatro partléulas en
nuestros cdlculos. Graficamos la densidad espectral g(u) como

funcién de u para una fraccién de llenado f=0.3.

Comparando estos resultados con la simulacién numérica vemos
que las curvas obtenidas estdn en la regién correcta, es decir, no
se encuentran desplazadas respecto a la simulacién y se siguen

recorriendo hacia la izquierda conforme aumentamos la fraccién de

15 m
] i f=0.3
] Y
X i
10 i
] R I
] SR Y
] /AN
§ [
S'J ll “-‘
~ I “.“
] |
- “ - \“-‘
] ! =,
A Do
o N Y, J Tl -
IIIIIllll[lllllllll|I7ITlllllll ﬁi[ITIT
2.10 2.20 2.30 9.40 90.50
(8]

Fig.5.5.la funcldn espectral glu} como funcidn de u para
una fraccldén de llenado [f=0.3. La curva contlnua {entre—
cortada) es el resultdao de tntroducir la funcidn de co-

rrelacltdn de cuatro {tres) particulas y la llnea puntea-
da es la simulacidn aumér fca.
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llenado. Sin embargo, las curvas son sensiblemente mas pequefias ya
que el area bajo la curva se reparte en un polo aislado y una
parte continua que resulta ser menor que la obtenida con la
simulacién. Estos resultados indican que para fracciones de
llenado altas las aproximaciones que hicimos, en particular la
factorizacién de la funcién de correlacién de tres y cuatro
particulas en un producto asimétrico de funciones de correlacién

de dos particulas, no son buenas.

Podemos, sin embargo, mejorar estos resultados. Al utilizar
la aproximacién descrita en la ec.(5.36) hemos desaprovechado las
mejoras introducidas cuando tomamos otras aproximaciones para la
funcién de correlacién de tres particulas. Para ver esto con mayor
claridad podemos reagrupar los diagramas que aparecen en la

ec.(5.34) para obtener
g? [ (g) . o-(-o—-/o . {0/—0\. _ 0_.3)
-2 ( 0—e )[ Nt () - ( 0~..)2] +2 0—e (('))]

+E[0/'\.+(;)—(0-—~0)z-1]+1=o (5.40)

pero como la fraccion efectiva de llenado fe se puede escribir en

términos diagramaticos como

2
— f (5.41)

/.\.+((.)) —‘(0—0)2= — .

0

entonces, podemos utilizar fe=fe(AWS) para obtener mejores
resultados que los obtenidos con la ec.(5.38) en la que se usé
fe=fe(HC).

De todos los diagramas que aparecen en la ec.(5.40) s6lo nos

falta conocer el término:
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[ = [0/'—'\ - o--’] (5.42)

Con el fin de evaluar la integral Il necesitamos tomar algin

. . 4) . .
tipo de aproximacién para p( . Lo primero que nos viene a la
mente es proponer una aproximacion similar a la utilizada por

Kirkwood para pm. En la aproximacén de superposiciéon de Kirkwood

) como el producto de funciones de correlacién de

se factorizd p
dos particulas de todas las parejas posibles, evitando de esta
manera que se traslapen las esferas. Si intentamos algo ané&logo
para p(” tendriamos que factorizarla como el producto de seis

funciones de correlacién de dos particulas, i.e.,

3

(4) _ (2)

pPU(R,R R .R)= l[]l PR ) (5.43)
Joi

Sin embargo, al introducir esta aproximacién en ll, la integral
que se obtiene es muy dificil de resolver incluso numéricamente.
‘Lo que aqui proponemos es la siguiente aproximacién

(4) _ (2) (2) (2) (2)

P (R‘.RZ.R:..R)—p (sz)p (Rza)p (R“)p (R“) (5.44)
que si bien no es tan completa como la (5.43) ya que no toma todas
las parejas posibles, al menos es mejor que la (5.36). Ademas,
utilizando esta aproximacién en ll cbtenemos una integral que se

puede resolver.

Substituyendo la aproximacién (5.44) en la integral ll

obtenemos

_33f[ o= 2 o 2] (2} (2)
I-nanT T,0T, a0 R Dp™R JpPAR )

(2} 3
% [ pPER -1 ] d’RlchRz:d R, (5.45)
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Tras - algunas manipulaciones algebraicasz llegamos a la

siguiente expresion para la integral:

[ == -2 n%3 [hiK) T KR) Drar |° k(5.4
5T f —Rr—° -46)
en donde

hio = [ [p®R1 -1 ] ™ " aR (5.47)

Nuevamente escogemos la aproximacién de volumen excluido para

P con lo que obtenemos la siguiente expresién para la integral

1

. ® © jo(x) 3
=22 PR J y 4@y U _ dx] dy (5.48)

] 2y
Esta ultima integral se tiene que evaluar numericamente[n] para
encontrar que
360 3 ~3
lI =T (0.024) f~ « (5.49)

Resolviendo la ec.{5.40) y substituyendo el valor asi
obtenido de '&' en la ec.(5.5), encontramos el valor de la funcion

dieléctrica efectiva para esta aproximacién.

En la Fig.5.6 graficamos g(u) como funcién de u para una
fraccién de llenado f = 0.3. Podemos observar que la curva
obtenida usando la aproximacion (5.44) mejora todos los resultados
anteriores para fracciones de llenado altas (f = 0.3), sin
embargo, el polo aislado sigue apareciendo. Esto ocasiona que el
tamafio de la parte continua de la curva sea menor que el de la

simulacion.

2——
Ver apéndice,

72



gluw)

T=0.3

Q
9.10

0.20 ©.30 Q@.49 2.50

o

Fig.5.6.La funcidn espectral glu) como funcidn de u para
una fraccldn de tlenado f=0.3. La curva contlaua es el
resultdao de lntroduclr la funcldn de correlacldn de
cuatro particulas con la aproximacidén (5.44} y la linea
punteada es la simulaclidn numérlca. )
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron distintas aproximaciones al
problema de calcular la funcién dieléctrica efectiva de un sistema
de esferas idénticas sumergidas aleatoriamente en un medio
aislante homogéneo. Los cdalculos se hicieron dentro del limite
dipolar cuasiestédtico y los resultados obtenidos se expresaron en
términos de la funcién espectral g(u) que unicamente depende de la
geometria del medio y no de las funciones dieléctricas de los

materiales que forman el sistema.

Vimos que una de las principales complicaciones que surgen al
tratar de resolver este problema es la forma de incluir, de la
mejor manera posible, los efectos de las fluctuaciones al campo

local debidas al desorden espacial de las esferas.

Una forma de calcular fa funcién dieléctrica efectiva fue
usando un enfoque diagramatico en el que los efectos de las
fluctuaciones aparecen a través de los diagramas con bucles.
Partiendo de este enfoque encontramos que la funcién dieléctrica
efectiva cumple una relacion del tipo de Clausius-Mossotti pero
con una polarizabilidad renormalizada a" en lugar de la
polarizabilidad «. Presentamos varias sumas diagraméticas en
las cuales se aproximé la funci6bn de correlacién de m~particulas
como un producto asimétrico de funciones de correlacién de dos
particulas [ec.(4.12)).- Una de las sumas presentadas, en la que se
suman una clase infinita de diagramas con muchas lineas y pocos
puntos, da excelentes resultados en la regién de baja densidad.
Ademas, mostramos que como caso particular recuperamos la teoria
de campo medio (Maxwell Garnett) en la que no se incluyen los

efectos de las fluctuaciones y por lo tanto, soélo es aplicable a
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un sistema ordenado como un cristal.

A partir de un enfoque fenomenolégico (TPR), que tiene la
ventaja de ser mas simple que el diagramatico y en el que las
principales aproximaciones tienen un claro significade fisico,
encontramos nuevamente, que las fluctuaciones estidn contenidas en
una polarizabilidad  renormalizada t;. Esta  polarizabilidad
renormalizada cumple una ecuacién algebraica de segundo grado, que
depende de una fracciéon efectiva de llenado fE y de la
polarizabilidad de las esferas «, y en donde la fraccién efectiva
de llenado es una funcional de las funciones de correlacién de dos
y tres particulas. Como caso particular, vimos que al aproximar la
funcién de correlacién de m-particulas como un producte asimétrico
de funciones de correlacién de dos particulas [ec.(4.12)] esta
teoria se reduce a una suma infinita de diagramas simplemente

conexos (TVR).

Mostramos, ademéas, que la teoria de Kirkwood-Yvon para la
funcién dieléctrica de fluidos no polares puede considerarse como
un caso limite de la teoria de la polarizabilidad renormalizada
para bajas polarizabilidades en el que se desprecian los términos

superiores a &~ [ver ecs.(5.24) y (5.26)].

Dentro del marco de la teoria de la polarizabilidad
renormalizada (TPR) investigamos la influencia que tienen
distintas aproximaciones de la funcion de correlacién de tres
particulas en el cdlculo de €y

Comparamos nuestros resultados con simulaciones numéricas
llevadas a cabo recientemente y vimos que el principal efecto
producido al tomar mejores aproximaciones para la funcién de
correlacién de tres particulas es desplazar las curvas hacia
valores mayores de u logrando un mejor ajuste con la simulacién.
Sin embargo, la altura de las curvas resultd menor debido a la
presencia de un poio aislado que no aparece en la simulacién

numérica.
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Se diseii6 un procedimientec mediante el cual se incorporé
mayor informacién geométrica a través de la funcién de correlacién
de cuatro particulas. Los resultados obtenidos mejoraron el perfil
de las curvas para la funcién espectral que resultaron ser mas
parecidas a las de la simulacién que cuando se considerd
unicamente la funcién de correlacién de tres particulas. Estas
mejoras se hacen mds evidentes para fracciones de llenado altas ya
que la correlacién entre las particulas es mas importante en el

régimen de altas densidades.

En resumen, podemos decir que la diferencia esencial entre la
teorfa TPR y el “experimento” numérico es la aparicién de un polo
aislado. Vemos, sin embargo, que si se suman otros diagramas
(diagramas de anillos), este desaparece. Entonces, si queremos
obtener una mejor comparacién con el “experimento” numérico para
altas ‘densidades. es necesario incluir, tanto  las correlaciones
(tres y cuatro particulas), como los diagramas de anillos. Esta es
una tarea dificil, sin embargo, esperamos que se continue la

investigacion en esa direccién.

76



Se disefi6 un procedimiento mediante el cual se incorpord
mayor informacién geométrica a través de la funcién de correlacion
de cuatro particulas. Los resuitados obtenidos mejoraron el perfil
de las curvas para la funcién espectral que resultaron ser més
parecidas a las de la simulacion que cuando se considers
unicamente la funcién de correlacién de tres particulas. Estas
mejoras se hacen mas evidentes para fracciones de llenado altas ya
que la correlacién entre las particulas es mas importante en el

régimen de altas densidades.

En resumen, podemos decir que la diferencia esencial entre la
teorfa TPR y el “experimento” numérico es la aparicién de un polo
aislado. Vemos, sin embargo, que si se suman otros diagramas
(diagramas de anillos), este desaparece. Entonces, si queremos
obtener una mejor comparacién con el “experimento” numérico para
aitas densidades, es necesario incluir, tanto las correlaciones
(tres y cuatro particulas), como los diagramas de anillos. Esta es
una tarea dificil, sin embargo, esperamos que se continue la

investigacion en esa direccién.
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APENDICE

En este apéndice presentamos los célculos que se llevaron a

cabo para resolver las integrales del capitulo 5.

Primero resolveremos la integral que aparece en la ec.(5.19)

R3 3

12 23

P lcose) (2} (2) sy
1.= 2| 55— rF R, (R) [ e R ) -1 jd R AR
(A1)

donde Pz(cose) = %(3&:0529 - 1), siendo @ el angulo que forman
entre si los vectores an y Rn. Haciendo uso del tecrema de

{23]

adicién de los arménicos esféricos podemos  desarrollar

Pz(cose) como

2
4 *
P_(cose) = -s—ﬂ m);_zYZm(Glz,wlz) Yzm(eza,wza) (A.2)
donde (GU.«pU) son las coordenadas angulares de los vectores de
posicion RU.\ Substituyendo esta expresibn en la eq.(A.1)

obtenemos

2
_ 8 . . 3 3
1= gn Z J- h(R|z+R23) me(sz) f‘zm(Rz:l) d Rlzd st (a.3)

m=-2

donde hemos definido

"R ) = Yan'fs) g (A.42)
i) T R P 12 :

12
* Yzm(ﬁzz) (2)
f (R )= ———""p"(R_) (A.4b)
2m 23 3 23

22
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(2)

h(Rl2+R23) =p (Rm) -1 (A.4¢)

ahora usamos del teorema de convoluciénlzs) para llegar a la

siguiente expresién

8+ * * d’k
=21 5 [ noogl wor” k) K (A.5)
5 m=-2'|- I o0
con
r, (k) =J (R ™ F R (A.6a)
g, (k) =J g, (R) & R (A.6b)
hk) =J nR) &R PR (A.6c)

Para resolver la eq.(A.6a) podemos hacer uso de la expansién en

ondas esféricas de la exponencial (ecuacién de Rayleigh)[231 y del
teorema de adicién de arménicos esféricos para obtener
. © n "
SRy @ jkR § Y RIY ) A
n nm nm

n=9 m'=-n

donde j (kR) .es la funcién de Bessel esférica. de orden n[“].
n

substituyendo las ecs.(A.4b}) y (A7) en la ec.{A.6a) y
reconociendo que debide a la isotropia del sistema podemos

(2) (2)

escribir p (Rlz) =p (an) entonces

£ & = all Y (B R Priar | Y Y. ) dn
2m - n):m_ nm* - am’ 2m

(A.8)

si ahora aprovechamos el hecho de que los armoénicos esféricos son

ortonormales obtenemos
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k) = -a[1 Y. (RIF (k) (A.9)
zm 2m 2

donde hemos definido

jz(kR) (2)
Fz(k) = 3 p (R)AR (A.10)

Siguiendo un procedimiento andlogo se puede encontrar la expresién

correspondiente para g;m(k)
g, (0 = -4l Y. (RF (k) (A.11)

Finalmente substituyendo las ecs.(A.6c),(A.9) y (A.11) en la
ec.(A.5) y usando nuevamente la ortonormalidad de los arménicos

esféricos obtenemos

=16 J' h(kIF2(K)K%dk (A.12)
Ahora  escogemos pm(R)=B(R-2a) y  substituimos en la

ec.(A.6¢c) para escribir

2a .,
hik)= —J' R g (A.13)
o

usando de nuevo la férmula de Rayleigh

afl [%@
hik)= - = | jo(X)deX (A.14)
k o

d

+1, I,
pero sabemos que % [X" Jn(X)] = X" Jo (X) por lo tanto

jl(2ka)

hik)= -4[] (2ka)? (A.15)

k

- d -n oy
Para resolver la ec.(A.10) utilizamos que zT)?[x j"(X)]— X Jml(X)

ESTR TESIS R8 BEOE
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J'l (2ka)

Fz(k)= ~—ra (A.16)
Sustituyendo estos resultados en la ec.{A.!12) obtenemos que
® J(2ka)
I = -64]l —— dk (A17)
o
finalmente resolviendo esta integral obtenemos
S M2
[ =~ 3 il (A.18)

Consideremos ahora la ec.(5.37c). Al diagrama del lado

izquierdo de la ec.(5.37c) le corresponde la siguiente expresién

e, 23 AT LT LT A _(3) 3 3
o () =n«a ‘[q le Tz: TJz qp (Rn'Rz'R:)d de Rn (A.19)

§
3
R

2 3 A= bndiind g A -ig*R (2)
J.q t:z 0 t,,ct,,cae 12 p (RI,RZ)

x p (R, R_1d°R d°R
2 3 2 3

donde F = /éx/éx +'\ey’g\ay +/2:1Aq es la diada unitaria.- Se puede
demostrar que
A A (2) 3 - -
J 8%, 8 p®R ) d’R =0, k=xy (A.20)

por lo tanto podemos escribir la ec.(A.19) de la siguiente forma

o, _ AT A _-igR (2) 3
0_(.) —me-q t ,de 12 p (Rlz)d Rlz (A.21)

z A “ A (2) 3
x no f q't“-tu-qp (Rza)d Rz:

que en términos diagramaticos se expresa como

0l = (0—e )[ <;)] (A.22a)
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Siguiendo un procedimiento andlogo podemos obtener el valor del

resto de las ecs.(5.37)

o/ N\ = (0—e)* (A.22b)
Q) 4= (0—e )[ (3)] (A.22¢)
ot TN = (0—e)? (A.22d)

El valor del diagrama del lado izquierdo de la ec.(5.37f) se

obtiene al resolver la integral

- afAas = 2 A (2) 3
Q=nd J'q T, T, T, 8 (R R) R, (A.23)

=n a’j 4.7 - .% feia (R R p(Z)(Rl.Rz)dJRz

con tij = L :‘I . Es posible demostrar que
iJ
- - - 2 -
a_ T .t . A 9cos "8 1 (A.24)
2 21 12 R’

12

donde 8 es el angulo que forman entre si los vectores /q\ y ﬁlz'
Sustituyendo la ec.(A.24}) en la ec.(A.23) y sabiendo que el

sistema es homogéneo e isotrépico podemos escribir
@ t 2
¢ = 2nnu3j J 9cos’8 - L ~lqR coso p(Z)(Rlz)d(cose)dez

9
R
o “-1 12

(A.25)

tomando el {imite cuando g-+0 encontramos finalmente
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o (2)

p " (R)
(5) = SﬂnaBJ ——— drR. {A.26)
R
o

Por ultimo calculemos la integral ll [ec.(5.45)]:

- . . T o 2) (2) (2)
I, =ne ks le Tz: T,oare (Rlz)p (Rz:\)p (R:u)

x [ TR ) -1] &R IR &R (A.27)
14 12 23 34

Debido a la isotropia del sistema podemos escribir la integral

anterior como:

ap (R _-R_y (R _-R P (R R )
nSaJJ’ ! 12 23 1 23 3a 1 12 3

R ? 3
12 23 34

(2) {2) (2) (2) 3 3 3
x p (an)P (Rz:)p (R:H)[p (RH)-I] anzdRz:d R:H

(zl (zt (zl

P R _lp R _Jp R_ ) -
_J 12 22 2 [p‘z’(R”)-1]at’;l?lzar‘kuat’k:H

an Rz:n 34

Llamemos Al a la primer integral del lado derecho de la ec.(A.28)

y A2 a la segunda, entonces:
[, =na%a’lA - Al (A.29)

Usando el tecrema de adicién de los - arménicos esféricos
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podemos desarrollar PI({A\-Q) como:

A T *
PA-B) = =2 mg_lYlm(ed,‘pﬁ) Y (8,0, (A.30)

Substituyendo esta expresi6on en cada uno de los polinomios de

Legendre de la integral Al obtenemos

4 n 3 : » " » :
A = 3(-———) ¥ h(R_+R_ _+R ) (R )} (R )f (R
1 3 12 23 34 1m 12 1m 23 1m_ 34
m o ,m_,m 3 1 2
1 23 I‘l’ll mz ma

=-1

d’R _d*R__d’R
12 23 34

(A.31)
en donde hemos definido
Y (R (R)
lml lmJ (2)
f (R) = ——————————o p“(R) (A.32)
im 3
ml R
J
y
hR 4R _+R_ ) = p PR -1 (A.33)
12 23 34 ja

Podemos transformar la integral Al en una integral -sobre el

espacio k usando la identidad:

L » » ¥ L] » 3
f hix+y+2)g () (e (2)d’x d°y d’z = f h(k)g (K)f (ke (k)d—ni:
8

(A.34)

entonces, la integral Al en el espacio k toma la forma:
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«M° 4 » » v dk
A = 3[_] 5 WKE (RF(0f - (k) K (a.35)
1 3 im m m 3
m ,m_.m 3 1 2 e[l
1 2 3 m m
R 1 2 k]
a-t
en donde
£ ) =J' ' (R) e R g’ (A.36)
lml lml
7y i
y
h(k) =J [p%R) -1 ] ™ Ra%R (A.37)

Usando la ecuacién de Rayleigh [ec.(A.7})] podemos escribir la

integral (A.36) de la siguiente forma:

Y By (R
m mm

» i J {2) P * 3
£, () = all J———J———— p TR E (17 (kR) Y”(ﬁ)Yns(Q)d R
ml R n,s
J
. (2}
J (kR)p (R) .
=al gty (k) | ar | Y, (RIY (RIY (Rian
nis ns lmJ xm[ ns

(A.38)
perolzs}
(21 +1)(21 _+1)
* 1 2
JYZ Wy, (R, (Riaa =/ AT TEr o <L,L000L Lt 00
33 22 1 3
x(llmmllllm) (A.39)
12 1 2 123
en donde <- - - | « +> son los coeficientes de Clebsch—GordanhSI Yy es

diferente de cero s6lo si
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|L-L|sl s |+l
a1 2z L

m+m =m (A.40)
1 2 3

ll+l 7'*-I. , ©s par.

Utilizando la ec.(A.39) junto con las condiciones (A.40) llegamos

a que

N o Tz wlE
[ Ylmgﬁ)Ylm(lﬁ)Yns(ﬁ)dn = /—4”— ¢n1 00| 110>l sm |ntim >

(A.41)
Substituyendo este resultado en la ec.(A.38) obtenemos

jO(kR)

o2 (R) dr & (A.42)
m.,m

£, (k) = <ol Oml|011mJ>J
t R vy

m

J

en donde hemos usado que Yoo(ﬁ) = @'* y <0100{0110> = 1.

Entonces, podemos escribir la integral Al como

J, (KR)

3
N O 1 3 o (2) d >k
A = 3( 5 ) Y [<o1om |o11m ] Jh(k)[I P P (R)dR] ;ﬂ—;

=1

(A.43)
pero como <0l0m‘|01 1ml> =1 para m = -1,0,1, llegamos finalmente
a que

i (kR) 3
A = %[h(k)“—"——-—- 2 (RdR] £k (A.44)
R

con h(k) definida mediante la ec.(A.37).

Por otro lado, la integral Az se puede escribir de la

sigujente forma
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3/2 * » * 3 3 3
Az-2(4ﬂ) h(R +R +R_If (R If (R )f (R &R d°R d'R
(A.45)
en donde
YR )
* _ 00 1J (2)
foo(Ru) = ~——0p (RU) (A.46)
Ly

y (R _+R__+R_ ) esta definida mediante la ec.(A.33).
12723 34

Utilizando la identidad (A.34) podemos transformar la

integral Az para obtener

» 3
A = —2 J hk) [ f (k)] i (A.47)
2 3/2 Lals]
M .
en dondé
£ (k) =J' £ ) e R or (A.48)
o0 00

y h(k) estd dada por la ec.(A.37).

Para evaluar la integral (A.48) usamos nuevamente la ecuacién

de Rayleigh [ec.(A.7)] para obtener

n

* o ny” f ‘jn(kR) (2) ﬁ ' &
roo(k) = 4f1 ngo i Y"m( ) &P (R)YdR Y"m( )Yoo( ) dQ
m=-~n

i (kR)
(4[1)"ZJLR———p(2’(R) dr (A.49)

Substituyendo este resultado en la ec.(A.47) obtenemos

finalmente que
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‘jo(kR) (2) ?
A, =16 [h(k)| | —=—— p *" (R)R £k (A.50)
R

con h(k) definida mediante la ec.(A.37).

Por ultimo, substituimos las ‘ecs.(A.44) y (A.50) en la

ec.(A.29) para obtener la ec.(5.46):

j (kR) 3
[ o= - 22 2% Jh(k)“—o— p"’(R)dR] fk  (AS1)
R
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