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RESUMEN

Este trabajo presenta tres modelos matematicos, los cuales fueron desarrollados para
predecir el flujo de trazadores radioactivos o quimicos en yacimientos naturalmente frac-
turados, considerando flujo lineal, o sea fracturas verticales, y flujo radial para los casos
de fracturas horizontales y bloques cibicos de matriz-fractura, para los diferentes tipos

de inyeccion, continua, finita o bache y pico o instantanea.

El sistema idealizado del yacimiento, para los tres modelos, esta constituido por dos
regiones: una region movil donde los mecanismos de dispersidn y conveccién estin pre-
sentes y una region estancada o inmovil donde se consideran los mecanismos de difusién
y adsorsién. En ambas regiones es considerada la pérdida de masa por decaimiento ra-
dioactivo . Los modelos propuestos fueron comparados bajo condiciones simplificadas a

los presentados previamente en la literatura.

La solucion que considera fracturas verticales es semianalitica, lo que evita el problema
de la doble inversién numeérica, utilizada en estudios previos. Otra importante ventaja es
que se evita también la dispersion numeérica reportada por otros investigadores cuando
el algoritmo de Stehfest es empleado como invertidor numérico. Las soluciones para los
mbdelos de flujo radial son presentadas en el espacio de Laplace, las cuales son invertidas

numeéricamente por medio del algoritmo de Crump.

Se presenta también, una validacion datallada de las soluciones propuestas en este
estudio con respecto a las soluciones presentadas previamente y/o a las soluciones bajo
condiciones fisicas simplificadas (caso homogéneo) o soluciones limite (yacimientos natu-
ralmente fracturados cercanos a homogéneos), La influencia de los principales parametros
adimensionales que intervienen en las soluciones es cuidadosamente estudiada. Una com-
paracion de los resultados para los tres diferentes sistemas naturalmente fracturados es
investigada, indicando que puede surgir un problema de no unicidad en la interpretacién

de una prueba de trazadores, especialmente para los casos radiales, siendo este problema



e e S i e

menos importante para los casos de inyeccidn finita o bache.

Los resultados de este estudio pueden ser aplicables para interpretar pruebas de trazadg
res en yacimientos naturalmente fracturados, permitiendo la estimacion de los parametros
de interés, tanto del sistema de fracturas como de la matriz, por medio de un proceso de
optimizacion basado en el método de regresién no lineal de Rosenbrock. Logrando obtener
la estimacion de 2, 4 y 6 pardmetros, obteniendo asi el valor de las variables reales de
estudio de manera practicamente directa, para el caso del modelo que considera geometria
matriz-fractura ciibica. El problema de no unicidad de los parametros estd presente, por
lo que es necesario disponer de mayor informacion del yacimineto proviniente de otras

fuentes tales como pruebas de presion, analisis de nucleos, registros geofisicos, etc.

Las soluciones presentadas en este estudio ofrecen una alternativa practica para la
interpretacion de pruebas de trazadores a otras técnicas, como son el uso de simuladores
numéricos o en general procedimientos méas complejos, por ejemplo, la doble inversién
numérica del espacio de Laplace, como ya se menciond. Se considera que la interpretacion
de la respuesta del trazador con estas soluciones es mejor, mas sencilla y practica que

otras reportadas previamente en la literatura.

4
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CAPITULO 1:
INTRODUCCION

Un porcentaje importante de los yacimientos en el mundo (geotérmicos y petroliferos)
se encuentran en formaciones naturalmente fracturadas (Aguilera, 1980; van Golf-Rach,
1982; Saidi, 1987). El fllujo de fluidos en estos sistemas es mds complejo que en los
yacimientos convencionales no fracturados), para los cuales la teoria de flujo de fluidos en
medios porosos estd mas desarrollada. La determinacién de un esquema de explotacién
éptimo para yacimientos fracturados, depende de la caracterizacion adecuada de estos
sistemas heterogéneos, lo cual resultard de extrema importancia para la prediccién del
comportamiento del yacimiento y para proyectos de reinyeccién. El esfuerzo para realizar
csta tarea es mayor que ¢l requerido para yacimientos convencionales, ya que el m_edib
poroso esta constituido por dos sistemas, que son detenidamente estudiados, el sistema
de fracturas y el de la matriz. La interpretacién de pruebas de trazadores contribuyen de

‘manera importante en la caracterizacion de este tipo de yacimientos .

Las pruebas de trazadores, adicionalmente a las pruebas de presion, constituyen una
herramienta adecuada para obtener mayor informacion sobre las heterogeneidades del
yacimiento. Durante las ultimas dos décadas varios articulos aparecen en la literatura
relacionados con flujo lineal de trazadores en sistemas naturalmente fracturados (Grave y
Beeten,1971; Grisak y Pickens, 1980 y 1981; Neretnieks, 1980; Tang y cols.,1981; Fossum
v Horne, 1982; Tester y cols., 1983; Horne y Rodriguez, 1983; Jensen, 1983, Hugakorn y
cols.,1983; Abbaszadeh, 1984, Maloszewski y cols., 1985; Rasmuson, 1985; Okandan,1987;
Rivera y cols., 1987; Ramirez y cols.,, 1988). Es importante saber que el nﬁinero de
- estudios que consideran una determinacién cuantitativa de los pardmetros del yacimiento
es limitado(Grove y Beetem, 1971; Tang y cols., 1981; Walkup y Horne, 1985; Rivera
y cols.,1987; Ramirez y cols.). La literatura técnica existente que considera flujo radial
de trazadores esta orientada en su mayoria al caso homogéneo (Bailey y Gogarty, 1961 ;

Brigham y Smith, 1966; Moench y Ogata, 1981; Pikens y cols., 1981; Chen, 1985; Guven

1



v cols., 1985; Hsich, 1986; Guvasen y Guvasen , 1987; Chen, 1987; Falade y Brigham,
1989). Una revision indica que, muy pocos articulos discuten el flujo radial de trazadores

en sistemas naturalmente fracturados (Chen, 1986; Stephenson y clos., 1989).

Los trabajos antes mencionados fueron desarrollados considerando flujo lineal (re -
presentando el caso de un yacimiento con fracturas verticales o confinado) y flujo radial
(fracturas horizontales o estratos de alta permeabilidad). Una visualizacién més rea -
lista de los sistemas naturalmente fracturados ha sido planteada por Barenblantt (1960),
discutida posteriormente por Waren y Root (1963), la cual representa al yacimiento na -
turalmente fracturado como un sistema idealizado formado por cubos de igual tamaiio,
separados por una malla de fracturas ortogonales. Se considera, que el flujo ocurre en la
malla de fracturas, en tanto que la matriz continuamente alimenta al sistema de fracturas.
Suponiendo flujo transitorio de la matriz hacia las fracturas y geometria ciibica de los
bloques de matriz, Lai y cols. (1983) presentaron un modelo de flujo y su solucién para
el problema anteriormente mencionado. Una revision de la literatura técnica no muestra
una soiucio’n para el flujo radial de trazadores considerando una geometria matriz-fractura

cibica, del tipo usado en la teoria de andlisis transitorio de presién de Lai y cols.

En este trabajo se presentan tres modelos matematicos y sus soluciones correspon-
dientes, los cuales consideran los tres tipos de geometria antes mencionadas, los cuales
han sido desarrollados con el propédsito de determinar la influencia de los principales
parametros del sistema naturalmente fracturado en la respuesta del trazador. Estos mo -
delos estdan representados matematicamente por dos ecuaciones diferenciales parciales, su
solucién se presenta en el espacio de Laplace y se utilizo el algoritmo de Crump paraQ su
inversion, con excepcion del modelo para flujo lineal, para el cual se obtuvo una solucién
semianalitica del tipo integral. Es importante mencionar que los modelos propuestos
consideran los mecanismos de transporte de masa mas relevantes que se presentan en la
realidad (difusidn, conveccién, adsorsidn y decaimiento radioactivo), siendo su solucién
sencilla en comparacion con los modelos precedentes (Walkup y Horne, 1985; Chen, 1986).

Se presentan soluciones para las inyecciones continua, finita y pico de trazadores radioac-

2



tivos en yacimientos naturalmente fracturados. Estas soluciones se presentan para flujo
lineal para un yacimiento con fracturas verticales o confinado, flujo radial para el caso de
{racturas horizontales y bloques de matriz de geometria cubica, Estas consideran como
caso particular el flujo de un trazador quimico. Adicionalmente se presentan algunos ca-
sos particulares como el comportamiento de un yacimiento homogéneo y soluciones limite

que consideran al yacimiento naturalmente fracturado tendiendo a homogéneo.



CAPITULO 2:

REVISION DE LOS PRINCIPALES MODELOS
QUE DESCRIBEN EL FLUJO DE TRAZADORES
EN MEDIOS POROSOS.

En este capitulo se mencionan brevemente los principales modelos reportados en la lite
ratura. En esta descripcién se incluyen tanto los modelos que gobiernan el compor-
tamiento del trazador en medios porosos fracturados asi como no fracturados. Es conve-
niente hacer notar que los modelos desarrollados para flujo lineal han sido previamente

descritos con detalle por Ramirez (1988).
2.1 Modelos representativos del flujo lineal

La ecuacién basica que rige el comportamiento de flujo del trazador en un medio poroso
homogéneo ha sido formulada por varios autores: Coats y Smith (1963), Deans (1963),
Brigham (1974), entre otros. Si C(z,t), (0 de aqui en adelante C), es la concentracién
del trazador en un punto z a un tiempo ¢, entonces la variacién de concentracion estd

descrita por la siguiente ecuacidn (Perkins y Johnson, 1963):

2
oc _ 8C _ aC

¢ 0x? Ox (1)

Utilizando el siguiente cambio de variable z' = z—vt, se obtiene la ecuacion de difusién:

< _pi= (2-2)



En estas ecuaciones el coeficiente promedio de difusién D, engloba los efectos debidos

a la difusidn y a las fluctuaciones de la velocidad convectiva.

A las Ecs. 2-1 y 2-2 se les conoce como “Modelo de Difusiéon”. Una revisién con
detalle de las principales soluciones reportadas en la literatura, empleando el modelo de
difusion con diferentes tipos de condiciones de frontera se presenta en Ramfrez, 1988. En
este estudio se presentan algunos modelos que incluyen efectos adicionales con respecto
al modelo de difusidn, como la adsorsién del trazador en los granos de la roca, y para el

caso de un trazador radioactivo, el decaimiento radioactivo (Gershon y Nir, 1969).

El efecto de “retardamiento” en la irrupcion de las concentraciones de trazador ha sido
estudiado por varios investigadores,por ejemplo Deans (1963), los cuales han dividido
en dos partes la region a través de la cual fluye el trazador, una en la que el fluido se
mueve continuamente y otra en que permanece estancada; a este tipo de modelos se les
conoce como “Modelos de Capacitancia”. Los modelos mis conocidos son; el modelo
de capacitancia de Deans (1963), el de Coats y Smith (1963) y el de Brigham (1974).
Estos autores han modificado el modelo bzisicd de difusién con objeto de tomar en cuenta
la asimetria que frecuentemente presenta el perfil de concentraciones, tanto en la parte

inicial como en la final de una prueba de trazadores.

Por otra parte, las formaciones con fracturas naturales presentan discontinuidades ex-
tremas en propiedades fisicas, tales como porosidad y permeabilidad. Cuando se tiene un
proceso de flujo de trazador a través del éistema. naturalmente fracturado, los procesos
dominantes seran la dispersién y el transporte convectivo y difusién en la red de fracturas
y la difusidn en los bloques de matriz. Nbrmalmente, el proceso de difusién hacia la ma-
triz, actuara como un efecto retardador de la aparicién del trazador en el pozo productor,
lo cual se agudizara si existe algun tipo de adsorsion del soluto en la roca, debido a que
al considerarse la matriz, se incrementa el drea efectiva de contacto entre los granos de la

roca y del soluto.



A continuacion se mencionan las soluciones al problema de flujo de trazadores en medios
naturalmente fracturados propucstas por algunos investigadores.
Tang y asociados (1981) desarrollaron una solucién semianalitica para el problema de
transporte de un contaminante en un sistema de una sola fractura, considerando los
fenémenos de dispersién y difusion.
Jensen y Horne (1983) formularon un modelo de doble porosidad, tomando en cuenta
los procesos de conveccidn en la fractura, y simultineamente, difusidn y adsorsién en los
poros de la roca.
Walkup y Horne (1985) desarrollaron un modelo bidimensional representando el sistema de
fracturas del yacimiento a traves de dos regiones, una regién movil en la que se incluyen los
fenémenos de conveccion en direccién z, difusidn en direccidn y, y adsorsién del trazador
en las paredes de la roca, y una region inmdvil en la que actuan los procesos de difusién
cn direccion y, asi como la adsorsion en las parcdes de la roca. |
Ramirez (1988) presenta un modelo lineal de doble porosidad también representando al -
~ sistema fracturado por medio de dos regiones, una regién movil donde los fenémenos de
difusidn y conveccién estan presentes y una regién estancada é inmdvil donde sélo se
presentan los fendmenos de difusién y adsorsion. Ambas regiones estin interconectadas
por medio de una capa muy delgada de fluido, que forma parte de la regién estancada; la
cual controla la transferencia de masa de las dos regiones.
Las soluciones de los dos iiltimos modelos mencionados se presentan en el espacio de
Laplace y en ambos casos se utilizd el algoritmo de Stehfest (1970) para su inversion.
Walkup y Horne emplearon este algoritmo para antitransformar tanto en espacio como en
tiempo ¥ Ramirez y asociados lo utilizaron solo para antitransformar en tiempo. Todos

los modelos anteriormente mencionados se presentan con detalle en Ramirez (1988).
2.2 Modelos representativos del flujo radial

En esta seccidn se describen brevemente algunos de los modelos reportados en la lite -

ratura para flujo radial. Estos se pueden clasificar de acuerdo al medio poroso a través del



cual estd viajando el trazador, asi se pueden tomar dos casos, medios porosos homogéneos
y heterogéneos. Se presentan a continuacién los modelos representativos para flujo radial
en medios porosos homogéneos y mds adelante se describen algunos de los modelos co -

rrespondientes a medios naturalmente fracturados. Cabe mencionar, que los modelos que
se describen en esta seccion fueron elegidos de acuerdo con el tratamiento de la solucién
al problema de dispersion en medios porosos, es decir aqui se describen los principales
modelos matematicos que emplean métodos analiticos para su solucién. En cuanto a
los modelos que utilizan esquemas nimericos para resolver el problema de dispersidn en
medios porosos, se discuten parcialmente en este trabajo debido a que el tratamiento
matematico que se emplea en los modelos que aqui se proponen son conceptualizados

analiticamente,

2.2.1. Modelos representativos de medios

porosos homogéneos

El problema de dispersién, conveccion-difusion, en medios porosos para el caso de flujo
radial, es diferente sustancialmente al problema de dispersién en flujo lineal. Esta diferen-
cia estriba en que para el caso de flujo radial la velocidad es variable, y por consecuencia,
el coeficiente de dispersion (D, = av,), también lo es, siendo que para el caso de flujo

lineal la velocidad se puede considerar constante.

La velocidad, v,, se expresa en términos del gasto de inyeccidn, ¢, de la geometria del

sistema y del radio, r:

-1 _3 !
vy = - (2-3)

donde:

4= 2rh

La ecuacién que describe el comportamiento de un trazador que se inyecta a gasto



volumétrico constante en el pozo de radio ry, a un medio poroso homogéneo e isotrépico,

es la siguiente

oC aC 10 ocC
R T (D‘a") (2:4)
o bién:
8C AdC aAd*C
atrTor - T om _(2-5)

La Ec. 2-4 se deriva en base a un balance de materia, considerando que el coeficiente

de difusion molecular es pequefio comparado con el coeficiente de dispersion.,

La solucién al problema de dispersion para flujo radial,'Ec. 2-4, con distintos tipos
de condiciones de frontera, ha sido reportada en la literatura por diversos autores (-Tang
y Babu, 1979; Moench y Ogata, 1981; Hsieh, 1986; Tang y Peaceman, 1987; Falade y
Brigham ,1989). Estas soluciones pueden clasificarse de acuerdo a los métodos e'mp]eados.

en su desarrollo como numéricos o analiticos.

Debido a que los modelos que se presentan en esta seccion se expresan en funcién
de parametros adimensionales, y éstos son similares entre si, se definen previamente las

siguientes variables adimensionales:

<2—6)'

r
rp = -{;
roo = = (27)
| C
Cp= o (2-8)
__ T i
‘o = 2rha? (2:9)



donde o es la dispersividad en las fracturas.

Expresando la Ec. 2-5 en forma adimensional:

JCp, + 1 dCp, _ 1 8*Cp,
mp ,1"1) 8rD - D 3r’D

(2-10)

La ecuacién anterior es la expresién bdsica que describe el comportamiento de un
trazador quimico en un medio poroso homogéneo con flujo radial, las condiciones iniciales
y de frontera mas comunmente empleadas para definir por completo este problema son

las siguientes:

Condicién inicial:

i
(=

CD(rm,O)

Condiciones de Frontera:

il
—

Cp(rpo,tp) (2-11)

Cp(rp = oo,tp) — 0

En el caso de que algunos autores hayan utilizado condiciones iniciales y de frontera

diferentes a las anteriores, éstas se aclararan apropiadamente.
2.2,1.1 Modelo de Tang y Babi (1979)

Estos autores fueron practicamente los primeros en presentar una solucién analitica
para el problema de dispersion en medios porosos para flujo radial. Hasta 1970, noe -
- xistian soluciones analiticas exactas para el problema de dispersién con velocidad variable,
esto es coeﬁcienté de dispersion dependiente de la velocidad. Tang y Babu presentan la

solucion exacta para la Ec. 2-10 con las Ecs. 2-11 expresadas en funcidn de las variables

9



reales. Esta solucion es reportada por Hildebrand ( 1976) en el espacio de Laplace; Tang
y Babi invierten analiticamente esta solucién aplicando la teoria de variable compleja y
llegan a una solucion en el espacio real en términos de tres integrales, las que a su vez,
dependen de las funciones Bessel Modificadas. Esta solucién se comparé con la solucién
aproximada de Raimondi y asociados (1959) y la solucién numeérica de Hoopes y Harleman
(1965), concluyéndose de lo anterior que la solucién presentada por Tang y Babi reporta
excelentes resultados con respecto a la solucidon numérica; por consiguiente la solucién
de Tang y Babu satisfizo la necesidad existente hasta esa fecha, de no disponer de una
solucion analitica para el problema de dispersién radial en medios porosos. En esta seccién
no se presenta esta solucion debido a que las integrales que la conforman son bastante
complejas y se requeriria adicionalmente definir un gran nimero de variables involucradas
en esta solucion, sin embargo, es importante mencionarla debido a que algunas de las
soluciones posteriomente repdrta_das se han derivado con base en la solucién analitica de

Tang y Babu.
2.2.1.2 Modelo de Moench y Ogata (1981)

Moenh y Ogata reportan una solucién al problema de dispersién radial en un medio
poroso homogéneo en el espacio de Laplace e invierten esta solucién por medio del al-
goritmo de Stehfest (1970), presentando asi una ecuacién que describé el flujo de un
trazador quimico en un medio poroso, lé, cual se evalia fécilmenté’y que permite una

buena prediccion de lo que ocurre en la préactica..

Aplicando el método de transformada de Laplace a la Ec. 2-9, se llega a la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria;

¢Cp _dCp _ rpsCp =0 (2-12)

dry, drp

donde Cp es la concentracién adimensional en el espacio transformado y s es la variable

de transformacion de Laplace.

10



Las condiciones de frontera para la Ec. 2-12 son las siguientes:

Cn(rpo,s) =

@ |

Cp(rp — 00,8) = 0 (2-13)

La solucién general de la Ec. 2-12 estd reportada por Hildebrand (1976). Moench y
Ogata aplican las condiciones de frontera expresadas por las Ecs. 2-13 a ésta solucion y

reportan la siguiente solucion:

Cp= %exp (rD -;PDO) 2:((;2) (2-14)

donde A; es la Funcién de Airy y su argumento estd dado por:

La transformada inversa de la Ec. 2-14 es obtenida aplicando el algoritmo de Stehfest
(1970); las funciones de Airy se calcularon utilizando la siguiente expansion en serie para

| z|> 1 (Abramowitz y Stegun, 1970):

Ai(2) & = exp(~4) Yo (~DPerd ™ (2-15)

=0
‘donde (=227 =11y

L _ @R+ 1)(2k+3)---(6k—1)
k=T 2165 k!
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Los resultados de la inversion numérica de la Ec. 2-14 fueron comparados con la
solucion al mismo problema presentada por Hoopes y Harleman (1965), quienes la desa -
rrollaron a través de un esquema de diferencias finitas. La conclusién de esta comparacidn
es que la técnica de inversién utilizada por Moench y Ogata (1981) converge a la solucién
numérica. Sin embargo, es importante hacer notar que la aproximacién de la solucidn
obtenida depende del valor de N empleado en la inversién numérica, as{ como también

del valor del tiempo adimensional.
2.2,1.3 Modelo de Hsieh (1986)

Hsieh presenta una solucion analitica de tipo integral para el problema de dispersion de
un trazador en un acuifero confinado de espesor uniforme y de extensién lateral infinita.
El modelo matematico en el espacio de Laplace que resuelve Hsieh estd constituido por
las Ecs. 2-10 con las condiciones 2-11, cuya solucion en el espacio de Lapldce corresponde

a la Ec. 2-14.

La transformada inversa de la Ec. 2-14 es la siguiente:

+100 — |
Cp(rp,tp) = ./-:-ioo ettp Cp(rp,s)ds (2-16)

donde 4 es un numero real y s es complejo. El célculo de la Ec. 2-16 se efectud de la

siguicnte forma:

Clrp,t) = 1 — /0°° F(v)dv (2-17)

donde:

2 exp[~v¥tp + (rp — rm)/?]} {Ai(y)Bi(yw) - Ai(yw)Bi(y)} (2-18)

F_(v) B { Ty [Ai(y)” + [Bilwa)*

12



1 — 4rpv?

y = 40173
_ 1 — 4rpev?
Y = 494/3

Las funciones de Airy, Ai(z) y Bi(z) fueron evaluadas con las férmulas reportadas por

Abramowitz y Stegun (1970). Esta férmulas se utilizaron dividiendo el argumento en tres

intervalos: (—o0,—5.0), (—5.0,4.8), y (4.8, 00). Para argumentos z > 4.8, las funciones

Ai(2) se calculan de acuerdo a la Ec. 2-15 y las funciones B;(z) se evalian como sigue:

1
Bl'(z) = 11’1/221,“ exp(( chc -k

Para-—50 < z < 4.8:

Ai(z) = Bif(2) + Pag(?)

Bi(z) = V3[6:f(2) + Bag(2)]

dohde:

1 4 1Xx4g4 1x4x7z9+m

J@) =14 g+ === + —

'.....,, 2 2 x5 2 x5 x84
9lz2) = z + o' + = 10!

donde ) = .035502805 y A, = .25881940.

Para z < —5.0, se define 2* = -2z

13
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(2-19)

(2-20)

(2-21)



donde: (* = 2/3 2%/? y ¢ estd definida inmediatamente después de la Ec. 2-15. La
integral de la Ec. 2-17 fué calculada por un método descrito por Longman (1956) basado
en la transformacién de Euler, Bromwich (1942). Hsieh compara los resultados de su
solucién semianalitica con los obtemdos a través de métodos numéricos por Hoopes y
Harleman (1965) y llega a la conclusién que ambas soluciones proporcionan resultados
muy aproximados., También reporta la comparacién de la evaluacién de la Ec. 2-17
cdn la inversién numérica de la Ec. 2-14, empleando el algoritmo de Stehfest (1970),
que cdrresponde a la solucion de Moench y Ogata (1981), encontrando que los resultados
presentados por estos autores son muy similares a los de su solucién analitica; sin embargo,
se observé que para tiempos adimensionales grandes la solucién invér’tida numeéricamente

presenta dispersién numérica.
2.2.1.4 Modelo de Tang y Peaceman (1987)

Tang y Peaceman presentan una solucién analitica para el problema de dispersién en
medios porosos para flujo radial e inyeccién tipo bache, la cual es similar a la reportada
~por Tang y Babii (1979) para inyeccién continua, es decir, estos autores presentan una
solucidn constituida por tres integrales que a su vez, estin en términos de las funciones
Bessel Modificadas. También presentan una solucién basada en diferencias finitas, la
cual se compara con la obtenida por medios analiticos para verificarla. De lo anterior
se concluye que la solucién numérica presenta excelentes resultados con respecto a la

analitica, es decir, la dispersién numérica practicamente es despreciable.

14



2.2.1,5 Modelo de Falade y Brigham (1989)

Falade y Brigham incluyen en la ecuacion basica que describe el comportamiento de
flujo de un trazador en un medio poroso homogéneo, Ec. 2-10, el término correspondiente
a la reaccidon quimica de primer orden y a la adsorsion del trazador en los granos de
la roca. Estos autores presentan tres soluciones que corresponden a una concentracién
baja, moderada y alta del trazador inyectado, en donde para cada caso se considera
distinto coeficiente de dispersion hidrodindmico, segiin la relevancia de los procesos que
lo componen. Estas soluciones las presentan en el espacio de Laplace y estdn en términos
de las funciones de Airy. Falade y Brigham consideran tanto la inyeccién continua de
trazador como la inyeccién tipo bache, sus soluciones las invierten numéricamente pdr
medio del algoritmo de Stehfest (1970) y reportan dos figuras con los resultados, una
para la inyeccion continua y otra figura para la inyeccidn tipo bache. Sin embargo, estos
autores no presentan la comparacion de sus soluciones con datos de campo o con otros
modelos reportados en la literatura, es por esta razén que en esta seccién sélo se mencionan

brevemente las soluciones reportadas por Falade y Brigham (1989).

2.2.2. Modelos representativos de medios

porosos no homogéneos

Con respécto a este topico existen pbcos modelos reportados en la literatura, en esta
seccion se presentan sélo dos modelos para flujo radial a través de medios no homogéneos;
el primér_o de ellos es presentado por Chen (1985) el cual considera inyeccidn continua de
un contaminante quimico en un acuifero con una fractura horizontal discreta, el segundo
es una extension del primero y adicionalmente incluyen la opcién de un contaminante

radioactivo, este ultimo también es presentado por Chen (1986).
2.2.2.1 Modelo de Chen (1985)

Chen visualiza el problema de flujo radial de un contaminante en un medio poroso

con una fractura horizontal por medio de dos regiones: (1) una region representando a la

15



fractura, comprendida entre rpp < rp < ooy (2) otra regién representado la matriz del
medio poroso, limitada por 0 < zp < 0o. Efectuando un balance de materia en estas dos

regiones, Chen llega a las siguientes ecuaciones expresadas en forma adimensional:

1 8°Cp, 1 8Cpy , wi (6Cpy _ 0Cp
rp Orh  rp drp 7 0zp |, .o Otp (222)

&Cpy _ 1 8Cp

G = wl ot (2-23)

Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

Cpi(rp,0) = Cpy(2p,0) = 0
Cpi(rpe,tp) = 1
Cpi(oo,tp) = 0
Cpa(oo,tp) = 0

Cpi (O,fo) = Cpa(0,p)

1/2 | |
donde w, = wg(ﬁ)‘/z, wy = (-sz) / = 5’{; y b es el espesor de la fractura.

Aplicando el método de la transformada de Laplace a las Ecs. 2-22 y 2-23, empleando
las condiciones iniciales, resolviendo la ecuacién para la matriz, evaluindola en zp = 0
y acoplandola con la ecuacién para la fractura se llega a la expresién en el espacio de

Laplace que gobierna la distribucién de concentracion en la fractura:

—~ 1 Y = Yo\ [ Ai(B'PY)
Cpr = S exp (-—-—-—-é——) {A;(ﬂ‘/a}’o)} (2-24)
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donde 8 = s + 18'? y ay = dywy/ Pyl

La solucién aproximada que presenta Chen (1985) consiste en utilizar tan sélo el primer
término de la expansién de la serie de la Ec. 2-15, para valores muy grandes del argumento
de la funcidn de Airy, A;(z), con lo anterior la expresién en el espacio de Laplace permite,
a través de algunos teoremas y férmulas de inversién, Erdélyi (1954), llegar a la siguiente

solucién en el espacio real:

Cpy = F(rp) j:’ ia-:-\—l;_%r—:f—)-erfc [%] de (2-25)
donde:
F(rp) = r;,%"fe p(m;rm)
n=maf4 u=m?/(4tp) |
y

m = g(r‘,’,’“ - r?_-,{,z

La ecuacién anterior cs vdlida para tiempos adimensionales pequeiios, lo cual corres-
ponde a tp &€ 4rpe. Chen invierte la Ec. 2-24 por medio de Stehfest (1970), utilizando
para el cdlculo de las funciones de Airy que intervienen en esta ecuacién la siguiente

identidad, Abramowitz y Stegun (1970):

N 2 |
Ai(z) = ;\/:;EK;” (‘3-:83/2) (2-26)

donde K, ;4 son las funciones Bessel. Chen presenta los resultados de ambas soluciones, la
analitica y la invertida por Stehfest (1970), concluyendo que las dos soluciones reportan

practicamente los mismos resultados.

17
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2.2.2.2 Modelo de Chen (1986)

La visualizacién de este modelo es muy similar al presentado anteriormente, con la
diferencia que en este, Chen considera el decaimiento radioactivo as{ como una masa ad-
sorbida del contaminahte en los granos de la roca a través de una reaccién de primer
orden en sus ecuaciones, Freeze y Cherry (1979). El tratamiento matemético es entera-
mente andlogo al anterior, por lo que no se presenta en esta seccién. En este articulo,
el autor presenta dos modelos matemdticos: el primero considera un contaminante radi-
activo transportado a través de una fractura por conveccién y dispersién longitudinal y
el segundo, que es un caso particular del primero, considera solamente el transporte por

conveccion. En esta seccidn se describe brevemente el primero de estos modelos.

Las ecuaciones resultantes de un balance de materia para la fractura y la matriz son

las siguientes, expresadas en funcién de las variables adimensionales:

1 320131 1 BCDl aCD2 . BODI - '
o o o orp T %\ Bz i meln = (2:27)
, |
9*Cpa . _ 108Cn
ER) ~ a3Cpy = w3 Otp | - (2-28)

Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

CDl(rD)O) = Cb?(zDrO) =0
Cpi(rpo,tp) = exp(—astp)
CDI(OO,tD) = 0

CDQ(w,tD) = 0
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Cpi(rp,tp) = Cpa(0,ip)

donde a4 = é‘— RyAa?/A, R, y R; son los factores de retardamiento tanto

R: A Q3 =
de la fractura como de la matriz, definidos de la siguiente forma: Ry = 1+ kq/by
Ry = pkyy/¢q, donde ky; y kyg son las constantes de adsorsién de la fractura y de la

matriz, respectivamente.

Aplicando el método de transformada de Laplace a las Ecs. 2-27 y 2-28, utilizando las
condiciones iniciales , resolviendo la ecuacién para la matriz, derivindola con respecto a
zp , evaluandola en zp = 0, acoplandola en la ecuacidn para la fractura y resolviendo ésta
con las condiciones de frontera, se obtiene la siguiente ecuacion en el espacio de Laplace

para la fractura:

— o Y - Yo\ [ Ai(BY)

donde 8 = s +a; + ag\/s + aa

A través de un procedimiento anilogo al presentado por Chen (1985), utilizando la
misma aproximacion para las funciones de Airy, para tiempos cortos, empleadas en este
trabajo previo se obticne la expresion siguiente para la distribucion de concentracién en

la {ractura:

Cp = F(rp)exp(—astp) / 3{3(——_5-2 erfc [—-—-j\/_—_;_\/—g_—_—u)] dz (2-30)

donde F(rp), n y u, se definieron en la seccién anterior. Se puede observar que si a3 = 0,
la Ec. 2-30 se reduce a la solucidon para tiempos cortos reportada por Chen (1985). Las
soluciones para tiempos intermedios y largos se obtienen aplicando el algoritmo de Stehfest

(1970) a la Ec. 2-29.
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CAPITULO 3:

PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DE
LOS MODELOS MATEMATICOS PARA
EL FLUJO DE TRAZADORES EN
YACIMIENTOS NATURALMENTE
FRACTURADOS

En este capitulo se presenta el planteamiento y la solucién de tres modelos matematicos;
el primero de ellos predice ¢l comportamiento del trazador en un medio fracturado donde
el flujo es lineal, representando el caso real de un yacimiento con fracturas verticales o
~ un sistema confinado. Para este caso se presenta una solucién semianalitica, para los tres

tipos de pruebas de trazador que se realizan en el campo, inyeccién continua, finita y

tipo pico o instantdnea. Es importante hacer notar, que en esta seccién sélo se presenta

la ecuacién que describe el flujo de trazador en el sistema de fracturas, partiendo de un
balance de materia para cada region que compone el sistema fracturado, el desarrollo y
solucion de estas ecuaciones en el espacio de Laplace se presenta con detalle en el trabajo
de Ramirez (1 988). Aqui se parte de la ecuacion derivada anteriormente y se presenta

una solucion de tipo integral, para los tres tipos de pruebas de trazador.

Los dos modelos restantes describen el comportamiento del trazador en un yacimiento
naturalmente fracturado para flujo radial. La diferencia entre estos modelos es la geome-
tria del sistema; en el primer caso el medio fracturado es representado mediante un sistema
idealizado, equivalente a un yacimiento estratificado; el segundo caso se representa el
medio fracturado a través del modelo propuesto por Warren y Root (1967), es decir, la
geometria de la matriz fractura ciibica. En ambos casos la solucién estd expresada en el
espacio de Laplace, para cuya inversién numérica se utilizé el algoritmo de Crump (1976).
Para estos casos también se presentan las tres soluciones correspondientes a los tres tipos

‘de pruebas de trazadores.
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Para los tres modelos, el yacimiento naturalmente fracturado se idealiz6 representindose
por medio de dos regiones: una region mdvil, donde los fenémenos de difusién y conveccién
estan presentes y una region estancada o inmévil donde sélo se presentan los fendmenos
de difusion y adsorsion. Ambas regiones estin interconectadas por medio de una capa
- muy delgada de fluido estancado, que forma parte de la region inmévil, la cual controla
‘la transferencia de masa entre las dos regiones. La regién mdvil representa el sistema de

fracturas, donde el trazador puede alcanzar altas velocidades, La roca del yacimiento y
sus heterogeneidades, tales como microfracturas y fracturas ciegas, se representan por un
medio poroso equivalente donde el fluido permanece inmévil, lo que constituye la regién es-
tancada. Esta visualizacion del problema ha sido usada por otros autores anteriormente
(Deans, 1963; Walkup y Horne, 1985; Maloszewski y Zuber, 1985; Rivera y asociados,
1988).

3.1 Flujo lineal

En esta seccidn se presenta la ecuacién que gobierna el flujo del trazador en el sistema
de fracturas, se hace una breve descripcién del modelo, para mayor detalle se recomienda
consultar Ramirez (1988) y también se incluye la solucién semianalitica del problema, la
cual es de tipo integral, Lo anterior se presenta para cada una de las pruebas de trazadores

que se realizan en el campo, inyeccién continua, finita y tipo pico.
3.1.1 Ecuacidn de flujo para el sistema de fracturas

El modelo propuesto se muestra en la Fig. 3-1; el sistema idealizado est4 constituido
por dos regiones: la region mévil (1) y la region estancada 6 inmévil (2). Estas dos
regiones estan en contacto a través de una pelicula delgada de fluido estancado cuyo

espesor es 6.

Como se puede observar de la Fig. 3 — 1b en el esquema idealizado se considera: un

- elemento de simetria de espesor E, el cual es repetitivo; una fractura de ancho 2w, limitada
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Fig. 3-1 Modelo propuesto para flujo lineal.
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en ambos extremos por el medio poroso. La regién mévil tiene un ancho de 2(w — §),

siendo 6 el espesor de una pelicula muy delgada que limita la region mdvil en direccién

y, que esta incluida en la zona estancada por lo que, la region estancada tiene un espesor

de E/2 — (w — §). Esta pelicula representa la resistencia que controla la transferencia de

masa entre las regiones estancada e mévil.

Con base en un balance de materia efectuado para las dos regiones se obtienen las

ecuaciones que describen el flujo del trazador tanto en el sistema de fracturas como en la

matriz:

1 9*Cpy  9Cpy

Pel 3x§) B 3:@

donde los parametros adimensionales se definen como sigue:

—~4Cp1 + &L (

8
o)
I

&

«
v
il
=

_9Cp

(3-1)

(3-2)



P,g = 'B;’ (3‘9)
¢aDy
&L= v (w — ) (3-10)
LA
v = ;;" (3'11)
R é1 (3-12)

" b1+ pka(1 — ¢3)

Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo matematico constitufdo

por las Ecs. 3-1 y 3-2 se presentan a continuacién:

.- condiciones iniciales:

Cpi(zp,0) = 0 (3-13)
CDQ(.‘BD,yp,O) = 0 (3-14)
Condiciones de frontem:
Cpi(0,tp) = 1 - (3-15)
CD1(OO,tD) =0 (3-16)
w=—46
Cpa(zp, T’tD) =Cm(zp,tp) (3-17)
(30"’) | = 0 (3-18)
ayD (3D'&0‘9)

Como puede observarse, para obtener la solucién de la Ec. 3-1 es necesario resolver

previamente el problema de la regién estancada y a partir de la solucién para Cpa(yp,tp),
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evaluar la derivada requerida en al Ec. 3-1 y sustituirla en ésta. Para encontrar la solucién
de ambas ecuaciones se enipled el método de la transformada de Laplace, se transformé

el espacio (z,y,t) al espacio (z,y, 3).

La solucién en el espacio de Laplace de la Ec. 3-1, empleando las condiciones iniciales y
de frontera 3-13, 3-15 y 3-16, se ha presentado previamente en forma detallada (Ramirez,

1988), la cual corresponde a la siguiente ecuacion:

_ P.
Cpr = lemp( lxD)

S 2
exrp {""-TDJ %21 + P, [8 + 4 + €Lmytanh (ml Ep2 ;w + 5)]} (3-19)
donde: | |
my = \/f,-;( +7) (3-20)

Ha sido demostrado por Ramirez (1988) que el espesor E del elemento repetitivo de
la F 1g 3.1 1o afecta significativamente la distribucién de la concentracién de trazador,
debido a que la tangente hiperbdlica de la Ec. 3-19 es aproximadamente igual a la unidad,
para el rango de los parimetros que intervienen en el argumento. Bajo esta condiciones

la Ec. 3-19 se puede simplificar, produciendo la siguiente expresion:

2

P2 | P,
ewp{—xu\[—zl'l-ﬂl [3 + 7+ &L —ﬁ(s +7)

| } (3-21)

Se puede mencionar que Tang y asociados (1981) han presentado una ecuacién similar

a la Ec. 3-14.

Partiendo de la Ec. 3-14 es posible definir un nuevo parametro adimensional, a, de

tal manera que permite expresar la solucién en términos de sélo dos pardmetros adimen-
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sionales, mientras que soluciones equiparables requieren la evaluacién de seis parametros
(Walkup y Horne, 1985). Considerando un trazador quimico, es decir v = 0, y despre-
ciando la adsorcion del trazador en la roca, k;=0 y consecuentemente R = 1, la Ec. 3-21

puede escribirse como sigue:

> )
6D1 = %exp (Pe;'ﬂl)) exp {"’xn\/rfi—l‘ -+ Pc]_ [3 + a\/-;] } (3"22)

donde:

om P b < o [P o

Se puede observar de la Ec. 3-22, que los efectos de la regién estancada sobre la
concentracion de trazador en la region mévil, son funcién exclusivamente del parimetro
a. Con base en esta observacién, para valores muy pequefios de D; y/o de ¢3, o bién
valores muy altos de vy, de tal manrera que @ — 0, el sistema se comporta como si
estuviera constituido por un solo medio, ya que el trazador sélo fluye a través de la
region movil. Este caso es equivalente a considerar el flujo del trazador a través de un
medio “homogénco en fracturas” (inicamente existe el sistema de fracturas)., Bajo estas -

condiciones, la Fe. 3-22 puede expresarse como:

: 2
. EDI = ‘;-exp (P¢12330) exTp {-":np\/-%-l- + P,ls} (3-24)

La inversién de esta ecuacion es la siguiente:

_ xDV PeltD
Cpr = erfc{ Zﬂ; }+

%exp ("-——Pd;D) erfe {zg\/\/f_—p— \/ Fatp } (3-25)
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La Ec. 3-25 ha sido presentada por Coats y Smith (1964) para sistemas homogéneos.
Para el caso de este estudio de formaciones fracturadas, ésta ecuacidn representa una
solucion analitica limite, debido a que la concentracién maxima de trazador en zp =1 se
obtiene cuando no exista transferencia de masa a la regién estancada, esto se presenta,
como se menciond, cuando los valores de D,, ¢3 y v, sean tales que impliquen que o £ 0.
Lo anterior equivale a decir que cuando a = 0, el sistema se comporta como homogéneo

y por tanto se obtiene la respuesta maxima del trazador en zp = 1.

La Ec. 3-22 fue evaluada con diferentes valores de a y se encontré que para valores
de a < 0.01 presenta los mismos resultados que la solucién dada por la Ec. 3-25, lo que

implica que la solucidn limite es valida para los valores de & antes mencionados.

Con ob j-eto de aproximarse mas a lo que ocurre en un caso real, se determind la solucién
pico, referida en la literatura como “spike injection”, Walkup y Horne (1985 ) Ya que
el significado fisico de esta solucidon es la inyeccién de trazador durante un intervalo de
tiempo muy pequerio, a diferencia de la solucién continua representada mateméticamente
por las Ecs, 3-22 y 3-25. Se ha establecido (Walkup y Horne, 1985) que la solucién para

una prueba de inyeccidn pico es la siguiente:

oC —
(CDI )pico = —-a_zil = L-l {SCDI} (3'26)

Sustituyendo las Ecs. 3-22 y 3-24 en la Ec. 3-26 se obtienen las soluciones pico, para

los casos general y limite:

(Cor)yieo = L7 {exp (Pa;D) exp {—-mp\/ ff‘- + Pay [s+ a/5] } } (3-27)

' 2
(CDI )pico limite = L™ {C(L'p ("'P'Elzf_p') erp {—:CD\/"}'}!‘ + Pels}} (3‘28)
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Con la misma finalidad que se determiné la solucién pico, se obtuvo la solucién para
el caso en que se inyecta un bache de trazador, tanto en medios fracturados como ho-
mogéneos. Estas soluciones se derivan aplicando el principio de superposicion en tiempo

a las Ecs. 3-22 y 3-25 respectivamente.

3.1.2 Solucidén de la ecuacién de flujo para el sistema de

fracturas.

Para calcular la distribucién de concentracién en el espacio real a partir de las Ecs. 3-
21 y 3-22 se utilizd inicialmente el algoritmo de Stehfest (1970) , observindose dispersién
numérica en los resultados, especialmente al incrementarse el tiempo adimensional, por

lo que fue necesario encontrar otra alternativa para resolver este problema.

Aplicando la Ec. 7-4.3 de Abramowitz y Stegun (1970) a las Ecs. 3-21, 3-22 y 3-27, se

obtienen las siguientes soluciones:

Inyeccién Continua de Trazador Radioactivo.

1 P. 0o P.z%4 (P,
CDl(xD’tD) = TE_emP (sz 1)‘/0 exp [_72__ 1Tp ( 1 + 7)]

- 47?

p 2 - 2
zhPaa zph P Pz}
{CEP (_ 412 \/'7) erfc{B‘rg\/to — fage B \17 (tD - 4r? )}}
ir

2 2 Pl
zh P zhPaa Pz} |
+ {e:rp( 472 ﬁ) erfe {81"1 /to i Pazp + \[7 (tu T 473 )}}
' 472 a

2
H (tD ~ fﬂ—‘f’-Q) dr  (3-29)
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Inyeccén Continua de Trazador Quimico, v = 0.

2 xpP, 0o P, zp\?
i) = e (21) "o ()

2 2
ThH Py ( Pel-’b'u)
Erjey——F=—=—=) H|tp- ==L} 4r 3-30
/ {Sr’\/to - E‘H,ﬁ } P 4r? ( )

Inyeccén pico de Trazador Quimico, v = 0.

thPaa [ P2 z?
CDl(xDatD)Pico = 29 ‘/(; EXp —7?— —£LoD

4r 47?2
' Ipo 2 1 Pelm?)
o) ()] oo 2B)e ew
473 .

El desarrollo de las ecuaciones anteriores se presenta con detalle en el Apéndice A. Las

integrales de estas ecuaciones fueron evaluadas numéricamente utilizando e algoritmo. de

O’hara y Smith (1969), el cual evalia la integral a través de una modlﬁcacmn del método

de Clenshaw-Curtis (1960).
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3.2 Flujo Radial
para un Yacimiento Estratificado

En esta seccion se vprvesenta el modelo desarrollado para flujo radial considerando un
sistema idealizado similar al utilizado en el modelo presentado para flujo lineal. El modelo
es equivalente al de un yacimiento estratificado, con estratos de alta y baja permeabilidad,
que corresponden a las fracturas y a los bloques de matriz respectivamente. El sistema
idealizado estd constituido por dos regiones: la region mévil y la regién inmdvil. Estas
dos regiones estan en contacto a través de una pelicula delgada de fluido estancado cuyo
espesor es §; se considera un bloque de espesor E, el cual es repetitivo; una fractura de
ancho 2w, limitada en ambos extremos por un medio poroso. La regién mévil tiene un
ancho de 2(w — 6), siendo ¢ el espesor de la pelicula delgada de fluido que limita la regién
~ movil en direccion z, que esta incluida en la zona estancada, por lo que, la regién inmévil
tiene un espesor de £ — (w — §). Esta pelicula representa la resistencia que controla la

transferencia de masa entre las regiones mévil e inmdvil.

Las suposiciones bdsicas del modelo para flujo lineal, presentado en la seccién anterior
y las de este modelo, son escencialmente similares; sin embargo se detallan en esta seccién
pafa un mejor seguimiento del planteamiento del modelo. Tarﬁbién se incluyen las solu-
ciones para las diferentes pruebas de trazador que se efectian en la prictica, inyeccién

continua, pico y finita de trazador quimico o radioactivo.
~ 3.2.1 Modelo Matematico

El modelo propuesto se muestra en la Fig. 3-2, pudiendo observarse de la comparacion
con la Fig. 3-1, que ambos sisternas son similares. Las suposiciones y consideraciones

béasicas de este modelo para cada una de las regiones se mencionan a continuacién:

e En la region mévil (1) de la Fig. 3.2 se consideran los siguientes fendmenos y

suposiciones bdsicas:
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Fig. 3.2 Modelo propuesto para la representacion del medio naturalmente fracturado

31



1.

Dispersion longitudinal que incluye difusién molecular:

D, = av, + Dy, (3-32)

No se considera la direccién z porque se supone que el ancho de fractura, 2w,
es muy pequcio, por consecuencia no existe gradiente de concentracién en esta
direccion.

Conveccidén. Con base en la suposicién presentada en 1), la velocidad en
la direccion z es uniforme y sélo se considera su variacién con respeéto a la
direccion r. Para el caso de gasto de inyeccién constante y flujo radial, la

velocidad esta definida como sigue:

a
Uy = ;: (3'33)
donde:
. .
¢ = 2n H $, | (3-34)

Decaimiento. Este fendmeno es considerado en el caso de que el trazador
radioactivo tenga una vida media menor al tiempo de transito del mismo en la

formacion.

e Para la region inmévil (2) de la Fig. 3.2 se consideraron los siguientes.procesos:

1.

2,
3.

Difusiéon. Este efecto sélamente se considera en la direccién z, dado que la

componente longitudinal se supone despreciable.
Adsorcidén

Decaimiento

Con base en cstas suposiciones y considerando un fluido incompresible se efectudé un

balance de materia para cada regién, ver Apéndice B, y se encontré que las ecuaciones
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que gobiernan el comportamiento de las concentraciones de trazador en las dos regiones,

son las siguientes:

Region mévil,

_}__BQCDH 1 aCDri DDQ (BC’DH) ‘____ 60Drl
ipo

D ('3:‘}) —l‘p Oorp ~7Cpn + Zpo dzp Otp

rpo<rp<oo ; tp>0

Region inmdvil,

aCDrQ _ R azcﬂrﬂ
atp ng Bz}f,

- 7CDr2 = 0

E
zpp<z2p<— ; tp>0
2a

donde « es el coeficiente de dispersividad [L).

(3-35)

(3-36)

Las definiciones de los parametros adimensionalcs que intervienen en estas ecuaciones

son los siguientes:

r
rp=-—
(44
Tw
rpo = —
a
4
Rp = —
o
(w—6)
Zpo = o

(337)

(3-38)

(3-39)

(3-40)

e a———"



i (3-41)

tp = b
Con = =2 (3-42)
Con = 27 (3-43)
Dpa = =2 (3-44)
y = i;f (3-45)
R iz (3-46)

e pka(l — 83)

El 1ltimo término del lado izquierdo de la Ec. 3-35 considera la interaccion entre los
bloques de matriz y las fracturas, y representa la transferencia de masa por difusién de

la region movil a la region estancada en zpo.

Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo constituido por las Ecs.

3-35 y 3-36 son las siguicntes:

Condiciones iniciales:

Cpri(rp,0) = 0 (3-47)
CD,.g(rD,zD,O) = 0 : | (3-48)
Condiciones de frontera:
Interior,
Cpri(rpo,tp) = 1 (3-49)
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Exteriores,

Cpri(oo,tp) = 0 (3-50)
(BaC'Drz) = 0 (3-51)
2D (rpiEtp)
Condicidn de interfase,
Cpra(rp, zp0,tp) = Cbei(rp,1D) (3-52)

3.2.2 Solucién del Modelo

Para determinar la distribucién de concentracion de trazador en el sistema de fracturas
0 en la region movil, es necesario resolver primero el problema de la regién estancada y
a partir de la solucion para Cpe(zp,tp) evaluar la derivada requerida en la Ec. 3-35 y

sustituirla en ésta.

Aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-36, usando la condicién
inicial 3-48, resolviendo la ecuacion en el espacio de Laplace, con las condiciones 3-51 y

3-52 se obtiene la solucidn para Cp,;, como se muestra en el Apéndice B, Ec. B-66.

Derivando esta solucién con respecto a zp y evaluandola en zpo, se llega a la siguiente

ecuacion:

d-C'-DfQ _ = 1 — exp ["'\/B;(ED - 22130)] |
( dzp )‘m = _-\/B:;CDrl(T’DyS){I T ezp [-\/;B_;(ED — 221)0)]} (3-53)

donde:

. 7 ]

La Ec. 3-53 se puede expresar en términos de la tangente hiperbolica:
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(dz?”") = —\/,_B_,;_C‘-D,l(ro,s) tanh {4 Ben (‘E:Q'Q - zpo)} (3-85)

dzp

Ahora bién, aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-35, utilizando
la condicidn inicial 3-47, y acoplando la Ec. 3-53, se obtiene la ecuacidn diferencial de

segundo orden siguiente:

d*Cpy dCpn

&L " arpg P (nCpn = 0 (3-56)
donde:
D E
En = s+ 9+ Dady Brn tanh {4 Brh ('—?- ~ zno)} (3-57)
450 2

Las condiciones de frontera, Ecs. 3-49 y 3-50, transformadas son:

Interior,
Cor(rpe,s) = - (3-58)
Exterior,

Cpr(00,8) = 0 (3-59)

La Ec. 3-56 es una ecuacién diferencial de coeficientes variables, que puede expresarse

en la forma de la ecuacidn de Airy mediante las siguientes transformaciones (Tang y Babd,

1979):

Y = rmp + — , (3-60)

4£rh
C = Cpn exp (32,‘) ) (3-61)



X = ¢y (3-62)

Empleando las Ecs. 3-60 a 3-62 se obtiene la ecuacidn estandar de Airy (Abramowitz

y Stegun, 1970):

|

(3-63)

La solucion de la Ec. 3-63 con las condiciones 3-58 y 3-59 se obtiene en el Apéndice B.

Para los casos de inyeccion continua y pico de trazador radioactivo se obtiene lo siguiente:

Inyeccién Continua,

~ 1 Y - Y A(""Y) -

Inyeccién pico,

Y - Yo [ A (¢ Y <
Con = exp ("__2_2) { A; ((glla ))} (3-65)

donde:
Yo = rpo + 461;. (3-66)

Para el caso de un trazador quimico, se sustituye 4 = 0 en la Ec. 3-57 y se obtienen

las dos soluciones andlogas a las Ecs. 3-64 y 3-65, para cada una de las didstintas pruebas

de trazador.
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Las soluciones para el caso de inyeccidn bache o finita se obtienen aplicando el principio
de superposicion en tiempo (Craig, 1971) a la Ec. 3-64, ya sea para trazador quimico o
radioactivo. La concentracion para este tipo de inyeccién esta dada por la siguiente

ecuacion:

[CDrl(t)]bnchc = CDrl(t) - CDrl(t—‘ At) (3-67)

donde Cp,(t) es la concentracion adimensional evaluada al tiempo t y Cp,;(t — At) es

cero cuando t < At, siendo At el tiempo de inyeccién del bache.

Las concentraciones Cp,i(t) y Cpn (t ~ At) son evaluadas por medio del programa de
computo utilizado para el calculo de la Ec. 3-64, solucion continua, finalmente se aplica
la Ec. 3-67 para obtener la respuesta del trazador en el caso de una inyeccién tipo bache

o finita.

Las funciones de Airy, A;(Z), que intervienen en las Ecs. 3-64 y 3-65 fueron calculadas
de acuerdo a Abramowitz y Stegun (1970), p. 448, Ec. 10-4.59 y p. 446, Ec. 10-4.2,

segiin el valor del argumento de la funcién:

Para Z > 4.8,
Ai(Z2) = %7!'1/22-1/4637})(—() Yo (=1 e ¢F (3-68)
k=1
donde:
_ 2,3
o = 1
I'(3k + 1/2)
Ck

~ B4k KL T(k + 1/2)
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Para -5.0 < 7Z < 438,

Ai(Z) = a f(Z) + ca9(Z) (3-69)
donde:
' oo 1 ZSI:
2o 550
f(2) ,‘g‘, 3/ (3k)!
00 9 Zak+1
0 Eo ), &
9(2) ,;, 3/ (3k+ 1)
1
(“*5)0 :
3 (o + %)k = (3a + 1)Ba + 1) (3a + 3k — 2)
y
3—2/3
= [y = 3950280538,
31/3
Cp = T(1/3) = ,2588194037

donde a para este problema es igual a cero.

Para la inversién de las Ecs. 3-64 y 3-65 al espacio real se utilizé el algoritmo de Crump
(1976), obteniendo excelentes resultados paré el rango de los parametros utilizados, lo cual
sc detallara en el capitulo siguiente. Se investigd el uso del algoritmo de Stehfest( 1979)
como invertidor numérico de las Ecs. 3-64 y 3-65, encontrandose una importante dis-
persion numerica para valores grandes de ¢s y rpp3, por lo que se opté por utilizar en lo

sucesivo el invertidor numérico de Crump.
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3.3 Flujo Radial para un Yacimiento

Fracturado, con geometria
matriz-fractura cibica

I'n esta seccion se presenta una solucion general para el flujo radial de trazadores
en yacimientos naturalmente fracturados, con gecometria de bloques de matriz-fractura
cubicos. Se consideran soluciones particulares para los casos de inyeccidén continua, pico y
finita de trazadores quimicos o radioactivos. El yacimiento es idealizado por medio de un
sistema compuesto por dos regiones: una region maévil donde los procesos de conveccién y
dispersién estan presentes y una regién estancada o inmavil donde solo se consideran los
fenomenos de difusion y adsorcién . Ambas regiones estan interconectadas por medio de
una capa muy delgada de fluido estancado, la cual forma parte de la regiéri inmoévil. Esta
visualizacién del problema es similar a la considerada en los modelos presentados ante -
riormente en este trabajo. Es importante hacer notar, que no existen modelos reportados
en la literatura para el problema de dispersién en medios porosos, donde se considere una
geometria de este tipo. La conceptualizacién del yacimiento naturalmente fracturado es
cquivalente al modelo previamente presentado por Warren y Root (1963), por lo que el

modclo propuesto para cl estudio de flujo de trazadores seria el primero en su tipo.
3.3.1 Modelo Matematico.

El modelo propuesto se muestra en la Fig. 3-3, como puede observarse de esta figura,
el sistema fracturado es idealizado a través de un modelo similar al de Warren y Root
(1963), el cual estd constituido por dos regiones: la regién mévil (1), correspondiente al
sistema de fracturas y la region estancada o inmdvil (2) equivalente a los bloques de matriz
del yacimiento. Estas dos regiones estan en contacto a través de una pelicula delgada de

fluido estancado cuyo espesor es 6.

Como puede observarse de la Fig. 3 — 3 a, en el esquema idealizado se considera
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a. sistema idealizado

|~

My \ / | |
Matriz Fractures

b. detalle del elemento de simetria

:

13

{ elemento dé simetria

“‘“\u'\-._“

-—-fD?-"-

Fig. 3-3 Modelo propuesto para la representacién del medio

naturalmente fracturado.
(Geometria Matriz~Fractura Cubica)
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lo siguiente: bloques de matriz cuyo volumen es d2, los cuales son repetitivos; fracturas,
envolviendo al bloque de matriz en sus 6 caras, de ancho 2w, limitadas en ambos extremos
por el medio poroso. La region mévil tiene un ancho de 2(w ~ §), siendo § el espesor de
una pelicula muy delgada que limita la region movil en direccién z y que esta incluida
en la regidn estancada por lo que esta region tiene un volumen de (d/2 — (w - 6))°, Esta
capa de fluido representa la resistencia que controla la transferencia de masa entre las

regiones movil e inmovil.

.as consideraciones y suposiciones basicas para este modelo son similares a las del
modelo para flujo radial en un yacimicnlo estratificado, ver Seccién 3.2.1 y Apéndice
B. Con base en estas suposiciones y considerando un fluido incompresible se efectué un
balance de materia para cada regién, ver Apéndice C, y se encontré que las ecuaciones
que gobiernan el comportamiento de las concentraciones de trazador en las dos regiones,

son las siguientes:

Region moévil,

En el desarrollo de esta ecuacién se consideré que la velocidad en direccién r , es funcion
del radio, la geometria del sistema y del gasto de inyeccién, ¢; tomando en cuenta que
para este caso, el drea transversal al flujo es A = 2r H¢, r, por lo que la constante a

estd definida de la siguiente manera:

= 1 My
a = S i 4, - (3-1n)

donde I es el espesor total del sistema.
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Regidn inmdvil,

) ' 0%C,, D) _2_ _a.__c_‘.'l _ 8C.,
[452 + pka(l - ¢2)] b 82 [¢2 + pka(1 — ¢2)] 202 9z ACr = a1 (3-72)

0<z<d/2 t>0

donde d es el tamafio de bloque.

Las Ecs. 3-70 y 3-72 gobiernan el comportamiento del trazador en las regiones mavil

e inmovil respectivamente, las cuales constituyen el sistema representado en la Fig. 3-3.
Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo, son las siguientes:

Condiciones iniciales:

Ca(r,0) = 0 (3-73)
Cra(r,2,0) = 0 (3-74)
Condiciones de frontera:
Interior (inyeccion continua),
Col(rwt) = Co (3-75)
Exteriores:
Cofco,t) = 0 (3-76)
(‘90”) = 0 (3-77)
0z (r0,¢) '
Condicién en la interfase,
d
C',.g(r,-2-+6,t) = Cn(r,t) (3-78)
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El ultimo término de la Ec. 3-70 representa la interaccién entre los bloques de matriz
y las fracturas. El modelo matematico para el problema de flujo de trazadores en un
sistema cuya geometria de la matriz es cibica estd definido por las Ecs. 3-70 y 3-72 con

las condiciones iniciales y de frontera 3-73 a 3-78.

El detalle del desarrollo de estas ecuaciones se presenta en ¢l Apéndice C.
3.3.2 Soluciéon del Modelo .

En este caso es necesario, una vez mas, acoplar la solucién de la ecuacién que gobierna el
comportamiento del trazador en la region inmdvil, en la ecuacion de flujo para el sistema
de fracturas, para obtener con ello la solucidn del sistema completo. En esta seccién
también se incluyen los tres tipos de soluciones para las distintas pruebas de trazador que

se efectian en la practica, inyeccion continua, pico y finita.

Para resolver el modelo matematico definido en la seccion anterior se expresaron las
ecuaciones en variables adimensionales. Algunas de estas variables fueron ya definidas

para el problema de flujo radial de trazadores en un yacimicnto estratificado, Seccién 3.2;

| nuevas variables son, sin embargo, definidas aqui.

Las variables adimensionales utilizadas en este modelo son las siguientes:

rp = 2:' (3-79)
rpo = %"- (3-80)
Zp = 'E' (3"81)

d 6
Zpo = 5~ + p (3-82)



dp = g (3-83)

‘o= 2#}3:&1 il (3:84)
Cpr = %‘:CC (3-85)
Coyg = %31:02 (3-86)
D2 = -‘-’f- (3-87)
y=22 (3:88)

i | (3-89)

R S oki= 4

Aplicando estas definiciones a las Ecs. 3-70 y 3-72 y a las condiciones iniciales y de
frontera, Ecs, 3-73 a 3-78, sc obtiene el modelo matématico en funcidn de los parametros

adimensionales:

Regién mévil,

1 8*Cp,y 1 0Cp, 6 & 9Cprq 0Cpn
-7; 61% ._ ™D 8?‘1) 7 CDrl + Ej-)- “1- DD2 6zp 2D0 B atu (3-90)

Tdio <rp<oo ip>0

Regidn inmdvil,

00!)&‘2

o 2 - 600,-2
+ D Dp; R 92 —~ YCppy =

Otp

(3-91)

d
O<ZD<_22 tp>0
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Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo, en su forma adimen-

sional, son las siguientes:

Condiciones iniciales:

Cpr(rpo,0) = 0 (3-92)
4 | CDrﬂ(rDyzD!O) = 0 (3'93)
: Condiciones de frontera;
Interior,

Cpri(rpestp) = 1 (3-94)
Exteriores:
Cpri(oo,tp) = 0 | (3-95)
(BCDra) = 0 (3-96)
‘ 629 / (rp)0,tp)
Condicidn de interfase,

Cpr(rp, 2D0,tp) = Cprn(rp,tp) (3-97)

Para determinar la concentracién en la regién mévil, es necesario resolver primero la
Ec. 3-91, evaluar su derivada con respecto a zp en zpg y sustituirla en la Ec. 3-90; con
lo anterior la ecuacién de flujo para la regién maévil estard sélamente en funcién de rp y
ip yv se podra transformar al espacio de Laplace sélo con respecto a tp, y asi obtener una

ccuacion diferencial con una variable independiente.
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Solucién de la ecuacion para la regiéon inmévil

El detalle de la solucién del modelo matematico constituido por las Ecs. 3-90 y 3-91

con las condiciones iniciales y de frantera 3-92 y 3-97, se presenta en el Apéndice C.

Aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-91 y sustituyendo la

condicion inicial 3-93, se llega a la siguiente expresion:

dQEDrz 2 dﬁDr? 2 =
d z} + 2p dzp ' ° Cora = 0 (3“98)
donde:
. _ s + 7
ﬂrc - R DD2 | (3 99)

Aplicando a la Ec. 3-98 los siguientes cambios de variables:

Cpra = ¢=) (3-101)

N

Se obtiene la siguiente ecuacién para C(w):

& C dC 1 |
2 - — e 2 — — -
@' = + w7 C (w + 4) 0 (3. 102)

La ecuacidn anterior corresponde a la ecuacién Bessel Modificada de orden v = ; (Ec.

C-64), cuya solucion general esta dada ]jor Hildebrand, (1976):
C = Alp(Z) + Bl.yn(2) (3-103)
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donde /(4 1/2)’s son las funciones Bessel modificadas de orden 1/2.

Las constanlies A y B de la Ec. 3-103 se determinan considerando las condiciones
de frontera, Ecs. 3-96 y 3-97. La solucion para la region estancada en términos de las

variables originales es la siguiente ( ver Apéndice C, Ec. C-75):

val A ZDo sinh (ZD ﬂrc) |
C'Dr2 - CDrl 2D {sinh (ZDO ﬂm)} (3“104)

La Ec. 3-104 es la solucién en el espacio de Laplace de la Ec. 3-98, correspondiente a

la ecuacion de flujo para los bloques de matriz o region inmévil.
Solucién de la ecuacion para la region mavil.

Para acoplar el término correspondiente a la transferencia de masa debido a difusion,
que pierde la regién mévil y gana la region estancada en zpg, es necesario derivar la Ec.
3-104 con respecto a zp y evaluarla en zpg. La derivada de Cp,; en zpp es la siguiente

(Aéndice C, Ec. C-78):

dCp, = 1
( D 2) = (Cpn {‘z‘_ ~ Pre coth (Bre ZDU)} (3-105)
Ip=2p0 |

dZD Do

La Ec. 3-105 incluye el signo negativo de acuerdo a los ejes de referencia establecidos

cn la Fig. 3-3.

Aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-90, sustituyendo la
condicién inicial 3-92, y acoplando la Ec. 3-105 correspondiente al término de interaccion
~ cntre las dos regiones, se obtiene la ecuacién diferencial para la regién mévil:

d*C pr d Cpt

o—

d T‘QD er

— rp&eCpr1 = 0 (3-106)

48



donde:

1
e = 5 + 7 + &{ Precoth (Brozo0) = — | (3-107)
2D0
Yy
6 ¢ |
- 8 4 3108
€ dp b1 D3 ( )

Transformando las condiciones de frontera 3-94 y 3-95, se obticnen las condiciones para

la Ec. 3-106:

@ |

Con(rpo, s) (3-109)

Cpri(oo,8) = 0 (3-110)

La Ec. 3-106 con las condiciones 3-109 y 3-110, definen cl modelo matematico en el
cspacio de Laplace para el problema de flujo radial de trazadores a través de un sistema
de gcometria matriz-fractura ciibica. Se puede observa‘r.que es analogo al modelo para
flujo radial en un yacimiento estratificado, definido por las Ecs. 3-56 a 3-59, por lo que
las soluciones de ambos son similares. Debido a lo anterior, se recomienda consultar el
Apé.ndice B, para el desarrollo de la solucion que se presenta a continuacién, para los

casos de inyeccion continua y pico de trazador radioactivo:

Inyeccién Continua,

L \1/4
— 1 rro — Tpo (TDO + Tere
CDrl(rDvs) = "';'pr 9 ) ( n 1 1/4
D

(3-111)



Inyeccién Pico,

(TD + )1/4
— ' o— roo + -
Cpyi(rp,s) = ea:p( D 5 DG) , 45,0

|
L (3-112)
|

Las Ecs. 3-111 y 3-112, se obtuvieron sustituyendo las funciones de Airy de acuerdo a
la Ec. 3-59, es decir para tiempos pequefios y considerando que la serie correspondiente
es aproximadamente igual a uno, para fines ilustrativos. Sin embargo, para la efectos del
calculo de la solucion para este modelo se emplearon las Ecs. 3-68 y 3-69, segiin el valor
del argumento de las funciones de Airy. En este caso también se empled el algoritmo de

Crump (1976) como invertidor numérico.

Para el caso de trazador quimico, se sustituye ¥ = 0 en las Ecs. 3-99 y 3-107, y asi se
obtienen las dos soluciones anilogas a las Ecs. 3-111 y 3-112, para cada tipo de prueba

‘de trazador.

- Las soluciones para el caso de una inyeccion finita se obtienen aplicando el principio
de superposicién en tiempo, Ec. 3-67, a la Ec. 3-114 o bién, a la solucién general dada
por la Ec. 3-64, sustituyendo la definicién de §,., representada por la Ec. 3-107, en lugar

de &1, ya sea para trazador quimico o radioactivo.
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CAPITULO 4:

VALIDACION DE LOS MODELOS
MATEMATICOS

En este capitulo se presenta la validacién de los tres modelos matemadticos propuestos
en cste trabajo. Se analizan y se comparan cada uno de cllos con algunos modelos repor-
tados previamente en la literatura. La comparacién se realiza considerando algunos casos
especiales de los modelos propuestos, es decir, soluciones simplificadas de los modelos para
el problema de flujo de trazador quimico o radioactivo a través de un medio homogéneo o
de un medio fracturado. Para esto se recurre a algunos de los modelos presentados en el
Capitulo 2, los cuales corresponden a casos particulares de los modelos propuestos en este

trabajo y éstos se validan con los mismos datos empleados por los autores respectivos.
4.1 Modelo para flujo lineal

La solucion semianalitica para describir el flujo de trazadores en yacimientos natu-
ralmente fracturados propuesta en este trabajo se comparé con la solucién obtenida por
Ramirez (1988), tanto en base a sus aspectos analiticos como numéricos. En esta seccién
se presenta la solucién semianaliitica como una alternativa para resolver el problema de
la dispersion numérica que se presenta al emplear el algoritmo de Stehfest (1970) para

invertir la solucién del modelo propuesto (Ramirez y cols., 1988) en el espacio de Laplace.

Las Ecs. 3-29 a 3-31 se intcgraron numericamente utilizando el algoritmo de O’Hara
vy Smith ( 1969) y se compararon con los resultados obtenidos a partir de la inversion
numérica de las Ecs. 3-21, 3-22 y 3-27 algoritmo de Stehfest (1970). Observandose
que las respuestas obtenidas a partir de las soluciones semianaliticas, son mejores que -
las reportadas por medio de la inversién numérica. Las Figs. 4-1 y 4-2 muestran los

-resultados obtenidos con las Ecs. 3-22 y 3-30 para una inyeccién continua de trazador
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quimico. De estas figuras sc puede observar que las distribuciones de concentracién de
trazador obtenidas a partir de las soluciones semianaliticas son, indudablernente, mejores

que las reportadas por medio de la inversién numérica.

Otro paso que se tomdé con el fin de validar el método de la solucidn integral‘, consistio
en obtener la solucion integral limite para el caso de inyeccién continua de trazador a
partir de la Ec, 3-24. Siguiendo un procedimiento analogo al presentado en el Apéndice
A, se obtiene la solucién semianalitica para el caso en que no exista transferencia de masa

a la matriz , a = 0:

2x zpk:
Cpi(zp,tp) = —\7—;65’3?( D2 1)

%0 P:\? P
—x2 % el s = -
[] ea:p{ ThHT (161') } II (tD 41_2) dr (4-1)

Esta ecuacién fue integrada numéricamente empleando el algoritmo de O’Hara y se
comparo con los resultados obtenidos a partir de la sdlucién analitica limite para sistemnas
homogéneos expresada por la Ec. 3-25, encontrindose una comparacion excelente, ver
Tabla 4-1. La Tabla 4-1 muestra los resultados de esta comparacién para un valor del
numero de Peclet de P, = 2, reportandose una diferen_cia maxima en los resultados de

0.00015%.

Se efectuaron para los casos de inyeccién finita y pico validaciones similares de la

solucién integrales, encontrandose nuevamente buenas concordancias.

4.2 Modelo para flujo radial
en un yacimiento estratificado

La solucién general del modelo propuesto para flujo radial en un yacimiento estratifi-
cado, expresada por la Ec. 3-64, es posible simplificarla para ciertos casos particulares. Se

pucde demostrar, que la solucién del modelo propuesto puede simplificarse de tal forma
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que represente el problema de flujo trazadores estudiado anteriormente por diversos au-
tores (Moench y Ogata, 1981; Hsieh, 1986; Chen 1985 y 1986). Los casos especiales de
la solucion del modelo propuesto corrresponden a los de un medio homogéneo y de un

yacimiento fracturado.

Tabla 4-1 Comparacién de la solucién analitica limite para sistemas
homogéneos (Ec. 3-25), y la integracion numeérica de la
solucidn limite (Ec. 4-1).

Chlimanal. | ODlim.int
t5 | (Ec 3-25) | ( Be. 41)

0,10 | 0.004077 0.004076
0.20 0.063753 0.063753
0.30 0.165726 0.165726
0.40 0.270613 0.270613
0.50 0.364975 0.364975
0.60 0.446383 0.446383
0.70 0.515738 0.515738
0.80 0.574723 0.574723
0.90 0.625022 | 0.625023
1.00 | 0.668101 0.668102

El caso particular correspondiente a un medio homogéneo, se puede obtener excluyendo
el efecto del segundo medio en la definicion de &, dada por la Ec. 3-57, es decir,
considerando que la porosidad o el coeficiente de difusién de la regién estancada son
muy pequerios, de tal manera que el tercer término de esa ecuacién sea aproximadamente
cero. Bajo estas condiciones, solo estarta actuando un sélo medio, o sea el sistema de
fracturas. Con base en lo anterior, la Ec. 3-57 sc reduce a la expresion siguiente:

{rh =38+ 7 (4'2)

Sustituyendo la Ec. 4-2 en la Ec. 3-56, se obtiene la ecuacién diferencial que go-
Licrna el flujo de un trazador radioactivo o quimico en un medio homogéneo, siendo
4 = 0. en el caso de un trazador quimico. Bajo estas condiciones, la ecuacién diferen-

cial del modclo propuesto expresada por la Ec. 3-56 con la Ec. 4-1, para un trazador
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quimico, es equivalente a la e, 2-12 reportada por Moench y Ogata (1981) asi como a
la solucion reportada por Isich (1986). 1is importante hacer notar que a pesar de que
la ecuacion diferencial que describe el problema de flujo de trazadores de los articulos
antes mencionados y la correspondiente a un caso particular del modelo propuesto en
este trabajo es la misma, los métodos empleados en su solucién varian entre si. Moench
y Ogata invierten numéricamente su solucion por medio del algoritmo de Stehfest y la
solucion presentada por Hsieh es del tipo integral, en tanto que la solucién en el espa-
cio de Laplace del modelo propuesto expresada en términos de las funciones de Airy es
invertida numéricamente empleando el algoritmo de Crump. Se compararon los resul-
tados obtenidos a través de las soluciones anteriormente mencionadas y se obsefvé que
la solucion semianalitica presentada por Hsieh reporta una aproximacion excelente con
respecto a la solucion numérica propuesta por Ioopes y Harleman (1965), en tanto que
la solucion reportada por Moench y Ogata presenta solo una buena aproximacién ya que
conforme el tiempo adimensional aumenta, se tiene una diferencia mayor en los resulta-
dos con respecto a la solucién numérica antes mencionada y adicionalmente se presentan

algunos problemas de dispersion numérica.

La Tabla 4-2 muestra la comparacién de los resultados presentados por Hsieh y los de
este estudio, para tiempos adimensionales, tp’s igua,les a 50 y 100, rpp = 10 y diferentes
radios adimensionales, rp. Se puede observar muy claramente, de la comparacién con la
solucién semianalitica de Hsieh (1986), que la aproximacién de los resultados del modelo
propuesto en su version simplificada al caso homogéneo considerando un trazador quimico,

es muy buena.

En cuanto al caso particular de la solucién correspondiente a medios naturalmente
fracturados, es posible obtener una solucién simplificada para el caso en que la regién
estancada se comporte como si fuera infinita en la direccién z, para los tiempos de in-
terés. Lo anterior implica que los efectos de la frontera externa de la regién estancada no
influyen en el flujo del trazador, esto se »cumple cuando 8 — 00, 0 sea para tp pequeiios,

cuando RDp; — 0 o bien cuando Ep >> 0, de tal forma que la tangente hiperbdlica
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de la Ec. 3-57 es aproximadamente igual a uno. Bajo estas condiciones, el problema a

resolver seria cquivalente al que reporta Chen (1985 y 1986), para trazadores quimicos

y radioactivos, respectivamente, Es importante hacer notar, que la ecuacidn diferencial

del modelo propuesto, simplificado a un bloque de matriz semiinfinito en direccién z, no

es igual a la propuesta por Chen. Esto se debe a que si bien las conceptualizaciones

fisicas del problema son equivalentes entre si, las suposiciones y consideraciones basicas

son diferentes para cada uno de estos modelos.

Tabla 4-2 Comparacién de los resultados de Hsieh
(1986), G, y los de este estudio, Cp.

19.0 | 0.023 | 0.02287 || 25.0 | 0.004

tp = 50 tp = 100
D G. Cp rp G Ch
11.0 | 0.964 | 0.96412 || 11.0 [ 0.993 | 0.99301
12.0 | 0.892 | 0.89321 || 13.0 | 0.949 | 0.94875
13.0 | 0.775 | 0.77523 | 14.0 | 0.900 | 0.90010
14.0 | 0.617 | 0.61714 || 16.0 | 0.724 | 0.72402
15.0 | 0.439 | 0.43925 || 18.0 | 0.463 | 0.46298
16.0 | 0.273 | 0.27204 || 20.0 { 0.213 | 0.21295
17.0 | 0.145 | 0.14493 |l 22.0 | 0.065 | 0.06501
18.0 | 0.645 | 0.64501 || 23.0 | 0.030 | 0.03005
0.00397

La solucion del modelo propuesto, simplificada para el caso de inyet:cién continua de

un trazador quimico y radioactivo con una regién estancada semiinfinita, correspondera

a la solucidn presentada por Chen (1985 y 1986) . Es decir, la solucién general expresada

por la Ec. 3-64, se reduce a los casos particulares anteriormente mencionados con las

siguientes definiciones de {5, para cada caso:

Trazador Quimico,

- Dpa¢, / 3
rn = 8 + Do RDpo
Trazador Radioactivo,

_ Dpa¢s /3‘1“/
bno= 947+ zpo \ RDp2
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Las Figs. 4.3 y 4.4 presentan una comparacién de los resultados obtenidos por Chen
(1985 y 1986) empleando sus soluciones aproximadas, con los reportados a través de las
soluciones particulares del modelo propuesto empleando el algoritmo de Crump (1976),
para la inversién numérica de la transformada de Laplace. Se puede observar que ambas
soluciones presentan pricticamente los mismos resultados. De Aqul' se puede concluir
que a pesar de que las ecuaciones diferenciales son distintas, adicionalmaente a que, los
métodos de solucién empleados en cada caso son diferentes, los resultados reportados
‘son enteramente similarcs. Con base en lo antcrior, se puede afirmar que las soluciones
presentadas por Chen corrcsponden a dos casos particulares del modelo propuesto en este

trabajo para un yacimiento estratificado o con fracturas horizontales.

4.3 Modelo para flujo radial
en un yacimiento fracturado

~ (geometria matriz-fractura ciibica)

En este caso, como se menciond anteriormente, también es posible simplificar la solucion
" general de este modelo, expresada por la Ec. 3-111, a ciertos casos particulares y con
ello predecir el comportamiento del trazador en condiciones correspondientes a un medio

homogéneo y al de un medio fracturado.

Considérese el caso en que tanto la porosidad como el coeficiente de difusién de los |
bloques de matriz son muy pequefios, de tal manera que no se transfiere masa a la region
estancada y por co.nsiguiente sélo actua un sélo medio, el sistema de fracturas. En este
caso, £ = 0 y el tercer término de la Ec. 3-107, que define ¢,., puede considerarse despre-
ciable. La. Ec. 3-107 se reduce asi a la Ec. 4-2 y por consiguiente la solucidn del modelo
es la misma que la del modelo para flujo radial en un yacimiento est'ratiﬁcado, Ec. 3-56.
Bajo estas condiciones, el comportamiento del trazador en un medio tendiendo a ho-
moge'néo, partiendo de una geometria matriz-fractura cibica, es igual .a.l comportamiento

.del trazador para el caso homogéneo, partiendo de un yacimiento estratificado. Por lo

anterior, lo discutido en la Seccidn 4-2 para el caso particular en que el segundo medio o
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la region estancada no actua, es también aplicable a-este modelo. Con base en lo anterior
se puede concluir que los dos modelos para flujo radial propuestos en esta tesis, reportan
los mismos resultados en el caso en que el trazador sdlo viaja a través del sistema de

fracturas, ya que no existe ¢l término de interaccidon matriz-fracturas.

Por otra parte, en el caso de tener el término de interaccion matriz-fracturas, es decir,
que existe una transferencia de masa de trazador hacia los bloques de matriz, se puede es-
tablecer una equivalencia con el modelo propuesto en la Seccion 3-2, en la forma siguiente.
Las ecuaciones diferenciales en el espacio de Laplace que gobiernan el flujo de trazador
en las fracturas en un yacimiento estratificado y en un yacimiento con geometria matriz-
fractura cubica estan dadas por las Ecs. 3-56 y 3-106, respectivamente. Se puede observar
de estas ecuaciones que la diferencia entre ellas estzen la, deﬁ\nicidn de &, en el primer caso
expresada por medio de la Fc. 3-57 y en ¢l segundo caso exp'rcsa.da por la Ec. 3-107. El
tercer término de estas ecuaciones corresponde a 15. interaccion fna.triz-fractura, los cuales
son distintos por tratarse de geometrias diferentes, sin embargo para el caso particular en
que el espesor de yacimiento, H, sea igual al tamaifio de bloques, d, es posible establecer
una equivalencia entre los términos de intéraccién, es decir entre las Ecs. 3-57 y 3-107. Lo
anterior es con el fin de lograr una analogia entre los modelos para flujo radial propuestos

en este trabajo y con ello validar el modelo para flujo radial considerando una geometria

matriz-fractura cibica.

Para simplificar el analisis de ambos modelos, en esta seccion se considerara el caso de
un trazador quimico, es decir 4 = 0. Para este caso las Fcs. 3-57 y 3-107 se reducen a

las siguientes expresiones:

§rh = s+ DzD;fz B, tanh {4 Bra (%2 - zDo)} (4-5)
o = 5 +e{BucothBrezme) - —} (4-6)
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donde,

E = '-'6" é?' DDQ (4'7)

dp ¢

De acuerdo al comportamiento de las funciones hiperbdlicas, la tanh(z) y la coth(z) que
intervienen en las Ecs. 4-5 y 4-6 convergen al valor de la unidad cuando sus argumentos
corresponden a un valor de > 5. Con base en lo anterior, la influencia de estas funciones
en las ecuaciones antes mencionadas esta condicionada a que sus argumentos respectivos.

sean mayores al valor de 5, lo que da origen a las siguientes desigualdades:

awfn(Z2 — )l 55 (48
V% I
(Brc 2po) 2 5 (4-9)

Si las Ecs. 4-8 y 4-9 se satisfacen, las Ecs. 4-5 y 4-6 se reducen a las siguientes:

en = s+ 2205, (4-10)
1 _
£rc = 3 + s{ﬂrc - ;;;} : (4-11)

Las soluciones de las Ecs. 3-56 y 3-106 fueron evaluadas mediante un programa de
computo, utilizando el algoritmo de Crump (1970) como subrutina de inversién, y se
analizaron las distintas combinaciones de los valores practicos de las variables, que in-
tervienen en el proceso de estudio, En todos los casos se presenté la misma solucién
jmm las Ecs. 4-5 y 4-10, y para las Ecs. 4-6 y 4-11, lo que implica que para tiempos

practicos y para los valores de los parametros considerados en este trabajo, las funciones
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hiperbolicas de las es. 4-5 y 4-6 no tienen influencia significativa en el comportamiento
de las soluciones para el problema de flujo radial de trazadores en yacimientos natural-

mente fracturados, por lo que las definiciones de £'s pueden ser expresadas por las Ecs.

4-10 y 4-11.

Con base en lo anterior, la equivalencia entre los dos modelos para flujo radial pre-
sentados en éste trabajo se establece a través de la comparacién de las Ecs. 4-10 y 4-11
expresadas en términos de las variables originales que intervienen en cada uno de los mo-
delos, Sustituyendo las Ecs, 3-34, 3-40, 3-44 y 3-54 en la Ec. 4-10, y las Ecs. 3-71, 3-72
(considerando que f:- <<< 1), 3-87, 3-99 y 3-107 cn la Ec. 4-11, se obtienen las siguientes

ccuaciones:

| D2 Hd, s
o = s + thay[ DI (412)
_ 2r D?..f. _}_{ 4r Dg EY_ _}_:{
frc = 8 + 6¢2°’{J q¢l d2 q d d} ' (4 13)

Considerando el caso particular en que el trazador viaje a través de una séla fractura,
el drea transversal al flujo es igual en ambos modelos y por consecuencia H¢, = 2(w — §

y H = d. Bajo estas condiciones las Ecs. 4-13 y 4-14 se pueden escribir como sigue:

e = 8 + 2¢20"/'('£“_1:)‘?5£&' (4-14)

_ Dyws 47rD2_c_r_
e = 8 +6¢’“{\/(w-—5)q - H} : (4-15)
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Se puede observar que las Ecs. 4-14 y 4-15 son muy similares entre si, observandose
que la superficie de contacto matriz-fractura para el caso particular de considerar un
solo bloque, es tres veces la superficie de contacto correspondiente al problérna de un
yacimiento estratificado, por lo que la concentracidn de trazador en el caso de considerar

geometria cibica es mas baja que la correspondiente al considerar estratos.

Por otra parte, en cuanto al tercer término de la Ec. 4-15, se puede decir que éste
es pequefio en comparacién con el término que le antecede, debido a los valores de los
parametros que intervicnen en los mismos . Con el fin de analizar la verdadera influencia
del grupo -‘—"’;%12 de la Ec. 4-15, se evaluaron por separado cada uno de los términos con
una amplia gamma de valores de los parametros que intervienen explicitamente, as{ como
del tiempo adimensional. De lo anterior se concluyd que el tercer término de la Ec. 4-15
es muy pequeiio con respecto al segundo, siendo aproximadamente del orden de 10~* para
el caso mds critico, es decir, para tiempos adimensionales muy gra,ndes y espesores de
yacimiento muy pequeiios. Por lo que el tercer término de la Ec. 4-15 puede considerarse
despreciable para fines practicos. Sin embargo, pa,ra. radios adimensionales muy grandes
este tercer término tiene una pequiia influencia sobre la respuesta' del trazador, como se

analizard en la ultima parte de la siguiente seccion.

Con base en lo anterior, es posible concluir que el modelo para flujo radial considerando
gecometria matriz-fractura cubica, tiene como caso particular el modelo para flujo radial

para un yacimiento estratificado presentado en la Seccion 3-2 de este trabajo.
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CAPITULO 5:
DISCUSION DE RESULTADOS

En este capitulo sc presentan los resultados de este estudio. En la primera seccién
se presenta una breve descripcion del método que se utilizd para analizar los resultados.
Las tres secciones siguientes discuten los resultados para cada uno de los modelos por
separado, en la iultima de estas tres secciones se incluye una comparacién de los tres
modelos con propdsitos cualitativos o semicuantitativos de determinar las caracteristicas -
del medio poroso naturalmente fracturado. La peniiltima seccién presenta un andlisis de
sensibilidad de los principales parametros que intervienen en la solucién del modelo que
considera una geometria matriz-fractura cibica, con datos de campo. Las iltimas dos
secciones de este capitulo discuten el problema inverso, es decir, cuando se tienen datos
obtenidos de una prueba de trazadores a la cual se debe aplicar el modelo matematico y

del ajuste resultante obtener algunos de los paié,metros fisicos del yacimiento de interés..
5.1 Método de Analisis

Los modelos matematicos presentados en el Capituo 3 involucran varios grupos adimen-
sionales, los cuales gobiernan el ﬂu‘jd de trazadores en yacimientos naturalmente fractura-
dos. Estos grupos adimensionales estan deﬁnidosv a través de la combinacién de alguhas
de las variables fisicas del problema en cuestion. Algunas de ellas dependen de la geome-
tria del sistema, otras de las caracteristicas intrinsecas del yacimiento y otras del fluido

inyectado. Dentro de estos variables fisicas se pueden listar los siguientes:

1. Distancia adimensional, p o rp
2. Espesor del yacimiento, H
3. Ancho de fractura, w

4. Porosidad de la matriz, ¢,
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5. Coeficiente de difusién de la matriz, D,
6. Constante de adsorsion o de equilibrio, kg
7. Constante de decaimiento radioactivo, A

8. Gasto de inyeccion, ¢

El nimero de combinaciones posibles de estas variables , de acuerdo a la definicién
de los parametros adimensionales, es infinito; en este capitulo solo se muestran algunas
de ellas. Sin embargo, se estudio un amplio rango de las variables involucradas, en un

esfuerzo para lograr que los resultados sean de aplicabilidad lo mas general posible.

Se utilizaron dos métodos para estudiar el efecto de los parametros sobre el compor-
tamiento del trazador: 1) Se cambié un sélo parametro en tanto los otros permanecieron
constantes, de tal forma de poder estudiar su efecto sobre la respuesta del trazador; 2) Se

usaron varias combinaciones de los parametros para determinar la forma en que afectan

el flujo del trazador.

Para lograr que los resultados cubran un mayor numero de las combinaciones posibles
de los valores de las variables, y que su presentacion sea lo mds sencilla posible, las
ecuaciones fundamentales de flujo de los modelos matematicos fueron transformadas a
su forma adimensional previamente a obtener su solucién. Esto simplifica las expresiones
para las soluciones y también proporciona una mejor idea de la forma en que los diferentes

parametros influyen en el problema de flujo de trazadores.

Los valores de los pardmetros utilizados en este estudio se pueden dividir en dos grupos:
1) Los que fueron utilizados por Moench y Ogata (1981), Tang y cols. (1981), Hsieh (1986)
y Chen (1986) y 2) Los que corresponderfan al rango de valores que se pueden presentar
cn los yacimientos naturalmente fracturados (Piékens y Grisak, 1981, Koenraad y Baker,
1981 v Hensel,' 1989). Estos valores se presentan con detalle en el Apéndice D, Para
obtener los resultados de las secciones siguientes se utilizé el primer grupo de valores. En

la seccién correspondiente a la discusiéon de resultados del modelo matematico radial con
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geometria matriz-fractura ciibica se utilizaron los dos grupos de datos antes mencionados.

5.2 Modelo para Flujo lineal

En esta seccion se presenta una discusién de la respuesta del trazador para los casos de
inyeccion continua, bache y pico, dadas para el primero y tltimo caso por las Ecs. 3-29 y
3-31, respectivamente. Una parte importante de la discusién estara basada en el caso de

inyeccion tipo bache, que es la mas frecuentemente usada en aplicaciones de campo.

I's importante tener prescnfe que la solucién integral de este estudio, usada para
deseribir el flujo de trazadores en yacimientos naturalmente fracturados, se expresa en
términos de solo dos parametros basicos: el parametro a y el niimero de Peclet para la
region movil, o sea el sistema de fracturas, P.,;. Lo anterior da como resultado que el

estudio del efecto de cada uno de estos parametros sobre la respuesta de trazador sea mas

sencillo.

La Fig. 5-1 muestra el comportamiento del trazador quimico (A = 0 =y = 0) para
diferentes distancias entre los pozos inyector y productor, para valores de P,; = 1y
a = .01, Para propositos practicos, la concentracion de trazador es importante para una
distancia zp = 1, lo cual corresponde al pozo de observacién, y consecuentemente los

resultados de este estudio corresponderan a esta distancia.

Se ha discutido previamente (Ramirez, 1988) que la influencia de la region inmévil o
| estancada sobre el flujo de trazador en el sistema de fracturas depende exclusivamente
del parametro «, debido a que su definicidn dada por la Ec. 3-23 involucra las variables
correspondientes al segundo medio, la pbrosidad @3 v el coeficiente de difusién D, de la
matriz. Con base en lo anterior, para valores muy pequeiios de a (a — 0), el sistema se

comporta como si estuviera constituido solo por la region moévil.

La Fig. 5-2 muestra la influencia de este parametro a sobre la concentracion de

trazador. De esta figura se puede notar que al incrementarse «, la concentracion de
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trazador en zp = | decrece y también que el tiempo de irrupcion del trazador es escen-
cialmente el mismo para todos los valores de a. Adicionalmente, esta figura indica que
para la curva correspondiente a la concentracion maxima, « = ,01, es el limite superior de

todas las soluciones y que la respuesta del trazador para los diferentes valores de « ten-

dera a una concentracion maxima por abajo de Cp; = 1. Por supuesto, esto se debe a la

transferencia de trazador a la region inmovil o estancada y que la maxima concentracién

se obtiene cuando no existe esta transferencia al segundo medio.

Las Figs. 5-3 y 5-4 ilustran, para el caso de inyeccion continua, la influencia del nimero
de Peclet de la region movil sobre la concentracion del trazador. Si analizamos la definicién
de este parametro (Fe. 3-8) se puede concluir que para propdsitos practicos la variacién

de P, se debe a la dispersion en la region mévil representada por Dy;

D, = Dyv, + D" | o (5)

donde Dy, es el coeficiente de dispersion longitudinal o de las fracturas y D" es el coeficiente

de difusidon molecular del trazador.

Los valores del coeficiente de difusion molecular del trazador son normalmente mu-
cho mas pequefios que los valores de Dy, y consecuentemente, el nimero de Peclet es

inversamente proporcional a Dy.

La Fig. 5-3 también indica que el tiempo de irrupcién del trazador es una funcién
del nimero de Peclet de la region movil o del sistema de fracturas, P,;. Como es de
esperarse, si P, se incrementa se obtienen mayores tiempos de irrupcion. Esto puede
explicarse a partir de la definicion del nimero de Peclet, Ec. 3-8, ya que para un gasto
determinado, el incremento este parametro es debido a una disminucion del coeficiente D,

. . | . . . r] .
y como consecuencia el tiempo de irrupcion es mayor . Sin embargo, después del tiempo
de irrupcidn, el incremento de la concentracion de trazador es mas rapido para los valores

mayores de P,;; esto significa que la pendiente de la respuesta de concentracién de
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trazador se incrementa y como se muestra en la Fig. 5-4, para valores de P,; mayores que 5
la respuesta sera similar a la que se obtendria de un despazamiento tipo pistéon imperfecto
predicho por la teoria de flujo frontal de Buckley-Leverett para el desplazamiento lineal

de flujo de agua en yacimientos de aceite (Craig, 1971),

Resumiendo, de acuerdo a lo discutido previamente se ha concluido que para valores
fijos de a, el nimero de Peclet, P,;, ticne un efecto sobre la respuesta de concentracién de
trazador, tanto en la forma de la curva como en el tiempo de irrupcién del trazador, Para
un valor constante de P.;, las respuestas para distintos valores de o muestran curvas de
forma similar, siendo la solucion para @ < 0.01 el limite superior de todas las soluciones.
Estas conclusiones también son validas para los casos de inyeccidn finita o bache y la tipo

pico, que se discutiran mas adelante.

Con respecto a la inyeccion tipo bache o finita, la Fig. 5-5 muestra los resultados para
un periodo de inyeccion expresado en tiempo adimensional igual a 0.3, P,; = 1 y varios

valores de a. Puede observarse que el tiempo para alcanzar condiciones de concentracién

maxima es independiente de a; lo cual significa que la difusién y adsorcién del trazador

en la region inmovil no tiene influencia sobre la concentracion maxima que se obtiene en

el pozo productor,

La Fig. 5-6 presenta los resultados de la concentracion de trazador para el caso de
la inyeccion finita o bache, para « = 0.01 y varios valores del parametro P.; para un
periodo de inyeccion de 0.3; se puede notar que el tiempo al cual se alcanzan condiciones

de concentracion maxima en el pozo productor se incrementa al aumentar de P.;.

La Fig. 5-7 ilustra los resultados de la concentracion de trazador para el caso de la

inyeccion finita o bache para el mismo valor de a y los mismos nimeros de Peclet iguales a
los de la Fig. 5-6, pero para un periodo de inyeccion de 0.1; comparando estas dos figuras
se puede observar, como cs de esperarse, que al disminuir el tiempo de inyeccién se reduce

tanto la concentracion maxima como el tiempo al cual se alcanza esta concentracion, de
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aqui se puede inferir que la soluciodn finita para tiempos de inyecciéon muy pequenos

convergera a la solucién pico para tiempos adimensionales grandes.

Los resultados de concentracién de trazador para el caso de inyeccion finita para valores
de a = 0.01 y P,; = 2 y diferentes periodos de inyeccion (0.1,0.3 y 0.5), se ilustran en la
Fig. 5-8. Como es de esperarse, se ohserva de los resultados de esta figura, que conforme
el periodo de inyeccion se incrementa, la concentracion méxima alcanzada también se
incrementa y que el tiempo al cual se obtiene esta concentracién es mayor que el periodo de
inyeccién, debido a los efectos de dispersidn, que son considerados en el nimero de Peclet
P.;. También se puede observar que el perfil de concentraciones para diferentes periodos
de inyeccién es el mismo para tiempos mas pequenos que el tiempo de inyeccion. Esto
implica que para tiempos mas pequerios que el periodo de inyeccidn, la solucion continua es
aplicable para analizar la respuesta de concentracidn del trazador. Esto puede verificarse
si los resultados de esta figura para un periodo de inyecciéon de 0.5 son comparados. con
los de la Fig. 5-3 para a = 0.01, encontrindose que ambas respuestas son las mismas

para tiempos menores al periodo de inyeccion.

Es importante hacer notar que los resultados mostrados en las Figs. 5-1 a 5-8, corres-
ponden a la respuesta de concentracién de un trazador quimico y que las observaciones
referidas a estas figuras también son validas para el caso de trazadores radioactivos. Con
el fin de no presentar resultados repetitiﬁos, tan sélo se presentan tres figuras par el caso
de trazadores radioactivos, bajo la premisa de que la influencia, de los dos pardmetros
previamente analizados, sobre el comportamiento del flujo de trazadores es esencialemte

la misma para el caso de trazadores quimicos o radioactivos,

En la Fig. 5-9 se puede observar el perfil de concentraciones para el trazador radioactivo
Iridio, cuya vida media es de 8.05 dias, para el caso de una inyeccién continua y para
los mismos valores de los parametros zp, & y F.; empleados en la.‘Fig. 5-2. De la
comparétcién de estas dos figuras es posible concluir que el decremento en la respuesta de

concentraciones de la Fig. 5-9 con respecto a la obtenida en la Fig. 5-2, se debe
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precisamente a la pérdida de masa del trazador por efecto de su decaimiento radioactivo y

que el comportamiento del trazador respecto al parametro « es el mismo que el discutido

para la Fig. 5-2.

De igual manera, la Fig. 5-10 presenta resultados analogos a los de la Fig. 5-5, para
el caso del trazador radioactivo. De estas dos figuras también se puede observar que la
concentracién reportada para el caso de un trazador radioactivo (Fig. 5-10) es menor que

la de un trazador quimico (Fig. 5-5).

La Fig. 5-11 muestra la influencia del parametro v, que como puede concluirse de su
definicion (Ec. 3-11), para determinados valores de vy y L, corresponde basicamente al
tipo de trazador radioactivo utilizado representado por A que es inversamente proporcional
a la vida media del trazador, esto es, A = f;’% La Fig. 5-11 se obtuvo para los trazadores
Tritio, Stroncio e Iridio , cuyas vidas medias son 4520, 65.4 y 8.05 dias, respectivamente,

puediendo observarse la dependencia de la respuesta de concentracion del trazador con

respecto a A, a mayor A menor concentracion.

5.3 Modelo para Flujo radial
en un yacimiento estratificado

Los datos usados para obtener los resultados presentados en esta seccion corresponden

a los utilizados por Chen, (1986), ver Tabla D-1.

La Fig. 5-12 muestra los resultados de la concentracion del trazador contra la distan-
cia radial para los tiempos adimensionales de 1.0, 5.0 y 10.0. La concentracién decrece

gradualmente con la distancia radial.

La Fig. 5-13 presenta los resultados de la concentracion de trazador contra la distancia
radial para valores del radio del pozo adimensional de 0.0 (linea fuente), 0.5, 1.0 y 1.5,

para un tiempo adimensional de 1.0. Estos resultados son similares a los publicados
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por Hsieh(1986) para el caso de un medio homogéneo, concluyendo que la respuesta del

trazador tienen una fuerte dependencia del radio del pozo.

La Fig. 5-14 muestra una grifica de concentracién de trazador contra el tiempo, para
el caso de inyeccion continua, considerando una linea fuente como radio del pozo de cero
(rpo = 0) y una distancia radial adimensionai de 1. Esta grifica puede compararse con
la Fig. 5-2 correspondiente al flujo lineal, concluyéndose que puede surgir un problema
de unicidad, si se pretende distinguir el tipo de flujo por la forma de las curvas, si la
interpretacién de la prueba se realiza sin la informacidn adicional proveniente de otras

fuentes (es decir, estudios geolégicos, anélisis de nicleos, registros de pozos, etc.).

La Fig. 5-15 presenta la respuesta de concentracion de trazador en rp = 4, para el
caso de inyeccion finita o bache, para perfodos de inyeccidn, de tp = 0.3 y 0.5. Como
es de esperarse, se observa que al aumentar el tiempo de inyeccién se incrementa la
concentraciéon maxima, y que el tiempo al cual se alcanza esta concentracion maxima de
trazador es mas grande que el perfodo de inyeccién, debido a los efectos de dispersién. Una
vez mas, como se ha discutido previamente en relacién a la Fig. 5-14, se puede presentar
un problema de unicidad, en cuanto a la forma de las curvas, si la interpretacién de la

prueba no se realiza empleando la informacion adicional proveniente de otras fuentes.

5.4 Modelo para Flujo radial
en un yacimiento fracturado
(geometria matriz-fractura cibica)

Los resultados presentados en esta seccién fueron obtenidos usando en lo posible los

datos de Chen, (1986) (ver Tabla D-1).

"En primer término se presenta en la Fig. 5-16 una comparacién de los resultados del
modelo radial con fracturas horizontales, discutido en la Seccién 3-2 de este trabajo y los

“resultados del modelo para flujo radial, considerando una geometria matriz-fractura
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clibica. Los datos empleados en esta figura se detallan en el Apéndice D (Tabla D-1) y
cstablecer I equivalencin entre ambos modelos, se considerd que el trazador fluye a través
de una sola fractura, es decir, H = d y para este ejemplo se utilizé un espesor unitario. La
funcion F(tp) del eje de las abcisas de esta figura corresponde a las diferentes definiciones
del tiempo adimensional para cada uno de los modelos estudiados, asi, para el modelo
radial con fracturas horizontales, {p estd dado por la Ec. 3-41 y para el modelo radial
‘con geometria matriz-fractura cibica, tp esta definido por la Ec. 3-84. Siendo iguales
para este caso particular debido a que al considerar el flujo de trazador a través de una
séla fractura, el area transversal al flujo es igual para ambos modelos. En esta figura
también se incluye la curva correspondiente al caso homogéneo, es decir, cuando no existe

transferencia de masa hacia la matriz los dos casos.

De esta figura se puede observar, como se mencioné en la discusidn referente a la
validacion del modelo presentada en la Seccion 4.3 relacionada con una 4rea mayor de
contacto, que la concentracién para el modelo ciibico es inferior a la correspondiente para el
modelo de fracturas horizontales. Desafortunadamente para propésitos de caracterizacién,
la forma de las curvas es similar, concluyéndose que para la interpretacién de una prueba
de trazadores es necesario contar con la con informacién adicional proveniente de otras

fuentes (es decir, estudios geoldgicos, analisis de nicleos, registros de pozos, etc).

Es de gran interés comparar los resultados de los modelos propuestos considerando
geometria radial, con el modelo de fracturas verticales presentado en la Seccién 3.1. Con
el propdsito de simplificar esta discusién, el tamafio del bloque de matriz, para el caso
del modelo que considera geometria matriz-fractura ctibica, es igual al espesor H. Esta

simplificacion también se aplica a los otros dos modelos.

Los resultados para una inyeccion continua de trazador se muestran en la Fig. 5-17.
Una vez mads como es de esperarse, si se parte de la base de los principios fisicos de estos
problemas, la concentracién del trazador para el modelo de fracturas verticales es la mds

alta de los tres casos. La Fig. 5-18 muestra resultados similares para una inyeccidn finita
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del trazador, para un periodo de inyeccion de tp = 2.01. Escencialmente las condiciones
relacionadas a la Fig. 5-17 se aplican a este caso. Adicionalmente se puede notar de las
Figs. 5-17 y 5-18 que la conclusién referente al problema ya mencionado de unicidad en
la caracterizacion de yacimientos naturalmente fracturados, a través de la interpretacion

de pruebas de trazadores, prevalece.

Por otro lado, en la Fig. 5-19 se muestra la influencia de la matriz en el perfil de
concentraciones, para una inyeccién continua del trazador , representada por el producto

| #2v/Dps que interviene en las definiciones de {, y &y (Ecs. 3-57 y 3-107).

El valor maximo usado para este grupo en los modelos de fracturas horizontales y
de bloques ciibicos, fueron 1.13E-4 y 7.2E-4, respectivamente. De esta figura se puede
observar que para valores de ¢,v/Dp; < 1078, el sistema formado por los bloques de

matriz se comporta como en el caso homogéneo.

La influencia del tamario de los bloques de matriz para el caso de inyeccién continua
de trazador se ilustra en la Fig. 5-20; la curva corresp_ondiente al perfil de mayor concen-
tracién representa el caso homogéneo, las curvas que siguen hacia abajo, corresponden a
diferentes tamarios de bloque, hasta un valor maximo de 100 bloques de matriz. Estos
resultados indican que de acuerdo al incremento en el drea de contacto matriz-frlactura,
es decir, a rhayor niimero de bloques, la concentracién del trazador disminuye debido a
que existe mayor transferencia de masa hacia los bloques de la matriz. Por 1dltimo, la Fig.
5-21 presenta la influencia del ancho de fractura para los modelos de fracturas horizontales
y de bloques ciibicos, para un rango de ancho de fractura de 10™* a 10=? m. El efecto
de este parametro es bastante importante ya que, como se puede observar en esta figura,
un incremento en el ancho de fractura corresponde a un incremento en la respuesta de

concentracion de trazador.
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5.5 Aspectos Practicos

Con el fin de acercarse un poco mas a las condiciones reales en el campo, en esta

seccion se presentan resultados obtenidos en base a datos representativos, en lo posible,
de yacimientos petroliferos. La mayoria de los resultados que se discuten a continuacién
se refieren al modelo de geometria matriz-fractura cibica, debido a que este tipo de geo-
metria es ¢l mas adecuado de los tres modelos propuestos en este trabajo pai‘a representar
un yacimiento naturalmente fracturado. Sin embargo, también se presentan algunos resul-
tados para los otros dos modelos, pensando en que existen casos especiales de yacimientos
naturalmente fracturados que pueden ser representados por medio de la conceptualizacién
de estos modelos. Adicionalmente, en esta seccion también se discute una comparacién

de los tres modelos propuestos en esta tesis para diferentes casos.

Como se mencioné en la Seccién 3-3 la solucidn general en el espacio de Laplace para el

modelo de fracturas horizontales esta representada por la Ec. 3-64, es también la solucién
del modelo de bloques ciibicos de matriz sustituyendo en lugar de £, la definicién de §,,

dada por la Ec. 3-107 en las Ecs. 3-60 y 3-66.

Ifectuando lo anterior, y aplicando las definiciones de los pardmetros adimensionales
Dy 7D dp y Dpy, Ecs. 3-79, 3-80, 3-83 y 3-87, la solucion del modelo de bloques de

matriz cibica se expresa de la siguiente manera:

1 (Y=Y [A(PY) I
Cpn = ;ewp( 5 ) {A.‘( :l-cla-Yo) (5-2)
donde,
y=",. (5-3)
o« 46rc
Yo= Tty (5-4)
°T o 4¢,.
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y de la Ec. 3-107

. 12QHD2 247I'HD2¢202
érc—3+7+a¢2v dwR V3+7 ng (5'5)

A continuacion se presenta el analisis de sensibilidad de la solucion a las principales

variablesles fisicas involucradas.

Con fines de simplificar este analisis, la variacién de los pardimetros se estudian para
el caso de inyeccion continua, teniendo en mente que la influencia de cada parimetro
sobre la respuesta del trazador no depende del tipo de inyeccion. Sin embargo, al final de
esta seccion se presentan algunos resultados para el caso de inyeccién finita. Los rangos
de variacion de los parametros para este estudio, fueron obtenidos de diversas fuentes,
(Grisak y Pickens, 1980; Pickens y Grisak, 1981; Koenraad y Baker, 1981 y Hensel, 1989),

los cuales se detallan en el Apéndice D.
Efecto del coeficiente de dispersién longitudinal, (a).

Pickens y Grisak (1981) estudiaron el efecto aparente del escalamiento en procesos de dis-
persién en medios porosos estratificados. Con base en este estudio se analizé la influencia
del coeficiente de dispersion longitudinal «, el cual se emplea en los modelos propuestos
para flujo radial, como longitud caracteristica en los parimetros adimensionales . La Fig.
5-22 ilustra la influencia del parametro « sobre la respuesta del trazador a una distan-
cia radial de 1000 m, pudiendo observarse que el coeficiente de dispersion longitudinal
determina el tiempo de irrupcién del trazador, concluyéndose que el retardamiento del
trazador para un a = 0.5m es de cuatro ordenes de magnitud mayor que el retardamiento
del trazador para un a = 50m, sin embargo, la forma de los perfiles de concentracidn es
esencialmente la misma para todos los a’s. De aqui se puede concluir que el efecto del
coeficiente de dispersion longitudinal sélo se refleja en el tiempo de irrupcion del trazador

y que posteriormente, el comportamiento del trazador es muy similar para cualquier a.
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Fs importante notar que dadas lag carncteristicas de la funcién que representa la solucién
del modelo matematico propuesto, lic. 5-2, el cooficiente de dispersion longitudinal tiene
su mayor efecto en la definicion de rp, de tal manera que para una misma distancia radial,
r, rp disminuye de acuerdo al incremento de . De acuerdo a Pickens y Grisak (1981) el
coeficiente de dispersion longitudinal es una funcion lineal de la distancia media de flujo
del trazador; por ejemplo, para un medio poroso estratificado o = 0.043L. Bajo estas
~condiciones es posible manejar distancias muy grandes (500 a 1000 m) con rp pequefios;
sin embargo en la Fig. 5-23 se puede observar que es posible obtener practicamente un
solo perfil de concentraciones para la misma distancia (r = 1000m) y diferentes. valores
del coeficiente de dispersién longitudinal (), graficando la relacién tp/r}, en el eje de las
abcisas. Sustituyendo en esta relacion las definiciones dadas por las Ecs. 3-79 y 3-84 se
llega a la relacion at/r?, por lo que la influencia de a se elimina del problema, resultando
asi, practicamente un solo perfil de concentra.ciones.' Lo anterior corrobora la discuéidn
referente a la Fig. 5-22 y con esto se puede concluir que en efecto, existe un factor de

escalamiento en el problema de flujo de trazadores en medios porosos fracturados.

Influencia de la distancia radial, (r)

En este caso, para determinar el efecto de la distancia radial (r), en forma independiente
del coeficiente de dispersividad (a), se mantuvo fijo este ultimo a un valor de a@ = 0.5
y se¢ cambiaron los valores de » a 250, 500 y 1000 m, que corresponden a los valores
que se pueden tener en una prueba de campo, en general. La Fig. 5-24 ilustra como
el parametro rp no sdlo influye en el tiempo de irrupcién del trazador, sino también en
la forma de la curva, es decir, una vez que irrumpe el trazador a mayor distancia, el
tiempo que se requiere para llegar a una concentracion cercana a la unidad sera cada vez
mayor. Lo anterior se puede observar mejor en una grifica de Cp contra tp/ri, Fig. 5-25,
observindose que a pesar de amortiguar el factor de escalamiento al dividir por r}, las
pendientes de las curvas correspondientes a rp’s altos son menores respecto a las de rp’s

bajos. Esto indica que a medida que se incrementa la distancia radial los factores que
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intervienen en el fenomeno de difusidn-conveccién en medios porosos fracturados tienen
mayor oportunidad de actuar y, por consiguiente se presenta una diferencia en la respuesta,

del trazador, la interaccion matriz-fractura es mayor.
Influencia del ancho de fractura, (w)

La Fig. 3-26 ilustra la influencia del ancho de fractura (w) sobre el comportamiento del
trazador, observandose que el pardmetro w no afecta notablemente al tiempo de irrupcién
del trazador, ya que éste irrumpe practicamente a tiempos muy similares, para un rango
de ancho de fractura de 10~6 a 10~? m. Sin embargo, esta figura muestra como el trazador
se comporta practicamente para anchos de fractura grandes (1072 o 1072 m) como si se
tratase de una funcion tipo escalén, hasta obtener una concentracién de 0.8, es decir que
debido a la alta canalizacion de trazador, la transferencia de masa hacia la matriz es casi
nula. Por el contrario, para anchos de fractura muy pequerios, esta transferencia de masa
hacia la matriz es grande, por lo que la clongacion del perfil de concentracion aumenta

conforme disminuye el ancho de fractura,
Influencia de la porosidad de la matriz, (¢2)

En la Fig. 5-27 se muestra la influencia de la porosidad de la matriz en la respuesta
del trazador. En esta ﬁgufa se puede observar que cuando la porosidad de la matriz es
‘muy pequena, el perfil de concentraciones corresponde a la de una funcién escaldn, en
la cual, ¢l intervalo de tiempo necesario para alcanzar la concentracién maxima es muy
pequedio. De esta figura se puede concluir que a medida que la porosidad de la matriz
awmenta, se incrementa la difusion en el segundo medio y como consecuencia disminuye
la concentracion en la fractura, independientemente del valor del coeficiente de difusion
de la matriz, D,, que para los resultados de esta figura es de 1.385E-5 m?/d. La curva
correspondiente al valor de ¢, = 0.00001 indica que a pesar del alto valor del coeficiente

de difusién antes mencionado, no existe transferencia de masa hacia la matriz, siendo
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este efecto, como se espera, similar al caso de un valor muy pequefio del coeficiente de
difusion con un valor alto de porosidad de la matriz, como se discutird mas adelante. Por
lo que respecta a valores altos de porosidad en la matriz, se puede decir como se muestra
en la Fig. 5-27 que los perfiles del trazador tienden a una elongacidn similar, aunque el
retardamiento en la irrupcion sea de acuerdo al incremento de la porosidad, es decir a

mayor porosidad mayor sera el tiempo necesario pa.fa. la irrupcion del trazador.
Influencia del coeficiente de difusién de la matriz, (D3)

La Fig. 5-28 ilustra la influencia del coeficiente de difusién de la matriz, D,, sobre
el perfil de concentraciones, pudiendo observarée, como se explicd a.nteriormente, que
para valores muy pequeiios de este parametro (10~'? y 10~19), pricticamente no existe
transferencia de masa al segundo medio, es decir, sélo actua el sistema(de fracturas, Sin
embargo, en esta figura se pucde observar, que el coeficiente de difusién pricticamente no
ticne ninguna influencia sobre ol retardamiento en la irrupcién, dado que para el rango
de valores de D; el tiempo de irrupcién del trazador escencialmente es el mismo. A
excepcidn de la conclusion anterior, las observaciones realizadas con respecto a la Fig.
5-27 son validas también para esta figura, lo que sugiere que la influencia de ¢ y D,
sobre la respuesta del trazador es en la misma direccion, es decir que se puede tener una

combinacién de valores de ¢,/D; < 10~8, de acuerdo a la definicién de ¢,. dada por la

Ec. 5-5, que logran que el comportamiento del sistema fracturado sea el de un medio

homogéneo.
Influencia del niimero de bloques de matriz, (ND)

La Fig. 5-29 ilustra el efecto del nimero de bloques de matriz, ND = H/d, en la
respuesta de concentracion del trazador. El caso evaluado corresponde a un medio poroso
fracturado con un'espesor H =100 m, para diferentes tamarfios de bloque, 5, 10, 50 y 100

m, que corresponde a 20, 10, 2 y 1 nimero de bloques, respectivamente. Tomando
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en cuenta que para el modelo que considera una geometria matriz-fractura ciibica, la

porosidad de las fracturas es aproximadamente igual a la siguiente expresion:

¢ = ﬁ%‘j_ﬁ)_ (5-6)

Se puede coneluir de la e, 5-6 que a mayor tamaiio de bloque, menor porosidad del
sistema de fracturas. Por otro lado, cuanto menor es el tamaiio de bloque mayor es el
arca de contacto matriz-fractura. ¥n la Fig. 5-29 se puede observar como disminuye el
perfil de concentraciones al incrementarse el nimero de bloques o bién, al disminuir el
tamanio de bloque de matriz. De aqui se puede concluir, que para las caracteristicas de la
matriz evaludada, ¢;3 = 0.01 y D; = 1.35E-5 m?/d, es mds importante la transferencia de
masa hacia los bloques de matriz debida al area de contacto matriz-fractura grande, por
ejemplo para ND = 20, que la aparente canalizacién del trazador debida al incremento de
la porosidad de las fracturas. De lo anterior se puede inferir que la i_'espuesta del trazador
refleje un incremento de concentracién al disminur la porosidad de las fracturas o bién, al

aumentar el tamano de bloque, cuando existe transferencia de masa hacia la matriz.
Influencia de la constante de adsorcién, (ky)

La constante de adsorcion o también llamada constante de equilibrio o de distribucion,
ks (Bear y Verruijt, 1987), causa un efecto de retardamiento en el avance del trazador
en el medio poroso. Al pardmetro R, definido por la Ec. 3-89, se le puede llamar factor
de retardamiento, el cual es funcién de la porosidad de la matriz, de la densidad de la
roca y de la constante de adsorcién (k4). Como se puede observar de esta ecuacién un
factor de retardamiento igual a la unidad, implica que no existe adsorcién del trazador
en la matriz, lo que corresponderia a no tener disminucion de concentracién en el sistema
de fracturas, por electo del fenémeno de adsorcion. Para estudiar el efecto de ky sobre

¢l pertil de concentraciones se evaluaron diferentes valores de R, como se puede observar
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en la Fig. 5-30, en que se presentan 4 perfiles de concentracion para R = 1.0, 0.5, 0.1 y
0.01. Se puede observar que la curva correspondiente a B = 1.0 es la que resulta en la
mayor respuesta del trazador para ¢, = 0.01, constituyendo una envolvente para todos los -
perfiles de concentracién para R < 1. Se puede concluir que la constante de adsorcién (k)
en efecto, es determinante en el tiempo de irrupcion asi como también en la concentracién

maxima obtenida en el extremo productor.
Influencia de la constante de decaimiento radioactivo, (1)

Este parametro depende exclusivamente del tipo de trazador que se utilice, siendo una
propiedad de la sustancia inyectada. Para un trazador radiactivo, la concentraciéon a un

tiempo determinado esta dada por ley de decaimiento radioactivo Chrien, 1972:

N = Ny ezp(—At) (5-7)

donde:
N : Nimero de nicleos de la especie radioactiva al tiempo ¢
N, : Ntimero original de niicleos de la especie radioactiva (¢ = 0)
A : constante de decaimiento radioactivo, definida por

la siguiente expresion:

\ = n(2)
t1/2

donde ty/; se le conoce como vida media de la sustancia radioactiva, la cual se define como

el tiempo requerido para que N nicleos decaiga a N/2 nicleos,

La Fig. 5-31 ilustra la variacion en el perfil de concnetraciones para 4 tipos de
trazadores: Tritio (¢, = 4507.75 dias), Estroncio (173 = 64.7 dias), Iridio (¢;/; == 8.07

dias) y un trazador quimico (A = 0). En esta figura se puede observar que se tiene el
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mismo perfil de concentraciones para el caso del Tritio y del trazador quimico, lo cual
indica que el tiempo de vida media del Tritio es lo suficientemente grande para que no
exista pérdida de masa en la concentracion del sistema de fracturas por efecto de su
decaimiento, para el rango de tiempos evaluados 108 < ¢t < 108, Sin embargo, para los
casos de las curvas correspondientes al Estroncio e Iridio, se puede decir que si existe un
efecto importante en la respuesta del trazador, ya que sus respectivas vidas medias no son
lo suficientemente grandes para evitar la pérdida de trazador por efecto de sus constantes
de decaimiento, de tal forma que la respuesta de concentracién para el Iridio, como se
puede observar en la Fig. 5-31, es muy pequeiia. De esta figura se puede concluir, como

es de esperarse, que a mayor A mayor pérdida de masa del trazador y por consecuencia

‘menor concentracion en las fracturas.

Es importante hacer notar que los modelos propuestos en este trabajo, también in-
cluyen el efecto de adsorcion de la masa del trazador radioactivo, el cual ha perdido sus
propiedades, o en otras palabras, de la masa del trazador que pierde el sistema de fracturas
por efecto del decaimiento radioactivo. Considerando lo anterior, es interesante ilustrar
el caso del comportamiento de un trazador radioactivo cuando se tiene una constante de
adsorcion diferente de cero . La Fig. 5-32 muestra los perfiles de concentracion para los
trazadores radioactivos de la Fig. 5-31, considerando un valor para el parametro R de
0.1. De la comparacion de esta dos figuras, se puede concluir que el efectlo de la masa
pérdida por decaimiento radioactivo, que es adsorbida por los granos de la roca, es muy

importante en la respuesta del trazador.
Inyeccién finita

La Fig. 5-33 muestra el caso de una inyeccion finita o bache de trazador radioactivo
para un periodo de inyeccion tp = 970, para diferentes tamafios de bloque, observandose
que a mayor numero de bloques menor concentracion, como se explicoé anteriormente para

el caso de las Figs. 5-20 y 5-27. Con el fin de no ser repetitivos, no se presenta la influencia
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de cada uno de los parametros que intervienen en el modelo para el caso de inyeccidn finita,
ya que la influencia de cstos parametros sobre la respuesta del trazador no depende del
tipo de inyeccién. Sin embargo para fines de caracterizacion, es importante establecer una
equivalencia entre los tres modelos propuestos. La Fig. 5-34 ilustra el caso de inyeccién
finita de trazador para los tres modelos propuestos en este trabajo, incluyendo el caso
de flujo radial homogéneo, observandose que para el flujo lineal se obtiene un perfil de
concentraciones del tipo de una funcidn escaldon, debido a que el tiempo de inyeccién es
muy grande para este modelo, dando como resultado que en una grafica de este tipo no
se pueda apreciar un aumento gradual en la concentracién para flujo lineal. Sin embargo
se puede notar que para los modelos radiales se conserva la forma cldsica de la solucién
para el caso de inyeccion finita, obteniéndose para un medio homogéneo el mayor perfil
de concentracionés, para el radial de estratos el perfil intermedio y para el modelo de

bloques, para ¢l cual N = 1, la menor respuesta de trazador.

La Fig. 5-35 muestra las respuestas del trazador para un tiempo de inyeccién correspon-
diente al tiempo necesario para obtener una Cp = 0.2 en la distancia radial considerada
de R = L = 1000 m, observandose que la respuesta obtenida para el caso de fracturas ver-
ticales (flujo lineal) es mayor y mucho mas rapida que la de los modelos .radiales. Como
se comenté previamente, la funcién del tiempo adimensional F(tp) para cada modelo
corresponde a la definicién particular de ¢p los modelos lineal, radial de estratos y radial
ciibico, dadas por las Ecs. 3-5, 3-41 y 3-84, respectivamente. La rapida respuesta obtenida
para el flujo lincal se explica, considerando que el volumen poroso para este modelo es

muy pequeio comparado con los voliimenes porosos de los otros dos modelos.
5.6 Interpretacion de una Prueba de Trazadores

En esta seccion se trata el problema inverso con respecto al flujo de trazadores en medios
porosos naturalmente fracturados, es decir, aqui se determinan cuantitativamente los

parametros basicos del yacimiento naturalmente fracturado a través de la interpretacion
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de una prueba de trazadores, La interpretacion de este tipo de pruebas se hace con base
en los modelos matematicos desarrollados para predecir el comportamiento del trazador
en estos yacimientos, de tal manera que se ajustan los parametros del modelo, a, ¢,
w, d, Dy y ky, para reproducir los datos de concentracién de trazador medidos en el
pozo durante la prueba. Los parametros del modelo se ajustan empleando el criterio
de Minimos Cuadrados, que considera la suma del cuadrado de las diferencias entre las
concentraciones medidas y las calculadas con el modelo. La funcién a minimizar es la

siguiente:

nd A
Fo(aha'zs- '-sas) = Zlc(tl) - C.(ti;ahaiv"'iaﬂ)lz (5'8)
i=1 _

donde:
| C(t;) : concentraciones medidas
C*(t, ;) : concentraciones calculadas con el modelo
a; : parametros de ajuste, j =1,2,...,6
t : variable independiente

nd : nmimero de da.tos

Es importante hacer notar que los parametros del yacimiento que se pueden determinar
de una pruéba, de trazadores, dependen del modelo empleado para su interpretacion.
. Los parametros anteriormente mencionados corresponden al modelo de geometria matriz-
fractura cibica. En esta seccion se presentan tres tipos de ajuste: 1) Caso 1, ajuste con
dos parametros, 2) Caso 2, ajuste con cuatfo parametros y 3) Caso 3, ajuste con seis
parametros . Estos tres casos se detallan posteriormente, haciendo énfasis en el Caso 2

debido a que seria el de mayor aplicacién en la interpretacion de pruebas de trazadores.
Algoritmo de optimizacién:

El algoritmo que se utilizo para minimizar la funcién objetivo representada por la

Fic. 5-8, esta basado en el método “automatico” propuesto por Rosenbrock, 1960 . Este
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procedimiento encuentra ¢l maximo o minimo de una funcion no lineal multivariable sujeta

a restricciones no lineales.

Las variables que se eligieron como pardmetros de ajuste son las siguientes:

a(l) = a: coeficiente de dispersividad (5-9)

a(2) = ¢ : porosidad de la matriz (5-10)

a(3) = w: ancho de fractura (5—11)

a(1) = d:tamano de bloque de malriz (5-12)

a(d) = Dy coeficiente de cﬁfu_sién de la matriz (5-13)
&(6) = R: factor de retardamiento (5-14)

La solucién del modelo matematico dada por la Ec. 5-2 con las Ecs. 5-3 a 5-5, puede

expresarse en términos de los parametros de ajuste:

— " =Y A; ,}(,/3)/ -
Com = {-e:rp() }0){ (E )} (5-15)

2 /| A (e

r 1 |
Y = — + 5-16
X1 4£rc ( )

Tw 1

Yo = — 5-17
° X1 + 4€rc ( )
§re =38+7+ XxaxavVs+7 — Xxa (5"18)
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donde:

v = afl) - (5-19)
_ 2¢[a(1)Pa(2)a(5)
X1 = (@) (5-20)
x2xs = aofl 2)\[ “"(5 (5-21)
a(3)a(4)a(6)

y de la Ec. 3-88:
_ cha(1)?a(3) -
= a(4) (5-22)

donde:

_ ldwlllmg/d] (5-23)

Las restricciones que se emplearon para los parametros de ajuste, se determinaron
tomando en cuenta su rango de variacion de acuerdo a lo reportado en la literatura

(Grisak y Pickens, 1981, Koenraad y Baker, 1981 y Hense],. 1989):

1 € al)ym £ 60 - (5-24)
01 < «f2), fraccion < .35 (5-25)
10 < of3),m < .01 (5-26)
03 < a(4),m < 5 (5-27)
10712 < of5),m?/d < 1075 (5-28)
) 5 < «af6),adimensional < 1 (5-29)

121



El programa de computo que se utilizd para minimizar la funcion objetivo representada
por la Ec. 3-8, consiste en un programa principal y cuatro subprogramas correspondientes
a las siguientes funciones: Funcién Objetivo, Funcion CX, Funcion CG y Funcién CH;
~donde la Funcion CX determina los valores de los parametros «; y las Funciones CG y CH
corresponden a las restricciones de cada uno de los parametros «;'s, inferior y superior,
respectivamente. Es importante hacer notar que este algoritmo permite emplear como
restricciones funciones de los parametros de ajuste, en caso de que exista interdependencia
entre ellos; sin embargo esto requiere de un tratamiento mucho maés riguroso. Para el
problema de estudio se evité la interdependencia entre las variables a ajustar, es por
esto que los parametros de ajuste corresponden directamente a las variables reales del
problema de flujo, a excepcidon de a(6) que requiere del valor de la densidad de la roca
para determinar la constante de adsorcion, k4. El método de op:timizacién utilizado no

limita el nimero de pardmetros de ajuste, ni tampoco el nimero ni el tipo de restricciones,

es decir éstas pueden ser constantes o funciones de los mismos parametros. Las derivadas

parciales con respecto a cada uno de los pardmetros de ajuste requeridas para establecer

el minimo de la funcidn, se calculan numéricamente, por ejemplo:

OFO _ FO[a(1) +h,o(2)...a(6)] ~ FOla(1), (2)....c(6)]
da(l) h

(5-30)

donde h debe ser lo suficientemente pequeno.

LLos componentes del vector unitario £° en la direccién de bisqueda del minimo de la

funcién objetivo &; se calculan en la forma siguiente (Rosenbrock, 1960 ):

8ro
& = — Bai (5-31)

7
{ ol (%i‘?‘)z}l 2

Este método requiere la estimacion inicial de los pardmetros de ajuste y la longitud del
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paso, ¢, a ser considerada en la direccion deseada, la cual puede ser arbitraria. Se evalia
la funcion tanto con los parametros iniciales como con los parametros incrementados en
e ; si la funcion decrece, e se multiplica por ag > 1. Si la funcién se incrementa, ¢ es
multiplicado por —f8g, donde 0 < A < 1 y la direccién del movimiento es en sentido
contrario, Este procedimiento continua para todos los pardametras de ajuste a;'s. A
cada uno de estos desplazamientos se les llama “ensayos” y al conjunto de los intentos
o “ensayos” hechos con un conjunto de direcciones, se les llama “etapas”. El algoritmo
continua hasta que se alcanza la convergencia o se presenta una zona de frontera en la

vecindad de las restricciones. Las zonas de frontera se definen como sigue:

Zona inferior:
G; < a; < (G; + (H; - G;)10™) (5-32)
Zona superior:

H; < o; < (H; + (Hj - G;)107%) (5-33)

donde G; y H; son las restricciones inferior y superior del parametro «;, respectivamente.

El método requiere que la estimacion inicial de los parametros satisfaga las restricciones

y que no tiendan a las zonas de frontera.
Ejemplos:

Los ejemplos que se present'an’ en esta seccion son del tipo sintético, correspondiendo a
la inyeccidn del trazador radioactivo Tritio a un yacimiento naturalmente fracturado. Las
concentraciones fueron calculadas con la solucidn general dada por la Ec. -2, usando los
parametros del yacimiento y datos presentados en la Tabla 5-1, utilizando un programa de

computo constituido por varios subprogramas: Inversion numérica (algoritmo de Crump),
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Funcidn en el espacio de Laplace, Funcion de Airy (para cinco rangos de los argumentos),

Funcion Gamma,/entre otros.

Tabla 5-1 Caracteristicas del yacimiento del ejemplo.

Gasto de inyeccion, g =205 m'/d
Distancia radial, r = 1000 m
Espesor del yacimiento, H=411m

Ancho de fractura, w=.,000lm ~-
Tamano de bloque, d=205m
Dispersividad longitudinal, a=5m
Porosidad de la matnz, @, = 0.01, fraccion
Coeficiente de difusion de la matriz, D, = 1.38E-5 m?*/d
Parametro de adsorcion, R=1.0

Se probaron los casos de inyeccion continua y finita de trazador, siendo esta ultima

de un periodo de inyeccion tp = 204, el cual corresponde a un tiempo real de 449 horas.

Para minimizar la funcion objetivo representada por la Ec, 5-22 se utilizaron 40 de las
concentraciones obtenidas y el cdlculo de las concentraciones C(t;a;) fué de acuerdo a

los valores iniciales estimados para los parametros «;'s, diferentes a los presentados en la

Tabla 5-1.

Inicialmente se tuvieron algunos problemas, debido al rango y valor de los parametros
de ajuste, ya que sus magnitudes son muy diferentes y el criterio de convergencia del
algoritmo se basa en la diferencia entre el valor de la funcién objetivo actual y la evaluada

en la etapa previa. También, la magnitud de la funcion objetivo puede ser insensible a

uno o mas de los parametros, ocasionando que el procedimento de optimizacién termine

prematuramente. Los problemas anteriomente mencionados se resolvieron parcialmente a

través de una homogenizacién de los rangos de variacién de los parametros, por mencionar

alguno, o(3) se multiplicé por 104, con el fin de que tanto su longitud de paso, €, como su

- propio valor fueran magnitudes semejantes a los otros pardmetros, ya que los valores de

ancho de fractura son muy pequeiios y por consecuencia la longitud del paso, e, a tomar
cn la direccidn deseada tendria que ser del orden de 1/200 el valor de la magnitud del

parametro, y para este caso estaria fuera del alcance de la precisién deseada, a menos

124



que ésta fuera de 1078, lo cual implicaria mayor tiempo de cémputo. Lo anterior seria
impractico para el tipo de funcién y para la determinacion de los parametros restantes,
como es el caso del coeficiente de dispersividad a que corresponde al parametro de mayor

magnitud,

Tomando en cuenta la discusién previa se eligié una precision de 10~5 y se homoge
nizaron los pardmetros como sigue: a(l) = o(l), a(2) = .01a(2), a(3) = .0001a(3),
a(4) = .1a(4), a(5) = 10~%a(5) y a(6) = .1a(6) .

Caso 1, dos parametros de ajuste

Para este ejemplo, se eligieron como parametros de ajuste la porosidad de la matriz y el
tamafio de bloque, esto es: a(l) = ¢, y a(2) = d, debido a que son dos de los parametros
mas importantes de un medio naturalmente fracturado. La Fig. 5-36 presenta el ajuste
 de una prueba de inyeccion finita de trazador a un yacimiento, cuyas caracteristicas se
presentan en la Tabla 5-1 y los parametros iniciales y ajustados se incluyen en la Tabla
5-2. En este ajuste se obtuvo un valor minimo de la funcién objetivo de 2.18E-6, en 2
ctapas y 43 evaluaciones. La Fig. 5-37 muestra el mismo caso de la figura anterior, con
la diferencia de que el ajuste se realizé a partir de parametros estimados iniciales mas
alejados de los reales, de acuerdo a la Tabla 5-2, obteniéndose para este caso una funcién
objetivo minimizada de 4.6E-6, en 3 etapas y 69 evaluaciones, lo que requirié un tiempo

de cdmputo de mds o menos 45% mayor que el necesario para el ajuste de la Fig. 5-36.

Tabla 5-2 Caso 1, dos parametros de ajuste.

Fig. 5-36 | Fig. 5-36 | Fig. 5-37 | Fig.5-37
parametros rcales | iniciales | ajustados | iniciales | ajustados
a(l) = ¢, =.01 [0.015 0.010 0.025, .0095
a(2) =d = 2.06m { 1.0 2.26 0.5 1.814

De los resultados presentados en las Figs. 5-36 y 5-37, y en la Tabla 5-2, se puede

concluir, que los errores en la determinacion de la porosidad y del tamaiio de bloque de
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la matriz son del orden 5% y 11%, respectivamente, y que resultan independientes de
la estimacion inicial de los pardmetros, esto es, para el caso de ajustar dos variables el

proceso iterativo permite mayor “libertad” o error de la estimacion inicial.

Caso 2, cuatro parametros de ajuste

Para este caso se eligieron como parametros de ajuste las cuatro variables reales dadas

por las Ecs. 59 a 5-12,

La Fig. 5-38 muestra el ajuste de una prueba de trazadores para el caso de inyeccién
continua, la cual fue optimizada en 2 etapas con 49 evaluaciones de la ftlncién objetivo,
obteniéndose un valor para la funcién minimizada de O = 0.00112. Esta solucion se
obtuvo empleando un nimero de datos nd = 40, la estimacion inicial y el valor resultante

de los parametros de ajuste se presenta en la Tabla 5-3.

Tabla 5-3 Caso 2, cuatro parametros de ajuste.

| Fig. 5-38 | Fig.5-39
reales | iniciales | ajustados | ajustados
a(l) =a,m | 50.0 40.0 52.1 50.002
a(2) = ¢, 0.01 0.015 | 0.0131 0131
a(d) = w,m | 0.0001 | 0.0001 | 0.00015 .00016
a(d)=d,m | 2.05 1.5 2.047 2.23

La Fig. 5-39 presenta el ajuste obtenido de una prueba de trazadores inyéctado.du-
rante un periodo de tp = 204 a partir de los valores estimados iniciales de la Tabla 5-3,
obteniéndose un valor para la funcion objetivo de F0 = 5.8E-7, obtenida en 3 etapas con
79 evaluaciones de la funcién. Los valores de las variables ajustadas se presentan también
en la Tabla 5-3. De esta figura 5-39 se puede decir que se logré un ajuste excelente a dife-
rencia de la figura anterior. De estas dos figuras se puede concluir, de acuerdo al punto
de vista de optimizacidn, que en efecto, como se menciond anteriormente, la magnitud de

la funcién genera un problema de insensibilidad “aparente” a algunos de los parametros
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de ajuste, ocasionando que el procedimiento de optimizacién termine prematuramente.
De acuerdo a la interpretacion fisica de la prueba, se puede concluir, que la respuesta del
yacimiento es mds sensible en el caso de de la inyeccién finita o bache que en el caso de

inyeccion continua de trazador.

La Fig. 5-40 muestra el mismo caso de la Fig. 5-39 con la diferencia de que para esta
iltima todas las estimaciones iniciales de los parametros de ajuste fueron cambiados, de
acuerdo a la Tabla 5-4, Obteniéndose las variables ajustadas que se presentan en esta

tabla en 3 etapas con 55 evaluaciones de la funcidn objetivo, cuyo valor minimo fue de

FO = 4.36E-5.

Tabla 5-4 Caso 2, cuatro pardmetros de ajuste, con
valores iniciales mas aléjados de los reales.

Fig, 5-40 F155 -41
parametros reales | iniciales | ajustados | ajustados
afl) = a = §0m 30 50.072 51.08
a(2) = ¢ = .01 .02 0.0272 0.027
a(3) = w = .0001m | .001 0011 | 0.00112
o) =d=206m | 10 | 119 1.181

De las Figs. 5-39 y 5-40 se puede observar que para un {p < 400, los parametros
ajustados para cada caso, reportan practicamente la misma respuesta del trazador y
también se puede notar que existe una pequefia diferencia entre ambas respuestas para
tiempos mayores a este. Aqui se refleja el problema de de la insensibilidad del modelo
a algunos parametros o el de la “buena estimacién inicial” de los parametros de ajuste,
ya que si ésta se logra, frecuentemente permite la convergencia de la solucién del proceco
iterativo sea mas aproximada que el caso contrario. También, si existen minimos multiples
o varios minimos locales adicionales a un minimo absoluto, valores iniciales “pobres”,
es decir alejados de los valores, frecuentemente pueden conducir a la convergencia del

proceso iterativo con parametros ajustados “no deseados” los cuales pueden ser fisicamente

imposibles o reportan un valor no absoluto del minimo de la funcién objetivo (Draper y

Smith, 1966).
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La Fig. 5-41 ilustra el mismo caso que la Fig. 5-40, con la salvedad de que en este caso
la precision fue de 108, obteniéndose con esta precisién una funcidn objetivo minimizada
de 3.9E-5 en 4 etapas con 125 evaluaciones y los pardmetros ajustados que se réporta_n-
en la Tabla 5-4, De los resultados presentados en esta tabla y de estas dos figuras se
puede concluir que a pesar de que el cambio en la precisién mejoré el ajuste de las éurva.s,
los valores de los pardmetros ajustados en ambos casos son muy similares. De aqui la
importancia de disponer de la informacién del yacimiento proveniente de otras fuentes,
de tal manera que permita inferir una “buena estimacién inicial de los pardmetros” y asf

poder obtener una mejor caracterizacion.
Caso 3, seis parametros de ajuste

El caso de determinar seis parametros del sistema a través de la minimizacién de la Ec.
5-8, también fue analizado, los parametros de ajuste para este caso cdrresponden a los
representados por las Ecs. 5-9 a 5-14. El iiltimo parametro, R, determina implicitamente
el valor de la constante de adsorsién k4, suponiendo conocida la densidad de la roca,
de acuerdo a su definicion expresada por la Ec,. 3-89. Con esta optimizacién global se
logran determinar todas las variables involucradas en el modelo matematico, el cual fue
desarrollado considerando los procesos de transferencia de masa de mayor relevancia, que
intervienen en el problema de flujo de trazadores en medios porosos naturalmente fractura-
dos. Es importante mencionar que con la optimizacidon de seis parametros, directamente
se pueden estimar cinco de las seis variables reales involucradas en' el modelo y la restante
que corresponde a kg se puede estimar a través de la Ec. 3-89. Esto significa una ventaja
importante con .respecto a otros modelos de este tipo reportados en la literatura ( Fossum,

1982, Walkup y Horne, 1984, entre otros).

La Fig. 5-42 ilustra el caso mds dificil desde el punto de vista de interpretacién de
una prueba de trazadores, en la cual se emplean seis pardmetros de ajuste, cuyos valores

estimados iniciales se presentan en la Tabla 5-5, coincidiendo con los de la Fig. 5-39 para
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los parametros definidos por las Ecs. 5-9 a 5-12; con base en un criterio de convergencia de
10~9,. De esta figura se puede observar que el ajuste obtenido es practicamente perfecto, el
cual corresponde a una funcién minimizada de 9.03E-7, en 3 etapas y con 154 evaluaciones,
obteniéndose los valores para los pardmetros optimizados de la Tabla 5-5. Del ajuste
obtenido en esta figura se puede concluir , para los valores de los pardmetros utilizados en
este ejemplo, que los errores reportados entre los pardmetros reales y los estimados son:

08,42, 72, 9, 8 y 1 por ciento para «(1,2,...,6) respectivamente.

Tabla 5-5 Caso 3, seis pardmetros de ajuste.

B Fig. 5-42 | Fig. 5-42 | Fig. 5-43 | Fig. 5-43
parametros reales iniciales | ajustados | iniciales | ajustados
a(l) = 50m 40.0 49.92 30.0 50.93
a(2) = 0.01 0.015 | 0.0142 0.02 0.0242
a(3) = 0.0001 m 0.0001 | 1.74E-4 | 0.001 | 1.37E-4
a(d) = 2.05m 1.5 2.25 0.7 0.85
a(5) = 1.38E-5m?/d | 1.1E-5 | 1.26E-5 | 7.0E6 | 9.9E-6
a(6) = 1.0 1.0 0.99 0.7 0.89

La Fig. 5-43 ilustra el caso andlogo al de la Fig. 5-42 con la difereﬁcia. de que los
parametros iniciales se alejaron mas de los parametros reales, de acuerdo a la Tabla 5-5. La
funcidn minimizada para este caso es de 6.16E-5 en 3 etapas y 124 evaluaciones, resultando
los parametros optimizados de la Tabla 5-5. De estas dos figuras y de los resultados
presentados en esta tabla se puede concluir que existe un problema de unicidad de los
parametros estimados. Este problema requiere que la informacion obtenida por medio
de la interpretacion de las pruebas de trazadores, se complemente con la informacion del
yacimiento proveniente de otras fuentes (pruebas de presion, andlisis de nicleos, registros
geofisicos, etc), como se ha mencionado previamente. Es decir, se debe emplear un enfoque

multidisciplinario para la interpretacion de pruebas de trazadores.
Andlisis de sensibilidad de los parametros yx;i's y v

Por otro lado, se analizo la sensibilidad de la solucién a los parametros x;'s, repre-
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sentados por las Ecs. 5-19 a 5-21 y el pardmetro v, dado por la Ec. 3-22, Con este fin
se evaluaron estos parametros con los valores de los parametros reales y los estimados a

través del ajuste, para los casos de las Figs. 5-38, 5-40 y 5-42, Tabla 5-6.

Tabla 5-8 Variacién de los parametros x;'s.

parametros | reales | Fig. 5-38 | Fig. 5-39 | Fig. 5-40 | Fig.5-42
X1 20 19.19 19,99 19.71 20.032
X3 1.,23E-4 | 1.7E-4 1.37E-4 | 1.02E-3 | 1.32E-4

~ XaXa 0.1123 0.1243 | 0.1115 0.121 0.116

7 | 14E-5 | 2.28E-5 | 2.06E-5 | 2.7T3E-4 | 2.17E-§ |

—

e

De esta tabla se puede concluir en términos generales, a excepﬁidn del caso de la Fig,
5-40, que practicamente estos cuatro parimetros adquieren los mismos valores a pesar
de que sus variables reales sean diferentes. Esto implica, primero, que existe un niimero
infinito de combinaciones de las variables reales que reportan un comportamiento muy
similar del trazador; y segundo, que la forma en Que estdn involucradas estas variables en
la solucién, permite que los pardmetros x;'s puedan variar dentro de un ciefto rango y
aun asf obtener escencialmente la misma respuesta (ver columnas 3,4 y 6 de la Tabla 5-6
y Figs. 5-40 y 5-42). Por otro lado, se puede decir, también en términos | generales, que
cl comportamiento del trazador reporta diferentes grados de sensibilidad a los diferentes
parametros, observandose el siguiente orden: xaxa, X2, 7Y ¥ Xi; sieﬁdd X2Xs ¥ X1 los

parametros que reportan mayor y menor sensibilidad, respectivamente.

De acuerdo a la Fig. 5-40 (columna 5 de la Tabla 5-6), se puede decir que el efecto de
los paramertos x; y 7 es mayor a medida que {p aumenta, esto se explica con base en
la definicion de §,. representada por la Ec. 5-18, a medida que {p aumenta, s disminuye
y por consecuencia los parametros Xg y 4 tienden a ser més significativos en la solucién.
Esto se verifica de acuerdo a la interpretacién fisica pertinente, esto es, para tiempos
largos cn que la respucsta del trazador se ha reducido, para este caso de inyeccidn finita,
se produce un pequeno desajuste en los perfiles de concentracion de la Fig. 5-40 para

ip > 400,
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Por otro lado, el mayor efecto del pardmetro x; sobre la respuesta del trazador, se
presenta durante la primera etapa de la prueba, esto es, un periodo pequefio de tp pqsterior
a la irrupcion, Cdmo se puede observar en la Fig. 5-38, para la cual los valores de sus
parametros x;'s se presentan en la columna 2 de la Tabla 5-6, en esta figura se presentan
dos desajustes en los perfiles de concentracién: uno para tp < 500 y el otro al final de las
curvas. El primero de ellos se debe al efecto del pardmetro x;, el cual se explica en base
a la definicién de Y dada por la Ec. 5-16, pudiendo inferirse que pé.ra tp's pequetios, la
influencia de x,; en la golucién es mayor, puesto que a medida que tp disminuye s aumenta
y por consecuencia el cociente 1/4¢,, es menor, por lo que x; tiende a ser mas significativo
en la solucidn. En cuanto al segundo }desajuste que se observa en eéta. figura al final de la
| prucba, se atribuye a la influencia de los parametros x3 y 7, que como se mencioné tienen
mayor efecto a medida que ¢{p aumenta. Adicionalmente cabe mencionar que el efecto del
parametro xaxs esté presente= para todos los valores de tp, y que para los casos de las
Figs. 5-38 y 5-40 en las que‘ el parametro estimado tiene un error del 10% con respecto
al real, su efecto se relaciona con la influencia que tienen los pardmetros restantes sobre
el comportamiento del trazador durante la prueba. Observando las columnas 2, 3 y § de
la Tabla 5-6 y las Figs. 5-38 y 5-40, se puede concluir que para tiempos cortos, el error
en el producto y;xa se compensa por el error de y; y para tiempos largos el error en este

producto sc compensa por los errores en los parametros x; y 7.

5.7 I-nterpretaci_én de una Prueba de Trazadores
bajo la influencia de ruido aleatorio

Con el fin de aproximarse mds a la realidad, se hicieron varias pruebas tratando de
simular un estudio de campo. Como no se disponia de datos realés, se procedié a generar
un ejemplo sintético, para lo cual se indujo ruido aleatorio en los resultados obtenidos al -
evaluar la solucién para el caso de geometria matriz-fractura ctibica, dada por la Ec. 5-2.
El proceso de ruido blanco consiste en una secuencia no correlacionada de a;'s, los cuales

son numeros aleatorios sorteados con una distribuciéon normal especifica de media cero
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y de desvacion varianza o3 (Davis, 1973). El método empleado para tal efecto se basé
en la teoria de analisis de residuales (Montgomery,1984) , que considera que los errores
alcatorios tienen una distribucién normal, con media de cero y varianza de 1, ademads de

que son independientes entre si. La expresion empleada es la siguiente:

Cpi = Cp; + a; (5-34)

donde Cp, es la concentracion al tiempo i, o el dato ¢ de entrada obtenido con el modelo,
a; es el error aleatorio con distribucién normal estindar y Cp; es la concentracién que

simula los datos de campo.

Desde el punto de vista del andlisis de secuencia de datos (Davis, 1973), cada obser-
vacion Cp; esta compucsta de la seiial Cp;y mas un error aleatorio o componente de ruido
€y que para este caso corresponde a los a; de la Ec. 5-35. El problema visto desde este
angulo consiste en estimar Cp;, evitando en lo posible la presencia del ruido. Se han
propuesto diferentes esquemas para calcular las perturbaciones aleatorias presentes en las
rnedicidnes de una variable fisica, es decir el componente ¢;. La mayoria son estimaciones

de minimos cuadarados o promedios pesados (Box y Jenkins, 1976). -

A continuacidn se ilustra el proceso mediante el cual se obtuvo el conjunto de datos
bajo la influencia de ruido alcatorio. Los datos que se emplearon como base para este
proceso, corresponden a las concentraciones C};, ver columnas 1y 2 de la Tabla 5-7, que
fucron obtenidas mediante el modelo propuesto en la Seccion 3-3 Ec. 5-2, utilizando los

datos presentados en la Tabla 5-1.

En primer término se generaron niimeros aleatorios a;’s con una distribucion normal
estandar de media cero y varianza uno; los niimeros asi obtenidos tienen un rango de
variacién de i—-3 < a; < 3 (ya que se considera el 99.9% del irea bajo la curva de dis-
tribucién normal). De la columna 3 de la Tabla 5-7 se puede observar que para este caso,

los mimeros aleatorios generados presentan un rango de variacién de —2.52 < a; < 2.61.
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Comparando las columnas 2 y 3 de esta tabla, se puede observar que los nimeros aleato-
rios a;'s son varios érdenes de magnitud mayor que las concentraciones de la columna
2. Por lo que es necesario efectuar un cambio de escala, ya que al sumarse directamente
las columnas 2 y 3, se obtiene como resultado un ruido de varios 6rdenes mayor que la
concentracion original, que representan valores irreales de concentracion. Con base en
lo anterior se efectué un cambio de escala a los valores de concentracién reportada por
la solucién. La columna 4 presenta los valores de concentracién a una escala de 1 a 10.
Este cambio de escala se efectud asignando a los extremos de concentracién los valores
de 1 y 10, al menor y mayor valor respectivamente; siendo para este ejemplo, Cp = .057
=1y Cp = .21= 10 (columna 4 de la Tabla 5-7). Una vez efectuado este cambio de
escala se aplicé la Ec. 5-35, es decir, se sumaron las columnas 3 y 4 (columna 5). Las
Cp; resultantes se transformaron a su escala original (columna 6), obteniéndose de esta
forma el conjunto de datos que simula los datos de campo con los cuales se alimenté el
programa de optimizacion. Como se puede observar de la Tabla 5-7, el maximo error

aleatorio obtenido es de 57% correspondiente a la Cp evaluada al tiempo tp = 220.

En esta seccion se presentan los tres casos analizados anteriormente, es decir, l_os cor-
respondientes al ajuste de 2, 4 y 6 parametros. Los datos de entrada para los tres casos
corresponden a los de la columna 6 de la Tabla 5-7. Las Figs. 5-44 a 46 muestran el
ajuste de las curvas para los tres casos y la Tabla 5-8 presenta una comparacién de los
parametros realés, estimados iniciales, y ajustados para los tres casos, obteniendose una
funcion minimizada para los tres tipos de ajuste de 0.012, De estas figuras se puede
~ observar que a pesar de los datos dispersos, para los tres casos se obtuvo un ajuste que
puede clasificarse como bueno, el cual se puede verificar por medio de los intervalos de
confianza del 95%, ya que la mayoria de los datos se encuentra dentro de las bandas de

los limites de confianza.
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Tabla 5-7 Datos utilizados en el proceso de ruido aleatorio.

ip _b.- a; (Gbi)“c‘ Cols. 344 | Cp;
220 | 0.075 | 2.618 | 2.063 4.681 [0.119
245 | 0.101 | 0.295 | 3.638 | 3.934 |0.107
270 | 0.129 | 2.353 | 5.261 7.614 | 0.169
295 | 0.156 | -1.423 | 6.848 | 5.424 0,132
320 | 0.180 | -2.526 | 8.244 | 5.718 |0.137
345 | 0.197 | -0.721 | 9.272 8.551 | 0.185
370 | 0.207 | -0.321 | 9.860 9.538 | 0.202
395 | 0.210 | 0.623 | 10.007 |- 10.630 | 0.221
420 | 0.208 | -0.133 | 9.907 9.774 | 0.206
445 [ 0.202 | 0.297 | 9.555 | 9.852 | 0.207
470 | 0.194 | -0.361 | 9.067 8.706 | 0.189
495 |0.184 | 0.195 | 8.507 8.702 | 0.188
520 | 0.174 | 1.153 | 7.917 9.070 | 0.194
545 | 0.164 [ -0.640 | 7.325 | 6.685 |0.153
570 | 0.154 | 0.947 | 6.751 7.698 | 0.171
595 {0.145 | -1.361 | 6.203 | 4.842 |[0,122
620 | 0.136.| -1.039 | 5.688 4.649 | 0.119
645 |0.128 | 1.531 | 5.207 6.738 | 0.154
670 | 0.120 | -1.018 | 4.761 3.743 | 0.103
695 | 0.113 | -0.559 | 4.348 | 3.788 | 0.104
720 | 0.107 | -1.269 | 3.967 2.697 | 0.085
745 | 0.101 | -1.768 | 3.616 1.847 | 0.071
770 | 0.095 | -1.735 | 3.292 1.557 | 0.066
795 | 0.090 | 1.360 | 2.993 4.353 | 0.114
820 | 0.086 | 0.079 | 2.718 2,798 | 0.187
845 |0.081 | -1.106 | 2.464 1.357 | 0.063
870 | 0.077 | -0.726 | 2.230 1.503 | 0.065
895 | 0.074 | 0.214 | 2.013 2.227 | 0.078
920 |0.070 | 0.080 | 1.812 1.893 | 0.073
945 | 0.067 | 0.289 | 1.627 1.916 | 0.072
970 | 0.064 | 0.352 | 1.455 1.807 | 0.070
995 | 0.062 | 0.303 | 1.295 1.598 | 0.067
1020 | 0.059 | 0.119 | 1.146 1.265 | 0.061
1045 | 0.057 | 0.979 | 1.007 1.987 | 0.073

Sin embargo, es conveniente tener en cuenta que al obtener una funcién minimizada
alta como resultado del ajuste, nos indica para fines de caracterizacién, que los pardmetros
ajustados son poco confiables. Se puede observar de la Tabla 5-8 que existen diferencias

importantes entre los valores ajustados y los reales para los tres casos. La Tabla 5-9
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presenta la agrupacion de los parametros ajustados a través de las definiciones de los
parametros x's dadas por las Ecs. 5-19 a 5-21, de esta tabla se puede observar, que el
parametro x3x3, correspondiente al de mayor influencia sobre la solucién de acuerdo a la
discusién presentada en la seccién anterior, reporta un error de 18% y 11% para los casos
~de 4, 6 y 2 pardmetros de ajuste, respectivamente. También, de aqui se pueden observar
las importantes las diferencias para los para’.metroé X2 Y 7 entre los paraimetros ajustados

y los reales.

Tabla 5-8 Comparacién de los parametros rea.les,‘ iniciales y ajustados.

‘Caso 1 Caso2 | Caso3
- Fig. 5-44 Fig. 5-45 Fig. 5-46
parametros reales iniciales | 2 par. ajus. | 4 par. ajus. | 6 par. ajus.
a(l)=50m - 40.0 s 52.84 52.00
a(2) = 0.01 0.015 0.0142 0.0293 | 0.0266
a(3) = 0.0001 m 0.0001 | - 0.0011 | -.00102
a(d) = 2.05m 1.6 4.07 1.137 0.928 -
a(5) = 1.38E-5m?/d | 9.9E-6 - - 9.88-6
a(6) = 1.0 .85 - - 0.85
Tabla 5-9 Variacién de los parametros x;'s.
Caso 1 Caso 2 Caso 3
- Fig. 5-44 Fig. 5-45 Fig. 5-46
pardmetros | reales | 2 par. ajus. | 4 par. ajus. | 6 par. ajus.
X1 20 20.0 18.92 19.20
X2 1.23E-4 | 4.22E-5 1.32E-3 1.24E-3
X2X3 0.1123 0.1112 0.1339 0.133
5 14E-5 6.9E-6 3.2E-4 3.44E-4

Por otro lado, si se comparan los parimetros ajustados para los casos de 2, 4 y 6
parametros de ajuste presentados en esta seccién y en la anterior, es decir, las columnas
3,4y 5 dela Tabla 5-8 con la columna 3 de la Tabla 5-2, la columna 4 de la Tabla 5-3
y la columna 3 de la Tabla 5-5, respectivamente (presentados en la Tabla 5-10), se puede
concluir que la diferencia que se presenta en los pardmetros ajustados con respecto a los

reales depende de la calidad de los datos con los que se alimenta el programa de ajuste,
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ya que los errores que se presentan para los casos analizados con datos bajo la influencia
de ruido aleatorio son mayores a los que se presentaron en los casos anteriores . Con base
en lo anterior, se puede decir, que para propdsitos de caracterizacion es necesario contar,
en lo posible, con datos de concentracién confiables, para lo cual es necesario emplear

los métodos de filtrado de datos, reduccién de ruido y otras técnicas para determinar la

confiabilidad de los datos.

Tabla 5-10 Pardmetros y;'s ajustados sin de ruido aleatorio.

Caso 1 "~ Caso 2 Caso 3

- Fig. 5-36 Fig. 5-38 Fig. §-42
pardmetros reales iniciales | 2 par. ajus. | 4 par. ajus. | 6 par. ajus.
a(l)y=50m 40.0 - 52.1 49.92
a(2) = 0.01 0.015 0.01 0.0131 0.014
a(3) = 0.0001 m 0.0001 - 0.00015 000174
a(4) = 2.05m 1.5 2.26 2.047 2.25
a(8) = 1.38E-5m?/d | 9.9E-6 - - 1.26-5
a(6) = 1.0 .85 - - 0.99
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CAPITULO 6:
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En esta tesis se han presentado tres modelos matemadticos para la interpretacién de
pruebas de trazadores en yacimientos naturalmente fracturados. Estos modelos consideran
flujo lineal (fracturas verticales), flujo radial (fracturas horizontales) y flujo radial con una

gecometria matriz-fractura cibica.
Las conclusiones mas relevantes de esta investigacion son las siguientes;

1. Los tres modelos consideran los mecanismos de transferencia de masa mds impor-
tantes que afectan el flujo de un trazador: difusién, conveccién, adsorsién y decaimiento

radioactivo.
2. Se consideraron los casos de inyeccidn continua, finita o bache y pico o instantdnea.

3. La solucién para el caso de flujo lineal es semianalitica del tipo integral, lo que
evita los problemas de dispersién numérica cuando se utiliza el algoritmo de Stehfest
como invertidor numérico reportada previamente por otros investigadores. Esta solucién
pcrmite, para propdsitos practicos, describir el flujo del trazador a través sélamente de

dos parametros.

4. Para las soluciones de flujo radial expresadas en el espacio de Laplace, se encontré

que el algoritmo de Crump utilizado como invertidor numérico es altamente confiable.

5. Se presentd una validacidn detallada de los modelos propuestos, con respecto a

soluciones simplificadas y otras similares reportadas en la literatura.

6. Se compararon los tres modelos propuestos, indicando que puede surgir un problema
de no unicidad, en la interpretacion de una prueba, especialmente para distinguir entre

los diferentes casos de flujo radial.
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7. El problema inverso en relacién al flujo de trazadores en medios porosos referente

a la estimacion de los parametros de interés del yacimiento, se resolvio empleando el

método de Rosenbrock para el andlisis de regresion no lineal, pudiendo estimarse hasta

scis variables reales para ¢l caso del modelo de geometria matriz-fractura cibica, indicando
que existe el problema de no unicidad de los pardmetros. Es decir, como se ha mencionado
se requiere emplear un analisis integral en la caracterizacién apropiada del medio poroso

natuvralmente fracturado.
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NOMENCLATURA

a = Pardmetro definido por las Ec. 3-34,3-71, L3/t

A = Arca de la seccién transversal expuesta al flujo, L?
A;y(z) = Funcién de Airy, definida por las Ecs. 2-20 y 3-68

b = Espesor de la fractura, L, Ec. 2-22

B = Constante que depende de las condiciones de frontera
Bi(z) = Funcién de Airy, definida por las Ecs. 2-18 y 2-22

Co = Constante definada en la Ec, 3-68

Ck = Constante definida en la Ec. 3-68

C = Concentracién del trazador “in-situ”, M /L3

Cp = Concentracién adimensional

Cpo = Concentracién adimensional en el espacio de Lapace
cosh = Coseno hiperbdlico

coth = Cotangente hiperbdlica

d = Tamaifio de bloque de matriz, L

dp = Tamano de bloque de matriz, adimensional

D = Coeficiente de difusién, L?/t

D, = Coeficiente de dispersién longitudinal, L3/t, Ee. 5-1
Dp, = Coeficiente de difusion en la matriz, adimensional
D, = Coeficiente de difusién molecular, L3/t

Dpma = Coeficiente de difusién molecular de la matriz, L?/t, Ec. 2- 27
D, = Coeficiente de dispersidn longitudinal, L2/t

E = Espesor del elemento de simetria, L

erfe(z) = Funcidén error complementaria

f(2) = Funcién definida en la Ec. 3-69

F(tp) = Tiempo adimensional para una geometria especifica

F(rp) = Funcién definida en la Ec. 2-25
F(v) = Pardmetro definido por la Ec. 2-18

FO = Funcidén objetivo, Ec. 5-8

9(2) = Funcidén definida en la Ec. 3-69

G = Concentracién adimensional

G = Limite inferior del parametro «;, Ec. 5-43
H = Funcién escalén

H = Espesor del yacimiento, L

H, = Limite superior del parametro «;, Ec. 5-44
I, = Funcidon Bessel modificada de orden v

] = Flujo mésico, M/t

Je = Densidad de flujo convectivo, m/¢

kq = Constante de adsorcién, L}/M

K3 = Funcion Bessel Modificada

l = Pardmetro adimensional, Ec. 2-22

L = Operador de la Laplace

L = Longitud del medio poroso, L
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Nomenclatura, Cont.

L = Qperador inverso de la Laplace

nd = Niimero de datos

N = Numecro de nicleos de la espccie radioactiva, Ec. 5-7

No = Numero de original niicleos de la especie radioactiva, Ec. 5-7
ND = Numero de bloques

m = Parametro definido en la Ec. 2-25

m = Pardmetro definido por la Ec, 3-20

MT = Masa total de la especie A, M

q = gasto de inyeccién, L3/t

P. = Numero de Peclet, adimensional

r = Coordenada tomada en la direccién de flujo radial

rp = Distancia radial adimensional

T = Radio del pozo, L

rDo = Radio del pozo adimensional

R = Parametro adimensional definido por las Ecs. 3-12, 3-46 y 3-89
R,y R; = Factores de retardamiento, adimensional, Ec. 2-27

3 = Parametro de Laplace

senh = Seno hiperbdlico

t = Tiempo, {

tp = Tiempo adimensional definido por las Ecs. 3-5, 3-41 y 3-84
t1)a = Vida media del trazador radioactivo, Ec. 5-7 ¢

u = Pardmetro definido en la Ec. 2-25

U = Funcidn escaldn unitaria

v - =Velocidad del fluido, L/t

v = Volumen de controlVelocidad del fluido, L/t

w = Espesor de la fractura, L

wy = Pardmetro definido en la Ec.2-22

T = Coordenada tomada en la direccién de flujo lineal

X = Pardmetro definido por la Ec. 3-63

Tp = Distancia adimencional, Ec., 3-3

Y = Coordenada tomada en la direccion perpendicular al flujo

YD = Distancia adimensional, Ec. 3-4

Yw = Parametro definido por la Ec. 2-18

Y = Parametro definido por las Ecs. 3-60 y 5-3

7 = Pariametro definido por las Ecs. 3-66 y 5-4

: = Coordenada perpendicular al flujo radial, L

Do = Distancia perpendicular adimensional de la condicidn de interfase, Ec. 3-82
zpo = Distancia perpendicular adimensional de la condicién de interfase, Ec. 3-75

151



Nomenclatura, Cont,

Letras Griegas

a = Coeficiente de dispersividad de la fractura, L

o = Parametro adimensional definido por la Ec. 3-23
a, = Parametro definido en la Ec. 2-24

a == Parametro definido en la Ec, 2-27

Q3 = Parametro definido en la Ec. 2-28

a(l) = Pardmetro de ajuste, = a,L, Ec. 5-9

a(2) = Parametro de ajuste, = ¢,, fraccién, Ec. 5-10

a(3) = Pardmetro de ajuste, = w, L, Ec. 5-11

a(4) = Parametro de ajuste, = d,L, Ec. 5-12
a{5) = Parametro de ajuste, = D, L?/t, Ec. 5-13
a(6) = Pardmetro de ajuste, = R, adimensional, Ec. 5-14
o] = Pardmetro definido en la Ec. 2-24
Bre = Parametro definido por la Ec. 3-99
Ben = Parametro definido por la Ec. 3-54
¥ = Parametro adimensional definido por las Ecs. 3-11 3-45, 3-88 y 5-22
r = Funcion Gamma |
§ = Espesor de la pelicula estancada de fluido, L
€ = Parametro adiemnsional definido por la Ec. 3-108
¢ = Parametro definido por la Ec. 2-15
¢ = Parametro definido por la Ec. 3-68
n = Parametro definido en la Ec. 2-25
i, = Velocidad mdsica de A en direccién z, M/t
A = Constante de decaimiento radioactivo, definido en la Ec, 5-7, 1/t
v = Orden de las funciones Bessel
€L = Parametro adimensional definido por la Ec. 3-10
£,n = Parametro definido por la Ec. 3-57 |

éc = Parametro definido por las Ecs. 3-107 y 5-5
@ = Variable definida en la Ec. 3-100

p = Densidad de la roca, M/L?
T = Variable de integracién de la Ecs. 3-29 a 3-31
¢ = porosidad, fraccién
\'1 = Parametro definido por la Ec. 5-19
X2 = Parametro definido por la Ec. 5-20
- x3 = Parametro definido por la Ec. 5-21
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Nomenclatura, Cont.

Subindices
. = Ciubico
p = Adimensional
L = Lineal
ma = Matriz
» = Inicial
. = Radial
o = Relacionado con la concentracién de inyeccion
1 = Sistema de fracturas o region mévil
a2 = Regién inmévil o estancada o matriz
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APENDICE A:

DERIVACION DE LA SOLUCION
SEMIANALITICA PARA FLUJO
LINEAL

La Ec. 3-14 puede expresarse de la siguichte forma:

: 1
o =cop (242) {Lesp (oo Tt P oy 40t i) | 0

Aplicando la identidad siguiente (Ec. 7-4.3 de Abramowitz y Stegun (1970)):

% b 1 [
bl — 2 —— w—— — - — —— -
-/0 e.np{ —~at t’} dt 5\ 2 exp(—2Vab) (A-2)

donde, a partir de la Ec. A-1 se puede concluir:

a=1
Paz} (P, |
b= fD(41+7+3+a\/3+a) (A-3)

Entonces, en base a la Ec. A-2 y las definiciones dadas por la Ec. A-3, la Ec. A-1 puede

expresarse:

ral — ﬁ_ Zp Pe * .2
Cpi(rp,s) = ﬁemp( 5 )/(; exp(—1°)

1

—ex --dei)- Fe v d A-4)
p a2 \ 1 +v+s+ays+y T (A-4)

3
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Rearreglando términos en la Ec. A-4:

2 P, 00 P.z% (P,
Coi(rp,s) = —J—_;ca:p (”'02 l)/o zp [—-r’ - 4:;0 ( 4:l +7)]

(Lerp |22 (o 0y59) |} s

Entonces la concentracién adimensional en funcién de ¢p es:

2 P, 00 P,
ot = e (282) [ x| (2.4

L' {:gl-ea:p(—-klwps)ezp (—kla:np-\/.s + 7)} dr (A-G)
donde,
_ FPazp
ky = = (A-7)

La antitransformacién de la Ec. A-7 se puede efectuar utilizando la siguiente traslacion:

L™ {ezp(~ki8)f ()} = F(t = ka) U (t — k) (A-8)

donde U es la funcion escalén, ky > 0 y f(s) para este caso es:

f(o) = Leap (~azo/MG+ ) (A9)
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La antitransformacién de la Ec. A-9 puede efectuarse utilizando la siguiente transfor-

macion lineal:

L7 {f(s - )} = ezp(at)f(t (A-10)
donde para este caso:
f(s-a) = (8+;)_1exp{- zp 8:;7} | (A-11)
donde b=1/K y a=-y.

La antitransformacién de la Ec. A-11 es la siguiente (Ec. 19 apéndice V, Carslaow y

Jaeger, 1959):

L"‘{ - ! exp [—-axp = }-——-
(s—7)+7 anl

1 | "y ) arp -
2cxp(7tp)emp( arp s erfc{2\/E_t_5 \/’)’tp} +

1 [ azTp
2e:::;:)('ytp) exTp (axp‘/kz ’crfc{m/k.ﬁs + \/7tp} (A-12)

Aplicﬁndo'la antitransformada A-9 a la Fc. A-11 se obtiene la siguiente expresién:

- 1 ~ s+
! - ==
L {(3—7)+7“p[ ' }

1 k1 axp
2exp(—axpk1\/7)erfc{ W —\/’)’tp}
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1 k, azp —_—
+2e;pp(aa:pk1\/'7) crfc{ W +\/7tp} (A-13)

Aplicando la Ec. A-7 a la Ec. A-13 se obtiene la ecuacién siguiente:

1
L {ezp(-kls) S €ap (—klaxm/s + 7)} =

1 X k; Qrp
2e:):p( azrpky/7) erfc{2——-———————m \/7tD}

kl arp

+ -;-e:cp(axpkl‘/'?) erfc{zm + \/’-ﬂ;} Utp = k) (A-14)

Finalmente, sustituyendo la Ec. A-14 en la Ec. A-6 y considerando que k; dada por la Ec.
A-7, la concentracién adimensional en la region mévil en términos de tp es la siguiente

ecuacion:

1 FPa\ [ Pz} (P.
o) = Jpe (222) [ e Bk (B 1)

[ #LP.a 24P« P, z},
o e -

| zL Py x5 P, P,
o) D

872 /tp — fsl;%n. 4r
PelxD) _ '
U (tp 222)ar  (A15)

Para un trazador quimico (v = 0), la Ec. A-15 se reduce a la siguiente:

| 2 P, 0 P, 3
Cpi(zp,tp) = '"\/“—;81’? (2?]_)2 l)_[) ﬂxp{—fz - ( Z:D) }
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2
crfc {;.;—E.Q.&L} U (tD bt PelmD) dT (A-lﬁ)
T

Las Ecs. A-15 y A-16 fueron integradas numéricamente utilizando el algoritmo de O’Hara
(1969), para lo cual se requirid efectuar los siguientes cambios de variables: Primer cambio

de variable:

=r4+1
dr' =dr (A-17)
Segundo cambio de variable:
1
T” — _1:7
—~dr!
d'r” = W _ (A-IS)

Aplicando los cambios de variable A-17 y A-18 a las Ecs. A-15 y A-16, se obtienen las

siguientes ecuaciones:

Cpi(zp,tp) = ——l—e;cp (mDPel)/

1 2 Pelx},) Py
(o5 (o2

z3 P. o 3 P a | P,z
P (“ ir’l ﬁ) erfc D\/tl Paz ! (tD 4 ( 11 "1)2)
D - —“-“-1 o7 -
4(Fn-1) T

2} Poa e P, Paz
+ S exp Do VA | erfe xD e1? = v|tp - Lt 5
e ) ooy '\

U (tp - (i ‘f”l ),) dr (A-19)
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Para trazador quimico (v = 0):

2 zpF, 1 ’ PB 7}
Cpi(zp,tp) = 7‘;“”( l)/ (ru)gc:vp{ (;'7 B 1) Ty (.1-1:91)2}

l

PclxD
erfc »- Ultp—— ) dr (A-20)

La ecuacién A-19 corresponde a la ecuacién semianalitica general y la Ec. A-20 es la

L 4 [ g ® . 4+ 1] : [
solucién semianalitica para el caso particular de considerar trazador quimico.
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APENDICE B:

DERIVACION Y SOLUCION DEL MODELO
MATEMATICO PARA FLUJO RADIAL,
YACIMIENTO ESTRATIFICADO.

B.1 Desarrollo de las Ecuaciones Fundamentales
de Flujo

B.1.1 Ecuacion de flujo para la region mévil

Aplicando un balance de materia a la regién mévil (1) de la Fig. 3.2 se tiene:

-

Suposiciones:

r_ritmo de entrada | ( ritmo de salida] [ ritmo de 1 [ ritmode
de masa de la de masa de la transferencia acumulacion
{ especie A enel »)—{ especie Aenel }+{ demasade A } = { de masa de A }{B-1)
vol. de control vol. de control en la interfase | . dentro del
J 1 ) h.mai:riz—’fractur’:”a _J‘ vol. de controlJ

—

1. Densidad de la especie A constante.

2. La especie A no se produce mediante algin tipo de reaccidn quimica dentro del volumen

“de control. -

Con base en las suposiciones anteriores, la Ec. B-1 puede escribirse como sigue:

donde:

oM7Y Con 2
5 =~ + 54 (B-2)

M7: masa total de la especie A

714 : velocidad mdsica total del la especie A.

T4, ¢ término de liga de las dos regiones, expresado en funcion de la

velocidad masica.

163



Por otra parte, la masa total por unidad de volumen, M}, se expresa como:

M = Mag + Mpad + Marq (B-3)

donde:
A!AJ = IMasa ﬂuyente

M 4.4 = masa adsorbida

M 4.4 = masa perdida por decaimiento radioactivo

Debido a que no existe adsorcién en la regién mévil, la velocidad de cambio de masa total

se puede escribir como sigue:

oMI 8

— —
——

7 5 (61Cn1) + 2101 | (B-4)

donde ) es la constante de decaimiento radiactivo definida por la siguiente ecuacidn:

a(Crad) - :
¥ TR ACh (B-5)

Por otro lado, el término de densidad de flujo total estd definido por la primera ley de

Fick, pudiendo expresarse como:

'73; = J:.Cn +.?fl (B-6)

Esta ecuacién indica que la densidad de flujo mdsico total (%) es la resultante de dos

magnitudes vectoriales: el vector J,Cp; = ¢,v,C,1, que es la densidad de flujo masico de
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A que resulta del movimiento convectivo del fluido, y el vector j§ = —¢, D, V.Cyy, que es

la densidad de flujo de A que resulta de la difusién superpuesta al flujo global.

Entonces la divergencia de B-6 queda como sigue:

div (7 4) = div (JCC'..I) + div ( ) (B-7)

| 10, - 0JiCy 10 8C,.\ ac,
dv ) = 1 (7.00) + 257 17 (o) - 2 (40, 52) @)

Suposiciones

3. No existe componente de la velocidad en “2”, J, = 0

4. No existe gradiente de concentraciones en direccién “z”, &t = 0

Con base en las suposiciones anteriores, la Ec. B-8 se reduce a la siguiente:

55_ (ré1CnV;) — lai ( D.¢ 60“) (B-9)

i

div (j:{) =
tomando en cuenta que § = v, A, entonces:

(B-10)

<
-
I

O

donde,
A =2nrr(2(w-6))

Si se define
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“=mq5—® (B-11)

La velocidad en la direccién “r" esta dada por la siguiente ecuacién:

a
Ve = ;:' (B‘12)

Por otro lado, el coeficiente de dispersién D,, estd definido por:

D, = aV, + D* (B-13)

donde:

a : coeficiente de dispersividad hidraulica

D* : coeficiente de difusidn molecular

Considerando que el coeficiente de difusion molecular es mucho muy pequefio comparado

con el coeficiente de difusién por efecto del movimiento global del fluido, se puede expresar

D, como sigue:

aa

D, = av, = - | | (B-14)
Sustituyendo B-14 y B-12 en B-9 se tiene que el término de flujo esta dado por la siguiente
expresion:

, aa 02

e 10
div (14) = 5 (réi 20 ) = 2225 ($100) (B-13)

o bién:
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- aC, d9*C,
div(i,) = ¢1vr"5;'l' - ¢1Dr"~‘5;3"1' (B-16)

Suposicién:
5. El volumen de la regién mévil permanece constante. La Ec. B-16 es valida considerando
la suposicién anterior, Por otro lado, el término que liga las dos regiones, mévil e inmdvil,

estd dado por la transferencia de masa hacia la regién estancada mediante el mecanismo

de difusidn en z = w — §:

__2, 5 (%n .
Faz = _E¢2D2 (az ),;—w_.g (B 17)

“Sustituyendo las Ecs. B-4, B-16 y B-17 en la Ec. B-2 y considerando la suposicién 5 para
la Ec. B-4 se tiene: |

80.-; 80,, 3*Cn acC

2 rl |
¢ + HACH = -QS Vp—— + $1 Dp——— + =@ D (-—-—-—-) (B-18)
17, 1 1= ! 1 a ) E 242 az s .

N
El signo positivo para el término de liga en B-18 es pofque se considera que la region

moévil pierde concentracion (-) hacia la region inmdvil.

Dividiendo la Ec. B-18 entre ¢, y rearreglando la ecuacion se obtiene la siguiente ex-
presion:
aCrl 8201'1 001'1

‘rl 295‘2 acr?
ot T o — U or "'Acrl E‘lea( 0z )z*w-—b' (B 19)

Tomando en cuenta que la porosidad de la fractura esta dada por:

2(w—8)

5 (B-20)

¢ =
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Incluyendo las Ecs. B-14, B-12 y B-20 en la Ec. B-19, se tiene finalmente la expresion

que gobierna el flujo del trazador en la regién mévil:

0Cyy _ aa 620,'1 adC,y $aD, 0C,y
o ~ r O3 r Or _'\C'l+(w—.-6) Oz | s (B-21)

B.1.2 Ecuacién de flujo para la regién inmévil, estancada
o matriz

Aplicando la Ec. B-1 a la regién inmévil o estancada de la Fig. 3.2, considerando que no

existe produccién de la especie A dentro del volumen de control, se tiene:

M7,

521 = —div (17,) (B-22)
donde:
BM;{-'2 _ 0Cy | OMyaa | OMyaia |
a ~ P tTe T o (B-29)
Suposicién:

6. La adsorcién se realiza mediante una reaccién de primer orden debido a las bajas

concentraciones del trazador.

Con base en la suposicion anterior:

aMadQ — Qg:_?_ -

donde:

k4: constante de equilibrio o de adsorcién
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p : densidad de la roca

Considerando para la masa perdida por decaimiento radioactivo, que existe una porcion

de esta masa que se adsorbe a la roca:

al‘g;adi = A($3Cr3 + (1 — ¢3) pkaCy3)

Sustituyendo las Ecs, B-24 y B-25 en la Ec, B-23:

aMIQ BCrQ
t

a2 = {b1+ pka (1 = $a)} 57 + M {620 + (1 ~ $1) paCia)

El término de flujo esta dado por:
.73‘2 = J:Crs +J'fn

Suposiciones

7. No existe velocidad del trazador en la region inmévil, J, = 0

4 L LY 4 . L4 ) aer '
8. No existe difusion del trazador en direccién “r”, —4s = 0

(B-25)

(B-26)

(B-27)

Con base en las suposiciones anteriores, la divergencia de J3, estd dada sélo por la difusién

molecular en direccion z:

o d*C,
div (33‘2) = —¢3Dy 6223

Sustituyendo las Ecs. B-26 y B-28 en la Ec. B-22, se tiene la siguiente ecuacion:

2
(6 + pha (1 = $2)) 2502 4 3G (d + pha (1 = 42) = $aDr 20
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Dividiendo la Ec. B-29 entre el coeficiente de 252 y rearreglando términos:

30,-2 _ D2 620}‘2
Bt \T+ & ) o7

+ACr =0 (B-30)

La Ec. B-30 es la ecuacién fundamental de flujo para la regién estancada .

Las Ecs. B-21 y B-30 son las Ecs. fundamentales de flujo del trazador para un sistema

idealizado como el que se muestra en la Fig. 3.2,

Las condiciones iniciales y de frontera para las Ecs. B-21 y B-30 son las siguientes:

Cr(r,0)=0; t<=0 - (B-31)
Cr(rz,0=0; Vz;r,<r<oo;t<=0 (B-32)
Cr(runt) =Ch ; t>0 ~ (B-33)

Cr(o0,r) =03 t>0 - (B-34)
C,.l(r,t)=0,2(r,w-6,t) i rw<r<oo; t>0 ~ (B-35)
(%‘:’) (n_%’t) =0;t>0 - (B-36)

Las Ecs. B-21 y B-30 con las condiciones B-31 a B-36 constituyen el modelo matemadtico
representativo del problema de ﬂujo radial del trazador en medios porosos naturalmente
{racturados con fracturas horizontales. Esta solucidn es aplicable a un elemento de simetria
(Fig. 3-2) de un medio poroso naturalmente fracturado que tiene miltiples fracturas

(estratos de alta permeabilidad).
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B.2 Solucién del modelo matematico de flujo radial

con fractura horizontal

B.2.1 Modelo matematico expresado en variables

adimensionales

Para resolver el sistema de ecuaciones formado por las Ecs. B-21 y B-30 se definieron

algunos pardmetros adimensionales los cuales permitieron una mejor manipulacién de las

ecuaciones y con ello se obtuvo una forma mads sencilla para ellas, permitiendo simplificar

la solucién y el andlisis de las mismas.

Las variables adimensionales utilizadas son las siguientes:

_rD

I
Ris

w
]
I

RIn

Ot

‘o = 4ra? (w — §)

Crl - ct'

Cpr1 = Co"'ci |

¢ _Cr2—CI
Dr2 = Co — Cs'

donde:
Co: Concentracién de inyeccidn

C;: Concentracién inicial

(B-37)
(B-38)
(B-39)
(B-40)

(B-41)

Aplicando las definiciones anteriores, Ecs. B-37 a B-41 a las ecuaciones fundamentales de

flujo para la region mévil e inmévil (B-21 y B-30) se llega a las siguientes ecuaciones:
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(Co - C.') BCD, _ (Co - C.') ax 62091 _ (Co - C.') a 30131

a3 Otp a’rp 8?‘% o’drp Orp
_ _n (Co—C;) $3Da (0Cpa ‘
l\ (Co C.) CD]. + o (w _ 8) azD wet (B"‘!?)

(C,—Ci)adCpa _ ¢a (C, — C:i) D3 0’Cpa
ol dtp @2+ pka(l —d2) K 0z}

PAC—-C)Cm=0 o (B-43)

Multiplicando B-42 y B-43 por (— (c.,‘fa.-) n) se obtienen las ecuaciones f_unddméntales de

flujo en funcién de los pardmetros adimensionales:

dCp _ 1 8°Cps 1 Cp Dps | {8Cpa | |
3tD B ™D 61"1‘) | rp 61”1)- -701:“ +3 ¢2 ( azp )'DO | (B-44)
y:
aCDz 820}3‘2 —
Ny RDp; 973 +4Cp2 =0 (B-45)
donde:
w—06
Zpo = —— ‘(Bf‘m)
¢3 |
R = — B-47
3 + pkq (w — $2) (B-47)
Dpy = 2 (B-48)
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sional son las siguientes:

Condiciones iniciales:

| Cpi (rp,0) =0

Cp; (rp,2p,0) =0

Condiciones de frontera.:

Cpi1 (rpostp) =1

Co (001 tD) =0

condiciones para la interfase matriz-fractura:

| (acm

) E
azb (rp.%u'.tp) (8

=0 ; donde Ep =

| a | CDl(rD)tD) = CD2(rDazD01tD)
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Las condiciones iniciales y de frontera (Ecs. B-31 y B-36) expresadas en forma adimen-

(B-50)

(B-51)

(B-52)

(B-53)

(B-54)

(B-55)

El modelo matematico expresado en funcién de los pardmetros adimensionales para el
problema de flujo radial con fractura horizontal esta definido por las Ecs. B-44 y B-45 con

las condicioncs iniciales y de frontera Ecs.B-50 a B-55 , andlogo al modelo matematico



en funcion de las variables reales definido por las Ecs.3-21 y B-30 con las condiciones

iniciales y de frontera Ecs. B-31 a B-36.

Para determinar la distribucién de concentracién en la region mévil es necesario resolver
primero la Ec, B-45, derivar la solucién obtenida, evaluar la expresion obtenida en zpo
y sustituirla en B-44 ; con lo anterior B-44 solamente estara en funcién de rp y tp, y se

podra transformar al espacio de Laplace con respecto a ip.
B.2.2 Solucién de la Ecuacién para la regién inmévil

Aplicando el método de transformada de Laplace a la Ec. B-45, aplicando la condicidn

inicial B-51 y rearreglando términos se obtiene la siguiente ecuaciion:

&*C
""—""f 2~ BaCpa =0 (B-56)
dzD
donde:
_st7 (B.

Transformando al espacio de Laplace las Ecs. B-54 y B-55 se obtienen las condiciones de

continuidad en la interfase para B-56:

_O—Dl (TDI 3) = -0D2 (rDa 2P0y 3) (B'58)
("Cm) =0 | (B-59)
dzD ("Dv'gizna’)

La solucién general de la ec. B-56 es la siguiente:
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Cpa (rp,zpo,8) = Cyexp (\/E,IZD) + Ciexp (—\/b:;zp) (B-60)

Donde C, y C; son constantes que dependen de las condiciones de frontera.

Aplicando la Ec, B-59 a la Ec. B-60 se obtiene:

(dam) . =0 =0 \/Er-;e:rp (\/B;‘E';—)') - Czﬂ;ezp (-— ﬂrh%‘l’)‘) (B-61)

dzp J

La Ec. B-61 implica lo siguiente:

ezp (~vB ')

C =Gy ezp (\/B;-_}:%'g')

= Chezp (- ﬂ,.;.Ep) - | (B-.62)

Sustituyendo la Ec. B-62 en la Ec. B-60y aplicando la condicién de frontera B{-58'_ se

tiene:
Cm. (rp,8) = Cgea:pj (-—- ﬂ,.;.ED) exp (\/—,B_,:zm) + Caexp (—\/ﬁ—,;zm) (B-63)

de la Ec. B-63 se obtiene la constante Cj:

_ ~ Cpn(rp,s) B-64
C ezp (\/El: (20 — ED)) + cmp( \/B:;ZDo) ( )

Sustituyendo la Ec. B-64 en ’B-62 se determina la constante Ci:

exp (_\/Br_hED) ' } (B-65)

C = Cpi(rp,s) { ezp [V/Bor (200 - Ep)| + exp (—v/Brhzpo)
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Sustituyendo las constantes Cy y C;, Ecs. B-64 y B-65, respectivamente en la solucidn

general de Cp;, Ec. B-60 se obtiene la solucién para Cp; (rp, zp, 8):

exp { /e (2D ~ Ep)} + ezp {"'\/B:h-zl)}
exp{VB(zpo — Ep)} + exp {~v/Brnzpo}

Cp (rb, zp,s) = Cpi1 (rp, 9) { } (B-66)

La derivada de B-66 con respecto a zp, evaluada en zpg es la siguiente:

Eﬂ.’. L . . exp{—\/ﬂ;zno} - ea:p{-—\/ﬂ;;(Ep - zpo)}} P
( dzp ).m B _\/ﬂ:Cm e, ){ewp{-\/ﬂiizm} - ea:P{"'\/ﬂr:(Ep - zno)} 560

Rearreglando los términos exponenciales de la Ec. B-67 se tiene:

. dCp, _ - l - ﬂxp{-\/ﬁ;;(ED —'Zm)}
( dzp ),Do - —-\/b,—hcm(rp,s) {1 + emp{—\/E:;(ED -~ 22150)}} (B-68)

De acuerdo a las propiedades de las funciones trigonométricas se llega a la siguiente

relacién;

a l]—e™®
tanh (5) =1 e (B-69)

Aplicando B-69 a B-68, se obtiene finalmente la derivada de la regién inmdvil evaluada

en 2pg, necesaria para resolver la Ec. B-44:

) = —\/BnCp1 (rp, 8) tanh {4 Brh (% - zDo)} (B-70)

dCpq
dzp
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B.2.3 Solucién a la Ecuacién fundamental de la regién

maovil

Aplicando el método de transformada de La.plé,ce a la Ec, B-44 y sustituyendo la condicién

inicial B-30, se tiene la siguiente ecuacidn:

1 &*Cpy 1 dCpy _75131 + Dp, (dUpz) (B-71)

Cor(roys) = rp dr} " yp drp

Sustituyendo la Ec. B-70 en B-71 y rearreglando términos se obtiene:

d*C dC .
dri]: L drzl ~ rpénCp1 =0 (B-72)
donde:
D E
§en =3 +7+ ';fs' Prptanh {4 Brh (—52 - zno)} (Bf73)

Transformando al espacio de Laplace las Ecs, B-52 y B-54 se obtienen las condiciones de

~ frontera para la Ec. B-72:

— 1
CD1 (7‘1)0, 8) = :; (B-74)
donde,
LE™
Do = ~—
: (44
y
_C.D)_ (00,8) =0 (B-75)
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Aplicando las siguientes relaciones a la Ec, B-72:

1

Y=rmp+ T (B-76)
= - Y
T =0, esp (--2-) (B-77)
X =&PrhY (B-78)
Se llega a la siguiente ecuacidn:
d'C
ol XC - (B-79)

La Ec. B-79 corresponde a la forma estandar de la ecuacién de Airy (Abramowitz y

Stegun, 1970). La solucién general de la Ec, B-79 es la siguiente (Abramowitz, 1970):

T = AyAi(X) + A Bi(X) | (B-80)

donde A;(X) y Bi(X) son las funciones de Airy.

 La Ec. B-80 puede expresarse en términos de Cpy(rp, 3):
- A Y 1/3 Y\ o 7,3 |
Coi(rpys) = Asezp 3 ) Ai (& Y) + Agezp 5) B (&°r) (B-81)

Donde A, y A; son constantes que dépenden de las condiciones de frontera. La condicién

de frontera B-75 determina la constante A,, debidb a que B;(X) tiende a infinito para
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valores del argumento de la funcién muy grandes, lo cual implica que para satisfacer
la condicién de frontera externa A; = 0 entonces la Ec. B-81 se reduce a la siguiente

expresion:

Cpi = A;exp(-;:)/l; (&) (B-82)

Aplicando la condicidn de frontera interna B-74 a B-82 se obtiene la constante Ay:

1 Yo 1/3¢,\1-1
Ay = sezp ('-"2—) [4: (& YO)] (B-83)
“donde:
Yo =rpo+ —l—- (B-84)

Sustituyendo la Ec. B-83 en la Ec. B-82 finalmente se obtiene la solucién para la Ec.

fundamental de flujo para la fractura o regién mdvil, en el espacio de Laplace:

/3 |
— 1 Y -Y,\ A (f:h Y) |
Cpi(rp,s) = 3ewp( 5 ) " ({:;{qyo) | (B-85)

donde A;(z), para tiempos pequefios {p < 4rpg, se calcula como sigue (Abramowitz y

Stegun, 1970):

Ai(z) = 51; (a:)'”} exp (-g—x%) (B-86)

Sustituyendo la Ec B-86 en la Ec. B-85 se tiene:
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- [s‘“ )“”lL B

La Ec. B-87 corresponde a la distribucién de trazador en la regién mévil, en el espacio de
Laplace, la cual es vdlida para tp < 4rp,. Para calcular esta concentracién en el espacio

real se utilizé el algoritmo de Crump evaluando las funciones de A'iry por medio de la Ec.

B-86.
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APENDICE C:
DERIVACION Y SOLUCION DEL MODELO
MATEMATICO PARA FLUJO RADIAL,
(GEOMETRIA MATRIZ-FRACTURA CUBICA)

C.1 Desarrollo de las Ecuaciones Fundamentales

de Flujo

C.1.1 Ecuacién de flujo para la regién mdvil

Efectuando un balance de materia para la especie A en el volumen de control de la

regién mévil (1) de la Fig. 3.3, considerando que no existe produccion de masa de la

especie A dentro del volumen de control, se obtiene:

4

( ritmo de entra.da}
de masa de la
especie A en el
vol. de control

.

L

-

o

~

N

ritmo de sa.lida..1
de masa de la
especie A en el
vol. de control

J

r N

ritmo de
transferencia
de masa de A
en la interfase

-
"
i

[

ﬂ
ritmo de

acumulacion
de masa de A
dentro del

 (C-1)

Lmatriz—fra.ctura_d

| L vol. de coni;rol‘i

Las suposiciones utilizadas en este modelo son las mismas que se emplearon en el

desarrollo de las ecuaciones para el modelo de flujo radial con fractura horizontal, (ver

Apéndice B). Entonces, la Ec. C-1 puede expresarse como:

- - = 0
A{Talr ~Talrvar} — AcTlaz |z=-;!+s = Vn‘ﬁl‘a‘; {M:f}

donde:

 Ta,: velocidad mésica de A, definida por la ley de Fick.

MT: masa total de la especie A.

Area transversal al flujo: A = 2rrHé,

Area de contacto entre las dos regiones: A = 12rrArH¢s/d

Volumen de control: V,, = 2rrArH ¢;:
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El segundo miembro del lado izquierdo de la Ec. C-2 corresponde a la transferencia de
masa de la region mévil a la inmévil, se considera con signo negativo porque es una masa

que pierde el sistema de fracturas.

Dividiendo la Ec. C-2 entre el volumen de control y tomando el limite cuando V,, — 0,
se obticne la siguiente ecuacidn:

10

18, . 8 80,
—rar {r',Ar} - d¢l’7

-Al L=§+6 = 6t (0'3)
donde:
ﬁAr = ]ir + Sélcrlvr (0'4)
Tas = Js + $10n10, (C-5)
. Ce1

Jar = =1 o (C-6)

ac, |

d . _pn I3 .
JAI - ] az (C 7)

Con base en las suposiciones'anteriormente mencionadas, la Ec. C-5 sdlo esta consti-
tuida por la parte difusiva. Sustituyendo las Ecs, C-4 a C-7 en la Ec. C-3 y rearreglando

términos, se obtiene:

10 [ ,0Ca) 10 S (80a)  _8C0m g
rOr {r " or } " ror {rCruvr} + d¢1D’( ),=‘+8"‘ . (C-8)

La velocidad en la direccién r es funcidn del radio, estando definida por la Ec. B-12.
Para cste caso ¢l drea transversal al flujo es A = 2w H¢yr; por consecuencia la constante
a que cs funcién del gasto de inyeccidn y de la geometria del sistema, esta definida por la

siguiente ecuacion:
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__Q
a = 2 Ho, (C-9)

y la velocidad:

&

. Q
r  2nH¢yr (C-10)

g
i

Por otra parte, el término de acumulacién de masa de la especie A estd constituida por
el cambio de masa fluyente y el originado por el decaimiento radioactivo, definido por la

Ec. B-5, por consiguiente:

BMI _ 6Cf1
ot — ot

+ACry (C-11)

Sustituyendo las Ecs. B-14, C-10 y C-11 en la Ec. C-8y rearreglando términos, se

obtiene:
o bién:
ag't" = & B;f:‘ _ g%g;- — ACyy + g-g-f-pg (Bg;’)‘_m ‘ (C-13)

La Ec. C-13 gobierna el flujo del trazador en el sistema de fracturas de la Fig. 3.3.
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C.1.2 Ecuacidén de ﬂnjo para la regién inmévil

Efectuando el balance de materia, dado por la Ec. C-1, para la especie A en la regién

inmdvil (2) de la Fig. 3.3, y suponiendo que no existe produccion de la especie A en el

volumen de control, se obtiene la siguiente ecuacidn:

_ _ 9 |
(Asfiaz)s = (Aaz)syar = Vg { M1} (C-14)

donde:

faz: velocidad médsica de A en la direccién 2, definida por la ley
.de Fick.

M7: masa total de la especie A.
Area transversal al flujo: A, = 242%¢,

Volumen de control: V, = 242Az(z + 42)?¢,

Dividiendo la Ec. C-14 entre el volumen de control y tomando el limite cuando Az — 0,

se tiene:

S TAGOERICAR (@)

El lado derecho de la Ec. C-15, equivale al término de acumulacion de la regién inmévil
correspondiente al modelo de flujo radial con fractura horizontal, presentado previamente

en la Ec. B-26, (Ver Apéndice B). La velocidad mésica, 74, ,- esta definida por la Ec. C-5,

aplicando esta ecuacidén a la regién inmdévil, se obtiene:

ac, |
Naz = -¢2D2—6—:23 + ¢2Cr2'vz (0-16)
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Debido a que en la region inmdvil no existe el término convectivo:

_ aC,
Taz = —#aDa 3; (C-17)

Sustituyendo las Ecs. B-26 y C-17 en la Ec. C-15, desarrollando el producto de la

derivada parcial del lado izquierdo de la ecuacidn, se tiene:

*C, acC, 50,
$1D, 83’2 + ¢2Dz B2 2= [¢a + phal(l - $2)] 4 +

ACyalda + pki (1"¢a)] (C-18)

Dividiendo la Ec. C-18 entre el coeficiente de 222 y rearreglando términos, se obtiene

la siguiente ecuacidn:

$2 + pka(l — ¢3)| * 823 b2 + pka(1 — ¢3)| 2" * B2
ACny = —= (C-19)

Las Ecs. C-13 y C-19 gobiernan el comportamiento del trazador para las regiones

mévil e inmévil, respectivamente, las cuales describen el flujo de trazadores en el sistema

naturalmente fracturado, representado por la Fig. 3.3.

Las condiciones iniciales y de frontera, utilizadas en este problema, pai'a las Ecs. C-13

y C-19, son las siguientes:

C,-1 (r, 0) = : (C~20)

Ca (r,2,0) = 0 (C-21)
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Cos (rurt) = Co | (C-22)

Cy1 (00,t) =0 (C-23)
d
Co (r,t) = Cry (r,-z- + 6,t) (C-24)
aC.\ . .
( = )mo =0 ; Vrp,tp (C-25)

Por consiguiente, el modelo matematico para el problema de flujo radial de trazadores
en un medio poroso con geometria matriz-fractura cibica, estd definido por las Ecs. C-13

y C-19 con las condiciones iniciales y de frontera, Ecs. C-20 a C-25.

C.2 Solucién del Modelo Matematico para Flujo

Radial con Geometria Matriz-Fractura Ciibica

Para resolver el modelo matemdtico definido por las Ecs. C-13, C-19 y C-20 a C-
25, se emplearon algunas de las variables adimensionales definidas anteriormente para
el problema de flujo radial con fracturas horizontales; sin embargo en esta seccién se
presentan nuevamente, con objeto de definir de forma completa el problema y lograr un

mejor seguimiento en el desarrollo de la solucién.

Las variables adimensionales utilizadas son las siguientes:

r
rp = ; (0-26)
z
Zp = = (C-27)
__Q t _a
‘b = 2rH¢y a? ~ a? (C-28)
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Crl - Ci

Cpn = To = C; (C-29)
_ Cypz — Cl'
CDr2 - GO _ C,’ (0'30)

donde:
C,: concentracién de inyeccién

C;: concentracién inicial

Aplicando las definiciones anteriores y la regla de la cadena, se obtienen las siguientes

" identidades:

60.-1 _ (Co - C;)aaCDrl

8t o? dtp (@31
ag;l _ (G = Gi) aaCrT (C-32)
a;f? _ (Co - Ca)f’;i'grl (C-33)
ag;, _ (Co - G Bitzx (C-34)
a;g';, _ (Go ;—2 Ci) a’acz;;n (C-35)
8Ca _ (Co — Ci)a8Cpn (C-36)

ot ol Otp

Sustituyendo las Ecs. C-26 y C-31 a C-33 en la Ec. C-13, se obtiene la expresion

siguiente para el sistema de fracturas:
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a (Co - C.') 6’C’D,1 _ a (Co - Ci) 3CDr1

- A(Co - Ci)Cbn

rp al (9!'2-, rD rp Otp
6 ¢3(Co — Ci) 9Cp:a _a{Cy = C;) Cpn
+ d ¢, a Ds ( 92D ) ,dys - al otp (C-37)

Multiplicando la Ec. C-37 por (0—0%_’—5.-;%, se obtiene:

1 §*C 1 dCp, 6 0Cp, 0Chp,
Dr1 Dl _ Cp + 2 ¢sz ( D 2) = % (g
a0

rp Ord " rp Orp dp ¢, 0zp otp
donde:
al A
Y= (C-39)
Dpz = L - (C-40)
a .
d )
Zpo = =~ + p” (C-41)
d
dp = = (C-42)

u En forma similar, sustituyendo las Ecs. C-27 y C-34 a C-36 en la Ec. C-19, se obtiene
la expresidn siguiente para los bloques de matriz:
(C'o ~ C ;)0°Cpra |, 2 ¢
D
[¢2 + pka 1 —¢3) 9z} T

¢2)]

(Oo - C.) aa(JD,g
ol atp

(Co — Ci) 3Cpys
al O0zp

~ A(Co — C))Crz = (C-43)
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Multiplicando la Ec, C-43 por TC'FQ—%_J; y rearreglando términos, se tiene:

8*Cp; 2 0Cpra 0Cbpra
DDQR az% + ZDDDQR 3213 - CD?‘Q - atD
donde:
)

R

= %1 + pka(1—¢2)

(C-44)

(C-45)

Las condiciones iniciales y de frontera, Ecs. C-20 a C-25, cxpresadas en funcién de las

variables adimensionales, son las siguientes:

Condiciones Iniciales:

Cpr1 (Rp,0) = 0

Cpra (rDazD,O) =0

Condiciones de Frontera:

Cpri (Tpo,tp) =1 ) donde 'po = %ﬂ

CDrl (OO,tD) =0
Condicién de continuidad en la interfase:

Cpri (rp,tp) = Cpr2 (D, %D0s ip)

(Qg.l?l?.) = 0
329 2p0

(C-46)

(C-47)

(C-48)

(C-49)

(C-50)

(C-51)

E] modelo matematico expresado en funcién de los pardmetros adimensionales, para

¢l problema de flujo radial de trazadores para una geometria Matriz-Fractura de tipo
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Ciubica, esta definido por las Ecs. C-38 y C-44 con las condiciones iniciales y de frontera,

Ecs. C-46 a C-Sl.

Para determinar la distribucién de concentracion en la region mévil, es necesario re-
solver primero la Ec, C-44 y evaluar su derivada en zpo y sustituirla en la Ec. C-38; con
lo anterior la ecuacién para la region mévil sélo estara en funcién de rp y tp, y se podra

transformar al espacio de Laplace con respecto a tp.

C.2.1 Solucién de la ecuacién para la regiéon inmdvil
o para los bloques de matriz |

Aplicando la transformada de Laplace a 1a Ec. C-44, aplicando la condicién inicial, E.

C-47, y rearreglando términos, se obticne la siguiente ecuacién:

d? Cpys + 2 dCpry

| dzf) ZD dzp =0 (0‘52)

- -C-Dr2 (3 + 7)

Dip R

Con las condiciones en el espacio de Laplace que se obtienen transformando las Ecs.

C-49 y C-50;

dzp

(d 6Dr2) = 0 ' (0”53)
zp=0

La Ec. C-52 puede expresarse de la siguiente formas:

d? Cp, 2 dCpr2 =
dz%Q + ;;‘ dz?;a — Cpra® =0 (C-54)
donde:
g = ;;22 (C-55)
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Aplicando a la Ec. C-54 el siguiente cambio de variable:

sc¢ obtiene:

d w? w do Cpr = 0
Si sc define:
— C
CD,-Q = “\}—‘gl = C(CU)W 2
entonces:
dﬁp,z 1 -3 -1 dC (2)
dw 2% C(w) + @™ dz
y
dQ-C'_D,-g 3 5 _;dC(w) _1d20( )
dw? 4" C(w) — @™ dw + ’ dw?
Sustituyendo las Ecs. C-58 a C-60 en la Ec. C-57, se obtiene:
3 _s _adC ad*C _4 _gdC_ _1
Zw_?C-—w zdw+wzdw2 - w( + 2w 2dw — w i(
Agrupando términos:
adiC dC _3 2 3 5 4 _s -t
AL ot ) (et bt o)

Multiplicando a la Ec. C-62 por why simplificando términosse obtiene:

w

,d* C
d w?

+w-‘-i-c—-—0
dw
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1
2 —
w® + 1

) =0

0

(C-56)

(C-57)

(C-58)

(C-59)

(C-60)

(C-61)

(C-62)

(C-63)



La Ec. C-63 corresponde a la forma de la ecuacién Bessel Modificada de orden v = 3,

esto es:

LY +X-(»-i-X- - (X’+92)Y=0 (C-64)

X d X? dX

La solucién de la ecuacién Bessel Modificada, Ec. C-64, estd dada por la siguiente

ccuacion:

Y = AL(X) + BI_,(X) (C-65)

donde:

1,: es funcién Bessel modificada de orden v.
A y B: son constantes que dependen de las condiciones de frontera.

Aplicando la Ec. C-65 a la Ec. C-63 se tiene que la solucién general para nuestro

problema es la siguiente:

Ow) = Aly(w) + B, (w) | (C-66)

donde:

Iy (w) = \/;—z_t-ﬂ-sinh(w) (C-67) |
Iy (w) = \/_}—2";603}' (w) - (C-68)

Sustituyendo en la Ec. C-66 el cambio de variable definido por la Ec. C-58 y las

expresiones para las funciones Bessel Modificadas, Ecs. C-67 y C-68, se obtiene:
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- A [2 2
Cpra = — ———-.sznh —\/-;Ecosh (Z) (C-69)

Para expresar la Ec. C-69 en funcién de zp, se sustituye el cambio de variable definido

por la Ec. C-56:

A 2 B |2

Cprm = pay: —sznh(zpﬂ) py —cosh (zpf) (C-70)

Aplicando la condicién de frontera Ec. C-53 a la Ec, C-70, se obtiene lo siguiente:

(dCD"Q) = A{-é-cosh (2pB) — —%msinh (zpﬂ)} l; +
p=0 Zp z

dz_D D

B {f—sinh (zpB) — —l-co.sh (zpﬂ)}

2D D

Multiplicando la Ec. C-71 por ﬁz%\/g- y tomando el limite cuando zp — 0:

'km | A {zpBcosh (zpB) — sinh(zpf)} +
B {zpfBsinh (z2pf) — cosh (zpB)} = 0 (C-72)

De la ecuacién anterior se puede observar que es necesario que la constante B sea igual
a cero para que se cumpla la Ec. C-72. Sustituyendo B = 0 y aplicando la condicién de

continuidad de interfase matriz-fractura, Ec. C-50, en la Ec, C-70, se obtiene:

- . A (2. |
(Cora), _, = Conl(rp,s) = G\ 7oinh (200 ) (C-3)

De la Ec. C-73 se obticne:
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_ 7 Cpri (D, 3) )
A = 2P 2 sinh (zpof) (C-14)

Sustituyendo la constante A en la Ec, C-70 se obtiene la solucién para Cpra:

Cpra = Cpn 2D { s.tnh (z0 ) } (C-15)

Para acoplar la transferencia de masa por difusién en la interfase matriz-fractura a la
ecuacién fundamental del sistema de fracturas, es necesario derivar la Ec. C-75 y evaluarla

en zpg. La derivada de fp,g con respecto a zp, evaluada en zpg es la siguiente:

dCpr =0 B cosh(zpfl) 1 sinh (zpof)
( dzp ),Dmm = CD"‘"'W{zmsinh (zpof)  2bg sinh (2pof) (C-76)

Simplificando términos:

(daDﬂ

d zp

) = Cpm {ﬂcoth (zpoB) — ;—;—;} (C-77)

Tomando en cuenta el signo negativo implicito en zpo, de acuerdo a los ejes de referencia

“cstablecidos en la Fig. 3.3, sc tiene que:

(d Gm) = Cpn {;1— - B coth(ﬂzpo)} ~ (C-18)

d zp Do
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C.2.2 Solucién de la ecuacién fundamental que gobierna
el comportamiento del trazador en el sistema de

fracturas.

Aplicando el método de transformada de Laplace a la Ec. C-38 y sustituyendo la

condicidn inicial, Ec. C-46, se obtiene la siguiente ecuacién:

1 80pn 1 8Cp.y 6 ¢, (azjnrz) _
o Orb o Orp vCor + oy Dpy o ), = Cp,s  (C-79)

Sustituyendo la Ec. C-78 en la Ec. 79, multiplicando por rp y agrupando términos, se

ticne la siguiente expresién:

Con _ 4001 _ 16,0 = 0 (C-80)

donde: |
by = s + vé{ﬂcoth(zmﬁ) - ;{;} - (C-81)
y |
. 295 % Doa (C-82)

Transformando las condiciones de frontera Ec. C-48 y C-49 al espacio de Laplacé, se

obtienen:v

(C-83)

i
W je—

'C“Drl(rDO’ 3)

0 (C-84)

UDrl(ooas)
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