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RESUMEN 

Este trabajo presenta tres modelos matemáticos, los cuales fueron desarrollados para 

predecir el flujo de trazadores radioactivos o químicos en yacimientos naturalmente frac-

turados, considerando flujo lineal, o sea fracturas verticales, y flujo radial para los casos 

de fracturas horizontales y bloques cúbicos de matriz-fractura, para los diferentes tipos 

de inyección, continua, finita o bache y pico o instantánea. 

El sistema idealizado del yacimiento, para los tres modelos, está constituido por dos 

regiones: una región móvil donde los mecanismos de dispersión y convección están pre-

sentes y una región estancada o inmóvil donde se consideran los mecanismos de difusión 

y adsorsión. En ambas regiones es considerada la pérdida de masa por decaimiento ra-

dioactivo , Los modelos propuestos fueron comparados bajo condiciones simplificadas a 

los presentados previamente en la literatura. 

La solución que considera fracturas verticales es semianalitica, lo que evita el problema 

de la doble inversión numérica, utilizada en estudios previos. Otra importante ventaja es 

que se evita también la dispersión numérica reportada por otros investigadores cuando 

el algoritmo de Stehfest es empleado como invertidor numérico. Las soluciones para los 

modelos de flujo radial son presentadas en el espacio de Laplace, las cuales son invertidas 

numéricamente por medio del algoritmo de Crump. 

Se presenta también, una validación datallada de las soluciones propuestas en este 

estudio con respecto a las soluciones presentadas previamente y/o a las soluciones bajo 

condiciones físicas simplificadas (caso homogéneo) o soluciones límite (yacimientos natu-

ralmente fracturados cercanos a homogéneos). La influencia de los principales parámetros 

adimensionales que intervienen en las soluciones es cuidadosamente estudiada. Una com-

paración de los resultados para los tres diferentes sistemas naturalmente fracturados es 

investigada, indicando que puede surgir un problema de no unicidad en la interpretación 

de una prueba de trazadores, especialmente para los casos radiales, siendo este problema 



menos importante para los casos de inyección finita o bache. 

Los resultados de este estudio pueden ser aplicables para interpretar pruebas de trazada 

res en yacimientos naturalmente fracturados, permitiendo la estimación de los parámetros 

de interés, tanto del sistema de fracturas como de la matriz, por medio de un proceso de 

optimización basado en el método de regresión no lineal de Rosenbrock. Logrando obtener 

la estimación de 2, 4 y 6 parámetros, obteniendo así el valor de las variables reales de 

estudio de manera prácticamente directa, para el caso del modelo que considera geometría 

matriz-fractura cúbica. El problema de no unicidad de los parámetros está presente, por 

lo que es necesario disponer de mayor información del yacimineto proviniente de otras 

fuentes tales como pruebas de presión, análisis de nucleos, registros geofísicos, etc. 

Las soluciones presentadas en este estudio ofrecen una alternativa práctica para la 

interpretación de pruebas de trazadores a otras técnicas, como son el uso de simuladores 

numéricos o en general procedimientos más complejos, por ejemplo, la doble inversión 

numérica del espacio de Laplace, como ya se mencionó. Se considera que la interpretación 

de la respuesta del trazador con estas soluciones es mejor, más sencilla y práctica que 

otras reportadas previamente en la literatura, 



20 

21 

21 

28 

30 

30 

35 

40 

PÁGINA 

RESUMEN 

CONTENIDO 

CAPÍTULO 1: INTRODUCCIÓN. 

CAPÍTULO 2: REVISIÓN DE LOS PRINCIPALES 
MODELOS QUE DESCRIBEN EL FLUJO 
DE TRAZADORES EN MEDIOS POROSOS. 

2.1 Flujo Lineal. 

2.1 Flujo Radial. 

2.2.1 Medios Homogéneos. 

2,2.2 Medios No Homogéneos. 

CAPÍTULO 3: PLANTEAMIENTO Y SOLUCIÓN 
DE LOS MODELOS MATEMÁTICOS 
PARA EL FLUJO DE TRAZADORES 
EN YACIMIENTOS NATURALMENTE 
FRACTURADOS. 

3.1 Flujo Lineal. 

3.1.1 Ecuación de flujo para el sistema de 

fracturas. 

3.1.2 Solución de la ecuación de flujo para 

el sistema de fracturas. 

3.2 Flujo Radial para un Yacimiento Estratificado. 

3.2.1 Modelo matemático. 

3.2.2 Solución del modelo. 

3.3 Flujo Radial para un Yacimiento Fracturado 

(Geometria Matriz-Fractura Cúbica). 

3.3.1 Modelo matemático. 

3.3.2 Solución del modelo. 

4 

4 

6 

7 

15 

40 

44 



CAPÍTULO 4: VALIDACIÓN DE LOS MODELOS 	 51 

MATEMÁTICOS. 

4.1 Modelo para Flujo Lineal. 	 51 

4.2 Modelo para Flujo Radial en un 
	 54 

Yacimiento Estratificado. 

4.3 Modelo para Flujo Radial en un 
	 58 

Yacimientos Fracturado, 

(Geometría Matriz-ftactura Cúbica) 

CAPÍTULO 5: DISCUSIÓN DE RESULTADOS. 	 65 

5.1 Método de Análisis 	 65 

5.2 Modelo para Flujo Lineal. 	 67 

5.3 Modelo para Flujo Radial en un 	 80 

Yacimiento Estratificado. 

5.4 Modelo para Flujo Radial en un 	 85 

Yacimiento Fracturado 

(Geometría Matriz-Fractura Cúbica). 

5.5 Aspectos prácticos. 	 96 

5.6 Interpretación de una prueba de trazadores. 	 116 

5.7 Interpretación de una prueba de trazadores 	 139 

bajo la influencia de ruido aleatorio. 

CAPÍTULO 6: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 148 

NOMENCLATURA 	 150 

REFERENCIAS 	 154 

APÉNDICE A: DERIVACIÓN DE LA SOLUCIÓN 	 157 
SEMIANALÍTICA PARA FLUJO LINEAL 



APÉNDICE B: DERIVACIÓN Y SOLUCIÓN DEL MODELO 
MATEMÁTICO PARA FLUJO RADIAL, 
YACIMIENTO ESTRATIFICADO. 

163 

APÉNDICE C: DERIVACIÓN Y SOLUCIÓN DEL MODELO 
MATEMÁTICO PARA FLUJO RADIAL, 
CONSIDERANDO GEOMETRÍA MATRIZ- 
FRACTURA CÚBICA. 

APÉNDICE D: DATOS UTILIZADOS Y RANGO DE LOS 
PARÁMETROS ADIMENSIONALES QUE 
INTERVIENEN EN LA SOLUCIÓN 
DE LOS MODELOS. 

181 

197 



LISTA DE FIGURAS 

Figura 

3-1 Modelo Propuesto para Flujo Lineal. 

3-2 Modelo Propuesto para la Representación 
del Medio Naturalmente Fracturado 
(Yacimiento Estratificado). 

3-3 Modelo Propuesto para la Representación 
del Medio Naturalmente Fracturado 
(Geometría Matriz-Fractura Cúbica). 

4-1 Solución de la Ec. 3-19. Obtenida a través 
de la Inversión Numérica Empleando el Algoritmo 
de Stehfest, Inyección Pico. 

4-2 Solución Semianalitica, Ec. 3-30, Inyección 
Contínua. 

4-3 Comparación de las soluciones de Chen (1985) y 
de este Estudio para Inyección Continua de un 
Trazador Químico 

4-4 Comparación de las Soluciones de Chen (1986) y 
de este Estudio para Inyección Continua de un 
Trazador Químico. 

Página 

22 

31 

41 

52 

53 

59 

60 

68 

69 

71 

72 

74 

5-1 

5-2 

5-3 Influencia del Número de Peclet sobre la 
Inyección Continua de Trazador, para Tiempos 
Cortos. 

Inyección Continua de Trazador para Distintos 
XD. 

Inyección Continua de Trazador para Distintos 
Alfas. 

5-4 Influencia de el Número de Peclet Sobre la 
Inyección Continua de Trazador, para Tiempos 
Largos. 

5-5 Influencia del Parámetro Alfa Sobre la Inyección 
Finita de Trazador para un Periodo de Inyección 
to  = 0.3. 



Lista de Figuras (Cont.) 

Figura 	 Página 

5-6 Influencia del Número de Peclet Sobre la Inyec- 
ción Límite de Trazador para un Período de Inyec- 
ción to  = 0.3. 	 75 

5-7 Influencia del Número de Peclet Sobre la Inyec- 
ción Linde de Trazador para Períodos de Inyec- 
ción ta  = 0.1. 	 76 

5 8 Influencia de el Periodo de Inyección Sobre la 
Inyección Finita de Trazador. 	 78 

5-9 Influencia del Parámetro Alfa sobre la Inyección 
Continua de Trazador Radioactivo (Iridio). 	79 

5-10 Influencia del Parámetro Alfa sobre la Inyección 
Finita de Trazador Radioactivo (Iridio) 
t0  Inyección = 0.3. 	 81 

5-11 Influencia del Parámetro Gamma Representado a 
Través de la Constante de Decaimiento Radioac- 
tivo, Lambda. 	 82 

5-12 Inyección Continua de Trazador, Concentración 
Contra Distancia Radial, para Distintos Valores 
de to. 	 83 

5-13 Inyección Continua de Trazador, Concentración 
Contra Distancia Radial, para varios Valores de 
Radio del Pozo, to  = 1. 	 84 

5-14 Inyección Continua de Trazador, Concentración 
Contra Tiempo, para RW  = O y Ro  = 1. 	 86 

5-15 Influencia del Periodo de Inyección en la 
Inyección Finita de Trazador. 	 87 

5-16 Comparación de las Soluciones para Flujo Radial, 
en el Caso de Inyección Continua de Trazador. 	88 

5-17 Comparación de las Soluciones para Flujo Lineal 
(Fracturas Verticales) y Radial, en el Caso de 
Inyección Continua. 	 90 

5-18 Comparación de las Soluciones para Flujo Lineal 
(Fracturas Verticales) y Radial, en el Caso de 
Inyección Finita. 	 91 



Liata de Figura■ (Cont. 

Figura 	 Página 

5-19 Influencia de las Características de la Matriz 
sobre la Respuesta del Trazador, para los modelos 
de Flujo Radial. 	 93 

5-20 Influencia del Tamaño de Bloque de Matriz sobre 
la Respuesta del Trazador, Inyección Continua. 	94 

5-21 Influencia del Ancho de Fractura sobre la 
Respuesta del Trazador, para los Modelos de Flujo 
Radial. 	 95 

5-22 Influencia del Coeficiente de Dispersividad, Alfa, 
sobre la Respuesta del Trazador, Inyección 
Continua. 	 98 

5-23 Influencia del Coeficiente de Dispersividad, Alfa, 
sobre la Respuesta del Trazador, Co  contra 
TD/R02. 	 100 

5-24 Influencia de Plo  sobre el Perfil de Concentra- 
ciones. Para el caso de Inyección Continua. 	101 

5-25 Influencia de R0  sobre el Perfil de Concentra- 
ciones. Para el caso de Inyección Continua. 	102 

5-26 Influencia del Ancho de Fractura W sobre el 
Perfil de Concentraciones. Para el caso de 
Inyección Continua. 

5-27 Influencia de la Porosidad de la Matriz, Para 
el caso de Inyección Continua. 

5-28 Influencia del Coeficiente de Difusión de la 
Matriz. Para el caso de Inyección Continua. 

5-29 Influencia del Número de Bloques de Matriz. 
para el caso de Inyección Continua. 

5-30 Influencia de la Constante de adsorción, repre- 
sentada a Través del Factor de Retardamiento R. 

5-31 Influencia de la Constante de Decaimiento Radio- 
activo del Trazador, para el caso de una Inyec- 
ción Continua. 

104 

105 

107 

108 

111 

112 



Lista d• Figuras (Cont.} 

Figura 	 Página 

5-32 Influencia de la Constante de decaimiento Radio- 
activo del Trazador, para el caso de una Inyec- 
ción Continua. 	 114 

5-33 Solución Finita o Bache para un Periodo de Inyec- 
ción TD  = 970 y Diferentes Números de Bloques. 	115 

5-34 Comparación de los Tres Modelos Propuestos, In- 
cluyendo el caso de Flujo Radial Homogéneo, para 
una Inyección Finita. 	 117 

5-35 Solución Finita o Bache para los Tres Modelos 
Propuestos. 	 118 

5-36 Caso 1, 	Ajuste de Dos Parámetros, 
TD  Inyección = 204. 	 126 

5-37 Caso 1, Ajuste de Dos Parámetros, con Valores 
Estimados Iniciales más Alejados de los Reales. 
TD  Inyección = 204. 	 127 

5-38 Caso 2, Ajuste de Cuatro Parámetros, Inyección 
Continua. 	 129 

5-39 Caso 2, Ajuste de Cuatro Parámetros, Inyección 
Finita. 

5-40 Caso 2, Ajuste de Cuatro Parámetros, con 
Valores Estimados Iniciales más Alejados a los 
Reales, TD  Inyección = 204. 

130 

132 

5-41 Caso 2, Ajuste de Cuatro Parámetros, con una 
Precisión Mayor, 1E-8. 	 134 

5-42 Caso 3, Ajuste de Seis Parámetros, Inyección 
Finita. 	 135 

5-43 Caso 3, Ajuste de Seis Parámetros, con Valores 
Estimados Iniciales más Alejados de los Reales, 
TD  Inyección = 204. 	 137 

5-44 Caso 1. Ajuste de Dos Parámetros con Datos Bajo 
la Influencia de Ruido Aleatorio. 	 142 

5-45 Caso 2. Ajuste de Cuatro Parámetros con Datos 
Bajo la Influencia de Ruido Aleatorio. 	 143 



Lista d• Figuras (Cont.) 

Figura 	 Página 

5~46 Caso 3. Ajuste de Seis Parámetros con Datos Bajo 
la influencia de Ruido Aleatorio. 	 144 



LISTA DE TABLAS 

Tabla 	 Página 

Tabla 4-1 Comparación de la Solución Analítica 
Limite para Sistemas Homogéneos 
(Ec. 3-25), y la Integracion Numéri- 
ca de la Solucion Límite (Ec. 4-1). 	 55 

Tabla 4-2 Comparación de los Resultados de Hsieh 
(1986), G o  y los de este estudio, CD. 	 57 

Tabla 5-1 Características del Yacimiento del 
Ejemplo 	 124 

Tabla 5-2 Caso 1, Dos Parámetros de Ajuste 	 125 

Tabla 5-3 Caso 2, Cuatro Parámetros de Ajuste 	 128 

Tabla 5-4 Caso 2, Cuatro Parámetros de Ajuste con 
Valores Iniciales más Alejados de los 
Reales 	 131 

Tabla 5-5 Caso 3, Seis Parámetros de Ajuste 	 136 

Tabla 5-6 Variación de los Parámetros 9Cifs 	 138 

Tabla 5-7 Datos Utilizados en el Proceso de 
Ruido Aleatorio. 	 145 

Tabla 5-8 Comparación de los Parámetros Reales, 
Iniciales y Ajustados. 	 146 

Tabla 5-9 Variación de los ParámetrosZios. 	 146 

Tabla 5-10 Parámetros Xi's Ajustados sin Ruido 
Aleatorio. 	 147 

Tabla D-1 Grupo 1: Datos tomados de Tang y cola. 
(1981); Moench y Ogata (1981); Chen 
(1985 y 1986) y Hsieh (1986). 	 197 

Tabla D-2 Grupo 2: Datos tomados de Pickens y Grisak 
(1981); Koenraad y Baker (1981) 
y Hensel (1989) 
	

197 

Tabla D-3 Grupo 2: Rango de los Parámetros. 	 198 



CAPITULO 1: 

INTRODUCCIÓN 

Un porcentaje importante de los yacimientos en el mundo (geotérmicos y petrolíferos) 

se encuentran en formaciones naturalmente fracturadas (Aguilera, 1980; van Golf-Rach, 

1982; Saidi, 1987). El fllujo de fluidos en estos sistemas es más complejo que en los 

yacimientos convencionales no fracturados), para los cuales la teoría de flujo de fluidos en 

medios porosos está más desarrollada. La determinación de un esquema de explotación 

óptimo para yacimientos fracturados, depende de la caracterización adecuada de estos 

sistemas heterogéneos, lo cual resultará de extrema importancia para la predicción del 

comportamiento del yacimiento y para proyectos de reinyección. El esfuerzo para realizar 

esta tarea es mayor que el requerido para yacimientos convencionales, ya que el medio 

poroso está constituido por dos sistemas, que son detenidamente estudiados, el sistema 

de fracturas y el de la matriz. La interpretación de pruebas de trazadores contribuyen de 

manera importante en la caracterización de este tipo de yacimientos . 

Las pruebas de trazadores, adicionalmente a las pruebas de presión, constituyen una 

herramienta adecuada para obtener mayor información sobre las heterogeneidades del.  

yacimiento. Durante las últimas dos décadas varios artículos aparecen en la literatura 

relacionados con flujo lineal de trazadores en sistemas naturalmente fracturados (Grave y 

Beeten,1971; Grisak y Pickens, 1980 y 1981; Neretnieks, 1980; Tang y cols.,1981; Fossum 

y Horne, 1982; Tester y cols., 1983; Horne y Rodríguez, 1983; Jensen, 1983; Hugakorn y 

cols.,1983; Abbaszadeh, 1984; Maloszewski y cols., 1985; Rasmuson, 1985; Okandan,1987; 

Rivera y cols., 1987; Ramírez y cols., 1988). Es importante saber que el número de 

estudios que consideran una determinación cuantitativa de los parámetros del yacimiento 

es lirnitado(Grove y Beetem, 1971; Tang y co1s., 1981; Walkup y Horne, 1985; Rivera 

y cols.,1987; Ramírez y cols.). La literatura técnica existente que considera flujo radial 

de trazadores está orientada en su mayoría al caso homogéneo (Bailey y Gogarty, 1961; 

Brigham y Smith, 1966; Moench y Ogata, 1981; Pikens y cols., 1981; Chen, 1985; Guven 
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y mis., 1985; llsieb, 1986; Guvasen y Gil vasen , 1987; Chen, 1987; Falade y Brigham, 

1989). Una revisión indica que, muy pocos artículos discuten el flujo radial de trazadores 

en sistemas naturalmente fracturados (Chen, 1986; Stephenson y dos., 1989). 

Los trabajos antes mencionados fueron desarrollados considerando flujo lineal (re -

presentando el caso de un yacimiento con fracturas verticales o confinado) y flujo radial 

(fracturas horizontales o estratos de alta permeabilidad). Una visualización más rea -

lista de los sistemas naturalmente fracturados ha sido planteada por Barenblantt (1960), 

discutida posteriormente por Waren y Root (1963), la cual representa al yacimiento na - 

turalmente fracturado como un sistema idealizado formado por cubos de igual tamaño, 

separados por una malla de fracturas ortogonales. Se considera, que el flujo ocurre en la 

malla de fracturas, en tanto que la matriz continuamente alimenta al sistema de fracturas. 

Suponiendo flujo transitorio de la matriz hacia las fracturas y geometría cúbica de los 

bloques de matriz, Lai y cols. (1983) presentaron un modelo de flujo y su solución para 

el problema anteriormente mencionado. Una revisión de la literatura técnica no muestra 

una solución para el flujo radial de trazadores considerando una geometría matriz-fractura 

cúbica, del tipo usado en la teoría de análisis transitorio de presión de Lai y cols. 

En este trabajo se presentan tres modelos matemáticos y sus soluciones correspon-

dientes, los cuales consideran los tres tipos de geometría antes mencionadas, los cuales 

han sido desarrollados con el propósito de determinar la influencia de los principales 

parámetros del sistema naturalmente fracturado en la respuesta del trazador. Estos mo 

delos están representados matemáticamente por dos ecuaciones diferenciales parciales, su 

solución se presenta en el espacio de Laplace y se utilizó el algoritmo de Crump para su 

inversión, con excepción del modelo para flujo lineal, para el cual se obtuvo una solución 

semianalítica del tipo integral. Es importante mencionar que los modelos propuestos 

consideran los mecanismos de transporte de masa más relevantes que se presentan en la 

realidad (difusión, convección, adsorsión y decaimiento radioactivo), siendo su solución 

sencilla en comparación con los modelos precedentes (Walkup y Borne, 1985; Chen, 1986). 

Se presentan soluciones para las inyecciones contínua, finita y pico de trazadores radioac- 
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tivos en yacimientos naturalmente fracturados. Estas soluciones se presentan para flujo 

lineal para un yacimiento con fracturas verticales o confinado, flujo radial para el caso de 

fracturas horizontales y bloques de matriz de geometría cúbica. Estas consideran como 

caso particular el flujo de un trazador químico. Adicionalmente se presentan algunos ca-

sos particulares como el comportamiento de un yacimiento homogéneo y soluciones límite 

que consideran al yacimiento naturalmente fracturado tendiendo a homogéneo. 
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CAPITULO 2: 

REVISIÓN DE LOS PRINCIPALES MODELOS 
QUE DESCRIBEN EL FLUJO DE TRAZADORES 
EN MEDIOS POROSOS. 

En este capítulo se mencionan brevemente los principales modelos reportados en la lite 

ratura. En esta descripción se incluyen tanto los modelos que gobiernan el compor-

tamiento del trazador en medios porosos fracturados así como no fracturados. Es conve-

niente hacer notar que los modelos desarrollados para flujo lineal han sido previamente 

descritos con detalle por Ramírez (1988). 

2.1 Modelos representativos del flujo lineal 

La ecuación básica que rige el comportamiento de flujo del trazador en un medio poroso 

homogéneo ha sido formulada por varios autores: Coats y Smith (1963), Deans (1963), 

Brigham (1974), entre otros. Si C(x, i), (o de aquí en adelante C), es la concentración 

del trazador en un punto x a un tiempo t, entonces la variación de concentración está 

descrita por la siguiente ecuación (Perkins y Johnson, 1963): 

ac a2c ac (2-1) 

    

Utilizando el siguiente cambio de variable xi = x —vt, se obtiene la ecuación de difusión: 

ac 	a2c 
(2-2) 
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En estas ecuaciones el coeficiente promedio de difusión D, engloba los efectos debidos 

a la difusión y a las fluctuaciones de la velocidad convectiva. 

A las Ecs. 2-1 y 2-2 se les conoce como "Modelo de Difusión". Una revisión con 

detalle de las principales soluciones reportadas en la literatura, empleando el modelo de 

difusión con diferentes tipos de condiciones de frontera se presenta en Ramírez, 1988. En 

este estudio se presentan algunos modelos que incluyen efectos adicionales con respecto 

al modelo de difusión, como la adsorsión del trazador en los granos de la roca, y para el 

caso de un trazador radioactivo, el decaimiento radioactivo (Gershon y Nir, 1969). 

El efecto de "retardamiento" en la irrupción de las concentraciones de trazador ha sido 

estudiado por varios investigadores,por ejemplo Deans (1963), los cuales han dividido 

en dos partes la región a través de la cual fluye el trazador, una en la que el fluido se 

mueve continuamente y otra en que permanece estancada; a este tipo de modelos se les 

conoce como "Modelos de Capacitancia". Los modelos más conocidos son; el modelo 

de capacitancia de Deans (1963), el de Coats y Smith (1963) y el de Brigham (1974). 

Estos autores han modificado el modelo básico de difusión con objeto de tomar en cuenta 

la asimetría que frecuentemente presenta el perfil de concentraciones, tanto en la parte 

inicial como en la final de una prueba de trazadores. 

Por otra parte, las formaciones con fracturas naturales presentan discontinuidades ex-

tremas en propiedades físicas, tales como porosidad y permeabilidad. Cuando se tiene un 

proceso de flujo de trazador a través del sistema naturalmente fracturado, los procesos 

dominantes serán la dispersión y el transporte convectivo y difusión en la red de fracturas 

y la difusión en los bloques de matriz. Normalmente, el proceso de difusión hacia la ma-

triz, actuará como un efecto retardador de la aparición del trazador en el pozo productor, 

lo cual se agudizará si existe algún tipo de adsorsión del soluto en la roca, debido a que 

al considerarse la matriz, se incrementa el área efectiva de contacto entre los granos de la 

roca y del soluto. 
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A continuación se mencionan las soluciones al problema de flujo de trazadores en medios 

naturalmente fracturados propuestas por algunos investigadores. 

Tang y asociados (1981) desarrollaron una solución semianalítica para el problema de 

transporte de un contaminante en un sistema de una sola fractura, considerando los 

fenómenos de dispersión y difusión. 

Jensen y Horne (1983) formularon un modelo de doble porosidad, tomando en cuenta 

los procesos de convección en la fractura, y simultáneamente, difusión y adsorsión en los 

poros de la roca. 

Walkup y Horne (1985) desarrollaron un modelo bidimensional representando el sistema de 

fracturas del yacimiento a traves de dos regiones, una región móvil en la que se incluyen los 

fenómenos de convección en dirección x, difusión en dirección y, y adsorsión del trazador 

en las paredes de la roca, y una región inmóvil en la que actuan los procesos de difusión 

en dirección y, así como la adsorsión en las paredes de la roca. 

Ramírez (1988) presenta un modelo lineal de doble porosidad también representando al 

sistema fracturado por medio de dos regiones, una región móvil donde los fenómenos de 

difusión y convección estan presentes y una región estancada ó inmóvil donde sólo se 

presentan los fenómenos de difusión y adsorsión. Ambas regiones están interconectadas 

por medio de una capa muy delgada de fluido, que forma parte de la región estancada, la 

cual controla la transferencia de masa de las dos regiones. 

Las soluciones de los dos últimos modelos mencionados se presentan en el espacio de 

Laplace y en ambos casos se utilizó el algoritmo de Stehfest (1970) para su inversión. 

Walkup y llorne emplearon este algoritmo para antitransformar tanto en espacio como en 

tiempo y Ramírez y asociados lo utilizaron sólo para antitransformar en tiempo. Todos 

los modelos anteriormente mencionados se presentan con detalle en Ramírez (1988). 

2.2 Modelos representativos del flujo radial 

En esta sección se describen brevemente algunos de los modelos reportados en la lite - 

ratura para flujo radial. Estos se pueden clasificar de acuerdo al medio poroso a través del 
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cual está viajando el trazador, así se pueden tomar dos casos, medios porosos homogéneos 

y heterogéneos. Se presentan a continuación los modelos representativos para flujo radial 

en medios porosos homogéneos y más adelante se describen algunos de los modelos co 

rrespondientes a medios naturalmente fracturados. Cabe mencionar, que los modelos que 

se describen en esta sección fueron elegidos de acuerdo con el tratamiento de la solución 

al problema de dispersión en medios porosos, es decir aquí se describen los principales 

modelos matemáticos que emplean métodos analíticos para su solución. En cuanto a 

los modelos que utilizan esquemas ntimericos para resolver el problema de dispersión en 

medios porosos, se discuten parcialmente en este trabajo debido a que el tratamiento 

matemático que se emplea en los modelos que aquí se proponen son conceptualizados 

analíticamente, 

2.2.1. Modelos representativos de medios 

porosos homogéneos 

El problema de dispersión, convección-difusión, en medios porosos para el caso de flujo 

radial, es diferente sustancialmente al problema de dispersión en flujo lineal. Esta diferen-

cia estriba en que para el caso de flujo radial la velocidad es variable, y por consecuencia, 

el coeficiente de dispersión (D,. 5:14 av,.), también lo es, siendo que para el caso de flujo 

lineal la velocidad se puede considerar constante. 

La velocidad, vr , se expresa en términos del gasto de inyección, q, de la geometría del 

sistema y del radio, r: 

donde: 

a 
Ur  = 	= — 

2rhOr r 
(2-3) 

a= 	 
2irhq 

La ecuación que describe el comportamiento de un trazador que se inyecta a gasto 
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volumétrico constante en el pozo de radio rw, a un medio poroso homogéneo e isotrópico, 

es la siguiente: 

8C 8C ot  +14 or  
( oc) 

(2-4) 

o lyién: 

OC 	A OC aA a2c 
at 	ter = r 0r2  

(2-5) 

La Ec. 2-4 se deriva en base a un balance de materia, considerando que el coeficiente 

de difusión molecular es pequeño comparado con el coeficiente de dispersión. 

La solución al problema de dispersión para flujo radial, Ec. 2-4, con distintos tipos 

de condiciones de frontera, ha sido reportada en la literatura por diversos autores (Tang 

y Babú, 1979; itloench y Ogata, 1981; IIsieh, 1986; Tang y Peaceman, 1987; Falade y 

Brigham ,1989). Estas soluciones pueden clasificarse de acuerdo a los métodos empleados 

en su desarrollo como numéricos o analíticos. 

Debido a que los modelos que se presentan en esta sección se expresan en función 

de parámetros adimensionales, y éstos son similares entre si, se definen previamente las 

siguientes variables adimensionales: 

rD 
a 

ru, rj = — a 

C 
CA-- -67(; 

qt  t D = 
27rha2  

(2-6) 

(2-7) 

(2-8) 

(2-9) 
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donde a es la dispersividad en las fracturas. 

Expresando la Ec. 2-5 en forma adimensional: 

8CDr 	1 acp,. — 1 82CD,. 
OiD 	rrs arD 	rD  ar2D  (240) 

La ecuación anterior es la expresión básica que describe el comportamiento de un 

trazador químico en un medio poroso homogéneo con flujo radial, las condiciones iniciales 

y de frontera más comunmente empleadas para definir por completo este problema son 

las siguientes: 

Condición inicial: 

CD(rDo,0) = O 

Condiciones de Frontera: 

CD(rDo,iD) = 1 	 (2-11) 

CD(rD --> oo,iD ) -4 0 

En el caso de que algunos autores hayan utilizado condiciones iniciales y de frontera 

diferentes a las anteriores, éstas se aclararán apropiadamente. 

2.11.1 Modelo de Tang y Babú (1979) 

Estos autores fueron prácticamente los primeros en presentar una solución analítica 

para el problema de dispersión en medios porosos para flujo radial. Hasta 1970, no e - 

xistían soluciones analíticas exactas para el problema de dispersión con velocidad variable, 

esto es coeficiente de dispersión dependiente de la velocidad. Tang y Babú presentan la 

solución exacta para la Ec. 240 con las Ecs. 2-11 expresadas en función de las variables 
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reales. Esta solución es reportada por Ilildebrand (1976) en el espacio de Laplace; Tang 

y Babú invierten analíticamente esta solución aplicando la teoría de variable compleja y 

llegan a una solución en el espacio real en términos de tres integrales, las que a su vez, 

dependen de las funciones Bessel Modificadas. Esta solución se comparó con la solución 

aproximada de Raimondi y asociados (1959) y la solución numérica de Hoopes y Harleman 

(1065), concluyéndose de lo anterior que la solución presentada por Tang y Babú reporta 

excelentes resultados con respecto a la solución numérica; por consiguiente la solución 

de Tang y Babú satisfizo la necesidad existente hasta esa fecha, de no disponer de una 

solución analítica para el problema de dispersión radial en medios porosos. En esta sección 

no se presenta esta solución debido a que las integrales que la conforman son bastante 

complejas y se requeriría adicionalmente definir un gran número de variables involucradas 

en esta solución, sin embargo, es importante mencionarla debido a que algunas de las 

soluciones posteriomente reportadas se han derivado con base en la solución analítica de 

Tang y Babú. 

2.2.1.2 Modelo de Moench y Ogata (1981) 

Moenh y Ogata reportan una solución al problema de dispersión radial en un medio 

poroso homogéneo en el espacio de Laplace e invierten esta solución por medio del al-

goritmo de Stehfest (1970), presentando así una ecuación que describe el flujo de un 

trazador químico en un medio poroso, la cual se evalúa fácilmente y que permite una 

buena predicción de lo que ocurre en la práctica.. 

Aplicando el método de transformada de Laplace a la Ec. 2-9, se llega a la siguiente 

ecuación diferencial ordinaria: 

dreD dCD 
TDSCD = 0 

drD dril)  
(2-12) 

donde CD es la concentración adimensional en el espacio transformado y s es la variable 

de transformación de Laplace. 
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LaS condiciones de frontera para la Ec. 2-12 son las siguientes: 

CID(rDo l  8) = 

ED(rD  --) oo,a) .7= 0 	 (2-13) 

La solución general de la Ec. 2-12 está reportada por Hiidebrand (1976). Moench y 

Ogata aplican las condiciones de frontera expresadas por las Ecs. 2-13 a ésta solución y 

reportan la siguiente solución: 

—
CD = —

1 
 ex p 

(rD  rpo  M \  Y)  
3 	2 	) A;(-170) 

(2-14) 

  

donde A; es la Función de Airy y su argumento está dado por: 

Y = 
32/ 4 

 (srp 

yo  = 3  j./3  (3rDo  

La transformada inversa de la Ec. 2-14 es obtenida aplicando el algoritmo de Stehfest 

(1970); las funciones de Airy se calcularon utilizando la siguiente expansión en serie para 

1 z I> 1 (Abramowitz y Stegun, 1970): 

Ai (z) "J- ir1/2z1/4 exp(—C) E(-1)kekck 
k=O 

(2-15) 

donde 2 3/2 
3 1 y 

(2k + 1)(2k + 3)  • • • (6k  —  1) 
ck  = 

216kk! 
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Los resultados de la inversión numérica de la Ec. 2-14 fueron comparados con la 

solución al mismo problema presentada por Hoopes y Harlernan (1965), quienes la dese, - 

rrollaron a través de un esquema de diferencias finitas. La conclusión de esta comparación 

es que la técnica de inversión utilizada por Moench y Ogata (1981) converge a la solución 

numérica. Sin embargo, es importante hacer notar que la aproximación de la solución 

obtenida depende del valor de N empleado en la inversión numérica, así como también 

del valor del tiempo adimensional. 

2.2.1.3 Modelo de Hsieh (1986) 

Hsieh presenta una solución analítica de tipo integral para el problema de dispersión de 

un trazador en un acuífero confinado de espesor uniforme y de extensión lateral infinita. 

El modelo matemático en el espacio de Laplace que resuelve Hsieh está constituido por 

las Ecs. 2-10 con las condiciones 2-11, cuya solución en el espacio de Laplace corresponde 

a la Ec. 2-14. 

La transformada inversa de la Ec. 2-14 es la siguiente: 

£ 

4-ico 
CD(rDitD) = 	est D -CD(rD , s)ds 

00 
(2-16) 

donde -y es un número real y s es complejo. El cálculo de la Ec. 2-16 se efectuó de la 

siguiente forma: 

C(rD,t) = 1 — 41: F(v)dv 
	

(2-17) 

donde: 

 

2 exp  v2tD (rD rpo)/2] 1 I Ai(Y)Bi(ytu) Ai(Ytu)Bi(Y)  
7rv 	 PlitYw)12  [Bi(Y10)12  

 

 

F(v) = (2-18) 
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y 
1 — 4rDv2  

.0~0 

4'0/3  

4rDava 
Yw 	4v4/3  

Las funciones de Airy, A; (z) y B; (z) fueron evaluadas con las fórmulas reportadas por 

Abramowitz y Stegun 0970. Esta fórmulas se utilizaron dividiendo el argumento en tres 

intervalos: (—co, —5.0), (-5.0,4.8), y (4.8, oo). Para argumentos z > 4.8, las funciones 

A; (z) se calculan de acuerdo a la Ec. 2-15 y las funciones B; (z) se evalúan como sigue: 

1 	 co 
Bi(z) = Ir1/2z1/4 exp(C) E CkC k- 

k=0 
(2-19) 

Para —5.0 < z < 4.8: 

Ai(z) = /3if(z) 	fiig(z) 

B;  (z) = 4- P11(z) 	fi3g(z)] 

donde: 

1 	1 x 4
z6 + 

1 X4  x7  
zg  + • • • f(z) = 1 	—

3!
Z3 + 

6! 	 9! 

Y 

9(z) = z 	2  z4 4.  2 x 5 7 	2 x 5 x 8 
z 

4! 	— 	10! 	
+ • . • 

n  

donde Qi = .035502805 y ,32 = .25881940. 

Para z < —5.0, se define z* = —z: 
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(2-21) 



1 
Vz; 

cos (C* -I- —74  

{sen 
a° 

--tí)  kE=0(1)k C2k((*)-2k 
oo 

E(-i)k c2k+i(e)--2" 
k=0 

1 an 

¡(—z*) = vi--47, {cos (r + 9 Z...( — )k  c2k(r)-24} 
k=o 

+ {sen(e. + k 
4  i.../(-1) c2k+i(r)-2k-1  

k=0 

donde: 	= 2/3 z3'2  y ck  está definida inmediatamente después de la Ec. 2-15. La 

integral de la Ec. 2-17 fué calculada por un método descrito por Longman (1956) basado 

en la transformación de Euler, Bromwich (1942). Hsieh compara los resultados de su 

solución semianalítica con los obtenidos a través de métodos numéricos por Hoopes y 

Harleman (1965) y llega a la conclusión que ambas soluciones proporcionan resultados 

muy aproximados. También reporta la comparación de la evaluación de la Ec. 2-17 

con la inversión numérica de la Ec. 2-14, empleando el algoritmo de Stehfest 0970, 

que corresponde a la solución de Moench y Ogata (1981), encontrando que los resultados 

presentados por estos autores son muy similares a los de su solución analítica; sin embargo, 

se observó que para tiempos adimensionales grandes la solución invertida numéricamente 

presenta dispersión numérica. 

2.2.1.4 Modelo de Tang y Peaceman (1987) 

Tang y Peaceman presentan una solución analítica para el problema de dispersión en 

medios porosos para flujo radial e inyección tipo bache, la cual es similar a la reportada 

por Tang y Babd (1979) para inyección continua, es decir, estos autores presentan una 

solución constituida por tres integrales que a su vez, están en términos de las funciones 

Bessel Modificadas. También presentan una solución basada en diferencias finitas, la 

cual se compara con la obtenida por medios analíticos para verificarla. De lo anterior 

se concluye que la solución numérica presenta excelentes resultados con respecto a la 

analítica, es decir, la dispersión numérica prácticamente es despreciable. 
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2.2.1,5 Modelo de Falade y Brigham (1980) 

Falade y Brigham incluyen en la ecuación básica que describe el comportamiento de 

flujo de un trazador en un medio poroso homogéneo, Ec. 2-10, el término correspondiente 

a la reacción química de primer orden y a la adsorsión del trazador en los granos de 

la roca. Estos autores presentan tres soluciones que corresponden a una concentración 

baja, moderada y alta del trazador inyectado, en donde para cada caso se considera 

distinto coeficiente de dispersión hidrodinámico, según la relevancia de los procesos que 

lo componen. Estas soluciones las presentan en el espacio de Laplace y están en términos 

de las funciones de Airy. Falade y Brigham consideran tanto la inyección continua de 

trazador como la inyección tipo bache, sus soluciones las invierten numéricamente por 

medio del algoritmo de Stehfest (1970) y reportan dos figuras con los resultados, una 

para la inyección continua y otra figura para la inyección tipo bache. Sin embargo, estos 

autores no presentan la comparación de sus soluciones con datos de campo o con otros 

modelos reportados en la literatura, es por esta razón que en esta sección sólo se mencionan 

brevemente las soluciones reportadas por Falade y Brigham (1989). 

2.2.2. Modelos representativos de medios 
porosos no homogéneos 

Con respecto a este tópico existen pocos modelos reportados en la literatura, en esta 

sección se presentan sólo dos modelos para flujo radial a través de medios no homogéneos; 

el primero de ellos es presentado por Chen (1985) el cual considera inyección continua de 

un contaminante químico en un acuífero con una fractura horizontal discreta, el segundo 

es una extensión del primero y adicionalmente incluyen la opción de un contaminante 

radioactivo, este último también es presentado por Chen (1986). 

2.2.2.1 Modelo de Chen (1985) 

Chen visualiza el problema de flujo radial de un contaminante en un medio poroso 

con una fractura horizontal por medio de dos regiones: (1) una región representando a la 
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fractura, comprendida entre r Do  < rD  < oo y (2) otra región representado la matriz del 

medio poroso, limitada por O < zD  < oo. Efectuando un balance de materia en estas dos 

regiones, Chen llega a las siguientes ecuaciones expresadas en forma adimensional: 

1 82CD1 	1 ac. 	ID? (acD2) 	acDi 

rD ÚrD 	rD arD 	1 azD 4D=0 	aiD 

a2  C1303 	l oc532 

azb 
-  103 at1 

(2-22) 

(2-23) 

Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera: 

CD1 D O) = CD2(zD , O) = O 

CD1(rDoy ID) = 1 

Cm(00, tD) = O 

CD2 (oo,ID) = O 

CD1(0,1D) = CD2(0,tD) 

donde tvi = tv2(1.5f )1/2, w2  = k 	) ,1—°J ybes el espesor de la fractura. 

Aplicando el método de la transformada de Laplace a las Ecs. 2-22 y 2-23, empleando 

las condiciones iniciales, resolviendo la ecuación para la matriz, evaluándola en zD  = O 

y acoplándola con la ecuación para la fractura se llega a la expresión en el espacio de 

Laplace que gobierna la distribución de concentración en la fractura: 

D1 = erp ( 11  —  Yo )  A0113111 
3 \ 2 / fli (f31 /3170) 

(2-24) 
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donde p ais1 /3  Y al = 02w2/015i1  

La solución aproximada que presenta Chen (1985) consiste en utilizar tan sólo el primer 

término de la expansión de la serie de la Ec. 2-15, para valores muy grandes del argumento 

de la función de Airy, Ai(z), con lo anterior la expresión en el espacio de Laplace permite, 

a través de algunos teoremas y fórmulas de inversión, Erdélyi (1954), llegar a la siguiente 

solución en el espacio real: 

ex—x)  1,00  j_ 	rhfil   dx D1 = krD 
p(

rx erf c  N/x(x -- 

donde: 

_rpo  exp  r rDo  

rD 
 

2 

(2-25) 

= mai/4 	u = rn2/(4tD) 

Y 

, 3/ 	3/2\ 
rn = 2 — 2 r DO I 

La ecuación anterior es válida para tiempos adimensionales pequeños, lo cual corres-

ponde a ti)  < 4rDo. Chen invierte la Ec. 2-24 por medio de Stehfest (1970), utilizando 

para el cálculo de las funciones de Airy que intervienen en esta ecuación la siguiente 

identidad, Abramowitz y Stegun (1970): 

I \ fi' 	(2 312) fli(S) = 	K by -ásX (2-26) 

donde K113  son las funciones Bessel. Chen presenta los resultados de ambas soluciones, la 

analítica y la invertida por Stehfest (1970), concluyendo que las dos soluciones reportan 

prácticamente los mismos resultados. 
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1 a2CDi  

rD Orl 
1 acfpi 	(acD2) --n  a2  

rD urD tal) zp =O 

— a3Cm = ati) (2-27) 
acm 

aZ2) 	a3CD2 
1 9CD2 

wa  atD 
02CD3 

(2-28) 

2.2.2.2 Modelo de Chen (1988) 

La visualización de este modelo es muy similar al presentado anteriormente, con la 

diferencia que en este, Chen considera el decaimiento radioactivo así como una masa ad-

sorbida del contaminante en los granos de la roca a través de una reacción de primer 

orden en sus ecuaciones, neeze y Cherry (1979). El tratamiento matemático es entera-

mente análogo al anterior, por lo que no se presenta en esta sección. En este artículo, 

el autor presenta dos modelos matemáticos: el primero considera un contaminante radi-

activo transportado a través de una fractura por convección y dispersión longitudinal y 

el segundo, que es un caso particular del primero, considera solamente el transporte por 

convección. En esta sección se describe brevemente el primero de estos modelos. 

Las ecuaciones resultantes de un balance de materia para la fractura y la matriz son 

las siguientes, expresadas en función de las variables adimensionales: 

Con las siguientes condiciones iniciales y de frontera: 

CD rD,O) = CD2(zD,O) = O 

Cni(rDo,tD) = exp(—a3iD) 

CD1(cio,tD ) = O 

CD2(oo,tD) = O 
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CD1(rD$43) 	CD2(0, 11)) 

donde a2  12-4" 132-19-a a3  = RiAa2M, R1  y R2  son los factores de retardamiento tanto RIA 

de la fractura como de la matriz, definidos de la siguiente forma: R1  = 1 + kdl /b y 

R2  = pkd2/02 , donde kdi  y len  son las constantes de adsorsión de la fractura y de la 

matriz, respectivamente. 

Aplicando el método de transformada de Laplace a las Ecs. 2-27 y 2-28, utilizando las 

condiciones iniciales , resolviendo la ecuación para la matriz, derivándola con respecto a 

zD  , evaluándola en zD  = 0, acoplándola en la ecuación para la fractura y resolviendo ésta 

con las condiciones de frontera, se obtiene la siguiente ecuación en el espacio de Laplace 

para la fractura: 

1 	y  yo) {A01/311 
-0-Di(rDoi  = 	exP ( 2 	A0  /3y0)  (2-29) 

donde fi = s a3  a2‘/3 a3  

A través de un procedimiento análogo al presentado por Chen (1985), utilizando la 

misma aproximación para las funciones de Airy, para tiempos cortos, empleadas en este 

traba jo previo se obtiene la expresión siguiente para la distribución de concentración en 

la fractura: 

= F(rD )exp(--x3tD) 	exP(-2)  erfe[ 	ldx 	(2-30) 
u 	virx 	Vs(x — u) 

donde F(rD), ri y u, se definieron en la sección anterior. Se puede observar que si a3 = 0, 

la Ec. 2-30 se reduce a la solución para tiempos cortos reportada por Chen (1985). Las 

soluciones para tiempos intermedios y largos se obtienen aplicando el algoritmo de Stehfest 

(1970) a la Ec. 2-29. 
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CAPÍTULO 3: 

PLANTEAMIENTO Y SOLUCIÓN DE 
LOS MODELOS MATEMÁTICOS PARA 
EL FLUJO DE TRAZADORES EN 
YACIMIENTOS NATURALMENTE 
FRACTURADOS 

En este capitulo se presenta el planteamiento y la solución de tres modelos matemáticos; 

el primero de ellos predice el comportamiento del trazador en un medio fracturado donde 

el flujo es lineal, representando el caso real de un yacimiento con fracturas verticales o 

un sistema confinado. Para este caso se presenta una solución semianalítica, para los tres 

tipos de pruebas de trazador que se realizan en el campo, inyección continua, finita y 

tipo pico o instantánea. Es importante hacer notar, que en esta sección sólo se presenta 

la ecuación que describe el flujo de trazador en el sistema de fracturas, partiendo de un 

balance de materia para cada región que compone el sistema fracturado, el desarrollo y 

solución de estas ecuaciones en el espacio de Laplace se presenta con detalle en el trabajo 

de Ramírez (1988). Aquí se parte de la ecuación derivada anteriormente y se presenta 

una solución de tipo integral, para los tres tipos de pruebas de trazador. 

Los dos modelos restantes describen el comportamiento del trazador en un yacimiento 

naturalmente fracturado para flujo radial. La diferencia entre estos modelos es la geome-

tría del sistema; en el primer caso el medio fracturado es representado mediante un sistema 

idealizado, equivalente a un yacimiento estratificado; el segundo caso se representa el 

medio fracturado a través del modelo propuesto por Warren y Root (1967), es decir, la 

geometría de la matriz fractura cúbica. En ambos casos la solución está expresada en el 

espacio de Laplace, para cuya inversión numérica se utilizó el algoritmo de Crump (1976). 

Para estos casos también se presentan las tres soluciones correspondientes a los tres tipos 

de pruebas de trazadores. 
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Para los tres modelos, el yacimiento naturalmente fracturado se idealizó representándose 

por medio de dos regiones: una región móvil, donde los fenómenos de difusión y convección 

están presentes y una región estancada o inmóvil donde sólo se presentan los fenómenos 

de difusión y adsorción. Ambas regiones están interconectadas por medio de una capa 

muy delgada de fluido estancado, que forma parte de la región inmóvil, la cual controla 

la transferencia de masa entre las dos regiones. La región móvil representa el sistema de 

fracturas, donde el trazador puede alcanzar altas velocidades. La roca del yacimiento y 

sus heterogeneidades, tales como microfracturas y fracturas ciegas, se representan por un 

medio poroso equivalente donde el fluido permanece inmóvil, lo que constituye la región es-

tancada. Esta visualización del problema ha sido usada por otros autores anteriormente 

(Deans, 1963; Walkup y Horne, 1985; Maloszewski y Zuber, 1985; Rivera y asociados, 

1988). 

3.1 Flujo lineal 

En esta sección se presenta la ecuación que gobierna el flujo del trazador en el sistema 

de fracturas, se hace una breve descripción del modelo, para mayor detalle se recomienda 

consultar Ramírez (1988) y también se incluye la solución semianalítica, del problema, la 

cual es de tipo integral. Lo anterior se presenta para cada una de las pruebas de trazadores 

que se realizan en el campo, inyección continua, finita y tipo pico. 

3.1.1 Ecuación de flujo para el sistema de fracturas 

El modelo propuesto se muestra en la Fig. 3-1; el sistema idealizado está constituido 

por dos regiones: la región móvil (1) y la región estancada 6 inmóvil (2). Estas dos 

regiones están en contacto a través de una película delgada de fluido estancado cuyo 

espesor es 6. 

Como se puede observar de la Fig. 3 — lb en el esquema idealizado se considera: un 

elemento de simetría de espesor E, el cual es repetitivo; una fractura de ancho 2w, limitada 
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Fig. 3-1 Modelo propuesto para flujo lineal. 
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en ambos extremos por el medio poroso. La región móvil tiene un ancho de 2(w — 8), 

siendo 8 el espesor de una película muy delgada que limita la región móvil en dirección 

y, que está incluida en la zona estancada por lo que, la región estancada tiene un espesor 

de E/2 — (w 5). Esta película representa la resistencia que controla la transferencia de 

masa entre las regiones estancada e móvil. 

Con base en un balance de materia efectuado para las dos regiones se obtienen las 

ecuaciones que describen el flujo del trazador tanto en el sistema de fracturas como en la 

matriz: 

1 a2cD1 acipi 
Pel axD 

- 
axD 

aci 	acm 
—1CD1+11,(—  = atr, 

(3-1) 

R a2cD2  i/CD2  
Pe2 ayb 

OCD2 
1971;  = O (3-2) 

donde los parámetros adimensionales se definen como sigue: 

X 
XD = 

Y 
YD =  L 

1D 
vLi 

— 
CD1 co 	 

CD2 = C2 — Ca 
— 

vLL 
Pel Dl 

(3-3) 

(3-4) 

(3-5) 

(3-6) 

(3-7) 

(3-8) 
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vLL 
Pis— -71  

q52D2  

vL(w - 6)  

 

LA 

 

912  R = 
952 + Pka(1— 95 2) 

Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo matemático constituido 

por las Ecs. 3-1 y 3-2 se presentan a continuación: 

condiciones iniciales: 

CD1(xD, 0) = 0 	 (3-13) 

(7132(2:1),1,1)10) == 0 
	

(3-14) 

Condiciones de frontera: 

CD1(0,tD) = 1 	 (3-15) 

CD1(00, tD) = 0 	 (3-16) 

w — 
CD2(xD,—L  ,ID) = un(zrhtD) L (3-17) 

(acD2) 
19" (rDi lt•tD) 

:= o 	 (3-18) 

Como puede observarse, para obtener la solución de la Ec. 3-1 es necesario resolver 

previamente el problema de la región estancada y a partir de la solución para CD2(YD, ti)), 
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evaluar la derivada requerida en al Ec. 3-1 y sustituirla en ésta. Para encontrar la solución 

de ambas ecuaciones se empleó el método de la transformada de Laplace, se transformó 

el espacio (x, y, t) al espacio (x, y, s), 

La solución en el espacio de Laplace de la Ec. 3-1, empleando las condiciones iniciales y 

de frontera 3-13, 3-15 y 3-16, se ha presentado previamente en forma, detallada (Ramírez, 

1988), la cual corresponde a la siguiente ecuación: 

  

1 (Pei x D )  
s exP  2 )  

( )] } exp {—x4-111  Pei + + Umitanh 
mi  E/2 w S 	

(3-19) 
4 L 

 

CD1 

 

  

donde: 

 

Pe2 7711 = --- 	7) (3-20) 

Ha sido demostrado por Ramírez (1988) que el espesor E del elemento repetitivo de 

la Fig. 3-1 no afecta significativamente la distribución de la concentración de trazador, 

debido a que la tangente hiperbólica de la Ec. 3-19 es aproximadamente igual a la unidad, 

para el rango de los parámetros que intervienen en el argumento. Bajo esta condiciones 

la Ec. 3-19 se puede simplificar, produciendo la siguiente expresión: 

C DI 
1exp  ( Pe'  xj)  = 
s 	2  

exp —xj) pel 
2 

4 

 4 
+ Pel [9  + 7 + e41(.9 + / ) } { (3-21) 

Se puede mencionar que Tang y asociados (1981) han presentado una ecuación similar 

a la Ec. 3-14. 

Partiendo de la Ec. 3-14 es posible definir un nuevo parámetro adimensional, a, de 

tal manera que permite expresar la solución en términos de sólo dos parámetros adimen- 
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or 

sionales, mientras que soluciones equiparables requieren la evaluación de seis parámetros 

(Walkup y Home, 1985). Considerando un trazador químico, es decir 7 = O, y despre-

ciando la adsorción del trazador en la roca, kd=0 y consecuentemente R = 1, la Ec. 3-21 

puede escribirse como sigue: 

 

C 
— 	

= 1 exp 	exp —xD 
(P iXD 	 P

21- {\ 	+ Pe s 	2 	 4 

   

  

.9-1-W3 	(3-22) 

donde: 

   

= L iie; 
962 

  

02  \I-D2L 

(w — 	vL 

 

  

(3-23) 
— 

 

Se puede observar de la Ec. 3-22, que los efectos de la región estancada sobre la 

concentración de trazador en la región móvil, son función exclusivamente del parámetro 

a. Con base en esta observación, para valores muy pequeños de D2 y/o de q52, o bién 

valores muy altos de vL, de tal manrera que a ---> O, el sistema se comporta como si 

estuviera constituido por un solo medio, ya que el trazador sólo fluye a través de la 

región móvil. Este caso es equivalente a considerar el flujo del trazador a través de un 

medio "homogéneo en fracturas" (únicamente existe el sistema de fracturas). Bajo estas 

condiciones, la Ec. 3-22 puede expresarse como: 

—CiD1 .1- exP 	exp —xp 	Pel a 
s 	2 	 4 

 

(3-24) 

 

 

La inversión de esta ecuación es la siguiente: 

    

—erf c zpiPe7 	 
2 	2fi; 	4 

exp
(-?51-2) erf e  { xj  2 3  Z 	4 

	

 	PeltD 

 

  

(3-25) 
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La Ec. 3-25 ha sido presentada por Coats y Smith (1964) para sistemas homogéneos. 

Para el caso de este estudio de formaciones fracturadas, ésta ecuación representa una 

solución analítica límite, debido a que la concentración máxima de trazador en xp = 1 se 

obtiene cuando no exista transferencia de masa a la región estancada, esto se presenta, 

como se mencionó, cuando los valores de D2, 152 y vz, sean tales que impliquen que a 0. 

Lo anterior equivale a decir que cuando a = 0, el sistema se comporta como homogéneo 

y por tanto se obtiene la respuesta máxima del trazador en xr)  = 1. 

La Ec. 3-22 fue evaluada con diferentes valores de a y se encontró que para valores 

de a < 0.01 presenta los mismos resultados que la solución dada por la Ec. 3-25, lo que 

implica que la solución límite es válida para los valores de a antes mencionados. 

Con objeto de aproximarse más a lo que ocurre en un caso real, se determinó la solución 

pico, referida en la literatura como "spike injection", Walkup y Horne (1985). Ya que 

el significado físico de esta solución es la inyección de trazador durante un intervalo de 

tiempo muy pequeño, a diferencia de la solución continua representada matemáticamente 

por las Ecs. 3-22 y 3-25. Se ha establecido (Walkup y Horne, 1985) que la solución para 

una prueba de inyección pico es la siguiente: 

acpi = L-1 	} (cm)pico = 	 cm. 
ati) 

(3-26) 

Sustituyendo las Ecs. 3-22 y 3-24 en la Ec. 3-26 se obtienen las soluciones pico, para 

los casos general y limite: 

(CD1 )pico = L-1  Pá {exp 	
exp  {_xpi_ pei  

2 	 4 
(3-27) 

Y 

(CD1 )pico !incite = {exp (
Pel XD exp 	 peis } 

2 	 4 
(3-28) 
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+,(tp-li41:?-)}}1 .  
(x2DPeta 

4r1 	.1) 
erfc 	

sLPeia 

13r 2NAD 

Con la misma finalidad que se determinó la solución pico, se obtuvo la solución para 

el caso en que se inyecta un bache de trazador, tanto en medios fracturados como ho-

mogéneos. Estas soluciones se derivan aplicando el principio de superposición en tiempo 

a las Ecs. 3-22 y 3-25 respectivamente. 

3.1.2 Solución de la ecuación de flujo para el sistema de 

fracturas. 

Para calcular la distribución de concentración en el espacio real a partir de las Ecs. 3- 

21 y 3-22 se utilizó inicialmente el algoritmo de Stehfest (1970) , observándose dispersión 

numérica en los resultados, especialmente al incrementarse el tiempo adimensional, por 

lo que fue necesario encontrar otra alternativa para resolver este problema. 

Aplicando la Ec. 7-4.3 de Abramowitz y Stegun (1970) a las Ecs. 3-21, 3-22 y 3-27, se 

obtienen las siguientes soluciones: 

Inyección Continua de Trazador Radioactivo. 

1 (xDpel ) joo 2 	Pe 1 X 2E) ( Pe 1 yex+r 
2 	o 	 4r2 	4 

{{exp x2DPei a 
47.2 	y) erf c 	xt Pela  

8'2  NAD Pa41? 

Pel xD  
ti) 	} 

4T2  

 

 

 

  

(tD 	=1--3.51-x-12) dr 
4r2  

(3-29) 

   

1 
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Inyeccón Continua de Trazador Químico, ry = O. 

C D1(3: D'ID) 
2 — X D Pe1 e— xp ) 

2 	o 
lec  exp —r 2 (  Peí X D 

( 4r 

D erfc 3:13Pelt1  	H 	— Paix2D 
L 8r2,\AD  Ego. 	 4r2 O" 

 (3-30) 

Inyeccón pico de Trazador Químico, 7 = O. 

CD1(XD) 1D)pico = X1Pe 1 a  jc°  exp 2 Pe21 21) 
47r 	o 	 472 

{I + erDaY 
2r (1 

	 Peixj) 
tD — Pes.  

) j 	(tD -- 4r2 	dr 	(3-31) .11 

El desarrollo de las ecuaciones anteriores se presenta con detalle en el Apéndice A. Las 
integrales de estas ecuaciones fueron evaluadas numéricamente utilizando el algoritmo de 
O'hara y Smith (1969), el cual evalúa la integral a través de una modificación del método 
de C1enshaw-Curtís (1960). 
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3.2 Flujo Radial 
para un Yacimiento Estratificado 

En esta sección se presenta el modelo desarrollado para flujo radial considerando un 

sistema idealizado similar al utilizado en el modelo presentado para flujo lineal. El modelo 

es equivalente al de un yacimiento estratificado, con estratos de alta y baja permeabilidad, 

que corresponden a las fracturas y a los bloques de matriz respectivamente. El sistema 

idealizado está constituido por dos regiones: la región móvil y la región inmóvil. Estas 

dos regiones están en contacto a través de una película delgada de fluido estancado cuyo 

espesor es 8; se considera un bloque de espesor E, el cual es repetitivo; una fractura de 

ancho 2w, limitada en ambos extremos por un medio poroso. La región móvil tiene un 

ancho de 2(w — 8), siendo 8 el espesor de la película delgada de fluido que limita la región 

móvil en dirección z, que está incluida en la zona estancada, por lo que, la región inmóvil 

tiene un espesor de f 	(w — 8). Esta película representa la resistencia que controla la 

transferencia de masa entre las regiones móvil e inmóvil. 

Las suposiciones básicas del modelo para flujo lineal, presentado en la sección anterior 

y las de este modelo, son escencialmente similares; sin embargo se detallan en esta sección 

para un mejor seguimiento del planteamiento del modelo. También se incluyen las solu-

ciones para las diferentes pruebas de trazador que se efectúan en la práctica, inyección 

continua, pico y finita de trazador químico o radioactivo. 

3.2.1 Modelo Matemático 

El modelo propuesto se muestra en la Fig. 3-2, pudiendo observarse de la comparación 

con la Fig. 3-1, que ambos sistemas son similares. Las suposiciones y consideraciones 

básicas de este modelo para cada una de las regiones se mencionan a continuación: 

• En la región móvil (1) de la Fig. 3.2 se consideran los siguientes fenómenos y 

suposiciones básicas: 
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Fig. 3.2 Modelo propuesto para la representación del medio naturalmente fracturado 
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1. Dispersión longitudinal que incluye difusión molecular: 

D,. = ay,. + D„„. 	 (3-32) 

No se considera la dirección z porque se supone que el ancho de fractura, 2w, 

es muy pequeño, por consecuencia no existe gradiente de concentración en esta 

dirección. 

2. Convección. Con base en la suposición presentada en 1), la velocidad en 

la dirección z es uniforme y sólo se considera su variación con respecto a la 

dirección r. Para el caso de gasto de inyección constante y flujo radial, la 

velocidad está definida como sigue: 

a 	
(3-33) 

donde: 

a = 	 
27rIfibi 

(3-34) 

1 Decaimiento. Este fenómeno es considerado en el caso de que el trazador 

radioactivo tenga una vida media menor al tiempo de tránsito del mismo en la 

formación. 

• Para la región inmóvil (2) de la Fig. 3.2 se consideraron los siguientes procesos: 

L Difusión. Este efecto sólamente se considera en la dirección z, dado que la 

componente longitudinal se supone despreciable. 

2. Adsorción 

3. Decaimiento 

Con base en estas suposiciones y considerando un fluido incompresible se efectuó un 

balance de materia para cada región, ver Apéndice B, y se encontró que las ecuaciones 
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ZDo 

r 
rD  = — 

a 

rw  
rDo  = 

a 

z 
ZD 

a 

(w S) 
a 

(3-37) 

(3-38) 

(3-39) 

(3-40) 

que gobiernan el comportamiento de las concentraciones de trazador en las dos regiones, 

son las siguientes: 

Región móvil, 

rD 	 D ar D 7CDrI ZDO aza 
D D2 ( 8C Dr2 1 a2cDri 	1 acipri 

atp 
SAO 

(3-35) 

rDo  < rD < oo ; tD>0 

Región inmóvil, 

aCDr2 	R 02  CDr2  
7CDr2 = 0 	 (3-36) 

atn 	D D2 494 

E 
zno < zn < 	; t D > 0 

2a 

donde a es el coeficiente de dispersividad [L]. 

Las definiciones de los parámetros adimensionales que intervienen en estas ecuaciones 

son los siguientes: 
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•••••••••1•••••11.1 

a 

q  
tp = 

27r.HOl a2  

CDr1 = Co  C¡ 

C Dr2 = Co  C‘ 

DD2 = 
D2 

a 

Cri  

Cr 2 Ci j 

(3-41) 

(3-42) 

(3-43) 

(3-44) 

(3-45) 

(3-46) R 152  = 
02 + Pkd( 1  — 16 2) 

El último término del lado izquierdo de la Ec. 3-35 considera la interacción entre los 

bloques de matriz y las fracturas, y representa la transferencia de masa por difusión de 

la región móvil a la región estancada en zpo. 

Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo constituido por las Ecs. 

3-35 y 3-36 son las siguientes: 

Condiciones iniciales: 

CDr1(r»,0) = 
	

(3-47) 

CDr2(rD ZD )  O) = 
	

(3-48) 

Condiciones de frontera: 

Interior, 

CDri(rDol tD) = 1 	 (3-49) 
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•••10M. 
•••••• o 

t 
12011 1.'1 

(3-50) 

(3-51) 

CDr1(CO, I.13) = O 

t9CDr2  
azD 

Exteriores, 

Condición de interface, 

CDr2 (rD y ZDO) ir)) = CDr 1 (rD (D) 
	

(3-52) 

3.2.2 Solución del Modelo 

Para determinar la distribución de concentración de trazador en el sistema de fracturas 

o en la región móvil, es necesario resolver primero el problema de la región estancada y 

a partir de la solución para CD,,2(zD , t D ) evaluar la derivada requerida en la Ec. 3-35 y 

sustituirla en ésta. 

Aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-36, usando la condición 

inicial 3-48, resolviendo la ecuación en el espacio de Laplace, con las condiciones 3-51 y 

3-52 se obtiene la solución para CDr2 )  como se muestra en el Apéndice B, Ec. B-66. 

Derivando esta solución con respecto a zD  y evalúandola en zDo , se llega a la siguiente 

ecuación: 

donde: 

(dOrkr2) 

dzD 
ZDO 

{1 — exp  E— Orh(ED  — 2 zD0)} 	(3.53)  
= 	Dri(rD5 3) 

1 + exp {-45:(ED 2zDo)] 

Prh = 8RD-1":2 
(3-54) 

La Ec. 3-53 se puede expresar en términos de la tangente hiperbólica: 
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dz D zpo = 	Dri(r D , s) tanh zpo) 	(3-55) 

Ahora bién, aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-35, utilizando 

la condición inicial 3-47, y acoplando la Ec. 3-55, se obtiene la ecuación diferencial de 

segundo orden siguiente: 

donde: 

dvC Dri 	Dr'  
d 	

D -CDr1 = d, 	drp  
0 	 (3-56) 

= 4. DD2q52 	 ED 	 (3-57) \TC:h  tanh {4v prh (-2—  — °DO) } ZDo 

Las condiciones de frontera, Ecs. 3-49 y 3-50, transformadas son: 

Interior, 

1 
C1)1.1(7'1)00) = - (3-58) 

Exterior, 

Dri oo, s ) = O 
	

(3-59) 

La Ec. 3-56 es una ecuación diferencial de coeficientes variables, que puede expresarse 

en la forma de la ecuación de Airy mediante las siguientes transformaciones (Tang y Babú, 

1979): 

= rD 	
1 

41,.h  

i• ti =• 	" —C1  Dr1 exp i) 
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Y 

x = 	Y 
	

(3-62) 

Empleando las Ecs. 3-60 a 3-62 se obtiene la ecuación estandar de Airy (Abramowitz 

y Stegun, 1970): 

d2C 
dX2  

 

(3-63) 

La solución de la Ec. 3-63 con las condiciones 3-58 y 3-59 se obtiene en el Apéndice B. 

Para los casos de inyección continua y pico de trazador radioactivo se obtiene lo siguiente: 

Inyección Continua, 

6 Dri = 
1 

exP 2 3 	

Ai(1.13 Y)  

AÍ(1113 YO) 

 

(3-64) 

 

Inyección pico, 

CDr = exp 
Y  

2 
Yo 

) f 
Ai(d/13  

) 	Ai(1,1113  Yo) 

donde: 

Yo  = rpo  
1 

 
4 rh 

(3-65) 

(3-66) 

Para el caso de un trazador químico, se sustituye y = O en la Ec. 3-57 y se obtienen 

las dos soluciones análogas a las Ecs. 3-64 y 3-65, para cada una de las didstintas pruebas 

de trazador. 
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Las soluciones para el caso de inyección bache o finita se obtienen aplicando el principio 

de superposición en tiempo (Craig, 1971) a la Ec. 3-64, ya sea para trazador químico o 

radioactivo. La concentración para este tipo de inyección está dada por la siguiente 

ecuación: 

[cDri(01bache = 6'1)71(0 	cpri(t— (st) 
	

(3-67) 

donde CDri (i) es la concentración adimensional evaluada al tiempo t y CDT1 	iát) es 

cero cuando t < át, siendo Lit el tiempo de inyección del bache. 

Las concentraciones CDri (t) y CDri (t át) son evaluadas por medio del programa de 

computo utilizado para el cálculo de la Ec. 3-64, solución continua, finalmente se aplica 

la Ec. 3-67 para obtener la respuesta del trazador en el caso de una inyección tipo bache 

o finita. 

Las funciones de Airy, Ai(Z), que intervienen en las Ecs. 3-64 y 3-65 fueron calculadas 

de acuerdo a Abramowitz y Stegun (1970), p. 448, Ec. 10-4.59 y p. 446, Ec. 

según el valor del argumento de la función: 

Para Z > 4.8, 

donde: 

Ai(Z) = -2 r 1 /2  Z-114  exp(-C)t 
1 	 (-1)k  ck  rk  

10=1 
(3-68) 

2 
= - Z3/2  

3 
 

co .11~~ 
••••=1 1 

ek 
r(3k -I- 1/2)  

54k k! r(k + 1/2) 
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1 \ 
3k a  +5)k  = (3a -I- 1)(3a + 4 3 -I-3k 	2) 

Y 

Para —5.0 < Z < 4.8, 

Ai(Z) = cl  AZ) 	c2  g(Z) 	 (3-69) 

donde: 

f (Z) = 
Z3k  

kE=0  3-  U) I, (3k)! 

co k  (2\ 	Z3k+.1  g(Z) = 	3  U)k  (3k 1)! k=0 

•••• 
TIMM 1 

1-12/3) = .3550280538, 

31/3 

= P(1/3)
— .2588194037 

donde a para este problema es igual a cero. 

Para la inversión de las Ecs. 3-64 y 3-65 al espacio real se utilizó el algoritmo de Crump 

(1976), obteniendo excelentes resultados para el rango de los parámetros utilizados, lo cual 

se detallará en el capitulo siguiente. Se investigó el uso del algoritmo de Stehfest(1979) 

como invertidor numérico de las Ecs. 3-64 y 3-65, encontrándose una importante dis-

persión numérica para valores grandes de tips y rips, por lo que se optó por utilizar en lo 

sucesivo el invertidor numérico de Crump. 
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3.3 Flujo Radial para un Yacimiento 
Fracturado, con geometría 
matriz-fractura cúbica 

En esta svcción se presenta una solución general para el flujo radial de trazadores 

en yacimientos naturalmente fracturados, con geometría de bloques de matriz-fractura 

cúbicos. Se consideran soluciones particulares para los casos de inyección continua, pico y 

finita de trazadores químicos o radioactivos. El yacimiento es idealizado por medio de un 

sistema compuesto por dos regiones: una región móvil donde los procesos de convección y 

dispersión están presentes y una región estancada o inmóvil donde sólo se consideran los 

fenómenos de difusión y adsorción . Ambas regiones están interconectadas por medio de 

una capa muy delgada de fluido estancado, la cual forma parte de la región inmóvil. Esta 

visualización del problema es similar a la considerada en los modelos presentados ante - 

riormente en este trabajo. Es importante hacer notar, que no existen modelos reportados 

en la literatura para el problema de dispersión en medios porosos, donde se considere una 

geometría de este tipo. La conceptualización del yacimiento naturalmente fracturado es 

equivalente al modelo previamente presentado por Warren y Root (1963), por lo que el 

modelo propuesto para el estudio de flujo de trazadores sería el primero en su tipo. 

3.3.1 Modelo Matemático. 

El modelo propuesto se muestra en la Fig. 3-3, como puede observarse de esta figura, 

el sistema fracturado es idealizado a través de un modelo similar al de Warren y Root 

(1963), el cual está constituido por dos regiones: la región móvil (1), correspondiente al 

sistema de fracturas y la región estancada o inmóvil (2) equivalente a los bloques de matriz 

del yacimiento. Estas dos regiones están en contacto a través de una película delgada de 

fluido estancado cuyo espesor es 5. 

Corno puede observarse de la Fig. 3 — 3 a , en el esquema idealizado se considera 
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sistema idealizado 

\s„  ........_,-, 	 

Matriz Fractures 

w 

elemento de simetría 

b. detalle del elemento de simetria 

Fig. 3-3 Modelo propuesto para la representación del medio 
naturalmente fracturado. 

(Geometria Matriz-Fractura Cúbica) 
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lo siguiente: bloques de matriz cuyo volumen es d3, los cuales son repetitivos; fracturas, 

envolviendo al bloque de matriz en sus 6 caras, de ancho 2w, limitadas en ambos extremos 

por el medio poroso. La región móvil tiene un ancho de 2(w — 6), siendo 6 el espesor de 

una película muy delgada que limita la región móvil en dirección z y que está incluida 

en la región estancada por lo que esta región tiene un volumen de (d/2 (w 6))3. Esta 

capa de fluido representa la resistencia que controla la transferencia de masa entre las 

regiones móvil e inmóvil. 

Las consideraciones y suposiciones básicas para este modelo son similares a las del 

modelo para flujo radial en un yacimiento estratificado, ver Sección 3.2.1 y Apéndice 

13. Con base en estas suposiciones y considerando un fluido incompresible se efectuó un 

balance de materia para cada región, ver Apéndice C, y se encontró que las ecuaciones 

que gobiernan el comportamiento de las concentraciones de trazador en las dos regiones, 

son las siguientes: 

Región móvil, 

a a a2Cri 	a aCri 	 6 02 n  (aCr2 
r 	Or2 	r Or 

— A Cr' 	 ---57)2=d+5 	at  (3-70) 

rw <r<oo , i>0 

En el desarrollo de esta ecuación se consideró que la velocidad en dirección r , es función 

del radio, la geometría del sistema y del gasto de inyección, q; tomando en cuenta que 

para este caso, el área transversal al flujo es A = 27r Hq51  r, por lo que la constante a 

está definida de la siguiente manera: 

a = 	 
2 r H 951  

donde II es el espesor total del sistema. 
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Región inmóvil, 

021  82c,2  [ 	02 	2 aCr2 	 acr2  D2  
D2-  - Cr2 = —(3-72) 

+ pkd(1 — 02)i 	az 2 	102+ 	02 )1 z 	8z 	 Di 

O < z < d/2 t > 0 

donde d es el tamaño de bloque. 

Las Ecs. 3-70 y 3-72 gobiernan el comportamiento del trazador en las regiones móvil 

e inmóvil respectivamente, las cuales constituyen el sistema representado en la Fig. 3-3. 

Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo, son las siguientes: 

Condiciones iniciales: 

Cri(r,0) = 0 	 (3-73) 

Cr2(r,z,0) = 0 	 (3-74) 

Condiciones de frontera: 

Interior (inyección continua), 

Cri (rw , t) •••••• c. 	(3-75) 

Exteriores: 

Cri (oo, t) = 0 	 (3-76) 

Condición en la interface, 

(aCr2) = n 
az (r,O,t) 

(3-77) 

 

Cr2(r,
2

+5,t) = Cri (r,t) (3-78) 
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El último término de la Ec. 3-70 representa la interacción entre los bloques de matriz 

y las fracturas. El modelo matemático para el problema de flujo de trazadores en un 

sistema cuya geometría de la matriz es cúbica está definido por las Ecs. 3-70 y 3-72 con 

las condiciones iniciales y de frontera 3-73 a 3-78. 

El detalle del desarrollo de estas ecuaciones se presenta en el Apéndice C. 

3.3.2 Solución del Modelo . 

En este caso es necesario, una vez más, acoplar la solución de la ecuación que gobierna el 

comportamiento del trazador en la región inmóvil, en la ecuación de flujo para el sistema 

de fracturas, para obtener con ello la solución del sistema completo. En esta sección 

también se incluyen los tres tipos de soluciones para las distintas pruebas de trazador que 

se efectúan en la práctica, inyección continua, pico y finita. 

Para resolver el modelo matemático definido en la sección anterior se expresaron las 

ecuaciones en variables adimensionales. Algunas de estas variables fueron ya definidas 

para el problema de flujo radial de trazadores en un yacimiento estratificado, Sección 3.2; 

nuevas variables son, sin embargo, definidas aquí. 

Las variables adimensionales utilizadas en este modelo son las siguientes: 

	

rD = 	 (3-79) 
a 

rw  

	

rpo  = 	 (3-80) 
a 

	

ZD = 	
z 	

(3-81) 
a 

fi 

	

ZDo = 
d 	

(3-82) 
2a a 

44 



in  =. 	 
2 H a2  

Q t 	a t 
a2 

CDr3 = 	
C. o 	1 

Cr3 Cli  
(3-86) 

dr) --= d 
a (3-83) 

(3-84) 

Cr  
CDr1 = C

o  -C, : (3-85) 

D 2  Dp 2  = 
a (3-87) 

(3-88) 

R= 	
iL 

(P2 7-  Prudki 	W2f 
(3-89) 

Aplicando estas 

frontera, Ecs, 3-73 

ad i mens ion ales: 

definiciones a las Ecs. 3-70 y 3-72 y a las condiciones iniciales y de 

a 3-78, se obtiene el modelo matématico en función de los parámetros 

 

Región móvil, 

1 02CDri 
rD ar 2D  

1 OCDr1 
rD OrD 

— 7 CDri 
6 02(8CDr2 

dD 
7i; D2 	z D  

ZDO 

OCDrl 
= I9tD 

3-90) 

rdo 	rD < cc iD > O 

Región inmóvil, 

')D2 R 
D'Unr2 9 OCDr2 

ZD 	CIZD 
DD2 AL -----,, 	7 CDr2 

 

0CDr2 
atp 

(3-91) 

 

=MY. 

O < ZD <dD tD > O 
2 
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Las condiciones iniciales y de frontera que completan el modelo, en su forma adimen-

sional, son las siguientes: 

Condiciones iniciales: 

CDr1(rD0 3  O) *7-- 
	

(3-92) 

CDr2(rDI  ZD, O 
	

(3-93) 

Condiciones de frontera: 

Interior, 

CDr1(71D05 tD) 71--  1 

	

(3-94) 

Exteriores: 

CDr1(00) tD) 

(8CDr2)  

azD 	(rD,O,tD) 

41~.11  
•II•dm• O 

(3-95) 

(3-96) 

Condición de interfase, 

CDr2(rD, zpo, tD) 	CDri (rD, tD) 
	

(3-97) 

Para determinar la concentración en la región móvil, es necesario resolver primero la 

Ec. 3-91, evaluar su derivada con respecto a zD  en zDo  y sustituirla en la Ec. 3-90; con 

lo anterior la ecuación de flujo para la región móvil estará sólamente en función de rD y 

-I D  y se podrá transformar al espacio de Laplace sólo con respecto a tD, y así obtener una 

ecuación diferencial con una variable independiente. 
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Solución de la ecuación para la región inmóvil 

El detalle de la solución del modelo matemático constituido por las Ecs. 3-90 y 3-91 

con las condiciones iniciales y de frantera 3-92 y 3-97, se presenta en el Apéndice C. 

Aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-91 y sustituyendo la 

condición inicial 3-93, se llega a la siguiente expresión: 

d2"-CDT2 	2 dCDr 2 
/3r2c CD r 2 d 	zD d zD 

donde: 

f3r c 
1 3  " R DD 2 

Aplicando a la Ec. 3-98 los siguientes cambios de variables: 

ZD 
Nrc 

CDr 2 ..••111 

(3-98) 

(3-99) 

(3-100) 

(3-101) 

Se obtiene la siguiente ecuación para C(w): 

2  d2  C 	dC 
C (tz72 	

1
) = 0 

	

d tv2  + dw 	 4 
(3-102) 

La ecuación anterior corresponde a la ecuación Bessel Modificada de orden v = z (Ec. 

C-64), cuya solución general está dada por Hildebrand, (1976): 

C = A1112(2) 	B 1...112 (Z) (3-103) 
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donde /(±1/2)'s son las funciones Bessel modificadas de orden 1/2. 

Las constantes A y B de la Ec. 3-103 se determinan considerando las condiciones 

de frontera, Ecs. 3-96 y 3-97. La solución para la región estancada en términos de las 

variables originales es la siguiente ( ver Apéndice C, Ec. C-75): 

CDr2 
zpo  {sinh (zD  f3,.c ) 

Ci Dr 1  zD 	sinh (zDo  13re
1 

 
(3-104) 

La Ec. 3-104 es la solución en el espacio de Laplace de la Ec. 3-98, correspondiente a 

la ecuación de flujo para los bloques de matriz o región inmóvil. 

Solución de la ecuación para la región móvil. 

Para acoplar el término correspondiente a la transferencia de masa debido a difusión, 

que pierde la región móvil y gana la región estancada en zDo, es necesario derivar la Ec. 

3-104 con respecto a zD  y evaluarla en zDo. La derivada de CDr2  en zDo  es la siguiente 

(Aéndice C, Ec. C-78): 

(d CDr2  

d zD  
ZDO 

CDr 1 
1

{ — 
Z DO 

coth(firczpo)} 	(3-105) 

La Ec. 3-105 incluye el signo negativo de acuerdo a los ejes de referencia establecidos 

en la Fig. 3-3. 

Aplicando el método de la transformada de Laplace a la Ec. 3-90, sustituyendo la 

condición inicial 3-92, y acoplando la Ec. 3-105 correspondiente al término de interacción 

entre las dos regiones, se obtiene la ecuación diferencial para la región móvil: 

d2CDr1 	d -61  Dri 
rD ere 

d r2D 	d rD  
0 	 (3-106) 
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donde: 

= 3 + y + { firc coth (firc zpo) — 
Z Do 

(3-107) 

Y 

6 	2 rt  
e = — D 2 

dn 95t 
(3-108) 

lYansformando las condiciones de frontera 3-94 y 3-95, se obtienen las condiciones para 

la Ec. 3-106: 

  

1 
3 

 

D1) r 1 ( r DO s) 

CDr1(0O, s) 

• nbull 

    

La Ec. 3-106 con las condiciones 3-109 y 3-110, definen el modelo matemático en el 

espacio de Laplace para el problema de flujo radial de trazadores a través de un sistema 

de geometría matriz-fractura cúbica. Se puede observar que es análogo al modelo para 

flujo radial en un yacimiento estratificado, definido por las Ecs. 3-56 a 3-59, por lo que 

las soluciones de ambos son similares. Debido a lo anterior, se recomienda consultar el 

Apéndice B, para el desarrollo de la solución que se presenta a continuación, para los 

casos de inyección continua y pico de trazador radioactivo: 

Inyección Continua, 

C71) rI(rD S) —
1 	

exp 
(r D -- rpo)  (Do  + ____4 c  )1/4  

3 	2 	) (rD + 1  \ 1/4 
«re 

{

exp  ( _ 2 
á 
 [e2 (rD  _ 4  L 

exp {— [171P (r D o — 7-17,:)3  1  21} 
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CDri (rD7 s) rD  —  rijo  = exp( 
2 

[ej./2 (r  

Inyección Pico, 

(3-112) 

Las Ecs. 3-111 y 3-112 , se obtuvieron sustituyendo las funciones de Airy de acuerdo a 

la Ec. 3-59, es decir para tiempos pequeños y considerando que la serie correspondiente 

es aproximadamente igual a uno, para fines ilustrativos. Sin embargo, para la efectos del 

cálculo de la solución para este modelo se emplearon las Ecs. 3-68 y 3-69, según el valor 

del argumento de las funciones de Airy. En este caso también se empleó el algoritmo de 

Crump (1970 como invertidor numérico. 

Para el caso de trazador químico, se sustituye -y = O en las Ecs. 3-99 y 3-107, y así se 

obtienen las dos soluciones análogas a las Ecs. 3-111 y 3-112, para cada tipo de prueba 

de trazador. 

Las soluciones para el caso de una inyección finita se obtienen aplicando el principio 

de superposición en tiempo, Ec. 3-67, a la Ec. 3-114 o bién, a la solución general dada 

por la Ec. 3-64, sustituyendo la definición de 1„, representada por la Ec. 3-107, en lugar 

de Irh , ya sea para trazador químico o radioactivo. 
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CAPITULO 4: 

VALIDACIÓN DE LOS MODELOS 
MATEMÁTICOS 

En este capítulo se presenta la validación de los tres modelos matemáticos propuestos 

en este trabajo. Se analizan y se comparan cada uno de ellos con algunos modelos repor-

tados previamente en la literatura. La comparación se realiza considerando algunos casos 

especiales de los modelos propuestos, es decir, soluciones simplificadas de los modelos para 

el problema de flujo de trazador químico o radioactivo a través de un medio homogéneo o 

de un medio fracturado. Para esto se recurre a algunos de los modelos presentados en el 

Capítulo 2, los cuales corresponden a casos particulares de los modelos propuestos en este 

trabajo y éstos se validan con los mismos datos empleados por los autores respectivos. 

4.1 Modelo para flujo lineal 

La. solución semianalítica para describir el flujo de trazadores en yacimientos natu-

ralmente fracturados propuesta en este trabajo se comparó con la solución obtenida por 

Ramírez (1988), tanto en base a sus aspectos analíticos corno numéricos. En esta sección 

se presenta la solución semianalfitica como una alternativa para resolver el problema de 

la dispersión numérica que se presenta al emplear el algoritmo de Stehfest (1970) para 

invertir la solución del modelo propuesto (Ramírez y cols., 1988) en el espacio de Laplace. 

Las Ers. 3-29 a 3-31 se integraron nurnericamente utilizando el algoritmo de O'Hara 

y Smith (1969) y se compararon con los resultados obtenidos a partir de la inversión 

numérica de las Ecs. 3-21, 3-22 y 3-27 algoritmo de Stehfest (1970). Observándose 

que las respuestas obtenidas a partir de las soluciones semianalíticas, son mejores que 

las reportadas por medio de la inversión numérica. Las Figs. 4-1 y 4-2 muestran los 

resultados obtenidos con las Ecs. 3-22 y 3-30 para una inyección continua de trazador 
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Fig. 4-1 Solución de la Ec. 3-19 obtenida a través de la 
inversión numérica, empleando el algoritmo de Stehfest, 
inyección continua. 
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Fig. 4-2 Solución semianalítica, Ec. 3-30 inyección continua. 



químico. De estas figuras se puede observar que las distribuciones de concentración de 

trazador obtenidas a partir de las soluciones semianalíticas son, indudablemente, mejores 

que las reportadas por medio de la inversión numérica. 

Otro paso que se tomó con el fin de validar el método de la solución integral, consistió 

en obtener la solución integral límite para el caso de inyección continua de trazador a 

partir de la Ec. 3-24. Siguiendo un procedimiento análogo al presentado en el Apéndice 

A, se obtiene la solución semianalítica para el caso en que no exista transferencia de masa 

a la matriz , 	0: 

2XD (XDPel)  
CIA(XD I tD) = 	en) 

Vi 	2 

2  exp 	—x2Dr2  — Pe21 ) } H t D  Pe 1 ) d

T  16r 	 4r2  
(4-1) 

Esta ecuación fue integrada numéricamente empleando el algoritmo de O'Hara y se 

comparó con los resultados obtenidos a partir de la solución analítica límite para sistemas 

homogéneos expresada por la Ec. 3-25, encontrándose una comparación excelente, ver 

Tabla 4-1. La Tabla 4-1 muestra los resultados de esta comparación para un valor del 

número de Peclet de Pe 2 

0.00015%. 

= 2 , reportándose una diferencia máxima en los resultados de 

 

  

Se efectuaron para los casos de inyección finita y pico validaciones similares de la 

solución integrales, encontrándose nuevamente buenas concordancias. 

4.2 Modelo para flujo radial 
en un yacimiento estratificado 

La solución general del modelo propuesto para flujo radial en un yacimiento estratifi-

cado, expresada por la Ec. 3-64, es posible simplificarla para ciertos casos particulares. Se 

puede demostrar, que la solución del modelo propuesto puede simplificarse de tal forma 
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que represente el problema de flujo trazadores estudiado anteriormente por diversos au-

tores (Moench y Ogata, 1981; lisieh, 1986; Chen 1985 y 1986). Los casos especiales de 

la solución del modelo propuesto corrresponden a los de un medio homogéneo y de un 

yacimiento fracturado. 

Tabla 9-1 Comparación de la solución analítica límite para sistemas 
homogéneos (Ec. 3-25), y la integración numérica de la 
solución límite (Ec. 4-1). 

CD lim.anal. CD lim.int 

tD ( Ec. 3-25 ) ( Ec. 4-1 ) 
0.10 0.004077 0.004076 
0.20 0.063753 0.063753 
0.30 0.165726 0.165726 
0.40 0.270613 0.270613 
0.50 0.364975 0.364975 
0.60 0.446383 0.446383 
0.70 0.515738 0.515738 
0.80 0.574723 0.574723 
0.90 0.625022 0.625023 
1.00 0.668101 0.668102 

El caso particular correspondiente a un medio homogéneo, se puede obtener excluyendo 

el efecto del segundo medio en la definición de 1,.h , dada por la Ec. 3-57, es decir, 

considerando que la porosidad o el coeficiente de difusión de la región estancada son 

muy pequeños, de tal manera, que el tercer término de esa ecuación sea aproximadamente 

cero. Bajo estas condiciones, sólo estaría actuando un sólo medio, o sea el sistema de 

fracturas. Con base en lo anterior, la Ec. 3-57 se reduce a la expresión siguiente: 

--- 3+ 7 
	

(4-2) 

Sustituyendo la Ec. 4-2 en la Ec. 3-56, se obtiene la ecuación diferencial que go-

Lierna el flujo de un trazador radioactivo o químico en un medio homogéneo, siendo 

= 0. en el caso de un trazador químico. Bajo estas condiciones, la ecuación diferen-

cial del modelo propuesto expresada por la Ec. 3-56 con la Ec. 4-1, para un trazador 
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químico, es equivalente a, la 14',c. 2-12 reportada por Moench y Ogata (1981) así como a 

la solución reportada por Ilsich (1986). Es importante hacer notar que a pesar de que 

la ecuación diferencial que describe el problema de flujo de trazadores de los artículos 

antes mencionados y la correspondiente a un caso particular del modelo propuesto en 

este trabajo es la misma, los métodos empleados en su solución varían entre sí. Moench 

y Ogata invierten numéricamente su solución por medio del algoritmo de Stehfest y la 

solución presentada por lisieh es del tipo integral, en tanto que la solución en el espa-

cio de Laplace del modelo propuesto expresada, en términos de las funciones de Airy es 

invertida numéricamente empleando el algoritmo de Crump. Se compararon los resul-

tados obtenidos a través de las soluciones anteriormente mencionadas y se observó que 

la solución semianalítica presentada por Ilsieh reporta una aproximación excelente con 

respecto a la solución numérica propuesta por Iloopcs y lIarlernan (1965), en tanto que 

la solución reportada por Mocnch y Ogata presenta sólo una buena aproximación ya que 

conforme el tiempo adimensional aumenta, se tiene una diferencia mayor en los resulta-

dos con respecto a la solución numérica antes mencionada y adicionalmente se presentan 

algunos problemas de dispersión numérica. 

La Tabla 4-2 muestra la comparación de los resultados presentados por Hsieh y los de 

este estudio, para tiempos adimensionales, tD's iguales a 50 y 100, rDo  = 10 y diferentes 

radios adimensionales, rp. Se puede observar muy claramente, de la comparación con la 

solución semianalítica de lIsieh (1986), que la aproximación de los resultados del modelo 

propuesto en su versión simplificada al caso homogéneo considerando un trazador químico, 

es muy buena. 

En cuanto al caso particular de la solución correspondiente a medios naturalmente 

fracturados, es posible obtener una solución simplificada para el caso en que la región 

estancada se comporte como si fuera infinita en la dirección z, para los tiempos de in-

terés. Lo anterior implica que los efectos de la frontera externa de la región estancada no 

influyen en el flujo del trazador, esto se cumple cuando s 	oo, o sea para t D  pequeños, 

cuando RDD2  ---3 O o bien cuando ED  » 0, de tal forma que la tangente hiperbólica 
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(4-3) trh 	S + 
DD202  	 
21» RDD2  

rh (4-4) DD2q42 3 +7  
8 + 7 + 

ZD0  RDD2 

de la Ec. 3-57 es aproximadamente igual a uno. Bajo estas condiciones, el problema a 

resolver seria equivalente al que reporta Chen (1985 y 1980, para trazadores químicos 

y radioactivos, respectivamente. Es importante hacer notar, que la ecuación diferencial 

del modelo propuesto, simplificado a un bloque de matriz semiinfinito en dirección z, no 

es igual a la propuesta por Chen. Esto se debe a que si bien las conceptualizaciones 

físicas del problema son equivalentes entre sí, las suposiciones y consideraciones básicas 

son diferentes para cada uno de estos modelos. 

Tabla 4-2 Comparación de los resultados de Hsieh 
(19861 G, y los de este estudio, CD. 

tp = 50 tD=100 	--1  
rD ' 	G CD r rD G CD 

' 11.0 0.964 0.96412 11.0 0.993  0.99301 
12.0 0.892 0.89321 13.0 0.949 0.94875 
13.0 0.775 0.77523 14.0 0.900 0.90010 
14.0 0.617 0.61714 16.0 0.724 0.72402 
15.0 0.439 0.43925 18.0 0.463 0.46298 
16.0 0.273 0.27294 20.0 0.213 0.21295 
17.0 0.145 0.14493 22.0 0.065 0.06501 
18.0 0.645 0.64501 23.0 0.030 0.03005 
19.0 0.023 0.02287 25.0 0.004  0.00397 

La solución del modelo propuesto, simplificada para el caso de inyección continua de 

un trazador químico y radioactivo con una región estancada serniinfinita, corresponderá 

a la solución presentada por Chen (1985 y 1986) . Es decir, la solución general expresada 

por la Ec. 3-64, se reduce a los casos particulares anteriormente mencionados con las 

siguientes definiciones de 1,.h , para cada caso: 

Trazador químico, 

Trazador Radioactivo, 
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Iras Figs. 4.3 y 4.4 presentan una comparación de los resultados obtenidos por Chen 

(1985 y 1986) empleando sus soluciones aproximadas, con los reportados a través de las 

soluciones particulares del modelo propuesto empleando el algoritmo de Crump (1976), 

para la inversión numérica de la transformada de Laplace. Se puede observar que ambas 

soluciones presentan prácticamente los mismos resultados. De aquí se puede concluir 

que a pesar de que las ecuaciones diferenciales son distintas, adicionalmaente a que, los 

métodos de solución empleados en cada caso son diferentes, los resultados reportados 

son enteramente similares. Con base en lo anterior, se puede afirmar que las soluciones 

presentadas por Chen corresponden a dos casos particulares del modelo propuesto en este 

trabajo para un yacimiento estratificado o con fracturas horizontales. 

4.3 Modelo para flujo radial 
en un yacimiento fracturado 
(geometría matriz-fractura cúbica) 

En este caso, como se mencionó anteriormente, también es posible simplificar la solución 

general de este modelo, expresada por la Ec. 3-111, a ciertos casos particulares y con 

ello predecir el comportamiento del trazador en condiciones correspondientes a un medio 

homogéneo y al de un medio fracturado. 

Considérese el caso en que tanto la porosidad como el coeficiente de difusión de los 

bloques de matriz son muy pequeños, de tal manera que no se transfiere masa a la región 

estancada y por consiguiente sólo actua un sólo medio, el sistema de fracturas. En este 

caso, e P.-• O y el tercer término de la Ec. 3-107, que define era, puede considerarse despre-

ciable. La Ec. 3-107 se reduce así a la Ec. 4-2 y por consiguiente la solución del modelo 

es la misma que la del modelo para flujo radial en un yacimiento estratificado, Ec. 3-56. 

Bajo estas condiciones, el comportamiento del trazador en un medio tendiendo a ho-

mogéneo, partiendo de una geometría matriz-fractura cúbica, es igual al comportamiento 

del trazador para el caso homogéneo, partiendo de un yacimiento estratificado. Por lo 

anterior, lo discutido en la Sección 4-2 para el caso particular en que el segundo medio o 
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coth (f3rc ZDO) 
ZDO} 

(4-6) r c 	8  
1 

la región estancada no actua, es también aplicable a -este modelo. Con base en lo anterior 

se puede concluir que los dos modelos para flujo radial propuestos en esta tesis, reportan 

los mismos resultados en el caso en que el trazador sólo viaja a través del sistema de 

fracturas, ya que no existe el término de interacción matriz-fracturas. 

Por otra parte, en el caso de tener el término de interacción matriz-fracturas, es decir, 

que existe una transferencia de masa de trazador hacia los bloques de matriz, se puede es-

tablecer una equivalencia con el modelo propuesto en la Sección 3-2, en la forma siguiente. 

Las ecuaciones diferenciales en el espacio de Laplace que gobiernan el flujo de trazador 

en las fracturas en un yacimiento estratificado y en un yacimiento con geometría matriz-

fractura cúbica están dadas por las Ecs. 3-56 y 3-106, respectivamente. Se puede observar 

de estas ecuaciones que la diferencia entre ellas estEen la definición de ¿r , en el primer caso 

expresada por medio de la Ec. 3-57 y en el segundo caso expresada por la Ec. 3-107. El 

tercer término de estas ecuaciones corresponde a la interacción matriz-fractura, los cuales 

son distintos por tratarse de geometrías diferentes, sin embargo para el caso particular en 

que el espesor de yacimiento, II, sea igual al tamaño de bloques, d, es posible establecer 

una equivalencia entre los términos de interacción, es decir entre las Ecs. 3-57 y 3-107. Lo 

anterior es con el fin de lograr una analogía entre los modelos para flujo radial propuestos 

en este trabajo y con ello validar el modelo para flujo radial considerando una geometría 

matriz-fractura cúbica. 

Para simplificar el análisis de ambos modelos, en esta sección se considerará el caso de 

un trazador químico, es decir 7 = 0. Para este caso las Ecs. 3-57 y 3-107 se reducen a 

las siguientes expresiones: 

= s + 13 	Dllb2  fij7h  tanh {4X 
ED 

 zpo)} 
ZDO 	 2 

(4-5) 
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8 	D  D202  i fiTZ.h  
Zpo 

3 + e Pre 

h 

donde, 

e 
6 

dD r 151  DD2 
01 

(4-7) 

De acuerdo al comportamiento de las funciones hiperbólicas, la tanh(x) y la coth(x) que 

intervienen en las Ecs. 4-5 y 4-6 convergen al valor de la unidad cuando sus argumentos 

corresponden a un valor de x > 5. Con base en lo anterior, la influencia de estas funciones 

en las ecuaciones antes mencionadas está condicionada a que sus argumentos respectivos 

sean mayores al valor de 5, lo que da origen a las siguientes desigualdades: 

{4j,, (§-23 zi,o) >. 5 (4-8) 

  

(fire zpo) 	5 (4-9) 

Si las Ecs. 4-8 y 4-9 se satisfacen, las Ecs. 4-5 y 4-6 se reducen a las siguientes: 

Las soluciones de las Ecs. 3-56 y 3-106 fueron evaluadas mediante un programa de 

computo, utilizando el algoritmo de Crump (1970) como subrutina de inversión, y se 

analizaron las distintas combinaciones de los valores prácticos de las variables, que in-

tervienen en el proceso de estudio. En todos los casos se presentó la misma solución 

para. las Ecs. 4-5 y 4-10, y para las Ecs. 4-6 y 4-11, lo que implica que para tiempos 

prácticos y para los valores de los parámetros considerados en este trabajo, las funciones 
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hiperbólicas de las Ecs. 4-5 y 4-6 no tienen influencia significativa en el comportamiento 

de las soluciones para el problema de flujo radial de trazadores en yacimientos natural- 

mente fracturados, por lo que las definiciones de 	pueden ser expresadas por las Ecs. 

4-10 y 4-11. 

Con base en lo anterior, la equivalencia entre los dos modelos para flujo radial pre-

sentados en este trabajo se establece a través de la comparación de las Ecs. 4-10 y 4-11 

expresadas en términos de las variables originales que intervienen en cada uno de los mo-

delos. Sustituyendo las Ecs. 3-34, 3-40, 3-44 y 3-54 en la Ec. 4-10, y las Ecs. 3-71, 3-72 

(considerando que 76- <<< 1), 3-87, 3-99 y 3-107 en la Ec. 4-11, se obtienen las siguientes 

ecuaciones: 

¿r h 
D22rH01 3  

3 1" 'n°(11 (w 	6)2q  (4-12) 

re s 
4. 603a  {12/rD q 02.1 	47r D2  a II 

cr2 	q d dI 
(4-13) 

Considerando el caso particular en que el trazador viaje a través de una sóla fractura, 

el área transversal al flujo es igual en ambos modelos y por consecuencia I/01  = 2(w — 6 

y II = d. Bajo estas condiciones las Ecs. 4-13 y 4-14 se pueden escribir como sigue: 

= s + 2952a 
I7 I • I32  8  

V (ti; — 6) q 
(4-14) 

r .9 	47r D2  a 
ere =s + 602" 
	(w — q 	q 	f 

(4-15) 
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Se puede observar que las Ecs. 4-14 y 4-15 son muy similares entre sí, observándose 

que la superficie de contacto matriz-fractura para el caso particular de considerar un 

sólo bloque, es tres veces la superficie de contacto correspondiente al problema de un 

yacimiento estratificado, por lo que la concentración de trazador en el caso de considerar 

geometría cúbica es más baja que la correspondiente al considerar estratos. 

Por otra parte, en cuanto al tercer término de la Ec. 4-15, se puede decir que éste 

es pequeño en comparación con el término que le antecede, debido a los valores de los 

parámetros que intervienen en los mismos Con el fin de analizar la verdadera influencia 

del grupo " 	
H 
I:" de la Ec. 4-15, se evaluaron por separado cada uno de los términos con 

una amplia gamma de valores de los parámetros que intervienen explícitamente, así como 

del tiempo adimensional. De lo anterior se concluyó que el tercer término de la Ec. 4-15 

es muy pequeño con respecto al segundo, siendo aproximadamente del orden de 10-4  para 

el caso más crítico, es decir, para tiempos adimensionales muy grandes y espesores de 

yacimiento muy pequeños. Por lo que el tercer término de la Ec. 4-15 puede considerarse 

despreciable para fines prácticos. Sin embargo, para radios adimensionales muy grandes 

este tercer término tiene una pequña influencia sobre la respuesta del trazador, como se 

analizará en la última parte de la siguiente sección. 

Con base en lo anterior, es posible concluir que el modelo para flujo radial considerando 

geometría matriz-fractura cúbica, tiene como caso particular el modelo para flujo radial 

para un yacimiento estratificado presentado en la Sección 3-2 de este trabajo. 
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CAPÍTULO 5: 

DISCUSION DE RESULTADOS 

En este capítulo se presentan los resultados de este estudio. En la primera sección 

se presenta una breve descripción del método que se utilizó para analizar los resultados. 

Las tres secciones siguientes discuten los resultados para cada uno de los modelos por 

separado, en la última de estas tres secciones se incluye una comparación de los tres 

modelos con propósitos cualitativos o semicuantitativos de determinar las características 

del medio poroso naturalmente fracturado. La penúltima sección presenta un análisis de 

sensibilidad de los principales parámetros que intervienen en la solución del modelo que 

considera una geometría matriz-fractura cúbica, con datos de campo. Las últimas dos 

secciones de este capítulo discuten el problema inverso, es decir, cuando se tienen datos 

obtenidos de una prueba de trazadores a la cual se debe aplicar el modelo matemático y 

del ajuste resultante obtener algunos de los parámetros físicos del yacimiento de interés. 

5.1 Método de Análisis 

Los modelos matemáticos presentados en el Capítuo 3 involucran varios grupos adimen-

s'anales, los cuales gobiernan el flujo de trazadores en yacimientos naturalmente fractura-

dos. Estos grupos adimensionales están definidos a través de la combinación de algunas 

de las variables físicas del problema en cuestión. Algunas de ellas dependen de la geome-

tría, del sistema, otras de las características intrínsecas del yacimiento y otras del fluido 

inyectado. Dentro de estos variables físicas se pueden listar los siguientes: 

1. Distancia adimensional, xp o rD  

2. Espesor del yacimiento, II 

3. Ancho de fractura, tu 

4. Porosidad de la matriz, S2 
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5. Coeficiente de difusión de la matriz, D2  

6. Constante de adsorsión o de equilibrio, kd  

7. Constante de decaimiento radioactivo, A 

8. Gasto de inyección, q 

El número de combinaciones posibles de estas variables , de acuerdo a la definición 

de los parámetros adimensionales, es infinito; en este capitulo sólo se muestran algunas 

de ellas. Sin embargo, se estudió un amplio rango de las variables involucradas, en un 

esfuerzo para lograr que los resultados sean de aplicabilidad lo más general posible. 

Se utilizaron dos métodos para estudiar el efecto de los parámetros sobre el compor-

tamiento del trazador: 1) Se cambió un sólo parámetro en tanto los otros permanecieron 

constantes, de tal forma de poder estudiar su efecto sobre la respuesta del trazador; 2) Se 

usaron varias combinaciones de los parámetros para determinar la forma en que afectan 

el flujo del trazador. 

Para lograr que los resultados cubran un mayor número de las combinaciones posibles 

de los valores de las variables, y que su presentación sea lo más sencilla posible, las 

ecuaciones fundamentales de flujo de los modelos matemáticos fueron transformadas a 

su forma adimensional previamente a obtener su solución. Esto simplifica las expresiones 

para las soluciones y también proporciona una mejor idea de la forma en que los diferentes 

parámetros influyen en el problema de flujo de trazadores. 

Los valores de los parámetros utilizados en este estudio se pueden dividir en dos grupos: 

1) Los que fueron utilizados por Moench y Ogata (1981), Tang y cois. (1981), Hsieh (1986) 

y Chen (1986) y 2) Los que corresponderían al rango de valores que se pueden presentar 

en los yacimientos naturalmente fracturados (Pickens y Grisak, 1981, Koenraad y Baker, 

1981 y Hensel, 1989). Estos valores se presentan con detalle en el Apéndice D. Para 

obtener los resultados de las secciones siguientes se utilizó el primer grupo de valores. En 

la sección correspondiente a la discusión de resultados del modelo matemático radial con 
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geometría matriz-fractura cúbica, se utilizaron los dos grupos de datos antes mencionados. 

5.2 Modelo para Flujo lineal 

En esta sección se presenta una discusión de la respuesta del trazador para los casos de 

inyección continua, bache y pico, dadas para el primero y último caso por las Ecs. 3-29 y 

3-31, respectivamente. Una parte importante de la discusión estará basada en el caso de 

inyección tipo bache, que es la más frecuentemente usada en aplicaciones de campo. 

Es importante tener presente que la solución integral de este estudio, usada para 

describir el flujo de trazadores en yacimientos naturalmente fracturados, se expresa en 

términos de sólo dos parámetros básicos: el parámetro a y el número de Peclet para la 

región móvil, o sea el sistema de fracturas, P.1 . Lo anterior da como resultado que el 

estudio del efecto de cada uno de estos parámetros sobre la respuesta de trazador sea más 

sencillo. 

La Fig. 5-1 muestra el comportamiento del trazador químico (A = O =y = O) para 

diferentes distancias entre los pozos inyector y productor, para valores de Pei  = 1 y 

a — 01. Para propósitos prácticos, la concentración de trazador es importante para una 

distancia XD = 1, lo cual corresponde al pozo de observación, y consecuentemente los 

resultados de este estudio corresponderán a esta distancia. 

Se ha discutido previamente (Ramírez, 1988) que la influencia de la, región inmóvil o 
• 

estancada sobre el flujo de trazador en el sistema de fracturas depende exclusivamente 

del parámetro a, debido a que su definición dada por la Ec. 3-23 involucra las variables 

correspondientes al segundo medio, la porosidad 02  y el coeficiente de difusión D2 de la 

matriz. Con base en lo anterior, para valores muy pequeños de a (a --+ 0), el sistema se 

comporta como si estuviera constituido sólo por la región móvil. 

La Fig. 5-2 muestra la influencia de este parámetro a sobre la concentración de 

trazador. De esta figura se puede notar que al incrementarse a, la concentración de 
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trazador en x D  = 1 decrece y también que el tiempo de irrupción del trazador es escen-

cialmente el mismo para todos los valores de a. Adicionalmente, esta figura indica que 

para la curva correspondiente a la concentración máxima, a = .01, es el limite superior de 

todas las soluciones y que la respuesta del trazador para los diferentes valores de a ten-

derá a una concentración máxima por abajo de CD1 = 1. Por supuesto, esto se debe a la 

transferencia de trazador a la región inmóvil o estancada y que la máxima concentración 

se obtiene cuando no existe esta transferencia al segundo medio. 

Las Figs. 5-3 y 5-4 ilustran, para el caso de inyección continua, la influencia del número 

de Peclet de la región móvil sobre la concentración del trazador. Si analizamos la definición 

de este parámetro (Ec. 3-8) se puede concluir que para propósitos prácticos la variación 

de Pei  se debe a la dispersión en la región móvil representada por D1 ; 

D1  = DLvL  D* (5-1) 

donde DL  es el coeficiente de dispersión longitudinal o de las fracturas y D* es el coeficiente 

de difusión molecular del trazador. 

Los valores del coeficiente de difusión molecular del trazador son normalmente mu- 

cho más pequeños que los valores de DL  y consecuentemente, el número de Peclet es 

inversamente proporcional a DL . 

La Fig. 5-3 también indica que el tiempo de irrupción del trazador es una función 

del número de Peclet de la región móvil o del sistema de fracturas, Pei. Como es de 

esperarse, si Pel  se incrementa se obtienen mayores tiempos de irrupción. Esto puede 

explicarse a partir de la definición del número de Peclet, Ec. 3-8, ya que para un gasto 

determinado, el incremento este parámetro es debido a una disminución del coeficiente D1  

y como consecuencia el tiempo de irrupción es mayor . Sin embargo, después del tiempo 

de irrupción, el incremento de la concentración de trazador es más rápido para los valores,  

mayores de Psi; esto significa que la pendiente de la respuesta de concentración de 
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trazador se incrementa y como se muestra en la Fig. 5-4, para valores de Pei  mayores que 5 

la respuesta será similar a la que se obtendría de un despazamiento tipo pistón imperfecto 

predicho por la teoría de flujo frontal de Buckley-Leverett para el desplazamiento lineal 

de flujo de agua en yacimientos de aceite (Craig, 1971), 

Resumiendo, de acuerdo a lo discutido previamente se ha concluído que para valores 

fijos de a, el número de Peclet, Pei , tiene un efecto sobre la respuesta de concentración de 

trazador, tanto en la forma de la curva como en el tiempo de irrupción del trazador. Para 

un valor constante de Pei , las respuestas para distintos valores de a muestran curvas de 

forma similar, siendo la solución para a 5 0.01 el límite superior de todas las soluciones. 

Estas conclusiones también son válidas para los casos de inyección finita o bache y la tipo 

pico, que se discutirán más adelante. 

Con respecto a la inyección tipo bache o finita, la Fig. 5-5 muestra los resultados para 

un período de inyección expresado en tiempo adimensional igual a 0.3, Pei  = 1 y varios 

valores de a. Puede observarse que el tiempo para alcanzar condiciones de concentración 

máxima es independiente de a; lo cual significa que la difusión y adsorción del trazador 

en la región inmóvil no tiene influencia sobre la concentración máxima que se obtiene en 

el pozo productor. 

La Fig. 5-6 presenta los resultados de la concentración de trazador para el caso de 

la inyección finita o bache, para a = 0.01 y varios valores del parámetro Pei  para un 

período de inyección de 0.3; se puede notar que el tiempo al cual se alcanzan condiciones 

de concentración máxima en el pozo productor se incrementa al aumentar de Pe1  . 

La Fig. 5-7 ilustra los resultados de la concentración de trazador para el caso de la 

inyección finita o bache para el mismo valor de a y los mismos números de Peclet iguales a 

los de la Fig. 5-6, pero para un período de inyección de 0.1; comparando estas dos figuras 

se puede observar, como es de esperarse, que al disminuir el tiempo de inyección se reduce 

tanto la concentración máxima como el tiempo al cual se alcanza esta concentración, de 
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aquí se puede inferir que la solucioón finita para tiempos de inyección muy pequeños 

convergerá a la solución pico para tiempos adimensionales grandes. 

Los resultados de concentración de trazador para el caso de inyección finita para valores 

de (Y = 0.01 y Pe!  = 2 y diferentes períodos de inyección (0.1,0.3 y 0.5), se ilustran en la 

Fig. 5-8. Como es de esperarse, se observa de los resultados de esta figura, que conforme 

el período de inyección se incrementa, la concentración máxima alcanzada también se 

incrementa y que el tiempo al cual se obtiene esta concentración es mayor que el período de 

inyección, debido a los efectos de dispersión, que son considerados en el número de Peclet 

Pei  También se puede observar que el perfil de concentraciones para diferentes períodos 

de inyección es el mismo para tiempos más pequeños que el tiempo de inyección. Esto 

implica que para tiempos más pequeños que el periodo de inyección, la solución continua es 

aplicable para analizar la respuesta de concentración del trazador. Esto puede verificarse 

si los resultados de esta figura para un período de inyección de 0.5 son comparados con 

los de la Fig. 5-3 para a = 0.01, encontrándose que ambas respuestas son las mismas 

para tiempos menores al período de inyección. 

Es importante hacer notar que los resultados mostrados en las Figs. 5-1 a 5-8, corres-

ponden a la respuesta de concentración de un trazador químico y que las observaciones 

referidas a estas figuras también son válidas para el caso de trazadores radioactivos. Con 

el fin de no presentar resultados repetitivos, tan sólo se presentan tres figuras par el caso 

de trazadores radioactivos, bajo la premisa de que la influencia, de los dos parámetros 

previamente analizados, sobre el comportamiento del flujo de trazadores es esencialemte 

la misma para el caso de trazadores químicos o radioactivos. 

En la Fig. 5-9 se puede observar el perfil de concentraciones para el trazador radioactivo 

Iridio, cuya vida media es de 8.05 días, para el caso de una inyección continua y para 

los mismos valores de los parámetros XV , a y Pel  empleados en la Fig. 5-2. De la 

comparación de estas dos figuras es posible concluir que el decremento en la respuesta de 

concentraciones de la Fig. 5-9 con respecto a la obtenida en la Fig. 5-2, se debe 
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precisamente a la pérdida de masa del trazador por efecto de su decaimiento radioactivo y 

que el comportamiento del trazador respecto al parámetro a es el mismo que el discutido 

para la Fig. 5-2. 

De igual manera, la Fig. 5-10 presenta resultados análogos a los de la Fig. 5-5, para 

el caso del trazador radioactivo. De estas dos figuras también se puede observar que la 

concentración reportada para el caso de un trazador radioactivo (Fig. 5-10) es menor que 

la de un trazador químico (Fig. 5-5), 

La Fig. 5-11 muestra la influencia del parámetro -y, que como puede concluirse de su 

definición (Ec. 3-11), para determinados valores de 1,L  y L, corresponde básicamente al 

tipo de trazador radioactivo utilizado representado por A que es inversamente proporcional 

a la vida media del trazador, esto es, \ = 	. La Fig. 5-11 se obtuvo para los trazadores •1/2 

Tritio, Stroncio e Iridio , cuyas vidas medias son 4520, 65.4 y 8.05 días, respectivamente, 

puediendo observarse la dependencia de la respuesta de concentración del trazador con 

respecto a A, a mayor A menor concentración. 

5.3 Modelo para Flujo radial 
en un yacimiento estratificado 

Los datos usados para obtener los resultados presentados en esta sección corresponden 

a los utilizados por Chen, (1986), ver Tabla D-1. 

La Fig. 5-12 muestra los resultados de la concentración del trazador contra la distan-

cia radial para los tiempos adimensionales de 1.0, 5.0 y 10.0. La concentración decrece 

gradualmente con la distancia radial. 

La Fig. 5-13 presenta los resultados de la concentración de trazador contra la distancia 

radial para valores del radio del pozo adimensional de 0.0 (linea fuente), 0.5, 1.0 y 1.5, 

para un tiempo adimensional de LO. Estos resultados son similares a los publicados 
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por Hsieh(1986) para el caso de un medio homogéneo, concluyendo que la respuesta del 

trazador tienen una fuerte dependencia del radio del pozo. 

La Fig. 5-14 muestra una gráfica de concentración de trazador contra el tiempo, para 

el caso de inyección continua, considerando una línea fuente como radio del pozo de cero 

(rDo  = 0) y una distancia radial adimensionai de 1. Esta gráfica puede compararse con 

la Fig. 5-2 correspondiente al flujo lineal, concluyéndose que puede surgir un problema 

de unicidad, si se pretende distinguir el tipo de flujo por la forma de las curvas, si la 

interpretación de la prueba se realiza sin la información adicional proveniente de otras 

fuentes (es decir, estudios geológicos, análisis de núcleos, registros de pozos, etc.). 

La Fig. 5-15 presenta la respuesta de concentración de trazador en rD  = 4, para el 

caso de inyección finita o bache, para períodos de inyección, de t D  = 0.3 y 0.5. Como 

es de esperarse, se observa que al aumentar el tiempo de inyección se incrementa la 

concentración máxima, y que el tiempo al cual se alcanza esta concentración máxima de 

trazador es más grande que el período de inyección, debido a los efectos de dispersión. Una 

vez más, como se ha discutido previamente en relación a la Fig. 5-14, se puede presentar 

un problema de unicidad, en cuanto a la forma de las curvas, si la interpretación de la 

prueba no se realiza empleando la información adicional proveniente de otras fuentes. 

5.4 Modelo para Flujo radial 
en un yacimiento fracturado 
(geometria matriz-fractura cúbica) 

Los resultados presentados en esta sección fueron obtenidos usando en lo posible los 

datos de Chen, (1986) (ver Tabla D-1). 

En primer término se presenta en la Fig. 5-16 una comparación de los resultados del 

modelo radial con fracturas horizontales, discutido en la Sección 3-2 de este trabajo y los 

resultados del modelo para flujo radial, considerando una geometría matriz-fractura 
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cúbica. Los datos empleados en esta figura se detallan en el Apéndice D (Tabla D-1) y 

establecer la ecpii valencia entre ambos modelos, se consideró que el trazador fluye a través 

de una sóla fractura, es decir, H = d y para este ejemplo se utilizó un espesor unitario. La 

función F(t D ) del eje de las abcisas de esta figura corresponde a las diferentes definiciones 

del tiempo adimensional para cada uno de los modelos estudiados, así, para el modelo 

radial con fracturas horizontales, t E, está dado por la Ec. 3-41 y para el modelo radial 

con geometría matriz-fractura cúbica, t D  está definido por la Ec. 3-84. Siendo iguales 

para este caso particular debido a que al considerar el flujo de trazador a través de una 

sóla fractura, el área transversal al flujo es igual para ambos modelos. En esta figura 

también se incluye la curva correspondiente al caso homogéneo, es decir, cuando no existe 

transferencia de masa hacia la matriz los dos casos. 

1k' esta figura se puede observar, como se mencionó en la. discusión referente a la 

validación del modelo presentada en la Sección 4.3 relacionada con una área mayor de 

contacto, que la concentración para el modelo cúbico es inferior a la correspondiente para el 

modelo de fracturas horizontales. Desafortunadamente para propósitos de caracterización, 

la forma de las curvas es similar, concluyéndose que para la interpretación de una prueba 

de trazadores es necesario contar con la con información adicional proveniente de otras 

fuentes (es decir, estudios geológicos, análisis de núcleos, registros de pozos, etc). 

Es de gran interés comparar los resultados de los modelos propuestos considerando 

geometría radial, con el modelo de fracturas verticales presentado en la Sección 3.1. Con 

el propósito de simplificar esta discusión, el tamaño del bloque de matriz, para el caso 

del modelo que considera geometría matriz-fractura cúbica, es igual al espesor H. Esta 

simplificación también se aplica a los otros dos modelos. 

Los resultados para una inyección continua de trazador se muestran en la Fig. 5-17. 

Una vez más como es de esperarse, si se parte de la base de los principios físicos de estos 

problemas, la concentración del trazador para el modelo de fracturas verticales es la más 

alta de los tres casos. La Fig. 5-18 muestra resultados similares para una inyección finita 
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del trazador, para un período de inyección de tr) = 2.01. Escencialmente las condiciones 

relacionadas a la Fig. 5-17 se aplican a este caso. Adicionalmente se puede notar de las 

Figs, 5-17 y 5-18 que la conclusión referente al problema ya mencionado de unicidad en 

la caracterización de yacimientos naturalmente fracturados, a través de la interpretación 

de pruebas de trazadores, prevalece. 

Por otro lado, en la Fig. 5-19 se muestra la influencia de la matriz en el perfil de 

concentraciones, para una inyección continua del trazador , representada por el producto 

47;2  que interviene en las definiciones de P„h y Ir, (Ecs. 3-57 y 3-107). 

El valor máximo usado para este grupo en los modelos de fracturas horizontales y 

de bloques cúbicos, fueron 1.13E-4 y 7.2E-4, respectivamente. De esta figura se puede 

observar que para valores de 03{-D—D2  < 10-6, el sistema formado por los bloques de 

matriz se comporta como en el caso homogéneo. 

La influencia del tamaño de los bloques de matriz para el caso de inyección continua 

de trazador se ilustra en la Fig. 5-20; la curva correspondiente al perfil de mayor concen-

tración representa el caso homogéneo, las curvas que siguen hacia abajo, corresponden a 

diferentes tamaños de bloque, hasta un valor máximo de 100 bloques de matriz. Estos 

resultados indican que de acuerdo al incremento en el área de contacto matriz-fractura, 

es decir, a mayor número de bloques, la concentración del trazador disminuye debido a 

que existe mayor transferencia de masa hacia los bloques de la matriz. Por último, la Fig. 

5-21 presenta la influencia del ancho de fractura para los modelos de fracturas horizontales 

y de bloques cúbicos, para un rango de ancho de fractura de 10-4  a 10-2  m. El efecto 

de este parámetro es bastante importante ya que, como se puede observar en esta figura, 

un incremento en el ancho de fractura corresponde a un incremento en la respuesta de 

concentración de trazador. 
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5.5 Aspectos Prácticos 

Con el fin de acercarse un poco más a las condiciones reales en el campo, en esta 

sección se presentan resultados obtenidos en base a datos representativos, en lo posible, 

de yacimientos petrolíferos. La mayoría de los resultados que se discuten a continuación 

se refieren al modelo de geometria matriz-fractura cúbica, debido a que este tipo de geo-

metria es el más adecuado de los tres modelos propuestos en este trabajo para representar 

un yacimiento naturalmente fracturado. Sin embargo, también se presentan algunos resul-

tados para los otros dos modelos, pensando en que existen casos especiales de yacimientos 

naturalmente fracturados que pueden ser representados por medio de la conceptualización 

de estos modelos. Adicionalmente, en esta sección también se discute una comparación 

de los tres modelos propuestos en esta tesis para diferentes casos. 

Como se mencionó en la Sección 3-3 la solución general en el espacio de Laplace para el 

modelo de fracturas horizontales está representada por la Ec. 3-64, es también la solución 

del modelo de bloques cúbicos de matriz sustituyendo en lugar de ere, la definición de ¿„ 

dada por la Ec. 3-107 en las Ecs. 3-60 y 3-66. 

Efectuando lo anterior, y aplicando las definiciones de los parámetros adimensionales 

re), rpo, di)  y Din, Ecs. 3-79, 3-80, 3-83 y 3-87, la solución del modelo de bloques de 

matriz cúbica se expresa de la siguiente manera: 

Dr1 	lexp (Y Yo) 
s 	2 

f  Ai (C1 3y)  
(¿1131,0) 

 

(5-2) 

donde, 

  

 

Y = r 
1 

= +  
a 41rc  

r„, 	1 
Yo = + a 41rc 
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y de la Ec. 3-107 

12q11 D2  
Irc= +7+021 

dwR 

 

247rHD202a2  
q(12  

 

+ (5-5) 

A continuación se presenta el análisis de sensibilidad de la solución a las principales 

variablesies físicas involucradas. 

Con fines de simplificar este análisis, la variación de los parámetros se estudian para 

el caso de inyección continua, teniendo en mente que la influencia de cada parámetro 

sobre la respuesta del trazador no depende del tipo de inyección. Sin embargo, al final de 

esta sección se presentan algunos resultados para el caso de inyección finita. Los rangos 

de variación de los parámetros para este estudio, fueron obtenidos de diversas fuentes, 

(Grisak y Pickens, 1980; Pickens y Grisak, 1981; Koenraad y Baker, 1981 y Hensel, 1989), 

los cuales se detallan en el Apéndice D. 

Efecto del coeficiente de dispersión longitudinal, (a) 

Pickens y Grisak (1981) estudiaron el efecto aparente del escalamiento en procesos de dis-

persión en medios porosos estratificados. Con base en este estudio se analizó la influencia 

del coeficiente de dispersión longitudinal a, el cual se emplea en los modelos propuestos 

para flujo radial, corno longitud característica en los parámetros adimensionales . La Fig. 

5-22 ilustra la influencia del parámetro a sobre la respuesta del trazador a una distan-

cia radial de 1000 m, pudiendo observarse que el coeficiente de dispersión longitudinal 

determina el tiempo de irrupción del trazador, concluyéndose que el retardamiento del 

trazador para un a = 0.57n es de cuatro órdenes de magnitud mayor que el retardamiento 

del trazador para un o = 507n, sin embargo, la forma de los perfiles de concentración es 

esencialmente la misma para todos los a's. De aquí se puede concluir que el efecto del 

codicien te de dispersión longitudinal sólo se refleja en el tiempo de irrupción del trazador 

y que posteriormente, el comportamiento del trazador es muy similar para cualquier a. 
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Es importante notar que dadas la.4 características de la función que representa la solución 

del modelo matemático propuesto, Kc. 5-2, el coeficiente de dispersión longitudinal tiene 

su mayor efecto en la definición de rD, de tal manera que para una misma distancia radial, 

r, rD  disminuye de acuerdo al incremento de a. De acuerdo a Pickens y Grisak (1981) el 

coeficiente de dispersión longitudinal es una función lineal de la distancia media de flujo 

del trazador; por ejemplo, para un medio poroso estratificado a = 0.043L. Bajo estas 

condiciones es posible manejar distancias muy grandes (500 a 1000 m) con rD  pequeños; 

sin embargo en la Fig. 5-23 se puede observar que es posible obtener prácticamente un 

sólo perfil de concentraciones para la misma distancia (r = 1000m) y diferentes valores 

del coeficiente de dispersión longitudinal (a), graficando la relación tD/r2D  en el eje de las 

abcisas. Sustituyendo en esta, relación las definiciones dadas por las Ecs. 3-79 y 3-84 se 

llega a la relación al/r2 , por lo que la influencia de a se elimina del problema, resultando 

así, prácticamente un sólo perfil de concentraciones. Lo anterior corrobora la discusión 

referente a la Fig. 5-22 y con esto se puede concluir que en efecto, existe un factor de 

escalamiento en el problema de flujo de trazadores en medios porosos fracturados. 

Influencia de la distancia radial, (r) 

En este caso, para determinar el efecto de la distancia radial (r), en forma independiente 

del coeficiente de dispersividad (a), se mantuvo fijo este último a un valor de a = 0.5 

y se cambiaron los valores de r a 250, 500 y 1000 m, que corresponden a los valores 

que se pueden tener en una prueba de campo, en general. La Fig. 5-24 ilustra como 

el parámetro rD  no sólo influye en el tiempo de irrupción del trazador, sino también en 

la forma de la curva, es decir, una vez que irrumpe el trazador a mayor distancia, el 

tiempo que se requiere para llegar a una concentración cercana a la unidad será cada vez 

mayor. Lo anterior se puede observar mejor en una gráfica de CD contra tpir2D, Fig. 5-25, 

observándose que a pesar de amortiguar el factor de escalamiento al dividir por rD, las 

pendientes de las curvas correspondientes a rD's altos son menores respecto a las de rp's 

bajos. Esto indica que a medida que se incrementa la distancia radial los factores que 
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intervienen en el fenómeno de difusión-convección en medios porosos fracturados tienen 

mayor oportunidad de actuar y, por consiguiente se presenta una diferencia en la respuesta 

del trazador, la interacción matriz-fractura es mayor. 

Influencia del ancho de fractura, (w) 

La Fig. 5-26 ilustra la influencia del ancho de fractura (w) sobre el comportamiento del 

trazador, observándose que el parámetro w no afecta notablemente al tiempo de irrupción 

del trazador, ya que éste irrumpe prácticamente a tiempos muy similares, para un rango 

de ancho de fractura de 10-6  a 10-2  m. Sin embargo, esta figura muestra como el trazador 

se comporta prácticamente para anchos de fractura grandes (10-2  o 10-3  m) como si se 

tratáse de una función tipo escalón, hasta obtener una concentración de 0.8, es decir que 

debido a la alta canalización de trazador, la transferencia de masa hacia la matriz es casi 

nula. Por el contrario, para anchos de fractura muy pequeños, esta transferencia de masa 

hacia, la matriz es grande, por lo que la elongación del perfil de concentración aumenta 

conforme disminuye el ancho de fractura. 

Influencia de la porosidad de la matriz, (452) 

En la Fig. 5-27 se muestra la influencia de la porosidad de la matriz en la respuesta 

del trazador. En esta figura se puede observar que cuando la porosidad de la matriz es 

muy pequeña, el perfil de concentraciones corresponde a la de una función escalón, en 

la cual, el intervalo de tiempo necesario para alcanzar la concentración máxima es muy 

pt`clUVAO. De esta figura se puede concluir que a medida que la porosidad de la matriz 

aumenta, se incrementa la difusión en el segundo medio y como consecuencia disminuye 

la concentración en la fractura, independientemente del valor del coeficiente de difusión 

de la matriz, D2 , que para los resultados de esta figura es de 1.385E-5 mi/d. La curva 

correspondiente al valor de (/)2  = 0.00001 indica que a pesar del alto valor del coeficiente 

de difusión antes mencionado, no existe transferencia de masa hacia la matriz, siendo 
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este efecto, como se espera, similar al caso de un valor muy pequeño del coeficiente de 

difusión con un valor alto de porosidad de la matriz, como se discutirá más adelante. Por 

lo que respecta a valores altos de porosidad en la matriz, se puede decir como se muestra 

en la Fig. 5-27 que los perfiles del trazador tienden a una elongación similar, aunque el 

retardamiento en la irrupción sea de acuerdo al incremento de la porosidad, es decir a 

mayor porosidad mayor será el tiempo necesario para la irrupción del trazador. 

Influencia del coeficiente de difusión de la matriz, (02) 

La Fig. 5-28 ilustra la influencia del coeficiente de difusión de la matriz, D2, sobre 

el perfil de concentraciones, pudiendo observarse, como se explicó anteriormente, que 

para valores muy pequeños de este parámetro (10-12  y 10-9, prácticamente no existe 

transferencia de masa al segundo medio, es decir, sólo actua el sistema de fracturas. Sin 

embargo, en esta figura se puede observar, que el coeficiente de difusión prácticamente no 

tiene ninguna influencia sobre el retardamiento en la irrupción, dado que para el rango 

de valores de D2 el tiempo de irrupción del trazador escencialmente es el mismo. A 

excepción de la conclusión anterior, las observaciones realizadas con respecto a la Fig. 

5-27 son válidas también para esta figura, lo que sugiere que la influencia de 02 y D2 

sobre la respuesta del trazador es en la misma dirección, es decir que se puede tener una 

combinación de valores de 952  D2  < 10-6, de acuerdo a la definición de ¿rc  dada por la 

Ec. 5-5, que logran que el comportamiento del sistema fracturado sea el de un medio 

homogéneo. 

Influencia del número de bloques de matriz, (ND) 

La Fig. 5-29 ilustra el efecto del número de bloques de matriz, ND = H/d, en la 

respuesta de concentración del trazador. El caso evaluado corresponde a un medio poroso 

fracturado con un espesor II = 100 m, para diferentes tamaños de bloque, 5, 10, 50 y 100 

m, que corresponde a 20, 10, 2 y 1 número de bloques, respectivamente. Tomando 
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en cuenta que para el modelo que considera una geometria matriz-fractura cúbica, la 

porosidad de las fracturas es aproximadamente igual a la siguiente expresión: 

6(w — 6) 
d 

(5-6) 

Se puede concluir de la Ey. 5-6 que a mayor tamaño de bloque, menor porosidad del 

sistema de fracturas. Por otro lado, cuanto menor es el tamaño de bloque mayor es el 

área de contacto matriz-fractura. En la, Fig. 5-29 se puede observar como disminuye el 

perfil de concentraciones al incrementarse el número de bloques o bién, al disminuir el 

tamaño de bloque de matriz. De aquí se puede concluir, que para las características de la 

matriz evaludada, 	= 0.01 y D2  = 1.35E-5 m2/d, es más importante la transferencia de 

masa hacia los bloques de matriz debida al área de contacto matriz-fractura grande, por 

ejemplo para ND = 20, que la aparente canalización del trazador debida al incremento de 

la porosidad de las fracturas. De lo anterior se puede inferir que la respuesta del trazador 

refleje un incremento de concentración al disminur la porosidad de las fracturas o bién, al 

aumentar el tamaño de bloque, cuando existe transferencia de masa hacia la matriz. 

Influencia de la constante de adsorción, (kd ) 

La constante de adsorción o también llamada constante de equilibrio o de distribución, 

kd  (Bear y Verruijt, 1987), causa un efecto de retardamiento en el avance del trazador 

en el medio poroso. Al parámetro R, definido por la Ec. 3-89, se le puede llamar factor 

de retardamiento, el cual es función de la porosidad de la matriz, de la densidad de la 

roca y de la constante de adsorción (kd ). Como se puede observar de esta ecuación un 

factor de retardamiento igual a la unidad, implica que no existe adsorción del trazador 

en la matriz, lo que correspondería a no tener disminución de concentración en el sistema 

de frac( tiras, por efecto (lel fenómeno de adsorción. Para estudiar el efecto de kd  sobre 

d perfil de concentradones se evaluaron diferentes valores de R, como se puede observar 
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en la Fig. 5-30, en que se presentan 4 perfiles de concentración para R = 1.0, 0.5, 0.1 y 

0.01. Se puede observar que la curva correspondiente a R -= 1.0 es la que resulta en la 

mayor respuesta del trazador para 02  = 0.01, constituyendo una envolvente para todos los 

perfiles de concentración para R < 1. Se puede concluir que la constante de adsorción (kd ) 

en efecto, es determinante en el tiempo de irrupción así como también en la concentración 

máxima obtenida en el extremo productor. 

Influencia de la constante de decaimiento radioactivo, (A) 

Este parámetro depende exclusivamente del tipo de trazador que se utilice, siendo una 

propiedad de la sustancia inyectada. Para un trazador radiactivo, la concentración a un 

tiempo determinado está dada por ley de decaimiento radioactivo Chrien, 1972: 

N = No  exp(— t) 	 (5-7) 

donde: 

N : Número de núcleos de la especie radioactiva al tiempo t 

No  : Número original de núcleos de la especie radioactiva (I = 0) 

A : constante de decaimiento radioactivo, definida por 

la siguiente expresión: 

/n(2) 
A = 

11/2 

donde ¿1/2  se le conoce corno vida media de la sustancia radioactiva, la cual se define como 

el tiempo requerido para que N núcleos decaiga a N/2 núcleos. 

La Fig. 5-31 ilustra la variación en el perfil de concnetraciones para 4 tipos de 

trazadores: Tritio (i1/2  = 4507.75 días), Estroncio (4/2  = 643 días), Iridio (21/2 = 8.07 

días) y un trazador químico (A = 0). En esta figura se puede observar que se tiene el 
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mismo perfil de concentraciones para el caso del Tritio y del trazador químico, lo cual 

indica que el tiempo de vida media del Tritio es lo suficientemente grande para que no 

exista pérdida de masa en la concentración del sistema de fracturas por efecto de su 

decaimiento, para el rango de tiempos evaluados 108  < ID < 10v. Sin embargo, para los 

casos de las curvas correspondientes al Estroncio e Iridio, se puede decir que si existe un 

efecto importante en la respuesta del trazador, ya que sus respectivas vidas medias no son 

lo suficientemente grandes para evitar la pérdida de trazador por efecto de sus constantes 

de decaimiento, de tal forma que la respuesta de concentración para el Iridio, como se 

puede observar en la Fig. 5-31, es muy pequeña. De esta figura se puede concluir, como 

es de esperarse, que a mayor A mayor pérdida de masa del trazador y por consecuencia 

menor concentración en las fracturas. 

Es importante hacer notar que los modelos propuestos en este trabajo, también in-

cluyen el efecto de adsorción de la masa del trazador radioactivo, el cual ha perdido sus 

propiedades, o en otras palabras, de la masa del trazador que pierde el sistema de fracturas 

por efecto del decaimiento radioactivo. Considerando lo anterior, es interesante ilustrar 

el caso del comportamiento de un trazador radioactivo cuando se tiene una constante de 

adsorción diferente de cero . La Fig. 5-32 muestra los perfiles de concentración para los 

trazadores radioactivos de la Fig. 5-31, considerando un valor para el parámetro R de 

0.1. De la comparación de esta dos figuras, se puede concluir que el efecto de la masa 

pérdida por decaimiento radioactivo, que es adsorbida por los granos de la roca, es muy 

importante en la respuesta del trazador. 

Inyección finita 

La Fig. 5-33 muestra el caso de una inyección finita o bache de trazador radioactivo 

para un período de inyección I D  = 970, para diferentes tamaños de bloque, observándose 

que a mayor número de bloques menor concentración, como se explicó anteriormente para 

el caso de las Figs. 5-20 y 5-27. Con el fin de no ser repetitivos, no se presenta la influencia 
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de cada uno de los parámetros que intervienen en el modelo para el caso de inyección finita, 

ya que la influencia de estos parámetros sobre la respuesta del trazador no depende del 

tipo de inyección. Sin embargo para fines de caracterización, es importante establecer una 

equivalencia entre los tres modelos propuestos. La Fig. 5-34 ilustra el caso de inyección 

finita de trazador para los tres modelos propuestos en este trabajo, incluyendo el caso 

de flujo radial homogéneo, observándose que para el flujo lineal se obtiene un perfil de 

concentraciones del tipo de una función escalón, debido a que el tiempo de inyección es 

muy grande para este modelo, dando como resultado que en una gráfica de este tipo no 

se pueda apreciar un aumento gradual en la concentración para flujo lineal. Sin embargo 

se puede notar que para los modelos radiales se conserva la forma clásica de la solución 

para el caso de inyección finita, obteniéndose para un medio homogéneo el mayor perfil 

de concentraciones, para el radial de estratos el perfil intermedio y para el modelo de 

bloques, para el cual N 1) = I, la menor respuesta de trazador. 

La Fig. 5-35 muestra las respuestas del trazador para un tiempo de inyección correspon-

diente al tiempo necesario para obtener una CD  = 0.2 en la distancia radial considerada 

de R = L = 1000 m, observándose que la respuesta obtenida para el caso de fracturas ver-

ticales (flujo lineal) es mayor y mucho más rápida que la de los modelos radiales. Como 

se comentó previamente, la función del tiempo adimensional F(t D ) para cada modelo 

corresponde a la definición particular de i D  los modelos lineal, radial de estratos y radial 

cúbico, dadas por las Ecs. 3-5, 3-41 y 3-84, respectivamente. La rápida respuesta obtenida 

para el flujo lineal se explica., considerando que el volumen poroso para este modelo es 

muy pequeño comparado con los volúmenes porosos de los otros dos modelos. 

5,6 Interpretación de una Prueba de Trazadores 

En esta sección se trata el problema inverso con respecto al flujo de trazadores en medios 

porosos naturalmente fracturados, es decir, aquí se determinan cuantitativamente los 

parámetros básicos del yacimiento naturalmente fracturado a través de la interpretación 
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de una prueba de trazadores. La interpretación de este tipo de pruebas se hace con base 

en los modelos matemáticos desarrollados para predecir el comportamiento del trazador 

en estos yacimientos, de tal manera que se ajustan los parámetros del modelo, a, 023  

w, d, D2 y kd , para reproducir los datos de concentración de trazador medidos en el 

pozo durante la prueba. Los parámetros del modelo se ajustan empleando el criterio 

de Mínimos Cuadrados, que considera la suma del cuadrado de las diferencias entre las 

concentraciones medidas y las calculadas con el modelo. La función a minimizar es la 

siguiente: 

nd 

FO(ai,a2,... 	= E 	ah 	,a6)]2  (5-8) 

donde: 

C(ti) : concentraciones medidas 

C*(t, ai) : concentraciones calculadas con el modelo 

al  : parámetros de ajuste, j = 1, 2, 	6 

variable independiente 

nd : número de datos 

Es importante hacer notar que los parámetros del yacimiento que se pueden determinar 

de una prueba de trazadores, dependen del modelo empleado para su interpretación. 

Los parámetros anteriormente mencionados corresponden al modelo de geometría matriz-

fractura cúbica. En esta sección se presentan tres tipos de ajuste: 1) Caso 1, ajuste con 

dos parámetros, 2) Caso 2, ajuste con cuatro parámetros y 3) Caso 3, ajuste con seis 

parámetros . Estos tres casos se detallan posteriormente, haciendo énfasis en el Caso 2 

debido a que sería el de mayor aplicación en la interpretación de pruebas de trazadores. 

Algoritmo de optimización: 

El algoritmo que se utilizó para minimizar la función objetivo representada por la 

Ec. 5-8, está basado en el método "automático" propuesto por Rosenbrock, 1960 . Este 
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procedimiento encuentra el máximo o mínimo de una función no lineal multivariable sujeta 

a restricciones no lineales. 

Las variables que se eligieron como parámetros de ajuste son las siguientes: 

a(1) = a coeficiente de dispersividacl 	 (5-9) 

	

a(2) = 02 : porosidad de la matriz 	 (5-10) 

a(3) = w : ancho de fractura 	 (5-11) 

<Y(1) = d tanlailo de bloque de matriz 	 (5-12) 

a(5) = 112 : roe ficiente de difusión de la matriz 	 (5-13) 

	

a(6) = R factor de retardamiento 	 (5-14) 

La solución del modelo matemático dada por la Ec. 5-2 con las Ecs. 5-3 a 5-5, puede 

expresarse en términos de los parámetros de ajuste: 

vrt = — ex)) 	 2 ) 

A; (¿,!,13Y) 

1 Ai (11V3y0) } 
(5-15) 

• 

r 	1  

X1 
	

4erc 

1 
Yo = 	+ At  

X 1 	--zgyrc 

¿re = 3 +7+X2X3 - 7 	X2 
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cAa(1)2a(3) 
(5-22) = ot(4) 

c = 	 
12 ir 	2  

[171  id] (5-23) 

donde: 

Xt1--1 (Y( 1 ) 	 (5-19) 

2c la(1)Pa(2)a(5)  
X2 = 	

[a(4))2 
(5-20) 

X2X3 = et(1)cr(2), 	c "(5)  
a(3)a(4)a(6)

(5-21) 

y de la Ec. 3-88: 

donde: 

Las restricciones que se emplearon para los parámetros de ajuste, se determinaron 

tomando en cuenta su rango de variación de acuerdo a lo reportado en la literatura 

(Grisak y Pickens, 1981, Koenraad y Baker, 1981 y Hensel, 1989): 

1 < oi(1),m < 60 	 (5-24) 

.01 	< a(2), fraccion < .35 	 (5-25) 

10-5  < a(3),m < .01 	 (5-26) 

.03 < a(4), m < 5 	 (5-27) 

10-12  < a(5),m2fil < 10-5 	 (5-28) 

.5 < a(6),adirnensional < 1 	 (5-29) 
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El programa de cómputo que se utilizó para minimizar la función objetivo representada 

por la Ec. 5-8, consiste en un programa principal y cuatro subprogramas correspondientes 

a las siguientes funciones: Función Objetivo, Función CX, Función CG y Función CH; 

donde la Función CX determina los valores de los parámetros al  y las Funciones CG y CH 

corresponden a las restricciones de cada uno de los parámetros cti's, inferior y superior, 

respectivamente. Es importante hacer notar que este algoritmo permite emplear como 

restricciones funciones de los parámetros de ajuste, en caso de que exista interdependencia 

entre ellos; sin embargo esto requiere de un tratamiento mucho más riguroso. Para el 

problema de estudio se evitó la interdependencia entre las variables a ajustar, es por 

esto que los parámetros de ajuste corresponden directamente a las variables reales del 

problema de flujo, a excepción de a(6) que requiere del valor de la densidad de la roca 

para determinar la constante de adsorción, kd . El método de optimización utilizado no 

limita el número de parámetros de ajuste, ni tampoco el número ni el tipo de restricciones, 

es decir éstas pueden ser constantes o funciones de los mismos parámetros. Las derivadas 

parciales con respecto a cada uno de los parámetros de ajuste requeridas para establecer 

el mínimo de la función, se calculan numéricamente, por ejemplo: 

aFo 	FO[a(1) h, a(2) 	a(6)] 	FO[a(1), a(2) a(6)]  
Ock(1) 

(5-30) 

donde h debe ser lo suficientemente pequeño. 

Los componentes del vector unitario ¿° en la dirección de búsqueda del mínimo de la 

función objetivo el  se calculan en la forma siguiente (Rosenbrock, 1960 ); 

   

(5-31) 

L. 

 

2  }1/2 

   

Este método requiere la estimación inicial de los parámetros de ajuste y la longitud del 
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paso, e, a ser considerada en la dirección deseada, la cual puede ser arbitraria. Se evalúa 

la función tanto con los parámetros iniciales como con los parámetros incrementados en 

e ; si la función decrece, e se multiplica por OR > 1. Si la función se incrementa, e es 

multiplicado por —fiR, donde O < A < 1 y la dirección del movimiento es en sentido 

contrario. Este procedimiento continua para todos los parámetros de ajuste ai's. A 

cada uno de estos desplazamientos se les llama "ensayos" y al conjunto de los intentos 

o "ensayos" hechos con un conjunto de direcciones, se les llama "etapas". El algoritmo 

continua hasta que se alcanza la convergencia o se presenta una zona de frontera en la 

vecindad de las restricciones. Las zonas de frontera se definen como sigue: 

Zona inferior: 

	

(Gi (Hi G1 )10-4) 	 (5-32) 

Zona superior: 

H1  < 	< (Hi  + (H1  — Gi)10-4) 	 (5-33) 

donde Gi  y Hi  son las restricciones inferior y superior del parámetro exi, respectivamente. 

El método requiere que la estimación inicial de los parámetros satisfaga las restricciones 

y que no tiendan a las zonas de frontera. 

Ejemplos: 

Los ejemplos que se presentan en esta sección son del tipo sintético, correspondiendo a 

la inyección del trazador radioactivo Tritio a un yacimiento naturalmente fracturado. Las 

concentraciones fueron calculadas con la solución general dada por la Ec. 5-2, usando los 

parámetros del yacimiento y datos presentados en la Tabla 5-1, utilizando un programa de 

cómputo constituido por varios subprogramas: Inversión numérica (algoritmo de Crump), 
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Gasto de inyección, 
Distancia radial, 
Espesor del yacimiento, 
Ancho de fractura, 
Tamaño de bloque, 
Dispersividad longitudinal, 
Porosidad de la matriz, 
Coeficiente de difusion de la matriz, 
Parámetro de adsorción,  

q = 205 msid 
r = 1000 rn 
H = 4.11 rn 
w = .0001 rn 
d = 2.05 m 
a= 50m 

= 0.01 , fraccion 
D, = 1.38E-5 m2  Id 
R = 1.0 

Función en el espacio de Laplace, Función de Airy (para cinco rangos de los argumentos), 

Función Gammatentre otros. 

Tabla 5-1 Características del yacimiento del ejemplo. 

Se probaron los casos de inyección continua y finita de trazador, siendo esta última 

Ay un período (le inyección 1 D  = 204, el cual corresponde a un tiempo real de 449 horas. 

Para minimizar la función objetivo representada por la Ec, 5-22 se utilizaron 40 de las 

concentraciones obtenidas y el cálculo de las concentraciones C(tiai ) fué de acuerdo a 

los valores iniciales estimados para los parámetros ai's, diferentes a los presentados en la 

Tabla 5-1. 

Inicialmente se tuvieron algunos problemas, debido al rango y valor de los parámetros 

de ajuste, ya que sus magnitudes son muy diferentes y el criterio de convergencia del 

algoritmo se basa en la diferencia entre el valor de la función objetivo actual y la evaluada 

en la etapa previa. También, la magnitud de la función objetivo puede ser insensible a 

uno o más de los parámetros, ocasionando que el procedimento de optimización termine 

prematuramente. Los problemas anteriomente mencionados se resolvieron parcialmente a 

través de una homogenización de los rangos de variación de los parámetros, por mencionar 

alguno, 0(3) se multiplicó por 104 , con el fin de que tanto su longitud de paso, e, como su 

propio valor fueran magnitudes semejantes a los otros parámetros, ya que los valores de 

ancho de fractura son muy pequeños y por consecuencia la longitud del paso, e, a tomar 

en la dirección deseada tendría que ser del orden de 1/200 el valor de la magnitud del 

parámetro, y para este caso estaría fuera del alcance de la precisión deseada, a menos 
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que ésta fuera de 10-8, lo cual implicaría mayor tiempo de cómputo. Lo anterior seria 

impráctico para el tipo de función y para la determinación de los parámetros restantes, 

como es el caso del coeficiente de dispersividad a que corresponde al parámetro de mayor 

magnitud. 

Tomando en cuenta la discusión previa se eligió una precisión de 10-5  y se homoge 

nizaron los parámetros como sigue: a(1) = a(1), a(2) = .01a(2), a(3) = .0001a(3), 

cr(4) = .1a(4), a(5) = 10-8a(5) y a(6) = .1a(6) . 

Caso 1, dos parámetros de ajuste 

Para este ejemplo, se eligieron como parámetros de ajuste la porosidad de la matriz y el 

tamaño de bloque, esto es: a(1) = 02 y a(2) = d, debido a que son dos de los parámetros 

más importantes de un medio naturalmente fracturado. La Fig. 5-36 presenta el ajuste 

de una prueba de inyección finita de trazador a un yacimiento, cuyas características se 

presentan en la Tabla 5-1 y los parámetros iniciales y ajustados se incluyen en la Tabla 

5-2. En este ajuste se obtuvo un valor mínimo de la función objetivo de 2.18E-6, en 2 

etapas y 43 evaluaciones. La Fig. 5-37 muestra el mismo caso de la figura anterior, con 

la diferencia de que el ajuste se realizó a partir de parámetros estimados iniciales más 

alejados de los reales, de acuerdo a la Tabla 5-2, obteniéndose para este caso una función 

objetivo minimizada de 4.6E-6, en 3 etapas y 69 evaluaciones, lo que requirió un tiempo 

de cómputo de más o menos 45% mayor que el necesario para el ajuste de la Fig. 5-36. 

Tabla 5-2 Caso 1, dos parámetros de ajuste. 

Fig. 5-36 Fig, 5-36 Fig. 5-37 Fig.5-37 
parámetros reales iniciales ajustados iniciales ajustados 
a(1) = 0, = .oi — 0.015 	

> 
0.010 0.021, .0095 

a(2) = d = 2.05m 1.0 2.26 0.5 1.814 

De los resultados presentados en las Figs. 5-36 y 5-37, y en la Tabla 5-2, se puede 

concluir, que los errores en la determinación de la porosidad y del tamaño de bloque de 
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TRITIO, ALFA=50 m. 
r=1000 m, H=4.11 m, 
0= 205.5 m3/d 
d=2.05,POR02=0.01 
W=1 e-4 m, ALFA=50 rn 
D2=1.38E-5, R=1.0 

VARIABLES AJUSTADAS: 
POR02=.0105, d =2.26, 

0000 DATOS 
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Fig. 5-36 Caso 1, ajuste de das parametross, TD inyeccídn=204. 
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TRITIO, ALFA=50 m, 
r=1000 m, H=4.11m, 
Q= 205.5 m3/d 
d=2.05,POR02=0.01 
W=1 e-4 m,ALFA=50 m 
D2=1.38E-5, R=1.0 

VARIABLES INICIALES: 
POR02=0 025, d=0.5m. 

.~1 

0.20 
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0.15 - 
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POR02=.0095, d=1.814 
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Fig. 5-37 Caso 1, ajuste de dos parametros, con valores estimados 
iniciales más alejados de los reales. TD inyección = 204. 
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la matriz son del orden 5% y 11%, respectivamente, y que resultan independientes de 

la estimación inicial de los parámetros, esto es, para el caso de ajustar dos variables el 

proceso iterativo permite mayor "libertad" o error de la estimación inicial. 

Caso 2, cuatro parámetros de ajuste 

Para este caso se eligieron como parámetros de ajuste las cuatro variables reales dadas 

por las Ecs. 5-9 a 5-12. 

La Fig. 5-38 muestra el ajuste de una prueba de trazadores para el caso de inyección 

continua, la cual fue optimizada en 2 etapas con 49 evaluaciones de la función objetivo, 

obteniéndose un valor para la función minimizada de FO = 0.00112. Esta solución se 

obtuvo empleando un número de datos nd = 40, la estimación inicial y el valor resultante 

de los parámetros de ajuste se presenta en la Tabla 5-3. 

Tabla 5-3 Caso 2, cuatro parámetros de ajuste. 

, 
Fig. 5-38 r 	Fig.5-39 

-- reales iniciales ajustados ajustados 
a(1) = a, m 50.0 40.0 	> 52.1 50.002 
a(2) = 02  0.01 0.015  0.0131 .0131 
a(3) = w, m 0.0001  0.0001 0.00015 .00016 
a(4) = d,rn 2.05 	, 1.5 2.047, 	2.23-- 

La Fig. 5-39 presenta el ajuste obtenido de una prueba de trazadores inyectado du-

rante un período de 43  = 204 a partir de los valores estimados iniciales de la Tabla 5-3, 

obteniéndose un valor para la función objetivo de FO = 5.8E-7, obtenida en 3 etapas con 

79 evaluaciones de la función. Los valores de las variables ajustadas se presentan también 

en la Tabla 5-3. De esta figura 5-39 se puede decir que se logró un ajuste excelente a dife-

rencia de la figura anterior. De estas dos figuras se puede concluir, de acuerdo al punto 

de vista de optimización, que en efecto, como se mencionó anteriormente, la magnitud de 

la función genera un problema de insensibilidad "aparente" a algunos de los parámetros 
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Fig. 5-38 Caso 2, ajuste de cuatro parámetros, inyección continua. 

CD 

0.30 

••=a 



0.25 

TRJTIO, ALFA=50 m, 
r=1000 m, H=4.11m, 
Q= 205.5 m3/1:1 
d=2.05,POR02=0.01 
W=le-4 m,ALFA=50 m 

VARIABLES AJUSTADAS: 
ALFA=50.0, W=1.61e-4 
POR02=.0131, d=2.23 

00-0 00  DATOS 
AJUSTE 

0.20 - 

0.15 - 

CD 

0.10 

0.05 1: 

•IM 

0.00 1 1 111111111- 11111111111111111i11111- 11111i111f1111111111f11' 

1 	 400 	 800 	 1200 

F(TD) 

Fig. 5-39 Caso 2, ajuste de cuatro pardmetros, inyección finita. 



de ajuste, ocasionando que el procedimiento de optimización termine prematuramente. 

De acuerdo a la interpretación física de la prueba, se puede concluir, que la respuesta del 

yacimiento es más sensible en el caso de de la inyección finita o bache que en el caso de 

inyección continua de trazador. 

La Fig. 5-40 muestra el mismo caso de la Fig. 5-39 con la diferencia de que para esta 

última todas las estimaciones iniciales de los parámetros de ajuste fueron cambiados, de 

acuerdo a la Tabla 5-4. Obteniéndose las variables ajustadas que se presentan en esta 

tabla en 3 etapas con 55 evaluaciones de la función objetivo, cuyo valor mínimo fue de 

FO = 4.36E-5. 

Tabla 5-4 Caso 2, cuatro parámetros de ajuste, con 
valores iniciales más aléjados de los reales. 

Fig. 5-40 _ ' 	Fiy.5-41 	
1  ajustados parámetros reales iniciales ajustados 

a(1) = a = 50m 30 50.072 51.08 
a(2) = 03  = .01 .02 0.0272 	-4  0.027 
ct(3) = w = .0001m .001  .0011 0.00112 
a(4) = d = 2.05m  1.0 1.19 1.181 .• 

De las Figs. 5-39 y 5-40 se puede observar que para un lb < 400, los parámetros 

ajustados para cada caso, reportan prácticamente la misma respuesta del trazador y 

también se puede notar que existe una pequeña diferencia entre ambas respuestas para 

tiempos mayores a este. Aquí se refleja el problema de de la insensibilidad del modelo 

a algunos parámetros o el de la, "buena estimación inicial" de los parámetros de ajuste, 

ya que si ésta se logra, frecuentemente permite la convergencia de la solución del proceso 

iterativo sea más aproximada que el caso contrario. También, si existen mínimos múltiples 

o varios mínimos locales adicionales a un mínimo absoluto, valores iniciales "pobres", 

es decir alejados de los valores, frecuentemente pueden conducir a la convergencia del 

proceso iterativo con parámetros ajustados "no deseados" los cuales pueden ser físicamente 

imposibles o reportan un valor no absoluto del mínimo de la función objetivo (Draper y 

Smith, 1966). 
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r=1000 m, H=4.11m, 
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Fig. 5-40 Caso 2, ajuste de cuatro parámetros, con valores estimados 
iniciales más alejados a los reales, TD inyección = 204. 



La Fig. 5-41 ilustra el mismo caso que la Fig. 5-40, con la salvedad de que en este caso 

la precisión fue de 10-8, obteniéndose con esta precisión una función objetivo minimizada 

de 3.9E-5 en 4 etapas con 125 evaluaciones y los parámetros ajustados que se reportan 

en la Tabla 5-4. De los resultados presentados en esta tabla y de estas dos figuras se 

puede concluir que a pesar de que el cambio en la precisión mejoró el ajuste de las curvas, 

los valores de los parámetros ajustados en ambos casos son muy similares. De aquí la 

importancia de disponer de la información del yacimiento proveniente de otras fuentes, 

de tal manera que permita inferir una "buena estimación inicial de los parámetros" y así 

poder obtener una mejor caracterización. 

Caso 3, seis parámetros de ajuste 

El caso de determinar seis parámetros del sistema a través de la minimización de la Ec. 

5-8, también fue analizado, los parámetros de ajuste para este caso corresponden a los 

representados por las Ecs. 5-9 a 5-14. El último parámetro, R, determina implícitamente 

el valor de la constante de adsorsión kd , suponiendo conocida la densidad de la roca, 

de acuerdo a su definición expresada por la Ec. 3-89. Con esta optimización global se 

logran determinar todas las variables involucradas en el modelo matemático, el cual fue 

desarrollado considerando los procesos de transferencia de masa de mayor relevancia, que 

intervienen en el problema de flujo de trazadores en medios porosos naturalmente fractura-

dos. Es importante mencionar que con la optimización de seis parámetros, directamente 

se pueden estimar cinco de las seis variables reales involucradas en el modelo y la restante 

que corresponde a kd  se puede estimar a través de la Ec. 3-89. Esto significa una ventaja 

importante con respecto a otros modelos de este tipo reportados en la literatura (Fossum, 

1982, Waikup y liorne, 1984, entre otros). 

La Fig. 5-42 ilustra el caso más difícil desde el punto de vista de interpretación de 

una prueba de trazadores, en la cual se emplean seis parámetros de ajuste, cuyos valores 

estimados iniciales se presentan en la Tabla 5-5, coincidiendo con los de la Fig. 5-39 para 
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TRITIO, ALFA=50 m, 
r=1000 m, H=4.11m, 
0= 205.5 m3/d 
d=2.05, POR02=0.01 
W= 1 e-4 m, ALFA=50 

ESTIMACION INICIAL: 
ALFA=30 m.,W=.001 m. 
POR02=.020, d=1.0 m. 

VARIABLES AJUSTADAS: 
ALFA=51.08,W=1.12e-3 
POR02=.027, d=1.181 
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Fig. 5-41 Caso 2, ajuste de cuatro parámetros, con una precisión 
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Fig. 5-42 Caso 3, ajuste de seis parametros, inyección finita. 

TRITIO, ALFA=50 m, 
r=1000 m, H=4.1 1.m., 
• 0= 205.5 m3/d • 
d=2.05, POR02=0.01 
W=1 e-4 :m, ALFA=50 m 
D2=1.38E-5, R=1.0 

VARIABLES AJUSTADAS: 
ALFA=49.92,W=1.71E-4, 
POR02=.0142, d=2.25, 
D2=1.266E-5, R=0.99 

o 	eke o o DATOS 
AJUSTE 

1 1-  I 	1:111111s' ti rili 1 1 1 t f 1 i 1 i I I ti 1- 1 	 am 1 [111111111:II; 

0.25 
:MY 

~.1 

• =1 

0.20 -- 

0.15 

CD 

ol o 

0.05 -2 
rol 

0.00 



los parámetros definidos por las Ecs, 5-9 a 5-12; con base en un criterio de convergencia de 

10_8,. De esta figura se puede observar que el ajuste obtenido es prácticamente perfecto, el 

cual corresponde a una función minimizada de 9.03E-7, en 3 etapas y con 154 evaluaciones, 

obteniéndose los valores para los parámetros optimizados de la Tabla 5-5, Del ajuste 

obtenido en esta figura se puede concluir , para los valores de los parámetros utilizados en 

este ejemplo, que los errores reportados entre los parámetros reales y los estimados son: 

.08,42, 72, 9, 8 y 1 por ciento para a(1, 2, 	, 6) respectivamente. 

Tabla 5-5 Caso 3, seis parámetros de ajuste. 

Fig. 5-42 Fig. 5-42 Fig. 5-43 Fig. 5-43 
parámetros reales iniciales ajustados iniciales ajustados 
a(1) r.--- 50 m 40.0 	' 49.92 30.0 50.93 
a(2) = 0.01 0.015 0.01420.02 0.0242 
a(3) - 0,0001 m 0,0001 1.74E-4 - 	0.001 1.37E-4 
a(4) = 2.05 /n  1.5 2.25  0.7 0.85 
0(51 = 1.38E-5m2fil 1.1E-5 1.26E-5 7.0E-6 9.9E-6 
9(6) = 1.0  1.0 0.99  0.7 0.89 

La Fig. 5-43 ilustra el caso análogo al de la Fig. 5-42 con la diferencia de que los 

parámetros iniciales se alejaron más de los parámetros reales, dé acuerdo a la Tabla 5-5. La 

función minimizada para este caso es de 6.16E-5 en 3 etapas y 124 evaluaciones, resultando 

los parámetros optimizados de la Tabla 5-5. De estas dos figuras y de los resultados 

presentados en esta tabla se puede concluir que existe un problema de unicidad de los 

parámetros estimados. Este problema requiere que la información obtenida por medio 

de la interpretación de las pruebas de trazadores, se complemente con la información del 

yacimiento proveniente de otras fuentes (pruebas de presión, análisis de núcleos, registros 

geofísicos, etc), como se ha mencionado previamente. Es decir, se debe emplear un enfoque 

multidisciplinario para la interpretación de pruebas de trazadores. 

Análisis de sensibilidad' de los parámetros xi's y 7 

Por otro lado, se analizó la sensibilidad de la solución a los parámetros xi's, repre- 
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sentados por las Ecs. 5-19 a 5-21 y el parámetro 7, dado por la Ec. 5-22. Con este fin 

se evaluaron estos parámetros con los valores de los parámetros reales y los estimados a 

través del ajuste, para los casos de las Figs. 5-38, 5-40 y 5.42, Tabla 5-6. 

Tabla 5-6 Variación de los parámetros xi's, 

parámetros reales Fi/.5-38 Fig. 5-39 Fig. 5-40 Fig.5-42 
xi 20 19.19  19.99 	- 19.7 1  20.032 
x2   1,23E-4 1.7E-4 r 	1.37E-4 1,02E-3 1.32E-4 

X2X3 0.1123 0.1243 0.1115 0.121 0.116 
/ 1.4E-5 2.28E-5 2.06E-5 2,73E-4 2,17E-5 

De esta tabla se puede concluir en términos generales, a excepción del caso de la Fig. 

5-40, que prácticamente estos cuatro parámetros adquieren los mismos valores a pesar 

de que sus variables reales sean diferentes. Esto implica, primero, que existe un número 

infinito de combinaciones de las variables reales que reportan un comportamiento muy 

similar del trazador; y segundo, que la forma en que están involucradas estas variables en 

la solución, permite que los parámetros )(jis puedan variar dentro de un cierto rango y 

aún así obtener escencialmente la misma respuesta (ver columnas 3,4 y 6 de la Tabla 5-6 

y Figs. 5-40 y 5-42). Por otro lado, se puede decir, también en términos generales, que 

el comportamiento del trazador reporta diferentes grados de sensibilidad a los diferentes 

parámetros, observándose el siguiente orden: X2X3, X2, 'y Y Xi; siendo X2X3  y xl  los 

parámetros que reportan mayor y menor sensibilidad, respectivamente, 

De acuerdo a la Fig. 5-40 (columna 5 de la Tabla 5-6), se puede decir que el efecto de 

los parámertos x2  y 7 es mayor a medida que t0  aumenta, esto se explica con base en 

la definición de ¿rc representada por la Ec. 5-18, a medida que t D  aumenta, s disminuye 

y por consecuencia los parámetros X2  y 7 tienden a ser más significativos en la solución. 

Esto se verifica de acuerdo a la interpretación física pertinente, esto es, para tiempos 

largos en que la respuesta del trazador se ha reducido, para este caso de inyección finita, 

Ne produce un pequeño desajuste en los perfiles de concentración de la Fig. 5-40 para 

> 400. 
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Por otro lado, el mayor efecto del parámetro x I  sobre la respuesta del trazador, se 

presenta durante la primera etapa de la prueba, esto es, un período pequeño de ti)  posterior 

a la irrupción. Como se puede observar en la Fig. 5-38, para la cual los valores de sus 

parámetros xi's se presentan en la columna 2 de la Tabla 5-6, en esta figura se presentan 

dos desajustes en los perfiles de concentración: uno para tD < 500 y el otro al final de las 

curvas. El primero de ellos se debe al efecto del parámetro xi, el cual se explica en base 

a la definición de Y dada por la Ec. 5-16, pudiendo inferirse que para ip's pequeños, la 

influencia de Xi  en la solución es mayor, puesto que a medida que tr, disminuye s aumenta 

y por consecuencia el cociente 1/46, es menor, por lo que Xi  tiende a ser más significativo 

en la solución. En cuanto al segundo desajuste que se observa en esta figura al final de la 

prueba, se atribuye a la influencia de los parámetros X2  y y, que como se mencionó tienen 

mayor efecto a medida que tD  aumenta. Adicionalmente cabe mencionar que el efecto del 

parámetro x2x3  está presente para todos los valores de ti) , y que para los casos de las 

Figs. 5-38 y 5-40 en las que el parámetro estimado tiene un error del 10% con respecto 

al real, su efecto se relaciona con la influencia que tienen los parámetros restantes sobre 

el comportamiento del trazador durante la prueba. Observando las columnas 2, 3 y 5 de 

la Tabla 5-6 y las Figs. 5-38 y 5-40, se puede concluir que para tiempos cortos, el error 

en el producto X2X3  se compensa por el error de xi  y para tiempos largos el error en este 

producto se compensa por los errores en los parámetros x2  y y. 

5.7 Interpretación de una Prueba de Trazadores 
bajo la influencia de ruido aleatorio 

Con el fin de aproximarse más a la realidad, se hicieron varias pruebas tratando de 

simular un estudio de campo. Como no se disponía de datos reales, se procedió a generar 

un ejemplo sintético, para lo cual se indujo ruido aleatorio en los resultados obtenidos al 

evaluar la solución para el caso de geometría matriz-fractura cúbica, dada por la Ec. 5-2. 

El proceso de ruido blanco consiste en una secuencia no correlacionada de ai's, los cuales 

son números aleatorios sorteados con una distribución normal específica de media cero 
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y de desvación varianza 17:1 (Davis, 1973). El método empleado para tal efecto se basó 

en la teoría de análisis de residuales (Montgomery,1984) , que considera que los errores 

aleatorios tienen una distribución normal, con media de cero y varianza de 1, además de 

que son independientes entre sí. La expresión empleada es la siguiente: 

CDi';;•7  Chi -I- ai 
	

(5-34) 

donde CD;  es la concentración al tiempo i, o el dato i de entrada obtenido con el modelo, 

ai  es el error aleatorio con distribución normal estándar y CD; es la concentración que 

simula los datos de campo. 

Desde el punto de vista del análisis de secuencia de datos (Davis, 1973), cada obser-

vación CD; está compuesta de la señal C;31 más un error aleatorio o componente de ruido 

£i , que para este caso corresponde a los ai  de la Ec. 5-35. El problema visto desde este 

ángulo consiste en estimar CDi l  evitando en lo posible la presencia del ruido. Se han 

propuesto diferentes esquemas para calcular las perturbaciones aleatorias presentes en las 

mediciones de una variable física, es decir el componente ei. La mayoría son estimaciones 

de mínimos cuadarados o promedios pesados (Box y Jenkins, 1976). 

A continuación se ilustra el proceso mediante el cual se obtuvo el conjunto de datos 

bajo la influencia de ruido aleatorio. Los datos que se emplearon como base para este 

proceso, corresponden a las concentraciones 	ver columnas 1 y 2 de la Tabla 5-7, que 

fueron obtenidas mediante el modelo propuesto en la Sección 3-3 Ec. 5-2, utilizando los 

datos presentados en la Tabla 5-1. 

En primer término se generaron números aleatorios ai's con una distribución normal 

estandar de media cero y varianza uno; los números así obtenidos tienen un rango de 

variación de —3 < ai < 3 (ya que se considera el 99.9% del área bajo la curva de dis-

tribución normal). De la columna 3 de la Tabla 5-7 se puede observar que para este caso, 

los números aleatorios generados presentan un rango de variación de —2.52 < ai  < 2.61. 
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Comparando las columnas 2 y 3 de esta tabla, se puede observar que los números aleato-

rios ai's son varios órdenes de magnitud mayor que las concentraciones de la columna 

2. Por lo que es necesario efectuar un cambio de escala, ya que al sumarse directamente 

las columnas 2 y 3, se obtiene como resultado un ruido de varios órdenes mayor que la 

concentración original, que representan valores irreales de concentración. Con base en 

lo anterior se efectuó un cambio de escala a los valores de concentración reportada por 

la solución. La columna 4 presenta los valores de concentración a una escala de 1 a 10. 

Este cambio de escala se efectuó asignando a los extremos de concentración los valores 

de 1 y 10, al menor y mayor valor respectivamente; siendo para este ejemplo, CD = .057 

= 1 y CD  = .21= 10 (columna 4 de la Tabla 5-7). Una vez efectuado este cambio de 

escala se aplicó la Ec. 5-35, es decir, se sumaron las columnas 3 y 4 (columna 5). Las 

CD; resultantes se transformaron a su escala original (columna 6), obteniéndose de esta 

forma el conjunto de datos que simula los datos de campo con los cuales se alimentó el 

programa de optimización. Como se puede observar de la Tabla 5-7, el máximo error 

aleatorio obtenido es de 57% correspondiente a la CD evaluada al tiempo 43  = 220. 

En esta sección se presentan los tres casos analizados anteriormente, es decir, los cor-

respondientes al ajuste de 2, .4 y 6 parámetros. Los datos de entrada para los tres casos 

corresponden a los de la columna 6 de la Tabla 5-7. Las Figs. 5-44 a 46 muestran el 

ajuste de las curvas para los tres casos y la Tabla 5-8 presenta una comparación de los 

parámetros reales, estimados iniciales, y ajustados para los tres casos, obteniéndose una 

función minimizada para los tres tipos de ajuste de 0.012. De estas figuras se puede 

observar que a pesar de los datos dispersos, para los tres casos se obtuvo un ajuste que 

puede clasificarse como bueno, el cual se puede verificar por medio de los intervalos de 

confianza del 95%, ya que la mayoría de los datos se encuentra dentro de las bandas de 

los limites de confianza. 
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Tabla 5-7 Datos utilizados en el proceso de ruido aleatorio. 

t D 
 
cl, al (Cli)..c, Cols. 3+4 CDi 

220 0.075 2.618 2.063 4.681 0.119 
245 0.101 0.295 3.638 3.934 0.107 
270 0.129 2.353 5.261 7.614 0.169 
295 0.156 -1.423 6.848 5.424 0,132 
320 0.180 -2.526 8.244 5.718 0.137 
345 0.197 -0.721 9.272 8.551 0.185 
370 0.207 -0.321 9.860 9,538 0.202 
395 0.210 0,623 10.007 10.630 0.221 
420 0.208 -0.133 9.907 9.774 0.206 
445 0.202 0.297 9.555 9.852 0.207 
470 0.194 -0.361 9.067 8.706 0.189 
495 0.184 0.195 8.507 8.702 0.188 
520 0.174 1.153 7.917 9.070 0.194 
545 0.164 -0.640 7.325 6.685 0.153 
570 0.154 0.947 6.751 7.698 0.171 
595 0.145 -1.361 6.203 4.842 0,122 
620 0.136 -1.039 5.688 4.649 0.119 
645 0.128 1.531 5.207 6.738 0,154 
670 0.120 -1.018 4.761 3.743 0.103 
695 0.113 -0.559 4.348 3,788 0.104 
720 0.107 -1.269 3.967 2.697 0.085 
745 0.101 -1.768 3.616 1.847 0.071 
770 0.095 -1,735 3.292 1.557 0.066 
795 0.090 1.360 2.993 4.353 0.114 
820 0.086 0.079 2.718 2.798 0.187 
845 0.081 -1.106 2.464 1.357 0.063 
870 0.077 -0.726 2.230 1.503 0.065 
895 0.074 0.214 2.013 2.227 0.078 
920 0.070 0.080 1.812 1.893 0.073 
945 0.067 0.289 1.627 1.916 0.072 
970 0.064 0.352 1.455 1.807 0.070 
995 0.062 0.303 1.295 1.598 0.067 

1020 0.059 0.119 1.146 1.265 0.061 
1045 0.057 0.979 1.007 1.987 0.073 

Sin embargo, es conveniente tener en cuenta que al obtener una función minimizada 

alta como resultado del ajuste, nos indica para, fines de caracterización, que los parámetros 

ajustados son poco confiables. Se puede observar de la Tabla 5-8 que existen diferencias 

importantes entre los valores ajustados y los reales para los tres casos. La Tabla 5-9 
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presenta la agrupación de los parámetros ajustados a través de las definiciones de los 

parámetros x's dadas por las Ecs. 5-19 a 5-21, de esta tabla se puede observar, que el 

parámetro X2X3,  correspondiente al de mayor influencia sobre la solución de acuerdo a la 

discusión presentada en la sección anterior, reporta un error de 18% y 11% para los casos 

de 4, 6 y 2 parámetros de ajuste, respectivamente. También, de aquí se pueden observar 

las importantes las diferencias para los parámetros X2  y y entre los parámetros ajustados 

y los reales. 

Tabla 5-8 Comparación de los parámetros reales, iniciales y ajustados. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 
- Fig. 5-44 Fig. 5-45 Fig. 5-46 

parámetros reales iniciales 2 par. ajus. 4 par. ajus. 6 par. ajus. 
a(1) = 50 m  40.0 - 52.84 52.00 
a(2) = 0.01 0.015 0,0142 R  0.0293 0.0266 
cr(3) = 0.0001 rn 0.0001 0.0011 .00102 
a(4) = 2.05 m 1,5 4,07 1.137 0.928 
cv(5) = 1.38E-5m2  /d 9.9E-6 - - 9.88-6 
0(6) = 1.0  .85 - -  0.85 

Tabla 5-9 Variación de los parámetros xi's. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 
- Fig. 5-44 Fig. 5-45 - 	Fig. 5-46 

parámetros reales 2 par. ajus. 4 par. ajus. 6 par. ajus. 

Xi 20 20.0 18.92 19.20 

X2 1.23E-4 4.22E-5 1.32E-3 1.24E-3 

X2X3 w  0.1123 0.1112 0.13390.133 . 
-y 1.4E-5 6.9E-6 3.2E-4 3.44E-4 

Por otro lado, si se comparan los parámetros ajustados para los casos de 2, 4 y 6 

parámetros de ajuste presentados en esta sección y en la anterior, es decir, las columnas 

3, 4 y 5 de la Tabla 5-8 con la columna 3 de la Tabla 5-2, la columna 4 de la Tabla 5-3 

y la columna 3 de la Tabla 5-5, respectivamente (presentados en la Tabla 5-10), se puede 

concluir que la diferencia que se presenta en los parámetros ajustados con respecto a los 

reales depende de la calidad de los datos con los que se alimenta el programa de ajuste, 
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ya que los errores que se presentan para los casos analizados con datos bajo la influencia 

de ruido aleatorio son mayores a los que se presentaron en los casos anteriores . Con base 

en lo anterior, se puede decir, que para propósitos de caracterización es necesario contar, 

en lo posible, con datos de concentración confiables, para lo cual es necesario emplear 

los métodos de filtrado de datos, reducción de ruido y otras técnicas para determinar la 

confiabilidad de los datos. 

Tabla 5-10 Parámetros xi's ajustados sin de ruido aleatorio. 

r Caso 1 Caso 2 Caso 3 
- Fig. 5-36 Fig. 5-38 _ 	Fig. 5-42 

parámetros reales 	- iniciales 2 par. ajus. 4 par. ajus. 6 par. ajus. 
a(1) = 50 m 40.0 - 52.1 

/ 	
49.92 

cr(2) = 0.01 0.015 0.01  0.0131  0.014 
cx(3) = 0.0001 m  0.0001 .. 0.00015 .000174 
ca(4) = 2.05 m 1.5 2.26 2.047 2.25 
a(5) = 1.38E-5m2M  9.9E-6 - - 1.26-5 
cr(6) = 1.0 .85 - - 0.99 
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CAPÍTULO 6: 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

En esta tesis se han presentado tres modelos matemáticos para la interpretación de 

pruebas de trazadores en yacimientos naturalmente fracturados. Estos modelos consideran 

flujo lineal (fracturas verticales), flujo radial (fracturas horizontales) y flujo radial con una 

geometría matriz-fractura cúbica. 

Las conclusiones más relevantes de esta investigación son las siguientes: 

1. Los tres modelos consideran los mecanismos de transferencia de masa más impor-

tantes que afectan el flujo de un trazador: difusión, convección, adsorsión y decaimiento 

radioactivo. 

2. Se consideraron los casos de inyección continua, finita o bache y pico o instantánea. 

3. La solución para el caso de flujo lineal es semianalftica del tipo integral, lo que 

evita los problemas de dispersión numérica cuando se utiliza el algoritmo de Stehfest 

como invertidor numérico reportada previamente por otros investigadores. Esta solución 

permite, para propósitos prácticos, describir el flujo del trazador a través sólamente de 

dos parámetros. 

4. Para las soluciones de flujo radial expresadas en el espacio de Laplace, se encontró 

que el algoritmo de Crump utilizado como invertidor numérico es altamente confiable. 

5. Se presentó una validación detallada de los modelos propuestos, con respecto a 

soluciones simplificadas y otras similares reportadas en la literatura. 

6. Se compararon los tres modelos propuestos, indicando que puede surgir un problema 

de no unicidad, en la interpretación de una prueba, especialmente para distinguir entre 

los diferentes casos de flujo radial. 
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7. El problema inverso en relación al flujo de trazadores en medios porosos referente 

a la estimación de los parámetros de interés del yacimiento, se resolvió empleando el 

método (le Rosenbrock para el análisis de regresión no lineal, pudiendo estimarse hasta 

seis variables reales para el caso del modelo de geometría matriz-fractura cúbica, indicando 

que existe el problema de no unicidad de los parámetros. Es decir, como se ha mencionado 

se requiere emplear un análisis integral en la caracterización apropiada del medio poroso 

naturalmente fracturado. 
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NOMENCLATURA 
a 
A 
Ai (x) 

B 
Bi(x) 
co 
Ck 

a 

CD 
CL 
cosh 
coth 
d 
dD 
D 
Di  
DD2 
Dm  
Dm2 
D,. 
E 
erf e(x) 
f(Z) 
F(tD) 
F(rD) 
F(v) 
FO 
g(Z) 

Gi 
11 
11 
11;  

kd  
K113 
1 
L 
L 

= Parámetro definido por las Ec. 3-34,3-71, L2/t 
= Área de la sección transversal expuesta al flujo, L2  
= Función de Airy, definida por las Ecs. 2-20 y 3-68 
= Espesor de la fractura, L, Ec. 2-22 
= Constante que depende de las condiciones de frontera 
= Función de Airy, definida por las Ecs. 2-18 y 2-22 
= Constante definada en la Ec. 3-68 
= Constante definida en la Ec. 3-68 
= Concentración del trazador "in-situ", /1/////3  
= Concentración adimensional 
= Concentración adimensional en el espacio de Lapace 
= Coseno hiperbólico 
= Cotangente hiperbólica 
= Tamaño de bloque de matriz, L 
= Tamaño de bloque de matriz, adimensional 
= Coeficiente de difusión, L2/t 
= Coeficiente de dispersión longitudinal, L2/t, Ec. 5-1 
= Coeficiente de difusión en la matriz, adimensional 
= Coeficiente de difusión molecular, L2/t 
= Coeficiente de difusión molecular de la matriz, L2/t, Ec. 2-27 
= Coeficiente de dispersión longitudinal, ii2 /t 
= Espesor del elemento de simetria, L 
= Función error complementaria 
= Función definida en la Ec. 3-69 
Ir. Tiempo adimensional pata una geometría específica 
= Función definida en la Ec. 2-25 
= Parámetro definido por la Ec. 2-18 
= Función objetivo, Ec. 5-8 
= Función definida en la Ec. 3-69 
= Concentración adimensional 
= Límite inferior del parámetro ai, Ec. 5-43 
= Función escalón 
= Espesor del yacimiento, L 
= Límite superior del parámetro aí , Ec. 5-44 
= Función Bessel modificada de orden 
= Flujo másico, Afilt 
= Densidad de flujo convectivo, m/t 
= Constante de adsorción, L3/M 
= Función Bessel Modificada 
= Parámetro adimensional, Ec. 2-22 
= Operador de la Laplace 
= Longitud del medio poroso, L 



Nomenclatura, Cont. 

L' 	= Operador inverso de la Laplace 
nd 	= Número de datos 
N 	= Número de núcleos de la especie radioactiva, Ec, 5-7 
Ne 	= Número de original núcleos de la especie radioactiva, Ec. 5-7 
N D 	= Número de bloques 
m 	= Parámetro definido en la Ec. 2-25 
mi 	= Parámetro definido por la Ec. 3-20 
Afj 	= Masa total de la especie A, M 
q 	= gasto de inyección, L3/t 

= Número de Peclet, adimensional 
r 	= Coordenada tomada en la dirección de flujo radial 
r D 	= Distancia radial adimensional 
rw 	= Radio del pozo, L 
rDo 	= Radio del pozo adimensional 
R 	= Parámetro adimensional definido por las Ecs. 3-12, 3-46 y 3-89 
R1  y R2  = Factores de retardamiento, adimensional, Ec. 2-27 
a 	= Parámetro de Laplace 
senh 	= Seno hiperbólico 

= Tiempo, t 
iD 	= Tiempo adimensional definido por las Ecs. 3-5, 3-41 y 3-84 
ti/2 	= Vida media del trazador radioactivo, Ec. 5-7 t 

= Parámetro definido en la Ec. 2-25 
U 	= Función escalón unitaria 

=Velocidad del fluido, L t 
V 	= Volumen de controlVelocidad del fluido, Lit  
w 	= Espesor de la fractura, L 

= Parámetro definido en la Ec.2-22 
x 	= Coordenada tomada en la dirección de flujo lineal 
X 	= Parámetro definido por la Ec. 3-63 
X D 	= Distancia adimencional, Ec. 3-3 
y 	= Coordenada tomada en la dirección perpendicular al flujo 
YD 	= Distancia adimensional, Ec. 3-4 
Yw 	= Parámetro definido por la Ec. 2-18 
Y 	= Parámetro definido por las Ecs. 3-60 y 5-3 

= Parámetro definido por las Ecs. 3-66 y 5-4 
= Coordenada perpendicular al flujo radial, L 
= Distancia perpendicular adimensional de la condición de interfase, Ec. 3-82 

ZDO 	= Distancia perpendicular adimensional de la condición de interfase, Ec. 3-75 
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Nomenclatura, Cont. 

Letras Griegas 

a 	= Coeficiente de dispersividad de la fractura, L 
= Parámetro adimensional definido por la Ec. 3-23 

al 	= Parámetro definido en la Ec. 2-24 
az 	= Parámetro definido en la Ec. 2-27 
CC3 	= Parámetro definido en la Ec. 2-28 
a(1) = Parámetro de ajuste, = a,L, Ec. 5-9 
a(2) Parámetro de ajuste, = 02)  fracción, Ec. 5-10 
a(3) = Parámetro de ajuste, = w, L, Ec. 5-11 
a(4) = Parámetro de ajuste, = d,L, Ec. 5-12 
a(5) = Parámetro de ajuste, = D2, 	Ec, 5-13 
a(6) = Parámetro de ajuste, = R, adimensional, Ec. 5-14 
fi 	= Parámetro definido en la Ec. 2-24 
fi„ 	= Parámetro definido por la Ec. 3-99 

= Parámetro definido por la Ec. 3-54 
7 	= Parámetro adimensional definido por las Ecs. 3-11 3-45, 3-88 y 5-22 

= Función Gamma 
5 	= Espesor de la película estancada de fluido, L 
e 	= Parámetro adiemnsional definido por la Ec. 3-108 

= Parámetro definido por la Ec. 2-15 
= Parámetro definido por la Ec. 3-68 
= Parámetro definido en la Ec. 2-25 
= Velocidad másica de A en dirección z, Mit 
= Constante de decaimiento radioactivo, definido en la Ec, 5-7, 1/t 
= Orden de las funciones Bessel 
= Parámetro adimensional definido por la Ec. 3-10 
= Parámetro definido por la Ec. 3-57 
= Parámetro definido por las Ecs. 3-107 y 5-5 
= Variable definida en la Ec. 3-100 

p 	= Densidad de la roca, M1143  
r 	= Variable de integración de la Ecs. 3-29 a 3-31 

= porosidad, fracción 
X t 	= Parámetro definido por la Ec, 5-19 
X2 	= Parámetro definido por la Ec. 5-20 
X3 	= Parámetro definido por la Ec. 5-21 



Nomenclatura, Cont. 

Subíndices 

e 	= Cúbico 
= Adimensional 

L 	= Lineal 
= Matriz 

e 	= Inicial 
= Radial 
= Relacionado con la concentración de inyección 

1 	= Sistema de fracturas o región móvil 
2 	= Región inmóvil o estancada o matriz 
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APÉNDICE A: 

DERIVACION DE LA SOLUCION 
SEMIANALÍTICA PARA FLUJO 
LINEAL 

La Ec. 3-14 puede expresarse de la siguiente forma: 

+ 	1 ) } 	(A- 131 = eexp xDPel ) {-1  exp (-- + + a 
2 	s 	4 	

) 	1) 
 

Aplicando la identidad siguiente (Ec. 7-4,3 de Abramowitz y Stegun (1970): 

00 

exp{—at 2  — di = —1  (-1-1exp(-24-i) 
o 	 t2 	2 a 

(A-2)  

donde, a partir de la Ec. A-1 se puede concluir: 

a = 1 

b= Peix2D Pel 
4 	\ 4 7. 7 -rs+ckl- a) (A-3)  

Entonces, en base a la Ec. A-2 y las definiciones dadas por la Ec. A-3, la Ec. A-1 puede 

expresarse: 

	

0131(rD, s) = 	exp ( 1132P") fo°3  exp(—r 2 ) 

flexp  P.1.2D  

	

4r2 	7  4-  +"\/7"---F1)1}dr 	 (A-4) 
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Rearreglando términos en la Ec. A-4: 

Zsi Di(r D I  3) = 
2
Tfi ex 1912  ge 	

0o 
 exp[—r2 

p 2 pe, 
(— 

 0 	 4T2 
4— 

 

 

 

  

P
s
-exp[ 	(s asr971-7)1} dr 

4T 2  
(A-5) 

Entonces la concentración adimensional en función de tD  es: 

2 	
(—Pel CD(rD ) tD) = r 

exp 

(ZD2Pel ) /0°0 exp 	
klxD 4 7)] 

G exp(—ki xas)exp (—ktaxDV:971-5)} dr 	 (A-6) 

donde, 

SD  
k1 = — 

474  
(A-7) 

La antitransformación de la Ec. A-7 se puede efectuar utilizando la siguiente traslación: 

k s) f (s)) = 	k 1 ) U (i k1 ) 	 (A-8) 

donde U es la función escalón, k1  > O y 1(3) para este caso es: 

f (8) = exp(—ax 13\14(s + 7)) 	 (A-9) 
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1  
L-1 	7)  + exP[ —ax9F2  

= 

exP(7tD) exp ( —ax 2 
aEs  rf c 	x 

 2.5/k2t 

 

 

La antitransformación de la Ec. A-9 puede efectuarse utilizando la siguiente transfor-

mación lineal: 

f (a — a)) = exp(at)fit) 	 (A-10) 

donde para este caso: 

   

f (s -- a) —
( 	

exp { x MI} 
8 	+ 1 — I 	— -  k2 

(A-11) 

donde 	 = lik? y 

La antitransformación de la Ec. A-11 es la siguiente (Ec. 19 apéndice V, Carslaow y 
Jaeger, 1959): 

1 	 4  exp 	exp (axp 2 

  

r f c 
axD  

21/k2tD sii¿D (A-12) 

 

Aplicando la antitransformada A-9 a la Ec. A-11 se obtiene la siguiente expresión: 

L-1 {
(3 

1 	expFaxpll-±-1 
1} le3 

1  axp  _exp(—ax 	er f e 	W) 
2 	 l2j; 
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{exp 
( 4 Mi  a  

4r2  •/5) 
erfc 	

xDPelet 

8T2111D 

1 	 k1  cap 	_} 

2 
—exp(ax Dkisfy) erf e 

¿ 
{ n 

ip 
V'eltD 

st 
(A-13)  

Aplicando la Ec. A-7 a la Ec. A-13 se obtiene la ecuación siguiente: 

{exP (—kts) l exP 	 = 

exp (—axpkis/5) erf { ,. 	D 	 
axp 

2 	
2 
vt kl VWri:} 

lexp(expkiV5)erfc 25/kit: kixri 	V-777;} •U(iD 	110 (A-14)  

Finalmente, sustituyendo la Ec. A-14 en la Ec. A-6 y considerando que k1  dada por la Ec. 

A-7, la concentración adimensional en la región móvil en términos de ti)  es la siguiente 

ecuación: 

CD1(XD, tD) MUNO. 
.~.11•1. 

	

1 ex.,  (xDPei) p es. [~7.2  Peix2D _21.P 	,)] 
Nfir 	k 2 no 	r 	4r2  k 4 

{(

x 2  p va  
erfc 

{ 	x 2DPela  
+ exp D  e     + 4T2 	- 	8720D — 114.T. 

U Pela; D 
dT D 

4r2  
A-15) 

Para un trazador químico = O), la Ec. A-15 se reduce a la siguiente: 

CD 
2 	X DPel).1 exp °° 	{ 2 	(PeiXD\ 

Di eD) --exp (— - 
Vi 2 o 	 4 
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1 8 

{ 

erf c 

xDpela  
	15) erfc 4r2  1)

2 
tEr 13"" 	2  

4(;41-1) 
4 

 (tD 

+ 
exp 	  

4Gla — 1)
2 VI 

xDPeia 

8 (-,17 — 1) 2  ID 	plan

4(;117-1)2 

XDI
D  
di a 

Pel XD  )11 

4 (;-1,7  -- 1)2  

	

41)eice 	er 	 } U (iD  — Psi dr 	 (A-16) 
8r2OD 	 4r2 

Las Ecs. A-15 y A-16 fueron integradas numéricamente utilizando el algoritmo de O'Hara 

(1969), para lo cual se requirió efectuar los siguientes cambios de variables: Primer cambio 

de variable: 

= r + 1 

dr' = dr 
	

(A-17) 

Segundo cambio de variable: 

Ti/ 1 
T' 

—dr' 

( 792 

 

 

dr" = (A-18)  

Aplicando los cambios de variable A-17 y A-18 a las Ecs. A-15 y A-16, se obtienen las 

siguientes ecuaciones: 

CE•i(xD, tD) = 
1 

exp 
 (x DPei  I ce3  1 ( 1 	

1
) 2 	Pel Xa  (Pel 

k—  Nfir 	2 	jo  ( 712 exP 	 4 Glw 	
2 

— 1) 	4 	
7)] 

Pel XD  
U (ip 

4 (,1. —1 
(A-19)  
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Para trazador químico (y = O 

C Di(X DytD) ex p
2 	xDPei) 00 1 * _exp  

NV"
j 

(7'12  

III  4 

2 
4 	1) 

 

 

    

erfc xtPcia  	
U (tn 

8 (;417 
1 	, 

— 1)
2 
 t D 	

Pitrn 
1 r 

Pel X D  

4 („47  -- 1)2 ) 
dr 	(A-20) 

La ecuación A-19 corresponde a la ecuación semianalitica general y la Ec. A-20 es la 

solución semianalitica para el caso particular de considerar trazador químico. 
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APÉNDICE B: 
DERIVACIÓN Y SOLUCIÓN DEL MODELO 
MATEMÁTICO PARA FLUJO RADIAL, 
YACIMIENTO ESTRATIFICADO. 

B.1 Desarrollo de las Ecuaciones Fundamentales 
de Flujo 

B.1.1 Ecuación de flujo para la región móvil 

Aplicando un balance de materia a la región móvil (1) de la Fig. 3.2 se tiene: 

Suposiciones: 

1. Densidad de la especie A constante. 

2. La especie A no se produce mediante algún tipo de reacción química dentro del volumen 

de control. 

Con base en las suposiciones anteriores, la Ec. B-1 puede escribirse como sigue: 

OMAT  
Ot 

—div(V) 2 _ 
(B-2) 

donde: 
MI: masa total de la especie A 

VA  : velocidad másica total del la especie A. 

vit.,: término de liga de las dos regiones, expresado en función de la 

velocidad másica. 
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Por otra parte, la masa total por unidad de volumen,MI, se expresa como: 

MI = MA1 + MAad + MArd 
	

(B-3) 

donde: 
MA1  = masa fluyente 

MAad = masa adsorbida 

MArd = masa perdida por decaimiento radioactivo 

Debido a que no existe adsorción en la región móvil, la velocidad de cambio de masa total 

se puede escribir como sigue: 

am,r a 
= —(oic + Aqs,c at 	at 	r 	 T. (B-4)  

donde A es la constante de decaimiento radiactivo definida por la siguiente ecuación: 

o (Crac') 
 — 

Ac, 
al 	1.1  

(B-5)  

Por otro lado, el término de densidad de flujo total está definido por la primera ley de 

Fick, pudiendo expresarse como: 

JeCri + jÁ 
	

(B-6) 

Esta ecuación indica que la densidad de flujo másico total UD es la resultante de dos 

magnitudes vectoriales: el vector J,Cri = Oiv,.Cri , que es la densidad de flujo másico de 
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A que resulta del movimiento convectivo del fluido, y el vector j1 = —01 D,T.Cri, que es 

la densidad de flujo de A que resulta de la difusión superpuesta al flujo global. 

Entonces la divergencia de B-6 queda como sigue: 

div (VA) = div I ,Cri) div (B-7) 

, div (h) = 1 
a ;á;  rj: Cr  

0J:cri 	a ( D rsuOCri 
+ 	az 	r 8r kr l—ar ) az 

acri 
az B-8) 

 

Suposiciones 

 

    

 

3. No existe componente de la velocidad en "z", 7: = o 

4. No existe gradiente de concentraciones en dirección "x", 8-241  = O 

Con base en las suposiciones anteriores, la Ec. B-8 se reduce a la siguiente: 

 

  

  

  

  

  

  

acr.') 
div (j7AI) = 7) 

1 a
r --• (rOi Cri V,.) — ;D 1 a 

T.  (rD 
Or 

(B-9)  

tomando en cuenta que Q = v,.A, entonces: 

Q  =  
A 

(B-10)  

donde, 

A = 2irr (2 (w — 8)) 

Si se define 
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Q  (B-11) a= 
4ir (w 5) 

La velocidad en la dirección "r" está dada por la siguiente ecuación: 

a 
vr — 

Por otro lado, el coeficiente de dispersión Dr , está definido por: 

Dr = 	+ D* 	 (B-13) 

donde: 
a : coeficiente de dispersividad hidráulica 

D* : coeficiente de difusión molecular 

Considerando que el coeficiente de difusión molecular es mucho muy pequeño comparado 

con el coeficiente de difusión por efecto del movimiento global del fluido, se puede expresar 

Dr  como sigue: 

aa 
Dr 	aVr  = 

r 
(B-14) 

Sustituyendo B-14 y B-12 en B-9 se tiene que el término de flujo está dado por la siguiente 

expresión: 

 

la 	aa a2 
div (JA ) = 17-87 rwi 71-17.1) - r 0r2 (°1C")  

(3-15) 

o bién: 
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div(VA) 
ocri 	02,7. 1  

Vr 	— q5 i  Dr   
Or 	ar2  

(B-16) 

Suposición: 

5. El volumen de la región móvil permanece constante. La Ec. B-16 es válida considerando 

la suposición anterior, Por otro lado, el término que liga las dos regiones, móvil e inmóvil, 

está dado por la transferencia de masa hacia la región estancada mediante el mecanismo 

de difusión en z = w S: 

raz  (B-17) 

Sustituyendo las Ecs. 13-4, B-16 y B-17 en la Ec. B-2 y considerando la suposición 5 para 

la Ec. B-4 se tiene: 

aCr I aCr I 	 a2cr1 	2 45 D2  acT2 FT = 	Ipivr 	01 E4 ----ar2  + —E  , 2 	az  ) j=w_ 6  (13-18) 

El signo positivo para el término de liga en B-18 es porque se considera que la región 

móvil pierde concentración (-) hacia la región inmóvil. 

Dividiendo la Ec. B-18 entre 01  y rearreglando la ecuación se obtiene la siguiente ex-

presión: 

acr, D 02  Cr  1 	a Cr 	2 02 rt  (ac,.2 = z. Vr 	Atiri -- i./2  
4=w--8 

(B-19)  

Tomando en cuenta que la porosidad de la fractura está dada por: 

 

2 (w — 8) 
E 

(B-20)  
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Incluyendo las Ecs. B-14, 13-12 y B-20 en la Ec. 13-19, se tiene finalmente la expresión 

que gobierna el flujo del trazador en la región móvil: 

OCr1 
at r 

aa a2Cri  a acri 
0r2 	r Dr AC,1  

D2 	( OCr2 

W — 6) 0.z) ..._8  
(13-21) 

B.1.2 Ecuación de flujo para la región inmóvil, estancada 
o matriz 

Aplicando la Ec. 13-1 a la región inmóvil o estancada de la Fig. 3.2, considerando que no 

existe producción de la especie A dentro del volumen de control, se tiene: 

donde: 

am 12 = div (j12) at 

am12  OCr2 OMS OMrad2  
at := 2  at 	at 	at 

(13-22) 

(B-23)  

Suposición: 

6. La adsorción se realiza mediante una reacción de primer orden debido a las bajas 

concentraciones del trazador. 

Con base en la suposición anterior: 

am.d2 ac,.2 „, 	- So 2 ) p 02  at (B-24)  

donde: 

k 	constante de equilibrio o de adsorción 
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p : densidad de la roca 

Considerando para la masa perdida por decaimiento radioactivo, que existe una porción 

de esta masa que se adsorbe a la roca: 

arid2 = (02Cr2 + (1 — 02) PlcriCira) (13-25) 

Sustituyendo las Ecs, 13-24 y B-25 en la Ec. B-23: 

"12 " 	 8Cr2 — un+ pkd(1 — 0 2» .._457  A {952ar2 + — 02) PkdCr2} (B-26) 

El término de flujo está dado por: 

 

 

J 	+ id  .42 - 	r2 	A2 (B-27) 

Suposiciones 

7. No existe velocidad del trazador en la región inmóvil, = O 

8. No existe difusión del trazador en dirección "r", ;Ida O 

Con base en las suposiciones anteriores, la divergencia de n, está dada sólo por la difusión 

molecular en dirección z: 

n  02Cr2 
div (i L) -"P31/2"--0;-7» (B-28) 

Sustituyendo las Ecs. B-26 y B-28 en la Ec. 13-22, se tiene la siguiente ecuación: 

c„, (02 	a pkd (1 — 0 2)) 	)C,.2  (0 3  + pkd  (1 
at 

02Cr2 
02)) = 422,u2 

0.Z2  
(B-29) 
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Dividiendo la Ec. B-29 entre el coeficiente de Least  y rearreglando términos: 

OCr2 	D2 	) 492Cr2  
—  

at 	pkd(1-952) 	az2 	)Cr2 = O 
452 

(B-30) 

La Ec. B-30 es la ecuación fundamental de flujo para la región estancada . 

Las Ecs. B-21 y 13-30 son las Ecs. fundamentales de flujo del trazador para un sistema 

idealizado como el que se muestra en la Fig. 3.2. 

Las condiciones iniciales y de frontera para las Ecs. 13-21 y B-30 son las siguientes: 

Cr1  (r, 0) = O ; t <= O 	 (3-31) 

Cr2 (r, z, O) = 0 ; Vz ; 	< r < oo ; t <= O 	 (B-32) 

Cri (rwy t) = Cro ; t > O 	 (B-33) 

(oo, r) = O ; 1 > O 	 (B-34) 

Cri  (r, t) = Cr2 (T5 10 - 8,1) ; rt„ < r < 	; t>0 	 (13-35) 

acre 	
=O ;t>0 	 (B-36) 

Las Ecs. B-21 y B-30 con las condiciones B-31 a B-36 constituyen el modelo matemático 

representativo del problema de flujo radial del trazador en medios porosos naturalmente 

fracturados con fracturas horizontales. Esta solución es aplicable a un elemento de simetría 

(Fig. 3-2) de un medio poroso naturalmente fracturado que tiene múltiples fracturas 

(estratos de alta permeabilidad). 
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B Solución del modelo matemático de flujo radial 
con fractura horizontal 

B.2.1 Modelo matemático expresado en variables 

adimensionales 

Para resolver el sistema de ecuaciones formado por las Ecs. B-21 y B-30 se definieron 

algunos parámetros adimensionales los cuales permitieron una mejor manipulación de las 

ecuaciones y con ello se obtuvo una forma más sencilla para ellas, permitiendo simplificar 

la solución y el análisis de las mismas. 

Las variables adimensionales utilizadas son las siguientes: 

r 
rD 	Mi** 

a 

ZD   
a 

Qt  
49= 

4ra2  (1.0 — 6) 

Cri  Cj 
CDr1 =Co  

Cr2 Cl 
CDr2 co  

Cti 

(B-37)  

(B-38)  

(B-39)  

(B-40)  

(B-41)  

donde: 

Co: Concentración de inyección 

Concentración inicial 

Aplicando las definiciones anteriores, Ecs. B-37 a B-41 a las ecuaciones fundamentales de 

flujo para la región móvil e inmóvil (B-21 y B-30) se llega a las siguientes ecuaciones: 
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w--5 
Z DO a 

952 + Plcd (w 02) 

D2 
D D2 a 

Y: 

donde: 

a2 CD2 acD2 RDD21—n D2 = O 
atD 

(B-45)  

(B-46)  

(B-47)  

(B-48)  

(C0 	Ci)  OCD1 (C0  — Ci) a  &Cm 	--(C. Ci) a acrn 
0,2 	atp a3 

_ 
rD  Or2D  a2r D  OrD  

(C0  — Ci) 003 (0CD2\ 
--A 	— Ci) CD1 +--- a 	(w- 5) k axD a 

(B-42) 

y: 

(C. — C;) a 8C D2  
a2 	8tD  

[ 	  (C0 Ci) D2 81CD2 

102 	pkd  (1 — 02).1 	a2 	ax 

+A (C0 Ci) CDI = O 	 (B-43) 

Multiplicando B-42 y B-43 por (— (c:---11.7vi) se obtienen las ecuaciones fundamentales de 

flujo en función de los parámetros adimensionales: 

acal1 a2c,,,, 	1 acm 	DD 2 
= 	wa...~101 	

.~.~~0 affil.•••••••1~...• 	
C 

atD 	rD  Or2D 	rEi af D 	zDo 
(acD2 

azD z„. 
(B-44) 
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(B-49) 

Las condiciones iniciales y de frontera (Ecs. B-31 y B-36) expresadas en forma adimen-

sional son las siguientes: 

Condiciones iniciales: 

(8-50) 

(B-51)  

(B-52)  

(B-53)  

(B-54)  

(B-55)  

CD1 (rD, O) = O 

C D2 (rD ) ZDt0) = 0 

Condiciones de frontera: 

CD1(rDOItD = 1 

cm (001 tp) = o 

condiciones para la interface matriz-fractura: 

aCD2 

azD 	(rD1-11 tiD) 

= 0 
E 

; donde ED = 

CD1(rD) tD) = CD2(rD) ZDO I tD) 

El modelo matemático expresado en función de los parámetros adimensionales para el 

problema de flujo radial con fractura horizontal está definido por las Ecs. B-44 y B-45 con 

las condiciones iniciales y de frontera Ecs.B-50 a B-55 , análogo al modelo matemático 
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en función de las variables reales definido por las Ecs.13-21 y 8-30 con las condiciones 

iniciales y de frontera Ecs. B-31 a B-36. 

Para determinar la distribución de concentración en la región móvil es necesario resolver 

primero la Ec. B-45, derivar la solución obtenida, evaluar la expresión obtenida en zDo  

y sustituirla en B-44 ; con lo anterior B-44 solamente estará en función de rD y t D , y se 

podrá transformar al espacio de Laplace con respecto a tD. 

B.2.2 Solución de la Ecuación para la región inmóvil 

Aplicando el método de transformada de Laplace a la Ec. B-45, aplicando la condición 

inicial B-51 y rearreglando términos se obtiene la siguiente ecuaciion: 

donde; 

d2VD2 /4  7! 	A  
mrhm.D2 

CIZ1) 

414—:---7  rh RDD2 

(B-56)  

(B-57)  

 

   

Transformando al espacio de Laplace las Ecs. B-54 y B-55 se obtienen las condiciones de 

continuidad en la interfase para B-56: 

C 	(rD, 8) = V D2 (rD,ZDO, 3) (B-58)  

(dCD3 

rD, 	/8 

dZD 	
2 ) 

La solución general de la ec. B-56 es la siguiente: 
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0 D2 (rDlzDoi = C1exp (NII:zD) C2exp (—Vij:ZzD) 	 (B-60) 

Donde C1  y C2 son constantes que dependen de las condiciones de frontera. 

Aplicando la Ec. B-59 a la Ec. B-60 se obtiene: 

d D2 

dzp 
= CifirhexP (1Z 2— ) — C2 rheXp (— (B-61)  

La Ec. B-61 implica lo siguiente: 

exp 
= C2 	  C 2exp ( — XED) 

exp    (4; at) 
(B-62)  

Sustituyendo la Ec. B-62 en la Ec. B-60 y aplicando la condición de frontera B-58 se 

tiene: 

D 
	

r Do) = C2exp 
	

PrhED) exp (jr:zDo) C2exp 	. rhZDO) 	B-63) 

de la Ec. B-63 se obtiene la constante C2: 

CDr1 (rD, s)  
C2= 

exp (59,:i(zDo ED)) exp 4ThzDo) 

(B-64) 

Sustituyendo la Ec. B-64 en B-62 se determina la constante C1: 

Cl =CD1(rD, 3 ) 
exp[471,(zpo ED)] exp (--sfiiThzDo) 

exp (— NlerhED) (B-65) 

175 



Sustituyendo las constantes C1  y C2 , Ecs. 13-64 y 13-65, respectivamente en la solución 

general de D2 , Ec. 13-60 se obtiene la solución para «D2 (rD, zD,  3): 

    

f  exp  {7h(zD ED)} exp  {-47. 
"D}  

1 exp { fri(zDo  — ED )} exp 	7,z130 } 

 

CD rp,zul3 CD1  D9 3  

 

     

La derivada de B-66 con respecto a zr,, evaluada en zzto  es la siguiente: 

COD2 

dZD ,Do  

 

{

exp {-4,izpo} expí--Ngfrí(ED  zD0 )} 

exp {-47;zDo} exp —4,5,(ED  zD0)} 
 

 

Rearreglando los términos exponenciales de la Ec. B-67 se tiene: 

 

(d.0 D2 = —Z0 D1(r DO) { 1  — e"—  {V71r17(ED zp°)}  dzD) 	 1 + exp {— 47i1(ED — 2z1)0)} 
(B-68)  

De acuerdo a las propiedades de las funciones trigonométricas se llega a la siguiente 

relación: 

tanh ( c1 ) = I 	e-G  
2 	1 + e-a 

(B-69)  

Aplicando B-69 a B-68, se obtiene finalmente la derivada de la región inmóvil evaluada 

en zpo, necesaria para resolver la Ec. B-44: 

) 
(61121dzE) 	 2 = 	Di (rD, 3) tanh {41i: ( ED  zDo  (B-70)  
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B.2.3 Solución a la Ecuación fundamental de la región 

móvil 

Aplicando el método de transformada. de Laplace a la Ec, 13-44 y sustituyendo la condición 

inicial B-50, se tiene la siguiente ecuación: 

, 	1 d2 'D1 

1D1(rD's) = r,p—drh 
1 dZI  Di "/Z 	DD2 (iC D2 91  Di  + 

rD cirD 	 ZDO dZD ano  
(B-71) 

Sustituyendo la Ec. B-70 en B-71 y rearreglando términos se obtiene: 

d2VD1 
dri)  

dD1 
rplrhlipt = o 

top 
(13-72) 

donde: 

DD2 
411 = + 7 + —11;:tanh 

zoo 

 

 

(B-73)  

  

Transformando al espacio de Laplace las Ecs. 13-52 y B-54 se obtienen las condiciones de 

frontera para la Ec. B-72: 

1 
CDi (rDo1 3 ) 

3 
(B-74)  

 

  

donde, 



Aplicando las siguientes relaciones a la Ec, B-72: 

1 
= rD  

tilrh 

= CD1  exP 2 

(B-76)  

(B-77)  

(B-78)  X = ¿1/3rh Y 

  

Se llega a la siguiente ecuación: 

d20 
dx2  

rEi 	 (B-79) 

La Ec. B-79 corresponde a la forma estandar de la ecuación de Airy (Abramowitz y 

Stegun, 1970). La solución general de la Ec. B-79 es la siguiente (Abramowitz, 1970): 

= AlAi(X) A213, (X) 	 (B-80) 

donde Ai(X) y B.(X) son las funciones de Airy. 

La Ec. B-80 puede expresarse en términos de C Di (rD, 

0/31 (rn, s) = Alexp (I) As (¿r iii3Y) A2exp (1-) Bi (e1V3Y) (B-81) 

Donde Al  y A2 son constantes que dependen de las condiciones de frontera. La condición 

de frontera B-75 determina la constante A2, debido a que Bi(X) tiende a infinito para 
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valores del argumento de la función muy grandes, lo cual implica que para satisfacer 

la condición de frontera externa A2 = O entonces la Ec. B-81 se reduce a la siguiente 

expresión: 

VD1 = Alexp(PAi (¿,,11,3Y) 	 (B-82) 

Aplicando la condición de frontera interna B-74 a 13-82 se obtiene la constante Al: 

I 	( YO r 	/ VI -1  Al  = -exp -7) lAi kcrik310» (3-83) 

donde: 

Yo = r Do + 1 
glrh 

(B-84) 

Sustituyendo la Ec. B-83 en la Ec. B-82 finalmente se obtiene la solución para la Ec. 

fundamental de flujo para la fractura o región móvil, en el espacio de Laplace: 

Y 	yo  Ai (11111311  
VD! (rDl s) = 1  -:3-exp 
	2 Ai  (CrYci) 

(13-85) 

donde A; (x), para tiempos pequeños t D  < 4rDo, se calcula como sigue (Abramowitz y 

Stegun, 1970): 

44;(x) = 	(x)-  exp 	 (B-86) 
27r 	 3 

Sustituyendo la Ec B-86 en la Ec. B-85 se tiene: 
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—  rijo )  
2 

1 	(rD 
Di(rD,$) = 	exp 

exp {  —  1[1,T (rD 1 

exp{ 	[ery2 (rDo  

, ‘114 

'3° +  17;) 

(B-87) 

La Ec. B-87 corresponde a la distribución de trazador en la región móvil, en el espacio de 

Laplace, la cual es válida para tp < 4rDo. Para calcular esta concentración en el espacio 

real se utilizó el algoritmo de Crump evaluando las funciones de Airy por medio de la Ec. 

B-86, 

180 



APÉNDICE C: 
DERIVACIÓN Y SOLUCIÓN DEL MODELO 
MATEMÁTICO PARA FLUJO RADIAL, 
(GEOMETRÍA MATRIZ-FRACTURA CÚBICA) 

C.1 Desarrollo de las Ecuaciones Fundamentales 
de Flujo 

C.1.1 Ecuación de flujo para la región móvil 

Efectuando un balance de materia para la especie A en el volumen de control de la 

región móvil (1) de la Fig. 3.3, considerando que no existe producción de masa de la 

especie A dentro del volumen de control, se obtiene: 

ritmo de salida 	ritmo de 
de masa de la 	transferencia 
especie A en el t de masa de A 
vol, de control 	en la interface 

matriz-fractura 

ritmo de 
acumulación 

de masa de A 
dentro del 

vol. de control 

N  

ritmo de entrada 
de masa de la 
especie A en el 
vol. de control 

J  4.• 

(C-1) 

J  

Las suposiciones utilizadas en este modelo son las mismas que se emplearon en el 

desarrollo de las ecuaciones para el modelo de flujo radial con fractura horizontal (ver 

Apéndice B). Entonces, la Ec. C-1 puede expresarse como: 

A {IA ir — iA Ir-♦dr} 	AcriAZ lz=1+8 .=  ate A (0-2) 

donde: 

VA,: velocidad másica de A, definida por la ley de Fick, 

MI: masa total de la especie A. 

Área transversal al flujo: A = 27rrHOI  

Área de contacto entre las dos regiones: A, = 127rrárH02/d 

Volumen de control: iv„ = 27rrárH01: 
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Lir = 	01Cr1Vr 

x cir 01Cr1Vs 

✓ Ar 
T.% aCrl 
Lir  --- 

ar 

OCr2 
Jitx az 

El segundo miembro del lado izquierdo de la Ec. C-2 corresponde a la transferencia de 

masa de la región móvil a la inmóvil, se considera con signo negativo porque es una masa 

que pierde el sistema de fracturas. 

Dividiendo la Ec. C-2 entre el volumen de control y tomando el límite cuando V, O, 

se obtiene la siguiente ecuación: 

1 8 r 	fi 42 _ 
— 75;7: 	ázrus  

ocri  
=11+6 —át (C-3) 

donde: 

Con base en las suposiciones anteriormente mencionadas, la Ec. 0-5 sólo está consti-

tuida por la parte difusiva. Sustituyendo las Ecs. C-4 a C-7 en la Ec. C-3 y rearreglando 

términos, se obtiene: 

_ a { rDr  acri } 	a r 	 SID  
7. 8-7 :trurivri -t. 

2 	 acri 
01 	k az)....48 	a¿ 

2 

(0-8) 

La velocidad en la dirección r es función del radio, estando definida por la Ec. B-12. 

Para este caso el área transversal al flujo es A = 27rHIS1 r; por consecuencia la constante 

a que es función del gasto de inyección y de la geometría del sistema, está definida por la 

siguiente ecuación: 
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a = 	 
271-114751  

(C-9) 

y la velocidad: 

Vr 
	a 	

27rHOir 
	 (C-10) 

Por otra parte, el término de acumulación de masa de la especie A está constituida por 

el cambio de masa fluyente y el originado por el decaimiento radioactivo, definido por la 

Ec. B-5, por consiguiente: 

8M3 ac r1  

81 - 8t 
ACT.1  (C-11) (C-11)  

Sustituyendo las Ecs. B-14, C-10 y C-11 en la Ec. C-8 y rearreglando términos, se 

obtiene: 

.(. 	() acr, 	r  a { aa 861,1 1 a { a, 	
Ac 	9  h D acr2 } 

at 	r ar 	r Or 	r ar r 	

ri 	

d 	
2 
 az (C-12)  

6-14. 

o bién: 

aCrl 
.11.101 
11•••=. 

aa 02Cri 
r are 

( a °Cr' Acri  + 6 	-Cr 
á _D2  --) 

02 
ar 	 d 01 	2  x=1+6 

(C-13) 

 

La Ec. C-13 gobierna el flujo del trazador en el sistema de fracturas de la Fig. 3.3. 

183 



C.1.2 Ecuación de flujo para la región inmóvil 

Efectuando el balance de materia, dado por la Ec. C-1, para la especie A en la región 

inmóvil (2) de la Fig. 3.3, y suponiendo que no existe producción de la especie A en el 

volumen de control, se obtiene la siguiente ecuación: 

Mar/Az 	(AarlAz )4«,. = Vn {All} 
	

(C-14) 

donde: 

riAz: velocidad másica de A en la dirección z, definida por la ley 
de Fick. 

MI: masa total de la especie A. 

Área transversal al flujo: A, = 24x203  

Volumen de control: V„ = 242áz(z 4220202  

Dividiendo la Ec. C-14 entre el volumen de control y tomando el límite cuando Az ---> O, 

se tiene: 

{ 

1 a 2_ 	

= 	M111}  --Zij; 1Z   
(C-15)  

El lado derecho de la Ec. C-15, equivale al término de acumulación de la región inmóvil 

correspondiente al modelo de flujo radial con fractura horizontal, presentado previamente 

en la Ec. B-26, (Ver Apéndice B). La velocidad másica, riAz, está definida por la Ec. C-5, 

aplicando esta ecuación a la región inmóvil, se obtiene: 

°Gin 

ri AZ =-921 aZ -12-  + 922L,r3V3 (C-16)  
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Debido a que en la región inmóvil no existe el término conectivo: 

n aC 2 
riAZ = — 921/2-2* aZ (C-17)  

Sustituyendo las Ecs. B-26 y C-17 en la Ec. C-15, desarrollando el producto de la 

derivada parcial del lado izquierdo de la ecuación, se tiene: 

82C,.2 
+ 
	oc„ 	r 	 aCr2 

92112-57 	 i92 -t- picd (J. 4'3)1 

ACr2 [02 + 094(1 — 02)] (C-18)  

Dividiendo la Ec. C-18 entre el coeficiente de P-E92-t y rearreglando términos, se obtiene 

la siguiente ecuación: 

D2 
820, + 2 	[ 	02 	2 n 8Cr2 

[ 	pkd 	0 21 	8z 2 	02 + pled (1 - 02)1 z 	aZ 
,.2 

Aura = 
OC 
8t 

C-19) 

Las Ecs. C-13 y C-19 gobiernan el comportamiento del trazador para las regiones 

móvil e inmóvil, respectivamente, las cuales describen el flujo de trazadores en el sistema 

naturalmente fracturado, representado por la Fig. 3.3. 

Las condiciones iniciales y de frontera, utilizadas en este problema, para las Ecs. C-13 

y C-19, son las siguientes: 

Cr¥ (r,0) =0 
	

(C-20) 

Cr2(r, z, = O 
	

(C-21) 
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= Co 
	

(C-22) 

(oo, t) = O 
	

(C-23) 

Cy. 	r t) = Cr 2 (r, + 6, t) 
	

(C-24) 

x=0 

1111.1~. 
•••••• O ; Vrpt iD (C-25) 

Por consiguiente, el modelo matemático para el problema de flujo radial de trazadores 

en un medio poroso con geometría matriz-fractura cúbica, está definido por las Ecs. C-13 

y C-19 con las condiciones iniciales y de frontera, Ecs. C-20 a C-25. 

C.2 Solución del Modelo Matemático para Flujo 

Radial con Geometría Matriz-Fractura Cúbica 

Para resolver el modelo matemático definido por las Ecs. C-13, C-19 y C-20 a C-

25, se emplearon algunas de las variables adimensionales definidas anteriormente para 

el problema de flujo radial con fracturas horizontales; sin embargo en esta sección se 

presentan nuevamente, con objeto de definir de forma completa el problema y lograr un 

mejor seguimiento en el desarrollo de la solución. 

Las variables adimensionales utilizadas son las siguientes: 

r 
rD  =   _ (C-26) 

a 

	

zD = z
— 	 (C-27) 
a 

 

Q  t 
= 

at 
tD = 	 (C-28) 

	

2r1101  a2 	a2  
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Cri 	Ci 

	

CDr i = co 	coi  

CDr 2 = Co — Cj 
Cr2 Cj  

(C-29)  

(C-30)  

donde: 

Co: concentración de inyección 

concentración inicial 

Aplicando las definiciones anteriores y la regla de la cadena, se obtienen las siguientes 

identidades: 

aCri 	(Co 	Ci) a  aaori (C-31) 

  

2 	oh) 

  

Ci) Kinn 
57 7-1 a 	arD 

82 cri(co ci)  02 ami 
are 	a2 	8r2D  

	

ac,.2 co 	ci)  acpri 
az 	a 	azD 

02cir, 	(co 	Ci )  02cDr2 

az2 	a2 	84 

acir2 	(co 	C1) a acDr2 

at 	a 	atEi 

(C-32)  

(C-33)  

(C-34)  

(C-35)  

(C-36)  

Sustituyendo las Ecs. C-26 y C-31 a C-33 en la Ec. C-13, se obtiene la expresión 

siguiente para el sistema de fracturas: 
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D2  

d 	8 
ZDo = 

2a a 

dr, = 
a 

a2 A 

a 

D D2 = a 

(C-39)  

(C-40)  

(C-41)  

(C-42)  

a  Co 	Ci) 02C Dria (Co 	Ci)  49C Dr' 
rD  a2  Orb rD rD atEs 

— 	(Clo 	Ci) C Dr1 

+ 
6 02 (Co  — Ci)  D2  (8CDr2 
d 	a 	UZD) 42  +5 

a (Co 	Ci) OCDri 
a2 	atE, (C-37) 

Multiplicando la Ec. C-37 por (c,09 c,e) t, se obtiene: 

1 82CDr1  

rD  arL 
1 8CDri 	7CDr1 	

6 02 	(8CDr2  
LiD2 a  

rD arD 	 dD 	OZD 
1D0 

OCDr 1 = w—D  (C-38) 

donde: 

En forma similar, sustituyendo las Ecs. C-27 y C-34 a C-36 en la Ec. C-19, se obtiene 

la expresión siguiente para los bloques de matriz: 

D2 [02  + pk(1:2 (1 02)  (CO 

a2

—  ci) 02:z1,2 	z  2 D 	
D

D2  [02  + pk  04 20. 0)1 

(C0  — Ci) OCD,2 	 (C0  — C  i) a arl _ _ Dr  2 
A (Co 	Ci)CDr2  

a2 	OzD 	 a2 	&I D  C-43) 
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Multiplicando la Ec. C-43 por --(co-c,)a y rearreglando términos, se tiene: 

 

— ,cDr2 - 04, DD2R- 
82cD2 	2 	aaDr2 	 aCiDr 2 

azD 
—DD1R 
zp 	wZ./) 

(C-44)  

donde: 

R = 	02  

(152 	pkd (1 — 02) 
(C-45)  

LAS condiciones iniciales y de frontera, Ecs. C-20 a C-25, expresadas en función de las 

variables adimensionales, son las siguientes: 

Condiciones Iniciales: 

(C-46)  

(C-47)  

(C-48)  

(C-49)  

(C-50)  

(C-51)  

CDr1 (RD ) 0) = o 

CDr2(rD,zD, 0) 

Condiciones de Frontera: 

7 w CD,d  (rDo,tD) = 1 	; donde rjo = --1  

CDri (004) = O 

Condición de continuidad en la interfase: 

CDri (rD, 	= CDr2 (rD, ZDO)tD) 

(
19CDr2 
azD) 

El modelo matemático expresado en función de los parámetros adimensionales, para 

el problema de flujo radial de trazadores para una geometría Matriz-Fractura de tipo 

189 



Cúbica, está definido por las Ecs. C-38 y C-44 con las condiciones iniciales y de frontera, 

Ecs. C-46 a C-51. 

Para determinar la distribución de concentración en la región móvil, es necesario re-

solver primero la Ec. C-44 y evaluar su derivada en zDo  y sustituirla en la Ec. C-38; con 

lo anterior la ecuación para la región móvil sólo estará en función de rD y tD, y se podrá 

transformar al espacio de Laplace con respecto a tD. 

C.2.1 Solución de la ecuación para la región inmóvil 
o para los bloques de matriz 

Aplicando la transformada de Laplace a la Ec. C-44, aplicando la condición inicial, Ec. 

C-47, y rearreglando términos, se obtiene la siguiente ecuación: 

d2 	Dr 2 	2 dC Dr2 1 
-C1Dr2 	11) 	= o 

d Z1) 	ZD d ZD 	 D2I) R 
(C-52)  

Con las condiciones en el espacio de Laplace que se obtienen transformando las Ecs. 

C-49 y C-50: 

(

d G/3r2 

d zD zp=0  
= 0 (C-53)  

La Ec. C-52 puede expresarse de la siguiente forma: 

d2 	Dr2 2 d -CDr2  
+ 	 CDr202  = o d zD 	ZD  d ZD  

donde: 

\ 	I +  R 	D2D 
= 

(C-54)  

(C-55)  
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VDr2 — 
C(w ) 

N/75 

Aplicando a la Ec. C-54 el siguiente cambio de variable: 

se obtiene: 

ti7 
ZD = - 

P 

d2  0Dr 2 	2 d VDr2 
d tv2  1:17  duo 61Dr2 O 

(C-56)  

(C-57)  

Si se define: 

= C(w) to-t 	 (C-58) 

--4 

entonces: 

dVDr2 	1 _tc tw) tv_i dC(z) 

Y 

d2 	Dr3 3 	 " 	 _a dC (n) d2  C (w) 2 L, (cr ) 	wr 2 	 + CC/
_ 

2 

	

d w2 
= 

4 	 dar 	dro2  

Sustituyendo las Ecs. C-58 a C-60 en la Ec. C-57, se obtiene: 

3 	 a  d C 	1 d2  C 	_a, „ a dC -cri- 2 - 	2 -- + 1:0 2 	 ro 2 	 - 2 	 2C 

4 	 d 	d tzr 2 	 d 

Agrupando términos: 

	

_1 d2  C 	d C I  _a  

	

W 2 77727 	 1,2ra 2 	W 2 ) 	C 	 -4ra-1 
4 

2 C-62) 

(C-59)  

(C-60)  

= 	(0-61) 

Multiplicando a la Ec. 0-62 por tz71 y simplificando términosse obtiene: 

	

r e d 2  C 	d C
T 	

1 \ 

	

c77v2 	r; C  (w2 	= ° (C-63) 
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La Ec. C-63 corresponde a la forma de la ecuación Bessel Modificada de orden v= 

esto es: 

   

 

cr2 y 
d X2  X d  --- (X' + P2) Y=O 

d X 
(C-64) 

    

La solución de la ecuación Bessel Modificada, Ec. C-64, está dada por la siguiente 

ecuación: 

Y = A I,, (X) B 	(X) 	 (C-65) 

donde: 

4: es función Bessel modificada de orden v. 
A y B: son constantes que dependen de las condiciones de frontera. 

Aplicando la Ec. C-65 a la Ec. C-63 se tiene que la solución general para nuestro 

problema es la siguiente: 

C(ro) = A it (tzt) 	B Li (w) 	 (C-66) 

donde: 

(tr) = 	
2 sinh (ro) 

2 	 ira/ 
(C-67)  

(C-68)  I_L (w) = 	
2 cosh(tv) 

2 	 IrtZ1 

Sustituyendo en la Ec. C-66 el cambio de variable definido por la Ec. C-58 y las 

expresiones para las funciones Bessel Modificadas, Ecs. 0-67 y C-68, se obtiene: 
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Dr2 	11  \  —2  sinh (w) 	B 	osh ( z) 
TrY 

(0-69) 

Para expresar la Ec. C-69 en función de zD, se sustituye el cambio de variable definido 

por la Ec. C-56: 

  

r— 

	

2 	DM + sinh (z 	—B  —2  cos .  " zDP) 

	

z D /3 r 	 zip# ir h(  

 

 

CDr2 (C-70) 

 

    

Aplicando la condición de frontera Ec. C-53 a la Ec, C-70, se obtiene lo siguiente: 

(d DDr2  

d zD in=0 
A {_fi cosh (xDp) -- 

zD  

B {-L3  3inh (ZIA --- 
zD  

sinh (zDf3) 	fi zD 

cosh (zD/3)} V 	 = 	(C-71) xD  

Multiplicando la Ec. C-71 por Pzi)  Vi y tomando el límite cuando zD —4 0: 

hin 
sp-40 

A {z DPcosh (z0) 	sinh (z DP)} 

B {z D flainh (z 10) 	cosh ( zD/3)} = O (C-72) 

De la ecuación anterior se puede observar que es necesario que la constante B sea igual 

a cero para que se cumpla la Ec. C-72. Sustituyendo B = O y aplicando la condición de 

continuidad de interfase matriz-fractura, Ec. C-50, en la Ec. C-70, se obtiene: 

(CDr2) 	= 0Dr1 
zp=xDo D1 3  

A  1--- ..„. 	l_. —2  sinh (zpo fi) o Zpo  ir 
(0-73) 

De la Ec. C-73 se obtiene: 
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(d VDr2  
D zp=zoo 

CI Dr 1 ZDO (C-76) 
zpo sinh (zpofi) 	sinh (zDoP) 
Q cosh (zDoP) 	1 sinh (zDoP)} 

DO 
Dri (rDy 3 ) 

2 sinh (zD0/6) 
(0-74) 

Sustituyendo la constante A en la Ec. C-70 se obtiene la solución para CDr2: 

zpo  {sinh (zD  fi)  
0Dr 2 = CDr 1 — zr) 	sinh (zpo  f 

(0-75) 

Para acoplar la transferencia de masa por difusión en la interfase matriz-fractura a la 

ecuación fundamental del sistema de fracturas, es necesario derivar la Ec. C-75 y evaluarla 

en zpo. La derivada de CDr I con respecto a zp, evaluada en zpo  es la siguiente: 

Simplificando términos: 

(d VDr2  

d zD 
VD? {Peoth (.zpo  fi) — (C-77) 

Tomando en cuenta el signo negativo implícito en zpo, de acuerdo a los ejes de referencia 

establecidos en la Fig. 3.3, se tiene que: 

(d VDr2  

d zD zD=  zDo  

1 
—6.»Dr 1 { 

ZDO 
coih (fi zpo)} 	 (C-78) 
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C.2.2 Solución de la ecuación fundamental que gobierna 
el comportamiento del trazador en el sistema de 
fracturas. 

Aplicando el método de transformada de Laplace a la Ec. C-38 y sustituyendo la 

condición inicial, Ec. C-46, se obtiene la siguiente ecuación: 

1 492V,Dri 	1 Opri 	 6 02 n  (81Dri) 
7"7:› art - 	81'D - VDri 717)  4-1D2 p 	 (C-79) 

uzD / 4130 

Sustituyendo la Ec. C.78 en la Ec. 79, multiplicando por rD  y agrupando términos, se 

tiene la siguiente expresión: 

dTpri  d VDri 
d 	d rD  

rD No r2 VDri, 22  O (C-80) 

donde: 

¿r2 = 3  + 'Y e 
	coth 	

Zpo 
	 (C-81) 

Y 

= 6 952  D e 	D2 
dD Si 

(C-82) 

Transformando las condiciones de frontera Ec. C-48 y C-49 al espacio de Laplace, se 

obtienen: 

69Dr 1 (rDol 	= 

0Dr1(00,3) = o 

(C-83)  

(C-84)  
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