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INTROOUCCION 

El valor teórico de los algoritmos simpliciales para calcular 

puntos fijos se capta con sólo observar que cada uno de ellos 

es en el fondo una demostración constructiva del teorema de 

punto fijo de Brouwer. 

Los primeros algoritmos si~pliciales se desarrollaron a mitad 

de los años sesenta. surgieron en conexión a la computación 

del equilibrio y de puntos de equilibrio de Nash de juegos bi 

matriciales y están unidos a los nombres de ScarF, Hansen, 

Lemke, Howson y Kuhn. 

A partir de entonces, dada la enorme importancia que los teo

remas sobre puntos fijos tienen en multitud de campos, se d~ 

sarrolló una interesante interacción entre ramas de las más 

abstractas y 11 puras 11 de las matemáticas como son la Topolog~a 

Algebraica y Diferencial y ramas tan concretas y aplicadas e~ 

mo son las vinculadas al Análisis Numérico y a la Computación, 

para el desarrollo teórico y práctico de los algoritmos. La 

Economía \Jtatemática Y.la Teoría de Juegos han seguido jugan

do un papel central en este desarrollo. 

En relación al Teorema de Punto Fijo de Brouwer se convierte 

en constructiva una de las demostraciones clásicas, la que e!_ 

tá basada en el Lema de Sperner. 



Consideremos una función continua definida de un 11-simpl~ 

jo S de Rº en si mismo (después se puede extender la idea 

a dominios cerrados y convexos contenidos en Rº). Sea T 

una triangulación cualquiera de S, llamaremos etiquetación 

de T a una función que a cada vértice le asocia un 

entero no negativo menor o igual a n, que indica el índice 

de la primera coordenada positiva de v - 61v}. Bajo el su

puesto de que ningún vértice es punto fijo, las propiedades 

combinatorias de la triangulación etiquetada con nos per-

miten_.construir un algoritmo que nos lleva a un elemento o 

de r" con todas sus etiquetas distintas, triángulo complet2,_ 

mente etiquetado. 

Si consideramos una sucesión de Triangulaciones cuyo diámetro 

tiende a cero, podemos obtener una sucesión de 1'tri~ngulos 11 

completamente etiquetados cuyos vértices convergen a un sólo 

punto v; v es punto fijo de 6. 

Posteriormente, cambiando la etiquetación entera por una ve~ 

torial A-.v, es decir asociando a cada vértice v el vector 

V - 6 {V} "'), llaman.do triángulo completamente etiquet! 

do ó regular al elemento de T que contenga en su interior 

un cero de la aproximación lineal de ld-6; :,..,.~s'"'"\to..,c{' C\""lt 

bajo ciertas condiciones la triangulación eti

quetada con Av tendrá las mismas propiedades combinatorias 

que mencionábamos anteriormente y podremos construir un alg~ 

\""'*"'""º 



que encuentra un triángulo completamente etiquetado. 

También se puede construir una etiquetación vectorial relaci~ 

nada con una correspondencia superiormente semicontinua de S 

en s para obtener una demostración constructiva del Teorema 

de Punto Fijo de Kakutani. 

Las restricciones que tiene que cumplir una función (una co

rrespondencia), para dar lugar a una etiquetación vectorial 

con las propiedades requeridas, son aparentemente muy fuertes, 

se puede hacer ver que son análogas a las de la regularidad de 

Topología Diferencial y se tiene una versión del Lema de Sard 

que/Ja generalidad al algoritmo. 

Otros temas interesantes como el de grado de Brouwer de un m~ 

peo pueden recibir un tratamiento constructivo, apoyándose en 

los Algoritmos Simpliciales. 

Este tipo de temas son los que se desarrollan en el presente 

trabajo. 
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sus valiosas sugerencias. 
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ALGUNOS EJEHPLOS DE Li APARICIOH DE LOS PUNTOS 

FIJOS EN LA ECOHOMIA TEORICA 

Cuando se tiene una función de un cierto espacio 

mismo, se dice que en es un punto fijo de 

en s 1. 

s; f (X)• 

X. Este tipo de puntos es de una utilidad enorme oara demos-

trar resultados de la matemática misma, como sucede con )os im-

portantisimos teorema de existencia de soluciones de ecuaciones 

difcr-enciales e integrales, y también en las aplicaciones a nu-

merases campos. Por ello. los matemáticos han dedicado una gran 

cantidad de esfuerzo a estudiar condiciones que aseguren ta 

existencia de puntos fijos de distintos tipos de funciones def.!_ 

nidas en los más diversos esl'.)ai:io:;. 

En este pequeflo cqt>ít;ulo nos r-estringiremos a algunos ejemplos, 

de los muchos que existen. de cOmo apar-ec~en los puntos fijos en 

Ja economra teOrica. 

t- En Economra. aparecen muy frecuentemente los modelos 1inea-

les de Leontlef. Estos pr-esentan en forma muy simplificada las 

relaciones técnicas de producciOn. la idea, gr-uesamente. es c~ 

mo sigue. Supongamos que la economía se producen di s ti!!. 

tos tipos de mercancfas. El elemento básico del modelo e!J ento!!_ 

ces una matriz rea1 A .. (aij), de orden n x n, no nula y con 

aiJ ::a. O. El término aij se interpreta como la cantidad de me!, 

cancia del tipo que se usa ó ''insume" para producir una unl 



dad de mercancía de1 tipo j. Bajo hipótesis de linealfdad, 

puede verse que si se quiere producir el vector 

X ·C:.) , con xi E R 1 xi> O, 

se necesfta como vector de insumos el vector AX. ·El vector 

X-AX será entonces el excedente económico cuando se produce X. 

Un problema al que Leontief dió mucha importancia es el siguie~ 

te: 

Si consideramos que los miembros de la sociedad demandan conju!!_ 

tamente un vector :a O, LExistirá vector de producción 

tal que X .. AX .. 07 

Si definimos h: Rn .. R~ como h(X} .. D +AX la pregunta de 

Leontief se convierte esta otra: lexiste en R~ un punto fi-

jo de h? 

Es claro que siempre existirá punto fijo d~ h. Pero supo!!. 

g<'lmo~ t¡u~ l<'I economía tiene un vector de producción total X;::.. O 

tal que el vector excedente X_ -AX tiene todas sus coordenadas 

positivas. es decir, supongamos que A es una matriz producti-

va. En estas condiciones, el teorema de punto fijo de Banach 

nos asegura que existe una soluci6n única al problema de Leon-

ti ef. 

Definición: Sea (E,d) espacio métrico, si f:E ~ es ta 1 

que existe un número no negatl.vo J. < 1 para el cual d(f(x), 

f(y)) .;; ad (x,y) para toda pareja lx,y1de puntos de E, enton-

ces se dice que es una contracción. 



Teol'"'ema de Banach. Sea (E,d) un espacio métr-íco completo F 

una contr"acción • entonces existe un único punto [ en tal 

que f(X) • K·. 

Volvamos ahol'"'a a nuestr"o pr'o~le~a .• ~n- Rn ·" __ d_efinamos_ · d(x,y)·• 

max ~ /x. - Y .1. (R:-:. d), r"esul t·a· entonces un_ espacio métl'"'i'co 
¡ X f l. l .- .. :· 

completo. 

Además 

d(h(x), h(y)) • d(Ax + O •Ay • O) • 

"'m~xf} ! ~ aij(x,-y,) !l< m~xiJ;. !:·aij lxJ.-y~! i 
1 xi ., .. .. 1 xiJ 

: maxib !aij5max(x, - YJ ft 
i ;ci J ~, ~ .. 

e 

~maxf+ :!:aij~J\rnaxj~ lxJ-yJfl 
j xi ~ J XJ 

• (maxj} ~ aij ~ 1 )jd (x,y} 
¡ xi .. ' .. 

~ ·.~ 
Per"o como x >Ax. entonces pal'"'a toda • 1, ••• , n 

• > :!; alj * xi 
.: XJ 

> 1 
~ al] * .. .. "J • 

xi 

Po,. lo que m•x < t. 

es una contr"acción. 

Tenemos entonces,que el teor"ema de punto fijo de Banach nos as~ 



gura.que existe solución única al problema_ de 'Leontief. 

2- Analicemos ~hora otro problema económ~co tambi~n· desarrolla

do con el modelo de Leoncief: 

Suponga ahora que aij incluye, además de lo dfcho anteriorme~ 

te, el consumo de mercanci"as de tipo por parte de los tra-

bajadores que elaboran una unidad de mercancfa y considere-

mos una economía de intercambio. 

Supongamos que se ha establecido un sistema de precios >a 

que describe las relaciones de intercambio entre las diversas 

mercancías; es decir, el cociente ~ representa las unida-
p' 

des de mercancias del tipo que se~intercambian por una unl 

dad del tipo L Por el lo si p' • .:i p con a> O entonces 

p' se presenta las mismas relaciones de intercambio que p. 

Si pensamos que en la economía, cada individuo que decide pro-

ducir algo lo hace con el fin de recibir una 11ganancia" y no de 

consumir lo producfdo, los precios deben ser tales que 

" 2.1 p J > ... a i j pi Í:t 
y la ganancia será 

" 
p J - ... 

> 
i=I 

aij pi o 

Una hipótesis que se usa entre varios autores (Bortkiewics, 

Horishlma. etc.) consiste en que todos ganan proporcionalmen-



en donde r->~-0 

Tenemos 

2.2 p~ - (1 + 

o, escrito vectorialmente, 

=(l+r)p':.A 

y, por lo tanto 

El problema de que existe un vector de precios tales que permi-

tan obtener a cada capitalista una ganancia positiva proporcio-

nal al capital invertido se ha convertido en el problema de la 

existencia de un vector propio, con todas sus coordenadas no n~ 

gativas, asociado a un valor propio positivo menor que uno. 

Aqur solo atacaremos la cuesti6n de la existencia de un vector 

propio no negativo asociado a un valor propio no negativo. (Y 

dejaremos de lado si éste es menor que uno, esto s61o se cumpll 

rá si la matriz es productiva cómo en el ejemplo 1). 

Buscaremos nuestro vector propio en el subconjunto A de R:: 

definido cómo A= C!E R!l I ~xi• 1, xi:> O i • j, ...• n}. 

Ahora, consider.emos h: t.+ A 
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como 

Es fáci 1 ver que pe A es vector prop.ío de At asociado a 

l/AtPll1 (que resulta ser un~valor,_:propio_-de A~) si y sólo si 

h (p) • p. 

Pues, sl h(p) • p. ento~ce_~ 

e + A tE: . Por lo 
J JA tp ! ! 1 

p. que 
1·+ 

p + Atp . p + 11 A ~p: ! 'p 

Por otro lado, si p E ~ es tal que 

A":.p •a p con ..'l >. O, entonces 1IA-:.pj11 y 

por lo que p:P + i IA>l lip ó h(p). p. 
j+JJA"pl! 

v.nio'l a· recurrir a otro teorema que nos asegure Ja existencia 

de puntos fijos de la funcl6n h. 

Teorema de Brouwer. Sea OC R~ compacto y convexo ':fF:D .... O 
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continua, entonces existe x e tal que f(x) ... x. La fun-

ción ·h que estamos trabajando es continua y es compacto 

y convexo. Poi"' lo tanto, existe p E e! tal que resuelve nues-

tro problema. 

Observación: si quit~mos a la matriz A> O toda interpreta

ción económica, el terorema de Brouwer nos permite afirmar que 

existe un vecto propio de A con todas sus coordenadas n'o neg~ 

tivas y asociado a un valor propio no negativo. Este resulta-

do es parte de un importante teorema, de amplio uso en toda la 

economía matemdtica 1 Jamado el teorema de Perron-Frobenius. 

l•Uno de los problemas mas estudiados por los 11 economiscas matem!_ 

tices" es el de la existencia del 1 Jamado equilibrio genel"'al 

competitivo. Presentamos ahora la versión más si~ple de un mo

delo de "una economía de intercambio puro") (donde las decisio-

nes de producción "están dadas"). Imaginamos una economía en 

donde, como dotes. existen n tipos de mercancías y hay m fa .. 

mi 1 ias de ar-tesanos quienes integran otras tantas unfdades eco-

nómicas que van a intel"cambiar entre sf las mel"cancías. 

Supongamos que Ja fam i 1 i a (k • 1,2, ••• ,m) ha decidido 1 levar 

al mercado un vector ok de merc~ncfas para compra!", con el' 

resultado de su venta. otro vector "más de acuerdo a sus ne ces.!.. 

da des". 

En la teoría del equi Ji brio genera 1 se trata de hacer maneja .. 

ble el problema de las necesidades (de acuerdo a un enfoque .su~ 

jetivo) postulando que cada fami 1 ia tiene una función de 
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utilidad 

(en donde ¡-(k) C Rn es un conjunto de vectores con coordena-

das no ncgütfvas llamado el conjunto de planes de consumo pos! 

bles para la familia k). 

Para cada vector x e .¡-Ck}, el valor 4"Cx) se interpreta co-

mola "utilidad" que el vector reporta a la familia k •• 

Si asumimos que en el mercado ~e ha establecido un sistema de 

precisos pt • (p?, .•.• pr:); cada fami 1 ia de artesanos se en

frenta al problema de encontrar un vector dk que esté a su al-

canee y que maximice su utilidad. 

Es decir, se le plantea encontrar dll: en !(k) tal que 

k o • y ~"· l-1 l<(d~) > '-1 (d) todo; 

Si cada uit se le exige una serie de condiciones (que se tra-

ta de justificar económicamente) como la de ser continua, estri_s 

tamente creciente en cada variable, ser estrictamente c6ncava. 

etc., y si !(ic:) cumple una serie de propiedades como la de CO,!! 

tener al origen, ser compacto, convexo y otras, entonces se pu~ 

de asegurar que, para cada E !J., existe uni< única soluci6n 

para el problema de la familia k y a dicha familia se 1 e 

asocia un vector dk(p) (Ja solución al problema anterior) al 

cual se le llama la demanda de kalos precios p. Se puede de-

mostrar que dk' es una función continua de P• 
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El problema del equi 1 ibrío general con.sis te en investigar si 

existen vectores de precios tale_s que las· s.ótuciones a los 

proelbmas de las distintas familias se.an compatibles entre si. 

Es decir, vectores tales que 

r. o .-.-. 

Para plantear el equilibrio general en términos de un problema 

de punto fijo, observemos, en primer lugar, que si p~={p¡, ••• ,p) 

es un sistema de precios .lrbitrario, se puede demostra.- que la 

solución dk(p) del problema de optimización de la familia es 

tal que ptd~(p) • p 0 o~. 

Es decir, al optimizar, cada fami 1 ia gasta todo su ingreso. 

Como consecuencia de esto, se obtiene la llamada ley de Walras: 

p'd(p) - o ... 

en donde d (p) • d" (p) y 
~ o • 

Por último, si en la desigualdad (1) tuviéramos que para aJ .. 

guna se cump 1 i era que 

~ d~(p) 
f..=i ! 

entonces, por fuerza, existe ta 1 que 

= 
d~(p) k ~ > ~ 

k;;l 
!..=l 

ºp' 

pues de otro modo, no cumpl lrfa 1 a Igualdad (2). 
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Definiremos ahora una función T: - J! (en donde, como antes, 
r. 

A! = {p 1 pi> o, i~: pi 

a 1 a que -1 

modo 

Demostraremos enseguida que es un sistema de precios de 

equi 1 ibrio si y sólo si es punto fijo de la función de re-

gateo. 

Supongamos en primer lugar que p es un sistema precios de 

equilibrio. Entonces en virtud de Ja desigualdad (1), tenemos 

que cJ (p) • para cada 

cir, 

T {p) • P ••• 

Reclprocamente, aceptemos que vale la igualdad l,. 

Supongamos que existe tal que cJ >O. Entonces. en primer 

Jugar pJ > O, pues. de otro modo no valdría 4, segundo 

lugar, como veíamos antes, debe existir j tal que d,.(p) -o! <O, 

lo que implica CJ"" O. 
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Pe ro ·en ton ces 

ya q_ue 

Por to tanto L~ego, cJ5. O pat"a codo 

J, es decir, vale la desigualdad (1) y, en consecuencia, pes 

un equi 1 ibrio. 

Como d(p) es continua, T resulta continua y, de nuevO, el 

teorema de Brouwer- nos garantiza la existencia de puntos ffJos 

de T y por lo tanto de pre e íos de equi 1 ibrio en nuestra econ~ 

mia. 
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CAPITULO 1 . 

El lema de Sperner los puntos fijos y otros resultados intere

santes 

1.1 Motivaci6n de la relaci6n entre los triángulos de Sperner 

y los puntos fijos. 

En el capitulo anterior aplicamos distintos teoremas de punto 

fijo para demostrar algunos resultados de la Economía Teórica. 

De ahora en adelante nos preocuparemos por el problema de como 

encontrar esos puntos fijos. 

Si queremos encontrar un punto fijo para resolver un problema 

del tipo 1 del capitulo O, podemos pensar en la demostraci6n 

del teorema de Banach (0.1.l) que da un método para encontra¡: 

lo, recordemos. 

Si es un espacio métrico completa, f una contracción 

de en si mismo y •o E E • con si de remos la sucesión 

x, f(x
0
), x, = f(x

1
) f2(xo) • ... ,xn = f(x

0
_

1
) = fº( •ol • .. ' 

{xn) es de Cauchy pues para n • m, si m ;;. n tenemos 
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pues a < l. 

Para e> O 3N tal que si 

{X0 } converge a x en E. Cómo f continua 

Si x es otro punto fijo 

fCxl = x 

d(x i) = d(f(x), f(i)) <ad(¡ 

cómo a < 1 tendríamos que d(¡ 

tonces d(x • x) = o y x = i. 

x), si d(x,i)f.O, 

x) < d(x • x) absurdo, e~ 

Como se ve, la demostración misma da un método para aproximar 

el único punto fijo, este consiste en partir de un punto arbi 

trario y aplicar repetidamente la función hasta llegar a la 

aproximación requerida. 

En cambio las demostraciones clásicas del teorema de Brouwer 

y de Kakutani no son constructivas. 

Scarf [ 1967) ,[ 1973) convierte una de estas demostraciones clf 

sicas, la. que usa el lema de Sperner [ 1928), en constructiva, 

dando principio a la elaboración de los algoritmos simplicia

les. 
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El lema de Sperner es un resultado de la topología combina

toria.que nos dice que un ''triángulo'' {cori n vªrtices), que 

a su vez está dividido por una colección de triángulos, con 

ciertas propiedades, si se numera cada uno de los vértices 

de todos los triángulos, con números de 1 a n, también esta 

numeración con ciertas propiedades, entonces tendremos siem

pre a uno de los triangulitos con todos sus números distintos, 
11 triángulo 11 o simplejo completamente etiquetado. 

Fig. 

Triángulo partido en triángulos pequeños con los vértices nu 
merados respetando las reglas de Sperner, los 3 triangulitoS 
sombreados tienen los vértices con números distintos. 

Para hacer ver la relación de ese tipo de 11 triángulos 11 con la 

existencia de puntos fijos, es muy útil~ el conocido método de 

bisección para encontrar un punto fijo de una función continua~ 

definida del intervalo [ a,b] en sí mismo. 

Podemos describir dicho método de la manera siguiente. 
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Consideremos definida como h(x) = x - f(x); encontrar un 

punto fijo de f es lo mismo que encon.trar un cero de h. 

Escribamos el proceso como un algoritmo: 

l. Si h(a) = O h(b) = O terminamos, pues habríamos en-

contra do un cero de h. 

Si no es asi, definimos = O, a1 = a y bi = b. 

h(a
0

) <O, le asociamos a a
0 

la etiqueta o y 

cumple con h(b 0 ) > O, le asociamos la etiqueta l. 

Cómo 

b 
0

, que 

Decimos 

que el intervalo [a 0 , b0J está completamente etiquetado pues 

tiene etiquetas distintas. 

Como h (a) < O, h ( b ) > O y 

(a
0

, b
0

) es un cero de 

ne un punto fijo de f. 

2. Consideremos el real 

terminamos. 

3. Si no, tenemos 2 casos: 

continua, algún punto de 

y por 1 o tanto 

De nuevo si 

a) 
ªi + bi 

h-z-<O, entonces 

la etiqueta asociada a ªi+i es O, la asociada a bi+ 1 es 

1, el intervalo [ ªi+i, bi+il está completamente etiquetado y 

con ti ene un cero de h. 
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b) Si h ª1 + b1 
> O, entonces ª1+ t = ---y- ª1. 

b1+1 
ª1 + b1 

= --2-- la etiqueta de ª1+1 es O, la de b1+1 

es l y el intervalo [ ai+ 1 , b1+ 1J tiene las mismas propied.!!_ 

des que en a), hacemos i+l y regresamos a 2. 

De esta manera construimos una sucesión de intervalos 

[ ªi' b1J cuyos extremos convergen a un real X que es un 

cero de h. 

o o o J L 1. o 

Propiedades del proceso: 

En cada paso tenemos una subdivisión del intervalo [ a,b) en 

subintervalos cerrados de tal manera que: 1-ningún l a1 ,bi) 

. es un punto; 2-la intersección de 2 cualesquiera es vacía o 

consta de un extremo comGn, 3-cada extremo de [a 1 ,b 1I perte 

nece a 1 ó a 2 subintervalos. Tenemos además una etiquetación 

para cada uno de los extremos de los mencionados subintervalos 

(vértices de la subdivisión) de tal manera que la etiqueta de 
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es O y Ja de b es 1, y vemos que existe un subinte.i:. 

valo completamente etiquetado y éste contiene un cero de h. 

Si consideramos cualquier subdivisión del intervalo [ a,b) 

con las propiedades 1, z y 3~ si además h{c1 ) ~ O con 

{ci} los vértices de Ja subdivisión y si etiquetamos a cj 

de tal manera que si h(cj) <o cj le toca Ja etiqueta 

la etiqueta 1, entonces encontraremos 

al menos un subintervalo completamente etiquetado y éste corr_ 

tiene un cero de y si es "pequeño 11 cual quier punto de él 

será "cercano 1
' a un cero de h. 

o oo ts.oo ti. 

lCómo procederlamos en 2 dimensiones con una idea análoga a 

Ja bisección? 

P~nsemos en una función continua 

R2 en sí mismo y definamos h(x) 

del triángulo abe. 

de un triángulo abe de 

x - f(x) para cada 

Dividamos el triángulo abe en 4 subtriángulos usando Jos purr_ 

tos medios de Jos lados. 
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{d1} vértices de Ja subdivisión. 

Si h(dj) =O para algún = 1, . .. , 6,. dj es un cero de h. 

El criterio para etiquetar a los dj, si no hay cero de 

entre ellos, será poner la etiqueta k dj si hk(dj) > o 
y hi(dj) < o para i < k y la etiqueta o si hi (dj) < o 

i = 1,2. 

Consideremos los 4 pequeños triángulos en que está dividido 

abe. Si alguno de ellos tiene todas sus etiquetas distintas, 

decimos que es e.e. y Jo subdividimos en Ja misma forma que 

abe, etiquetamos sus vértices con el mismo criterio y bus

camos un ''triangulito" e.e. 
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Supongamos que con ese procedimiento, encontramos una sucesión 

{ak} de triángulos e.e. tal que los vértices de ellos conver

gen a un punto v. Entonces por la continuidad de 

V.m h(v(i,k)) = hC v>: 
que tiene etiqueta i. 

Cómo h1 (v(i,k))> O y 

y hj(v(.O,k)) <;O, para 

Entonces para toda i = 

h 1 ' O> ;;. o 

es decir para = 1,2 

h ( ()) = 

donde v(i,k) 

hj(v(i ,k) <;O 

j = 1,2. 

1,2 

y h j ( 0) <; o 

O, v cero de 

es el vértice de 

para < i si ~ o 

para < 

h. 

Veamos un ejemplo en donde podemos aproximarnos al punto fijo 

de una función continua de un triángulo de R2 en si mismo 

usando el método anterior. 

Ejemplo. Sea 

e= (1, O) y 

de A 
12 
34 

s abe con a = (O, O), b = (O, 1) y 

f s - s definida como f(x) = Ax "J7iXJ, dO.!l 

usemos para etiquetar a h(x) = x - f{x). 

En la figura se ilustra la sucesión de triángulos completamen-

te etiquetados. !(O,O), (1,0), (O,l)l.C(0,1/2), (0,1), (1/2,1/2)), 

((1/4, 1/2), (1/2,1/2). (1/4,3/4)),({l/4,5/8) ,(3/8,5/8),( 1/4,3/4)), 

( (5/16,5/8) ,(3/8,5/8),(5/16,11/16)). 
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(Oj 

o 

'º•º' ~------------'1-:.--------------"- '"º l 
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Reproducimos el triángulo con vértices C1~· #> c-fi,. %> y 

(~. %> 

después de 6 pasos obtenemos el triángulo completamente eti

quetado con vértices cri,. tfl.Cli. tfl y cr%-. ftl cuyo 

baricentro es ( .317, .666). 

El punto fijo está en el lado del triángulo abe determinado 

.por los puntos (1,0) y (O,!) y es aproximadamente 

(.3139, .óOólj. 

Sin embargo el método no siempre obtiene en cada paso algún 

triángulo completamente etiquetado. 

Pensemos en la misma función del ejemplo, pero, ahora definida 

en el triángulo con vértices (0,0), (!,O) y (0,2) 
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En el segundo paso ya no encontramos ·ningún triángulo comple

tamente etiquetado. 

lCómo resolver este problema?. Si nos fijamos en el tipo de 

subdivisiones que obtuvimos observamos que en el primer paso 

se cumplen propiedades análogas a la 1,2,3 que teniamos en 

una dimensión; pero en el segundo paso no. 

Hagamos explicitas las propiedades a que nos referimos: 

l'. Ninguno de los triángulos aibici es degenerado. 

2 1
• 2 triángulos cualesquiera se cortan en un vértice.;. lado 

común ó son ajenos. 
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3'. Cada lado de algún triangulito de la división pertenece 

a 1 ó a 2 triangulitos. 

La subdivisión del último ejemplo obtenida en el paso 2 no 

cumplen con 2 1
• 

Si en esta subdivisión partimos a su vez al triangulito def 

agregando la linea punteada que se señala en el dibujo si 

guiente, obtenemos una subdivisión con las propiedades 1 1
, 

2' y 3' y tenemos que existe un triángulo e.e. (el sombreado) 

Observación: 

En el primer ejemplo trabajamos con triangulaciones que no 

cumpl ian 1 1
, 2' y 3' y sin embargo encontramos en cada una de 

ellas un iriangulito e.e., esto es casual y lo que garantiza

rá que siempre existan es que las triangulaciones tengan di 
chas propiedades además de otras sobre la etiquetación. 

Las divisiones que consideramos en nuestro algoritmo no tienen 

que resultar de subdivisiones de alguno de los triángulos ma-
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yores en 4 triángulos iguales, pueden ser de cualquier forma 

con tal de que cumplan las propiedades antes descritas y el 

problema es encontrar un triángulo suficientemente pequeño 

que esté completamente etiquetado. 

Existe un resultado de topología combinatoria llamado el lema 

de Sperner que dice bajo qué condiciones podremos garantizar 

que en estas triangulaciones siempre habrá un triángulo e.e. 

y esto se establece para regiones que son generalización de 

triángulos en cualquier dimensión. 

1.2. Algunas Definiciones. 

En este inciso daremos las definiciones necesarias para poder 

enunciar el Lema de Sperner, la demostración la dejaremos para 

el capítulo y en el siguiente inciso se examinará la validez 

general de la relación estrecha que existe entre "los n-triá!!_ 

gulas'' con etiquetas distintas y lo5 puntos fijos de una fun

ción continua de Se Rn en sí mismo. 

Definición 1.2.1. 

a) Dado un conjunto {v 0, •.• ,vr} e R" se dice que es afinme~ 

te independiente (a.i) si {v 1 - v0 , ..• , vr - v0 J es 

linealmente independiente. 

b) Sea D=Cvº, ... ,vr} a.i •• elr-simplejo a=vº ..• vr 

con O como conjunto de vértices es Ta cerradura convexa 

de O.( Dado a con vértices en 0 1 O es único). 
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Es decir {X Rn 1 
r i 1) o = E X = i~OA i V l. i .. o y :i:: l.i = 

También usa remos la notación o( D). Si X E a, a 1 as l.i 

únicas, con las propiedades arriba mencionadas, se les llama 

las coordenadas baricéntricas de respecto a o. 

c) Llamamos subespacio afín de o, rr(a), al conjunto 

d) Una Q-cara de o(D), es cualquier l-simplejo con con-

junto de vértices igual a algún O e O, donde D' tiene 

l + elementos. 

Si D' = ll entendemos el concepto y decimos que T (D' )=¡J 

es una -1 cara de cualquier simplejo cr. 

Denotemos como al al conjunto de !-caras de o. 

vº • 
O - simplejo v0 

con O-cara = v0 

vº------v' 
1-simplejo v0v1 

1-cara v0v 1 

O-caras v0 y v 1 
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2-simplejo vOvl v2 
O-caras vO, V l V2 

1-cara v 0vl 
1
v 0v 2 y v 1v 2 

2-cara v 0v v2 

Una faceta T 

r-1 a 

de 
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O 1 r a = V V •• • V es cualquier elemento de 

Def. 1.2.2. Decimos que el interior algebraico ;; de 

a= v0 v 1 ••• un es el conjunto {x e Rnlx = i~vAivi, con 

La frontera algebraica de a, ªª es a - ; 

Def. 1.2.3. Una triangulación de dimensión r ó r-triangula

cfón es una colección finita, no vacía, de r-simplejos en Rn 

tal que: 

i) Cada 2 r-simplejos de T se intersectan en una cara común. 

ii) Cada faceta de algún a de T, lo es a lo m§s de otro di~ 

tinto. 

Denotamos como rl ·a1 conjunto de l-simplejos que son e-c~ 

ras de algún a en T. A Tr-l le llamamos las facetas de 

T. 
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A los elementos de r0 se les llaman los vértices de T y a r 0 

el esqueleto de T. 

Ejemplos de Triangulaciones: 

a) 2-triangulación b) 2-triangulación c) 2-triangulación 

D 
d) !-triangulación e) !-triangulación f) O-triangulación 

Def. 1.2.4. La frontera de T, H, es el conjunto de face-

tas de T, que pertenecen a un sólo a 

I ~ : : f 
Frontera de a 

Frontera de Frontera de 

de T. 

~ 
Frontera de 

Las fronteras de e y f 
son vacías. 

Usamos la misma notación a, para la frontera de un simplejo 

y para la frontera de una triangulación a pesar de que son CO,!l 

juntos de naturaleza distinta, los elementos de ao son puntos 
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de Rn y los de aT son conjuntos. 

Observación: ar no es necesariamente una triangulación como 

se muestra en el ejemplo b, pues la faceta A pertenece a 

4 elementos de aT. 

Usaremos la notación 1 TI para el conjunto o~To. En gene-

ral para cualquier colección de n-simpl e jos aunque no sea 

tri angul ación, 1S1 

triangula a M. 
0~5 0. Si M = ITI, decimos que 

Oefi ni ción 1.2.5. Si M e Rn es tal que existe una 

gulación T tal que M = 1 TI. se dice que M es un 

dro o una región triangulada y ·1 o denotamos como (M, 

Observación. Si X está en 1 TI. existe un elemento 

n-tri ª!l 

n-pol i~ 

T). 

de T! 

con .f. mínima, al cual pertenece x, a este simplejo le 11!,. 

maremos el portador de x·. 

Proposición 1.2.6. Si T y T 
1 

son 2 triangulaciones 

tales que ITI = IT 1 1• entonces laTI =.lar, I • 

Para ver demostración consúltese E aves [ 19761 

La misma región con dos triangulaciones con distinta frontera. 
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Definición 1.2.7. Una cuerda de un n-simplejo o es la in

tersección de cualquier recta con a. 

Por lo que una cuerda µuede ser vacía, de di~ensión cero (un 

punto) ó de dimensión 1 (un segmento). 

Si ·a es un simplejo podemos tener cuerdas de los siguien-

tes tipos: --~ 
vacia 

Definición 1.2.8. El diámetro de una triangulación T es el 

sup{diam (o)), donde dian: (o)= sup lx 1 - x2 .1. 
OET x 1 ,x 2ea 

Definición 1 .. 2.9. Si J
5 

= {O, .... , s) con entero posi-

tivo, una función .\ : r 0 J
5 

se llama una- etiquetación 

entera de T. 

A •lvl se le llama la etiqueta de v. 

Decimos que T E T5 está completamente etiquetada respecto a 

A (A - e.e.). Si A(Tº) = J
5

, es decir si todas las etique-

tas de los vértices de son distintas. 

Un 2-simplejo triangulado con una etiquetación entera, sin sirnplejos com
pletamente etiquetados. 



34 

un 2-simplejo triangulado con 
una etiquetación entera. El sim
plejo sombreado es >.-e.e. 

Una etiquetación ,\ de un n-simplejo a = vº.,. vn triangM_ 

lado,es ~. si V ve T0 >.(v) = k implica que la k-ési 

ma coordenada baricéntrica de v respecto a a no es cero. 

Observación: en una etiquetación propia A(viJ =; para 

i = O, ••• ,n. 

Definición 1.2.10. Sea T una <n+l\•triangulación etiqueta-

da con etiquetas distintas y T una n-cara de T com-

pletamente etiquetada, una cadena e.e. que pasa por T es una 

colección de n-caras de T. • •• T _
1

, T
0

, T 
1

, •••• tales que 

o;: N, • i as completamente etiquetada y :3 

ai e T tal que Ti y T i+l son o-caras de ºi. La cadena es 

maximal si no se puede agregar ninguna otra faceta. 

Teorema 1.2.11. (Lema de Sperner). Sea un n-simpl ejo de 

R", T una trianaulacidn de S y ~ una etiquetaci6n propia, en-

tonces existe a e T que es >. - c.·e. 

1.3. El Teorema de Brouwer y los triángulos completamente 

etiquetados. 

Sea el n-simplejo unitario de R0 + 1
• 
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Teorema 1.3.1. (Teorema de Brouwer) 

s; F: S - S continua, existe en tal que F(X) 

Se demostrará el Teorema de Brouwer bajo el supuesto de que 

se cumple 1.2.11 (Lema de Sperner) y este resultado lo proba

remos en el capítulo 2. 

Lema 1.3.2. s; F es una func;ón continua de en y 

T una triangulación de S, construimos : Tº J de 
n 

la manera siguiente para ve rº >dvJ = j, si + l es 1 a 

primera vez que vj+i > O y vj+i - Fj+i (vi> o. Suponga

mos además que ningún vértice de r0 es punto fijo de F, 

entonces 1 a asi ~efinida es propia. 

DemostraciOn: Sea V E rº. 

Supongamos que para toda vj+1 > o .,. vj+1 - Fj+i lvl .. o. 
Cómo v. J+I = o º -Fj+1 ¡,.¡ -: o y V ¡ F!vl, entonces 

V .;; FI v). Absurdo pues y Flvl están en (Nota: usa-

mas X .;; y como X. .. yi 
i 

y X i y) . 

Por To tanto existe tal que vk ~O y vk - Fk (v) .. o y 

por To tan to existe una primera vez que su cede esto y ; es-

tá defin;da para toda V E Tº. 

Además la k-ésima coord~nada baricéntric~ de es 

y si vk+l O A(v) ¡I k, por To que es prop;a. 

Demostración 1.3.1. Consideremos una sucesión {Tm} de 

x. 
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triangulaciones de cuyo diámetro tiende a cero. 

Si para alguna m existe un punto de rº m 
que es punto fijo de f, h.2_ 

bríamos ter~inado. 

Si ningún punto de rº 
m 

es punto fijo de F, 

etiquetación de Tm' como en el lema 1.3.2. 

definirnos ~m' 

Por el lema de Sperner existe una sucesión {om} de simplejos 

e .e., uno para cada Tm, cuyo diametro tiende a cero. 

Ordenemos los vértices de cada ºm de acuerdo a su etiqueta~ 

ción y denotemos como v(i,j) el vértice de aj tal que 

~(v(i ,j)) = i. Existen subsucesiones convergentes fv(i,r)(k)}l 

ºr(l'[) ~ v(O, r(k)jv(l,r(k)) ... v(n,r(k)). 

Sea x;Ckl= ¡;fr- i~O v(i,r(k)) (el baricentro de cr.r;k»· 

{Xr(k)}·está contenido en S que es compacto, entonces existe 

una subsucesión {x<)Ckl) convergente. 

si Um <x$<kll = v, ve s. 

Ader.iás como diam(cr $Ckl) tiende a cero cuando k tiende a 

infinito entonces ~~{v( i, $(k)J} = v para cada i = O,. .. ,n. 

Es claro que es punto fijo de f pues 

v(i, $(k)) - F1(i, $(k)) >O para = 1, ... ,n; como F continúa, 

para toda i. 
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F(~) 
n 

Fi(~)) Pero y están en s~ por lo que i!o 1;; i - . 
asl que vi . Fi(vl para 1 . 1, ... ,n; o lo que es lo 

mismo v . F(v). 

Podemos extender la demostraci6n a cua1~q~u1~·e~r---=----'c~o~m~p"-"-a~c~to=-~ 

~· 

Teorema 1.3.3 (Brouwer para compacto y convexo). 

Sean t e R" compacto y convexo y F : [ -- [ 

ton ces existe x E e tal que F(x) = x. 

Demostración. Consideremos s e 
un r-simplejo 

e, entonces construyamos s e s e de 

guiente: 

Si X E C 
Si X E se. g (X) = A 

f(y) SÍ X ¡! y y E t ¡ f(x) 

d(x,y) = min d(x,y) 
yel! 

es continua. 

continua, en-

que contenga 

la manera si-

es tal que 

O, 



Si s es el 

que h(ejJ 

Si G E se y 
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r-simplejo unitario·. e sea 

vj para e = O, •.• ,r, con 

V = 
r i 

i~Oaivc, entonces 

h:~s - se tal 

s~ = Cv~, .. ., v~l. 
h(v) =J0 a 1 h(v~). 

h biyectiva y continua y h- 1 también; entonces h- 1 gh:S 

continua y por 1.3.1 existe x e tal que h- 1 gh(~) = ~. 

Así g(h(R)) h(~); h(~) E Se y h(~) es punto fijo de 

g. Pero los puntos fijos de sólo pueden pertenecer a ~ 

pues si x '1- t, g(x) e t y g(x) ~ x. 

Observación: está bien definida pues si x f/. et, existe un 

único Y E !I que es el más cercano (resulta do conocido 

que enunciamos a continuación sin demostrar). 

Teorema 1.3.4. Sea !I e Rn compacto y convexo y x e Rn .• 

x '/. !I, entonces existe un único Y e tal que 

d{x, y)"' d(x, y) para todo y"' L (Figura anterior). 

1.4 La existencia de simpleios completamente etiquetados, los 

puntos fijos y otros resultados interesantes. 

El Teorema (1.2.11) (Lema de Sperner) establece la condición 

para que existan simplejos completamente etiquetados; en este 

inciso completaremos la equivalencia entre dicho lema, el te.Q_ 

rema de Brouwer (1.3.1) y otros resultados interesantes. 

Teorema 1.4.1. Si 1.3.1 (Teorema de Brou.ier) se cumple,enton. 

ces también lo hace Teorema 1.2.11 (Lema de Sperner). 
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Demostración: Sea S = v0 , ... ,vº,, T una .triangulación y 

Á una etiquetación propia. 

Construimos ÁT ' 1 Ti R" de la manera sfg~iente: 

si V E rº y Á 1 V J 1 n. ÁT (V J = V ( Á (V J + 1 J 

Si ÁfvJ = n, ÁT(vJ = v
0

• 

Si las coordenadas baricéntricas de v respecto a T son 

{vk}~•O' 
n 

ÁT(vJ = k~O VkÁT(vkJ. 

AT es continua, pues es afinen cada a e T y coincide en 

Tas caras comunes. 

Claramente si V E as, entonces ÁT(vJ 1 v. 

Ahora, sea a e T tal que no es e.e., tenemos ~ue \t ve a, 

ÁTfvJ E as, pues por lo menos hay 2 etiquetas que se repiten, 

entonces v no puede ser punto fijo. Es decir, si no existi~ 

ran simplejos completamente etiquetados, existiría una función 

continua definida de S en que no tendría puntos fijos. 

Por lo tanto existe algún a en T que es e.e •. 

(Observación: La demostración se basa en que si suponemos que 

no hay simplajo e.e. podemos construir un retracto de en 

su frontera.) 
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Observemos además que si a E T es e.e. y consideramos 

es biunívoca y bicontínua,pues cada 

punto tiene coordenadas baricéntric~s distintas, entonces 

$-l - a es continua de S en S y tiene un punto fi 

jo ~ V tiene que estar en a; como ip- 1 {~) = ~. entonces 

$(vi = O y ve a es punto fijo de $. 

Es decir, hemos demostrado que todos los puntos fijos de >.T 

están en algún o e.e. !'cada a completamente etiC!uetado respec-

to a contiene algún punto fijo de >.T. 

Existen otros resultados que~como el teorema de punto fijo,en 

apariencia no están ligados a los simplejos completamente eti 

quetados de Sperner; pero que si lo están y esta relación per

mite dar demostraciones constructivas de ellos. 

Teorema 1.4.2. Lema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (Lema 

K.K .M.). 

Sea el n-simplejo unitario y para e J definimos 
n 

si i 11' J} 

S==vº, ... ,v" con vi-l ei, vector standar 

Sean, para O, ... ,n, A1 cerrados tales que SJ e i~J Ai 

Entonces 
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l 1 \ \ 1 
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Demostración: Consideremos una sucesión de triangulaciones 

tales que el diámetro de Tm tiende a cero y 

sea una etiquetación con la propiedad de que ~fv) • j 

si V j > o • V E Aj y V 'f. Ak si < j. 

vk O implica ~lv) { k y es propia,entonces,por el 

lema de Sperner (l.2.11)• existe una sucesión de simplejos 

cuyo diámetro tiende a cero. 

Como vimos al demostrar el Teorema de Brouwer (1.3.l) existe 

una subsucesión (cr<l>Ckl J tal que la sucesión de vértices eti 

quetados con (v(i.$(k) )1 convet"ge a un punto Ge S, es-

to es cierto para toda i. 

Como v(i, t(k)) está en A
1 

para toda 

entonces ~ e A1. 

y A
1 

cerrado. 

Todas las subsucesiones {v(j,$(k))} ~ convergen ~ v y enton 

ces C e Aj para toda 

En realidad el Teorema de Brouwer y el Lema K.K.M. son tam

bién equivalentes. 

Teorema 1.4.3. El Teorema de Brouwer (l.3.l) se cumple si y 

sólo si lo hace el lema K.K.M. (l.4.2). 

Demostración: Sean 

Supongamos que T.l.3.l es válido y sea g
1

(x) = dist(x, A
1 

n S). 

Construimos f : S -- de la manera siguiente: 
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xi + g i (x) 

l+j~Ogj(x). 

f es continua. y~por lo tanto· tiene un punto fijo i e S 

entonces 

Pero x e e Ai .. 
i=O 

i e Ai para alguna 

Pero si gj(x) t O para alguna 

dad y entonces gj(x) = O es decir 

Sn('fAi)t4>· 

no se podría dar la igual 

para toda 

Además si x e S n('i' Ai) t 4>; x punto fijo de f pues 

gj(xl=O j. 

Supongamoo ahora que T.1.4.2. se cumple y sea f 

continua. 

Sea A. {x e s lfi(x) <; xi); Ai cerrado. 
i 

!i J e x x k 

"j si J o, ... ' ik J y s;i • :¡; 
n j:.O 

s. 3 t 
i 

'l. x~ = o y fs:<í<J"' •1 

s-s 

vj ,.. 

y 
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j~Ofj(~) 
k 

Como :E h = 1, j=O~j 

EXISTE ij E .~ 'tal q'ue .f Íjcx> ~ xij 

y 

Por T.l.4.2. 

tal que f(y) 

S n(~ Ai) F 4> 

= y. 
ó lo que es lo mismo3 y es 

Volvamos ahora al problema económico que planteamos en el ca

pitulo O, el del modelo de equilibrio en una economía de in-

tercambi o. 

Podemos usar directamente el Tema de Sperner para demostrar la 

existencia del equilibrio sin recurrir al teorema de punto fi

jo. 

Teorema 1.4.4. Sea f : -R" (S(n-1)-simplejo unitario de 

R"J continua y tal que p · f(p) = o, entonces existe p*• S 

tal que f(p*) <: O y 

Demostración: Consideramos una sucesión de triangulaciones 

tales que su diámetro tienda a cero. 

Para cada m usamos Ta etiquetación de T~ tal que si 

pe T~, consideramos J*(p) = (kJPk>OJ y definimos 

>.(p) = min {je J*(p)Jfj(p).;; fk(p) V e J*(p)). Entonces 

el Tema de Sperner (pues es propia) asegura Ta existencia 
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de una sucesión {o } 
m 

de (n-1)-simplejos completamente etl-

quetados. Como antes; podemos asegurar una subsucesión 

{a$Ckl J tal que las subsucesiones {p(i ,$(k)l de los vértl-

ces de los con etiqueta converjan a un sólo punto 

p * de s. 

Para toda pues la ley de Walras 

(p · f(p) = O) asegura que no todas las coordenadas de f(p) 

son positivas (negativas) para todo pe s. 

Por continuidad f(p*) .; o . Además también la ley de Walras 

implica que si fj(p*) < o. entonces p~ 
J 

y por 1 o tanto 

p * equilibrio económico. 

Teorema !.4.5. La existencia del equilibrio económico (1.4.4) 

se cumple - el teorema de Brouwer (1.3.l) se cumple. 

Demostración: Sea f : S ~ S continua y definimos 

g : S - Rn+i como 

g(x) = f(x) - X·~~~) x V X E s, 

es continua y x·g(x)=x f(x) ~ x·x x·x = O, 

entonces por T. 1.4.4, existe x* e S tal que g(x*) <: O y 

si gi(x*) <O, entonces x; = Q. 

f ( *¡ x*·flx~ * 
i X ~ ~* Xi i "" 1, ... ,n+1 
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y 

tenemos que f 1 (x 0
) ~ O, 

f. (x*) = x\fC(l x~ 
J. X , X J. 

pero como f(x*) e S, O, 

Por otro lado si xi> O, como x* . g(x*) = O, x; > o y 

g(x*) .;; O, entonces g
1 

(x*) = O, es decir también 

fi(x*) = x:::k!*) xf 

Tenemos para toda la igualdad, es decir 

f(x*) = x*~!f ~:) x* 

Sumando Tas coordenadas tenemos que 

tonces x* es punto fijo de f. 

x*·f(x*) 
x*·x* y en-

Al presentar en el capítulo cero la aplicación del teorema de 

Brouwer al equilibrio económico demostramos que (l.3.1) impli 

ca (l.4.4). 

Un problema mlis complicado es el de establecer la relacic5n e!!_ 

tre el 1 ema de Sperner y el teorema de Kakutani. 

O. Cohen [ 19801 afirma que se puede demostrar el teorema de 

Kakutani a partir del Lema de Sperner para hacerlo considera 

una correspondencia \P superiormente semicontinua del simpl_g_ 

jo unitario en si' mismo con ip(x) no vacfo, cerrado y conve

xo para toda x en s. 

Dada una triangulación T de construye A, una etiqueta-

ción de sus vértices, de Ta siguiente manera: 
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Suponemos que ningún P.un.~o de T
0 

es punto fijo de "'· 

Sea V E T~ Existe un hiperplano n de Rn que separa a 

V de .PCvJ; en la región en que está existen vértices 

del portador de V• A V se 1 e asigna la etiqueta de uno de 

esos vértices. Di cha etiquetación reculta pro pi a y por el l~ 

ma de Sperner existe un simplejo completamente etiqueta do. Si 

ahora se toma una sucesión de triangulaciones {Tm} de tal 

manera que ningún vértice de Tm sea punto fijo de V' y que 

el diámetro de T tienda a cero cuando 
m 

tiende a infinito. 

Existirá una sucesión de simplejos e.e. cuyo diámetro tiende a 

cero. Cohen asegura que si x* es punto límite de dicha su

cesión entonces x* es punto fijo de ~. Sin embargo el si

guiente es un contraejemplo de esto. 

Consideremos el simplejo unitario de y F( x, .Y, z) = 
(y, z, x), F continua y por lo tanto superiormente semicon

Hnua. Su único punto fijo es Cj, }. t>. 
Consideremos la etiquetación que propone Cohen eligiendo el 

vértice de menor etiqueta que tiene la propiedad descrita. 

La figura siguiente ilustra la etiquetación en una triangula

ción. 
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/ 
o 1 

El único simplejo completamente etiquet~do es el de apriba 

(con vértices, (O, O, 1), (t, O, t> y (O,.§-, t)). Si refina

mos la triangulación, cuidando de que e}. }. t> no sea un 

vértice de ella, siempre obtendremos como único triángulo 

e.e. al del extremo superior; esta sucesión co~verge al vérti 

ce (O, O, !} que no es punto fijo de la función. 

En el capítulo 3 demostraremos el teorema de Kakutani usando 

un ''lema de Sperner para etiquetación vectorial 11
• 

l.5. El Lema de Kuhn y el Teorema Fundamental del Algebra. 

Existen otros ,mas combinatorios con un papel análogo al del 

1 ema de Sperner,. como desarrollarlos por Kuhn (l~•OJ 

·. 
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Este últir.io lo utilizó para demostrar el teorema fundamental 

del ál!:?ebra. Veamos cómo es éste. 

En el plano consideremos una malla de cuadrados de lado h >-O. 

Si dividimos a lo largo de las diagonales de pendiente positi 

va obtenemos una triangulación K. 

Para R real denotemos cómo QR = {z = x + iylJxl.;; R y 

IYI .;; R) Y Qmh es QR triangulada con Bm 2 triángulos recta.!J. 

gul os de base y altura h, donde R = mh. 

Consideramos Qmh y f una función continua del plano en si 

mismo. 

Si f(z) ~ O y f(z) = u + iv definimos arg f(z) como el 

único ángulo " tal que -n < " .;; n y cosa= __ u_ y 
,1uz:;:v;r 

sena = __ v __ 
lu2+v2 

f determina la etiquetación A de la manera siguiente: 

''" ·l 
si -~ .. arg f(z) .. n ó f(z) = o J 
si n , arg f(z) .. n 3 .... 

3 si -JI < arg f(z) < rr 
-3 

Teorema 1.5.1. (Lema de Kuhn). Si f(z) = zn + a
1
zn-l + ••• +an,. 

existe tal que para toda m suficientemente grande, cada 

Qmh contiene un triángulo completamente etiquetado respecto 

A construida can· f. 
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Después de calcular que la R = 48 maxJakJ + 4 y m > -} (n+2), 

la demostración se puede hacer con el mismo tipo de algoritmos 

que se usan para demostrar el lema de Sperner en el Capitulo 2, 

con la diferencia de que Kuhn introduce orientación, lo que le 

permite conocer el tipo de raíz que encuentra. 

Demostraremos el siguiente resultado para relacionar los pequ~ 

ñas triángulos completamente etiquetados con ceros de una fU!l. 

ción continua. 

Lema 1.5.2. Si z
1

, z 2 y z 3 son tales que ~(zk) = k, 

if(zj) - f(zk)¡;; E para j, k = 1,2,J y e> O, entonces 

if(zk) 1.;; ~. 

Demostración: 

Las regiones R1 de f{z) de acuerdo a la etiquetación son: 

-------{.:a=>-. 

R_¡, 

/ 

/ 

I 

/ 
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La región sombreada A es {w 

Entonces para z e R2 tal que _ f(z_) e._ A 

Sea tal que f =sen~. t-~-ne~os q-ue a;:. lf(z)I, 

entonces ~~E~~ sen~ 
1f(z)1 

y lf(z)I.;; _e_ 

sen -~ 

Lo mismo se puede argumentar para las f(z) que caen en la r~ 

gión de etiquetación 2 y 3 y que distan e de las otras r~ 

giones. 

En un conjunto acotado del plano la continuidad uniforme de f 

asegura que triángulos pequeños se transforman 

en triángulos pequeños f ( z, ) 

Por lo que si se encuentra un pequeño triángulo completamente 

etiquetado tendremos un pequeno triángulo 

y cualquiera de los puntos de z 1z 2z3 

se~a ~ercano a un cero de f. 

Entonces podemos demostrar constructivamente el Teorema Fund~ 

mental del Algebra. 

Teorema 1.5.3. Sea f(z) un polinomio mónico de grado con 

coeficientes reales, entonces existe al menos Z tal que 

f(zl = o. 
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Der.1ostración: 

Consideremos determinada por f y sea R 

Para m suficientemente grande. Sea 

el triángulo completamente etiquetado en Qmh' con R = mh. 

Como Qmh es compacto existen subsucesiones convergentes 

{z1 (mk)} al mismo punto z. Cuando mk - m_,hk - O. 

es continua,entonces f(Z) 

1.5. 2 

Es claro que para demostrar constructivamente el teorema de 

Brouwer para una función continua en campa e to y convexo 

del plano se puede encontrar la R apropiada de tal manera 

que QR contenga a t y que exista un triángulo e.e. 

Para cada m suficientemente grande en Qmh si se usa la 

etiquetación de Kuhn correspondiente a g(z) = z - f(z), los 

tri~ngulos completamente etiquetados de Omh estar~n relaci~ 

nadas con puntos fijos de f. 
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CAPITULO 2 

LA BASE DE LOS ALGORITMOS SIMPLICIALES PARA CALCULAR PUNTOS 

FIJOS: UNA DEMOSTRACION CONSTRUCTIVA DEL LEMA DE SPERNER 

Este capitulo consta de 4 incisos. 

En el inciso 2.1 se da una demostración constructiva del lema de 

Spcrner como aplicación d~ un dlgoritmo al que llamamos "puerta 

de entrada puerta de salida". En el capitulo 1 enunciamos el 1~ 

ma de Sperner (1.2.11), que establece las condiciones, para la eti 

quetación de una triangulación T de un n - simplejo, que ga

rantizan la existencia de un elemento de T con todas sus eti

quetas distintas, simplejo e.e. 

Las 2 propiedades combinatorias en que se basa el algoritmo son: 

a, Una faceta pertenece a ó a n - simplejos de T. 

b. Un n - simplejo tiene facetas e.e. 6 ninguna. 



En el inciso 2.2 se ven algunos resultados relacionados con la 

cercania de los puntos de un simplejo e.e, con los puntos fijos 

de una función continua. 

El inciso 2.3 trata sobre las triangulaciones. 

Uno de los problemas más importantes para implementar el algo

ritmo en una computadora es conseguir una triangulación cuyos 

vértices puedan ser generados segün se necesitan. ·oe este tipo 

es la de Kuhn, fué la primera en usarse y ha servido de base 

a muchas otras, en este i~ciso se describe dicha triangulación 

y algunas otras relacionadas. 

Por último en 2.4 se da un algoritmo en lenguaje Fortran y alg~ 

nos ejemplos. 

2.1. Demostractón del lema de Sperner. 

Cada algoritmo simplicial para encontrar una aproximación 

un punto fijo de una función continua, e~ una de1"ostración del 

lema de Sperner que encuentra un simplejo e.e. La clave de es

tos algoritmos son 2 propiedades de las triangulaciones etique

tadas en forma entera. 

La primera está establecida en la definición de triangulación 

(J.2.3) y es aquella que afirma que una faceta de T pertenece 

a 1 ó 2 simplejos de T. 

La segunda propiedad se refiere a Tas etiquetaciones y Ta esta

blecemos en la siguiente proposici6n: 
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Proposición 2.1.1. ("Dos ó ningunaº}. 

Sean T una n + triangulación y Ji.:r 0
-+ J

11
, si a e T es 

tal que tiene una faceta completamente etiquetada entonces 

tiene una única faceta T' distinta de T tal que es completa-

mente etiquetada. 

La demostración es inmediata. 

Si a = o ui+1 i 
V • V V 

i+l v" y T es la fa ce ta opuesta 

vi existe una ünica vj E To ta 1 que A(v1 ) = A(vj) en-

ton ces la faceta T' opuesta a vj' 11 - cara de a distinta de 

T , es .\ - e . e . , e u a l qui e r T 11 e oº , T" '/- T 1 y T 11 
-; T 

tendr~ como conjunto de v~rtices a 

con y 

entonces T" tiene etiquetas repetidas en v1 y en vj. 

I 

I 
I 

e' I 

1 
.. ~' 

' ,, 
' " ' J 

i 
11 

!' 
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La idea de los algoritmos para encontrar un simplejo de Sperner 

es construir una ''cadena e.e." 1°, oº, T
1 

1 ••• hasta encon-

trar al n - simplejo e.e. buscado, 

Hay distintas formas de proceder usando las 2 ideas claves; una 

de ellas, la que desarrollamos en el trabajo, es la siguiente: 

Sea S triangulado por T, cuyos vértices tienen una etiqueta

ción entera y consideramos S x {0,1]. A éste lo triangulamos 

con r• de tal manera que las facetas que están en S x {1} 

coincidan ca·n T; y una etiquetación .\' de los vértices de T' 

tal que en S x {1} coincidan con A¡ si la etiquetación >.' 

de los vértices de T' es tal que usa el mismo conjunto Jn de 

etiquetas y se cumple que existe T
0 

completamente etiquetada 

en S x {O}, podemos empezar nuestra búsqueda en T
0 

y seguir 

el camino de una faceta e.e., a otra· también e.e. y ver si pode

mos llegar a una faceta e.e., en S x {11 pues ésta serla el 

n - simplejo de Sperner. 

Consideremos la figura siguiente: 

o ' ' 'o' 1 1 • J 
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Si empezamos el procedimiento con el n - simplejo de S • (U} 

señalado con una flec~a entonces regresamos a S • {O) Si lo 

empezamos con el que tiene 2 flechas llegamos a S x (1} hasta 

un n - simplejo e.e. que está asociado al que buscábamos en T. 

Para precisar esas ideas y llegar a cómo1 con la hipótesis de 

Sperner, podemos encontrar el n - simplejo buscado, veamos el r~ 

sultado siguiente que nos dice cuáles son las posibles trayect~ 

rias que puede construir nuestro algoritmo. Es ésta real-

mente la parte constructiva de la demostración. 
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Proposición 2.1.2. LPrincipio de puerta de entrada - puerta de 

sa 1 ida). 

Sea 11 un Cn + 1} - poliedro con una triangulación T y ll: rº~Jn. 

Dado T
0 

e Tn,A - e.e., existe una cadena máxima de facetas e.e. que P!. 

sa por -r
0 

Esta cadena es ünica excepto por el orden. 

La cadena puede ser finita y entonces empezar y terminar en ar 

o ser un ciclo, es decir regresar al n - simplejo por el que 

empezó y repet1~r en el mismo orden una y otra vez cada uno de 

los n - si~plejos de la cadena. 

Demostración: (Algoritmo blsico Lemke-Scarf) 

El algoritmo es la base para construir la cadena de T
0

• 

Paso inicial. Dado T 
o 

T 
0 

e a~ sea i.. .. o . 

consideramos a E Tn+ 1 
o ta 1 que 

Paso pivoteo. Por proposici~n 2.1.1 ( 11 2 6 ninguna 11
) existe un 

único Ti+l ;. ,.i tal que ti+ 1 A - e. e. y ,. i+ 1 e a~ . 

Criterio de terminación. Si Ti+1 E ar, termina la cadena. 

Paso de inducción. Si Ti+l <f aT, por definición {l.2.3 i.i.), 

existe ªi+i en rn+l único tal que ªi+l # a 1 y -r 1+ 1 está 

en ª~+ 1 Hacemos ..i = ..i + y regresamos el paso de pivoteo. 

Velmos lcuál es el resultado del algoritmo?. Consideremos pri-

mero la posibilidad de que T
0 

e ar; entonces cada paso está 

completamente determinado. 
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Como T es fini.ta, la única forma de que el algoritmo no termi

ne en un número finito de pasos es que haya repeticiones. 

Supongamos que existen k y j distintas tales que Tk Tj 

y sea E la primera vez que ocurre esto, es decir 3 j
0 

< ~-1 

ta 1 que 

Asi .t., j <E con ,e j •Ti i Tj, observamos que el aJgorit-

mo no permite que j
0 

Ji-1 • 

El algor;tmo construye la siguiente sucesión 

donde Ti y Ti+1 son 11 - caras de 

de ª1 y de ªi+1 

Si Tjt = Tjo y jo >o. entonces 

ó ªk-1 = ªjo • Si jo =o sólo es 

Si ªk-1 = ªjo-1 y jo > o e Orno 

J. - e.e. de ºk-1 y Ti(= Tj o la 

Tk-1 es decir Tjo-1 absurdo pues 

ª1 y T i+l es n - cara 

ªk-1 = ªjo-1 

posible este último caso. 

Tk es una de las caras 

otra cara e.e. tiene que ser 

j
0 

- 1 y 1'-1 son menores que ¡; 

Si ªk-l = ajo• entonces Tk-l = Tjo+t pero j 0 + 1 y k - 1 

menores que k absurdo. 

Por lo tanto no puede haber repeticiones y el algoritmo tiene que 
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terminar en un número finito de pasos con un n - simplejo en 

ar. No puede haber otra cadena asociada T
0

, pues en el último 

simplejo en que las cadenas coinciden existiría una faceta per

teneciente a mcis de 211 - simplejos de T. 

Supongamos ahora que T
0 

$ aT. En el paso inicial podemos elegir 

como a a cualquiera de los dos (11 + 1) - simplejos de los que 
o 

T es 11 - cara. Elijamos a uno de ellos, si la cadena no se re-
o 

pite es finita y el a l9oritmo termina en un ll - simplejo T" de 

aT. Si ahora llevamos a cabo el algoritmo iniciando en T" es 

claro que estaríamos en el primer caso y la cadena asociada a T 

termina en un n - simplejo de ar distinto de T; pero la cad~ 

na asociada a t pasa por T 
o 

entonces es también la asociada a 

T
0 

excepto por el orden de los n - simplejos. 

Si T
0 

f ar se puede obtener una cadena con repeticiones pues 

hay una posibilidad de hacerlo y es que para alguna ~ > 

Tk = T
0 

y entonces la cadena es un ciclo. El argum'=!nto de que 

la cadena es única es el mismo que cuando T 0 E ar 

Ejemplos: 
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T 1 . vº V 1 v' 

':í . vl v' ~~ ~-
'J - ·- V~--: ~2. __ v6 

2 .. V 7 T4 • 'u.- v . 

"" / . . 2. 
v' v• / 'i V 

' cv~ -v 7 v• Ta-·• 

La _única cadena 

" 

6 [x,yl_ • X y 

Si xy .; et 

Si xy > et: 

x punt.o lO , O I 
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Eje•plo: Sea V = [0.,1] x [0,1] y 6: V~ V definida cómo 

6 (xi _A_x_ 
//Ax// 

1 

Usamos la triangulación de Kuhn que se describe en el inciso 

2.3 y etiquetamos rº de acuerdo a x - 6lxl. Si empezamos 

el algoritmo - o -1 -2 
O = V V V , 

iiº =(os f · 
.150 

ii 1 =(1so) 
. !50 

¡¡ 2 =( 150) , entonces 
.250 

A(vºJ = 01 •(v 1
) = 1, A(v 2 ) = 2, 

Después de 17 iteraciones, salimos· por la frontera 

V X {I), 

El simplejo final es Vº V1 V2 
t donde 

=o 
=(2s J • = 1 

=(35) 
=2 =(35 ) J V V V 

.649 .649 .749 

•CiiºJ = o .1 •Cii 1 J 1 • •< ¡;2¡ = 2 • 

Observilción: Si X es el baricentro de =O = 1 =2 
V V V 1 

Sea =('31671 
. 6832 

//i-6lil// = ,043 

El punto fijo de calculado en Matlab es ( '
3139

) 
,6861 

1 

X =(.3167) 
. 6832 
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Pasemos ahora a la demostración del lema de Sperner, tengamos P.! 

ra ello presente su enunciado preciso U.2.11). Si S es un 

n - simplejo triangulado por T y es una etiquetación propia de 

rº, entonces existe a e T que es e.e. Donde la definición de que la eti

quetación es propia (def J.2.8) quiere decir que A(v) = k implica que la 

k - ésima coordenada barfcéntrica de v respecto a S es distl'nta de cero. 

La siguiente proposición nos garantiza la existencia de una triangulación y 

una etiquetación auxiliares. 

Proposición 2.1.3. Sean S un 11 - simplejo, T una triangulación de S 

·y A una tt - etiquetación propia de T, entonces existen T, una triang.!! 

]ación de S x [0,1] y ~, una etiquetación de T, tales que ITJ"ns • [l] 

coincide con T; >: 1 (S X (1)) n r º coincide con A. hay una única f~ 

ceta 1. - e.e. en S x {0} y todas las demás facetas 1. - e.e. de a T es

tán en S • !ll 

Demostración 

Si s = o 
V • 

a = o 
-o 
V • 

con -i 
V = (vi, 

=i . (vi, V 

En general 

a. = vj 
J 

v" y 

-n 
V iiº 

O! y 

O) para .i. o,. ... n 

-n :::io 
V V 

=j 
• V 

es claro que los (n + 1) - simplejos {0
0

, .•. , a
0

} triangulan a S :< I, 

pues S x l es la unión de ellos, cualesquiera 2 de esos (n + 1) - simple-

jos se intersectan en una cara común y cada faceta pertenece a lo más a 2 

(n + 1) - simplejos. 
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Estamos llamando oj al (11 + 1) - simplejo que tiene como 

vértices a tul,o¡ con l > j y a tuk, 1) con k.;; j. 

Consideremos S x {!) triangulado en forma análoga que S, es decir 

con los 11 - simplejos de la forma o x (!} con a e T. Llamemos 

r 1 a esta triangul•ción, entonces r'; = !tu\IJ es x (l!Juk E r<'l, 

Triangulemos a oj de la siguiente manera: aj contiene la 

j - cara de S x (!) con vértices ((u0 ,7), ... (uj,7)) e~ 

ta j - cara tiene una j - triangulación inducida por T1 

Consideremos cada uno de estos j - simplejos y agreguemos los 

n+1-j vértices Vj,vj+1, ••• ,vn para convertirlos en (11+7) - simplejos, 

para cada j esa colección de (r. + 1) - simplejos, fj , triangula a aj. 

Sea T u TJ .. T ;triangula a s X r. 
j 

a e T, a tiene como faceta a S x {O} 
o o 

las propiedades requeridas, pues todas las facetas en ar, que son e.e., 

están en S x (0) ó en S x (!}, por que >. es propia. 

S ':! T 
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~'.l 

,. 0 V~~~1 

Demostración de l.Z.10 t~ema de Spernerl 

Consideremos S x 1 triangulado por T y etiquetado por 

apliquemos el algorit~o 2.1.2 empezando por la faceta T 
o 

y 

S x (O}, que es por hipótesis A - e.e., A es propia y termi 

naremos el algoritmo en una faceta 't' a - e.e. de la frontera 

de T, distinta de -r
0 

pero T está en S x (1} y entonces 

es de la forma a x !l}. con a el.;.1 simplejo buscado. 
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La siguiente figura \lustra el algoritmo 

Mota: Si empezamos el algoritmo por otra faceta T2 de T en 

S x {1} que no sea la que está en la misma cadena de S x (O} 

terminaremos de nuevo en una faceta T
3 

e S x {1} 

T
3 

11. - e.e. y t
3 

i 1"
2 1 t

3 
I -c

1
• Tanto "t:

2 
como t

3 
co-

rresponden a cr 2 y a 3 ~ - simplejos completamente etiqueta

dos de S tenemos entonces la siguiente proposición como un e~ 

rolaría de 2.1.2. 

Proposición 2.1.4. Si S está triangulado por una T arbitr~ 

ria y es cualquier etiquetación propia de los vértices de 

T entonces T tiene un número impar de n - simplejos comple

tamente etiquetados. 
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2.2. lQue tan buenos son los simplejos e.e.? 

Si unimos Ta demostración del lema de Sperner a la del teorema 

de punto fijo de Brouwer, tendremos 11 casi 11 una demostración con.§_ 

tructiva de éste último. No es totalmente constructiva puesto 

que tiene un paso al límite. 

Si se trabaja con una triangulación suficientemente fina. se e!L 

cuentra un pequeño n - simplejo completamente etiquetado,con 

cada uno de sus puntos con la propiedad de ser cercano a su 

imagen, como se afirma en el teorema siguiente. 

Teorema Z.Z.l. Sea ó• S - S continua, S el 11 - simplejo 

unitario de Rn+l entonces dada e:> O, existe éi > O tal 

que si T tiene diametro menor que ó/n y a es un simplejo 

de T completamente etiquetado respecto a {donde A es 

·la etiquetaci5n del teorema de Brouwer T 1.3.1), entonces 

para toda u E a 

llólvl - vllmax < < + 11 diam (T) 

De•os traci ón : 

Como ó continua en el compacto S, entonces es uniformemente 

continua y si "1 = " existe 6 1 >o tal que si y !f CU fil ñ' 
plen con 11 X - YI lmax < 61 se cumple que 11 ó{.x J - óf !f) l lmax < .1 

Sea T con di ametro menor que ó 1 y a e T , a = v0 
••• v0

, >i.-c.e, 

donde la j de vj corresponde a su etiqueta. 
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Entonces para l • O,, •• ,n como u!.,~~ 6,~~lu1l >O, si 

v e a tenemos 

Para l ; n y j > l 

Si l • 11 

n n n 
¡un+T - 60 +1 CuJl•ll7 - 1~ 1 u1J - l1 - 1~ 1 61 luJJl•ll:.j61CuJ-Cu1JI 

C·1~ 1 ll6 1 lu) - u1JI< n o1 •n <1 •<'>t diam ITJ. 
n 

Entonces si = ñ o 1 
, 11 61 u) - u 11 max < o l < 1 • < 

C. Bowman y S. Karamardian (1976) dan una cota en norma euclidea-

na l l 6C<I - •11 e (,'nln•JJ/2 (_o(<)• d 
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Nos queda una duda: lpodría pasar que el punto es cercano a su 

imagen, y lejano a un verdadero punto fijo como se ilustra en 

la figura? 

~ único punto fijo, i punto cercano a 6lil pero lejano a x 

El resultado siguiente prueba que si un punto no se "mueve dem'ª

siado",es decir se comporta casi como punto fijo, entonces es 

cercano a un punto fijo. Esto además es útil para algoritmos 

que abandonan a los simplejos etiquetados y van encontrando pun. 

tos tales que distan muy poco de su imagen. 

Teorema Z.2.2. Sea 6' S S continua y • {x ES 6lxl • "}. 

Para cada E > existe > tal que si Jx-6("1 J < 6, 

" E NE ( F 1 = {X E s 1 existe y E F con J"-yJ <e:}= y~F B(y, d 

Demostración: 

Sea g(xl = l 6lxl - <J, g continua en S. Dada e:> O 

S - N
0

(Fl compacto, por lo que alcanza un mínimo en S - Ne:(f). 
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Sea ese minimo, si es tal que lx - 6LJ<l 1 < o, entonces 

Los siguientes resultados tam~iin nos hablan de que tan 11 bue

nas11 son los simplejos completamente etiquetados. 

Teorema Z.2.3. Sean A
0

, ... , An, subconjuntos cerrados del 

n - simplejo unitario S y etiquetación entera de S; ta-

les que cumplen las hipótesis del lema K.K.M. (Teorema 1.4.2.). 

Entonces dada >O existe > o 
triangulación de diametro menor que 

tamente etiquetado se cumple: 

donde 

Demostración: Sea gi lxl 

= u 
xEA 

tal que si T es una 

y a en T es comple-

B(x,<! y 

min 1 x-yl. Está bien definida, pues 
yEAi 

Ai compacto y d(y) = lx - YI es continua en Ai. 

s NE(AJ es cerrado por lo tanto compacto y g continua en 

S NE(AJ :. 3 o> O tal que o= min g(x) 
xES - NELAJ. 

Supongamos que di am t T>< 

a= vº . .. v", vi E Ai. 

y que a E T es >. - e.e. Si 

x E a dist (x, Ail < lx-vil <o 

para toda .i.. Entonces g!xl <o. 
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Por lo tanto se tiene que 

Teore•a 2.2.4. Seari S el n - stmplejo unitario en Rn+l 

Ó' s ~ s continua, F = (x 

ción usada en 1.3.1. 

SJ ó(<J = X) y la etiqueta-

Dada < >O existe o> O tal que si T es una triangula-

ción con diametro menor que 

ces a e N
0 

lFI. 

y ae T es A - e.e.; enton-

Demos'tración 

Para .i. ~ o, •.. ,n, sea A1 
cerrado. 

Si Jc{o,. • .,n} =J
0

, Jt$, Sj como en 1.4.2.e.dsixESj, 

xi+l > O Yi E J y xi+l = O si l f J. 

Supongamos que para toda k e J x f Ak entonces xk+l < ók+ 1 (xl 

Si h. 'f· J , xk+·l = O y xk+ 1 e; ók+ 1 ( x l . 

Es decir x tiene todas las coordenadas menores o iguales que 

&{x) y al menos una coordenada estrictamente menor, absurdo 

pues x y ó(xl están en S. 

Por 1 o que X E Ak para alguna k E J y .sj e i~J Ai. F = 

n A. y es la misma etiquetación que en 2.2.3, por lo 
1 

que dada E > o • existe o > o ta 1 que si T es u na triangu-

1aci6n de s con diametro menor que y a E T es simplejo 
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completamente etiquetado, entonces a e N
0 

LFL, 

Es decir cualquier punto de un simplejo completamente etiquet.!!. 

do es cercano a algQn punto fijo si la triangulactón es~sufi: 

cientemente pequena. 

2.3. Triangulaciones 

Quizá el problema práctico crucial, al implementar el algoritmo 

en una computadora, es la elección de la triangulación. 

Es impensable guardar todos los vértices de una triangulación 

con diametro muy pequeño en la memoria de la computadora y manj_ 

pularlos para encontrar los simplejos de que habla el algoritmo, 

por ello resulta muy importante contar con triangulaciones para 

las cuales sea fácil pasar de un simplejo ~ a otro adyacente, 

es decir que se intersecte con a en una faceta comíln. 

Es frecuente empezar el algoritmo con algQn simplejo (de la di

mensión adecuada) e ir generando, por algün método sencillo de 

pivoteo, los vértices que se van necesitando. 

Una de estas triangulaciones es la introducida, para calcular 

puntos fijos, por Kuhn [ 1968]. Consiste en la malla de hiperc!!_ 

bos cuyos vértices son los puntos de Rn con coordenadas múlti 

plos enteros de un número real positivo suficientemente pe 

quefi~ fijado de antemano. Además cada hipercubo dividido de 

una manera que describimos para cuando 

tablecemos en general. 

n es 2 y 3 y luego e~ 
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Si n • 2 dividimos cada cuadrado por la diagonal de pendien

te positiva. 

! 

" V31/U' 
v'f ¡" 1 i 

Para el cuadrado vº v 1 v2 v 3 tenemos Tos simplejos uº u 1 v2 

y v0 v2 v 3 

Los vértices del primt:ro los podemos describir cómo v 0 v 1 
::r v 0 

+ ó e 1 y V2 = V 1 + Q e.2 

A los del segundo cómo ~o= uº, ~ 1 =~o+ o e.2 ~ 2 = ~ 1 +o e. 1 . 

Podemos pensar en las dos únicas permutaciones de (1,2) y Tla-

a la identidad y Il
2 

V 1 a V O + O e. II1 ( 1 } 

a ( 1 
2 

2¡ 
1 

entonces 

~ 1 r:r u0 + ó e I12 (t > ~2 • ~ 1 + 0 e n2 c21 

Al primer simplejo lo denotamos como [v0 , Il
1
1 y al segundo co

mo [ v0 , Il
2
). 
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Si n = 3 tendremos dividido cada hipercubo, con vértices 

seis simplejos siguientes 

l. V 
a V 1 v2 VJ 

2. uº v' v4 VJ 

3. vº u' v2 VJ 

vº 4. vº v7 v6 VJ 

\ 
s. vº vs u4 VJ 

V 
..,, 6 . vº vs v6 VJ 

Si pensamos en las permutaciones de (1,2,3} n, = id ' 

II2 {: ~) IIJ 
{¡ 2 ~) ' II4 {~ 2 f) ' n = { 1 2 ~) 2 1 3 5 3 1 

íI6 t 1 
3 f) 

Podemos ver que, para j . 1 ••••• 6. el simplejo es (uº, Ilj l 

es decir el simplejo AQ AJ ¡j2 ¡j3 con oº = o Al u u V ' V 

vº + ó 
lI ~\) .. j A2 

u . AJ 
V + ó e.rrj~ ... ' y AJ 

V 
A2 

"',V + o II~l>) 
.. J 

En general en Rn cada hipercubo de la malla puede dividirse 

en los n~ n - simplejos correspondientes a las n! permuta

ciones de (1, .•. , n} es decir si vº es el vértice de dicho 

hipercubo con coordenadas menores o iguales que los demas. en-

tone es [ vº' IIJ denotará el n - simplejo O n donde V • , , V 

vj = u j-1 + o .. rr tj 1 para j . I, •.• ,n. 

Proposición Z.3.1. El hipercubo e de la malla que tiene a 

v0 como vértice con coordenadas menores ó iguales q.ue los de-



75 

más está dividido por Jos simplejos ( v 0
, !IJ y cada pareja 

de dichos simplejos se cortan en una cara coman o son ajenos. 

Deaos traci ón: 

permutación n de {I, • .. ,n} tal que 

XIl(i) - v~i(i) ;;. 
'll(i+l) -v~(i+ll para i. = 1, ••• ;n-1; es claro 

que 0 "' 'ncu 
o ;;. o. - vfl(i) 

Sea a = l v 0,ni, demostraremos que :te o. 

Definamos ªo = o. a n+l = o y para j = 1, ••• ,n y k • o, ... n, 

aj =X.Il(j) - v'h(j ¡ y sk = ªk - ªk+l entonces 

n l n 
ªk+l > 

1 
(ao ªn+l) ak ;;. o y k~O ak i5 (k~O ªk - = i5 - = 

El vecLor j~O aj vj tiene como coordenada Il(kJ 

vg(kl 
n a. - ªj+l o + o j~k ¡ VII(k) + ªk - ªn+T 

o 
o 

Vfl(k) + ªk = o 
VIl(k) + l•nck> - vg(k) J XIl(k) 

Es decir < = j~o aj vj y < E a • Si < está en a~ aj >O Vj, 

Supongamos que x está en el interior de otro simplejo · [ v 0 , Il' 1 
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Tenemos que 

Por otro lado 

•n· Cj+11 v&'Cj+ 11 .+ 6 y 

'n• Cj+1 l - vg, (j+J l < 'n• Cjl - vg, (j) 

Entonces ll= n• y < está en el interior de un sólo simplejo 

( v0, ilJ. Por lo que 2 simplejos de este tipo son ajenos o se 

cortan en una cara comOn. 

Sabemos que la malla de hipercubos cubre a Rº y que cada pare

ja de hipercubos se cortan en caras comunes 6 son ajenos; éste 

hecho junto con la proposición 2.3.1. demuestra que cada pareja 

de elementos de K(6) se corta en una cara comOn (tomando al 

conjunto vacío como una cara de todo simplejo). 

Por otro lado una faceta no puede pertenecer a más de dos n -

simplejos, pues cada faceta T determina un subespacio afín 

de Rº que divide a éste en regiones ajenas; cada n - sim-

plejo del cual sea faceta está contenido en una de las 2 

regiones cerradas, si hubiera n - simplejos de este tipo en 

una misma región tendrían puntos interiores en común, absurdo. 

Tenemos entonces que K(ol cumple todas las propiedades de 

triangulación excepto la de ser finito. 
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Una coleccl6n M de subconjuntos de R" se llama localmente 

finita si para cado x e IMI existe una vecindad tal que cor-

ta a IMI unlcamente en un número finito de elementos de M. 

Podemos generalizar el concepto de triangulación, cambiando la 

exigencia de finitud por la de localmente finita. Es claro 

que K{ó) es localmente finita y tenemos demostrado el Teore

ma 2.3.2. 

Teorema 2.3.2 K(ó} es una triangulación de R". 

El resultado 2.1.2,que es la base principal de este tioo de 

algoritmos (P.L.). se puede modificar para estas triangulaciones 

más generales y entones la cadena obtenida puede ser una trayecto

ria infinita que pasa por T 0 e.e. 

/ 

-,-
~ ,, 

l';;--,IS;--,,f,;--,,i'S;--,i!",--;~-,it';--,l",--I f .r / -
,k- N-'-

*-:;l',::-;f;;:-*-~-~-:>l'z-*-,j~- ,.. - -
. ~ 

,,, •/ 

Dado a E K(ól y una faceta de a existe un procedimiento, 

al que se llama pivoteo por reflexión, para encontrar el único 
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simplejo a tal que a n a = T. 

El método consiste en lo siguiente: 

Se ha establecido un orden entre los vértices de los simplejos 

a través de la permutación n; si además tomamos como sigui en. 

te de v", denotado vn+l , a vº y por 1 o tanto como anterior 

de v 0 v" entonces cada vértice vj tiene un siguiente 

y un anterior j-1 
V • 

Consideremos a = v 0 v", con el orden anterior y sea T 

la faceta opuesta a vj Pensemos en el paralelograma que ti~ 

ne como vértice a vj y lados paralelos a (vj-l - vj l y a (vj+l - vjl 

Al vértice diagonalmente opuesto a vj en dicho paralelograma, 

1 o denotamos como \ij , T y determinan el simplejo de 

Kfól que estábamos buscando como se establece en la proposi

ción 2.3.3. 

La fórmula para vj es 

Proposición Z.3.3. (Pivoteo por reflexión) • 

Dado a = V 
o . vj • .. v" .. en K[o l. y T la fa ce ta opuesta 

vk si los vértices de a están ordenados de acuerdo a 

n -k k+1 + k-1 - k entonces ¡¡ = vº -k v" y V V V V V 

es el único elemento de K(o) distinto de a que tiene a T 

como fa ce ta. 



a = v0 v 1 v2 v3 

a v1 uº ¡;1 v2 v3 uº 

a uº v1 -2 v3 uº 2 = V 
V 

a V 
o v1 V 

2 ¡;3 -3 
v3 V 

a vO 
-o 
V v1 v2 v3 V 1 
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¡;• v2 v 3=[ v 0 

V 1 ¡¡• v 3= [ v 0 

V 
o v1 v2=[ v3 

v2 v3 üº=f V l 

. tL 

.ci, 

.c1_ 
• ( 1 

2. 

ESTA 
SAl.líl 

2 ~)J 1. 

L~)l 
2 ~ )J 1. 
2 f )1 3, 

~'· r 
t;. r~. 1

" ~ :• 
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De•ostración: Supongamos k y k 1 n 

Sea 0 

Denotemos ñ a la permutación que resulta de aplicar la tra_nspo-

si ci ón k + 1 seguida de 1 a permutación n 

¡;k = vk-1 + 6 e11Ck+1) 

Para j . 1 •••• ,n, j I k y j I h + 

vj = uj-1 + o •"(j) V 
j-1 + o ÍI(j) e , 

Entonces C1 = (V 
o ,ÍIJ. 

Sf k = n, o -n 
V • •• o V 

-n 
V 

Consideremos la permutación ~CjJ ª 

y deff namos n. n o "' . 

Reordenemos los vertices de O 

- 1 sf j 1 1 y op { 7 J • n 
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Vº = V" 

En general para j I O , ¡¡i = vi-1 

Entonces =O -o=[v,n]. 

Por último~supongamos que k = O y O vº ~ 1 ••• v" 

Si lfJ es la permutación que manda a j en j + 1, si j 1 n 

y op (ni = 1; fl = 11 o op 

Definamos V 1 ' 0n y para j 1, ••• , n - 1 

vj = vj+l • entonces 

oj-1 + ó efic i l 

on ¡¡º = V1 + v" - V 
o un + ó eCTl1 l 

vn-1 + ó efi<n l 

Por lo que a = [Vº, Il1 como queríamos demostrar. 

La siguiente tabla resume, para un simplejo Lv, TI), los efectos 

del pivoteo de cada uno de sus vértices v~. 
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v' n' 

¡ ¡,.,. 7 si .(. 1 n 

j . o " + ó 0
nc 1 i 

"º"' con "'ti) = 

1 si .(. . 11 

¡ ncil si .(. 1 j y .i. f j+I 

o < j < t1 V "º"' con "'(i) = j + 1 si i.. = j 
j si i.. = j+ 1 

ell<n> r ,( - 1 si ,( I 1 
j = lt V - li "º"' con \O (i) = 

l 11 ,( = 1 

Para finalizar este vistazo sobre K(O) ilustremos mediante el 

siguiente dibujo la posibilidad de generar a partir de un simpl~ 

jo dado, por ejemplo [O, ld J , con un número finito de pi-

veteas por reflexión cualquier otro elemento de KlO). 
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Otras triangulaciones 

Para construir los simplejos de K(f} se van sumando los vect~ 

res canónicos siempre en sentido positivo y según alguna permu 

tación, se podría pensar en darle a cada vector canónico un 

signo, no necesariamente positivo, y sumarlo según la ·permuta

ción, pero con su signo. 

Es claro que si a todos los vectores canónicos les ponemos el 

signo negativo engendraríamos de nuevo a K(1¡; pero si a 1.1nos 

el po3itivo !' a otros el n129ativo podriamos obtener distintas 

triangulaciones. Por ejemplo si = 2 y a e 1 le asociamos 

el signo positivo y a e 2 el signo negativo obtendríamos la 

triangulación siguiente: 
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Se obtendria la misma triangulación si a e 1 se le asocia el 

signo negativo y a e2 el positivo. 

Si n = 3 tenemos mSs posibilidades, usemos un ~ector de sig

nos Se {7, -1} 3 para indicar que ej se suma multiplicado 

j = 1. 2. 3. 

Tenemos las ~istintas formas de partir el cubo 

u,;-------~•• 
1 

u'1--"'"------

v' 

v•"--------JIJ' 

l. Para s1 = (1, 1, 1J y s2 

forma en que parte KloJ. 

{-7, -1, -lJ tenemos la misma 

Denotemos como [V ,Jl , SJ el simplejo con vértice inicial y 

vl = j-1 + S. ; encjJ, en ton ces las otras divisiones son: V 
J 

2. Para S3 = [I, - 1. IJ y s4 = ( -1. 1. - 1 J tenemos 



as 

v7 v2 v1 v4 7' .e lÍ ,,, 

V 
7 v2 

v7 

v7 

1,.1-7 

v7 

3. Para 
s4¡ 

V 1 vº v7 ~6 [V l, 
2 

:>' s61 2 v1 vº vs v6 [V l, ¡I ff J' ssj = e v6 
' ( ~ 2 :>. s6¡ 

1 
3 

V 1 v2 v3 v6 [V 1 ¡1 f>. S5J e v6
' ¡1 :>. S6J 

2 
1 

v1 v2 v7 v6 e v'' <: jJ, Ssl [ v6' ¡1 :>. s6¡ 3 
V 1 v4 v3 v6 [V 1 , ¡I 2 

i>' SS¡ r v6
' ¡1 jJ' s6¡ 

3 2 
1 

v1 v4 vs v6 [V l, ¡1 
: l. SS¡ r v6 

' e; jJ, s6¡ 
3 
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4. 

vs 

V 
s· 

vs 

vs 

vs v7 vº v2 

vs vº V1 v2 

Otra posibilidad es no dar a todos los vértices el mismo vector 

de signo, teniendo cuidado de que los simplejos resultantes se 

intersecten en caras comunes. 

Una triangulación muy usada es dar el signo según el cuadrante 

a que pertenece v, por ejemplo si n = 
dría la forma: 

la triangulación ten-
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( (l, 11 l ~ ~ I (.1, 111 

V = (1, JI n . ¡1 
2 ~) . s·' •... u, 1) 

ª2 = r r 1, -21 . ,1 
1 ~I u, -1 ll 

Los vértices de los ejes distintos de LO, O) pertenecen a 2 

cuadrantes, por lo que existen dos simplejos con el mismo vérti

ce inicial y la misma U y que sólo difieren en el vector S, 

por ejemplo a
3 

y a
4

• 

( (o. -21 ( 1' -1) J 

a4 =!(O, -21, !~ ~I (-1. -111 

(O, OJ pertenece a los cuatro cuadrantes, tenemos cuatro sim-

plejos con las mismas v y n y distinta S. 

( ( º· o) u. 111 • º6 [ ( cJ. cJ) • l: ~) ( 1' -111 • 

ª1 = ( (o. o) ' ( ¡ ~ J (-1, 711, a
8 

= ((O, O) ( ¡ ~ 1 ' ( -1' -11 

Todd consideró una triangulación de Rn, en Ta que toma los vér

tices iniciales entre aquéTlos que tienen coordenadas multiplos 

impares de y cada uno de: ellos es inicial de 2"x n! n - sim-

plejos. A estos simplejos se les denota [ v, n , SJ , con n una 

permutación de n elementos y S en (1, -1 }n. Esta triangu

lación es J(óJ. 

Si n = 2 J(ó) es como en el dibujo 
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La demostraci6n de que J(61 es una triangulaci6n es total~en-

te análoga a la de K[6J • Ver Todd [ 1976). 

Para J(6l el método de pivoteo para todos los vértices es 

:una r-eflexión rectangular respecto a la 2-cara paralela a (vj-l,vj+1J 

(con la convención de que n + 1 

Si j I 

y -n 
V 

y j f n , como antes 

-o 
V 

y o -1 es n) . 
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La tabla de pivoteos se da a continuación. 

Sea [ v, n, Sl que se convierte en [ v1. II1, s 1J después de pi-

votear el vértice vj • 

V1 n, s, 

j = o V - 2 ó SII (1 ¡ 
nt11 

e s - 2 S II l 1l 
elIC1 ¡ 

II "' O<j<n V "' transposición s de j y j+J 

j • n V II S-2SII(1) e 
II¡1¡ 

El siguiente teorema nos permite construir nuevas triangulaciones 

Teore•a 2.3.4 Sean T una triangulación en Rº y h una trans

formación afín biyectiva de ITI en Ce Rº, entonces T indu

ce una triangulación de e. 

De11ostración: 

Sea T el conjunto de todos los n - simplejos o vº ªe V • e e e 

tales que vi 
e 

= hlvi 1 y ·o ". vº E T. 

T = ¡¡; ta 1 es que ¡; /¡(:¡ l para 
e 

a E T), h (vi a + A (vi P.!!. 

ra algún a E Rº y isomorfismo de Rº. 

Si y .E e, existe X E ITI ta 1 que h[xJ = y 
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Llamemos ºx a uno de los n - simplejos que contiene a x. 

Si a 
X 

y lt( xi 

vº 
X 

a+ A ( 1 ~0 a1 v!l =Jo cx1 (a + ALv!Jl 

1~0 a1 htv!l . Por lo que y esta en el n - simpl"e-

jo con vértices {11(v!l} , ºy Dicho simplejo es h(ox). x es 

interior o 
X 

si y sOlo si y es interior a Oy 

T cubre a e . 
e 

Supongamos z e C tal que es interior a dos•t - simplejos distin .. 

tos de T 
e 

Sea tal que hlvJ = z , entonces v está en el interior de 

dos simplejos de T, absurdo pues T es una triangulación. 

Por lo tanto cada p~reja <le elementos de 

ra común. 

Además T 
e 

es localmente finito pues 

triangulación. 

T 

T 
e 

se corta en una CA 

lo es y T 
e 

es una 

Como corolario tenemos que cualquier deformación afín (biyectiva) 

de K[ól ó de Jlól será una triangulación, 

Por ejemplo para h una transformación biyectiva de K(ól , ve!!_ 

mos la forma de los simplejos. 

Consideremos [ vº I n] • entonces a lt lvº, n¡, tendrá los vérti 



ces siguientes: 

~a 
V 1,¡ v0 1 

« .+ Acvf- 1 + o 
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Donde Aj denota al vector A(ej), estos vectores juegan ahora 

el papel, que jugaban los canónicos, para construir los vértices 

del simplejo h! v0 ,n1. 

Estudiemos las reglas de pivoteo por reflexión. 

<t + A(vj+l) + « + A(vj-l) J -

Es decir la imagen del vértice obtenido al pivotear v en 

!vº, IlJ, es el mismo que se obtiene al pivotear h(vjl en 

h [ v 0 ,nJ. 

Las mismas ideas se pueden desarrollar para las deformaciones 

afines biyectivas de Jlol. 
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Veamos ahora el uso del teorema 2.3.4 para construir triangulJ!. 

ciones de algunas regiones importantes de R.'rl, 

Triangulación de un slmplejo S e Rn 

S resulta triangulado por una subcoleccion de K(ol 

También S resulta triangulada por una subcolección de JloJ 
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para triangular un n - simplejo S arbitrario de R" pode

mos considerar la transformación afín que lleva a S en S, y 

esta ·inducirá una triangulación en S. 

Consideremos en particular la triangulación del n - simplejo 

unitario de Rn+l 

La transformación a rrn que manda a s en el n - s.impleJo uni-

tario de Rn+l es ltl<l = " + A donde " = 
e 1 e Rn.f.t 

X 

' -( 
- 1 o 

) 1 -1 

y o 
-1 

1 

Entonces ·' vector que se suma h(vjl ~ara obtener 

hlvj+l) es la columna il{j l de A 
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Triangulaciones de Rn x [ 0, 71 y S x [ O,JJ. 

Rn x I O, 1J es subconjunto de Rn+ 1 • Sea igual a ¡;¡•para 

algún entero m, entonces podemos considerar R"+ 1 triangula-

do con Klol ló J[ól) y la subcolección que está contenida en 

Rn x [ 0, 11 lo triangula. 

A su vez la subcolección de Klol 16 J[ól J que está contenida 

en S x [ 0, 71 lo triangula. Ahora si queremos triangular 

S x [ 0, 11 donde S es el n - sirilplejo unitario de Rn+l, t.Q. 

mamas el homeomorfismo afín 

- 1 

;) ( ~· \. 1 ( ~ -1 

h[xl .. '\. . o X E j X [O, 1 J 

o "n+1 

- ] 

con e 1 e Rn+z y la matriz de orden [n + 2) x [n + 11. Que-

da inducida una tri angul ación de S x [O, 11 • 

Otro tipo de triangulación interesante de Rn x [ 0, 71, que permj_ 

te a los algoritmos atravesar menos simplejos para llegar a la 

meta, se resume a continuación. 

Para construir esta triangulación, Klól [ó j¡.s¡ , consideremosla 

triangulación K[71 [ó Jl.71 de Rn+l, con ella, la triangulación 

inducida en Rn x [ 0, 11 y apliquemosle la transformación lineal 

representada por ~ 1 • 
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Cada simplejo de esta triangulación se puede describir como an

tes. 

Para Klól los simplejos ( v 0 ,nJ, con v 0 de coordenadas múl 

pl os en teros de y si n + 

y vj V 
j-1 + en+1 si ntil n + 

Para J(ó) . [ v0 , n, SJ con 

vj vj-1 
+ 5Iltj l ó elltjl si nu1 t n + 1 

vj j-1 + s en+1 
V n+1 si Illjl = n + 1 

Triangulaciones de [0, 1] x [0,1] inducidas por K(ó) y J(ó) 
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Como antes, construimos una triangulación K ló il para 

S x [O, 1J y después, mediante h, una para S x [O, JJ. 

Observación. Las reglas de pivoteo son las mismas que para 

K[ó) (ó J[ó)); pero puede haber problema; si la n -cara 

vj-t vj+ 1 está en la frontera de R" x 1 o. 1) , Üj no caería 

en Rº x [ O, Jj Por ejemplo puede suceder, cuando se está 

aplicando el a 1 gori tmo, que 1 a faceta opuesta a vj esté en 

Rn x {1}, esto quiere decir que es el simplejo buscado, en 

cambio. cuando T esti colocada en R" x {O} querría decir que 

la etiquetación de los vértices de R" x {O}, que suelen ser 

auxiliares, no está bien escogida y existe más de una faceta 

e.e. en Rº x {O). 

Ejemplo del uso de las reglas de pivoteo en K de S x [O, l]. 

Queremos encontrar un cero de 6: [ -l, JJ -+ R definida cómo 

6[X) = 7 x5 + x 4 + 3 x3 + X + 1. 

Consideremos 1 a homotopi a h como 

hl.tl lxl = .t 6 lxl + [7 - .t) lx - .8) 

Sea T la triangulación K[ó) de R1 x [O, 7) con 1 •• 
Etiquetemos Tº con >. de acuerdo a h, de tal manera que pa

ra lx, ,.tl E rº si lt[.tl lx) < O, Alx, .tl = O y si 

h ( .t) [X ) ;> 0 , A[x , .t) = J • 

T
0 

!{,O) [ 7, Ol es una faceta completamente etiquetada. 
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a0 ~ 1?. OJ 11, Ol [1, 11 es el único elemento de T que tie-

ne a T
0 

como faceta. v0 = I~. OJ ,u1 = (1,0J, u2 = (1,lJ 

T 0 = !u0
, .ldJ con v 0 = 1i, oJ. l. lvºJ =l. l~,OJ=0,1.lv1 J=l.ll,OJ=l 

l. (1, 1 J = y 1.lu2 J = 1.lu 1 J por lo que hay que pivotear a v1 

como vertice de ºo . 

'3 :r lJ. 

a 1 = [ u
0 

, 1~~1 J • 

Continuado con el proceso , 

l. 1 ¡¡1 J = 

¡¡
2 

= 1} • o J • º2 = [ ii 2 
• .i.d l . 

= l. [uº 1, 
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ii 2 = 1}, IJ, a 5 = !il 1 , 1g11, 

¡.¡¡¡2¡ = 1 = ¡.¡¡;º¡. 

liº = 1 O, O 1 , a 
6 

= [ llº, .i.d J , 

¡.¡¡¡º¡=O= >.lv 1 1. 

ii 1 = IO, 1), a
7 

=¡¡¡O lg)], 

•!'01 J = i = •1ii21 ... 

~2 _.. r -} 1 {)} 1 0 B ;: [ ~?, I .ld 1 , 

~ 1 = 1-} , o J , a 10 = 1 ~ 1 
, .i.d J , 

).(~11 =o= >.1~2¡, 

~2 = 1}. 1). º11 = ¡~1. (~~)] 



id ~ 2 J = o , entonces 

hay un cero de en 
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T = ( -} , 1 ) ( -} , 1 ) 

l-} -}1 

Tri~"gulación de s X ro' 1) 

es ;. - e.e. y 

Cuando real izamos el algoritmo, en S x [O, 1) ó en Rn x [O, 1 ), 

para encontrar un punto fijo un cero de una función, puede SJ! 

ceder que al encontrar el n - simplejo T x { 1} - e.e., en 

S x {1! [ó en Rn x {JJ), no se considere que cualquier punto 

de ese simplejo sea una aproximación satisfactoria al punto bu~ 

cado. Así en el ejemplo anterior, el tamaño del intervalo 

(-}, -{l es demasiado grande para que nos conformemos con sa

ber que en dicho intervalo hay un cero del polinomio 

7 x5 + x4 + 3 x 3 + x + 1 • Entonces es conveniente rei ni ciar el 

algoritmo, con una triangulación con menor diametro y tener có

mo Onico n - simplejo 1 - e.e. el que contenga a alguno de 

los puntos de :r x {O}. por ejemplo el baricentro, al corres

pondiente en T se le consideraría una aproximación al cero de 

Una idea, que en muchas ocasiones puede resultar más adecuada, es 

trabajar en S x [O, ll ló en Rn x [O, 1)) y que la triangul~ 

ción usada tenga facetas en S x {t} (ó en Rn x {t}) cuyo di~ 

metro tiende a cero cuando t tiende a infinito. 

De esta manera el algoritmo, después de alcanzar un T,A - e.e., 

en S x {t} (ó en Rn x {t}), re empieza para encontrar una me

jor aproximación en S x {t + 1) Ló en Rn x {t + 1)). 
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En este caso el algoritmo seria infinito, pero en la practica 

se termina cuando se tenga un simplejo de diametro prefijado. 

C. Eaves [ 1972] construyó Ja primera -triangulación de S X [Q-, 11. 
·- _,-. 

Resumamos Tas ideas para construir:dicha_ triari~ulaci6n. 

( 
-r a 

~····· 
-1--- o .·--

Sea A . a 
···'" :· ,. 

- ·;,_'' 

-1 

matriz [n + 1) x !.n + 1) 

Consideremos la triangulación TA de que consiste en los 

simplejos [ v0
, IlAl , es decir con Vértice inicial v0 ·de coor

denadas enteras y vj = uj- 1 + Ail{j) para j = 1, •••• n ~ 1 

(Es decir Klll transformada con la matriz A) 
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Sea y ;¡; x
1 

;i. l}, a la triangulación 

TA 1 V denotémosla como K 1 • 

Para k = O, " . 11 amamos Vk, a 1 conjunto 

{X E V i :; Xi 2k l y T k a la triangulación inducida por k1 en Vk 

Si a = v
0 un está en Th.' 

definimos la transformación Jineal 9., de en 

como gT (x¡ 

Ca ns tru irnos una nueva triangulación K2 de V. Consideremos 

v1 {X E VI ;¡; X. 
i 

.. 2) y M = {o E Kl a e v1 ¡, entonces 

K2 {a 1 a = gT [O) con T E T k y O E M} • 
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Cada (n + 11 - simplejo de K
3 

está determinado,en forma 

única,por un n - simplejo T de Tk y un Ln + 11 - simplejo 

en M. 

Si consideramos ahora el homeomorfismo h: V~ S " (O , 11 defi-

nido como h[xl. = l-2L , 1--1- ), 
1X1

1 
1X1

1 

la triangulación K2 de V 

induce una triangulación K
3 

en S x [O , 11 , que tiene la pro 

piedad de que las facetas que caen en S x {~} triangulan a S 

y son un refinamiento de S x {.t-7} , pues tienen un diametro de 

la mitad del de éste. 
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,-- '¡--!- ,-· 
) 

K3 de S x [0,1) con S = (0,1) (.1,0) 

El estudio en detalle de la triangulación K3 , en particular 

las reglas de pivoteo se pueden ver en Eaves [ ¡g721. 

Observación: La figura anterior muestra que en el caso n .. 1, 

las facetas del nivel S x U:l, con t O, se obtienen partien-

do a la mitad cada faceta del nivel S x (t-1 l y entonces el •l 
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goritmo,para encontrar un· punto fijo o un cero de una función, 

trabajado en esa triangulación es el método de bisección, por 

lo que no es casual que para motivar el algoritmo se haya usado 

este método. 

Desarrollemos el ejemplo anterior ahora con la triangulación 

K J de [ - 1 , 1J X [ 0, 1), Ó (X 1 = X S t X 
4 + 3 X J t X t 1 y 

sea hl.tl (xi = [I - .ti (x - .81 + .t ólxl 

\ 
\ 

C .. 1,oJ 

\ 
\ 

\ 
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Así vamos refinando el intervalo en que se encuentra un cero de 

~, obte11~mos que un cero se encuentra en (-~ ,J) .. mejor aproxi 

ximación que (-~, -~). 

Para t o punto de partida que es l-J 1) 

t 1 obtenemos el intervalo e.e. ( -1 O) 2 
t - 3 1-}, O) 4 
t 7 1-}, ~J . .. 
t 15 1-~' -{l 16 
.t 31 1-}' -!. J 

TI 

Todd usando l{ó), construye otra triangulación de S x [O, 1 J, 

que coincide con K3 cuando n = z, para llegar a ella, trian-

gula Rn x l O, 1) y después a través de un homeomorfismo afln 

pasa a S x [O, IJ (Todd [1977]), 

Observación. El a 1 gori tmo, en S X l O , 1 J en R" :: [ O , 1 J, 

puede tener el problema de regresar a un nivel ya rebasado dis-

tinto al inicial, ¡:iues si :t 1 O no se usa tJna etiquetación 

artificial como en .t O. 

Al final del capítulo desarrollamos un algoritmo de este tipo. 
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CAPITULO 3 

LA ETIQUETACION VECTORIAL 

En este capitulo ;ntroducimos la etiquetac;ón vectorial, que 

en lugar de guardar la información de ·cual es la primera coo~ 

denada posit;va del vector v - 6(v), función continua, 

guarda todo el vector. Con esto los algoritmos se vuelven r.:ás 

eficientes y con pos;bilidades de aplicación más amplias, p~ 

ro con una restricción aparente que,como veremos más adelante. 

es análoga a la de regular;dad que se usa en topología dife

rencial. De nuevo la clave para asegurar la existencia de 

simplejos completamente et;quetados será una versión del lema 

de Sperner. (En 1:.s-l:.e co.pa4\o 11\s "tro 0<1.n~4la..o1on•• '°"f'io1!~•) 

3.1. Hotfvacfón de la etiquetación vectorial. 

En el capitulo 1 presentamos la etiquetaci6n ~ntera como una 

for·ma de guardar el s;gno del valor de la fundón x - 61x), 6 

definida del intervalo ( 0,1) en si mismo, en los vértices de 

una part;c;ón de [0,1] (triangulac;ón) y así llevar a cabo el 

método de bisección para encontrar puntos fijos de ( ó ceros de 



107 

la funci6n hlxl • x - 6lxJJ. 

Los simplejos completamente etiquetados en cada triangulación 

generada por el método de bisección representan subintervalos 

en donde hay un cambio de signo de la función h y por lo taR 

to encierran un cero de h ó sea un punto fijo de 6· 

Perisemos en y h como antes, si quisiéramos presentar en 

forma análoga la etiquetación vectorial tendríamos que recu

rrir a un método como el de la regla falsa; pues ella traba

ja con el valor de h en los v~rtices de la triangulación. 

Redefiniremos el concepto de simplejo completamente etiqueta

da para que represente aun subintervalo la tal QUe.J el inter

rior del segmento de rectaJque une las· puntos de la gráfica 

de h correspondientes los vértices .de Ia_,corte a la recta 

·y ~ X 

Los ·puntos de [ 0,1] correspondientes a dichos puntos de inter. 

sección son ••aproximaciones" a los puntos fijos. si el diámetro 

de la triangulación es suficientemente pequeño. Ilustremos lo 

anterior: 

Sean 6, una función continua del intervalo [ vº ,u'J en si ·mi!_ 

mo y T, una triangulación con vértinces u0 , v 1 , v2 , v 3 , v 4 y 

vs 
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1 

El subintervalo [ v', v'J esti! completamente etiquetado pues el 

interior dei segmento determinado por los puntos (v 2 , 6llv')) y 

(v', 6tv'll corta a la diagonal del cuadrado en (il, 6(v}), ves 

una aproximación al punto fijo v, ve [ v 2 , vl] 

Para plantear el problema en dimensiones más altas recordemos 

la siguiente definición: 

Definición 3.1.l. Dada una región de dimensión n triangulada 

por T y una función continua de M en Rª, llamamos la 

aproximación 1 ineal de 

finida como 

relativa a T a la función 6r de-

donde { vji¡ son los vértices del n-simplejo donde está v y 

respecto {etil son las coordenadas baricéntricas de v a dicho 

n-simpl ejo. 

Si ilustramos las cosas en dimensión 1 podemos ver como aproxima 

6r a 
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La poligonal es 6 y a medida que la partición es más fina 
&r se '1parece'1 másra 6 

Observemos además que si llamamos hy a la aproximación li

neal de h(x) = x--61xJ respecto a T, entonces v es un cero 

de hT (ó un punto fijo de 6rl-

lCómo proceder en d imens i enes? 

Sea el 2-simplejo a= v0v1v2 y una función continua de 

a en sí mismo. Triangulamos a, si existe un simplejo en 

T que contenga en su interior un punto fijo de 6r (cero 

de hT) decimos que est5 completamente etiquetado. 

Si lograramos como en el capítulo 1 construir una sucesión 

de 2-simplejos Ccr 1J completamente etiquetados cuyos •ªrt! 

ces convergieran a un punto x este sería un punto fijo de 

(cero de h). 

Pues tenemos una sucesión de puntos {Vk} que también con

verge a v. Cada vk es punto fijo de 6rk (cero de •r._l 

lim 
k~o 
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Cómo o, h(vl • O 

Ejemplo 

Consideremos 

61xJ (l + AJX . A 

·~ 
definida en el 2-simplejo unitario de RJ. 

sucesión de triangulaciones. 2. 

En 7 iteraciones llegamos al 2-simplejo 

• 1484 

w0 " . 32 81 

• 52 34 

• 1489 

.3359 

• 5156 

que es e.e. y el cero de hr
1 

es • 1444 

El obtenido en Matlab es 
.1472 
.3333 

.5195 

• 333 

.5182 

1 
4 
7 

tenemos 2 cifras iguales en cada coordenada, 

2 3 
5 6 
8 9 

Construimos una 

• 1489 

w2 .. . 329 

.516 
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Pero lqué nos asegura que para cualquier función contfnua,de

finida de un simplejo triangulado en si mismo, encontraremos 

simplejos completamente etiquetados, en cada triangulación 

que hagamos? 

Por ejemplo consideremos como la proyección de un triSn-

gulo v 0 v 1 v 2 sobre el lado v 1v 2 los Onicos puntos fijos 

de 6r son 1 os puntos con coordenada bari céntrica a0 igual 

a cero, entonces no están en el interior de algún simplejo 

de T, para cualquier T. 

Para establecer un lema de Sperner que nos asegure la existe~ 

cia de simplejos e.e. necesitamos que la etiquetación vecto

rial cumpla algunas restricciones que posteriormente discuti

remos. 

Empecemos por formalizar algunos conceptos que hemos tratado 

en éste inciso. 

3.2. Un lema de Sperner para etiquetación vectorial. 

Definición 3.Z.l. Dada una triangulación T decimos que 

¡. : r 0
--> Rk es una k-etiquetación vectorial de T. 

Definición 3.Z.Z. 

Si A es una k-etiquetaci6n vectorial de T. La extensión 

lineal de ¡. relativa a T es la función ~T definida de 

1 TI en Rk como 
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;\T(v) = l': a ;\(vli¡ 
iz:::O i 

donde vji son los vértices de un simplejo a de T que con-

tenga a Y ai son las coordenadas baricéntricas de v re~ 

pecto a a. Si T = {SJ denotamos como >.
5 

a la extensión li 

neal de A respecto a T 
Definición 3.Z.3. Si S es un n-simplejo triangulado por 

T decimos que una k-etiquetación vectorial ;\ es propia 

respecto a T 

está en IT(I 
si en S existen ceros de i.. s y si 

con R. < k, entonces >.T (z) *O. 

Definición 3.Z.4. Si T es una n-triangulación con una 

k-etiquetación vectorial A, con k ...;: n, decimos que a e Tk 

está >.-completamente etiquetado (A-e.e.) si existe v en 

o, a E T y ;\ T(~} = O. 

Veamos. que el concepto de que un k-simplejo esté completa

mente etiquetado con respecto a una eti~uetación vectorial es 

una generalización del concepto que tenfamos con etiqueción 

entera .. 

Consideremos /.1, de dimensión n, y una triangulación T y 

A• T0
--+ {O,.,.,k) una etiquetación entera de T. 

Sea ;\v : T0
-+ Rk definida como sigue: 

Para vl e Tº 

·;i.v(vlJ•wl. con 



Entonces T E rk es 

"•" Si es 

vji e T 
o tal que 

k 1 Sea V·• i~O k+1 

k 
= :¡; 

i=O 
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( 

k si ,¿ • l + 1 

J.. = 
i 

-1 si .(. :F t. + 

:>- - e.e.. e si y sólo si es Av - e.e. 

existe 

:>-e(vji) = m. 

vji; 
k 1 Av(vji) = AvT(ii) =i~o k+1 

k 

k -i~l 
1) = 

k 
...l.. .,ti= 1 

( . k-1 (m m) k+1 k+f k ... k 
k -i~I 1 m- m 

o 
Y T es Av - e.e pues ve T. 

=o 

Supongamos que T e Tk es Av- e.e.. y no es J.. -c.e .. ene 

tonces existe j tal que ~e(vji¡ * j para 

o .. j .. k. 
i = o •.•.• k y 
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Por lo que 

la j-ésima coordenada de l.v(vji) es-1 para .l=O, .... , k 

Es decir U no es combinación estrictamente convexa de 

los vectoresAvji:J 'no es Av-e.e, 

Establezcamos ahora un lema de 11 Sperner 11 para etiquetación Vef 

torial con restricciones,cuya demostración constructiva dare-

mos en 3.4. 

Teorema 3.2.5 (Lema de Sperner e.v.} 

Sean S un n-simpl ejo, T una n-triangul ación y una n-

etiquetación vectorial propia, entonces existe en T un n-simple-

jo que es A-e.e. 

3_3_ El lema de Spemer para etiquetación vectorial y la val i

dez de los teoremas de punto fijo en un caso restringido 

Ahora podemos probar el Teorema de punto fijo de Brouwer para un 

simplejo de Rª usando L de Sperner e.v. cuando • continua ·da 

lugar a una etiquetación proria cara cada 

Sea f: S •continua, {Tm} una sucesión de triangulaciones c.uyo 

diametro tiende a cero y para toda m 

J.(v) = v • f(v) para 

Estamos suponiendo que propia. 

A: Tº + Rº 
m definida oomo 

Entonces existe una suces;ón {om) de n-s;mplejos A - e.e 

y diam ªm + O cuando m .... ~. Por lo que en cada vj existe Vj, 

cero de 1.T 
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Sea vl.<,j) el i-ésimo vértice de aj, y {a 1jJ~=O las coorde

nadas baricéntricas de ~j respecto a aj 

Es decir 

sea s el simplejo unitario de Rnu 

Si a. = (aOj • • •.' ªnj), a. E s y como s compacto, existe 
J J 

una subsucesión convergente {a Ytl\ J. Llamemos ¡;: al limite 

Además para cada .l.. = O, ... , n, como vimos, en el capítulo 1, 

existe una subsucesión convergente {v(..:, op(k))J y todas esas 

sucesiones convergen a v. 

n 
Para cada k i~O ai.1((11.' (v(.<,op(k))- f(v(.l,op(k)ll) =o 

Entonces 

Pero el límite es cero y "ºr lo tanto v es punto fijo de f. 

También se puede hacer ver que el lema de Sperner para el caso 

vectorial da oportunidad de probar el teorema de ~akutani 

en un caso restringido,es decir para una correspondencia··.p sup~ 

riormente semicontinua de S en tal que "·( x) * .¡. , convexo, ce-
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rrado para toda ~E S, si además le pedimos que de lugar a 

una etiquetación propia para .¡\~4 n~1 T .,~,se puede asegurar que 

existe un punto fijo de Kakutani. 

Demostración: sea una s~cesión de triangulaciones {T } 
m 

de 5 

cuyo diametro tienda a cero cuando m tiende a infinito su

pongamos que ningGn v E r: es punto fijo de ~. es decir 

V 'f;o(v). 

Construyamos para toda m la n-etiquetación ~ de 

sigue: para v ET~, >.(v) = v - y con y E 1D(v) 

: ~ lU') 

1 
{ftO) J 

i 
1 

1 1 

1 : C¡>l\J' \ 

r 

1 

-1 v• o (J~ 

T como m 
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Por hipótesis ,..,~<>n<niosque >. es propia p..r<>. 1T...,;,por el l~ 

ma de Sperner para etiquetación vectorial (T 3.2.5) existe 

una sucesión de n-simplejos {crm} uno. para cada Tm que son 
>.-c. e. 

Denotemos a los vértices de ªa cómo v ( j , m) j e {O, ••• , n} 

Sea yjCm> e op(v(j,m)) tal que l.(v(j,m)) = v(m,j) - yl<m>. 

Para cada m 

TI"= ~ z (m) l.(v(j,m)) 
j=l j 

j~l z; (v(j,m) - yj<m>) 

Como para = º· .... n + 1 as su ces iones {v( j, ml l y {yj (m)} 

¡ 
están en el compacto S y también lo está {z<m>¡, existen 

subsucesiones convergentes {yj ('l'Ck>¡ {v (j,r(k))l y {z'P<k>¡ 

Llamemos yj, ü y z a los límites de dichas subsucesiones. 

Las subsucesi enes {v (j , rt1<ll convergen al mismo punto· v. 

Por ser .,, superiormente s.emicontinua ¡¡~e op(~) para toda 

Tenemos entonces 

lim¡ l; tJrCk»(v(op(j), V"\~\) - "jll'\I\\\\ ~ 
k ... m j=o .J -
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está en v>(~). 

La petición de que A sea propía es esencialmente la misma 

que cuando en programación lineal se pide que el problema sea 

no degenerado y existen m~todos sumamente orobados de "pertur

bación del problema para conyertirlo en uno con esa propiedad. 

La sistematización de este tipo de ideas se verá en el capítu~ 

lo 4 siguiendo una problemática muy desarrollada en topología 

diferencial. 

J.4. Demostraci6n del lema de •sperner" para etiguetaci6n vec

torial. 

Como veremos, las propiedades que se probaron para etiquetación 

entera son válidas para etiquetación vectorial e igual oue en 

aquel caso sirven de base para construir las algoritmos simpli 

qales para calcular aproximaciones a puntos fijos de corresporr 

dencias superiormente semicontinuas. 

Teorema 3.4..:.! ( 11 dos ó ninguna e.u") 

Sea M una región de dimensión (n+l) - triangulada por T y A 

una n-et.iquetación vectorial propia de T. Si a E T tiene 

una faceta T que es >.-e.es entonce~ existe una única faceta 

T' de a también A.e.e. Y distinta de T. 

Demostración: 

Sea At la extensión lineal de A. AT es afín en cada y E T. 
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La hipótesis de que es propia implica que para toda a ET 

la parte lineal de ).Tlu, denotémosla como A
0

, es de rango 

por lo tanto el núcleo de A
0 

es de dimensión l, por lo 

que (.\Tjo)- 1 (O) es un subespacfo afTn al núcleo de A0 , es d~ 

cir es una recta, a.Ta que llamaremos l.ATia. 

Por hipótesis T es A-e.e, es decir la recta l.ATJ~ corta 

T interiormente, en algún punto v, el que ). sea propia 

implica también que .e.ATJ~ no puede cortar a ninguna cara de 

a de menor dimensión que n,-por tanto cortará a una única fa

ceta de a que es distinta de T, ésta es T' 

o 
F.s decir existe u ET' tal que 

>.'i'(~)= O y T' es ~-e.e y T' es única 

Teore•a 3.4.2 (Principio de puerta de entrada puerta de salida 

<.v.) 

Si (M,T) de dimensión n + l y A: T' ~ R" etiquetación pro

pia de T, entonces para cada To e Tn, con 'To A-e.e, existe una 

cadena única ••• , T_ 1 ,To1 T 1 , ••• tal que Ti e Tn y para cada 

.l existe oi e T tal que Ti+ 1 están en 

Hay 2 posibilidades la cadena asociada a To es finita y em-

pieza y termina en ar ó es un cielo. 

Demostración (Algoritmo de Scarf J. 
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El mismo algoritmo d; Lemke-Scarf usado en la ~emostración de 

2.1.2. nos sirve para demostrar este teorema, recordémoslo. 

Paso inicial Sea o 0 e Tº+ 1 tal que To es una faceta suya 

sea .l = O 

Paso pivoteo Por proposición 3.4.l (~dos ó ninguna e.u") 

existe un ""mico Ti+,~ Ti 

ºi .\ - c.. e. 

tal que Ti+ 1 es una faceta de 

Criterio de terminación Si Ti+1 E ar termina la cadena. 

Paso inducción Si Ti+l ~ar. existe º1+1 e Tn+l único, tal 

que 0 1+1 * 0 1 Y ;i+l e 0~+1· 

Hacemos .{ ~ .l + 1 y regresamos al paso de pivoteo. 

Con los mismo argumentos que en el capítulo anterior se demue! 

tra que sólo existen 2 tipOs ~osibles de cadena 

Una l. etiquetación vectorial de una triangulación donde aparecen 
los 2 tipos de cadena. 
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Observación 1: Si usamos una triangulación infinita (2.3) las 

cadenas serán infinitas sin repetición ó ciclos. 

Observación 2: aunque tenemos pormalmente el mismo algoritmo 

que en ctiquetación entera el segundo paso tiene un signific~ 

do distinto en cada caso. 

Cuando se tiene la faceta Ti, i .P. O, la construcción de cri 

se lleva a cabo, en ambos casos por el mecanismo que se tenga 

para generar vértices de la triangulación (en nuestro trabajo 

por el método de reflexión), en cambio para obtener Ti+,• 

lo$ procesos son distintos. En la etiquetación entera sólo 

tenemos que encontrar al vértice ~ de t 1 que tiene la mi~ 

ma etiqueta que el opuesto at1 en a 1 y entonces elimina a 

v de En la demostración de ''dos o ninguna e.v." no di-

mos n_ingún méiodo .constructivo para encontrar T i+ 1 en el i.!!.. 

ciso 4.4 lo haremos. 

Demostraremos ahora el lema de Sperner para etiquetaci6n 

vectorial (t.3.2.5) 

Demostración: Denotemos como M a Sx[ 0,1] • Sea T~>.\.\), 

triangulación usada para el caso de etiquetación entera y 

?-': (T' ) 0 
+ R" definida como >.• (v,.t) = >.(v). Aplicamos el 

algoritmo de Lemke-Scarf a (M,T) empezando por To =Sx'(O)_,por 

hipótesis to Es X-e.e. Lo único que hace falta es ver que 

la cadena correspondiente a To tiene que terminar en un 
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n-simplejo ¡. - e.e. contenido en.S ><(l}, es decir de la for

ma üxfll con ,,-e T y entonces o- seria el n-simplejo bus

cado. 

n E 5n-1 a¡• = 5 x(O} U 5 x (l) i\:!o Ti xi 0,1 l con Ti 

n 
Cualquier n-simplejo 

tices en S x(O) y en 
no puede ocurrir que 

de ar• n j.~n ,.i x( 0,1) tiene ve!: 

S x {l} entonces si ~ = vj vjn 

i~Oªi A{vji) =O para ningunas 1 aiicon 

ªi >, o y 
P.{vji)l~-o 

~a¡= l, pues existen vectores repetidos en 
k .. 

y tendríamos i?ioBi A(vJ 1
) =O, con < n# por 

lo que no seria porpia. Por lo tanto la cadena tiene que 

terminar en T e Sx(l}. 

Por otro lado si empezamos el algoritmo por un 'i'CS<(l} 

A-e.e. y distinto que Ti, terminaremos en otro n-simple-

jo J.-e.e. en S>ciil· 

Ejemplo: sea f definida en [ 0,1] cómo f(x) 

(x - j.J {x - t)(x-}l 

T' una triangulación de [0,1] x (0,1] con (T'J' = ((0,0), 

11,0¡, co.1>. ci.1J. c.¡.,1¡, e~ .1>. <t.1>. <t.1>. c~.l). 
{l,l)l 

Etiquetamos a cada vértice de T' con J.(x,~) f(xl 
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¡,(0,0) = 1,(0,l) -.O 3 8 O 9 5 2 

1,(l,O) = >.(l,l) l l 4 2 B 5 6 

), ( i· l) - . o o 2 5 l l l 

. o o 4 9 l o 

•ti ' l) = - • o o 6 8 5 l 4 

¡,(~ .. l) = - • o 5 9 5 2 3 7 

(x- j-l (x-tl (x-tl 
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1.(~. l) o 2 3 3 

i.(i. l) o 4 8 8 

J.(~. l) o 9 3 

Los simplejos c..c.. son <i· f¡J. cf¡. ~J Y e!. ~J 
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CAPITULO 4 

La etiguetación vectorial y· la aproximilción lineal· a una función 

continua. El problema de la regularjdad 

Todos los resultados que obtuvimos en el capitulo 3 se basaron 

en pedir que las etiquetaciones vectoriales fueran propias. 

lQué tan restrictivo resulta pP.dir a una etiquetación que sea 

propia? lQué tan restrictivo resulta pedir a una función conti 

nua definida de un n-sirnplejos en si mismo, que la etiqueta

ción que induce sea propia para al':lun'O. .<T-'1 c""'lu dia1~..., o 

No cabe duda que la restricción suena muy fuerte, sin embargo, 

como veremos esto es aparente, y resulta muy semejante ª1 exiair re

gularidad en topología diferencial y uiste un resultado aná" 

Togo al lema de Sard que hace ver que si no se ''cumple la reg~ 

laridad 11 basta 11 perturbar un poco la situación para se cum~Ja••. 

En topología diferencial se trabaja con variedades y rnapeos 

suaves definidos en ellas. Existen ciertos valores que toman 

los mapeos suaves que juegan un papel central en la teoría y 
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son los llamados valores regulares. 

Si X, variedades suaves y un mapeo suave de x~nY se dice 

que y e Y es un valor regular de f si la función lineal 

dfx: Tx(x) 4 TY(y) es suprayectiva para toda tal que f(x) 

y 

Los valores regulares tienen muchisimas propiedades. 

De particular interés.tpara los resultados que estamos estudia!!. 

do, es el 11 amado teorema de la pre imagen (Guillemin-Pol1>ck [1111), 

que dice que la imagen inversa de un valor regular, bajo un m~ 

peo suave, es una subvar1edad suave de con dimensión igual 

a la dimensión de menos la de Y, donde X y Y son las 

variedades dominio y contradomin1o del mapeo. 

Dada 1~ importancia de los valores regulares,resulta de una ene~ 

me trascendencia el lema de Sard, el cual hablando gruesamente, 

e.segura que en toda vecindad de un valor no regular existen valo

res regulares Ó lo que resulta equivalente~si un valor no es 

regular para un mapeo suave, si lo es para otro mapeo también 

suave que resulta de perturbar 1 igeramente el primero. 

Podemos desarrollar el tema que estamos tratando en el contex

to de lo que algunos autores llaman topología p. l, en donde el 

papel de las variedades y los mapeos suaves lo juegan las re

giones trianguladas y las funciones lineales por pedazos; po

dremos definir el concepto de valor regular y de simplejos reg!!. 

lar, veremos que el "principio de puerta de entrada puerta de 
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salida 11
, es decir el algoritmo que construye la cadena de sim

plejos e.e. que pasa por unodado, es un caso particular de una 

11 versi6n P.L. 11 del terorema de la preimagen. Demostraremos un 

"lema de Sard P.L. 1
' que revela que no importa que la etiqueta

ci6n no sea propia, pues basta ''perturbar un poco las cosas 11 p~ 

ra tener un nuevo lema de Sperner que permitirá demostrar en ge 

neral los teoremas de punto fijo de Brouwer y de Kakutani. 

Además, al desarrollar en este contexto las cosas, podemos tra

bajar 1'constructivamente 11 temas tan interesantes como el grado 

de un mapeo continuo, lo que se hará en el capítulo 5. 

En el primer inciso de éste capítulodesarrollamos algunas defi

niciones necesarias para abordar en los incisos siguientes los 

temas arriba mencionados. 

4.1 Algunas definic;ones y resultados de topologia P.l. 

En realidad la definición de variedad P.L. que daremos es un e~ 

so particular de las variedades de la topología P.L, correspon

de a las llamadas pseudovariedades P.L~ para las cuales las cel 

das,que forman la subdivisión T_, son simplejos. En éste capít!!. 

lo consideramos triangulaciónes infinitas como en el inciso 2.3. 

(localmente finitas). 

Las var;edades y los mapeos P.L. 

Def. 4.1.l Una región M de Rn de dimensión y una triangul~ 

ción T de ella se llama una k-variedad P.L. y se denota como 

(M, T) 
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Es decir nuestras antiguas regiones trianguladas o poliedros, 

con la posibilidad de que la triangulación sea infinita. 

Def. 4.1.2 Dada (M, T), una función de M en R" es un ma

peo lineal a pedazos (P.L) si es afín en cada a ET Y es 

continua en cada punto de M. 

Si f es un mapeo P.L, se denota como f
0 

al mapeo afln que 

coincide con f en a. Llamemos Ad a la parte lineal de f
0 

Proposición 4.1.3 Dada (M,T) y una k-etiquetación vect~ 

rial de T, el único mapeo P.L. que coincide con 

es AT la extensión lineal de A 

Demostración: 

Si {ai}n son las coordenadas baricéntricas de ve a, 
i=O 

para algún o E T y o= vº ••. vn, 

Sea A 1 a transformación 1 i ne al que manda a v1 -v0 en A( v1 )-

A(vºJ para i = 1, ••• , n y Af la trasfor:;iación affo aue manrla 

a veo en A( v) + A(vº)- A (vºJ, 
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AF{v) = A{Eai{vi-vºl + v') + A{vºJ -·A(v') 

= Eai A{vi - v') + A{vº.J .;. A(V') - A(vº) = 

AT continuo pues. coincide en los puntos 

los simpl ejes. por lo que AT es un mapeo 

p. L. definido en {M. T) que coincide con 

3 a = vº ... vn con V E a. f(v) = A
0

{v) 

forma e i ón lineal Aa y algún v en M. 

n n 

i!oªi AaC•
1
l + i!oªiv 

de intersección de 

P.L. Sea f mapeo 

en T'. Sea y E M, 

+ v para alguna tran~ 

Por lo que AT es el único mapeo P.L que coincide con A en 

T'. 

Corolario 4.l.4 

Sea (M,T) variedad P.L. g: M ~ Rn continua, la aproximación 

lineal de respecto a T es un mapeo P.L. 

Dada una sucesión {Tm} de triangulaciones la sucesión {gTm} con 

continua converge uniyormemente a g si diam(Tm) _..,O 
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Lema 4. l. 5 Sean (M,T) unan-variedad P.L., a e T y 

~tM + Rn continua,entonces para toda V e a ig(v) - gT(v) 1 .;; 

diam g(a) 

De•ostración 

Si a =- v0 
••. v" y 

n 
v = ~ a v1 

i=O i 

IEai(g(v) - gT(v~ll .;; Ea1 ig(v) - gT(v 1JI 

Ea
1

1 g(v) - g(vi) 1 .;; Eai diam g(a) = 

diam g(a). 

Proposición 4.1.6 Si {Tm} es una Sucesión de triangulacio-

nes de una variedad M, tal que diamLTm)tiende a cero Y 9 fu!!. 

ción continua definida en M, entonces {gT} converge uniform~ 
m 

mente a 

Demostración: g continua en a compacto,por lo que g uni-

formemente continua en a 

Dado e > o y >0 tal que si lx' -xi <6
1

entonces lg(x')-g(x)) 

<e. SQ a. .;;. 1 •I '\"' .. "".,.,;; '"'"'~li~a. 
diam Tm < 6;entonces s.,· \""r\ "1 fii 

diam ¡ g(a)l< e para toda a E Tm. 

Para toda en M ig(x) - 9Tm(x)I< e por el lema anterior. 
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Y {gTm} converge uniformemente a g. 

Regularidad. 

Def. 4.1.7 Sean (M,T) m-variedad P.L ._, f:M + Rn continua con 

m > n, v E M es un punto regular de respecto a T (ó de 

fT) si para toda cr en Tk, que contenga a v, dim f T(cr) n, 

es decir la parte lineal de f
0 

es suprayectiva para toda cr 

que contenga¿ v. v E M es punto crítico de fT si no es regu-

1 ar. 

Observaciones: si E cr y regular, entonces dim a ~ n. 

Dado Te Tk, t
9

(T) denota al subespacio vectorial "paralelo" 

T. AT, la parte lineal de f T' es ufla transformación lineal 

de tq(T) en R~ 

Y es la transformación derivada de f T en cada punto x de T. 

Es decir la definición de re9ularidad P.L. coincido con la de 

topología diferencial. 

i; lG") 

f: R2 + R x".p. regular, x p. crítico 

Definición 4.1.B Sean (M,T) m-variedad P.L y f:M + Rn con

tinua (m > n). Decimos que y E Rn es un valor regular de fT 

si todo x, tal que f(x) =y, es un punto regular de fT. 

~e R" es un valor crítico de fT si no es regular. 

Proposición 4.1.9 y E Rn es un valor regular de fT si Y sólo 

si fT- 1(y) n¡rn-•¡ = <!» 
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Demostraci6n:como observábamos si ve fT-1 (y)J v punto regular, 

paral/e-o1 rre T~ dim a> n, entonces o(]:: r"- 1
, por lo que 

f-1 (y) n 1 Tn-1 ¡ = </> si y valor regular de f T. 

Supongamos ahora que f;' (y) n i Tn-1 ¡ = </> y existen X E M y 

a ET, tales que X E o, fT(x) = y y dim fT(a) < f!., si fT{a) 

w0 
... w9 y {a1 }~=o coordenas baricéntricas de y respecto 

;; i 
y =i~Oaiw y s < n. 

Existen {vji¡~=O vértices de tales fT(Vji) = i 
a que (o) t 

... s . i A 

vj o .. . vj fT(;) entonces si x =i~OaivJ , X E T = y = y, 

es decir X E f;1 (y). Además T E T5 y s .. n-1, entonces 
E Tn-1 

A 

j Tn-1 ¡ T y X E n f;(y), de a qui' que j Tn-1 j n f;' (y)*</> 

contrario a lo que habíamos supuesto. 

Definición 4.1.10 Si (M,T) n-variedad P.L y f:M + Rk conti 

nua, se di ce que es un k-simplejo regular respecto a fT 

si O E fT(a) y o valor regular de fTja. 

Si n = k + 1, a ET es transversal respecto a fT si tiene 

una faceta regular respecto a f T 
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Definidón 4.1.11 Si (M, T}(n + 1) -variedad, entonces AJn-etique

tación de T, es regular si O es un valor regular de (¡.T. ·f 

mapeo P.L es regular si U es un valor regular de f. 
Por las defiñiciones de simplejo A - e.e y de etiquetación 

propia, (3.2.5) y (3.2.4) respectivament~la siguiente proposi

ción es inmediata. 

Proposición 4.1.12 Si (M,t) n-varledad P.L. y A k-etique

tación de T, entonces 

i) a e T es A - e.e si y sólo si a es regular 

ii) ).. es propia si y sólo si es r.egular. 

Para traducir a topologia.P.L. los resultados son Importantes los 

si~uientes concertos. 

Clasificación de las 1 variedades P.l. conectadas 

Definición 4.1.13 i) Una k-variedad P.L es conectada si para 

cada par de vértices y de T existe una colección 

L 1 , •• ,T
8 

del-simplejosen T1 talesque vET~,~ET~ 

además Ti y Ti+ 1 tienen una O-cara común para i = 1, •. , s-1, 

es decir son adyacentes. 

2. variedad conectada 2. variedad no conectada 
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ii) Una ¡ .. variedad es un ciclo. si existe un orden de to

dos 1 os simplejos de TJ T 
1

, ••• , T rde tal manera que 

b} t 1 Y Ti+l tienen una O-cara común para i=l, ... , r-1 

e) Tr y T1 tienen una 0- cara común 

.... 1 

iii) Una !-variedad (M,T) es una trayectoria si existe una 

biyecci6n entre J
5

, para s EJU. ó los naturales N los 

enteros Z y T', de ta 1 manera que si r'(i) = Ti se cumplen 

U{ e iYb 

/'J 
e, trayectoria• 

J 1 

• 

Observación: Los ciclos y las trayectorias son !-variedades 

con_:ectadas. Los ciclos no tienen frontera, 1 as trayectorias 

pueden o' no tenerla. Si la tienen consta de 1 o' 2 puntos. 
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Proposición 4.1.14 Si (M, T) es !-variedad conectada, entonces 

es un ciclo 6 una trayectoria: -

Tenemos ca sos: 

I. - aT ; 0 y existe ve aT, entonces consideramos el algoril 

mo; 

l. v, ªo el único elemento de T que tiene a T 
0 

ca-

mo vértice. Hacemos i = o. 

2. Sea T i+ 1 el único vértice de oi distinto que Ti 

3. Si T i+l E aT terminamos. 

4. si sea el único elemento de T ad-

yacente a ºi en T i+t" Hacemos i = i+1 y regresamos 

a 2. 

En este primer algoritmo el resultado puede ser el conjunto 

de vértices de una trayectoria finita, esto sucede si M COfil 

pacto pues encontraremos alguna tal que Ti+1 E aT. De 

otra manera el resultado será el conjunto de vértices de una 

trayectoria infinita con el vértice inicial 

punto de la frontera. 

!!. - ar = ~. Consideramos el algoritmo; 

como única 

l. Sea v cualquier vértice de T, To= v y a
0 

uno de 

los dos simplejos adyacentes en T 0 . Hacemos = D. 
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2. Igual que en r. 

3. Si T i+1 • T . para 
J 

algún j < i terminamos. 

4. Si T i+l ~ T j para toda j < ;, entonces sea ªi+l 
el 

único simplejo de T adyacente a º1 en T i+l • Hacemos 

i = i+l y regresamos a 2. 

Este algoritmo construye Tos vértices de un ciclo si existe 

una tal que T i+l = T j para alguna j < i; ó de una rama 

de una trayectoria infinita sin frontera si no se cumple nu~ 

ca; la otra rama se construye escogiendo en 1 a 0
0 

el simpl!_ 

jo adyacente a a
0 

en -r 0 y desarrollando el algoritmo con 

0
0 

como 1-simplejo inicial. 

Ningún vertice de rº puede quedar fuera de Ja cadena, pues 

de lo contrario como Ta !-variedad es conectada existirían 

facetas pertenecientes a mas de dos simplejos. 
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Proposición 4.1.15 Una 1-variedad es la unión de una colección 

ajena de ciclos y trayectorias. 

_/ 2-. .. 
Haciendo lo mismo que en 4.1.14 para cada componente conectada 

de M construiremos sólo ciclos y trayectorias hasta agotar la 1-variedad. 

Proposición 4.1. l 6 Si (M,T) (1-voriedad compacta, el número de 

sus puntos frontera es par (incluyendo a O como par) 

n proceso de 4.1.14 y 4.1.15 nos dicen que los puntos front~ 

ra están apareados para M compacto 

Subvariedades puras en una variedad 

Definición 1.1.lG 

Sea (M,T) unan-variedad P.L. con frontera y (or,Tw) una 1-variedad tal 

que wc M, cerrado en M y aw = w n aM, entonces se dice que 

w es pura en M. 

w pura en M 
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w pura en M 

w no es pura en M 

aw <P w n a M 

Def 4.1.17 Si (M,T) unan-variedad P.L, una cuerda de a en 

T es la intersección de una recta y a. 

Por lo que una cuerda puede ser vacía, de dimensión cero (un pu~ 

to) ó de dimensión l(un segmento) 
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Def 4.l.lB Sean (M,T} variedad P.L. y w 1 -variedad pura en 

M. 

Sea w ={a cuerda de o en TI a• o n w} 

Si w triangula a w se dice que (w,w) es pura en (M,T) 

En los ejemplos en 4.l.16 (w,w) no es pura en (M,T) 

[as intersecciones de a e T con w no son cuerdas 

Ejemplos (w,Tw) pura en (M,T) 
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Las intersecciones de con simplejos de T son cuerdos y 

triangulan a w. 

4.2 Traducción de los resultados de 3.4 a terminolog;a P.L 

Al lado de 1 a numeráción de los teoremas ponemos entre parén

tesis los resultados de 3.4 

Teorema 4.2.1 (3.4.1) "Dos o ninguna" 

Sea (M,T) una n+ l variedad P.L y Á: Tº~ R" una n- etique

tación vectorial regular. Si a e r0 + 1 es transversaL "',, t.CJ I\· 

e.e~ t.<enc z. pac.t:.\:cz5 ,;:.rc.5~L¡,..e.s 

Teorema 4.2.2 (3.4.2) (Principio de puerta de entrada puerta 

de salida e.v). 

Si (M,T) n + variedad P.L y un n-etiquetación re gular 

para cada T
0 

faceta A-regular existe una única cadena .. de fa-

cetas >..-regulares,, ......,,a.)(<l'\,al q\\t. c.o"li"E..\,._ a Co 

La demostración del teorema. (ver 3.4.2) es nuestro algoritmo. 

Podemos dar a este teorema otra forma 

Teorema 4.2.3 Sea (M,T) una ll\l-1\-Vari~~" el f'.L. 'J f 

""'"""a.\"'•º ?.L. re°l<.1\av- de M e1~ R"., tnto \'\· 

<.Q.'> f 01 t5\ ~-;,<Ana. 1-va.ried.ac\ 
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triangulada por cuerdas de dimensión 1 de la forma a n f- 1(o) 

con a e T,. 

Para la demostración establecemos el lema. 

temz 4.2.4 Si M,f 

ento "'e"' V e<. 

Demostración: 

como en 4.2.3, 

una. cyerda. 

Sea x e u, si a = vº ... vn+l y 

n+1 • 
x =i~Oaiv~ 

... .,., . 
f(x) = l_ot¡ f.(v'¡: o, 

i,:o 

la dimensión de f(a) es pues f regular y el rango de A~, 

la parte lineal de fa' también es 

v = (x e al f(x) = Aa(x) + ªa O 

(x e al A
0

(x) = - aa)' 

A0 (~) - a
0

, entonces para toda x e '--i;A
0
(x.- ~)=O Y ex - x¡ 

está en el núcleo de A0 , •• cilec.il'"XE [(xJ+ N(A0 )]no 

Recíprocamente si x está en [ (~} + N(A
0

)lna 



142 

Sean '\Ji y vj correspondientes a ai y ªJ distintos con tli n \.J"j 

no vacio 

Entonces \J" 
i n Dj C T, donde· T es una cara común de ªi y 

O. .. T C ª" i n ª''. y como u. e aj :J entonces v
1 n u-j es 

J J J 
A 

un punto de ªªi n aa j• X cara común de u i y ul 

A 

v. y 
J 

X E Vk distinta entonces X pertenece a Si {~J = vi n 

una cara de T de dimensión menor que n absurdo pues f re-

gular 1 entonces X sólo pertenece a dos simpl ejos de "' y 

r 1 {lf) es una 1-variedad pura en (M,T}. 

Solo falta hacer ver que 

Sea X E r 1(0), 

Si x f aM entonces x <I /aT/. 

fJ -t..\ e e\',., o e....,,...,.,· f" e\ o !i. e.o '!). a s -. 

1 - 3 (!"O! T e o.... X " .f =~ 3 V € L>.l e o \"\ 1< " tJ . . X <t a F-~ o l 
~- .X<;.·\Tn\ .'. ;¡_ <1"1 'J d°"z E,\ J G°1 :\:(f.,_ 'j X<; U1l'l<i'¿ " 

:1 u, "J v, <o vJ <o n .>< io tr, f\ v, 'J x ~ CJ f_, e o 1 

.-. ClFº'toi e .) !"\A f"'cc\. 
Recíprocamente~ 

~i x E aM n f- 1 
(ii), existe a e T único tal que x ecr y existe 

\JE co único tal que X EV y X E ar1(lf), 
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(~) + N(Aa) es un subespacio afín de N(A). 

fero N(Aa) tiene dimensión 1 ••• {~) + N(Aa) es una recta. 

La intersección con a no puede bajar la dimensión pues O es 

regular, 

Demostración de 4.2.3 

Como antes, sea a E Tn+l tal que V= a n r 1 (0) ,¡, .¡,, lf es una 

1-cuerda de a. Sea w = {V/V= "n r 1 (o) "'"' con "ET) 

¡-1<0) Uv 
!1(<.u 

\1.).)\ 
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Por lo tanto ari(O)= aM n f-i(o) como se queria demostrar, 

El mismo ejemplo que en 3.4. '2. tomando como f 

tación) 
>.T (>. 1-etiqu~ 

Corolario 4.2.5 (3.4,4) El número de elementos de ari(O) 

es un número finito par s ,· 

Demostración 

rico) es una - variedad por lo que es la üni6n de ciclos 

y trayectoria, los ciclos tienen frontera vacia y las trayect.Q_ 

rias tienen frontera que consta de 2 puntos .. df"''cé) tcnira.c:.~c 
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Observación: Mientras .el teorema 3.4.2 se interesa ·por la ca

dena de facetas que intersectan a f" 1 ('(í) el 4.2.3 se intere

sa por f 01 (IT) mismo 

El teorema 4.2.3 puede generalizarse para obtener una versión 

P.L del teorema de la Preimagen. 

Teorema 4.2.6 Sean (M,T) una n-variedad P.L., f:M ~ Rk un m~ 

peo P.L, n > y y un valor regular de f, entonces f 01 (y) 

es una <n-k¡·variedad P.L. triagulada porCn-k)-simplemos de la 

forma o n f" 1 (y) y ar·' (y) = aM n f" 1 (y). 

Finalmente escribamos en terminología P.L el lema de Sperner P!. 

ra etiquetación vectorial. 

Teorema 4.2. 7 (3.4.3) Sea (S,T) unan-variedad PL con s un 

n-simplejo, si A es una etiquetación regular de T enlences 

existe un número impar de n simplejos A regulares · 

En el incisa siguiente se trabajará con una--versión P.L del 

lema de Sard para ver que la petición de que ¡. sea una .etique

tación veCtorial es regular no es tan restrictiva como parece. 
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4.3. La versión P.L. del Lema de Sard y los algoritmos para ob

tener puntos fijos. En su artículo [lqst 1 Peitgen y Seigberg •~n, 

inspirándose. en el papel que juega el lema de Sard en topología 

diferencial, una versión P.L. de ést·~,Jque es una técnica de 11 re

gularizaci6n1' usual en ~rogramaci6n lineal. 

Sea y:[O,=)+Rn 

definida como y(t) = (t,t 2
, •• ., tn): 

Dada E >O lamaremos ~ y(<). 

Teorema 4.3.l (Brown-Sard P.L.) 

Sean (M,T) una n-variedad P.L compacta y f una m-etiquetación 

y V matriz invertible nxn, entonces existe Eo positiva tal 

que V e positiva menor que e 0 , Y(<) es un valor regular de 

fT. 

Oemostraci6n Si Eo, e:
1

, ••• , Em reales positivos y distintos 

entonces YCc0 ), Y(€
1
), ••• , Y("Em) son afinmente independientes 

piles JY(E,) - 'ft<ol , ••• vt<ml - Y(E",)) *O, cómo veremos 

€ 
m 

e, - EO E - EO m 

2 - 2 E2 2 
y e, EO m EO EO E m 

m Em Em - m Em Em e, o m EO o m 
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,¡, o 

pues es un determinante de Van der Monde. 

Si Te T~-1 entonces fT(T) está en un hiperplano de Rm y 

a lo más pueden existir m reales positivos distintos e:;,. .. , 
·~ tales que YE"j E fT(T). fT(Tm-l¡ tiene un número fini 

to de ·vectores de la forma Y:i'.pues T finita. 

D~noternos (r(f,f) {t >O / Y(i) E fT(Tm-l )J. Si [r(f,f) ,¡, ,¡, 

Sea <o = mio {< > O /f{E") E fT(Tm-'_)J. Si C'r(f,Y) = </>, <o cual 

quier positivo, 

Por lo tanto si t <<o y < > O, Y(E'J es un valor regular de 

fT. 

Allgower y Georg [!1~?] dan una versión para R"+ 1del Lema de 

Sard P.L. 

Teorema 4.3.2 Sean f: Rn+l + R" T triangulación, enton-

ces el conjunto de reales positivos tales que e valor crítico 

es numerable. 

Demostración T es localmente finita, entonces cada elemento de 

l~(l) intersecta a Tº en un número finito de elementosJpor 4.3.1, 

existe un número finito de e: > O tales que E valor crítico. 

Pero K Cl) es numerable y cubre a .Rn+l 

Definición 4.3.3 Sea (M,T) una o-variedad P.L, f: M + Rm continua, 

Y matriz mxm invertible, decimos que TE Tm es (e:,y) regular 

respecto a fTsi existe E:
0 

positiva tal que 

'. 
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es re~ular respecto a fT -YlE:) para toda E positiva menor que 

o0 equivalentemente JC<) está en fT(T) y es un valor re

gular de fTIT para tal que O< E< o0 (Si i = I, decimos 

que T es o-regular) 

Si (M, T)(n + 1)- variedad y f: M ~ R" continua decimos que a ET 

es e: - transversal respecto a fT si tiene una faceta E - regu

lar respecto a fT (análogamente se define (E,'t1 transversal). 

Teore11a 4.3.2.(2 ci ninguna perturbado). 

Sea (M,T) Lh+l)-variedad P.L._.'Jf:Tº~ R" etiquetacicin. Si a ET 

es E - transversal respecto a fT~ entonces tfllfne exactanrnnte 

dos facetas e:-regulares respecto a fT. (También se puede es

tablecer para a {<- )-transversal). 

Demostración: 

Sean T E C1 
n c-regul ar respecto a fT y e:o > º ta 1 que 

<E fT(T) y E valor regular de fa para toda en (O,o~,J 

por el teorema 4. 3. 1 (8.S P.L) existe 'o > o ta 1 que si 

' E < 'o y E > 0 < es un valor regular de f T' <o < <o 

Entonces para cualquier e:, en (O, Eo) f~ 1 
CO,} es una 

recta que ·corta interiormente a T y que no puede cortar a 

a en ninguna cara de dimensión menor que 

a una única faceta T
0 distinta de T. 

por lo que corta 

Para cualquier otra e::, positiva,, menor que e: 0 y distinta 

de r..
1
, f~ 1 CE) debe cortar también ,. ~ pues si no es así 

existiría un valor e: 3 entre c 1 y cJ. tal que f~ 1 (E1 ) corta. 

una cara a de dimensión menor que n; por lo tanto -r' es 
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E-regular y única. 

El teorema anterior da de nuevo lugar a un principio de puerta 

de entrada - puerta de sal ida. 

Teore&a 4.3.4 (3er principio de puerta de entrada-puerta de s~ 

lida, algoritmo perturbado de Scarf.) Sean (M,T)(n + lJ-varie

dad P.L y f: M + R" continua. Si T 0 , faceta de T, e:-re~ular 

respecto a fT , entoncesJ :cadena única de facetas e:-regulares 

a la que pertenece T 0 • (An§lo;am~nte ~ara To (e:-V) regular)¡ 

la cadena puede ser un ciclo o una trayectoria, en este último 

caso puede ser finita c:on l. puntos frontera ó infinita (con 

un punto frontera o' con frontera vacía). 

La demostración es el mismo algoritmo de Scarf (2.1.?y se basa 

en 1.Uy en 4.3.3) 

Podemos, como hicimos en 4.2.3, dar una forma que corresponda 

más al teorema de la preimagen. 

Teorema 4.3.5 Sean (M,T) rn + 1) - variedad P.L.yf: M ~ T CO!!. 

tinua, tal que al~una faceta de T es e:-rc~ular respecto 

fT, entonces existe f:o tal que para positiva menor que 

<o f; 1(c) es una 1-variedad P.L, 

"'={o n f- 1 (o)J triangula a f;'«> y ar; 1ce:) = aM n f; 1(E:) 

Queremos ahora probar un lema de Sperner perturbado. 

Def. 4.3.6 Si (S,T) una n-variedad P.L.(S un n-simplejo)~ 

decimos que h, n-etiquetación de T, es de Sperner, si 
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{llT(vi)¡~=o afinmente independiente y O= !a1A
1
,(v 1 ) con 

a 1 ~O y !a1 = l. 
(Si A es de Sperner, es claro que existen V y <o tales aue 

para cualquier positiva menor que Eo, entonces V(~) E 

llT(S~loljy es valar re~ular de AT' donde T y A son la 

triangulación y la etiquetación construidas en 2.13 para Sx[ O,lJJ: 

Teorema 4.3.7 (Lema de Sperner perturbado) 

Sea~ S n-simplejo, T una n-triangulación ~ ll una n-etiquet~ 

ción de Sperner de T 1 entonces existe un número impar de n-

simplejos en T que son [<- Y)-regulares, ~ara alguna V in

vertible. 

Demostración: 

Sea M = S x [ O,l], 1 la triangulación Je M construida en 

2.1.3. I definida en r 0 como :f{v,t) = ll(v), Sx(OJ es una 

faceta e-regular, por ser A de SperhelJ llamemosla T 0 . Como está 

en aM, si empezamos el algoritmo de ~carf por T 0 , terminar~ 

mas en una faceta en aM. Si probamos que T e Sx(lJ,ha-

brfamos terminadoJ pues sería igual a ox{l) para alguna 

a ET y ax{l} e-regular - o e regular. La única faceta de 

T, que está en Sx{O}, es ,.
0

, ninguna de las facetas que es

tá contenida en as x [ 0,1] puede ser {<-)-regular pues nin~una 

Y"(<) seria valor regular de f- si estuviera en as x [ 0,11, e!!_ 

tonces T tiene que estar en Sx {1}; si empezamos por T 1 en 

Sx(l} {<-Y)-regulary distinta.de T, llegaremos a '' (<,Y) - regular, 

también en Sx(l}. 
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Los teoremas de punto fijo y el lema de Sperner perturbado 

El lema de Seprner perturbado sirve para probar los teoremas 

de punto fijo de Brouwer :;ara el n-simplejo unitario sin tener 

que !lOner restricciones a la función, aparte de la continuidad. 

,'\n§logamente 1Jara el teorema de Kakutani. Ilustremos_,demostra.n. 

do el teorema de Brouwer. 

Demostración del teorema de Brouwer.1 sea Sel n-simplejo unita

rio de Rn+l f: S ~ S continua. Supongamos {f"(e i)Ja. i 
I 

1 e ... 

o 
I : \ 
l ~ .: 
\ : I 

Sea e = 

o 

Sea f i (ej), entonces fªij 
A= (aij), por lo que 

1, a1j;;.. O y e,. A =e~ 

para es valor propio de A, l es 

la llamda rafz de Frobeni11s y tiene asociado un vector propio 

X no negativo (Teorema de Frobenius, para una demostración 

que no use el teorema de Brouwer ver Nikaido [ J ). Sin pérdida 

de generalidad podemos suponer que lxJ
1 

= l 

Entonces (!-A) x =o y rxj(ej-f(ej)) =o con xj >O y rxj =l 

Es decir la et1quetac1ón basada en Id-fes de Sperner 

Consideremos una sucesión de triangulaciones {Tm} de e~ 

yo diámetro tiende a cero definimos unan - etiquetación k C.Q. 

mo ;>.(v) = v - f(v); hemos demostrado/, e(.,_, S¡;rrnr~entonces 

existe ºm ET e-regular, es decir existe tal que si 
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E positivo menor que E m' EE >.T(c¡m) • 

'"º vértice de aj; sabemos que existen 

convergentes y como el diámetro 

das e 11 as conver~en a 1 miSmo ~unto V• 

Si 

de 

v(i ,j) es el i-és.i 

subsucesiones {v(i.~:r, 

a tiende a ceroJto-
m 

~ a 1 >. (v(i ,V' (k)) • € si e< c.,,.,para toda 

( ':1V'( k) ) 

\ iin<P(k) 

está en S para toda k 

tiene una subsucesión convergente, llamemos a al límite. 

Tomando limites en la sumatoria anterior 

O pues E .p(k) ~ O cuando tiende a infinito. 

Por lo que f a1 (~ - f(~)) •(~ - f(~))f a1 • ~ - f(~) 
pues a está en s. 

Entonces ~-f(~) • o y f(~) • V 

Si O-(e 1 )J no es a.i, se escogefsubconjunto máximo que .si lo 

sea. Para S,; determinado por el subconjunto de {ej} corres

pondient~Áes de Sperner. 

4.4 Algunos conceptos importantes para implementar el algorit

mo con etiquetación vectorial. 

Para construir un algoritmo práctico con etiquetación vecto

rial, serán útiles los resultados sigueintes que ayudan a en-
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centrar el vértice que hay que eliminar en cada paso, para se

guir teniendo un simplejo <-regular. Estos resultados son los 

usuales en programación lineal. 

Definición 4.4.1 Decimos que una matriz A es lexicográfica-

mente positiva .l si para cada renglón existe una columna j 
~ 

tal que aij >o y a
1

k = O si k < j. 

Proposición 4.4.2 Sean {M, T) una cn+l1- variedad P .L., f 

una n-etiquetación, entonces TE T", T = v0 v", es e:-r!_ 
l. .. l )-1 guiar respecto a fT si y sólo si 4 (T) = ( 
f{v 0 f(v") 

existe y es lexicográficamente positiva. 

Demostración: 

Si T es <-regular,existe "o> O tal que si < positiva y· 

menor que "o• E esta en fT(T) y es un valor regular de 

f~. Llamemos {ai(<)) al conjunto de coordenadas baricén-

tricas de C respecto a fT(T). 

Como para cada positivo menor que e: 0 existe solución de 

la ecuación,entonces ( 1 1 ) es invertible, 
f(vº) f{vn) 
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( ~ 0 lE) .é(t) ai. 
¿n (E) 

n 
el "1 (E) j~O sij 

Sea j la primera columna de 6(<) tal que S1j <F O, 

si si; 

entonces 

<O, existe 
n 1·¡ 

¡:i; : ijc ¡es 

j =j+l 

y ~ = I: s j -j +s.".' 
E" j j=j+1 ij e: l..J 

e: 1 ·e\"'\ ( o .i CQ ' 

menor que IS"ijl. 

tal que si e:< c
1

, 

Entonces para e: < e:
1

, 

ai(c1) <O absurdo, Por lo tanto Sij es posit1vo, es decir 

6(T) es lexicográficamente positiva. 

Rec(procamente, supongamos que ~(T) existe y que es lexico-
~ 

gráficamente positiva. Para = O,. . ., sea ji tal que 

para toda l. . ., n. 

Entonces 

que 

6(T) ( l 1 > lf y para toda 
EO 

se cumple que 6(T) (}) >O 

sijEj, ai(E) > Q, 

1 
~ (T) (El, por lo tanto 

e: positiva menor 

y si definimos 



Entonces ª}él > O para 

e= j~O aj(<) f(vj). 
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( i). 

y 

Es decir e está en f T(T) y es un valor regular de f TjT 

para toda positiva menor que e:
0

, por lo que T es e:-

regular respecto a fT. 

Observación: En programación lineal un conjunto de vectores 

afinmente independiente c;e llama base L.P., si existe e: 0 >O 

tal que para toda en (O, e: 0 ) E está en la cerradura CO!!,_ 

vexa de dichos vectores. Entonces la proposición 4.4.2 se 

podría enunciar como T6 il"\ es e:-regular respecto .a f'T" si y 

s&lo si las imágenes de sus vértices bajo f forman 11na base 

L.P. 

La siguiente proposición es de nuevo 4.2.f,la demostración que 

damos eneutntra la segunda faceta e:-regular de un simplejo, 

y es un método usual en programación Íinc ar. 

Proeosición 4.4.3 Sea T = vº ... v" una faceta e:-regular, 

respecto f¡' de a = vº ... vn v, existe un único ín_dice 

ta 1 que T' = vº i ~ t ¡,. ~ 
V V • • • 

,. 
V V es otra faceta E-regu .. 

lar de CJ respecto fT. 
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Demostración. 

Sean A = ( t • • • L 
f(v 0

) •• .f(vº) f(v) 

A R-:. ! . 

El núcleo de A es de dimensión lJ consideremos e tal que 

no existe x e Rnil con Bx = e, entonces z = e - BAe e§_ 

tá en el núcleo y es distino de cero. 

Definimos B Cil B - ~ ., 
donde B~\>el i-ésimo renglón de y AB (i) = 1' 

entonces a<i> es la única matriz inversa por la derecha de 

A que tiene el renglón i-ésimo igual al vector cero; pero 

eso quiere decir que la matriz s''' "\"e res '11t .. de r.,"' 
borrarle el renglón i, es la inversa de la matriz que 

resulta despúes de tachar A. lo i-ésima columna. 

~ 

Tenemos entonces que encontrar una i en {O, ... ,n} tal que 

9Ct> sin el renglón í-ésimo sea lexicográficamente positiva 

y hacer ver que es única. 

¡;t~l~ .. ~º- • ' ..... o ~ _ ( .Q t. K ¡ c. e ~ ~ a f i e a r.H n le. \" o • C: ' .: ~"~ • 

- ' • , ,...\ '• -e!" ....! O I" a' ~ J ~ •) , 
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~j > ~ 'D\ z. ~ 70, lex ,, 
-J 

B. < BA 
Si 'j< o, -1. _i_ '/ 

z~ lex z t. 

Bj I~ .o J si zj =o 

Como sabemos que para n + 1 se cump1 e. entonces B. > 
J lex 

sizj =O • 
... 

~ti\7 ó 
lu. 

~ 
Z .lo 

> lex 

<='l 

B~ 
> 

> z~, , 

Entonces hay dos soluciones: i tal que 

e. 1 

mio lex 

j 1 z ~ :> o 

B. 
{ --1.} 

z¡ 

tal que max lex B. 
· ¡ < o {..J--} 
J z~ z .i 

Una de las 2 soluciones es n + 

da ; 

ªr 
zi 

A 

y la otra es la i b,usca-
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Una proposición intersante es la siguiente¡ pues permite calcu-

1 ar un cero de fT en cada T E-regular que se va generando 

con el algoritmo 

Proposición 4.4.4 Si (M-T) tn+l)-variedad P.L .J f:M + Rn con-

ti nua.. 'J T E Tn es e 

primera columna de 6 (T) 
c .. n\roca.' r.,pt.\c a. -e). 
Demostración: 

( 
l •.• l \ /1 Ce¡ = .! ' 
f(vºl f(vn) l 

l \ (~ºº ) 
f(vn) : 

Sno 

n 
l: 

j=O 

regular respecto a ~T, entonces la 

es un :ero de fT, ( ·~· cooro:\. \>ui· 

n) 
o 

o" lo que es lo mismo 

l 
o 
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Según el libro de Allgower y Georg [ 1981], para propósitos 

numéricas.la minimización lexicográfica, para encontrar el 

pivote puede 11 evarse a cabo trabajando con la primera co

lumna de ,6, (Z:); entonces el algoritmo trabaja básicamente 

con tales columnas de las matrices actualizadas. En 4.5 

describimos la versión de Allgower y Georg del algoritmo de 

Eaves y Saigal. 

4.5 El Algoritmo de Eaves y Saigal. 

Para ilustrar los conceptos que se han estudiado hablemos de 

un algoritmo construido por Eaves y Saigal (Para calcular e~ 

ros de una cierta correspondencia} que pertenece a los llam!_ 

dos algoritmos de homotopia. 

Supong;1mos que se quiere encontrar \A.f"\ cero de F 
1 

función co.n. 

tínua definida en R". Relacionada con F se construye una 

homotopia h definida en Rx to,fJ , de tal manera que tenga 

un cero Xo único y conocido en R""x io~ y sea 1'igual" a F 

en f(x ill , h es continua. 

Se triangula R"xt0,ll y se etiqueta usando a h. Si empeza

mos un algoritmo d~ Scar¡: en R".x1o'.! , en el simplejo que 

contiene a Xo, bajo ciertas condiciones se llegará a un sim. 

plejo rr e.e. en R~x HI, es decir rr contiene un cero R 

que por lo tanto es una aproximación a un cero de F 



160 

Si R no resulta satisfactorio se puede recomenzar el algoril 

mo usando a i como punto inicial y construyendo como antes 

una triangulación, pero con diámetro menor, reempezando en ca~ 

diciones mejores el algoritmo. 

l o..•4•a. Viés trabajar en R"><. Co, 1) (ó en R~ ro,-o)) con 

una triangulación tipo Kuhn ó Todd (sección 2.3), de esta m~ 

nera se reempieza el algoritmo cada vez que se alcanza un nu!_ 

va nivel. Alcanzar un nivel f por primera vez, quiere de-

cir que en el nivel~-! tenemos un simplejo e.e. respecto de 

?. hT, que será tanto más pequeño cuanto más grande sea ~ 

Esta forma de usar la homotopía tiene, respecto a la primera, 

la ventaja de reempezar automáticamente sin tener que cons-

truir de nuevo 1 a triangulación. Sin embargo cómo en 1 os ni-

veles t 7 "· h, puede tener más de un cero, no ne cesa ri amente 

el cero de hr • es 11 mejor 11
, en un nivel t que en otro inf_!t 

rior, pues puede ºestar acercándose a otro cero de p Ad~ 

más que son posibles, por la misma razón, retrocesos de nivel. 

El algoritmo /:-S está construido para funciones asintótica

mente lineales lo que definimos enseguida: 

Definición 4.5.1. f'; Rn..,. R" es localmente acotada, si para tQ. 

da X6 R" existe una vecindad V,. tal que f>(Vx) es acota

do. 

Definición 4.5.2. Si f' Rn..., Rn es localmente acotado, la CQ. 
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rrespondencia f'ff (cerradura de F ) definida en R" es tal 

que ¡:1\,o: r¡ c:o f'(.Y) 
1\1'~ (),. 

Donde V,. es la familia de vecindades de X y c"O (B) la 

cerradura convexa de B 
E'~ ...... e lo : 

a. 
Si f<~l= 1.,, 

para J<.~o 

si i<. '? 0 

o 

para ~ '<.o 
para )<.z o 
si x. .,. o 

gráfica de f~ 

1 a.< b 

Definición 4.5.3 x« R" es un cero de ¡:# si o..: f"*cxJ. 

Definición 4. 5. 4 f' : R "-J R."' localmente acotado es asintó-

ticamente lineal, si existe una matriz no singular Bp tal 

que 11 F"lK \-Be(~\ 1\ 

\\lCI\ 
::. o. 
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Teorema 4.5.5 Sea f:Rn_.., R"' asintóticamente lineal. E!J. 

tonces ¡:-"'" tiene un cero de Rn. 

El algoritmo de Eaves y Saigal puede considerarse una demo~ 

tración constructiva del teorema bajo algunos supuestos para 

F' 

Definamos la función h: R"xR-? !<."' 

t ·,.. 1 B (x·Xo) para t::" 
1'>11' f.,. f 
· ' - p ti< \ para 1: "> C' 

como 

donde x 0 e R" es un punto inicial que podemos dar. 

Se considera una triangulación T de R">< !'<.. que es una 

deformación afín de ::r, , la triangulación de Todd extendida 

a R"x. (-A., -o) ; esta triangulación se determina dando un 

(nti)-simplejo inicial. Etiquetamos los vértices usando a 

h y desarrollamos el algoritmo siguiente: 

l. 

2. 

Inicializamos con consideramos un n-simplejo en 

R" .xojo ~ que contenga a llro, O) como bari centro y compl~ 

tamos v.n (f\\ll-simpl ejo con un vértice que no esté 1 "~idOi. 
,): •Hl 

Consideramos 

A: ( 1 • 
\"" (."1•) 

3. Resolvemos Ay~ocon ..,.i,,_.¡. 

4. 

s. 

Sea B una inversa por la derecha de 

Minimizamos Bol\ lexicográficamente para /a\. )l.:o, ... ,n 
Yi.., 
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ta lrsque 'fa. t: o_, encontramos la ~ donde sucede esto. 

6. Pivoteamos Jtrk en el vector ,v..-: determinado por las r~ 
glas de pivoteo de Todd. 

7. Actualizamos A calculando 

A.Ji (h'c~~)(.aR)' 
B. Hacemos~: .t_ y regresamos a 3. 

Teorema 4.5.7. Si r: R"'-1 R" asintóticamente lineal, en

tonces la trayectoria poligonal cuyos nodos, tXf,{) ~ 

son creados por el algoritmo de Eaves Saigal tiene las pro

piedades siguientes: 

i. (x,, s) cero de h\ existepara 4l':.O 

2. tCl.\ "'> "' si 'l.-">..., 

3. il<, \ está acotado para t-~ ... y tiene al menos un pun

to de acumulación. 

4. Cada punto de acumulación de -jx, ~ es un cero de f':r:t. 

Existe un problema ~ es que no se puede garantizar que 

~)((\\ i converja. 

Teorema 4.5.8 Si FJS. tiene sólo ceros aislados, entonces 

la trayectoria creada por el algoritmo converge a un cero 

de f 

Observaciones: el algoritmo es infinito en la práctica se 

da un nivel de paro (también puede darse máximo de inter~ 

ciones). 
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Numéricamente se considera que la minimización del paso 5, 

se puede hacer sobre 1 a primera columna de 1 a inversa de 

A sin columna, la que se obtiene resolviendo y 

El programa incorpora a los elementos esenciales del algo

ritmo de Eaves y Saigal 2 mejoras. 

La primera consiste en intentar pasos de un método de Newton 

modificado cada vez que aparece un vértice en un nivel más 

alto que los anteriormente alcanzadosJ tratando de acelerar 

la rapidez de convergencia. 

La segunda consiste en realizar pivoteos automáticos en cie~ 

tas ocasiones,.ahorrando algunos pasos P.L. 

l. Combinación de pasos P. L. y pasos Newton. 

Esta se puede lograr porque al expresar los pasos del Newton 

modificando en coordenadas baricéntricas se llega a sistemas 

de ecuaciones lineales muy semejantes a los obtenidos en los 

pasos del algoritmo de Lemke-Scarf {pasos P.L.). 

Definición 4.5.9. Sean ¡:-: R"_,R• y· C' un simplejo 

6 -regular respecto a F., entonces un paso modificado de 

Newton es la función N \ R"-.., R" definida como 

).)~"':. ,._ - A-~ fo<\ donde A(" la parte lineal de P.-

Observación: recordemos que Arres la matriz Jacobiana de 
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en cada punto de x.. e cr- A6' es no singular debido a 

1 a regularidad de a- . 

Proposición 4.5.10. Sean F: R" _., R" d'":N° ... 'V~ 

regular respecto a f't entonces /\)(111'~ es el cero de f,. 
en a- para toda C:.:. i, .. . 1 1"\. 

Además para rvo\•U (r R r\ • si 

¡;; (tr", ...,. ..... ) = 
( 

! ..• 

f'C,.,.• J ••• FCI\/'~ ¡ ) 
y X y y en R"' son soluciones a 

A X: '1 1 
con K.., ~I = o 

y A y =. o con 
'i "+• ::. -L , 

2ntonces 

Demostración: 

>J (.X\ '::. X - f' ex l 

rlx\ ~ Atr(x\ - A.,..(}(;<\ 

Si '°"" ~ to 

f' T l ""\ .,, A~ V" + o,.,. '::. p (IV J : A<1' IV' - A(f" )/('V) 

Por 1 o tan to A. <!' ( AJ V·•\ \ -=. - c:1.. c:r-

Por otro 1 ado 



Además 

Alcr,-v"'"'l C.K-Yl =-

( 
1 • 

Fcw• 1 • • 

n41 

Y :! (x~ ·•tt l -::1 o .J 
L-:.o 
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Como l(.,¡. 1 - y.,,.;., ::.1 ~ <..x~ -'(¿ \ =o 
)"\ ' 1..:: .. 0 

Y Z lx.:--u. \ pt-v.:.J ~ _" (Ar"'"'J, 
i::.o r 

entonces f (.",;-y.;)(!\.- l"-'"'l ~a..,}-::. -f(-v"P) 
C::o 

A~ l... '€cxc't.:. \'V''- l =- -iC c..v-""1 
l ::.u 

de aquí 

••• 
y JJ C.N"~'i " -v"+i- A~ ( f' i..~.r'"'+' l) =- ~~-f<-t.;lpr...,.i¡=-o 

Como se quería demostrar. 

Para llevar a cabo pasos Newton en el algoritmo. Cada vez 

que aparece un vértice l\f'l\ en un nivel más alto que los 

vértices que han aparecido antes se realiza el siguiente 

procedimiento: 

,,H . 
l. Se defin e el primer punto Newton w,: 'f-: 0X.~ ....,. .. 

donde X solución de A;<. "e.1 y x,., "o 

Hacemos 1..:d. 
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2. Si la norma de pluJ.;) es suficientemente pequeña ter-

minamos. 

3. Si no calculamos w.;.,::. )J<.<.V~\. 

4. Si 11 f' {.w~ .. , )ll-;- K,.ll~l..,,(IJcon un número preasignado 

en (0, 1}, entonces los pasos Newton no son útil es pues 

no bajan la norma suficiente. 

y regresa-

mas a 2. 

2. Pasos automáticos de pivoteo. 

Consideremos que en el proceso de desarrollo del algoritmo 

se tiene un simp1ejo C =.·t>'! .• 'V"" e.e. y que :;e ha obte

nido en el último pivoten un punto N""1 ' que es de la for

ma (J<,~l..J mientras que para alguna .i ,,,l: cx,-r) ; las 

etiquetas de ,....,,""+'y ..-v-Í son igual es, por el tipo de eti

quetación que se está usando, entonces sin necesidad de 11 e

var a cabo los pasos P.L. sabemos que la faceta opuesta a 

111 l es e.e. y hay que pivotear automáticamente a"""~ . 

En la siguiente figura se ilustra un caso que lleva a pivo

teo automático: 
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si tenemos un simplejo vºv' \)l. 

figura, si V-zP.S el resultado de el 
voteo y u"-~(-" 1 t'J mientras que ·Vº::: 
guirá un pivoteo automático de 'Jº 

como en 1 a 
último pi
(.\ft.'). se 

en iJ1> -

A continuación resumimos la versión de Allgower y Georg 

del algoritmo Eaves-Saigal. 

Supongamos que queremos encontrar un cero de una función f 

definida de p.," en P.". 

l. Inicialización. 

Desde afuera se da el cero de ~T en 

Xu \::: C.Xo,, o\ 

Construcción de un simplejo inicial, conveniente 

cuyo baricentro sea X 0 

~":, N'º .... "-""" 

"'I , ~ (""'\' o) 
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Determinación de la triangulación dando un vértice 

flrn" 4- o.r<tl' 

'V"•'! ... ( ..,,,. ...... , t. ) 

Etiquetac;(in de los primeros vértices conhcr,il•/"""• si t~o 
FCM) si ~>o 

( 
~(,.,.o) 

lo\ (..,,, .... ) 

no se calcula 

3. Por medio de rotaciones se triangula superiormente a B 
y se guarda el producto de las rotaciones en Q 

V : :: Q~ Q' ~ 

o. ':. a.'" Q' 

4. Se checa si P.. es lexicográficamente posHva sin el 

renglón "'' \., si no lo fuera estaría mal escogido 'C . 

Hacemos ~~:o 

5. Determi nací ón del renglón de 13 que debe eliminarse 

para obtener otra matriz lex. positiva. 

Q submatriz de Q eliminados renglón y co 1 umna n•t 

ii submatriz de eliminando renglón "IHJ 

a .... ~ ::. O(, '2.' 

c. .... {i. -::: o 

'· 
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.... 
Si . - - Q""' .. ' 

Se calcula h., con la idea de que numéricamente basta 

trabajar con el primer renglón de A ( !: ) . 

~t es tal que 

6. Pivoteo de l\J'.W, en .:;:...w,con 1 as reglas de Todd ( J~) y 

usando cuando se requiera pivoteo automático 

X\·': ¡\';..lo,, \. \ 

Xo: aR, tamaño del paso con signo. 

7. Cálculo del nivel en que está Ñ Al\, 

level=parte entera de (-~"~ \Xo\ ) 
lo~~ 

Si el nivel de ,vi.a es mayor a 1 os que han 

llamamos a Newton si no etiquetamos ,v.~'\ 

8. Pasos Newton 

aparecí do 1 

Cálculo del cero de hT en el nivel que se está abando-

nando 

e::: 
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X = 

y = f (X\• Si ll Y 11 ,. to f te rm in amos con X. como sol!!. 

ción aproximada. 

Si no, actualizamos U y Q con (¡:"C.<J,L) 

paso Newton iterando hasta que llyll<to/ ó 

suficientemente. 

9. Si level > bis terminamos. 

y reiniciamos el 

11'1 ll no baje 

10. Etiquetamos ,v_!., con 'i:: ( ~ t,V-1\,, 1) 

11. Count = count + 1 

Si count > max e terminamos. 

12. Actualizamos Vy C¡ con ..., 
I 

13. Regresamos a s. 
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La versión de Allgower y Georg del algoritmo de Eaves y Saigal 

está construida para ilustrar los rasgos esenciales de éste y 

no con pretensiones de construir un algoritmo "competitivo 11
, es 

decir eficiente, robusto, etc. Enseguida lo aplicamos a 14 

ejemplos de prueba, los 13 primeros buscan un punto en donde la 

norma de una función se minimice y están tomados del articulo 

de Moré1 Garbow y Hillstrom (1981). 

El último (14) es un problema de encontrar un punto fijo y está 

tomado de Allgowery Georg: 

l. Función valle espiral 

f 1 (x) 10(x 3 - 10$)~x 1 , x2 )) 

f 2 (x) lO((x~ + x:)~ -1) 

f 
3 

(x) x
3 

¡ ':' are tan ( -"2¡ si X~ > o x, 

a re tan ( -"2¡ si xi < ~ 
l 

X1 

2. Función de Powel l mal escalada 

f 1(x) 104 x, x, -
f 2(x) e-X1 + e-X2 1.0001 

3. Función caja tridimensional 

f i (x) e-tix1 e-tiX2 - XJ(e-ti - e-10til 

donde ti = .1 i i = 1' 2' 3. 
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4. Función de dimensión variable 

f i (x) = x1-l = 1, ,n 

f n+1 ( x) 
n 

j~1 (X j -1) 

f n+2 = 
n . 2 

(j~!J(Xj-1)) 

5. Función de Watson 

2 .; n .; 31 

n 
f i (x) 

n tj-2 
j~2 (j - 1) X. - ( j?i1 xj 

J i 

donde ti =~ si .; i ·e;; 29 

f 30 (xJ "1 . f31 (x) = 
2 

X 2- X 1 

6. Función de Penalización l. 

variable 
1 

fi(x) = a2 (xi - 1) para 

7. Funcion de penalización 

f
1
(x) x

1 
- ,2 

1 

- l. 

ttl ¡2 - 1 

fi(x) a2 (e fIT +e(~) - Yi), 2 e en 

1 

f i (x) = a2{ exi ¡Q+2 - ·i~l. n < < 2 n 

f 2n (x) lj~l (n-j+l) x2 ) - 1 1 a 10-s y y i = •1io + 
i-1 

•-ro 



B. Función de Dennis y Brown 

n = 4 
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f 1 (x) = Cx 1 + ti x 2 - eti¡ + tx 3 .+ x4 senCt.;,l. - cos t ti)l 2 

donde ti = t 1 i = 1, •.. , m, m > n 

9. Función trigonométrica 

n variable 

f.(x) = n - ~ cos xj + i(l - e.os x
1

) - sen x
1

, 
i j=1 

i = 1, . .. , n 

10. Función singular extendida de Powell. n variable múltiple 

de 4 

x4i-3 + lO x4i-2 
1 

52 (xH-1 - X4i) 

f4i-1 (x) (x4i-2 - 2 x4i-l ) 2 

1 

f4i(x) = 102 (x4i-J - x4i¡2 

11. Función de Beale 

i = 1, 2. 3. 

12. Función Chebiquad variable m > n 
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donde Ti es el i-ésimo polinomio de Chebyshev trasladado 

al intervalo (O ,i) 

13. Función de Rosenbrock extendida 

n variable par 

fu_ 1 (x) = !O Cxu - x~_,J 

14. Encontrar un punto fijo de 
n 

fi(x) e(cosCt¡,?:i'<kll 

n variable i = 1, . .. , n. 

Observaciones generales: 

1- Las condiciones para la convergencia del algoritmo qu~ se 

establecen en el teorema 4.5 son suficientes,aqui se lo apli 

camas a ejemplos que no cumplen estas condiciones. 

2- Se está usando para la etiquetación la función H (X ,t) 

X - Xo 
1vll f(x) JI 

si e; 

si > a para problemas 1~13 lo que no tiene 

por que ser adecuado y se puede llegar a violar el princi

pio de que los simplejos tengan 2 a ninguna faceta e.e; ap~ 

reciendo con ello, en el desarrollo del algoritmo, simple

jos no completamente etiquetados. 

Para prob 14 H(x,tl 
x-x 0 si <O 

1x-f(x) si t>O 
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3- Todos los ejemplos están corridos permitiendo un máximo de 

iteraciones igual a 501 y un máximo número de bisecciones 

igual a 11. 

4- Para cada ejemplo iniciamos con el x
0 

propuesto por Moré 

Garbouw y Hillstrom [ 198!]. 

5- El algoritmo termina cuando la norma de f es menor que 

. 001. 

6- El simplejo inicial, que determina la triangulación de Todd 

usada, es en todos Tos casos una traslación del simplejo 

que tiene como vértice v0 v 1 ••• vn con v0 =O y vj = 10 ej 

para j = l, .•. >n. 

si n = 2 ~-
El cambio del simplejo inicial, aunque el punto x

0 
zcJ. el 

mismo, puede alterar completamente el comportamiento del al

goritmo e incluso obtenerse soluciones distintas; al final 

del inciso presentamos pruebas de Tos mismos problemas ini

ciando el algoritmo con otros simplejos distintos del ante

rior. Cómo Vº ... vn con Vº= 10 e, Vj = yj-l - 10 ej 

=O =n con vj = ;¡j y V • •• V 

TI" 

si = 2 l7 
7- Recordamos que el algoritmo puede retroceder de nivel pues 

no está garantizado que en un nivel mayor que cero haya só-

To un cero de HT. Lo que no puede pasar es que exista 
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más de un n-simplejo e.e en el nivel cero. por lo que no 

pueden aparecer niveles negativos. 

Resumen del comportamiento del algoritmo 

! 
número de Newton \número de aparecen retrae~ nonna inicial 

Prob iteraciones Sucede bisecciones simplejos sos de nonna final 

no e.e. nivel 
nonna inicial: 

1 155 si 10 no si 1584. 51 
dim 3 ~m~9~1 ~ª lb-4 

2 máximo 
1 

~~ll~9 i~i~~ii' 
dim 2 64 no = 11 si no 

nonna final: 
.658879 
nonna inicial: 

3 81 si 3 no si 22.5 

dim 3 nonna final: 
.188273810-1 

1 

oonna fn1c1al: 
8 máximo 30 

dim 4 113 no = 11 si no nonna fina 1 : 
.11165695 

1 

nonna inicial: 
11 69 si 10 no si 4449. 26 

dim 2 
1 ~m~2~i ~ª lb-4 

Tabla 1 Los ejemplos de dimensión fija 



Tabla 1I Ejemplos de dimensión Jl~iable 

Prob Número de Newton Número de Aparfcfón retroceso normas 
I teracf ones útil b 1 secci enes ~,• simpl~ de nivel inicial ~"H os final nf 

,4 dim 2 8 si 2 no no ni = 206, 167 
nf = .238419Xl0-5 

dim 4 13 si 2 no no ni = 676 
nf = ,492334Xl0-4 

dim 6 88 si a si no ni • 88701.6 

nf = .630617XI0-4 

dim 8 102 si 7 si no nf • , 124206XlOH 

nf = .170469Xl0-4 

dim 10 177 si 4 si no nf = . 827468XlO' 
nf = .131130Xl0-4 

5 dim 2 36 si 5 . no no ni • 2804.21 
nf = • 391089Xl0-4 

dim 4 122 no maximo no si ni = 1831.85 
• 11 nf = .109818 

dim 6 ma:dmo no 1 si si ni • 331. 59 
• 501 nf = 1482.45 

dim 8 máximo no 1 si estancado ni • 5110.45 
= 501 nf = 20418.1 

dim 10 máximo no 1 si estancado ni • 6950.77 
• 501 nf • 211.470 

6 dim 2 32 si 7 no no ni • 138.222 
nf = , 30874Xl0-4 

dim 4 70 si 9 no no ni = 1467 

nf = • 840166Xl0-4 

dim 6 178 no máximo no no ni = 7585. 59 
• 11 nf • • 23422Xl0-3 

dim 8 336 no máximo no no ni = 28132 

= 11 nf • • !7014219XIO-: 

dim 10 máximo no 1 si estancado nf = 81235.3 
• 501 nf = 30180 

7 dim 2 42 si 9 no no ni • 344.10 
nf = 264525XI0-4 

dim 4 75 si 8 no si nf • 7156. 6 
nf = • 496405Xl0-4 

dim 6 máximo no 6 no si ni = 21107.5 
• 501 nf = !.0754855 
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Prob Núm. it. Newton Núm. bis. Simp. n.c.e. ret. nfv. no1111as ni y nf 

máximo 7 si ni = 40875.9 7 dlm 8 = 501 no no nf • .12585711 

máximo si si ni • 65276.8 dim 10 = 501 no 8 nf • • 71665901 

9 dlm 2 40 si g no no ~} : ~~4~füx10-4 
dim 4 131 si g no no ~} : ~mmx1a-4 

dlm 6 317 no mdximo no si ~} : :~fü~x10-2 = 11 

dim 8 máximo no 8 no no ni = 1750.52 _ 
= 501 nf = • 53376377Xl0 

máximo estancado ni • 2353.84 dim 10 = 501 no l no nf = 4310.11 

O dim 4 123 si 9 si no ~} : ~~~~205x10-4 
dim 8 máximo no 8 si si ~} : :~~~~j~l6Xl0-= 501 

máximo 4 si si ni = 15684.9 dim 12 = 501 no nf = 5.9983912 

~dim 2 48 si 10 no no ni = 3617.18 _4 nf • .207394Xl0 

máximo 7 si no ni • 64236600 dim 4 • 501 no nf • 7.75011 

dim 6 - - - - - -
máximo 9 si ni • :m~~gi~~1. dim 8 = 501 no nf.., 

máximo si ni • 947 .97 13 dim 2 181 no • 11 no nf • .11967322 

máximo 8 si ni = 13146 dim 4 • 501 no no nf • 3. 74743 

máximo 6 no si ni • 19077 .4 dim 6 • 501 no nf • 8. 522077 

14 dim 2 23 si 4 no no ~} : ~¡¡~mx10~4 , 

dim 4 82 si 8 no no ~} : :l6~mx10-4 ' 

dim 6 73 si 4 no no ~} : :~6:mx10-4 

dim 408 si 8 no no ~i : ~~s~~~~x10-4 
dim 276 si 7 no no ~} : :~9~~~2x10-4 

m8ximo no ni = 25. 5442 dim 12 • 501 no 7 no nf = .91933715 
max1mo n1 "" 26.2169 dim 14 : Cn• no 5 no no nf • 3.65039 

dim 16 ;; .. sO'ilU no 4 no no ni • 30.8291 
nf • 9.12670 
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Co•entarios 

l. En la mayoria de los casos, a pesar de las observaciones que 

htcimos sobre el no cumplimiento de las hipatesis de suficiencia~ 

el algoritmo funciona,llegando en muchas ocasiones a una solución 

satisfactoriamente cercana; en otras la tabla nos indica que está 

avanzando bien, pero que son necesarias más bisecciones ó itera

ci enes. 

2, La 2a. columna nos indica si los pasos Newton del algoritmo 

fueron útiles ó no. En caso afirmativo, la norma de la función 

se ha hecho menor que un milésimo. En los siguientes eje.mplos se 

comparan las soluciones obtenidas con soluciones conocidas. 

Prob Solución Solución obtenida 

1 (1,0,0) (. ~n999a2, - .66519363X10-8 , - .1080965XIO-';) 

3 (1,10,1). (I0,1,-1) 

y si x1 = x
2 

y x
3
= O (17 .499992, 17 .499998, .188273Xl0-7) 

14 d·im n (1,. . .,1) dim = 2 ( 1.0000001, .99999976) 

dim = 4 { 1, .99999994. 1.0000008, 1) 

ll dim n (0,. .. ,0) dim = 4 

(-.0075807977, .000758080, • 002364612~..0023646092) 

11 (3, .5) { 2. 999933. • 49998224) 

3. La columna 1 nos informa si en el desarrollo del algoritmo apª

recieron simplejos no completamente, lo que se detecta porque la m~ 

triz de etiquetaci6n está mal condicionada (''aproximadamente sing~ 

1 ar"). 
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Lo usual serla cortar el algoritmo cuando esto ocurre, sin emba.!:. 

go hemos permitido su continuación. La mayor parte de las veces 

el algoritmo se recupera regresando a los simplejos completamen

te etiquetados y llegando incluso, en algunos ejemplos a una so

luci6n 11 satisfactoria'', ~orno en los problemas: 4 (dim 6, 8 y 10) 

y 10 {dim 4). 

En algunos otros ejemplos,aunque el algoritmo se recupera y se 

encamina a una solución,no le son suficientes el número de bise~ 

ciones e iteraciones, Problemas: 2, 8, 7 {dim:B y 10), 10 {dim: 

8 y 12), 12 {dim 4) y 13{dim!2, 4, 6}. 

4. Indicamos, en la columna 5, los ejemplos para los que en el 

transcurso del algoritmo ocurren retrocesos de nivel. Muchos de 

estos ejemplos sólo tienen unos pocos retrocesos y la tendencia 

esencial del algoritmo es de avance; sin embargo hay casos en 

que c1 algoritmo oscild repetidamente de un nivel a otro. 

E1 problema 1, como vemos en la gráfica siguiente, es uno de es

tos últimos lo que no le impide llegar a una meta satisfactoria."'~ 

Gráfica de los niveles del problema 1, 
sin considerar el nÚmero de iteraciones 
seguidas que permanece en el mismo nivel. 
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Otro problema, que tiene gráficas que oscilan entre varios nive

les, es el problema 13 en todas las dimensiones que se trabajaron. 

S. El número de bisecciones t, que también es el nivel más alto 

en que aparecen vértices, está relacionado con el tamaño de los 

simplejos que están en el nivel t. Cada vj vértice de un sim-

plejo en el nivel t , con O, es de Ta forma j-1 
V + 

i~ Sj eTICj), cómo vimos en el capitulo 2. 

Es natural que en muchos problemas un simplejo completamente eti

quetado en el nivel 11 no es garanti'a de que cualquiera de sus 

puntos sea cercano a una solución. 

Pero como lo que calcula el algoritmo es un cero de Ht, se pue

de estar cerca de la solución aunque el nivel sea muy bajo. 

6. La columna de Tas normas, nos da una visión gruesa de la dismi 

nución de la norma que ha l~~rado el algoritmo desde el inicio 

hasta el f;nal. 

Ese puede ser un criterio para decidir si es necesario permitir 

más iteraciones, en el supuesto caso que el algoritmo haya llegado 

a la iteración 501 sin que se encuentre estancado en un nivel u o~ 

cilando entre algunos niveles dados. 

Como observábamos, más arriba, la elección de la triangulación 

afecta el comportamiento del algoritmo. A continuación presenta

mos dos tablas comparando resultados de algunos ejemplos trabaja-

dos con distintas triangulaciones. 

La primera tabla compara los resultados obtenidos con el simplejo 
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anterior CC:l.J usado para iniciar con los obtenidos con iiº ... ii" 

donde iiº = !Oe y ¡¡j = ¡¡j-l - lOej para j = 1, ,n tP'J, 

1. ~ s1mp eJo simplejo 

Prob it New 1 Solución it New Solución 

1 155 si "' (1,0,0) 89 si "' (1,0,0) 

3 .. 81 si "'(17.5, 17.5, O) 116 si "' (1,10,1) 

11 69 si "' (3' .5) 1001 no n. f. > 10-4 

'º dim 4 123 si "'(0, ... 0) 73 si "'(0, .. .,0) 

dima 1001 no n.f. > 10-3 169 si " 

dim 12 1001 no > 10 290 si " 

dim 16 1001 no - 495 si " 

dim 20 1001 no - 800 si " 

14dim 2 23 si 1 a misma so 1 • 28 si misma sol 

dim 4 82 si sol. dist. 109 si sol. dist. 

dim 6 73 si sol. dist. 436 si sol. dist. 

dim a 276 si 474 no 11f(xl11>10-2 

dim 10 408 si 1001 no llf(xJIJ>lO 

Cómo se puede apreciar en la tabla,para algunos ejemplos es mejor 

la triangulación la, y para otros la 2a. 

Hay ejemplos como el problema 3 y el 14 dimensión 4 y 6 que no son 
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comparables en cuento a eficiencia 1 pues llevan a soluciones dis

tintas. 

Veremos que tambiCn el cambio de tamaño del simplejo inicial pro 

duce comportamientos diferentes. La tabla siguiente compara re

sultados obtenidos con el segundo simplejo de la tabla anterior 

l 17'10 ) con aquellos que se obtuvieron iniciando con el simplejo 

""'º ,.n V ••• V 

Prob it 

l sg 

3 116 

11 1001 

g dim 5 147 

dim 6 218 

dim 7 2g8 

dim 8 301 

dim g 513 

14dim 2 28 

dim 4 log 

dim 6 436 

con AQ 
V = e y 

fl.o 
New 

si 

Si 

no 

si 

si 

¡ 

1 

1 
1 

1 

1 

nolniv=a j 
' nolniv=!I 1 

nolniv='~ \ 

si i 
' 

si 
1 

si 
1 

Solución it 

~ (1,0,0) ; 1001 

~ (1,10 ,1) i 27 

11f(x)11 > 10-~ 37 

sol dist 1 62 

sol dist 162 
_, 

11f(x)11 :10-• 207 

l \flx) l l:W-
3 163 

\ \f(x) l \~10- 3 304 

igual sol li lg 

sol dist ¡¡ 234 

igual sol il 75g 

New Solución 

no -
si ~ (1,10 ,l) 

., 
' 
1 

si ~ (3, .5) ) 

si sol dist 

si sol dist 1 

si sol dist ¡ 
i 

si sol dist 
! 

si 1 

si igual sol 

si sol dist 1 

si ¡ igual sol 1 

Cómo puede observarse, aunque la forma de los simplejos inicia

les es la misma, el tamaño diferente lleva a resultados distin

tos. Para algunos problemas resulta más conveniente iniciar 



185 

con el grande, para otros con el pequeño, mientras que para otros 

más, los resultados son incomparables pues se obtienen solucio

nes distintas. 

Para el problema 14 estos tres casos distintos los tenemos cuan

do la dimensión es 6, 2 y 4 respectivamente. En el caso de dim 

4 el simplejo pequeño conduce a la misma solución que el primer 

simplejo que trabajamos. ( ri. 
10

). 

Otro problema que puede surgir se ilustra con el problema siguie]! 

te: 

Minimizar la norma de la función siguiente 

Función de \lood 

f 
1 
(x) 10 (x2- X~) 

f 2 (x) ,190 (x4- x~) 

f 
4 

(X) ( 1 - X 
3 

J 

f 5(x) IIO (x 2+ x~2¡ 

f 6 ( X) /IO (x 2- x4) 

Con el simplejo 17 10 , despues del número máximo de iteraciones 

lif(x)ll>l0~5 , con el simplejo17"10 después de 136 iteraciones 

se llega al número máximo de bisecciones y la norma de f(x) es 

cercana a 10- 3 , mientras que con V 1 , en 575 iteraciones la 

norma de f(x) es menor que la tolerancia. 

Sin embargo en el último caso a pesar de que la norma de f es 

muy pequeña estamos muy lejos de la solución, mientras que con 
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17
10

, aunque la norma todavía es mayor que tcf 

muy cerca de la solución (.1, ... ,1). 

es tamos 
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CAPITULO 5 

UNA APROXIMACION P.l. Al GRADO DE BROUWER DE UN MAPEO 

El grado topológico de un mapeo f, definido en un conjunto 

U abierto y acotado cuenta el número algebraico de ceros de 

f en U. 

En topología diferencial se define, cuando O es un valor 

regular, como la suma, nara toda x en f- 1 (0), del signo 

del determinante de df (x) y después se generaliza para el 

caso que O no es valor regular. Brouwer fué el que in 

tradujo el concepto para mapeos continuos de U e R~ traba-

jó con triangulaciones T de y aproximaciones 1 ineales 

fT de f y definió el g_rado de f relativo a U, como la 

suma sobre a e T del signo écl dcterminnntc de las partes 

lineal de fT/a, cuando O es valor regular de y tam-

bién generalizó posteriormente el concepto en mapeos para los 

que O no es valor regular. 

En su articulo Peitgon y Siegberg siguen la misma idea que 

Brouwer, pero la definición de los simplejos e-regulares les 

permite dar- de una vez la definición de grado de f sin im

portar si O es valor regular ó no de 1;.· 

El signo del determinante de la parte lineal de fT/a está 

muy relacionado con el problema de la orientación de a, em

pezaremos este capitulo con las ideas sobre orientación para 
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después dar la definición de grado y estudiar sus propieda

des. 

5.1. Orientación 

Definición 5.1.1. Una orientación de Rn es una función 

or : E - (01, O, !}, donde E R n X R" X • • • X R" ( n V e -

ces), que cumple las propiedades siguientes: 

l. or(x 1, ••. ,x")tO siysólosi (xi} es linealmente 

independiente. 

2. or(x', ... ,x") = o r(y '. .•. ,y") 1 o si y sólo si la t ran s -

formación lineal que manda a xi en yi tiene determi-

nante positivo. 

Proposición 5.1.2. Sea x1
, ••• ,x" una base ordenada de R", 

basta conocer or(x 1 
, ••• ,xn} para que quede determinada la 

orientación en Rn. 

Demostración: La propiedad 1 de una orientación implica que 

las n-adas de vectores linealmente dependiente tienen orien

tación cero. 

Dada una n-ada de vectores 1. i., y 1 , ••• ,y" su orientación 

será la misma que la de x 1 , ... ,x 0 si la transformación li

neal que manda a x1 en yi tiene determinante positivo y 

será - l.:>\ .. {tt~···Jt") si el determinante de dicha transformación 

es negativo. 
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Entonces R" admite únicamente 2 orientaciones. Se llama 

orientación de la mano derecha o positiva la que cumple que 

or(e 1 , ••• ,e"} = 1 y orientación de 1 a mano izquierda o nega

tiva si or(e 1
, ••• ,e"} = -1. 

Llamamos orientación estándar a la primera y con ella 

or(x', •.• ,x") = sign det lx 1 
••• x"I. 

Definición 5.1.3. Dada una orientación de R" se llama la 

orientación del simplejo a= v0 .•• v", con los vértices or

denados, a or(v 1 -v0 , .•• ,v" - vºJ y se denota como or(a). 

La orientación de un simplejo induce la orientación de cada 

una de sus facetas de la siguiente manera: 

Orientación de variedades P.L. 

Definición 5.1.4. Sea (M,T) una tn+l1-variedad P.L., en

tonces una orientaciOn de (M,T} es una elección de una 

orientación para cada a e de tal manera que 

or 
01 

(T) = -or 
02 

(<), donde a
1 

y o
2 

son elementos de T y 

es la faceta común. 

Proposición 5.1.S. Sea (M,T) Cn+l}variedad y elijamos para 

cada a Ta orientación estándar, es decir si O n+l 
O = V , • , V 1 

or(a) sig fv 1 -v 0 
••• v"+ 1 -vº\• esta elección es una orienta-
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ción de (M,T) a la que se llama la orientación natural. 

Para demostrarla usemos el lema siguiente: 

Lema 5.1.,. Si es un hiperplano H de Rn+l generado 

por los vectores afinmente independientes {u 1 }~,,,, 0 ; las re-

giones en que divide a R.n+l corresponden al signo de 

la función .eH R"+ 1 
- R..r definida como 

l
8

(z) = lv 1 
- v0 ... vn - v0 z - vºI 

Demostración: 

Si z E H z - v0 depende linealmente de {v 1 -vºl~. 1 
y .t

8
(z) = O, recíprocamente si .t8 íz) =O 

linealmente de {v 1 - v 0 J~. 1 y z e H. 

z - v0 depende 

Supongamos dos puntos y de Rn+l que no están en H, 

existe e (0,1) tal que si 

y sólo si .t
8

(z) tiene distinto signo que .tH(z), 

Pero t .t8 (z) + (1-t).tH(z) = .tH(tz + (1-t)z) y entonces exis-

te en (0,1) tal que .tH(tz + (1-t)z) O si y sólo si 

y están en distintas regiones pues tz + (1-t)z es un 

punto intermedio a y z. Por tanto el signo de .tH cara~ 

teriza a las regiones determinadas por H. 
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Demostración de 5.1.$. 
o 

ª2 • V 

T s v.0 : .. ·: 

- -. ,- _"· .·: 

V~,...;~-~-~~l ••• V~~l 

sign lv1-v0 ••• vj- 1-v 0 vj+ 1-v 0 •• ~·vn,~ 1 :.:v 0 .. vLvºI 

lH(vj), 

Donde H es el hiperplano generado por los vectores afinmen

te independientes {v0 ,u 1, ... ,vj-l,vj+i, ..• ,v 0 + 1} 

signlv 1-v 0 ••• vj- 1-vº vj+ 1-v 0 ••• vn+ 1 -v 0 vj -vºI 

• lH ( ¡;j) 

Pero vl y vl están en distintas regiones de las determina-

das por 

Ahora estudiaremos como transforma una función la orientación 

de una variedad. 

Definición 5.1.J. Sean (M,T) una n-variedad P.L. orie~ 

tada, R" con la orientación estándar : M - Rn conti-

nua y a un elemento de T, E-regular. Definimos la orie~ 

tación de a respecto a f, orF(o), al número: 

or(o) x or(f(o)). 

Proposición 5.1.2. ó -1 y si la orienta-

ción de (M,T) es la natural orf.(o) = sign det A
0

• 

Demostración: Si a = v0 ... v", el conjunto {v1 - vºl~=l 
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es 1.i. y orf(a) es ó -l. Si la orientación de 

M, T) es la natural, 

orf(a) sig!v 1 -v 0 
••• vn-v 0 ¡ x sig!f(~·1.J"~r(v 0 J ; .• f(vn)-f!vºJ I 

Ahora si 

entonces 

Si g det M~( A
0

) 

igual a orf(o). 

para toda base y y es 

Para ilustrar orf(a) en el caso de una función continua de 

un intervalo [ a,b] en sí mismo tenemos el dibujo siguiente: 
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Los 3 segmentos señalados con flechas son los o-regulares 

respecto a (1 - f)T y en cada uno se señala la orientaciónJ 

-1 si corta a la diagonal desde arriba, 1 si la corta desde 

abajo 

Ahora veremos que orf es una orientación para los simplejos 

o-regulares. Sea 

s; = a e T J a es e-regular f 

s; es una triangulación Yorrla orientación que sirve para 

definir el grado de f. 

Proposición 5.1.r. orf es una orientación de s;. 
Demostración: Sea T la faceta ·opuesta al vértice en 

a y al vªrtice i..• en C. Si O n-1 
[ • V •• • V t entonces 

orf
0

(T) = orfvº,. .. ,v"-' ,v) x sig Jf(v 1J-ffvºJ ... f(v"- 1 !-f(vºJf(v)-f(vºJ J 

=or0 (T) xsig .eH (f(v)). 
f(T) 

Donde HfC't"l es el hiperplano generado por f(v 0 ),. .• ,f(v"- 1 J. 

Análogamente 

orf0 (T) = oro-(T) x sign .eH (f(ii)). 
f (T) 

Por otro 1 ado como a y 0 son e-regulares, existe e
0 

tal 
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que si positiva es menor que e
0

, E está en el interior 

de fT(a) y de fT(a) y por lo tanto f(u) y f(ii) tie-

nen que estar en la misma región de HfC~) -cen qu-e''está y 

Sign lH (f(u)) sign lH (f(ii)). 
f (":) .f ( T) 

Por la tanta orf,(<) -orfJ(T) y orf es una orientaci5n de 

s;. 
Dada (M, T) una (n+l)-variedad P.L. orientada, una función 

f : M - R" continua, y Rº con la orientación estcindar. 

Introduciremos la orientación de una faceta T respecto de 

ª• con T < a" y de FT. 

Definición 5.1.10. 

Dado a e T transversal respecto a F. Si O n+1 
,,. s 'J ••• \,.' y 

T = UO .• . vº . faceta e:-regular de a respecto a rT, deffni-

mas la orientación de respecto a a y FT, or¡; 0 (T), como 

Proposición 5.1.11. or_ -(T) 
'a 1 

es e-regular respecto a FT. 

-ar (T). Si 
Fa 2 

Sean a
1 

y a
2 

transversales y la faceta e-regular co-

mun si a
1

=vº ... vj ... vn+l a
2

c:u 0 ... v-j ... vn+l y 
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T = v0 •.. vj-lvj+ 1 ••. vn+t, entonces or_ (T) = 
fa 1 

or(v0 ••• vl~. 1 vj+l . ·,un+i ~j 7x s ign 1 f (u 1 J-f¡ v0 J .• : f(vj- 11-f ( v0 J f (vj+i ¡ _ 

-f(v0 J ..• f(vn+ 1 l-flvºl I 

lf!v 1 J~f(ll0 {;:;~(~j~~l'-flvºJf(vj+l¡_f(v0 J ... f(vn+i¡ -flvºJI ~o. 
-; ----- ·- ·; 

T es e~reg_ul ar. 

ar Ú) = 
fa 2 

pues 

orl vº ••• vl-lvj+l ..• vn+i¡¡J J x si gnl f ( v1 l ~f(vºJ .•• f (vl-1 J -f( v0 1 f(vj+1) -f( v0
) ••• 

• . . f(vn+1 l-flvºl I. 

or 

or 

(v 0 ••• vl-lvj+i ••. vn+lvj) • or (T) a, J 

(vº ... vl-1vj+t ••• vn+t¡;l¡ or . (T) 
• a 2 J . 

pero or
01 

(T) = -ora
2 

(T) pues or es una orientación de 

(M, T). 

Entonces ar (T) 
fa 

1 

-or (T). 

fº2 
En seguida suponiendo que la orientación de (M, T) es la n~ 

tural, y Rº como antes probamos la siguiente proposición. 

Proposición 5.1.IL Sea cr sus fa-

cetas e-regulares entonces 

transversal y T 1 y T 2 

orfa(T 1) = -orfa(T 2 ). 

Demostración. Si a • O n+1 
V •• , V , T t faceta opuesta a 

y T 2 opuesta a k 
V • 
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son E-regulares entonces existe tal que si 
o • 

Eo' ¡: e(ft(T ,)Jn(fT(T2)). 

Sea H el hiperplano de Rn generado por los vectores a.i 

f(v 0 ), .•. ,i'(vj-l), l'(vj+l¡, f(vk- 1), f(vk+l¡, •.. ,i'(vn+l), 

1 l 

jf(v0 ) 

no está en H~ pues 

l 1 f o. 
f(vn+l) 

Análogamente f(vkl no está en H, pero como fT(T 1) y 

fT(T 2 ) se intersectan en su interior, entonces f(vjl y 

f(vkl están en la misma región de H. 
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1 .•. 
si g 1 1 

f{vºl f{vj-l¡ f(vl+ 1¡ f(vk- 1 jr(vk) f{vk+l¡ f{vn+i¡ 

· 1 1 ... 1 ... 1 1 ... 1 1 
{ ¡¡n+1-k-1sig • 

_- · - f{vºl f(vj) f{vij-l) f{vk+l¡ f{vn) 

Por otro 1 ado 

sigl 

1 1 

vº vl-1 vj+1 

1 

Combinando estos resultados podemos ver que ºTcrlt:i):-o'(:""(c,) 

Orientaciones de las facetas frontera, relativas al simplejo 

que pertenecen en las cadenas {trayectorias) de simplejos 

e:-regulares. 

Teorema 5.1.13 (Versión P.L. de la construcción de Pontryagin). 

Sean {M, T), y Rn como antes y T 
0

, ••• ,T 
5 

una cadena fi 
nita de facetas de 

ra de T, entonces 

k = l, .. .,s-1. 

T, e-regulares y To y Tk en la fronte

orf {T 0 ) = orf0lt~'r -orfo( Tk+l) para 
ªo k k 

Demostración por inducción: Sea o
0 

el elemento de T con 

las facetas To y T 1 de nuestra cadena. 



orfo
0 

(-r 0 ) 

y orfa
1
(t 1 ) 
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ortao<•1) por 5.1.11. 

- orfa
0

(T 1 ) por 5.1.ll. 

A 

Supongamos que para k < s - 1 

por 5 .1.11. 

Por lo tanto 

para k = 1, .•• ,s-1. 

Ejemplo: Sea f : [ 0,1] - [ 0,1] definida como 

f(x) = 

Consideremos la triangulación de [0,1) con vértices 

{O, fr• t• ~· i• ~· i• ~· 1) y una triangulación de 

[ 0,11 x [ 0,1] como en el lema 2. y sea h(x,t) =-f(x)+K 

h: [ 0,1] x [ 0,1] - [ 0,1) usando a para etiquetar 

.h(O,\}= -.5, h(i,{)= -H-, h(¡},t)= -ft h(~,{)= ir 
h(t'll= t· h,~,ti. M· h<i·'>= rt-. h<P>= if. h(1,\1= .5 
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Con la siguiente proposicion relacionaremos la orientación 

que una faceta frontera en Mx(a} ó Mx(b} recibe de h 
con la que recibe de f considerada como simplejo en M, 

lo que será de gran utilidad técnica. 

Pro[!osición 5.1.li. Sean T, y T2 dos triangulaciones de 

M y T una triangulación de Mx[ a ,b] tal que si i' es una 

fa ce ta de la frontera de T contenida en Mx{al(!bl~ en ton-

ces es de la forma ' X (a) ((b)l. con ' E T 1 lT 2). 

Si con si de ramos a (M, T 1) y (M, T2) orientadas natural 
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mente y lo mismo a (M, T) y a Rº con la orientación está~ 

dar. 

Si además f: M---'- Rº continua y l' M x -[a,bJ '-- Rº 

definida como l'(v,t) = f(v) entonces 

orl'cr(T ·x (a)) 

Demostración: Si T ~ v0 ... v0 y a= Uº ... vn¡:;n+l con 

Vj=fvj,al para j"'o, ... ,n y Vº+ 1 =(v0 + 1 ,c) 

c e (a ,bJ 

orl'cr(T x (a)) = or(ii0 •• _¡¡n¡¡n+ 1 1 x or(l'(vºi ..• l'(vº)) 

or(iiº • .. ¡¡n+1) 

! ()·(°) C}() .. -CJ-C) Cº+1-(11 

1 ( : ·°J ( : ·'¡ t , ·) r:. -·; 1 

= (c-a) /v 1 • v0 vn - vº / 

sig/ii 1-ii0 ..• iin+l_¡;o¡. sig/v 1-v0 ... vn-vº/= or(T) 

entonces orfo(T x (a)= or(T) x or(l'(ii0 J .•. l'(v 0
) 

= or(T) x or(f(vºJ .. . f(vn) = orf(T) 
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Análogamente para or(T x (b)) sólo que'. ·c·e.-¡a,b) 

siglii 1 
- ii 0 ••• ¡¡n+i - iiºI 

Corolario 5.1.!S. Sean M, r,. T2 , T. como en 5.1.l<,, 

(M,T 1), (M,T 2 ) y (M x (a,b], TJ o'rientados naturalmente, si 

T 0 y T k son 2 simpl ejes c-regul ares en M x (a) ó en 

M x (b) 1 igados por una cadena de simplejos e-regulares 

(4. '3 • 't l, entonces orf(T 0 ) = -orf(Tk)~,·están en la mis-

ma M x {a) M x (b) y orf(, 0 ) = orf(Tk) si están en 

distinta. 
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5.2. Grado de un maceo. En este inciso, daremos Ta defini-

ción establecida por Peitgen y Siegberg ( 19811 del grado de 

una función continua relativa a un conjunto e Rm abierto 

y acotado. La notación se empleará en lo que resta del 

capítulo para un conjunto de este tipo. 

Supondremos además que todas las variedades P.L. estarán 

orientadas naturalmente y R" tendrá la orientación estándar. 

Oeonotemos como M(U) al conjunto de funciones continuas de

finidas de Ü en R" tales que O no está en F(3U). 

Consideramos una triangulación T tal que U e ITI; si 

FE M(U). cabe esperar, dada Ta relación que se ha estableci 

do entre los ceros de F y los simplejos e-regulares res

pecto a FT, que el "número algebraico" de ceros di: se 

pueda obtener con la suma de las orientaciones de dichos si~ 

plejos. Para hacer válida una definición de este tipo, nec~ 

sitamos que no dependa de la triangulación involucrada, lo 

que se cumple sólo en el caso de que el diámetro de Ta trian. 

gulación sea lo suficientemente pequeña para que los simple

jos ''cercanos•a la frontera de U, no sean e-regulares res-

Lo primero que haremos en este inciso será construir la cota 

r(F), para que cualquier triangulación cuyo diámetro sea me-

nor que ésta, sirva para definir el grado de 

pecto a U. 

F en res-
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Posteriormente daremos la definición de grado y demostra

remos su independencia respecto a la triangulación usada. 

Para demostrar esa independencia se toman dos triangula-

cienes T
0 

.y 

consideramos M 

r, tales que U e IT1 1 y diam T1 < r(F); 

MT
0

(U) X [0,,5) U MT
1

(U) X [ .5,1) y 

triangulamos M de tal manera que las facetas de 

M x !i} sean de la forma t x !i}, donde i: e MT/Ul 

con i = 0 1 l. Recíprocamente, que las facetas de dicha 

forma estin en MT_(U) x ¡¡¡, si 
i 

de M, se etiqueta de acuerdo a 

T es 1 a triangulación 

h(x, t) f(x). 

Las únicas facetas e:-regulares, respecto de hT' que es-

tán en la frontera de M, pertenecen a MT/Ul x {i} para 

a 1 guna i . 

Cómo M es compacta, Tas cadenas de facetas c-rc;ulLJ.rcs, 

ó no tienen elementos en aM ó tienen exactamente 2. Es-

tos elementos frontera pertenecen a MT
1 

(U) x !i) para 

alguna i. 

Los resultados obtenidos en 5.1 nos aseguran que la orient~ 

ción de dos elementos frontera que están en la misma cadena 

son contrarios si esta:n en Ta misma MTi (U) y son iguales 

si están en diferente, entonces aez.i;. (U)orF(a) no depende 

de T;, ó lo que es lo mismo el grad~ no depende de la trian 

gulación. 
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Finalmen~e demostraremos las propiedades centrales de gra

do: normalización, fnvarianza homotópica y aditividad; que 

junto con Ta extensión de la definición de grado en cual

quier punto pi¡: F(aU), permiten derivar" todas Ja~ otras 

propiedades. 
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Definición 5. 2. l. Sean íl e Rn y a> º· el conjunto 

s • {X e ¡¡ 1 ;¡ a e Ul. con /x-aJ " al. se 11 ama el collar 

de íl con diámetro 

<). 

e ' J. ..Jl. 

Sea ,. Rn X [a ,b) y 9 : O - Rn con g e M{U) y 

s- 1 coJ ~ ~. g- 1 (0) y au compactos_, se puede, entonces, 

hablar de 1 a distancia entre ellos, sea 

a• d!st(g- 1 (0), a U); denotemos como al collar de 

de diámetro a 
2' 

V 

Teorema 5.2.2. SI es como antes existe J.> o tal que 

si s e cerrado y diam < ,\, entonces g(S) está en 

alguna región abierta que no contiene a cero,. determinada 

por un hiperplano de Rn. 
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La demostración se basa en el siguiente teorema que enuncia-

mos sin demostrar: 

Teorema 5.2.3. Sea O e Rn compacto y {Ui} una cubierta 

abierta de o. entonces existe un número positivo A([Ui}) 

(número de Lebesgue) tal que si e O cerrado y 

diam S < •({Ui}), 

bierta. 

está contenido en algún Ui de la cu-

Demostración de 5.2.2. 

Consideremos a H, un hiperplano de R" que no contenga a 

O y llamemos RH a la región abierta de Rn, determinada 

por H, que no contiene a cero. 

La familia {g-1 (RH)}H es una cubierta abierta de K. Pues 

si X E K, g (X) ~ º· entonces g(x) está en RH para al -

gún H y X está en g-1 ( RH)' por lo que {g-l(RH)}H 

cubre a K, además g-1 ( RH) es abierto pues g continúa. 

Sea {Ui}~=l' una subcubierta finita de {g- 1(RH)}H y 

A((Uil) el número de Lebesgue correspondiente. 

Sea s e ui para alguna 

para alguna H. 

Es decir g(~) está contenido en una de las regiones, la que no 

contiene a cero, de un hiperplano de R" 

origen. Ade.má• f<il'd. °Jcl.'"d"+<z.a.r 
\"~'\"'-•;;.o f\<lce "'IOS \a.~ <o.,.,; 

que no pasa por el 

C\'" \~1 (o< l - ~ '"' \ St. a. 
c\ e r a c. \ o V\ ~ s : 
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191 es continua.entonces alcanza un mínimo positivo ·en K, 

sea tal que si diam T < entonces 

Denotemos como r(g) = min{%, 1.,6). 

Consideremos e Rm y T una triangulación en Rm tal que 

Pro2osición 5 .2.4. Sean u e Rn X (a ,b) y g E M(U), para 

cualquier \n+ll •triangu1 ación T tal que e 1T1 y 

diam T < r(g)¡ se tiene que o no está en g(U - MT{U)) 

cual quier o en T, o e U - MT(U), no es c-regul ar res

pecto a gT. 

Demostración: Si x E u-:: MT(U), x está en algún a de 

T que intersecta a 3U y existe en au tal que 

lx-al < %• por lo tanto g(x) f' o. 

y 
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Además U - MT(U) compacto y si a está contenido en 

U - MT{U), a e K y g(a) e RH, para.algún hiperplano H, 

ii 'F RH. 

Supongamos que para alguna x e a e K gT(x) 

J g {X) J < ~~~ J g ( X) J ! ~ 

O. entonces 

Además el ~~~JgT{x)I es positivo, entonces para toda 

e:
0 

> O, existe positivo menor que e
0 

tal que no 

está en gT(x), basta que e < ~~~ Jg(x) 1 y por lo tanto 

a no es e:-regular. 

-n+1 

De aquí en adelante consideraremos a todas las variedades P.L. 

orientadas naturalmente y a Rm con la orientación estandar. 

Definición 5.2.5. Sea" U e Rn, fe M{U) T tal que U e \TI 

y diam T < r{f). 

El grado de f 

donde 

en O 

S~(U) 

respecto a de g { f, U, 6) , 

es el subconjunto de T 

n-simplejos e-regulares respecto a ';· 

es > Olj,(ó\ 
O'ES'T\U}J 

de 1 os 

Para demostrar que la definición· de grado no depende de la 

triangulación, necesitamos construir una c..n+l)-triangulación 

que enlace a dos triangulaciones que tengan las propiedades de 

la definición 5.2.5. 
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Lema 5.2.6. Dados e Rn, fe M(U), T
0 

y T
1 

(dos 

triangulaciones tales que U e ITil y diam(Ti) < r(f)) y 

o '1- f(U - (MTi (U) 1) para 0,1, entonces existe una 

(n+l)-variedad (M, T) tal que Me Rn x [ O,lJ y se cumplen; 

1- M n Rn x !il = IMi(UJI x {i) para i = 0,1 

2- Las facetas de T contenidas en Rn X {i) son de 

la forma X ¡;¡ con • E T. para o, l. 
i 

3- Todas las facetas e:-regul ares res pecto a hT y 

que son de frontera de T son de la forma T X {i) 

con T E MT. (U) para i = i = o. Donde 
i 

h(x, t) = f(x). 

A se le llama triangulación de enlace. 

Demostración: 

Sea MT 
1 

(U) X [ • 5, lJ • 

Para triangular M con T que tenga la propiedad 2, se 

usan técnicas estándar en topología P.L. Rourke Saunders 

J). 

Si es convexo podemos construir un n-simplejo S ~ue 

lo contenga y triangular S x [0,.SJ por un lado y 

S x {.5,1] por otro.,,con las técnicas usadas en el inciso 

2.1, de tal manera que las facetas en S x {I°¡ n ITI x !Íl 

son de la forma T x {i} con Te Ti, para O,l. (La 
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etiquetación fuera de U x (i) se hace de tal manera de 

no introducir simplejos e-regulares). 

En la figura ilustramos T cuando n = 1 

JI::}~·'º"' 
""1, ~V) 

Etiquetamos r0 de acuerdo a. hT(x,t) = f(x). Las face

tas de T que se encuentran en aM pueden ser de 3 tipos: 

a- Estar contenidas en T X [O,. 5] con en 

oen TX[.5,IJ con 

b- Estdr contenidas en Ja diferencia simétrica de 

MTo (u) X {. 5) y de MT 1 (u) X (. 5) 

[{fMT
0

(U)J - IMT
1

(U)I) u (JMT
1

(U)J - JMT
0

(U)J)J x (.5} 

c- Ser de la forma Ti x {i) con Ti e MTi (U), = o, l 

Las de los 2 primeros tipos no son e-regulares, pues las 

primeras tienen etiquetas repetidas y las segundas son ma

peadas por PT, en una región abierta RH que no contie

ne a cero (5.2.2). Las facetas que cumplencson las únicas 

que pueden ser e-regulares y T cumple las propiedades 1,2,3. 
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Teorema 5.2.7. La definición de grado no depende de la tria~ 

gulaci6n. 

Demostración: Sean To y r, dos triangulaciones tales que 

u e ITil y diam T ~ < r( f) para i = O, l. 

Por 5.2., existe (M,T) tal que 

aT (") Rº x {i} es Ti = {T X {i} con T e MTi (U)l para 

i = o, l. 

Definimos h : M ~ Rº con h(x,t) = f(x) 

Los únicos simplejos o-regulares ( hT' que pertenecen a 

aT son de Mm (Ui.l•lpara alguna i . 
• i 

Entonces todas 1 as c·adenas de facetas <-regulares de que 

empiezan en T
0 

terminan en T
0 

ó en T
1 

y lo mismo para 

las cadenas que empiezan en T1 terminan en f
1 

ó en T
0

• 

Consideremos (M,Ti) con la orientación natural, aplicando 

el corolario 5.1.2. tenemos que 
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0· 
1 - l 1 

'· 
Los 3 simpl ejos con f1 echa son los e-regulares(¡.~) 

deg~·f, U, O) = -1. 

Definición 5.2.&. Si f E M(U) y p"' f(aU) 

deg(f, U, P) = deg(f-P, U, O). 

Como un corolario de 5.1.12 y del lema 2. tenemos 

Pro2osición 5. 2 .9. Si n-simplejo de Rn, f E M( 5) 

existe X E ta 1 que f(x) 6 entonces 

deg(f, 5, ii> = :!: or f(S) 

y 
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Propiedades del grado de Brouwer 

Normalización 

Teorema 5.2.l 

ces deg(Idü' U, O) l. 

Demostración: Sea T con las propiedades U e ITI y r.: -.:clr~.'lü/ 
diam T < ~ = r(!dü), existe un sólo cr ET tal que es 

e:-regular, pues para e:< ~,Je está en el interior de un 

sólo cr, CI E MT(U). 

deg(rd
0

, V , 5¡ 

Si cr : v0 ... vn,, entonces 

1 
a si g de t. ( vº 

or 1d_ (cr) = 
u 

1. 

Con la definición de grado se obtiene d'irectamente la propie

dad de invarianza homotópica. 

lnvari~t"IZ.d homoiópic...z 

Teorema 5.2.12. Para U e R" h :C'.1,1,J- J'1(U) 

cont\nua_. 

deg(h( t), U , 5) es constante respecto a E (a ,b) • 

Demostración: Para en (a ,b] sean T a y TA trian-
t 

gulaciones tales que e 1 Tal y u e 1Tt1' consideramos 

de enlace de Ta I T_. 

' 
la triangulación T(5.2. 

Si <li;;.,tT;;\' r(;...,l<,\\ ';J <\i.;1-nn,: .... r(i,(4']J • .,1 • .,«H 
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Los únicos sfmplejos E-regulares respecto a hT,, \~ J,...¡J '""l"f'eipol1~tn 

0 
MTª(U ) Ydlos de MTt'U ) , entonces las cadenas que empiezan 

en MTª(U l terminan allí mismo o en MTt(U) y análogamen. 

te para las que empiezan en Mt(U ) por le que por ~1 coro

lario 5.1.15 

;¡; orh( a) (a) 

aes~~ ª'<u) 

es decir deg(h( t), U ,O) no depende de t. 

Propiedad de aditividad. 

Teorema 5 .2 .12. Sea fe M(U), U ~ ~ y sean U
1 

y u2 su!!_ 

conjuntos de abiertos y ajenos con O~ f(U - u
1 

u U
2
). 

Entonces 

deg(f", U, O) = deg(f", U
1 

,O) + deg(f', u
2

, O). 

Demostración, Sea T una triangulación tal que U e ITI y 

diam T < r(f) 

deg(f, u, O) 

= deg((, U
1 

,O) + deg(f", U2 , O). 



215 

5.3 •. Unicidad del grado 

Amann y Weiss [ 1973] son los que establecieron la definición 

axiomática de grado topológico para cualquier conjunto 

U e Rn abierto y acotado; cómo una función g{·,U) defini-

da de M(U) en los enteros que cumple las propiedades: 

g(ldü, U) si 0 E u - au (normalizaciOn}; si 

h : [ o' l] - M( U) continua, g ( h ( t)' U} no depende de 

(invaria11za homotópica} y si u t- ~ y u, y u2 subconju.!l 

tos abiertos ajenos de u tales que {!! F(O - u, u u 2>' 

entonces g{F, U} = g(FfU
1 

,U1 }+ g(F I u2' U2) (aditividad). 

Tenemos además que si p E R"' p r¡. F(au} se define 

g(F, u. f) = g(F - !'• U}. En su artículo Amman y Weiss d~ 

muestran que el grado topológico es único. 

Los resultados del inciso 5.2 demuestran que deg( ·,U) es 

un grado topológico y entonces la definición de grado de 

Peftgen y Sieberg coincide con otras más usuales. 

En este inciso probamos que el único grado topológico es 

deg( •,U). 

Para demostrarlo es necesario hacer ver que 

g(F, U) = g(FT, MT(U)), para T triangulación tal que 

U e !Ti y diam T < Y(F}. 

Por aditividad finita g(FT, MT(U)} 
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Entonces sólo falta probar que g(FT, o) = orF(u); para 

que se obtenga que g(F, U) es deg(F, U). 

Para llevar a cabo los detalles de la demostración es nece-

sario establecer varias propiedades del grado, que tienen 

interés, por si mismas, tanto teórico como práctico¡ dentro 

de 5.3 se demuestran algunas de ellas dejando la demostra

ción de otras para un apéndice que se incluye al final del 

capitulo. 
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O~¡:•nicÍOI\ de ~raclo \:o¡>O Jó~ico 
Sea e, las funciones continuas de Rn en con 1 a top!l_ 

logia de la convergencia uniforme. 

V= {U e Rn J U abierto y acotado} 

Las propiedades siguientes son ciertas 

Para U e V, id
0 

e M(U) 

Si U1 e U, U
1 

abierto, fe M{U), y ii 'F f{Ü - U1).o 

entonces f 1 Ü1 está en M{U 1 ) 

Se-i M{V) = !M{U)Ju e V} 

Definición 5.3.1. Un grado topológico g para M!VI es una 

colección de funciones {g{ ·,U) : M{U) - Z ¡U e V} 

que satisface: 

a - {hOrmalización) para cada U e V con O e g{idÜ, U) = l~ 

- taditividadJpara cada U e V 1 u t- ll y u, y u2 abiertos 

y ajenos subconjuntos de y para cada f e M{U) tal que 

o '1. f{Ü - u 1 u u2), 

g (f, U) - g(f 1 u,' u,) + g{f 1 ¡¡2. U2)' 

t"-tinvarianza homotópicaJpara cada U e V U t- ll y cada fun-

ción continua h : ( 0,1] -- M{U), g{h{t), U) es indepen-

diente de te(0,11, 

. \) t no t. rnos g { f, U i) a g { f 1 Ü i, U i) . 
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Definición 5.3.2. Sean U E V,1 p E R" y f - p E M(U) (es 

decir p 'F f(aU) y f E M(U) ). 

g(f, U, ~) = g(f - p, U). 

Pro~os i ción 5.3.3. Si p E R", U E V• u f' ~. y f -peM(U): 

a). Si p E u. g( id. U, p) = l. 

b). Si u1 y u2 subconjuntos abiertos de 

'f. f(Ü - U1 u U2J, entonces 

g(f, u, pJ = g(f, u
1

,p) + g(f, u2 ,pl 

tales que 

c). Si -; 0. Si h: [0,11 -- e tal que p 'F h(t)(au) 

para te [ O,l], entonces g(h(t), U, p) no depende de t. 

Teorema 5.3.4, Existe un grado topológico para M(VI. 

Demostración: En el incisotz se demuestra que deg es un gr~ 

do topológico. 

Veremos ahora otras propiedades de que se desprenden de 

las anteriores y que sirven para probar la unicidad del grado. 

Teorema 5.3.5. g(f ,0,p) = O, donde p e R". 

Demostración: Sean U e V. Sea U
1 

p 'F f(Ü - U
1 

u U2 ), entonces por la propiedad de aditividad 

g(f, U, p) = g(f, U, p) + g(f, ~.p) 
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por lo tanto g(f, ~. p) = O. 

Teorema 5.3.6. (traslación), f y p como en 5.3.1. y q en 

Rn tal que (p-q) 'F f(aU), entonces g(f, U, p) = 

= g(f - q, U, p - q). 

Oemostración;por definición g(f - q, U, p - q) = 

g(f q - (p - q), U)= g(f - q, U, p - q) 

g(f p, U, O\ = g(f, U, p) de nuevo por la definición 5.3.2. 

Teorema 5.3.7. (Propiedad de Solución). S.: pb/'lCVJ ~ r(,f(ú),J(F,U,p)•O 
0._\IY'\O!io-\l"o..c:..\dvi '. 

Sea U1 y U2 = ~. 

p 'f f(ii - U
1 

u u
2
), entonces por la propiedad de aditividad 

g(f, U, p) = g(f, U1' p) + g(f, U
2

,p) =O, 

Proposición 5.3.B. Si K cerrado contenido en U, 

fEM(U) y 'F f(K) entonces 

g(f, U, p) = g(f, U-K, p). 

Demostración: Por las propiedades de aditividad y solución 

tenemos 

g(f, U, p) = g(f, U-K, p) + f(f,int K, p) = g(f, U-K, p). 

Teorema 5.3.9. Sean y en M(U) y 

p 'f f( au) v f(au) tales que 1 f - h < m_, donde 

m = min {dist(p, f(aU)), dist (p, f(aU))l >O, entonces 
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g( f. u. p) g( ¡;. u. p) 

Demostract6n: Sea h : X ( 0, 1) definida como 

h(x,t) = t(f(x) - p) + (1-t)(f(x)-p) 

s; x e au 

1tC1'Cxl - Pl + c1-tl CfC~> - Pl 1 > 

lf(x) - PI - tlf(x) - f(xl > m - tm (1-t)m;.. O 

entonces h(x,t) i o t E ( 0,1) 

Por la propiedad de i"ua..-\anz..i. \,ornotópic.ii 

g(f - p, U, O) g(f-p,U,O) o lo que es lo mismo 

g(f, U, p) = g(f, U, p) 

Por 1nducci6n se pruebe. I¡ <t~lt i vi<.\.<1.e\ •i- '},ene.rdl 

Teorema 5. 3 .·10. Sean U1 , ... ,U
0 

abiertos ajenos subconjun-

tos de U. 

fe M(U) y p tal que p ~ f(Ü - iQ, Ui), entonces 

g(f, U, p) = J, g(f, Ui, p). 
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Teorema 5 .3.11 • Si fe M(U), T tal que u e ITI. a e T, 

c-regul ar, F a = A a - a a• y o e A
0
(a) y •a '/. Aa.( aa), 

entonces g(Fa' in ta) = orF(a). 

Teorema ~.3.12. (Unicidad· del grado). Si g es como en la 

definición 5.3.1, 5.3.2, es único. 

Demostración: Sean U e V, F E M(U), T 

condiámetromenorque r(F) y uc¡r¡. 
una triangulación 

Por 5.3.8 g(F,lJ) g(F, intMT(U)). 

Por s . 3. 9 g (F. in tMT( u)) = g ( F T' i ntMT (u)) • 

Si < 0 es menor que dist(O, FT(aMT(V) \y para positiva me-

nor que e 0 • es un valor regular de FT, entonces 

g(FT - e, intMT(U))= E g(F - e, inta)(aditividad). 
aES~(U) T 

Por 5.3.14 

g(FT - e, inta) = g(Fa - e, inta) = g(Fa' inta) = orF(a) 

y por lo tanto g(F, U) = E or (a) = deg(F, U). 
aEs~(U) F 
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APENO ICE 

Consideremos una funciónfafín,definida en un simplejo 

a, tal que su parte lineill A es no singular, 

ii e A(a) y el vector F.l•j-A no está en A(aa), 

entonces g(F, int a).: orF(a). (Teorema 5.3.11). 

Para ello demostraremos algunos resultados. 

Teorema A. 5. l. Sea e Rº Id de R", enton-

ces g(-Id, U) = (-1) 0
• 

Demostración: l: n \'r\ "''~,.. \u..\• r '" i. Y'\ ~di.\'", 
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Consideremos la transformación lineal T que manda a xj en 

xj+ 1 , si impar y en j-1 
-)( 

Claramente T es inyectiva. 

si par; 

Por lo tanto si T(x) =O, entonces x = o 

decir ii <F T(aU). 

Además T 2= -!~. 

y x <F au, 

Supongamos que,para alguna te [O,lJ, ¡ es tal que 

T(x) + (l-t) IJlx)= ii, entonces si t ~ o, 

T(x) = -(ltt) X y si 

-(ltt) <:O asociado a x. 

Pero también se cumple: 

rctx + c1-t)C-TlCxll = ii 
-tx + c1-t>c-r•> = ii. 

ii , T tiene como valor propio a 

y como T inyectivaJ 

Si t / 1, Tx = .f-4 y ~> o es valor propio de T 

asociado a x, entonces 

.:.1..8.1. = _t_ 
t 1-t absurdo por lo que x = ii ó 

tiene que ser O ó 1, examinemos esos dos casos. 

es 



224 

Si OJ tendríamos que ¡ cumplirla 

y 6. 

Si t = l_. t(~) ii y o.-

Entonces o j! (tT + (1-t)l) (au) para cualquier te [O,lJ. 

Y por la propiedad de invarianza homotópica 

g(T, U, 6) = g(l, U, O)= l. 

Ahora sea n impar, consideremos a T la transformación li-

neal tal que T(xi) 

impar mayor que y 

xi+l si j ?ar, l(xi) = -xi-I si 

T(x'J • -x'. (;•!~ .., aH Ó• R~) 

$ denotará a la transformación 1 ineal que deja fijo a xi 

Si j ¡l 1 y $ (X l) = -X l, 

Procediendo análogamente al caso 

las homotop'ias 

par, se demuestra que 

h 1 ( t) • tT + {l-t) C-U) y 

h2 ( t) tT + ( 1-t) ~ cumplen con 

O j! h 
1 

( aUJ u h2 ( auJ y tenemos que 

g(T, U, O) g( - I<l, U, 6¡ = 9 <<:>.u, iiJ. 

Calcularemos ahora d($,U, OJ. 
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Supongamos una base ortogonal en Rn tal que U
1 

,U 2 ,U3 es

tén contenidos en U, donde 

u, (-1, 3)n , u
2 

= (-1,l) x (-1,3)"-_1
_ y 

U
3 

(l,3) X (-l,3)n-l 

Oef1.nimos 

de ü en como·. 

$,(x) ( lx 1 - ll -1, x2•···•xn)J 

$2(x) ( 1, x
2

, •••• , X
0

) > 

$J(x) ( x, - Z, X2, • •. ,xn) ' 

$' (x) ii implica xj o si j ; l y \X - l \ y 

x, = 2 ó x, = o, 

$2(x) ; ii para toda X ~ 
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$3 ( x) = o implica X. = 
J 

o si I1 y •1 = 2. 

Supongamos que (2. o., .•. ,o) 

ül - (U
2 

u UJ) = (X E Rnl •1 j * 1)) 

Entonces o 'f. <Pi ( ül -
entonces por aditividad 

g( $,. u 1. oJ = g( ~1. u2. iiJ + g($1. UJ' éiJ 

Consideremos la homotopía t$, + ( 1-t)$. definida en ü2. 

Si x E U2 y te [ 0,1] son tales que 

t~ 1 (x) + (1-t) $(x) = éi_, entonces para j ; 1 

txj + c1-tJRj = Rj =o Y tCfx - 11-1> + o-tJc-~,J = º• 
como ~ E U 2 , ~ 

1 
e ( -1 , l) y 1x 1 - l f = l - ~ 

1 
t(l - ?. 1 • l) • t:<

1 
- x1 = -R

1 
= o. 

Es decir X a y ii 'f. (t~l + (l-t)$) (au2). entonces por 

la propiedad de invarianza homotópica tenemos 

Ahora para t$ 1 + (l-t)$ 3 definida en U3 , tenemos que si 

x e u3 y e¡ 0,11 tales que t$ 1(x) + (I-t)$ 3 (~) = O, 

entonces xj o si j ; y 

t(IR 1 - II - l) + (l·t)(x1 - 2) =o 

x1 e (!, 3) entonces\ x1 - 11= x1 - y 

t(x 1 -1-1J+c1-tJCx 1 2J=x1 -2 o,x 1 2, 
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Por homotopía 

Para a=(2,0, •• .,o) y xeu
3

, 

( ~ 3 + a) x = ( x 1 - 2 + 2, x2 , •••• , xn) X =lcl(X) 

Usando el teorema de traslación 

Como a e U
3

, pero a 'F au
3

, por la propiedad de norma

lización: 

Ahora consideremos la homo~opía t~ 2 + (l-t).;i 1 definida en 

u1. 

Si x e U
1 

y te¡ 0,1] son tales que 

t$
2

(x) + (l-t)~ 1 (x) = 6, entonces xj = 

Cl-t)C\x 1 - ll·U tt_"< O. Si x, ~J, 
t + c1-tl cx,-1.l =3t + c1-t>< ~,l-2= o. 

para ~ 1 y 

Por lo tanto t ~ y x
1 

=·ffil;. o, x = (x ,o, ... ,O) con 

x, :¡., entonces ~ 'F au, y por invarianza homotópica 

9C$ 2 • u1 • ii> = g($ 1 • u,, iii. i.a. .... 'ai~" "•I• 
•¡.¡ i(« L • \> ve • t - ( ,_.._, ;:1 : 0 ~ "" 1, \ ¡ , ¡ "l·H 'l. x, ~ to,t), 
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f'ero 4>2 ( x) # ii para toda X E u 1. entonces por 1 a propie-

dad de solución g( 4>2. u,. iiJ = o y g(<P,. u,. iiJ = o y 

g(<P,. u2, oJ + g(.p,. u 3. iiJ o. Por lo que 

g(.p u2 • oJ + g(<P3' UJ, O) o, o lo que es lo mismo 

g($ u2, ii) -l. 

Sea x e ü - u2 , .p(x) = (-x
1

,x2 , .. .,xn). 1i e u21 enton-

ces X ¡ Q y xj ¡ O para alguna por lo que .p(x) ¡ ii. 

Entonces g(.p, U, iiJ 

Tenemos entonces que tambl~n g(-I~, U, iiJ 
impar. 

-l cuando 

Teorema A.). 2. Sea T una transformación 1 ineal de Rn en 

Rn biyectiva y supongamos que O e U y j! au, entonces 

g(T, U, iiJ = (-l)m donde m es el número de valoreo propios 

negativosccontando multiplicldadl .i, T. 

Demostración. Si m >O y A1 , •••••• ,Ak son los valores 

propios negativos distintos de T. Sea N1 el subespacio 

invariante asociado a J.. 1• 

Sea M invariante bajo T tal que Rn = M<>N
1 

e •.•. eNk. 

T, = TfM, T2 TfM y T T1 .. T 2· T, sólo tiene 

valores propios no negativos y T2 negativos. 

Donde si f - Rn y o~ Rn, entonces 

f e g s " -Rn se define como 

tf .. g1x + y) = f(x) + g(y) con X E S, y e O. 
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Tenemos para x e Rn, x == x. 1 + x2 con x 1 e M x 2 E N. 

Definamos la homotopía como 

Sean X E y t E( 0, l] tales que h(tlx ii, entonces si 

x = x' + x2, t( ¡M e -IN l ex' + •2> + (1-t) (T, .. T2) cx'+x2 l= 

ii. 

Por 1 o tanto : 

tx 1 - tx2 .. (1-t) (T 1 Cx 1) + T2 (X 2)) =o, entonces 

t = i,, x1 = O; si t t- 1, tx 1 + (1-t) r,(x 1
) = ó; si 

r,(x 1
) = d x1 y si x1 

~ o, -t 
1-t es un valor propio no 

positivo de: T 
1

, ºentonces t = o. pero entonces ~, = 
-
º' 

pues r, inyectiva. 

Por otro 1 ado, 

-tx2 + ( 1-t) T 2( í(2) ii. si = 1 _, ~2 = ii í(2 o. ' 
-x y 

Supongamos t t- 1, entonces T 2(x2) t ~2 r\-;;. o = -- X y 1-t 
es un valor propio no negativo de T2 si í(2 t- O, lo 

que sería absurdo, por lo que ;;2 = o, entonces 

h(t)x = o implica X = 6 como 6 no está en au, ten e-

mos 

g(T, U, 6) g( ¡ .. 
M -.IN. , u. o¡. 
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Si X E Ü - U n N y suponemos X a x1 + x\ X pues 

O E U n N.., 

como -x 1 + x2 

Tenemos entonces, por 5. 3. 7,que 

g(IM'" -IN , U, Ó) = g(IH e -IN , Un N, O), 

Sea la homotopía t(IM'" -IN.) + (l-t)(-IN) deHnida en 

U n N. 

Si x e U n N y t son ta 1 es que 

t(IM e -IN )(x) + (l-t)(-IN)x O, entonces_,como •=._'_, 
t(O x2) + (l-t)(-x 2) =·x 2 = O y como O no está en 

a(u n N)_, pues a(u n N) = au n N, entonces 

g( IM e -IN . u n N, 0) = g(-IN' u n N, O) = ( .l)n. y 

g(T • u. oi = (-1) n • 

Teorema~S. 3 •. Sean T : Rn transformación 1 ineal 

inyectiva, a un simplejo tal que O r¡. T(a) ~Pe Rn con 

p r¡. T( aa), a e Rn tal que T(a) = P. 

Si ª = {y E Rn\ y = X - a con X E a), entonces 

g(T - P, int a) = g(T • int al = si g det(Ma(T)) para a cual 

quier base de Rn. 
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Demostración: 

Te M(al, pues o.¡. T(aa) ~a a,utsi 

T(y) = 6 • entonces y = y como 

x e o, x = a y a .¡. aa y o .¡. a&. 

y E a es tal que 

y x - a para algún 

x - (1-t)a con x e o}, 

Sea tal que ºt e para en [O, l] • 

Definimos h : [ 0,1] M(S) como h(t) :: (1-t)lf.t(T-P)=T-tP. 

Si x e ºt, ii(t)(x) = h(t)(X)j si x '1- ºt '1 y el más cercano 

elemento de aot x, -1,(.\.) L><\ = l-.(.~11;,, 

Si xtSY tales que h(t)(x) = iiJ entonces para alguna 

z e a t T. ( z) - tp = O .1 T ( z) = tT (a) y z = ta , pe ro 

X - (1-t)a ta; por lo tanto x - a = O y x = a 

entonces z .¡. aot y g(h(t), S) na depende de te [0,lJ, 

entonces g(T-P, int S) = g(T, int !;) , pero 

g(T-P, int S) = g(T - P, int a) + g(r - P, s o) 

g(T - P, into) y g(T, int S) = g(T, int o) + 

+ g(T, S - a)= g(T, int o). 

Por A.S •. 2 g(T, int ~) = (-1)"' donde m es el número de 

valores propios negativos de T, contando multiplicidad. 

Pero det(M"(T)) = >.~' ••.• ,>.:•. donde >.¡ valor propio de 

T.'J ~''!l~ct (1'1.,_l't"l\:: H\~ 
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