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RESUMEN

Una capa cilindrica de fluido viscoelastico con un nuclec
s6lido es puesta en movimiento axial mediante wun esfuerzo
tangencial aplicado sobre su superficie libre. El1 sistema se
inestabiliza debido a la deformaclén de la misma. La tensién
superficial del fluido también tiende a desestabilizar al flujo
por el efecto de ahorcamiento que realiza en los sistemas de
geometria cilindrica (inestabilidad capilar). Con base en estudios
anteriores, es conocido que, dependiendo de la magnitud del
esfuerzo superficial, es posible contrarrestar la inestabilidad
capllar. En este trabajo, se realiza un analisis 1lineal de 1la
establilidad del sistema con 1la aproximacidén de ondas largas,
debldo a que en este rango se presenta el efecto de ahorcamiento y
se puede obtener una solucién analitica del problema. Se estudia
el efecto de las propiedades viscoeldsticas del fluido, las cuales
en general, tienen un papel estabilizador, asi como también, la
importancia del tamafic del radio del cilindro. Este Gltimo influye
de manera sensible para determinar los casos en los que, tanto el
esfuerzo tangencial, la tensién superficial & la viscoelasticidad,

estabilizan 6 desestabllizan al sistema.



INTRODUCCION

El origen de las investigaciones sobre flujos con geometria
clilindrica se remonta al siglo pasado. Plateau en 1866 y Rayleigh
en 1879 (1] encontraron, para el caso de un fluido estatico no
viscoso, que la tension superficial retenia una columna cilindrica
del mismo siempre y cuande ésta tuviera una longitud mas corta que
su circunferencia, de lo contrario se rompia en gotas. Ver figura
I.1, Este resultado, vadlido para el caso en que la tensién
superficial domina sobre la gravedad, se conoce como "limite de
Rayleigh".

En 1961, Chandrasekhar [2] estudié el caso para fluidos
viscosos y en movimiento encontrande que se podian preoducir
cilindros estables de mayor longitud que su proplia circunferencia.
Aun asi, para ciertas longitudes limite, el cilindro 6 chorro se
rompe en gotas. Este efecto se atribuye a la acclén de
ahorcamiento que eJerce la tenslén superficlal al tender a
disminuir la superficie cuando actia en la direccién azimutal.
Este fenémeno se conoce como lnestabilidad capilar.

Las investigaciones posteriores sobre el tema han sido
enfocadas a contrarrestar 6 anular, en el mejor de los casos, los
efectos caplilares de ahorcamiento; no sélo por el interés teérico
del problema, sino también por su Iimportancia en la préctica
industrial. Como ejemplos de esto ultimo se pueden mencionar la
fabricacién de alambre a partir del flujo de metal fundido, & el
desarrollo de cristales de 6ptimas propiedades medlante el
proceso denominado de zona flotante [3]). Este Gltimo se proyecta a
realizar en ausencla de gravedad (en el espacio) y que consiste en
hacer pasar un sélido a través de un anillo a alta temperatura por
un extremo, para que se funda en el int:rior y cristalize en el
extremo opuesto. Ver figura I.2.

En 1985, Xu y Davis [4], encontraron que al poner en

movimiento axial una columna liquida de un fluido incompresible,



Figuré- 1.1. Columna cilindrica estatica de fluido. Cuando la
longitud "1" supera la circunferencia del cilindro, éste se rompe
en gotas (limite de Rayleigh).
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Figura [.2. Proceso de =zona flotante para la fabricacién de
cristales de alta calidad en ausencia de gravedad.



newtonlano, mediante 1la presencia de un esfuerze mecanico
tangenclial sobre su superficie 1libre (un viento suave, por
ejemplo), éste puede amortigiliar las inestabilidades capilares para
clertos valores de las perturbaciones y asi obtener zonas
coherentes de longitud mayor.

Por otro lado, Russo y Steen [1] en 1989 reportaron que al
colocar un nacleo cilindrico sélido coaxial en un chorro como el
de Xu y Davis [4], se puede estabilizar el sistema medlante el
esfuerzo superficial para cualquier longltud de la perturbacidn.
Tales resultados se obtienen mediante un analisis de la
competencia entre las inestabilidades capilares y las de ondasg de
superficie producidas por el esfuerzo tangencial. En el caso en el
que éste es muy grande provoca que el chorro se desestablilize por
la deformacién de la superficie, mientras que un esfuerzo muy
pequefio, no contrarresta suficientemente la inestabilidad capilar.
Sin embargo, para esfuerzos moderados la estabilizacién puede ser
completa.

En el presente trabajo se analiza el flujo de una capa
cilindrica con un nidcleo sb6lido con las particularidades
siguientes:

1.- El fluido es viscoelastico, esto es, presenta un
comportamiento fundamentalmente diferente respecto de los
newtonlanos. En consecuencia, aparece un nueve parametro (DL) cuyo
papel en la estabilidad es estudiado en éste trabajo.
Anteriormente, Davalos-Orozco [5] resolvid el caso de una capa
plana horizontal de fluido viscoelastico.

2.~ Se realiza el andlisis de la estabilidad hidrodinamica
con la aproximacién a nuimero de onda pequefio (es decir, ondas.
largas) de las perturbacliones, andloga a los métodos de Yih [6],
con la finalidad de obtener una solucidén analitica del problema y
tratar de develar los mecanismos fisicos de las inestabillidades
(Dijkstra y Steen (7] encontraron, en 1991, que la aproximacién de
‘ ondas largas proporclona Informacién en éste sentido. Ademas, es
en este limite donde se presenta el efecto de amortigliamiento de



la inestabllidad capilar en los estudios de Rﬁsso y Steen [1]).

La figura I.3 presenta los esquemas de 1los problemas
investigados por Xu y Davis [4], Russo y Steen [1] vy
Davalos-Orozco [S5]. Nétese que el sistema de Russo y Steen es el
mismo al estudiado en este trabajo con la diferencia de que el
fluido es viscoelastlico.

La organizacldén del trabajo es la sigulente. En el capitulo 1
se desarrollan los fundamentos basicos de la mecdnica de fluildos,
los cuales constituyen la herramlenta fundamental para describir
el sistema que se estd estudlando. Por otro lado, se presentan las
ecuaciones de movimiento en coordenadas cilindricas.

El capitulo 2 estid dedicado a hacer una descripcidén del
comportamiento de un fluido viscoeldstico y su respuesta ante
esfuerzos externos mediante el modelo de Oldroyd de dos
constantes, los tiempos de relajacién y retardo. Se analizan los
parametros representativos de este tipo de materlales.

En el capitulo 3 se hace una descripcién de la estabilldad
hidrodinamica, con la que se determina el comportamiento del
sistema ante perturbaclones pequefias con respectoc al flujo
principal.

En el capitulo 4 se desarrollan formalmente las relaciones
matematicas que describen al sistema; se presenta la formulacidn
de las ecuaclones de movimiento perturbadas asi como la expresién
analitica en modos normales para dichas perturbaclones.

En el capitulo 5 se hace la aproximacién a nimero de onda
pequefio en relacién a las dimensiones del sistema, con el fin de
obtener una solucién analitica del problema. )

El capitulo 6 consta de 1las graficas que muestran el
comportamiento del sistema y su establlidad, Se dd una explicacién
detallada de cada una de ellas y su relacién con trabajos
anteriores.

Por ultimo, en el capitulo 7, se exponen las conclusiones
acerca de 1los resultados y expectativas a futuro del problema

estudiado.
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Figura 1.3. Esquemas de los trabajos investigados por: a) Xu y

Davis b) Russo y Steen c¢) Déavalos-Orozco.



CAPITULO 1

MECANICA DE FLUIDOS

1.1 Principios e hipétesis generales.

Se considera como objeto de estudio de la mécanica de
fluidos, a grandes rasgos, la descripcién de fuerzas vy
desplazamientos de éstos y su interaccién con los sélidos. Para
ello, se necesitan las ecuaciones generales de movimiento [8], asi
como las propledades reoldgicas, esto es, las respuestas
caracteristicas del material ante fuerzas aplicadas [9]. Para
ello, se deben establecer clertas hipdtesis béasicas que se
supondran validas de aqui en adelante. La primera de ellas es el
concepto del fluido como un continue, es decir, que la materia que
lo conforma llena el espacio de manera que no existen huecos,
pasando por alto el cardcter discreto de la misma. El sentido de
este concepto es el de ignorar que el fluldo estd formado por
moléculas, de modo que a cada elemento pequefio de volumen se le
pueda asociar un valor tunico de cada variable del flujo
(veloclidad, presién, densidad, etc.). En estos términos, “elemento
pequefio de volumen" significa que éste contiene un namero muy
grande de moléculas, de modo que la importancia individual de cada
una de ellas se desprecia en favor del efecto de todas en
conjunto, pero es mucho mas pequefic que cualquler escala de
longitud del sistema. Se abordarid entonces, el problema desde un
punto de vista macroscépico.

Se considera, por otro lado, una homogeneidad de las
propiedades del fluldo asi como un cardcter isotrdépico en las
mismas, es decir, que no varian con la posicién y no dependen de
ninguna di'sccién espacial, respectivamente.

Por ultimo, se toman en cuenta solamente sistemas donde la

temperatura no juega un papel importante en las propiedades del



fluido asi ‘como tampoco en su movimiento.

1.2 Sistemas de referencia y ‘teorema de transporte de

Reynolds.

Antes de deducir las ecuaciones generales de movimiento
(conservacién de masa y momento 1lineal) deben definirse las
caracteristicas de los slstemas de referencla que se utillizan en
dindmica de fluidos (euleriano y lagrangiano), asi como 1la
relacién entre ellos. En el siguiente capitulo se desarrollara un
tercer marco de referencla necesarlo para describir la ecuaclén
constitutiva de un fluido viscoeléstico.

Se habla de un slistema de referenclia euleriano cuando se toma
un elemento de volumen fijo en el espacio y se miden las variables
de flujo y sus cambios en el tiempo, los cuales estan definidos
por la derivada temporal que se denotard como 8A/8t, donde A es
una variable del flujo. Nétese que a tiempos distintos se estan
considerando particulas diferentes.

En el marco de referencia lagrangiano, se toma un volumen de
fluido especifico y se mlden sus variables de flujo y sus cambios
temporales conforme éste se mueve, es decir, slempre se estan
considerande las mismas particulas. Para definir los cambios
temporales de las variables mencionadas de dicho elemento en el
sistema euleriano, se utiliza (del cédlculo diferencial para una
funcién cuyas varlables independientes son el tiempo "t" y 1las

coordenadas espaclales “xk"h

_ aA aA
DA = ZF- Dt + 5-)E;nxk . (1.1)

Dividiendo entre Dt, incremento temporal muy pequefio:

DA _ 8A aA

—Dt = —-——at a—xk uk (1.2)
donde uk=ka/Dt. La ec. (1.2) se conoce como derivada material
[81.



Dado que la mecanlica hace una descripcién de la evoluclén Ae
un elemento de masa, ésta se d4& en términos lagranglanos, por leo
tanto, si se quiere una descripcién en términos eulerianos, se
necesita relacioconar a ambos sistemas de alguna manera. Esto se
logra con el teorema de transporte de Reynolds [8].

Las ecuaciones generales de movimiento son de conservacién.
En este trabajo se utilizan la ley de conservacién de la masa y la
de balance de momento lineal, pilares de la fisica clasica., Tales
leyes se expresan en ecuaciones que Involucran la derivada
lagrangiana temporal de la masa ¢ el momento lineal segin sea el
caso. Para que exista conservacién, dicha derivada debe ser igual

a cero:
D _
ﬁ-[ J'A(t) dV] =0 ) (1.3)

Si A=p, donde p es la densidad de un elemento de fluldo, se
tiene la masa del mismo y con A=pul. con u, como la velocidad, su
momento lineal el cual se deberd igualar con las fuerzas externas.
Si se separa la ec. (1.3) como la suma de la variacidén de A dentro
del volumen inicial Ve m&s su flujo neto a través de la superficile

del elemento [8]:

ET AQv = %dV+J‘Au‘;ldS (1.4)
vi(t) Vo S

~

donde n, es un vector unitario normal hacia afuera de 1la
superficie "s" que envuelve al elemento. Por el teorema de Gauss
aplicado al segundo término del miembro derecho y sumando las
integrales sobre el mismo volumen:

a(Au)
gTIAdV=I [%»fﬁ-“—]dv (1.5)
v(t) Yo k

que es el teorema de transporte de Reynolds. Se tlene entonces la
derivada lagrangiana igualada a una Iintegral sobre un volumen

fljo, es decir, en términos eulerianos.



1.3 Ecuaclones de conservacién.

Como se menciondé, al conservarse la masa su derivada
lagrangiana es cero. Por lo tanto se tiene, para A=p en la ec.
(1.5), que el miembro derecho se anula. Dado que la integral se
realiza sobre un volumen fijo arbitrario Vo, la tnica manera de

que ésto suceda es que todo el integrando sea cero. Entonces:

8(pu )
ap kT
5t 5;:——— =0 s (1.6)

6 al desarrollar el segundo término:

du
ap 8p ko
7t u, 5;; +p axk =0 . (1.7)

Esta es la ecuacién mas general de conservaclén de la masa.
Nétese que los dos primeros términos conforman la derlvada
material de la densidad. Para los propdésitos de este trabajo es
indispensable hacer la aproximacién para fluidos en los cuales la
densidad no tiene cambios apreclables, es decir, son
incompresibles. En éste caso se puede ver que la derivada material
de la densidad es cero, por lo que queda de la ec. (1.7):

ESE_

axk

Este resultado serd de suma utilidad para todos los célculos

=0 . (1.8)

posteriores. La ec. (1.8) es valida cuando la velocidad del fluido
es mucho menor que la velocldad del sonido [10). En el presente
trabajo, coho en muchos otros casos, dicha condicién se cumple.
Ademis, como ya se sefiald, se despreclan log efectos térmicos, los
cuales normalmente influyen en la densidad de los fluidos.

De la segunda ley de Newton se obtiene el balance de momento
lineal. Para A=pul la ec. (1.5) da el cambio temporal de momento
lineal, el cual es jgual a la suma de todas las fuerzas que

existen sobre el fluido:



D _
B vau‘dv =F, ) (1.9)

que es una ecuacién vectorial.

De una manera muy general se pueden descomponer las fuerzas
sobre el fluido en dos categorias:

Fuerzas de superficle.- Son las que se aplican sobre un
elemento de &rea por lo que usualmente se les define como fuerza
por unidad de superficie y se conocen como esfuerzos, éstos se
distribuyen uniformemente a través de cualquier medio continuo. De
aqui que, sobre un elemento de fluido, se tlenen nueve componentes
de esfuerzos dado que a cada una de las tres superficies normales
a las direcciones espaciales, caracterizadas por un vector
perpendicular a las mismas, le corresponden tres componentes
respectivamente, (una por cada direccién, ver figura 1.1). Por 1lo

tanto, se denotan por un tensor de segundo rango o donde el

subindice 1t indica el plano en el que actda l:l esfuerzo
(perpendicular a X, }) y 3 indieca la direccién (xJ). dijnj
representa una fuerza por unidad de Aarea sobre la superficie
deslgnada por el vector normal n,

Otras fuerzas.- Aqui se pueden considerar todas aquellas que
actuan sobre el fluido. Si éstas son producidas por algun campo de
fuerza conservative o no conservativo se conocen como fuerzas de
cuerpo y se denotan en general como vafldv.

En vista de lo anterior, al escribir las fuerzas sobre el

fluido en la ec. (1.9), resulta:
D (puav=[o n dS+Ipf‘dV (1.10)
bt |vP% sT130) vy ) ’

Al aplicar al miembro izquierdo el teorema de transporte de
Reynolds y transformar por el teorema de Gauss las fuerzas
superficlales para después sumarlas con las otras fuerzas:

I [ a(pu‘) a(puluk) _ 8o

v

15 -
7 +6xk s - of ] av = 0 (1.11)

por lo que de nuevo, dada la arbitrariedad del veolumen, se tiene



[
23

o
22

Figura 1.l. Esfuerzos sobre un elemento ciibico de fluido.



que el integrando es cero, ésto implica:

a(pul) a(pu‘uk) 8o

(1.12).;

- toax, =@ T
y para el fluido incompresible, donde p no varia:
aul 6ul av‘J = N
PW + puk W = aXJ + Pf" . (1.13)

Esta ecuacién representa el balance de momento lineal.
1.4 Coordenadas cilindricas.

El sistema estudlado en éste trabajo es una capa cilindrica
que contlene un nlicleo sbélido coaxial. Por ello es necesario
utilizar un sistema de referencia adecuado. Asi, en ésta seccién
se expondran explicitamente las ecuaciones de balance de masa y
momento en coordenadas cilindricas.

En este slstema, las coordenadas vienen dadas por el radlo
del cilindro r, la componente azimutal & y la componente axial z.

El operador gradiente (nabla) en coordenadas ciindricas es el
sigulente:

v=[%,%g—6,g—z] . (1.14)

Por lo tanto, la ecuacidén de conservacién de la masa, (1.8),

es;

8(ru)

1 8v aw
+Fa_e.+_az =0 (1.15)

donde u, v, w, son las componentes de 1la velocidad en las
direcclones radial, azimutal y axlal respectivamente.

Para expresar las ecuaciones de conservacién de momento,
nétese que la derivada material de la velocidad en el miembro
izquierdo de la ec. (1.13) puede ser escrita en términos del

operador nabla como:

10



o8 _ &) 2
bt =3¢ * V@2 -0 x (vx D (1.16)
siendo U el vector velocidad. .

Ahora se pueden escribir 1las ecuacliones de movihiénfb

utilizando apropiadamente el operador de la ec. (1.14):

2
8u v 3v v ou | _
P[“ﬁ“;‘aﬁ r*”‘a—z]‘
dlro ) do sl o ; N
1 rr 1 re rz [:]:] S
reE *rewe ‘e -T tAL <o A

ér r =] dz
alrée, ) ac 8o )
er’ 17760 Bz . (1.18)
2 dr r 88 3z Plg i
ow v 8w aw
P[ ar ;36”’55]‘
alro_ ) do ao
1 zr 1 z8 zz
ra tram o twm AL (1.19)

de donde fr. fe y fz son las componentes de las fuerzas externas
en cada direccién.

Cabe aclarar que en la aproximacién a nimero de onda pequefio
no se utilizardn 1los terminos azimutales, por tanto estas

ecuaciones se simplificaran.
1.5 Condiclones de frontera.

Para resolver el sistema de ecuaclones (1.17), (1.18) y
(1.19) se necesita la aplicacién de condiciones de frontera que
determinen el flujo.

Una de las condiciones frecuentemente wutilizada en
hidrediné&mica es la de no deslizamiento en fluidos viscosos [8]

que se aplica en la frontera entre un liquido 6 gas y un sélido.

11



Consiste en que la velocidad del fluido en la frontera es la misma
que la del sélido. Esto es resultado de la friccién entre los dos
medios.

En caso de que se tenga un fluido no estatico, en contacto
con una pa;gd sélida flja en la posicidén T=r., la expresién

analitica de la condiclén de no deslizamiento es:
dtr) =0 (1.20)

slendo U la velocidad del fluido.

Por otro lado, la superficie libre de un fluido es aquella
que, en un caso ideal, no estd en contacto con ningln otro sdélide
6 liquido. Fisicamente se puede interpretar que existe un gas
sobre dicha superficie de manera que produce sdlo una presién
constante.

En el problema que se investiga aqui, se tiene una superficie
libre que estd en contacto con un gas de mucho menor densidad que
la del fluldo viscoelastico pero con viscosidad cinemdtica
suficientemente grande para producir un esfuerzo tangencial que
induce al fluido a moverse [5]. Dicho gas no altera de ninguna
otra manera al sistema. Se tiene entonces, una condicidén sobre la
superficie llbre la cual puede ser expresada en términos de los
esfuerzos superficlales que producen el movimiento. La manera mas
adecuada de hacer lo anterior es dividiendo a éstos en esfuerzos
normales y tangenciales.

La diferencia de esfuerzos normales es igual a la tensién
superficial del fluildo multiplicada por 1la curvatura de Ila
superficle [11]. La curvatura se puede obtener de la geometria
diferenclal por lo que no serd deducida, tan sélo formulada para
una superficle cilindrica. Notese que para una superficle plana,
la curvatura es cero y por lo tante no hay esfuerzos normales
netos (los de un lado de la frontera son iguales a los de la otra
y su diferencia es cero).

Por otro lado, los esfuerzos tangenciales son iguales al

12



esfuerzo de corte que produce el movimiento.

Sean n.y ti los vectores normal y tangencial a la
superficie. Entonces, la condicién en la superficie libre se puede
escribir como:

¢lJnJ = ¥Hn + Tt (1.21)

donde 7 es la tensién superficial, T el esfuerzo tangencial

impuesto y H la curvatura de la superficie libre.

13



CAPITULO 2

ECUACIONES CONSTITUTIVAS Y VISCOELASTICIDAD

2.1 Ecuaclones constitutivas y modelos basicos.

Como se menciond en 1la seccién 1.1, para tener una
descripcién completa del sistema a estudiar,se necesita conocer,
ademds de las leyes de conservaci6n ya obtenidas, una relacién
matemdtica que proporclone informacidén acerca de la manera en que
el fluido responderd al aplicarle un esfuerzo. Tal informacién es
obtenida de la ecuacién constitutiva [9]. Debe notarse que la
relacién entre esfuerzos y deformaciones en dicha ecuacién,
dependerad directamente de la estructura interna del fluido, en
otras palabras, la ecuacién constitutiva describe las propledades
mecanicas del mismo {12].

Para lograr su - :ecuada interpretacién, se deben definir mas
ampliamente los conceptos de esfuerzo y deformacién.

Esfuerzos, - En la seccidn 1.3 se dié la definicién del tensor
de esfuerzos por lo.que ahora se abundard acerca de su
construccién general. Dicho tensor puede descomponerse en dos
partes: )

t)JEsfuerzos lisotréplcos.- Como su nombre indica, no dependen
de las direcciones espaciales y s6lo produciran cambios en el
volumen de un elemento de fluido sobre el cual se aplican. Un
ejemplo de estos esfuerzos es la presién hldrostatica. Ver figura
2.1,

11) Esfuerzos anisotrépicos.- El efecto que producen es
estrictamente la deformacién del elemento del fluido, en este
sentido, son aplicados sobre las superficies y son conocidos como
esfuerzos lie corte. Ver figura 2.2.

La combinacién de los esfuerzos isotrépicos y anisotrépicos

conforman al tensor de esfuerzos ¢lj' Su forma es, tomando en
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Figura 2.1, Esfuerzos lIsotrépicos sobre un elemento cubico de

fluido. Implican cambio de volumen y no de forma.

e

Figura 2.2. Esfuerzos anisotrépicos sobre un elemento cubico de

fluido. Implican cambio de forma y no de volumen.




cuenta que el rango del tensor es 2:

o‘u =-p5” +le . (2.1)

El primer término del miembro derecho es la parte isotrépica,

slendo 6‘ ,la delta de Kronecker (1=j implica &8=1; 12; implica

&=0), que Jes el tensor de rangeo 2 isotrdpico mds general y "p" una
constante escalar dado que no debe depender de la direccién. Su
interpretacién fislca se obtiene al considerar al fluido en reposo
sobre el cual sbélo existe la presién hidrostatica debido al
principio de Pascal. Por lo tanto, la constante "p" representa a
dicha presién. Su signo negativo se debe a que se considera como
un esfuerzo negativo sobre el elemento.

Esta interpretacién implica que T el segundo término del

miembro derecho, representa los esfuer;és presentes en el fluldo
cuando estd en movimiento y se le conoce como tensor de esfuerzos
de corte.

Deformaciones.-Se dice que un fluido es deformado cuando dos
puntos cualesquiera del mismo son desplazados de su posiciodn
inicial y se produce un cambio en la distancia entre ellos. Por lo
tanto, la deformacidén cléasica estd determinada por los
desplazamientos relativos de los elementos del fluido.

Considérese la figura 2.3 en la que los puntos iniciales,
colocados en r,yr, se desplazan hacia r; y r’2 al deformarse el
medio y resulta una nueva separacién entre ellos Ar. Se define
entonces el gradiente de desplazamiento como el coclente Ar/As,
donde As es la separacién iniclal de los puntos. Recordando que
ambos 1lncrementos son vectores y haciendo tender As a cero, se
tiene la siguiente identidad:

ar
Ar 1
2 =1 (2.2)
Asg_>o axJ

que es un tensor de rango 2..
Un aspecto de vital importancia es que tal tensor describe la

rotacién, asi como-la deformaclén de un elemento de fluido. A esto
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se puede concluir considerando en el plano xl-xz, un elemenfo

cuadrado de fluido sujeto a una deformacién tal que:
ar1 ar
=--— = (2.3)

ax 3 u’:)x1

con B igual a una constante, de donde se puede ver que el efecto

es que el cuadrado rota un angulo 28. Por otro lado, si se tiene:

L =_2% =3 (2.4)

se provoca una deformacién del fluido quedando en la misma
direccién el vector que separa a ambos puntos. El efecto es
deformacién pura, sin rotaclién.

De ésta manera se puede descomponer al tensor de
desplazamiento I‘U de la siguiente manera:

- =8r‘ _1 arl +z’:h-J +—1_ c’ix‘1 _arj (2.5)
1) ax 2 axj axl 2 axJ ax‘ )

donde el primer término del miembro derecho representa las
deformaciones de un elemento de fluido mientras que el segundo
denota exclusivamente rotacioén.

Se puede definir ahora, un tensor gradiente de velocidad
tomando la derivada temporal de l"” y replitiendo los razonamientos

anteriores. Se tendra:

L = =e +Q (2.6)

donde elJ es el tensor rapidez de deformacién y Q” es el tensor

vorticldad cuyas componentes son las del vector velocidad angular:

1 Eiul BuJ .
€y~ 2z [ax * = ] (2.7
il 1
Q = l [i\_l.‘__ - iu_-'_] (2.8)
1) 2 axJ axl ’ .

De ésta manera se tiene al tensor rapidez de deformacién como

una medida de las deformaciones. No6tese que eU es simétrico
(e =e“) v Qx es antisimétrico (Q”=-Q“). La razén por la que

1) 3
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se utilizara el gradiente de velocidad en lugar del gradiente de
desplazamiento para medir deformaclones, es que éstas, para
cilertos fluldos, tlenen una dependencia temporal que sb6lo el
gradiente de velocidades puede reflejar.

Conviene aclarar el porqué de tal necesidad. Como ya se dijo,
la ecuacidén constitutiva es una relacién entre los esfuerzos sobre
un fluldo y sus correspondientes deformaciones. Evidentemente
implican movimiento y estan representados por el tensor 1:”
(esfuerzos de corte). En este punto nos interesa la sigulente
clasificacién de 1los materiales deformables con base en la
dependencia que tiene TU con el tensor I'L| {91

a)Materiales eldsticos.~ La dependencia es unicamente con la
deformacién: -r”=1.'”(l'u). Como ejemplo sencillo se puede
mencionar al s6lido de Hooke en el cual la relacién entre esfuerzo
y deformacién es lineal:

tu = kljklrkl (2.9

donde kljkl es el tensor eldstico. La elasticidad implica una
recuperacién de la forma en tlempos muy cortos (1075 seg. 6
menores [12]).

b)Materiales viscosos.- La dependencia es con la rapidez de

deformacién: 1:”=1:”(e”). La relacién lineal describe al fluido

newtoniano:
T, = Z”ljklekl (2.10)
siendo “ka la viscosldad dinamica (v=p/p defline la viscosidad

cinematica). Ante un esfuerzo aplicado, un fluido viscoso no
recupera su forma, queda permanentemente deformado en ausencia de
nuevos esfuerzos.

c)Materiales viscoeldsticos.- Hay dependencia tanto de la
'tU=1:U(l"”,e”).
El comportamiento de los fluldos viscoelisticos es muy diferente

deformacic:: como de la rapldez de deformacidn:

al de los newtonianos., Existen varios experimentos que demuestran
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lo anterlor. En uno de ellos se tlene un cllindro rotando dentro
de otro que contiene un fluido; cuando éste es newtoniano, se
forma una concavidad, pero si es viscoelastico, sube por el
cilindro que estid rotando. Se conoce como efecto Weisenberg. Otro
fendmeno conoclido consiste en expulsar al fluido por un tubo; el
newtoniano se contrae mientras que el viscoelidstico se expande.
Ver figura 2.4

Dade que el fluido considerado en este trabajo es
viscoelastico, se dedicara la préxima seccidén a su estudio.

Por ultimo debe recalcarse que una ecuacién constitutiva que
cumpla las dependencias descritas serd solamente un modelo
aproximado del comportamiento de los materliales. Esto significa
que cualquiera de ellas puede contener términos con derivadas de
orden superior, utilizadas para encontrar las relaciones
analiticas que concuerden lo mejor posible con la respuesta real
del materlal. La ecuacién constitutiva se construye, por lo tanto,

empiricamente.

2.2 Respuesta viscoelastica.

En esta seccidon se abundard acerca del comportamiento
viscoelastico asi como en el modelo que describe un fluido de
tales caracteristicas.

Se puede partir de la base de que un material viscoelastico
presenta propiedades tanto elasticas como viscosas. Un efecto
viscoeldstico tipico es la deformacién ante un esfuerzo aplicado y
una parcial recuperacién en un tiempo finito. El tiempo, por lo
tanto, aparece como una propledad reoldgica. Se dice entonces que
tales materiales tienen “memoria”.

Como ya se menciondé, la ecuacién constitutiva se construye
empiricamente con base en el comportamiento que presenta el
material durante las pruebas que se realizan en el laboratorio.
Para los propésitos de este trabajo, se utiliza una ecuacién

constitutiva para fluidos viscoelasticos conocida como modelo de
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Flgura 2.4. Efectos viscoelasticos. En los esquemas a} y b) el
cilindro iInterior gira, produciendo que el fluido viscoelastico
suba (efecto Weisenberg). En ¢) y d) un fluldo newtoniano y otro
viscoeldstico, respectivamente, son expulsados por un tubo,

expandiéndose este ultimo.



Oldroyd de dos constantes [9) y que tlene ia siguiente eStfﬂcéﬁraﬂ

crlj Dcel‘j
v A =2u [elj * Az Dt .]

donde la derlvada es, para un tensor Aij:

DA, BA oA S B
Dt = Y% 6xk - leAmj - ijAlm : ~(?ﬁla).

siendo L el tensor gradiente de velocidad.
Se puede también escribir como:

DA, DA,
bt - Dt Fiefay T Lyatia (2.13)

donde el primer término del miembro derecho es 1la derivada
material.

El operador de 1la ec. (2.12) denota a la derivada
codeformacional, la cual estd definida sobre un sistema de ejes
que siguen a un elemento de fluldo y ademas se deforman con é1,
esto es, pasan siempre a través de los mismos elementos del fluido
de modo que satlsfacen el principlo de indiferencia material [9].
Su utilizacién es necesaria ya que describe de manera completa las
deformaciones del fluido.

En esta ecuaclén aparecen como paréametros reoléglcos del
fluido su viscosidad u, el tiempo de relajaciédn A1 y el tiempo de
retardo Az. El significado de estos ultimos, explicado medlante el
modelo de Jeffreys [13], es el siguiente:

Supdéngase que a partir del tiempo to el fluido tiene una
deformacién constante (por ejemplo, puede ser estirado y mantenido

en ese estado). Esto implica que e =0, entonces la ec. (2.11)

11
queda como:
dr‘J
Ly + A‘ I - 0 . (2.14)
Por lo tanto se tiene la sigulente soluclién para r‘J:
- o -
T, = T‘Jexp( t/Al) , (2.15)
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la cual muestra que los esfuerzos que realiza el material estando
deformado, decaen exponencialmente desde T: , & una tasa 1/A1. De
aqui que Al se conoce como tiempo de relajacién.

Por otro lado, sl se aplica un esfuerzo constante, T:J,
y enseguida se permite que el material tlenda a recuperar su

forma, la ec. (2,11) se reduce a:

o de‘J
Ty S 2p [e“| + Az EE—J (2.16)
la cual al resolver para el da la solucién:
) !
vy T En [1 - exp(—t/Az)] (2.17)

donde se utilizd la condicién elj(0)=0 (al tiempo 0 no hay rapidez
de deformacién). De aqui se puede ver que la rapidez de
deformacién tiende a un valor fljo de manera retardada por la tasa
1/A2. Se define entonces a Az como tiempo de retardo.

En restmen, el tiempo de relajacién es la tasa de decalimliento
de los esfuerzos que ejerce un material mantenido con una
deformacién constante. Por otro lado, el tiempo de retardo es la
tasa a la que dicho material tiende a su forma inlcial después de
haber sido deformado mediante un esfuerzo instanténeo.

Para tiempos de relajacién y retardo muy pequefios (10_5 seg.
[12]) el modelo de Oldroyd se reduce a la ecuacién constitutiva de
un fluido newtoniano.

Nétese, por ultimo, que las definiciones de los tiempos de
relajacién y de retardo se obtienen de situaciones fisicas que
describen a s6lo uno de ellos. Sin embargo, un material

viscoelastico presenta ambos comportamientos.
2.3 Ecuaclén constitutiva en coordenadas cilindricas.
Para construir el modelo de Oldroyd en coordenadas

cilindricas, se encuentra primero el tensor gradiente de velocidad
utilizando el operador nabla, definido en (1,16), y aplicéandolo a

20



la definicién expresada en la ec. (2.6) [14]. Escribiendo Lx] en

forma matricial se cbtiene:

Gu  1Leu_v au
r 88 r
|8 w,lav v
Llj T 8r r*rae 8z : (2.18)
aw 16w ow
ar r e oz
Del mismo modo para el tensor rapidez de deformacién elJ:
du 1 du _v av du aw
2ar rae " rtar 3z *ar
_ 1 |8v 1du v u 1 9av 8v 1 0w
1y-3|ar*ree T z[r*r] az*ra| - (219
v u av 1 3w 8w
ar * ez Ztraz 2%
Por ltimo, la derivada material de un tensor A.J en
coordenadas cilindricas, es de la forma:
DA _ B8A ) v
Dt " It + (V-V)A + T M (2.20)
donde el tensor MU est& dado de la sigulente manera {[14]:
—(Are * Asr) Arr - ABB _Aez
MU = Arr - Aee Are + Aer Arz (2.21)
_Aze Azr ¢

De esta manera, sustituyendo las ecs. (2.18) y (2.20) en
(2.13) se obtendrd 1la derivada codeformacional en coordenadas
cilindricas.

Tomando en cuenta 1la ec. (2.19) para 1la rapidez de
deformacic.:, se tienen todos los elementos para construir Ila
ecuaclén constitutiva en el sistema de referencia deseado:
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1) 15, Vot LY
sz + Ax [ at + Yy axk + r Ml] le?mj . Ljn?lm ]
de de ‘ o N
- _ 4 1 MEYLE _ .
=2p [elj * Az [ at * uk axk + r Mlj leemj 'ijelm'] ]

(2.22)

donde M:J y M:J son el tensor de la ec. (2.21) con los elementos
de T!j y elj, respectivamente. Dicha ecuacién se presenta por
formalidad solamente, ya que el tensor M estd multiplicado por la
componente de la velocidad azimutal la cual no es considerada en

el problema.
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CAPITULO 3

ESTABILIDAD HIDRODINAMICA

3.1 Elementos de estabilidad hidrodinamica

En el capitulo 1 se menclondé como objetivo de la mécanica de
fluldos, 1la descripcién del movimiento de wun fluido y su
interaccién con cuerpos so6lidos [10]. Dicha descripcién se obtiene
en términos de las variables de flujo como pueden ser las
velocidades y las presiones, las cuales tilenen el caracter de
campos.

Cuando tales varlables dependen del tiempo, se dice que el
flujJo no es estacionario, en caso contrario serd estacionario.
Esto ultimo significa, que en un punto del espacio por donde pasa
el fluido, los valores locales de velocidad, presidén 6 densidad
por ejemplo, son los mismos para cualquier tiempo. Esta situacién
se presenta frecuentemente en la mecanica de fluldos y es también
el caso de la capa cllindrica estudiada en este trabajo.

La estabilidad hidrodinamica estudia cudl es el efecto que
sufre un flujo (estaclonario & no estacionario) al aplicarle una
perturbacién [15]. Esta materia goza de amplia popularidad en la
fisica dado que cualquier sistema real (no lideal) es susceptible
de sufrir perturbaciones causadas  por interacclones no
consideradas en la teoria. De ésta manera, en un flujo se pueden
modificar los campos de velocldades, presiones ¢ inclusive 1la
superficle libre del fluldo (como en este trabajo) debido a
imperfeccliones en alguna frontera sdlida, por algin pequefio cambio
de temperatura, etc., que alteran el estado inicial. El objetivo
de la estabilidad hldrodinadmica es <determinar si estas
perturbaciones crecen 6 se amortiguan.

Para el caso en el que crecen se dice que el flujo es

inestable; por el éontrario, si decrecen, el flujo es estable.
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Se debe aclarar que so;aménte 
de la estabilidad [2]. Esto significa que 'si sé . toma a'la vap;abiékm

de flujo perturbada como:

vix ) = Vx) +vx,E) @

donde V(xl) es la varlable de un :flujo bisico estacionario y
v’(xi.t) la perturbacién, se supondrd que la segunda serad mucho
menor que la primera; notese que la variable del flujo basico se
toma como no dependiente del tlempo (estaclionaria) mientras que la
perturbacién si.

Es evidente que 1la variable perturbada debe cumplir las
ecuaciones de movimiento. Al sustituirla, se pueden despreciar
todos los términes de orden (v’)2 de modo que las ecuaciones

queden linealizadas.
3.2 Perturbaciones en modos normales.

Se puede proponer ahora, una expresién analitica de las
perturbaciones. Tal expresién debe proporcionar una manera de
determinar si decaen o crecen. Ademds debe ser matemdticamente
simple para facllitar su manejo.

Se considera entonces, que una perturbacién puede ser
descrita como la superposicién de varios modos normales de
diversas longltudes de onda. Estos son expresados de la sigulente

manera:
v; = ¢(x‘) exp[i(alxl - ct)] . (3.2)

En estd ecuacién, ¢ es la amplitud de la onda, o, el numero
de onda (real) en la direccién "i1" y ¢ es un nimero complejo de
vital importancia, como se puede constatar al reescribir la ec.

(3.2) de la siguiente manera:

vy = ¢lx)) exP[i(“txl - cpt)] exple t) (3.3)
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donde cR es la parte real de c, que fisicamente es la velocidad de
fase de la onda y c, es la parte 1imaginaria que indica la rapidez
de crecimiento de 1la perturbaciéon. Esta ultima, por lo tanto,
define cuando un flujo es estable ¢ inestable como sigue:

cI>0 implica que la perturbacién crece (el flujo es
inestable).

c[<0 implica el decaimiento de la onda (el flujo es estable),

cI=0 define la estabilidad neutral (la perturbacién no crece
ni se amortigiia).

Para comprender el significado de la estabilidad neutral se
debe recordar que, tanto el flujo bdasico come las ecuaciones
perturbadas, dependen de los parametros que aparecen en las
ecuaclones de movimiento y en las condiciones de frontera. De aqui
que la éstabilidad dependera de ellos. Se sigue entonces que, al
hacer el andlisis en modos normales, se obtiene el valor de ¢, en
funcién de los parametros del sistema:

c_ = f(Yl' Y

! ""'YN) (3.4)

2

denotando las Y's a tales parametros.

Este resultado permite analizar dos aspectos fundamentales:

1.- El1 papel que Juegan en 1la estabilidad los distintos
parametros al contribuir a que S, tome valores positivos, cero 6
negativos. Con base en esto ultimo, se pueden determinar los
mecanismos fisicos que intervienen en el problema.

2.- cI=0 determina una curva en el espaclio de los parametros
que se conoce como curva marginal [2], la cual, constituye una
frontera entre el conjunto de valores de los parametros para los
cuales el flujo es inestable y el conjunto para los cuales es
estable. Los puntos sobre 1la curva definen 1los parametros
criticos. Es objetivo de la estabilidad hidrodinimica

encontrarlos.
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3.3 Pardmetros adimensionales.

En esta seccién se abundara un poco mds acerca de los
parametros Utiles para determinar la estabilidad hidrodinamica.

En primer lugar, las ecuaciocnes que describen el problema
deben escribirse adimensionalmente. Esto signfica que cada
paradmetro que aparece en ellas estd formadeo por la combinacién de
las distintas caracteristicas fisicas que definen al flujo; por
ejemplo, el caso estudiado aquf depende de la viscosidad del
fluido, sus tiempos de relajaciéon y retardo, la tensiodn
superficial, el radlo del cilindro, la densidad. En el capitulo 4
se definen de manera precisa los nGmeros adimensionales que
aparecen en el problema.

Respecto al orden de magnltud de tales parametros
adimensionales, éste también es determinado por las condiciones
fisicas del flujo. En particular una de ellas, la tensién
superficial (contenida proporcionalmente en el nimero adimensional
S}, Juega un papel muy importante ya que su magnitud, para una
gran cantidad de fluldos, es de orden muy grande. Esto implica que
S también sea de orden mucho mayor que los demds numeros
adimensionales. ’

Por otro lado, para obtener una solucidén analitiga de 1la
razén de crecimiento de la perturbacién (cx), en el capitulo 5 se
hace una aproximacién de las ecuaciones en modos normales para
numero de onda de la perturbacién axial («) pequefio. Por lo tanto
se desprecian los términos de orden o? en adelante. Sin embargo,
dada la magnitud del parametro S, se conservan aquellos que
contengan el producto «®S considerandolos de orden uno. Por lo

anterior se tiene que:

S >>1 (3.5)

condicién de gran utilidad en la aproximacién de perturbaciones

con numero de onda pequefio (ondas largas). La desigualdad (3.5)
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permite conservar en las ecuaciones el efecto : de _' 1a tené;én )

superficial.
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CAPITULO 4

FLUJO DE UNA CAPA CILINDRICA VISCOELASTICA CON NUCLEO SOLIDO

4.1 Descripcién del sistema.

El sistema a estudiar consiste en una capa cilindrica que
contiene coaxialmente un nicleo sélido como se muestra en 1la
figura 4.1, donde se sefiala la disposicién de los ejes
coordenados: "r" la direccién radial y "z" la direccién axial.

El1 andlisis del problema se desarrolla bidimensionalmente
despreciando' las compenentes azimutales 6 dado que las
inestabilidades en esta direccién no son compatibles con la
aproximacién de nimero de onda pequefio que se hace en el siguiente
capitulo; se considera que no influyen en este rango [16]. Tampoco
son tomados en cuenta los efectos de la gravedad debido a que la
capa es muy delgada y domina la tensidn superficial.

El radio interior (esto es, el radio del nucleo) es r;,
mientras que el exterior es r;.

El liquido estudiado es un fluido viscoeldstico de densidad
p, tensién superficial 7, viscosidad i, tiempo de relajacién hl y
tiempo de retardo Az.

El flujo estacionario es producido por un esfuerzo mecdnico T
sobre la superficle libre.

La condicién de frontera en la superficie sélida del nuacleo
es la de no deslizamiento. Otra de las condiciones es que el flujo
retorna, esto es, que el flujo neto de liquido a través de un
plano que corta perpendicularmente al c¢ilindro es cero (no hay
gasto).

La adimensionalizacién de las ecuaclones se realiza de
acuerdo a las sigulentes convenciones donde r’' son las distancias,
U' las velocidades, t’ los tiempos y P’ las presiones, todas ellas

con dimensiones:
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rd U = Urd/p

t' = tp/T P’ = Pt ’ o (4.1)
donde
d=r" - r; (4.2)

es el espesor de ia capa de fluldo,
Los paréametros adimenslonales <que resultan, son . los

siguientes [5]:

S = __P?‘Z‘ (4.3)

u
2

R = P____T: (4.2)
T

DL=1L -L, (4.5)

A= S—, . (4.6)
-]

S yv R son los numeros de Reynolds de tensién superficial y de
esfuerzos de corte, respectivamente. Miden las magnitudes de 7 y
de t. La diferencia de tiempos de relajacién y retardo (L1 y Lz)
mide el papel de la viscoelasticidad en el problema. El pardmetro
A es la razén entre el espesor de la capa y el radlo exterior. Al
hacerlo muy pequefio (A30), se obtlene un sistema plano [5], ya que
significa un radio del cilindro muy grande., Por el contrarlo, el
hacer A=1, equivale a quitar el niuclec sélido por lo que se
obtiene un chorro clasico [4] ya que el radlo interior es cero.
NStese que 0sAsl. Sin embargo, en este trabajo no se puede tomar A
exactamente 1igual a cero & wuno dado que representa una
singularidad en las ecuaciones finales, lo que significa que
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siempre se tendra un nicleo interno (aunque sea muy delgado) sobre
el cual se aplica la condicién de no deslizamiento.

Una vez hecha la adimenslonalizacién y despreciande los
términos azimutales, asi como 1los efectos no lineales y las
fuerzas externas, las ecuacliones que goblernan al fluido y las
ecuaciones constitutivas, son:

Ecuacién de continuidad

a(ru)' aw _ . (4.7)

1 6(ra‘rr) aa‘rz

rar tewm -9 (4.8)

1 a(ro-z ) ao-zz

F ar + 3z =0 (4.9)
Ecuaciones constitutivas

61:” BTU aru
TU * Lx [at * Y5 * "az - lele - ijru] =
de de 8e
1) 1) 1y ~

Z[e u+ Lz(at * Uar * “'az leeu L_jmelm)] (4.10)

donde i, )=r,z y los ten.sores gradiente de veloclidad y rapidez de

deformaclén son:

L,=10° ; ) (4.11)
Zg—;_" 0 %-ﬂ-g—:

. =% 0 2§ 0 . (2.12)
w0 25
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4.2 Flujo basico.

Para obtener el flujo bédsico se necesita resolver las
ecuacliones de movimiento. Obsérvese que éstas se satisfacen si se

hacen las siguientes hipdtesis:
U=Ulr), p=plz), T =7 (r), v =<t (r}, T =0 (4.13)

El perfil de velocidades del flujo depende sdlo de 1la
direccién radial ya que el esfuerzo aplicado se distribuye
uniformemente desde la superficie hacia el interlor del cilindro.
Dado que se exige que se forme una sola celda cerrada cilindrica,
se requlere 1la presencla de un gradlente de presiéon en la
direccién axial producido gracias a la hipotética presencia de
paredes muy lejanas (que no afectan de ninguna otra manera en el
problema) que hacen retornar al fluido. Esto implica la condicién
de gasto cero. Por Ultimo, se considera que los esfuerzos sobre el
flujo béasico estan dados por las componentes tangenciales al
cilindro, despreciando las radiales.

Las condiciones en (4.13) forman parte de una solucién valida
para el problema y constituyen una simplificacién necesaria.

De ésta manera, la componente radial de 1la velocidad se
anula. Las unicas componentes distintas de cero del tensor

gradiente de velocidad y del tensor rapidez de deformacién, son:

_ dw

2 = dr .14)
_ _ 14w

e =€ =53 . (4.15)

Al sustituir ambos en la ec. (4.10) se obtienen 1las

expresiones de los esfuerzos:

_ dw

T, % ar (4.16)

31



dw 12 . R
T, =2 [F : aan

De la ec. (4.9), la ecuaclén de movimiento resulta:

z

1d [ dw] _ :
Fa[r a_r_] =p C(a.18)
Al integrar dos veces respecto a r:

2 ‘
wir) =P_ L_+ a 1n(r) + b (4.19)
z 4

Las constantes a y b se determinan con las condiciones de
frontera. En 1la superficle libre el esfuerzo es t=trz. Si se
sustituye en la ec. (4.16) y se adimensionaliza, se tiene:

dw
aF = 1 B r= ro (4.20)

En la frontera interior se tiene 1la condicién de no

deslizamiento:
w=20 , r=r (4.21)
La condicidén de gasto cero es:
r
I ° w(r) dr =0 (4.22)
Ty
Resolviendo las constantes se tiene el sigulente perfil de
velocidad:
wir) = Pz(r - rf) + e In (r/rl) (4.23)
donde se define:

e=r(l-rP /2) (4.24)
o o Z

y el gradiente de presién, al resolver la ec. (4.22), esta dado

por:
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P =

z

a(-r’in (r /r) + 1) o g
° 2 = (a.25)
3 R

~2r3In (r./r )+ 2r> 41 -2/
[} o i ] ©°

Se puede hacer un cambio de variable radial (1) de modo que:

x=r - (1 -ANA s (4.26)

Nétese que la frontera interior es rl=(1-A)/A con x=0 y la
frontera exterlor es r°=1/A con x=1. Reescribiendo la velocidad,
ec. (4.23):

P

wix) = %[A2x2+ 2ax(1 ~ &) + 2(1 - 24 )ln[ e ]]
a A z

(4.27)
De ésta manera es posible variar el radio del nGcleo interior
varliando el parametro A,
En la figura 4.2 se muestran los perfiles de velocidad para
distintos radios.

4.3 Ecuaciones perturbadas linealizadas.

Las perturbacliones al sistema son pequefias variaclones de las
variables de flujo:

(G,F,; ,; ,; ) = (U,P,T ,T ,T )+ (U,P,T T ,T
rr rz zZ rr rz zZz rr Tz zz

(4.28)

En el miembro derecho se tienen las variables del flujo’
bisico mas las perturbaciones
Aplicando (4.28) a las ecuaciones de movimiento se obtiene:

Ecuacién de continuidad

d(ru’), aw _
e + = = 0 N (4.29)

"=
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wi(x)

A=0.01
a}

Figura 4.2. Flujo basico. x vs w(x). a) S=100000, R=1000, A=0.001.
b) S=100000, R=1000, A=0.5 c) S=100000, R=1000, A=0.99,

ol L L L "
=0.095 o] 0.1 0.2 0.267 0.3

w(x)

— A=0.5
b)



1
0.8f
06
0.4}
0.2
o : 1 1 :
-0.2 -0.125 ) 0.2 0.305
wi(x)
—— A=0.99

)
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Ecuaciones de balance de momento

L r
s [aw ,  aw o _ep 1807 o,
at ar ar r. ar az
a o , paw, ow 1 _ e 1007 fr,
at dr 8z az r ar 8z
Ecuacliones constitutivas
at’ at’
. re 8u’' dw
e L [at. YVYez— T %8z E]
de’ de’
, rr re _ du’ dw
z[err +Lz[ 3t " Y az T 5 a‘;] ]
- L ar;z W ;-z _ d_E .
rz 1{ét az dr ‘rr
d3w 8u' dw _ 8w’ dw au’ fdw)2
"[“drz'ar ar "8z ar ~ P & (E]]]‘

Tzz 118t + "az - ZE—' Trz *
d%w dw aw  (aw)? aw' dw
+ [4DLu’——— — - 4DL_— [——] - 27— 5= ) ] =
drz dr 8z d dr dr

+ W - 23=- €

Al ,
L aezz aezz dw _,
2 3z dr “rz ar dr

z[e' +
zZz

Condiciones de frontera

Al perturbar,

(4.30)'

~(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4,34}

(4.35)

la superficle libre se deforma una cantidad

£(t,z) de modo que se encuentra en ro+§. En ésta se tlene la

condicién cinemética,
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superficie siempre permanecen en ella a pesar'deflafdef§f'

8 8 Vel :

Los vectores normal y tangente a la superficie éoni

= _ 8¢

n = (1, a2 )/ N (4.37)
- (%€

tl = (EE— , 1) / N (4. 38)

* con N dado por
2q1/2
= ag
N = [1 + &Eﬂ ] . (4.39)

Los esfuerzos superficlales, divididos en normales vy
tangenciales mediante los vectores n,y tl, estan dados por la
sigulente ecuacién adimensional:

-1
w‘JnJ = HSR n, + t‘ (4.40)

siendo la curvatura [1,17]:
g=19%8__1 . (4.41)

La ec. (4,40) se desarrolla en series de Taylor alrededor de
r., Yy se linealizan los resultados. Al multiplicar esta ecuacién
por n  se obtiene la condicidén de esfuerzos normales:

2
P’ + T - gg r = SR'i[ é—%— + gE ] . (4.42)
rr Z rz 3z ro

La condicién de los esfuerzos tangenciales se obtlene
multiplicando la ec. (4.40) por tﬁ
at

. zr o _ 8¢
LR 3 T o 0 . (4. 43)
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4.4 Andlisis en modos normales.

Antes de dar la expresion analitica de las perturbaclones,
obsérvese que con base en la ecuacién de continuidad se pueden

expresar las veloclidades en términos de una funcién de corriente

w =

m‘m
NI&
mlm
Sle

(4.44)

[+

L]

1
LI
L

con lo que se elimina una variable.
Las perturbaciones se proponen en forma de modos normales

dados por la siguiente ecuaclén:

(¢.P'.:;z,t' T ) = [¢(r),p(r),F1(r),Fz(r),Fgr)] explia(z-ct)]

*
rz rr

(4. 45)

Aplicando estos modos a las ecuaciones de movimiento (4.30) y

(4.31), se obtlene respectivamente:

2
R[(w - e) %— ¢] = - Dp + — D(rFa) + ian (4. 46)

R[(w - c) %E D¢ - %5

_ 1
¢Dw] = - lop + = D(rF,) + iaF, (4.47)

En este punto conviene definir los sigulentes operadores
diferenciales [17]:

d

p =4 (4. 48)

DD=§— (4.49)
d°r

D2=g-—r[%%;] (4.50)

D3::7-[’%F[%%F]] (4.51)
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e _d {14 d (1d (4 sy

L2251}

Multiplicando la ec. (4.46) por i¢, derivando la- (4.47)  y.
restandolas, para eliminar la presién:

2
R [ 1a(w - c)D%p - togp D?w - (w - c)%— ] ] =

2 o 2
D (er) + mDF1 - 1-; D(rFa) + Fz . (4.53)
Por otro lado, en r=r‘, de la condiciédn de no deslizamiento:

¢=0 (4.54)

Dp =0 . (4.55)

En r=r _, de la condicién cinemitica:

£ = T¢B (4.56)
L]

donde se define
B=c- w(ro) . (4.57)

Para aplicar (4.45) a los esfuerzos normales se despeja de la

ec. (4.47) la presién evaluada en v

p=R[BD—$+¢D—:]—:’TFD(rFZ)+F1 . (4.58)

Al aplicar los modos normales a la ec. (4.42) y sustituyendo
las ecs. (4.56) y (4.58), se obtilene la condicién de esfuerzos

normales:

R [ -af3 D¢ - agDw ] + 1D(r°F2) - uroF1 +

3
_ 2 ¢ = ap-? ap o
* oLroF3 2ix —E—Dw = SR [ =4 5 ] . (4.59)
[+
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Para los esfuerzos tangencliales se aplican directamente los

modos normales a la ec. (4,46):

é - 2] _ ‘
F, o+ = [DDw 21aDL (Dw) ] =0 ; (4.60)

Por otro lado, las ecuaciones constitutivas resultan:
F, +L [m(w - ¢)F, - [4ichL. ® bw DDw +
1 1 1 r

+ 41laDL -i- Dp(Dw)2 + zuwn"'¢] - ZDwFa] =

2
2[1¢x % D¢ + 1_2[-5 D¢ (¢ - w) - $DW)] - 2DwD2¢] ] (4.61)

- - ¢ -
l-‘2 + I_.1 [ia(w c:)l“2 [hx e DDw

- ia D(f] Dw + ix & DwDg + 2¢20L & (Dw)?- DwF ] ] =
r r r 3
¢ 1% 2
[a2F+D2¢+L2[‘:f (w-c) + ia [D9¢ (w - ¢) -~
_¢ 3 $) _ 1
£ oow + 5 DwD[F] = DD 1] ] (4.62)
Fa +L1[1a(w— c)F3 - 2a2§-Dw] =
z[ —mn[i’l] + oL [ D[ﬁ] (w-c) -2 Dw] ] . (4.63)
r 2 r r

En el siguiente capitulc se desarrollan las aproximaciones a
numeros de onda pequefios, de modo que se obtenga una solucién
analitica para el problema.
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CAPITULO 5

APROXIMACION A NUMERC DE ONDA PEQUERO

S.1 Ecuaclones hasta orden a.

Al hacer la aproximaclén de la ecuacién de movimiento, las
constitutivas y de las condicliones de frontera hasta orden «, esto
es, eliminando todos los términos que contengan o® en adelante,
resulta el sigulente sistema:

Ecuaclones constitutivas.

F, = 4DLDwDZ$ (5.1)
F, = [D2¢ + mui.[ -(w - c)D%p +
+ 0% - ZuDp + 4 22] ] (5.2)
r
F, = -21an(§] X (5.3)

Ecuacién de movimiento.

D% = i« {R[(w - ¢)n%¢ - ¢p%w ]- DL[4D(DwD2¢) +

+ D2(r¢Dw - 2DwDp - r(w - c)D%p + 4 % i ] } (5.4)
Condiciones de frontera.
Enr = r,
=0 (5.5)
D¢ =0 . (5.6)
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Enr=r
(-]

D + 1« {R[ﬁmp + ¢Dw] + sp~? ; [o:2 - —] - DL[SroDwD2¢ +

+ D we + r, D HD¢ ~ 2D(DwD¢) + 4D[$ ] + BD ] } (5.7)
D%$ + teDL [¢nzw - 22 _(ow)? - 2pwpg + BD%p + 4 ¢’—] +
rOB ro 2
® _ :
+ TOB Dbw = 0 (5.8)
siendo
B =c -w(r) . (5.9)
Noétese que en la ec. (5.7) se mantiene el término

¢/B(1/r:-a2) ya que tiene multiplicado el parametro S. Por 1lo
tanto, al conslderar la condicién (3.5) este término no se
elimina.

Se hace el siguiente desarrollo de la amplitud de la funcién

de corriente y la constante c:

¢ = ¢° + a¢1 .. (5.10)

c=c +ac, *+... . (5.11)
Nétese que la ec. (5.11) implica:
o 1

B=B +af +... (5.12)

lo cual nos define a B° (=c°—w(r°)), y a Bl (=c1).

5.2 Aproximacién a orden cero.
En esta secclén se muestran las ecuaciones a orden cero en «.

Para obtenerlas, se requiefe sustituir los desarrollos (5.10),

(5.11) en las ecuacliones de la seccién anterior. Asi, aproximando
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a orden cero se tiene:

¢ =0 o 7 (5.13)

-]

con las condiciones de frontera:

Enr = r,
¢° =0 ) (5.14)
D¢o =0 ’ (5.15)
Enr=r
-]
D’ =0 o (5.16)
2 ¢o ’
D ¢°+ T B Dbw = O (5.17)
a o

Integrando cuatro veces la ec. (5.13):
a 2 2

= r r _1 r-
¢, = a, gt 2, 5 [1n(r) 5 1+ a, 3~ *a, (5.18)

donde las a's son las constantes de integracién. Al obtener a, a,
v a, de las condiciones (5.14) a (5.16) y poniendo a2=1. dado que
es arbitraria, la funcién propia es:

_ 1 2 2 r?
¢° = Z(r r‘) * 5 ln(r/rl) . (5.19)

Sé sustituye en la ec. (5,17) esta expresién de la funcién
propia evaluada en T, asi como la segunda derivada de la
velocidad del flujo basico y se despeja c,6 2 partir de Bo. Al -

hacer los arreglos necesarlos:

P
_ zf 3, 2 _ 2, _ 2
€, =3 [ E(r° rl) r ln(ro/rll ] +
3 1 2 2
+ € [ > 1n(r°/rl) ;;5(r° rl) ] (5.20)
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Bo resulta como:
2

P r
= - z € _ 1 2_ 2 o .
B, = ['2" = ][ 3T 1“(’9/,‘%’]
o
(5.21)

Se puede observar que c, es un numero real lo cual significa
que a orden cero el flujo es estable, de agqui que el valor propioc
sea la velocldad de fase de 1la perturbacién. Pero existe 1la
posibilidad de que haya inestabilidad al siguiente orden. Notese
que el efecto de la viscoelasticidad (DL) aun no interviene, se

vera que aparece en la aproximacién a orden uno.
5.3AAprox1mac16n a orden uno.

Al hacer la aproximacién a orden uno de 1la ecuacién de
movimiento asi como de sus condicliones de frontera, sustituyendo
las ecs. (5.1), (5.2) y (5.3) y haclendo los desarrollos (5.10) y

(5.11) resulta el siguiente sistema:

IJ“.»1 =1 {R[(w - CQ)D2¢>° - ¢°D2w] - DL[‘ID(Dtzcﬁo} +

¢
+ D2[r¢°D2w - 2DwD¢_ - rlv - co)D2¢° +4-2) ] } (5.22)
Enr=r
1
¢, =0 (5.23)
g, = O (5.24)
Enr=r :
o
¢
3 -1 o 2 1 2
D¢, + 1{R[B°D¢° + ¢°Dw] + SR -B—;[on __ré] - DL[SrquD ¢, +
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+ D3¢ + r D°wDp - 2D(DwD¢ ) + 4D ¢4 + B D3 -0 - *ksrzs 7
° rowo ¢o Fo_ Bo fl¢o B )

B
2 1 2 1
D% + = D% + DDw +
1 Bo o roBo
+ 1L |¢ D?w - 2—2(Dw)? - ZDuDg + B D3p + 4f2 =0 s 26)'
) roBu ro o o ¢o ra ‘

o
Para integrar la ec. (5.22) se desarrollan todos los términos

del miembro derecho y se obtiene al agrupar:

4 _ 1 1 1 1
D'¢, =b, r+b T+Db, 5+b, 7+b —+
r r r
«b_Lin(r) +b 1o, (r) (5.27)
5T 6 3 :

r

donde las constantes estian dadas de la siguliente manera:

b = IRP /4 (5.28)
o z
Pzrf €
b1 = - 1R[ T tc,t 3¢ 2e ln(rl)] + 12DLPz (5.29)
b, = - 4Dl : (5.30)
r2
b, = 1R[f§1] + iDL[e [1+21n(r) 1 -12 ln(rx)] (5.31)
b, =1 3DLerf : (5.32)
b, =1 2Re (5.33)
b, = iDL (12 - 2¢) (5.34)

Las constantes (5.28) a (5.34) estadn escritas como sumas de
términos con los parametros R y DL.

De este modo se puede integrar la ec. (5.22) cuatro veces. Se

43



escriben las derivadas D3¢, D2¢> , D¢ y . la ‘funcién: propia ¢:~

explicitamente dado que serén de utilidad posteriormente-

b b b : e
3 . o3 - _ _]: _5 l A 1
D¢ =5 + blrln(r) b, 2(b3+ 2)r - r3+_3
Ps 2 _ P SRR R S
+ r{in(r)]1° - 5= Fln(r) + Nir = S E_(5.35)
b b b S
2, _ o3 1. _ s _1 s et
D ¢l =gr *+ —Z--(bt 2)rln(r) 4( b1+ 2? r b2
b b b
1 6,1 4 1 5 2
- '2( b3+ —Z)Fln(r) e ;._3- + 4—r[1n(r‘)] -
b . DI -
6 1 r 1 -
4—' Fln(r) + Ni—Z- + N2 'I'; o : .‘: (S. 367) ‘
Pos 1 3 1 3 3 2
D¢1 = 5T + E(bx - bs)r In(r) - Z( b1 -3 bs) r - b2r -
1 bs 2 b4 1 bs 3 2
- Z( b+ —E)rlln(r)] “fE Trtsr [In(r)]” -
by 3 r’
= rlin(r)]™+ N7+ Nzrln(r) + Nr (5. 37)
bo s 1 Jbs N 1 Sb 17]:)s s b2
¢1 = qg57 * Tg(b1 - -Z—)r In(r} - EE( - "~ 3 )r - 3T -
b 2 2 b bs
- —§[r [1n(r)1? - rPln(r)] + 2—] - Tgln(r) ~5z T 2lin(r) 13+
r? r2 r?
+ Nx_TE + Nz—illn(r) - 1721 + N— + N, (5.38)

donde las N’s son las constantes de integracién.
Expresando a ¢1 de la siguiente manera:
3 2 2

r r
¢1 E(r) + N ? Nz—zlln(r‘) - 1/2] + N3—2 + N4 (5.39)

conteniendo E(r) los términos que no tienen las constantes N en la

ec. (5.38). Sus derlvadas seran:
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- e
D, = F(r) + N— # N rla(r). * N.r (5.40)

©
A
]

H(r} + Nt_E_ + N

5 2 (5.41)

e

o
)
hid
]

G(r) + N r ' (5.42)

Las funciones E, F, G y H se reescriben en términos de los
parametros de las constantes (5.28) a (5.34) con coefliclentes que

dependen de r:

E(r) = REa(r) + DLEb(r) (5.43)
F(r) = RF_(r) + OLF (r) (5.44)
H(r) = RHa(r) + DLHb(r) (5.45)
G(r) = RG_(r) + DLG, (r) (5.46)

Igualmente se asigna una funcién V(r) a la tercera derivada
de la funcién propia en la condlicién de los esfuerzos normales,
ec. (5.25):

Enr = r,

D3y = v(r ) = —1{R[B°D¢o + qboDw] +

1

¢
+ sr™} —S[az - —1] - DL[ 3r DWDp +
Bo x_2 o °
o

+D° + r D°wD¢ - 2D(DwD )+4D¢° + g D° (5.47)
w¢o ro W ¢0 ¢o i Bo ¢o *

Al sustitulr el flujo basico y la funcién propla a orden cero
en la ec. (5.47) se obtlene:
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vir ) =1 [Rva(ro) + DLV, (r_) + sa"[az - -;-] v (r,) (5. 48)
. . r .

o

slendo las funciones V de la sigulenté manera:

Va(rol = -Boroln(rn/rl) -

2 B
r ro . :
o 1, 2 2 el.en) i
(E-ln(ro/r‘) - Z(ro r‘)--] [Pz -+ FD]”., _ (5.49)
r
=-p 2 -8 .
Vb(ro) = Pz 5 T
o
2
r
£ o 1, 2 2 :
4;5 [z—ln(rolrl) gl - 1)) ] +

+ 25 n(r /r ) + 2P r In(r /1) - 4[1n(r /) -
r o 1 ZzZ 0 3 i o i

o

2
r
1 o 1, 2 2
:é[ z—ln(ro/r‘) ;l-(r.o - r‘) ] ] (5.50)
o
2
1 Ty 1, 2 2
Vir)=-=— s=In(r /r ) - =(r° - r°) (5.51)
c o 2 ] 1 4% o 1
BD
De la misma manera, la condicién de los esfuerzos

tangenciales, ec. (5.26), se divide en tres partes:

Enr=r
-]

2
D¢,

—BlTa(ro) - DLTb(ro) - Tc(ro) (5.52)

En esta ecuacién se encuentra el valor proplo a orden uno
)

buscado ((:?1).
Sustituyendo el flujo basico y la ¢°, las funciones T estan

dadas por:
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T (r) = (5.53) -
a‘ o —B‘r ! '
T Tele
. ;.rz" . : LI SR e
- o SUETY G BT .
Th(ro) = [ zlnlr /r) =3 Fro - ?1)]3x,‘
[ 2e 2 [1
- - —|5 P r_ +
3 2 o
r, r°Bo
-2 Fr + Elinee /r:; ;:
2 =z o r° P § i
2 g :
4 ° e @t TR eE Y s
+ :E_[ i—ln(rolrl) - z(ro ri) ] (5.54)
L]
_ Dbw
Tc(rc) = B—?‘:¢1 . (5.55)

Dadas estas definiclones, se obtienen las constantes N1’ N
y N, de las condicliones (5.23) a (5.26):

3

4
N = Livir) - 6r )] (5.56)
1 rn o ]
2
__1 _ 1 _ _
N, = F:F(rl) 4r°[V(ro) G(r )1 - Nin(r ) (5.57)
4 2
N = -E(r )+ ——IV(r ) - G )1+Nr‘ -r‘p( ) (5.58)
' Ty 16r T T P - AL '

donde es posible hacer N2 igual a uno ya que es una constante
arbitraria.

S1 se sustituyen las ecs, (5.56) a (5.58) en la ec. (5.38) y
se evalda en r ., se obiendra la funclén propia a orden uno en la
forma necesarla para utilizarla en la condicién (5.52). Haciendo

los arreglos necesarios:

47



o ST oTESIS g g
1 ey S ML L

___ ' 1 _ 2 _ 2,2
| ¢1(r°) _E(roJ E(r!) * 16r°[V(ro) G(r‘)](ro rl) -
| - .
1 1, 2 2 1.2
‘ - z—rlF(l‘l) - E(ro - l"l) + iroln(ro/rl) . (5.59)
]

Ahora se puede despejar de la ec. (5.52) al valor propio
Bl(=c1): o
_ _ 1 R
c, = i { r B, [ H(ro) + EIVFro) "G(vro)_] +
+ T (r )] - DDw[E(r ) - E(r.) +
b o °o 1

1 2 zé 1 '
+ l—t’;F;[V(ro) - G(rl)](r‘o - rl) - z—ri F(rl) ] } (5.60)

Sutituyendo las ecuaclones para las funciones E, F, G, H, V,
y T en la ec. (5.60), se obtiene la sigulente ecuacién cuadratica

para R:
= -1 2 1
c, =1 RM_+ DLM_ + SR " |a” - —<|M . (5.61)
1 1 2 203
o

Definlendo como M's las sigulentes funciones de rO:

. 1y - )
M, (r,) = Boro[}{a + Lo, Ga)]

F
1 2 2,2 a 2 2
- DDW[Eao Eal + Trn(va - Ga)(ro l"x) - -le(ro - rl )] (5.62)
= - 1 _ -
M (r) = Boro[ﬂb + IV -G e T ]
ComfE - B+ (v - 60 o) - B ? - 12 (5.63)
bo b1 16r° b b ° t 2rl o 1 :
-1 - oow [ 2 _ 22
Ms(ro) =-5B8r V_ -D [16]_0 v, (x-o rl) ] (5.64)
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La ec. (5.61) es de la forma:

¢, = 1cI (5.65)

La ec. (5.65) define la establilidad del flujo dependiendo del
signo de la constante ¢, ya que ésta es puramente imaginaria.
Para encontrar las curvas de estabilidad neutral se hace ¢

igual a cero y se obtlene la siguiente ecuacién cuadritica para R:
2 2
R™_ + RDLM_ + S[a - ——]M =0 . (5.66)
1 2 r 3
o
Resolviendo la ec. (5.66) para R, se obtlenen sus dos ralces:
2 2 1/2
DM, + ( (DLM))® = 4 M S (a - 1/r)) M )

R = (5.67)
2 M1

2 2 172
- DIM_ - (DLM_}" - 4 M S (¢ = 1/r°) M
R, = 2~ ( 2 L QM) (5.68)
2 M

En el siguiente capitulo se grafican tanto cI, para analizar
su signo con respecto a los parametros R, S y DL, asi como las
curvas de estabilidad neutral definidas por las raices del numero
de Reynolds en las ecs. (5.67) y (5.68).
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CAPITULO 6

RESULTADOS

6.1 Introduccién.

Con el objeto de comparar con otros trabajos las ecuaciones
(5.67) y (5.68), obtenidas en el capitulo anterior, se presentan
las flguras 6.1 y 6.2. En la primera de ellas, se muestran las
curvas de estabilidad neutral con el nGmero de Reynolds de
esfuerzos de corte en funci6n del coclente de alfa sobre el
parametro geométrico A. Estas graficas se obtienen utilizando un
gradiente de presién que corresponde a la anulaclén de los
esfuerzos sobre la superficlie del nicleo. Este es uno de los casos
investigados en el andlisis numérico de las ecuaciones lineales
completas para un fluido newtoniano, hecho por Russo y Steen [11].
Su objetivo fué el de entender el comportamiento de la estabilidad
al poner en movimiento el cilindro interior. En este caso
utilizaron la condicién de que no hubieran esfuerzos sobre el
nicleo. Por lo tanto la derlvada de la velocidad en r . es igual a
cero:

avlr )
_..6r =0 (6.1)

Al sustituir la velocidad del flujo basico en la ecuacién
(6.1) se obtiene el sigulente gradiente de presién:

Pz = 2/(2-A) (6.2)

El compor tamiento de la figura 6.1 coincide
satisfactoriamente con los resultados de Russo y Steen [1) para
los cuatro valores de A, excepto que no se pueden calcular las
curvas de criticalidad para valores grandes de o, ya que seria

contradictorio con la aproximacién de ondas largas.
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La figura 6.2 reproduce los resultados obtenidos por
Davalos-Orozco [5] para el caso de una capa plana de fluido
viscoelastico, utilizando el gradiente de presidén expresado en la
ec. (4.25). Dicho trabajo fué realizade con la aproximacién a
ondas largas. Se grafica el numero de Reynolds contra el nimero de
onda y se obtlenen las tres ramas superlores (bajo las cuales el
sistema es estable) para distintos valores del numero de tensién
superficial; entre mas grande sea éste, mayor es la zona estable.
En esta figura, A es igual a 0.011, por lo que la capa no es
totalmente plana. Como se verd mas adelante, ésto da como

resultado las tres ramas inferiores.
6.2 Establlldad neutral.

El valor propio a orden cero es un nimero real que define 1la
velocidad de fase de la onda, En la figura 6.3 se grafica en
funcién de A, de acuerdo a la ec. (5.20). Nbétese que siempre es
negativo, por 1lo que las perturbaciones viajan en sentido
contrario a la direccidén del flujo en la superficie.

Antes de mostrar las figuras de numeros de Reynolds criticos
(Rc) en funcién de los demds parametros se anallza una curva de ¢
contra R para determinar, con base en su signo, las 4reas de
estabilidad.

La figura 6.4 muestra la rapidez de crecimiento de 1la
perturbacién en funcién del nimero de Reynolds de esfuerzos de
corte, para cuatro valores de A, segin la ec. (5.61). Entre mas se
acerca al plano la geometria del sistema (A 0), la estabilidad del
flujo es mayor, si el esfuerzo sobre la superficie es pequefio. Ver
figuras 6.4a y 6.4b. Sin embargo, al crecer A y aproximarse a una
geometria cllindrica de radio pequefio, el sistema es sensiblemente
inestable, ver figuras 6.4c y 6.4d. E1 sentido fisico de tal
comportamiento reside en el papel desestabilizador de la tensién
superficial en un cilindro, que se refuerza conforme aumenta A. Es

decir, el ahorcamiento capilar tiene mayor Importancia para una
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capa cilindrica mientras su radio sea menor. Para radios mayores,
el efecto es menos importante y para la capa plana no existe.
N6étese ademds que al aumentar R, es decir, el esfuerzo tangencial
sobre la superficle, se tiene un efecto establilizador para A=0.S5 y
A=0.9, mientras que en 1los otros des casos tiende a
desegtabilizar. Para R muy grande siempre se provoca la
desestabilizacién del sistema, flguras 6.4a-d. Todos estos
resultados concuerdan con las conclusiones de trabajos anteriores
([1]), (4] y [5]). Para la capa plana, Davalos-Orozco [5] determiné
que el esfuerzo mecdnico sobre la superficie desestabiliza. Para
Russo y Steen (1} y Xu y Davis [4], en la capa cilindrica y el
chorro respectivamente, dicho esfuerzo contrarresta & inclusive
logra eliminar el efecto de ahorcamiento de 1la tensién
superficial. S5in embargo, si éste es demaslado grande, se vuelve a
producir la inestabilidad.

Las figuras 6.5 a 6.8 muestran las curvas de estabilidad
neutral definidas por las ecs. (5.67) y (5.68). La figura 6.5a
presenta el nimero de Reynolds de esfuerzos de corte en funclién de
oa/A para cuatro valores distintos de A. El1 nimero de onda se
mantiene siempre menor 6 igual a 0.5 para respetar la aproximacién
de ondas largas. Se pueden obgervar dos caracteristicas nuevas de
suma importancia ya que se presentan fenémenos que no pueden ser
observados en los casos investigados por Davalos-Orozco [S5], Russo
y Steen [1] 6 Xu y Davis [4]. La primera es la apariclén de dos
ramas que definen un area de estabilidad entre ellas. Estas, estén
definidas por el par de raices del nimero de Reynolds de esfuerzos
de corte. Para el caso plano, Davalos-Orozco [5] encuentra que
solamente una de las raices tiene sentido fisico (la otra es
negativa), La explicacién de esta diferencia con el presente
trabajo la proporciona el término (aa—AZ) que se encuentra dentro
del radical de las soluciones de R. Este término cambia de signo
cuando alfa supera el valor de A. Por esta razdn se grafica con
respecto al cocliente w/A, que da su valor relativo. Se puede

entonces ver, figura 6.5a, que cuando A es mayor que alfa las dos
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rafices de R existen y definen una regién intermedia de
establilidad. Esta dltima afirmacién se puede hacer graclias al
andlisis de la figura 6.4. Por el contrario, cuando A es menor ¢
igual que el nuimero de onda sélo puede existir una rama de R bajo
la cual se tiene una zona de estabilidad. Lo anterior explica el
porqué Davalos-Orozco [5] encuentra una raiz. En la capa plana A
es lgual a cero, y por tanto slempre es menor que alfa. La otra
particularidad observada en esta figura es el hecho de que al
aumentar el parametro A, la regidén estable tiende a cerrarse. Sin
embargo, a partir de clerta A vuelve a abrirse nuevamente, Nétese
cémo la curva (3), para A=0.5, es la que tlene sus ramas nmas
proximas entre si. Fisicamente se interpreta este comportamiento
inicial de estrechamiento del area estable, como el aumento del
ahorcamiento debido a la tensién superficial, al hacer mas pequefio
el radio de la superficie cilindrica. Después, este efecto es
superado por la accién del parametro viscoelastico DL como se
puede observar en la figura 6.5b, en la cual se muestra que un
valor mas grande abre la ventana de estabilizaclén.

En la figura 6.6 se puede observar el doble papel que Juega
la tensién superficial. Al aumentar el nimero §, la rama inferior
sube, provocando la desestabilizacién del sistema por efecto del
ahorcamiento. Sin embargo, la rama superjor sube también cuando
alfa es mayor que A, Este es el efecto estabilizador de S al
actuar en la direccién axlal cuando se deforma la superficie y es
también reportado por Davaleos-QOrozco [5].

El efecto de la viscoelasticidad es mostrado en la figura
6.7, en donde se grafica R con respecto a DL, para tres valores de
alfa. De nuevo se hace evidente que cuando A es menor & igual que
el numero de onda se obtiene s6lo una rama. Se puede observar
ademas, que el valor de DL necesita ser grande para hacer aparecer
la ventana de establilidad. Esto significa que el fluido debe tener
un tiempo de relajacidén mucho mayor que el tlempo de retardo. Es
decir, el fluido debe ser muy eldstico para establlizar.

En general, el efecto viscoelédstico es establlizador. Las
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figuras 6.8a y 6.8b confirman lo anterior para cuatro valores de A
y tres valores de S, respectivamente. Cuando se tiene una sola
rama, ésta siempre aumenta mondétonamente estabilizando el sistema.
Para el caso de dos, la viscoelasticidad acentta sensiblemente su
papel con A=0.9 con respecto a A=0.5., Esto significa que DL tiene
mayor importancia establlizadera cuando el nucleo interior es muy
delgado.

Con el objeto de comparar las curvas de establlidad neutral
al variar el numero de tension superficial, se muestra la figura
6.9 donde se grafica, para S=1500, la rapidez de crecimiento de la
perturbacién de acuerdo a la ec. (5.61). Obsérvese cémo para
radios muy grandes, 6.9a {(A=0.011) y 6.9b (A=0.1), el sistema es
menos inestable para R pequefia, en comparacién a la figura 6.4.
Por otro lado, en las geometrias con radios mas pequefios, 6.9c¢
(A=0.5) y 6.9d (A=0.9), el efecto de ahorcamiento es atenuado. Sin
embargo, para cada radio, R actda de la misma manera que en la
figura 6.4. Para un esfuerzo tangencial superficial moderado, la
estabilidad estd determlnada por la competencia entre el
ahorcamiento capilar y R. Para valores muy grandes de R siempre
hay desestabillizaclén.

Las flguras 6.10 a 6.13 muestran nuevamente las curvas de
criticalidad dadas por las ecuaclones (5.67) y (5.68). De esta
manera, se puede observar en la figura 6.10 el efecto de S, segun
la geometria de la capa. Las reglones interlores de las curvas (3)
y (4) son estables mientras que también lo son las &reas por
debajo de (1) y (2).

La figura 6.11 muestra el mismo comportamiento para tres
valores de alfa, uno de los cuales (3) es mayor que A, por lo que
produce una sola rama.

En las figuras 6.12 y 6.13 se presentan curvas de log(R) vs.
log(S) para A=0.2 y A=0.9, respectivamente y con varios valores de
DL. Es evidente la competenclia entre la funclén desestabilizadora
de S contra la estabilizadora de DL, ya que al aumentar la primera

se clerra el area estable, pero al aumentar la segunda, la amplia.
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Nuevamente se puede observar que mientras mayor es A, el efecto
estabilizador de DL es mayor. De hecho, en la figura 6.12.no
alcanzan a aparecer las ramas correspondientes a DL=10.

6.3 Analisis de coeficlentes

Para mostrar una imagen mas clara de la influencia de la
curvatura de la superficie, la figura 6.14 muestra la rapidez de
crecimiento de 1la perturbacién (ec. (5.61)) en funcién del
pariametro A, para distintos valores de R. Cuando el esfuerzo
superficial tangenclal es muy pequefio como en 6.14a, el sistema es
estable para radios muy grandes (A pequefia), al tender a radios
pequefios, el sistema se desestabiliza abruptamente debido al
ahorcamiento. La fligura 6.14d muestra que para R muy grande el
sistema es dificil de establlizar para cualquier A. Para R
intermedia, como en 6.,14b y 6.14c, el sistema es menos estable
para A pequefia. Dicha tendencia prosigue al ‘aumentar A. Sin
embargo, la establlidad crece, cuando R es grande, para radios muy
pequefios (A 1); al contrario de R pequefia donde sélo hay
establlidad para A pequefia,

El analislis de los coeficlentes que definen a cI proporciona
informacién acerca de su comportamiento en 6.14a-d. Si se escribe

dicho valor propio como:

1

o, =M (AR + M_(ADL + MG(A)(az - A%)sR” 6.3)

donde los coeficientes M estdn definidos de acuerdo a las ecs.
(5.62) a (5.64). La figura 6.15 muestra la variacién de 1los
coeficientes con respecto a A, que es el uUnico parametro del que
dependen. En primer lugar se puede observar que ninguno de los
tres cambia de signo. Ml, el coeficlente de R, es positivo y crece
mondtonamente hasta un valor cercano a 10. Esto refuerza el papel
desestabilizador de R. Por el contrario Ma, el coeficiente de S es

negativo y decrece ain mds hasta un valor cercano a -1. Esto
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significa que el efecto de S no varia apreciablemente, pero su
importancia radica en la invariancia de su signo ya que S tendera
a establlizar o desestabllizar dependiendo del signo de (ocz-Az).
Por otro lado Mz, el coeficlente de DL, siempre es negativo y
aumenta bruscamente su valor cuando A tiende a uno, hasta tomar
valores cercanos a 100. Esto significa que en ese rango DL influye
con mucha ventaja sobre los demds parametros produciendo 1la
marcada estabilizacién descrita en las filguras anterilores. La
figura 6.15d muestra la comparacién en magnitud entre estos tres
coeflicientes.

Un examen mas detallado de M2 exhibe que su comportamiento no
es mondtono. En la fligura 6.16a se aprecia que conforme A aumenta,
también lo hace Mz' pero cuando es igual a 0.374, comienza su
marcado descenso. Lo anterior explica el hecho de que exista una A
para la cual se debe tener una regién de estabilidad minima como
se observd en las figuras 6.4 y 6.8, En las figuras 6.16b y 6. 16c
se obtienen las curvas de estabilidad neutral, correspondientes
a A=0.374, al varlar «/A y DL, respectivamente.

Prosiguiendo con este método, la figura 6.17 muestra el
comportamiento de los coeficientes del radicando que aparece en
las ecuaclones de estabilidad neutral (5.67), donde N (el
cuadrado de Ma) multiplica a DL2 y N2 es el coeficiente que
acompafia a S(mz—Az). De la figura 6.17a se observa que para A
pequefia, domina el término Nz' lo que demuestra que en este rango
la viscoelasticidad puede ser superada por la tensién superficial,
aunque se hace presente al estabilizar el sistema. Esto confirma
el resultado de Davalos-Orozco y lo observado en las flguras
6.5a-b y 6.8b. Sin embargo, cuando A=0.374, practicamente se anula
Nl, por lo que DL tiene un efecto minimo estabilizador. Este hecho
permite ver con mayor claridad que existe una geometria blen
especifica en la cual la viscoelasticidad es anulada y por lo
tanto se tiene una zona de establilidad minima, como se vié en las
figuras 6. 16a-c. Nétese que éste resultado es debido solamente al

radio del cilindro. Para A mayor, N1 sobrepasa a N2 y se tiene
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$=10000, DL=1000. c) Estabilidad neutral, ILog R vs Log DL siendo
A=0.374, S=10000, «=0.1.
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como resultado cque la viscoelasticidad domine ampliamente como se
puede apreciar en la comparacién de las magnitudes de estos
coeficlentes en las figuras 6.17b y 6.17c. Cuando el radio
interior es muy pequefio, las propiedades viscoelasticas del fluldo
producen una estabilizacién en el flujo muy marcada. Esto dltimo
se observd en las figuras 6.14b-d.

El radicando de R influye de manera importante en 1la
estabilidad del sistema, por lo que se hizo una revisién mas
minuciosa del mismo. Cuando es cero, se tlene un juego de los
parametros «, A, S y DL que definen los puntos en los que se unen
las dos raices de R encontradas en las figuras 6.7, 6.8a-b, 6.10,
6.11, 6.12 y 6.13. Se puede despejar del radicando el parametro
DL2/S en funcién de A y de « de la siguiente manera:

N, (% - %)

2 (6.4)
Nl

pL3/s = -

En la figura 6.18 se muestran las graficas de la ec. (6.4)
para cuatro valores de a. Los puntes de las curvas indican las
combinaciones de DL y S para las que las dos raices de R son
iguales. Para el caso en que A>a se tienen dos ramas como ya se
sefialé. Por lo tanto, antes de este limite la estabilidad esta
determinada por wuna 561a rama. Por otro lado, para el darea
interior se tienen las graficas de dos ramas con puntos que
implican 1inestablilidad debido a que corresponden a 1a regién
derecha del vértice en las figuras de log(R) vs. log(S) (figuras
6.10 a 6.13) 6 de la izquierda en aquellas de log(R) vs. log(DL)
(flguras 6.7 a 6.8). Obsérvese que el coclente DLZIS disminuye
cuando DL disminuye 6 S aumenta. Para el Area exterlor y el caso
A>a se tendrd la estabilidad definida en términos de dos ramas,
por lo que cada punto de dicha reglén es estable 6 inestable
dependiendo del valor de R que resulte de la combinacién pLE/s,
Nétese que, cuando A 1 las curvas bajan debldo a que en ese caso N1
crece demasiado.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

Uno de los aspectos més importantes en la estabilidad del
flujo de capas cilindricas delgadas lo constituye la accién de la
tensién superficial. Cuando actia en clerta direccién tiende a
hacer minima la superficie mediante 1los esfuerzos normales y
ahorca al flujo. Esto provoca que el sistema sea inestable. Por el
contrario, en la direccién axial estabiliza la perturbacién al
atenuar las deformaciones superficiales.

El papel estabilizador de la tensién superficlal ha sido
estudiado por Davalos-Orozco [5] para una capa plana de fluido
viscoeldstico puesta en movimiento por un esfuerzo superficial
tangencial, tomando la aproximacién a numero de onda pequefio. El
efecto desestabilizador es reportado por Russo y Steen [1] entre
otros, en un andlisls numérico para cualquier longitud de onda, en
una capa cilindrica de un fluido newtonianc con un nicleo sélido
coaxial. En el presente trabajo se realizé un estudio de la
establilidad hidrodinéamica para namero de onda pequefiio,
consliderando tanto los efectos ‘le la viscoelasticidad como los del
micleo s6lido, por lo que se obtuvo una descripcién que abarca a
ambos en el rango de ondas largas. Los parametros que definen al
sistema son: S (nUmero de Reynolds de tensién superficial), R
(nimero de Reynolds de esfuerzos de corte), DL (diferencia de
tiempos de relajacién y retardo} y A (razén entre el espesor de la
capa y el radio exterior). Conforme A es muy pequefia la capa
cilindrica tlene un radio tan grande que se aproxima al plano,
mientras que sl se acerca a uno, el ndcleo interior es tan delgado
que se aproxima a una columna de fluido.

Después de expresar matematicamente las perturbacliones de las

variables de flujo mediante modos normales, se hizo 1la
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aproximaclén a nimero de onda pequefio para obtener el parametro

rcompleJa c en funcién de los numeros adimensionales que
caracterizan al flujo. A orden cero se tiene <, el cual es real y
negativo en cualquier caso, por lo que constituye la velocidad de
fase de las perturbaciones, en sentido contrario al flujo en la
superficle. A primer orden se obtiene el numero c, puramente
imaginario, por lo que su signo determina la estabilidad del
sistema. Cuando es positivo las perturbaclones crecen y el sistema
es inestable, en caso contrario, decaen exponenclalmente
recuperdandose el flujo inicial. Para el caso en que es cero se
definen las curvas de establlidad neutral que pertenecen al
espacio de los parémetros del sistema y definen qué conjunto de
los mismos 1llevan a un flujo estable, 1inestable 6 neutral
(perturbaciones estacionarias).

Las conclusiones a las que se llegd después de todo el
analisis anterior, son las siguientes:

1.- Se obtuvo una generalizacién (en el caso de nuimero de
onda pequefio de las perturbaclones) de los trabajos investigados
por Déavalos-Orozco [5)] y Russo y Steen [1], incluyendo este
altimo, a su vez, al trabajo de Xu y Davis [4]. La afirmacién
anterior se basa en las figuras de estabilidad neutral que
coinciden satisfactoriamente con los trabajos que ellos realizaron
(figuras 6.1 y 6.2).

2.- La influencia de 1los distintos parametros sobre la
estabilidad depende sensiblemente de A; es decir, segin la
geometria del sistema, varia el papel de R, S y DL. Este resultado
habia sido anteriormente reportado por Russo y Steen [1] para los
numeros de Reynolds, de tensién superficial y de esfuerzos de
corte, S y R, respectivamente. Sin embargo, el resultado es nuevo
para DL, ya que Davalos-Orozco no maneja el parametro A (6 bien,
A=0, puesto que estudié una capa plana).

3.- El efecto del esfuerzo tangencial superficlal depende

también de su magnitud, a través de R. Si es muy pequefio, el flujo
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se mantiene estable cuando la capa se acerca al plano (A 0), ya
que apenas logra producir movimiento al fluldo y por lo tanto no
induce deformaciones apreciables en la superficie que puedan
desestabilizar al sistema. Sin embargo, cuando A 1, el cilindro es
marcadamente inestable deblido a la presencia desestabilizadora de
la tenslién superficial que produce el efecto de ahorcamiento. E1
aumento del esfuerzo tangencial, provoca mayor movimiento del
fluido. La capa plana tiende a desestabllizarse por medio de la
deformacién de la superficle, en contra de la tensioén superficial.
Por otro lado, para A mayores, el movimiento inducido estabiliza
al flujo debido a que aumenta la velocidad del fluido cercano a la
superficle deformada, lo que evita el ahorcamiento. Si el esfuerzo
superficial es muy grande, slempre existe desestabilizacién para
cualquier A.

4,- La longitud de una columna cilindrica de fluido estatica
es linestable cuando es mayor que la 1longitud de su propia
circunferencia seguin el limite de Rayleigh, conocido desde el
siglo pasado [1]. El movimiento del fluido puede estabilizar
columnas mds largas. En los resultados obtenidos en el presente
trabajo se encuentra una condicién similar cuyo punto critico es
a=A, & bien en términos de la longitud de onda y el radio promedio
de la capa, A=2nr°. Cuando a=A (ASZRro), la estabilidad esta
determinada por 1la tensién superficial que disminuye la
deformacién de la superficie a lo largo del cilindro y por 1la
viscoelasticidad. Sin embargo, cuando asA (AZZHFO), el efecto de
ahorcamiento se hace presente reduciendo el &area de estabilidad.
También en este caso se muestra que la viscoelasticidad
estabiliza.

5.- En general, se demostré que la viscoelasticidad tiende a
estabilizar el flujo para cualquier geometria. Cuando A O,
establliza moderadamente, resultado previamente reportado por
Davalos-Orozco [5]. Para A=0.374 su efecto es casl nulo, lo que

implica que un parémetro puramente geoméirico inhibe la acclén de
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la viscoelasticidad. Sin embargo para valores' mas grandes
establliza sensiblemente, en especial cuando A 1 . Por lo tanto un
nuevo resultado es la significativa importancia de la
viscoelasticidad cuando el radio interior es muy pequefio. Al
ejercer un esfuerzo tangente sobre un fluido viscoeldstico, éste
genera esfuerzos normales que en conjunto tienden hacia la fuente
que lo pone en movimiento, en éste caso, la superficie. Fendomenos
como el efecto Weisenberg [9] demuestran dicho comportamiento. En
este experimento, se hace rotar un cllindro coaxialmente dentro de
otro que contiene una sustancia viscoeladstica. Para un fluido
newtonlano la presién es menor en el cilindro que rota por lo que
se forma una concavidad. Para un fluido viscoelastico, la presién
es mayor en el mismo punto por lo que el efecto es inverso y se
acumula alrededor del cllindro. Con base en esto, la diferencia de
esfuerzos normales en la superficie puede ser tal que disminuya el
ahorcamiento producido por la tenslén superficial.

En términos generales se puede afirmar que, al menos en
ausencla de efectos térmicos, las propledades viscoeladsticas de un
fluldo favorecen de manera muy lmportante la establlidad segin el
parametro geométrico A. Este es uno de los aspectos novedosos més
importantes encontrados en este trabajo.

Por otro lado, se puede varlar el problema poniendo en
movimiento el nudcleo sélido para producir esfuerzos tales que
pudieran estabilizar el flujo [1]. Esto cobra interés practico en
los procesos industriales de recubrimiento de alambre ya que
experimentalmente se ha encontrado que puede tener influencia
positiva para la estabilidad [18].

Por Gltimo, se puede recomendar resolver el problema con la
adimensionalizacién que utilizan tanto Russo y Steen [1], asi como
Xu y Davis [4], debido a que podria aportar mayor informacién
fisica, aunque es marcadamente més compleja. Un ejemplo de lo
anterior lo es el valor proplo a orden cero, el cual en este

trabajo es de la forma c°=f(A), mientras que en la
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adimensionalizacién de Russo y Steen resulta c°=RS-1f(A). En esta
ultima expresién se hace evidente que cuando no hay esfuerzo
superficial que mueva al fluido (R=0) implica c°=0, que es
fisicamente consistente. Una situacién andloga se presenta si la
tenslén superficial es muy grande.
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