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RESUMEN.

Una aleacién a base de niquel, Nimonic 80A, fue sometida a un
proceso de termofluencia y llevado a la fractura con el tin de
generar cavidades para su posterior estudio con neutrones. S5e uso
un difractometro de doble cristal de altia resolucién angular,
utilizando la técnlica de dispersién a angulos muy pequefios para
neutranes (VSANS). Se disefio un programa de computo que, junto con
otros ya axlétentes, permitierédn calcular el radio promedio de las
cavidades en una zona cercana a Ila fractura, agsl como 1a
digtribucién de tamafos de las cavidades, que se esperaria
observar en dicha muestra (%X funcién Log-Normal). Este trabajo es
comparado con la técnica de dispesién a aAngulos pequefios
convencional para neutrones (SANS) obteniendose valores
aproximados, para el radio promediao de las cavidades, de una

micra.

La técnica VSANS no emplea la aproximacién de Born que se
emplea en SANS ya que las cavidades del orden de ium son "grandes"
de tal farma que el camblo de fase no puede ser despresiada. Sin
embargo, con propésitos de comparacidén la técnica SANS puede ser
considerada viallda aun en este rango.

E!l objetivo de este trabajo consiste en introducir wuna
técnica que permita calcular c¢avidades grandes con una mejor
aproximaciéon a Ila esperada por la técnica convencional SANS. Se
elaboro, como parte de los objetivos, un programa de cémputo que
permite evaluar la secciédn eficaz diferencial.



INTRODUCCION.

La técnica de dispersién denominada "Small Angle Neutron
Scattering™ (SANS) debe su nombre a 1la dispersién a 4angulos
pequefios © bien a pequefios valores del vector de dispersion Q=k-k,
(donde k, ¥ ¥ son los vectores de onda de la radiacidn incidente y
dispersada respectivamente) del orden @Q entre 0.05 y § no”
(cavides del orden aprox. 0.01 pm) {Marton Ladislau, 19581. SANS
es una técnica que se Inicio en los 708 y ha sido amplliamente
empleada para estudiar defectos en sélidos, soluciones coloidales,

polimeros y biologia molecular.

En el presente trabajo propongo una variante de la técnica
SANS, y que llamaremos "Very Small Angle Neutron Scattering®”, o
VSANS, empleada por primera vez por Welss en 1851 [Welizs, 18511,

" (Schwahn y Palacios,

en un rango Q entre 3 x 10y 22 x 10~ nm
s.f1, donde no considerara la aproximacién de Born para la seccldén
eficaz diferencial; que esta implicita en el wmétodo SANS. Coma
objetivo, intento obtener una mejor {infaormacién que 1la técnica
convencional SANS utilizando nuevos criterios, como es el caso de
suponer una distribucién de tawmaffos de cavidades en una muestra, y
dados clertos parametros, encontrar el radio promedio de las
cavidades. Se elaboro, como parte de los objetivos, un programa de
cémputo que permite evaluar la seccidn eficaz diferenclal.

Para este propédsito he dividido el +trabajo en cuatro
capitulos. En el capitulo I, dado que se esti analizando el caso
de dispersién por cavidades, se presenta informacién referente a
los dos principales mecanismos que dan lugar a la nucleacién de

iy



cavidades; se Justifica 1a distribucion de cavidades que se
suglere para VSANS y que se encuentra en una muestra asometida a
termofluencia; ademias se seffalan algunas de 1las caracteristicas
importantes de la aleacion NIMONIC 80A, wmuestra a base de niquel

que ha sido empleada para el presente estudio.

El capitulo 1l presenta el formalismo matematico que define
la seccidén eficaz diferencial en la teoria cuantica. Ademas, he
incluido dos subtemas que describen la técnica convenclonal SANS,

y otro sobre la técnica que he denominado VSANS.
El capitulo I1]l muestra el digpositivo experimental empleado.

Finalmente, en el capitulo IV sge presentan los resultados

experimentales, la discusién y los resultados obtenldes.



CAPITULO I

EVOLUCION DE CAVIDADES EN LOS MECANISMOS
DE FRACTURA Y LA ALEACION NIMONIC 80A

INTRODUCCION

Es conveniente, ya que el trabajo de investigacidn analiza la
dispersién por cavidades, esbozar los dos principales mecanismos
que dan origen a la fractura en sélidos debido a la nucleacién,
crecimiento y conglutinacién de microcavidades o grietas. EI
presente capitulo no pretende investigar a partir de los
resultados obtenidos (capftulo IV), qué tipo de ellos intervienen
en las muestras, o confirmar algunos de ellos. Senclillamente, se
hace referencia a Jos resultados que otros autores han observado
en sus investigaciones sobre la aleacién NIMONIC 80A (que es |la
que se emplea en esta investipgaclién) en lo referente al  tipo. de
fractura que presenta esta aleacion. Ademas, discutiremos el tipo
de distribucisn y tamaffo de cavidades de que hasta el momento se
tiene conocimiento y que se encuentran en una muestra que fue

llevada a la fractura.

1.1 CAVITACION.

Dentro de los mecanismos de fractura [M. F. Ashby, et. al, 19781
(Fig. 1.1.1), resaltan por dar origen a la evolucién de cavidades,



las fracturas Iintergranular vy transgranular. La fractura,
generalmente ductil para la nucleacion de cavidades, .usualmente
sigue un camino transgranular, pero si la densidad de inclusiones
o de agujeros preexistentes es alta en el limite del grang,
entonces la trayectoria puede seguir la frontera dande lugar a una
fractura intergranular ductil como se vera a continuacién. Ademas,
las fracturas i:ransgranular e intergranular ductil a altas
temperaturas (termofluencia), son aproximadamente las mismas que
las fracturas transgranular e intergranular duactil a baja

temperatura.

DISTINTAS CLASES DE MECAMNISMOS DE FRACTURA

FRAGIL CUCTIL
E ﬁ l :\\‘u mm:
2] E i &
{t, CLIVAJE  FRACTURA cRL"!MIENw PLAsnco RUPTURA POR DESCASTE
< IMYERGRANULAI O CIZALLAMIENTO
3 FRAGIL (IHANSGRANULAR) (INIF.RCHANULAR)

{CFLUENCIA 0250°C)f TEMPERATURAS(¢250°C)

.2
=3
A,
|
X
=
<€
frt .E. %
=2 CRECIMIETTIG OF CAVIDAGES POR FUPIURA DEBIOA &
o AE unA ) L
B R Ao AR RECUPLRACION DINAMICA
((.AVIDADE#) IGHI[I»'{ (UM'\SGRAMJLAR) (ll”E‘lGRAHULAR) O RECRISTAUIZACION
HPO_CURAY
FIo. 4.1.4. - CLASIFICACION DE LOS MECANISMOS DE FRACTURA. LA

HILERA SUPERIOR SE REFIERE A BAJAS TEMPERATURAS 230 °C) DONDE LA
FLUENGCIA FLASTICA NO DEPENDE MUCHO DE LA TEMPERATURA O DEL TIEMPO;

LA HILERA INFERIOR SE REFIERE AL RANGO DE TEMPERATURA O250 °C EN
QUE LOS MATERIALES ESTAN EN TERMOFLUENCIA. FUENTE: M.F. ASHBY, ot
al, te7e.



FRACTURA TRANSGRANULAR:

Cuando no hay clivaje (separacion del cristal sobre un plano

eristalografico), los s6lidos policristalinos pueden fallar en

forma ductil! por un camino transgranular. Los huecos
1a inclusién perturba el campo de desplazamiento

nuclean en

inclusiones:
elastico y plastico en un cuerpo deformados; la perturbacion
concentra la tension de la inclusiéon causando un rompimiento en la
la matriz, de este modo se nuclean los huecos; ademas
lo bastante

interface de
la plasticidad hace que ellos crezcan, y cuando son

grandes o cuando el especimen mismoe llega a ser mecanicamente

inestable, se unen y el material, en consecuencia, fractura,

(figura 1.1.2).

FRACTURA TRANSGRAMULAR DUCTIL

G2

{a)

F1d. t.1.2. (@ LA FRACTURA TRANSORANULAR DUCTIL REQUIERE QUE LAS

CAVIDADES PREEXISTAN O QUE ELLAS NUCLEEN EN INCLUSIONES coN
TENSIONES CONCENTRADAS: . - LAS CAVIDADES SE ELONGAN' AL
EXTE EL ESP MEN: (6). - ELLAS SE ENLAZAN CAUSANDO FRACTURA
CUANDO SU LONGITUD ES TAL QUE CAUSA SU SEPARACION. FUENTE! M. F.
ASHEY et. al. 1979,



FRACTURA INTERGRANULAR:

A bajas tensiones y a grandes tiempns de fractura, se
observan transiciones de fractura transgranular a intergranular.
Dentro de este nuevo régimen, la frontera del grano se desliza,
dando origen a grietas cuMadas o crecimiento de huecos en Ila
frontera, aproximadamente al eje tensil (figura 1.1.3). Una vez
que se ha producido una grieta, la concentracién de esfuerzons en
los extremos de la grieta genera la deformacién plastica de estas
regiones en bandas de cizallamiento'. Debido a que la deformacién
dentro de las bandas es wmuy intensa, égtas se Ilenan de
brquedadesz. Segin crecen las orquedades wn estas bandas (capas de
orquedades), golpean eventualmente unaa con otras, de tal forma
que se forman nuevas bandas de cizallamiento; ila repeticion de
aeste proceso actua para extender la grieta a traveés de la secclen
transversal de la probeta, en donde 1a banda de cizallamiento
regresa a la regidn de maxima concentracién de esfuerzos, en un
metal ductil; la fractura final puede ocurrir por varios caminos,

uno produce una copa y cono y otro una doble copa.

1.2 NIMONIC 80A.

Las aleaclones a base de niquel han sido y estan siendo
ampliamente estudiadas. Son frecuentemente usadas en componentes
que operan a altas temperaturas y tensiones muy severas (tales
como las aspas de turbinas de gas). En particular, la alencidn
NIMONIC 80A, cuya composicién quimica aparece en la Tabla 1.2.1%,
es el objeto de estudio en el presente trabajo.

1, - Cizallamiento: deagaste ) formacién de zonas concentradas
de esfuerzo cortante.

2. - Aglutinamiento de oagujeros.



FRACTURA INTERGRANULAR

7 7\

DESUIZAMIENTO

DE LA FROKIERA
DEL GRAMNO

N 4

(a) (b) {c)

Fio. £.1.3. - (a) -~ EL DESLIZAMIENTO DE LA FRONTERA DEL GRANO
ESTIMULA LA NUCLEACION; CAVIDADES; by, - FRONTERA DE LAS
CAVIDADES; (). - LOS HUECOS CRECEN POR DIFUSION. FUENTE: M. F.

ASHBY, et. al, g979.

TABLA 1.2.1.- COMPOSICION QUIMICA DE LA ALEACION NIMONIC 80AY.

‘c % si % Mn % Cr % Fe % Ti % AL % Ni %

0.045 <0.02 <0.02 20.2 0.45 2.44 1.12 75.59

FUENTE: ROCHLINO-BURDACH, VOLKLINGEN (DATOS DEL FABRICANTE).

8. - ta aleacién NIMONIC a0A presenta tipicamente waloa elemontos:
sin  embarga, puaden tenor un ligera variacién on Lo referente
al porcentaje. Véase. p.e. D. MCLEAN, Op. Cit, 1956.
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Algunas investigaciones de fractura en termofluencia de Ila
aleacién NIMONIC 80A (ASHBY et. al, 1879) revelan lo siguiente. En
el rango de temperatura de 600 a 800 <C y a altas tensgiones, 1a
fractura es transgranular. Cuando 1la tensién es reducida el
material muestra grietas cuffadas y la fracura llega a ser cada vez
m4s intergranular. Debajo de 240 MPa, el modo de fractura cambia
de grietas cuffadas a cavidades {que aparecen al nuclear sobre
particulags de carhuro) y Ia fractura es completamente
intergranuliar. Predeformado a temperatura ambiente reduce el
tiempo de  vida de termofluencia y estimula Ia ruptura por
prenucleacién de huecos sobre las fronteras del grano. Mas
explicitamente D. Mclean [A note on the metallography of cracking
during creep, 18561 obtuve algunos resultados importantes que
revelan el tipo de fractura que predomina dadas clertas
condiclones de presién y temperatura en la aleacién NIMONIC 80A,
Tabla 1.2.2. Egstos fueron utilizados para la elaboracién de las
mapas de fractura [ASHBY et. al., 19791 que muestran el dominio del
campo de un micromecanismo dado de fractura, clivaje, ductilidad y
fracturas transgranular e intergranular. Uno conocido con el
nambre de mapas de fractura de primer orden, con ejes del mapa
tenzidn y temperatura (Fig. 1.2.1). Un segundo conocido como mapas
de fractura de segundo orden con ejes tension y tiempo (este

ultimo no se muestrad.

Finalmete mostramos en la figura 1.2.2 otros resultados
obtenidos por C.W. Weaver [Influence of Heat-Treatment and
Compasition..., 19591 sobre la dependencla de Ia temperatura en
termofluencia sobre la formacién de cavidades en aleaclones tipo
NIMONIC 80 A. En ellas se exhiben claramente los das tipos de

formacién de cavidades tranagranular e iIntergranular.



TABLA 1.2.2- ALGUNOS DATOS EXPERIMENTALES RELATIVOS A LA
ALEACION NIMONIC B0A REALIZADOS EN ESTUDIOS DE CAVITAGION

Marca Temp. |Tensién| Tiempo |Elongacién Tipo Tipo de
M de sobr redo - -
. P, ° P Fractura
°c iNsm*y |Fracture| S.08 cm minanteo

hr. de
Cavidad®

sSMW  B8c2 700 532 194 3% a Frtscl.p.
- sc2 700 425.6 1614 4% a+ b tg+ig
- 6csa 700 aoe 1247 1 4% b+ a igetg
- 1c2 700 220 4584 2 % v+ oa vgrrg
- acs 7?50 365 293 6 4% a+ b tg

- 6Cc2 750 504 994 6 % a + b tg+ig

- t1e3 7?50 152 8110 z % b igetg

- 12c2 a1 2280 263 6 i a + b ig+tg

14% sobre
4

¥x
- 9c2 [ 0615 61 4275 No madideo © rg+tg
LY -3 1000 30. < 224 es5% sobre tngier-| Ingier-
- 16c2 iooo 15, z 199 51% Bobre ©°

vz

* EL TIPO a SON CAVIDADES EN FORMA DE CUNA LOCALIZADO EN uUNA
ESQUINA DEL ORANO. EL TIPO b S5ON CAVIDADES AISLADAS QUE OCURREN EN
CUALQUIER PARTE A LO LARCO DE LA FRONTERA DEL GRANO.

+ig=FRACTURA INTERGRANULAR Lg=FRACTURA TRANSGRANULAR.
FUENTE: D. MCLEAN, 1956,



MAPA DE FRACTURA DE PRIMER OROEM

TEMPERATURA [ (°C)
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FIO. 1.2.1. - MAPA DE FRAGCTURA DE PRIMER ORDEN PARA EL NIMONIC A0A.
SE MUESTRAN ALOUNAS DE LAS FALLAS DEDI_DAS A LOS ALTOS NIVELES DE
TENSION EN UN CAMPO GRANDE DE FRACTURA INTERGRANULAR hd RUPTURA. EL
CAMPO DE FRACTURA INTERGRANULAR DE TERMOFLUENCIA ESTA DIVIDIDO EN
SUBDIVISIONES DEL BEJE DE AGRIETAMIENTO Y LA CAVITACION. FUENTE:

M.F. ASHBY, eil. al, 1979.
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Fig, 1,2.2 INFLUENCIA DE LA TEMPERATURA SORRE MICROESTHUCTURAS,
MUESTRAS A 1200°C,¥Y TEMPLADAS EN AdQUA! (¢ a%0, (b 900,

50,
tdy 1000 °C, x. 750. FUENTE: C. W. WEAVER, 1960.

1.3 DISTRIBUCION LOG-NORMAL,

El tipo de distribucién de tamafios  de cavidades, que se
observan, en los mecanismas de fractura ifntergranular Y
transgranular, segun algunos autores cl. . Chen y A. Argon,
19811, se asemeja a una distribucién de Poisson (para una muestra
de acero forjado 304). Sin embargo, apoyandonos en trabajos
realizados por H. S. YANG, et.al., [Small Angle Neutron Scattering
Studies..., 19841, referentes a la distribucién a que obedecen las

cavidades en una muestra de cobre sometida a un proceso de



termofiuencia® , Fig. 1.3.1 (donde he afladido a e&sta figura al
comportamiento de la distribuci¢n Log-Normal para distintos
parametros). Sugiero la distribucidén ch—Normnls, Ec. 1.3.1.

_ np _ _-n*RsR1207
n(r)= _Rmae 1.3.1

Hagta este momento no es sabido de que se haya estudiado
metalograficamente la distribucién de tamaPMos de cavidades en el
NIMONIC B0A, asi que supondre que dicha distribucién aimula 1ia
distribucién de cavidades en la aleacion NIMONIC B0A. Nuevamente,
no se pretendemos Investigar a partir de los resultados (capitulo
I1V) si efectivamente esta distribucién interviene en las muestras.
Solamente se hace referencia a los resultados que atros autores
han observada en sus {nvestigaciones sobre otras aleaciones y

Justificar, asi, el uso de esta distribucion.

4. ~YANO utilizo el metodo de Schmidt [(FERPOVA. I. S., 1970) pora
obtener lo distribucién de tamafios de las cavidades, N(R} v.s. R!

5. .- Esta ecuacién o5 facilmente derivable do la distribucién
normal esléndar; wvéase apéndice D.

10
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- DISTRIBUCION DE CAVIDADES N} VS R EN Cu PREFATIOADO
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EN EL RECUADRO. ARIADIDO POR MI, MUESTRA LA EVOLUCION DE
DE DISTRIBUCION LOG-NORMAL, QUE SEOQUN PUEDE VERSE, SE

ASEMEJA EN FORMA CUALITATIVA A LOS ORTENIDOS POR YANG, FUENTE:

M. S, YANO,

®t.al., 1984,

"



CAPITULO 11

DISPERSION POR CAVIDADES.

INTRODUCCION

Para el estudio de cavidades hare uso de la 1lamada tecnica
"Small Angle Neutron Scattering” (SANS) y 1a técnica que
llamaremos "Very Small Angle Neutron Scattering”™ (VSANS), que
propongo, lo que hace necesario mostrar sus principales relaciones
matematicas que permiten obtener informacién sobre el tamafo de
las cavidades, forma y numero de dispersores dentro de una
muestra. Para ello, primeramente mostramos el formalismo que
permite obtener de la mecanica cuantica la seccion eficaz
diferencial.

2.1 SECCION EFICAZ DIFERENCIAL.

Un método de exploracion de que se dispone para investigar la
estructura de la materia consiste en el bombardeoc de “particulas
proyectil™ a "particulas blancos" y el subsecuente analisis de los
resultados de la interaccion ocurrida bajo circunstancias
controladas. El problemas que plantea el choque, como cualquler
problema de dos cuerpos, en teérminas cuanticos, puede reducirse al
anilisis de la dispersion de una particula por un potencial V{r).
Si la particula blanco es mucho mas wmasiva que la particula
proyectil las coordenadas relativas y la coordenada al centra de
masa casil coinciden. Consideremos que el choque entre particulas

12



es elastico.

Calculemos la probabltidad de que, como resultado de la

colisioén, las particulas se dispersen formando tal o cual angulo.

Representamos una particula libre (particula proyectil), que
se mueve en sentido positivo del eje 2z por una onda plana,

incidiendo hacia la particula blanco, que escribiremos en la forma

donde k=r"/h

La particula dispersada pueds representarse por una onda
esférica divergente de 1a forma

ikr
wv_= f(&8) g 2.1.2

.c

donde £(8) es una cierta funclen del angulo de disperaion &
{angulo formado por el eje z y 1a direccién de 1a particula
dispersada); esta funcién es conocida como Amplitud de Diapersién
(es la amplitud de probabiiidad de que 1a particula incidente
emerja a lo largo de la direccién 3,comn regsultado de la
colision). De esta manera, la funcion de onda (que es solucién de
la ecuacién de  Schrddinger independiente del tiempo) tiene a
grandes distancias, cuando r tjende a infinito, sl comportaniento

asintotico, Fig. 2.1.1.a.

tky

/r 2.1.3

v x e ¥ it core

TOTA

13
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FIG 2.1.1. (.- ONDAS INGIDENTE ¥ DISPERSADA. EC. 2.t.3 .- EL
VECTOR @ REPRESENTA EL IMPULSO PROMEDIO INTERCAMBIADO ENTRE EL

BLANCO Y EL PROYECTIL CUANDO LAS PARTICULAS SON DISPERSADA EN LA
DIRECCION &,

En esta expresioén, el parametro k en onda plana es la
magnitud del impulso k, de las particulas incidentes (k.= Q,k): ia
k en la componente dispersada (onda esférica) es la magnitud del
impulso k de las particulas dispersadas; el que, para distancias
muy grandes del blanco, esta orientado esencialmente en la
direccién &.=r/r. Como se ha supuesto que la dispersion es
elastica, ambas magnitudes coinciden, 1k}=1kli=k. Sin embargo, como
estos vectores son diferentes, resulta que el blanco intercambia

con el proyectil un impulso medio Q tal que
ko=k+Q 2.1.4
La magnitud Q del impuiso transferido se determina facilmente. En

la figura 2.1.1.b, en donde & es el 4angulo de dispersion puede
verse que
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Q=2ksen(es2) 2.1.5
@ es conocido como el vector de dispersion.
Para encontrar 1a probabilidad deo relativa de que 1a

particula emerja en un f&ngulo solido d2, consideremos, por

detinicién, el tlujo de prcxbmailldml6 (o densidad de corriente):

L ho e -
T=Zart¥ Yw-¥Iv ) 2.1.8

ast , el flujo de probabilidad de 13 onda incidente es:

h [e-i.kz(iketkz)_eikz(_ﬂ‘e-Lkz)]

inc 2m1
kh o 2.4.7
y dado que k=ps/h =» kh=p
=P .
Jmc m 2.1.8

ya que la onda dispersada es una onda esféiica, calculemos su
flujo en coordenadas esféricas7. De la Ec. 2.1.2 puede demostrarse
que el flujo dispersado es:

__h (i~ z,ikr=1, ~ L % _ 3E(E) A
I Far [(ar;f(e)) 3 ey f () g »05¢)
6. - Véase, D, H. Dranaden and W.A. Bonjomin, s.f, p.4

a. A L 3

1 " a
LA g, <.
- ar By Y 35 ' rsen<e) a¢ £z ]w en coordenadans
esféricas., Véase Roberl Eisberg y Robert Reasntck, 1986, pag., 807,

7.~ Wy =[$

15



tkr-1

(6, 1o |3 L e ey 2808 1)

2 2ikyg af (&) @) N
- 2m[(|f(e>| 535, +—,(f 0 2EL f(e)—)ee+09¢)]

pero, para r grande podemos despreciar el termino 1/r’, por lo que

- 2 2ikYa . {££8)]° hk A
To= 2mm [|f(6)] r‘]er - r? m °r
2
Ly = 18] e g z.1.9
0c T m or
Pero, la probabilidad por segundo de que la particula

atraviese el elemento de superficie ds despuées de la colision es
Jﬂ-ds. S5i ds se encuentra a una distancia r del origen, entonces
e

5 cas = B 12 2 898 Elfcor|*an 2.1.10

uc r*

ya que £;ds=r%d(}, donde d es el angulo s6lido subtendido en el
origen por ds. Finalmente, la probabilidad do relativa de que la

particula emerja en el angulo s6lido d? seréa

s’ 95 §|f(e)|‘dn_

do= 1£¢8> | aq 2.1.11

B

I e

La cantidad do tiene dimensiones de area y es conoacida como
Seccién Efticaz Diferencial para la dispersion en el elemento de
angulo sélido dn en &,. La cantidad |f(8)2|, simbslicamente se

puede escribir como do/dfl :

16



dosdny = [f(e)|* 2.1.12

do es el area efectiva transversal en la region de
interaccién que intercepta el flujo de probabilidad de 1a onda
incidente y la transfiere al angulo s6lido dOQ, figura 2.1.2.

FId. 2.1.2 LA FRACCION do DE LAS PARTICULAS QUE INCIDEN SOBRE EL

BLANCO DE AREA A sonN DISPERSADAS SOBRRE EL DETEGTOR,
ALTEANATIVAMENTE, TODAS LAS PARTICULAS OUE INCIDEN SOBRE EL AREA
EFECTIVA a DEL BLANCO SON DISPERSADAS SOBRE EL DETECTOR. EN ESTE
CASO asdo REPRESENTA LA SECCION EFICAZ DE DISPERSION EN LA

DIRECCION DEL DETECTOR.

17



Lo que sigue es, entonces, proporcionar un wmétodo para
calcular amplitudes de dispersién, pero restringiendo Ia atencion
a potenciales esféricamente simétricos y considerando estados de
momento angular definidos .

Como primer paso expresemos la onda plana incidente

(particula libre) en términos de arménicos esféricos’.

Si uno escoge el‘eje z a lo largo de k, esta onda (Ec. 2.1.1)
puede ser escrita de la forma e“kr°°'e’; que es independiente de
. Haciendo los siguientes cambios de variable: p=kr, p=coso, la
expresison de la onda plana se reduce a una expresién en una serie
de polinomios de Legendre9

o
elrH o ZCJ'L(p)PL(u) 2.1.13

donde jl(p) es la funcién de Bessel esférica y es solucién de la
ecuacién radial de la ecuacisn de Schrddinger para un potenciallo

a. - Todas las eigenfunciones  de energia  de ta  particula libre

infinitamente degeneradas. pado  que las ondas esféricas
k) " forman un conjunto completo,” ol conjunto enteramente

numerable de ondas esféricas correspondientes e un vator  dade de

la onda numero k, alraviesan el espacic de law eigenfunciones de

energlta E=k*h*/2m; por 1o tanto, la onda plana e puede wer

expandida en meries deo esaw funciones como:

ikz & .

e LZ Z.TL"‘ Yo ()

donde YT 8.9 =B (hxS)= C e‘"@P (cosB). véase apéndice C.

9.~ Véane apéndice C.

10, - Véase apéndice &.

18



Vir)=0 y cuya solucioén asintética es

gentkr-4la)

J\& e o 2.1.14

£ Pl(y) son log polinomios de Legendre (salucién de la
parte angular de 1a ecuacién de Schridinger).

Para determinar el coeficiente CL, uno puede proceder como
sigue: diferenciando las series 2.1.13, término por término con
respectoc a p, obtendremns que

a4 _ipn _d_ 8
i © =5 ZOCLJL(P)PL(P)
o
. i d .
» tp ePH - Lzocﬁ;ol(p)) P 2.1.15.a
[+2]
=ilzocljl(p)HPt(u) 2,1.15.b

taomando en cuenta la relaciton de recurrencia (apéndice C) de los
polinomios de Legendre con a=0

(2[01)[_1?1:(2,01)?‘.“4”’ C.30

1-1

asf que

CLeOP 1P

HP, = 2r+1)

19



(1+1) t
21+ 1) 1 @iy Fia

por lo que 2.1.15b se transforma en

[os] @
L oM . 141 . . l
tpeT = leocljl‘p)[ 27+ ) 1es * "LZOCHL‘P’ ze+1)Pu-s

¢
Y -J L —5

donde
. o

: : _Lhy
B=t lzoct%m) [zullplq
sea l=l'-1

~ e (1" -1)+1

+ a=t ng?l’-—ijl‘-i(p) 2¢L'-1)+1 F(l.'-—uu.

t ﬁ_fv-r’v-t(p) [2L'-1]Pr

. i
5 €01, P? [21-1]"1
(=1,

i

[}

. 13
fcth”[z_zu)” -
lFo

sea l=l'+1

b=t Cotito [t e
hd R M ST g FXFRETBEEY RO

L
2.0
}; e 1eg $P? [21.' +3]PL'

JE N 141
=t lgocu:" L iP? [2 1 +3] P

-
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donde para a el coeflciente se hace cero en !=0 y no contribuye a
la suma y en b para l=-1 nuevamente se hace cero y no contribuye a

la suma. Por lo tanto,

a0
P ) ! ) Let
tpe 'fzo [CL-1JL-i‘°’ [21—1]Pl*ctujui‘°’ [2L+3)P|. 2.1.18

nuevamente, tomando en cuenta ta relaclén de recurrencia, Ec.
C.46 y C.A7 , apéndice C, tenemos:

(2““"1:"[']1..;"‘71-1] C. 48
Iy 4= [g—;%]Jl c.a7
de C.47

d_ 1+1

dp”t "11” T p "1

sugtituyendo C.46 en la ecumacitdn anterlor se tiene

a_,., aif o
dp"l JL—I e [(2[+1) [‘JLu’JL-s]]

13 141

21+1 Jl-a 21+1 Tles

21



sugstituyendo en 2.1.15a, e igualando con 2.1.16 (2.1.15b), tenemos

[=:]
Lo, 14t .
lzocl(2L+1JL-1 zqum]Pr:z[ -:11-1[21 1]" ’cudm[m ]P]

1 .
ad [21*1 T E A [21+1CL”'210:~ICL‘:]-’1¢1

1 -
- l[2£+lcl t CHJ [y ‘““(zzu *i3TTE m]fm

Para que pueda satisfacerse esta ecuacién para cualquier p,
es necesario y suficiente que las expresiones entre paréntesis

desaparezcan o que:

1
ZT+i0" izzuct -y o 1=0,1.,2.3,...,@ 2.1.17

L 2L+
* 6= 157T% .,
(2141 2(1-1)+1
21-1 "'20-1-1
(2031 201-1)41 LG-z)u
271 "2(i-1-1 *2(i1~2r-1"1-3
(2L#L 2¢1-1)¢1  2(1-2)41 (2Ll lo1bd e
20-1 '2(i-1)-1 *Za2r-17" "l c-(i=11-17e
Q2Lt4  20-1 21-3

- 20-3 .5 .3
= e~ 'zic3 tzics - i35 "TC

f

()

ot
. €= 1 (21+1C 2.1.18

El coeficiente C° es igual a 1, Ec. 2.1.13 para p=0; dado
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sustituyendo en 2.1.15a, e {gualando con 2.1.16 (2.1.15b), tenemos

o w
L i . ) L 1+1
lzocl [zuﬂl—.'ztu-’u.g]"rtzo [cl—t‘)l-t [21. 1]*’ il 2L+3]P ]

Lt . .
e [21+1°L"21—1°H)-’H [zz.uct“zuacm]-’u.

1.1 o 1
e L[ZL+ICL-LZL—ICL-1]JL-1— ”“’[zzucl 545 lo1]‘]l~1

Para que pueda satisfacerse esta ecuaclén para cualquier p,
es necesario y suficiente que las expresiones entre paréntesis

desaparezcan o que:

b3 i =
ET:ICL LET:;CL _, Gon 1=0,1,2,3,....,0 2.1.17

1 21=17t-1

2181 2¢1-1)e1,
t2(l-1)-1"1-2

1"
1 .201-1)+1 2(1-2)+1
1 '2(1-1)-1 *2(1-2)-1"1-8
1.

2¢t-1)+1 2(1-2)+1 2(l L1-1313+1

2(1-1)-1 *2(1-2)-1 """ "tz (i-1h-1"o

1
L .21-1 ,21-3 .5 .3
21-1 '21-3 '51-5 -~ "'37'3C%

= ¢t .
- Cl_ t (2L01)C° 2.1.18

El coeficiente C° es igual a 1, Ec. 2.1.13 para p=0; dado

22



06 G =1
Concluyendo, la expansién de la onda plana puede ser escrita

como

. o
ey th2ir1ds,, kodp G 2,1.19
1o

gsustituyendo 2.1.14 se tiene

. i g -3
- otkreas (@) S i'(21+1)P (cose)EenikI—glm) 2.1.20.a
1S
por lo tanto
_ . L Chrd L e
e““=§ ot (21*1)?,_((:056)5{-‘;[9 ¢l ’m)-eh‘kr ,m)] 2.1.20.b
i=o

esta es la expansién de la onda plana en terminos de polimomios de
Legendre.

Bajo el resultado anterior calculemos, entoces, 1a amplitud
de dispersion.

Dado que la forma general de una solucién de la ecuacién de
Schrodinger (Ec. 2.1.3)

v = etFZip(aretc”

/r
TOTAL

que presente aimetr{a axial (respecto del eje .z), debe ser la

23



solucién que describe la dispersiéon esta puede ser escrita como
una suma de productos Rl(r)Pl(cose) al igual «que la Ec. 2.1.13
pero ahora R‘(r) corresponde a la solucién radial de la ecuacién
de Schrddinger bajo un potencial V(r) (véase apéndice C). Cuya
solucién asintética es

-3t
R (r)z Senikr-jlineg) 2.1.21
[} kr

De acuerdo con esto, al igual que la Ec. 2.1.20, escribiremos la

solucién general asintética para Yrorar®? la forma:
N (2L+1)A P (cose)28nikIzilard) 2.1
TOTAL ZL cos ke -1.22.a
o

= z tt2t41IA P (cose)zk

[e—i Clr-glned) _ a-: (kr-&moa,))
150

2.1.22.b

Los coeficlentes Al deben elegirse de tal manera que esta
funcién tenga la forma de la ecuacién 2.1.3.

o atkz ikr
Veoral™ € tftere" “T/r

para ello utilizaremos los resultados obtenidos en las Eec.
2.1.20.b para el desarrollo de la onda plana en Polinomios de
Legendre, Sustituyendo en 2.1.3 tenemos

¥YroraL £

fl (21+1OF (cose)——[e"“‘"""’ e““"’"”] —‘——em

pero comao ¥, esta dada por la ecuacion 2.1.22.b, entonces

TOTAL
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iiin

@m . N
1(8) _ikr L L =Tkt
= e +z (2L+1)P (cos@r5—€ e
o . 1
Y t'@ienp tcoser gt et I
2 i Zkr
= § il 2ie1)A, P (cos8) i et (HTE)
WPy Zwr
1o
E\.kre L C-3LneS)

e
zl (21+1)A1Pl(c056)2k

tkr o @ t%7 tenemos

separando esta ecuacién por sus términos €

para eikr
18 ke, @ tkr o -idlm
e + . iy
o z (2L+1IP (cosOrzir &' e
- i thr i (-fined)
1fo 2"

multipifcando a por e " 2ixr se obtlene entonces que

L(-3Umed)

a) 2ikf(9)+§t (21*1)? (cose)a-‘*l" 2'. (2L+1)A. P (cos@)€

150

para €
EJ ik idln
2 th21e1)p (cose)zk etk etd

=0
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o
_ b L ~lkr -8
= ZOL (2L+1)A P, (cosd)zp— € e

1

y multiplicando b por etkr 2tkr se obtlene que

P 2] P o

L L -5

' 2t+1)P (cose) &' T = S i (zl+1)ALPl(cuse)e‘("" 2
=0

L3
18

dado que esta expresion debe cumplirse para todo valor de & y de
la ortogonalidad de los polinomios de legendre, de la ecuaciéon (b)
se tiene que

-~ sustituyendo este resultado en la ecuacien a, anterior, se tiene
que

i . et
zrkneuit‘(2L+1)Pl(cose)e"""= Eﬂ"(zl+1)e‘6lpl(coss)e‘( 2Lre &)
(]

LSo 153

«© 1
- 2tk feorry (2L+1)Pl(cose)[i"e “‘"]
=0

3

. .
(2L+1)P (cosd) e"s‘[i‘e"""]
1o

nétese que la expresisén entre corchetes

[ile"ﬂn] = iL[cos(iln)—isan(iln)l =1 para 1=0,1,2, ...
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o @« :
~ 2ik £(8)+) (2L41IPleosd) = Y (21+1)P (cose) 4

1% 15
+ 2ik £ =§ (21+1>P (cos®)> €5% - (21+1)P (cos®)

1o

€ 218,

=Y 21+1)P (cose) (¥ - 1)

Lso
. ttey = (zaur'i (zL+13P (cos0) (€5% - 1) 2.1.23

1Fo

esta es la expresiédn para la amplitud de dispersion. Y dado que

oter=|teen |?

[+ "
= ‘tztk)"z (21 +1)P, (cos0) [ez“ﬁ—x]lz
1o

entonces

: 2,1.24

oter= 3’: (21+1)P (cos8) | e*4 - 3
ax* oo L

Esta es la Seccion Eficaz Diferencial de Dispersién Para un
potencial esferico simetrico, donde & es el cambio de fase de 1a

l-esima onda parcial.
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o "

&

- 21k ushz (2L+1)P (cosd) = (21+13P (cose) €74
1o

18

L

o -
+ 2ik 100) =) (2Lr1IP (cos®) 7% - (2L41IP (cord)
1so

(20+1)P (case) (€% - 1)

n
y~4e

te = (2':10-'? (2L+1IP tcos8) (3% - 1) 2.1.23
1¥o

esta es la expresién para la amplitud de dispersison. Y dado que

otar=|te|?

o N
‘ €2ik>" ) (2L+1)P CcosO) [e"s‘—x]
1=o

entaonces

2 2.1.24

1 e 218,
oter= ‘ ) c2i+15p (cose) (e S Y ]
1o

Esta es la Seccion Eficaz Diferenclal de Dispersién Para un
potencial esferico simetrico, donde & es el cambio de fase de 1a

1-esima onda parcial.
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2.2 TECNICA SANS'!

E! empleo de la técnica de dispersién a angulos pequfios
(sANSY>*®  esta creciendo rapidamente. SANS, 1] aplicable a
diferentes campos cientificos {G. Kostorz, 1979; V. Gerold and G,
Kostorz, 1978; W.Schmatz, T.Springer, et al., 1874; W. Schmatz,
197681, como en la fisica del estado s6lidou, quimica y biologia.
Nuestro interés esta relaclonado con los defectos estructurales,

debidos a la cavitercién que da origen a las fracturas®®,

La técnica SAS esta limitada al estudio de partficulas de 1000
a 10,000 A de diametro IV. Gerol and Kostorz, 1878 P. 376 y M.
Schmatz, 1874 P. 1001%%,

La técnica SANS, en su desarrollo a partir de 1la mecanica

cuantica, parte de la validez de la aproximacion de Born’s, un

11, - EL presenie capitulo esta basade en los orticulos de Qerold v
¥ 0. Koslorz, 1978 y 0. Kosiorz, 1979 y 2983,

12, - SAS (Small Angle Scalteringd para la técnica de dispersién a
angules pequefios convencional (Neutrones, Raycs . Xlectronem;
SANS (Small Angle Neutron Scattering) para ol cano especial de
neulrones. EL términe BANS describe experimentos de digpersién on
un range engular (W. Schmatz, 1976) de o.3 a sx10™ radianes
ugande longuitudes de onda de 5 a 20 A. Esto da rangos de o de o.s
a 1%10™ A aproximadamente.

13, - Dos trabajos interesantes acerca de la nucleacidén de huecos on
fractura han sido = realizadas por M. F. Ashby, 1979 v Chen and
Argén, 19681, Véase, capitulo I; v on el coao  empecial  de la
aleacién Nimonic B0 A , véase, Weaver, 1959 y D. McLedan, 1959.

14, - Dichos wvalores dependen fuertemente de la longitud de onda de
ta particula incidente.

25, - En la teorfia desarrollada en el Cap. 2.4, eswta aproximacién
corresponde al caso en Qque las faces & wson pequefas. véase t.andau,
1938, Se ha omitido et desarrollo v justificacion de tal
aproximacién, etto es debide a que la técnica que pretends mosirar

con mayor detalle no es SANS.
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método de aproximacién semiclasico para la seccion eficaz
diferencial. La aproxiwacién de Born consiste en suponer la
alteracion de 1a onda del neutrém al atravesar 1a  particula
dispersora, no es muy grande. Esto naturalmente es valido cuando
la particula es pequefia. En caso contrario la aproximacion podria

ya no valer. Con esto se obtiene [Lehmann, 1977):

2 2
de _ m iar o
as = ——‘,mgh.l J‘VV(r)e d’c 2.2.1
donde Q) esta definido como en la seccion 2.1.1. Ademas, haciendo

uso del Pseudo Potencial de Fermi® [Marton Ladislau, 18591:

.
vr=2ps (s z.2.2

donde b depende de los detalles de la interaccisén neutron nucleo y
se le conoce como longitud de dtspersion‘7. Que en una muestra
volumétrica de materla, las interaccliones neutrén nucleo pueden
ser descritas como una colecclén de Pseudo potenciales centredas

en cada uno de los nucleos.

16. - Un polencial repulsive vélido para Lla mayeria de las especies
nucleares. El empleoc del Pseudo Potencial de Fermi se debe a que
la colisién entre neutrén y nacleo obedecen a una interaccién

niclear intensa pero de muy corto alcance.

17. - La llamoda Llongitud de dispersién es unac constante que depende
de aquello que tenga influencia on la interacciént elemanto
quimico, 1isédlopo, spin del nlcleo y epin dal neutrén. Por oslo, ne
sdle varia de elementco a elomento, swnoe también dentro de un mismo
etemento quimco, de isélope a isétopo, por le que adn  en un
material puro smolamenie me pue hablar  de longitudes promedion de
diaspersién., Para valores de b  puede verse O.E. Bacon, 1975, Tabla

2z, P, 98,

29



- 2nh?
v = 2: 22Ny str-r ) 2.2.3

podremos entonces definir Ia seccién eficaz de dispersién por
Atomo para una wmuestra con N nucleos dispersores en un volumen,

sustituyendo 2.2.3 en 2.2.1, como

de _ L iar 3 z
an = N J e putry d’r 2.2.4
v

donde p,(r)es la densidad de longitud definida por
p.(r)=§ bt &(r-ri) 2.2.5
i

donde bi es ia longitud de dispersién coherente de! {-esimo nucleo
en la posicién ri. Q es al vector de dispersién. pnlr) algunas
veces es Utll reescribirla como: :

pulr) = Aptr)+p, 2.2.6
con
8PLr) = pulr)=py 2.2.7

donde ;. es el promedio sobre las distancias mucho mias grandes que
1/Qmin y Qmin @8 @] mas pequefio valor de Q accesible dada por 1la
resolucién del instrumento [G. Kostorz, 18781. Para un ranga (=]
considerado, solo Ap(r) podréa contribuir a la dispersién, vy o5
claros

30



do 1 iar z
do _ 1 >
dan N'fve dptr) &’r 2.2.8

HODELO DE DOS FASES:

La simpleza y el amplioc uso de la aproximacién SAS esta
basado sobre el nodelo de dos fases que a continuaclén

presentamos:

Consideremos una muestra que contlene Np particulas con una
densidad de longitud inhomogénea pyp= by/ve,, (donde b, es la
densidad de longitud promedio sobre el volumen de la particula, y
Ve, 86 @l volumen atémico en 1la particula)d. Y 'sean que tales
particulas estén inmersas en una matriz de densidad de longitud
homaogénea p,,= b.,./v... de la ecuacidén 2.2.8:

z
2.2.9

do _ 1 _ z iar
4o = N (PP fve da’r
N

donde la integral se extiende sobre el voltmen V, que abarca todas
tas particulas dal sistema. Si todas las Np particulas son
idénticas, la seccisén diferencial se convierte en

. .
e - !}"—"P- (OopPamd? S(Q) 2.2.10

donde Vp es el volumen de una particula, (Pup—Pom) @B conocida

como @l contraste de dispersién'® y S(Q) es la funcién de

18, - Entre. mayer ee esta cantidad, mayor e la dispersién. En
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dispersién de una particula simple, dada por

2

s = l% eter gp? 2.2.11
P
vp
donde
S(0) = 1

A partir de estas dos ultimas relaciones es posible obtener

informacién de la dispesién:

a) EXTRAPCLACION DE Q=0:

Si la curva de dispersién medida puede ser extrapolada a R=0,
de la Ec. 2.2.10 se tiene

s
92 (o= Yo le o7 2.2.12

En el caso general Vp, Np vy (Pbp—Pum? son valores
desconocidos, pero al combinarlo con informacién procedentes de

otras zonas de la curva de dispersién (Fig.2.2.1), estas pueden

ser obtenidas.

b) APROXIMACION DE GUINIER:

Para cualquier forma de particula la funcién de dispersién a

valores pequefios de Qa (donde a 85 una dimensién lineal de las

particular, cuando uno de lozs componenetes es un vaciec © poros, su
correspondiente O es cero y el contraste es méaximo. Esto significa
que on una mezcla de varias componeneles dispersoras, las

cavidades son las que dispersan mayoritariamente.
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particulas) puede ser aproximada a wuna funcién exponencial. De

acuerdo con esto:

-
s = e 9Fe 2.2.18
donde Rp es @l radio de giro de la partfcula definida por
Ro? = 1 fr2 qr_yar 2.2.14
Ve Ve p 9p D e

donde q(rD) o8 la seccidén transversal de la particula a lo iargo
de un plano normal una direccién D (en el plano perpendicular al
vector de onda incidente k ) y a una distancia r, del origen

s 2
dentro de la partfcula definido por fvprnq(rp)drn=0.

Para un sistema de particulas orientadas aleatoriamente

Sy =e @ "3 2.2.15
con
Roz=‘£’-P I r%d’r
vp
Para esferas de radio Ra
Ru=(3/5)*Rn 2.2.18

La aproximacion de Guinnier es por lo tanto aceptable sobre

un amplio rango de QR (=< 1.2).
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c) APROXIHACION DE_POROD:

Para sistemas con superficiea Internas bien definidas, 1a
pendiente  final de 1a curva de dispersion, Fig. 2.2.1, es
proporcional a Q‘. Para particulas de cualquier forma (Q dsbe sar
mas grande que el inverso de la dimenslén mas pequefia de la

particula):

== 2 4

S(Q)I= ZnAp/Vp Q 2.2.17
donde Ap es el area superficial de la particula.

d) INTENSIDAD INTEGRADA:

De la Ec. 2.2.8 sobre todos los valores de Q producidos

Qo= :,i I %%(Q)d’ﬁ:(zm’ o 2.2.18

donde § representa las fluctuaciones media. cuadrada de!l sistema.
£n el modelo de dos fages.

8002=(2m (o, . ~pom) (Puy=Pum) 2.2.19
6
BL0Y=(2m) 2 Cpt1-Cp) (Pnp-Pomd > 2.2.20

donde Cp = NpVp/V @5 la fraccién de volUmen de particulas.

e) LONGITUD CARACTERISTICA Lp:

En el wmodelo de doble fase, Lp es 1a longitud media de todas
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las lineas que pasan a través de cada punto de una particula an
todas direcciones y termina sobre la superficie o la interfaze de

la muestra, y esta dada par

- (o sa
Le = on fo Q 5(Q) da 2.2.21

Para distintas combinaciones de esas relaciones, es posible
determinar la forma, tamafio, numero y composicién de particulas
uniformes por medidas precisas sobre un rango amplio de Q. La Fig.
2.2.1 wmuestra, esquematicamente, las =zonas de la curva de
aispersiOn que corresponden a algunos de los puntos vistos con

anterioridad.
b
~— Mo de dispersores
Radio de qiro Rg
- {(Aprox. Guinier)
\\\ Supaerficie de particulas
{Aprox. de Porod)
L N . b e T e
20
FIG. 2,2.1. INFORMACION QUE SE PUEDE ORTENER DE LAS DISTINTAS

PARTES DE UNA CURVA DE DISPERSION SEGUN LA TECNICA CONVENCIONAL
SANS.
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2.3 TECNICA VSANS,

La tecnica que dencminare Very Small Angle Neutron Scattering
(VSANS) fue eupleada por primera vez por Weiss para el estudio de
particulas de blsmuto iWeiss, 195511 (aunque con otros fines
distintos a los presentados en esta tesis)'” y esta cimentada
principalmente en los resultados teoéricos obtenidos de la mecanica
cuantica para Jla seccion eficaz dliferencial de dispersion
elastica, Ec. 2.1.23,

2

2]
o(8)= %;,l} (2[+1)Pl(cos'3)[ 92"5’-1]
=0

donde & e5 el cambio de fase de Ja l-esima onda parcial y que
contiene la informacioén del potencial central, y que aun no a sido
especificado. Nuevamente es conveniente sugerir el Pseudo
potencial de Fermi. Ast. para un medio de densidad local atémica
p{r), un potencial promedio (llamado potencial ¢ptico) podra ser

definido como:

. _
Vep =Zgh plrIbr) 2.3.2

caracterizado por la longitud de dispersién praomedio b. Este

potencial esta fuertemente relacionado con el indice de refraccion

19. ~ Weotss parie de res ) ados obtenidos por van de Hutst ; on éL,
hace énfasts on que e . oadomnio de la difraceidn vy relracctén de
la dispersién depende I ol cambio de fase & (€-2271 para
difraccrian  y &> pare cviracersm, de ur neutrén que atraviesa

una partizula de rad - v ol neutrén atravesardo la musma
distanzia en &l wvarmis,




(Marton Ladislau, 1959] para neutrones, definido como:
ntryst1-veryzErd 2.3.3
entoces, sustituyendo 2.3.2 en 2.3.3 se obtiene

A2 —

n*=1-;ph 2.3.4

6 para V/E <<1

2120

n=1 Zn Pb 2.3,5.a

n=i-73 2.3.5.b
Por otro lado, dado que la parte radial de la ecuacion de

Schrodinger (Ec. €.23, apéndice C)

1 fd _( .dR) 2ur?® -
B [dr[r dr]’ e [ - VIr]= vy c.23

es la que nos proporciona la informacion referente al cambio de

fase, debido a que contiene la informacion sobre el potencial, es
20

conveniente aplicar el metodo UWKB para obtener un valor

20, - o©:ando se considera una  particula moviendose en un roterw.at

Voo,  La ecuactén de Schriadinger paora estados @stazionarios tiene

ia forma
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aproximado del cambio de fase debida a la disperslénZt. A saber

[L.S. Rodberg, 1887, P.56)1:

§ = [jrdr[u‘-i%;—‘-# - U(r)]*-jiad:[k‘-‘——‘%— ]*] 2.3.8

™

A altas energias la energia potencial sara pequefia comparada
con la parte radial de la energia cinética, excepto cerca del
punto cléasico de retorno. Dado que la regién cerca del punto de
retorno no contribuye significativamente al cambio de la fase,
asumiremos |U(r)| << k*-1(1+1)/r® en @1 limite de alta energla,

por lo que

3
r El 4 3
~ 2 let+t) A _ abtles)
&= _1im [_]‘r?r[k —r ] [1 Z—U(r)] frodr[k S ] ]
por 1o tanto, 2.3.6 se transforema en el limite,

© -3
1 aliles)
ax lim zfrgrU(r) ey 2y ] 2.3.7

a .
B4, voowx =Eptxd

2m dx*
la eprogi.m)c}tﬁén WKB consiate on suponer a v de la forma:
poo=Atoe que o8 un tipo de onda de De Broglie

generalizada, con amplitud Ao y fase Six),

2t. - Donde = ha considerade ol punto clésico de reterno como

-
ro=LLCL+1) /K%Y,
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1

5i introducimos el valor del parametro de {impacto s=k“[l$l+1)]

la ecuacién anterior se transforma en
3

1 s
. .8
g = 3 r?U(r)k P.rz] 2.3.8

sustituyendo la ecuacion 2.3.2 en 2.3.8 tenemos

-3
6 = -3 drzn—hp(r)b(l')k"[l-—]
y dada que ﬁ pb {Ec. 2.3.5.b) sustituyendo en !la ecuacisn

anterior, tenemos

o1 ©  pir g2
a x -goef o ¥ [1-57)
por lo tanto
&==Fkx, 2.3.9

1. nif goy i
donde X, es ijhr - [1-:? (y 85 % do la longitud que Ia {-esima
onda parcial intercepta al atravesar la esfera con un parametro de
impacto s=(1+4)/k ).

usando ta relacién

P (cos®)= J [ (Led)sin€) =J [ ks -5ind] 2.3.10
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valida para para ¢ grande y € pequaﬁoz{

guatituyendo estos ultimos resultados en 2.3.1 y reemplazando Ila

suma por la integral, tenemos

R o 2
J‘Jo(ks»sins)(l-em X)s -ds 2.3.11

]

ole)= k*

El limite superior esta determinado por ol hecho de que todas
las ondas parclales ({+1)>kR no seran dispersadas por la

particula.

Haciendo el siguiente cambio de variable: s=Rsiny, x=Rcosy,
z=Qsin822ksin(18), and &=2p3kR, Fig. 2.3.%1, tenemns:

2
2

Tt
(@)= R%* J- (1-6"9°**")1o(Rz sinrlsinrcosy dr| - 2.3.12
o

Esta es la Seccién Eficaz Diferencial que utilizaresos para

evaluar la dispersién por cavidades.

+—= Esta igualdad puede obt se de la uacidn €. 0 (apéndice C)
d*e do e

Seetcote F”@'s:n*e o ; o=m=0, =l1(L+1) c.8
al  concideraree 8«i, prll+1* y s=k"tL(Lu)]*:k"[(ug)‘—-:-ﬁ;
(1+4)k

+ Plcosd) = Jo[(L+*)sin8]=J°[ks"sin9].
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R Cavidaa

FIG., 2,8.4 LA FIGURA REPRESENTA LA DISPERSION POR UNA CAVIDAD DE
RADIO R DADA FPOR EL PARAMETRO DE IMPACTO s Y KL ANQULO a, PUEDE
VERSE = CLARAMENTE auUg: sS=Rsiny, x=Rcosy, z=Qsinex2ksin( i), v
&=23kR.

APLICACION A CAVIDADES:

La afirmacién anterfior es valida tanto para particulas como
para cavidades siempre y cuando las particulas (cavidades) sean
grandes comparadas con la longitud de onda. De tal forma que ta
onda difractada es separable del resto d.a patrén de dispesién,
debido a que esta confinada a angulos muy pequefios de &8, donde es

valido el principio de Babinet®?, Ast, aen los sistemas
23. - EL Tecrema de Babinet dice: objetos complementarios producen
low mismon afecton de difraccién. Ee decir, on una pantalla
perforada con agujerca circulares, v un ansables de dimcen
circulares, cada diseo corresponde on tamafo v posicién a un
agujero particular, que producirén los mismos efectos de

difraccién (Quinier,4955),
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exparimentales generalmente usados para el estudio de angulos
pequefios, el principio de Babinet puede ser aplicado a un ensamble
tanto de particulas como de cavidades (esto es: un ensamble de
particulas en un medio homogéneo puede ser congsiderado igual a wun
ensamble de cavidades) (Guinler, 1855].

Apoyandonos en el resultado anterior, y considerande que la
distribucion de cavidades dentro de wuna muestra sometida a

termof luencia obedece a una funcién Log-Normal (véase Cap. 1):

1 -in*R /R0
= —=t_ e
n(r) flono dr

proponemos la siguiente expresion para el estudio de cavidades:

Ryax.
A =
%eotO? Jn(m o(8*.R) dR 2.3.13
RMzIN.
donde
sz a
6
o8’ ,RY= R‘k? J (1-e°°°*%y Jo(Rz s inrIsinrcosy dr 2.3.14
o

pero, sl ademas consideramos una curva de resolucién R(©-8') dada
por el instrumentuz‘. tenemos

@
. = ’ —g* .
aTEO-Efoe) I GTEO.(G YR(o-8") do 2.3.15
-0
24— Nbtese que si la curva de resolucién fuese una delta de Dirac
entonces o, Eh=o B,
TEO-EXP. TEO.
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por lo anterior, hemos realizado un prograna que evalua

numéricamente la ecuacién que engloba todas estas consideraciones:

w© RMaAx,
-4 @) = I [ J n(R) o(8°*.R) dR ] R(O-68") de’ 2.3.18
TEO-EXP,
- RuinN.

dicho programa aparece en el apéndice B.

Finalmente, cabe aclarar que el numero de particulas

dispersadas que "caen™ al detector estan dadas por [Mellsainos,
1968, P.2391:

s = 1o N ¥ un 2.8.17

daonde
N s INeutranes
lo @s @l haz incidente; —3337—3;7]

da= Area del detector
(distancia de la muetra al detector)*

es el angulo sélida [ Steradian]

N=£¢' es la densidad superficial ['M]

ca
donde
» [moléculas
No= 6.82x10 ‘E;?—;;T— es el ntmero de Avogadro
p es la densidad de los dispersores ‘5%

=)
t o5 el ancho de la muestra [ca]

A ea el pesao atémico del material dispersor
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do

dn @5 la seccién eficaz diferencial { cm®}

Por lo que la intenaidad diapersada es proporcional a |la
seccion eticaz diferencial (ya que lo y N son constantes que
dependen de la fuente de neutrones y de 1a wmuestra empleada,

respectivamente).

d.

o
ls an 2.3.18

Para el presente trabajo wutilizare unicamente la ecuacién
2.3.18 (podriamos obtener informacién sobre N del ajuste, pero por
el momento se despreciari este términoe). Por lo que, al ajustar Ia
ecuacion 2.3.16 a la curva de dispersién, ésta nos proporcinara
informacién sobre la distribucién de cavidades (aproximadamente

una Log-Normal), as{ como ol radio promedio de las cavidades.
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CAPITULO 111

DISPOSITIVO EXPERIMENTAL.

INTRODUCCION

Las medidas a las cuales se aplicara la técnica VSANS fueron
tomadas por los Drs. J. Palacios y Schwahn p.* am el espectrometro
-SN 18 del Institut Laue Langevin en Grenoble, Francia. Aqui solo
ge expondra el principio del funcionamiento del instrumento
utilizado.

3.1 FUENTE DE NEUTRONES: REACTOR EXPERIMENTAL DE ALTO FLUJO,
INSTITUT LAUE LANGEVIN CILL-HFT).
Como fuente de neutrones se ewmples aquel |;m'uex-adt:)z‘s por el
reactor experimental de alto tlujo del Institut Von

Lnue-'l.angevin". de Francia. Este opera a una potencia de 57 Mw

25.~- Dr. Jesis Palacios a: Inv, Nac. det Instituto Politécnico
Nacional de México IPNY; Dr. Schweahn D, Inv. del Institut rdr
Featkorperfdrachung, de Alemania.

26. - Tipicamente, la teaccién de fimién que da lugar a la obtencién
de neutronea dentro de un reacter .5 (Hotlon Rotler, 1963, P-
7651

228 0 14
02U on! ——— s Ba't4; Kr™ 43,0

donde geBa'y ; ,Kr®® son los productos de fisién rosultantes,

27. - Una informacién mdéds compleota sobre las wetalaciones con que
cuenta el  Instituto =@ encuentra en ol follotin “Institul Max von
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(térmico) proporcionando un fiujo maximo de neutrones termicos de
1.2x%10% n/cn®/sec. El elemento combustible contiene
aproximadamente 8 Kg. de uranio enriquecido al 893% por U, Como
enfriador y moderador se utiliza agua pesada (con 1la circulacion

de esta, a treves de un intercambio de calor).

Los haces de neutrones termicos, calientes vy frios™®,
generados en el reactor, estan disponibles a traves de puertos
etiquetados, como se muestra en la Fig. 3.1.1. El reactor cuenta
con dos salidas de neutrones frios, cinco termicos ¥y cuatro
calientes. L.as longitudes de esas salidas o guias son de hasta
120m.

(1} tiucleo deb reacior
{2) Fuente Coliente
(3) Fuenle tria
{4) Guia d»! neutron
& (5) Tubio del haz vertical
(B) Forilijodes de irradincion

‘/_,-\/V'?‘ - H25 (7} Fuente Biv horirontal
e W HNeulrones calizates

Wid- 1B ™ MNewlrones {rios
3 Meulrones tesinicos

- \ H = Juto tisrlzortal
Nl H = Tupe inclinudo

112 V= Tubo werticut

un/ H7

Fig. 3.1.%1 ARREGLO DE LOS PUERTOS (OQUIAS DE NEUTRONES) DEL REACTOR
DE ALTO FLUJO DEL INSTITUT LAUE LANGEVIN. FUENTEIITL-HFR, 1986.

Laue Paut langevin, drencbkle, France’, 1986,

28. - dependiendo de la onergia cinédlica con que son emitides
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3.2 ESPECTROMETRO DE DOBLE CRISTAL DE ALTA RESOLUCION ANGULAR
CDCS). DESCRIPCION DEL EXPERIMENTO.

De un haz de neutrones pracedentes del reactor se extrae un
haz monocromatice a través de un monocristal casi perfecto de Si
(b), en la Fig. 3.2.1, usando sus planos (220) en posicién de
difraccisén de Laue. El haz monocromatico incide en un saegundo
cristal casl perfecto de siliclio (d), de tal forma que se praduce
nuevamente la difraccién por los planos (220) y el haz difractado
emerge paralelo al haz antes de! primer cristal y es registrado
por los detectores. En la Fig. 3.2.1 se amuestra, esquematicamente,
el arreglo experimental, en el cual se iluatran los doa criatales
y las medidas de dispersaién Qy ¥ Q; (y corresponden a rotar la

auetra B80°).

S1 hacemos rotar el segundo cristal sobre de un eje vertiecal,
sin considerar la muestra, se obtiene una curva de distribucién
que denominaremos "curva de resolucion™ ("Rocking Curve®"). Esta
curva contiene informacién de la reasolucién del instrumento, con
un ancho del orden de segundos de arco, debido a que por tratarse
de cristales cas! perfectos la difraccién es dinamica [W.H.
Zacharliasen, 18451. Si gse introduce una particula, o un conjunto
de particulas, ton diametrous entre 0.1 y 10 & en la trayectoria
del haz entre aambos cristales (punta M en la Fig. 3.2.1), el
conjunto de neutrones dispersados por la particula no cumplien con
la ley de Braggz° en ol segundo cristal; asi, los neutrones
dispersados encontraran un angulo, al rotar nuevamente el cristal,
para el cual cumplan la ley de Bragg. Esto significa que en la
nueva curva de distribucién el pico disminuye y la curva se
ensancha, dando un espectro tipico de la dispersién a bajo éangulo,

pero con una resolucién del orden de segundos de arco.

29.- Ley de Bragg: 2dsenS8=nA. bDonde d ez la distancia entre plancs
atémicos paralelos. .
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haz de neutrones
—_— e .

CRISTAL DE

SILICTO
CRISTAL DE
| SILICIO

FId, 8,2,2 REPRESENTACION ESQUEMATICA DEL ESPECTROMETRO DE DOBLE
CRISTAL.

Cuando e! numero de particulas dispersoras es Ruy grande, sa

" 20

prod un t no conocido como dispersion multiple y debe ser

corregido antes de compararlos con I|a teorfa. La dispersion
maltiple se ve como una contribucién adicional del ensanchamiento

en los picos de difraccién.

0. - EL neutrén diepersado por las particulas puede colicionar
nuevamente por olra particula.
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3.3 INSTRUMENTO S18 (ILL-HFR). DESCRIPCION DEL INSTRUMENTO.

El instrumento empleado, dentro de las instalaciones del
Instituto referido, es el instrumento $18, figura 3.3.1. Es  un
difractémetro de dos ejes que consta de dos cristales casi
perfectos de silicio, empleados generalmente para interferometria
de neutrones

o1 Tutn Jde rayos X
b: Cristal manecrormador

Wi Gui de neulrones tarmicos H2S

<

Barra protectora
fHorico del difraclarnelrn

3o Eja

d; 29 Crislal det interterometrs
= Piotaformn giratoria

£: Cetecloren de nculranes

FIG. 3.83.1 VISTA ESQUEMATICA DEL INSTRUMENTO S18 (INTERFEROMETRO
DE NEUTRONES! DEL INSTITUT LAUE LANGEVIN. FUENTEIIL-HFR, 1986,
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En el modo usual de operacidn, un cristia; casi perfecto de
silicio es usado como monocromador (b)), figura 3.3.1 , Ila fuente
de neutrones (térmicos) es obtenida del puerto H25 (Fig. 3.1.1);
lo cual hace posible obtener un haz de longuitud de onda ajustable
que incide en un segundo cristal casi perfecto de siliclo (d). El
intrumento permite obtener una curva de resolucion estrecha (<37).
Ademas pueden medirse la difracciéon hacias adelante (0) y el haz
difractado (H).

La alta sensibilidad angular se obtiene de una rotacién ftina,
de 0.01" de resolucisn, en el segundo cristal (d). Las vibraciones
mecanicas se reducen a través de una "suspensién®™ montada en un
"banco é¢ptico"™, que soporta, ademas, un tercer eje. Dos tubos de
rayos X en ot y az estén incorporados al sistema para propositos
de calibracién y estabilizacion.

El tercer eje esta disponible cerca de la posliclén a2
proporcionando un grado adicional de libertad en el movimiento del

interferémetro .

El ingstrumento S18 es controlado por un microprocesador
enlazado directamente a una wuicrocomputadora; la operacison del
instrumento y el procesamiento de los datos pueden ser realizados

por programas via Fortran.
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CAPITULO 1V

EXPERIMENTO Y RESULTADOS.

INTRODUCCION

Experimentalmente se observa que dé tos distintos barridos,
sobre una muestra sometida a un proceso de termofluencia y 1levadan
a la fractura, la dispersion por cavidades en una zona cercana a
1a fractura (& icm) puede ser estudiada a partir de laa técnicas
SANS y VSANS, puesto que en tal zona, se aobserva un "pica" debida
a la transmislén sobre la dispersién maltiple. Tal condlciéen ea
importante para efectuar las correccloneas por disperalén multiple
y aplicar las técnicas antes cltadas.

Las técnicas revelan®: un radio de giroc de % lum segun SANS,
y una distribucién de cavidades Log-Normal dado por los parametros
ox0.585 (varianza) y RMx0.8 pm en VSANS. Estos resultados sugieren
que ia técnica VSANS, que puede ser mejorada,

estudio de cavidades.

puede aplicarse al

A continuacién se dan los detalles del experimento, la

discusion y finalmente las conclusiones.

31.- Al  igual que otras investigaciones referentes al entudio de
cavidodea, w. Mclean, 1956; C. W. Weaver, 1959); am

obmervaron
cavidades del érden de 1 um de didmetro.
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4.1 EXPERIMENTO.

Una aleacién a base de niquel, NIMONIC 80A"™, fue llevada, por
un proceso de termofluencia, a la fractura con el fin de nuclear
cavidades para su posterior estudio. La muestra cuyas dimensiones
originales eran de 5.08 cm. de longitud y 0.64 cm. de diametra,
fue sometida a las siguientes condiclones de termofluencla: 1023
*K (750 °C) bajo una tenzsién de 226 MPa (N/mm2), a un tiempo de
fractura de 1644h (5.9x10%s). La muostra fue cortada
longitudinalwente a un espesor de 0.4 cm. Se utilizé un flujo de
neutrones térmicos de longitud de onda de 1.874 X y ise obtubleron
espectros de dispersién para una Q" y Qlfg. Para 8! estudio de la
muestra se utilizé el arreglo experimental mostrado en laa seccion
3.3., Cap. Til: un espectémetro de Doble Cristal de Alta
Resolucién Angular DCS.

Las graficas de los distintos barridos (Tablas 1 y 2,

apéndice A) obtenidos experluentalmente“ se muestran en las
figurags 4.1.1 y 4.1.2.

32. - Véase Tabla 1.2.1, copliulo I, para ver mu composicién quimica.

83.- Q o8 el vector de dispersién y es igual a Qsk-k'=zkeeni®, 2.
axzn A8 para O«i. Ql consiste en una rotacién de %0° de ta
muestra. Véase Fig 3.2.4, cap XII.

B84.- Los datos fueron proparcionados, on comunicaciédn personal, por
el Dr. J. Palacios tInv. Nac. del Inatituto Polilécnico Nactonal

de México (I.P.N.).
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NIMONIC B80A Qu
RESULTADOS EXPERIMENTALES
(Node)
(Neutronss)
M FK1291 SIN MUESTRA
AK122¢ CUERDA
20

]

2

o

2

s

=

£

-]

@

@

-

o

el

‘€

2

Unidades arbitrarias

F10.4.1.1. RESULTADOS EXPERIMENTALES, FARA Q;, DEL NUMERO DE
NEUTRONES DETECTADOS V.&. PASOS. CADA PASO CORRESPONDE A 1, 25“10’4
RAD., (2.182x10°° GRADOS). LAS KETIQUETAS RK1214, RK1229, ... RK1233

SON LOS NOMBRES DADOS A LAS MEDIDAS.
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NIMONIC 80A Q.
(No de) RESULTADOS EXPERIMENTALES

(Neutrones)

Unidades arbitrarios

Pasos

Unidades arbitrarias

F10.4.1.2. RESULTADOS EXPERIMENTALES, PARA a 0 DEL NUMERO DE
NEUTRONES DETECTADOS V.S. PASOS. CADA PASO CORRESPONDE A 1. 285107
RAD. 12, lﬂleo" ORADOS). LAS ETIQUETAS RK1211, RK1303, .o s JRK1297
SON LOS NOMBRES DADOS A LAS MEDIDAS.
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4.2 DISCUSION.

En las figuras 4.1.1 y 4.1.2, donde se mnuestran los
resultados experimentales, puede verse claramente que la
dispersién se debe, principalmente, a cavidades; ya que a medida
que nos acercames a la fractura la dispersién es mayor y es donde
tas cavidades puehlan mas dengsamente al material.

Tomando en cuenta los resultados de las nmedidas Q,, Fig.

4.1.1., se pueden observar las siguientes consideraclones:

a) Las medidas RK1228, RK1230 y RK1231 solo se ensanchan levemente,
lo que significa que se pueden ajustar por una curva del tipa

=3

a
resolucidén la cual corresponderia a Ia transmisién y una

pequefia contribucién a la digperaién.

b

-

Las medidas Rk1232, que esta muy préxima a la zona de fractura
(x icm), presenta claramente una suma de dos contribuciones,
Fig. 4.2.1: una hamplia" correspondiente a la dispersién y wuna
"astrecha™ que es la transmisién. Con esto, la trangmiaién
puede ser calculada y con ello la dlspersiédn muitiple puede ser
corregida.

-

c) La medidas Rk1233, que corresponde a la fractura ya no muestra
el pico de transmisién y es ademas |igeramente mas ancha que la
medida RK1232. E!l hecho de que en el espectro. wmedido no se
observe el pico de transmisiéon significa que hay mucha
dispersién maltiple. Mas aun, puesto que no se observa el pico
de transmisién, la correccién por dispersién multiple no se
puede hacer.

33, - Véase soccién 8.2 det capitulo IIT,
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Otro resultado iamportante, cualitativo, que proporcionan las
Figs. 4.1.1 y 4.1.2, si se comparan, es que dan informacién acerca
del grado de deformacién que han sufrido las cavidades a traveés de
proceso de termofluencia. 51 considerawos que para Q) la
dispersién es mucho mayor que para Q,, entonces, las cavidades en
primera aproximacion presentan una forma elipsoidal, ya que Ila
dispersion depende fuertemente de la orientacién. Sin embargo,
analizando el caso especial de las medidas RKi1232 Q, y RKi208 Q
(cercanas a la fractura), estas sugieren que las cavidades en esta
zona sSon mAs o menos esféricas; las amplitudes de dispersién son

aproximadamente las miamas.

Asi, de acuerdo lo antes expuesto, analizare el casoc especial

de las medidas RK1232 (cercana a la fractura con Q)), figura

4.2.1. En la grat!cags pueden vaerse las contribucionss,
apreciativas, de 1lo que se considera la dispersion Yy la
transmisioén. Estos datos fueron corregidos por digpersion

. a7 : :
multiple y aproximados a una curva gaussiana, cuya ecuacién es:

ACx)=(137.6 + 0.05)e x71é.16 0. oom?

donde x es el numero de pasos (cada paso corresponde a 1.25x107
rad. - 2.182x10* grados). La curva ajustada por dispersisén

maltiple, Ec. 4.2.%1, es la dispersioén de  los neutrones por las

cavidades.

36. - Se ha sobrepuesto la curva con respecto al centro con fines
eatadisticos.

87.- Como dicha técnica es una discusién aparte, que ne  entra  en
los planes de este trabajo, no e mostraré explicitamente ol
proceso de correccién. Dicha correccién fue realizada por ol pr.
Palacios con base en programas de cémputo ya establecidos para

este propénito. Vease Michael Monkénbusch, 2971,
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la curva de resolucién (Ec. 2.3.15) fue ajustada a una Lorenziana

cuya ecuacion es:

5472 + 0.5
1¥x% (0, 6443%0.00005)°/3 4.2.2

t(x)=

x en pasas

NIMONIC 80A Qu: MEDIDAS RK1232
(ZONA CERCANA A LA FRACTURA)
(No da ) _
(Reutrones)t
. : FIX1237 0N CERCANA A LA FRACTURA
o b pryepeg- £ ST
.“E‘
5
w
5
3
£ g
= el
Frrrral,
T T T aen
Unidades obitrarias

FIGO.4.2.1. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA MEDIDAS RK1282 (CERCANA
A LA FRACTURA) CON 0“. DONDE LAS ® REPRESENTAN AL HAZ TOTAL
DISPERSADO (DATOS EXPERIMENTALES) = ~=-== HAZ DISPERSADO
(APRECIATIVO) ¥ LA TRANSMISION (APRECKATIVO),
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TECNICA SANS:

Si aplicamos la aproximacién de Guinler, Ec. 2.2.15, cap. 11,
de la técnica SANS

s@= e

entonces®®

~(x/14.16)* = ~(4n/X\)*(2.1682x10°)*x*Ri/3

para A= 1.874x10" u

_ a8 = >
» By= (14,1612 can/A) % (2. 182x20" 01 * 8.360x107 = (metros]

~ Rg= 0.8386 * 0.0003 um 4.2.3

y sl consideramos el caso de particulas esféricas, dentrc de la
técnica SANS, Ec. 2.2.16, cap. [1.

R,= R {3/5

entonces

R = 1.079 % 0.0004 pm. A4.2.4
a8, - azen A sond, si 22343 entonces Qazen AE; pero 1 PASO=

2.182x10% rad. y Az=1. 874x20"°m
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Agsi, 1a dispersaién de los neutrones por las cavidades cuyo
radio de giro (radio promedio sobre las distintas orientaciones),
es del 6rden de Rg X 0.836 * 0.0003 um ,siguiendo @l método SANS
(en la aproximacién de Guinier). A el valor de 12 1incertidumbre
encontrado deben sumarsele otros mas, p.e. @l correspondiente a la
correccién por rendija, por lo que debe tomarse caon cierta
reserva.

TECNICA VSANS:

Aplicando el programa de cémputo disefiado para evaluar la
seccién eficaz®® en 1a técnica VSANS, Ec. 2.3.16.

© RMax, .
-4 gy = J [ n(R) ¢(8’,R) dR ] R(&-8') d&’ 2.3.16
TEO-EXP.
-0 Rsan,

(donde R(8-6') eata dada por la Ec. 4.2.2.). Se ajusto‘o la curva

de dispersién debida a las cavidades (correccion por disperaién
maltiple), Ec. 4.2.1, a las secclén eflcaz de VSANS, tomando en
cuenta que, Ec. 2.3.18:

deo
le A ao 2.3.18

se obtuvieron los siguientes resultados, Fig. 4.2.2.:

P[11=26.988 = 8.0 (A amplitud),

PL2)=7.8A7e-07 * 0.4 E-07 (RM -radio promedio)},
PL33=0.585 * 0.5SE-08 (o0 ~varianza el la Log-Normal)
89.- Uno de lom objetivos de esta lesis consiste on la realizaciédn
de un programa que evalie la secciébn eficaz de dispersién pera
cavidades  grandes, comparados  con la Longitud de onda, tal

programa se encuenira plasmado en el apéndice B, Véase, Cap. IXX.

40.- Nuevamente se hace referencia a  un programa va establecido
para este propésito. Véass J. Lang and R. Miller, 1972,
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parametros que corresponden a una distribuciéon  Log-Normal, (Eec.
1.3.1, Cap. 1)

_ .4 ~in*tRM R/ 202
n(r) = riino e dr 1.3.1

distribucién del tamafio de las cavidades que 5@ espera se
encuentre en la muestra en la zona cercana a la fractura, Fig.
4.2.3. A estos valores de la incertidumbre deben sumarsele otros
mas, p.e. ei correspondiente a la correccién por rendlja, por lo

que debe tomarse con clerta reserva.

NIMONIC 80A Qu: MEDIDAS RK1232
RESULTADOS TEORICOS CON LA TECNICA VSANS

150 ¢

135 e, —— DISPERSION POR CAVIDADES
<+-ve. AJUSTE CON VSANS (RM = 0.784 um )

o
(=
T T T

(=4
o«

FI1Q. 4.2.2, T DISPERSION POR LAS CAVIDADES (CURVA CORREGIDA POR
DISPERSION MULTIPLE), Ec. 4. 2.4 - RESULTADOS EXPERIMENTALES
OBTENIDOS DEL AJUSTE SEQUN LA TECNICA VSANS,

60



NIMONIC 80A Qu: MEDIDAS RK1232

o DISTRIBUCION DE CAVIDADES

11 r
_1o}

O r
§9r
w B

ELf RM = 0.785 um
e i DELTA = 0.585
B4f
H 3 r-
22t
w L
A
b=}
= 0 1 1 i | Y L R 1 il 1 | . L i Fa—

00 04 08 12 1.8 20 24 28 32 36 4.0
RADIO DE LAS CAVIDADES, um
r10, 4.2.3. DISTRIBUCION DE CAVIDADES, LOO-NORMAL, QuE
DESPRENDE DEL AJUSTE, SEGUN VSANS, DE LA ALEACION NIMONIC

CERCANA A LA FRACTURA (%

1 em.),
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4.3 CONCLUSIONES.

Dado e! contraste con 1a amplitud de dispersién en las
medidas Q, vy Q (con la reserva de que las medidas, en la muestra,
hayan sido tomadas en tas mismas zonas de comparacién), suglieren:
que en el proceso de nucleaclén las cavidades, en primera
aproximacién, preséntan una forma elipsoidal muy alargada. A
excepcién de la zona cercana a la fratura, las medidas RK1232
para Q“ y RK1298 para Q, donde las medidas sugieren gque la forma
de las cavidades son aproximadamente esféricas ya que ia
dispersién en ambas son casl iguales.

Con respecto a las técnicas SANS y VSANS. De los resultados
anteriores se desprende que:

R, * 0.836 = 0.0003 um Técnica SANS

R = 1.079 * 0.0004 um. Técnlica SANS

(para cavidades esfericasg)

RM 2= 0.785 * 0.04 um Técnica VSANS

El valor de las incertidumbres presentadas no son del todo
comfiables, pues resta considerar el error involucrado por 1a
rendija infita. Unicamente reflejan el grado de confiabflidad de
la nueva técnica VSANS. En base a estos resultados creo que VSANS
puede ser aplicada ai estudio de cavidades con un buen grado de
conf iabiiidad.

En VSANS se suglere que la distribucién del tamafio de ias

bed 4

cavidades o

aproxi nte a una distribuclién Log-Norsal.
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Esta debe ser corroborada y no debe tomarse como una afirmacién al
100%. Diversas teorias producen diversas distribuciones de tamafios
NeC(R), N2(R), eeey Nn(R). Aqui se propuso una de ellias (la
Log-Normal), pero en principio deberian proponerse varias (las que
predija la teorfa). Estas deberfan entonces substituirse en la
Ecuacion 2.3.16:

o Rmax,

o, ) = I [ J n(R) o(68°,R) dR ] R(8-67) a8’ 2.3.16
-~ Rmxn,

Sustfituir aquella distribucién N(R) que wmejor reproduzca los
resul tados experimentatmente.

La correccién por dispersién maltiple podria ser evitada' si
se tomase una muestra mas delgada, sin embargo esto implicaria una
disminucién en la densidad de cavidades y por lo tanto un
incremento en la transmisién por lo que el analislis debera hacersge
con mucho mayor detalle. Inicialmente se tenia la idea que dicha
dispersién apareceria inevitablemente por lo quae el espesor de la

muestra era en ese momento adecuada.

Los fracturistaas podrifan encontrar en esta técnica una
herramienta atil, si se trata de {investigar el crecimiento y
distribucién de cavidades en el mecanismo de fractura.

Esta técnica desafortunadamente no puede ser aplicada en
Héxico, especificamente en el Instituto Nacional de
Investigaciones Nucleares (ININ), dado que no se cuenta con un
difractémetro de doble cristal de alta resolucién como en el caso
de Grenoble. Sin embago este puede le ger instalado ya que de los
ocho puertos seis estan libres y desaprovechados.
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APENDICE A

TABLA 1. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA ALEACION NIMONIC B0A (G ;)
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TABLA 2. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA ALEACION NIMONIC 80A (Q;)
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TABLA 2. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA ALEACION NIMONICG BOA (Q.)
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APENDICE B

SUBRUTINAS EMPLEADAS PARA EL CALCULO DE LA SECCION EFICAZ

DESCRIPCION GENERAL:

La FUNCION Jo calcula la funcién de Bessel del orden cero por
métodos numéricos.

La FUNCION SIMPSON evalua integrales usando "series de
Simpson™*’.

La FUNCION SIGMA-TEORICA evalua la integral (ecuacioen 2.3.12
del capftulo iI):

/2

3
o(8)= R*%* I (1—9“5"“7’) Jo(Rz siny)sinycosy d¥
o

Donde en FUNCION F se evalua su argumento.

LA FUNCION LOGNORMAL es la funcién de distribucloén de tamatio
de las cavidades que se propone para el presente trabajo (ecuacién
1.3.1 del capitulo I):

nlr)= —==— €

1 “tn¥momiszo?
dnr
RA{2NIOY

44. - Véase, por ejemplo Swvokowski, P. 239,
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FUNCION RESOLUCION es una funcién de distribucion Lorenziana
Ec. 4.2.2. que se desprende de la curva de resolucién, RKi1211.

P

LOO= s

LA FUNCION SIGMA_VSANS calcula la secclén eficaz esperada en
el experimento, y esta dada por:

« RMax.
rro-gxpt’ = [ n(R) ot'.R) dR ] R(O-6") d&*
-0 RN,

donde n(R) es la FUNCION LOGNORMAL, o(8’,R) es ta FUNCION
SIGMA_TEORICA y R(€-8') es FUNCION RESOLUCION. Veéase, ecuacidén
2.3.16, capitulo I1.

PROCEDURE RANGO_R determina logs radios minimo (Rmin) y maximo
(Rmax) de una de las anteriores integrales elegidas por el
criterioc de maximo y minimos, y pidiendo que el area bajo la curva
s8a ol 99%.

FUNCION SIGMA_TEORICAT Y FUNCION RESOLUCION son subrutinas
auxiliares que permiten optimizar el tiempo de programacion.
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SUBRUTINAS:

FUNCTION Jo(X:REAL)IREAL;

{ Este subprograsa calcula la funcion de Bessel de orden cero por sedio de )
{ una aproxmclun numerica

LoNsT
A:ARRAY(L..73) OF REAL=(-1,TE-19, 1.222E-17, -7,58B5E-16, A.125321E-14,

VAR

BEGI
1=ABS(X);

~1.94383489E-12, 7. 54869631“3-11. -2.67925353056E-03, 7, 608163592419 -08,
-1.76194690776215E-06,  3,246032882100508E-05, -4.606281662062T505E-04,
4.0191800694BT6045E-03, -3. 45937694 11408885E-02, 1, 5806710233209726E-01,
-3.70094993067264978E-01, 2,651 7861320333601 E-01, -8, 723442352852221 3E-03,
3. 1545594204976024E-01, -1,0E-20,3.9E-19, -2,698E-17, 1.BASASE-15,
-8.TATALE-14,  4.02633082E-12, -1.5837552542E-10, 5.24079478733E-09,
~1.M07233274019E-07,  3.2085325376548E-06, -5,632079141056967E-05,
7.53113593257T7423E- 04, -7, 2879624795520792E - 03, 4, 7196689585 76338TE-02,
-1,7730201218114358E-01,2,8156734625504664E-01, 1.7303431407718268E-01,
-2, TMATA3085297A527E-01,  -6.6292226A06569883E-02,  -1.0E-20,2,0E-20,
-1.1E-19,5,56-19,  -2,B8E-18, 1,831E-17, -1.0012E-16,  6.74B1E-18,
-5,00903E-15,  4,328596E-14, -4, J0A5789E-13, 5.18826239€E-12,
-7.86A0913TTE-11, 1.83064848352E-09, ~5. 17059453 7606E-08,
3.07518478751947E-08, -5,3652204881321174E-04, 1,9989206306950373E00,
1.0E-20, -3.0E-20, 1.3E-19, -6,2E-19, 3,11E-18, -1,669E-17, 9.662E-17,
-6.0999E-18, 4, 25523E-15, -3, 336326E-14, 3.0081451E-13, -3.2067ATAZE-12,

4.220124805E-11, ~1.2719153389E-10, 1. T9T245T2479TE-08,
~7.4144984110006E-07,  6.B3051934261185E-05, -3,1311709210674016E-02);

1.z.nl lZ.ﬂS Q4,FX, 11,32, X3, XA:REAL;
1, B, N2:BTTE;

Le=Ya1,25E-01;
IF 2¢=1 THEN

1IF 2:0 THEN
BEGIN
Jos=1;
EXIT;
END

BEGIN
:2::"5“(1.) 2;
N2‘=18'

END;
FOR §:=1 70 2 DO
BEGIN
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F:2(Q3-Q1)85,0E-01
1F (N1-19)0 THEN
BEGIN

IF (N1-19)20 THEN
BEGIN

{F N1=56 THEN
BEGIN
X2:=C05(Y-7,853981633974483E-01) ;
TH(Y-7.B539818339 744B63E-1 01).
,978B45608028654E-01/5QRT(Y) ;
FINZ;
AI(XlIXZ'FllXGl.

£LSE
EXiTy
END;

FUNCTION SIMPSON(A, B:REAL;N: INTEGER; THETA, RAD10:REAL ; NN: BY1E) sREAL;
FORVARD;

FUNCTION S1GRA_VEISSIRAD!, THTA:REAL) sREAL;
CONST  LANDAZ1 8TAE-10;
VAR K,RAK2,RY,R2:REAL;
PART:HDRD;
SEGIN

+=SIKPSONCO, PL/2., 3, THTA, RADL )
SIGHA_VEISS ;=RAK28 {SQRIRL) $STRIRZ) )5
B4D;

FUNCTION S1GNA \'EURI\‘.A(TTETMA REAL):REAL;
VAR RMIN, REAX:REAL

PROCEDURE RANGD_R(VAR REN,RMX:REAL);
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TH, SH:REAL;

BEGIN
TH:=SIGHAISQRT(25LNISD) ),
GHA) ;

HAY
RN =RM4EXP (SH-TH);
RAX: =RHeEXP (SN4TH) ;
EKD; (Rango_r}

BEGIN

RANGO_RURHIN, RMAX) §

SIGHA_! TEUNC +=S[NPSON(RMIN, RNAX, 3, TTETHA, 0.0,1)3
END; (STgma_teorical

FURCT{ON §|GNA_TEORICAT(TTETHA:REAL) s REAL;
AR
1,4, H1:SHORTINT;
GIK
IF (BANDERA=FALSE) THEN
BEGIN
FILLCHAR(YA.SIZ.EOF(YA) 0;
FOR 1:=0 76 30 DO
B

EGlN
YAH]: SIGMA_TECRICAL1);

YAU)"YAU)'
BMDEBA TRUE;

Hl; 'RDWD(TTETHM
STGMA_TEORICAT: =TArny IH
END;

FUNCTION F(Z, R, THETA:REAL;CASO:CHAR) sREAL;
CONST

DELT=4,13E-06;
LAMDA=L. BTE-10;
DELTATHETA=2. 1816616E-06;

VAR
¥,K,RZ,J:REAL;
BEGIN

THETA:=THETASDELTATHETA;
Ke=(2eP11/LANDA;

DELTOR;
#KISINITHETA) 3

3 RllSlN(Z))ISlN(Z) $COSIZY;
1F CASD="1" THEN
F"SlNl\ilDUSll) "

F12(1-C0S(VCOSZ) 1 )83

CUNCT 10N LOGNORMAL(R:REAL) sREAL;
AR
0,4, Np, TEN:REAL;
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BEGIN

N;’:/(RIS&RT(ZIFI)ISIGHA));
H:=2-SQR(LNIR/RN) )/ (235QRISIGHAD) ;
TEN:=DSEXPIH)

IF DERIVADA=TRUE TI

HEN
TEM:= -ZlH)/(RHlLN(RIRH)))ITEH‘ (drn}
IF DERIVADA2=TRUE TH

TEM:=({-20H)- i)lTﬂl, (gS1GHA}
LOGNORMAL: =TEN;

FUNCTION RESOLUCION{THEETA:REAL) sREAL;
CONST

P1=65.472E03;
P2=0.6443;

N
RESOLUCION:=(3¥P1)/(3+SQR( (THEETA)P2));
+

FU:CTIDH RESOLUCIONT (THEETA, THEE:REAL) :REAL;
A
1,§,H1, H2:SHORTINT;
EGIN
IF (BANDERAZ=FALSE) THEN
BEGIN

FILLCHAR(YO, SIZEBF(YO),D);
FOR I' 0 T 0 DO

Yﬂ( 11:=RESOLUCIONC1);
YDN]"YUU]‘
BAHDERAZ =TRUE;
END;
H1:s=ROUNDITHEETA) ;
#2:=ROUNDITHEE) ;
RESDLUCIDHT"W(HI*HZ]'

FUNCTION SIMPSON(A,B:REAL;N: INTEGER; THETA, RADJO:REAL; NN: BYTE) :REAL;
( Funci™n quo emula la Regla de Simpsan:
{

)
)
| o= 52 frugstipratugatigie.. 2ttt ]

13 1RTEGER;
H, S1MP, CANBID, INCR, INCREKENTO, PASO:REAL

BEGIN
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FOR 1:=0 T0 K D0
SEGIN

IF (1=0) OR (1=R) THEN CAMBID:=1;

INCREMENTO: =1 # INCR;

PASO:=A+ {NCRENENTO;

CASE W OF
0:51MP:=S1HP+CANB 108 (STGHA_TEORICAT(PASO) sRESOLUCIONT(THETA, PASO));
1:51MP:=51KP4CANB] 01 (LOGNORMAL (PASO) #51GHA_VEISS(PASO,THETA));
2:511P+=51HP4CANBLO2F (PASD, RADID, THETA, 'R");
3:51HP:=51HP+CANBIOSF {PASD, RADIO, THETA, " 17);

. BN
IF CAMBLO=A THEN CAMBI0:=2 ELSE CANBID:=A;
SINPSON:=SIHPAH;

D;
FUNCTION SI1GMA_YSANS(TEET:REAL) :REAL;
BEGIN
SIGMA_VSANS:=SIKPSON{-30,30,30, TEET,0,0);
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Para aquellos que desconoscan la programacion Pascal les sera
util la presentacién de los diagramas de flujo basicos del Pascal,
con lo que se podria reconstruir todo el programa:

A
Y AN
I tHEN\{E"/ELSE
[Tsentencta 2 | [ sewrencta |
J {
» I

CONDECION

S1 I¢=H

"

SENTI
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APENDICE C
SOLUCION ASINTOTICA DE LA ECUACION DE SCHRODINGER.

Consideremos una particula moviéndose sn un potencial
esféricamente simétrico; consideremos, ademas, que tal potenclal
V(r) — O cuando r — ®, con V(rj)=vir). Tal potencial depende
unicamente de la magnitud del radio vector a un punto tijo, el
cual se tomari como el origen. Dado que el nicleo es mucho mas
masivo que el neutrén, elegiremns por conveniencia las coordenadas
del sistema relativeo a la particula blanco (que coincidira con el
sistema centro de masa). Para describir el movimienta en un
potencial de este tipo, es conveniete considerar la ecuacién de

Schridinger para la particula libre (independiente del tiempo)
h’vz
—2—“' ¥ + (V-E)¥ = O c.1

donde u es la masa relativa. Por conveniencia se escribira C.1i en

coordenadas esféricas*?;

a\v] v _
[*Or[ r sane 06 send ‘ rd EBI"I T cen6 ap* ]*W = E¥ c.2

Lt N N
Esta ecuacién es separable ,como se muastra a continuacion:

Wr,6,¢) = R(r) Y(8,9) ' c.3
aw IR av__ay a*y__a*y
> =Y o » 20-Ra0 ' Ersy R<’¢‘

42. - Véase referencia Kisberg y Resnick, 1986, P. 807.

49. - Por ol teocrema de wunicidad on la solucién, ésta solucién debe
mer dnica.
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sustituyendo en C.2; multiplicando por —Zurz/hz y 1/RY ean ambos
lados de la igualdad y reagrupando teéerminos, tenemos:

10 [ .0R if1_oa. any, _1_ 2y
R or [r ] h‘ [E-V] - Y[ soné 06[59"9 0;]+sen‘8 ag*

ambos lados de esta expresién son claramente independientes una de

la otra, por lo que deben ser igual a una constante 3.

~ las ecuacliones radlal y angulares de la ecuaciédn de Schrodinger

son**

L[4 fredR) 200

R [ dar [’ ar)t [E'v]] .4
LT L a2 oy, _1 oYl _ .

¥ [sene 38 |5°"° 98] *sen<6 2" ] =-f ¢.s

Donde la Ec. C.3 es a su vez separable en

Y8, ¢)=0(ed3(P) c.6
. Y_00 22 _9%%
o F ] ' 8p2" " ap?

sustituyendo en €C.3, multiplicando por sen’® ambos lados de la

igualdad y reagrupando términos, tenemos:

1 8% _ % 30
T 247 = @[ send send oe]feﬁsen
44. - Como la parte radial depende unicamente de r entonces L3

transforma en una derivada iotal.
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por lo que, por los mismos argumentos anteriores, debe ser igual a

una constante o

1d*% _ Ry

& dpr = T c.7
1 a_ de 20 | =

e[sene as sen® ae +@ fsen s]—a c.8

Pasemos entonces a encontrar las soluciones de las ecuaciones
c.a, C.7 y C.8.

SOLUCION DE ZC¢D.

La ecuacioén C.7, tenemos que puede escribirse como
"+ S = O c.9
cuya salucidén es
E(P) = A e‘“"’
donde A es una constante arbitraria. Pero & no es admisible como
funcién propia, ya que no es, en general, una funcién de valores
gsimples. Si sumamos 27 a ¢, nos encontraremos en el wmismo punto
del espacio y per jo tanto, cuando esto suceda ¥ no debe cambiar.

Para que ¥ tome valores simples impondremos la restriccién:

Blp + 2n) = B(P) . c.10

78



BT TESIS Kg BFEF
TOBE Ly mngiic

> A el.cup ec’ozn = A eic@ > e(‘czn -

- para que ew= cosy +i{seny = 1 se satisfaga, » = 27m. Donde n=0,
*1, *2, *3, ..., por lo tanto

o2n = 2nm

» o= m=0,21i, * 2, *3, ... Cc.11

El valor de A se obtiene normalizando &
2n
[ ietias = 1,
°o

por lo tanto

- A
> A= G
L] B = ‘—:—ﬁe“"’ m=0,t1, £t2, £3, .. . c.12

SOLUCION DE ©(8).

Hultiplicando por ia ecuacién C.8, y consideranda que

_e__
sen®@
oa=m (Ec. C.11), tenewmos

14 do _ .m*®
Sen(ey de[““e de]'ﬁe = sen‘e
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cosg do® - d*® nig

* Geng de * ag* * P® = senis
d*o do o _
> SgFrcote 2o - =0 c.13

para resolver ia ecuacién C.13 es conveniente introducir un cambio

de variable. Sea
w = cos 6 - C.14

que varia entre los limites -1 y +1, esto transforma la funcidén 2]
an

@) = G(w). C.15

aplicando la regla de la cadena tenemos que

de _ dG dw _ _ 86 _ _(y_cogfey? 98 - _ 2,4 dG
a4 = aw a8 = send aw - (1-cos’g) aw = (1-w™) dw c.168
d*e

para calcular hacemos uso del algebra de operadores

de*

B2 L (gewty? D [ gy d O
as? (1-w®) dn[ (1-w5) dv]
2
= u—v*):—",ux—u‘)*[%(1-\")‘* (—Zw):—"]
= _gthydi_d_
= (-whgo-wis - . C.17

notese ademas que :

sustituyendo ios resultados anteriores en la ecuacién C.13 tenemos

que
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d'G dG6f w 1ag)
(-whgs# "'dwlu—u )"‘J[”""’ o) 1% W’F_) ¢=-0

2,d?
dw

- (1

u«)]G"O c.18

La ecuacién C.18 es muy conocida en matematicas, ya que son
las Funciones Asociadas de Legendre (como se vera mas adelante),
multiplicadas por una constante de normalizacién. Se tiene

entonces que
=k Pz c.18
cuya ecuacién diferencial es

da? d 1
» [(1 u )F - 2ud + L1 — (1 oz )]P =0 [C.35]

por los que los valores proplos permitidos para el momento angular

43
son

R = ey £=0, 1 .2, voo ’ c.zo

Finalmente, debemos obtener el valor de la constante K en Ia

ecuacisn C.19 por condicién de normalizacién, entonces:

zn 2 : 2 znz my 2
J 1o 1%de=f[c0tn] “aw= K P (coso)} a8
o -1 o
2 2" mt 2z
=K* [ {P'"tcas8)} a6
o
45, -~ una solucidn menos artificiosa consite on proponer una

solucién  en eerie de potencia v por consiguiente deductr aston
Gltimos resultados., Véase Pauling L and Wilson, 1933 pag 113.
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- G AG( _ w znd: _B 6 =
1 ")dw Twgy [(1" ).,‘]L(l w*) J+ﬁG l-wiy & =0
2,426 | -
> (1- H)d" ZH_‘+[ﬂ (1 W )]G = C.18

La ecuaclién C.18 es muy conocida en mateméaticas, ya que son
las Funcliones Asociadas de Legendre (como se vera mas adelante),
multiplicadas por una constante de normalizacién. Se tiene
entonces que

Gaw=k Plz) C.19

cuya ecuacion diferencial es

a-undis o2l 4 Koeny- B P =0 [C.353
hd du? Yau (i-u®) = -

por logs que los valores propios permitidos para el momento angular

%
son

B = Le1) £=0, 1,2, ... ' C.20

Finalmente, debemos obtener el valor de la constante K en la
ecuacioén C.19 por condicién de normalizacison, entonces:

zn 2 : 2 znz m 2
J 1eter1*de=f [Gw>] “aw=] k*{PT (cosBIF a8
o -1 o

-K j {Pm'(cuse)}zde

448, - Una molucién menos artificiosa consile on proponer una
solucién  en  serie de potenciac v por consiguianie deducir estos
Gllimos resultados. Véase Pauling L and Wilson, 1933 pag 113,
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usando la ecuacién C.37 (véase mis adelante 1a normalizaclon de
los polinomios de Legendre) y exiglendo que ©(8) esté normallizada

tenemos

f:’;@(e)] %39 = Kk? [2f+% -:;—fl'%:" =1
W ete = [2L;1 %ﬁﬁ:ﬁ] P (cose) c.21
w | e ger= 5 PMcosey 29 L

SOLUCION DE R(r).

Ya hemos, demostrado que (3=0(&+1) (L =0, 1 ,2, ...): asl que
la ecuacién C.4 toma la forma:

1 [d [ ar :
3 [g[r*g—r]o% [s-v]rz]= £oe1y c.28

multiplicada por 55 esta ecuacién se transforma en
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1d R 28 = ooy
7 arlr EFJ’—;—‘ R[E-V]-F‘(IO‘I)R =0 C.23.a

nos Interesa obtener la exprezién asintética del wvalor de la
componente radial (ya hemos supuesto que el potencial V(r)— 0
cuado r — ); as{ que, como primera aproximacién, supongamos que

Vir)x0; por lo tanto, esta ecuacién se transforma en

o

2
r¥r* T

el [od

(re0R, 28 dR 2y Ll o

" -l - 2.2
como E om Y P hk < k ;%E

fR.2 dR [, £¢2+ 1),
T 'dT"[k o7 ]R—O

reagrupando términos tenemos

1 d*R_2 1 dr L0e+13
kfdr® ' kr k dx-'[1 (kr)*]“’o G.24

haciendo un cambio de variable. Sea p=kr, entonces

d dr d__1d | dt 1d°
dp dp dr  k dr * dp* k*dr*

por 1o que la ecuacién C.24 se transforma en

d’R, 2 dR _LtevI,
a* " p dp’ [1 o ]R"’ c.25
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La ecuacién C.25 es muy conoclda en matematicas, ya que son
las Funciones Esféricas de Begsael {véase mag adelante),

multiplicadas por una constante de normalizacién CL.

RkL(R) = chL(R’ C.26

donde J(p)= %;Jl*i(p) y J(p) es la funciéon de Bessel ordinaria
(cilxndricai. Y Cl es una constante de normalizacidn para la

1-esima onda. Véase ecuacién C.43.

cuya solucién asintética es

b = % sen(p-iim)

ya que V(r) resulta despreciable para r grande, la presencia del
potencial no puede alterar la forma funcional, perao sf podria

alterar la fase de la funcién sencidal. Entonces, se tiene que

~ sen(kr-}ints)
Rm - kr c.27
P
~ sentkr-}in+s)
Ru~ Cl ke Cc.28
donde & es una constante (el corrimiento de fase), y el factor

comGn se ha elegido de acuerdo con la normalizacién de la funcién
de onda «en la escala k». La conatante de fase & se determina

maediante la condicién de contorno (finitud de Ru para r - 0),
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para lo que que hay que resolver la ecuacién de Schriodinger
exacta, y no se puede calcular de forma general. Los corrimientos
de fase & son funciones tanto de ¢ como de k, y constituyen una
importante caracteristica de las funciones de onda del espactro
continuo.

POLINOMIOS ¥ FUNCIONES ASOCIADAS DE LEGENDRE; ARMONICOS ESFERICOS.

POLINOMIOS DE LEGENDRE

Las Funclones de Legendre o Polinomios de Legendre Pl(z)
pueden ser definidas por medio do una funclién generadora T(t,z)
tal que:

b
v 1-2tz+t”

T, z)= EP‘(z)tL—:— L= 0,1,2, c0a,® c.29

(8]

Derivando la funcién generatriz respecto a t y a = podemos
encontrar algunas de sus relaciones de recurrencla.

(t+1)P“iz)-(2t+1)zP‘_(z)+lPL_§z)= o C.30
P;osz)~22P;(z)+P;_£z)—Pl(z)=0 C.31
Una relacién mas simple puede ser obtenida por la

combinacién de C.30 y C.31
P"gz)-zP:(z))—(l+1)PL(z)=o Cc.32

18

Combinando estos resultados se puede encontrar la ecuaclén
diferencial que satisface P\(z).
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a dPl(z)
. & [ s S =
- dz[(l z%) 3z ]+[([+1)Pl(z) = 0 C.33

esta es la ecuacién diferencial que satisfacen los Polinomios de

Legendre.

FUNCIONES ASOClADAS DE LEGENDRE:

Las Funciones Asociadas de Legendre de grado £ y orden m (con
valores ¢=0,1,2.. y m=0,1,2...¢), en término de los Polinomios de
Legendre, se definen por medio de la ecuacloén

m
P2y = (1-z9% 9—.; P () c.34
dz

¥y cuya ecuacién generadora es

m 1 '™ gm
T(t,z)= fPL(z)tE ———————— (Zm-13!!C1-uD ®
1% C1-2¢z4¢23m" 172

La ecuacion diferencial que satisface esas funciones pueds
ser encontrada al tomar la ecuacién C.33 y derivarla m veces y,

reagrupando términos, ocbtenemos

aPltz)  apr'z) - -
Gz7 2z gz i) —qTzRIP =) =0 G.35

(1-z%)

con sus respectivas funclanes de recurrencia

mi

Cer1-mPT, (2)- (28010 2P (2> ¢ CrmIP]_g2)=0 c.s8
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mi

(l_za):_z.[l)'. (z)]=-LzPT(z)+(l+m)PT_§z)

SQr1-mIPT{Z) - (L4 1) 2P () =

cuya funcion norwalizada*®

4] si &'= ¢

t3
i
I‘Pl,Pl(z)dz = 2 CLm) ! Ce 7

2741 L-m)! st &=

FUNCIONES DE BESSEL Y FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL.
FUNCIONES DE BESSEL CCILINDRICASD.

Por def!nlcion‘7, en coordenadas cilindricas, la funciodn

Goneradora de las funciones de Bessel de orden n se definen como

«©
e:(t-;/u/z = z J"(Z)tn c.38
nE-0

donde

J"(z) satisface la ecuacién diferencial®®

46. - Para mayor detalle de como ne obtiene enta normalizacion
consuliese o Pauli L y Wilson E., 1935, P. 448,

47. ~ Véase Marsden, 1973, P. 262, De onta funcién generadora e
dosprenden algunas importantes relaciones de Bessel.

48. - Kl procedimiento que deduce esta ecuacibn diferencial asi como
algunas propiedades importantes eas andloga al que ae aplicé para
low Polinomics de Legendre {Ee. B.19) por lo que on innecesario
deducirlas.

87



a2 1d n’
Az, (B 5 Goy (20 (1=, (z) =0 c.39
Jd, Y Jd_, satisfacen la ecuacién anterior

Las funciones de Bessel tienen muchas propiedades
interesantes que pueden demostrarse a través de 1a funcién

generadora. Tal cowmo las sigulentes relaciones de recurrencia:

an*(z)-ZnJ"(z)+an.‘(z) = 0 C.40
3 =23 2 +1a C.41
dz “n 2 “na 2 Vnes .

FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL.

Un caso especial de las Ecuaciones de Bessel (C.39) son las
Funciones Esféricas de Bessel jh(p). cuya ecuacién diferencial que
la satisface es:

da? 24d . nenELy . _
dp‘jn(p)’ 4 dpJn(p)+ {1 o ))n(p) =0 C.a2

y que estan relaclonadas mediante la ecuacién
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donde Jr";(p) es la Funcidén de Bessel ordinaria

orden n+i.

cuya solucién asintéotica tiene la forma

; ~ L -
J e - PY>1L141)

49
cuyas relaciones de recurrencia son

» 21413 f (@) = pJ _(P) + pPJ (@)
o Sy = [ o) o[]S (e
4 agl PYy ST PYvey RivRYY

que pueden. reescrlbirse coma
(21+1)Jt=p[J‘q+JL_‘]

_[d_is1
Jl'i_[dp P ]Jl

(cilindrica)

49, - Eetas relaciones se puede probar a través de la relacién:

] = |zt
J pr= E j: Jmitp)

de la funcion de Beusel,
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APENDICE D

Sea x una variable aleatoria que obedece una ley de

Probabilidad Normal [Parzen, 1829, pag. 1801]:

_ 1 ~ (ix-mrro)?
fix)= ome € D.1
donde m es la media y o es la desviacién estandar de la

distribucién normal. Estos parametros son independientes.

Se dice que 1la variable aleatoria Y obedece la ley de

probabilidad Log-Normal, si
y=e¥ D.2

Y la densidad de probabilidad esta dada por (Parzen, 1929, P.
3121:

- d - .
f.(y)=f [ g'ty)] IE g'(y)l si ody<f3 D.3
donde
y=gi{x), o=minta’,f3') y fA=méxla® , 3*)

con
a*= 1im gix) v Ba’= lim g(x)
> —b -0 K—b+ O

En nuestro caso g(x)=€" y a'=0, A'=00 @ a=0 y 3=
de D.3 y D.1

- . 2
ttyy= ___1." e an y-mro) I:_y

In y,
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1

-3 - 2
s fly)= — - _:7 e i{ttn y-mroY

D.a

la wedia p¢ y varianza 6* de esta distribucién es segun Parzen
(Pag. 348):

”=em0§0
D.5
6,=ezm+za’_ezmoo"
La Ec.D.4 puede quedar (omitliendo el subidice y) como
- 2, ¢
fiyr= _ln :7 e tanty yirot P.6
con
In y° =a D.7

Esta es la ecuacidn sugerida para la distribucién del tamafio de
las cavidades dentro de una muestra sometida a termofluencia. No
obstante, no debe interpretarse y° como el radio promedio, ni a o*
como la dispersion de los radfios. Estos son los que dan las Ees.
D.5.

AN
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