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RESUMEN. 

Una aleación a base de niquel, Nimonlc 60A, fue sometida a un 

proceso de termofluencia y llevado a la fractura con el fin de 

generar cavidades para su posterior estudio con neutrones. Se uso 

un difractometro de doble cristal de atta resoluclon angular, 

Utlllzañdo la técnica de dispersión a ángulos muy pequeftos para 

neutrones CV~ANS>. Se diseno un programa de computo que, junto con 

otros ya existentes, permltler6n calcular el radio promedio de las 

cavidades en una zona cercana a la fractura, asl la 

dlstrlbuct6n de tamaftos de las cavidades, que se esperarla 

observar en dicha muestra (~función Lag-Normal>. Este trabajo es 

comparado con la técnica de dispeslón a ángulos pequeftos 

convencional para neutrones CSANS> obteniendose valores 

aproximados, para el radio promedio de las cavidades, de una 

micra. 

La técnica VSANS no emplea la aproximación de Born que se 

emplea en SANS ya que las cavidades del orden de 1µm son "grandes" 

de tal forma que el cambio de fase no puede ser despresiada. Sin 

embargo, con propósitos de comparación la técnica SANS puede ser 

considerada v~llda aún en este rango. 

El objetivo de este trabajo consiste en introducir una 

técnica que permita calcular cavidades grandes con una mejor 

aproxiaacl6n a la esperada por la técnica convencional SANS. Se 

elaboro, como parte de los objetivos, un programa de cómputo que 

permite evaluar la sección eficaz diterenclal. 



INTRODUCCION. 

La técnica de dispersión denominada "amall ~ngle lieutron 

ªcattering" <SANS> debe su nombre a la dispersión a ángulos 

pequeNos o bien a pequeMo& valores del vector de dispersión IQ=~-k 0 
(donde k

0 
y k son los vectores de onda de la radiación incidente y 

dispersada respectivamente) del orden Q entre 0.05 y 5 nm·1 

(cavldes del orden aprox. 0.01 µm) CHarton Ladlslau, 1959]. SANS 

es una técnica que se lnlc16 en Jos 70s y ha sido ampliamente 

empleada para estudiar defectos en sólidos, soluciones coloidales, 

polimeros y biologia molecular. 

En el presente trabajo propongo una variante de la técnica 

SANS, y que llamaremos "~ery ~mall ~ngle ~eutron ~catterlng", 

VSANS, empleada por primera vez por Welss en 1951 [Yelgs, 19511 1 

en un rango O entre 3 x 10-•y 22 x 10 ..... nm·• [Schwahn y Palacio&, 

s.fl, donde no considerara la aproximación de Born para la seccl6n 

eficaz diferencial; que estA lmplicltn en el •étodo SANS. Como 

objetivo, intento obtener una mejor intormnción que la técnica 

convencional SANS utilizando nuevos criterios, como es el caso de 

suponer una distribución de tama~os de cavidades en una muestra, y 

dados ciertos parámetros, encontrar el radio promedio de las 

cavidades. Se elaboro, como parte de los objetivos, un programa de 

cómputo que permite evaluar la sección eficaz diterenclal. 

Para este propósito he dividido el trabajo cuatro 

capitulas. En el capitulo I, dado que se está analizando el caso 

de dlspersl6n por cavidades, se presenta lntormaclón referente 

los dos principales mecanismos que dan lugar a la nucleaclón de 

i i 



cavidades; se justifica la distribucion de cavidades que se 

sugiere para VSANS y que se encuentra en una muestra sometida a 

termof1uencia; además se se~alan algunas de las caracter1sttcas 

importantes de Ja aleacion N1HONIC BOA, muestra a base de niquel 

que ha sido empleada para el presente estudio. 

El capitula 11 presenta el formalismo matematico que define 

la sección eficaz diferencial en la leoria cuantica. Además, he 

incluido dos subtemas que describen la técnica convencional SANS, 

y otro sobre la técnica que he denominado VSANS. 

El capitulo 111 muestra el dispositivo experimental empleado. 

Finalmente, en el capitulo IV se presentan los resultados 

experimentales, la discusión y los resultados obtenidos. 

Lii 



CAPITULO I 

EVOLUCION DE CAVIDADES EN LOS MECANISMOS 
DE FRACTURA Y LA ALEACION NIMONIC BOA 

INTRODUCCION 

Es conveniente, ya que el trabajo de investigación analiza la 

dispersión por cavidades, esbozar los dos principales mecanismos 

que dan origen a la fractura en sólidos debido a la nucleación, 

crecimiento y congJutinacion de microcavidades grietas.. El 

presente capitulo no pretende investigar a partir 

resultados obtenidos (capitulo IV>, qué tipo de el los 

de los 

intervienen 

en las muestras, o confirmar algunos de ellos. Sencillamente, se 

hace referencia a los resultados que otros autores han observado 

en sus investigaciones sobre la aleación NIMONIC BOA Cque es la 

que se emplea en esta lnvestlgacl6n) en lo referente al tipo de 

fractura que presenta esta aleación. Además, discutiremos el tipa 

de distribución y tamaNo de cavidades de que hasta el momento se 

tiene conocimiento y que se encuentran en una muestra que fue 

llevada a la fractura. 

1. 1 CAVITACION. 

Dentro de los mecanismos de fractura CH. F. Ashby, et. al, 1979J 

<Fig. 1.1.1>, resaltan por dar origen a la evolución de cavidades, 



las fracturas intergranular y transgranula.r. La f rae tura, 

generalmente dúctil para la nucleación de cavidades, .usualmente 

sigue un camino transgranular, pero si la densidad de inclusiones 

o de agujeros preexistentes es alta en el limite del grano, 

entonces la trayectoria puede seguir la frontera dando lugar a una 

fractura intergranular dúctil como se verá a continuación. Además, 

las fracturas lransgranular 

temperaturas <termofluencia), 

las fracturas transgranular 

temperatura. 

intergranular dúctil altas 

aproximadamente las mismas que 

intergranular dúctil baja 

DISTINTAS CLASES DE MECANISMOS DE FRACTURA 

íRACIL 

~~ ' ' ~,, 
CLIVAJE íP.AClURA CRLCIMIEtHO PLASTICO 

llHCílGílAHULAR O[ CAVIDADES 
rRAGIL (THAllSGRANULAR) (INTtRGfü\tlULAR) 

F'J:O. 1. 1.1. - CLASIF'ICACION MECANISMOS OE 

HILERA SUPERJ:OR SE REFJ:ERE A DAJAS TEMPERATURAS 

FLUENCIA PLASTICA NO DEPENDE MUCHO DE LA TEMPERATURA 

LA HILERA INFERIOR SE REFIERE AL RANOO TEMPERATURA 

QUE LOS MATERJ:ALES ESTAN EN TERMOF'LUENCIA. FUENTE: 

ol, 1979. 

2 

FRACTURA. LA 

ºC) DONDE 

DEL TIEMPO: 

02'50 ºCI 

ASHB'\', 



FRACTURA TRANSGRANULAR: 

Cuando no hay clivaje (separacion del cristal sobre un plano 

crlstalografico), los sólidos policristalinos pueden fallar en 

forma dúctil por un camino transgranular. Los huecos nuclean 

inclusiones: la inclusión perturba el campo de desplazamiento 

elastlco y plástico un cuerpo deformado; la perturbación 

concentra la tensión de la inclusión causando un rompimiento en la 

interface de la matriz, de este modo se nuclean los huecos; además 

la plasticidad hace que ellos crezcan, y cuando son lo bastante 

grandes o cuando el espécimen mismo llega ser mecánicamente 

inestable, se unen y el mat.erial, en consecuencia, fractura, 

(figura 1.1 .. 2>. 

FRACTURA TRANSGRAMULAR DUCTIL 

(a) (b) (e) 

FtO. 1. 1. 2. ((1.) LA FRACTURA TRANSORANUt.AR DUCT1L REOU1ERE: 

CAV1DADES PRECXISTAN QUE ELLAS NUCLEEN 1NCLUSXONES 

TENS10NES CONCENTRADAS; tb>. -

EXTENDERSE EL ESPECXMEN: Ce). - ELLAS 

CUANDO SU LONOlTUD ES TAL QUE 

ASHDV •l. ol. 

3 

CAVt:DADES ELONOAN. AL 

Ji:NLAZAN CAUSANDO FRACTURA 

SU SEPARACl'.ON. FUENTE: 



FRACTURA INTERGRANULAR: 

A bajas tensiones y grandes tiempos de fractura, se 

observan transiciones de fractura transgranular intergranular. 

Dentro de este nuevo régimen, la frontera del grano se desliza, 

dando origen a grietas cu~adas crecimiento de huecos en la 

frontera, aproximadamente al eje tensll (figura 1.1.3). Una vez 

que se ha producido una grieta, la concentrac16n de esfuerzos en 

los extremos de la grieta genera la deformación plástica de estas 

reglones en bandas de clzallamientos. Debido a que la deformación 

dentro de las bandas es muy intensa, éstas se llenan de 

Órquedades
2

• Según crecen las orquedades en estas bandas (capas da 

orquedades>, golpean eventualmente unas con otras, de tal forma 

que se forman nuevas bandas de clzallamiento; la repetlclon de 

este proceso actua para extender la grieta a través de la sección 

transversal de la probeta, en donde la banda de clzallamlento 

regresa a la reglón de máxima concentración de esfuerzos, un 

metal dúctil¡ la fractura final puede ocurrir por varios caminos, 

uno produce una copa y cono y otro una doble copa. 

1.2 NIMONIC SOA. 

Las aleaciones a base de niquel han sido y están slendo 

ampliamente estudiadas. Son frecuentemente usadas en componentes 

que operan a altas temperaturas y tensiones muy severas (tales 

como las aspas de turbinas de gas).. E.n particular, la atención 

NJHONIC BOA, cuya composición quimica aparece en In Tabla 1.2.1, 

es el objeto de estudio en el presente trabajo. 

.. - C1.za.llami.enlo: íormaci.6n do concerilrada.• 

2. - Agluhnami.enlo de oguJeros. 



FRACTURA INTERGRANULAR 

FIO. 1. J.. 3. - DESLIZAMIENTO LA FRONTERA ORAN O 

ESTIMULA LA NUCLEACION; CAVIDADES; lbl. - FRONTERA DE LAS 

CAVIDADES; CRECEN DIFUSION. 

ASHDY, •l, a.l, J.979. 

TABLA 1.2.1.- COMPOSICION QUIMICA DE LA ALEACION NIMONIC 60A3
• 

e " Si " Mn " Cr " Fe l< Ti " Al " NI " 

0.045 <0.02 <0.02 20.2 0.45 2.44 1.12 75.59 

FUENTE: RÓCHLINO-DURDACll, VÓLKLlNOEN (DATOS DEL FADRICANTE). 

a.l•o.c1.6n NIMONIC pro••nlo. lí.p1.camenl• ••lo• •lomontos: 
ombo.rgo. puctdun l•n•r lí.gora. vor1.o.ción lo rofor•nl• 

a.l porcenlo.je. V'6o.ae. p. e. D. McLEAN, Op. C1.l, 

5 



Algunas investigaciones de tractura en termotluencia de la 

aleación NIHONIC BOA CASHBY et. al, 1979J revelan lo siguiente. En 

el rango de temperatura de 600 a 900 ac y a altas tensiones, la 

fractura transgranular. Cuando la tensión reducida el 

material muestra grietas cuNadas y la tracura llega a ser cada vez 

más intergranular. Debajo de 240 HPa, el modo de fractura cambia 

de grietas cuffadas a cavidades Cque aparecen al nuclear sobro 

partlculas de carburo) y la fractura es completamente 

intergranular. Predetormado temperatura ambiente reduce el 

tiempo de vida de termofluencla y estimula In ruptura por 

prenucleaclón de huecos sobre las fronteras del grano. Has 

explicitamente D. HcLean CA note on the metnllography of cracking 

~uring creep, 1956) obtuvo algunos resultados importantes que 

revelan el tipo de fractura que predomina dadas ciertas 

condiciones de presión y temperatura en la aleación NIHONIC BOA, 

Tabla 1.2.2. Estos fueron utilizados para la elaboración de los 

mapas de fractura CASHBY et. al.,19791 que muestran el dominio del 

campo de un mlcromecanlsmo dado de fractura, cllvaje, ductllldad y 

fracturas transgranular intergranular. Uno conocido con el 

nombre de mapas de fractura de primer orden, con ejes del mapa 

tensión y temperatura <Flg. 1.2.1). Un segundo conocido como mapas 

de fractura de segundo orden con ejes tensión y tiempo (este 

último no se muestra>. 

Finalmete mostramos en la figura 1.2.2 otros resultados 

obtenidos por C.W. Yeaver [Jnfluence of Heat-Treatment and 

Composltlon ••• , 1959] sobre la dependencia de la temperatura 

termofluencia sobre la formación de cavidades en aleaciones tipo 

NIMONIC 80 A. En ellas se exhiben claramente los dos tipos de 

tormaci6n de cavidades transgranular e lntergranular. 

6 



TABLA 1.z.z- ALGUNOS DATOS EXPERIMENTALES RELATIVOS A LA 

ALEACION NIMONIC BOA REALIZADOS EN ESTUDIOS DE CAVITACION 

Mo.rco. Temp. T•n•1.6n T\.•mpo Elon90.ct.6n 
MP da 11obru 

«N;mª> Fro.cluro. 5. oo cm 

h•. 

SM\I OC2 700 t9j 

5C2 700 425.6 

6C9 700 90• 1 2 t? 

tC2 700 220 
2 " 

oc• ... 29j 

6C2 •o• '19 i 

t t.C9 

"ÍH eobre 

.{.;: 

ª'" 
ttH aobre 

.{.;: 
9C2 No mud\. do 

i?Ct 1000 90.• 

i6C2 t !S. 2 ... 519' aobre 

fi 

Ti.pe Tt.po de 

predo- Fro.clurc• 
mt.no.nlo 

do 
co.vi.do.d • 

Q + b 

b + Q 

b • Q 

Q + b 

Q • b 

b 

Q + b 

Pr \.ne\. p. 
tg 

Lg+ i.g 

"9+ lg 

\. g+ Lg 

lg 

l q+ \. 9 

i.g+ Lg 

1.9+ Lg 

Inci.ur- Inci.er-
lo lo 

b 

• EL TIPO o SON CAVIDADES EN FORMA DE CU~A LOCALIZADO EN UNA 
ESQUINA DEL ORANO. EL TIPO b SON CAVIDADES AISLADAS QUE OCURREN EN 
CUALQUIER PARTE A LO LAROO DE LA FRONTERA DEL ORANO. 

+i.g=FRACTURA INTERORANULAR; l g=FRACTURA T RANSORANULAR. 
FUENTE: D. MCLEAN, 1956. 

7 



MAPA DE FRACTURA DE PRIMER ORDEM 

TEMPERATURA , ( "C) 
o 200 400 600 ººº 

•o' 

•0'::,~----,0~2 ---..,º"7"----coré<s u 1:1 

TEMPERATURA HOMOLOG·\ . {T /T "') 

f'IO. i. 2. l. - MAPA DE FRACTURA DE PRIMER ORDEN PARA NIMONIC OOA. 
SE MUESTRAN ALGUNAS DE LAS FALLAS DEDJ~AS A LOS ALTOS NIVELES 
TENSJON EN UN CAMPO ORANDE DE FRACTURA lNTERORANULAR V RUPTURA. EL 
CAMPO DE FRACTURA INTERORANULAR TERMOFLUENCIA 
SUDDlVlSJONES DEL E.JE 

M.F. ASHDY, el. a.l, 1979. 
AORJETAMlENTO 

8 

ESTA OJVJOIDO EN 

CAVlTAClON. FUENTE: 



"' "' 

"' (J¡ 

Ft:O. t.. 2. 2 INFLUENCIA TEMPERATURA SOURE MJ.CROESTHUCTURAS. 

MUESTRAS A 1.200 ºC,"t' TJLMPLADAS EN AOUA: o~o. <b> 900, <C> ... :>O, 

ldl 1.000 ºC. x 750. FUENTE: C. 'W. WEAVER, 1960. 

1 • 3 DISTRI BUCI ON LOG-NORMAL. 

E\ tipa de distribución de tama~os de cavidades, que 

observan, en los mecanismos de fractura intergranular y 

transgranular, segun algunos autores Ct. W. Chen y A. Argon, 

19811, se asemeja a una distribución de Poisson (para una muestra 

de acero forjado 304>. Sin embargo, apoyandonos en trabajos 

realizados por H. S. YANG, et.al., lSmall Ang\e Neutron Scattering 

Studies ••• , 19841, referentes a la distribución a que obedecen las 

cavidades en una muestra de cobre sometida a un proceso de 

9 



termofluencia" , Fig. 1.3.1 <donde he afíadido esta figura el 

comportamiento de la distribución Lag-Normal para distintos 

parametros>. Sugiero la distribución Log-Normal
5

• Ec. 1.3.1. 

1. 3.1 

Hasta este momento no es sabido de que se haya estudiado 

metalograficamente la distribución de tamaNos de cavidades en el 

NIHONIC BOA, as! que supondre que dicha distribución simula la 

d1str1bucl6n de cavidades en la aleación NIHONIC BOA. Nuevamente, 

~o se pretendemos investigar a partir de los resultados (capitulo 

IV) si efectivamente esta distribución interviene en las muestras. 

Solamente se hace referencia a los resultados que otros autores 

han observado en sus investigaciones sobre otras aleaciones y 

justificar, asl, el uso de esta distribución. 

"·-VANO ult.Hzo el melodo do schmt.dl U"'ERDOVA. I. S.• 1970) poro 
oblen•r la dt.alrt.buct.6n de la.maf'\oa d• loa ccivt.da.d•s, NCR> R. 

o.- Ea la ecua.ct.6n íó.ct.lm•nl• dcnt.vo.blo do la du1trt.bucl6n 
normal e111l6nda.r; v•a111e a.péndt.c• D. 

10 
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FJO. 1. 9. 1. - D:CSTRJ:BUCION DE CAVIDADES NtRl C1.,1. PREFATIOADO 

SOMETIDO A TF.:NSlONES DE DES:Ll:'ZAMIENTO 94, O MPo. T= ºC 

SOME:TlDO A CICLOS: DE 17 Jf:z:, OOTENIOOS LAS CURVAS 

ENCERRADAS EN EL RECUADRO. Ai=lAOlDO POR MI, MUESTRA LA EVOLUCION DE 

LA FUNCION DE DISTRIOUCION LOO-NORMAL, QUE SEOUN PUEDE VERSI:, SE 

ASEMEJA EN FORMA CUALITATIVA ODTENIDOS POR VANO. FUENTE: 

M. S, VANO, el, al., 1904, 
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CAPITULO 11 

DISPERSION POR CAVIDADES. 

INTRODUCCION 

Para el estudio de cavidades hare uso de la llamada tecn1ca 

"Small Angle Neutron Scatterlng" CSANS> y la técnica que 

llamaremos "Very Small Angle Neutron Scatterlng" <VSANS>, que 

propongo, Jo que hace necesario mostrar sus principales relaciones 

matematicas que permiten obtener lnf ormaclón sobre el tama~o de 

las cavidades, forma y número de dispersores dentro de Una 

muestra. Para ello, primeramente mostramos el formalismo que 

permite obtener de la mecanlca cuántica la sección 

diferencial. 

2.1 SECCION EFICAZ DIFERENCIAL. 

eficaz 

Un método de exploración de que se dispone para investigar la 

estructura de la materia consiste en el bombardeo de "partlculas 

proyectil" a "parttculas blancos" y el subsecuente an3.lisis de 106 

resultados de la interacción ocurrida bajo circunstancias 

controladas. El problema que plantea el choque, como cualquier 

problema de dos cuerpos, en terminas cuantlcos, puede reducirse al 

analisis de la dispersión de una part1cula por un potencial V(r). 

51 la parlicula blanco es mucho mas masiva que la partlcula 

proyectil las coordenadas relativas y la coordenada al centro de 

masa casi coinciden. Consideremos que el choque entre partlculas 

12 



es el3st1co. 

Calculemos la probabilidad de que, como resultado de la 

colisión, las particulas se dispersen formando tal o cual ángulo. 

Representamos una part1cula libre tparticula proyectil>. qua 

se mueve en sentida positiva del eje por una anda plana, 

incidiendo hacia la particula blanco, que escribiremos en la forma 

2.1.1 

donde k=p/h 

La particula dispersada puede representarso por una anda 

esférica divergente de la forma 

2.1.Z 

donde f(S) es una cierta tuncion del ángulo de dispersión e 
<ángulo formado por el eje y In dirección de la particula 

dispersada>; esta función es conocida como Amplitud de Dispersión 

Ces la amplitud de probabilidad de que la part1cula incidente 

emerja lo largo de la dirección A e,.como resultado de la 

colisión). De esta manera, la función de onda tque es solución de 

la ecuación de SchrOdtnger independiente del tiempo) tiene 

grandes distancias, cuando r tiende a infinito, el comportamiento 

aslntottco, Fig. 2.1.1.a. 

2.1.3 
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(a) (b) 

Fxa 2. s.. t.. ONIJAS 'XNCIDENTE DISPERSADA. EC. 2. t.. 3; b>. - Et. 

VECTOR Q REPRESENTA EL XMl'UL.SO PROMED10 INTERCAMPIADO ENTnF-

PLANCO V Et.. PROYECTIL. CUANDO L.AS PARTICUt.AS SON DXSPERSADA EN l-A 

DIRECCION e.,. 

En esta expresión. el parámetro en onda p 1 ana es 1 a 

magnitud del impulso k 0 de las particulas incidentes (k.,== ~zk>; la 

k en la componente dispersada <onda esférica> es ta magnitud del 

impulso k de las parttculas dispersadas; el que. para distancias 

muy grandes del blanco, est~ orientado esencialmente en la 

dirección fi,.=r/r. Como se ha supuesto que ta dispersion os 

elastlca, ambas magnitudes coinciden, lkJ=l~l=k. Sin embargo, como 

estos vectores son diferentes, resulta que el blanco intercambia 

con el proyectil un impulso medio <O. tal que 

k 0 =k+Q Z.1.4 

~a magnitud Q del impulso transferido se determina f3cilmente. En 

la figura 2.1.1.b, en donde e es el angulo de disperslon puede 

verse que 

14-



Q=2ksen(8/2) 2.1.5 

Q es conocido como el vector de dispersión. 

Para encontrar la probabilidad do relativa de que la 

particula emerja en un ángulo sólido dü, consideremos, por 

def1n1c16n, el flujo de probab111dad
6 

(o densidad da corriente>: 

2.1.6 

asi , el flujo de probabilidad de la onda incidente 06: 

= kh/m 2.1. 7 

y dado que k=p/h q kh=p 

2.1.6 

ya que la onda dispersada es una onda esférica, calculemos su 

flujo en coordenadas esféricas7• De la Ec. 2.1.2 puede demostrarse 

que el flujo dispersado es: 

coord•no.do.a 

15 



pero, para r grande podemos despreciar el termino 1/r~. por lo que 

l~I' !:!!<. í> 
rz m r 

z. 1.9 

Pero, In probabi 1 idad por segundo de que la part1cula 

atraviese el elemento de superficie ds después de la colislon es 

J8~ds. Si ds se encuentra a una distancia r del origen, entonces 

J1.~ds e ¡ t <e>¡• ~jf<e) j'dO 2. l. 10 

ya que ~;.ds=rzdn, donde dO es e 1 tlngul o sólida subtendido en o l 

origen por ds. Finalmente, la probabilidad da relativa de que la 

part1cula emerja en el ángulo sólido dn será 

dO'= .J1 se. ds -p..--;:¡ jt<e> j 2 dO z. 1.11 

La cantidad do tiene dimensiones de área y es conocida 

Sección Eficaz Diferencial para la dispersión en el elemento de 

ángulo sólido dn en &r. La cantidad lf<9> 2 1, simbólicamente se 

puede escribir como da/dO : 

16 



1 f !el¡• a.1.12 

do es el área efectiva transversal en la región de 

interacci"ón que intercepta el flujo de probabi 1 idad de la onda 

incidente y la transfiere al ~ngulo sólido do. figura 2.1.2. 

'Z 

y 

FJO. 2. :1.. 2 LA FRACCION do DE LAS PARTICUL.AS QUE INCIDEN SOBRE EL 

BLANCO DE A.REA SON DISPERSADAS SOBRE EL DETECTOR, 

ALTERNATIVAMENTE, TODAS LAS PARTXCULAS QUE INCJ:DEN SOBRE EL AREA 

EFli:CTIVA o. DEL BLANCO SON DISPERSADAS SIODRE EL DETECTOR. EN ESTE 

CASO o.:=do REPRESENTA LA SECC'.ION EFICAZ DE DISPERSl:ON ""' DIRECCJON DEL DETECTOR. 

17 



Lo que sigue es, entonces, proporcionar un •étodo para 

calcular amplitudes de dispersión, pero restringiendo la atención 

a potenciales esférlcamente simétricos y considerando estados de 

momento angular definidos l. 

Como primer paso expresemos la onda plana 

(particula libre) en términos de armónicos e&féricos 0
• 

incidente 

Si uno escoge el eje z a lo largo de k, esta onda (Ec. 2.1.1) 

puede ser escrita de la forma e<ikrcoaS>; que es independiente de 

~- Haciendo los siguientes cambios de variable: p=kr, µ=cose, la 

expresión de la onda plana se reduce a una expresión en una serle 

de polinomios de Legendre9 

a.1.13 

donde fl (p> es la función de Bessel esférica y es solución de la 

ecuación radial de la ecuación de Schr~dinger para un potencial'º 

a. - Toda.a La.a •i..g•nfunci..on•• d• energ(a 
••ld.n i.nfinit.am•nl• d•g•n•rado.9. Do.do que 
v':'c8.tf>>j d::r) ' forma.n un conjunlo complelo; 

n~m•ro.bt! d• onda.. ••Í'rica.e corr••pondi•nl•• 
la. onda. núm•ro k,. a.lra.vl•aa.n •l ••pa.c:i..o de 
•n•rg(o. E=k.1ha /2m; por Lo la.nt.o. la. onda. 

•>epa.ndlda. ••ri•• de runci..on•• 

+L 

~ .. ,,,, v','.'<e • .p¡ ikL <r> 
m=-l 

9. - Vit<lll• cp6ndic• c. 

&O, - Vlte1t1• Clpltndi.ce C. 

18 
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La.a •igenfuncionea de 

pla.no. e'- pu•d• 



V<r>=O y cuya solución asintótica es 

Z.1.14 

y Pl<µ> san los polinomios de Legendre (solución de la 

parte angular de la ecuación de Schr~dlnger). 

Para determinar el coetlclente Ct, uno puede proceder como 

sigue: diferenciando las serles 2.1.13, término por término con 

respecto a p, obtendremos que 

a.1.15.a 

"' =l 2 CLjL (p)µP L (µ) 
l=o 

a.1.15.b 

tomando en cuenta ta relación de recurrencla <apéndice C> de los 

pollno•las de Legendre con m=O 

C.30 

asi que 

< l+llP +lP l + .t t _, 

<Zt+ll 

19 



(~~:i~ pl+1+<2i+l) pl-t 

por lo que 2.1.15b se transforma en 

donde 

a = 

a 

~e . < > [ i+1 )P f.. LJt p -u+i l+1 
t=o 

sea l=t'-1 

+ a 

sea l=t'+l 

+ b i. e ' < > ( l' +1 )P L•-+JJL•+:a. p 2(l'+1)+1 cL•+u-a. 
l =-t 

20 
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donde para a el coetlclente se hace cero en l=O y no contribuye a 

la suma y en b para L=-1 nuevamente se hace cero y no contribuye a 

la suma. Por lo tanto, 

2.1.16 

nuevamente, to•ando en cuenta la relación de recurrencia, Ec. 

C.46 y C.47 , apéndice C, tenemos: 

J = f !L.l!.!.) J 
t-1 LdP p t 

de C.47 

!!_J =J - l!.!.J 
dp l l-i p 1. 

sustituyendo C.46 en la ecuación anterior se tiene 

!!_J =J _!.±!.(......2.- [J +J ]) 
dp t L-:t. p (2l+1) L+t l-t 

21 
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sustituyendo en 2.1.1sa, e igualando con 2.1.16 C2.t.1Sb>, tenemos 

.. 

.. 
Para que pueda satistacerse esta ecuación para cualquier p, 

es necesario y suficiente que las expresiones entre paréntesis 

desaparezcan o que: 

2i!1ci.=i2t!1cL-.t con l=O, 1.2.3 ••••• oo 2.1.17 

+ CL= i~:~!cl-.t 

í~;:! ··t~~ ;::!!:~c._. 

~~~~! · i~~ ~=!~~~ · i~~ ~=~!:!el-a 
.2l+l í2Cl-11+1 ,2Cl-21+1 .2Cl-<l-111+1C 
L2i-1 · 2c i-11-1 · '2c i-21-1 ··• • • :·L2c i-< i-111-1 o 

(~::!. (~:::!. (~:=~ ..... (~· (~º 
e= í 1 C2l+11C 

l o 2.1.18 

El coeficiente C
0 

es igual a 1. Ec. 2.1.13 para p=O; dado 
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sustituyendo en 2.1.15a, e igualando con 2.1.16 C2.1.15b>, tenemos 

Para que pueda satisfacerse esta ecuación para cualquier p, 

es necesario y suficiente que las expresiones entre paréntesis 

desaparezcan o que: 

t=o.1.2.3 ••••• oo 

,.. Ct= i~~:!ci-~ 

•i~~! ··<i~ ~=! ~~!c1-2 
i~~:i·i~~~=i~:!·i~~~=~~:!cL-B 
.21+1 ,2<1-11+1 .2<1-21+1 .2<t-<t-111•1c 
'21-1 · 2n 11-1 ·'2<1 21-1 ··••• ~'2n ll-1»-1 o 

•i:~! · •i~=~ · <i:=~ · · · · · <l <feo 

2.1.17 

2.1.16 

El coeficiente C
0 

es igual a 1. Ec. 2.1.13 para p=O; dado 
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Concluyendo, la expansión de la onda plana puede ser escrita 

como 

"' I ''c2t+lljkllkr>P,<µ> 
L=o 

sustituyendo 2.1.14 se tiene 

.. ei..krcos(9)= ~ L''<Zl+l)PL (cos9)&en(k~;il-lrr) 
l:O 

por lo tanto 

2.1.19 

2.1.20.a 

2.1. 20. b 

esta es la expansión de la onda plana en terminas de polimomlos de 

Legendre .. 

Bajo el resultado anterior calculemos, entoces, la amplitud 

de dlspers16n. 

Dado que la for•a general de una solución de la ecuación de 

SchrOdinger <Ec. 2.1.3) 

que presente sl•etr1a axial (respecto del eje .z;). debe ser la 

23 



solución que describe la dispersión esta puede ser escrita como 

una suma de productos Rl<r>PLCcos9) al igual que la Ec. 

pero ahorn RL<r> corresponde a ta solución radial de la 

2.1.13 

ecuación 

de SchrOdlnger bajo un potencial VCr) <véase apéndice C). Cuya 

solución asintótica es 

2. 1.21 

De acuerdo con esto, al igual que la Ec. 2.1.20, escribiremos la 

solución general asintótica para V'ToTALen la for•a: 

- ~.LC2L+1>A Pe 9)senCkr-!Ln+O,> 
V' TOTAL - tf~ l l CDS kr 

2.1.22.a 

= ~ '(l.(2L+l>ALPLCcos6)2~r(e-lCkr-!tn+4>_ ei.(kr-jln•4>J 
l=O 

2.1.22.b 

Los coeficientes Al deben elegirse de tal manera que esta 

función tenga la for•a de la ecuación 2.1.3. 

2.1.3 

para ello utllizare•os las resultados obtenidos en las Ec. 

2.1.20.b para el desarrollo de la onda plana en Polinomios de 

Legendre. Sustituyendo en 2.1.3 tenemos 

:::::: ~ i.LC2L+l>P CcosG>-'-fe-i.Ckr-jtn>_et:(kr-.j.Ln))+~\.kr 
Y'TOTA.L tfo l. 2kr l r 

pero como ~TOTAL esta dada por la ecuacion 2.1.22.b, entonces 
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~ t l (2l.+1 >AL Pl (cos9>2~rb-ikrei. ( !tn-6{> 
l=o 

- ~ t l (2l.+1 >Al pl (cos8>2~retkrei. <-ilrr+4> 
l=O 

separando esta ecuación por sus términos Ci.kr y e-Lkr, tenemos 

para e\.kr 

•ul tipl lcando a por e-i.kr 2ikr se obtiene entonces que 

a> 2i.kf <8>+ ~i \. <2Z.+1>Pl <cos8> e -ijtn= ~t l <Zl+l >Al PL <cosi:net<-!tn+4> 
\AO l=O 

para e-i.kr 

25 



y multiplicando b por eikr 2lkr se obtiene que 

b) ~ il(Zl+l)Pl(CO&B) ei!Ln 
l=O 

~ i t <Zl+l >A P (cosB>e" < itn-4:> 
tfo L L 

dado que esta expresión debe cumplirse para todo valor de 8 y de 

~a ortogonalidad de los polinomios do legendre, de la ecuación Cbl 

se tiene que 

.•., sustituyendo este resultado en la ecuación a, anterior, se tiene 

que 

21'.kt (9) + ~i L C2l+1 >P L <cose>e-t.iUt,,, ~t L <Zl.+1 >e'-6 Lpl (cos9>9i..C-jtn+4> 
l=O l=o 

nótese que la expresión entre corchetes 

tlCcosCjtn>-tsen(jln)l 
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"' "' 2ik fCS>+}: <2l.+1>PL Ccos8> 
\.=o 

l C2l+1 >PL Ccos8> ezi..6( 
l::O 

... 2ik t ce> :::: I c2t+1 >Pl (co&8) ezi..l} - (2l.+1)P\. (cos8> 
lo O 

f(!)) 

"' = l <2L+1 lPt CcosE1l (e"'4 - 1) 
leo 

(2ik)•' ~ CZL+l lPl (cosE1l (e2 "!\ - 1) 
L=o 

2.1. 23 

esta es la expresl6n para la amplitud de dispersión. Y dado que 

u<e>= 1 r <e>¡• 

entonces 

q(!))= .. ~. ~ ( e•'4 - 1 ) 1• L. C2t+1>Pt CcosS> 
l=o 

2.1. 24 

Esta es la Secclon Eficaz Diferencial de Dispersión Para un 

potencial esterlco slmetrlco, donde q es ol cambio de fase de lB 

1-esl•a onda parcial. 
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"' "' 21'.k f(9)+ l (2l.+l>Pl lcos9) 
\=O 

l l2l.+1>Ptlco&8) e2 i..4: 
l=O 

"' .. 2ik fla> = l <Zl+l>Ptlcos9) ezi.q - <Zl+l>Pllcos9> 
l=O 

f(El) 

"' = l <2l+1lP,tcooEll (e2 '4 - 1) 
l•O 

<2ikl"' ~ <2l+llPl<cosEl) (e"'4 - 1) 
l•O 

2.1.23 

esta es la expresión para la amplitud de dispersión. Y dado que 

o<El>= 1 f<Ell ¡• 

entonces 

o<Ell = 4~, 2.1.24 

Esta es la Secclon Eficaz Diferencial de Dlspers16n Para un 

potencial esferlco slaetrlco, donde 8, es el ca•bio de fase de la 

1-esi•a onda parcial. 
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2. 2 TECNICA SANS11 

El empleo de la técnica de dispersión a angulas pequnos 

(SANS>
12 est~ creciendo rápidamente. SANS. es aplicable 

diferentes campos cientificos CG. Kostorz, 1979; V. Gerold and G. 

Kostorz, 1978; W.Sl?hmatz, T.Springer, et al., 1974; Y. Schaatz, 

19761, como en la fi&ica del estado sólido, quimica y biología. 

Nuestro interés est~ relacionado con los defectos estructurales, 

debidos a la cavitaclón que da origen a las tracturas~3 • 

La técnica SAS está limitada al estudio de particulas de 1000 

a 10,000 A de diámetro [V. Gerol and Kostorz, 1978 P. 376 y W. 

Schmatz, 1974 P. 1001
1
". 

La técnica SANS, en su desarrollo a partir de la mecAnlca 

cuAntica, parte de la validez de la aproximación de Born1
', un 

u .. - EL pre••nL• cap(Lulo ealo. bc.ao.do loa a.rHculo• de O•rold V 

y O. ICoaLor:Z,1970 y O. ICoaLor:z, 1979 y 1903. 

12. - SAS csmo.ll Anglo Sco.lLeri.ng> pa..ro. to. L4cni.co. do di.aporai.6n 
o.ngulo• poqu•P'io• convenci.ono.t tN•ulrone•. Ro.yo• X. JElecLron••>; 
SANS csmo.LL Ang\.• NeuLron Sco.ll•ri.ng> pa..ro. e\. ••p•ci..o.l de 
noulronoa. El l6rmi.no SANS' doacri.bo experi.monLoa do di.8perai.6n 
un ro.ngo o.ngula.r tW. Schma.Lz. 1976J do o. :S !5x10-" ro.d(a.n•• 
uao.ndo longui.Lude• de ondo. de !5 a 20 A. E•Lo do. ro.ngo• d• de 
o. :lx10-" $.•10.proxi.mo.damenLe • 

.IB. - Do• lro.bo.joa inLere•o.nLe• 
fra.cLuro. ha.n •ido reo.ti.za.da.. por 
Argón, :1981. Véa.ae, co.ptlulo I; y 

de 
w. F. 

o.leGci.ón Ni.moni.c eo A , v6a..e, \l•Gver. 1959 y 

\.o. nuclea.ci.6n de hueco• 
A•hby, :1979 y Chen 
e\. eapoC1.o.l d• 

D. McL•Cn, :1959. 

en 
and 

la 

:1,. - Di.choa va.torea dependen fuortemenle de lo. longi.lud de onda. de 
te. po..rL(culo. i.nci.derote. 

:1!5. - En lo. t.•or(ci. doao.rrollo.dG •l Co.p. 
correaponde o.l co.ao que la..a fa.cea 4 
:19:58. Se ha. om\.Li.do o\. doaa.rrollo y 
o.proxi.mcicl6n, ello 011 debido que la l4cniea 
con mo.yor deLall• no a11 SA.NS. 
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método de aproximación semiclasico para la sección eficaz 

diferencial. La aproximación de Born consiste en suponer la 

alteración de la onda del neutrón al atravesar la part1cula 

dispersora, no es muy grande. Esto naturalmente es valido cuando 

la parlicula es pequei'ia. En caso contrario la aproximación podria 

ya no valer. Con esto se obtiene lLehmann, 19771: 

dO' 
dO 

m' 1 JvV(r )e i.Qr d:Jr lz 
4rr.lh" 2.2.1 

donde Q está definido como en la sección Z.1.1. Además, haciendo 

uso del Pseudo Potencial de Fermi
16 

CMarton Ladislau, 1S59l: 

2.2.2 

donde b depende de los detalles de la lnteracclón neutrón núcleo y 

se le conoce como longitud de dlsperslon17
• Que en una muestra 

volumétrica de materia, las interacciones neutrón nucleo pueden 

ser descritas como una colección de Pseudo potenciales centradas 

en cada uno de los núcleos. 

16. - Un polenc1.c.l repul111.vo vó.lLdo po.ro. lo. mo.yor(o. de la.a ••pec1.ea 
nucleo.rcu1. El empleo del Peeudo PolencLa.l de Ferm\. debe que 

la. col1.81.Ón enlr• neutrón y núcleo obedecen 1.nlera.cc1.Ón 
n•jcleor inl•n•o pero de muy cort.o o.leo.ne•. 

17. - llo.mo.do. long\.lud d& d1.•per•i.6n con•lo.nl• que depende 
de o.quello que lengo. i.níluenc\.o. lo. inl•ro..cci.ón: elemenlo 

qutmico, ... &topo. •pi.n d•l ni:.c:leo y api..n del neutrón. Por oalo, 
96lo vo.r{o. do el•munlo elom•nlo, lomb1.én denlro de 

•l•m•nlo qulmLCO, de 1.•6lopo 1.&Ólopo, por lo que oi:.n 
ma.ler1.o.l puro •ola.mente puede ho.blo.r de longilude• promedLoa de 

d\.apersLón. Pora. vo.lor•a de b puad• o. E. Do.con, 197:5, To.blo 
2, P, 90. 
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V ¿ 2nh' --b.6Cr-r.) 
\. 111 .. \. 

2.2.3 

podremos entonces detinlr la sección eficaz de dispersión por 

atomo para una muestra con N núcleos dispersores en un volúmen, 

sustituyendo 2.2.3 en 2.2.1, coma 

2.2.4 

donde p 0 Cr>es la densidad de longitud definida por 

Pto Cr > ~ ~ bi. 6Cr-ri.) 2. z. 5 
\.=i. 

donde bt es la longitud de dispersión coherente del i-esimo núcleo 

en la posición ri.. O es el vector de dispersión. p.Cr) 

veces es útil reescribirla como: 

p.<r> = t..p<r>+P. 

con 

/lpCr> 

algunas 

2.Z.6 

2.2.7 

donde p. es el pro•edlo sobre las distancias mucho mas grandes que 

1/Qmln y 0.mlh ea el aáa pequafto valor de O accesible dada por la 

resolución del instrumento tG. Kostorz, 19791. Para un rango O 

considerado, solo 6p<r> podrá contribuir a la dispersión, y es 

claro: 

30 



HODELO DE DOS FASES: 

La simpleza y el amplio uso de la 

basado sobre el godelo de dos tases 

presentamos.: 

z.z.e 

aproximación SAS está 

que a continuaclón 

Consideremos una •uestra que contiene Np partículas con una 

densidad de longtt.ud tnhomogénea p,,..= bp/v... Cdonde bp la 

densidad de longitud promedio sobre el volÚlllen de la partícula. y 

Vop es el volúmen atómico en la parUcula). Y ·sean que tales 

particulas estén in•ersas en una •atriz de densidad de longitud 

ho•ogénea Pbm= b~/v.-. de la ecuación 2.2.B: 

Z.Z.9 

donde la integral se extiende sobre el volímen Vt que abarca todas 

las partlculas del &istema. Si todas las Np partículas son 

idénticas, la sección diferencial se convierte en 

dO' 
dri z.z.10 

donde Vp es el volúaen de una partícula. (P.,p-P...,) es conocida 

co•o et contraste de di&perslón
10 

y su::u ta función de 

10, - Enlre mo.yor e11lo. co.nlidad. mayor di11per&t.ón. En 

31 



dispersión de una partícula simple, dada por 

S<Q> 2.2.11 

donde 

5(0) = 

A partir de estas dos últimas relaciones es posible obtener 

información de la dispesi6n: 

a) EXTRAPOLACION DE QaO: 

51 la curva de dispersión medida puede ser extrapolada a IQ=O. 

de la Ec. 2.2.10 se tiene 

=~ <Q--.0)= Vp~ Np <Pttp-Pa.rn)
2 

En el caso general Vp, Np y 

desconocidos, pero al co•binarlo con 

otras zonas de la curva de dispersión 

ser obtenidas. 

b) APROXIKACION DE GUINIER: 

<Pa.p-Pa.m> 

información 

<Flg.2.2. ll, 

2.2.12 

son valores 

procedentes de 

estas pueden 

Para cualquier for•a de particula la función de dispersión a 

valores pequeftos de Qa (donde a. es una dimensión lineal de las 

parL\.cU\Gr, cuando de los componenelea VGci.o poro•. 
corroapondLenl• p y el conlrGale mó.xi.mo. Esto 11i.9ni.fi.co. 
que en una me:tclG de varlaa compon•n•l•• d~aperaora.., lGG 
co.vi.da.daa •on lo.• que di.•p•r•Gn mayori.lo.ri.a.menle. 
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particulas) puede ser aproximada a una función exponencial. De 

acuerdo con esto: 

S<Q> 2.2.13 

donde Rn e& el radio de giro de la partícula definida por 

2.2.14 

donde q(r
0

) es la &acción transversal de la partícula a lo largo 

de un plano nor•al una dirección D <en el plano perpendicular al 

vector de onda lncldente k
0

) y a una distancia r
0 

del origen 

dentro de la partícula definido por fvpr:qcrD)dr0=0. 

Para un sistema de particulas orientada& aleatoria•ente 

2.2.15 

can 

Para esteras de radio Ra 

2.2.16 

La aproxi•acion de Gulnnier es por lo tanto aceptable sobre 

un amplio rango de QR
0 

<~ 1.2). 
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el APRDXIHACION DE PDRDD: 

Para siste•as con superficies internas blen definidas, la 

pendiente final de la curva de dispersión, Flg. 2.2.1, es 

proporcional a Q4
• Para particulas de cualquier forma (Q debe ser 

más grande que el inverso de la dimensión más pequefta de la 

partícula): 

StQl:= ZrrAp/V~ Q
4 z.z.17 

donde Ap es el área superficial de la partícula. 

di INTENSIDAD INTEGRADA: 

De la Ec. 2.2.6 sobre todos los valores de O producidos 

donde a representa las fluctuaciones media cuadrada del 

En el •odelo de dos tases. 

6 

donde Cp = NpVp/V es la fracción de volúmen de partículas. 

el LONGITUD CARACTERISTICA Lp: 

Z.Z.16 

sistema. 

Z.Z.19 

z.z.zo 

En el modelo de doble tase, Lp es la longitud media de todas 
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las lineas que pasan a través de cada punto de una parttcula en 

todas direcciones y termina sobre la superficie o la interfa2e de 

la muestra, y está dada por 

Lp llE. s"' o S<o> dQ 2n 
o 

2.2.21 

Para distintas combinaciones de esas relaciones, es posible 

determinar la forma, tama~o, número y composición de particulas 

uniformes por medidas precisas sobre un rango amplio de Q. La Flg. 

2.2.1 muestra, esquemáticamente, las zonas de la curva de 

dispersión que corresponden a algunos de los puntos vistos con 

anterioridad. 

No de d1spercores 

Rodio de qiro Rq 
• ....-t? (Ap1 ax.. Gumier) 

20 

FJO, 2, 2. S.. lNF'ORMACION PUEDE OBTENER DE D:tS:TJ:NTAS 

PARTES DE UNA CURVA DISPE'RS:J:ON TECN:ICA CONVENCIONAL 

SANS. 
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2.3 TECNICA VSANS. 

La técnica que den~mtnare Very Small Angle Neutron Scattering 

CVSANS> tue empleada poi· primera vez por Ueiss para el estudio de 

parttculas de bismuto IWclss, 19511 (aunque con otros fines 

distintos a los presentados en esta tesis> 1 ~" y esta. cimentada 

principalmente en los resultados teóricos obtenidos de la mecánica 

cuantica para la seccion eficaz diferencial de dlspersion 

elastica. Ec. 2.1.23. 

ro 

o-<e>= !k~/2 (2t+1)Pt(cos8)( a
2

l
8:-1) r 2.3.1 

l=O 

donde 4 es el cambio de fase de la l-esima onda parcial y que 

contiene la información del potencial central, y que aún no a sido 

especificado. Nuevamente es conveniente sugerir el Pseudo 

potencial de Fermi. Asl. para un medio de densidad local atómica 

p(r), un potencial promedio (llamado potencial óptico> podrá ser 

definido como: 

2.3.2 

caracterizado por la longitud de dispersión promedio b. Este 

potencial está fuertemnnte relacionado con el indice da refracción 

V•t.9& po.rl" de 
ha~e énfaat5 q'.le 

La dt.sporat.6n dependf' 
dtfr-acct.6n y Ó>'t p?ro 

po.rtt:: ... lo de rod• 

oblentdo& por Ve1.n do Hulat; 

r ;odomtnto de le1. dt.íracct.6T> y r•frocct6n 
~l ca.mbto do fo.~• 6 C6«t po.r0-

··Ir .-,:cct~n1, 

~l 

d• neulr6.-. qyo OlTQVlO'liO 

neulr6n .;:itrove!&Ql'"•do lo 
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lt1arton Ladislau, 19591 para neutrones. deftnldo como: 

nl:->=tl-V<r>tlEJ~ 

entoces, sustituyendo 2.3.2 en 2.3.3 se obtiene 

O para V/E <<1 

>..' -
n=1- 2 TT pb 

n=l-(i 

2.3.3 

2.3.4 

Z. :3. 5. a 

2.3.5.b 

Por otro lado, dado que la parte radial de la ecuaciün de 

SchrOdinger <Ec. C.23, apéndice C) 

C.23 

es la que nos proporciona la información referente al cambio de 

fase, debido a que contiene la informacion sobre el potencial, 

conveniente aplicar el metodo WKB
20 

para obtener un valor 

c:.:in~1.dorci movténd::>s.¡¡o 

von, oc:uoctón do Sc:hr~dtn9er p~r::i est.:tdoi;; 

l'-1 forma. 
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aproximado del cambio de tase debida a la d1spersiónz1
• A saber 

CL.S. Rodberg, 1967, P.561: 

A altas energias la energia potencial será pequei'la comparada 

con la parte radial de la energta cinética, excepto cerca del 

punto clásico de retorno. Dado que la región cerca del punto de 

retorno no contribuye slgniticativamente al cambio de la tase, 

asumire•os IU<r> 1 << kª-lCl+l)/ra. en el limite de alta energia, 

por to que 

s.:. 11. [J'..,.[•·-~J,¡(1-~cr>)-r dr(•·-~),¡] 
' r----.oo r1 rJt. 2 Jro r..i 

por lo tanto, 2.3.6 se transforma en el 11•ite, 

® -t 
4=:: 11• -!f drU(r) (k:ª·t' l:•>) 

r--t.oo 2 r 0 r 

·~: ~ + V<xhp<x>=E1p<x> 

la. a.pr~~\:'>~c¡l¡ón 'WICa con•l•l• •Upon•r 
y.100=.Aooe qu• •• un l1.po de onda. 
gen•ra.li.za.da.. con a.mpli.lud ACx> y fo.a• sod, 

z•. - Donde se ha. conald•ra.do 
r 0 =Cl C l+l)/kªJ 1'ª. 

el 
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si introducimos el valor del parámetro de impacto s=k-1
[ l ( l+l) l i 

la ecuación anterior se transforma en 

"' -il: 
S :::: -!f drU Cr) kº' (1-s:) 
' 2 r 0 r 

2.3.6 

sustituyendo la ecuación 2.3.2 en 2.3.8 tenemos 

-;,.• -
Y dado que (1= 2 rrpb <Ec .. 2.3.5.b) sustituyendo en la ecuación 

anterior, tenemos 

1 00 hª sª --! 
¿¡ :::: --(lkf dr - (1--) 2 ro 11 r ~ 

por lo tanto 

1 h' ( 6 ')-i donde l:l es 2Jdr ; 1 ~;¡-
onda parcia) intercepta al 

l•pacto s=<t+i>lk >. 

usando la relación 

2.3.9 

(y es i do la longitud que Ja l-osima 

atravesar la estera con un para.ietro de 

2.3.10 
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v&.1 ida para para l grande y a pequef'iio22
• 

sustituyendo estos últimos resultados en 2.3.1 y reemplazando la 

suma por la integral, tenemos 

2.3.11 

El 11•1te superior est• determinado por ol hecho de que todas 

las ondas parciales <l+~>>kR no serán dispersadas por la 

partícula. 

Haciendo el siguiente cambio de variable: s=Rslny, 

z=Qsln8~ksin<iS>, and 6=2~kR, Fig. 2.3.1, tenemos: 

1 

nn 

1 
a<al= R'k' J

0 

(1-e'
6

c
0

•1'¡Jo(Rz &in1')&inrco&1' di' 
2 

x=Rcosy, 

2.3.12 

Esta es la Sección Eficaz Diferencial que utilizare•os para 

evaluar la dispersión por cavidades. 

• - E•la. i.gua.lda.d puede oblener•e de la ecua.cl6n c. a <a.p•ncllc• 

ot=m=O, (3=t < t+1 > c.6 

al conc:i.dera.rc:o 8«•, y 

. ·. P<cosS> Jo( (l+fl&in9]=J
0

[k&-&in9] . 
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s 

Cavi<l.ad 

FXO. 2. 9. s. LA FZOURA REPRESENTA LA DISPERSION 

RADIO R DADA POR EL PARAM&:TRO DE IMPACTO S Y 

VERSE CLARAMENTE QUE: s=Rsiny, x=Rcosy, 
6=2f'kR. 

POR UNA CAVIDAD DE 

APLICACION A CAVIDADES: 

EL ANOULO B. PUEDE 
z=QsinB~ksin<iB>, v 

L.a aftraacl6n anterior es vlll lda tanto para partículas co•o 

para cavidades siempre y cuando las particulas (cavidades) sean 

grandes comparadas con la longitud de onda. De tal tor•a que la 

onda difractada es separable del resto ~e patrón de dlspeslón, 

debido a que está confinada a ángulo~ auy pequeftos de a. donde es 

v.lilldo el principio de Bablnet29
• A.si, en los siste•as 

Ba.bi.nel di.ce: 

lo• de difra..c:ci.6n. 

perforcu:la. a.gujero• y 
ci.rculcu-••· c:a.da. di•c:o corr••pond• 
a.guj•ro pa.rli.c:ulo.r, qu• produc:ird.n 

d\.Cra.c:c:i6n touinier,•9!55J. 

4-1 

objeloa complemenLa.ri.o• 

d•ci.r. 

d• 
la.ma.f'lo y poai.c:i6n 

loa m\.•moa efec:lo111 

producen 
pci.nlci.lla. 

di.•cc-a 

dw 



experimentales generalmente usados para el estudia de ángulos 

pequeftos, el principio de Babinet puede ser aplicado a un ensamble 

tanto de partículas como de cavidades <esto es: un ensamble de 

particulas en un medio homogéneo puede ser considerado igual a un 

ensamble de cavidades) [Guinler, 19S5la 

Apoyándonos en el resultado anterior, y considerando que la 

distribución de cavidades dentro de una muestra sometida a 

termofluencia obedece a una función Lag-Normal <véase Cap. }): 

proponemos la siguiente expresión para el estudio de cavidades: 

o <e'> TEO. 

donde 

RWAX. J n<Rl c>CE>'.Rl dR 

RWXN. 

Z.3.13 

Z.3.14 

pero, si ademas consideramos una curva de resolución R<S-8'> dada 

por el lnstrumento2
', tene•os 

"' 
"' • (E>) 

TEO-EXP. f o <S'>R<S-S'> dS' 
TEO. 

-a> 

z•.- .N6LO&D ~UD el la. do roso\uc:t.6n ruo&o 
enloncea O tS):O' (8')a 

TEO-EXP. TEO, 

2.3.15 

della. do otra.e 



por lo anterior, hemos realizado programa que evalúa 

numéricamente la ecuación que engloba todas estas consideraciones: 

a ce> 
TEO-EMP. 

00 RMAM. J [ J n<R> ace• .Rl dR ] RCB-e·) dB' 

-oo RwxN. 

2.3.16 

dicho programa aparece en el apéndice B. 

Finalmente, cabe aclarar que el número de particulas 

dispersadas que ncaen" al detector están dadas par CHelissinos, 

1969, P.2391: 

I• = lo N :~ dO 

donde 

. . ~eutrones] 
Jo es ol haz incidente; l seg. e•~ 

es el ángulo sólida [Steradian] 

N=t;:"º es Ja densidad superficial 

donde 

f'l:!úcleos] 
l e•• 

n Í!llOléculas] No= 6.62x10 l gr. •ol os el nú•ero de Avogadro 
p es la densidad de los dispersores [~] 
tes el ancho de la auestra [ca] 

A es el peso at6•1co del material dispersor 
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~es la sección eficaz diferencial [ cm.I!] 

Por lo que la intensidad dispersada es proporcional a la 

sección eficaz diferencial (ya que lo y N son constantes que 

dependen de la fuente de neutrones y de la muestra empleada, 

respectivamente> • 

.. oc~ 2.3.16 

Para el presente trabajo utilizare únicamente la ecuación 

2.3.18 Cpodriamos obtener información sobre N del ajuste. pero por 

el mo•ento se despreciar~ este término). Por lo que, al ajustar la 

ecuación 2.3.16 a la curva de dispersión, ésta nos proporcinar~ 

información sobre la distribución de cavidades (aproximadamente 

una Log-Nor•al>, asi como el radio promedio de las cavidades. 
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CAPITULO lll 

DISPOSITIVO EXPERIMENTAL. 

INTROOUCCION 

Las •edldas a las cuales se aplicarA ta técnica VSANS fueron 

.tomadas por los Ors. J. Palacio& y Schwahn D.z:s en el espectrómetro 

SN 16 del lnstitut Laue Langevin en Grenoble. Franela. Aqui sólo 

se expondr~ el principio del funcionamiento del instrumento 

utilizado. 

3.1 FUENTE DE NEUTRONES1 REACTOR EXPERIMENTAL DE ALTO FLUJO, 

INSTITUT LAUE LANGEVIN CILL-HFT). 

Como fuente de neutrones se e•pleó aquel 

reactor experimental de alto flujo 

generado26 por 

del lnstltut 

el 

Von 

Laue-Langevln
27

, de Francia. Este opera a una potencia de 57 MW 

2!5. - Dr. Jvaú11 Pa.la.ciou Inv, No.e. Xnolilulo Pol\.lltcn\.co 

Na.ciona.\. d• MltK\.CO <IPN>: Schva.hn del ln•lilu\. 

F••lkorp•rfOr•chung, de Al•mania, 

Z6. - T{pic:a.m•nt.•, la rea.c:ci.ón 
de neulronea denlro d• 

de h.•l.Ón 

rea.clor 
qu• do. lugcu- lo. ob\.•nc1.6n 

76!51: 

.~u~u+on' __. s6Ba 1'4'+:s 6 Kr9~+3on1 

27. - Una \.nformaci..6n m6i;i: complota. ao'=>ro 

cuonlci ol In11l\.tulo oncuonlra. el 

4-5 

tHoHon lloll•r. 

loa \.nalola.C\.ono11 

follolln -in•hlul 

j.963. p. 

quo 

Von 



(térmico> proporcionando un flujo máximo de neutrones térmicos de 

1.2x1015 n/cm.:./sec. El elemento combustible contiene 

aproximadamente 9 Kg. de uranio enriquecido al 93" por u•ls. Como 

enfriador y moderador se utiliza agua pesada (con la circulacion 

de esta, a trevés de un intercambio de calor>. 

Los haces de neutrones térmicos, calientes y f rlos20
, 

generados en el reactor, estan disponibles través de puertos 

etiquetados, como se muestra en la Fig. 3.1.1. El reactor cuenta 

con dos salidas· de neutrones frias, cinco lermicos y cuatro 

cal lentes. Las longitudes de esas sal idas o guias son de hasta 

120m. 

{ 1) t luclco del reactor 

(2) Fu~r1le Cohente 

(.)}fuente !ria 

{4) Guia d•?I ncutron 

(5) Tullo del h<lz vertical 

{15) Fo~ili•IO.-:f<!!i d~ irr<JJi•Jdori 

V= Tub<J ">!°rlklJI 

FIO. 3. :l. :l ARREOl..O DE l..OS PUERTOS <OUlAS DE NEUTRONES} DEL REACTOR 

DE ALTO FL.U.10 INSTXTUT 1..AUE LANOEVIN. FUEHTE:IIL-llFR, 

La.u• Pa.ul la.r.9eV1.l"I. Orel"lobl•, Fra. .... c.··, t.906. 
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3.2 ESPECTROMETRO DE DOBLE CRISTAL DE ALTA RESOLUCION ANGULAR 

(DCS). DESCRIPCION DEL EXPERIMENTO. 

De un haz de neutrones procedentes del reactor se extrae un 

haz monocromatlco a través de un monocristal casi perfecto de Si 

Cb), en la Fig. 3.2.1, usando sus planos (220> en posición da 

dltracción de Laue. El haz monocromático incide en un segundo 

cristal casi perfecto de slllclo (d), de tal forma que se produce 

nuevamente la ditracción por los planos <220) y el haz difractado 

emerge paralelo al haz antes del primer cristal y es registrado 

por los detectores. En In Flg. 3.2.1 se muestra, esquematlcamente, 

el arreglo experimental, en el cual se ilustran los dos cristales 

y las medidas de dispersión 0 11 y Q..L (y corresponden a rotar la 

muetra QQo). 

Si hacemos rotar el segundo cristal sobre de un eje vertical, 

sin considerar la muestra, se obtiene una curva de distribución 

que denominaremos "curva de resoluclónft C"Rocklng Curve"). Esta 

curva contiene lntormaclón de la resolución del instrumento, con 

un ancho del orden de segundos de arco, debido a que por tratarse 

de cristales casi perfectos la ditracclón e9 dinamlca CY.H. 

Zacharlasen, 19451. Si se introduce una parlicula, o un conjunto 

de particulas, con diámetros entre 0.1 y 10 A en la trayectoria 

del haz entre aabos cristales Cpunto H en la Flg. 3.2.1), el 

conjunto de neutrones dispersados por la parttcula no cumplen con 

la ley de Bragg29 en ol segundo cristal; as1, Jos neutrones 

dispersados encontrarán un angulo, al rotar nuevamente el cristal, 

para el cual cumplan Ja ley de Bragg. Esto signitica que Ja 

nueva curva de distribución el pico disminuye y la curva se 

ensancha, dando un espectro ttpico de la dispersión a bajo ángulo, 

pero con una resolución del orden de segundos de arco. 

Z9. - Le1· do Bragg: Zd:;;en&:n'-.. Dondo d ta dis;to.ncia. onlro plo.no; 
ci.l6micoa po.roleloa. 
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ha::: de 

CRfSTAl. DE: 

SrLYCfO 

CRISTAL. 

srLrCIO 

z 

Un 

FIO. a, 2, i REPRESENTACION ESGlUEMATJ:CA DEL ESIPECTROMETRO DE 

CRrSTAL. 
DOBLE 

Cuando el número de particulas dispersoras es muy grande, se 

produce un féno•eno conocido como dl~pers16n •últiple30 y debe ser 

corregido antes de compararlos con la teoria. La dispersión 

•últiple se ve como una contribución adicional del ensanchamiento 

en los picos de difracción. 

ao. - El neutrón di.•p•rao.do por l~ pa.rticul0-9 coli.c\.Ona..r 
nuevcunenl• por olra. pa.rHcula. 
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3.3 INSTRUMENTO S1B CILL-HFR). DESCRIPCION DEL INSTRUMENTO. 

El instrumento empleado, dentro de las instalaciones del 

Instituto referido, es el instrumento 518, figura 3.3.1. Es 

difractómetro de dos ejes que consta de dos cristales casi 

perfectos de silicio, empleados generalmente para interferometria 

de neutrones 

F10. a. a. 1 VISTA ESQUEMATICA DEL INSTRUMENTO S10 <l:NTERFEROMETRO 

DE NEUTRONES> DEL INSTITUT LAUE LANOEVIN. FUENTE:IIL-llFR. 1996, 
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En el modo usual de operación, un crlsla1 casi perfecto de 

silicio es usado como monocromador Cb>, figura 3.3.1 la fuente 

de neutrones <térmicos> es obtenida del puerto H25 CFig. 3.1.1>; 

lo cual hace posible obtener un haz de longuitud de onda ajustable 

que incide en un segundo cristal casi perfecto de silicio (d). El 

lntrumento permite obtener una curva de resotuclón estrecha <<3"). 

Adem~s pueden medirse la dltrncclón hacia adelante <O> y el haz 

difractado <H>. 

La alta sensibilidad angular se obtiene de una rotación tina, 

de o.01n de resolución, en el segunda crlstat Cd). Las vibraciones 

aecanicas se reducen a través de una nsuspenslón" montada en un 

"banco óptlcon, que soporta, además, un tercer eje. Dos tubos de 

rayos X en a1 y az están incorporados al &istema para propósito& 

de calibración y estabilización. 

El tercer eje esta disponible cerca de la posición a2 

proporcionando un grado adicional de libertad en el movimiento del 

lnterteró•etro 

El instrumento 518 es controlado por un microprocesador 

enlazado directamente a una microcomputadora; la operación del 

instrumento y el procesaaiento de los datos pueden ser realizados 

por programas vta Fortran. 
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CAPITULO IV 

EXPERIMENTO Y RESULTADOS. 

INTRODUCCION 

Experi•entalmente se observa que de los distintos barridos, 

sobre una muestra sometida a un proceso de termotluencla y llevada 

a la fractura, la dispersión por cavidades en una zona cercana a 

la fractura C~ 1cm) puede ser estudiada a partir de las técnicas 

SANS y VSANS, puesto que en tal zona, se observa un "pico" debida 

a la transais16n sobre la dispersión múltiple. Tal condlc16n es 

l•portante para efectuar las correcciones por dispersión múltiple 

y aplicar las técnicas antes citadas. 

Las técnicas revelanH: un radio da giro da -::l; lf.Jm según SAHS, 

y una dlstrlbuclón de cavidades Lag-Normal dado por los parametros 

~.565 <varianza> y RH~-6 ~· en VSANS. Estos resultados sugieren 

que la técnica VSANS. que puede ser •ajorada, puede aplicarse al 

estudio de cavidades. 

A continuación se dan los detalles del experimento, la 

discusión y tlnal•ente las conclusiones. 

3S.. - Al i.gua.l que olrtu1 i.nv••li.9a.c\.on•• r•í•renle• al ••ludlo de 
ca.vlda.dea, to. McLea.n, 19'!56; c. '11. 'Wea.vor. 19'!59J; ob•erva.ron 
ca.v~da.d•111 del 6rden de 'l.. µm d• di.6.melro. 
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4.. 1 EX PERI MENTO. 

Una aleación a base de níquel, NIHONIC 80A92
, fue llevada, por 

un proceso de ter•ofluencia, a la fractura con el fin de nuclear 

cavidades para su posterior estudio. La muestra cuyas dimensiones 

originales eran de 5.06 cm. de longitud y 0.64 de diámetro, 

fue sometida a las siguientes condiciones de termofluencln: 1023 

•K (750 °C) bajo una tensión de 226 HPa CN/mm2>, a un tiempo de 

fractura de 1644h C5.9x106
&). La muo&tra fue cortada 

longitudinalmente a un espesor de 0.4 cm. Se utlllz6 un flujo de 

neutrones térmicos de longitud de onda de 1.874 A y ¡se obtubieron 

Bspectros de dispersión para una 0 11 y Q.l..
99

• Para el estudio de la 

muestra se utilizó el arreglo experimental •estrado en las sección 

3.3., Cap. I 11: un espectómetro de Doble Cristal de 

Resolución Angular DCS. 

Las gráficas de los distintos barridos <Tablas 

Al ta 

y 2, 

apéndice A> obtenidos experimentalmenteª' 

rtguras 4.1.1 y 4.1.2. 

muestran en las 

az. - Vóo.s• To.bla. t. 2. t. co.p(t.ulo I. para. ver •U compoeici.6n qutmi.ca.. 

99. - a •l vect.or de dt.•pervi.ón y 
a==:rt/A.S pa.ro. S«t. Q..1. convi.•t.• 
mue•t.ro.. v•cui• Fi.g a. z. t. cap III. 

!14-. - Loa ckit.011 fueron proporci.ono.do11. en 
el Dr. J. Pa.lo.clo11 finv. Na.e. del 
de W6xi.co n:. P. N. ). 
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NIMONIC SOA Q11 
RESULTADOS EXPERIMENTALES 

RK1211 SIH MUESTAA 

2 AK12JO DlTREt.llADY~RM ¡'! '" 22• º""""' J AIC11J1 MrTAD 
4 AK1232 OORE"'1AllYFAA:fl..RA 
:; llK123J fltN:IU'V. 

Unidades arbitrarios 

FJa. ,.1.1. RESULTADOS EXPERIMENTA.LES, PARA a.u, DEL 

NEUTRONES DETECTADOS V.S. PASOS. CADA PASO CORRESPONDE 
RAD. <Z. 18Z>eilO"' ORADOS>. LAS ETIQUETAS RK:lZU. IUCS.229, 

SON LOS NOMBRES DADOS A LAS MEDIDAS. 
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Pasos 

NUMERO 
.t.. 25Mf.0...,. 

, • , ,RK:f.233 



(No de) 
(Neutrones) 

NJMONIC SOA QJ. 
RESULTADOS EXPERIMENTALES 

Unidades arbitrarias 

"fil .. 
"' 
'" "' 

Posos 

FJO. '·:l. z. RESULTADOS EXPERIMENTALES, PARA Q ~ DEL NUMERO DE 
NEUTRONES DETECTADOS V. S. PASOS, CADA PASO CORRESPONDE t.. 25)Ct.0-4 

RAD. tz. ta2xto.. ORADOS). LAS ETIQUETAS R1Ct.2:U., RK1309, •••• •KtZ97 

SON LOS NOMBRES DADOS A LAS MEDIDAS. 
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4. 2 DI scus:r ON. 

En las tlguras 4 .. 1.1 y 4 .. 1..2, donde se muestran los 

resultados experimentales, puede claramente que la 

dispersión se debe, principalmente, a cavidades¡ ya que a medida 

que nos acercamos a la fractura la dispersión es mayor y es donde 

las cavidades pueblan mas densamente al material. 

Tomando en cuenta los resultadas de las medidas Q 11 , Fig. 

4.1.1., se pueden observar las siguientes conslderaclones: 

al Las medidas RK1229, RK1230 y RK1231 solo se ensanchan levemente, 

lo que significa que se pueden ajustar por una curva del tipo 

resoluclón3~ la cual corresponder1a Ja transmisión y una 

pequei'ta contrlbuc16n a la dispersión. 

b) Las medidas Rk1232, que está muy próxima la zona de fractura 

(~ icm>, presenta claramente una suma de dos contribuciones, 

Flg. 4.2.1: una ·"amplia" correspondiente a ln dispersión y una 

"estrecha" que es la transmisión. Con esto, la transmisión 

puede ser calculada y con ello la dispersión múltiple puede ser 

corregida. 

e) La •edldas Rk1233. que corresponde a la fractura ya no muestra 

el pico de transmisión y es ademas 

•edlda RK1232. El hecho de que en 
ligeramente mas ancha que la 

el espectro medido se 

observe el pico de trans•lslón significa que hay •ucha 
dispersión aúltiple. "ªs aún, puesto que no se observa el pico 

de trans•lsión, la corrección por dispersión múltiple no se 
puede hacer. 

3:5. - V'o.ao s:occi.6n a. z dol ca.pllulo n:r. 
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Otro resultado laportante, cualltatlvo, que proporcionan las 

Figs. 4.1.1 y 4.1.2, si se comparan, es que dan información acerca 

del grado de deformación que han suf rldo las cavidades a través de 

proceso de termofluencla. Si consideramos que para la 

dispersión es mucho mayor que para 0 11 , entonces, las cavidades en 

primera aproximación presentan una forma elipsoidal, ya que la 

dispersión depende fuertemente de la orientación. Sin embargo, 

analizando el caso egpecial de las •edldas RK1232 Q 11 y RK1209 Q.L 

(cercanas a la fractura>, estas sugieren que las cavidades en esta 

zona son más o menos esféricas; las amplitudes de dispersión 

aproximadamente las mismas. 

Asi, da acuerdo Jo antes expuesto, analizare el caso especial 

de las medidas RK1232 (cercana la fractura con Ou>• figura 

4.2.1. En la gr.tt.flca36 

apreciativas, de lo que 

trans•islón. Estos datos 

pueden verse la6 contribuciones, 

se considera la 

fueron corregidos 

dispersión y la 

por dispersión 

aúltiple37 
y aproximados a una curva gaussiana, cuya ecuación es: 

A<x>=<137.6 ± O.OS>e-<x/U.4.16 ± o. OO!U.2 4.2.1 

donde x es el nu•ero de pasos <cada paso corresponde a 1.25x10~ 

rad. 2.182x10~ grados>. La curva ajustada por dispersión 

aúltiple, Ec. 4ª2ª1' es la dispersión de los neutrones por las 

cavidades. 

36. - Se ha. sobrepuesto La. 
••La.d(•Li.co•. 

re11peclo o.l cent.ro 

a?. - Como dicha. l4cnu:ca. di•cu•i6n o.po.rL•, qu• enli-a. 
lo• pla.nea de e•t.e t.ra.ba.jo. mo•lra.ró. expUci.la.menl• 
proc•ao de correcci.6n. Dicha. corracci.6n fu• rea.li.J:a.da. por et. 
Palo.cioa bo.ao pro9ra.mG11 de cómputo ya e•lablec1.doa 
••l• prop6111.t.o. Vea.ae N1.cha.al Nonk4nbuach • .t.97J. 
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ta curva de resolución <Ec. 2.3.15> fue ajustada a una Lorenziana 

cuya ecuación es: 

t<x>= 5472 ± 0.5 .a 
1+xª<o,6,,s±o.oooo~) /3 

4.2.2 

x en pasos 

NIMONIC 80A Qn: MEDIDAS RK1232 
(ZONA CERCANA A LA FRACTURA) 

(No de) 
(Neutrones) x 

U> 
o ·e 

~ 
o 
U> 

1 
=> 

Unidades obitrorias 

FIO. '· 2, j., RESULTADOS EXPERIMENTALES DE 

A LA FRACTURA) CON Q \I' DONDE LAS 

DISPERSADO IDA TOS EXPERIMENTALES>: 

LA MEDIDAS 

REPRESENTAN 

HAZ 

<APRECIATIVO> Y ---- LA TRANSWISION CAPRECIA.TIYOJ, 
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TECNICA SANS: 

51 apl leamos la aproximación de Gulnler. Ec. 2.2.15. cap. l l. 

de la técnica SANS 

entonces38 

-Cx/14.16>" 

para i\= 1.674x10·10 m 

B.360x104 
• C•etrosl 

.• R11= 0.836 ± 0.0003 µm 4.Z.3 

y si consideramos el caso de parttculas esféricas, dentro de la 

técnica SANS, Ec. 2.2.16, cap. 11. 

R,= R ~ 

entonces 

R ~ 1.079 ± 0.0004 µrn. 4.Z.4 

98. - Q=•n/A. aone. 11i. 8«s. enlonce11 pero PASO= 

z. :1.azxto• ra.d. y A=t. e7<&xto''ºm 
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Asi, la dispersión de los neutrones por las cavidades cuyo 

radio de giro (radio promedio sobre las distintas orientaciones), 

es del órden de Rg ~ 0.636 ± 0.0003 µm ,siguiendo el método SANS 

<en la aproximación de Guinier). A el valor de la incertidumbre 

encontrado deben sumArsele otros mas, p.e. el correspondiente a la 

corrección por rendija, por lo que debe tomarse con cierta 

reserva. 

TECNICA VSANS: 

Aplicando el programa de cómputo dlse~ado para evaluar la 

sección eflcaz99 en la técnica VSANS, Ec. 2.3.16. 

CD RMAX, 

e Cell = J [ J nCR> o<9'.R) dR ] R<fl-9• > del' TS:O-EXP, 

-CD RMtN. 

Z.3.16 

(donde R(8-8') esta dada por la Ec. 4.2.2.). Se ajusto'º la curva 

de dispersión debida a !as cavidades Ccorrccclón por dispersión 

aúltiple), Ec. 4.2.1, a las sección eficaz de VSANS, tomando en 

cuenta que, Ec. 2.3.18: 

lea ex A ~~ Z.3.16 

se obtuvieron los siguientes resultados, Flg. 4.2.2.: 

!A ampl 1 tudl, 

<Rn -radio promedio>, 

PC1l=Z6.96B ± B.O 

PCZJ=7.B47E-07 ± 0.4 E-07 

PC3l=O.S85 ± O.SE-08 cu -varianza el la Log-Normal> 

39. - d• \.o• objeli.vo• de L••i• con•i.•Le \.o. reo.\.i.za.c .. 6n 
d• un programa. qu• •Valú• la ••cci.6n erica.z: de di.ap•r•'-6n pa.ra. 
ca.vi.da.d•• gra.nd•a. compa.ra.doa con \.a. \.ongi.lud de onda, La.l 
programa. •• encu•nlra. pla.erna.do •n el a.péndi.ce a. V•C19•, Cap. lXX. 

'º· - Nu•va.rnenL• •• ha.ce r•í•r•nci.a. a. un progra.ma. 
pa.ra. ••L• prop6•i.lo. V6a.a• .J, La.ng a.nd R. MÜltQr. 1971, 
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paraaetros que corresponden a una distribución Log-Noraal, (Ec. 

1.3.1, Cap. l> 

1.3.1 

distribución del tama~o de las cavidades que 

encuentre en la muestra en la zona cercana a la 

4.2.3. A estos valores de la incertidumbre deben 

&e espera se 

fractura, Flg. 

sumársela otros 

mas, p.e. el correspondiente a la corrección por rendija, por lo 

que debe tomarse con cierta reserva. 

150 
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NIMONIC SOA Q11: MEDIDAS RK1232 
RESULTADOS TEORICOS CON LA TECNICA VSANS 

DISPERSION POR CAVIDADES 
AJUSTE CON VSANS (RM = 0.784 µm ) 

o 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 
Posos 

FJO. 4. 2. 2. -- DJSPEllSJON POR LAS CAVIDADES <CURVA CORREGIDA POR 

DJSPERS:lON MULTJPL.El6 Ec. 4. 2. t: RESULTADOS EXPERIMENTALES 

OBTENIDOS DEL. AJUSTE SEOUN LA TECNICA VSANS. 
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DESPRENDE DEL 

NIMONIC 80A Q1: MEDIDAS RK1232 
OISTRIBUCION DE CAVIDADES 

RM = 0.785 µ.m 

DELTA = 0.585 

0.4 0.8 1.2 1 .6 2.0 2.4 2.8 3.2 3.6 4.0 
RAOIO DE LAS CAVIDADES, µm 

DISTRIDUCJ.ON DE CA.VI.DA.DES, 

AJUSTE, SEOUN VSANS, DE LA 

LOO-NORMAL, D.UE 

ALEACION NIWONIC 
CEaCANA A LA FllACTURA (::;: i cm.>. 
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4. 3 CONCLUSIONES. 

Dado el contraste con la amplitud de dispersión en las 

•edldas Qü y QL Ccan la reserva de que las •edidas. en la muestra, 

hayan sido tomadas en las mismas zonas de comparación), sugieren: 

que en el proceso de nucleaclón las cavidades, en .Primera 

aproximación, presentan una forma e.l ipsoidal muy alargada. A 

excepción de la zona cercana a la fratura, las medidas RK1232 

para Ou y RK1299 para QL, donde las medidas sugieren que la forma 

de las cavidades son aproxl•adamente esféricas ya que la 

dispersión en ambas son casi iguales. 

Con respecto a las técnicas SANS y VSANS. De los resultados 

anteriores se desprende que: 

R9 ~ 0.836 ± 0.0003 µm T~cnica SANS 

R ~ 1.079 ± 0.0004 µm. Técnica SANS 

<para cavidades esterlcas> 

RH ~ 0.785 ± 0.04 µm Técnica VSANS 

El valor de las lncertldu•bres presentadas no son del todo 

co•flables, pues resta considerar el error involucrado por la 

rendija lnflta. únicamente reflejan el grado de confiabilidad de 

la nueva técnica VSANS. En base a estos resultados creo que VSANS 

puede ser aplicada al estudio de cavidades con un buen grado de 

cont labl l ldad. 

En VSANS se sugiere que la dtstrlbuclón del taaafto de las 

cavidades obedece aproxlmadaaente a una dlstrlbuclOn Log-Noraal. 
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Esta debe ser corroborada y no debe tomarse como una afirmación al 

100~. Diversas teorías producen diversas distribuciones de tamanos 

N.t<R>, Nz<R>. Nn<R>. Aqut se propuso una de ellas (la 

Lag-Normal), pero en principio debertan proponerse varias (las que 

predija la teor1a). Estas deber1an entonces substituirse en la 

Ecuacion 2.3.16: 

" <e> TEO-EXP. r [ {:::~ et(8' ,R) dR ] R<B-8•) d8' 

-co RMIN. 

2.3.16 

Sustituir aquella distribución N<Rl que mejor reproduzca los 

resultados experimentalmente. 

La corrección por dispersión múltiple podria ser evitada· si 

se to•ase una muestra más delgada, sin embargo esto implicaria una 

disminución en la densidad de cavidades y por lo tanto un 

lncre•ento en la transmisión por lo que el an~lisls debera hacerse 

con •ucho aayor detalle. lnlclal•ente se tenia la idea que dicha 

dispersión aparecería inevitablemente por lo que el espesor de la 

•Uestra era en ese •omento adecuada. 

Los fracturlstas podrian encontrar en e6ta técnica una 

herramienta útil, si se trata de investigar el crecimiento y 

distribución de cavidades en el mecanismo de. fractura. 

Esta técnica desafortunada•ente no puede ser aplicada en 

Héxico, especif icamente en el Instituto Nacional de 

Investigaciones Nucleares (JNINl, dado que no se cuenta con un 

dlfractóaetro de doble cristal de alta resolución como en el caso 

de Grenoble. Sin e•bago este puede le ser instalado ya que de los 

ocho puertos sets están libres y desaprovechados. 
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APENDICE A 

TABLA 1. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA ALEACION NlHONlC BOA <Q 11 l 
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TABLA 2. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA ALEACION Nll10NIC BOA <Q.1_> 
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TABLA 2. RESULTADOS EXPERIMENTALES DE LA ALEACION Nl!10NIC BOA CQ..l 
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APENDICE B 

SUBRUTINAS EMPLEADAS PARA EL CALCULO DE LA SECCION EFICAZ 

DESCRIPCION GENERAL: 

La FUNCION Jo calcula la función de Bessel del orden cero por 

métodos numéricos. 

La FUNClON SIHPSON evalúa integrales usando "series de 

Simpson"º · 

La FUNCION SJGHA-TEORICA evalúa la integral <ecuación 2.3.12 

del capitulo 11>: 

1 

nn 

0'19l= n•k• J
0 

(1-e"
5
ººªY) Jo(R;¡: &inY)&inyco&Y dr r 

Donde en FUNCION F se evalúa su argumento. 

LA FUNCION LOGNORKAL es la función de dlstrlbuclón de taaafto 

de las cavidades que se propone para el presente trabajo (ecuación 

1.3.1 del capitulo I>: 

•l· - V60.111•, por ejemplo Svokoveki. P. 259. 
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FUNCION RESOLUCION es una función de distribución Lorenziana 

Ec. 4.2.2. que se desprende de la curva de resolución, RK1211. 

LA FUNCION SIGHA_VSANS calcula la sección eficaz esperada en 

el experi•ento, y está dada por: 

e <B> 
TEO-E"P. 

co RMAX, 

I [ I n IR) cree• .R> dR ] R(9-e•) d9' 
-oo Rw:rN. 

donde n<R> es la FUNCION LOGNORHAL, cCB',R) es la FUNCION 

SIGHA_TEORICA y R<G-9'> FUNCION RESOLUCION. Véase, ecuación 

2.3.16, capitulo 11. 

PROCEDURE RANGO_R determina los radios m1nimo (ffmin> y m~ximo 

<R•ax> de una de las anteriores integrales elegidas por el 

criterio de •áxlmo y •inimos, y pidiendo que el area bajo la curva 

sea el 99". 

FUNCION SIGHA_TEORICAT Y FUNCION RESOLUCION son subrutinas 

auxiliares que peralten opti•izar el tie•po de progra•aclón. 
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SUBRUTINAS: 

FUllCTIOM Joll1REALllREAL; 

t Esta &ubpro&rau calcula la funclon de 8e&sel da orden caro por medio de l 
l una aproli11clon mmerlca 1 

ctlMST 
A:ARRA!!I •• 731 DF REAL•!·!. 7E-19, l.222E-17, -7.5655E-16, 4.125321E-14, 

VAR 

'l. 94383469E·IZ, 7 .646696314E·l l, -Z.679ZSSS3056E-09, 7 .606163592419E-06. 
-1. 76194690776215E·06, S.216032682100506E-05, -4.6062616620627505E-04, 
4. 6191600691B76015E-03, -3. IB937B911110BB65E-OZ, l. 5B06710293Z097Z6E·Ol. 

·3. 7009199367Z6497BE-Ol, 2.6517661320333601E·Ol, -6. 7Z341235265ZZ21SE-03, 
3.1515591Z94976021E-Ol, -l.OE-20,3.9E·l9, ·2.B96E-17, !.61349E-15, 

-6. 747341E-ll, l.02633662E-12, -l.583755Z542E-IO, 5.Z4879-176793E-09, 
-1. 4407233274019E-07, 3. 20653Z537651BE-06, -5. 6320791U056967E-OS, 
7. 5SllS593Z5ID4Z3E-OI, -7. 2B79624795520792E-03, 4. 7196669595763367E-02, 

-1. 773620127611435BE-Ol, 2.61567346Z5504661E·Ol, l. 79034314DTl16Z66E·Ol, 
-2. 7447430552971527E-Ol, -6.6262226106569663E-02, -l.OE-20,2,0E-20, 
-1.IE·l9,5.5E·l9, -2.llllE-16, l.631E-17, -l.OOIZE-16, 6. 7461E-16, 
-5.06903E-15, 1.326596E-14, -4.5045769E-13, 5.16626239E-12, 
-7.661091377E-ll, l.63064616352E·09. -5.170594537606E·06, 
3. 0751647675194 lE-06, -5. 3652201661321171[-04' l. 9989206966950373[00' 
!.OMD, -3.0E-20, 1.SE-19, -6.ZE-19, 3.l!E-16, -l.669E·17. 9.662E·l7, 
-6. 0999E-16, 4.Z5523E-15, -3.336326E·l4, 3.0061451E·l3, ·3.20674742E·l2, 
4.22Dl21905E-ll, -7. 2719159369E-10, l. 7972157Z4797E·06, 

-7. ll\1964110606E-07, 6. 63651994261165E-05, -3. lll1709210674016E-02l; 

T, Z, Ql,QZ, QS, Ql,Fl, 11, 12, 13, ll :REAL; 
J,l,N1,N2:BM¡ 

BEGlN 
T«ABSlll; 
Z:=1•1.25E-01; 
IF Z<•I THEM 

lf Z•O THEM 
BEGlM 

Jo:=l¡ 
EllT¡ 

END 
El.SE 

El.SE 

BEGlN 
12::r~ISQR(l.1·2¡ 
MI:>!; 
tl2:=18¡ 

END 

BEGIN 
Z:•l/Z; 
l2:•4•SQRm-z; 
Ml:•361 
112:•55; 

EJID; 
FDR J:•l TO 200 

BEGlM 
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Q3:•0; 
Q2:•0; 
FOR 1 :•H! TO H2 00 

BEGIH 
Q1:•Q2; 
Q2:•Q3; 
Q3:•12•Q2-QI +Al!!; 

EMD; 
Fl:•IQ3-Q11 •5.0E-01; 
IF IK!-191<0 TMEN 

BEGIH 
Jo:=FI: 
EllT; 

EMO 
ELSE 

IF IH!-19»0 THEN 
BEGIH 

IF H1•56 TMEM 
BEGIH 

12:•COSI Y-7, 653961633974463E-01 l; 
13:•5\NIY-7. B539B163J971463E-01 l; 
14: •7, 976845606028651E-01/SQRTI Y> ¡ 
fX::fI•l¡ 
Jo:=lhtll•XZ·Ft•X31; 

EJID; 
EMD¡ 

EllT; 
END 

E.SE 
BEG\H 

ll:•Fl; 
H1:•56; 
H2:•73; 

EHD; 

F1JllCT10N S 111PSOH\A, B:REAL¡H: INlEGER:THETA, RAOIO:REAL;NH: BTTE> :REAL¡ 
FORVARD; 

F1JllCTIOH SIGl!A_VEISSIRADI, TNTA:llE/,L) :Rl:.\L; 
CONST l.AllDA•1.671E-10; 
YAR K, Rlk2, R1,R2:11.EAL; 

PART:VORD; 
BEGIH 
ii=t2•Pll/IJJtD~; 
i4K2:•SQR\SQJllRADI l •KI; 
Rl:•Sl!1PSOHID.Pl/2,3, TI!l!,RADI, 21; 
R2:•Sll!PSOHIO, PI /2, 3, TMTA, RADI ,3>; 
S!Gl!A VEISS:•Rlk2•1SQRIRll •SQRIR21 I; 

END; -

F1JllCTIDH SIGl!A TEORICA\mTHA:REALl:REAL; 
Y/.ll R!!IH,Rl!U:ful.; 

PROtEDUllE RAHGDJIIVAR Rll'l,R!IX:llEALI; 
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11!.,SK:REAL; 

BEGIN 
Tll:•SIGttA•SQRTl2•LNl991 11 
S!:•-SQRISIGttAI: 
Rl\lf:•Rl1•EIPIStt-m: 
RllX:=RH•rut~tTIO ¡ 

EKD; lRan(o_rl 

BEGIN 
RANGD_RIRl!IH,RllAll: 
SIGM TEDRICA:•Sll!PSDHIRlllN,Rl!Al,3, m:nv.,o.o, !) ; 

END¡ lSTcaa_teoricaJ 

FWCTION SIGttA lEDRtcmmlllA:REALl:REAJ.; 
VAR -

1,1,Hl:SllDRTINT; 
BEGIN 

IF IBAHDER.\•FALSEI THEN 
BEGIN 

FILLCHARIYA, Sl2EOFIYAl ,01; 
FDR 1 :•O TO 3D 00 

BEGIN 
!A( ll o•SIGtt!_TEDRICAI 1 l; 
J:•-1; 
TACll:•YAlll: 

END; 
BAHDEllA:•TRUE; 

END; 
Hl:•ROIOOllTTElllAI; 
S!Gl!.l_TEDRICAT:•TA!HI l; 

EllD; 

Fl/NCT!DN FIZ,R, T!IEIA:REAL;CASO:Cl!ARl :llfAL; 
CONST 

DELN,IJE-06; 
LAllDA•l.87E-IO; 
DELTATllEU•2. l81~16E-06; 

VAR 
V1K1RZ,J:Rill¡ 

BEGIK 
ll!ETA1•TllETA•DELIATHEIA; 
Ko•IZ•P!l/LAllDA; 
V:=2•K•DELT•R; 
RZ:•R•K•SlNIT!IEIAI: 
J: •JotRZ•S!KIZl l •SIK IZl •CDSIZI: 
IF CASO•'!' T1iEK 

F:•S INIV•COSIZll 1/ 
ELSE 

Fo• 11-CDSIV•COSIZl l l•I; 
EllD; 

FUllCTIOK LOGHORllALIR:REALl :llfAL; 
VAR 

O,N,Np, TEJl:REAL: 
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BEGIN 
Np:•l; 
D:•INp/IR•SQRTIZoPI 1•SIG"AI1; 
H: •·Sl!RILNIR/Rlll I / IZ•SQRIS IGKAI l; 
TEll:•D•ElPIHl; 
IF DERIVADMRUE THEN 

TEll:•ll·Z•HlllRll•LNIR/RllllllTEJI; ldMI 
IF DERIV/JIAZ•TRUE THEN 

TEK:•ll·Z•HHl•TEJI; ldSIG"Al 
LDGNDRJIAL: •TEK; 

END; 

FUHCTIDH RESOLUCIOHITHmA:REALJ:Wl.; 
COHST 

Pl•5.47ZE03; 
PZ•0.6143; 

BEGIH 
RESOLUCIOH:•l3•Pll/13tSQRI ITHmA!IPZl I; 

END; 

FUHCTI OH RESOLUCIOHTITHmA, THEE:REALl:REAL; 
VAR 

1,J ,Ht,H2:SHORTINT; 
BEGIN 

IF IBANDEllA2•FALSEl THEN 
BEGIN 

FILLCIWUYO, SIZEOFIYOl ,Ol; 
FDR 1 :•O TO 30 DO 

BEGIH 
!DI 11:•RESOLUCIONI1 l; 
l:•-1: 
YOtll:•lOlll; 

END; 
BANDERAZ:•TRUE; 

ENO; 
Hl:•ROUHDITHEETAl; 
HZ:•ROUNOITHEEJ; 
RESOLUC!OHT: •YO! HI •H21; 

END; 

Flll4CTI DN SIKPSONIA, B :REAL;N: INTEIER;THETA, RADID:REAL;NN :BYTE! :REAL: 

( Funct -n que esula la Recia de Si•psan: 
( l 

f tf.<•>= ~fiª itho>-4fh1>+Zfl•zl+4fh3lt .•. +2fhn-zlt4fl•n-11tfl1n>f 1 

VAR 
l:INTEGER; 
H, SIKP,C!lllllD, INCR, INCREJIEHTO,PASO;REAL; 

Bm!N 

73 



N:=N•2¡ 
INCR:<IB·Al/H¡ 
H:=lB·A1/l3•Nl ¡ 
Sll!P:•O; 
FOR 1:•0 TO H DO 

BEGIH 
IF 1 l•Ol OR O•Hl THEll CA!IBIO:•I; 
INCRfl!ENiO:•l•IHCR; 
PASO:•At IHCR!l!Ell10; 
CASE HH OF 

O: Sll!P: •S 1 HP•CAllBI O• lS IGHA_TEORICAT lPASOl •RESOLUCIOHTlTHETA, PASO> l; 
1 :Sll!P :•S IHPtCAHBI O• lLOGHORllALl PASOllSIGllA_WEISSlPASO, THETAl l; 
2;SlKP:=SIKPtCAKBlO•FlPftSD,RAOlO, THETtt1

1R'l; 
3:SlMP:=SlKPtCA.KBIO•F<PASO,RA.DlO, THETA.1 ' l' l ¡ 

. EHO; 
IF CAl\1110•4 THEH CAllBIO:•? ELSE CAllBI0:•4: 

EHO; 
SIHPSON:•Sll!P•H; 

EHO; 

~~fi\ION SIGllA_YSAHSlTEET:REALl :REAL; 

SlGltA VSA.MS::::SIKPSDNl·30,3Q,30, TEET,O, 01; 
END; -
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Para aquellos que desconoscan la programación Pascal les sera 

útil la presentación de los diagramas de flujo basicos del Pascal, 

con lo que se podria reconstruir todo el programa: 

SI HO SI 

IHEH ELSE IHEH 

SEHIEHCIA 1 SEHIEHCIA 2 SEHIEHCIA 
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APENDICE C 

SOLUCION ASINTOTICA DE LA ECUACION DE SCHRODINGER. 

Consideremos una partícula moviéndo&e en un potencial 

esféricamente simétrico; consideremos, ademas 1 que tal potencial 

V<r> --.. O cuando r -. m, con V<r>=V<r>. Tal potencial 
únicamente de la magnitud del radio vector a un punto 

depende 

fijo, el 

cual se tomara como el origen. Dado que el núcleo es mucho mas 

masivo que el neutrón, elegiremos por conveniencia las coordenadas 

del sistema relativo a la partícula blanco Cque coincidirá. con el 

Stste•a centro de masa>. Para describir el •ovl•lento en un 

potencial de este tipo, es convenlete considerar la ecuación de 

Schrtidlnger para la part1cula libre (independiente del tieapo) 

hª - 2µ'l"W + <V-ElW = O c.1 

dondeµ es la masa relativa. Por conveniencia se escriblra C~1 en 

coordenadas esféricas'2
: 

Esta ecuación es separable'9 ,como se muostra a continuación: 

~<r,e,~> = R(rl Y<e,~> 

,2. - V6o..ae rarerenc\.a. Ei.ab•rg y R••nick. :l9B6, P. 007. 

•9- - Por ol leorema. de unLci.da.d 

••r ún\.co.. 
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sustituyendo en C.2; multiplicando por -2µr 2 /h2 y 1/RY en ambos 

lados de la igualdad y reagrupando términos, tenemos: 

l L[ ·"R) ~·[E-V] R 8r r 8r + hz !.[-1- L(sene "D+-1- a•y] - Y sone itf3 Dej sen.za a~.z 

ambos lados de esta expresión son claramente independientes una de 

la otra, por lo que deben ser igual a una constante ~· 

.•, las ecuaciones radial y angulares de la ecuación de Schródlnger 

son"" 

(l C.4 

_Y1 [ _1_ L(sene "D+--1- a'Y] 
sene aa 8SJ sen.za a~z -(l c.s 

Donde la Ec. C.3 es a su vez separable en 

Y<e, <t>>=e<e> i1H4>> C.6 

sustituyendo en C.3, •ultipllcando por sen.za ambos lados de la 

igualdad y reagrupando términos, tene•os: 

""· - Como la. pcirt.o rci.d~a.l 
lra.n•forma. on una. der\.va.da. lot.a.l. 
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por lo que, por los mismos argumentos anteriores, debe ser lgual a 

una constante az 

C.7 

1 [ d [ dE>J ] E) sane de sene dB +e (3senze =az e.e 

Pasemos entonces a encontrar las soluciones de las ecuaciones 

C.4, C.7 y e.a. 

SOLUCION DE: lli<:.p:J. 

La ecuación C.7, tenemos que puede escribirse co•o 

1-••+ ~aª = O C.9 

cuya solución es 

lli<.P> = 11 e""'"' 
donde A es una constante arbitrarla. ·Pero • no es ad•l9fble coao 

función propia, ya que no es, en general, una función de valores 

sl•ples. 51 suaa•os 2n a ~. nos encontrare•os en el •isao punto 

del espacio y por lo tanto, cuando esto suceda • no debe caabiar. 

Para que ~ tome valores siaples i•pondreaos la restricción: 

lli<.P + 2nl = lfi(,Pl c.10 
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A e-lo.ti> eiozn = A eiacfl 

.·. para que e'-1" = cosr +lsanr 

±1, ±2, ±3, ..• , por lo tanto 

Ot2rr = 2rrm 

elo.2rr = 

se satisfaga, r 

.. Ot = • • = O,± 1, ± 2, ± 3 1 ••• 

El valor de A se obtiene normalizando~ 

por lo tanto 

.. A 

• = º· ± 1, ± z. ± 3, •• 

SOLUCION DE 9(0). 

Wf DEBE 
Bf'tt.wru:, 

znm. Donde m=O, 

c.11 

c.12 

Hultipllcando por59~.8 la ecuacl6n e.e, y considerando que 

CEc. C.11>, tene•os 

1 d ( dS) S'8ñt8) de sene da +(30 
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cosa de 
+ 

dªe + ~ 
m.ze .. sene de de' sen.za 

dªe + cote de + ~ - mªe o C.13 .. de' de sen"'a 

para resolver la ecuación C.13 es conveniente introducir un cambio 

de variable. Sea 

w = cos a C.14 

que varía entre los limites -1 y +1. esto transforma la función e 
én 

e<e> = G<w>. C.15 

aplicando la regla de la cadena tenemos que 

c.16 

para calcular :;~ haceaos uso del álgebra de operadores 

C.17 

nótese adeaás que 

cote = ::~: cose w 

sustituyendo los resultados anteriores en la ecuación C.13 tene•os 

que 
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a d'G dG r m' ) 
.. C1-w>dwz-2w;¡;+f- ci-w.z> G =O C.16 

La ecuación C.18 es muy conocida en matemáticas, ya que son 

las Funciones Asociadas de Legendre (como se vera más adelante>, 

multlpllcadas por una constante de normalización. Se 

entonces que 

cuya ecuación diferencial es 

( 
z dª d m 2 

) tmt 
,. <1-u >d'ü7 - 2udU + l<l+1>- Cl-u.z> PL o 

tiene 

C.19 

[C.35] 

por los que los valores propios permitidos para el •omento angular 
•5 son 

(l = l(l+ll l = o, l ,2 •••• C.20 

Finalmente, debemos obtener el valor de la constante K en la 

ecuación C.19 por condición de normallzaclón, entonces: 

zn s. 2n 
J [ 9<91] 

2
d9=J [ G<v>J 

2
dw= J K2 {P1~ 1 <co&9H2d9 

o -.t o 

2rr 

•k
2 f ~P1~1Cco&9'>}2d8 

o 

4!S. - Uno. aoluci6n a..rli.ricio•o. coneil• proponer 
soluc:\.6n •n 11erie de polenc1.a y por cona1.guienL• deduc1.r ea lo• 
úLHmoa reeulla.doa. Vóo.11• Pa.uU.ng L. o.nd wi.lson, J.93:J po.g J.J.9. 

81 



o 

C.16 

La ecuación C.18 es muy conocida en matemáticas, ya que son 

las Funciones Asociadas de Legendre (como se vera más adelante>, 

aultlpllcadas por una constante de normallzaclón. Se tiene 

entonces que 

C.19 

cuya ecuación dlterenclal es 

o [C.35l 

por los que los valores propios permitidos para el •omento angular 

son"5 

(3 = lel+l> l = º· 1 • z • . .. c.zo 

Flnalaente, debemos obtener el valor de la constante K en la 

ecuación C .. 19 por condición de nor11.allzacl6n, entorices: 

zn i zn 
J [ 0(9)) 

2
d9= J [ G<v> J 2

dw= J K
2 {P1~1 (co&9H2d9 

o -1 o 

zn 
•K

2 J {P1~1(cos9>}2d8 
o 

,!:s. - Una. •oluci.6n a.rli.!i.ci.oaa. con•i.L• proponer uno. 

•oluci.6n en seri.• de pol•ncic y por consu.gui.enle deduci.r ea loe 
úlllmo11 r••ullo.doa. Véa.ee Pa.uli.ng L a.nd Wi.taon. 1.93!5 pa.g 119, 
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usando la ecuación C.37 (véase más adelante la normallzaclon de 

los polinomios de Legendre> y exigiendo que e<e> esté normalizada 

tenemos 

K 

e<e> c.z1 

o .1 .z • 
o , :t1 , ±z c.zz 

SOLUCION DE R<rl. 

Ya hemos. demostrado que (J=lCl+l) Cl = O, 1 , 2 , ••• ) : as:l que 

la ecuación C.4 to•a la for•a: 

c.z:i 

multiplicada por ~a esta ecuación se transfor•a en 
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1 d ( d"'' 2" - - 1 
¡;< dr r' d;J +=t;"r R [E-VJ-rrl< l+ 1l R o C.23.a 

nos interesa obtener la expresión asintótica del valor de la 

coaponente radial (ya hemos supuesto que el potencial VCr>-- O 

cuado r --+ oo>; asi que, como primera aproximación, supongamos que 

VCr):;:(); por lo tanto, esta ecuación se transforma en 

como E=~ 
2• 

y p=hk 

reagrupando téralnos tenemos 

haciendo un caablo de variable. Sea p=kr, entonces 

por lo que la ecuación C.24 se transfor•a en 
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La ecuación C.25 es muy conocida en matemáticas, ya que son 

tas Funciones Esféricas de Bessel <véase más adelante>, 

multlpllcadas por una constante de normalización Cl. 

donde jCp>=.~Jl+i<p> y .JCp> es la función de Bessel 

Ccilindrica), y Cl e& una constante de normalización 

1-esi•a onda. Véase ecuación C.43. 

cuya solución asintótica es 

~ senCp-jlrtl 

C.26 

ordinaria 

para la 

ya que ver> resulta despreciable para r grande, la presencia del 

potencial no puede alterar la forma funcional, pero si podria 

alterar ta fase de ta función senoldal. Entonces, se tiene que 

p--+CO 

senCkr-ilrr+cS;> 
kr 

donde ~ es una constante (el corriaiento de fase>. y el 

C.27 

C.26 

factor 

coaün se ha elegido de acuerdo con la nor•alizaclón de la función 

de onda <<en 1 a esca 1 a k». La constan te de fase 8,; se deter•ina 

aediante la condición de contorno (finitud de R~l para r o>. 
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para lo que que hay que resolver la ecuación de SchrOdinger 

exacta, y no se puede calcular de forma general. Los corrimientos 

de fase ~ &on funciones tanto de l como de k, y constituyen una 

iaportante caracteri&tica de las funciones de o.nda del espectro 

continuo. 

POL:INOMIOS Y FUNC:IONES ASOC:IADAS DE LEGENDRE¡ ARMON:ICOS ESFEIUCOS. 

POLINOHIOS DE LEGENDRE 

Las Funciones de Legendre o Polinomios de Legendre Pt(z) 

pueden ser definidas por medio do una función generadora T<t,2) 

tal que: 

t == 0,1,2, ••• ,oo C.29 

Derivando la función generatriz respecto a t y a 2 podemos 

encontrar algunas de sus relaciones de recurrencla. 

Una relación más sl•ple puede 

co•binacl6n de C.30 y C.31 

P~ + 1z>-zP~ (Z) >-Cl+l >Pt (z) =O 

ser obtenida 

C.80 

C.81 

por la 

C.82 

Combinando estos resultados se puede encontrar la ecuación 

diferencial que satisface Pt(z). 
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d ( dPl (zl) 
dz <1-2.z>--;¡;-- +lcl+l>Pl Cz> = O C.33 

esta es la ecuación diferencial que satisfacen los Polinomios de 

Legendre. 

FUNCIONES ASOCIADAS DE LEGENDRE, 

Las Funciones Asociadas de Legendre de grado l y orden 1m1 (con 

valores l=0,1,2 .• y 1m1=0,1,2 ••• l), en término de los Polinomios de 

Legendre, se definen por medio de la ecuación 

C.34 

y cuya ecuación generadora es 

La ecuación diferencial que satisface esas funciones puede 

ser encontrada al to•ar la ecuación C.33 y derivarla 

reagrupando tér•lnos, obtenemos 

o 

con sus respectivas funciones de recurrencla 
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d ( 1m1 J m m Cl-z.a)dz Pt (z) =-h:PL (z)+(t+m>Pt-izl 

= Ct+l-m>P~if >- Cl+ 1) zP~Czl = 

cuya función normal1zada
46 

< 
J P1~ 1 , P1~ 1Cz>dz 
-< {

o 

2 e l+1m1) ! 
2l+T ~im1T! 

si l·~ 

si l'~ l 

FUNCIONES DE BESSEL Y FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL. 

FUNCIONES DE BESSEL CCILINDRICAS~. 

C.37 

Por def1ntctón
47

, en coordenadas ciUndricas, la función 

Generadora de,las funciones de Bessel de orden n se definen como 

donde 

Jn(z) satisface la ecuación diferencial'º 

415. - Pcira. ma.yor dela.U• de obti.•n• 

47. - V'CL8• M'o..r•d•n. .t9?8, P. D82. D• •eta. lunci.6n 
de•prenden alguna.a \.mporta.nle11 relcu:ione11 de D••••l. 

48. - .El procodi.mi.•nlo quo deduce 
a.lguna.9 propi.eda.de• i.mporla.nlea 
loa Polinomio• de L•gendre fEc. 

deducirla.a. 

••la. ttcuo.ción di.lerenei.a.l 
a.ndloga. a.L que 

D. :t9> por Lo qu• 
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C.36 

norma.U.zci.d.on 

""' a.plic6 pC1l"a. 
i.nn•c•aa.ri.o 



C.:19 

Jn Y J_n satisfacen la ecuación anterior 

Las funciones de Bessel tienen muchas propiedades 

interesantes que pueden demostrarse través de la función 

generadora. Tal como las siguientes relaciones de recurrencla: 

zJ Cz)-2nJ Cz>+zJ Cz> = O 
n-t n n+• 

C.40 

J Cz> 
n+< 

C.41 

dd {z"J Cz>}=z"J (z) 
Z n n-t. 

FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL. 

Un caso especial de las Ecuaciones de Bessel CC.39) son las 

Funciones Esféricas de Bessel jnCp>, cuya ecuación diferencial que 

la satisface es: 

C.42 

y que est~n relacionadas •edlante la ecuación 

j <pl = rrr:::2rr J ,<pl 
n ~2p- n+~ C.4:1 

88 



donde Jn+~(p) es la Función de Bessel ordinaria (cilíndrica) da 

orden n+iª 

cuya solución asintótica tiene la forma 

p» ¡ ( !+1) 

cuyas relaciones de recurrencia son49 

C.44 

C.45 

que pueden reescribirse como 

J = (~i!.!.]J C.47 
1-1 ldp p L 

i (p)= 1"!!:2!!. fI J • <p> n ~2 ~p n+ ~ 
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APENDICE D 

Sea x una variable aleatoria que obedece una ley de 

Probabl l idnd Normal CParzen, 1929, pag. 180): 

donde m es la media y cr la desviación estandar de la 

distribuci6TI normal. Estos parámetros son independientes. 

Se dice que la variable aleatoria Y obedece la ley de 

probabilidad Lag-Normal, si 

D.2 

Y la densidad de probabilidad esta dada por CParzen, 1929, P. 

3121: 

f,(y)=f.[ g"'<y>] '~y g"'(y) 1 si a<y<f1 D.3 

donde 

con 

y (10.'= lim gcx> 

En nuestro caso gCx>=eM y a'=O, (1'=00 ~ o=O y ~=oo 

de D.3 y D.l 
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+ 
l l e-!(ctn y~m)/0')2 

t,..<y>= iil'ZñY D.4 

la aedia µ y varianza 6 2 de esta distribución es según Parzen 

<Pag. 346l: 

µ=em+ia.z } D.5 
62 =e2m+zd" -ezm+d" 

La Ec.D.4 puede quedar Comltlendo el subídice y) como 

D.6 

con 

D.7 

Esta es la ecuación sugerida para la distribución del tama~o de 

las cavidades dentro de una muestra sometida a termofluencia. No 

obstante, no debe interpretarse y• como el radio promedio, ni a e? 

como In dtspersl6n de los radios. Estos son los que dan las Ecs. 

D.5. 
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