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RESUMEN 

En este trabajo se analizó la estabilidad hldro,dlnámica en un 

sistema de dos capas superpuestas de 11quldos vlscoelástlcos que 

no se mezclan y están inmersos en un medio sin gravedad. Un 

gradiente de temperaturas constante aplicado a lo largo de éstas 

genera, por medio de un gradiente de tensión superficial en la 

superfice Ubre y la entrecara de ellas, un estado de movimiento 

estacionarlo llamado flujo básico o principal. La variación de 

algunos pará.metros térmicos superficiales de cada capa liquida, 

determinan tres perfiles de velocidades distintos en este sistema. 

Uno de ellos, en que se detiene por completo el movimiento en la 

capa inferior, es un resultado que no se habla encontrado en 

problemas termocap1lares de capas delgadas. 

En el análisis de la estabilidad para perturbaciones con 

longitudes de onda grandes en las dos capas, se encontraron dos 

formas por medio de las cuales el sistema pasa al estado 

inestable. En una de éstas las oscilaciones de la superficie 

llbre y la entrecara están en fase y es llamada primer modo de 

oscllaclón, en la otra existe una diferencia de fase de ciento 

ochenta grados y es llamada segundo modo de oscilación. En el 

primer modo de oscilación la razón de crecimiento de las 

perturbaciones se le asocia a la superficie libre por coincidir en 

magn1 tud a la encontrada en el problema de una sola capa cuando se 

anula el grosor de la capa inferior. El segundo modo se le asocia 

a la entrecara debido a que ésta agrega un grado de libertad 

adic1onal al sistema y es un factor fisico adic1onal con respecto 

al sistema de una capa. 

Se observa que la estabilidad del sistema es distinta para 

cada uno de los tres perfiles de velocidad del flujo básico, en 

particular en el caso en que se anula el movimiento de la capa 

inferior. En este caso el segundo modo es menos susceptible de 

desestabllizar el sistema. Ello se debe a la diferencia de 

tiempos de relajación y retardo del fluido contenido en la capa 

superior. Lo anterior no se observa en el estudio del mismo 

problema pero con liquidas Newtonianos. 



INIBODUCC!ON 

El estudio de las lnestabllldades termocapllares en capas 

liquidas delgadas ocupa un lugar importante en muchos procesos 

industriales que van desde puentes de crlstallzaclón de 

semiconductores en la electrónica, hasta la f'1Jac16n de 

recubrimientos sobre superficies de materiales. Cada dla aparecen 

sustancias más complejas, entre ellas se encuentra una parte de 

los fluidos no newtonlanos llamados vlscoelástlcos. Aqul 

lnvestlgareraos aquellos que satisfacen la ecuación de Oldroyd con 

dos constantes. 

En el presente trabajo se analizan los efectos 

teraocapllares, en ausencia de gravedad, que tiene la presencia de 

una entrecara de dos fluidos vlscoelásticos superpuestos que no se 

pueden •ezclar, cuando uno de los fluidos tiene una superficie 

llbre. Es de interés estudiar la diferencia que existe con 

respecto a la inestabilidad de una sola capa de fluido y por otro 

lado, es l•portante investigar si una de las capas pudiera 

estabilizar el flujo en la otra. 

El estudio de la establlldad en el probleaa de una sola capa 

para este tlpo de geo11etria y de inestabilidades superficiales fu6 

realizado por Dá.valos-Orozco en el caso lsotéralco [ t J. asl coao 

por Dávalos~rozco y Chávez, para el caso tér•lco (2). 

A diferencia de los trabajos antes citados, en este caso se 

encontró un modo aá.s que lleva a desestabilizar el sisteaa, dicho 

aodo se debe a las oscllaclones de la entrecara donde se tocan los 

liquidas de las dos capas. Lo anterior se debe a la presencia de 

la entrecara que aporta un grado de libertad adicional en relación 

al problema de una capa. Lo mismo obtuvo Kao [3) y (4]. al 

encontrar un nuevo modo' de inestabilidad debido a la entrecara de 

dos fluidos newtonlanos d~scendlendo por un plano inclinado bajo 

la acción de la gravedad. 

En el primer capitulo se plantean tas ecuaciones que 

representan los principios generales que deben satisfacer los 

fluidos, como conservación de masa, conservación de momento llneal 



y conservación de la energla. 

En el segundo capl tulo se encuentra una solución de las 

ecuaciones de continuidad; conservación de momento lineal y 

conservación de energla en ausencia de gravedad. Esta solución, 

que no depende del tiempo, caracteriza un estado estacionarlo del 

sistema, llamado flujo biisico ó principal. En el se muestra un 

contraflujo de liquido dentro de las capas generado por la 

presencia de paredes verticales muy alejadas de la reglón de 

estudio, ello conduce a un perfil de velocidades parabólico en 

cada capa. Aqui se supone que la raz6n de aspecto es pequef\a, es 

decir, que la raz6n entre el espesor de las dos capas y las 

dl•ensiones horizontales del recipiente que las contiene, es mucho 

aenor a uno. Lo anterior se considera asl para despreciar el 

efecto que las paredes del recipiente realizan sobre el movimiento 

de la superficie libre y la entrecara de ambas capas. 

Lo que mantiene el aovi•iento en el flujo bíisico es la 

presencia de un gradiente de te•peratura horizontal que genera un 

gradiente de tensión superficial constante en la superficie libre 

y la entrecara del slsteaa. Las condiciones de frontera aplicadas 

consideran que en el fondo del recipiente que lo contiene no hay 

deslizamiento del fluido ni flujo de calor. La superficie libre 

esti. en contacto con un gas enrarecido con el fin de que éste no 

provoque esfuerzos mecánicos sobre ella. 

En el tercer capitulo se obtlenen las ecuaciones lineales que 

satisfacen las variables perturbadas. Se propone una solucl6n en 

•ocios normales y se '?btlene un sistema de ecuaciones que 

representa un problema de valores propios para uno de los 

parbetros de la perturbación. 

En el cuarto capitulo se consideran las inestabilidades 

provocadas por perturbaciones que tienen longitudes de onda 

grandes, es decir, números de onda pequef\as. Esto lleva a 

encontrar una solución analitica para el sistema de ecuaciones 

planteado en el capitulo anterior, haciendo un desarrollo en 

potencias del número de onda para las amplitudes de las 

perturbaciones. 

En el quinto capitulo se presentan los resultados mediante 



gráficas que contienen la variación relativa entre las constantes 

del sistema que describen las condiciones para desestabilizar el 

flujo principal. También se explican las gré.flcas anteriores. 

Finalmente se dan las conclusiones en el sexto capitulo. 



CAP!ltft.Cl l. 

GENERALIDADES DE HIDRODIMAHICA Y TEORIA DE ESTABILIDAD LINEAL 

1. 1 EL MODELO DEL MEDIO CONTINUO. 

se entiende por un fluido todo aquel material que se deforma 

continuamente ante la apllcac16n de esfuezos superficiales 

permanentes 15). Entre ellos se encuentran algunos estados de la 

.aaterla como son llquldos y gases, entre otros. 

Generalmente hay dos formas de describir un fluido, la 

prlaera es tomar en cuenta la composlc16n molecular de éste, 

caracterizando las variables macrosc6plcas que lo describen en 

func16n de las fuerzas de lnteracc16n molecular, los diámetros 

ao~eculares, y otros. Las teorlas estadlstlcas describen en muy 

buena aproxtmac16n la flslca de gases enrarecidos pero quedan 

lncoapletas para llquldos, debido a la gran dificultad de conocer 

la forma de las lnteracclones moleculares. La segunda forma de 

descripción consiste en ignorar la composición molecular del 

fluido y caracterizar las variables del sistema como variables 

intensivas que satisfacen principios fisicos generales como son la 

conservación de energla, masa y momento lineal. Debido a los 

aayores alcances anallticos del modelo continuo con respecto a 

aodelos estadistlcos, se utiliza en éste trabajo las hipótesis y 

a6todos del primero para el estudio del problema que nos ocupa. 

Para sustentar la aproximación del método continuo podemos 

iaaginar al fluido compuesto por volúmenes infinitesimales, lo que 

significa desde el punto de vista flslco que éstos contienen una 

gran cantidad de moléculas, ademé.s de ser muy grandes en 

comparación a la separación media entre ellas y lo suficientemente 

pequeftos respecto al volumen total del fluido (61. A cada uno de 

estos volWaenes infinitesimales se le llama punto material, punto 

6 partlcula de fluido indistintamente, ya que éstos se observan y 

se miden macrosc6plcamente en el experimento. 

En éstos términos, las variables flsicas que caracterizan al 



fluido se dan como funciones de las coordenadas y del tiempo en 

relación a un sistema de referencia arbitrario, cuyo único 

requisito para su seleccl6n es que slmpllfique lo 11eJor posible 

las ecuaciones que representan a los princlplos generales. 

1. 2.-ECUACIONES QUE GOBIERNAN UN Fl.UIIJO 

Todos los fluidos satisfacen tres pr lnciplos flsicos 

generales. En cualquier volumen que se esté observando, la masa y 

la energia se conservarán asi como el momento lineal debe 

satisfacer la segunda ley de Newton; es decir, su rapidez de 

cambio en el tiempo debe de ser igual a la resultante de fuerzas 

que actúan sobre la materia contenida en este volwnen (7). 

a)-Canservaci6n de masa. La variación en el tiempo de la 

masa contenida en un elemento de volumen es igual a la cantidad 

que fluye a través de la superf'ic1e que lo limita, ésto si no hay 

transformación de material dentro de él~ como por ejemplo, cuando 

se observan llquidos 6 gases que contienen d1luldas a especies 

reactivas. Ello se denota como sigue: 

(1.1) 

Al aplicar el teorema de Gauss, agrupar y como el integrando 

debe anularse por ser válida la ecuación para cualquier elemento 

de volumen, se obtiene: 

Bp au1 Bp 
ar +P'Bil + u1ax1. º (1.2.) 

Esta es la llamada ecuación de continuidad. Donde p es la 

densidad del sistema y u1 las componentes de la velocidad en él. 

b)-Conservaci6n de momento. ta variación en el tiempo del 

momento de cualquier elemento de volumen debe de ser igual a las 

fuerzas de cuerpo f l más las fuerzas de superf le le rr 
1 

J que actúan 

sobre él, ademé.s de la cantidad de momento que fluye a través de 

su frontera debido a pérdidas por convección de materia: ésto se 

denota por: 

7 



Al aplicar el teorema de Gauss, reagrupar en un solo miembro 

y al usar la ecuación de continuidad, se tlene: 

au, ~1 = f + ~IJ 
Par+puJax

1 
1 axJ (l. 4) 

ya que el integrando debe anularse para cualquier volumen. 

Estas son las llamadas ecuaciones de movimiento de 

conservación de momento. 

c)-Conservación de la energla. La rapidez con que cambia la 

energla en cualquier elemento de volumen es igual a la rapidez con 

que se hace trabajo sobre él debido tanto a las fuerzas de cuerpo 

f 
1 

como las de superficie '1' 
11 

, má.s la rapidez con que el calor 

cruza su frontera (ley de Fourier), y la rapidez con la cual la 

energla de convección debida a movimientos de masa que pasa a 

través de la superficie que lo rodea: ello se denota por: 

~ J pe dv = J u 1u 1JdSJ + J pu1 f 1dv + J te ~JdSJ - J pcuJdSJ 

(l. 5) 

donde e es la energla por unidad de masa, K. la conductividad 

térmica y T la temperatura del medio. 

Al usar el teorema de Gauss, reagrupar términos en un solo 

miembro y al tomar en cuenta la ecuación de continuidad se tiene: 

p~+pu !!E.=acu1u1Jl+pu a2T 
at 1 ax

1 
axJ 1 r, +" axJaxJ ' (1. 6

) 

ya que el integrando debe anularse. 

Al multiplicar las ecuaciones de movimiento (1.4) por u
1 

y 

sustituirlas en la ecuación anterior, ademá.s de tomar en cuenta 

que la energia por unidad de masa se puede expresar como el 

resultado de una contribución térmica y una cinética: 

e = ~ u
1 
u

1 
+ e,, T 

se obtiene: 

(l. 7) 

P e ~ + P e u ~ = au, azT 
v at ., 1 ax

1 
"'•J BxJ + K axJBxJ ' (1. S) 

que es la llamada ecuación de conservación de la energla. Donde 

Cv es el calor especifico a volumen constante. 



A las tres ecuaciones que representan los principios 

generales (t.Z). (1.4), (1.8) se les llama ecuaciones de la 

hldrodiné.mlca y contienen paré.metros que se suponen son 

constantes: p. K, Cv . 

1. 3-CllNDICIONES DE FRONTERA 

En la naturaleza encontramos y observamos el comportamiento 

de. los fluidos en contacto con otros cuerpos, estas regiones de 

contacto pueden ser desde un punto hasta una superficie. en 

nuestro caso las fronteras de nuestro sistema serán superficies. 

En este sentido, las condiciones de frontera son de dos tipos: 

mecánicas y termodinámicas. Las primeras consideran la forma en 

que la aplicación de esfuerzos modifica las velocidades del 

fluido. La segunda toma en cuenta la continuidad de la 

temperatura y del flujo de calor [6], en las fronteras, al suponer 

que no hay fuentes ni sumideros de calor dentro del sistema. 

1. 4-ANALISIS LINEAL DE LA ESTABILIDAD 

Para hacer el análisis lineal de establlidad de un sistema, 

se supone que éste debe encontrarse en un estado estacionarlo. es 

decir, que las variables fisicas que describen al sistema no 

dependen explici tamente del tiempo, además de satisfacer las 

ecuaciones que representan los principios generales y las 

condiciones de frontera a que está sujeto. 

Si las v.,,riables que caracterizan al sistema se denotan por 

6 1 , entonces una perturbación en el sistema se denotará de la 

manera siguiente: a 1 • 61 + '51' , en donde las letras primadas 

denotan variaciones infinitesimales en relación al estado 

estacionarlo. Las variables a
1 

deben satisfacer también las 

ecuaciones de la hldrodlné.mica junto con sus condiciones de 

frontera. Esto nos lleva a un conjunto de ecuaciones que 

contienen sólo a los parámetros fislcos 6 constantes 

representativas del sistema, como son sus dimensiones geométricas, 

sus caracteristicas térmicas (capacidades calorificas. 



conductividades térmicas de. volume'ri·~.Y- ~u~ef-i:~·clé>" ~dí!in~~_.::.de_-~las 
mecánicas [SJ. . .. __ , .- . , ·,/-'..;~- _ 

Al perturbar y llneallzar. las.ecua.Clones·; ú:z). ~.Cl.4)1 CL.B) 

toman la forma: 

Bu' 
k 

ax• 
D Q 0 

au·' 

º· --· + ax. 

p c. ( ~BTt' + u. 8T' + u , ar ) = JC V2T1 • 
Bxk k 8xk 

(1.10) 

(1, 11) 

Aqu1 las letras primadas z:-epresentan las variables perturbadas y 

las letras con barra, las variables que· describen el_ estado 

estacionarlo. Se han despreciado los términos con productos de 

variables perturbadas por considerar que son muy pequenos 

respecto a estas últimas: 

lx,' 1 e lx,I · ci.121 

l. 5 - ANALISIS EN MOOOS NORMALES. 

Una manera de resolver anali tlcamente el sistema de 

ecuaciones obtenido es proponer perturbaciones infinitesimales en 

forma de ondas planas¡ es decir, xl •=Al (y)exp(la(x - et)] donde 

las amplitudes Al (y) sólo dependen de una de las coordenadas. Al 

sustl tuir estas funciones en las ecuaciones hidrodinámicas y en 

las condiciones de frontera se genera un nuevo sistema de 

ecuaciones ordinarias que representarán un problema de valores 

propios para c, [4). Este valor propio dependerá de los distintos 

parámetros del sistema además del nWnero de onda asociado a las 

perturbaciones (a). En general es un número complejo cuya parte 

·real es la velocidad de fase y la parte imaginarla la razón de 

crecimiento de la perturbación. La parte imaginarla de c hará 

10 



crecer en el tiempo la onda plana cuando es positiva y al 

contrario, ésta decrecerá cuando sea negativa. Cuando es igual a 

cero define una superficie en el espacio de los pará.metros del 

sistema al cual divide en dos reglones donde el sistema es estable 

6 inestable. A la superficie generada en el espacio de los 

paré.metros cuando la parte imaginaria se anula se llama superficie 

de estabilidad neutral y su determ1nac:16n es el objetivo principal 

que se bUsca en el aná.lisis de la estabilidad de un sistema. 

l. 6-LIHITES DEL ANALISIS LINEAL. 

Las ecuaciones de la hidrodiná.mica contienen términOs 

diferenciales no lineales que incluyen productos de derivadas de 

las variables que caracterizan al fluido. los cuales se pueden 

despreciar cuando son suficientemente pequen.os, o se encuentren 

soluciones que los anulen; ésto será. posible .. en los problemas 

termocapilares como el que se va a estudiar. En las ecuaciones 

perturbadas también se encuentran términos no lineales que 

contienen productos de perturbaciones de las variables y habrAn de 

despreciarse por la misma razón, pero en este caso las 

perturbaciones dependen del tiempo por lo que en algWl instante de 

tiempo estos términos seré.n lo suficienteente significativos para 

toaarlos en cuenta. cuando se estudia la superficie de 

estabilidad neutral del aná.llsls lineal no existe dependenola- en 

el tiempo de las perturbaciones, por lo que éstas serAn pequeftas 

en cuanto sus amplitudes lo sean. Aai se deben buscar soluciones 

que cU11plan lo anterior [S). 

1. 7-ECUACIONES CONSTITUTIVAS Y VISCOELAST.ICIDAD 

Se llaiaan ecuaciones constitutivas aquellas que relacionan 

los esfuerzos en un fluido con la rapidez con la que 6ste se 

deforma. La rapidez de corte nos da una forma de medir la 

magnitud de la deformación de puntos muy cercanos que se 

encuentran dentro de un mismo elemento de volumen lnfiniteslmal, 

durante un periodo de tiempo finito y con respecto a la distancia 

11 



relativa que tenian ante& del movl•iento. La rapidez de corte no 

•lde la rotación de estos puntos en relación a algún eje, 6sto lo 

•lde la rapidez: de rotación, asi: 

au1 BuJ 
a•.!.(=--) 

lJ z axl B>C1 
(1.13) 

Donde elJ es la rapidez de corte y QlJ es la rapidez de 

rotación [7). 

Debido a que en un f'luldo eat•tlco la presión sobre una 

supetrf'lcle cualquiera actda en au dlrecc16n noraal y ea 

equivalente a la presión teraodináalca, los esfuerzos 

superf'iclales deben tener la foru. cr1J•-p&1J , ya que no tienen 

una dlrecclón preferencial de acción. Entonces, los esfuerzos 

serin representados por un tenaor 1sotr6plco. Esto t .. bl6n ocurre 

cuando el fluido estA en ltOViaiento ya que los esfuerzos no 

dependen del aisteaa de referencia elegido, lo que lleva a 

proponer wi t6ra1no adicional debido sólo al aovlalento, a estos 

esfuerzos se les denotarA por TlJ' Se tendrA entonces que el 

tensor de esfuerzos deberá. estar representado por: cr
1
,--palJ +-r1,. 

El que los esfuerzos sean representados por dos sublndlces se debe 

a que para representar una fuerza que actúa sobre una superficie, 

en foraa vectorial, se necesitan dos vectores tangente• a ella y 

wio en la dirección normal, en los cuales poder proyectarlos. Asi 

se dir' ,que el esfuerzo O'lJ actúa aobre la auperficle cuya noraal 

es el plano caracterizado por x1acte. y con dirección xJ. Como 

1lustrac16n véase la fig. (1. l). 

Existe una gran cantidad de llOdelos teóricos que en aayor 6 

aenor grado describen las caracterlsticas reol6glcas observadas 

experimentalmente; por éstas se entienden el conjunto de 

relaciones entre los esf'uerzos aplicados a un f'luido y su 

deformación. Ejemplos do ellos son los llOdelos newtonianos, 

T 1t211
0

e
1
J , donde la viscosidad 11

0 
es una constante. Para 

algunos fluidos no newtonianos, 11
0 

puede también depender de e 1J • 

Obsérvese que la respuesta del fluido en la ecuación anterior es 

instantánea en el tiempo; ésto no sucede para los fluidos 



vlacoel•stlcos en los cuales dicha ecuación depender6. de los 

valores que tuvo en instantes anteriores de tle•po, esto es co•o 

•1 el rluido tuviera •e110rla de lo que le ha sucedido en el pasado 

(9). Para ilustrar esto obsérvese la rlg. (1.2) en la que se 

sraf'lcan las deforuclones y viscosidades en relac16n a los 

esfuerzo• aplicados. 

Un llOClelo teórico que describe •uchaa de las propiedades de 

6atoa fluidos, es el llaaado •odelo de Oldroyd de dos constantes: 

O D 
{• + A1 ¡ff) T

11 
• 211(1 + A2 nt) e

1
J. (1.14) 

Donde A.
1 

es el tiellJ>O de relajación, Aa es el tie•po dt. 

retardo, 11 es la viscosidad y el operador dlíerenclal aplicado es 

la derivada codeforaaclonal definida collQ: 

De lJ ltrlJ 8't'lJ 8U 8U 
fit T • -at°'-+ U~. - -r;•l Bi~ - "E.J• ax: (1. 14) 

Dlcha derivada se obtiene al eleglr un siateaa de referencia 

colocado en el rluldo y que se deforaa con él [9), toundo en 

cuenta au métrica, de tal aanera que las coordenadas en dicho 

alsteaa no dependan del tleapo. La expresión anterior es el 

resultado de transformar la varlacl6n de un tensor contravarlante 

en el tieapo, desde el sisteu de referencia en el rluldot hasta 

un slateu de referencia fljo en relación al aovl•lento del 

Cluldo. Para tener una idea de c6ao trabaja· la derivada 

coderoraacional con respecto a otras derivadas obsérvese la 

Clg. (1.3). 

Los fluidos viscoelist.lcos no responden lnstant6.neamente a 

esCuerzoa aplicados, adeús de tener otros efectos interesantes: 

Al ••lir de un dueto cualquiera se expanden. Asi como 

tubi6n el llaaado erecto Weissenberg que se ve al hacer rotar un 

cll1ndro s6lldo semlsuaergldo en uno de estos fluidos, lo que 

orlglna una superficie convexa alrededor del eje de rotación y no 

una c6ncava coao sucede en los l lquldos Newtonianos. 

Si se colocan dos discos paralelos en rotac16n que tengan 

conectados en sus centros dos tubos huecos se observa salir por 

6stoa un f'lujo al contrario de los fluldos vlscosos. Esto muestra 

una reacción del fluldo vlscoelástico a las fuerzas centrlf'ugas 
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que se le apl lcan. 

Cuando a un tubo lleno de fluido vlscoelástlco se le aplica 

un gradiente de presión durante un tiempo finito y se le cancela, 

entonces el perfil de velocidades logrado se modifica rápidamente 

tendiendo a eliminarse. 

Al extraer liquido de un recipiente que contiene este tipo de 

fluidos por medio de una Jeringa y retirarla al mismo tiempo que 

se succiona, se observará elevarse una columna de liquido hacia 

la aguja de ésta, continuando el proceso de extracción 

naturalmente. 

Estos experimentos auestran la su~ceptlbilidad los 

esfuerzos normales para este tipo de fluidos, algunos de los 

efectos anteriores se pueden explicar tomando en cuenta que la 

composición de esos liquidos consiste en cadenas de pollmeros que 

pueden enrollarse sobre si mismas al dejarlas libres de esfuerzos 

en la superficie y desenrollarse al aplicarles esfuerzos de corte. 

Los tiempos de relajamiento y retardo caracterizan 

respectivamente, las respuestas mecánicas ante esfuerzos externos, 

y un relajamiento de la rapidez de corte. Obsérvese que si A1 < 1 

y A2c 1, se tiene un fluido newtoniano • 1J•271e1J , si 71•cte 

(eq. t.14l. 

.. 



x. 

Figura 1.1. Los esfuerzos aplicados sobre una superficie se 
pueden proyectar en dos componentes tangenciales a esta y una 
normal. El primer sublndlcc corresponde a Ja dirección de la 
normal asociada al elemento de superficie sobre la que actlla el 
esfuerzo. El segundo sublndlcc relaciona la dirección en que está. 
dirigido este tlltlmo. 
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derivadas al ser aplicadas a un tensor de segundo rango, 
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CAPilULO ll 

El.. SISTEMA DE 005 CAPAS y u. SOLUCION DEL nuJo PRINCIPAL 

2. 1-PLAllTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

El sistema a estudiar consiste en dos capas delgadas de 

fluidos vlscoelástlcos q1.1e no se aezclan. colocadas una sobre 

otra, en el fondo de un recipiente rlgldo. plano y aislante 

téni.lco, en ausencia de fuerzas gravltatorlas. Se supone que cada 

capa de fluido llene diferentes densidades, vlscosldades, 

conductlvldades téralcas, capacidades calorlflcas y grosor: 

ade111ás, su entrecara y superflcle llbre pueden deformarse. La 

superficie Ubre se supone que está. en contacto con un gas 

enrarecido, con el objeto de ignorar los esfuerzos mecánicos que 

éste pudiera aplicarle. Se supondré. que el gas está a una 

teaperatura constante Tco y puede lntercamblar calor con el 

slsteaa. 

Las dos capas estAn sometidas a la presencia de un gradiente 

de te1aperatura constante a lo largo de ellas, el que genera un 

gradiente de tensión superficial, tanto en la entrecara de las 

capas como en la superflcle libre. Lo anterior hará moverse al 

Cluldo manteniéndolo en un estado estacionarlo al cual se llama 

flujo bá.slco 6 flujo prlnclpal. 

LO!J efectos termocapllares que influyen en la estabilidad de 

capas liquidas delgadas fueron estudiadas primeramente por Pearson 

(10}, quien muestra la mayor importancia de estos efectos en 

comparación con los de origen gravltacional. Para el problema que 

se estudia aqui se considera que la tensión superficial O' varia 

llnealaente con la temperatura [ 11}. Se expresaré. la tensl6n 

superflclal y el gradiente horizontal de temperatura por: 

,,. • O' 0 - 7 ( T - T0 ) ~ = - b 7 = - .; , (2. t ) 

Donde cr
0 

y T0 son conocidas en algún punto de referencia 
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sobre la superficie del llquldo asi como b y 7 son constantes 

[11). 

En vista de que el análisis tridimensional es por mucho 

coaplejo y laborioso, se investigará. el sistema como si fuera 

bidimensional siguiendo a la literatura especializada en el tema. 

Considerése un sisteaa de referencia colocado en la entrecara 

de las capas cuyo eje X se dirige a lo largo del gradiente de 

te•peratura y el eje Y es perpendicular a la frontera plana que 

contiene las dos capas¡ obsérvese la flg. (2. t). A las variables y 

parámetros que caracterizan cada capa se les designará por 

sublndlces con las letras a y b, según se trate del fluido de la 

capa superior 6 inferior, respectivamente. 

Para simplificar Jllá.s el anállsis y el manejo de las 

ecuaciones de la hldrodlnáaica, se llevará e 1 problema a un 

sistema de ecuaciones flslcamente equivalente y adlmensional, 

escalando las variables de las dos capas con los parámetros de la 

capa superior. de la •anera slgulente: 

x'• d X, t'=~ t p'= br. p, (2.21 . b 7. 
1 

bd 7 
T'a bd • T, u' = -·-· u,. ,, = tn. 't.,. (2.3) 

1 "· 1) 

Donde las variables primadas tienen dlmenslones. X son 

distancias, t son tle•pos, p las presiones, T las temperaturas, u
1 

las velocidades y 'tlJ los esfuerzos dinámicos. 

CollO resultado de la adlaensionallzacl6n se tiene el sistema 

equivalente de ecuaciones hldrodlnáalcas lineales: 

Ecuaciones de mov1•1ento1 

(2.4) 

Bpb 111;~1 
= - Bi

1 
+ BxJ (2.5) 

.. 



Donde los parámetros p y R
11 

son el cociente de densidades de los 

fluidos de la capa inferior y superior y el número de Reynolds del 

fluido superior respectivamente, [ver ecuaciones (2. 11 )-(2. 13)]. 

Como se consideran las densidades constantes, se obtienen de 

las ecuaciones de continuidad, las condiciones de 

incompresibi lidlid: 

au.1 aubl 
•O·. (2.6) iiX axb1 al 

Ecuaciones de la energia: 

BT BT 

H. ( . . ) = v2ra (2.7) ar+ uak ax • 
M BT BT 

-¡. ( atb + u •• rx ) = v'\ (2.8) 

• 
Ecuaciones constitutivas: 

D D 
(1 + Lal D~ ) T;J = 2 (1 + L~2 D; ) e7J c2;9¡ 

D D 
b (1 + Lbl D~ ) T~J = 2µ (1 + Lb2 D~ ) e,J (2.10) 

Donde se han definido y definirán los nümeros adimenslonales 

siguientes: 

p b7 d
2 

µ. cva 
R• = ....!........!. Pr 2 . =-.e:-. 

µ. 

L 
al 

b7 
= __..! A • µ

11 
al La2 

br = __..! A 
µa a2 

padaf!'ao 
5 . =.--.-' 

µa 

br. 
Lb, =-;\ µ

11 
bl 

. ~ 

~ = ....!! ' d 
~. 

20 

' 

7 . .. 
7 =~. 

Lb2 
br 

=___!A 
µ. b2 

"• "= -
"• 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 



b7 b7 

L = :~: AL =~ C"-.1 - "'.21. AL• =~ CA• 1 - Ab2), . "· "· 
"' •bo hada 

"' = O"•o • 
B =--. . . " . (2.14) 

Los números R
0 

y M
0 

son los números de Reynolds y Marangon1 

del fluido de la capa superior, respectivamente. En cálculos 

posteriores se hará uso del número de Prandtl del liquido 

contenido en la capa su~erlor Pr a que sustl tulrá al número de 

Marangonl. Los números de Reynolds y Harangonl está.n relacionados 

por M• = R
0
Pr • . 

S
0 

es el número de Weber de la capa superior. Los números 

Lat' L
82

, Lbt, y Lb 2 contienen los tiempos de relajación y 

retardo. Se sustl tulrán adelante dos de estos últimos por las 

diferencias de los tiempos de relajación y retardo ALª , dLb . 

Este último a su vez será sus ti tuldo por L que contendrá los 

efectos vlscoelástlcos. El número '1' 
0 

también se obtendrá de las 

condiciones de frontera asi como el ntimero de Biot Bª de la capa 

superior. La constante ha es la conductividad térmica superficial 

entre la capa de fluido superior y el gas. 

Los coeficientes Ita' pa, Cva' Kb, pb, Cvb se han 
considerado constantes y por ello todos los coeficientes 

adimensionales serán constantes. Esto es debido a que en los 

f'en6menos que se estudiarán se supondrá que no hay incrementos en 

la temperatura suficientemente grande para que los coeficientes 

varien. La fig. (2. 2) muestra como queda la geometrla del sistema 

con parámetros adimenslonales. El total de éstos parámetros 

independientes es de trece como resultado del análisis 

dimensional. 

2. 2-EL FLUJO PRINCIPAL. 

Para el flujo estacionario las variables que lo caracterizan 

no dependen del tiempo. Además se supondrá que la 
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componente de la velocidad en la dirección X solo depende de "y", 

al ser la única componente que ha sido generada por el gradiente 

de tensión superficial. Entonces las ecuaciones de la 

hidrodinámica (2. 4 )-(2. 8), toman la forma: 

(2.15) 

-b -b 
BT BT 
.~.~ ª" ay 

(2.16) 

aü 
= axbx • o (2.17) 

(2.18) 

M =+ (2.19) 

Las ecuaciones constitutivas: 

aTª aü 
T:X + Lal ( ÜAIC a:IC - 2 T~ B~IC ) .. 

aü 
• - 2 L02 ( 2 e:,. 8;• ) (2.20) 

(2.2!) 

(2.22) 
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-b -

Tb + L ( ü BTxx - 2 Tb aubx ) 
xx b1 bx ax xy ay 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

Las ecuaciones anteriores tienen una solución que satisface 

lo siguiente: 

P.ª P.<xl, ¡;b ª Pbcx1.T~ =o, T~ =o. (2.26) 

Por lo que se tendrá: 

ap a:r• 
o = - axª + ª;y . (2.27) 

- (2.28)_ 

(2.29) 

v2T 
b 

H =+ (2.30) 



De las ecuaciones constl tutt vas: 

aü 
• - 2 L02 ( 2 e:,. 8~" ) 

Tª •o , 
yy 

-· T = 0 • 
yy 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

Las condiciones de frontera que debe cumplir el sistema se 

expresan como sigue: 

Los esfuerzos en la superficie Ubre y en la entrecara de los 

dos liquidas son sólo tangenciales para el flujo principal. Estos 

esfuerzos son debidos a gradientes de tensión superficial 
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producidos a su vez por gradientes de temperatura horizontales 

aplicados. Los esfuerzos adimensionales para una pequel\a 

deformación superficial toman la forma: 

para la superficie libre en y = 1 + 1J
8 

(x, t) . (2..37) 

para la entrecara en y = TJb (x, t) . (2.38) 

Donde se han usado los nWneros adimens ionales: 

(2..39) 

También a partir de la geometria diferencial el vector normal 

y el vector tangencial en las superficies deformadas: 

con 

ñ = ( - a.11 , 1 )m 

La curvatura superficial es: 

a2
11 

(2..40) 

(2..41) 

1tC11l=y. (2..42.l 

Las velocidades en la entrecara deben de ser continuas: 

uax(lJb) = ubx(l)b), uay(l)b) = uby(l)b) • (2.. 43> • 
Por no haber deslizamiento, las velocidades en la frontera 

con la pared r 1gida son nulas: 

ubx(- d ) =O, u.,c- d ) =O • (2..44) 

En la superficie libre y en la entrecara las velocidades 

deben satisfacer la condición clnemá.tica, la cual caracteriza el 

hecho de que una part1cula de fluido que esté sobre la superficie, 
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se mantendrá en ella aunque ésta modlflque su forma. Es declr: 

a11 
+u -.!!=u 

ax ax ay 
en y = 1 + 11. (x. t) (2.45) 

en y= 1lb(x,t) • (2.46) 

Que son las llamadas condiciones cinemAtlcas para la 

superficie llbre y la entrecara respectivamente. 

Las condiciones térmicas exigen continuidad para las 

temperaturas y los flujos de calor dentro y en la superficie de 

las fronteras del sistema. Esto debe cumplirse en la superficie 

libre donde están en contacto el gas enrarecido y la capa de 

U quido super lor, lo que lleva a: 

BT 
- nl ax: =ea( Ta - TCD) + Q, en y= 1+11.tx,t) • (2.47) 

Donde Q es una constante por determinar, que depende de la 

solución que se encuentre para las temperaturas. 

Las condiciones para la interface se dan por: 

BT BT 
r. = Tb • af- = " ayª , en (2.48) 

La pared del fondo se conslder6 aislante térmica, por eso: 

8Tb 
8Y =o. en y= -d. (Z.49) 

La presencia de las paredes verticales muy alejadas de la 

regi6n que se investiga, genera un contraflujo dentro de las 

capas. Este contraflujo se puede calcular suponiendo que el gasto 

total a través de una linea perpendicular a las superficies, es 

cero. Esto es, que la integral del perfil de velo~idades en las 

dos capas debe anularse. 

J° ( ub.) dy = O , -· ( ( u •• ) dy = o • 
a 

(Z.50) 
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Las condiciones de frontera mecánicas soni 

Los esfuerzos tangenciales son debidos a gradientes de 

tensión superficial. Por ello se obtiene de (2. 37) y (2. 38) el 

balance de fuerzas: 

'<ª (IJ = !, ib (Ol - '<ª !Ol = 7 . (Z.51) 
xy xy xy 

Las velocidades deben ser continuas en la entrecara: 

U (O) =U (O) • 
• b 

(Z.52) 

siendo Ua y Ub las velocidades del flujo principal. 

El liquido que está en contacto con la pared del fondo no se 

desliza: 

Ub(- d ) = O • 

Las condiciones de continuidad térmicas: 

BTb 
BY =o 

T = T . " 

en y= 1 • 

en y=-d, 

en y= 1 , 

en y=O, 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(Z.56) 

(Z.57) 

Para el flujo principal las ecuaciones constitutivas serán: 

(2.58) 

(2.59) 

dU 2 T:x (y) = 2µ L AL ( d/ ) , (Z.60) 
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(2.61) 

Al considerar que los gradientes de presión son constantes, 

las derivadas de los esfuerzos serán constantes. Integrando 

(2. 2.7) y (2.. 28) al tomar en cuenta las ecuaciones constl tutlvas, 

(2.. 58)- (2. 61) y la condlc16n de gasto nulo en cada capa, el 

perfil de velocidades queda dado por: 

Ua(y) = UiH y 2 - Ua' (0) y + Ue(O) (2.62) 

Uo(y) = u~• y 2 + Uo' (O) y + Uo(O) (2.63) 

De las ecuaclones (2. 29)-(2. 30), (2. 54)-(2. 57) y al tomar en 

cuenta que: 

B'i' 
ai- = = - 1 • (2.64) 

se obtendrá. el perfil de temperaturas: 

Con 

_ 211; 3rd 11 _ y'J + t2r ~ lld ll ~:~2>], 

(2.65) 

- ~ + 

- ! ( (27 - l)y• + 2(2'1' - 1)y
3 

+ d(2'1' - 1)y
2

] 

" 4d 3 2 • 

Q=O. 

28 

(2.66) 

(2.67) 



Donde se han defl.nldo los coeficientes: 

[6µ + Jd(7 + l)J 
4µ + 3d 

Ua' (O) .,. (2¡< + J7d) 
4µ + 3d 

[ 
(2'1' - t) ] Ua[O) = 2 ¡4µ Jd) d = Ub(O) , 

u.·= 3(2'1' - 1) 
2d(4µ + 3d) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

En la f1g. (Z. 3) se muestra un perf1l de velocidades en el 

caso del flujo pr1nc1pal. La gráfica está hecha para un cociente 

de espesores correspondiente a d= O. 1 y para 7=0. 9 . La r 1g. (Z. 4) 

muestra el perf11 de temperaturas que se genera como resultado del 

perfll de velocidades de la gráfica anter1or. Aqu1 el perf11 de 

temperaturas está comparado con el punto superficial en x=O. 

Este caso es para 7 = O. 9. 

Se encontr6 que para un valor de 7 = O. 5, la capa inferior 

deja de moverse a consecuencia de que los esfuerzos sobre ésta 

generados por el contraflujo del fluido superior en la entrecara. 

cancelan a los esfuerzos generados por gradiente de tens16n 

superficial en esa zona. En la fl.g. (2. 51 se observan los campos 

de velocidades para 'l = O. S en tres espesores distintos de la capa 

1nf'erlor. Los perf1les de temperatura para éstos flujos se 
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obtienen en la fig. (2. 6)) también evaluados en el punto x = O. 

En las figuras (2. 7)-(Z. 8) se dan los perfiles de velocidad y 

de temperatura cuando 7 = O. 1. En este caso se observa que el 

contraflujo de la capa superior apUca esfuerzos sobre la 

entrecara de tal manera que superan a los esfuerzos generados por 

el gradiente de tensión superficial. Ello hace que la velocl.dad 

de la entrecara tenga un sentido contrario la de la superficie 

libre formándose como consecuencia dos celdas de movimiento del 

fluido ya que el liquido que se mueve hacia la reglón fria tiene 

que regresar por la capa en que estaba. 

En los casos anteriores (7=0. 9, 1=0. 5, 7=0. l) se forman tres 

perfiles de velocidades completamente distintos. Para el caso en 

que 7=0. 9. se tienen tres celdas de movimiento de las dos capas. 

Con ;i::O. 5 hay una celda y para 7=0.1 existen dos. Este cambio en 

el número de celdas puede modificar la forma en que el sistema 

llega a ser inestable. 
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" .. 

" .. 
Variables geométricas y constantes flslcas que 

cada -capa - de fluido en el sistema bldlmenslonal en 

y 

"· 

o 

Flgura(2..Z). Partmetros adlmenslonales que describen el sistema 
de dos capas de ruidos vlscoelástlcos equivalente. 

3l 

X 

X 



o.• 

-0.1 -o.os o o.os 0.1 o.ts 0.2 0.25 
U(Y) 

Flgura(Z.3). Perfiles de velocidad en cada capa para el flujo 
básico con: d-0. l, 'J•O. 9. 

-16 -u -12 -10 -8 -6 

T(Y) (x 0.0001) 
-2 

Flgura(2.4). Distribución de temperaturas en el ·punto x = O para 
la solución que corresponde al caso representado por la 
flgura(2.3). Ma= K.= d• Cv 1:1 0.1. 7=0.9. 
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-0.1 -0.05 o.os 0.1 0.15 0.2 0.25 
U{Y) 

Flgura(2.S). Perfll de velocidades de la capa super~or para el 
caso de reposo en la capa inferior. d~o.1, "t • 0.5. 

-25 -20 -15 -10 
T{Y) (x 0.0001) 

-5 o 

Figura(2.6). DlstrlbuclOn de temperaturas en el punto x = O para 
el caso representado por la Flgura(Z.5). Ma= JtCI d= Cv= 0.1.· p::O.S. 
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O.J 

Flgura(Z. 7). -PerfÚ--de velocidades' Para· 1as .d~s Capas en- ~=0.1, 
'1 = 0.1. 

-JO -25 -20 -15 -10 -s 
T(Y) (x 0.0001) 

Flgura(2.81. Olstrlbuclón de temperaturas en el caso representado 
por la figura(Z.7). Ma= K= d= Cv= 0.1. 7=0.1. 



CAPITIJLO l II. 

ECUACIONES PERTIJRBAOAS LINEALES V EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS 

3.1-ECIJACIONES HIDRODINAMICAS V CONSTITIJTIVAS PERTIJRBADAS 

Para obtener las ecuaciones lineales perturbadas del sistema, 

se someten todas las variables que lo caracterizan al efecto de 

una var1ac16n lnflnlteslmal y se sustituyen en las ecuaciones 

hldrodlm'lmlcas, asl: 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

T=f+T' 
1 1 1 

(3.4) 

lJl = 11.· • (3.5) 

Donde l = a , b; k, m = X , y. 11
1 

son las deformaclones 

de la superficie Ubre y la entrecara. 

Al sustituir las variables perturbadas en las ecuaciones de 

movimiento y despreciar los términos que contienen productos de 

perturbaciones: 

Bu• au ___ Bp•'+ BT:.· • B't;Y• 
+ Ua ax ax +u.~~) Bx ax By 

(3.6) 

Bu ' élp ' BTª ' Byª ' 
+ Ua axªY ) = - IJy. + ª~X + ª~y 

(3.7) 
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Bu' , . Bu 1 8 ' 8Tb ' 8Tb ' 
. bx ·BUb) -2+~·+~ P R,. ( at~x + Ub ·ax- + ub~--¡y = ax ax , /Jy 

,_ __ ; 

_.o.e- l~:~ ec~arií.~rie~ de la energla: 
=7--°'-=.· 

iiT' ·. 
H.(»f . .¡. 

H.·. BT ·' .¡-e atb + 
BT' 

Ub ¿ +·u' ax bx 

B'f 

+ u.~- af-) 

Se tendrá también de las ecuaciones constl tutlvas: 

+ a u / Tª + d Ua Tª • ) ] = 2a,u
0

,' + 
y ax xy y xy 

c:l.10\ 

(3.11) 

dUaBu']• y x ax 

(3.14) 
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d Ub a u.· ] . y X X 

(3.17) 

Ub 8 'tb ' - 28 u ''tb ] 
X yy X by XY 

=+2µ8u' +2µL [ 88u' 
y by b2 t. y by 

+ Ub a a u ' - d Ub a u·,] 
X y by y X by 

(3.18) 

3. 2-PEJ\11JRBACIOM DE LAS COMDICIOMES DE FROMTERA 

Ya que las condiciones de frontera en la superficie libre y 



la entrecara se encuentran evaluadas en 1 + 11. (x, t) y en lJb Cx, t), 

se hace un desarrollo en serles de Taylor alrededor de uno y cero 

respectivamente. Para el balance de esfuerzos en la superficie 

libre, ecuación (2. 37) se tienen: 

Los esfuerzos normales: 

en y = 1 • (3.19) 

y para los esfuerzos tangenciales: 

aaª BT 8
2

Ta 

( CTlJ + 11a a/
1

) nltJ = - tk a:k - 11atk ayaxk 

en y= 1 • (3.20) 

Los esfuerzos normales para la entrecara de (Z. 38): 

a.-• 
( CT~J + l)b a/j 

( .-SR- 1
-

º o • 

en y= o 
Para los esfuerzos tangenciales: 

a..• 
( CT~J + l)b a/J 

en y a O 

(3.21) 

(3.22) 

Al perturbar las ecuaciones (3. 19)-(3.~2) y tomar en cuenta 

las ecuaciones del flujo principal, se obtienen las siguientes 

expresiones perturbadas y lineales de los esfuerzos normales en la 

superficie libre: 

38 



en y = 1 , (3. 23 J 

y las ecuaciones perturbadas lineales, del balance en los 

esfuerzos tangenciales: 

rrª ' N T = - , dzUa 
IJ J l 

11
a dyz 

en y = 1 • 

8T' 

axª ' 

(3.24) 

Ecuaciones perturbadas del balance de esfuerzos normales en 

la entrecara: 

en y=O, (3.25) 

y las correspondientes para el balance de esfuerzos tangenciales: 

en y=O. (3.26) 

Obsérvese que en las ecuaciones (3.23) y (3.25), al 

evaluarlas en algún punto sobre la coordenada "y", quedan 

explicltamente en función de la coordenada "x", ello impide usar 

modos normales ya que no se puede usar el método de separación de 

variables. 

Para evl tar ese obstáculo se utiliza el hecho de que los 

números de Weber S 
1 

son muy grandes en la mayor la de los Uquldos 

estudiados y por ende el producto algebraico de cada uno de ellos 

con el número de Reynolds, es lo suficientemente grande para 



considerar que el término que lo incluya domina los otros para los 

cambios de la perturbación a lo largo de una long! tud de onda 

caracter1st1ca [ 12] y [ 13). es decir: 

=~ 
" 

2nR 

IXSªa e 1. (3.27) 

donde o: es el número de onda asociado a la perturbación. 

Lo anterior nos indica que podemos utilizar la aproximación: 

(3.28) 

(3.29) 

Debido a esto, no aparecerán los efectos de los cambios de tensión 

superficial con la temperatura en la condición de esfuerzos 

normales. Sln embargo se puede hacer que no desaparezcan al 

derivar e integrar el lado derecho de las ecuaciones (3. 23) y 

(3.25), [13): 

Enseguida se integra y usan las ecuaciones (3. 28)-(3. 29) para 

generar el siguiente resultado en los esfuerzos normales de la 

superficie libre: 

en y= 1 (3.30) 
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y en la entrecara: 

en y= o. 

De la continuidad de las velocidades en la entrecara (2. 41), 

se tiene, para la componente horizontal: 

u:x - u~x + lJb' ( =~· - =~b ) = o 
en y = O , (3.32) 

y para la componente vertical: 

u~1 - u~1 = O , en y = O (3. 33) 

La condlclón de adherencia en la pared: 

u~. e -d ) = o • en y = -d (3.34) 

y la condición de inpenetrabilldad en las paredes: 

u~Y( -d ) = O , en y = -d • (3.35) 

Las condiciones cinemáticas son, de la ecuac16n (2. 43) para 

la superficie libre: 

B lJ ' . . 
y en la entrecara: 

=u • 
•Y 

=u • 
by 

•• 

en y = 1 , (3.36a) 

eny=O-. (3.36b) 



Las condlc1ones térmicas de balance de flujo de calor en la 

superficie Ubre, (2.45): 

8T~ aT a2T aT 
+ B

0
T

0
• = a.11

0
'. ª . ' ( ª + B . • ) ay ax - -:11.. 87 _ .• BY 

en y = l , (3, 37) 

y de la ecuación (2. 46), para el -balance de fluJo de calor en la 

entrecara es: 

en y= O (3.38) 

De la ecuación (2. 4&), la continuidad de las temperaturas 

en la en trecara es: 

por: 

- T' 
b 

en y= o • 

• o • 

(3.39) 

La condlc16n de aislamiento térmico en la pared está. dada 

llT' 
8yb s:: o 1 en y. -d • (3.40) 

3. 3-ECUACIONES LINEALES PEln11RBADAS. 

Suponiendo que las perturbaciones de las velocidades se 

expresan en términos de una función de corriente: 

8'11 8'11 

u.~ =ayª u. 
s:: - axª · (3.38) 

ay 

u. = a~b 
u' 

¡¡.¡¡b 
(3.39) .. By by =-ax-· 
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Para las ecuaciones de movimiento se obtendrá. 

(3.45) 

Para las ecuaciones de estado 6 constitutivas, se obtiene: 

i:•+L ai:'+Uaai:•-atai: -2 i: aat + a [ a a -a ( -• 
XX al t. XX X XX X a y XX XX X y a 

+ Tª a2~ + d Ua i:ª' ) ] 
xy y a y xy 

a 288'11 +2L [aaa'I! + 
x y a a2 t. x y a 

(3.46) 



'.::-· -~ ": .-: : ' 

- ~,.u. __ ,~;~ tJ.- -~~-{-~:t~:;:~-~:,~~-~~--~'.;\:~-~[~~cL~;r.,-~-~=~~ )+ 

.-- - . ; -::,::,~.. -"'~._.,,, - -., -:·· . ; 

+ 2U~a!t_-:a:~;~- ~,-~!~J:~t-~ºl4!·J~'.;a-~a~~~; - ·a~~~ -~:u:] ._ · 
(3.47) 

a - 28 8 .¡, + 2L [ - 8 8 8 .¡, - Ua82a .¡, + d Ua B2>i' ] , 
x y a a2 t x y a k y a y x_~• 

(3.48) 

= 2"ª·ª•"'• + 2µ1. (a a a "'• + b2 t X y· 

(3.49) 

+ 2Ub~x ( a:.¡,b - B="'•) + 2d,Ub BxB/b - ª•"'• d:U• ] , 

(3.50) 

.. 



= - 2µª•ª•"'• + 2µL [ - a a a "' - u.a2 a "' . + bZ t. x ·Y b JC y b 
d Ub 8

2
11' ] • 

y X b 

:·c3;51> 

Las condlclones de· los esfuerzos normales en la superficie 

libre son: 

en y= 1 • 

8x11..' ( 2T:Ycq - -~,/fa)~_'·--:­
(3.5) 

y los e~fuerzos tangenciales en la superficie libre: 

en y= 1.. (3.53) 

Los esfuerzos normales en la entrecara son: 

en y=O. (3.54) 

y los esfuerzos tangenciales en la entrecara son: 

en y= .O· c3.55l 

La continuidad de velocidades en la entrecara implica: 

en y=O, (3.56) 
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8xl(lb - Bx:l(la = O • en y = O ' 

y la condición de no deslizamiento en la pared: 

en y=-d, 

Junto con la condición de 

8 '11 a O , 
X b 

en y=-d. 

Las condiciones clnem;itlcas se 

(3.57) 

La condición de balance en flujo de calor para lá.: superficie 

libre es: 

en y a 1 , (3.62) 

y el balance de flujo de calor en la entrecara está. dado por; 

en y = O • (3.63) 

La continuidad de las temperaturas en la entrecara se expresa 

como: 

- T , 
b 

en ya o. 

y la condición de aislamiento térmico en las paredes: 

ar~ 
BY =o. en y= -d . 

•• 

(3.64) 

(3.65) 



3. 4-SOLUCIONES EN MODOS NORMALES 

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 

(3.40)-(3.65) se proponen soluciones de las perturbaciones en 

términos de funciones de onda planas de tal manera que sus 

amplitudes sean funciones s6lo de la coordenada "y". 

expresa de la siguiente manera: 

. .. 

( ipb, pb'' Tb'' T:•.' .' T:/·:::~ •:/ ' 11b
1 

) = 

Esto se 

(3.66) 

(3.67) 

En adelante, nótese que las primas serán usadas para indicar 

derivadas con respecto a "y" y no se usarán para indicar 

perturbación de las variables. 

Sustituyendo (3.66) y (3.67) en las ecuaciones de movimiento 

(3. 40)-(3. 43) se obtiene: 

let R.( 4>.' [Ua - e] - Ua'tJ>. )- ICI :-:- la. n. + ___ lcx. Fa.1 + !.2' __ 

(3.67) 

u'R.( -P. [Ua - e] ) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

•i 



Al derivar 

presión de 

De las 

(3.73) 
H , ,,,: + ( lu (Ub - c)ob + a.Tb ;b - lO:_~yTb···;b )-=,·ob~·:.:--:._. .. _u~1'b. 

. ' ·".:'.'_ <::::_;·(3':?~> 

De las ecuaciones constitutivas (3. 46)-(3. S~.:;-~ ~,~=~~ (3.66-)~(3.67), 
después de algunos cálculos: 

+ 2Ua' 4'." + u
2

Ua' f/>
8 

) (3.75) 

(3.76) 

•• 



( 1 + 

+ 

(1 + 

+ 2Ub' t/>b"' 

+ Ub' Fb
3 

l ) + µ '/> "' + cx2µ 4' + la. ~ L -b b bZ, 

( 1 + ia: Lbt [ U• - e ) ) F" b3 = 

De las ecuaciones (3. 66)-(3. 67) y las condiciones de frontera 

(3.52)-(3. 65) se obtendrá.:: 

~ (1)--

r., ui - "• ui - ~ ( 10: e z:¡::,cu - ·a;r. co 1 + 

. . . 
la: [ :¡:• (1) .. + 'i'; Ull + ·u.•co) + 

+ lcx. '°· (1) = o . _(3.83) 

•• 



• (0) 
... (O) - •:(o)+ -·- ( U•'(O) - Ua'(O)) =·o. 

cb 

•• (O) - • a (O) a O • 

(3.90l. 

(3.91) 

Las ecuaciones de este capitulo representan un problema de 
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valores propios para c. En el slgulente capitulo se utlllzará una 

aproxlmaclón para resolverlo anal1t1camente. 
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CAPITULO IV 

SOLUC!ON aJN LA APROX!HACION A GRANDES LONGITIJDES DE ONDA 

4. 1. - DESARROLLO EN SERIES DE POTDIC!AS DE ex. 

Las expresiones perturbadas obtenidas en el capl tulo anterior 

son un sistema de ecuaciones ordinarias con coeficientes 

variables. En general no se puede dar una solución analltica a 

este sistema, por lo que se buscará alguna, utilizando una 

aproxlmaclón, al tomar en cuenta un parámetro pequef'l.o. 

Debido a que las perturbaciones de la superficie libre y la 

entrecara, en pequef\as longl tudes de onda, son atenuadas por los 

efectos de la tensión superficial [3], se buscará una solución del 

sistema de ecuaciones del capitulo anterior con la aproxlmac16n de 

perturbaciones que contienen longitudes de onda muy grandes, es 

decir, números de onda pequef\os. Este método permite encontrar 

una solucion de manera anal1 tlca. 

Para longitudes de onda muy grandes se tienen números de onda 

pequeftos y se pueden desarrollar las am.pl1 tudes de las 

perturbaciones en series de potencias de éstos. Lo mismo se puede 

hacer para c. El lo se expresa por: 

"'· = "'·· + a. 4tal + a.24t.2 + .•• (4.1) 

"'· "'·· 
+ u 4tb1 + u24tb2 + ••• (4.2) 

" = " + "'" + ..... + •.• (4.3) . .. •1 .. 
"• = o + 

bo ex "'b1 + u2,,b2 + ••• (4.4) 

e = e + °'e, o 
+ 2 + ••• (4.5) "' º• 

Recuérdese que las primas en las variables de las ecuaciones 

en adelante indican derivadas con respecto a 11 y". 
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De las ecuaciones de movlmlento (3. 71)-(3. 72). después de 

eliminar la amplitud en la perturbación de la presión y tomando en 

cuenta que o: es pequef'io, se obtendrá: 

+ ALª [ Ua -c
0 

) t/1'
4
:"' ) = O , (4.6) 

+µLllL0 [U•-c0 J~b:•) =O. (4.7) 

De las ecuaciones de la energ1a se o~tle~e: 

(4.8) 

=" "' +a o "' bo bl 

De las condiciones de frontera (3. 82)-(3~ 9_1_>;_~!-~~E!~~~~: -f:º_,_ __ _ _ 

+ a: 1/1
41 

"'
1 

(lJ - lo: 41..
4 

( Ua"'Cl) "•o' (1) - Ua' (1) "•o ~~1) + 

(4.10) 
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t'>. 0 ·et> -t:. a:lf'.\-~01- .+ í« ti~~( u~~cu-.'cli~~p> + 

- zu.• Ol ti • Ol C ~/ti '~.<Ú·)·.'. +.10: 6::· <!l + · 
ao ·--·-- c-ao .. ao ______ ~_ - ao -::;-,-~ 

+ e ~ ••. º~.~ ~·~··.~~xfüJ·~,~-.;~~ ff ~u;iái + • 

+·lo: i T~ic;;¡jL '*z:c{l.\·>·~<o:c~·/.;. o . c4.11> 
·,->:,, -· ,-:.::;~~-~ : J-·.'. '-'-.. <--- ;-

' . --,. . ._. . 

- p { ~bo ~ ... (O) + Ub' (O) tlb~(O) } ) + 

- la. 4L• ( Ua"(O) ti • .' (O) - Ua' (O) t1 •• "(O) . - cbot'>ao ••(O) + 

- µ L ( Ua"(O) t>
80 

'(O) - Ua'(O) t1 •• "(O) 
- cbot'>ao ••(O) ) 

a.2a- S R-1 
c., 

+lu~ ( tlbo (O) +o: t'>bl (O) 1 [ 1 -o:-
c •• cbo 

+ c/>80"'(0) +accf>ai•'(O) -µf/tb 0"'(0) -uµcf>b
1

111'(0) =O 

(4.12) 

+ lcx 1' tl•
0

(0) + lcx AL• ( µ L [Ub"'(O) c/>b
0

(0) + 

- e ti "(O) ) 
bo bo - ¡u.•coJ t1

00
CoJ 

+ 

- --
1 

( itx CTb Col - :r:.coJ + 
cbo xx 

(4.13) 



+ 

+ 

'+ "''·"'"· (-d)' 

(4.14) 

+ 

º•• C<Íl + "' "••Col - "••(O) - "'O (O) ·. 
al ,,-

(T .. (O) - T.' (O)) 

e 
bo 

t4> •• <o> +a "'•íco¡1· 1 t. -~::JY- o 

' '(4.16) 

6 ao'(1) + « '° , (1) .. 
11 .. a:T.(1) - -T.#(1) - e:T.-(1)) 

c .. 14>¡;~ Ctl +."' 4>¡¡¡UÍI = o 

• .. (4.17) 

IUb '(O) - Uo '(O)) 

e 
bo 

1 <1> •• ca1 + "'<1>.,.ca1 1~1,L.:.{:~ 1 • ci • 

(4.18) 
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En las ecuaciones (4. 6)-(4. 18) se utilizaron las ecuaciones 

constitutivas desarrolladas hasta orden a.. Asl, de las ecuaciones 

{3. 75)-(3, 81) y después de algunas aproximaciones se obtendrá (ver 

[14), [15), [16ll: 

F 
al 

4 AL• Ua' ~ .: + OC a. ) , (4.19) 

(4.21) 

(4.23) 

Fb3 = - 2 1« µ<¡lb: + O( «
2

) • (4.2.4) 

Donde O( a. ) y O( a.2 ) indican términos que contienen como 

factores de igual o mayor orden que a. y a.2 
1 respectl vamente. Se 

puede observar que en las cond1c1ones de frontera sólo se 

requieren f al y F bl a ofden cero ya que los términos de mayor 

orden se multiplicaron por a. al ha.:er la sustitución. 

4. 2.- VALORES PROPIOS A ORDEN CERO. 

De las ecuaciones anteriores se obtiene un nuevo sistema de 

ecuaciones cuyos términos no contienen como factor el número de 

onda a.. Estas ecuaciones se llaman sistema de ecuaciones a orden 

cero en a.. 
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4> •• ••(y) = 4> • .""(y) =o • (4.ZSJ 

(4,Z6) 

con condlclones de frontera: 

4> • ."'(1) =o' 

4> "(1) .. 
"'ªº,,,(O) 

(4.37) 



Donde se han definido: 

c
60 

~ c
0 

Ua(l) 

cbo = c
0 

- Ub(O) 

(4.38) 

(4.39) 

Las ecuaciones (4.28)-(4.32) y (4.36)-(4.37) para las 

amplitudes de las velocidades estén desacopladas de las amplitudes 

de las temperaturas, ello permite conocer las primeras teniendo en 

cuenta la integración de las ecuaciones (4. 25): 

'··(y) 
A, J 

= 6 y+ 
B 

1 zY 2 • F, y + D 
1 

(4.40) 

'··(y) 
A2 J 

= 6 y+ 
B r y2 + F2 y + D 

2 
(4.41) 

Aqui, A
1

, 8
1

, C
1

• D
1

, A
2

, 8
2

, C
2

, 0
2

, son constantes a determinar. 

De las condiciones de frontera (4.16), (4.20), (4.21), (4.22), 

(4.26). y (4.27), se obtienen los valores de esas constantes: 

8
2 d 2 

At = A2 = O, Dt = 02 = -2- , C2 .,. 82 d • (4.42) 

e, = B 
2 

( 1 + 
2 \ [ U•'(O) - Ua' (O) 1 d ) d • (4.43) 

bo 

e, = B 
2 

( µ +L r Tb 1 co1 -
2 c xy 

bo 

Tª '(O) 1 ) xy 
(4.44) 

B
2 

queda indeterminada. 

Integrando las ecuaciones (4. 26)-(4. 27): 

F, 2 
2 Y + ka

1 
'!. +' ka~ )_ , 

Donde se han definido: 

E = 
1 

( ¿__2 + L [ :r• '(O)-· :r• '(O) 
4 cbo xy xy 
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:,,:,-

k~· y + .. k•. ) . 
(4.'4&J 

(4,47) 



2 
F 2 • ( 1 + ~ e [ Ub' (O) - u.• (O) ) ) d • 

bo 

(4.48) 

De las condlclones de frontera para las amplitudes de las 

temperaturas (4. 32)-(4. 35) se obtienen: 

kbl • d
2
/2 • 

IC. d2 d2 

ka, • ~ - ZcboH• ( T."(O) 

+ __!_ 
e .. 

+ 

+ 

(4.51) 

d2 
zc •• 1 'i';co1 + 'i';co> 1 ). 

(4.52) 

Debido al desacoplamiento de las ecuaplones que contienen las 

amplitudes de velocidad respecto a las que contienen amplitudes de 

temperatura, sustituyendo en (4.29), a (4.40)-(4.41), se obtiene 

la ecuación que genera los valores propios: 
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Con ésto se obtiene de (4.51) y (4.52), una ecuación de 

segundo grado para c ªº . por lo tanto: 

1 T' 
,,. 

e . - 2µ"" ( T ± - 4 µ T2 
) (4.55) .. ' ' 

Donde se def lnleron: 

T, 
= 8µ

2 
+ 6d [1 + µ(2 + d)J + 3d2(1' + 1)(2 + d) 

(4.56) 2 (4µ + 3d) 

T D t., 6µ + 3(7 + l)d 1 
2 

4 (4µ + 3d) 2 
(4.57) 

donde:· 

T 21 D 1 "+ dCz + dll e 21' - 3(7 - lid 1 + d T
211 

, C4.5Bl 

t,,, = 3µ(27 - 1) + d (3(7 - l)d + 4(27 - 1) - 2µ J. (4.59) 

Los dos valores propios que aparecen en la ecuac16n (4. SS) 

pertenecen a dos modos de oscllac16n de las superflciea libre y 

entrecara. Por el efecto de oscilac16n de la entrecara se agrega 

un nuevo grado de libertad al sistema de dos capas (4]. El 
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signo negativo pertenece al modo de oscilación de la entrecara 

[4). El c
80 

puede ser un número complejo cuando el radicando sea 

negativo, pero ésto no tiene sentido fisico porque serian 

perturbaciones con longitudes de onda infinitas. 

4. 3- VALORES PROPIOS A ORDEN UNO. 

Aqui se tomarán las ecuaciones cuyos términos contienen como 

factor el número de or.::ia a:. De (4. 6)-(4.18), se encuentra un 

nuevo sistema de ecuaciones llamado a orden uno en ix; 

11
0
,"" Cyl - 1R.( C u.cyJ - c

0
1 11 • ."IYl - u.• 11 •• (yl ) , 

M 

(4.60) 

- u•· 11 •• Cyl ) 

(4.61) 

(4.62) 

+ ( HU•(Yl.- c
0

] Ob
0

(y),+ B_'i'b 11•
1
'(y) .+ 

- 1Tb' (y) llbo (y) a Obl•(y)., (4.63) 

•• 



- Ua' (O) 

u.2s R-1 .. 
- 1 ~ ~b0(0) =O 1 

bo 

+ 
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4t•1 "'(O) - µ 4tbt "'.'(O) + 1 7 1'bo (O) + 

ªº• 

- .'.'.!.._; (Ol) 
cbo bo 

~bt (O) -

- .'.'.!.._; (O)) 
e bo 

bo 
(4.70) 

~,;' >> 
[ 'i' • (1 l + B 'i' ~ ( 1-)~ l · ·.·., . ·. ' c

1 
. 

+ • º•o a b· . ~·e f~:i'u)- .--~· c~o·~~-0(1)) 111 o' 

(4. 71) 
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- '.'.!_ 4> (O) 
cbo bo .-

(Ub' (O)º'- Ua' (O) 

e 
bo 

4>bt (O) - 4>. 1 (0) = O , 

( 4>b1 (O) + 

(4.72) 

(4. 73) 

Debido a que las ecuaciones (4. 54)-(4. 58), (4. 62)-(4. 63), están 

desacopladas de las amplitudes de las temperaturas a primer orden. 

se pueden obtener los valores propios a primer orden de esas 

ecuaciones calculando primero las amplitudes de la perturbación en 

las velocidades a primer orden: 

Donde se han definido las constantes: 

s .. 1:1 e_ s 
µ b4 • 

(4.75) 

(4.76) 

(U•' (0) - Ua' (O)) 
s = -

1
- ( 1 _eµ R.B2 Is + ª•• l + 

a3 1R• 8 2 b3 cbo 

- e, 
(Ub' (O) - Ua' (O)) 

e• 
bo 

(4.77] 

•• 



s 
•2 

s 
ª' 

+ 1 AL f 
• 7 

sb2 = Queda indeterminada 

s a --
1
-- ( 1 R

6
B2s

61 
+ 1 R f - 1AL f- + 

bt lpR.8
2 

a4 a-5 

a.za- S R-1 

+1~tl>bo(O) 
bo 

.!4.83) 

De la condlc16n de solubilidad (4. 65), se obtiene el valor p_~oplo 

a orden uno, quedando la constante· sb2 indeterminada: 

c 1 = l ( R
8

Q1 + AL
8

Q2 + M
8

Q3 + cx
2
S

0
R:

1
Q4 ) ~2 • 

(4.84) 
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2 P ·e· 
~ { t-' '+ 
"~.· 

( 1 + 7 g 4 } GKl G 
+ ( - -z"' ) F, + ª• cao 

d
2 e 

+ u.:1u ( --.-ª ¡¡ a 
2 

ao 2 e 

c.1
02 

= 2 E
1 

Ua' (O) - F
1 

Ua"(l) 

w e: 2E e + 
•3 1 bo 

Ua"'(l) d2 

--z--' 
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bo 

E + 
1 

(4.87) 

(4.88) 

4> (1) 
+ rc- i. (4.89) 

2 •• 

(4.90) 

(4.91) 



f 1 a µ L( ~o"(Ol. 4\
0

(0) - 2Uo' (O) ~.:(O) +. 

-. (4.92)-

·(4.93) 

(4.94) 

-p (4.95) 

- µ L ( Uo"(O) ~ •• •(O) - Uo' (O) ~ •• "(O) ) (4.96) 

(4.97) 

(4.98) 

í
8 

= Ub'(O) - Ua'(O) , (4.99) 
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r, Uo"(ll f
80 

(1) - ZUa' (1) .t/'ao • (1) + e .. '·· "(1)) 

(4.100) 

{10 - r;co - :r:xci_> (4.101) 

. - 1 + Uo"(ll - (4.102) s, ""6 120- cao 

- 1 + Uo"(l) (4.103) s. 2 24 c.
0 

B3 - 1 + 
Ua"(l) (4.104) --rc:o 

s. = 1 + Ua"(l) (4.105) 
·~Z-C:-o· ~ 

r·-·a• :· 
s. = 1 +· 3 (4.106) 

2 µ_._e::~•. 

s. - 1 + 
c. d 

(4.107) 
2 cbo 

1 r. d 

B7 - 2 + ac· (4.108) .. 
- 1 + 

r
8 

d 
(4.109) 

ge ""6 '"""8""c-. .. 
= 1 + 

r
8 

d 
(4.110) s, 24 ~· .. 

s. r3 d Ua"Cll {-1 ) p = (----:¡-¡;- + -e- [ B7 + (4.111) 
t .. .. 

•• 



p = • 

p = 
3 

p • • 

"'•• 

( 
s. f 3 "d --se;:- + 

Ub"(O) d 2 
--2--

Donde se han utU izado: 

en toda y , 

Ua"'Ctl = u.•col =u.•= 6µ+3(1'+1)d 
4 µ + 3 d 

Ua' (1) • Ua"'(1) + 

U•' (1) = U•"Cl l 

2µ+31'd 
4 f.1 + 3 d 

2{21'-1} 
4 µ + 3 d 

113) 

(4; 116) 

(4.117) 

(4.118) 

"(4.119) 

(4.120) 

(4.121) 

(4.122) 

Como el valor de c1 es un número complejo con su parte real 

nula, entonces éste hará crecer o decrecer las perturbaciones sl 

es positiva y al contrario sl es negativa. Con lo anterior se 
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observa que el valor propio a orden uno es el único que puede 

desestablllzar el sistema ya que el radical involucrado en el 

valor propio a orden cero no aporta partes imaginarlas que 

tengan sentido fisico. 

La curva de estabilidad neutral definida por lm(c )=O genera 

una relación entre parámetros del sistema que se pueden medir en 

el experimento. En particular de lo anterior se obtiene una 

ecuación cuadrática para el número de Reynolds de la capa superior 

R• al igualar a cero la ecuación (4. 84). A éste número se le 

llama número de Reynolds critico y caracteriza el valor de los 

parámetros para los cuales el sistema se desestabiliza. 

Asi igualando la ecuación (4. 84) a cero, se obtendrá: 

(4.123) 

donde: 

l/2 

R1 = (141.• Q
2 

)
2

- 4 ( Q1 + Pr
0 

Q3 Hot 5
0 

Q• >) , (4.124) 

R
2

=2(Q1 +.Pr.·Q
3

). (4.125) 

La raz6n de crecimiento de las' perturbaciones es dada por: 
-- _e,__ 

(4.126) 



CAPITULO V 

RESU!. TADOS 

En este cap1 tu lo se dan las gráficas correspondientes al 

anállsls numérico de los resultados analitlcos y un estudio de las 

f'lguras obtenidas. 

Del capitulo IV se obtuvieron dos valores posibles de c
0 

debido a que ésta satisface una ecuación de segundo grado, (4. 53). 

La ra1z que se elige con el signo positivo del radical se le llama 

lndlstlntamente modo superflc1al 6 primer modo. Esto se debe a 

que al anular el grosor de la capa inferior, se obtiene el valor 

propio correspondiente al problema de una sola capa. La raiz que 

contiene el signo negat1vo se le denomina modo de la entrecara 6 

segundo modo. Las dos ralees representan dos modos diferentes de 

oscllacl6n de la superflcle Ubre y la entrecara ya que al tomar 

la razón de la deformación en la superficie Ubre con respecto a 

la correspondiente en la entrecara, se obtiene sólo un cambio de 

signo de un modo a otro. Ello aporta un cambio de la fase por n 

en las ondas se forman en la entrecara y superflcle Ubre. 

Del cálculo numérico reallzado para los resultados analltlcos 

se encontraron tres reglones importantes en la establlldad del 

sistema para 7=0.1, 7=0. 5, 7=0. 9. Las figuras (S. 1)-(S.13) están 

dadas para 7=0.1, las figuras (5.14)-(5.28) para 7=0,5 y las 

f"lguras (S. 31)-(S, 32) para 7=0. 9, 

Para observar el comportamiento de c
1 

del primer y segundo 

modos con respecto a 7 se obtuvieron las figuras (5. 2.9)-(S. 30) que 

se explicarán adelante. 

También se presentan gráficas de c 1 contra el número de 

Reynolds del fluido contenido en. la capa superior para los casos 

en que r=0.1, 7=0.5 y 7=0.9; figuras CS.12)-(5.13), (S.27)-(5.28), 

CS. 31)-(S. 32.). Esto proporciona 1nformac16n para encontrar 

cuantos números de Reynolds criticas hay en cada caso y el signo 

de c 1 en las diferentes reglones de interés. 
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En las figuras (S.1) y (S. 2) se relacionan los números de 

Biot y de Prandtl de la capa superior con el logaritmo del número 

de Reynolds critico. Los números de Biot y Prandtl contienen las 

caracter1stlcas térmicas del fluido superior. 

De la figura (S.1) se observa que el número de Biot de la 

capa superior establllza el sistema para los dos modos cuando 

crece porque aumenta el número de Reynolds cr1 tico. Ello es 

debido a que el número de Biot es proporclonal al número h
0 

caracterlstlco de la conducción de calor a través de la superficie 

libre. Por lo tanto al ser grande resta energla térmica al 

sistema y la perturbación se establllza más fácilmente. 

En la figura (S. 2) se observa que el número de Reynolds 

critico se reduce cuando aumenta el número de Prandtl asociado a 

la capa superior. lo que significa que llene un papel 

desestabilizador para todo el sistema. El número de Prandtl del 

fluido superior es directamente proporcional a la capacidad 

calor1fica y a la viscosidad e inversamente proporcionala la 

conductividad térmica , Lo anterior muestra que cuando el liquido 

contenido en la capa superior sea más capaz de acumular energla 

térmica, el sistema completo se desestabilizará más fAcllmcnte. 

La viscoelasticldad de la capa superior llene efectos 

estabilizadores para los dos modos como puede c;ibservarse en la 

figura (5.3). La dlferencla de los tiempos de relajación y 

retardo en dicha capa permite que el sistema disipe energla 

mecánicamente. 

El número de Weber cstabl.llza debido al aumento en la tensión 

superficial en la superficie libre. Asi fluidos cuya tensión 

superficial relativa a un mismo gas sea mayor, tenderán a atenuar 

las deformaciones y por consecuencia harán aumentar al Reynolds 

critico como se puede ver en la figura (S.4). 
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"~- -'-,.';._;"'-- • :,;'o..;:, 

_:_:. .(l!~ :1 ....• O!• .001 -.0!•.01 

Flgura{S.l). Log R.cvs e. , para; d = µ. = ~ .. -~.~"·¿-:{~ ~-Y~.:. P = ·CT
0 

= 

0.1. Pr. = lLL. = l, s .. = 10000 y . ,. ~ º·~-L~' ~e:'~~'._' sú;?_~r~iClal:l;· 
Modo entrecara:2. 

3 
LOG Rae 

-1 

-2 

-3'---'-~L.U.LW~"'--~.LllUJ...--JC--L..W.J.LJJLI--'-~LI.1.LW~.J......Ll.-'-U"1 

0.01 0.1 10 100 1000 

Pr. 

--···.O!• .001 - .O!• .01 - .O!• .1 

Flgura(S.21. Log R .. cvs Pr • para: d = µ = K = Cv = L = p = 0'
0 

= 

0.1, e. = llL., = 11 s. = 10000 y 7 = 0.1. 
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Flgura(S.3). 

0"
0 

= 0.1, Pr• = s. = 

Modo entrecara:2.. 
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Flgura(S.4). Lag RllCVS s. para: d = µ = K = cv = L = p = O"º = 

0.1, Pr a = l1La = B a = 1, y -r = 0.1. 



En la figura (5. 5) se muestra el efecto estabilizador del 

cociente de las viscos1dades correspondientes a cada capa. Cuando 

µ es menor que uno, ~a viscosidad del fluido superior es mayor que 

la asociada a la capa inferior y se tiene la curva más baja. Por 

el contrario se obtiene una curva más alta ó estabilizante si la 

viscosidad de la capa superior es menor a la del fluido inferior, 

µ=10. En estas situaciones el modo de la superficie libre 

desestabiliza primero al sistema. 

La diferencia en espesores de las dos capas tiene efectos 

apreciables en la estabilidad como puede observarse en la figura 

(5. 6). Cuando el espesor de la capa de arriba es mayor en diez 

veces al de la capa inferior el primer modo desestabiliza mas 

fácilmente al sistema. Cuando d=l el modo de la entrecara 

desestablliza primero para un número de onda menor a 

aproximadamente . 005: por el contrario superado éste, el modo 

superficial será el primer desestabilizador. 

En las figuras (5.7} y (5.8) se muestra cómo el modo 

superficial es más inestable. En ellas se observa también que el 

cr
0 

afecta muy poco sólo al modo de la entrecara y que el cociente 

de capacidades calorlflcas afectan ligeramente solo al modo 

superf iclal. 

El incremento de L estabiliza. Se ve que para L=lO el 

sistema es más estable que cuando L = . 1. Con L=. 1 y 1 el modo 

superficial es más inestable que el modo de la entrecara : por el 

contrario, si L = 10 el segundo modo es más inestable que el modo 

superficial, como se muestra en la figura (5.9). Nótese que a 

partir de un valor de ex relativamente grande el modo de la 

entrecara cambia a ser el más estable. 

De la figura (S.10) se deduce que el modo superficial es el 

más inestable ya que tiene valores de Reynolds critico menores en 

relación al modo de la entrecara cuando se varia la razón de 

densidades. Se observa que el cambio de éstas sólo afecta al modo 

superficial y que la condición p=O. 1 es más estable que p=10. 
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o.e 

0.4 

0.2 

•0.2'----'---'----'--'----'---'----'--.._ _ _,_ _ _,_, 
o 0.01 0.02 0.03 o.o4 o.o5 o.oe 0.01 o.oe o.o9 0.1 

ALFA 

Flgura(S.5). Log Racvs a para: d = 0"
0 
= K = Cv = L = p = 0.1, 

Pr • = B • = dL • = 1, S • = 10000 y ,. = 0.1. Modo superflclal:t. 

Modo entrecara: 2. 

-0.6 '---'---'--'----'---'---'--'----'---.L.--1.J 
o 0.01 0.02 o.oa o.o4 o.05 o.oe 0.01 o.oe o.o9 0.1 

ALFA 

Flgura(S.6). Log R.cvs a. para:µ= 0-
0 

= 1t = Cv = L = p = 0.1, 

Pr = e = bL = 1, s = 10000 y ,. = 0.1. . . . . 
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 o.os 0.09 0.1 
ALFA . 

Figura(S.7). Log R.cvs « para: d = µ= K. = Cv = L = p = 0.1, 

Pra = e .. = AL• = 1, s. = 10000 y 7 = 0.1. Modo superflclal:l. 

Modo entrecara:2. 

102 LrO_G_R~ª"'º----------------
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07 0.08 0.09 0.1 
ALFA 

Flgura(S.8). Log R .. cvs ex para: d = cr
0
= K = µ = L = p = 0.1, 

Pr. = e.= AL .. = l. s. = 10000 y 7 = 0.1. 
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ALFA 

Flgura(S.9). Log R.cvs « para: d = a
0

= K = Cv = µ = p = 0.1, 

Pr., = a.= AL
8 

= 1, s. = 10000 y 7 = 0.1. Modo superficial:l. 

Modo entrecara:2. 
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ALFA 

Figura(S.tOl. Log Racvs a. para: d = rr
0
= K = Cv = L = .µ··= 0.1, 

Pr. = e.= l1L• = 1, s.= toooo y., = 0.1. 
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Ni'J um­
B'BLIOTEr.A 

En la figura (5. 11) se muestra que el cociente de 

conductividades térmlcas no modifica slgnlflcatlvamente el papel 

que juegan los dos modos. 

En las figuras anteriores (5. 5)-(5. t 1) se graflc6 el 

logaritmo del número de Reynolds critico contra el número de onda 

de las perturbaciones para el caso 'J=0.1. En esta sltuac16n los 

esfuerzos debidos al contrafluJo de la capa de arriba superan a 

los generados por el gradiente de tensión superfl.clal. 

Para el caso de 7 .. Q. 5 Ge tlene en el flujo bé.slco que los 

esfuerzos sobre la entrecara debidos al contrafluJo de la capa 

superior cancelan a los esfuerzos del gradiente de tensión 

superficial, lo que provoca que el fluido lnferl.or se mantenga en 

reposo, ver flgura(2. 5). 

En la flgura(S.12) se observa que para el primer modo sólo 

exlste un número de Reynolds critico en el caso de '1=0. 1. Lo 

mismo sucede para el segundo modo como se ve en la figura(5. 13). 

Como se observará más adelante en las figuras (5.14)-(5. Z5) 

el modo superficial sólo tlene un número de Reynolds crltlco 

mientras que el segundo modo genera dos números de Reynolds 

crltlcos. La reglón comprendida entre éstas dos ralees es una 

zona inestable, (compárense con las figuras (5.2.7)-(5.2.B)). 

Para J'=O. S el creclmlento del número de Blot del fluido 

superior, como antes, reduce el nWnero de Reynolds crl tlco lo que 

significa que estabiliza el sistema. Esto se aprecia en la figura 

(5.14) en la que el modo superficial crece muy lentamente y el 

é.rea comprendida entre las dos ralees del segundo modo se reduce 

también lentamente. Obsérvese que al aumentar a. el área 

comprendida entre las dos ralees del número de Reynolds crl tico 

disminuye y por consecuencia establllza el sistema. 

En la figura (S.15) el número de Prandtl desestabiliza el 

primer modo y disminuye el área inestable del segundo haciéndolo 

más estable. 
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Flgura(S.11). Log Racvs «para: d = a
0

= µ = Cv = L = p = 0.1, 

Pr. = e.= .O.La = 11 s. = 10000 y '1 = 0.1. Modo suPerflclal:l. 

Modo entrecara:2. 
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Flgura(S.12). c
1 

vs R• (primer modo) para: µ = d = 0-
0 

= L = Cv = 

K = p = 0.1. Pr. = ª· = l1L. = 1.s. = 10000 y 7 = 0.1. 
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Flgura(S.13). c

1 
vs R• (segundo modo) para: µ = d = O' 

0 
= L = Cv = 

"'=' = p = 0.1, Pr. = a. = l1L.• = 1.s. = 10000 y 7 = o.1. 
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Flgura(5.14). Log R.cvs a. para: d = µ = K. = Cv = L = p = 0-

0 
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0.1, Pr. = ti.L. = 1, s. = 10000 y 7 = 0.5. Modo superfJcial:l. 

Modo entrecara:2,2•. 
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Flgura(S.15). Log R•cvs Pr• para: d = µ = K. = Cv = L = p =O"º= 

0.1, 8
0 

e llL• = 1, s. = 10000 y 7 = 0.5. 
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El número .6.L
4 

estabUiza al modo superficial como sucede en 

el problema de una sola capa (2.), Pero obsérvese que 

desestabiliza al segundo modo al aumentar su magnitud ya que hace 

crecer la sección de área inestable. Obsérvese la figura (5.16). 

El número de Weber de la capa superior juega un papel 

estabilizador en el modo de la entrecara al hacer reducir la 

sección del área inestable con su crecimiento. El primer modo no 

es afectado significativamente. Obsérvese también que el número 

de onda reduce el área inestable cuando aumenta. Lo anterior es 

observado en la figura (5.17). 

En las figuras (5.18)-(5. 24) se muestra la estabilización que 

resulta de incrementar el nómero de onda para los dos modos. Ello 

se debe (igual que para 7=0. 1), al efecto que tiene la tensión 

superficial sobre las longitudes de onda más cortas. 

La figura (S. 18) muestra cómo la reducción del espesor de la 

capa inferior con respecto al asignado para la capa superior, 

estabiliza. Lo mismo sucede para las viscosidades en la figura 

(S.19). Este resultado muestra como la capa inferior tiene un 

efecto lubricante al ser muy delgada. 

Cuando la diferencia de tiempos de relajación y retardo de la 

capa inferior M.b se reduce con respecto a la asociada con la capa 

superior, (L=. 1) desestabiliza el primer modo sin modificar 

significativamente el modo de la entrecara, como se puede ver en 

la figura (5. 20) para distintos valores de L. Para el segundo 

modo un efecto equivalente contiene la razón de densidades. Al 

reducir p el primer modo se estabiliza pero el segundo modo no 

cambia, como se muestra en la figura (5.21). 

El aumento de <r
0 

desestabiliza la entrecara sin modificar el 

modo superficial significatlvamente, figura (S.22). 

Las figuras anteriores muestran que el modo de la entrecara 

se ve afectado significativamente porµ, d, 0-
0

, 

83 



En las figuras (S. 23)-(5. 24) el cociente de capacidades 

calorificas s6lo afecta un poco al primer modo sin afectar al 

segundo, mientras que el cociente de conductividades térmicas no 

modifica ninguno de los modos. 
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Figura(S.16). Log Racvs ti.La para: d = µ. = K = Cv = L = p = cr
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0.1 1 Pr. =e. 1, s.= 10000 y 'l = 0.5. Modo superficlal:l. Modo 

entrecara:2,2•. 
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Figura(S.17). Log Racvs $
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Flgura(S.18). Log R
0

cvs et para: µ = fC = Cv = L = p = 0'
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= 0.1, 

Pr a = AL a = B a = 1, S • = 10000 y 'J = 0.5. Modo superflcial:l. 

Modo entrecara:z,z•. 
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Flgura(S.19). Log R.cvs ex para: d = .e = Cv = L = p = cr
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0.1, Pra =AL•= B., = 1, s. = 10000 y 7 = 0,5 • 
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Flgura(S.20), Log Racvs a. para: µ = d = Cv = K = p = f1'
0 

= 0.1, 

Pr. = AL• = ª• = 1, s. = 10000 y 't = 0.5. Modo. superficial: l. 

Modo entrecara:2,2•. 
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Flgura(S.21). Log Racvs a. para: µ = K = Cv = L = d = cr
0 

= 0.1, 

Pr a = ALª = Ba = 1, S. = 10000 y "t = 0.5. 
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Flgura(S.22). Log Racvs et para: µ = " = Cv = L = p = d = 0.1, 

Pr. = .O.La = e. = 1, s. = 10000 y 7 = 0.5. Modo superflclal:I. 

Modo entrecara:2,2•. 
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Flgura(S.23). Log Racvs et para: µ = K = d = L =,p = 0'
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= 0.1, 

Prª =.O.La =e.= 1, s. = 10000 y 7 = 0.5 . 
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Figura(S.24). Log R
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= 1, s. = 10000 y 7 = 0.5. Modo superflclal:l. 

Modo entrecara:2,2•. 
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En la figura (5. 25) se muestra el efecto desestabUlzador de 

AL•. Nótese que La reglón inestable está contenida dentro de las 

dos ramas de Reynolds crltlcos del modo de la entrecara. las 

cuales se juntan en un n\lmero de onda especlfico para formar una 

sola curva de estabilidad neutral. Se observa que existe un 

número de onda definido aqui como crltlco a.e a partir del cual las 

dos ramas del modo de la entrecara se unen. A la derecha de este 

punto la reglón del plano es completamente estable para todo 

número de Reynolds del fluido superior. Este a:c se puede 

calcular en función de otros parámetros del sistema. haciendo cero 

el radicando que define al número de Reynolds critico. Los 

resultados para s.=1000 y dos valores de b.L• se presentan en la 

figura (5. 26). Esta se puede comparar con la figura (S. 25) en el 

punto donde se tocan las dos ramas de números de Reynolds 

crltlcos. 

Como se observa en las figuras (S. 27)-(5. 28) para c
1

• el modo 

superficial solo tiene un número de Reynolds critico mientras que 

el segundo modo genera dos números de Reynolds crlticos. La 

reglón comprend1da entre éstas dos ralees es una zona 1nestable. 

En las figuras (S.29)-(5,30) se obtuvieron las gráficas de c
1 

contra 'J para valores f1jos del número de Reynolds del fluido 

superior y a.. Obsérvese que el pr1mer modo tiene una singularidad 

alrededor de T=O. 7 aproximádamente. véase la f1gura(5. 29). 

Por último en las figuras (5. 31)-(5.32) se ve que sólo existe 

número de Reynolds critico para el modo superficial pero el modo 

de la entrecara es siempre inestable para cualquier número de 

Reynolds de la capa de arriba. en el caso de -r=O. 9. 
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Ffgura(S.25). Log R.cvs a para: µ = d = IC = Cv = L = p = 0'
0 

= 

0.1, Pr. = e. = 1, s. = 1000 y 'l = 0.5. Modo superflclal:I. 

Modo entrecara:2,2•. 

0.001'-~~J._~~-'-~~-'-~~--'-~~-L~~--'~~~.L.:.J 

0.45 0.65 0.85 1.05 1.25 

GAMA 

FJgura(S.26). ªe vs 7 para: a: = .01, R. ::s ,1, µ =. d = 0"
0 

= L' = 

cv = 1e = p = 0.1, Pr. = e. =- 1, s. = 1000 y ,.. = o.s. 
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Flgura(S.27). c 1 vs Rª (primer modo) para: JJ = d.= 0-
0 

= Cv = " = 
p = 0.1, Pr a = B • = ó.L

6 
= 1.s. = 10000. « = 0.01, 7 = o.s. 
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10 100 

Figura(S.28). c 1 vs R• (segundo modo) para: µ. = d = v
0 

= Cv = K ~ 

P = 0.1, Pra ·= B• = ALª = 1, s. = 10000, a = 0.01 y 7 = 0.5. 
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Flgura(S.30), c 1 vs r (segundo modo) para: µ = d = 0"

0 
= Cv = K = 

p = 0.1, Pra = e. = llL• = 1, s.= 10000, a.= 0.01 y R• = 0,1. 
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Flgura(S.31). c 1 
p = 0.1, Pra =s.= ti.La= 1, s.= 

L • ,1 
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Flgura(S.32). c 1 vs R• (segundo modo) para: µ = d = O' 
0 

= Cv = " = 

p = 0.1, Pr = B = ll.L = 1, S = 10000, a. = 0.01 y 1 = O. 9. .. . . . 
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CAPITIJLO VI 

CONCLUSIONES 

El análisis lineal permite encontrar cuándo las 

perturbaciones crecen 6 decrecen, pero deja indeterminadas a las 

amplitudes. La apro><lmac16n para grandes longitudes de onda se 

realiza porque a longitudes de onda cortas las perturbaciones son 

atenuadas por los esfuerzos normales debidos a la tensión 

superflclal. Por lo tanto, es muy probable que las perturbaciones 

más inestables se encuentren para nlimeros de onda pequel\os; 

además, el anállsls a grandes longitudes de onda permite obtener 

una solución anal1tlca. Obsérvese que los esfuerzos normales se 

componen del producto de la magnitud de la tensión superficial y 

la curvatura de deformación en la superficie. Para longitudes de 

onda cortas las deformaciones de la superficie libre y la 

entrecara son proporcionales a la curvatura. que es muy grande por 

ser inversamente proporcional al radio asociado a éstas. Ello 

genera grandes esfuerzos normales que tienden a eliminarla. 

Con la finalidad de comparar con el sistema termocapila.r de 

una sola capa estudiado en [2) se adimensionalizaron las 

ecuaciones del sistema con respecto al fluido de la capa superior. 

Para c
0 

se encontraron dos ralees. La ralz con el signo 

positivo se le asocia a la perturbación de la superficie libre ya 

que en el limite de d O éste modo de osc1laci6n superficial 

coincide con el obtenido en [2] para el caso de Wla sola capa. La 

raiz con el signo negativo se debe a la deformación de la 

entrecara la que agrega un grado de libertad adicional al sistema 

en relación al de una sola capa y lleva a una singularidad cuando 

d O. Las dos ralees corresponden a dos modos de oscilación de la 

superficie libre y la entrecara con dos fases distintas. Los dos 

valores de c
0 

son nWaeros reales y corresponden a velocidades de 

fase diferentes en ciento ochenta grados . 

•• 



Se encontr6 que c
1 

es un número lmaglnarlo puro que define la 

establlldad del sistema. Cuando e, =lm(c
1 

)=O no hay creclmlento nl 

decremento de la perturbac16n. Los parámetros que satisfacen esta 

condlc16n son ralees de la ecuacl6n y se les llama valores 

crltlcos para cada modo. De estos valores crltlcos, es de interés 

el correspondiente al número de Reynolds. Se encontró que se 

puede detener la capa de fluido inferior cuando 7=0. S. Este hecho 

lmpHca que el modo de la entrecara es estable para todos los 

números de Reynolds del fluido superior excepto en una reglón del 

plano. Esta regi6n aparece como consecuenc la de la 

viscoelasticidad (.O.L.
8

) del fluido contenido en la capa superior y 

no se encuentra, nl en el caso vlscoeU.stlco de una sola capa (2), 

ni en el caso Newtoniano de dos capas [17]. 

También se encontraron importantes efectos térmicos que 

modifican la estabilldad del sistema como es el caso de la 

variación de '1· Este parámetro es suficiente para cambiar el 

perfil de velocidades y la distribución de temperaturas del flujo 

básico lo que ocasiona un camblo significativo en la estabilidad 

del sistema. El incremento de '1 genera tres tipos distintos de 

perflles en el flujo prlnclpal con dos, una y tres celdas de 

convección. 

Los efectos viscoelástlcos tienden a establlizar el sistema 

en la mayorla de los casos. La vlscoelasticidad también atenua 6 

aumenta el creclmlento de las perturbaciones en la entrecara 

debido a la respuesta de los esfuerzos normales cuando ésta se 

deforma. 

La tensión superfl.clal siempre estabiliza porque tiende a 

eliminar las deformaciones en la entrecara y la superficle libre. 

El estudio de la estabilidad en capas liquidas delgadas 

proporciona información respecto a las. condiciones en que se 

encuentra un sistema que se intenta crlstallzar. En algunos 

procesos es necesario enfriar una capa delgada que tiene una alta 

temperatura para llevarla al estado s6lldo. En este proceso los 
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gradientes de temperatura existentes pueden provocar un estado 

inestable. Aqui, se investigó la curva de estabilidad neutral en 

soluciones pollmérlcas viscoelástlcas y se encontró que, la 

diferencia de tiempos de relajación y retardo estabiliza las 

deformaciones de la superficie libre. Esto tambien se obtuvo para 

el problema de una sola capa (2). Sin embargo, sorprendentemente, 

se encontraron valores de 7 en los cuales la viscoelastlcidad 

desestabiliza la entrecara. Ya que 7 modifica el perfil de 

velocidades del flujo principal se puede inducir que los efectos 

vlscoelástlcos son muy sensibles a la forma del perfil. 

Anular el movimiento de la capa inferior cuando 7=0. 5 es un 

resultado nuevo que no se habla encontrado en otros sistemas 

flsicos y que es generado por caracterlstlcas térmicas de los 

fluidos que se seleccionan. Al principio se pensó que en este 

estado del sistema se podrlan estabilizar los dos modos cosa que 

no sucedió, pero se logró aumentar slgn1ficatlvamente el área en 

el plano de los parámetros para la cual es estable el modo de . la 

entrecara. 

En este valor de 7 se reduce muy slgnlficatlvamente la reglón 

inestable del sistema para las deformaciones en el segundo modo de 

oscl laclón. La mencionada reglón de inestabilidad es solo 

consecuencia de los efectos vlscoelástlcos y no aparece en el caso 

Newtonlano (17). 

En el sistema investigado en este trabajo quedan por 

aclararse otros problemas de interés que debido a la gran cantidad 

de parámetros y variedad de fenómenos no se pudieron incluir en 

esta tesis. Uno de ellos es el de observar el efecto que tengan 

las ralees del radicando de e 
0

• Ello puede llevar a la 

desaparición de uno de los dos modos de oscllac16n en la 

superficie libre y la entrecara, anular a los dos ó producir un 

cambio significativo en la estabilidad del sistema. También se 

pudieran encontrar otras reglones de estabilidad 6 inestabilidad 

producidas por los efectos viscoelástlcos de la capa inferior, 

etc. 
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