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RESUMEN

En este trabajo se anallzd la estabilidad hidrqdi.némica en un
sistema de dos capas superpuestas de liqulidos viscoelasticos que
no se mezclan y estan inmersos en un medio sin gravedad. Un
gradlente de temperaturas constante aplicado a lo largo de éstas
genera, por medio de un gradiente de tenslén superficlal en 1la
superfice libre y la entrecara de ellas, un estado de movimiento
estacionario llamado flujo bAsico o principal. La variaclén de
algunos pardmetros térmicos superficlales de cada capa 1liquida,
determinan tres perfiles de velocidades distintos en este sistema.
Uno de ellos, en que se detlene por completo el movimlento en la
capa loferlor, es un resultado que no se habia encontrado en
problemas termocapllares de capas delgadas.

En el anallsls de la estabilidad para perturbaciones con
longltudes de onda grandes en las dos capas, se encontraron dos
formas por medio de las cuales el sistema pasa al estado
inestable. En una de éstas las oscilaciones de la superficie
libre y la entrecara estan en fase y es llamada primer modo de
oscilacldén, en la otra existe una diferencia de fase de clento
ochenta grados y es llamada segundo modo de oscllaclién. En el
primer modo de oscllacién la razén de crecimiento de las
perturbaciones se le asocla a la superficle libre por coincidir en
magnitud a la encontrada en el problema de una sola capa cuando se
anula el grosor de la capa inferior. El segundo modo se le asocia
a la entrecara debldo a que ésta agrega un grado de llbertad
adlcional al sistema y es un factor fislico adiclonal con respecto
al slstema de una capa.

Se observa que la estabilidad del sistema es distinta para
cada uno de los tres perflles de velocidad del flujo basico, en
particular en el caso en que se anula el movimiento de la capa
Inferior. En este caso el segundo mode es menos susceptible de
desestabilizar el sistema. Ello se debe a la diferencia de
tlempos de relalacién y retardo del fluido contenido en la capa
superlor. Lo anterior no se observa en el estudio del mismo
problema pero con liquidos Newtonianos.



INTRODUCCION

El estudio de las inestabilidades termocapllares en capas
liquidas delgadas ocupa un lugar lmportante en muchos procesos
industriales que van desde puentes de cristalizacién de
semiconductores en 1la electrénica, hasta la fljJaclén de
recubrimientos sobre superficies de materiales. Cada dia aparecen
sustanclas mids complejas, entre ellas se encuentra una parte de
les fluldos no newtonlanos llamados viscoelédstlicos. Aqui
investigaremos aquellos que satisfacen la ecuacién de Oldroyd con
dos constantes.

En el presente trabajo se analizan los efectos
termocapllares, en ausencia de gravedad, que tiene la presenclia de
una entrecara de dos fluldos viscoelasticos superpuestos que no se
pueden mezclar, cuando uno de los fluldos tiene una superficle
1libre. Es de Iinterés estudiar la diferencia que existe con
respecto a la inestabllidad de una sola capa de fluldo y por otro
lado, es importante investigar si una de las capas pudlera
estabilizar el flujo en la otra.

El estudio de la establlidad en el problema de una sola capa
para este tlpo de geometria y de inestablllidades superficlales fué
realizado por Divalos-Orozco en el caso isotéralco {1], asi como
por Divalos-Orozco y Chavez, para el caso térmico (2].

A diferencia de los trabajos antes citados, en este caso se
encontré un modo mis que lleva a desestabilizar el sistema, dicho
modo se debe a las oscllaciones de la entrecara donde se tocan los
liquidos de las dos capas. Lo anterlor se debe a la presencla de
la entrecara que aporta un grado de libertad adicional en relacién
al problema de una capa. Lo mismo obtuvo Kao [3] y (4], al
encontrar un nuevo modo’ de lnestabllidad debido a la entrecara de
dos flutdos newtonlanos descendiendo por un plano inclinado bajo
la acclién de la gravedad.

En el primer capitulo se plantean las ecuaciones que
representan los principlos generales que deben satlsfacer los
fluldos, como conservaclén de masa, conservacién de momento lineal



y conservaclén de la energia.

En el segundo capitulo se encuentra una soluclén de las
ecuaciones de continuldad, conservacién de momento lineal y
conservaclén de energia en ausencla de gravedad. Esta solucién,
que no depende del tlempo, caracteriza un estado estaclonario del
slstema, llamado flujo basico 6 principal. En el se muestra un
contraflujo de 1liquido dentro de las capas generado por la
presencia de paredes verticales muy alejadas de la reglén de
estudlo, ello conduce a un perfil de velocldades parabdlico en
cada capa. Aqul se supcne que la razén de aspecto es pequefia, es
decir, que la razén entre el espesor de las dos capas y las
dimensiones horizontales del reclplente que las contlene, es mucho
menor a uno, Lo anterlor se considera asi para despreciar el
efecto que las paredes del recipiente realizan sobre el movimiento
de 1a superficie libre y la ;ntrecara de ambas capas.

Lo que mantiene el movimiento en el flujo bisico es 1la
presencia de un gradiente de temperatura horizontal que genera un
gradiente de tenslén superflcial constante en la superficie llbre
y la entrecara del sistema. Las condlclones de frontera aplicadas
consideran que en el fondo del recipiente que lo contlene no hay
deslizamiento del fluldo nil flujo de calor. La superficlie libre
estd en contacto con un gas enrareclds con el fin de que éste no
provoque esfuerzos mecinicos sobre ella.

En el tercer capitulo se obtlenen las ecuacliones lineales que
satisfacen las variables perturbadas. Se propone una soluclén en
modos normales y se obtiene un sistema de ecuaciones que
representa un problema de valores proplos para uno de los
pardnetros de la perturbacién.

En el cuarto capitulo se consideran las lnestabilidades
provocadas por perturbaciones que tlenen longitudes de onda
grandes, es decir, nimeros de onda pequefios, Esto lleva a
encontrar una soluclén analitica para el sistema de ecuaclones
planteado en el capitulo anterior, haclendo un desarrollo en
potencias del numero de onda para las amplitudes de las
perturbaclones.

En el quinto capitulo se presentan los resultados mediante



graficas que contienen la varliaclén relativa entre las constantes

del sistema que describen las condiciones para desestabilizar el

flujo principal. También se explican las graflicas anterlores.
Flnalmente se dan las conclusiones en el sexto capitulo.



CAPITULO I.

GENERALIDADES DE HIDRODINAMICA Y TEORIA DE ESTABILIDAD LINEAL
1.1 EL MODELO DEL. MEDIO CONTINUO.

Se entiende por un fluldo todo aquel material que se deforma
continuamente ante 1a aplicacién de esfuezos superficiales
permanentes [S]. Entre ellos se encuentran algunos estados de la
materia como son liquldos y gases, entre otros.

Generalmente hay dos formas de describir un fluldo, la
primera es tomar en cuenta la composicién molecular de éste,
caracterizando las variables macroscépicas que lo describen en
funcién de las fuerzas de interacclén molecular, los didmetros
lo_l.eculares, y otros. Las teorias estadisticas describen en muy
buena aproximaclén la fisica de gases enrarecidos pero quedan
incompletas para liquldos, debido a la gran dificultad de conocer
la forma de las interacclones moleculares. La pegunda forma de
descripclén consiste en lgnorar la composlclén molecular del
fluido y caracterizar las varliables del sistema como variables
intensivas que satisfacen principios fisicos generales como son la
conservacién de energia, masa y momente lineal. Debldo -a los
mayores alcances analiticos del modelo continuo con respecto a
modelos estadisticos, se utlliza en €ste trabajo las hipétesis y
métodos del primero para el estudlo del problema que nos ocupa.

Para sustentar la aproximacién del método continuo podemos
imaginar al fluldo p to por vold infinitesimales, lo que
significa desde el punto de vista fisico que éstos contlenen una

gran cantidad de moléculas, ademds de ser muy grandes en
comparacién a la separacién media entre ellas y lo suficlentemente
pequefios respecto al volumen total del fluldo (6]. A cada uno de
estos volumenes infinitesimales se le llama punto materlal, punto
6 particula de fluldo indistintamente, ya que éstos se observan y
se miden macroscéplcamente en el experimento.

En éstos términos, las variables fislcas que caracterizan al



fluido se dan como funciones de las coordenadas y del tiempo en
relacién a un sistema de referencia arbitrario, cuyo tunico
requislto para su selecclén es que simplifique lo mejor posible
las ecuaciones que representan a los principlos generales.

1.2-ECUACIONES QUE GOBIERNAN UN FLUIDO

Todos los fluldos satisfacen tres principlos fislcos
generales, En cualquier volumen que se esté observando, la masa y
la energia se conservardn asi como el momento lineal debe
satisfacer la segunda ley de Newton; es decir, su rapidez de
camblo en el tiempo debe de ser igual a la resultante de fuerzas
que actian sobre la materia contenlida en este volumen (7].

a)-Conservaclén de masa. La varlaclén en el tiempo de 1la
masa contenida en un elemento de volumen es igual a la cantldad
que fluye a través de la superficle que lo limita, ésto sl no hay
transformacién de material dentro de él; como por ejemplo, cuando
se observan liquidos & gases que contlenen diluldas a especles
reactivas. Ello se denota como sigue:

a .
RJ'pdv= -Ipu|c\sl . (1.1)
Al aplicar el teorema de Gauss, sgrupar y como el integrando

debe anularse por ser villda la ecuaclién para cualquier elemento
de volumen, se obtlene:

a0, M ap
ac 4%;‘0 u“a—x-‘- 0. (1.2)

Esta es la llamada ecuacién de continuidad. Donde p es la
densidad del sistema y u las componentes de la velocidad en él.

b)-Conservacién de momento. La variaclén en el tiempo del
momento de cualquler elemento de volumen debe de ser igual a las
fuerzas de cuerpo f ' més las fuerzas de superficle o, que actudan
sobre é&l, ademis de la cantidad de momento que fluye a través de
su frontera debldo a pérdidas por conveccién de materia; ésto se
denota por: . ‘

a
7T I pu dv = J' £lav + J. o dS, - Jl pu‘ujdsj . {1.3)



Al aplicar el teorema de Gauss, reagrupar en un soloc miembro

y al usar la ecuaclén de contlnuidad, se tiene:

Bul aul a«u
pﬁq-pu]-5§1=r‘+ a_x]' (1.4)

ya que el lntegrando debe anularse para cualquier volumen.

Estas son las llamadas ecuaclones de movimiento o de
conservacién de momento.

c)-Conservacién de la energia. La rapldez con que cambia la
energia en cualquler elemento de volumen es igual a la raplidez con
que se hace trabajo sobre é1 debldo tanto a las fuerzas de cuerpo

fl como las de superficle o mias la rapldez con que el calor

1y °
cruza su frontera (ley de Fourler), y la rapidez con la cual 1la
energia de conveccién debida a movimientos de masa que pasa a

través de la superficie que lo rodea; ello se denota por:

gf I pe dv = I ultr”dSJ + J- pu‘f‘dv + J- K g% ds, - I pcujdsj »
! (1.5)
donde € es la energia por unidad de masa, k la conductlvidad
térmica y T la temperatura del medio,
Al usar el teorema de Gauss, reagrupar términos en un solo
miembro y al tomar en cuenta la ecuacién de continuldad se tiene:

8(ue )}
e de _ 11) 8T
P TPy ax|" 3 teu f itk % 9% » (1.6)

ya que el integrando debe anularse.

Al multiplicar las ecuaciones de movimiento (1.4) por u y
sustituirlas en la ecuacién anterlor, ademis de tomar en cuenta
que la energia por unidad de masa se puede expresar como el
resultado de una contribucién térmica y una cinétlca:

e=tuu + c T (1.7)

2 1 v ’ N
se obtlene:
8u 2
aT ar 1 a’T

PoLTET TP W T Ty E R e (9
que es la llamada ecuacidn de conservaclén de la energia. Donde
Cv es el calor especifico a volumen constante.



A las tres ecuaclones que representan los principlos
generales (1.2), (1.4), (1.8) se les llama ecuaciones de la
hidredinadmica y contienen paradmetros que se suponen son
constantes: p, x, Cv .

1.3-CONDICIONES DE FRONTERA

En la naturaleza encontramos y observamos el comportamlento
de los fluidos en contacto con otros cuerpos, estas reglones de
contacto pueden ser desde un punto hasta una superficle, en
nuestro caso las fronteras de nuestro sistema serdn superficies,
En este sentido, las condiclones de frontera son de dos tipos:
mecanlcas y termodinamicas. Las primeras consideran la forma en
que la aplicacién de esfuerzos modifica las velocidades del
fluldo. La segunda toma en cuenta 1la continuidad de 1la
temperatura y del flujo de calor [6], en las fronteras, al suponer
que no hay fuentes ni sumideros de calor dentro del sistema.

1. 4-ANALISIS LINEAL DE LA ESTABILIDAD

Para hacer el andlisis lineal de estabilidad de un sistema,
se supone que éste debe encontrarse en un estado estaclionario, es
decir, que las varlables fisicas que describen al sistema no
dependen explicitamente del tiempo, ademds de satlsfacer las
ecuacicnes que representan los princliplos generales y las
condiciones de frontera a que esti sujeto.

S1 las variables que caracterizan al sistema se denotan por
3| , entonces una perturbacién en el sistema se denotari de la
manera sigulente: 6‘ = 3] + ’s" , en donde las letras primadas
denotan varlacicnes infinitesimales en relacién al estado
estacionario. Las varliables 8 deben satisfacer tamblén las
ecuaclones de la hidrodinamica Junto con sus condiclones de
frontera. Esto nos lleva a un con)Junto de ecuaclones que
contienen s6lo a los paréametros fislcos & constantes
representativas del sistema, como son sus dimenslones geométrlcas,
sus caracteristicas térmicas (capacidades calorificas,



mecinicas. [8]. g
Al perturbar 'y lilnealliz r

toman la forma:

au

K
% a0
B, :

au’ aur
P ( at . 3 axk 8 :
s e (10 10)
. a1’ ar oT 2
pC e tU z—+u’ =— )} =x V0T . (1.11)
v (Bt 13 axk k Exk

Aqui las letras primadas representan las variables perturbadas y
las  letras con barra, las varlables que' describen el. estado
estacionario. Se han despreciado los términos con productos de
varlables perturbadas por considerar que son muy pequefios

respecto a estas Ultimas:

7] « fx,| . (1.12)

1.5 - ANALISIS EN MODOS NORMALES,

Una manera de resolver analiticamente el sistema de
ecuaciones obtenido es proponer perturbaciones infinitesimales en
forma de ondas planas; es decir, xl'=Al(y)exp[1a(x - ct)] donde
las amplitudes Al(y) s6lo dependen de una de las coordenadas. Al
sustitulr estas funclones en las ecuaclones hildrodinimicas y en
las condiclones de frontera se genera un nueve sistema de
ecuaciones ordinarias que representardn un problema de valores
proplios para ¢, [4]. Este valor proplo depender4 de los distintos
parametros del sistema ademas del nimero de onda asociado a las
perturbaclones («x). En general es un nimero complejo cuya parte
‘real es la velocldad de fase y la parte lmaginaria la razén de
crecimiento de la perturbacién. La parte imaglnaria de c¢ hara



crecer en el tlempo la onda plana cuando es positiva y al
contrario, ésta decreceréd cuando sea negativa. Cuando es igual a
cero define una superficle en el espacio de los parimetros del
sistema al cual divide en dos reglones donde el sistema es estable
6 inestable. A la superficie generada en el espaclo de los
paraémetros cuando la parte lmaginaria se anula se llama superficle
de establlidad neutral y su determinaclén es el objetivo principal
que se busca en el andllsls de la establlidad de un sistema.

1. 6-LIMITES DEL ANALISIS LINEAL.

Las ecuaciones de la hldrodinimica contienen términos
diferenciales no lineales que incluyen productos de derivadas de
las varlables que caracterizan al fluido, los cuales se pueden
despreciar cuando son suficlentemente p o se tren

soluciones que los anulen; ésto serd poslble\ en los problemas
termocapllares como el que se va a estudiar, En las ecuaclones
perturbadas también se encuentran términos no lineales que
contienen productos de perturbaciones de las variables y habran de
despreciarse por 1la misma razén, pero en este caso las
perturbaciones dependen del tiempo por lo que en algin instante de
tiempo estos términos serdn lo suficlentemente significativos para
tomarlos en cuenta, Cuando se estudla la superficie de
estabilidad neutral del anidlisis lineal no existe dependencia.en
el tiempo de las perturbaclones, por lo que éstas seran pequefias
en cuanto sus amplitudes lo sean. Asi se deben buscar soluclones
que cumplan lo anterior (8].

1. 7-ECUACIONES CONSTITUTIVAS Y VISCOELASTICIDAD

Se llaman ecuaclones constitutivas aquellas que relaclénan
los esfuerzos en un fluldo con la rapidez con la que éste se
deforma, La rapidez de corte nos da una forma de medir la
magnitud de la deformacién de puntos muy cercanos que se
encuentran dentro de un mismo elemento de volumen infinitesimal,
durante un periodo de tiempo finito y con respecto a 1la distancla
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relativa que tenian antes del movimiento. La rapidez de corte no
mide la rotaclén de estos puntos en relacién a algin efe, ésto lo
mide la rapidez de rotacién, asi:

du 8u 8u 8u
1 \ () -l t o)
o .Kl) n”’(ﬁx Bx'). (1.13)

Donde 'U es la rapldezr de corte y ﬂ” es la rapidez de
rotacién [7].

Debido a que en un fluldo estético la preslén sobre uns
superficle cualqulera actia en su direcclén normal y es
equivalente a la presién  termodindmica, los esfuerzos
superficiales deben tener la forma c”--psu , ya que no tienen
una direccién preferencial de accién. Entonces, los esfuerzos
serdn representados por un tensor isotréplce. Esto también ocurre
cuando el fluldo estd en movimiento ya que los esfuerzos no
dependen del sistema de referencia elegido., lo que lleva a
proponer un término adiclonal debldo sélo al movimiento, a estos
esfuerzos se les denotari por 'ru. Se tendrd entonces que el
tensor de esfuerzos deberid estar representado por: a-u--paun-u.
El que los esfuerzos sean representados por dos subindices se debe
a que para representar una fuerza que actia sobre una superficle,
en forma vectorial, se necesltan dos vectores tangentes a ella y
uno en la direccién normal, en los cuales poder proyectarlos. Asi
se diré que el esfuerzo ’lJ actia sobre la superficle cuya normal
es el plano caracterizado por x.-cte. y con direcclén xl. Como
1lustracién véase la fig.{1.1).

Existe una gran cantidad de modelos teéricos que en mayor &
menor grado describen las caracteristicas reolégicas observadas
experimentalmente; por éstas se entienden el conjunto de
relaclones entre los esfuerzos aplicados a un flulde y su

deformacién. EJemplos de ellos son los modelos newtonianos,
. t”-Znne“ , donde la viscosidad n, €s una constante. Para
algunos fluldos no newtonianos, n, puede tamblén depender de eu .

Obsérvese que la respuesta del fluldo en la ecuacldn anterior es
instantinea en el tlempo; ésto no sucede para los fluldos

12



viscoelasticos en los cuales dicha ecuacién dependerd de los
valores que tuvo en instantes anteriores de tiempo, esto es como
=i el fluido tuviera memoria de lo que le ha sucedido en el pasado
(9]. Para ilustrar esto obsérvese la flg.(1.2) en 1la que se
grafican las deformaciones y viscosidades en relacién a los
esfuerzos aplicados.

Un modelo teérico que describe muchas de las propledades de
éstos fluldos, es el llsmado modelo de Oldroyd de dos constantes:

(l*l‘;:-)tu-m(lOXz:-:-)eu. 1.14)

Donde A‘ es el tiempo de relajacién, AI es el tlempo dc
retardo, w es la viscosidad y el operador diferencial aplicado es
1a derivada codeformacional definida como:

1] 14 1) 8u 8u
c _i} 8T gt ’ _ w3 _ e 1
AR Tt u~——-. < —. A (1.13)

Dicha derivada se obtiene al elegir un.suteu de referencia
colocado en el fluldo y que se deforma con é1 (9], tomando en
cuenta su métrica, de tal manera que las coordenadas en dicho
sistema no dependan dai tiempo. La expresién anterior es el
resultado de transformar la variaclén de un tensor contravarlante
en el tiempo, desde el sistema de referencia en el fluido, hasta
un sistema de referencla fijo en relacién al movimiento del

fluido.  Para tener una idea de cémo trabaja- la derivada -
codeformacional con respecto a otras derivadas obsérvese la
fig. (1.3). :

Los fluidos viscoelésticos no respond instant4 te a

esfuerzos aplicados, ademés de tener otros efectos interesantes:

Al salir de un ducto cualquiera se expanden. Asi como
también el llamado efecto Welssenberg que se ve al hacer rotar un
cilindro sélido semisumergido en uno de estos fluldos, lo que
origina una superficie convexa alrededor del eje de rotacién y no
uns céncava comc sucede en los liquidos Newtonlanos.

Si se colocan dos discos paralelos en rotaclén que tengan
conectados en sus centros dos tubos huecos se observa salir por
éstos un flujo al contrario de los fluldos viscosos. Esto muestra
una reaccién del fluldo viscoeldstico a las fuerzas centrifugas



que se le aplican.

Cuando a un tubo lleno de fluldo viscoeldstico se le aplica
un gradlente de presién durante un tiempo finito y se le cancela,
entonces el perfil de velocidades logrado se modiflca rapldamente
tendiendo a eliminarse.

Al extraer liquido de un reciplente que contiene este tipo de
fluldos por medlo de una Jeringa y retirarla al mismo tiempo que
se succiona, se observaréd elevarse una columna de liquido haclia
la aguj)a de ésta, continuando el proceso de extracclén
naturalmente.

Estos experimentos muestran la susceptibilidad a los
esfuerzos normales para este tipo de flu.idus, algunos de los
efectos anteriores se pueden explicar tomande en cuenta que la
composiclén de esos liquidos consiste en cadenas de polimeros que
pueden enrollarse sobre si mismas al dejarlas libres de esfuerzos
en la superficie y desenrollarse al aplicarles esfuerzos de corte.
Los tiempos de relajamiento Y retardo caracterizan
respectivamente, las respuestas mecinlcas ante esfuerzos externos,
y un relajamlento de la rapldez de corte. Obsérvese que si 7‘:‘ 1
Yy )‘z‘ 1, se tliene un fluldo newtoniano ‘r”-Zne‘ gl 7n=cte
(eq.1.14).
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Flgura Ll Los  csfucrzos aplicades sobre una superficle se
pueden proyectar en dos componentes tangenciales a esta y una
normal. El primer subindice corresponde a la direccién de la
normal asociada al clcmcnlo de supcrﬂcle sobre la que actia el
esfuerzo. i la direcciéon en que esta

El
dirigido este altimo.
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Figura(l.2). Respuesta de algunos tipos de fluidos ante esfuerzos -
aplicados en comparacién con la de fluidos viscoelasticos.
También la relajacién de esfuerzos en el tiempo después de haber
aplicado una deformacion.
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Figura(l.3). Comparacién del efecto de diferentes tipos de
derivadas al ser aplicadas a un tensor de segundo rango.



CAPITULO 11
EL SISTEMA DE DOS CAPAS Y LA SOLUCION DEL FLUJO PRINCIPAL
2. 1-PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

El sistema a estudlar consiste en dos capas delgadas de
fluldos viscoelasticos que no se mezclan, colocadas una sobre
otra, en el fondo de un reciplente rigido, plano y aislante
térmico, en ausencla de fuerzas gravitatorias. Se supone que cada
capa de fluldo tlene diferentes densidades, viscosldades,
conductividades térmlcas, capacldades calorificas y grosor;
ademas, su entrecara y superflicle libre pueden deformarse. La
superficte libre se supone que estid en contacto con un gas
enrarecido, con el objeto de ignorar los esfuerzos mecdnicos que
éste pudlera aplicarle, Se supondrd que el gas estd a una
temperatura constante Ts y puede Intercambiar calor con el
sistema.

Las dos capas estan sometldas a la presencla de un gradiente
de temperatura constante a lo largo de ellas, el que genera un
gradiente de tensién superficial, tanto en la entrecara de las
capag como en la superficle 1libre. Lo anterior hari moverse al
fluido mantenléndolo en un estado estacionario al cual se llama
flujo basico 6 flujo princlpal.

Los efectos termocapilares que influyen en la estabilidad de
capas liquidas delgadas fueron estudiadas primeramente por Pearson
{101, quien muestra la mayor Importancia de estos efectos en
comparacién con los de origen gravitaclonal. Para el problema que
se estudla aqui se considera que la tensién superficial o varfa
linealmente con la temperatura [11]. Se expresara la tensién
superficlal y el gradiente horizontal de temperatura por:

emo -7 (T-T) fa-b 7=-2. (.1)

Donde LA 4 To son conocidas en algin punto de referencia
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sobre la superflcle del 1liquldo asi como b y 7y son constantes
[11).

En vista de que el analisis tridimensional es por mucho
complejo y laborloso, se investigard el sistema como sl fuera
bidimensional siguiendo a la literatura especializada en el tema.

Conslderése un sistema de referencla colocado en la entrecara
de las capas cuyo eJe X se dirige a lo largo del gradlente de
temperatura y el eje Y es perpendicular a la frontera plana que
contiene las dos capas; obsérvese la fig.(2.1). A las varilables y
parimetros que caracterizan cada capa se les deslgnard por
subindices con las letras a ¥y b, segin se trate del fluldo de la
capa superlor 6 inferlor, respectivamente.

Para simplliflcar wis el anilisis y el manejo de 1las
ecuaclones de la hidrodindmica, se llevard el problema a un
sistema de ecuaclones fislcamente equlivalente y adimensional,
escalando las varlables de las dos capas con los pardmetros de la
capa superlor, de la manera siguiente:

x'=d x t'="—'-t ‘= b (2.2)
a ' b 7, ‘ p=br, P ‘
T'= bd_ T u'=bd'1'u €t " =br T z.2
a ' 1 [N [N 1) a 13 *
Donde las varlables primadas tienen dimenslones. X son

distanclas, t son tiempos, p las presiones, T las temperaturas, u,
las velocldades y -r” los esfuerzos dinamicos.

Como resultado de la adimensionalizacién se tiene el sistema
equivalente de ecuaciones hldrodinimicas llineales:

Ecuaciones de movimiento:

8u au 8p ar
at at a 13
B (st vu, )= v (2.4)
x 1 3
8u ap_ ot
b1 b1 _® 1)
P R. ( at * Yea ax. ) = axl + axl N (2.5)



Donde los parémetros p y R. son el coclente de densidades de los

fluidos de la capa inferlor y superior y el numerc de Reynolds del

fluido superior respectlvamente, [ver ecuaciones (2.11)-(2.13)].
Como se consideran las densidades constantes, se obtienen de

las ecuaclones de continuldad, las condiciones de
incompresibilidad:

au au

=2 e oo, (2.6)

Bx.l axbl

Ecuaclones de la energia:

sT :
Mo (55 * v, = ),Vzr , (2.7)7

T, ot : o
5—(73?'*“»37;)=vzrb' . (»2'8)‘.

Ecuaciones constitutivas:

D D i .
Crtape) Wy =20 ) oy (2.9
(1 + L &) o =2 (1 + L P ) &b (Z’ 10)

b1 Dt 1) " b2 DL 1y -

Donde se han deflnido y definirin los - nimeros adimensiocnales

sigulientes:
2
p by d » C pdo
=2, Pr =i, 5 =Rt o2 (5
" a Y a
by b
a a
R TR b2 *
L] a
(2.12)
c P M § d k
CV=CL”,pg_ﬁ,ugrb,g=€._°,d=a.‘!,g=_". 2.13)
va a a a a a



o, =22, 8 =22, (2.14)

Los numeros R. y M. son los numeros de Reynolds y Marangonl
del fluldo de la capa superlor, respectivamente. En cdlculos
posteriores se har4d uso del numero de Prandtl del liquido
contenide en la capa superlur Pr. que sustitulrd al numero de
Marangoni, Los nimeros de Reynolds y Marangonl estin relacionados
por M. = RAPr. .

S. es el nimero de Weber de la capa superior. Los numeros
L-l' L.z' Loge
retardo. Se sustituiridn adelante dos de estos iltimos por las
diferencias de los tlempos de relajacién y retardo ALn . ALb .
Este uUltimo a su vez serd sustituldo por L que contendrd los
efectos viscoelasticos. El ndamero L tamblén se obtendra de las
condlclones de frontera asi como el numero de Bilot Ba de la capa

y Lb2 contlenen los tiempos de relajacién y

superior. La constante h. es la conductividad térmica superficial
entre la capa de fluido superlor y el gas.

Los coeficlentes Ky P C". bt Pyt th , Se han
considerado constantes y por ello todos 1los coeficlentes
adimensionales serdn constantes. Esto es debldo a que en los

fenémenos que se estudlarin se supondrd que no hay incrementos en

K

la temperatura suficlientemente grande para que los coeficlentes
varien. La fig.(2.2) muestra como queda la geometria del sistema
con parametros adimensionales. El total de éstos parédmetros
independientes es de trece «como resultado del anilisis

dimensional.

2,2-EL FLUJO PRINCIPAL.

Para el flujo estaclionarlo las variables que lo caracterizan
no dependen del tlempo. Ademas se supondra que la
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componente de la velocidad en la direcclén X solo depende de "y",
al ser la Unleca componente que ha sido generada por el gradiente

de tenslén

superficlal.

hidrodinamica (2.4)-(2.8),

ap, a;:‘ ac
0=~ & * &
= —b
0= - ?_pb . 81'“ ar
% BX
8“-: aubx 0
ax T 8k = *
8T
- a

= b
bx 8%

M
2.
3

Entonces
toman la forma:

Las ecuaclones constitutivas:

ax '

22

las

ecuaciones de

(2.15)
(2:16)°
(a n

(2.19)

C(2.20)

-(2.21)

(2.22)

la



: aT
~b - xX =b bx
o vl (9, 3 2% )
au
-b bx
=-2ul, (2, %) (2.23)
b _
8t u
=b - Xy =b bx -
'xy""m(n ax yyay) -
—b
N -b o xy
-?“Vexy‘. anhZ (ubx_ﬂT) ' ,(2’.247)
L at®
+L ) =0 (2.25)

tyy bl (ub)( ax *

Las ecuaclones anteriores tlenen una solucién que.satisface

lo sigulente:

R 2 N ¢S NI R C2R

-b

- = - - sa
P, = p_(x). p, = pb(x).-:yy =0, Ty S 0. (2.26)
Por lo que se tendra:

a;';_ a?:
0=~ +-8—y’. (2.27)

8, 6T, .
0=- " By’ s e (2028).

aT ’
= a
VT, =M o4 gt (2.29)
M 8T, -
= a bed b

T, = + U (2.30)



De las ecuaciones constitutivas:
ca ) ca anx
Txx‘Lnl (-thy ay =

_l‘ aulx . q
=-2L, (2, 5 ). (2,31)

R _ &a
oL (- oy .

xy o al Ty B
—a ! - 8E:y S .
=2 ew#ZL.z (u“w—) ) i (2.32)
E;y =0, (2.33)
81
- =b Pox
Tt Ly (-2 Ty By =
: au, . :
=-2puL, (2 e:y B—;" , (2.30):
; au
=b . =b bx _
Toy * Ly ( Ty Oy ) :
- =
-b - xy :
=2 p e, +2n Lh2 (uhx - ) (2.35)
;‘;y =0. . (2.36)

Las condiciones de frontera que debe cumplir el sistema se
expresan como sigue: .

Los esfuerzos en la superficie libre y en la entrecara de los
dos liquidos son sélo tangenciales para el flujo principal. Estos
esfuerzos son debidos a gradlentes de tenslén superficlal

2¢



producidos a su vez por gradientes de temperatura horizontales
apllicados. Los esfuerzos adimensionales para una pequefia
deformaclén superficlal toman la forma:

aT
s -t = = a
TR ( S, R, -1, ) k(n ) n -t ( tuﬁ;) :
para la superficle libreen y =1+ 'nn(x.t) . (2.37)
b_ a -1 SO EREL L
('ru' °'u)“1 = (oS, R -7T }kin)n - Y (% B, )
para la entrecara en y= nb(x.t) . . (2.38)
Donde se han usado los nimeros adimensiocnales:
) 7
-1 ao _ ‘an
S.R‘ “byd ° LA N 7= - {2.39)
aa a

También a partir de la geometria diferenclal el vector normal
y el vector tangenclal en las superflcies deformadas:

A=(-8n ,1)N, T=(1,083 )N, (2. 40

M= (1 (a,m3E . (2.41)

La curvatura superflcial es:
8:11
k(n) = N . ) (2.42)

Las velocldades en la entrecara deben de ser continuas:

u_x(nh) =u, (), u”(nb) = uby(nb) . (2.43)

Por no haber deslizamiento, las velocidades en la frontera
con la pared rigida son nulas:

u“(— d) =0, uhy(— d)=0. (2.44)

£n la superficle 1libre y en la entrecara las velocldades
deben satisfacer la condicién cinematica, la cual caracteriza el

hecho de que una particula de fluldo que esté sobre la superflcie,
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se mantendrd en ella aunque ésta modifique su forma. :Es: decir:

an, an, ‘ B
7T +ou, ol uay N en y=1+ 'n_(x.t) (2.45)] g
an, 8 ’

I Y Yedm © uhy , en y= nb(x.t) . (2.46)-

Que son 1las llamadas condicliones cinemAticas pira la
superficie llbre y la entrecara respectivamente.

Las condiclones térmicas exligen continuidad para las
temperaturas y los flujos de calor dentro y en la superficie de
las fronteras del sistema. Esto debe cumplirse en la superficie
libre donde estan en contacto el gas enrarecido y la capa de
liquido superlor, lo que lleva a:

aT

-n, Ex—: = BH(T_ ~T ) +Q eny=1+ n (%) . (2.47)

Donde Q es una constante por determinar, que depende de 1la
solucidén que se encuentre para las temperaturas.

Las condiclones para la interface se dan por:

ar art
a

T, =T, W = "3_y-' en y =0 xt) . (2.48)

La pared del fondo se consideré aislante térmica, por eso:
3y
La presencla de las paredes vertlcales muy alejadas de la

=0, en y= -d. {2.49)

reglén que se Investiga, genera un contraflujo dentro de. las
capas. Este contraflujo se puede calcular suponiendo que el gasto
total a través de una linea perpendicular a las superficlies, es
cero. Esto es, que la integral del perfil de velocidades en las
dos capas debe anularse.

0 1
L( u )dy =0, L( u,)ev=0. (2.50)
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Las condiclones de frontera mecdnicas son:
tangenciales son debidos

Los esfuerzos

tensién superficlal.

balance de fuerzas:

P =1, T O - (0 =7.
® x xy

a gradientes: de:

Por ello se obtiene de (2.37)-y (2.38)-el

(2.51) - 7

Las velocidades deben ser continuas en la entrecara: ..

U.(D) = Ub(O) .

(2.52) 7

slendo Ua ¥y Us las velocldades del flujo principal, g
El liquido que estid en contacto con la pared del fondo no: se

desliza:
Ub(- d})=0.

Las condiclones de continuldad térmicas:

81'.

-B_y =Q'
aT

b

w "0

T =T_,

a o
Tk
ay gy '

Para el flujo principal las ecuaciones

—a dUn
Ty = dy

=b
xx

en

en

y=1,

_ du 2
< (y)=2A1.(aT‘).

dUb 2
LW maLa (7).,

(2.83)

L (2.54) i
(2.55)
(2.56)

(2.57)

constitutivas seran:

(2.58)

(2.59)

(2.60)



au

(y) M dyb . (2.61)

Al considerar que los gradlentes de presién son constantes,
lag derivadas de los esfuerzos seran constantes. Integrando
(2.27) y (2.28) al tomar en cuenta las ecuaciones constitutivas,
(2.58)- (2.61) y la condicién de gasto nulo en cada capa, el

perfil de velocidades queda dado por:

Uaty) = 227 42 — U (0) v + wato) (2.62)

Uoly) = y + Un’ (0) y + Ubl0) . (2.63)

De las ecuaclones (2.29)-(2,30), (2.54)-(2.57) y al- tomar en
cuenta que: :

8T,  oT, ,
= % = - 1., (2.64)
se obtendra el perfil de temperaturas:

u P
"f.(x.y) x4 a [ [ 6p *i’é1 + 1)d- ] (1_ yl

2{4p +73d)

2#;31:1“_)”*(21-1)d(1;y)] .

(2.65)

td (y - 1)d "
Tb(x.y)=-x+—-(m)[-———— =g L 3
1 (2r -1t 2027 - 1)y?, dl2r - 1)y?
£ (g M 3 * z ,
{(2.66)
Con Q=0. (2.67)
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Donde se han definido los coeflcientes:

Ua*= %ﬂﬂ_ \ (2 68)
' (0) = 2 Srd) (@69
Ua(0) = [z—f-f“’:—:—;—;y] ¢ mm@ . A 7 (210)
e 21 o em
W (0) = 222 0) (2.72)

En la fig.(2.3) se muestra un perfil de velocidades en el
caso del flujo principal. La grafica estA hecha para un coclente
de esp es corr diente a d= 0.1 y para 7=0.9 . la fig.(2.4)
muestra el perfil de temperaturas que se genera como resultado del
perfll de velocidades de la grafica anterior. Aqui el perfil de
temperaturas est& comparado con el punto superficial en x=0.
Este caso es para y = 0.9.

Se encontré que para un valor de ¥ = 0.5, la capa inferior
de)a de moverse a consecuencia de que los esfuerzos sobre ésta
generados por el contrafiujo del fluldo superior en la entrecara,
cancelan a los esfuerzos generados por gradlente de tensién
superficial en esa zona. En la fig.(2.5) se observan los campos
de velocidades para y = 0.5 en tres espesores distintos de la capa
inferior. Los perfiles de temperatura para éstos flujos se
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obtlienen en la fig. (2.6)) también evaluados en el punto x = 0.

En las fliguras (2.7)-(2.8) se dan los perfiles de velocidad y
de temperatura cuando y = 0.1, En este caso se observa que el
contraflulo de la capa superlor aplica esfuerzos sobre la
entrecara de tal manera que superan a los esfuerzos generados por
el gradlente de tensién superficial, Ello hace que la velocidad
de la entrecara tenga un sentido contrario la de la superficle
libre formand como 1a dos celdas de movimiento del
fluido ya que el liquido que se mueve hacla la regién frla tlene
que regresar por la capa en que estaba.

En los casos anterlores (y=0.9, ¥=0.5, 7=0.1) se forman tres
perfiles de velocidades completamente distintos. Para el caso en
que 7=0.9, se tlenen tres celdas de movimlento de las dos capas.
Con y=0.5 hay una celda y para y=0.1 existen dos, Este camblo en
el nimero de celdas puede modificar la forma en que el sistema
llega a ser inestable.



' Figra(z.,

‘Variables ~geométrlcas y constantes fislcas que
" describen; a ‘cadacapa-de’ fluido en el sistema bidimensional en
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Flgura{2.2). Parémetros adimenslonales que describen el sistema
de dos capas de fuidos viscoeldsticos equlvalente.
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0.z} 7
. .

R . L S
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Figura(2.3). Perfiles de velocidad en cada capa para el flujo
basico con: d=0.1, ¥=0.9.
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T(Y) (x 0.0001)

Flgura(2.4) Distrlbuclbn de temperaturas en el -punto x = 0 para
la

corr al caso representado por la
figura(2.3). M = K= d= C = 0.1, ¥=0.9.

R2 -



=0.1 -0.05 0 0.05 0.1 015 0.2 0.25
u(y) h :

Figura(2.5).  Perfil de velocidades de la capa superior para el
caso de reposo en la capa inferior. d=0.1, ¥ = 0.5. .

04t

1, s . N 2 _ —
-25 -20 -15 -10 -5 [
T(Y) (x 0.0001)

Figura(2.6). - Distribucién de temperaturas en-el punto X = O para
el caso representado por la Figura(2.5). Ma= k= d= Cv= 0.1.- 7=0.5.
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. Figura(2.7). TPer;f(l'He velocidades para’ las ﬂés fcaﬁas en’

7 = 0.1,

-

08}

o6t

oal
Y1

NIRY

- , . . ,

-30 =25 -20 -15 -10 -5 L]
T(¥) (x 0.0001)

Figura(2.8). Distribucién de temperaturas en el caso representado
por la figura(2.7). Ma= k= d= Cv= O.1. 7=0.1.
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CAPITULO 1I1.
ECUACIONES PERTURBADAS LINEALES Y EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS
3. 1-ECUACIONES HIDRODINAMICAS Y CONSTITUTIVAS PERTURBADAS
Para obtener las ecuacliones lineales perturbadas del sistema,

se someten todas las varlables que lo caracterizan al efecto de

una variacién Infinitesimal y se sustituyen en las ecuaclones
hidrodindmicas, asi:

wmu UL, (3.1)

P, = Bl +p, (3.2)
-t 1

e = Tem* LR . (3.3)

T =T, 4T (3.4)

=, (3.5)

Donde t =a , b; k,m=x, y. n‘ son las deformaclones

de la superflcie libre y la entrecara.

Al sustituir las varlables perturbadas en las ecuaclones de

movimlento y despreciar los términos que contlenen productos de
perturbaclones:

u 8u, aUs AT L
B o(ge- *Us 55 YU ) Tt E e t E
{3.6)
u: auy op,’ ar;" Bt;y'
R (gg> + Ve 5z )=-m * Y By
(3.7)
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Se ,tehdra tamblén de las ecuaciones constitutivas:

e

+

xX

u
y ax xy

.y Ub‘a bx oy oy sBUp ) =-
I3 .. by 8y

L [at"+ Ua 8t 4+ u '3t
al txx x xXx ay Y. XX

i dU.-r")] = 2007
y © Txy x"ax

d Us(28 Ut =8l

FEian©

0+ L
x ay

i o L ¥, - . .
Ua'8 (ayu“ + a.u.y) + dUs

36

y.ax x 8y

. "":’_‘" *
.2[8" 8 u 8u #'

8u’].
x ax

(3.18)



R
] = "myl,lbx

A : » ' Y S )
o+ dyun Uy +‘ 2Ub Bt( ayubx + atuby) + dyUu 8.u. ] .

(3.17)

© e 81" "+ Ubaz ' -28u ‘7> =
¥y b1 tyy x vy x by xy

’ ’ - i
= 0’254 ayuby + 2p Luz [ atayuby + Us a‘ayuhy dyUb axuby] .

(3.18)

3.2-PERTURBACION DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA

Ya que las condiclones de frontera en la superficle libre y



la entrecara se encuentran evaluadas en 1 + 'n.(x.t) y en 'nb(x. t),
se hace un desarrollo en series de Taylor alrededor de uno y cero
respectivamente. Para el balance de esfuerzos en la superficle
libre, ecuacién (2.37) se tlenen: ’

Los esfuerzos normales:

a

o

3] - -1_ .
(cr”+'na 35 )“1";’(S.Ra T, 'n. T )8n/N.
en y=1, (3.19)
y para los esfuerzos tangenciales: i

" oT, o1,
(vu * N, ) nty = -ty £ LA aydx,
en y=1. (3.20)

Los esfuerzos normales para la entrecara de (2.38):
b a
a0 8o
b o i3 -
(o0, * Mgy~ "™ —5y ) ARy

-1
= (o SR - T, - bay)a"’"'

en y=0. . {3.21)
Para los esfuerzos tangenclales:

b a

b \o_ e i)
B YRS i T e 2

aT, 81
I='-7"|:¢’-th AR ab'
i oyex,
en y=0. (3.22)

Al perturbar las ecuaclones (3.19)-(3.22) y tomar en cuenta
las ecuaciones del flujo princlpal, se obtienen las slgulentes
expresiones perturbadas y lineales de los esfuerzos normales en la
superficie libre:

a8



ol : S e T I e
< epy NN = (SR’ - T ).&n*' + 28m "% .,

en y=1", (3.23)

y ias ecuaclones perturbadas lineales, del balance en los

esfuerzos tangencliales:

e ' NT, =- '__dzu" +an’(< -B_T‘ -ir&’
13 F R} . dy? x"a x% ay ax
y
en y=1. (3.24)

Ecuaclones perturbadas del balance de esfuerzos normales en

la entrecara:

("?J' - 0:1.) LA (’osan:l - T, 7) 5:":,' *

+-2 (i:y -, ) e’

en y=0, - (3.25)
y las correspondlentes para el balance de esfuerzos tangenciales:
-2

b, _ &, - _ =
(opy =og Y T = 8o (5, -7, ~78T,) +

s T o =5 _ =a
78T, n, ( ayt‘y ,8'1"" ).

en y=0. (3.26)

Obsérvese que en las ecuaclones (3.23) y (3.25), al
evaluarlas en algin punto sobre la coordenada "y", quedan
explicitamente en funcién de la coordenada "x", ello Iimplde usar
modos normales ya que no se puede usar el método de separacién de
variables.

Para evitar ese obsticulo se utlliza el hecho de que los
nineros de Weber Sl son muy grandes en la mayoria de los liquldos
estudiados y por ende el producto algebralco de cada uno de ellos
con el nimero de Reynolds, es lo suficlentemente grande para
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considerar que el término que lo incluya domina los otros para los
camblos de la perturbacién a lo largo de una longitud de onda
caracteristica [12] y [13), es decir:

-1 2n Zan
S_R. » A =5-. 0 = « 1, (3.27)

a
donde « es el numero de onda asociado a la perturbaclén.
Lo anterior nos indica que podemos utilizar la aproximaclén:

sSR'-T 5 sngr?', (3.28)
a a a a &

-1 = -1
eSR " ~-9T 5 oSR . (3.29)
o aa b o &8

Debldo a esto, no apareceran los efectos de los camblos de tensién
superficial con la temperatura en la condlclén de esfuerzos
normales. Sin embargo se puede hacer que no desaparezcan al
derivar e integrar el lado derecho de las ecuaciones (3.23) y
(3.25), [13]:

aT,
-1 _ o= 3., _ a2 ., _.a 2, dUa
( SQR“ Ta ) axn. axnn wx * Zaxna dy ay.
e, a

-1 _ = 3 —wg2p s _ B 2 =b Z=
TSR T AT, ) eyt —wam g2+ s (25 (1) - T ().

Enseguida se integra y usan las ecuaclones (3.28)-(3.29) para
generar el sigulente resultado en los esfuerzos normales de la
superficle libre:

o NN = SR & + a '(Zr“(l)-a—T')
(¥} 1 a s xa x"Ta xy ax *
en y=1, (3.30)
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y en la entrecara:

biy ety ='7- B
(’u 'Tu‘) NN LAR ’a’xnb *

o a-a

. b e P
+ ( 28, (0) -~ 28] (0) anx'rb) B,
en y =0. ;

De la contlnuidad de las velocidades en la entrecara: (2.41),

se tlene, para la componente horizontal:

ol SdUs _ dUs
“u,“hx *"b(dy dy) =0.
en y=0,

y para la componente vertlcal:

v ey = =0.
u..y uhy o, en y 0

La condiclén de adherencia en la pared:

(3.34)

v = -
uhx(d)=0. en y d ,

y la condiclén de inpenetrabilidad en las paredes:

u;’( -d)=0, en y=-d. {3.35)

Las condiclones cinemiticas s;an. de la ecuacién (2.43) para

la superflcie libre:

B‘nl’ + Ua(1) 8‘11.’ = u.y' N eny=1", (3.36a)
y en la entrecara:

. (3.36b) .

, , o ,
a'_nb + Ub(0) a‘nb =uby' , Leny = 0=

41



Las condiclones térmlicas de balance -de flujo de calor en ;a
superficlie llbre, (2.45): ; : ;

ot 8T, T éT_

— 1 o - ' ey

vy BT, =8 5% 'f".'.( ay® ?- ay ) ’

en y=1, S (3,0

y de la ecuaci6n (2.46), para ei'Sal;ni:er ‘de flujo ‘de calor en la
entrecara es: )

. . PP 2=
8T, -x8 T +u’ (8T 8T ) =0,
en y=0, (3.38}

De la ecuacién (2.46), la continuidad de las temperaturas
en la entrecara es:

T,o-T, +m (8T, - 8T ) =0,

b Yy a
en y=0. (3.39)
La condicién de alslamiento térmico en la pared estid dada
por:
ET"’
5y =0, en y=-d. (3.40)

3.3-ECUACIONES LINEALES PERTURBADAS.

Suponiende que las perturbaciones de las velocldades se
expresan en términos de una funclén de corriente:

BWH BWn
, . -
Y Ty Yy = E (3.38)
av oy
. b b
Yy 3y ¢ “u; - (3.39)

@2



Para las ecuaciones de movimiento se obtendra.

De las ecuaciones de’la

M ( 8T, +Us BT,

o (3044)
" 8T 4 Us a"'r" iawerT ;"é"w'af ~=";72'r-
T( t'e’ lxb y b xib TiTx blybd T T Tt
§ R (3.45)

Para las ecuaciones de. estado & constitutivas, se obtiene:

™+ L [ar"+u.ar"~awa%' -2(% 808w +
xX al t T xx x XX x a.y xx XX x y a

+ 3 &y +du.r")]=zaaw +2L [aaav+
Xy Yy a b4 xy x y a a2l t x y a
+ Usd%8 ¥ - d Us (20%, ~ &% ]
Xy a v y a x a

(3.46)
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= -288¥% +2L [-aaew - UaB28° W+ du.azw,]’.'
Xy a a2 t xy a x~y°_,y.,;‘,.,

. (3 Yo

b b, b, _ s =b SO
T LM[ a Tt ar -8 Vet 2(,1'“8‘6”#!’ +

=b o2 b, X :
+ Txy ﬂbe * dyUb txy ) ] = znaxaywb * ZMLbz[ataxaywb +

2 2 -3
+ags ¥, - d Uy (2809, - 8%, ) ] ,

(3.49)
t:; + LM[ Btt:; + U ax‘!‘:; - awaayi:y + i:xaiwh +
- ‘dyuh =) ] = paly, - uole, + ;u.bz[a'_( 8lv, - 829 )+
+ 2Ueg, (839, - 839) +2d b 88 ¥, - 8%, diln ] ' ,

(3.50)
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om iy b,
.-;y;4 L“[ at vy + Up 8 T vy + thyﬁwa]

2 S 2,1
= 2188 ¥, + 2;11.“[ 8,0,8,%, = Undl8 ¥ .+ 'd Uy kawa] R

Las condiclones de los esfuerzos normales en la superf&cie

libre son:

o -3 g2,
‘, N N = SHRH B‘"ﬂ

en y=1,

+ o (e, (1)—81‘

¥y los esfuerzos tangenclales en la superficie llbre: :

o NT, =-n dUa s (T, - 8T) - a'r".’"
3 a ¥y x 8 xx y ol

en y=1. . (3-53)
Los esfuerzos normales en la entrecara son: )

b, _ a. o%n ¢
(o-” cu)NJN‘ = vosR am, +

v (28] (0) - 2%.(0) - 98,T,) a.n'

en y=0. ’ (3.54)
y los esfuerzos tangenciales en la entrecara son: :

(o), - oLINT = e (T, -F, - T, ).+

-a
-7 - ( ay NREE N ).

en y =0. (3.55)
La continuidad de velocidades en la entrecara implica:

dUa dus vy _
oy, -av *n( - F) =0

en y=0., . (3.56)
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. Ewa-aan =0, en y=0,

y la condicién de no deslizamiento en la pared:-

abe=0, en y=-d,

Junto con la condiclén de 1mpenetrabllidad &

av =0, en y = =d.

Las condiciones clnemiticas se expresan.com

¢ . - R
8‘1). +.Ua(l) a‘nn = G‘W. .

. . - ¥
Btnb + Us(Q) anb = 8wa , enys= 0

La condlcién de balance en flujo de cai’oi-'para»].a» superﬂ'cv:‘le

libre es:
= P =
6YTII e BnTnl = ax".l BxTu- nll( ByT. * B.ﬂyT. ) *

en y=1, (3.62)
y el balance de flujo de calor en la entrecara estd dado por:

. o . = 25
a1/ -k8T + o, ( 8T, © T, ) =0,
en y=0. {3.63)
La continuidad de las temperaturas en la entrecara se expresa
como: ’
’ - ’ ¢ = - Ed
T, T, +n’ (9T, aT,) =0,
en y=0. ’ (3.64)
y la condicién de aislamiento térmico en las paredes:
aT,
e =0, en y=-d. (3.65)
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3.4-SOLUCIONES EN MODOS NORMALES
Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
(3.40)-(3.65) se proponen soluciones de las perturbaciones en
términos de funclones de onda planas de tal manera que sus
amplitudes sean funclones sblo de la coordenada "“y". Esto se

expresa de la siguiente manera:

, .a a a ) _
(vop e T 0em oo, LT )=

= (¢, ), (¥), 0, (¥),F () F (y),F (y)u, ) exp { i« l?t -ct] },

IS 2(3.66)

[ PP X
- (Wb' Py Tb' txx";

= (d#h(y).uh(y).t’b(y),Fl»“(y).Fb'z’()k').l’b,."(yi.'nll Y ewp ( 1 [x ~ct] }.

. (3.67)

En adelante, nétese que las primas seran usadas para indicar
derivadas con respecto a “"y" y no se usaradn para indicar
perturbaclén de las variables.

Sustituyendo (3.66) y (3.67) en las ecuacicnes de movimiento
(3. 40)-(3.43) se obtiene:

teR (¢, Va-cl -Usfg ) =-damw +1aF + Fa2' s
3.67)

azﬂ.(¢. Ua - ¢l ) ==

taR (8’ b - c]‘



presién de (3.67)-

ta B ( (Vs - el

De las ecuaciones constitutivas (3.46)-(3.51
después de algunos célculos:

(1+taL [U-cl)F, =

vE e UE, 1) vty m2, (@l U Ze] ".; +
. 2 gt o+ %Ua’ ¢ ). (3.75)
(1+ter [Ua-cl)F,, =L (teg T+ +

+UF 1)+ e e vlal, ((TUa-c)lg”+

+ u2¢_ 1 -wt g+ 20 ) (3.76)

48

2l e 8.0,

¥




b Zu',’,'; LS
( ! T*, e Ly lUbmc 1) F, = *’l,'m (511:

e e L
HUFL D) e, *““%fm,'“‘bz/(,
+az¢b] - U g v 20 80}

(1+1¢LbllUn—cl)Fb3=

+ ZazuLhz([Uh-C]¢b"

De las ecuaclones (3.66)}-(3.67) y las_:i:ohdklcl’t‘:nes' de frontera
(3.52)-(3.65) se obtendra:: E L

BN ¢ S BE 8
F,) - =) - T_-( ia
- &®sRY) =0,
a'a
o_u)' a Eo
F () + o ( lmls‘*sl)‘ * ’l‘,

+ieo (1)=0"
a
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BORER #,(0) ORI
$,7(0) —-'¢ 1(0) +: ((us (0} - Ua'(0)) =0 - (3.90)

C
b

9,00 - ¢.(0) =0. @

Las ecuacliones de este capitulo representan un problema de



valores proplos para c¢. En el sigulente capitulo se utilizard una
aproximacién para resolverlo analiticamente.
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CAPITULO 1V

SOLUCION CON LA APROXIMACION A GRANDES LONGITUDES DE ONDA

4.1, - DESARROLLO EN SERIES DE POTENCIAS DE e.

Las expreslones perturbadas obtenldas en el capitulo anterlor
son un sistema de ecuaciones ordinarias con coeflclentes
variables, En general no se puede dar una solucién analitica a
este sistema, por lo que se buscard alguna, utilizando una
aproximacién, al tomar en cuenta un pardmetro pequefio.

Debldo a que las perturbaclones de la superflcle libre y la
entrecara, en pequefias longitudes de onda, son atenuadas por los
efectos de la tensién superficial [3], se buscarad una solucién del
sistema de ecuaclones del capitulo anterlor con la aproximaclén de
perturbaciones que contienen longitudes de onda muy grandes, es
decir, numeros de onda pequefios. Este método permite encontrar
una solucion de manera analitica.

Para longltudes de onda muy grandes se tlenen nimeros de onda
pequefios y =se pueden desarrollar las amplitudes de 1las
perturbaciones en serles de potencias de éstos. Lo mismo se puede
hacer para c¢c. Ello se expresa por:

6, = o, t @, * mz¢.z .., (a:1)
¢, = 8, * we, *+ u2¢bz POV (4.2)
o, = o  + a6 + uzo.z e 4.3)
ob = obo + a oM + mzobz L N (4.4)
c = c + axc ¢+ azcz oo (4.5)

: Recuérdese que las primas en las varlables de las ecuaciones
en adelante Indican derivadas con respecto a "y".

52



De las ecuaciones de movimlento (3.71)-(3.72), después de
eliminar la amplitud en la perturbaclén de la presién y tomando en

cuenta que « es pequefio, se obtendra:
$7% vas - ta(R{lUs-c 1¢7 -~ Ue"p ) +
+8L [Us-c T 97") =0, ' ’ (4.6}
HYT" tuagt - e ( PR { [ Ub - <, 1 ¢b: ,-’ ':Ub'rﬁit;o} +

spLAL [U e l1g%) =0. - S tam

De las ecuaciones de la energia se o!?t}gqé:

M{la (U -c o +8T Lo +¢¢ 1

-168T [¢ +ag

y a a0 a1

1) =om raosy -

~ ~ 7
tag 1) = v tae ¥

18T Lo,

De las condiclones de frontera (3. 82)-(5;

Cta R [Ua(1) 6, (1) ¢ o, (1) )7+ 8% (1)
+ e (1) - lafL (Ua"(1) ¢, 1(1) - Ua’(1) § "(1)::
éao(l) r« ¢Il(1) V

S B ()) -SRI (M) (1 -a2 )

+00® =0, - a.10)
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“p oy #,7(0) + U0 ¢ (0I)) 4

< la AL, ((Ua"(0) ¢ 1 (0) (- Ua’(0) g, *(0) = epg, (0]

=L L Ua"(0) (0} - Ua’ (0) $,.700) =c é *(0)]) +

“—“‘r‘,s-R:l - b1
+1¢c—[¢b°(0) tag (0111 Se—=1 0+
bo : bo

* 9,70+ ") -pe O -apg (0 =0,
(4:12) -
In ¢“"(0) +ap ¢N'(0) - ¢”"(0) - ¢“"(0) +

+ le 7 o0, (0) +lxal (KL IW*0O0) 4 (0) +

=~ 2 U’ (0) [ AR () B, (0 1 = [Ua%(0) ¢,,(00 +

- C
bo

1

-2 Ua’(0) ¢, (@) ~c ¢ ~(@)] - =
bo

bo ao

(1= (22 (0) - 32 (0) +
xx xx
- ¥ T O - ;:y' () +7,000) (9,0 +ag (0))

C

(1 -al) =0, . (4.13)
bo

S¢



1o :
Coo bo

¢, (0) + a9 (0) -4 c(0) - e

(U *(0) - Ua ‘(011 5
C e 18, @ rag, 01
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En las. ecuaclones (4.6)-(4.18) se utilizaron las ecuaciones
constitutivas desarrolladas hasta orden «. Asji, de las ecuaclones
(3.75)-(3.61) y después de algunas aproximaciones se obtendrd (ver
[14), (15}, {161):

F_ .= 448LU"¢” + Ol e}, (4.19)
a1 " a0

;¢"

Féz

S(ai20).

a3 k(ft.zx”)
F_m b : M'??’, L
Fg = RO s daulal (thhg - 24 ¢

- lU-c T4} +0f «® (4.23)
Fo, = -2lapg” + olad), (4.24)

Donde Ol a ) y Of uz) indican términos que.contienen como
factores de lgu.al o mayor orden que « ¥y uz, respectlvamente. Se
puede observar que en- las condiciones de frontera sélo se
requieren F.‘ y Fh‘ 8 orden cero ya que los términos de mayor

orden se multipllicaron por a al hacer la sustltucién.
4.2- VALORES PROPIOS A ORDEN CEROC.
De las ecuaciones anteriores se obtiene un nuevo sistema de
ecuaciones cuyos términos no contienen como factor el numero de

onda «. Estas ecuaciones se llaman sistema de ecuaciones a orden
cero en «. :
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b = gy =0

Ml 8:"- ¢no' (Y) ‘ f',?-o”;‘y) '
W e
E abe ¢xw ) - obnr (y?‘ :

Con. condliciones de frontera:
¢, (1) =0,

Ua¥(1) Rk
B, (1) o+ T,"(n'f':

8,7 (0) = ug, *(0)

B 8,,"(0) = 9 "(0) '+

©) s w0
Sl (a.36)

(4.37)



Donde se han deﬂn!dé:

e, =c, - W), : (4.38)

ac .
Co- =S - Un(0) . (4.39)

Las ecuaclones (4.28)-(4.32) y (4.36)-(4.37) para las
amplitudes de las velocidades estan desacopladas de las amplitudes
de las temperaturas, ello permite conocer las primeras tenlendo en
cuenta la integraclén de las ecuaclones (4.25):

A B
¢, =gy Sy Fy +D (4.40)
A B
_ 2.3 2 2
oY) =g v+t -y + F,y +D,, (4.41)

Aqui, A‘. B‘, C’. Dt' Az' Bz' Cz' Dz' son constantes a determinar,
De las condlclones de frontera (4.16), (4.20), (4.21), (4.22),

(4.26), y (4.27), se obtienen los valores de esas constantes:

Bz &2
A1=Az=o'01=D2=_2'cz=Bad' (4.42)
1
c =8, (1 + ﬁh: Ub’(0) - Ua’(0) 1d ) d, (4.43)
& ow za ‘
’ - . .
B, =B, (n + 2"»: Toy 0) Ty 1) .. (4.44)(
B2 queda indeterminada.
Integrando las ecuaclones (4.26)-(4.27):
E F
= 1.3 1.2
%W mHSTE (Y 5V * ke

M -
a = 1 3 d 2
Py = [ 8, T,B, ( Y Yot

Donde se han definido:

- n a2 =b _=a, ": i
E, (% + —A—EME T, (00 - T 0):11)




F-.(1+

a2 , o
2c“l Us’(0) - Us'(0) 1) d. ,‘ (4.‘/,48)»

De las condiciones de frontera para las ampllitudes de’: las
temperaturas (4.32)-(4.35) se obtienen: g SRR ol

+
o ..."
L . LA T (851)
o, - ('u Tk, - 2"2 [T,/ + T /(0 1).
2 N.B‘T-(O) a'x a 2 cbo a )

(4.52)

Debldo al desacoplamiento de las ecuaciones que contienen las
amplitudes de velocidad respecto a las que contlenen amplitudes de
temperatura, sustituyendo en (4.29), a (4.40)-(4.41), se obtiene
la ecuacién que genera los valores proplos:
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"(0) AL

- U0) 1 27w o) S (4,53
Cons llderanda, qdé:
Us(0) % -

o e 4 ua(1) &
ao

- {a:52)

Con ésto se obtlene de (4.51) y (4.52), una ecuacién de
segundo grado para c,, » Por lo tanto:

1 2 .
c .-_.27(1-1:(1,-4;.1-2) - (4.55)

ao

Donde se definieron:

r =8 v 6d 142+ )] + 3%+ 1+ )

1 2 (4 + 3dJ . v(é;se)
;o T lenr3G ] ’
2 2 ¢

4 (4u + 3d)
donde: *

Tl=[p+d(2#d)l(2“'3(7-1)d]0d'l'zu. (4.58)

Tzn = 3u(2y - 1) +d [3(y - 1)d + 4(27 - 1) - 2u }. (4.59)

Los dos valores proplos que aparecen en la ecuaclén (4.55)
pertenecen a dos modos de oscllacién de las superficles libre y
entrecara. Por el efecto de oscilacién de la entrecara se agrega
un nuevo grado de libertad al slstema de dos capas [4]. El



signo negativo pertenece al modo de oscllacién de la entrecara
f4l. El €0 puede ser un numero complejo cuando el radicando sea
negatlvo, pero é&sto no tlene sentido fisico porque serian

perturbaciones ceon longitudes de onda Infinitas,
4.3- VALORES PROPIOS A ORDEN UNO.
Aqui se tomaran las ecuaclones cuyos térmlnos contienen como

factor el nimero de orda «. De (4.6)-(4.18), se encuentra un

nuevo sistema de ecuacicnes llamado a orden uno en «:

8, ) = IR ([ Ualy) - e )8, ty) = Us"g, (v) ),

(4.60)

“%‘”u(y) - 1PR.( ; '_’Ul'n:f' ¢b;(¥)) ,

(4.61)

- (4.62)
M NG NI .
& (1B ~c e ) r AT e, 09 ¢

- AT ) 8, (y) = o“:"(y) PR R Eos (4.63)
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4.
ta(ut ['_Un"(’o") %, u
-t u.",(rbly)r¢;é(6
’ 1 (1:" (0)

.
(%

0,,(0) -0 (0) *

L
b0

¢ (p))

$,,(0) )

l"(q) - ¢N".' [(:}) +‘ 1,7 °bo(°’

200’ (0) ¢

+

h:""(0) + c
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S0 1 #

vo #0700 1) ¢

(4.71)



¢ (0) - ¢ () =0, (4,73)

Debido a ‘que las ecuaciones (4.54)-(4.58), (4.62)-(4.63), estén
desacopladas de las amplitudes de las temperaturas a primer orden,
se pueden obtener los valores proplos a primer orden de esas
ecuacliones calculando primero las amplitudes de la perturbaclién en
las velocidades a primer orden:

w 5
ald 4 al ] 32
4, ¥) = ““’(1 vy e Y B
+ sy +s_‘), (4.74)

By, v) = 1 - ns(lggy-‘u 3yt 4_y ,,_bzyz*

+ +
Sy ¥ s

b‘)' - .

Donde se han definido las constantes:

Bae = :’T' T . i
(Up' (0) = Ua’(0)):)
Sa3 = m B ( t p R, B [sba * Chol : ?hl v]‘_"',
(Us’ (0) ~ Ua’ (0)) N e
- = 007 ) o Cn a7
bo
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s _ = Queda lndeterminada

b2
1 . g _' AT e
Ser 7 T ) R.B2 i R.stn * ?R.fa eriALlfs
uza'oS.R:‘ ! G B
+ 1 T ¢b°(0) . S - (4.83) .-

De la condicién de solubllidad (4.65), se obtiene el valor proplo -
a orden uno, quedando la constante- Spa indeterminada:

2o p-1 1
c,= 1 (RQ + ALQ2 + MOQ3 + oSR] 04)-5;.
(4.84)
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Donde se han definido. todas 1a

ao
{1+7g,}6G [
4 us
M B C z JF*
a0
. _‘_’f (1+1g‘)0m _ ‘Gns _ dGK&)
2 B, S, 2E 2 S, .
(4.87)
P{2E +2F +d} d‘ o . P
7 1 1 o 1
Q = - (4.88)
4 2 €0 2 p oo ’
2 -
5 = d By f:l Ua” (1) d fu B d\-c“ ) (4.89)
2 2 B o a0 2 ¢ Bz € ’ ’
2 “bo bo e
. 2 El Ua’ (0) - Fl Un”(l) ’ (4.90)
w.= 2E o + Y& (a.o1)
a3 1 “bo 2 ’ *
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N umo)‘%;"m)" = ) ¢, "(0) ) . (a.96)

£ = Ua'(l)‘¢.°(1) + e, ¢.°’(1) N (4.97)
£, 0= Ua”(1) ¢.°’(1) - Ua’(1) ¢.°'(1) . (4.98)
£, = U’ 0) - Ua’(0) , (4.99)
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e = U1 6, (1) - 2t (1) 4 (D) e e M) L

~(a.100)

wion
» _('4.;164)'; ;
v-(a.ios)‘ :
o

+(4.107) 5

o aaom

(4.109)
(4.110)

(4.111)



g
I

(4:115)

“(4:116)

S
Donde se han utillzado:

o, o1, ; ,

% " s = -1, en'today,. (4.118)
Ua"(1) = Ua*(0) = Uam = SR I LT LI (an19)
B = (0 =t = SR ETL (4.120)
) =) e EpeSTd (a.121)
U ) =+ ELRT L LI, (4.122)

Como el valor de ¢, es un namero complejo con su parte real
nula, entonces éste hard crecer o decrecer las perturbaciones si

es positiva y al contrario si es negativa. Con lo anterior se
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observa que el valor proplo a orden uno es el unlico que puede
desestabllizar el sistema ya que el radical involucrado en el
valor proplo a orden cero no aporta partes imaginarias que
tengan sentido fisico.

La curva de establilidad neutral definida por Im(c )=0 genera
una relacién entre parametros del sistema que se pueden medir en
el experimento. En particular de lo anterior se obtiene una
ecuaclén cuadratica para el nuimero de Reynolds de la capa superior
R. al igualar a cero la ecuaclén {(4.84). A éste nimero se le
llama nimero de Reynolds critlco y caracteriza el valor de los

parametros para los cuales el sistema se desestablliza.
Asi igualando la ecuacién (4.84) a cero, se obtendra:
*
R_= (-8,0Q-R)/R,, (4.123)
donde:

1/2 :
2 . .
R o= (a0, )%~ a Qi+ Pr 9, M s, Q )) v, (4.124)

;“z“,f"j,‘ ui, +oPro) s W40 125)

La fézéq de crécih\enté de as perturbaciones es dada por:

(4.126)



CAPITULO V
RESULTADOS

En este capitulo se dan las graficas correspondientes al
anilisis numérico de los resultados analitlcos y un estudio de las
figuras obtenidas.

Del capitulo IV se obtuvieron dos valores posibles de c,
debido a que ésta satlsface una ecuaclién de segundo grado, (4.53).
La raiz que se elige con el signo positivo del radical se le llama
indistintamente modo superficial 6 primer modo. Esto se debe a
que al anular el grosor de la capa inferlior, se obtiene el valor
proplo correspondiente al problema de una sola capa. La raiz que
contlene el signo negativo se le denomina modo de la entrecara &
segundo modo., Las dos raices representan dos modos diferentes de
oscllaclén de la superflcle libre y la entrecara ya que al tomar
la razén de la deformacién en la superficle libre con respecto a
la correspondiente en la entrecara, se obtlene sélo un cambio de
signo de un modo a otro, Ello aporta un camblo de la fase por n
en las ondas se forman en la entrecara y superficle libre. )

Del célcule numérico reallzado para los resultados analitlcos
se encontraron tres reglones importantes en la estabilidad del
sistema para ¥=0.1, ¥=0,5, ¥=0.9. Las filguras (5.1)-(5.13) estan
dadas para 7=0.1, las fliguras (5.14)-(5.28)} para ¥=0.5 y las
figuras (5.31)-(5.32) para y=0.9.

Para observar el comportamiento de <, del primer y segundo
modos con respecto a y se obtuvieron las figuras (5.29)-(5.30) que
se expllcaran adelante.

Tamblén se presentan graflcas de €, contra el nuimero de
Reynolds del fluido contenido en la capa superior para los casos
en que ¥=0.1, 7=0.5 y 7=0.9; figuras (5.12)-(5.13), (5.27)-(5.28),
(5.31)-(5.32). Esto proporciona informacién para encontrar
cuantos nimeros de Reynolds criticos hay en cada caso y el signo
de ¢, en las diferentes reglones de interés.
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En las figuras (5.1} y (5.2) se relaclonan los nimeros de
Blot y de Prandtl de la capa superior con el logaritmo del nimero
de Reynolds critlico. Los numeros de Biot y Prandtl contlienen las
caracteristicas térmicas del fluldo superior.

De 1la figura (5.1) se observa que el nimero de Blot de la
capa superlor estabiliza el sistema para los dos modos cuando
crece porque aumenta el numerc de Reynolds critlco. Ello es
debido a que el nimero de Biot es proporcional al numero hu
caracteristlco de la conduccién de calor a través de la superflicle
libre. Por lo tanto al ser grande resta energia térmica al
slstema y la perturbacién se establliza mds facllmente.

En la flgura (5.2) se observa que el nuimero de Reynolds
critlco se reduce cuando aumenta el numero de Prandtl asoclado a
la capa superlor, lo que signlfica que tlene un papel
desestablllzador para todo el sistema. El nimero de Prandtl del
fluldo superlor es directamente proporcional a la capacldad
calorifica y a la viscosidad e Inversamente proporcionala la
conductividad térmica . Lo anterior muestra que cuando el liquido
contenldo en la capa superior sea mAs capaz de acumular energia
térmica, el sistema completo se desestabilizari mis facllmente.

La wviscoelastlicidad de 1la capa superior tlene efectos
estabilizadores para los dos modos como puede observarse en la
figura (5.3). La diferencia de 1los tiempos de relajaciéon y
retardo en dicha capa permite que el sistema disipe energia
mecanicamente.

El nimero de Weber establllza debido al aumento en la tenslén
superflclial en la superficle libre. Asi{ fluldos cuya tensién
superfliclal relativa a un mismo gas sea mayor, tenderan a atenuar‘
las deformaciones y por consecuencia harin aumentar al Reynolds
critico como se puede ver en la figura (S5.4).
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Figura(5.2). Log R.cvs Pr. parar d = g = K = c; =La=p= o =
0.1, B‘ = AL- =1, S‘ = 10000 y 7 = O.1
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Figura(5.4). Log R_cvs S. para: d = p =k = Cv =L =p= o =
Q.1, Pr. = AL. = B. =1,y 7 =01
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En la figura (5.5) se muestra el efecto estabilizador del
cociente de las viscosidades correspondlientes a cada capa. Cuando
i es menor que uno, la viscosldad del fluido superlor es mayor que
la asociada a la capa inferior y se tlene la curva mas baja. Por
el contrario se obtiene una curva mis alta 6 estabilizante sl la
viscosldad de la capa superior es menor a la del fluido Inferior,
H=10. En estas situaciones el modo de la superficle 1llibre
desestablllza primero al sistema.

La diferencia en espesores de las dos capas tlene efectos
apreclables en la estabilidad como puede observarse en la figura
(5.6). Cuando el espesor de la capa de arrlba es mayor en diez
veces al de la capa inferior el primer modo desestablliza mas
facllmente al sistema. Cuando d=1 el modo de la entrecara
desestabliliza primero para un nimerc de onda menor a
aproximadamente .005; por el contrario superado éste, el modo
superficlal serd el primer desestabilizador.

En las flguras (5.7) y (5.8) se muestra cémo el modo
superficial es mas inestable. En ellas se observa tamblén que el
L afecta muy poco sélo al modo de la entrecara y que el coclente
de capaclidades calorificas afectan ligeramente solo al modo
superficial,

El 1ncremento de L establliza. Se ve dque para L=10 el
sistema es mds estable que cuando L = .1. Con L=.1 y 1 el modo
superficial es m&s lnestable que el modo de la entrecara ; por el
contrario, si L = 10 el segundo modo es mis inestable que el modo
superficial, como se muestra en la figura (5.9). Notese que a
partir de un valor de « relativamente grande el modo de la
entrecara cambla a ser el mis estable.

De la flgura (5.10) se deduce que el modo superficlal es el
mis inestable ya que tiene valores de Reynolds critico menores en
relacién al modo de la entrecara cuando se varia la razén de
densidades. Se observa que el cambio de éstas sélo afecta al modo
superficlal y que la condiclén p=0.1 es mas estable que p=10.
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En la flgura (5.11) se muestra que el coclente de
conductividades térmicas no modifica significatlvamente el papel
que juegan los dos modos.

En las flguras anteriores (5.5)-(5.11) se graficé el
logaritmo del numero de Reynolds critico contra el numero de onda
de las perturbaclones para el caso ¥=0.1. En esta situaclén los
esfuerzos debidos al contraflujo de la capa de arriba superan a
los generados por el gradiente de tensién superficilal.

Para el caso de 7=0.5 Ge tlene en el flujo bisico que los
esfuerzos sobre la entrecara debidos al contraflujo de la capa
superjor cancelan a los esfuerzos del gradlente de tensién
superficial, lo que provoca que el fluido inferior se mantenga en
reposo, ver figura(2.5).

En la flgura(5.12) se observa que para el primer modo sdlo
existe un nimero de Reynolds critico en el caso de 7=0.1, Lo
mismo de para el do modo como se ve en la figura{5.13).

Como se observarad mas adelante en las figuras (5.14)-{5.25)
el modo superficial sélo tlene un nimero de Reynolds critico
mientras que el segundo modo genera dos numeros de Reynolds
criticos. La reglén comprendida entre éstas dos ralices es una
zona inestable, {(comparense con las fliguras (5.27)-(5.28)).

Para 7=0.5 el crecimlento del nimero de Biot del fluldo
superior, como antes, reduce el numero de Reynolds critico lo que
significa que estabiliza el sistema. Esto se aprecla en la flgura
{(5.14) en la que el modo superficial crece muy lentamente y el
4rea comprendida entre las dos raices del segundo modo se reduce
tamblén lentamente. Obsérvese que al aumentar « el Aarea
comprendlda entre las dos raices del numero de Reynolds critico
disminuye y por consecuencla estabiliza el sistema.

En la figura (5.15) el nimero de Prandtl desestabillza el
primer modo y disminuye el 4rea inestable del segundo haciéndolo
mAs estable.
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El numero AL° estabiliza al modo superflclal como sucede en
el problema de una sola capa (2]. Pero obsérvese que
desestabiliza al segundo modo al aumentar su magnitud ya que hace
crecer la seccién de area inestable. Obsérvese la flgura (5.16).

El ntmero de Weber de la capa superior Juega un papel
establlizador en el modo de la entrecara al hacer reduclir la
seccién del 4rea Inestable con su crecimiento. El primer modo no
es afectado slignificativamente. Obsérvese tamblén que el nimero
de onda reduce el 4rea inestable cuando aumenta. Lo anterlor es
observado en la figura (5.17).

En las figuras (5.18)-(5.24) se muestra la estabilizaclén que
resulta de incrementar el numero de onda para los dos modos. Ello
se debe (igual que para =0.1), al efecto que tlene la tensién
superflcial sobre las longitudes de onda m&s cortas.

La figura (5.18) muestra cémo la reduccién del espesor de la
capa Inferlor con respecto al asignado para la capa superior,
establliza. Lo mismo sucede para las viscosidades en la flgura
(5.19). Este resultado muestra como la capa inferlor tiene un
efecto lubricante al ser muy delgada.

Cuando la diferencia de tlempos de relajacién y retardo de la
capa inferlor ALb se reduce con respecto a la asoclada con la capa
superior, (L=.1} desestabiliza el primer modo sin modificar
significativamente el modo de la entrecara, como se puede ver en
la figura (5.20) para distintos valores de L. Para el segundo
mode un efecto equivalente contlene la razén de densidades. Al
reducir p el primer modo se estabiliza pero el segundo modo no
cambla, como Se muestra en la flgura (5.21).

El aumento de o, desestablliza la entrecara sin modificar el
modo superficlal significativamente, figura (5.22).

Las flguras anterlores muestran que el modo de la entrecara

se ve afectado signiflcativamente por u, d, e



En las flguras (5.23)-(5.24) el coclente de capacidades
calorificas sélo afecta un poco al primer modo sin afectar al
segundo, mientras que el cociente de conductividades térmicas no
modifica ninguno de los modos.
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En la figura (5.25) se muestra el efecto desestabillizador de
AL.. Nétese que La reglédn inestable esta contenida dentro de las
dos ramas de Reynolds criticos del modo de 1la entrecara, las
cuales se Juntan en un numero de onda especifico para formar una
sola curva de estabilldad neutral. Se observa que exlste un
nimero de onda definldo aqui como critico « a partir del cual las
dos ramas del modo de la entrecara se unen. A la derecha de este
punto la regién del plano es completamente estable para todo
nimero de Reynolds del fluldo superior. Este o, se puede
calcular en funclén de otros parametros del sistema, haclendo cero
el radicando que define al nimero de Reynolds critlco. Los
resultados para Sa=1000 y dos valores de ALa se presentan en la
figura (S.26). Esta se puede comparar con la flgura (5.25) en el
punto donde se tocan las dos ramas de numeros de Reynolds
criticos.

Como se observa en las flguras (5.27)-(5.28) para c. el modo
superficial solo tiene un nimero de Reynolds critico mlentras que
el segundo modo genera dos nimeros de Reynolds criticos. La
reglén comprendida entre éstas dos raices es una zona inestable.

En las flguras (5.29)-(5.30) se obtuvleron las graficas de c,
contra 7 para valores fijos del numero de Reynolds del fluldo
superjor y «. Obsérvese que el primer modo tiene una singularidad
alrededor de 7=0.7 aproximadamente, véase la figura(5.29).

Por ultimo en las flguras (5.31)-(5.32) se ve que s6lo existe
nimero de Reynolds critico para el modo superficial pero el modo
de la entrecara es slempre inestable para cualquler ndmero de
Reynolds de la capa de arriba, en el caso de 7=0.9,
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p =0.1, Pr‘ = B. = AL. =1, S. = 10000, @ = 0,01 y ¥ = 0.9,
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CAPITULG VI
CONCLUSIONES

El analisls lineal permite encontrar cuando las
perturbaciones crecen 6 decrecen, pero deja indeterminadas a las
amplitudes. La aproximacién para grandes longltudes de onda se
realiza porque a longitudes de onda cortas las perturbaclones son
atenuadas por los esfuerzos normales debidos a 1la tensién
superficlal. Por lo tanto, es muy probable que las perturbaciones
mis inestables se encuentren para numeros de onda pequefios;
ademds, el analisis a grandes longltudes de onda permlite obtener
una soluclién analitica. Obsérvese que los esfuerzes normales se
componen del producto de la magnltud de la tensién superficial y
la curvatura de deformacién en la superficie. Para longltudes de
onda cortas las deformacicnes de 1la superficle libre y 1la
entrecara son proporcionales a la curvatura, que es muy grande por
ser inversamente proporclonal al radlo asociado a éstas. Ello
genera grandes esfuerzos normales que tienden a elimlnarla.

Con la finalidad de comparar con el sistema termocapllar de
una sola capa estudiado en [2] se adimenslonallzaron 1las
ecuaclones del sistema con respecto al fluido de la capa superlor.

Para c, se encontraron dos rajces. La raiz con el signo
positivo se le asocla a la perturbaclén de la superficle libre ya
que en el limite de d O éste modo de oscilacién superficlal
coincide con el obtenido en [2] para el caso de una sola capa. La
raiz con el signo negativo se debe a la deformacién de la
entrecara la que agrega un grado de libertad adiclional al sistema
en relacién al de una sola capa y lleva a una singularidad cuando
d 0. Las dos rajices corresponden a dos modos de oscilacién de la
superficle libre y la entrecara con dos fases distintas. Los dos
valores de ¢, son nimeros reales y corresponden a velocldades de
fase diferentes en clento ochenta grados.
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Se encontré que c, es un nimero imaginario puro que define la
estabilidad del sistema. Cuando c‘=lm(c’)=0 no hay crecimiento ni
decremento de la perturbacién. Los parametros que satisfacen esta
condlclén son ralices de la ecuaclén y se les llama valores
criticos para cada modo. De estos valores criticos, es de lnterés
el correspondiente al numero de Reynolds. Se encontrd que se
puede detener la capa de fluldo Inferior cuando 7=0.5. Este hecho
implica que el modo de la entrecara es estable para todos los
numeros de Reynolds del fluldo superlor excepto en una regién del
plano. Esta reglén aparece como consecuencla de la
viscoelastlcidad (AL_) del fluldo contenldo en 1la capa superior y
no se encuentra, ni en el caso viscoeladstlco de una sola capa [2],
ni en el caso Newtonlano de dos capas {171.

También se encontraron Importantes efectos térmicos que
modifican la establlidad del slstema como es el caso de 1la
variaclén de 7. Este parametro es suficlente para cambiar el
perfil de velocidades y la distribucién de temperaturas del flujo
basico lo que ocasilona un camblo signiflicativo en la establlidad
del sistema. El incremento de 7 genera tres tipos distintos de
perfiles en el flujo principal con dos, una y tres celdas de
convecclon.

Los efectos viscoelasticos tienden a establlizar el sistema
en la mayoria de los casos. La viscoelasticidad tamblén atenua &
aumenta el crecimlento de las perturbaciones en la entrecara
debido a la respuesta de los esfuerzos normales cuando ésta se
deforma.

La tensiétn superficial siempre establliza porque tlende a
eliminar las deformaciones en la entrecara y la superficle libre.

El estudio de 1la estabilidad en capas liquldas delgadas
proporclona informaclén respecto a las condlclones en que se
encuentra un sistema que se Intenta c;‘istallzar. En algunos
procesos es necesarlo enfrlar una capa delgada que tiene una alta
temperatura para llevarla al estado sblido. En este proceso los
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gradientes de temperatura exlistentes pueden provocar un estado
inestable. Aqui, se investigdé la curva de establlidad neutral en
'soluclones poliméricas viscoeldstlcas y se encontré que, 1la
diferencla de tiempos de relajacién y retardo estabillza las
deformaclones de la superficie llbre. Esto tambien se obtuvo para
el problema de una sola capa [2]. Sin embargo, sorprendentemente,
se encontraron valores de 7 en los cuales la viscoelasticlidad
desestabiliza la entrecara. Ya que 7 modifica el perfil de
velocldades del flujo princlpal se puede inducir que los efectos
viscoelasticos son muy sensibles a la forma del perfil.

Anular el movimlento de la capa Inferior cuando 7=0.5 es un
resultado nuevo que no se habia encontrado en otros sistemas
fislcos y que es generado por caracteristicas térmicas de los
fluldos que se selecclonan. Al principlo se pensdé que en este
estado del sistema se podrian estabillzar los dos modos cosa que
no sucedi6, pero se logré aumentar slgnificativamente el area en
el plano de los pardmetros para la cual es estable el modo de.la
entrecara.

En este valor de 7 se reduce muy significatlvamente la reglén
inestable del sistema para las deformaclones en el segundo modo de
oscllaclén. La menclonada reglién de Inestabllidad es solo
consecuencia de los efectos viscoeldsticos y no aparece en el caso
Newtonlano [17].

En el sistema lnvestigado en este trabajo quedan por
aclararse otros problemas de interés que debldo a la gran cantidad
de pardmetros y varledad de fenémenos no se pudleron incluir en
esta tesis. Uno de ellos es el de observar el efecto que tengan
las raices del radicando de ¢, Ello puede llevar a la
desaparicién de uno de los dos modos de oscllacién en la
superficie libre y la entrecara, anular a los dos & producir un
cambio significativo en la establlidad del sistema. Tamblén se
pudleran encontrar otras reglones de estabilidad 6 inestablilidad
producldas por los efectos viscoeldsticos de la capa inferlor,
etc.
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