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JNTRODUCCJON 

El objet.lvo de est.e t.rabajo es Present.ar un panor-3J1\3 

general de la t.eoría de los apareamJent.os en érMlcas 

bipart.tt.as. Er(. la primer-a &:ecctón se enuncian los prOblemas 

cuya resolucl&n depende de hallar- un apareamtent.o 

part'ect.o en cr-á.t'tca en cenera! o 

Subsecuent.ement.e en las secclones 2, 3, ..¡ 

máximo o 

hlpart.lt.a. 

y 5 se 

desarorolla. la t.eorfa que sir-ve de bo.se paz.a la solución de 

los problemas plant.eados. 

La sección 6 incluye do6: alcor-lt.mos; el Hún:;ar-o y el de 

Kuhn-Munkres que resuelven l"es:pect.lvament.e el problema de 

asignación de pel'sonal en Wla crMica blpart.it.a sin pesos en 

las Al"ist.as y con pesos. Est.os problemas:: son casos 

especial.ea del problema de ha.llar- un apar~amient.o de pesos 

má><imos en sus ar-lst.as en una ¡;ráelca 

r-espect.o se da una ref'er-encla en est.a sección. 

~eneral, al 

Con el próposlt.o de int.roduC:irnos en un es:t.udio más: 

:;eneral de los apareamlent.os en ¡;ráClcas present.amos: en 

la seccton 7 los concept..os de deC1cienc1a y e>ecedent.e • as1 

como a.lguno112 r-Q112ult.adoca en mat.r-oide112. 



TERMINOLOOIA BASICA 

Pl"esent.amos colección de de:finiciones: neces:ar-ias: 

p.al"a iniciar ttst.e est.udio en t.eoria de gr-Eif'icas. Añadiendo 

la t.er-minolo:;ía que se ut.tllzará post.ertor-ment.e. 

Un.a c:rácica no dlric:lda C o simplement.e una c:rMlca>. 

C:I • <V • A>. constst.e de un conjunt.o no vacío de element.os. 

V«J>, llamados vért.lces y un conjunt.o de par-ejas no 

ordenadas de vér-t.tces, A«.l>. llamadas: artst.as. En una 

cráltca se pueden permit.ix- arist.as mult.iples o par-alelas. En 

una c:r.il.Clca simple no se per-mi t.en las a.rtst.as paralelas:. En 

nuest.r-o caso nos ref"eril"cmos: a una t;l"áCica como una r;rát'tca 

simple. Además:, en ést.a, no se pel"mit.en los lazos. es decir, 

a.roist.as de la Corma uu, u E V. 

Si Cu.u), o bien uu, es una al"ist.a de una r;r-áfl.c.a a. se 

dir-á que és:t.a Incide en los vért.tces u y u, dicha ar-ist.a une 

los vért.tces: u y u, luer;o se dice que los vér-t.tces u y u son 

adyacent.es en O. Dos artst.as que comp&l't.en un vél't.ice s:e 

llaman lncldent.es. El conjunt.o de al'ist.as con exact.arnent.e un 

v4rot.tce ext.remo 1ncident.e con un vér-t.tce de X e V será 

denot.ado por- ACX). 

El nümero de arotst.as que inciden en un vért.ice u de una 

¡;ráf'tca O es llasnado el erado o indice del vért.tce u y se 

denot.ar-á c5o(u). St se s:obrent.iende a la r;z.á.!'ica O puede 

abrevt~e c5Cu>. Un.a :rátlca en la cu.al t.odos los ¡;r-&dos s:on 

i¡;ua.les a lt se denomina k-rer;ular y si O es: ,lr.-:re:;ula.r par-a 

al¡;tín lt. s:e dice s:implement.e que a es rer;ular de :;:rado k. 

Una ¡;rat'tca 3-rer;ular> es llamada con f'recuencta cübtca. El 

máximo de los: :;radas de uné:f. t:rá.f'ica O es denot.ado por- ll.(0), 

es: decir .t..<O> • max óa(v), v "5 l.'. 

Un camino e es: una sucesión alt.er-nada de vér-t.iccs: y 

&ris:t.as:. que principia y .Hnali2a en ver-t.ices. Un paseo P es: 

un camino en el cual t.odas las: ar-is:t.as s:on dif'erent.es:. 



Si además en un paseo los ver-t.ices t.ambiE!n son dJst.int.os se 

dice que el paseo es un.a t.rayect.oria, -r. Dos t.ra~·ect.orias 

que no t.ienen vért.ices en común, except.o posiblement.e sus 

vert.ices extremos:. son llamadas. t.rayect.ortas: int.ern.a.ment.e 

ajenas. La. lont;tt.ud, .e<~>. de un camino es el nlimero do. 

arist.as que lo componen. Si 7" ea;: W\a t.rayect.oria y u, v szon 

cualesquiera dos v8rt.ices sobre T, ent.onces -rCu,vJ denot.ar-3 

la subt.rayect.or-ta de T que t.iene como v8rt.tcesz e)Ct.remoe a u 

y . u, nos r-ef'erir-emos a TCu.uJ como una uv-t.rayect.orla. 

Análo~ament.e podemos pensar en un uv-camino. 

Un ciclo se det'ine como un camino cerrado en el que no 

se replt.en vért.ices except.o el primero y el últ.tmo. 

Si O es una :rM·tca y H es t.ambtén una :;ráClca t.al que 

V<H> S V(O) y .4(H> S A(O), ent.onces ~e dice que H es una 

subci;ráetca de O. Si H es una subt;r-át"ica de O y si ca.da 

a.rist.a que un~ dos vért.lces de H en a es t.ambten una artst.a 

de H, &:e dirá que H es una subr;rática inducida de <J. Si X es 

un conjunt.o de vért.ices: de la ¡;r-áflca O, ent.onces ano. es 

la subr;ráf"lca inducida por X C es la s:ub:;rá.f"tca inducida de 

O que t.lene el conjunt.o de ver-t..ices X). Una subc-ráfica H de 

O se dice que es: 'una s:ubgr-8Cica generadora s:i V(H) •· V<O). 

Un n-Cact.or de Ufl.3 t;rM'ica es una s:ub:;r-áf"ica :;en~l'ador-a 

. r-egular- de grado n. Una r;ráf'ica en la cual cada par de 

vér-t.lces son ad.ya.cent.es, se denomina complet.a. La :rá!ic::. 

complet.a con n vért.ices: es: denot.ads. por l<n. 

Una cr-áfica es conexa s:t cualesquiera dos de sus 

vér-t.tces son unidos por una t.rayect.oria. Una sub:;ráf"ica 

conexa máxtm~ de O es una component.e conexa de o. Las 

component.es:: conexas: pueden ser- pares: o impar-es: dependiendo 

de si s:u canjunt.o de ver-t.ices: t.lene car-dinalld.3d par o 

impar. Al:;tm.as veces a Ls. cardinalidad del conjunt.o de 

vér-t.ices do 

grat'tca. 

:r.8.f'ica se le denomina. el orden de la 



Si el conjunt.o de vért.tces de una :;rM'lca a puede ser 

part.ictonado en dos: conjur1t.os ajenos: no vacios:. X e Y. de 

t.al f"orma que VCO> • X 1.J Y y t.odas: las: arist.as de. O sólo 

t.ienen un extremo en X y ~l ot.r-o en Y. ent.onces se dice que 

O es bf.par-t.tt .. a, y nos: r-ef"ertremos a X u Y, o bien CX, Y). 

como una btpart..tcldn de a. Una :;ráftca blpart.it.& especial 

es la c:r.tlctca blpart.lt.a conaplet.a, Km.n. con btpart.lctón 

CX,Y>. t.al que IXJ • m y IYI • n, en Km.n cada uno de los 

vért.tces en X es: adyacent.e a cada uno de los: vé:r-t.tces en Y. 

Una :;rá!'lca que no cont.tene ciclos: es: deno"'1nada 

acfcUca. Una era.cica acíclica es conocida t.ambtén. como un 

bo•que. Un .alrbol es una r;ráCJca acíclica conexa. Si un árobol 

T es W'lA subcrát"ica de O t.al .que VCT) • VC<J>, diremos que T 

es un hbol c•nerador de O. 



PRELIMINARES 

Los prCJblemas de .apare3l'nient.os present.an un nivel de 

dlficult.ad muy propio. La mayor part.e de eUos: son problemas 

resuelt.os, pero J.a solución de ést.as requter-e de mét.odos no 

t.rlvlales. En realidad la t.eoria de apax-eamtent.os a Ju:.:ido 

un papel tmport.ant.e durant.e los dlt.1mos: 100 

se ha desarrollado un :;ran nümero 

combtnat.orta. 

años. en los: 

de mét.odos 

que 

en 

Aún cuando puede ser dtscut.tdo que nombres Carnosos. 

t.ales como, Euler, Kirchhot'f" y Tau., pueden ser 

his:t.ortcament.e los Cundadot'es de la t.eor-ta de apal"'eamJent.o•, 

podr-iamos t.omar- como los dos prtnclpalcs Cundadol."es, de la 

dlctpllna al dands, jullus: Pet.ersen y. al h~aro, Dénes 

Ktsni:;. Aunque desde luego, sus tnt.eres::es: se t.r-aslapan, es 

quizás út.tl td.ent.tt'tcar- a Pet.ers:en como el primer es:t.udtoso 

de 1.a.s c;rat"tcas r-er;ula.i-es 

blpart.lt.a.s:. 

y 

En un art.iculo Pet.ex-s:aon (1891) considero el problema de 

una :fact.oriz&ctón alcebratca. debido a HUbert. (1889). y lo 

r-ef'ormuló como un problema de f'act.ortzactón de una t:r.át'tca. 

Se t'tj&, como problema cenera!, la t.a.rea de decidir quO 

cráf"tcas rer;ul.ar-es t.tenen una t'.act.ol"izactón, t.1>ivtal, 

suh¡;:ráf"icas r;enerador-as: re:;ulares: cuya unión es: la crrit'lc.3 

oricinal. Pet.el"s:en procedió ent.onces: a. prob.az• que cualquier 

croáf'ica l"ftgulal'9 de crado pal" puede ser expresada como la 

unión de 2-:fact.ores de aris:t.as iradependtent.es:. Es:t.e 

result.ado est..¡i relacionado con el res:ult.ado ramoso de Euler, 

demos:t.t'-ado en su célebre art.1culo s:obt'-e el pr-oblem.a de los 

puent.es de Ktsntcsberr; (1736), aquel en que uno puede 

at.ravezar t.odas las: arts:t.as: de una =r-á:ftca, una y ~Olo una 

vez, y ret.or-nar al vért.tce de part.ida, si y sólo s:t, la 

gl"~ica bajo coruat<t.roaatón e& con4MM y ~odoQ 



t.tenen ¡;rado par-. Pet.~rsen no mencionó .'.:! Euler en su t.rabajo 

y era realid.:t.d hoy en dia no se conoce si est-e !'ue consierit.e 

del result.ado de Euler •. que babia sido descubiert..o 150 años: 

ant.es. 

Pet.et•sen obsef'VÓ que la f"act.ortz.ación de :;r.tif"ic;:;is 

r•e¡;ulares: 

dificult.&d. 

de 

Es:t.e. 

t;l"ado impar. un 

ent.onces. pl"ueba que 

problema de 

W\a ¡;rMtc~ 

mayor 

conexa 

3-rer;ul.3r- que cant.iüne no más de dos:· aris:t.a.s: de cor-t.e t.tene 

un apa.r-eamtent.o pert"ect.o y así puede descomponerse en 

l-f'act.or y en un 2-f"act.oi-. El pr-opóstt.o de Pet.ers:en es hacer 

ver que ex.lst.en ,;..-á.t'lcas 3-re¡;ulares con t.res ax-lst.as de 

cort.& que no t.ienen un apareamient.o per-Cect.o. El da como 

ejemplo la crát"tca de la í"tcur.a <a> y la at.rtbuye a 

Sylvest.er. La i·t¡;lll"a <b> muest.ra la :ráf'tca correspondlent.e 

s:ín aris:t.as mult.tples:. 

l;o) ( b) 

La prueba de Pet.ersen. sobre s:u t.eorema de 

descomposición par-a r;rá.f"tcas 3-re:;ulares, !'ue stmpli!"tcad.a 

sucestvament.e por- Brahana (t917-18> 0 Erl"era (1922> y por

Frtnk (1926-26). El Ult.tmo de es:t.os cont.enta un leve error 

que fue corr•ectdo en el ltbroo de Kbrdt; (1936). El t.r-abaj.o de 

Pet.ersen. se ext.endió a ot.i-as: ¡:ráf'lc.=as rer;ulares por Babler

(t9r:IEI. 1952, t9~i4>. Oalla.i Ct950) y por- Belck (1950). 

Esst..a. linea de lr.ve&1t.igación culminó con al t.l"kbajo dlOll 

Tut.t.e. Mient.l"as t.ant.o. una segunda. corrient.e de result.ados 



relevant.es en apaream.ient.os empezó ;;a Cluir. El en!".asis de 

est.e t.iempo se relacionó con l.:.s: ;;rá!"icas bipar-t.it..as. 

En dos .&:rt.iculas. casi independient.es: - uno en Alemán 

(1916). el ot.l'o en Húnr;ar-o (1916) - J.:.lSnic:; pr•ueba que cada 

mat.r-tz doblement.e es:t.ocá.st.ica con ent.radas: no ne:;at.lvas debe· 

t.ener un t.ermino dU"erent.e de cero en su det.erminant.e. cuna 

mat.riz n ,,_ n es doblement.e est.ocást.tca si la suma de los 

element.os de los: :ren:;:lones: y columnas de és:t.a suman t.odos: el 

mismo valor). Ademas. obs:erva que Ja m.a.t.riz es doblement.e 

est.ocá.st.ica, si y s:ólo si, la r;r-á!lca bipart.it.a, 

cor?"es:pondient.e a est.a mat.rtz. es I"eg;ula.r. <K8nir; considera 

la sis;uient.e correspondencia ent.re una mat.r-iz y una r;r-át'ica 

bipart.it.a: Sean r·1 •.. ,.rn los ren:;lories: de una mat.rlz 

cuadrada M y cs., ..• cn sus columnas, puede f'orm.ars;e una 

c;rát'ica btpart.it.a uniendo X"t. a ci. si y sólo si, La ent.rada 

mi.J de la mat.rtz M no es ce?"o). Kl3ni~ prueba que cada 

r;rá!'ica btpal't.it..a ret;ul..ar de t;rado k es la unión de k. 

apareamient.os pe:rCect.os independient.es:. 

El a.lc;ebrist.a alemán. Fl"obenius, quien se int.el"ezo en 

Las: propiedades s:Se reduct.ibUidad de los det.erm.inant.es. 

pr-ueba los s1t;uient.es result.ados:. Ft: Sea M un.:. mat.f"iz de 

orden ri x n) t.al que cada ent..rada de est.a mat.riz es cero o 

una vaz.iable y t.odas aquellas ent.r-adas: que no son cero 

t.ienen aslc:nada una variable dtt·erent.e. Ent.onces: 

det.el"minant.e es: un polinomio r-educible de c::s:t.as: var•iables. 

s:i y sólo si, exist.e un ent.ercr p. O~ p ~ n, ~· una 

permut.actón de los r-enc;lones y las columnas de M en la cual 

se obt.iene un bloque de ent.r-adas: cero, de t..amaño p x (n-p). 

F2.: Considérese una mat.:riz M de orden n x n en la cual cada 

ent.rad.a. es cel"o o una variable ( a ent.radas cil!'el"ent.es les 

corresponden variables d1Cel"en1.es). Supón:;.as:e que el 

det.ermJnant.e de M es un polinomio reducible de sus: ent.r•adas 

dit'Ctroont.elil de <:::Ctroo. Ent.onceg euigt.o un ont.ero P• O < p < n y 

una permut.ación de los ren:;lones y columrl3S de M t.ales que 



se obt.iene un bloque de ceros. de t.amaño p Cn-p+1) 0 

cont.enido en ~- El result.ado F2 es de considerable int.erés 

no scilo por que a t.raves de ést.e se obt.iene una pr-ueba más: 

pequeña p&l'a Ft si no que al int.erpret.ar-lo en el .ámblt.o de 

La. t.eol'ía de las r;ráCica.s btpax-t.tt.as:. est.ablece un.a 

condición neces:ar-ta y s:ut·tcient.e par-a que una ~r-áf'ica 

bipart.it.& t.enr;a un apareamient.o per-Cect.o. En ocastones, se 

hace r-eCerencia .a est.e r-esult.ado como el Teor-ema de los: 

Mat.rtmonios:. Supóncase que se t.ienen n-hombres: y n-mujeres: a 

quienes: deseamos: casar. sin permit,tr- las blc;a.mtas: y las 

?"'elaciones homos:eA-uales. sólo si .ambos:, mujer- y hombre, se 

s:tmpat.lzan. Est.o es: pos~ble, si y sólo st, para cada k, 1 ~ 

k :$ n, cada conjunt.o de k-hombr-es: conoce al menos a 

k-mujeres. 

El problema de los: mat.rtmontos: Cué precur-sor- de uno de 

los res:ult.ados más conocidos: en apareamient.os: de ~r-Mtcas 

btpax-t.tt.a.s:, el t.eorem.a sobre Dlst.tnt.os: Repr-es:ent.ant.es: debido 

a Philip Hall (1935). El t.eorema de Hall rué prtmer-ament.e 

est.ablectdo en t.er-minos de conjunt.os:. Sea S.L, ... ,Sn una 

colección ttntt.a de conjunt.os. Exist.e un conjunt.o de 

dtst.tnt.os: element.os x.t, ••• ,xn t.al que xi. e Si., s:i y sólo si, 

para cada k., 1 :S k. :S n, la unión de k. de ést.os: SL conjunt.os, 

cont.iene al menos k element.os. 



1. APLICACIONES 

1.1 Problema de una t'armacéutJ.ca. 

CL. LovAsz l17J) 

Supóngase que una farmac6ut.1ca desea poner a prueba n 

ant.ibiót.icos en n sujetos voluntarios. Sin embargo. exámenes 

preliminares muest.ran que det.erminados sujet.os son alérgicos 

a ciert.as drogas. ¿Puede diseñarse un experimento en el que 

cada sujeto lome a~ct.ament.e uno de los ant.ibiólicos .a los 

que el o ella no sea alérgico y cada droga sea t.orna.da por 

exa.ct.ament.a uno da los sujetos?. 

Sea como módelo de esta sit.uación una gráfica bipart.it.a 

G en la que sus clases da vért.ices consist.en de los n 

sujetos y los n ant.ibiót.icos respect.iVament.o conviniendo en 

relacionar un sujot.o a una droga si y sólo si el sujeLo no 

es alárgico atla droga. Entonces la respuesta a la pregunta 

propuesta es afirmat.iva si y sólo si la gráfica G t.iene un 

apareamiento perfect.o. 

1.2 Problema de un proceso por co191put.adora. 

CL. LovAsz 1171) 

S'Upóngase ahora que se tienen dos comput.adoras 

disponibles y p t.areas para ser prosesadas en ést.as. Se 

asume que cualquier tarea puede ser realizada en cualquiera 

de las dos comput.adoras. ~n suma se puede asumir que las 

comput.adoras ·son idllint.icas. Supóngase t.ambién que las p 

t.areas son parcialment.e ordenadas en el sent.ido de que para 

cualesquiera dos: t.areas: diferent.es Ji.. y Jk. Ji.'5.Jk indica qué 

JL debe ser complet.ada ant.es de que Jk pueda ser iniciada 

por cualquier comput.adora. Si t.odas las t.areas requieren una 

cant.idad igual de t.iempo para ser complet.adas. ¿Cuál es el 

menor t.iempo posible. suficiente para completar t.odas las 



~areas?. Un m6delo de est.a siluac16n es usando una gr~tica 

G en la que el conjunt.o de vért.ices son las t.areas 

Ja..J2, .•.• Jp. t.al que J1. es adyacente en G a JJ.: s.1 y s:;.6lo s.1 

~st.as son 1ncompatibl~s en el orden parcial CEn ot.ras 

pal abras:. s.1 ást.as: pueden s:er ejecutadas s1mul t.ineamente). 

Es claro que al designar un programa 6pt.imo. se deben usar 

simultáneamente ambas m.1quinas t.an rrecuent.ement..e como sea 

·posible; est.o es. debe hallarse un aparea~ent.o de 

cardinalidad rd.xirna. en G. Est.e problema pert.enece a la clase 

de los llamados: problemas de apaream.ient.o nu\ximo. Obs4rvese 

que en est.e caso, a diterenc:ia del ejemplo 2.1 la grA:f'ica 

modelo del problema no es bipart.it.a. 

1.3 ProbleMa del tablero de ajedrez truncado. 

ce. Berge C3 D 

Consid6rese un t.ablero de ajedrez de 8 x a donde las 

casillas: superior izquierda 

remov1.das . 

i nrer 1 or derecha están 

• Ta.bl.aro do a.¡.adrgz Apa.roa.m1.wnlo má.Jnmo de la. 

l.runc.a.do. 9r&/1.c.C1. .:orre&pondi.anl•. 

Se t.ienen 31 tichas de dóm.lno. con cada ficha se cubren 

exa.-=:ta.ment.e dos -=:a.sillas a.dyacent.es. del t.a.blero de ajedre::::. 



Pueden ser cubiertas las 62 casillas del tablero de ajed~e~ 

con las 31 !'!chas. Est.e problema es equ1valenle a encont.rar 

un apareamient.o mAx.imo en una gráf'ica. donde los v~rt.ices de 

~st_a corresponden a las casillas del tablero de ajedrez 

truncado. En esta grif'ica dos de sus vért.ices son adyacentes 

&1 est.os representan dos casl l las adyacentes en el t.abl erQ 

de ajedre::. Es !'á.cil ver c:¡ue el apareamient.o en la f1gura. 

anterior no es perf'ect.o. Puede darse un argumento simple que 

no hace uso de la teoria de apareamientos para demostrar que 

no es posible encontrar un apareamiento perf'ecto: Colorear 

de blanco y negro las casillas del t.ablero de ajedrez. Note 

que el t.ablero de ajedrez truncado no tiene el mismo nórnero 

de· casillas blancas y negras. las dos esquinas f'altant.es 

tienen el mismo color. Cualquier arreglo de las !'!chas cubre 

el mismo nómero de casillas blancas Y.· negras. Por lo tanto 

•l apareamien~o perf'ect.o no puede exis~ir. 

Si el t..í}-blero de ajedrez tuviera el mismo nCmero de 

casillas blancas y negras. el nó.mero de f'ichas necesarias 

para cubrirlo sería dif'!cil de calacular sin hacer uso de la 

teoría de apareamientos. 

1.4 La batalla Bri~ánica 

CC. Berge r•J> 

En 1Q41. la real f'uerza aérea estaba compuest.a de 

.a.viones: que requerían dos pilot.os. Sin embargo. ciertos 

pilo~os: no pueden volar junLos por las dif'erencias en 

lenguaje o c;us:ciplina. Dadas estas rest.ricciones:. e! Cu41 

sería el mayor ndmero de aviones: que podrian ser puestos 

sl mul t..á.neament.e en vuelo"?. Est.e problema es resuello 

hallando un apareamient.o m.i::dmo en una grÍf'lca donde los 

v~rt.1ces corresponden a los pilot.os y sus arist.as relacionan 

a los plloLos:. que putirden volar Junt_os. 
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1.5 Problema de asignacion de personal 

CC. Berga C3J) 

l'na oficina •_iene p secretarias x1..x2 •... :<p y q tareas 

ya.~•2 •...• yq. Ca.da secret.aria est:.. capacitada para. eyacular 

.a.l manos una ta.rea.t.E:s posible asignar una secretaria. a un.a 

tarea pa.ra. la. cual ello.. est.~ calificada.? Sea rcx\.) el 

conJunt.o de t.areas para las cuales est.A capacit.ada la. 

secrat.aria X\.. El problema se reduce a enc9nlrar 

apareami.enlo qua sat.ure lodos los vért.ices en X de una. 

grAfica bipart.it.a G = CX.Y.i:>. 

1.6 Problema de la cita 

ce. Berge 13)) 

En un colegio americano. cada chica t.iano 1'. amigos y 

cada. muchacho t.iane k amigas. ¿ Sería posible t.aner un baile 

en •l cual simult.á..neament.e lodos los est.udiant.es bailar~n 

con uno de sus amigos?. Post.eriorment.e. se most.rar~ que 4st.o 

es posible. 



2:. EL ??.':::BLE~~ !:'E!... APAREAM!E~ITO HAX!HC 

Dada una ~r~~!ca s!mple G = CV.A). un cpc~~amient~ en G 

es definido como un conjunt.o Mo de aristas tal que dos 

arist.as de Mo no :;on adyacentes. S'! Mo es; un ap:...r-e~nuer1t.o, 
y si Mt e:: Mo. ent.onces .Mi es;. t.amb14n un .l.pareanuentei. 

SQ est.udi.a.r~ el pr-oblema sigui en!. e: Cc:.:!..a. 

8ráfica C3 hal. l.a.r un apareamiento Mo tal. que ¡ Mo 1 es m.cb.:L.'l"'.a. 

Un apar-eanuento M de una grl.d ic.a. .:3 .es m.1::-:.imo :.1 G no 

cont.1ene r.Jn apareamiento M• t.al que IM" 1 > IMI. Un vért.1ce v 

se dl.ce que es saturado por- un .a.pareanuent.o Mo co· bien 

Mo-sat.urado) ~i una ar-1st.a de Mo incide en v. SCMo) denot.arA 

el conjunt.o de t.odos los:. v~rt.ices sa.t.urados: por- .M.o. Un 

apaream1ent.o que sat.ura a ~odos los v~rt.1ces de G es llamado 

un aparea.miento perfecto. Clarament.e, un apareamient.o 

perrect.o es un apareamient.o rn.á.x.imo. 

Ut.ilizarpmos lineas obscuras pa.r::t. denot.ar las .a.r1st.as 

de Mo y lineas leves para denot.ar las ar1st.as de'A - Mo . 
Consideremos: un apareamient.o 

al. ternada. o Mo-al. ternada se define 

.Mo. Una 

como una 

'ra.yectoria 

tr~:rect.or1a. 

cuyas arist.as est.An allernadament.e en. Mo y en Alo = A - Mo • 

es decir se alle~nan una ar1st.a obscura y Urt,."l clara.. Por· 

ejemplo en l.3.. gr.1t'1 ::::a C:aJ la t.ra:,.·ect.ori.a ( :,.,1., 1.J.&, V!:S. t12.) es 

una trayectoria .a.lt.ernada. 

/\10 
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M-.a.l•.ernada de 

u~iliCad en la ~eor!a de apareartUent.os. conl1nuaci6n 

enunciaremos un lema que sirve de base 'para probar el 

teorema q1.Je muestra. c::uándo una grát"ica G t.iene un 

apaream.l~nt.o ~ximo. 

Lema 2.1. Sea G = CV,A) una grát'ica simple y sean 

Mo y .Mi. dos apareamient.os en G. Consideremos la grát'ica 

Parc:i·al G•= cv,A•:>, con el conjunt.o .de arist..a.s 

A' = CMo - MJ.) u CM. - Mo). 

Cada component.e conexa de G• es de uno de lOs SJ.guient.as 

t.res t.1pos: 

Ttpo 1. 

Ttpo a. 

Tt:.po 3. 

Un várt.ice aislado. 

Un ciclo dé longit.ud 

est.án al t.ernadament.e en 

par donde sus aristas 

Mo y M.t.. 

Una t.rayect.orla en la 

al t.ernadamente en Mo 

que slJs aristas est..1n 

y .Ms. y los vérT.ice:=.. 

ext.remos de 4st.a no están saturados por alguno 

de los do• apareamientos. 

Oemost.raci&n. Dado un v~rt.ice 'J e V. Cons1dérenz:e le:=.. 

~l.9UJ.entes tres c::asos: 

Caso l. Si v ~ SCMo - MJ.) y ve S(J.l& - Mo). ~ntonces v 

es.un v'r~ice aislado en G". 

·caso a. Si " E. se Mo - Mi:> y \) e St:M.s - Mo). entonces ~.) 

es un v4rt.ice extremo de una arista en Mo - Mt. Uinguna otra 

arist.a de Mo - _M.t puede ser incident.e en \J (debido a que Mo 

es: un a1=1reamient.o); niriguna. de la.s ar-1 st.as de .Ms - .M.o es 

incident.e en v C u e SCMa. - Mo) ) . Además, u e SC:.Ms) C de 

ot.ro modo una arista de .M. incidente en \J podría pert.enecer 

a.M,-Mo:> . 
.:.:a.QO 3. S:i v e S.C:Mo - .M&) y v e Sé'. .M. - Mo.) • ent.on~.-..= 

eX.lste una Única arista de Mo - Mi. incident.e en 1.1 y una 

única ar1st.a de Mi - M.o que ~ambién inc!de en u. 



Después de detallar estos: t.res casos. :::.e ccnclt..Jye ::¡ue 

el grado máximo de !a gr~f1ca parc1al 

C V, CMo - J.'..)1.JCMt - Mo) ) 

es 2. Esto exhibe que las component.es conexas pueden ser de 

uno de los t.re~ t.ipoá descr1t.os. .a.nt.erlorm&nt.e. o 

Ant.es de enunc1ar un resultado atribuido a Berge, 

"de!'iniremos: el concepto de trayectorl.a M-aument..a.nt.e q1.ie ha 

sido la base de import.ant.es: res:ult.ados: y algori.t.mos: para 

hallar un apareamiento máximo en una gráfica en general o 

bipartit.a. 

Detin1ci6n. Una t.rayect.oria M-a.umd'ntante es una 

t.rayect.oria M-alt.ernada cuyos vértices inicial y terminal no 

est.~n M-sat.urados. 

Ahora bien. el problema de hallar un apaream1ent.o de 

cardinalidad má.x.ima en una gr:..fica es: resuelto baJo 

condic1ones necesarias y suficientes dadas: por Berge. 

Teorema 2.1 (Berge Cl957l). Un apareamiento Mo de Ges 

mAx.imo si y Sólo si G no cont.iene t.rayect.orias 

.Mo-aument.ant.es. 

De..ostraci.Sn. Si Mo es un apareamient.o para el cual 

exist.e una t.rayect.oria Mo-aument.ant.e, ent.onces 

intercambiando l.as aristas obscuras y claras: a lo largo de 

esta t.r"ayect.oria se obtiene un nuevo apaream.ient.o M.l con 

IMAI = !Mol + 1. Luego el apareamient.o Mo no es ~ximo. 

Rec!procament.e. supóngase que Mo no es un apareamiento 

mA.ximo. y se~ M• un apareamient.o m.iximo en G. Ent.onces 

IM' J > JMoJ CZ. l) 

Sea H = G CMo A M• l, donde Mo A M• es la dif'erencia 

simétrica de Mo y M•. 
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~x·. . . . 
• , 1 

"..' ' , . .. 
, • 1 , . . . . . . ' . ¿ - 1 o 

(a) 

¡QJ o. con .._ obacur~ y U" punLGa.dci=; Cb> a CW. 6 M'I. 

Cada vért.ice u e H t.iene grado 6HC:v::> ~ 2 ya que ést.e 

puede ser 1nc1dent.e con a lo más una arist.a de Mo y una de 

M•. Así cada componant.• de H es un ciclo· de longit.ud par 

cuyas .a.r1st.a5 est.án alt.ernadament.e en .Mo y M• • o bien una 

t.rayect.oria cuyas arist.as est.An alt.ernadament.e en Mo y M•. 

En cada ciclo de longitud par hay t.ant.as aris~as de Mo como 

de M'. De C2.1) s• sigue que H debe cont.ener Tl\4~ arist.as de 

M• que de .Mo. Luego las component.es conexas de H no pueden 

ser sólo ciclos de longit.ud par. Por lo t..ant.o exJ.st.e una 

t.rayect.oria T la cual puede iniciar en una arist.a de Mo y 

f'inalizar en una arist.a de M•. en est.e caso el ntlmero de 

arist.as de Mo C CACMo::> ) es igual al ndmero de ar1st.as de N( 

C ACM•) :> en T. Si la t.ra.yect.or1a. T principia y termina en 

una ar1s:t.a de Mo. IACMo) 1 > !ACM')¡. As! en G exJ.st.en al 

menos tantas aristas de Mo como de M•. Luego !Mol ~ IM' 1 lo 

cual no puede ocurrir dado C2.1). Debe exist.ir ent.onces en H 

una t.rayect.or1a T' la cua.¡ empieza y t.ermina en una. arista 

de M' . Lo~ v~rt.ice~ ext..ramo~ de T' que •~t~n M'•at.urado• en 

H. •on Mo-•atur~do• G. As:i T" una t.r~yector1a 

Mo-aument.ante en. G lo cual contradice el supuest.o de que G 

no cont.iene t.rayect.or1as Mo-aument.ant.es. o 
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Cerno consecuencia de este ~ecrema. se ~ienen l~s S!~u!en~es 

dos corolarios que ne~ pernuten ahondar en el est..udio de lo~ 

apareanu.ent.os rná:dmos a t.,..avés de los concept.os de 

t.ransferenc::1a y arist.a libre. 

Def'inición. Consadárese un apareanuent.o M y un~ 

t.rayect.oria r = Ci:.u.b1..a2.02 •••• :> t.al que ª" -e M y bt. .f= M. 

La operac1ón de lnt.ercambio de una ar1st.a obscura aL y una 

ar1st...a. clara bt. en l" ~e denomina una ºtran.s/erenct:a .. sobre 

T •• 

Corolario 2. 1. C.a.da apareamient..o mAX1.mo .M..& puede ser 

obt.enido de un apareamient.o Mo a t.rav~s de una secuanc~a de 

t.ranst'erenc:ias a lo l.a.rgo de ciclos Mo-alt.ernados o 

t..rayect.orias Mo-alt.ernadas de longit.l:Jd par que empiezan en 

un v~rt.ice no sat.urado. 

Demos.t.ración. Es suficiente hacer las t.ransferencl as a 
' lo largo de las componentes conexas de la grAflca parcial 

generada por CM.o - M.a) u CM.J. - Mo). donde las component.eS

conexas resultan ser de los t.res t.ipos espec::1f1c::ados en el 

lema 2.1. e 

Def'inJ.ci6n. Una arlst.a se denomina 'ºlibreº si ést..._ 

pert.enec::e a un apareanu.ent.o m..1xi.mo pero no pert..enec:e a t.odoz. 

los. aparearnient.os máXirnos. 

Corolario 2.2. Una arist.a es libre si y z6lo si da.do un 

apareamient.o máximo Mo arbit.rario. la arist.a. a pert.enece .a. 

una lrayec::to;ia alt.ernada de long1t.ud par que empie:a Qn un 

v~rl1c::e no salurado o bien a un c1clo alt.ernado. 

Demos~ración. Sl a per~enece 

allernada del t.lpO desc::r1t.o ant.er1ormente. en t. onces 

claramQnt.e. a ~~ una ar1$t.a libre. 

Rec!procamenle. si a es libre. supóngase. por e;emplo~ 

que a ..:;: Mo y a. e .Ms. para algt.ln .a.pareamient.o mJ.::..:.imo .M.1.. Así 

a E e M.o - M.t) l.J e .M.1. Mo). Luego a pert.enecc t.m.a 



component..e ccne>!3. :!e la r;r.1fic:a. parc:.al .-;enerada. por 

M.o l:l M...., es decir a per~en&ce .a una t.rayect.oria alt.ernada 

que emp1e::a en un ·.·ért:.ce no saturado o bien a un ciclo 

a.l~é:rnado. e 

En el es~ud10 del an~l1s1s comb1nator10 encontramos el 

concepto de apareamient.o relacionado a la cuantificac16n del 

nómero de aristas en una grAfica. en este sentido se cita el 

siguiente t.eorema atribuido a ErdBs .Y Galla!. 

Teorema 2.2 CErd~s, Gallai (1959)). El m'.ximo nOmaro de 

aristas en una gr•tica simple de orden n con un apareamiento 

m.A.ximo de q aristas Cn ~ 2q > 0) es: 

[
[ ·~ ) 
[ •q;• ) 

[ : J + q<n - q> 

•i n ~ zq 

alzq(n~.:!!1.....!.... 
2 

11i. n)~ 

• 
Demos~ración. En el caso en que el orden es n ~ 2q, la 

gr•fica Kzq, con 2q v4-rt1ces es una grAfica de orden n con 

( •.q J ?qC?q - 1) = 
2 

a.rist.as y un apareamiento mAximo de 

cardi.nalidad q. 

En el segundo caso la grAfica formada por la unión de 

la griifica 1'2q·H y un conjunt.o Sn-12q .. u de n C2q+1) 

vértices aislados, resulla ser una gráfica de orden n > 2q 

con un apareamiento máximo de cardinalidad q y arist.as 

Flnalment.e en el t.ercer caso considerando la gr!.f'lca 

Kq J• el conjunt.o de v~rt.1ces 1ndepend1ent.es Sn-q. haciendo 

!O 



adyacent.es los vért.1ces de Y,:q a t.odos les vértices de Sn-~, 

se obt.iene una nueva gráfica de orden n con apaream!.ent.c 

mAxl.mo de cardinalidad q ya que n - q > q Cn > 2q) y 

m = ( : ) + qCn - q) arist.as. 

Ahora se most.rará. que el nó.mero dado repr-esent.a el 

m1ximo nómero posible de arist.as. Para el primer caso 

C:n = 2q). esto es claro. 

Para el segundo caso supóngase que n ~ 2q 1. 

Den6t.ese con '§:Mo:> el conjunto de Wrt.ic::es no saturados por 

un apareamient.o ~ximo Mo donde q = JMoJ. Ya que n > 2q se 

t.iene que '§:Mo) -. 0. Denót.ese con Ma. las arist.aS Cx"'.y•:> del 

apareamient.o Mo que t.ien•n un Wrt.ic• e>Ct.remo x" adyacente a 

varios Wrt.ices de '§:,Mo). 

x. 

X~ J M, 

Del teorema 2.1 se sigue que el otro ext.remo y• de una 

arista tal no puede ser adyacente a $t:Mo). ya que entonces 

existiría un~ trayectoria Mo-aument.ant.e. y .M.o dejar!a de ser 

un apareamient.o ~X!mo. 

Sea Mz = Mo - Mt., s:ean Q• = ¡.i.t.¡ y qz = IMzl. Luego 

QI. T Q2 = q, 

Para 1 1 .2. sea Xi. el conjunto de los v4rt.ices 

ext..remos de las aristas de J.h .. Así 
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X• n Xz = O, X1 n :;°(Mo::> = o. X2 t'l ~Mo) = B. 

1. Dos arist.as d& Mi no put:tden p&rt.enecer a una gráf'.Lc.l. 

complet.a de orden 4. porque ent.onces exis.t.1r!a una 

t.rayect.oria Mo-alt.ernada la cual conec~ar!a dos vért.ices de 

°§:Mo) (en G no pueden eXJ.st.ir aristas con ambos e>..'1..remos 

en x1•). ~si el namero da arist.as de G que unan dos v~rt.ices 

de X1. sat.1sface 

2. El nómero de arist.as de G que unen les vér._ices ::!e 

X• y §:Mo) sat.isf'ace 

m
0 

C X• , §:Mo) ) :$ q1Cn - 2q). 

'3. Sea Cxz • yz) una ar"'1st.a de .M.z. Si ni X2: n.i yz son 

adyacent.es: al conjunto Xl • de v6rt.1coeos de Xa que no son 

adyacent.es a ~CMo). oeont.onces 

mcl e <xz • y2> • v-xz ) s 2.ql + 2 

ya que ambos e-xtrE.-mo~ :<2. ya pueden Z:&I"' adya.cent.es .;l.. qa 

-.·er-t_:.~es d<& :-:1 .. y sólo a 1.in vért.ice de ScMo:>. 

Si el .... ¿r'.i.ce ext.remo x2 de la ari.st.a' Cxz ~2) es 

.s.dyacent.e a X1º su et.ro Vár"'t.ic::e extremo yz no puede ser 

adyacent.e a 'S'CMo) n1 a Xaº ya que est.o daría OI"'l.gen a un.a. 

t.rayect.or1.a. Mo-aum.entant.e. Similarment.e el véort.1ce extremo 

ya no puede ser adyacent.e a dos vért.ices de X1º. Sin embargo 

t.ant.o xz como yz pueden ser .adyacentes a X1" y x2 puede ser 

adyacen~• a un v•rt.i.ce de·§:Mo), ent.onces 

m
0 

C xz • V-Xz) ~ 2q1 + l • 

m
0 

C yz • V-Xz) ::S qa. + l. 

Luego 

m
0 

e <xa • ya> , v-xa :> s 'Sq .. + a. 



Finalmente se obtiene 

m
0 

CXz • V-Xz) :S "3q1.q2 ... 2qz. 

•-:orno cons!!:!cuenci a, 

=[•q•.•J ~ ) + q1ln - 3q + ~. 

Ahora 

n - 3q + ~ 111 2n - 6\ + 21. - 3 = 2.n - 59 ~ 3 ... q1. .- q 

Si n :S 5q+3 ... entonces 
z 

n - 3q + q~-3 = (n - sr3 J + ~ :S o. 

Por lo t..anto 

Si n > ~ • entonces 

n - 3q + ~ = - [ (s~+3 - n) + ~ ]. 

As1 

ma :S ( •q;1. J _+ qs(n - 3q + qai3J 

-as. decir 

m
0 

;5; ( ~ ) + qCn-q) + Cq-qa.) [5'?!+3 - n) - .¡.qs.Cq-qs.) 

l3 



o bLen 

Combinando las desigualdades para ~odos los casos cb~enemos 

m ~ m.>.>: { ( ••:• ) , ( ~ ) + qCn-q) } 

Not..a.: ( ••;• ) ;,, ( : ) + qC n-q) 

o'equivalen~ement.e 

2qC2q + L) - qCq - 1) + 2qª 2! 2qn 

o bien 

A gr.andes rasgos se ha discutido el problema de hallar un 

apareiamJ.ent.o Ñxtmo en una gr.lf"ica. Sin embargo. hay una 

dualidad de este concept.o que ser.A abordada en la siguient.e 

s.ecci&n. 
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3. EL PROBLEMA DEL CUBRIMIENTO HINIHO 

La figura siguiente represent.a un fuerte donde por cada 

vértice ha.y una torre. Un guardi.l. est.a.cl.onado en un muro 

puede v1g1lar ambas t.orres sl.t.ua.das. en los ex.t.remos de su 

muro. l Cu.S.l es el número mínimo de guardias necesarios para 

V191lar todas las torres? 

cubrlmLonLo mtn\.mo (Li.ñ~ oba.:ura.sl 

Def'inicidn. Dada una gr~fica simple G = CV , A). un 

cubrimient..o por aristas en G es un subconJunt..o F e A t.al que 

c·ada v4rt.ic• u E.· V es un v.Srt.ice ext.remo de .al menos una 

arist.a de F. 

Puest.o que el cubrimient.o de cardinalidad mínima en la 

'gr.if'ica ant..erior const.a .de 7 arist.as, se si.gue que son 

necesario• 7 guardias. 

El problema de encont.rar un cubrimient.o m1nimo por 

arist.as es muy sim11.-.r al problema de hallar un apaream.lerit.o 

m!ximo. De hecho est.os dos concept.os se considerán como 

du.al•s;:;. 

· Dado un apareamiento má.ximo Mo. podemos obt.ener un 

cubr1m.1ent.o m!n1mo por ar1.st.as Ft. aña.di.ondo. por cada 

vért.ice v no Mo-sat.urado. una ari.st.a ev de G ~ue es 

inc1.dent.e én u. 

Ft. = Mo U (ev / u E Sc:Mo:>>. 
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As1 mismo. dado un cubr1mientc :n!nimo por ar1st.as Fo. un 

apareamient.o m.A.x.1 mo Mi. es obten! ::!o por el1ml.nac:.6n suc::esi va 

de ar1st.as de Fo que $.On 1ncl.dent.es en. una ar1st.a no 

eliminada de Fo. Este proced1m1ent.o es 6t.il para most.rar una 

relaci6n inleresant.e ent.re un cubrimient.o y un apareanuent.c. 

m.a.s a~n. med1ant.e el s1guient.e result.ado puede verse que el 

problema del cubr1nuent.o m.!nimo por .:i.rist.as se reduce- al 

pr.oblerna de •.Jn apaream1ent.o má.ximo. 

Teorema 3.1 CNorman, Rabin [ 19591). En una gr~fica 

simple G = CV • .4) de orden n. un apaream.ient.o mA.Ximo Mo y un 

cubrinu.ent.o m1nimo por arist.as Fo sat.istacen 

!Mol + ¡Fo! • n. 
Demostración. Dado que Mo es un apareamient.o ~ximo, el 

conjunt.o Fa =- Mo U <ev / :y Ei ScMo)> result.o.. ser un 

cubrimient.o por arist.as. de donde 

IF•I = !Mol + Cn - a¡Mop = n - !Mol C3.1) 

Por ot.ro lado. puest.o c:iue Fo es un cubrimient.o minirno 

por arist.as. el conjunt.o Mi.. obt.enido por la eliminación 

sucesiva de ar1st.as de Fo, que son adyacent.es a una arist.a 

no eliminada de Fo. es un apareanuent.o. Dado que en G, las 

arlst.as de F'o no t"orman t.rayect.orias de longi.t.ud '3, cada 

arist.a eliminada crea exact.amen~e un v~rt.1ce no Ma sat.urado. 

Por lo t.ant.o 

IFol - IM.tl = ¡v - SCM.t)I = n - 21.M.I 
es dec;ir 

¡Fo¡ = n - IMil 
Ad•mAs: 

IM•I S !Mol Y !Fol S IF•I 
De C3.1), C3.2), y C3.3) se sigue que 

11'"•1 = n - !Mol S !M..I IFol 
es decir-

l!l 

C3. 3) 



Luego. el cubrimient.o F'.1. es t.ambién un cubrimient.o mínimo 

por aris~as. Ya que IP•I = jPoj se sigue que l.M.I = ¡Mo¡. y 

en consecuencia el apareamient.o M.1. es: un apareamient.o 

m:..xi mo. F1 nal ment.e 

¡Mol T jPoj = n. e 

Hast.a el moment.o nos hemos limi t.ado al es:t.udio de losi 

. apaream.1 en tos 

Dirigiremos. 

bipart.it.as. 

y cubr 1 mi ent.os 

ahora. nues:t.ra 

!7 

de grií'icas en 

at.enc16n a las 

general. 

grif'icas 



d.. APAREAMIENTOS Y CUBRIMIENTOS EN GRAFICAS 

BIPARTITAS 

Una graf"ie:a es b1part.i'ta s.1 su conJunt.o de ·.·értl.ces 

puede ser part.icionado en dos clases t.ales que cualesquiera 

dos várt.ices en la misma clase no son adyacentes. Para 

ref"erl.rnos a una grACica bipart.1t.a ut.ili:aremos la siguiente 

not.ación G =ex.Y.A), donde los conJunt.os de várt.ices X e Y 

denot.ar~n las clases da v~rt.ices de la gráf"ica y el' conjunt.o 

A denot.ar.l. el conjunt.o da aris~as de ést..a. Una gr~f'ica 

bipart.ita puede ser cara.et.erizada mediant.e ciertas 

propiedades, en seguida presentamos algunas de ést.as. 

Teore .. ¿.1. Para una gr~Cica G. las siguient.es 

condiciones son equ1valent.•s: 

Ca) G es bip~r~it.a, 

Cb) G no cont.iene ciclos de longitud impar, 

Ce) G no cont.iene caminos cerrados de longit.ud impar. 

Demost.raci.dn. C Ca) implica Cb) ) . Puest.o que G es 

bipartit.a, pueden colorearse d• rojo y azOl los v~rt.ices: en 

G d• t..a.l t'orma. quo doim: vért.ices: adyacentes •t.ienen coloros: 

dit'erent.es. Si G t.iene un c1clo ~ de longitud impar, 

entonces los ~rt.ices en ~ no pueden ser coloreados 

alt•rnadament.e de rojo y azOl. 

C Cb) implica Ce) ). Supóngase que G no cont.iene un ciclo de 

longitud impar. Seaµ= Cxo.x1 0 ••• xp=xol un camino cerrado 

de longitud impar. Si en µ existen dos vértices XJ "./ xk· 

~ales que j < k y XJ xk entonces µ puede ser 

descompuesto en dos cam.J.nos µCxJ. •..• xkl y µCxo •...• xjl T 

µCxk •...• xol. AdemAs. uno de est.os: caminos t.iene longit.ud 

impar Cde oLro modo µ Lendria longitud par). 

Cada vez que el camin,o µ es: descompuesto, media.nt.e est.e 

procedinuento, obLenemos: un canuno de long1Lud impar. Cu ... ndo 

concluye ;u de~compo~ici6n. c1clo impar• 

c:ont.radic1endo Cb). Por lo tanto G no cont.iene caminos 

cerrados de longitud impar. 
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Ce) implica (a) ). !-'.cst.rarer.".cs que una gri!".:.ca G ::.:.~ 

caminos cer-rados de long1t.ud impar es bipart.it.a. Sup6ng.1.se 

que la gráfica es conexa. (de et.ro modo puede consid.er-ar-se 

cada c~mponent.e conexa ~eparadament.e). 

Coloreando sucesivament.e los vért.ices de la gráfic~ 

usando la~ siguient.es reglas: 

Resta l. Colorear un vért.ice arbit.rar10 u de azúl. 

Reela 2. Si el vért.ice u est.a coloreado de azúl. colorear de 

rojo t.odos los vért.ices adyacent.es a u. Si el vért.ice w est.a 

coloreado de rojo. colorear t.odos los vért . ."ices adyacent.es a 

w de azúl. 

Cada vért.1ce de G es coloreado. ya que G es conexa. Un 

vért.ice u.no puede ser coloreado de rojo y azél, ya que los 

vért.1ces u y u est.ar!an cont.enidos en un camino cerrado de 

longit.ud impar. Asi. se det.ermina una part.ic16n de los 

vért.ices de ~· en dos clases, luego G es bipart.it.a y t.ermina 

la prueba del t.eorema. o 

El t.eorema de Menger junt.o con et.ros: result..ados que 

consideraremos en seguida. son de gran ut.ilidad en la 

demost.ración de un result.ado en el que K8nig est.abl&ce el 

mAXimo nilmero de arist.as en un apareamient.o de una grtt.t'ica 

·bipart.it.a. 

DeCin.lcidn. Un uu-separador W e V en una gr~Cica conexa 

G = CV. A) es:; un conjunt.o m.!nimo d• v46-rt..ic:e9 t..al que al 

quit.arlos dejan a u y u en diCerent.es componentes conexas. 

Teorema CMenger). Sea una gr~Cica simple G = CV • A) y 

sean u. v e v. u no adyacent.e a u en G. El m1n1mo numero de 

vért.ices que separan a u de u en G es igual al máximo numero 

de uv-t.rayect.oria.s int.ernament.e ajenas en G. C ver Harary 

C1969) ). 
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La def'inic16n de los vec1nos de un conJunt.o juega. un ;::a.pel 

relevant.e en la t.eor-!a de apa.r-eamien~cs. Est.e concepto 

a.parecerá. en algunos de los re:=:ult.ados más import.a.nt.es de 

i:.-sta t~eoria. 

Definición. Para un Be XuY. el conjunt.o de vecinos de 

B s.e def·1ne como el conJurito de v.&rt.ices adyacent.es al 

conJunt-o a y es denot.ado por roca:>. 

Proposición. Séa una gr.1!"ica bipart.1.t.a G = CX. Y • .A). 

Considérese la grá.f'ica G• con conjunt.o de vártices 

X u Y U <u.~J y conjunto de arist.as A U (ux/xEX> U <uy/yGY>. 

es k.. 

min < ¡x-a¡ + ¡raCB)I >. 

·= 
El minimo nómero de vért.ices que separan a u de v en G• 

G': 

De-=rs~rac~ón. Suponga.se que exis.t.e un uv-separador W de 

cardinalidad menor que k. Sean Wx = W n X y Wv = W t"'l Y. 

entonces J Wx 1 + J Wv 1 < >t. Sea C = X - Wx. pues t. o que W 

separa a u de ~ todos los vecinos de C est.~n en Wv. en~onces 

.~! 

y 

ex - e:> u.raCC) s Wx u Wv. 

1 X - e 1 ·• 1 rae C) 1 .: 1W><1 • 1Wv1 
min < !X-BI • ¡rac8' i> :S ¡x-c¡ + ¡raCC) I · 
ª°' 

ªº 



Por- lo t.ant.o 

1< :!O 1x-c¡ + 1raCC)I :s ¡wx¡ .,. 1w,·1 < ·"-

Luego k. < }t. • lo cual no puede ocurrir. por lo t.ant.o .-.. es. el 

m1nimo nómero de vért.ices que separan a u de ven G". o 

Teorema de ICllnig (1931] 4.2. Sea una gr:-áfica b1par-t.1t.a 

G con bipart.1ción CX • Y.> y conjunt.o de arist.as A. El mAXirno 

nOmero de arist.as en un aparearnient.o es igual a 

min < 1x-e¡ + ¡ro<B) 1 >. 
·= 

G' = C X U Y u (u,v> , A u (wc/x~ u <vy/yeY> ). 

S&a /f. = min ¿ IX-BI + 1roCB) 1 >. Pues:t.o que /f. es: el m1n1mo 
•CX 

nómero de v~rt.ices que separan a ~ de v en G" Cproposici6n 

ant.erior). del t.eorema. de Menger. k es el m,á)C.l.mo nOmero da 

uu-t.rayect.or1.as int.ernament.e ajenas de u. a u. Tomando una 

arist.a de G por cada una de est.as t.rayect.orias obt.enemos un 

apareamient.o en G de cardinalidad k c¡ue es rnA><imo. ya que si 

< cu. CJ.2, ••• ,al > con é1.i. e ACG) Ci = 1 0 ••• ,t.) es un 

apareamient.o en G con k. se t.endrian en G' t. 

t.rayec:t.orias int.ernament.e ajenas de u a u. cont.radic1endo el 

hecho d~ que k es max.imo respect.o a est.a propiedad. Con ésto 

se concluye la demost.raci6n del t.eorema. e 

Ret.om.aremo~ el ~ema de los cubrimient.os a part.ir de 

ot.ra def'i r:.~c16n que nos: permit.irá. hacer algunas 

observaciones relacionadas a los a.paream.1ent.os y los 

cubrim.Lent..os de una gr~f'ica bipart.1t.a. C'e hecho se most.r·ar5.. 

m.As adelant.e, que e>d.st.e una conex.16n d1rect.a entre ambos. 
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Detlnición. Un cubrim.ient.o por várt.ices en G es un 

subconjunt.o K de V t.al que cada aris~a de G tiene al menos 

un ext.remo en K. 

Un eubri.mienlo Kº es un c::ubrinu.ent.o mínimo por 

v'rt.ic::es. si. G no cont.iene un cubrinu.ent.o K t.al que jKj<!K• 1 

t(l) Un c.ubr\.nn.•nlo. <bl un c.ubn.m\.onlo "'""'"mo •. 

Si K es un cubr-im!ent.o por vl!rt.ices de G. y .M es un 

apareamient.o de G ent.onces K cont.1.ene al menos un ext.remo de 

cada arist.a de M. Dado un apaream..1ent.o ji\. y un·cubrinuent.o K. 

JMI ~ IKJ. Et'"ect.ivament.e. si M.• es un aparaamient.o m.iximo y 

K• es un cubrinúent.o m!nimo por vért.ices. ent.onces 

fM'I :S IK' t C4. D 

La igualdad en C4.l) no se da en general. Sin embar~o. 

si G eg bipart.i~a se t.l.ene que IMº I = jKº I· Est.e result.ado. 

debido a K6n1.g (1Q31). es relacionado con el t.eorir.om.a de 

Hall. Ant.es d• pr•sent.ar su demost.raci.6n. es 1mport.ant.e 

considerar el siguient.e lema. 

Lema 4. 1. Si. un apareamient.o M. y '.J.n cubr!.m.!.ent.o por 

j K j • ont.onca= M 01: t.in 

apaream.ient.o rn.á.:.<i.mo :,· K es un cubrim1ent.o minimo. 



Demostración. Si M• es .un apareamiento :r..1ximo :,~ Kº e::; 

un cubrimient.o minimo po..- vér+..ices en+..onces de (4.. l) se 

sigue que 

:MI s ¡M· i s IK' 1 s IKj. 

Como ;MI = IKI, se •ague que jMj = :w 1 y ¡t:j = jK' :. Luego 

M es un aparearru.ent.o m.iXJ.mo y K es un cubrimient.o mínimo por 

vért.ices.. a 

En el estudio de los cubrimientos y apareanU.ent.os. 

encontramos la idea de dualidad entre este par de conceptos, 

procederemos a ver que esto es as1 ya que por cada arista de 

un apareamiento ~xi.me puede obtenerse un vértice de un 

cubrimiento mínimo. 

Teorema 4. 3. En una 9rá:f"ica bipartita, el nOmero de 

arist.as en un apareamiento máximo es igual al número de 

vértices. en un cubrimient.o mínimo por vt:"rt.ices. 

Üen.:Jstración. Sea G una g:ri!'ica bipart.it.a con 

bipartición CX, Y.:>, y sea M' un apareamient.o mAximo de G. U 

denotar~ el conJUnt.o de vértices no M'-saturidos de X, y Z 

•l conJunt.o de t.odos los v4>rt.ices conec~ados a los v•rt.ices 

de U por una trayectoria M'-alt.ernada. Definanse los 

conjunt.os S • znx y T 2 Z/"lY 

T =flS) 
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Dado Que cualquier trayectoria M"-allernada que emp1e:a en U 

t.ermina en un várt.ice M•-saturado (Teorema 2.2:>. ~e t.l.ene 

que cada v~rlice de T est.á M• -sat.ura.do. res:> s: T por 

definición de S. Pues'-º que t.odos los v~rt1ces de T son 

M" -apare:i.dos con vért.1ces de S. T s res:>. Luego res:> = T. 

Definase K• = ex-s:> u T. Cualquier arista de G debe tener al 

menos uno de sus ext.remos en K". De otro modo podría ex.ist.lr 

una arista con un ext.remo en S y el ot.ro en Y-T. 
cont.radiciendo res:> = T. Por lo t.ant.o K" es un cubr1m1ent.o 

de G y 

IM' 1 • IK' 1 
Luego. por el lema 4.1. K• es un cubrirnient.o m!n1mo. Con 

6st.o t.ernu.na la prueb~ d•l t.eorema. e 

Por otra part.e. reconsiderando los t.eorem.as 3.1 y 3.3 

de la sección ant.erior present.amos el siguient.e corolario 

que v1ene a ser una nueva. formulación del t.eorema de t:Onig. 

En"est.e caso haremos uso del concepto de conjunto estable o 

independiente en una gr~Cica G. 

O.tinte.ton. Un conjunt.o S. e: ~' de v'rt.ices;. do un.a. 

grAf'ica G = CV • .A) t.al que dos a dos no son adyacent.es es 

llamado un conjunt.o est.able o indep•ndient.e. 

Corolario 4.1. Sea G una grá.f"ica bipart.it.a. el m.ix.imo 

nómero. de wfrtices en un conjunt.o independient.e S es igual 

al mlnimo ndmero de aristas en un cubrimiento par ar1st.as F. 

0.mostrac16n. Sea KcX un cubrimien~o por vért.ices y sea 

M un apareamiento de G. del t.eorema 4.3 se t.iene que 

max !MI = min IKI. .. " 
Si K es un cubrimient.o por v4ort.1ces. s:u complement.o 

s = ex u y:, - .: c:onjunt.o in.dopendient.o. :S:J. S og un 

conjunt.o independiente. su complement.o es un cubrimienlo por 

vért.ices. As! 



max ¡s¡ = ¡x¡ + IYI - min IKI 
s " 

Del t.eorema 3.1 se t.iene que 

min IFI + max 11'\I IVCG) 1 

es decir 

nu.n !F! = IXI + IYI - max IMI 
F W 

Por lo t.ant.o de C4.2) y (4.3) ~•sigue qua 

max ¡s¡ = min !FI 
S: F 

Con ést.o termina la prueba del corolario. e 

En muchas aplicaciones que involucr.:t.n 

(4. 3) 

grl.t'icas 

bipart.it.as se requiere hallar un apareamient.o de G que 

sat.ure a cada vértice del conjunto X; un ejemplo es el 

problema de asignación de personal presentado en la sección 

1.5. El pr1me~o que dio una condición necesaria y suricient.e 

para 13 exist.encia de u~ apareamiento t.al ~ue Hall (1Q35). 

Teorema 4.4 CHall llQ35J), Sea G· una grifica bipart.it.a 

con bipart.ición i:x. Y.>. G cont.l.ene un apaream1ent.o que 

sat.ura a cada vértice de X si y sólo si 

¡res:> t ~ ¡s¡ para t.odo S s X C4. 4) 

De..:>str•ci6n. Supóngase que G con~iene un apaream1ent.o 

.M. el cual saLura a cada v6rt.1ce de X, y sea S un subconjunt.o 

de X. Dado que los vért.ices de S son M.-apareados con 

v6rt.1ces dis~int.os de res:>. se t.1ene que ¡rcS) 1 ~ 1s1. 
Rec1procament.e, sup6ngase que la 9r·il'l.ca bipart.l.~-ª G 

sat.isf'ace C4. 4) y que G no cont.1ene un apaream1ent•.:> que 

sat.ure a t.odos les v~rt.1ces de X. s~ obtendr!i. ~~t~ 

aparea.m1ent.o por con5tr·uccl.6n. J.\' 1.JrJ 

apaream1ent.o mi:d.mo de l.3. ?·~f' el ~upue~·.o M.' no S..it.ura a 

·.oda~ los vert.l.Ces de :<. ~a 1.t t.:n ·.·4-r-t.i::.e ni:,, Mº -z.at.urado de 
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X. Z denot.ará. el c:::::nJ'.Jnt.o de •_.:::dos ~quellos .,..ért.l.ces; 

conec:t.ados .a. u por- un.a. •-r-ayect.oria M"-alt.ernada. Ya que .M• 

es un apareanu.ent.o máximo. del t.eorema. 2.1 se sigue que u ec 

el Ónl.co vért.l.Ce en Z no M•-s.at..urado. Det"inanse S = Z n X y 

T = Z " Y. 

s 

Los: vértices: de S - <w-· est.~n M•-apareados con los 

vc6rt.ic:es de T. ya que en T est.An t.odos: los v"rt.ic:es de Y 

conectados a u por una t.rayect.oria M"-alt.eornada. Por lo 

t..ant.o 

ITI = 1s1 - 1 C4.5) 

y T ~ r(S:>. De hecho se tiene que 

f'CSJ = T C4. 6) 

puesto ·que al existir una ux-t.rayect.oria M•-alterna.da para. 

X e s. cada v6rt.ice de r(S') es conect.ado a u por una 

t.rayect.oria M•-alt.erna.da. es deocir r(S') s. T. Pero de C4.5) y 

C4.6) se sigue que 

\rcSJ 1 = 1s1 - 1 < 1s1 
lo cual conlrad1ce la sup~sic16n C4.4). e 

Po~t.orJ.ormant.o c;.o pr~;u;oont..a.r~ un ~lgori t.mo p.a.r.a. h.a.11.a.r 

un aparearnl.ent.o ~ximo en una gr~Cic:a bl.part..ila el cual está 

basado en la demost.rac16n del te::irerr.a anterior. 
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Si una grá.fica bipart.1t.a. G = CX, y, .4) cont.iene un 

apareamiento que ~alura a t.odos los. vé~t.ices de X, ent.onces 

se dice que >C puede s;er apareado dentro de Y. Si est.e 

apaream1ent.o sat.ura t.ambi~n a t.odos. los v.6-rt.ices de Y. s.e 

dice que X es apareado sobre Y. El teorema 4.4 puede verse 

como una consecuencia del teorema de Kgnig. 

Teore~ 4.5 CP. Hall ll934.J; '"Teorema de Kt:Snlg-Hall'") .. 

En una grACica bipart.ita G =ex. Y. A), X pu•d• ser apareado 

dentro d• Y si y aOlo si 

¡raes)¡<:: ¡e¡ CB e: >O 

Demostraci6n. Supóngaae qu• X puede s•r apareado dent.ro 

d• Y. Del teorem.a. d• K8nig se sigue que X puede s•r apareado 

dentro d• Y si y sOlo si 

1x1 = rnaSc IMI a min e ¡x-e¡ + ¡rCB) p C4. 7) .. 
mine ¡x¡ + ¡raCB) 1 - ¡e¡) = ¡x¡ +mine ¡racB) 1 - ¡ep c4.e) 

de C4. 7) y C4. 9) se sigue que 

¡x¡ = ¡x¡ + min e ¡racB) 1 - ¡ep 
•C:X 

lo cual es equi val en.t.e a 

o bien 

min e ¡raes) 1 - ¡ep = o 
•cc 

¡raCB)I - ¡e¡ 2: o CB e: X). 

Por lo t.ant.o X puede ser apareado dentro de Y si y sólo ~1 

¡roCB) 1 "= IBI CB e >o. e 



Entre otros de los aspectos en que podemos plantear el 

est.udi.o de los apareamJ.6'ntos en gr.1f1cas. bipart.J.t.as. se 

•ncuenlrán aqu•llos que se sit.dan en una mult.igráfica 

bipart.it.a. Est.o nos pernu.t.ir~ est.udiar est.e concepto en una 

~xt.ensi6n de una gráC1ca simple. 

Definici6n. Una mult.igr,Cica es una gr~fica G = CV. A) 

en l~ que dos o más várlices de ésta pueden ser unidos por 

~s de un¿ arist.a. 

En nuestro primer resultado para mult.igrát'ic:á.s bipartitas, 

podemos not.ar una analog!a con el teorema 4.S, en la que se 

muestra cuando el conjunt.o X puede ser apareado dentro del 

conjunto Y. 

Corolar.lo ,.2. Sea G -= CX, Y. A'.> una mult.igráfica 

bipartita con IXI = p, IYI • q, en la que el grado de los 

v4rt.ices XL. <El X y yj E Y es t.al que 

6aC xa) ::S óoC xa) :S • • • :S c5o( xp) , 

6oC y1) ;,: 6aC ya) ;,: • • • ;,: 6oC yq) • 

Si q ~ P• 60Cx1) >O y para k = a,3, ... ,p 

f óoCX\.) 

ent.onces X puede ser apareado dentro de Y. 

C4. Q) 



Demostraci6n. Sean S -: X y W e Y con ."r. y .a.:-1 elementos 

respect.ivament.e. Sea maCS , Y.> el nómero de arist.as con un 

ext.remo en S y el et.ro en Y. 

ma<'.S , n I: óaCx). 
XES 

Pues.t.o que JSJ = k. y 6aCxj) ;?:. 60Cx1.::> para toda j > l, s~ 

t.iene que 

J: óaCX) :!:: i óoCxi.) ...... 
e~odr1an exJ.st.ir x e S con indice mayor que lió. 

Considerando ahora el número de arist.as con un ext.remo en X 

y el ot.ro en W. 

rna ex • MI) I: óo<;:y). 
yEV 

Dado qua IWI_. = >t-1 y 60Cy1.::> ~ 6oCyj) para t.oda. 1 < J se 

t.iena que 

t óaCyj) :!:: J: óaCy) 
,.. y~ 

Cpodr1a exist.1r y • W con indice mayor que k-1). 

As!, de la desiguáldad C4.Q) se sigue que 

ma CS , Y.> ~ f. óoCxi..::> > i:' 6oCyj) ~ ma ex , W:>. , .. 
Es decir el nónwro de aristas que salen de S es m.As grande 

que el nómero de arist.as que ent.ran a W. Por lo t.ant.o, raes:> 
no est..A con~enido en w. para cualquier conjunt.o W de Jit.-1 

el&rnent..os¡ en consecuencia · 

Jra<:S)j > i.. - i =· JsJ - i. 

Finalment.e, 

JroCS) 1 :!:: JSJ es e)(). 

Por lo t.•nt.o X puede ser apareado dent.ro d• Y. e 
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C0rolario d.. 3. Si- en 1.ma 'mul t.i.gr.if.i.c:a b.i.part.it.a G ·-con 

bipar~ic16n ex • Y.>, se t..i.ene que 

m.in 6aCx:> ~ max 6aCy) y IYI '" ¡x¡. 
yev 

ent..onces X puede ser ap~reado dentro de Y. 
Demo~lraciÓn. Sean 

dJ. = nu.n 6aCx:>, 
xEX 

As! , da ~ da. Luego 

dz = max óoCy) 
yEY 

6oC xa:> + 6aC xa) + . • • + 6aC Xk) i< l«ü > C.k-Dd& i< C.k-Ddz 

i?: 6aC ya) + • • • + c5oC y1c-a:> • 

~do que 
& ... 

t: óoC xiJ > t: 6aC yi) C.k a 2,3, ..• ,p) ... 
del corolario 4.3 se sigue que X puede ser apareado den~ro 

de Y. o 

Corolario 4. 4. Si G = ·CX, Y, A) ~R una m.ult.igr.{t'1ca 

bi.part.it...a. s1n v4rt.ic:es '1.isladcis:, con IYI ~ IXI y t..al que 

para algOn v'rt.ic:e ~ • X, 
dJ. • • mil'l óoCx) i< max óoCy) dz' 

yev 

ftn~onces X puede ser apareado dentro de Y. 

De90st.rac:tó'n. Si xi no t.iene el grado núnimo, del 

corolario 4.4 se sigue que X puede ser apareAdo dent.ro de Y. 

De ot..ro modo, puede suponerse que xa t.iene el grado mínimo. 

Ent..onc:-

6aC xa:> + 6oC xz) + Cl<-l)d.t' 

> CJt-l)dz.' ~ 6aCyt) .,.. 6aCy2) + ••. + 6oCyk-.1.). 

Por lo t.ant.o X puede ~er apareado dent.ro de Y. e 

El s1gu1ent.o result.ado permit.e dar res:puest.a 

l. 6. 
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Corolario 4.5. Si G = ex. Y, ..t) e~ una mult.19r.í.rica 

bipart.it.a. ent.onces e:<1st.e un aparea.nu.ent..o que sat.ura a 

todos los vért.ices de grado máximo en G. 

Demos.t.ració'n. Supóngase que eXist.e una mult.i9r~r1ca 

bipart.ita G' =ex•. Y', A•) regular de grado 

h = max 6ae2:>. 
zEXUY 

Clarament.e ¡x• ¡ 1 Y' I • supóngase ad&~s que G es · .. m.:.. 

subgrá.f'ica de G•, X e: X', Y e Y'. Del corolario 4. '5 se zi.gu.~ 

que X' puede ser apareado dentro de Y' en G'. Puest.o que 

1x• 1 = jY' I • este apareamJ..ent.o sat.ura cada vi6rt.lc.c.• en G de 

grado h. Se cont.ru1rA la gráfica G' •.ornando h. coplas de la 

mult.igr~f'i.ca G. Denót.ense ~stas h copL~s por 

G=CX. Y. A). G' =ex•. y• .A') ••..• G'h-.u=CX'~-u. y<h-u. A<h-u'.). 

Sean 

y 

donde t.ant.o Z como W denot.an un conjunt.o de ciert.os vért.1ces 

adicionales. Estos várt.ices adicionales son det.erm.inados 

como sigue: 

X 

V W: • ~o .•••y•·•~ l y• • y' \.....2...../ '-..:::.__,J J 

Si X\. E X y óoexi.'.> < h. se crean en y•, h - óoCX\.) vért..J.Ct¡,S 

adicionaleS, cada uno de ést.os se hace adyacent.e a 
X\. E X, XL' E X', ... • X\.h-a e Xh-.a. 



Este procedimiento terrru.na cuando no exis~en x e X tales que 

óoCx) < h., Se repite est.a. construcción en el caso en que 

óa(yJ) < h. y¡ E Y. En consecuencia se tiene que la gr.1f"ica 

G' construida de esta forma contiene como subgr~f"~ca a G. e 

Una vez que se han exanu.nado algunos result.ados: en 

multigráficas continr.Jamos e:...i:ioniendo otra parte de la t.eoria 

de los: :..paream..ient.os en grá'f'ic:t.s: bipart.1t.as: simples. 

Obsárvese que en el siguiente corolario se resumen '1as ideas 

de los • .. eoremas 4. 2 y 4. 5, en est.e contexto se hace 

referencia de éste como una ref'ormulaci6n del t.eorerna de 

Konig-Hall. 

Corolario 4.6. En una gráfica bipartita G = CX, Y, A), 
X puede ser apareado dentro de Y si y s:6lo si 

¡x - raes)¡ s IY - s¡ Se: Y. 

Demoslraci~n. Si X puede ser apareado dentro de·Y y si 

Be Y. entonces del teorema 4.4 

IX - raeS)j S jrae X-raeS) )j X-raeS) e X 

Ningón vc§rtice x e x-roC:B) es adyacente a B. As! 

raCx) e Y - B 

y en consecuencia 

¡x - raes)¡ s rae x-roea) )j s ¡y - a¡. 

Rec~proe:amente, sup6ngase que X no puede ser- aparea.do 

dentro de Y. entonces existe un conjunto C e X t.al que 

jCj ( ¡raeS)j. Det'inal>e S = Y - raeC), pUel>Lo que ningt:in 

v•r~ic• de B •s adyacen~e a c. 
e e x - roeB). 

Luego 

¡x - raeB)I ~ ¡e¡> ¡raec)¡ = IY - a¡ 

lo eual CQn~radice el hecho de ~ue ¡x-raCB) 1 s IY-BI. Por lo 
~an~o ~ pu~d~ ~~~ ~pa~oado don~~o d~ Y. Con ¿Q~O ~o concluyQ 

l.a. demo3t_racion del corolario. o 



El t.eorema que a cont.i nuac::i 6n se present.a e::o 

considerado como una 1nterpret.ac16n del t.eorema de Bernst.e1n. 

Teorema 4.6. 8n una gr:a.í'ica b1part.it.a G = CX. Y • .4) 0 

una cond1c::i6n necesaria y sut'icient.e para que- exist...a un 

apaream.i.enlo que s:at.ure s1mul t.á.neament.e C e X y B e Y e~ 

que; 

Ca) C puede ser apareado dentro de Y 

(b) 8 puede ser apareado dentro de C. 

Den.ost.ración. Si exist.e un apareamient.o que sat.ura 

s1mult.Aneament.e C e X y 8 e Y. ent.onces e puede ser apareado 

dent.ro de Y y 8 puedo ser apareado dent.ro de C. 

Reciprocament.e. supóngase que se sat.is:racen Ca) y Cb). 

Most.raremos que si existe un apareamiento Mo de 8 dent.ro de 

Ce X y un apareamient.o M. de e dent.ro·de Y, ant.onees existe 

un apareamient.o que sat.ura s:imult.~n~ament.e a C y B. 

Cons:t.ruiramos: un apareamient.o .M.•, a pa.rt.ir de M..&. en 

el cual los ~rt.ices sat.urados de C permanecerán sat.urados y 

un v~rt.ice b E 8 no saturado por M. será .MJ.• -sat.urado. 

Puest.o qua b G SCMo), b es un vefrt.ice ext.remo de una 

t.rayect.oria T de la forma 

T[b·, zl =Ca.&, az, a!I, ª'• ... ) 

donde a&, a!I, ••• e Mo - M. 

<U, ª'• ... e M. - Mo 

- a.rualc.a do M.-Mo 
X ---·a.riela.a do Mo-M. 

B 
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SUp6ngase que la t.rayect.orla T es m3XJ.ma. Luego. el 

último várt.ice 2 de est.a trayectoria pertenece a Y Cde ot.~o 

modo, z pert.enecer!a a c. y z sería un vért.ice e>.."t.remo de 

una arista en M.t - Mo que podría ext.ender 1a trayectoria T): 

Si z E Y. ent.onces :: e B Cde ot.ro modo :: seria un vl:rt.ice 

ext.remo de una arlst.a en Mo - M.t que podr!a extender la 

t.rayect.oria Y). As1. :: E Y - B. L'efinase 

M.J.• = .Mt 1_1 Cr n Mo) - Cr n MJ.) 

El apareamient.o M.a.• sat.ura al v4ort.1ce b E B¡ adem.{s cada 

v~rt.ice d• C . u B que est..S. M.t.-sat.urado permanece 

M.a'-sat.urado. Repit.iendo est.e procedimient.o tantas veces 

como sea necesario. s:e obtiene un apareamiento que satura 

ambos conjunt.os C y B. Con ~to s:• concluye la demostración 

del t.eorema. a 

El corolario que se enuncia a continuación, tué 

obtenido independient.ement.e por Ho~tman y Kuhn ClQ57). 

utilizando métodos d~ Programación Lineal. 

Corolario 4.7. En una grAfica bipart.ita G ex. Y • • o. 
una cond1·ción necesaria y suficiente para que eX!s:t.a un 

apareamiento que sature simultáneamente a X y B e Y es que; 

min < ¡raes:i 1 • ¡x¡ - ¡e-raes:i 1 > ;,, ¡s¡ es e: >0 

o._,s~rac16n. Ut.ilizando el teorema 4.4 y el corolario 

4.7. las condiciones Ca) y Cb) del teorema an~erior puedQn 

ser escri~as como 

C.a'J ¡res:i 1 i!: ISI 
eb'J ¡e - res:i¡ :s ¡x - s¡ 

(Considerando X 
O equivalentemen~e 

By Y=>O 

es e: >0 

esc:>O. 

pe - s:¡ - ¡e - res;)¡ :.: o 
de donde 

¡x - s¡ - ¡e - res:i¡;,, ¡x¡ - ¡s¡ - ¡e -rcs:i¡;,, o. 
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Así. 
Cb' ') 1x1 - ¡e - rcs:i 1 2: 1s1 es e X) 

Por lo t.anto considerando ca•) y Cb'•) se ~!ene que 

min < ¡rcS) ¡ , ¡x¡ - ¡0-rcs:i 1 > 2: ¡s¡ 
y termina la demostración del corolario. o 

·es s: X) 

Muchos de los resultados de la t.eor!a de gr4C1~as son 

•nconrados repet.idament.e en la t.eoria de p~ogramación 

lineal,, si.n embargo no nos adentraremos en es:t.a ólt.ima. 

Ant.es de presentar el teorema de Dulmage y Mendelsohn para 

crear un apareamJ.ent.o en un.a. mul t.l.gr4f'ica bip.art.i t.a. 

importante considerar el siguiente lema. 

Le .. CFolk .. n,, Fulkerson l1Qe7J> .. Sea G = CX, Y. A) una 

mult.igr.ifica con .l.CCD :S h. y JAJ = m. Sean m', m'', h' Y 

h'' enteros ~sit.ivos tales que 

L..as aristas de G pueden ser partidas en dos clases A' y A'' 

Cque f'orman dos gr•f'icas parciales G•· y G''), tales que 

JA' J a m'. IA'' I = m'', .l.CG') :5 h', .l.CG' ') :5 h' •, 

s:i y s:ólo s:i. 

m' - h' JX - e¡ - h' JY - 0¡ :s mace , 8), 

m" - h" JX - e¡ - h" JY - 0¡ :S mace , 8) 

para todo C e X y para todo B e Y. 

La demost.ración de la condición necesaria en el lema 

anlerior es sencilla. pero la demostración de la eondieión 

de su~iciencia requiere hacer uso de la teor1a de Flujo en 

Redes Cver Berge. ''teorema del ~lujo compatible". Ch. 5. & 

2). Sin embargo se enuncia para jus~i~icar un resultado 
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1mport.ant.e que se present.a. como consecuencia del siguient..e 

teorema. 

Teorema 4..7 CDulmage. Mendelsohn Cl9611). Dada una 

mult.1gr.:&f'ica bipart.it.a G = CX, Y. A.) con !Al = m Y con 

ti.CG) ~ h. sea 

a= max < m - maCC,BJ - Ch-lJc¡x-c¡ + IY-SIJ >. 
ce>< 
aCY 

p = min < maec,eJ + ¡x-c¡ + IY-BI >. 

ent.onces, 

CO< 

aCY 

a :S [X] :S p. 

~em.is, para cada eht.ero m• t..al qu• a ~ m• ::S: p, exi.st.a 

un apareamient..o M• e A con IM' 1 = m' el cual al ser removido 

crea una mult..igr.6.t'ic::a con grado ~ximo S h - 1 .. 

De-=rst.racicSn. 1. Si [X- ] > p, ent.onces exi st.en dos 

conjunt.os e e X y B e Y t.ales qua 

m hCmo CC,SJ + ¡x- e¡ + IY - B!J ;,: 

;?: moCC, 8) + moCX-C, n + moCC. Y-Ef) m. 

lo cual es una cont.radicc::ión .. Luego [ * ] ::S: p. 

2. Si ( ~ ] < a. entonces eXist.en dos conjunt.os C e: X y 

8 e Y t.ales que 

~ m - mo ce , BJ - Ch-DC 1 X - e 1 + 1 Y - B 1 J. 
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Lueg~ m 

De donde 

...!!!... _,, 

m 

ma eC,8) + e1t-De pe - e¡+ !Y-81) 

2: h-l. ma ec,8) + h-1 e 1t¡x -'e¡,.+ h!Y - 81 ;:¡-
ya que h-1 1 ) 

i!:: h.-1 Cma CC,8) + mo CX-C.Y.> +.ma CX.Y-B:>:> 
~ 

ya que h .:.eG) ) 

2: _h-1 
m 

m. 
11 

m - lo cual es una. 

cont.radicción. 

Por lo t.ant.o a ~ [ ~] S p. 

3. Si m• sat.istace a :S m• ~ p. entonces. para t.odo C e X y 

para t.odo B e Y. se t.iene que 

m• 2: m - ma eC,8) - e1t-1)e ¡x - e¡ + !Y - 81 ) 

m' :S ma eC.8) + ¡x - e¡ + ¡y - s¡. 

Sea h' = 1, h'' = h - 1, m•• = m - m•, entonces al hacer 

est.a sust.it.ución en las desigualdades ant.eriores se t.ienl!!' 

que 

m•• - h''IX - e¡ - h'' ¡y - s¡ 
m• - h' !X -e¡ - h' IY - 81 :S 

:S ma ce.a:> 

ma CC,8). 

Del lema de Folkma.n y F'ulkerson se sigue que G puede ser 

descompuest.a en dos mult.igrá~icas parciales 

G' =ex • A') y G" =ex. A - A'), 

con!A'i=m', t.eG'):Sl y .ti.eG''):Sh-1. 

A' es el apareamiento requerido. e 
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5. APAREAMIENTOS PERFECTOS EN GRAFICAS 

En esta. secc16n se ;::r-esent..a.n .a.l gunos r-esul •_a.dos de 

apa.ream.ient.os perf'ect.os en gráficas simples;; •. lt-regula.re~ y 

bi.part.it.as. Algunos de ellos son generalizaciones de los ya 

presentados ant.eriorment.e. 

El s1guient.e t.eorema es 1.1no de los más .import.ant.es en 

la teoría de apareamientos perf'ec::t.os en grá!"J.cas; sin 

embargo. antes da establecer és:t.e ci::ms:1d.§rese el ~iguient.e 
resultado. 

L•aa. Sea G = CV • A) una gr4f'ica conexa. tal que para 

x. y. z E V siempre se satisface que si xy E A y y.: E A. la 

arista x:: E A. entonces: G es completa. 

En otras palabras una gr.lf'ica completa es t.rans:it.iva. 

Un.a componente conexa de una grái'ica G es par o impar s1 

éos:t.a -?'ont.iene un ntlmero par o imp--.r de· vért.icos. •CG) 

denot.ar.l el nOmero de component.es conexas 1 mpares de G. 

Tulle obt.uvo una condición neceaaria y suticient.e para 

qua una gritica tenga un apareanuenLo pertect.0 0 es d&cir un 

.apareamiento que sat.ure a t.odos sus vért.ices. La 

demostración que se present.a aquí es debida a Lovisz ClQ73). 

Teorema 5.1 CTutte fl947J). La gr.S.tica G = t..V , A) 

tien•un apaream.1ent.o perfecto si y sólo si 

·CG·- s:i "' 1s1 para t.odo S e V (5.1) 

Dll!a:>s~ract¿n. Es su~1c1ent.e probar el t.eorem.a. para una 

gr~tica simple. Supónga~e que G t.iena un apareamiento 

perf-ecto M. Sea S un !::ubconjunt.o propio de V, y sean G.1. 

G2, ... , Gn 1 a c-:Jmponentes conexas. de orden impar de '3 - S. 

C::..do que Gt. <e.•s l mpar. un v~r t l ca 

M-.2p.;.r-.;,.ado C:Ol"I Ul"I vwr t.ic.;;, 1;" do S. Puo.;:;;t.c:. qu.:. .:: w .. , "'•• ••• , "'"';:. 

es: un ._ubcon;unt.o d-=- S. entonces 

~e 3 - $") ::; n ".:: : «~ .. ·1. t.:2 •.••• un> l ~ ¡ s ¡ . 
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no t.1ene un apareami~nt.o per·fec• ... o. G no es 'J:na gr.:;.fi-=.a.. 

complet.a. Por ot.ro lado cu.).n::!o S = o el orden de ·3 es par. 

SJ. Sé' .s.gr·ega.n arJ.S.t.as. a ~ hasta obtener una gráfJ.ca ma.xima.l 

G' la cual no t.iene <.:n apareamient.o per!'ect.o, ent.onces: G 

result.a s.er una subgr~fJ.r:::a generadora de G•. Luego r3 - S 

result.a ser una s.ubgr/J.!'J.ca generadora de Gº - S por :.'=' .-;•.iu 

se cone:l uye que o(~;- - S) :!: ~e '3 - S). As! • ae ·: ~;. 1 2• =-=- =i g•.J•...!' 

que 

oCG• - S) :i is, para t.oao ::; e t'CG') 

Sea n = IVCG") ! .• rJ dt!not.ar.i el conJ•.Jnt_c de véri.1ces en 

G• cuyo ~rado ~s n - l. G• "..endr!a un .apareal'lll.ent.o pert;-ect.o 

s1 U = VCG•). Luego puede asunu.rs.e que U ~ VCG•). Se 

mos:t.rar.1 qr.Ji& cada componente conexa d~ G• - U es una gráf'ica 

complet.a. Supóngase. lo cont.rar10. que alguna componente de 

G• - U no :s una grá~ica complet.a. Ent.onces. en est.a 

component.e. eXJ..st.era t.res Vérllces x. y. 2 t.ales que 

xy e ACG•). y2 e ACG•) y xz e ACG•.) (lema ant.erior). Dado 

que y e U, existe un várt.ice w en G• - U t.al que yw e ACG•). 

VK----- ow 

Xu2 
Pue~~o que G' es una gr~f'ica "1.ax.imal que no cont.iene un 

apaream.ient.o perf'ect.o. al agregar a G" cualqu1er a.r1st.a 

a e ACG"). la gr.!f'ica G" + a t.iena un apareanUent.o perf·ec:t.o. 

Sean M.t y Mz apareamient.os de G• y (;' 

respect.ivament.e. Consid¿rese la gr~f'lca G• u <x2, yw>. So~ H 

la subgraf'ica de G' u <xz, ~Jw> ind•.Jc1da por Ah L:l. Mz. E:r~ :::ad.'1 
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várt.ice de H 1ncl.do?.n r...:riJ .l.rl!:::.r.a •.:J"=' Mi:' -;,·~r::i. d.-:! .M2. luo?go 

cada vért...1ce de H t.i.en-:- •;;r.=..ao .:.e~. H C:S'. un.:.On de c:l.clos. 

independi<eont.es. C::i.da ciclo t..i.ene lon91t.ud par. ya que sus 

.al t..ernadament.~ en M< y M> . 
Ct::insi.d~r·'*nse los s1gui.e'nt.es casos: 

Ca.so l. x2 y y•.u :::.o encuentran en component.~s conexas 

dl.Cerent.es de H. 

~ ob•curClA 

M2 ondula.dQ.11 

Si yw pert...enece a un ciclo ~ de H. las arist.as de ~ en 

~. junt.o con las ar1st.as de Mz que no est.~n en ~. 

const...1t...uyen un apareamient.o per!'ect.o· de a•, ·cont.rad1ciendo 

la de!'inic16n de G'. 

Ca.so 2. xe y yw pert.enecen a la misma component...e ~ de H. 

Sea ~ Cy=yo. w=y._, ...• yt.~2, y;..,.._=x •..• ,yzn ... ._, y=yol, y 

sean T&. = Cy•yo, w=y ...... ,yi.=:z) y TZ = Cy;. ..... =x •.•. ,y=yo) dos 

t.rayect.ori~~- alt.ernad~s. Considérese 

M.. =- c.M.. n T .. :> u cMz n Tz) u CM.a - t'::> u y'2. 

Ms const.iluye un apareamient.o perrect.o de G', cont.rad1ciendo 

nuevamente la det·1n1c:i6n de G'. 

Puest.o que ambos cas~s nos llevan a. una cont.radicci6n 

se sigue que G' - U es necesariament.e l.:.. Urt16n de 9rir1cas 

complet..a.~. Ahor.-. de CS.2) soe sague que •CGº - U) S \U!. 

Luego a lo mA.~ ex.ist.en IUJ component.es conexas de orden 

impJ..r en Gº - U. Pero ent...onces se t.1ene un apareanu.ent.o 
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perf'ect.o en G': Ca.da. componente de -:::r-der. par- de G" 

t.iene un apareamient.o per~ec~c. En las component.es de orden 

impar exist.e un apareamiento que sat.ura a t.odos los vért.ices 

menos a uno, el cual es apareado con un vért.i.ce de U; los 

várt..ices rest.ant.es de U inducen una gr-.áfica i:omplet.a de 

orden par, ya que jVCG") 1 es par, as! podemos t.orna.r u~ 

apareaml.ent.o que sat.ure a t.odos 'st.os. 

•' 
Al suponer que G' no t.iene un apaream.ient.o perf'ect.o 

obt.enemos una cont.radicci6n. Luego G necasariament.e t.iene un 

apareamien~o perf'ect.o. e 

Est.e t.eorema t.ambL~n puede ser demost.rado con la ayuda del 

t.eorema. de Hall Cver Anderson, 1971). 

Int.roduc:iremos, ahora, algunos. de los concept.os de 

conexidad en gr'ficas. y fijaremos en part.1 cular nuest.ra 

a~ención en la~ gr~f icas de regularidad k. 

Det~nici&n. Sea G una· gráCica conexa. Sea a E ACG:>. Se 

dice que a es una arist.a de cort.e o un puent.e de G, si la 

gr~fica G - a es disconexa. 

En et.ras palabras, una ar1st.a de cort.e, es t.al que al 

qu1t.arla G se vuelve disconexa. 
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Del Leorema de Tu~Le. se deduc~ un r~sultado a~ribuido 

a Pet.ersen (1891). el cual es enunciado a cont..1nuaci6n. 

Corolario 5.1. Cualquier gri~ica 3-regular sin arist..as 

de corte tiene un apaream1ent..o per~ect.o. 

Demostracic:Sn. Sea G una gr.:S.f"ica 3-riegular sin arist..a.s 

de cort.e y sea S un subconjunt.o propio de J.;CG). Ga.. 

Gz, ...• Gn denot.arAn las component.es conexas de orden impar 

de G - S. Sea m1. el ntlrnero de ar-ist.as con un ext.remo en Gi 

y el ot.ro en S Cl S 1 ~ n). Puest.o que G es 3-regular. 

t óC") = 2jACG,) j + m• = 3jVCG..) j 
vEVtOI 

As! de (5.3) se sigue que 

para Cl:Si:Sn) 

t óCu) - 2jACG..) j 
vEVtO> 

C5. :3) 

es un nómer o 1 mpar • m1. 'iJll 1 • ya que G no cont.1 ene ar 1 st.as de 

cort..e. Luego 

mi. i?: 3 para 1 :S 1 :S n 

Ademas;. 

:C óCu) a 3jSj 
VES 

De C!!. 4) y C!5. 5) se sigue que 

•CG - S) ~ -}t:mi. 
ves 

-} I: m• ·s -}- óC u) = 1S1 
VES 

C5. 4) 

cs. 5) 

li:Q doe:ir- -CG - S) :$; IS::I. Por lo t.ant.o dol t.ooromA 6. J. :;.o 

sigue que G t.iene un apareamient.o perf"ect.o. o 
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Una gr~Cica 3-regular ccn arist..as de cor'te 

necesariament..e no t..!ene un apaream1ent..o perf2ct..o. ?or 

ejemplo en la siguiente grá.f'ica 11C'3 - v) debería s.er uno, 

s1n embargo ... cG - v) = 3 . 

., 

Pu~den existir gr.i.f'icas 3-regulares con arist..as de corte que 

t..ienen apareabuent..o perf'ect..o, como se exhibe a cont.inuacién. 

Definictdit. La conexidad lineal de una gr.if'ica G. 

denotada por 
0

XCG). es el mlnimo n6mero de aristas t..al que al 

qu1t.,rlas se ob~iene una gr~f'ica disconexa o t..rivial. 

Si ACG) = k se dice que G es k-conexa linealmen~e. El 

siguiente corolario es una general1zacién del corolar·10 

anterior. 
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Corolari.o 5. 2. Si G es (Jt-1) conexa. linealment.e y 

Jt-reorgular de orden par. entonces G t.ien• un .apareamiento 

~f"ect.o. 
De.:K:t.racidn. Sea S un subconjunto de VCG), S .,,, 9, y 

sean Gt., Gz, ..• , Gn las component.es conexas de orden impar 

de G - S. El n(uDero de aristas con un extremo en S y el ot.ro 

en una componente i111par de G - S •s mayor o igual que lit. - 1. 

ya que G es J.. - 1 conexa l 1 neal mente, es decir 

para 1 ~ 1 ~ n.· 

... • 1t¡vcoo¡ - a¡Acoo¡. 
Puest.o que JYCOO f - impar, si J.. es impar, •nt.onces mi. es 

un no-ro impar y J.. - 1 un n~o par. luego mL 2:: 1'. O. ot.ro 

modo. si lit. - par. ent.onces mL nesult.a ser un nOmero par y 

lrt. - 1 un n~o i19par, lu.go mi. 2:: lit. Asi,. 

oCG - S> • n s * E "" si- 1t¡s¡ • ¡s¡ . ... 
Por lo t.ant.o la grUiea G t.ien• un aparealllient.o parf'ec:t.o. a 

El t.eor- que a cont.ihuación se presenta es una 

generalización del t.eorema de Hall para gr.lf'icas bipart.it.as. 

y_,... ... 9.2. Una gr•tica bipart.it.a G • CX, Y, A) t.iene 

un apareaaient.o perf"ect.o si y sólo si 

¡rcS> 1 ;i: ¡s¡ para t.odo S s VCG.>. 

Dea:lst.ración. SUpóngase que G t.iene un apaream.ient.o 

perf"ec.t.o M. Pu-t.o que M sat.ura a cada v.-rt.ice de <J,. M - un 

apareamiento que sat.ura a cada v*rt.ice de x. ent.onces por el 

t.eor- de Hall 4. 4, ¡res•> 1 ;i: ¡s• ¡ para t.odo s• s; x. 
An.llogament.• M sat.ura a cada v*rt.ic• de Y, por lo t.anto 

¡res•') 1 ;i: ¡s•' I para t.odo s• • s: Y. 
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®---------@ 
X V 

::;"ea. S ::. s• u s· • con s• s X y s• • s: Y. 

JS' u s·· 1 = ¡s•¡ + ¡s•• ¡ - ¡s· ns••¡. 
Pues~o que Ges bipart.it.a s• ns•• 0 y as1. 

¡s• us"I = ¡s•¡ • ¡s"¡. 
Por ot.ro lado 

res• u s• ') = res•) u res·') 
¡res• uS")I :S ¡reS')I +¡res")! - ¡res• ns")¡. 

O.a.do que G es bipart.it.a 

¡res· u S") ¡ = ¡res•)¡ + ¡res")¡ 
y as! 

1s·u s·' I = ¡s· 1 + ¡s· • ¡ :S ¡res')¡ + ¡res·')¡ .= ¡res· u s· •) ¡ 
Por lo t.ant.o 

¡s• u s• • 1 = ¡s¡ :S ¡res:>¡ para t.odo s s VCG). 

Reciprocament.e, supóngase que G es una gr~Cica bipart.it.a 

en la cual se sat.is~ace que para t.odo S ~ VCG), ¡rcs:>J~ISI. 

En part.icular ¡res•) 1 ?! ¡s• I para t.odo s• s;; X, por el 

t.eorema de Hall 4. 4, exis:t.e un apareamient.o M que sat.ura a 

cada ,,._t.ice X, por lo t.ant.o JXI :S IYI. Anilogament.e para 

todos•• ~Y, JrCSºº)I ~ ¡s¡, luego ex.ist.e un apareamient.o 

M• que satura a cada vértice de Y. por lo t.ant.o IYI ~ IXI. 
En consocuencia IXI = IYI. M o Mºes un apareamiento perf'ect.o 

de G. Con ~&t.o ~e concluya la demost.rac16n del teorema.. o 

En seguida se da un ejemplo para demos:t.rar que la 

.a.f'1rmaci6n es falsa si se qu1t.a la hipótesis de que la 

gr~fica G sea bipar~l~a. 
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Consid~rese K.5 la cual no es bipart._it.a.,_ l~CK!:S)I es 

impar 

¡reS') 1 ~ ISJ para t.odo S 5 VeK?S:>, sin embargo K5 no. t.iene 

apareamient.o per'f'ect.o. 

El sigutent.e corolario es a veces present.ado como el 

t.eorema. del mat.rimonio: Si cada muchacha en una aldea conoce 

exact.ament.e k muchachos y cada muchacho conoce exact.amant.e a 

k muchachas• ent.onces cada muchacha puede casarse con un , 
muchacho que ella conoce. y cada muchacho puede casarse con 

una muchacha que 61 conoce. 

Corolario 5.3. S1 Ges una gr~rica bipart.it.a k-regular 

con k > o. ent.oncés G tiene un apareamient.o perrect.o. 

De.ast.raci~n. Sea G una grafica bipart.it.a ~-regular con 

, bipart.ición ex • Y.>. Puest.o que G es k-regular. k\XI 
!ACG)I = l<IYI, ya que I< >.o. IXI = IYI. Sea S un subconjunt.o 

de X, A& y. Az denot.ar.in los conjunt.os de arist.as incident.es 

con los ~rt.ices d~ S y res) respect.ivament.e. Por definición 

de re Sl , Ju !a Aa. Por lo t.ant.o 

i.¡rcSJ 1 = IA21 ;:,; IA• I = .a.¡s¡ · 
Luego 1rcS)¡ ~ ISI y en consecu~ncia, por el t.eorema 4.3. la 

gr~f ica G t.1en• un apareamiento M que ~atura a cada v6rt.1co 

de X. Puest.o que IXI ='¡y¡, Mes un a.parea.m.1ent.o perf"ect.o. o 

Ot.ro ro~ul t.ado rel ac:ionado con el t..eorema de Hall es 

aquel que se re~iere a la basqueda de un sist.ema. de 

dislint.os represenlant.es en una familia de subccnj•..:nt::::~. 
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est.e problerr.a. inclU)te !!na. nue•ra a.plica.ci6n de l~ idea. de 

apare~r un conjunto X dentro de un conjunto Y. 

Det·inición. Sean . tu. ta.. . . • Am subconjunt.os de un 

conjunt.o S, un sist.ema de dist.int.os represent.ant.es para la 

f'amilia (As. Az ••.•• Aml es un subc::onjunt.o <ai.. a.z, ... , am> 

de S t.al que ª" E Al., l ~ 1 ~ m, y ª" .,t aj para 1 oJt j. 

ProposicJ.~n 5.1. L..a t"amilia C A1., Az., ••• • Aml t.iene un 

sist.erna de dist.int.os represent:.ant.es si 

1 u Ali~ \JI para t.odo] s < 1, a •...• m ). 
<E.J 

y sólo si 

'DeMOst.raci.Sn. Sea G una gr~t"ica bipart.1.t..a con 

bipart..ic::ión C X , Y) t..al.que 

X#< 1, 2, ... , m > y Y=< tu, Az •...• Am) 

al es adyacent..e en G a ( si y sólo si al E AL. 

Supóngase que la t"am.ilia CAJ., Az •... ,Aml tiene un sist..ema de 

dist.int.os represent.ant.es < a.a., az •... , am > R. Sea 

M = < Ca\. • i.),..... a.L E R > 
Mes un apareamiento que satura a cada i. E<. 1. 2 •... , m > 
puest.o que a1. '6 ªJ para i. ,,_ ;'. As1 por el t.eorema de Hall 

4. l, se t.iene que \ rcD I ~ I J 1 para t.odo J s X. pero 

I rCD 1 = 1 u A'\ para t.odo J s < 1. a,. . . • m > ,.., 
Por lo t.ant.o 1 u A<\ ~ IJI para t.odo J s X. 

<E.J 

Reciprocament.e, $Up6ngase que 

1 U A< \ ~ 1 J \ par a t.odo J ~ X 
(61 

Del t.f-!orema de Hall se sigue que la gr~fica G t.iene un 

apareanu.ent.o M que sat.ura .a cada v~rt.!ce de X. ent.onces el 

conJunt.o f'ormado por los eler.lent.os E Al. M-apareados. 

respect.ivament.e con X, const.it.uyen un s1st.ema de 

dis.t.int.os repre~ent.ant.es para la t·anul1a (As.. A2 •...• Aml. 

Con ést.o se concluye la demost.rac16n de la proposición. e 
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Los arboles son un e.aso part.i_cul~r ~~ gr_~fi_ca~ bipart.!.~a.s. 

La siguient.e propostción da una condición necesaria y 

suficient.e para que t.ales grá.f·icas t.engan un .a.paream.lent.o 

per-f·ect.o. 

Proposicidn 5.2. Un arbol T t.iene un apare3mient.~ 

perf'ect.o si y sólo si. .aCT - u) = 1 para cualq,.J1er v <!:ven. 
De1TOst.raci6n. Supóngase que T t.iene un apareamient.o 

perf'ect.o M. De donde 1vcn 1 es par. Sea u e T, exist.en G1, 

G2. • . . • Gn. con n = 6T( v) , component.es conexas de T - u. 

Puest.o que T t.1ene un apareamient.o perfect.o, v est.á 

M-apareado con un vért.1ce u E VCT.> que pert.enece a una Onica 

component.e Gk. k E <1,2 •... ,n>. Luego, cada G. con 1. ,- le 

t.iene un apareamient.o perfect.o. de donde, IVCGi.) 1 es par. 

Ya que IVC7JJ es par, se t.iene que IV~Gk)j es impar. Por lo 

tanto .. e T - v) = 1. 

R:ecíprocament.e. 

cualquier u '6 ven. 
supóngase 

Sean Gt.. 

que oCT u) 

Gz •••• , Gn las 

= .l para 

component.es 

conexas de T - v, cada una de éstas es una gr.lf'ica conexa 

aciclica t.al que no contiene un vértice u que sea adyacent.e 

en Ta mAs de un vértice t.erminal. ya que. entonces .. cr - u) 

~ 1 . Sea Gi.:: la ül'11 ca componer1t.e de orden 1 mpar de T -

Luego ¡ven 1 es par. Es posible. ent.onces dar un 

apareaml.ent.o perfect.o en cada una de las component.es de 

orden par en T - v. Por et.ro lado en la component.e Gac ex.ist.o 

un .a.par ... mient.o que s.a.t.ura a t.odos sus vért.icos exe:ept.o .a 

uno, •st.a puede ser apareado con v. ya que •CT - w) = 1 para 

cualqui•r w E VCGk). y t.ermina la demost.ración de la 

proposicióri. e 

En est.a sección. as1 como ~n las ant.eriores. se han 

analizado algunos aspect.os t.eóricos de los aparearru.enlos en 

gr~f'icas bipart.it.as y general. En la siguient.e 

rabi::.a.rin .a.lgunas;; de l.a.s. t.¿cnl.c.a.s;; d.,.. soluci.6n par.a los. 

pr-oblemas de aplicac16n de la sección uno. 



6. EL PROBLEMA DE ASl<lNACION DE PERSONAL 

En ci.a-r:•t.a compañia. n t.rabajadores :iu. KZ,.... Xn est.an 

disponibles par-a realizar n t..areas y1, yz.... Y"• siendo 

cada t.r-abajador calif'icado pa.i-a una o más de ést...::is. ¿Podrían 

t.odos:: los: hombr-es ser ast:;n.ados, un hombre por t.area, en 

t.areas para las cuales ellos est.án calif"lcados::?. Es.t.e es: el 

problema de aslc;nación de personal, para el cual se 

const.ruye una crá1'1ca btpart.tt.a ·a con btpart.tctón <X ,Y), 

donde X tXt. xz.. . • • xn}, Y {ya. yz. Yn }- y xi. es: 

adyacent.e a YJ en O si y s~lo si el t.rabajador xi. est.á 

callf'tcado para realizar- la t.area YJ· La solución del 

problema dependa de si O t.lene no un apar-eamient.o 

perf'ect.o. De acuerdo con el t.eorema de Hall un.a r;rá.ttca O 

t.tene t.al apar-eamient.o o hay un subconjunt.o S de X t.al que 

1r<S>( < (S(. A cont.tnuact_ón se pres:ent.ará ur' alc:or-tt.mo que 

r-esuelve el problema de astcnac:tón de personal. Dada una 

r;r-átlca btpart.tt,.a O con bipart.tción CX , Y>, se encuent.r-a 

un apar-eamlent.o de O' que s:at.ur-e cada vért.ice ~ X º• a Calt.a 

de ést.e, se halla un subconjunt.o S de X t.al que 1rcs>1 < 
1s1. 

La idea básica det.rás del alr;or-it.mo es s:lmple. Empezar 

con un apar-eamtent.o ai-bit.rarto M. Si M s:at.ura a cada vé:rt.ice 

de X., en~nces éat.e es un apal"'eamient.o del t.ipo requerido. 

Si no, •e •elecc:tona un vért.lce u no M--s:at.urado de X y 

stst.emát.lcament.e se busca una t.rayect.orla M-aument.ant.e T con 

o:rtcen en u. El mét.odo para h.al.1ar- la t.rayect.oria T si es 

que eKl.st.e un.. se describe con det.alle más: adelant.e ~ s:i T 

e,._'ist.e Q • M A .ACT') es un apareamient.o más grande que M. y 

en consecuencia s:at.ura más vért.ices de X. Ahora puede 

r-epet.lrse el procedimient.o· con fV1 en vez de M. Si la 

t.J"•ayect.OI"'ia T no exist.e s:e cons:iderá ent.onces el conjunt.o Z 
u por-

t.rayect.oria ~alt.ern.ada. Ent.onces: (como en la prueba del 
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t.eorema de Hall> S • Z ,.., X s;;ot.is:!·ace ¡res>¡ < ¡s¡. 

Def'lnlctdn. Sea M un apareamient.o de o. y sea un 

vért.lce de X que no es:t.á M-sat.urado. Un árbol H e O es: 

llamado un áz-bol M-alt.arnado a.rr-aigado an u Qi: 

Ci> u e VCH> 

((() para cada vért.lce v de H, la única uv-t.rayect.o~ia en H 

es: una t.rayect.orta M-alt.ernada. 

e;: H 

JC,su 

La búsqueda de una t.rayect.orta M-aument.ant.e con oric;en 

en u involucra crear un á.l"bol H M--alt.er-nado arrai(;'&do en u. 

Est.e procedimtent.~ t"'uá sucerldo prlmerament.e por Edmonds 

(1965). 

lnictalment.e H cons:lst.e úntcament.e del v4:r-t.lce u. Se 

des:~l'olla ent.onces: un camino t.al que en cu.alquier et.apa. 

sucect. "uno u ot.ro de los casos slguient.es: 

Ct) Tbdo · Vér-t.tce de H except.o u est.án ~sat.urados: y 

apareadoa bajo M. 
(it) H cont.tent!' un vért.tce nO M-sat.urado dU'erent.e de u. 

Si Ci> es el caso (como lo es irúcia.J.ment.e) enLonces, 

se es:t.ablecen los conjunt.os: S • V<H> n Y, t.eniendo T s res>. 
así r<s> • T o r<S> ::> T. 
Ca> Si r<S) • T ent.onces:. pues:t.o que los vt1rt.ices: en S - {u> 

est.án apareados con los vért.ices: de T. 1rcs>1 • ISI - 1. lo 

cual indica que en G no exist.e un apareamient.o que sat.ur•e 
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t.odos Jos: vért.ices de X. 

lb) Si res> :- T, hay un vt1rL1ce w en Y - T ad>·acent.e a un 

v~rt.ice >: de S. Pues:t.o que Lodos: los: \•drt.ices de H e>:cept.o u 

es:t.án apare&dos: bajo M, x • u o x es:t..á M-apar-eado a ot.r-o 

vér-t.ice de H. Por lo t.ant.o Ja arist.a xw e M. 

I 

) 
u u 

Cal (b) 

Si w es:t.á M-s:at.urado. cora wz e M. cre.3.r H añadiendo los 

wz. Si w no es:t.á 

M-!".;at.urado. crear· H aÍL3d1endo el vé-rt.tce w ')." la artst..& xw. 

result.ando el caso C(i). 

La uw-t.rayect.or-ia en H es: ~nt.onces una t.rayec~or-ta 

M-aument.ant.e con ori(;en en u. come, se requería. L.a t·1i:ur-a 

sir;uter.t.e ilus:t.ra el ár•bol ci•eado medianLe est.o 

pr•ocedlmient.o. 

El al:;ortt.mo descrit.o ant.erior•menLe conocido como el 

m¿t.odo Húragar•o. y puedo r-osumido en t.r-es pasos:. 
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u 
Caso C.U 

Met.odo HU:nc:aro: 

u 
C.•GO l(,t,) 

Se tntcta con un apareamient.o a.rbit.rario M. 

1. Si M sat.ura a cada vért-tce de X. alto. En ot.t>o caso. sea 

u un vért.tce no M-sat.urado de X. Crear los conjunt.os S • {u> 

y T • ú. 

2. Si r<S> • T. ent.onces: 1r<S>I ISI. puest.o qu<: ITI 
ISj-1. Alto. ya que por el t.eorcma de Hall. no e~dst.e un 

apar•eamtent.o 9ue ~at.u1•e a c:-.sda vér•t.ice di?' X. En ot.1·0 caso. 

sea w e r<S) - T. 

S. Si w est.á. M-sat.ur•ado, sea 

y T por- Tt.J{ w} e ir- .&l paso 2. (Obser•ves:e que ITI s ISI - 1 

se mant.iene despues de est.e r-eempl:szo). En ot.ro caso, sea r 

uri..a t.r.::•yect.ori.'.'.11 M-aument.ant.e. Reemplazar M por M • M A A(T) 

e ir- al pase:. t. 
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ya 

Ca} 

ya 

(:.? ~V 
l<2 

yzI 
y2 ys yz yo yz 

,,. Xl 1 lU 

Cb> 

"'~/1 
Y' ;7-y5A 

Ce> 

.yzl 

'" 
"'"V· yz ~'!I 

x• 
(d) 

cb1 cirbol opa.rwo.m~.ornlo 

Constdúr-esc por ej&mplo la ~r:if"ica de la r·tr;ur-a Ca> con 

ap&r•eamit::rat.o inicial M • {X2yz. x9y9, Xo:>)o"'S }. En la t·t:;-ur-a 

(b) se llust.I•& como croear un .árbol r ... 1-alt.er-nado. iniciando or1 

... 1 hallar1do fv1-aument.ant.e 

• • (x1. yz, xz. y1>, r-esult.ando un nuevo apareamient.o 
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M' • {xsy2. x2y1, xsy,. X!:iY5 > y un nuevo ár·bol M!-alt.e:-rn.""tdo 

desde "''· !i:;ura.s (e) y (d). Pues:t.o que no ha~· una 

t.rayect.orla M!-aument.ant.e con ortr;erl en x ... el al~or•tt.mo se 

da por t.ormfnado. El conjunt.o S • ha. xg, x .. >. con conjunt.o 

de vecinos: r<S> • {y2. y9}. muest..l"'a que en o no exis::t.e un· 

apareamient..o perf"t:ct.o. 

Puest.o que el alr;o:rlt.mo puede s::e:r cíclico, a t.r-avés de-1 

p:rocedimient.o para cr•ear un árbol, a Jo más: sera raecesar•lo 

un t.iempo de IXI arat.es de es:t.ahlece:r un S ~ X t.al qut1 

1rcS>I < (SI o ul\.3 t.r·ayect.or-ia M-aun,ent.&nt.e, el apar-e~inient.o 

lnlclal podrá ser tncr-emcnt.ado en a lo más un t.lempo de IXI 

&l'at.es de est..ablecer un aparea.mtent..o del t.lpo requerido. Es 

claro que el mét.odo Húnr;ar-o es un buen alr;or•lt.mo. Uno puede 

iniciar- el alc;orit.mo coh ura apal"eamtent.o máximo en una 

r;r-áf"lca blpart.lt.a. 

El mét.odo, Hünr;aro. des::cr-lt.o ant.erlormerat.e es un camh10 

eftcient.e para det.el"min.ar con Cactlldad un asi:;namlent..o de 

t.areas a t.rab.::ajadores. st e"-ts::t.e una. Sira cmbarr;o uno podr·í:. 

querer t.omal" en cuent.a la et·tcletncia de los t.r-abajadores en 

sus var13s t..areas <medida, a caso. por- la ~anancla de la 

compañía). En est.e C&SO uno est.á lnt.eresado en un 

astsnamlent.o que maximice la ef·tclencta t.ot.aJ de Jos 

t.rabajadores::. El problema de hallar un asi:namient..o t.al 

es conocido como el problema de ast:;nación ópt.ima. 

EL PROBLEMA DE ASIGNACION OPTIMA 

Constde-res::e 

btpar-t.lclán <X 

una bipart.i't.a complet.~ 

Y) donde X • {x1. X2 •... , xr.} ).' Y 

e ora 

y2 yn} y la ::.rtst.a Xl.)"J t.iene aslsnado un peso 

W\.j wCxi.yJ), que represent.a la ct·tciencia del t.raL.ajacJor 

en Ja t.area YJ· El pr•oblema de .aslr;naclón ópt.hna es 

equh·atent.e al de hall3r- un apaf'eamlent.o pet"t·ect.o con 

peso m::..¡>-.1mo en és:t.a r;t•á.!"tca pesada. Nos: t"ef·erlremos a t.~l 



&p.:...reamlent.o como un apar-eamiento dptf.mo. 

Resolver el pr•oblema de astr;nación ópt.irna es posible 

enumerando t.odos: los: ni apareamtent.os: pert·ect.os: y h..::t.llar un 

ópt.tmo ent.r-e ellos:. Sin embarr;o par& r;r&nde un 

pr-ocedtmient.o t.al cla.r-ament.e seI'ía muy inef'lcier,t.e. En est.a 

s:ecctón se pr-esent.ará un buen a.l::;ot·l t.mo par-a hallat• un 

apar-e.:.mient.o 6pt.imo en 

con pes:os en las aris:t.as:. 

r;x-áf'tca bipart.lt.a ,complet.a 

DeCtnf,ctdn. Se def'lne ettquc. .. tacidn factible de 

Vél"t.ices como una f'unctón l con valor real sobro el conjunt.o 

de vért.tces: X u Y t.al queJ para. t.odo x E X y y E Y 

IC>:) + IC.v> :!: w<x.v> (6.1> 

(El número real l<x> es: llamado la et.tquct.a del vért.tce x). 

Una et.tquet.actón f'act.tble de vér-t.tces: es: ur13 et.iquet.actón de 

los: vét•t.tces: t.al que la suma de las et.tquet.as de los: 

viér-t.ice.s: ext.remos: de una ar-ts:t.a es: al menos: t.an t;r•ande como 

el peso de la ar-ts:t.a. No in,port.a que pesos: est.en en la 

at"lst.a, e>..1.s:t.e una et.lquet.ac1ón :facLlble de 

vért.lces~ una :fwlción l t.al est.á dada por-

Z<x> . m.áx wCxy) si X e X 
yEV (6.2) 

!Cy> . o si y ., y 

SI 1 es una et.tquet.ación :fact.tble de veI't.ices:. se dcnat.a por 

El el cor1junt.o de aquellas arh~t..as: par.::s la!: cuales se 

sat.tsf'ace la lt;uald~d en (6.t); qua es 

El • { xy .: A(O>: lCx> + lCy) • w Cxy> } 

La sub~r-áfica :;ener-adora de O cor1 conjunt.o de &r-tst.as: El, es 

11.::.m.:sda La subyr-dfica igualdad col"respondtent.e ::. la 

et.tquet.aclón f"act.lble l de ":ert.lces. la cu:;sl es denot.ada por 

el 
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Teorema 6.1. Se3 una et.iquet.acfón t'act.tble de 

vér-t.fces en G. Si C:Jt cont.iene un apat-&.'.:imient.o pert'ect..o rv1. 

ent.onc:es M es un apar-eamfent.a ópt.imo de G. 

Demost.r•actcSn. Supón:;ase que Gt cont.iene un ap.:..re~mient.o 

pel't·ect.o M . t'uest..o que en &s una subr;ráf'icn t;encrador-o. dü . 

O, M es: t..::-unltién un apa:r-eo.miant..o per•t'&ct.o de O .. AhCJt-..::. 

w<M> • l: w(a) I: !(v) (0.3) 
vevca1 

ya que cada a E M pert.enece a la subr;roáf"iuca ir;ualdad y los: 

ext.r-emos de las arist.as de M cubren cada vért.tce ex~ct.ament.e 

uta:. v&z. Por ot..ra part.e, si M• es un apareamtent.o pert'ect.o 

de O, ent.onces 

w(M'> • l: w(a) :s; I: l(v) (6.4) 
VE:VCOJ 

De (6 .. 3) y (6.4) se sigue que w<M> ~ w<M>. Así, M es ur1 

apar-eamJent.o ~pt.imo. Con est.o se concluye la demost.r.actón 

del t.eor-ema. e 

El t.eor-erna ant..er-tox- es la ba.s& de un alr;ol"tt..mo, debido 

& Kuhn (1965) y Munkres (1957). para hallar un apa1•&amient.o 

ópt.imo en una t;r-.ái"ica bipar-t.i'La complet.a con pesos: en las 

ar•ist.as:. Se str;;ue de cer-ca el ent'"oque de Edmonds: (1967 >. 
Se ir1tcia cor1 una et.tquet..actón t·act-ible de vér-t.tces 

(por- ejemplo La de (ó.2)),, det.er-mtna..r OL, ele:;tr un 

apareamient..o ar-bit.rario M on <:it y aplicar- el mát.odo Húnr;aro. 

Si se est.ablece un .3p3reamtent.o perf'ect.o era Gl ent.onces. por

el t.eor-ema ó.t. est.e apare.amient..o es: ópt.imo. De ot..ro modo, 

el mét.odo HU.n;aro t.~r-mina en un apa.r•oamtent.o M' que no 

pert'ect.o, y se t.iene asi un ár-bol tv1'-•:dt.e1•nado H que 

cont.tene un.s t.r-ayect.orta M•-aument.ant.e }' por- lo t..ant.o no 

puede ser tnci•ement.ado más en Ol. Modif'tcar ent.onces L en 

una et.tquet.sc:tóra r·act.ible de vért.ices l' con la fJI•opiedad de

que t.ar1t.o M> como H ~~t.ón cor1t.~nidoA ora Ol· y H puud"- g.:;.r

incl'em~nt.ado en CJL·. 
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Tales modi:ficac.iones en la et.tquet.ación t'act.lble de ve1~t.tces 

s:on hechas. cada '\'C'Z que sea neccsar-io, h~t.a que 

est.ablezc:.a un ::ipareamie~t.o per•t'ect.o en alt;un.:i s:ubr;ráf'ic:a 

lr;ualdad. 

EL ALUORITMO l>E KUHN-MUNKl<t:S 

Empezar con una et.1quet.ación Cact.tble de vért.ices 

ai-btt.r-ai-ia l, det.ermtn.ar O\., y eler;ir un apareamient.o 

.arblt.rar-io en OL 

t. Si X es M-s:at.urado. ent.onces: M es: un apareamicnt.o 

pert'ect.o (puest.o que IXI • IYP y así. por el t.eol'ema 6.1, 
un apar-eamtent.o ópt.imo; en est.e caso, alto. De ot.r-o modo, 

sea u un vért.ice que no es:t.á M-sat.urado. Det·inase S • {u} y 

T •O. 

2. Si rot(S) :> T, ir al paso 3. De ot.ro modo, rot(S) • T. 

Calcular 

o.t m ~~ {lCx> + l<y) - wC~-y>} 
y<l!T 

y la et.iquet.ación t"act.tble de vért.ices l' dada por 

[ 

lCv) - o.t si V E s 
l' (y) • lCv) + O.\. si V E T 

lCv> en ot.ro caso. 

CNot.e que at O y que rot • CS> :> T). Reemplace l poi· l' y at 

por at•. 

3. Elc=ir· un vért.ice y rotCS) T. Como .,¡ 

procedlmtcnt.o de la sección ant.er•ior pal'éA incrcment.ar- un 

árbol. constderese si y est..á o na M-~at.uI•a.do. Si y es:t.á 

M-sat.u:rada. con yz E M. i·cempla:z::;..r S por S u {2} y T por 

T ,_, {y}. e ir• al paso :2. En ot.ro c3so, s~a -:- una 

uy-t.r.!lyect.art.s M-aument.ant.C en OL. reemplazar M por 

fv1' • M A ..4CT), e ir- .al p.&so t. 
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Para ilust.rax- el alr;orlt.mo de Kuhn-Munkres:, es: convent~nt.e 

represent.ar un& :;ráflca bip&1•t.it.::. complet.a, G. con pesos en 

las ar-lst.as: por un.:;s mat.riz \..' • Cwql. donde Wq es el peso 

de la .arJs:t.a Xl'!o"J en C:J. Empez::tremos con la mat.t•lz de la 

f"ir;ura <a>. En la í'l::ur•a (b), se muest.ra la et.iquet.3.clón 

t'act.ible de vf#i-t.ices (6.2), (la et.lquet..a de X1. a la de1·echa 

de la í'Ua i de la mat.riz y la et.tquet.a d.: YJ debajo de la 

columna J> y la ent.rada co1•res:pondlcrat.e las: ar-tst.as: 

asaetadas a la sub:;ráf'ica i¡;u.aldad est.ár1 indicadas era t.orao 

más obs:cur-o; la s:ubr;:r-Af·tca t~ualdad cs:t.á r-epz•es:ent.ada Cstn 

pesos> eo la rt:;u'f>a Ce>. Est.a :;ráf'tc.:;.. no t.lenc ap.&r-eamlent.o 
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perfect.o C el conjunt..o S•{xi. K9, X•)- t..lene como conjunt.o de 

vecinos jyz, Y"} ). Por lo t...ant..o, se modif'lca la 

et.lquet.acl6n í'act.tble de vért.lces: lnlclal. Sea 

M • {~y1 0 K!IYZo M4y9, """3}'!1} 

un apar-e&mient.o arbit..raz•lo de 01.. Aplicando el al~orit.mo da 

Kuhn-Munkres se obt.lenen suceslv&mcnt.e los conjunt.os: 

S •l>«} y T • O 

S • l><" ""} y T • lyz} 

S •{x1, xz. X9} Y T • -Cyz:, Y!I} 

Siendo en es:t.os últ.tmos: a.1. • ~J.9 -C l(x) + l(y) - wC>..-y)} • 1 . .,,. 
e l' Cu) • 5-t, t• Cxz> • l(X2) • 2, t• CX3) 4-t. t• Cx.t> • 1-1 

l' (>aS) • l(X5) • S, t• Cy1) • O, l' Cyz) • O+t. l' (Y') • O+t, 

l' Cy•> • O. l' (~) • O ). Así, se da una nueva et.iquet.ación 

Cact.lble de vert.lces: la cual se. indica. en la fi:;-ura (d). 

Una aplicación del mét.odo Hünr;a.ro müest.ra que la 

sub:;l"'áf'lca lt;ualdad asociada a est..a nueva et.iquet.ación 

C i·t:;ura Ce) > t.iene un apare~ent.o pert'ec":'o M • {>«Y•• 

xzy1, K!iy!I, ""'Y2• >3y.5}. ES"t.e mismo apareamlent.o es por lo 

t.ant.o un apar-eamient.o ópt.lmo de O. 

Ot.l"'os alc:oz-tt.mos par-a hallaz. un apin•eamtc-nt.o máximo en 

una crát'tca, son z.esult..ado del eJ.:amen de cuat.z.o problemáS 

I'&lacion.ados con el de ha.11..&z. un ap&l'E:&mtent.o de 

cardin&.ltd.ad máxima en uria :;r-át'ica en :;ener.al bipal't.it.a. 

(1) Hallar un apareamicnt..o de c: .. r-dinalidad m3x1m& era un.a 

r;rát"lca blpart.tt.a. 

(2) Hall.ar un :::t.p..!ll'eamtent.o de ca.z•dinalidad má>..-i.ma en 

una ¡:z.át'tca l:!'n i:enf:!'rt:sl. 

(3) Hallaz. un apar-eamlent.o ·má>.."imo en una r;x•.;;if·tca bip~rt.it.a 

p<:f:os: <:n las: arist. . ..,,,s. 

(4) Hall:-t.r ur1 apar-e:smi<:nt.o m::iximo én una r;r&fica en r;cneral 

pe:GO'c.s: en las al'•ist..&e. 

59 



El primer al:;orit.mo de t.iempo polinomial pa1•a solucto~r el 

problema (3) t·ué present.ado por K.hun (1955). Mient.ras que el 

primero de los 3.l:;orit.mas: de t.iempo poUnor;nial par.a dat• 

solución a los problem3.!".: <2> y (4) Cué des::.rr-oll.ado por

Edmonds ct965). Post.erior-ment.e bas:andose en los t.r-abajos: 

r-elevant.es de est.e últ.imo se mejoran es:t.os: al~ot•it.mos. 

Considerando a los: al~orit.mos:. par::. los cuat.ro 

problemas: ant.eriot-es~ como al~ortt.mos: secuenciales: s:e t.tenen 

Las: s:i(:Uient.es: cot.as consideradas: como las: mejot"eS hast.a el 

moment.o. Par-a los: problemas: <t> >º <Z> se t.iene una cot.a de 

O(m~), n • IV(, el a)€01-it.mo p.91t"a el problema (1) rc:quier-e 

de a lo más rv'2 f'ases:, es decir, de O(n>. Cada t·.ase en és:t.e 

cons:ts:t.e de la búsqueda de una t.rayect.oria aument.ant.e, dado 

que la búsqueda t.oma un t.tempo O(n), el· al€ortt.mo t.ermiria en 

un t.Jenlpo O<mn>. PbX'a el pt-oblema (3) se 

O(n(m + n ,log n >> y pat•.A el 

O(n(mlog log n + n logn)). 

t.iene una cot.a de 

problema C4) de 

Al considerar est.os mismos: al~orit.mos: en paralelo y 

res:t.rtn~tendo la at.ención a los alr;orit.mos RNC (con número 

polinomial de pr-ocesos. t.tempo polJlor;.arit.mlco e 

involucl"actón de aleat.oriedad) se t.ienen al:;orit.mos más 

simples. El t.iempo esperado es de OClogzn> y asi se mejora 

el proceso para los:: pr-ablemas: (1) y (2) en ú(nm • M<n». donde 

M<n> es complejlcbd del t.iemfJO se•::uenclal de 

mult.ipltcación de mat.r-iccs y p~wa los r.sroblemas: (3) }' (4J 

es del O(n(w• + riz> • MCn)). donde w • €tS' el m~>:imo de los 

pesos de una 8.X'ist.a. de la c1•á.Cica correspondient.o al 

problema. Todo est.o pu&de hS'llal'se con más dE..>L.'.:tlle era 

CTraub. Oros:z, Lampson and Nilss<..ir1> l24l. 
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7. DEFICIENCIA, EXCEDENTE Y UN VISTAZO 

A LA TEORIA DE MATROIDES 

Par-a t.r-at.ar las: :;:rá.Cicas bipar-t.it..as: que t.ienen 

aparoeamtent.o pert·ect.o, se tnt.roducen los: concept.os: de 

det'iciencta y excedent.e. El hecho de que es:t.as: t'unctones: 

s:ean super-modular- y submodular l"espect.ivamerit.e se ~Us:cut.i:rá. 

más adelant.e. así mismo s:el'Sn cons:idero,3das: en el nttJl'CO 

cenera! de m.&t.roldes:. l>ef'lnir-emos 'a cont.ir1uactón la noción 

de def"iclt::oncia en una :;ráf"ica bJpar•t.ft.a Ja cual t·u~ 

est.udiada pr•Jm&r-am..-nt.e por• Ore (1055). 

DeClnlctón. Sea a • <X, Y. A> una ::1·.::tt·1ca bipart.tt.a. 

Par-a cada Z s .\" s:e det'Jne 

def'oCZ> • def'CZ> • IZ 1 - jr<Z>I 

como el númer-o cor-r•espondlent.e a Ja defic'i.encia del c:onjunt.o 

z. 

La máxima de dertciencfas, de. t.odos los: 

subconjunt.os: de x, sera U.amada la X-def"tctencta de O. SI el 

.conjunt.o X QS: sobr-ent.endtdo, simplement.e. ser-á llamada la 

def'tctencta de la t:rát·tca O, y se donot.&r~ def(O). Obs&rvese 

que st det'(O) • O, ent.onces: def'"(Q) ~ O. El st:utent.e t.corema 

es una constl'cuencta del Leor-ema de J..:8ni:;- ( o del t.eorema da 

Hall) pr•esent.ado en Ja st:.occión ·l. 

Teorema 7.t. $1 O • (.\', Y, .. u ~s un.:.. ;;r!t:r 1e.:a btp.<t.J~t.tt.;:1 

~· M un aparE>.&m1€."nt.o rn .. "!i!'.':tmo de u. it:.•nt.c.nc.-•s 

IMI • l.\ 1 - dt-t <O> 

De1nllst.~acfcin. Ü"i'"l t.e:-ot•'"""m'" .di? J.:l~nit; 

IMI • l.\"-flf + ¡:·'o"<B>I p .. 'tf'0'.1 .:tl:ün El = .\' 

ff ... 11 • ¡.\ 1 + e ll"vt..Ll.>I - IBI ;,, 

P~·,1· Jo t..:snt.o lfvlj • ¡.\'f - dej"<O>. o 
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El lema que a corit.lnu.actón se enuncia es muy impor'Lant.e 

lo'ª que car•ó!l.ct.eriza .& la Jet·tcieracia. 

Lema 7.1. Para cualesquiera do&: subconjunt.os: W, Z e X 

se t.iene que 

det·cwuz> + deCC\ft·f'IZ) ~ det <W> + def'(Z) <7 .t> 
Demost.ractón. Ut.1112ando propiedades: de conjunt.os s:e 

'Llene que 

IWLIZI + l\11"121 • IWI + IZI <7.2) 

Así t..&mbién 

de donde 

r<wLIZ) • r<w> u r<z> 
rcwr-.z> s rc\I) n rcz> 

~· 

1r<WLIZ>I + ircwriZ>I s 1rcw>1 + 1rcz>1 <7.3> 
Rest.ando a (7 .3) la it;ualdad en (7 .2) se t.tene que 

l\JLIZl~ir<wLIZ>I 1wriZ1-ircwr-.z>1 "' 1w1-1rcw)1 
t.ermina la de~st.ract6n del lema. e 

1z1-ircz>1 y 

Def'inición. Un conjunt.o Z s X es: llamado ajustado s:t 

det"<Z> • def"((J). 

Lema 7.2. La tnt.ers:ecc16n y la unión de conjunt.os 

ajust.ados: s:on t.ambtén conjunt.os ajust.ados. 

Demost.ración. Supóncase que Z y W son ajust..ados:. 

Ent.onc•s. el Lado derecho de la des:lf:'ualdad (7.1) es 2def'(0). 

El lado izquierdo de ést.a es a lo m3s 2deC(0) ya que dei·caJ 

em poi- definición la máxima de las: det'tcienclas. Lue=o 

2def"(CJ) • cter(Zl.JW') + deCCZnW.>. Por- lo t.ant.o ZuW y znw s:on 

conjunt.os ajus:t.ados:. e 

Proposicidn. Si O • <X. Y. A> es: una c;ráf·tca btpart.it.a 

t.al que al s:uprtmii- una arts:t.a de a la def((J) s:e tncrement.a, 

ent.onces cada vért.ice de a t.tene a lo má5: t;rado t. 

Demost.ración. Sea d • def'(CJ). Supóragas:e que .stJdi&:t..e un 

vé'.rt.tce x .e X t.a.1 que óo(x) > 1 Sea r<x> • {.Y'• y2..... yr} 
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por- deCinición de d. s:e t.tene que t-r ~ d. Sea a • X)J\. -s: 

...tCQ). considérese La =r.áctcs (;J' • o - a. f'or tdpót.es:is a· 
t.endr.:i dei·tctencia mayor d. lue:;o. tist.a cont.tene un 

conjunt.o Z\. S: :<. Z ~ U t.al que det·o' (ZU > d. Dado que 

de!'oCZ1.) ~ d Cd es la m.1.xima de 1.:s.s det"'icteracias:). s:e s:t:;ue 

que Z1. debe ser, en O, un s:uhconjunt.o ajus:t.ado t.al que x<SZ\. 

· y además Y\. scilo puede ser adyacent.e a un vért.ice de Zi., a 

saber x. Ent.onces:, del lema 7.2, el conjunt.o Zo • Z1.n ... nzr 
es un conjunt.o ajust..ado, que cont.ierae a x. Si Zo • {x}. se 

t.iene que l{x }I - Jr<><>I 1 - .. d. Puest.o que d~O. 

ent.onces: r • O o r- • 1. Sin embar:;o, se ha s:upues:t.o que 

.5oCx> ) t. Constdér-e&:e ent.onces: z• • Zo - ·"• Z" =rL O. 

IZol - tr<Zc.>¡ IZoJ - Jxl + l><I - Jr<x>J - 1rczo-><>I 
:S JZo-xl - Jr<Zo-x>I + Ct-r> 
< IZo-><I - tr<Zo-x>l • def'a(Z') 

Donde d • det·o(Zo> < ctet·acz• >. lo cual es: una. cont.radtcción. 

Con és:t.o se concluye la demost.ración de. la prOpostción. o 

Ale; unas de est.as ideas llevan a considerar 

deCiciencia de conjunt.os no-vacíos t.ales que su def"iclencia 

es: ner;at.iva. Lo convenient.e en est.e caso es cambiar de si:;no 

a la deCictencia. y deCtnil"' ent.onces el excedent.e de un.a 

t;l"áí'ica. 

Dettnlcldn.. El excedente de un conjunt.o Z s X se deClne 

como aaCZ> • a'cz> • Jr<Z>I - tZI • - deCCX>. 

El excedent.e de W\a. iSl"'á!'lca O es el mínimo excedent.e de W'l 

subconjunt.o no vacio de X. y lo denot.ar-emos poro aCCD. 

Obs:érvese que deC(Q) • máx {O, ·-c(O)}. El lema 7.1 implica 

inmediat..a.ment.e que 

o(\JUZ) + o(Wf"'IZ> :S: o(\J:) + oC2:> <7.4) 
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En Corma análo~a a como se det'inio un conjunt.o ajust.ado en 

t.érminos de la det'tc1enc1a, se t.tene ahora tina def'inición a 

t.raves del excedent.e. 

Det'lnictdn. Un conjunt.o Z :5 X es llamado a-ajust.ado si 

a(Z) • a(()), 

Aprovechando los: res:ult.ados: que ya s::e han obt.enido, 

podemos enunciar el stguient.e lema. 

Lema 7.9. SI dos conjunt.os a-ajus'Lados t.tenen una 

int.ersecctón no vacía, ent.onces su int.erosecctón y su wtlón 

son t.ambtén conjunt.os: o-ajust.ados. e 

El stcutent.e t.eorema, junt.o con el t.eorema de P. Hall, 

pr-oducen una buena car-act.erlzactón del número a(O), ya que 

si deC(O) ) O, ent.onces a(O) • -det"<O>, lo cual hace que sea 

sut'lcient.e co~tderar el caso en que deC(Q) • O. 

Teor-ema 7.2. En una groáf'tca G <X, Y. A,>, con 

deCCO>• O, aCO) es el mayor ent.ero s que sat.isCace la 

stculent.e pl"opiedad para cada vért.lce x e X: st se añaden s 

nuevos vért.ices a X y se conect.an ést.os: con, los vért.ices: era 

r<X>, result.a una r;roát'ica blpart.tt.a que t.tene excedent.e no 

necat.tvo. 

hmost.ractdn. Protmerament.e s::e mos:t.rar-á que s • a<O> 

t.tene la proptiadad t"'ormulada en el t.eorema. Sea x e X. y 

nuevos vért.tces conect.ados a los 

vért.tces de r<x>. Ahora, mos:t.roaremos que és:'Lo da or-tcen a 
una gráf"tca btpa.rt.tt.a o• en la que para cada Z ~ O, 

Z s X u t ·Ja, ... , xa > se t.tene que ira• <Z)I ~ 121. 
Caso 1. Si Z Si X, ent.onces: ira• <Z>I 1ra<Z>I, luet;"o 

s • a<O> • ~hll { 1ra<Z>I - 121 > de donde 
1ro• C2)1 • Jra<2>1 ~ 121 ... _. ~ 121. 
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Caso 2. Si Z ~ X, ent.onces: 

fra• <Z>I • JroC<Zn<X-x)) •J {x}lf ?: (<Zn<X-xn •.J {x}I + s 

"° (Zrü'I + s ?: IZ(. 

De los: casas: 1 y 2 se concluye que a• t.ione excedent.e no 

nec:at.ivo. Ahor-a, asuma.mas: que s es: un número con la. 

propiedad Cormu.la.da en el t.eorema. Se mos:t.r-ará que s :$ aCG)~ 

lo cual complet.ará la demos:t.ración del t.eor-ema. Sea Z S X, 

z .. 0. Seleccionando W'l vért.ice z e z, y ariadiendo s nuevos: 

véz-t.ices: zt, za la r;ráCtc:.a O, conect.adcus: és:t.os: 

rcz>, la · r;i-át'ica bipart.lt.a a, obt.enida mediant.e est.e 
pr-oces:o t.tene excedent.e no necat.tvo Cporo hipót.a&0:ts>. Luego. 

(ra<Z>I • rra• <Z u {z• •...• Z• }>I "' IZ u {ZL, •..• Z• }( 

• IZI + s:. 

Poro lo t.ant.o 1raCZ)I - IZI ~ s, y t.ermtn.a la demos:t.ractón 

del t.eorema. e 

Al ver que el t.eorema 7.2 da una buena caract.e:rtzación 

del excedent.e en una "ráCica bip&r-t.tt.a. se considera lo 

str;uient..e: puede pr-obaros:e que aCO> ~ .s al exhibir- que exis:t.e 

IXI + arls:t.as: tndependient.es: en cada una de Las l..\"I 
r;r.3..t'icas: bipart.it.as: obt.enidas a pal"t.ir de O al añadir- .s 

nuevos vért.ices y conect.ar a ést.os: a los: vert.ices: de rcx>. 
para ~ún X e X. Por ot.l"o lado, puede también pr-oba:rs:e que 

aCO) ~ .s al exhibir un subconjunt.o Z s: X, no vacío, t.al que 

1rcz>1 S IZI + s. Aún cu.ando el t.eorema 7.2 da una buen.a 

caract.er-ización del excedent.e, la condición dada en ás:t.e no 

es: muy clara. En el caso oCO> • t puede dal'.s:e una condición 

mucho más buena, ant.es: de es:t.ahlecer és:t.a, s:e probará 

el s:lt;ulent.e :r-es:ult.ado debido a Las Vei-t;nas: <1970) y Lovás:z 

<1070). 
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Lema 7.'4. Sea O una :ráf"ica blpar-t.it.a con a-CG> • .s > o 

t..al que al suprimir una arlst..a de o. aCO> dec:reco. Ent.onc:es 

cada vér•t.lce de X t.iene s;r•ado .s + t. 

lJemos:t.ración.· Sea x e X, y rtx) {y1, ... ,yLf. Se 

c.Jese.s. most.1•.ar que t. • .s + t. Por det'inición de s. se t.iene 

que t. -:::. s + t. Al suprimir la aris:t.a XYL en O. La r;r&t·ica 

G' • O - xyL t.endrá excedent.e int'ertor a s. y a.si. ésot.a 

cont.iene un conjunt.o ZL S: X, Zi. .,, O con ca• CZi.) < s. Dado 

que coCZi.) ~ s. sir;ue que ZL debe ser, O, 

subconjunt.o_ c-ajust.ado t.al que x E Zi. y además, YL debe ·ser 

adyacent.e a un sólo vél't.ice de Zi, a saber x. Ent.onces:, 

del lema 7.3, el conjunt.o Zo • Z1 f'l ..• n Zt es un conjunt.o 

a-ajust.ado. Nin¡;Un vért.tce de f'(x) es: adyacent.e a al¡;ún 

vért.ice de Zo ><. Sl Zo {x} se concluye que 

1rcx>I - l{:a.: >I • s. es decir (í"Cx>I • .s: + 1. En ot.ro caso, 

sea Zo - x Jll 0, ent.onces 1r<Zo-x>( - IZo-xl ~ s, es: decir 

1rczo-x>1 i!: s + 1zo-x1. Luec:o 
1r<Zo)j • ir<x>J+lr<Zo-x>I ~ (.s+t>+qzo-xl+.s> • 1ZoJ+2.s, 

es decir s • 1r<Zo>I - (Zol ;;: 2.s. Si ~ ~ 2.s. ent.onces .s: • O 

pero .s > O. Por- 1~ t.ant.o se t.tene una . cont.radicción, ya que 

Zo es a-a.just.ado. Lue¡;o Zo • ~x}. Con ést.o se concluye la 

demost.ractón del lema. o 

Se t.iene ent.onces: una car-act.er•iz.&ción del mínimo excodent.e 

pos:it.ivo en 

eliminación 

una 

de 

~ráf"ica bipax>t.it.a 

una 3.ris:t..oi>. Como 

enunciarse el sic;utent.e t.eor-ema que 

<con r-es:pect.o 

cons:c:cuor1clo. 

re!"iere 

µuoc.Ju 

:;ráficas aciclica.s: en las: que t.odos los: vert.ice t.icnen ~r3do 

dos. 

Teorema 7.3. Una ~ráf"ica blp.:..rt.it.a G t.ierae cxcedent.c 

pos:it.tvo si y sólo s:i ~st.a cont.iene una ~r·át'ica aciclic.:s U 

t.al que cada vrirt.ice de X t.iena g-r&do dos en H. 

66 



Demost.l"acidn. Supón:;ase que O cont.tene ~ráCtca 

aciclic.st. H t.al que cada ver-t.tce de X t.iene ~r·ado das: en H. 

Sea Z := X. Z ;.e O, t.3.l que 

Lue:o. 

"-<O> • «aCZ> • 1racz>1-1z1 • 1rH<Z,1-1z1 ª 21z1-1z1 
·"CO> • IZI "- o 

.~(O> > O ya que Z ~ O. 

Recipr-ocament.0 0 supón¡;ase que a t.tene excedent.e. posit.tvo. 

Sea H la subc-rMtca mintma de O qoe corat.tene a t.odos: los: 

vért.tces: Je :.: t.al que a(H) > O. Sea a ...;: .4CH> y sea H' • K-a. 

ent.onces: :1CH') < aCH), ya que H es mirdma de L3.s: s:ub~rát·tcas 

de O con excedent.e pos:tt.ivo. Nln:;ün vért.ice de H t.iene :;rado 

uno. ya que c(G) > O. Del lema 7.4 str:ue que, cada 

vér-t.ice de X t.ierae ¡;rado dos: en H CH s:ub¡;ra.t'ica mínima de OJ 

Ahora. s:up6nc;as:e que H cont.tene un ciclo e. lue¡;o los: 

vért.tces: V<:t> n X t.ienen excedent.e o. lo cual no puede 

ocUl"rir ya que o(H) > O. Poro io t.ant.o .H es: acicllc.:.., y 

t.el"mina la demos:t.ración del t.eorema. e 

Las :;ráncas: con excedent.e pos:it.ivo jue.-r;an papel 

import.ant.e en la es:t.ruct.ura de la t.eorí.::i de .ap.areamtcnt.os en 

t;rá.Clcas:. A s:i mismo. expr-es:iones: como (7.1>. C.7.Z> y c.:-.:.n. 
son tmport.ant.es: era Las: d.1st.int.&S i~am~:S de la combin~t.w:rta. 

DeClnlclón. 

submodular si ~st.a s:at.ist·ace: 

fCXuY> + fCX:W) ,; fCX> + fCY> 
Es llamada supermodular- s:i 

f<XuY) + j('X.rlY) ;:; fOO + .fl Y) 

<X. '\:' ..:: $). 

ex. y .::;, S> 

Una función es llamada'"! modular si cist..:. ~ubmodul.:ar- y 

supermotlul.:..r-. Obsei•veso que el ex:cedent.e. 1.:a deficieru::ia y 

la c,:,.r-d1naltJ.o:1.d san .funciones submodul.ar-. supé1•modu1.:..r y 

modu1.;,,,r- 1:·~.-.pwct.1vM11nor•~"' Giobr-w wl cor1jur1~0 J.:. ... ·.:tro~i.::.:.i;;, d.-;. un.:... 

cansi<ler-.:id.:a ""' 
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bipar•t.it.a, la · pr-opied •. !u.l _da :!0Ubmu.JuJ.:11·1d.:s..J v ~r.1¡:.e1•tnadul.::.r•id.:.d 

i:tl e~c,~do-nt.e - v ka ··kJJ: lc:ien<:1.'.:1 no se s..-:at.Js.!·.:.c~ en :;ener-al. 

1::1 S"Oi;:;ui·~nt..<! lt::lno.'s se u~ili2.o.1i•á par-.:. vei·Ht..::ar la pi~ópiec.J.:ad 

de submodul.:srld-'td t::n un.:.. !unciün. 

1.ema '"/.!:J. Un.:i func1ón J deJ: 1nid..:t ::.t)bt-l• l·..:>~ ::.;ttbconjunt.w::: 

de un (.'.:anjunt.a fºh'1it.o $ e:.:: ::;utJmc.·J1Jl.;sr· ::.1 y -sólo !'>i 1~ 

función /lX _·fa)) - J<X) cs.: m•ln6t.Ono.'t de•::1·ec1or.t.~ s1.1lJ1·~ lo~ 

s;ub•.::or1Junt.us de S - a. 1•:.Jt•,'-t c..1da a ·: $. 

submf".1dul,::1..t'. /lY1-·{a p + f<.X> "" JI<X..i(a ))•./'s'J + /t<Xi-·{a })ñYl ya 

que X ·= Y. f'or ot.ro l..:stla. pues:t.o que f os submodular se 

Llene que flCX·-{a PuYJ + flCX.;{a }<'.•l ::¡ JCX·-{a f) + /CY>. de 

donde f<Y•J(a}) + J<X> $ f<Xi-·{a t>_ + f<.Y>. Por- lo t.ant.o 

f(YL'{a }) - ,f<Y> "1 JOCU{a }> - f<X> para X e Y S S ·- a, 

Reciprocament..e, supónt;ase que la f'uncf.ón j'(x1J{a » - j(X> 

caos monót.ona decrecient.e sob1•e los subconjunt.os de S - a, 

par-a cada a .s S. Sean X. Y :.=: s. - a t.ales que X .::: Y. ent..oncas 

jCX •J ja}> - jCü;, jCYu{a}> - JCY), luer;o 

f<X•.J{a }>+fCY> ;, fCYUja p+JCX> j[CX•J(a }>L•Yl+flOL(a P•'Wl. 

Haciendo X' • X u {a} s:e t.iene que 

J(X'> + f<ll.> :O: /<X".oY> + J<X'.W J. 

A cant.inuacici1"i :;.=" pt·t->•;o1·1t...·.tn '-'l.;-unos. to J•.•111p1':0 ::.; dt.• 

!'unciones submodul.:.r·~s: v !".up.,.rma•luJ.:ir·.-.. ~. t'.:n ..al~u11o:r. ú~ esr.os 

f.Jj1'-lllplos la ~erif"t1...:.11·~ió11 ·1~· l.:t c~·.ur .. ·~1· ..:. :;..-ubJ-r11udul.::u·i.J.:.d no 

,..s .:.c:_·mPJ.:.,t.~'.lmonr •• _. r.1·1,·i.-.1. 

t"l:s •Jna funci6n ..Jol tniJ.!t. sobr~ lOS; 

.,;.l~mc•nLt".j~ d•:i un •..:c:tnjunr.u l'lnit.f".J S ~· 

fe.X.> • e + :i.~xb<a> 

l..:OO e un r1t.h11.: .. 1·0 r•e .. "ll. ~nt.onc~s: f es una función m•:.dular. 
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E!:;t.0 es par-a X, Y S: S 

f(X) • e + .:i~-!'(aJ f(Y) ar e +.:.~·'!(a) 

Reci'¡:.r•ocament.eo. cada f'unctóra modular• puede ser- obt.er11d& 

de cs:t.a f'or-ma. 

Dertntctdn. Una dir;ráf'tca D,. es: una r;r-áf'fca dlr-it;lcb. 

que con.sis:t.e de un conjunt.o no vacío V<D>. de vért.ices, y un 

mult.1-cor.junt.o de parejas ordenadas FCD>, de dist.lnt.os 

element.os: de l'CD>. llamadas t"Jecha.S. 

Ejemplo 7.2. Sea D una dtr;r·at·tca, pCXJ deraot.ar-á el 

raúmer-o de !'lechas de D que ent.ran al corajur\t.o X :=. V<D>. p 

res:ult.a ser- una ('unción submodular- sobre los: subconjunt.os de 

V<D>. f'ues:t.o quG para cualesquier-a dos conjunt.o~ X. Y S V<D> 

rD<XUV> • rD <X> u rDcv' y rO ClCnY> Si rD <X> n rD CY>. ])e 

.donde 1 roCXuY> 1 + 1 roClCriY> 1 :S 1 roCX> 1 + 1 roCY) I· 
Cl.as flechas con un e>.."t.r-emo en X-Y y ot.r-o en Y-X, sólo es:t.án 

cont.adas era pCXuY> + p(Xr"'lY). Por lo cual no puede at'tr-mar-s:e 

que p s:ea modular->. 

o 

y 
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Ejemplo 7.3. $ea O ~ <l' ..... tJ 1 .. nw :;r·áCic.'.:l. para c..:sda A'::::; ..J. 

c<.t.'. A') Je-not..:..r~ el nU.met·o de component.es conex.: ... 'i: dt? la 

:;r-élt"ica (V. A• J con conjunt.o de vert.ices V<.<:D '.Ir. coraJunt.o Je 

a1•is:t.as A'. Se.a t•(A' > fV<O>I e <V. A· J. l.a f'unción 

c(A • ) • e Cl'. A• ) es un.:. t·unción supermodul.:.r- ~· ioC.\' > es un~ 

función s:ubmodular-. P'rimerament.e. puede obsérvarse quu p..:sra 

cualesquier-a dos conjunt.os: A.1. Az ~ A. 

cCA1riA2) ~ c(A1> + c::(Az). - c<A1UA2) 

E~ decir. 

c(A1ñA2) + c(At•JAz) ~ c(A.1.) + c(AZ) 

r-<A1) • IV(tl>I - c::CA.1.) ~· r-CAz) • IVCC:f>I - C(Az) 

r(A1> + r<A2> • 2IJ.'<C:J>I - c<A.1.> - cCA2> 

2: 1•(A1UA2) + r(A1nA.2) 

' Por lo t.ant.o. r-<A') es una t·unctón submodular-. 

(7.4) 

Ejemplo 7.4. Sea una t:r:it'"ica O • <V. A> y B S V un 

conjunt.o de vél"t.ices: independient.es. Sea /<X> = c<O-X> par-a 

ca.da X 5 B. La f"Únción f es: una !"unción supe1-modular. P.ar-a 

ver-it'tcal' es:t.o. constdér-es:e x· • ACO-X>. para cad:. x:::a. 

X' . .(uu: u ... B-X y V E Ef0 f OJ -{uu: u,v ... Ef'f 
y• . -{uu: u "' B-Y y V ... B'f u -{uu; u.t.· "" e'f 

L""' arotst.as: d& CXriY>' . X'uY' y las: arist.as: d& 

X' f"IY' . Pat"'a est.o se usa el hecho de que B es un conjurat.o 

independtent.e •. o más e'<.3ct.aineht.e. que no exis::t.~n al'tst.as que 

conect.en X-Y a Y-X. Conside:r-ando. .:.hol'a, L& t·uncióra r· 

deí'inida en el ejemplo arat.er-ior- se t.iene que f<X> • c(U-X) • 

cCl'<O), X') - JXI • JV<O>I - JXf - r-CX' ). Lue~o 

f<X> + f<Y> • 2JVCG>J - <fXI + fYJ> - Cr-<X' > + r«Y' )1 

s 2JV<O>I - qxuYJ+JXrlYJ> - Cr-tx• ._,y• )+r-(X' ,··,y•)] 

• f<XuY> + fCXf'IY>. e 
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Ejemplo 7.5. S~a. M una mat.x•tz. S dt"~raot.ar·á .:.-t ccinjunt.r.1 

de columrWIS de M. Par..:.. c:-... da X s S. sea t'<.X> el r-a.n~o .Je la 

mat.rlz t·orm.::..da por- l.3S:. column.:..s dl! X. L.;a 1~unctOn r Pesuu.a 

ser- una i·uncicin s·ubmodul.ar·. Pa1•a vex•itical' est.o. considér•ese 

a •.? S t...o:..1 que- a Y c.-nt.onces: t•< \"-•{a P r<'t'> o 

l"(\'•-·(a P • r<Y> + t. Por ot.r•o lado r-(.\'.·.ifa P :,;: t"<.X>. o bien 

-r(.'(t_:{a )> ~ -1 .. (XJ. si rCYL>{a )> r-<YJ . cnt..onc.:=s: 

r<.\' .. ;{a}l-r-<X._i{a}) =-~ t•(YJ - r(X), do donde 

1 .. (y1_1(a p - r-<Y> :: r-C<•J.f a}) - r(X>. 

St 1 .. (\"i_i{a ~) • r•<V> + l ent.onces: r(Yu(a P - r-CYJ .;. t y 

r<.Xu{a » - r<X> • t. Poi" Jo t.ant.o la !"unción r-<Xv{a p - rCX) 

es un.a !'unción monót.ona decrecient.e s:obrc los subconjunt.os: 

Je S-a. Del lema 7.5 se s:t:;ue que r(X) una t"'unción 

submodular- sobl"e los: s:ubconjunt.os de S. 

Ejemplo 7.6. ~ues:t..l"o ü.lt.imo ejemplo es:t.á relacion.:;.do a. 

la t.eoJ>ia de apa:reamient.o.s en :;l"'áftco.s blparot.it.;;as:. Sea 

0•(.\",Y, ... n. Para c.31c.l.!a 8 :: x. r-<.B> denot..:ará el moixtmo númel"u 

de v6rt.lces: en El que pued(.on ser apaz:-cados: con los: vért.h:es: 

de Y; es: decir. si M es: un apareamtent.o máximo de O - <X-B> 

ent.onc:es 1°(8) • IMI. Del t.eoroma '/.t s:e t.1(!r1e quu 

r-<IU • IBI + min {.o<C> / e :;; 9 ~-

1.u~r;o. r-(8> E"S: un.7:1 nmción :submodul~r y~ quo 01 "'~codant.o os 

una f"unct6n s:ubmoduL::lr. [Je h.:cho, si f es: un.:. función 

submodular- ent.onccs: fa d"'!inid:-. como f[.X> • m1n {j<.Y) / \"'~X> 

es t.arnbiér1 submodul.:u-. 

l...;as: !unciones: de los ejemplos ·.~.3. ',"'.:J y :·.6 t.ienon 

a.l~uraas: pr-opledades adicior...l.les: r·(U) u. e~ monót.ora.:a 

p~r.z. el •:::u.'."\l ~~:o..:1st.e un .. 1 1 unción ~a:bmodul.'Jl" con 1~ 

c..:.r-..:1(";t.o?1·ist .. h.:as .. trit.(:•r·h·1r.r~s:. as Jl.:uu .. -.do un .. -t nv:itrotd""'"" v .:z t· se 

lw ll.oa1n• lu f1111t· to.;;n 1·an90 J.;, lr1 nl..at.1··01de. 
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Para set• m.::is pr-ecl~os. '.!.e:t $ un ca~ajunt.a v r una 

f'unción dt: 2s -• Z+. Ent.onccs , .. es llam.:.d.::a un.a función r-anga 

matroide sobré' S si seo s.::..t.ist·acen las sig-uierat.es t.res 

co11dlctones: 

Ca> Si X s. S ent.onces: r<X> ~ IXJ. 

(b) si X S:: Y S S ent.onces r<X> $ r<Y>. 

(e> si X. Y S: S ent.onces r·lXUY) + r<>cnY> S 1:-CX> + t•l Y>. 

La pareJ~ <S. r> es llama.da un::s matroide si r es una función 

ran~o-mat.rülde sobre S. 

L&s mat.roldes: son de ~r·an import.ancia en combin.;.t.or-ia y 

en la t.eoria de r;r-ál'tcas. Alr;unas ideas t.ecirlcas 

mat.r-otdes: son repet.idament.e encont.radas: la t.eoria de 

.apareamient.os:. Una ca.r-act.eríst.tca tmport.ant.e Je 

mat.r-otdes es: que uno t.iene varias o:.it.ernat.ivas 

definir Las. de las cuales sólo dis:cut.tremos ot.r•a; 1::.. 

de:finlclón en ,.t.érminos de conjunt.os independlent.es. Para 

una mejor compr-ensión del t.rat.amlent.o de tfst.as ver· WeJsh 

(1973) y van Randow <W75). 

Del:'lnictón. Sea <S. r> 

independiente si rCX) • IXI . 

nt.3t.rolda. Un conjunt.o X s S 

. un conjunt.o que no es independient.e es llamado dependiente y 

un conjunt.o núnimo dependient.e <con respect.o a la inclusi6n> 

es: denominado un circuito. De 13. det·tnlci6n de indopendencl.-:i 

se desprenden Las: s:t:;utent.es condiciones: 

<I - t> 0 es indeíJcndient.e. 

<I - 2> Si X es: independient.e y 8 := X ent.onces: B es 

lndependient.e. 

<I - 3) Si X y B son ind~pendient.es: y IXI > IBI ent.onces: 

tHds:t.é un elemcnt.o x -s X - B t..:.l que B u { x} es 

ir1dep&ndiént.e. 
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Alt.er-nat.tvament.e. st M es: una Camtlia de subconjunt.os de S. 

t.&l quE- en M se sat.is:t·acen la.s cond1ctones Cl-1). <I-2) y 

CI-3), ent.onces es: la familia de los conjunt..os: 

lnde-pendient.es de Url.'.:1 mat.roide linica, <Llamando a los 

element.os d~ .~ conjunt.os: tndependient.es:). 

As:i que un.a mat.roide s:e puede det·tnir• en un co.njunt.o S. 

s:l se t.iene u~ familia M Je conjunt.os: que se llamar-án 

independtent.cs en el caso de que val=an <I-D. <I-2). Cl-3J. 

Def"inlctcin. El rango de conjunt.o X es t::ual al 

t.arnaiio del m:-..f.ximo s:ubconjunt.o independient.e. os: decil" 

r-<.X> • fMf, 

Ohser-ves:e que;: da.da la s:ubmodulartdad de la !'unción r-an=º· 

c:.:tda conjunt.o X t.iene s:úlo un conjunt.o máximo. con Ja 

px-opiedad de que su t•an~o es i~ual al x-an:;o de X; est.e 

superconjunt.o se denc,mina la ce,..r·adura de X. Un conjunto X 

es: cer-r-ado s:i X coincide con s:u cerr•adurat e:s Jectr. si .::-11 

añ.ad1r· un nuevo element.o a X .:.ument.a su ran.;;:-o. Un;'l m::,t.r-•:•ti .. fo..1 

t.l"lv1al en la que e.a.da conjunt.o tnd••pf;;!ndi•~nt.•':! 

equJ.v.;ilent.ement.e ~n la qu.,- •'l'l 1•.:.n~o u..:.- uta ·=•:·ujunt.a t:.•s u;•.J.:11 

su l":Ot"d1naUd.:.J.> es 11 .. '"lm.<.t.J.-<t tUlO::t. matr~•Ld~ libre. L..:-1:.:.0 

!'unciones submodul.a.t·t:.o~ v l .. 1s: m¿_it.¡·uJdt.-.s Ja:n or-i:;en un 

nUinero Je tmport..:t.nr .. c1~ t .. l.!a1•emas mtn11nax, que menuJo 

~eraerallzan el t.ea1·em.:. 1 \.lndament.~l 1n1n1rn .. 'tS t.eori.:. d~ 

=ro.3.f'icas:. t.aJes: como las 1..t:t.".Jt-ema..-=: t.k• f...'.Sni:;. ~le:n:;e1• y ot.r-on:. 

El t.eor-em.:1 que .:t. cont.inu.::..::tcin ~:e enuraci.-::.. muesr .. r-a u~'t 

lnt.~f'es.:.nt.eo <.Je conL!ept.o~ 

~ubmodulJt·-s.up~1·modular- v C<•n\"exo-conc.:.vo. l::st.a a.n.;:atu:;{.;,,J 

µ•.Je<.Je ~tH~ más t-~plot ... .ad.ia .:aú.n <.ver- Lov.ci.sz c.198~:0). L.:.. 

d~most.r-acton q•.1~ .:..quí se pr•es:t':'nt.a usa un~ tde.:. !>lmil.zsr- .:i ka 

J~ H.E&bnc:u;:-\'.;,iui:;-hn .;,n l.;,i d<G>most.roo.c101-. detl t.titot•emw. dti> ~w.11. 
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Teor•ell\3 7.4. Si f ~s: una. t'unción submodular ~· g un.'.'.I 

nn1ción $Uper-modul~r- definidas: sobre el c::anjunt.l"J S. t.~lcs 

que f ~ '.J· ent.or1ces. exist.e una Curación modular h t.a.l 4ue 

J ~ h :::: g. Si sa- .:sñ.:u.Je la hipót.es:1s de que f y g son de 

valor· cnt.ero. ent.onces h es una n.inctón de v.:rlor ent,er·ri. 

Demost.racidn. $e usa.r•:..i lnducc1cin s:obt•e ISJ. Par·-"' ISl=i1 

s:e t.tene que f y g son <unciones: modular•es. de donde h • f 

o " 
g. Ahol"a.. i.s&'umiondo que t-):1st.e f"un.c.lóri .l• 

s:1.ibm-:,dulat" de valor t:-nt.o?ra t.,.::sl q:ue .f ~ f• ~ g, f1 oit f. 
Bast.ar-ia hallar- un.a t·unción modula:r que :sep.:tt'e- .f1 de g. O 

bten s:eri.za suf'lctent.e pl"obar el t.eor·erna en el caso en que no 

eKis:t.a una r'unclcin s:ubmodular- de va.lot' -ent.er-o que separ-a a. f 
de g <except.o f misma). Sin pe1·d1da de ~enf::!t•.alido:1d puede 

definir-se /(0> • O. Ahora. st 

fC$-a) + f<.a> • f<.S) pa,..a c~d.a a e S 

entA·Jnces: f. ,. result..ari.:=t ser una t·unción modul.'.'.lr. P.:tt·.'.'.I 

ve-rit'ic:-.ar cist.o es suftctent.e u~;1r l.;1 propiedad de 

funci<)n dit el•éncia .t<X) f<..'\.-a). monot ... onic1dad d~ 

Sup•jn~.:.s4!? que a ..:;: X .:: S, ent.oncC:"s de 1..-:t. ~ubmodul.~1~ld.'td d•.;o f 
se t.itc!'ne que 

JCX-a> + /Ca> 2: H<X-a> '-' la 1 l + íCCX-a> ,·, ja ll 

O bien 

f<X-a> + f<a> ;::; /<X> + fW> <7.6> 
Por lo t.ant.o. al ser f submodula.r-. la t'"unctón fO{tJ{a P-1<.X) 

es monót.on.a dect"ecient.e. a -e S, ent.onces 

f[<X-a> u ~a>J - f<X-r.1>?:: jlC$-a> '.J ~a}l - J<S-a> 

O blen 

fOO - J'(X-a) ~ f<$) - ./($-a) 

Asi, de (7.6) y <7.7) se t.ienc que 

f(a> .. j(a) - fCO> ?:: j(XJ - flX-aJ :: .. j"(S) - flS-a) ,,. f<.a), 

dé donde f<.XJ • fCX-a> + j(a>. 

Haci~ndc1 nut:tv:smént.e una inducción probar·ernO!:l qua:. 

J('X.J • ... ix.f(a) 
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P~·a X .. {ao • se t.iene •.¡ue Jt.X) <a .flao>. supc:ln~.:i.se ahora qua 

f<.X-ao) •=-·=~-{<a> con ao -!: X. 

Por- (Jt.1·0 1.::sdo Jl:O " fCX-ao) + j'<.aa) de c..lonc..le 

f<X) •:."=~"{la) + jCau) • :i~f<a>. 

La f w·1ctón j'<..XJ dc:tf lnid..:a de cst.a t Ol'tna es: Ull";t !~unción 

1nodul.:sz.. Ahot-a. supón:;ase que c:dst.e ur1 element.o a e S t.~l 

qu..;o flS-a> + f<a> > .fCS). en est.é· caso !:e def'ine una nueva 

!"unción 

min CfCX), fCX-a> + fCa> - tl si aeX. 

fCX> st ae..'C. 

La función /1 result.a ser una Cunctón submodulaz.. Ant.es de 

\.'er-1Ucar- és:t.o Vel"emos: que-

rnin CfCX). f(X-a) + ,fe.a) - tJ • /<X-a> + f<~> - t. X ·- ..... 

y a E X. Y.& que 1· es submodular se t.iene que 

JI<X-a> '-' fa f1 - f<X-a> O!: l<X u {a p - J<X> 

O bien. 

/[<X u {a P - a1 + l<X> O!: JCX ,_, {<> P + f<X-a> 

es dectr, 

JlX '-' {a fl - fCa> + f<X> <: JCX L' {a f> + f<X-a> 

de donde J<X> ~ J<X-a:> + J(a). Por- lo t.ant.a 

.fCXJ :'.! JlX-a) + J<a> - t. 

Par-a ver-U'tcar la submodul~r-tda.d de f1 curas:tdel"aremos los 

st:;utent.es t.res: c.:asos: 

Caso t. SI a ~ X y a -= Y. X. \" ::=. S. erat.onces: 

f1C.X) + /1lY> • .f(X-a) + j'C'i.'-a) + 2f(a> - 2 

;: JtCV.-a>t-'(\°-a)J + /l<.V.-a)(·,CY-a)] + 2/C.a> - 2 

- Jt<X...,Y>-al + JI<.X.·\Y)-al + -:t.fCa) - ~ 

• f1tX1_1Y) + fa<Xf1Y). 
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Caso 2. Si a ... X ~· a ., Y, ent.onces 

f1<.X) + J.CY> a f'.X> + f<.Y> ;,-:: JtXUYJ + jtXnYJ . J1(X1..1Y> + /&<.Xr"1Y). 

Caso 3. St a - X V a "" Y. ent.onces 

/&CX> + f&(Y) ,. f<X.-a) + f(a) - t + /CYJ 

"= jlCX-aJuYJ + JtcX-a>ni'l + fta) - t 

• Jt<X·-'Y>-al + f&(Xf'l'/) + /<a> - t 

• /1CXUY> + /&("XJiY>. 

Luer;o. f ;.:! /1 y f ;it /& ya que fi.<a> • f<.a) -1. Podemos 

suponer ent..onces que fi, ~ g. es: decir. s:uponr:amos: que oxtst.e 

un conjunLo Z t.al que j"&(Z) < g(Z). Además f.t3ra cuo.lquier 

cor1junt.o z. f&CZ> 2:: fCZ) - t, por deCinición de f·1. Lueco 

fa.(Z) • /CZ> - 1 • g<Z> - t. Así. extst.e un conjunt.o Z ~ 0 y 

Z ;it S t.al que f<Z> • g(2). Constder-embs: ahora las t'unciones 

f y g rest.rint;idas a Z. Por la hlpót.esis: de inducción extst.e 

una t·unción módular• h& sobre Z que separa a J y g. Por• ot.r-o 

lado consideremos a f<Z1._1X) y g(Z1.1X> como dns t'unctones sobre 

S - z. las cualos I"esult.an ser submodulnr- y super-modular 

respect.lvament.e. Nuev~ent.e poi" h.lpót.esis: de inducción 

e->dst.e t.J.Jl,3, t·unción JltOdul.al" h2 sobre S - Z que las sepa1~a. 

DeCtnamos: 

hCX> • ruCXflZ> + h::CX-Z> - fCZ> 

sobre t.odos los: subc::onjunt.os: de s. h es: una r·unctón modular 

que sepal"a a f y g. VertHcar-emos primer.;sment.e la propiedad 

de modularidad. Sean X. Y s S 

h(X:>+h(Y) • hi.OCf"'iZ)+hzCX-Z)-f.CZ) + lu<Yr"'lZ)+hz<Y-Z)-f<Z) 

• h&l(XñZ)u(YrfZ)J+luC<.Xf'°IZ)("'l(Yr"!Z)l+hzC<.X-Z)1_1<. 'i:"-Z:>Jl-2/CZJ 

• h&l<XuY)ñZJ + hzC(X1_:Y:>-Zl + h&l<Xt",Y J-ZJ - 2f<.Z> 

• hCXuY> + h<.Xr"'lY). 

L.:.a set;urida aflr-maclcin se sl:;ue de 

hOD • lu<XnZJ + hz<.X-ZJ - J·<z:> :f J<X...,,ZJ + fQ(i_·ZJ - f<Z> 

:.! J<X> <.ya que f &so submodular.). 
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Po:r ot.l'o 1.3.do 

h<.X) • h1.<X.· ... Z> + h2:(X-Z) - fc..Z) :!. g<.X.···2> + g(X'-·Z> - g<Z> 

<.J(Z.l•g<Z>. 9 es supermodular>. 

Con .fst.o t .. et·minamos 1~ de-must.r•;:.ctón del t.eorama. ::i 

Observ.ociOn. El t.eor•em.a 7.4 pued& ser llS.<tdo pal"'.=. 

obt.enel' un :ran número de r·esult.ados en combtnat.o~·i~. t.ales: 

como los t.eor-em3s de:= J<3ni:; y Men.;-er. de ol'iont.~u::ión de 

:;:ráCicas y ot.1•os. En es:t.c t.rabajo ·se exponen sólo ali:unas de 

es: t. as consecuencias. como por ejemplo el si(;uient.e 

result.ada. 

Teorema <Teorema .de lnt.ersecctdn de Mat.roides> 7.5 . 

. Supón(;ase que cs. r·•> y <S. rz> son dos ~t.roldes sobre el 

mismo conjunt.o. El nürnero máximo de element.os: de un conjunt.o 

tndependient.e comUn de l::ts: dos mat.roides es t:ual :..1 rnintmo 

de ra<X> + r-2CS-X> sobre t.odos: los X ~ S. 

s:ea.n 

Demost.racldn. $ea #f. • min ~r1(X) + rz<.S-X> / X s $. ).' 
J"(X) • mín Ck. r-iCX>l. 

g<.X) • má>t CO. #P.-r-2(S-X>l. 

f es: un.a Cunctón submodular- y:i que min Clt, r-1<.X>l • r·1<X>. 

r1. es submodular. g es una r·unción s:upermodutar lr'ª que 

máx CO, ll-rz<S-X>l • k. - rz(S-X> y 

g<X> + g<Y) • lit - r-2<S-X> + ~ - r2C'.S-'l) 

~ 21t - r2(S-X1J\") - r2(S-XñYl 

• g(XtJY) + gOú'1Y). 

Además, por la deCintción de 1:.. f ;:; g. Del t.eor&ma í".4 sa 

s:t:-ue que e):ist.e una t·unción modular- h de v:ilor- ent.er•o que 

sep.sr~ a f )o' g. Puest.o que /e.O) • g(O> • O. se t.1erae que 

h<Ol • O, dado que O S g(a) ~ J<a> ~ 1 para cada o ~ S. se 

t.iwn~ qu., Jt(a) • O o t. $~.;. A • (a ..; S ·,/ h<.a) • 1} y 

h<X> • IX····AI pari:I cada X s s. Lue~o. h(A) • IAI ... ~ fe.A> y 



Lue=o, 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
IE U 

(MI • min {rxlV<B>nXl + rvCV<A<O>-B>nYJ / B s .Hm > 

NI DEBE 
ll~IJOTECA 

• mira {r-,t<FnXJ + rv<FnY) / F es un cub1•imient.o poI• 

vár-t.tcas de O ~. 

CVCB) u (V(.A(O)-fl)] f'orma un cubrtmient.o U). t.ermina la 

demost.ractón del t.eorema. e 

El t.eorema da k'.:8ntg C193t) puede obt.wnido d~t.~rrnin~ndo 

Y"X(\lo') • JWI y rv<Z> • IZI para cada W :.= X ~· Z ~ Y. 

A :;randes ras(;OS !:e t.ermirl3 con est.a !:ecc1ón un 

desar-r-ollo de los: a.pareanúent.os en :;ráflcas bipart.tt.as, por 

medio del cual ha sido posible det.ect.ar- la ut.illdad de ést.os 

en la solución de pr-oblemas que con f':r-ecuencta se pr-es:ent.án 

en los cU(erent.es stst.emas sociales: y nat.ur-ales: en lo:s que 

int.er-vtene el hombre. .as:i como visualizar- el alcance t.eól"ico 

d• es:t.e conCept.o en la t.eoria de crMicas. 

Cabe hacer- menctór1 que el concept.o de apa1•eamier1t.o. que 

rue el punt.o cent.ral del present.e t.~abajo, puede 

desa.rr-ollarse aün más a t.ravés: de la t.eoria de es:p.:..cios 

ihdependient.es. Lo cual per-mtt.e t.ener una visión más r;enei•:...l 

de ést.e en el campo d& és:t.udio de las m.at.emát.icas:. 
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r-L(A) !! IAI lo cual 1mpltca que .\ es lnd":?pendient.e er1 <S.r1) 

Y que IAI :: Ir.. f'or ot .. ra 1.:..do. O a h<S-A> ~ g(S-A) lo cu.::sl 

implica. que O :.:::: ,..., rz(.~) es decn· r·2(A) > #;.. Lu~.;;-o 

IAI ::! k ~ rz<.A) ::: IAI. "'s decir r2<.A) • IAI • "'·· l•:> cual 

implica que A es: un cunjunt.o indt:•penchent.fl' '..:omún, •le: k1s do~ 

mat.roides. de t.amaiio J.::. Ahora ~l hel"':hn dt~ • .. pJ~! 1Jn l.."Onjunt~t:t 

lndependient.e B. cormm 

C.'.'":lrdin.'.'":llldad rnayoi:- que F. se ~1:;1.1<=: Ue que s:i X es: un 

subconjunt..o t.al que minlmlz.'.'":1 r.a.(X) + r2(S-X.> ent.ances 

181 • IBr'lXI + IEfñ<S-X)I • .r1(8r ... X) + rz<Bn<S-X>> 

ya que 8 es un conjunt.o tndependient.e. Por- ot.ro L&do 

,.. .. cer'IX> + r2CBn<S-X>) ~ r1(X)+r1.(8)-r,(8uX)+r2(8)+r2CS-X>

-r2CBuCS-X>> 

S r1<X> + rz<S-X)., 

Por lo t.ant.o 181 • r1CX) + rz<S-X) • 1'.. Con ést.o t.ermina b 

demos:t.ración ~el t.eorema. e 

A cont.1nuac1ón s:e enuncia ot.ra versión del t.eol""cma de 

Int.ers:ección de Mat.rotdes, la cual es: una ~ener•aUzac.:lón del 

t.eorema de Kl:Snlc; <Atener y Dowlinr; <1971>). 

Teorema 7.6. Sea (f gr-oit'lca bipart.it.a con 

,btpar-t.lción <X, Y> y sean ex. l""'X) 1'" <Y, ,..,.> dos mat.l"oides. 

La cardina.Udad máxima de un apaream.icnt.o de a. que es: un 

conjunt.o tndependtent.o en a.mbas mat.rotde-s. i:;ual al 

mínimo ranco de un cubrtmient.o por vert.ices. es: decir-. el 

minimo de rxCFnl<) + rvCFr"'lY .>. sobre t.odos los cubrinUerat.os 

poro vért.tces: f · 
De-...ost.r-acldn. Sea S A<O>. .... .. ce> rM(VC8)rlX). 

r2(8) • rv<VCB>r"lY>. Sea M un o:apa"r-eamient.o máximo de O t..al 

que M es un conjunt.o 1ndependient.e comün a ambas mal.roldes. 

Del t.eorema de Int.el"secc.:ión de mat.roldes se s:it;ue que 
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