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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es ﬁresent.az- un panorama
general de la tecorfa de log apareamientaos en g'rétlcas
bipartitas, En la primera seccién se cnuncian los problemas
cuya resolucién depende de hallar un apareamiento mdxime o
perfecto en una grafica en general -] bipartita.

Subsecuentemente en las secclones 2,‘ 3, 4 y 5 =e
desarrolla la teorfa que sirve de base para la solucién de
los problemas planteados.

La seccién 6 incluye dos algoritmos; el Hangaro y él de
Kuhn-Munkres que resuelven respectivamente el problema de
asignacién de personal en una grafica bipartita sin pesos en
lags aristaz y con pesos. Estos problemas son casos
especiales del problema de hallar un apareamiento de pesos
maximos en sus aristas en una grafica en general, al
respecto se da una referencla en esta seccién.

Con el préposito de intraducirnos en un estudio mis
general de los apareamientos en graficas presentamos en
la secclon 7?7 los conceptos de deficiencla y excedente , asi
como algunoca reaultados an matroides.



TERMINOLOGIA BASICA

Presentamaos una coleccion de definiciones necesarias
para iniclar este estudio en tecria de gréaficas. Afadiendo

la terminologia que se utilizard posteriormente.

Una grafica no dirigida ¢ ¢ simplemente una grifical,
G = (V . 4), consiste de un conjuntc no vacio de elementos,
¥<@), lamados vértices y un conjunto de parejas no
ordenadas de vértices, 4CQd), llamadas aristas. En una
grafica se pueden permitir aristas multiples o paralelas. En
una gréfica simple no se permiten las aristas paralelas. En
nuestro caso nos referiremos a una ;réﬂca.como una grafica
simple. Ademds, en é€sta, no se permiten los lazos, es decir,
aristas de la forma uu, u < V.,

St (), o blen uv, es una arista de una zrdafica ¢, se
dird que ésta tncide en los vértices u Yy v, dicha arista une
los vértices u y v, luega se dice que los vértices u y v san
adyacentes en 4. Dos aristas que comparten un vértice se
llaman incidenteg, El conjunto de arigstas con exactamente un
vértice extremo incidente con un vértice de X & V sera
denotado por AOO. ’

El numero de aristas que inciden en un vértice u de una
grafica G es liamado el grado o indice del vértice u y =se
denotard J&acud. Si se sobrentiende a la grdfica @ puede
abreviarse &Cu). Una zrafica en la cual todos las grados san
iguales a k se denomina k-regular y sl 3 es k-regular para
algin k., se dice simplemente que d es regular de grado &
Una grafica J-regular es lamada con frecuencia ctbica. ElL
maximo de los grados de una grafica 4 es denotade por acdd,
es decir ACG) m max Sacvd), v = V.

Un camino ¢ es una ‘sucesidn alternada de vértices y
aristas, que principla y finaliza en vertices. Un paseo P es

un camino en el cual todas las aristas s=on diferentes.



Si ademds en un paseo los vertices también son distintos se
dice que el paseoc es una trayectorla, 7. Dos trayectorias
que no tlienen vértices en comun, excepto posiblemente sus
vertices extremos, son llamadas, trayectaorias internamente
ajenas. La longitud, 2£¢¢, de un camino es el numero de.
aristas que lo componan. S1 7 e& una trayectoria y u, v son
cualesquiera dos védrtices sobre 7, entonces 7lu,v] denotara
la subtrayectoria de 7 que tiene como veértices extremoe a u

Yy . v, nos referiremos a 7iu,vl como una uu—-trayectoria,

Ansl e pod P en un uv-camino.

Un ciclo se define como un caminoe cerrado en el que no
Sse repliten vértices excepto el primero y el tltimo,

Sl d es= una zrafica y H es también una grifica tal que
VH) € V@) y AH) = A9, antonces se dice que H es una
subgridfica de 0. Sit H es una subgrafica de G y =i cada
arista que une dos vértices de H en ¢ e¢s también una arista
de H, me dird que H es una subgrafica inducida de . S1 X es
un conjunta de vértices de 1a grafica d, entonces GIX], e=s
la subgrafica i{nducida por X ¢ es la subgrafica inducida de
g que tiene el conjunto de vértices X). Una subgrifica H de
G se dice que es ‘una subgrafica generadora st V(H) = VG,
Un n-factor de una grafica es una subgrafica generadora
regular de grado n. Una grdafica en la cual cada par de
vértices son adyacentes, se denomina completa. la zrafica
completa con n vértices es denotada por Kn.

Una graéfica es conexa =i cualesquiera dos de sus
vértices. son unidos por una trayectoria. Una subgrifica
conexa méximal de d es una componente conexa de d. Las
componentes conexas pueden ser pares o impares dependiendo
de si su conjunto de vértices tiene cardinalidad par o
impar. Algunas veces a la cardinalidad del conjunto de
vértices de una griafica se le denomina el orden de la
grafica. '



Si el conjunto de vértices de una zgrdfica @ puede ser
partictonado en dos conjuntos ajenos no vacies, X e Y, de
tal forma que V@) = X W Y y todas las aristas de G sdélo
tienen un extremo en X y ¢l otro en ¥, entonces se ;ilce que
G es bipartita, y nos referiremos a X J Y, o bien X, YD,
como una biparticidn de d. Una grafica blpartita especial
es la grifica bipartita completa, Kmn, con biparticién
X, ¥>, tal que |X] = m y Y| = n, én Kmn cada unoc de los
véptices en X e= adyacente a cad.é uno de los vértices emn Y.

Una grifica que no contiene ciclas es denominada
aciclica. Una grsafica acicllca es conocida también como un
bhorque. Un drbol es una grdfica aciclica conexa. Si un drbol
T es una subgrifica de G tal que V(T> = V(G, diremos .que T
es un drbol generador de 4.



PRELIMINARES

Los problemas de apareamientos presentan un nivel de
dificultad muy propio. La mayor parte de ellos son problemas
resueltos, pero la solucidén de dstos requiere de métodos no.
triviales. En realidad la teoria de apareamientos a Jjuzado
un papel importante durante los udltimos 100 anos. en los due
se ha desarrolladc un gran numerc de métodos  en
combinatoria.

Ain cuando puede ser discutido que nombres famosos,
tales cama, Euler, Kirchhoff v Tait, pueden ser

historic. t loe fundad de la teoria de apareamientos,

podriamos tomar como los dos principales fundadores, de la
diciplina al dands, Jullus Petersen y. al hingaroe, Dénes
K¥nig. Aunque desde luego, sus Intereses se traslapan, es
quizds Gtll identificar a Petersen como el primer estudicso
de las graficas regulares y a Kinig con las graficas
bipartitas,

En un articulds Petersen (189015 considero el problema de
una factorizacidn algebraica, debida a Hilbert d1889)., vy lo
reformuld camo un’ problema de factorizacién de una grafica,
Se fijns, como problema general, la tarea de decidir qué
erdficas regulares tienen una factorizacién, no trivial, en
subgrificas generadoras regulares cuya unién es la grafica
original. Petersen pracedié entonces a probar que cualquter
gréfica regular de grado par puede ser exprecada comoe la
unidén de Z=factores de aristas tndependientes. Este
resultado esta relacionado con el resultado famaso de Euler,
demostrado en su célebre articulo sobre el problema de los
puentes de Kinigsberg <1736), aquel en que uno  puede
atravezar todas las aristas de una griafica, una y =s6élo una
vez, y retornar al védrtice de partida, st y sdélo sil, la
gr&afica bajo conmid 1én ew y tod suw  varticew




tienen grado par. Petersen no mencioné 2 Euler en su trabajo
Y en reatidad hoy en dia no se conoce =i éste fue constiente
del resultado de Euler, que habia sido descublerto 150 afios
antes.

Petersen observd que la factorizaciéon de grificas
regulares de grado impar, es un problema de mayor
dificultad. Este, entonces, prueba que una gprafica conexa
3~regular que contiene no mds de dos  aristas de corte tutiene
un apareamiento perfectao y asi puede descomponerse en
1-factor y en un 2-~factor. El propdsit.o de Petersen es hacer
ver que existen griaficas 3-regulares con wres aristas de
corte que no tienen un apareamiento perfecto, El da como
ejemplo la gréfica de la figura <ad) y la atribuye a
Sylvester, La figura <b> muestra la gr;étlca correspondiente
sin aristas multiples.

ta) {v)

La prueba de Petersen, sabre su teorema de
descomposicidn para graficas 3-regulares, fue simplificada
sucesivamente por Brahana <1917-18>, Errera <1922> y por
Frink {1925-26)>. El ultimo de édstos contenia un leve error
que fue corregido en el libro de Kordg <1936>. El trabajo de
Petersen, se extendldé a otras gradficas regulares por Babler
€1038, 1952, 10543, Jallal (19505 y por Belck (19503

Esta l}'r.oa de fnvestigacién culminé con ol trabajo de

Tutte. Mientracs tanto, una segunda corriente de resultados



relevantes en apareamientos empezd & fluir. El énfasis de
este tiempo se relacions con las graficas bipartitas,

En dos articulos, casi independientes - uno en Aleman
€1916), el otro en Hungaroe (1916) = Kiniz prueba Jque cada
matriz doblemente estocAstica con entradas no negativas debe
tener un teérmino diferente de cero en su determinante., (Una
matriz n < n es doblemente estocastica st la suma de los
elementos de los rengzlones y columnas de ésta suman todos el
mismo valor). Ademas, observa que la matriz es doblemente
estocastica, =1 y sd6lo st, la grafica plpar!,lt.a.
carrespondiente a esta matriz, es regular. (Kénig considera
la sigulente correspondencia entre una matriz y una grifica
bipartita: Sean iy oen los renglones de una r}\at.rxz
cuadrada M y ct,.6n sus columnas, ' puede formarse una
grafica bipartita uniendo ri a cj, st y sdlo si, la entrada
mij de la matriz M no es cero). Kinlg prueba que cada
grarica bipartita regular de grado k es la unidén de k
apareamientos perfectas independientes.

El algebrista alems&n, Frobenius, quien se fnterezo en
las propiedades gde reductibilidad de los determinantes,
prueba los sigulentes resultados. F1: Sea M una matriz de
orden n x n, tal que cada entrada de esta matriz es cero o
una variable y todas aquellas entradas que no son cero
tienen asignada una variable diterente. Entonces ol
determinante es un polinomic reducible de estas variables,
sl y &sblo si, existe un entero p, 05 p = n, y una
permutacién de los renglones y las columnas de M en la cual
se obtiene un bloque de entradas cero, de tamafio p x <n-p).
F2: Considérese una matriz M de orden n x n en la cual cada
entrada es cere o una variable ¢ a entradas diferentes les
corresponden variables diferentes), Supdngase que el
determinante de M es un polinomio reducible de sus entradas
diferentea de cero. Entoncea axiate un antero p, 0 ¢ p < n y

una permutacién de los renglones y columnas de M tales que



se obtiene wun bloque de ceros, de tamafio p & <n-p+1d,
contenide en M. El resultado F2 es de considerable |interéds
no sdlo por que a travds de éste se obtiene una prueba mas
pequefia para F1 st no que al interpretarlo en el .irr;bn.o de
la teoria de las graficas bipartitas. se establece una
condicién necesaria y suficiente para que una grafica
bipartita tenga un apareamtento perfecto. En ocasjones, se
hace referencia a este resultado como el Teorema de los
Matrimonios. Supéngase que se tienen n-hombres y n-mujeres a
quienes deseamos casar, sin permitir las bilgamias y las
relaciones homosexuales, sdélo =i ambos, mujer y hombre, se
simpatizan. Esto es posible, sl y sdlo =i, para cada k, 1 =
k £ n, cada conjunto de k-hombres canoce al menos a
k-mujeres.

El problema de los matrimonios fuéd precurser de uno de
los resultados mas conocldos en apareamleptos de graficas
bipartitas, el teorema sobre Distintes Representantes debido
a Philip Hall <¢1935>. FEl teorema de Hall fué primeramente
establecido en terminos de conjuntos. Sea S1,...,Sn una
coleccldn finita de conjuntos. Eméte un conjunto de
distintos elementos x,.,%n tal que % € Si, si y séla si,
para cada k, 1 £ k < n, la unidn de k de estos Si conjuntos,
contiene al menos k elementos.



1. APLICACIONES

1.1 Problema de una farmacéutica.
CL. Lovasz [17))

Supdngase que una farmacéutica desea poner a prueba n
antiblédticos en n sujetos veluntarios. Sin embargo, examenes
preliminares muestran que determinados sujetos son alérgicos
a clertas drogas. { Puede diseharse un experimento en el que
cada sujeto tome exactamente uno de los antibidticos a los
que el o ella no sea alérgico y cada droga sea tomada peor
exactamente uno de los sujetos?. i

Sea como médelo de esta situacién una grafica bipartita
G en la que sus clases de vértices consisten de los n
sujetos y los n antibiéticos respectivamente conviniendo en
relacionar un sujeto a una droga si y sélo si el sujete no
es alérgico a*la droga. Entonces la respuesta a la pregunta
propuesta es afirmativa si ¥y sdélo si la griafica G tiene un

apareamiento perfecto.

1.2 Problema de un proceso por computadora.
CL. Lovasz (171>

Supdngase ahora que se tienen das caomputadaras
disponibles y p tareas para ser prosesadas en éstas. £Se
asume que cualquier tarea puede ser realizada en cualquiera
de las dos computadoras. En suma se puede asumir que las
computadoras 'son idénticas. Supéngase también que las p
tareas son par'cialmont.c ordenadas en el sentido de que para
cualesquiera dos tareas diferentes Ji y Jk, JisJk tndica que
Ju debe ser completada antes de que Jk pueda ser inicirada
por cualquier computadora. 51 todas las tareas requieren una
eantidad i1gual de tiempo para ser completadas, € Cual es el
menor tiempo posible, suficiente para completar todas las



tareas?. Un médelo de esta situacidn o3 usands una grifica
G en la que el conjunto de vértices son las tareas
Ji, J2.... . Jdp. tal que Ji es adyacente en G a Jk si y =élo si
4stas son incompatibles en el orden parcial C¢En otras
palabras, =1 <stas pueden ser ejecutadas simultineamented.
Es elaro que al designar un programa &ptimo, se deben usar
simultineamente ambas miquinas tan frecuentemente come sea
’ posible; esto  es. debe hallarse un apareamiento de
cardinalidad mixima en G. Este problema pertenece a la clase
de les llamados problemas de apareamiento madximo., Obsérvese
que en este caso, a diferencia del ejemple 2.1 la grifica

modela del problema no es bipartita.

1.3 Problema del tablero de ajedrexz truncado.
CC. Berge (21D

Considérese un tablero de ajedrez de '‘a x B donde las
casillas superior 1izquierda e inferior derecha estin

removidas.

Tablere de ajedrez Apa@reamiante mdximo de la

truncado. gréfica correspondiante.

Se tienen 31 fichas de ddmine. con cada ficha se cubren

exaztamente dos zasillas adyacentes del tablero de ajedrez.

]



Pueden ser cublertas las 62 zasillas del tablero cde ajedrez
con las 31 fichas. Este problema es equivalente a encontrar
un apareamiento mAximo en una grifica donde los vértices de
¢sta corresponden a las casillas del tablero de ajedrez
truncado. En esta grifica dos de sus vérticec son adyacentes
£1 estos representan dos castillas adyacentes en el tablera
de ajedrez. Es facil ver que el apareamiento en la figura
anterior no es perfecto. Puede darse un argumento simple que
no hace uso de la teoria de apareamientos para demastrar que
no es posible encontrar un apareamiento perfecto: Col orear
de blanco y negro las casillas del tablero de ajedrez. Note
que el tablero de ajedrez truncado no tiene el mismo ndmero
de casillas blancas y negras, las dos esquinas faltantes
tienen el mismo color. Cualquier arreglo de las fichas cubre
el mismo ndmero de casillas blancas y;negras. Por lo tanto
el apareamiento perfecte no puede existir.

Si el teblero de ajedrez tuviera el mismo n@meroc de
casillas blancas Y negras. el nfimero de fichag necesarias
para cubrirlo serfa diffeil de calacular sin hacer ufo de la
teor{a de apareamientos.

1.4 La batalla Britdnica
€C. Berge (31D

En 1641, la real fuerza aérea estaba compuesta de
aviones que requerfan dos pllotos. Sin embargo, clertas
pilotos no pueden valar jJuntos por las diferencias en
lenguaje o c}isciplina. LCadas ectas restricclones. d cusl
serfa el mayor nimero de aviones que podrian ser puestos
s1mul tineamente en  vuelo?. Este problema es resuelto
hallando un apareamiento miximo en una grifica donde las
vértlices corresponden a los pilotas y sus aristas relacionan
a los pilotos que pueden volar juntos.



1.5 Problema de asignacion de personal
CC. Berge [(3])

Una oficina tiene p secretarias x1,x2,...Xp y 5 tareas
Yi,V2.....yq. Cada secretaria esta capacitada para ejecutar
al menos una tarea.éfs posible asignar una secretarita a una
tarea para la cual ella esta calificada? Sea [Cx) el
conjunto de tareas para las cuales esta capacitada la
secretaria x. El problema se reduce a encontrar un
apareamiento que sature todos los vertices en X de una
grafica bipartita G = CX,Y.M.

1.6 Problema de la cita
CC. Berge [31)

En un colegio americano, cada chica tiene k amigos y
cada muchacho tiene k amigas. é Serfa posible tener un baile
en el cual simultiAneamente todos los estﬁdiantes bailaran
con unc de sus amigos?. Posteriormente., se mostrard que ésto
es posible.



. EL PRoRL

Dada una grifica simple 6 = CV,4D, un cpareamients en G
es definido como un conjunto Mo de aristas tal que dos
aristas e Mo no son adyacentes, 35: Mo es un apareémlenzc.
¥ S1 Mi € Mo. entonces Mi es también un apareamienta.

Sa estudiarid el problema STl gurante: Ceda una
grafica G hallar un apareamiento Mo tal gue (Mol es mdiima,

Un apareamiento M de una grarfica & es mi:amo s1 3 no
contiene un apareamrento M’ tal que [M'| > |M|. Un vertice v
se dice que =5 saturado por un apareamento Mo (o bilien
Mo-zaturaded =i una arista de Mo incide en v. SCMoed denotari
el conjunto de todos les vértices =saturades por Mo. Un
apareamiento que satura a rodoz los vértices de G es llamado
un apareamrants perfecto. Claramente, un apareamiento
perfecto es un apareamiento mixtmo.

Utllizarremos lf{ne=as obscuras para denotar las aristas
de Mo y lineas leves para denotar las aristas de'4d - Mo.

Consideremos un apareamiento Mo. Una trayectorta
alternada o Mo-alternada se define como una travectoria
cuyas aristas estin alternadamente en Mo yen Mo = A4 - Mo .
es decir se alterman una arista obseura ¥y una <¢lara. Por
ejemplo en la griarfica Cad la trayectoria J{us,uée,us,u2d es

una trayectaria alternada.

A Ve

Cad uUn aparsamtentc mdxumo (b Un apareamients periacto

[$]



El concepto de ‘ravecioria M-alrernada es de gran
utilidad en la teorfa de apareamentos, a contlnuacidn
enunciaremas un lema que =irve de base ‘para probar el
teorema que muestra cuidndo una grifica G  tiene un
apareamiento mixtno. )

lema 2.1. Sea G = (V,A) una grafica simple y sean
Mo y M: dos apareamientos en G. Consideremos la grafica
ﬁ:arcl'al G'= CV,A'2, con el canjunto ;:la aristas ’
A" = CMo — NuO U CMi — Mod.

Cada componente conexa de G*° es de uno de los siguientes
tres tipos:
Tipo 1. Un vértice aislado.
Tipo 8 Un ciclo de longitud par donde <cus aristas
estan alternadamente en Mo v M, .
Tipe 3. Una trayectoria en la que sus aristas estin
alternadamente en Mo ¥y Ms, y los vérrices
extremnos de #sta no estin saturados por alguno

de los dos apareamientaos.

Demostracidn. Dado un vértice v = V. Consxdéren::e lec=
Sigulentes tres casos:

Caso 1. S1 v @« SCMo - M) y v & S¢Ms - Mad, entonces v
es. un vértice aislado en G°.

‘taso 2. S1 v e SCMo -~ M) y v @ SXMs - Mod, entonces »
es un vértice extremo de una arista en Mo - Md. Ninguna otra
arista de Mo - Mi puede ser incidente en v (debido a que Mo
es un apreamientod; ninguna de las aristas de Mi - Mo es
incidente en v € v & SCM: - Mod J. Ademfs, v € StCM1d) ¢ de
otro made una arista de Ms incidente en v podrf{a pertenecer
a Mi - Mo 3.

Cags F. 81 v € SLMo - M v u & XM - Mod, eaentoncas
exaiste una dnica arista de Mo - Mi incidente en v y una
dnica aricta de M - Mo que también incide en u.

8



Después de detallar estes Lres casos, =e concluye gue
el grado miximo de la grafica parciral
C ¥V, CMo - Mi2ixXMs — Mo? D
=s &. Esto exhibe que las componentes conexas pueden ser de

uno de los tres tipos descritos antertormente. o

Antez de enunciar un resultado atribuido a Berge,
definiremos el concepto de trayectoria M-aumentante que ha
sido la base de impartantes resultados y algoritmos para
hallar un apareamiento miaximo en una grafica en general o
bipartita.

Definteidn. Una trayesctoria M-aumentante e una
trayectoria M=-alternada cuyos vértices inicial ¥y terminal no
estin M-saturados.

Ahora bien, el problema de hallar un apareamxentc. de
cardinalidad maxima en una grafica es resuelto bajo

condiciones necesarias y suficientes dadas por Berge.

Teorema 2.1 CBerge [(19571]). Un apareamientoc Mo de G es

maAxi mo st y &4lo si G no contiene trayectorias
Mo-aumentantes.
. Demostracidn. St Mo es un apareamiento para el cual
existe una trayectoria Mo-aumentante, entonces
intercambiando las aristas obscuras y claras a lo ltargo de
esta trayectoria se obtiene un nuevoe apareamtenta Mt con
|Ms] = |Mo| + 1. Luego el apareamiente Mo no es miximo.

Reclpror.ltament.e. supdngase que Mo no es un apareamiento

maximo, y sea M’ un apareamiento mixime en G. Entonces
(M} > [Ma| ca.1

Sea H = G (Mo & M'), donde Mo & M' es la diferencia
simétrica de Mo ¥ M*.



@ Q. con M, cbscuras y M’ puntacdas; (b) G (M, & M1

Cada vértice v € H tiene grado éulvd <€ 2 ya que éste
puede ser incidente con a lo mis una arista de Mo y una de
M*. As{ cada componante de H es un ciclo de langitud par
cuyas aristas estin alternadamente en Mo y M*, o bien una
trayecteria cuyas aristas estidn alternadamente en Mo y M*.
En cada ciclo de longitud par hay tantas aristas de Mo como
de M'. De (2.1 se sigue que H debe contener mis aristas de
M* que de Mo. Luego las componentes conexas de H no pueden
ser sdlo cliclos de longitud par. Por lo !:ant.o existe una
trayectoria T la etal puede intciar en una arista de Mo y
finalizar en tna arista de M', en este caso el nimero de
aristas de Mo € CACMo) D es igual al ndmero de aristas de M
C ACM'Y D en 7. Si la trayectoria v prinecipia y termina en
Una arista de Mo, |ACMod| > |ACM'Y|. AsL en G existen al
menos tantas aristas de Mo como de M'. Luegoe |[Mo| = |M7] lo
cual no puede ocurrir dade C(2.1). Debe existir entonces en H
una trayectoria rt' la cual empieza ¥y termina en una arista
de M' . Log vérticez extremes de t' que ectan M caturades on
H, zon Mo-saturados en G. As1 T es una trayectoria
Mo-aumentante en G lo cual contradice el supuesto de que G
no contiene trayecterias Mo-aumentantes. a
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Come consecuencia de este tecrema, se tienen log siguientes
dos cerolarios que noS permiten ahendar en el estudic de loc
apareamientos miximos a través de los conceptos de
transferencia y arista libre.

Definleidn. Considérese un apareamiento M Yy una
trayectoria t = Cea.br.az,b2,...7 tal que e« « M y o0 4 M.
La aperacién de itntercambio de una arista obscura ai y una
arista clara b en T ce denomina una ‘transferencia’ sabre

Corolario 2.1. Cada apareamiento miximo M puede ser
obtenido de un apareamiento Mo a través de una secuencia de
transferencias a lo largo de ciclos Mo-alternados o
trayectorias Mo-alternadas de longitud par que empiezan en
un vértice no saturado.

Demostracidn. Es suficiente hacer las tranzferencias a
lo large de ’las componantes conexas de la grafica parciral
generada por (Mo - M) w M1 - Mo, donde las componentes
conexas resultan ser de los tres tipos especificados en el
lema 2.1. @

Definicién. Una arista se denomina “lidre" si <&Ezta
pertenece a un apareamiento midximo pero No pertenece a todoz
los apareamlientos maximos,

Corolaria 2.2. Una arista es libre 51 y séla zi1 dado un
apareamiento miximo Mo arbitrarie, la arista a pertenece a
una trayectoria alternada de longitud par que empieZa an un
vértice no s'at.ura.do © bien a un cicla alternado.

Demostracidn. £1 @ pertenece a una trayectaria Mo
alternada del t1po descrito antericormente, entarnices
claramentea, a «s Una arista libre.

Rec{procamente, si 2 e= libre, supéngase., por esemplo.
que a « Mo ¥y a & M: para algun apareamients miramo Mi. Asf
ae (Mo =~ MO u CMe - Mod. Luego « pertenece a una



componente ccnexa Ze la gri&fica parc:al  generada por
Mo & Mi, es decir a pariensce a una trayectoria alternada
que empireza en un vértice no saturade o bien a un ciclo

alternada. ©

En el estudic del anilisis combinatoric encontramos el
concepta de apareamiento relacionado a la cuantificacidn del
ndmero de aristas en una grifica, en este sentido se cita el

sigulente teorema atribuido a Erd¥8s y Gallai.

Teorema 2.2 (Erdds, Gallal [19501). El miximo ndmero de
aristas en una grifica simple de orden n con un apareamiento
maximo de @ aristas €n Z 2¢ > O) es:

[';] ai n = 2q

2q+t

[1] at zq(nSss:s

[:]*q(r\—q) ai n>85q + a
3

Demostracidn. En el case en que el orden- ez nh =2 29, la
grafica K2q, con 29 vértices es una grifica de orden n con

ag';ag -1 = [:q ] aristas y un apareamiento miximo de
2

cardinalidad g.

En el segundo case la grafica formada por la unién de
la grafica Kzq+ Y un conjunto Sa-2qey de n - (C2gq+ld
vértices aislados, resulta ser una grafica de orden n > Z2qg
con un apareamiento mixime de cardinalidad @ y aristas

m = [ fase ]
2
Finalmente en el tercer casa cansideranda la gréfica

Kq ¥ el conjunta de vértices independientes Sn-q, haciendo

10



adyacentes los vértices de Kg a todos les vértlces de Sn-z,
se obtiene una nueva grafica de orden n con apareamientc
miximo de cardinalidad ¢ ya que n - g > & tn > 2§ vy

m = [: ] + gln - @) aristas.

Ahora se mostrarid que el ndmero dado representa el
miximo ndmero posible de aristas. Para el primer caso
(n = 29>, esto es claro.

Para el segundo caso supdngase que n 2 29 + 1.
Dendtese con TCMoY el conjunto de vértices no saturados por
un apareamiento miximo Mo donde g = |Mo|. Ya que n > 29 =e
tiene que TCMoD = @. Dendtese con Mu lag aristas Cx",y'd del
apareamiento Mo que tienen un vértice extremo x" adyacente a
varios vértices de SCMod>. -

‘Pel tevrema 2.1 se sigue que el oiro exiremo y* de una
arista tal no puede ser adyacente a SCMod, ya que entonces
existirfa una trayectoria Mo—aumentante, y Mo dejarfa de ser
un apareamiento méximo.

Sea Mz = Mo - M1, sean gu = |[Me] y g2 = |Mz|. Luego

QL+ gz = q.
Para I = 1,2, sea Xi el conjunto de los vértices

extremos de las aristas de M. As{

11



Xe n Az = 0, X2 " TMod = 0, %2 n TeMod = O.

1. Dos aristas de Mi no pueden pertenecer a una grifica
completa de orden 4 porque entonces exizstirfa una
trayectoria Mo-alternada la cual conectar{a dos vértices de
=K Mod fen G no pueden existir aristas con ambos extremos
en X1’). Asi el nYmero de aristas de G que unan dos wvértices
de X1, zatisface

mucx..xos[:"]-[:]

2. El nimero de aristas de G que unen los vériices de
Xs y BCMo> satisface
m, C X, A Mod) O £ qiCn - 2g).

3. Sea (Cx2 . y2) una arista de Mz. Si nL xz ni1 yz son
adyacentes al conjunto Xi° de vértices de X: que no son
adyacentes a T Mo, entonces

my C <x2 , w2y , V=X2 D € EZqun + 2

Ya qUe ambde extremos 2. 2 pueder; zer adyacentes a gt
wartices de 1" v sole a un vertice de SCMad. .

5t el védruice extremo xz2 de la arista Cxz . y2d) es
adyacente a Xi' su otro vértice extremo yz no puede ser
adyacente a TCMad ni a X:* ya que esto darfa origen a una
trayectoria Mo-aumentante. Similarmente el vértice extremo
vz no puede ser adyacente a dos vértices de X1'. Sin embargo
tanto x2 como y2 pueden ser adyacentes a X1" y x2 puede ser
adyacente a un vértice de 3CMod, entonces

ma Cx2z , V-X2D) = 2q¢ + 1,

m, Cyz , V-X2) S qg¢ + L.
Luego

m'J € <xa , wa> , V-Xa 3 < 3gqs « 3.

Ve
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Finalmente se obtiene
ma CX2 , V=X2) = 3gqigz + 29z2.

Zomo consecuencia,

m = m CX2,V/=X2) + m CX2,X2) + m CXg,ZCModD + m €Ny, Xad

a a a a

£ 3192 + 22 + (:“] + pln-2q) + [:“] + [:]

S (") sl - an)
Ahora

n -39 +ge-3 =2n = Bg + gx = 3 =2n - Fg -3+ g~ Q
2 . 2

= - 5 +3] r ga—qg .
[ - 292 - oy
Si n =< 5¢+3 . entonces
2
no-3g +.qu-3 = (n-5+3]+ =g s O.
¢ rags - oge
Par la tanto
2q+1
m = [ 2 J
St n > 5{;3 » entonces

noserage - [fpga-n) ae]

me (M) s - e o)
F(3) e - ofagme o) - nffoga o) - age]

s decir

p < a - - g - - -
m, = [ 2 ] + ln-q@d) + {g~q1) (’5%4-.3 n] _i_qn(q Q1)

13



o bien
my < [ : ] +* Qln=gd.

Combinande las desigualdades para todos les casos cbhtenemos

msmx{[’“;‘] . [:] + qen-qd }

Nota: [ azs ] = [‘.‘ ] + gln—gd
o 'equivalentemente ’

2q€2G + 1D - glq — 1) + 2" = 2gn
o bien

n £ 582+43 . o
A

A grandes rasgos se ha discutide el problema de hallar

un

apareamiento miximo en tha grafica. Sin embargo. hay una
dualtdad de este concepta que seri abordada en la siguiente

secaidn.
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3. EL PROBLEMA DEL CUBRIMIENTO MINIMO

La figura siguient= representa un fuerte donde por cada
vértice hay una torre. Un guardia estacicnads en un murc
puede vigilar ambas torres situadas en los extremes de su
mura. ¢ Cull es el nimero minimo de guardiaz necesaries para

vigilar todas las torres?

cubrimiento minimo (lineas obacuras)

Definicién. Dada una gri&fica simple G = CVv , AD.. un
cubrimiento por aristas en G es un subconjunto F < A4 tal que
cada vértice v & V es un vértice extremo de al menss una
arista de F.

Puesto que el cubrimiento de cardinalidad minima en la
'grifica anterior consta Ade 7 aristas, se sigue que son
necesarios 7 guardias.

El problema de encontrar un cubrimiento minimo por
aristas es muy similar al problema de hallar un apareamiento
midximo. De hecho estos dos conceptos se considerin come
duales, :

' Dado un apareamiento maxime Mo. podemos obtener un
cubrimiente minime por aristas Fi  afadiendo, por cada
vértice v no Mo-saturade, una arista =v de G dque es
incidente €n w. ’ .
Fi = Mo LU Lav ~ v a SCModY.
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A=: mismo, dado un cubrimiente minime por aristas Fo,  un
apareamlento madximo M =5 obtenido por eliminacidn sucesiva
de aristas de Fo que szson incidentes en. una arista ne
zliminada de Fo. Este procedimiento es Gtil para mostrar una
relacidn interesante entre un cubrimiento y un apaream ento,
mds aun, mediante el sigulente resultado puede verse que el
problema del cubrimiento minimo por aristas se reduce al
problema de un apareamiento mixdmo,

Teorema 3.1 CNorman, Rabin [19591). En una grafica
simple G = C(V, A> de orden n, un Apaream&tn'.o médximo Mo y un
cubritmiento minima por aristas Fo satisfacen

{Mco| + |[Fof = n.

Demostracidn. Dado que Mo es un apareamiento mdxima, el
conjunto Fr = Mo U ey ~ vy & SCMod> resulta ser un
cubrimiente por aristas, de donde

[Fi] = [Mo] + Cn - 2[Mo|> = n — |Mo] €3.1>

Por otro lado, puesto que Fo es un cubrimientoc minimo
por aristas. el conjunto M::. obtenido por la eliminacidn
sucesiva de aristas de Fo, que son adyacentes a una arista
no eliminada de Fo. es un apareamiento. Dado que en G, las
aristas de Fo no forman trayectorias de longitud 3, cada
arista eliminada crea exactamente un vértice no Mi saturado.
Por lo tanto

|Fal ~ |Ma| = |V - SCM1d| = n — 2|Me

es decir

|Fe| = n - |Md} €3.2>
Ademis

. |Md| £ IMa| vy |Fo| % |Fi €3.3

De €3.13, €3.2), y €3.3) se sigue que

[Fa] = n - |Me| € n - [Md| = |Fo
es decir

|Fe] = |Fa]

i



Luega, el.cubrlm.l.em.o Fi es también un cubrimiento minimo
por aristas. Ya que |Fi] = |[Fo| se sigue que |[Mi| = [Mo|, ¥y
en consecuencia el apareamiento Mi es un apareamiento
maximo. Finalmente

{Ma} + |Fo| = n. o

Hasta el momento nos hemos Llimitado al estudic de los
. apareamientaos y cubrimtentos de grificas en general,
Dirigiremos, aheora, nuestra atencidn a las gréficas
bipartitas.



4. APAREAMIENTOS Y CUBRIMIENTOS EN GRAFICAS
BIPARTITAS

Una grafica e= blpartita si SuU conjunto de vartices
puede ser particionado en dos clases tales que cualesquiera
dos vértices en la misma clase ne =son adyacentes. Para
referirnos a una gri&fica bipartita utilizaremos la siguiente
notacidn G = CX,Y,4), donde las conjuntos de vértices X e Y
denotarin las clages de vértices de la grafica y el conjunte
A denotari el conjunto de arLs,t.as' de ésta. Una grafica
bipartita puede ser caractertzada mediante ciertas
propiedades, en seguida presentamos algunas de éstas.

Teorema 4.1. Para una grafica G, las sigutentes
condiciones son equivalentes: ) )
Cad O es bipartita,
CbY G no contiene ciclos de .longig.ud impar,
Ced G no contiene caminos cerrados de longltud impar.
Demostracidn., ¢ Cad implica Cb5 ). Puesto que G es
bipartita, pueden colorearse de rojo ¥y azdl los vértices en
G de tal forma qQue dos véartices adyacentes tienen colores
diferentes. Si G tiene un ciclo ¢ de longitud impar,
entonces loz vértices en ¢ na pueden ser coloreados
alternadamente de rojo y azdl. . .
¢ Ch) implica Ced 3. Supdngase que G no contiene un ciclo de
longitud impar. Sea it = [X0.X1,... xp=xol un camino cerrado

de longitud impar. St en p existen dos vertices x; y Xk

tales que 4§ < k Y x) = xk entonces n puede =ser
descompuesto en dos camnos plxj,...,xkl y HIxo.....xj1 +
pixk,....x0). Ademas, uno de estos caminos tiene longitud

impar (de otro mado u tendria longitud pard.

Cada vez que el camino u es descompueste, mediante este
procedimento, obtenemos un camineo de lengitud impar. Cuando
concluye su descomposicidn, =e obtiene un ciclo impar,
contradieiendo Ch). Por lo tanto G na contiene caminos

ecerrados de longitud impar.
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¢ Cc? implica <€a2 2. Mesiraremes que una gr&fica S sin
caminos cerrados de longitud impar es bipartita. Supdngase
que la grafica es conexa (de otro modo puede consid=2rarse
cada componente coneka separadamented.

Coloreando sucesivamente los vértices de 1la gr.’:ﬂ.ca.
usando laz siguientes reglas:
Regla 1. Colorear un vértice arbitrario v de azul.
Regla 2. Si: el vértice u estaA coloreado de aztl, colcrear de
rojo todos los vertices adyacentes a u. Si el vértice w esta
cc.;loreado de rojo, colorear todos los vértices adyacentes a
w de azul.

Cada vértice de G es coloreado, ya que G es :cnexa: Un
vértice u no puede ser coloreado de rojo y azttl, ya que los
vértices u y v estarfan contenidos en‘ un camino cerrado de
longitud impar. Asi, se determina una particién de los
vértices de & en des clases, luego G es bipartita y termina
la prueba del tecrema. o

ElL teaorema de Menger Junto con otros resultados que
consideraremos en segquida, Sson de gran utilidad en la
demastracién de un resultado en el que K¥nig establece el
mAxime ndmero de aristas en un apareamiento de una grafica
‘bipartita.

Definicidn. Un uv-separador W < V en una grafica conexa
G = €V, A eaes un conjuntec minimo de vértices tal que al

quitarlos dejan a u ¥ v en diferentes componentes conexas.

Teorema C€Mengerd. Sea una grifica simple G = CV , A vy
cean u, v & ¥V, u no adyacente a v en G. El minimo numero de
vértices que separan a u de v en G es igual al miximo nimera
de uu-trayectorias internamente ajenas en G. C ver Harary
C1968> 3.



La definicidn de los vecinos de un conjunto juega un papel
relevante en la teorfaz de apareamientce. Egste concepto
apareceri en algunos de los rezultados mis importantes de
e5ta teorfa.

Defindeidn. Para un B < XuY, el conjunto de vecinos de
8 se define como =1 conjunto de vértices adyacentes al
conjunto B y es denotado por TaCB).

Proposicidn. Sea una gri&fica bi.part.l.t.a G = X, Y, A,
Considérese la grafica G' con canjunto de vértices
X uY v Cu,vr y conjunto de aristas 4 W Cux xeX> U {uvysyar}.
S=a k = min ¢ |X-B| + |[aCBd| >.
| 1=13
El minimoe numero de vértices que separan a u de v en G'
es k.

No (i) m W

Demostracidn. Supéngase que existe un uv-separador W de
cardinalidad menor que k. Sean Wx = W n X y Wy = W AV,
entonces |Wx| + |Wy| < k. Sea € = X - Wx, puesto que W
separa a u de v todos los vecinas de C estin en Wy, entonces

EX — ) u TalC) = Wx U Wy,

At |X - ] + jraccd>| £ |Wi| » [Wv|
y R = min <|X-B| + |[FaCBY|> £ |X-C| + {[aCCY|.
BX
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‘Por-lo.tanto. . L .
SR ko2 X-Clw fPacca] s (Wx] o (W] <&

Luego & ¢ k. lo cual no puede ocurrir, por lc tanto &k es el
minimo némero de vértices que separan a u de ven G'. o

Teorema de Kénig {19311 4.2. Sea una grifica bipartita
G con biparticidn €X , YD y conjunto de aristas A. El maxime

némers de aristas en un apareamiento es igual a
min < |{X-B} + |FacBd| >.
[ 113
Demostracién. Considérese la grafica
6 =C XUYUCuvy , 4U Cun/xeXy U Cuyryeysr O.
Sea k = min & |X-Bj + |FoCBY| ¥. Puesto que k es el minimo
| 1=

némero de vértices que separan a u de v en 8' (C(proposicién
anteriord. del teorema de Menger, h es el mixamo nbmero de
uv-trayvectorias internamente ajenas de u a v. Tomande una
arista de G por cada una de estas trayectorlias obtenemos un
apareamtento en G de cardinalidad k ¢ue ez miximo, ya que Si
0 @t @2e....at > con di € ACGD i = 1,...,t es un
apareamiento en G con t > &k, se tendrian en G' t
trayectorias internamente ajenas de u a v, contradiciends el
hecho de que k es maximo respecto a esta propledad. Con esto
Se concluye 1a demostracién del tecrema.

Retomaremos el Llema de lasl eubrimientos a partir de
otra definicidn quer nos permitira hacer algunas
ohservaciones relacionadas a los apareamientos Yy los
cubrimientos de una grifica bipartita. De hecho se mostrard,
mAs adelante, que eéxiste una conexidn directa entire amwos.
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Definicidn. Un cubrimiente por vértices en 6 es un
subconjunto K de ¥V tal que cada arista de & tiene al menos
un extrems en K.

Un eubrimients K°* es un cubrimiento mfnimo por
vértices, s1 G no contiene un cubrimiento K tal que |K]<|K'|

W Un cubrimionto., 5 Un eubrimiants minime. .

Si K es un cubrimtento por vért.'ices de G, y M es un
apareamiento de G entonces K contiene al menos un extremo de
cada arista de M. Dado un apareamtenta M y un cubrimienta K,
|M] 5 JK|. Efectivamente, si M’ es un apareamiento maximo y
K' &3 un cubrimiente minimo por vértices, entonces

1M o= ke €a.13

La igualdad en C4.1) no se da en general. Sin embargo.
51 G a3 bipartita se tiene que [M'}] = {K'|. Este resultado,
debido a K¥nig (1931). es relacionado con @l teorema de
Hall. Antes de presentar su cdemostraciédn, es Limportante
considerar el siguiente lema.

Lema 4.1. 3t un apareamiento M ¥ un cubrimients por
warticaes K, zon tales qua |M.| = [K[. entoncas M es un

apareamientsd miximo » K es un cubrimiento minimo.



Demostracidn. Si M' es .un aparewamiento m&xamo ¥ X' ez
un cubrimiento minimo peor vértices entonces de C4.1) se

sigue que

H T U RS S-S

Coma (M| = [R}, =e sigue que {M]| = IM'| ¥ |K| = |K'!. Luege
M ez un apareamientc miéximo y K es un cubrimiente minimo por
vértices. o

En el estudio de los cubrimientos ¥y apareamientos.
encontramos la i1dea de dualidad entre este par de conceptos,
procederemos a ver que esto es asi ya que por cada arista de
un apareamientoc miximo puede obtenerse un vértice de un
cubrimiento mfnimo. )

Teorema 4.3, En una grifica bipartita, el némero de
aristas eh uUn apareamiento miximo es igual al nlmers de
vérticaes en un cubrimtento minims por vértices,

[;emn:tr.lclén. Sea G una gréfica bipartita con
biparticidédn CX, YD, ¥y sea M' un apareamiento maximo de G. U
denotari el conjunto de vértices na M’ -saturados de X, y Z
el conjunto de todes los vérticaes conestados a los vértices
de U por una trayectoria M'-alternada. Definance los
conjuntos § = ZnX y T = 2nY )
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Dado que cttalquier trayectoria M’-alternada que empieza en U
termina en un vértice M'-caturado CTecrema 2. 8), ze triene
que cada vértice de T esti M®-saturade. TI'CSD) = T por
definieidn de 5. Puesto que todos los vértices de T son
M’ -apareados con vértices de S, T € (5. Luego I'(S> = T.
Definase K* = (X=5) U T. Cualquier arista de G debe tener al
menas uno de sus extremos en K'. De otro modo podria existir
una arista con un extremo en S Yy el otro en Y-T,
contradicienda 'cSd = T. Por leo tantoc K' es un cubrimiento
de G ¥y
' (M) = k|

Luego, por el lema 4.1, K*° es un cubrimiento minimo. Can

ésto termina la prueba del teorema. a

Por otra parte, reconsiderando los tecremas 3.1 y 3.3
de la seccidn anterior presentamos él sigulente corelario
que viene a Ser una nueva.formulacién del teorema de Kdnig.
En’ este caso haremos uso del concepto de conjunto estable o

independiente en una grifica G.

Definicion., Un conjunto S. ¢ V¥ de wvértices de una
grifica G = C(V,4) tal que dos a dos no son adyacentes eas

llamade un conjunto estable o independiente.

Corolarioc 4.1. Sea G una grafica bipartita, el miximo
nimero de vértices en un conjunto independiente £ es igual
al minimo nimero de aris=tas en un cubrimiento por aristas F.

Demostracidn. Sea KcX un cubrimiento por vértices y sea
M un apareamiento de G, del teocrema 4.3 se tiene que

max |M| = mn [K]|.
o K

B K es un cubrimiento por vértices, su complemento
S = (X U ¥3 - } en un conjunto independiente. &1 £ oz un
conjunto independiente, su complemento es un cubrimiento por
vértices. Ast
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max |S| 1X1 + Y} - min |K| c4.a
s K
Del tecrema 3.1 se tiene que
min |{F| + max |[M} = |vead|
es decir

min |F| = [X]| = [¥] - max |M| ca.3
¥ o

Por lo tanto de €4.28) y €4, 3) se sigue que
max |S| = min |F|
s r

Con ésto termina la prueba del corolaric. o

En myuchas aplicaciones - que involucran gratxc;.s
bipartitas se requiere "hallar wun apareamienta de G que
sature a cada vértice del ccn_]unt.o.x; un efemplc es el
problema de asignacién de personal presentado en la secclién
1.5. El prime“ra que dio una condicidn necesaria y suficiente
para la existencia de un apareamiento tal fue Hall C1935).

Tearema 4.4 CHall [10351). Sea G' una grifica bipartita
con bhiparticién ¥X, ¥). G contiene un apareamients dque

satura a cada vértice de X s1 y sdlo si
|ress = 5| para todo 8 € X €4.4>

Demostracién. Supdngase que G contlene un apareamiento
M el cual satura a cada vértice de X, y sea 5 un subconjunto
de X. Dado que los vértices de 5 son M-apareados con
vértices dist..int.os de CSD, se tiene que |TCSY| = |5).

Reci{procamente, supdngase que la grifica bipartita &
satisface (4.4) y que & no contiene uUn apareami<nts  Jue
sature a taodos les vértices de X, Se  obtendrl este

apareamiento por esnetruceL én.

entonees, M 3
apareamients miime de G, Por =2l zupussto M’ no =matura a
t

codes los vartices de X, Sea u un vértice no M -zaturado de
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X, . Z denotard el cuznjunte de  tsdos aguellos  vértices
conectados a u por una Lrayectoria M'-alternada. Ya que M*
es un apareamrento misximo, del teorema 2.1 se sigue que u es
el dnico vértice en Z no M'-saturado. Definanse S = Z n X y
T=2aAY.

Los vértices de S - (W estin M*=-apareados con log
vértices de T. ya que en T estin todos los vérlices de Y
conectados a u por una Lrayecf.oria.M'-alt.ernada. Por lo
tanto

IT] = |s] - ¢ ) 4.

y T S I'(S. De hecho se tiene que
res» =T . cd. 8

puesto que al existir una ux-trayecteria M'®-alternada para
® € S, cada vértice de [(3) es conectado & u pROr una
trayectaria M’-alternada, es dectr 'CS) € T. Pero de €4.52 y
€4.6) se sigue que

Ires | = s} -2 < |S|
lo cual contradice la suposiciédn C2.42. a

Posteriormente ce presentari un algoritmo para hallar
un apareamtento miAximo en una grifica bipartita =l cual estd

basads en la demostracidn del tesrema anterior,
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Si .una grafica bipartita G = CX, Y, A contiene un
apareamiento que czatura a todos los vértices de X, entonces
se dice que X puede ser apareado dentro de Y. 5i este
apareamiento satura también a todos los verticez de Y, se
dice que X es apareado sobre Y. El teorema 4.4 puede verse
como una consecuencia del teorema de K&nig.

Teorema 4.5 (P. Hall [1934]; "Teorema de K&nig-Hall®")..
En una grafica bipartita 6 = <X, Y, A3, X puede ser apareado
dentro de Y si y so6lo si
|recBY| = |B] (B c X0
Demostracidn, Supdngase que X puede ser apareadc dentro
de Y. Del teorema de K&nig se sigue que X puede ser apareado

dentro de Y si y sdlo si

|X] = ma%k [M] = min C|X-B| + |[I¢BD|> 4.7
M L=
min C[X} + |FacBY| - |B[> = |X| + min C|FacB3}| - |B]> C4.8
nox . acx

de €C4.7) y €4.8) se sigue que
1%] = [¥X] + mtn C|FaCBY| - |B]D
[ 1=1
lo cual es equivalente a
min C|CaCBy| - [B> =0
nex

o bien
[FacEd| - |B] 2 © B < X,

Por lo tanta X puede ser apareado dentro de Y si y sélo i
IFacBd| 2 |B] B < X. o
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Entre otros de los aspectos en que podemos plantear el
estudio de los apareami&«ntos en grificas bipartitas, =se
encuentrin aquellos que se8 sitdan en una multigrifica
bipartita. Esto nos permitird estudiar este concepto en una
extension de una grifica simple.

Defintcién. Una multigréfica es una grafica G = (V. A2
en la que dos o mids vértices de ésta pueden ser untdos por
miés de una arista.

En nuestro primer resultado para multigraficas bipartitas,
podemos. notar una analogfa con el teorema 4.5, en la que se
muestra cuando el conjunto X puede ser apareado dentro del

conjunto Y.

Corolario 4.2. Sea G = (X, ¥, AD una multigrifica
bipartita con [X| = p, |¥| = @, en la que el grado de los
vértices x. @ X y yj € Y es tal que

Salxad S Salxed £ ... % Salxpd.
SaCyid 2 SaCyad = ... = Salyad.
Si @2 ps Saxad > O y para k = 2,3,....p -
- K=t
L Satid > P dalyid 4.9

(£ 1 v=d

entonces X puede ser apareado dentro de Y.
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Demostracidn. Sean S = ¥ y ¥ < ¥ con &k v k-1 elementos
respectivament.é. Sea maCtS , YD el nbdmerc de aristas con un
extremo en S y el otro en Y,

mals ., YO = [ Salxd.
XES
Puesto que |S| = k y baCxjd? = &Salxd para toda § > 1. se
tiene que
L SaCxd f, Satxd

XES (€23

CEodrlan existir x € § con fndice mayor que .

Considerando ahora el numero de aristas con un extremo en X

Y el otro en W.

ma CX , W3 = g Salyd.
yEW
Dade que |W| = k-1 ¥y SaCyd = Salyjd para toda 1 < § se
.
tiene que .
T oty = [ Sacyd
i ya&vw
Cpodria existir v &« W con Indice mayor que k-13.
As{, de la desigualdad €4.9> se sigue que

maCS . Y3 2 PéaCxid > T SaCyd = ma CX . W3,
i=s =
Es deecir el numaro de aristas que salen de8 S es mis grande
que el nimero de aristas que entran a W. Por lo tanto, ol
no esti can@.anlde en W, para cualquier conjunto W de k-1

elementos; ean consecuensaia ’
|ITaCsd| > o =1 = |S] - 1.
Finalmente.

|Fracs | = |s| €S e X.

Por lo tanto x-puade ser apareado dentro de Y. o



Corolario 4.3. Si en una multigrdfiea biparvita "G econ’
_biparticidn CX , ¥, se tiene que 3 ; :
min Salxd = max SaCyd ¥ 1Yl o= Xy,
RER yev .
entonces X puede ser ap'areado dentro de Y.
Demostracicn. Sean ‘
di = man Salxd, dz = max &aCyd
AEX YEY

Asf, di = d2. Luego

Salxid + Salxzd + .., + Salxkd = Jeds > Ch-1Dds = Ck-1Ddz
2z SaCytd + ... + SaCyx-1d.
Dado que
= [ d
L dalxid > L SaCyid Ch = 2,3,...,p
[EN (e ’

del corolario 4.3 se sigh. que X puede ser apareado dentro
de Y. o )

Corolario 4.4. Si G = CX, Y, A er una multigrifica
bipartita sin vértices aislades, con |Y| 2 |X| y tal que
para algdn vértice » & X,

di' = min SaCx) 2 max SaCyd) = d2*
ux yev
.+ 4

ent.onces X puede ser apareado dentro de Y.

Demostracidn. Si x1 no tiena el grade minimo, del
coralario 4.4 se sigue que X puede ser apareado dentro de Y.
De otro modo, puede suponerse que x1 tiene el grade minimo.

Entonces
&SaCxsy + Salxzd + ... + Salxkd = 6aCx1) <+ Ck=1Jds’
> Cl=12d2' Z Salyt) + SaCyz2d + ... + SaCyk=-1d.

Por lo tanto X puede ser apareado dentro de Y. o

El siguiente resultado permite dar una respuesta
afirmativa al problema <de la cita presentado «n la zeccldn
1.6,
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Coreclario 4.5. 3 6 = CX, Y, A ec una multigrifica:
bipartita, entonces existe un apareamientd ¢ue catura.  a
todos los vértices de grado maximo en G. °

Demostracidn. Supdngase que existe una multigrifica
bipartita G* = CX', Y', A4') regular de grado

A =3 max dalCzd,
2EXUY
Claramente ([X'{ = |Y'|, supdbngase ademis que & es una
subgrifica de 6', X c X', Y < ¥Y'. Del corolario 4.5 se zigue
que X' puede ser apareado dentro de Y' en G'. Puesto que
IX*| = |Y'|. este apareamiento satura cada vértice en G de
grado h. Se contruiri la grafica G' “omando h coptas de la
multigrifica 6. DenStense astas A coplas por

G=CX, Y A2, G =CK',Y*, 4", . ... @M H=gyth o yhu oty

Sean

A

o= oxpxtu o™z oy YT o= yurtu Loy

UW.

donde tanto 2 como W denotan un conjunto de crertos vértices
adicionales. Estos vértices adicionales son determinados
como sigue:

X
Sl o &2 X ¥y Salxid < h, s&¢ crean en Y®*, h - SaCxd vérrices
adicionales, eada uno de éstos se hace adyacente a
» N h-s h-t
xie X. x' eX's ... . 2 e X7,
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Este preocedimiento termina cuando no exizten x € X tales que
SaCxd < h, Se repirte esta coenstruceirdn en el caso en que
SaCyy) < h, yi € ¥. En coensecuencia se tieng gque la grifica
G' construida de esta forma contiene como subgrifica a G. o

Una vez que se han examinado algunos resultados en
multigraificas continuamos exponliendo otra parte de la teoria
de los apareamientos en  graficas bipartitas simples.
Obsérvese que =n el siguiente corolarico ce resumen ‘las ideas
de los <eoremas 4.2 y 4.5, en este contexto se hace
referencia de éste como una reformulacidén del tecrema de
K&nig-Hall.

Carolario 4.6. En una grifica bipartita G = CX, Y, 4),
X puede ser apareado dentro de Y si y =élo si
{X = TacBY| s |¥Y - B BecyYy.
Demostracidn. Si X puede ser apareado dentro de -y y si
B < Y. entonces del teorema 4.4 ’
|X = I'acB>| = |FaC X-TacB> 3| X-T'aCBd) < X
Ningln vértice x € X-Tal(B) es adyacente a H. Ast
FaCx> c ¥ - B ’
¥ en consecuencia
|¥ — TaCBY| = IN'oC X-TacB) >{ = |Y - B|.

Rec,{procaincm.e. supéngase que X no puede ser apareada
dentro de Y. entonces existe un conjunte € < X tal que
[€] ¢ |racB>|. Definase B = Y - [a(&d, puesto que ningudn
vértice de B exs adyacente a C,

C <o X ~ MecHD,
Luego
|X - racB| 2 |€]| > |Faccd| = |¥ - B
1o zual contradice el hecho de que [X-TaC(Bd| =< |Y—B|. Por lo
tante X puede zwr apareasdo dantre de ¥. Con Late 26 concluye

la demostracisn del eorslario. a



El tecrema que a continuaeiédn ce presenta es
considerade como una Lnterpretacidn del teorema de Bernstein.

Teorema 4.6. En una grafieca bipartita G = CX, Y. A3,
una condieién nececar:a y =zuriciente para que axtsta un
apareamients que satureée simultineamente C < X y B & Y es
que;

Cad C puede ser apareado dentro de Y

Cb> B puede ser apareadoc dentro de C.

Demostractdn, Si existe un apareamiento que satura
simultineamente € = X y B € Y. entonces C puede ser apareado
dentro de Y y B puede ser apareado dentro de C.

Reci{procamente, supédngase que se satisfacen Ca) y Cbd.
Mostraremos que si existe un apareamiento Mo de B dentro de
C c X y un apareamtento Mi de C dentro de Y, antoncés existe
un apareamiento que satura simul!.in_a-an;ent.e aCyB.

Construiremos un apareamiento Ms’, a partir de Mi, en
el cual los v@rtices saturados de € permanecerdn saturados y
un vértice & &€ B no saturado por M1 serd M’ -saturada.
Puesto que & & SCMal, & es un védrtice extremo de una
trayectoria v de la forma

Ty, z1 = Cesy a2, 9, G4, ...D
donde ai, aa,... € Mo — Mz
az, Cey... € M1 - Mo

—— ariatas de Msi-Mo
wwme aristas de Ma-Mz
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Supdngase que la trayeetoria T es mANima. Luego, el
Gltimo vértice 2 de esta trayectoria pertenece a Y Cde otrao
modo, 2z pertenecerfa a C, y 2 serfa un vértice esxtremo de
una arista en Mi - Mo que podrfa extender la trayectertia T1J:
SL z € Y, entonces = @ B (de otro modo = serfa un vértice
extremo de una arista en Mo - Mi que podrf{a extender la
trayectoria 1J. Ast, = € ¥ - B. Definase

Mi® = M U CT N Mad = Ct N Mo
E]l apareamiento Mi' =atura al vértice d € B; ademfs cada
vértice de C U B que estdi Mi-saturade permanece
Ma’ —saturado. Repitiendo este procedimiento tantas veces
como sea necesario, se obtiene un apareamiento que satura
ambos conjuntos C y B. Con ésto se concluye la demcsbr...clan
del tecrema. o

El coreoclaric que se enuncia a continuactidén, fue
abtenido independientemente par Hoffman y Kuhn (18570,
utilizando métodos de Programacisn Lineal.

Coralaric 4.7. En una grafica bipartita & = ¢X, 7V, 42.
una condicidédn necesaria Yy suficlente para que exista un
apareamiento que sature simultineamente a X y B < ¥ es que;

mn ¢ Tt | . |X] - |B-Tacs>| > = |S} €S < 0

Demostracién. Utilizando el teorema 4.4 y el corolario
4.7, las condicicnes ¢ad y €bd del teorema anterior pueden
ser escritas como
ca'y |Me| =z (S| €S < X
Chb*y |B - M| £ X - 5] ’ (S « X0.

CConsiderando X = B ¥y Y =X
O equivalentemente '

|IX -8 - |B-Tcsd| 20

de donde

IX =S| - |B=-rsH} 2 |X| = |S| - |B~T¢3] 2 0.
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Asf,
b IX] - B - re] 2 |8| tSex

Por le tanto considerando Ca') y Cb**> se tiene que
min ¢ [MCSD| . |X] - {BTC| > 2 |S] s =0

¥ termina la demastracién del corclario. o .

Muchos de los resultados de la teoria de grét‘ig:as son
encohrados repetidamente en la teoria de programacidn
lineal, sin embarged no nos adentraremos en esta dltima.
Antes de presentar el teorema de Dulmage y Mendelsohn para
crear un apareamiento en uUna multigrdfica bipartita, es
importante considerar el siguiente laema.

Lema CFolkman, Fulkerson 110071).. Sea G = CX, Y, 4 una
multigrifica con ACG) < h ¥y j]A] = m. Sean m', m*'*. h' ¥
h** enteros positivos tales que

’

m* + m*' =m, h* + h** = h. )
Las aristas de G pueden ser partidas en dos clases A’ y A'’
Cque forman dos graficas parclales G y G*°), tales que

la*)] = m"y  JA**|] = m**, ACG'D> £ h", A&ACG"') X h**,
sl y sélo si

m* - h*{X - C| - h'|Y - B] £ macc, B),
m'* —RIX - C| -h'*|Y - B] S macc . B

para tade € < X y para todo B < VY.

La demostracidén de la condiciédn necesaria en el lema
anteriar es sencilla, pero la demostracidén de la condicidn
de suficiencia requiere hacer uso de la teorfa de Flujo en
Redes Cver Berge, '"Leorema del flujo compatible™, Ch. 5, &

8). Sin embargo se enuncta para Justificar wun recultado

35



importante que se presenta como conSecuencia del siguliente
teorema.

Tearema 4.7 (Dulmage, Mendelsahn [1961]1). Dada una
multigrafica bipartita G = CX, ¥, A con [4] = m y con
ACGD) £ h, sea

a= max < m - maCC.B) - CA-1IC|X-C| + |Y-B}) >,
ccx . .
Y

P = mn ¢ maCC,B + [X-C| + |Y-B| >,
ccx
L (= 4

entonces,

>as [%] £ p.

Ademiz, para cada entero m' tal que a'sm =€ P existe
un apareamientc M' < 4 con [M'| = m’ el cual al seor removids
erea una multigrifica con grado mésximo < A - 1.

Demastracidn. 1. Si [%] > p. entonces existen dos
conjuntosg C « X y B ¢ ¥ tales que

m > hCma CC,Bd + [X-C| + |y = B|> 2
Z maCC,B) + maCX-C,¥Y2 + maCC,¥Y=-H) =m,

lo cual es una contradiccidédn. Luego [%] = p.
a2 st [:—] < a, entonces existen dos conjuntes C < X y
B ¢ Y tales que

f ¢ m-macc, BY - Chm1dC {X -¢[ + |¥Y - B] .



Luego m —-:%7> ma CC,BY +.Ch-13C |Xo="Cl* |¥) - B| :r

2hei ma CC.BY + h=1 € A|X. S G+ R|Y ZiB|

C ya que h-21 < 1D

2 h-1 Cma CC,BY + ma CX-C,¥d + ma CX,Y-Ed>
n

C ya que h = ACGd O

. z h-1 _%
De donde m - % > m - .l':; lo cual es una
contradicecidn.
Por lo tantoe a = [%] 2 p.
3. Si m' satisface a £ m’ £ o, Qnton‘ces. para todo € c X ¥y

para tado B <€ ¥, se Liene que
’

m* Zm-maCC.B) - Ch-13C |X - C| + |¥ - B| >
m' € mo CC.BY + |X - ¢| + |Y - B|.
Sea h* =1, h'' &# 4 -1, m** = m - ', entonces al hacer

esta sustitucidn en las desigualdades anteriores se tiene
que

m''* - h'*'|X -C| - h'"|Y -B| X macC,B

m* - h'|X -C| - h*|¥Y - B] < ma CC,Bd.

Del lema de Folkman y Fulkerson se sigue que G puede ser
descompuesta en dos multigrificas parciales
G' = CX . A" v G'* = CX, A - A",
con {A'| = m", ACG') < 1 y ACG**)Y £ h = 1.
A' ez el apareamiento requerido. o
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5. APAREAMIENTOS PERFECTOS EN GRAFICAS

En esta seccidén ce presentﬁn alguncs recsultados de
aparsamientos perfectos en grirficas zimples, k-regulares y
bipartitas, Algunoz de éllos son generalizaciones de los ya
presentados anteriormente.

El siguiente teorema es uno de laos maAs importantes en
la teorfa de apareamientos perfectos en grificas; sin
embargo, antes de establecer éste considérese el éiguiente

resul tado.

Lema. Sea G = CV ., 4> una grifica conexa tal gque para
X, ¥, 2 € V siempre se satisface que St Xy e A y y= € 4, la

arista x= € 4, entonces G es completa.

En otras palabras una grifica completa es transitiva.
Una camponente conexa de una grifica G es par o impar si
ésta _conu.en. un ntmerc par o impar de vértices. Rdc>]
denotard el ndmero de componentes conexas impares de G&.

Tutte obtuvo una condicidn necesaria y suficiente para
que una grifica tenga un apareamiento perfacté. es decir un
apareamienta que sature a todos sus vértices. La

demostracidn que se presenta aquf es debida a Lovisz C1973).

Teorema 5.1 C(Tutte [194713. La gri&fieca 6 = LV , A
tiene un apareamiento perfecto si y sblo si
«G.- D < |5 para todo S c V 5.1>

Demostracidn. Es suficrente probar el teorema para una
grifica simple. Supdéngase que G tiene un apareamiento

perrecto M. Sea S un zubconjunte proplie de V, Y sean Ci,
Gz2,....6n la componentes conexas de orden impar de G - 3.
Dade que G es 1mpar, un vértice w de G debe ser
Mrapareado con un vertice w deo 5. Puesta qua <wisvar .. und

=% un subconjunto de 5, entonces

W3 - S2 = a = v, vz.....und | = (S
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Rec{procament.e. supfngase jue & L2 wogue
no tiene un apareamisnte perfecta, G 0o es una grafiza
completa. Por otro lade cuando S = @ el orden de 3 es par.
SL 3¢ agregan aristas a 3 hasta abtener una grifica maximal
G* la cual no tiene un apareamiento perfecta. sentonces G
resulta ser una subgrafica generadora de G°. Luego & - 3

resulta ser una subgrifica generadora de G° - 3 por 1o e

se concluye que «(G* - S) X o5 -~ 3. Asf{, de TS.12 se Sigue
que
. oCG* —~ 5D ¥ 15, para tode & o VOGO £, 2
Sea n = |VCG' 1. U denoatard =l conjunte de vériices en

s

G' zTuyo grade =z n - l. &* tendrfa un apareamients perfecto
1 U = VI{G*), Luegos puede asumirze que U # VC(G'). Se

mostrard que cadas componente canexa de G° - U es una griflca
completa. Supdngase, lo contrarico, que alguna compenente de
G* - U no es una grdfica completa. Entonges, en esta
component e, "exxsv.en tres vertices x, Y, = tales dque
xXy @ ACG'), yz € ACG') y x=2 = ACG'D Clema anteriord. Dado
que y &« U, existe un vértice wen G* - U tal que yw & ACG').

——m—e-- ow

Puesto que G' es una grafica maset mal que no contlene un
apareami ento perlfecto. al agregar a &' cualquiler arista
a & ACG'Y), la grifica &' + a tiene un apareamiento perfecto,
Sean M: y Mz apareamientos de G' + xz y G' <+  wu,
respectivamente. Considérese la grifiea G U Cxz, vwr., Sea H

la subgrafica de G' U <x2, ww» i1nducida por Al 4L M2, Er zada
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vértice de H tncrden una aricrna ode M v owra de Mz, luego
cada vértice de H Liens oriado kos, H es unron de rsiclos
independientes. Cada cicio tiene longitud par, ya gue sus
aristas e encuentr-an alternadamente en Me v Mz.
Considérense los sigUlentes casos:

Caso L. 28 ¥ yw se encuentran en  componentes  conexas

diferentes de H.

M4 obecuras

Mz ondutadas

St yv pertenece a un ciclo ¢ de H, las aristas de Mt en
¢, Jjunto con las aristas de Mz que na estin en ¥,
constituyen un apareamiento perfecto’ de G', ‘contradiciendo
la definicidn de G'.

Caso 2. x2 ¥y yw pertenecen a la misma componente ¢ de H.

Sea 2 = ([ysyo, w=yt,....,yi=2, Yist3X,....y2ne, VY=yol, ¥
sean Te = CY=yo, wWSyt,...,.,yi=2) y 12 = Cyiva=x....,y=yod dos
alternadas. Considérese

Lraycc'.crle
Ms = CMu N 70D U CM2 A 720 U CMa - 2D U y=.

Ms constituye un apareamiento perfecto de G*, eontradiclenda
nuevamente la definicién de G'.

Puesto que ambos cases nos llevan a una contradiceién
se sigue que G' - U es necesariamente la unidén de grificas
complatas. Ahora, de C€5.2) se sigue que «(G* - U =< |U|.
Luego a lo mas extisten |U] componentes conexas de orden

impar en G' ~ U. Pero entonces ce tiene un apareamiento
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perfecta en G': Cada compenente de orden par de - u

(:

tiene un apareamientc perfectec. En las componentes de orden
impar existe un apareamiento que satura a toedos los vértices
menos a wuno, el cual es apareado con un vértice de U; los
vértices restantes de U inducen una grifica completa de
orden par, ya que [VWCG')| es par, asl podemos tomar un
apareamiento que sature a todos 4stos.

Comporantes mesras du  G'-U Componenter poves da G-
. ————

Al supa‘ner que G* no tiene un apareamiento perfecto
obtenemos una cantradicciédn. Luego G necesariamente tiene un

apareamiento perfecto. o

Este teorema tamblién puede ser demostrado con la ayuda del
teocrema de Hall Cver Anderson. 1971).

Introduciremos, ahora, algunos de los conceptos de
conexidad en grificas y fijaremos en particular nuestra

atenciédn en las grificas de regularidad k.
Definicidn. Sea G una grifica conexa, Sea a € ACG), Se
dice que a es una arista de carte o un puente de G, =i la

grifica G - a es disconexa.

En otras palabras, una arizsta de corte, es tal que al
quitarla G se vuelve disconexa.
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Del tecrema de Tutte, ce deduce un resultade atribuidoe

a Petersen C1801), el cual es enunciado a continuacidn.

Coraolario S§,1. Cualquier grafica 3-regular sin aristas
de corte tiene un apareamiento perfecto.

Demostracidn. Sea G una grafica 3-regular sin aristas

- de corte y sea S wun subconjunto propia  de veed. G,
Gz,....6n denotarin las componentes conexas de orden impar
de 6 - 5. Sea m. el nimero de aristas con un extremo en Gi

¥y el otro en S C1 S & < nd. Puesto que G es 3-regular,
L SCud = 2lA4CGO | + m = 3{VCGD | para C€i=i=nd 5.3
veviar
Asi de €5.3) se sigue que
moom P &CL - Z2|ACGD |
weviay N

es un ntmero impar, mu ® 1, ya que G no contiene aristas de
corte. Luego .
m 23 para 1 1 £n €5, 4>

Ademas,
L 6Cwd = 3|s5| CS. 5>
vESR

De €9.4) vy (B.5) se stgue que

(G -3 = 5—31:']:!1\1
vess

+rmsdocw = s
veEs
Es decir «(G - =) £ |S§}. Por lo tante del tecrema &.1 =ze
sigue que G tiene un apareamiento perfecto. o



Una grafica 3-regular cecn aristas de corte

necesariamente noc tiene un apareamiento  perfecta,  Per
ejemplo en la sigurente grifica (6 - v) deberfa zer unc,
zZ1n embargeo C6 - vd) = 3,

Pueden existir grificas 3-regularecs con aricstas de corte que
Lienen apareamientse perfecto., como ce exhibe a continuacidn.

Definicidin. La conexidad lineal de una grifica G,
denotada por ACG), es el minimo ndmero de aristas tal que al
quitarlas se obtiene una grafica disconexa o trivial.

S1 M(G) = R se dice que G es k-—conexa linealmente. El
siguiente corcolario es una dgeneralizacidn del corolario
anterior.
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Corolario 5.2. SIL G es CRk-1D conexa linealmente vy
k-regular de aorden par, entonces G tliene un apareamiento

p‘ort.ct.o.
Demostracidn, Sea S un subconjunto de VCG), § =~ &, y
sean Gi, Gz,..., Gn las componentes conexas de orden impar

de G — S. El nimere de aristas con un extremc en S y el otreo
en una componente impar de G - S es myar o iqual que k - 1,
Ya que G es k - 1 conexa linealmente, es decir
mi =k -1 para 1 S i < n.

Adenas,

moe R|VCGD| - 2|ACGO .
Puestc que |[VCGLD | es impar, =i &k @5 impar, entonces mi es
un nNOmerc impar y k - 1 un NUmero par. luego mi = k. De otro
modo, i k em par, entonces m nesulia ser un nGmerc par y
R - 1 un ntmero impar, luego m = k. Asi,’

"
6~ =nsk Ewm sk kS| = |S|.
im )
Por lo tanto la grafica G tiene un apareamiento parfecto. a

El teorema due & contihuaciédn se presenta e una
generalizacién del teorema de Hall para graficas bipartitas.

Toorems 5.2, Una grafica bipartita G = CX, Y, A tiene
un apareamiento perfecto Ei y sélo =i

jresoi 2 |s| para tode S § V(G).

Demostracidn. Supdngase que G tLiene un apareamiento
perfecto M. Puesto que M zatura a cada .vdr-u.c. de G, M es un
apareamiento que satura & cada vértice de X, entoncex por el
tecrema de Hall 4.4, [[CS'>| 2 |S'| para todo S' s X.
Anslogamente M satura a cada wveértice de Y, por lo tanto
|Fes**>| 2 |S*'| para todoc S'* s Y.
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5[ ]

A

*x

=S'US"ccnS'SXyS."SY.
]S‘US"|=|S‘|+|S"|—|S'nS"|.
Puesto que G es bipartita §* A S'* = 0 y as{,

|8 us) = Is*] + |5 °}.

tn

Por otre lado
T¢S* U S'*) = [CS*)> U Ires**)

|FEs* U S**)| 5 [FCS'Y| + |FCS**3) - [TCS* A S**I .

Dado que G es bipartita
JTCS* U S| = |res*>| + |FCs' )|
y as{
[S'US' | = {S']| + |S'| < S| + |FCS* )| = [FCS'U S'°) |
Por lo tanto
|S* us''| = |S] S |[ICS| para Lodo S § VLG,

Rec{procamente, supdngase que G es una grafica bipartita
en la cual se satisface que para todo S S VIGD. |FCS)|2|S|.
En particular |FC¢S*'I| 2= |S'| para tede S < X, peor el
tecrema de Hall 4.4, existe un apareamtente M que satura a
cada vértice X, por lo tanto {X| =< |Y|. Anilagamente para
LodoAS" s Y, |I¢s**>| = |8, luege existe un apareamiento
M* que satura a cada vértice de Y. por leo tante |Y| = [X].
En consecuencia [X} = |Y|. M o M’es un apareamiento perfecto
de 6. Con dsto sae concluye la demostracidn del tecrema. o

En seguida se da un ejemplo para demostrar que la

afirmacidn es falsa si1 se quita la hipétesis de que la
grafica G sea bipartita.
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Considérese Ks la cual no es bipartﬁiya.rrrl\(‘(xs}|Ves,
‘impa.r ' S

|IFesd| 2 |S| para todo S £ VCKsd, sin embargo Ks no. tiene

apareamiento perfecto.

El siguiente corolarioc es a veces presentado como el
teorema del matrimonio: Si cada muchacha en una aldea conoce
exactamente k muchachos y cada muchacho conoce exactamante a
& muchachas, entonces cada muchacha puede casarse con un
muchacho que ,ella conoce, y cada muchacho puede casarse con

una muchacha que &1 conoce.

Corolario 5.3, Si G es una grafica bipartita k-regular
con k > O, entoncés G tiene un apareamiento perfecto.

Demostracidn., Sea G una grafica bipartita k-regular con

. biparticién CX , ¥Y>. Pueste que G es k-regular. k|X| =
|A€GY | = k|Y|, ya que &k > O, |X| = |¥|. Sea S un subconjunto
de X, As y‘ Az denotarin los conjuntos de aristas inclidentes.
con los vértices de S y [(S) respectivamente. Por definicidn

de (SO, Ad S Az. P.or lo tanto
k|| = [az| = A = k]S

Luege |ICSY| 2 |S| y en consecuencia, por el teorema 4.3, la
grafica G tiene un apareamiento M que satura a cada vértice

de X. Puesto que |X| = '|Y|. M e= un apareamiento perfecto. o

Otro resultade relacionade con el tLleorema de Hall es
aquel que se refiere a la blisqueda de un sistema de
distintos representantes en una famtlia de subcenjuntces,
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este problema incluye una nuevae aplicacidn de la ‘f‘éa a
aparear un conjunto X dentro de un conjunto Y.

Definicidn. Sean A1, A2,...., 4m subcenjuntos de un
conjunto S, un sistema de distintos representantez para la
famtlia (A1, Az,..., Am)] es5 un cubcenjunto Cai, az,..., am>

de S tal que a. € A, L £ 1 € m, ¥ a ¥ aj para 1 ® j.

Proposicidn 5.1. La familia (AL, Az,..., Am)d "tiene un
sistema de distintos representantes si Y sé&lo si
| vat] 2 |J| para todo J £ ¢ 1. 2,..., m?2.
ies

Demostracién. Sea G una grafica Dbipartita con
biparticién € X , Y 3 tal.que

X= 1, ... mY y Y = € A1, Az2,..., Am
ai es adyacente en G a ¢t si ¥y sb8lo st ai € Al.
Supéngase que la familia [As, Az,...,Am] tLiene un sistema de
distintes representantes € o1, az,..., am > = R, Sea
M=<Cai + 12/ ai € RY
M es un apareamiento que satura a cada t € < 1, @,,.., m ¥

puesto que ai # a) para L # jJ. Asi por el teorema de Hall
4.1, se tiene que |[CJI3] = |J| para todo J & X, pero
|TeI2] = | v AL para tedo J S <1, ... M2
ier .

Por lo tanto | U Ai| 2z |J| para todo J & X,
ies

Reciprocameante, supdngase que
| val| =z |J| para todes J =X
les

Del teorema de Hall se sigue gue la gréfica & tiene un
apareamiento M que satura a cada vértice de X. entonces el
conjunto formado por los elementos a = Al M-apareados
respectivamente con t € X, constituyen un SsiStema de
distintos representantes para la familia [A:, Az,..., Aml.

Con ésto se concluye la demostracién de la proposicién. a
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Los arboles son. un caso particular ‘de 4gr§.tircas JbBlpartitas.
La siguiente propostcidn: da  una- cand;’.cirén‘ necesarta Yy
suficiente para que tales graficas tendan UR apareamiento

perfecto,

Proposicidén S.2. Un arbol T tiene un apa.ream.tent.q
perfecta si y s&lo s1 (T = u) = 1 para cualguer v = VCTD.

Demostracién. 3Supdngase que T tiene un apareamiento
perfecto M. De donde |VCT3| es par. Sea v € T, existen Gi,
G2,..., Gn, can n = S1CV), componentes conexas de T - .
Pueste que 7 tiene un apareamiento perfecto, v estd
M-apareado con un vértice u &€ V(7D que pertenece a una Gnica
componente Gk, k € <1,&,...,n¥. Luego, cada Gi con i = k
tiene un apareamtento perfecto, de donde, [¥CGiD | es par.
Ya que |WCTD| es par, se tiene que ]VgGk)l es impar. Por lo
tante oCT - wd = 1.

Rec{procamente, supdhgase gque o7 - wd = .1 para
cualquier v ‘e V. Sean & » G2,..., ©Gn las  componentes
caonexas de T - v, cada una de éstas es una grafica conexa

aciclica tal que no contiene un vértice u que sea adyacente
en T a mie de un vértice terminal, ya que, entonces oCT ~ ud
¥y 1. Sea Gk la ufica componente de orden impar de T - wu.
Luego ‘VCT) | es  par. Es posible, entonces dar un
apareamiento perfecto en cada una de las componentes de
‘orden par en T - v. Par otro lado en la componente Gk existe
un apareamients que satura a todos sus vértices excepto a
una, ésle puede ser apareado con v. ya que +(T - w) = 1 para
cualquier w € VCGK, y termina la demostracidn de la
proposicién. o

En esta sececidn, asl como en las anteriores, e han
analizado algunos aspectos tedrices de les apareamientos en
grificas bhipartitas Yy en general,. En la sigureante ze
rebizarin algunas de las téeniecas de soluci1dn para los
'problemas de aplicacidn de la seccidédn uno,



6. EL. PRODLEMA DE ASIONACION DE PERSONAL

En clerta compafila, n trabajadores x, X2,.., Xn estdn
disponibles para re:;uz.ax- n tareas w1, yz,.. Yyn, stendo
cada trabajador calificado para una o mis de éstas. jPodrian
tados los hombres ser asignados, un hombre por tarea, en
tareas para las cuales ellos estdn calificados?. Este es el
problema de asignacién de personal, para el cual se
construye una grafica bipartita G con biparticidén <X ,Y),
donde X = {1, x2,.,.., ¥n}, Y = {ys, y2, yn} y xi es
adyacente a y; en G si y sdlo si el trabajador xi esta
calificado para realizar la tarea vy, La solucién del
praoblema 'depende de s{ G tiene o no un apareamiento
perfecto. De acuerdo con el teorema de Hall una grdfica @
tiene tal apareamiento o hay un subconjunto S de X tal que
ITesy] < |S|. A continuacién se presentard un algoritmoe que
resuelve el problema de asignacién de pex;snnal‘ Dada una
grafica bipartita G con biparticién <X , ¥), =e encuentra
un apareamiento de 3 que sature cada vértice de X>o. a rfalta
de éste, se halla un subconjunto § de X tal que {I’¢SH| <
Isl. ’

La idea bdsica detrds del algoritmo es simple. Empezar
con un apareamiento arbitraria M. S1 M satura a cada vértice
de X, entoncesz édste es un apareamiento del tipo requerido.
Si no, sme saealecciona un vértice u no M-gaturado de X vy
sistemiticamente se busca una trayectoria M-aumentante r con
origen en u. El métade para hallar la trayectoria * si es
que existe unm, se describe con detalle mas adelante: si
existe M = M A ACT) es un apareamients maAs grande que M, y
en consecuencia satura mas vértices de X. Ahora puede
repetirse el procedimients con ™M en vez de M Si la
trayectoria r no existe se consideri entonces el conjunto Z
de todoa lom vérticem que oatén conectades & u por una
trayectoria M-alternada. Entonces (como en la prueba del
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teorema de Hall) S = Z N X satisface |[(S>| < |S|.

Definicidn. Sea M  un apareamiento de 6, y sea u un
vértice de X que no estd M-saturada, Un 4rbol H < 0 es
Uamado un darbol M-alternado arraigado on u &i:
€id u s VCH>
Ci1d para cada vértice v de H, la unica uv-trayectoria en H

es una trayectoria M-alternada,

Kay

La busqueda de una trayectoria Mraumentante con origen
en u involucra crear un drbol H M-alternada arraigado en u.
Este procedimlent.o' fué sugerido primeramente por Edmonds
€1965).
. Iniclalmenta H consiste Jdnicamente del vértice u. Se
d rolla ent un camino tal que en cualquier etapa,
nuaed.k'una u atro de los casos sigulentes:
> Tbds vértice de H excepta u estin M-saturados y
apareadog bajo M.
> B 'conuenp un vértice ne M-szaturado diferente de u.

Si i) es el caso (como lo es iniclalmente) entoneces,
se establecen los conjuntes S = VH) n Y, tenlendo T = [7(S),
asi T¢S>w T o TI4SY > T.
¢ad Si I'(S>) m T entances, puesto que los vdrtices en S =~ {u}
est;én apareados con los vértices de 'i'. [T(S>t = (S| - 1, lo
cual indica que en G no existe un apareamiento que <gature
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todos los vértices de X.

¢hb> Si I'(SD> = T, hay un vértice w en Y - T adyacente a un
vértice x de S. Puesta que todos los vértices de H excepto u
estLan apareados bajo M, x »m u o x estd M-apareado a otro

vértice de H. Porr lo tanto la arista xw < M.

TR/

(3) . (b)

St w estd M-saturado, can wz € M, crear H afiadlendo los
vértices w, 2 y lag aristas xw e wz. St w no esta
M-zaturado, crear H afiadiendo el vértice w y la arista xw,
resultando el caso <ii).

La uw-trayectoria en H es entonces una tLrayectoria
M-aumentante con origen en u, como se requeria. La figura
sizulernte ilustra el darbol creado medlante este
procedimient.a, .

El alguritma descrito anterlormente es conecido come el

métado Hungaro, y puede ser resumido en tres pasos.
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H wdasde 2z

v

Yy \
X x
I\d
"y u u .
Caeo (1) caso (1)
y
ne M sakrado
x
—_—
u u
Casa L) caso (i%)

‘Artel ecroads modiante ol procsdimiante

Métado Hingara:

Se inicla con un apareamiento arbitrario M.

1. Si M satura a cada vértice de X, alto. En otro caso, sea
u un vértice no M-saturado de X. Crear los conjuntos S = {u}
yTm QO

2. SI I'SY m T, entonces |TCED] IS|. puesto due |[T| =
|S|-1. Alto, ya que por el teorema de Hall, nec existe un
apareamiento que gature a cada vértice dé¢ X. En otro eca
gea w e (S - T,

13

49, St w esta Mesaturado, sea wz & M Reamplazar S por Su{z}
y T por Ti{w} & ir al paso 2. C(Obsérvese que |T| = {S] - 1
ce mantiene después de ecste reemplazo). En otro caso, sea T
una trayectoria M-aumentante. Reemplazar M por M s M a AT
e {r al paso 1.
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x2 2

y2 y2 yz ya
i ne i

Cbh)
X8 x2 X9
v vz ¥e

<c)
N1 x Xt X3
Yz, y2 y2 ys yz ya
xe Xe p.2% Ne
>

@) Agarcamianto EYH (1.1 drbel M-alterrads: [ aparsamLents

M; ) drbol M-alternado.

Considérese por ejemplo la gratica de la figura Cad con
apareaniente Iniclal M e  {x2yz, xsys, xsys}). En la figura
<b> se {lustra comoe crear un arbol balternado, iniciando en
“«l véprtice Ry hallando una trayectoria M-aumentante

T = C(xi, Y2, N2, y1), resultande un nuevo apareamiento
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M* = {a1y2, x2y1, xgys, xsys} y un pueve drbol M-alternado
desde x¢, filguras () y (d>. Puesto que no hay una
trayectoria M-aumentante con origen en x4, el algoritmo se
da por terminado. El conjunte S = {x(, %3, %4}, con coanjunto
de vecinos I'(S) w {y2, ya}, muestra que en G no existe un -
apareamiento perfecto.

Puesto que el algoritmo puede ser ciclico, a través del
procedimiento pars crear un 4rbol, a lo mias sera necesario
un tiempo de |[|X| antes de establecer un € = X tal que
ITCS3] < |S] © una vtrayectoria M-aunentante, el sapareamiento
inicial podrd ser tncrementado en a lo mis un tiempo de X}
antes de establecer un apareamiento del tipo requerido. Es
claro que el método Hungaro es un buen algoritmo. Uno puede
iniclar el algoritmo con un apareamiento miximo en una
grarica bipartita.

El método, Hungaro, descrito anteriormente es un caminio
eficiente para determinar con facilidad un asiznamiento de
tareas a trabajadores, si existe una. Sin ¢mbargo uno podria
querer tomar en cuenta la eficiencia de los trabajadores en
sus varias tareas (medida, a caso, por la ganancia de la
compahiad. En est:e caso uno estad interesado en urs
asignamient.o que maximice la eftclencia total de los
t.rabajadores. El problema de hallar un asignamiento tal
es conocido camo el problema de asignaclén dptima.

EL PROBLEMA DE ASIGNACION OPTIMA

Considérese una srafica hipartita completa con
biparticién <€X , Y) donde X ® {x1, X2.., xn} y Y w {y.
y2 T y la arista xNy) tiene asignado un peso

wij = wiuy;d, que representa la eficlencia del trabajador
» en la tarea vy, El prohlema de asiznacién dptima es
equivalente al de hallar un apareamlento perfecto con

peso maximo en ésta grafica pesada, Nos referiremos a val
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apareamiento come un agarecamiento Sptimo.

Rescolver el problema de asignacidn  d&ptima es posible
enumerando todes los n! aparcamientos perfectos y hallar  un
sptimo éentre ellos. Sin embarzo para n grande un
procedimients tal claramente seria muy ineficlente. En esta
secclén se presentard un  buen  algoritmo para  hallar  un
aparesmiento éptimo en  una grafica bipartita completa
con pesos en las aristas.

Definjcidn. Se define una etigquetacidn factible de
vértices como una funciénm 1l con valor real sobre el conjunto
de vértices X U Y tal que, para todo x € X y v = Y

1) + 1Y) 2 winyd €6.1>

(El numero real (x> es llamado la etiqueta del vértice xD.
Una etiquetacién factible de vértices es una etiquetacién de
log vértices tal que la suma de las etiquetas de los
vértices extremos de una arista es al menos L'an egrande como
el peso de la arista. No importa que pesos esten en la
arista, siempre existe una etiquetacién factible de
vértices; una funcidn 1 tal esta dada por

IR ® max wixy? si ®x e X
yev €6.2>
Iy = 0 si vyey

Si 1 es una etiquetacidén factible de vertices, se denota por
El el conjunto de aquellas aristas para las cuales =se
satisface la igualdad en (6.12; que es
Et » { xy = AU URY + ICy) = w (xyY> }

La subgrafica generadora de G con conjunto de aristas Ei, es
Namada la subyrdfica igualdad correspondlente a la
etiquetacién factible ! de vértices, la cual es denotada por
al. La conexién enure la subgrafica igualdad b el

apareaniento dptimo es mustrada on a@l teorema sigulente.
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Teorema 61 Sea ! una etiquetaciédn factible de
vértices en G Si @1 contiene un aparcamiento perfecto M,
entonces M es un apareamiento dptimo de G.

Demostracidn. Supéngase que Gl contiene un apareamiento
perfecte M . Puesto dque (L &= una subgrifica generadora de .
d, M es Lambién un apareamfento perfecta de @. Ahora

wiM) @« L wéad m T  1¢ed €6.3>

aEM eV
ya que cada a € M pertenece a la subgrafiuca igualdad y lox
extremos de las aristas de M cubren eada vértice exactamente
una vez. Por otra parte, =i M* es un apareamiente perfecto
de 4, entonces

wiM> = T wiad s I Lvd 6.4>

acsM vEVId)
De €69 y (64> se sigue que wM 2 wiWD. Asi, M es un
apareamiento cﬁpumo. Con eésto kse concluye la demostracidn

del teorema. o

El teorema anterior ee la base de un algeritmo, debldo
a Kuhn <9585 y Munkres (C1957), para hallar un apareamiento
dptimo en una grifica bipartita completa con pesos en las
aristas. Se sigue de cerca el enfoque de Edmonds (1967).

Se inlcia con una etiquetacidén factible de vértices 1
(por ejempia la de €6.2>, determinar Qq, elegir un
apareamiento arbitrarioc M en GU y aplicar el mdétodo Hungaro.
Si se establece un apareamiento perfecto en Gl entonces. par
el teorema 6.1, este apareamiento es optimo. De otro modo,
el método Hungaro termina en un apareamiento M que no es
perfecto, y se tiene asi un arbol M-~alternado H que no
contiene una trayectoria M-aumentante y por lo tanto no
puede ser incrementado mas en Ol Maodificar entonces t en
una etiquetacién factible de vértices ' con la propledad de
que tante M’ come H ecteén contenidon on G y H pucda cer

incrementado en Gt
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Tales madificaciones en la etiquetacién factible de vértices
son hechas, cada vez que sea necesario, hasta que se
establezca un’ apareamiento perfecto en  alguna  subgrifica
igzualdad,

EL ALUGORITMO PE KUHN-MUNKRES

Empezar con una etiquetacién factible de vértices
arbitraria t, determinar O, y elegir un apareamiento
arbitrario en Q. !

1. S1 X es M-saturado, entonces M es= un apareamiento
perfecto (puesto que [X| = |Y]> y asi, por el tecrema Gd,
un  apareamiento Jdptimoe; en este caso, alte. De otro modo,
sea u un vértice que no estd M-saturado. Definase S » {u} y
T = ©O.

2. S1 Fat¢S> > T, ir a1 paso 3, De oire modo, oS> = T,
Calcular

al e Tyég {1k + ICyd> =~ wixyd}

" y la etiquetacidn factible de vértices !’ dada por

WKvd - al st v e &
'Cvd) = WKv> + o sl veT
v en otlro caso.

(Note que al > 0 y que Tal'¢Sd > T). Reemplace ! por U y G
por h'.

3. Elegix un vertice v = FCaes) - T. Cuma en el
procedimiento de la seccidn anterior para incrementar un
drbol, considérese sl y estd o no M-uaturade. Si y estsd
M-saturado, con y=z € M, reemplazar S por S U {z} vy T por
T w {v} e ir al paso 2. En otro casa, Sseéa ¥ una
uy-trayectoria M-aumentante en 6L, recmplazar M por
M oa M A ACr), e ir al paso 1.
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Para {lustrar el algoritmoe de Kuhn-Munkres, es conveniente
representar una grifica bipartita completa, G, con pesos en
las aristas por una matriz W = (wi), donde w.y es el peso
de la arista »xy); en ¢. Empezaremos con Jla matriz de la
figura <a>. En la fizura <bd, =se muestra la etiquetacidn
factible de vertices <6.23, (la etiqueta de » a la devecha
de la fila { de la matriz y la etiqueta de y; debajo de la
columna P y la entrada correspondiente a las aristas
asocladas a la subgrafica igualdad estdn indicadas en tono
mas obscure: la subgriafica lgzusldad estd representada  (sin

pesosd en la flgura (). Esta grafica no tlene apareamiento

58



perfecto ( el econjunto Swixs, x8, N} tiene como conjunito de
vecinos {yz. ys} d. Por 1o tanto, se madifica la
etiquetaciéin factible de vértices inicial Sea
M w [32y1, MNay2, Xéya, wsys}

un aparesmiento arbitrario de GL.. Aplicandoe el algoritmo de
Kuhn-Munkres se obtienen sucesivamente los conjuntes:
Smixuy Tw o
S w {%, va} y T = {y2}
S mafsu, xz, »8} vy T = {yz2, ya}

.

Siendo en estos uUltimos al = TLQ {ICD) + Wyd = wixyd} = 1
et

C U(xs) = 5-1, "0y » I(x2z) = 2, U'x3) 4-1, 1"(x42 = 1-1
V) = Hxsd) = 3, U'C(y1d) &= 0, U'Cy2) = O+1, U'Cya) = O,
U(yed = 0. T'Cys> = 0 ) Asi, se da una nueva etiquetacién
factible de vértices la cual se. indica en Ia fizura .
Una aplicacidn del mét.odo Hangaro muestra que la
subgréﬂca igualdad asoclada a esta nueva etiquetacién
¢ figura <ed > tiene un apareamiento perfecto M = [y,
XZys, X9ys, xX4yz, xsys}. Este micsmo apareamlenLo es por lo
. tanto un apareamiento 4ptimo de G.

Otros algoritmos para hallar un apareamiento médximo en
una grafica, son resultado del examen de cuatro problemas
relaclionados con el de hallar un aspareamiento de
cardinalidad méxdima en una grafica en general o bipartita.

€12 Hallar un apareamiento de cardinalidad maxima en una
grafica bipartita.

2> Hallar un apareamiento de cardinalidad maxima en
una grafica en general.

€3> Hallar un apareamiento ‘mdximo en una grdafica bipartita
con pesos en las aristas, .

<42 Hallar un apareamiento maximo en una grafica en general

con pesos en las aristas.

59



El primer alzoritmo de tiempo polinomial para solucionar el
problema (8> fué presentado por Khun (1955), Mientras que el
primero de los algoritmos de tiempo polinomial para dax
solucidn a los problemas (2> y (4> fué desarrollado por
Edmonds (1965). Posteriormente basandose en los trabajos °
relevantes de este ultimo se mejoran estos algoritmos.

Considerando a los algoritmos, par:s los cuatra
problemas a_n'.er-lor-es, como alzoritmos secuenciales se tienen
las sigulentes cotas consideradas como las mejores hasta el
moemeénto. Para los problemas €15 y (2> e tiene una cota de
OtmMd, n = |V]|, el algzoritmo para el problema 1> requiere
de a lo mds n/2 fases, es decir, de Ond. Cada fase en dste
consiste de la busqueda de una trayectoria aumentante, dado
que la bisquéeda toma un tiempo Odnd, el. algoritmo termina eﬁ
un tiempo O(mnd. Para el problema (3> se tlene uns cota de
onm + n  log n » y para el problema ) de
Odnimlog log n + n logndd.

imonetd

Al considerar estos wmismos algoritmos en paralelo y
restringtendo la atenctdn a los algaritmos RNC (con nimero
polinomial de }mocesos. tiempo polilogaritmico e
involueracién de aleatoriedad) =se tienen algzoritmos mas
simples. El tiempo esperado es de Otlogzra y asi =e mejora
el proceso para los problemas (1) y (2> en O(nm.Mdn)), donde
Min> es la comple jidad del tiempo secuencial de
multiplicacidn de matrices y para lo= problemas (38 y 4)
es del OCnCw® + n > M), donde w* es el mdximo de los
pesos de una arista de “1a grafica correspondiente al
problema, Todo esto puede hsllarse con mas detalle en
(Traub, Grosz, Lampson and Nilscon) {24).
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7. PEFICIENCIA, EXCERENTE Y UN VISTAZO
A LA TEQRIA DE MATROIDES

Para tratar las graficas bilpartitas que no tienen
apareamiento perfecto, se intreducen los conceptos de
deficiencia y excedente. El hecho de que estas funclones
sean supermodular y submodular respectivamente se discutira
més adelante, asi mismae s=serdin consideradas en el marce
general de matroldes. Definiremos 'a continuacidn la noeidn
de deficlencla en una grafica bipartita la cusl fud

estudiada primeramente por Ore (1955).

Definicidn. Sea G = (X, ¥, 4> una grifica bipartita,
Para cada Z = X se define
defacZ) = defcZd w |2] - |FC2)|
como el nimero correspondiente a la defictencie del conjunto

2.

La maxima de las deficlencias, de . tLodos los
subconjuntos de X, sera llamada la X-deficlencia de O. Si el
.conjunto X ¢= sobrentendido, simplemente, serd lNamada la
deficiencia de la grafica G, y se denotara def(3). Obsérvese
que si def(P) = 0, entonces def(3) = 0. El smigulente teorema
es una consecuencia del tesorema de Kdnig € o del teorema de

Halld presentado en la seccldn .

Teorema 7.1, Si G m (X, 7, ) es una grdneca bipartita

y M un aparesmiente manimo de G, entonces
M) w» |\] = defdd
Demastracion. Del teorema de Kénig
] = |\=RB}] + [I"G(H)| para algunr B = X
de donde
M) = N+ € JFecED) - Bl >

Por lo tanta (W = |X| - defedl. a
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El lema que a continuacidn se enuncia es muy importante
va que caracteriza a la deficlencia,

Lema 7.1. Para cualesquiera dos= subconjuntos W, Z < X
se utiene que .

defCWUZ> + defdwnZ) = defdW> + der(Z) 7.1

Demostracidn. Utilizando propledades de conjuntos se
tiene que

IWUZL + |WAZ| = (W] + |Z] .2
Asi también FewuZd = AWy L I'2D ¥y
TAWNZY = WY n T2
de donde ’
ICEWUZD] + [TCWAZ)| £ [TCW2| + T2 [agh: )

Restando a (7.3) la igualdad en <(7.2> se tiene que
IWUZ|=[TCWUZI]  +  IWAZ|=TCWAZ>| = [WI-IFCKwd] +  [Z-Fezd) y
termina la demostracién del lema. o

Definicidn. Un conjunta 2 € X es Uamado ajustado si
def(Z) m» def(qdd.

Lema 7.2, l.a tnterseccién y la unidn de conjuntos
ajustados son también conjuntos ajustados.

Demostracidn. Supdngase que Z y W son ajustados.
Entonces . el lado derecho de la desigualdad <(7.1) es 2defrdo.
El lado tzquierdo de ésta es a lo mads 2def<d) ya que det¢q2
e por definicién la maxima de las deficiencias. Luego
2def(@> = def(ZUW) + def(ZNWI, Por lo tanto ZUW y 2Z2NW san
conjuntos ajustados. o v

Praoposicidn, SI @ = (X, Y, 4> es una grdfica bipartita
tal que al suprimir una arista de G la def(d) se Incrementa,
entonces cada vértice de O tiene a lo mis grado t.

Demozstracidn. Sea d = defdd>. Supdngase que exiate un
vértice x € X tal que Salxd > 1 Sea M'ix> m {yi, y2..., vyr}

62



por definicidn de d. se tiene que 1-r = . Sea a = xy o

ACQ), considérese la grafica G w d - a. Por hipdtesis G°
tendra deticiencla mayor a d. luego, é€sta contiene un
coanjunto 2Z2¢ = X, Z 2 O tal que defa’'(Zi) > d. Dado que

defaCZ.) = d (d es la maxima de las deficiencias), se sigue
que 2Z. debe ser., en @, un subconjunto ajustado tal que x=Zi
'y ademas v solo puede ser adyacente a un vértice de Z., a
saber x. Entonces, del lema 7.2, el conjunte Zo - 2.2
es un conjunto ajustado, que contlene a x. Si 2o = {x}, se
tiene que {{x} - [F¢xd| = 1 - p» = d Puesta que da20,
entonces r » 0 o r ®» 1, Sin embargo, e ha supuesto que
Salxd> > 1. Congidérese entonces Z° = Zo - x, Z' = O.
1Zal = IFCZed] & |Zo) — x| + |x| = [Px)] ~ [FC<Za~-x0]

2 |Zo-x] - [<Z2o-x?| + Ci-prd

€ |Zo~x| - |[F¢Zo-x>] = defacZ’'>
Donde d = defa(Zo> ¢ defalZ’), lo cual es una contradiccién.
Con ésto se concluye la demostracién de. la proposicién. a

Algunas de estas ideas Nevan a considerar la
deficiencia de conjuntos no-vacios tales que .su defticlencia
es negativa. Lo conveniente en este caso es cambiar de signo
a la deficiencia, y definir entonces el excedente de una
crafica.

Definicidn. El excedente de un conjunte Z = X se define
como galZ> m oCZ> ® {[(2)| - |Z| = - def(X>.

El excedente de una grafica G es el minimo excedente de un
subconjunte no vacio de X, y la denotaremas por ol@d.
Obsérvese que defdd) = mix {0, -odi>} El lema 7.1 implica
inmediatamente que .

TCWUZD) + o(WMZ> S odlW) + o(2> <7.4>
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En forma andloga a como se definio un conjunto ajustado en
términas de la deficiencia, se tiene ahora una definicién a
través del excedente. ‘

Definicidn. Un conjunto Z £ X es llamado o-ajustado =i
o(Z) =m gldd.

Aprovechando los resultados que ya se han obtenidao,
podemos enunciar el siguiente lema.

Lema 7.3 Si dos caonjuntos o¢-ajustados tienen una
interseccién no vacia, entonces su interseccidn y su unidn
son tamhién conjuntos o-ajustados. o

El siguiente tearema, funto con el teorema de P. Hal,
producen una buena caracterizacién dal' numera o<G), ya que
st defdd® > 0, entdnces o(d) w -defdd), la cual hace que sea
suficiente conélderax- el caso en que def(d> m 0,

Teorema 7.2, En una gréfica G = (X, Y, 4,2, con
defr<@>= @, o<d> es el mayor entero s que satisface la
sigulente propiedad para cada vértice x € X: si se afiaden s
nuevos vdrtices a X y se conectan dstos con los véz-ucves en
r<x?, resulta una grdfica bipartita que tiene excedente no
negativa. .

D t 14 Primer te se mostrard que s = @
tiene la propledad formulada en el teorema Sea X € X, VY
schn Miy NRjyeop Xa), = nuevos vértices conectados a los
vértices de [(x)>. Ahora, mostraremos que ésto da origen a
una grafica ‘blpart.n.a G en la que para cada 2Z = 0O,
Z S X U {-xt., xoa } se tiene que |[I"a’'(2>| = |Z|.

Caso 1. . St Z &£ X, entonces [la’'(Z)] = |[FalZ>|, luego
s m ogl@ = lélg‘i { |Fa<Z>} - |2] } de donde
IPa’ ¢23] = FacZ3] = {Z] + = = (2.
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Caso 2. St 2 « X, entaonces
[Fa’ €23 = [FalCZAEX-x02 U {x}F = [€2rCX-x3) w {x} + =
z 12X + = = |2

De los casas 1 y 2 se concluye que G ticne excedente no
negativa. Ahora, asumamos que s es un numera con la
propiedad formulada en ¢l tecorema. Se mostrarg que < ¥ gCdd;
lo cual completard la demostracidn del teorema. Sea Z S X,
2=3. Seleccionando un veértice z & 2Z, y afiadlendo s nuevos
vértices =z, .., Zs a la grafica G, conectados éstos a
r¢z>, la ' grafica bilpartita 6, obtenida medtante este
praceso tiene excedente no negativo (por hipédtecsiad. Luego.
IFa¢2>] = |Fa' 2 U {=z1, .., za}d| = |Z U {z1, .., Zza}l

- |2Z{ + 5.

Por lo tanto {Fad¢@d] - (2] =2 &, y termina la demostracidén
del teorema. o

Al ver que el teorema 7.2 da una buena caracterizacidn
del excedente en una grafica bipartita =e considera lo
siguiente: puede probarse que «(G) = £ al exhibir que existe
[X] 4+ = aristac {independientes en cada una de las |X|
graticas bipartitas obtenidas a partir de G al ahadir <
nuevos vértices y conectar a éstos a los vértices de M(xd,
para algian % € X. Por otro lado, puede tambiédn probarse que
@) < < al exhibir un subconjunte Z £ X, no vacio, tal que
Ire2d) < Z) + s AUn cuando el teorema 7.2 da una buena
caracterizacién del excedente, la condicién dada en dste no
ez muy clara. En el case ¢(3) = {1 puede darse una condlcidén
mucho mds buena, antes de establecer ésta, se probard
el sigulente resultado debldo a Las Vergnas <1970 y Lovasz
Cl970).

65



Lema 7.4. Sea G una zrdfica bipartita con 2(@ = = > 0
tal que al suprimir una arista de G, o(@ decrece. Entonces
cada vértice de X tiene grado &£ + 1.

Demostracidn. Sea x = X, y ITted> = {ye, ..:.yn}. Se
desea mostrar que t w o + 1. Por definicién de =, se tiend
que t > o + 1. Al suprimir la arista xy en 4, la grafica
G* m @ = xy. tendrad excedente inferior a <, y asi, ésta
contiene un éonju.nt.o Zi € X, Z2i ®* 0 con va’'(Zi) < s, Dado
que oa(Zi) 2 <&, ge sgsigue que Zi debe ser, en GG, un
subconjunto o-ajustado tal que x € Zi, y ademss, y. debe ‘sap
adyacente a un sdlo vértice de 2Zi, a saber x. Entonces,
del lema 7.3, el conjunto Zo ®» Z: N .. O Zt es un conjunto
o~ajustado. Ningun vértice de ['(x) es adyacente a algtin
vértice de Zo - x. Si 20 = {x} se concluye que
IF<x>| = Kx} = <, es decir [[(x)] = s + 1. En atro caso,
sea Zo - x * 0, entonces {[(Zo-xJ - |Z2o~-x| = =, es decir
II'CZo-nd) 2 & + |Z20-x]. Luego )

ITCZ2a>| = [FODHMCZo-x)| = <sHDIH(|Zo-x|+sd = |2o|+es, -
es decir s wm ['(Zo)] - (20| = 25. St = z 2=, entonces s =m 0
pero & > 0. Por lo tanto se tiene una.contradicciénm, ya que
Z2a es co-ajustado. Luego Zo = {x}. Con ésto =se concluye la
demastracidn del lema, o

Se tiene entances una caracterizacién del minimoe excedente
positivo en una grarica bipartita Ccon respecto a [ 7Y
eldminacién de una apistad. Coma consecuencia. pueade
enunclarse el sigulente teorema que sc¢ refiere a las
graficas acicllicas en las que todos los vertice ticnen grado

dos.
Teorema 7.3. Una grafica bipartita 4 tiene excedente

positivo =i y sdla si d&sta contiene una grafica aciclica H

tal que cada vertice de X tiene grx:ado dos en H.
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Demostracidn., Supdngase que G contlene una grafica
aciclica H tal que cada veértice de X tiene .;x-ada dos en H.
Sea 2 = X, 2 * 0O, tal que

W) m a2y m FaCZ2-|Z2] = Fa@2-12] = 2|12]- |2
I@y = |&| = 0
Luego, «€dY > 0 ya que Z » Q.

Reciprocamente, supdongase que G tiene excedente positivo,
Sea H Lla subgrafica minima de d que contiene a todes los
vértices de X tal que oCH> > 0, Sea @ = A> y sea H = H-a,
entonces v(H’D> < olHd, ya que H es minima de las subgraficas
da @ con excedente positivo. Ningun vértice de H tiene grado
une, ya que €@ > 0. Del lema 7.4 se slg\‘Je que, cada
vértice de X tiene gradao dos en H (H subgrsafica minima de G>
Ahara, supdngase que H contiene un <ciclo 2. luego los
vértices. V&) n X tienen excedente 0, lo cual noa puede
ocurrir ya que o> > 0. Por lo tanto H es aciclea, y

termina la demostracion del teorema. o

Las graticas con excedente pos=sitivo Juezan un papel
importante en la estructura de la teoria de apareamientous en
graficas. A =l mismo, expresiones como (T.4), (7.2 y T,

son tmportantes en las distintas ramas de la combinatoria.

Definicidn. Una funcién fi 2°—> 2, es Namada
submodular st é&sta satistace:
FOIUY) 4 FOLNYD 2 £+ fCY) X, ¥ = S»
Ea Uamada supermadular si
FOUIYD + FONAYD = FCX + FLYD ™. Y 55

Una functén <= lamada moedular &1 ésta es submodular
supermodular.  Obsérvese qv:xe el excedente. la deficlencia vy
la  cardinalidad  sen  funcilones submodular, supermodular 3
modular roecpoctivamente e@obre ol conjunto do vanticow doe una

srafica bipartita. Si la  zgrafica considerada no e

&7



bipartita,. la »ﬁropiedad de . submodularidad v supermodularidad
en el excoedonte - v ’la Adoticiencia no se satisface en. g.:_sner-ai.
El migufeante lema se utildzard papa vertficar la  propledad
de submodularidad en una funclon.

Lema 7.%5. Una funcidén § detinida sobre las  suboon juntos
‘de  un conjunto  finite S ez Submedilar  at v sdla st ta
funcidn  fFX{a}) = XD ez mandtona  decreciente  solde Moz

subconjuntos de S - a0 para cada a -z 5.

Demostracidn. Sean N = Y = S-a. Supdngaze que f es
submadular.  fYodald + FOXN) = fANlae DYl + XA a }dAYY ya
que X < Y. Por otro lado, puesto dque Ff es =wubmodular se
tiene gque fICNA{aiuYl + fIXufab~ed = JX{a)d + fCYd. de
donde fY{a}d) + NI £ fQU{a}d + FCY). Por lo tanto

Fycla > —'f'(Y) 2 fNeaddy -~j(x> para X ¢ ¥ £ 8~ a.

Reciprocamente, supdngzase que la funcién fOefald - FOOD
es mondtona decreciente =aobre los subconjuntos de S - a,
para cada @ £ S, Sean X, Y = 5 - a tales que X < Y. entonces
FOU 1 {a)}d> - O & fYOlald - F<YD, luego
FONAaP+FCY> = FCYUla P+FOO - L a POV H IO {a Y yY)
Haciendo X' = X U {a} =ze tiene que

FOU D + FCY) = FOX-0YD + pCN° QYD
Por lo tanto, f es submodular sobire los subconjuntes de YN, o

A continuacion S rresentan algunos o ptap b ihes

functones submodularez v nupsermodalarss, BEn alzunos Jde extos
ejemplos  la seriticacidn e’ la (ouper o sub)-modutaridad no
s complatamente Larivial,

Ejemplo ¢4, Si ¢ os ona funcidn  detinida  sobre  los
aslamentos de un corgunto tinito Sy

FeX) wm e+ o bl

AN
con o un numero real., entonces f es  una  tuncidn modular.
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Ecsto es para X, Y € S
bl 3 . T &
X = +°.€.x§(a) ¥ FY) = ¢ +u§\'“<a)

’ . =
FCXI+fCY) m Zc +°E§_‘;i“(g? + ¥Cad + e5e

z i-;cx) + = TCad
aERMY ASY= ¢ XOW)

g

= 2c 4+ T Iad + T
QR

S BCad m FCNUYD + FCXAY).

MY

Reciprocamente, cada funcién modular puede ser obtenida

de esta forma.

Definicidn, Una  digrdfica D, es una grafica dirigida
que consiste de un conjunto ne vacio VD>, de vértices, y un
multi-conjuntoe de parejas ordenadas FO), de distintos
elementaos de V), llamadas flechas.

Efemplo 72. Sea D una digrafica, pX> denctard el
numero de flechas de D que entran al conJur'.t.o X = V), p
resulta ger una funcién submodular sobpre los subconjuntos de
V<D). Puesto que para cualesquiera dos conjuntos X, Y £ V2
MBCEXUY> = D CX> U I'BCY> vy T'd CXNY> & I'd X> n D cYd. De
.donde | FBCXUY> | + | TBXAYD | < | THCXd | + | I'HCYd |.

(las flechas con un extremo en X-Y y otro en Y-X, sdlo estin
contadags en pAXUYd + o(XNY). Por lo cual no puede afirmarse
que p sea modulard. .

=]
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Ejemplo 7.3. Sea G = ', A1) ung gratrica, para gada A'S A
eV, A’'> denotarsa el numera de companentes conexas de la
grafica <V, A') con conjunto de vértices VW) v conjunto de
aristas A'. Sea rCA’) = K@) - <V, A°). la funcidn
cCA’) = V', A’) es una funcién supermeodular y »rd\' ) es una
funcién submodular. Primeramente, puede obsdrvarse Jque para
cualesquiera dos conjfuntos Ar, Az = A

cCALtAZ) = cCA1) + cCA2). = cCA1UAZ)
Es decir.
cCA1MA2) +‘c(Aquz) = eCA1d) + cCA2) 74>
Ahora
rCAR) & VA3 -~ cCAs) y ©lA2d = [VKUd| ~ cCA2d>

rCALY + rdazd w 2] - cCALd - c<Az2)
= rlAtUA2) + rCAtMA2Y
‘
Por la tanta, r(A’) e¢= una funciédn submodular.

Ejemplo 7.4. Sea una graficas @ = ¥, 0O ¥y B = V un
conjunto de vértices independientes. Sea f(X> = c(O-XD para
cada X € B. La funcidn f es una funcidn supermodular, Para
verificar esta, considérese X' = ACG-X), para cada XEB.

X m {uv: u e B-X y v € B} o {uur uv = B}
Y ® {uv: u e B-Yy v = B} U {uv: ue = B}
Las aristas de XNY)’' = X‘'uY’ y las aristas de XuY) =
X'NY’'. Para esto se usa el hecho de que B e&s un conjunto
independiente, o mds exactamente, que no existen aristas que
conecten XNX-Y a Y-X. Constiderando, ahora, la funcidén r
definida en el ejemplo anterior se tiene que (XD & cdU~X> =
cCPeEd, X*'> = |X| = V<G| - |X| ~ rcX‘>. Luego
FOX> + FCYD w 2{CGY] - C|X]| + [¥[> = [pCX'D> + p (Y’ 3]
S 2{IVe@3] - (NXUYIHXNY|D - DrcX uY’ 3+pdX Y )
» FCNUYY 4+ FCXNYD. o
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Efemplo 75. Sea M una matriz. S denctars ol canjunts
de columnas de M, Para cada X = %, zea r(X) el rango de la
mairiz formada por las. eolumnas de X. La funelédn r resulta

Ser una tuncidn submodular. Para verificar esto. considérese

a = 5 tal gque a = Y entonces prCYy o) = oY) o
r<Y{a}) m» prdY> + 1. Por otro lade rdXdal) =z mX). o bren
“reXc{a ) = =-rCX). =1 r{Y{a}d - r<Y) | entoncoes

reY. {a}d-rcX{add 5 1Y) = rdX), de donde

rCYu{a}r = (¥ X rNHa}d - rcXd.
StorYulad) = r(Y¥) + 1 entonces r<Yu{a}d - 1Y) = 1 y
rcXu{a)y - rdX)>) = 1, Por lo tanto la funcidn r<Xu{a}d = XD
es una runcién monétona decreciente sobre los subconjuntos
de S-a. Del lema 75 se slgue que p(X) es una funcidn
submodular sobre los subcanjuntos de S.

Ejemplo 7.6. Nuestro ultimoe ejempla esta relactonado a
la teoria de aparcamlentos en zraficas bilpartitas.  Sea
gmeX, Y, 4>, Para cada B = X, rdH) denotara el mdxime numero
de vertices en H que pueden ser aparcados can-l.as vértices
de Y; es decir, sl M es un apareamiento maximo de G - (X-B)
entonces 1<(B> wm |M|. Del teorema V.1 se tiene que

r<Bs = |B| + min {J<C> ~ C = B}
Luegae. rdB) €S una tuncién submodular ya que el excedente es
una funcién submodular. De hecho, =i F es una funcidn
submodular entonces fi1 definlda como f{.X) = mun {fY> ~ YEXY
es también submodular.

Las funclones de los efemplos T4, V.E oy U6 uiencn
algunas proptedades  adicionales: r-¢€0> = U, r ez mondtona
£l ‘econjuntoe .

decrectente v rddx} € 1 para cada ~

para =1 «cual  sviste  una funcidn submodular o con las
caracteristicas anteriores. es Hlamado una matrowde v oa ¢ se

le lama la funcion rango de la mutroide.
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Para =zer mds preciuvos., =zea S un conjunta  vor  una
functén de 27 — 2. Entonces » es Hamada una funclén rango
matroide sobre S sl se satistacen las  sigulentes  ures
condiclanes:

Cad Sf X = S entonces ~<X> = |X],

by =t = 8 entonces rdX> £ Y,

Cc) =i X.¥ = S entonces rcXuY? + rdNAY) = (XD + Yo

La pareja (S, r) es llamada una matroide si r es una funcidn

rango-matroide sobre S.
Las matroides son de gran importancia en combinatoria y
en la teoria de graficas. Algunas {deas tedricas en

matroldes son repetidamente encontradas en la teoria de

apareamientos. Una capracteristica impartante de las
matroldes es 4que uno tiene varias alternativas para
definirlas, de las cuales sgélo discutiremos otra; la
definicidn en .términos de conjuntos independientes. Para

unsa mejor comprensidén del tratamiento de dstas ver Velsh
A9TId y von Randow 1975,

Derinicidn. Sea (5, r> una matrolde. Un conjunte X = S

es independiente si r(X)> = |X|.

Un conjunto que no es independiente es llamado dependiente y
un conjunte minimo dependiente (con respecto a la inclusidnd
es denominado un ecircuito. De la definicién de independencia
se desprenden las sizuientes condiciones:

(1 - 1) 0 es Independiente.

A~ 2> Sil X es independiente y B £ X entorices B es
independiente.

I - 9> St X yv B son independientes y |X| > [B| entonces
existe un elemento x < X - B tal que B v {x} es
independiente.
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Alternativamente, st M es una familia de subconjuntos ‘de s,
tal que en M se satistacen las condiclones (I-12, (I-22 ¥
<I-32, entances M es la familia de los  conjuntos
independientes de una matreoide udnica, (lamande a los
elementoes de M conjuntos independientes).

Asi que una matrolde se puede definir en un cu.n_jun't.o 5,
st se tiene una familla M de conjuntos que se llamardn

independientes en el caso de que valgan <I-1), <I-2), (-3),

Definicion. El rango de un conjunte X es igual al

tamario del maAaNimo subconjunto independiente, es . decir ... .

reX> = [M],

Obsérvese que dada la submodularidad de la funcién rango,
cada conjunta X  tiene sdlo un  gonjunto médximo, 'v.:on 1a
propiedad de que =u rango es igual al x-s-.n;o de X; este
superconjunte se denomina la ¢erradura de X. Un conjunto X
es cerrade sl X colncide con su cerradura: es decir. si al
abfiadir un nuevo elemento a X aumenta St rango. Una maatpotdu

trivial en la que cada con junta s tndependlent.a L2}

equivalentemente en la que ol prangoe Jde un conjunto es igaal
4 su cardinalidad)y  es Hamada una matrowde libre. Lot
funiciones submodulares v las matroldes dJdan orizen a  un

numera de importantes Leoremas miramas que a

generalizan el teorema 1undamental munimax  en  teoria  de
graficas, tales como las teoremas de Kinixz., Menger y otros.

El tearema que a continuacidn =me enuncia. muestra uns
interesante analogia entre las pare jas de conceptas

(0= CORCAVO. Esta analogia

submodulatr-supetrmodular v canve
prede Fel mas explotada aun ver Lovasz ogdds, La
demostracion {ue Squi se presenta usa una tdea stmilar a la
dé Halmos=Vaughn on la demostracion del teorema de Hall,
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Teorema 74. Si §f es una funcidn submodular vy g una
tuncidn  supermodular definidas sobre el conjunta S, tales
que f = . entonces. exizte una funcién modutar h tal que
} Z h z g. 81 se afiade la hipdtesis de que f y g son de
valer entero, entonces h es una tunctdn de valor entera.

Demostracidn. Se usars induccidn sobre |S]. Para |S)=1
se tiene gue f y @ =on funciones modulares, de donde h = §f
o h = g. Ahora, asumiendo que existe una funcldn fi
submodular de valor entero tLal que f 2 f1o T g, fr = f.
Bastaria hallar una funcién modular que separe ft de g. O
bien seria suficiente probar el teorema en el caso en que no
exista una funclén submodular de valor entera que separa a f
de g {(excepto f mismad. Sin pérdida de generalidad puede
definirse fC0> w 0. Ahora, si

F(S-ad + flad = fSH para cada a = S (44853
entonces  f. ., resultaria ser una funcién  modular. Para
veriftcor ésto es suficiente usar 1a propiedad de

monotonicidad de la funciadn diferencia FCND - FCN=-a).
Supdngase que o 2 X = 8, entonces de la submodularidad de  f
e tietie que ,
FX-ad + flad =z fIX-ad v {a}] + (KX-ad % {a})
O bien
fCX=ad + fa) = fXNI + fCOoo 7.6
Por lo tanto. al ser f submadular. la funecidn FOX{a }r-FCND
es mondteona decreciente, g < S, entonces i
SIX=ad U {a}l = fX-ad 2 fICS=ad U {a}]l - jS-ad
O bien
FOO = fX=a) = £S5 = fiS=a) T
Asii, de (T.6> y (7.7) se tiene que .
fCar w flad = fCO) E X = fN-=a) = (S = f(S=g) = fCad,”
de donde FCX) ®» f(X-ad> + fla)d. ‘
Haclendo nuevamente una tnduccidn probaremaos quo
JEXD> = ‘TéxfCa')

74



Para X = {go} se tiene uyue fIX) w f(au.). supdnsase ahora que
FASCIVTVD] -.___%_{(a') con ao = X.

FPar otro lado XD n fOX-ao) + fouod de donde
O -A‘E'.\_"N{'(a') + fCau) = ;E;xf<a)‘

La tuncidn fX) detindda de esta forma  es  una  funcidn
madular., Ahora, supdnzase que existe un elemento a € S tal
que  fS-ay + fCad > fCS), en este caso =se define una nueva
funcion
min (FCX), FX-a) + fCad - 11 si aeX.
FiX> =
Fie & . si aeX.
L.a funcidn fi resulta ser una funciédn submodular, Antes de
verificar ésto veremoes que
min LFCXD. feX~ad) + fea) ~ 11 = fiX~a) + ftad> - 1, X = 5
y @ € X. Ya que § es submodular se tiene gue
FJIAX~a? o {a}] - fX-a> = X v {al> - X0

O bien.
JIX v {a}y -~ al + XD 2 fX o {a}) + fX-ad
es dectp,
AN 0 {a}l - flad + FOX3 = pX U {ap> + fCX-ad
de donde f<X> = fX-a) + jCa). Por lo tanto
FXO = fX-ad + fead - 1.

Para verificar la submodularidad de fi1 counstderaremos log

sigulentes tres casos!

Caso 1. St a &« X vy a = Y. X, ¥ = &, entonces

FL1UXD + f1CYY m fON~a) + fCY-ad + 2fCar - 2
= fleN-arieY-adl + fLCX-adelY-ad] + Zfad> - 2
= FLeXuYd=y]l + FIAXNYDI~a) + Zfcad = 2
» f1UXOY) + f1rdXNY).
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Caco 2. Sl a @ X v a « ¥, entonces
FLEXD + f1CY) m FOXD + FOY) 2 FfINUY)Y 4+ fLXNY)D

m FLOXUYD + fi XY,
Caco 3. S5l o = X va & Y. entonces
FLOXD + faCYD @ FCX=atD + fad = 1+ fCY)

o fUX=aduYl + JTON-adnY] + fad - 1

o FICNUYD=al + F1CNNYD + fCad - 1

. FONIYD + F1EXNYD.,
Luego, f = fr v Ff = ft ya que fi(ad = ad ~1. Podemos
suponer entances que fi = g, es decir, supongamos que existe
un conjunto Z tal que £fi(2Z> < gCZ). Ademas para cualquier
conjunto Z. f&d = fZ) - 1, por definictén de fi. Luego
fiCZ) m f(Z> - 1 = gC2) - 1. Asi, existe un conjunto Z2 = O y
Z = S tal que F(Z> = gC2). Conslderemos shora las funciones
f v g restringidas a Z. Por la hipdtesis de induccion existe
una tuncién modular h: sobre Z que separa a f y g. Por otro
lado consideremos a fC2uX) y g(ZUX> como dos funciones sobre
S - 2Z, las cuales resultan ser submodular y sSupermodular
respectivamente. Nuevamente por hipotesis de induccidn
existe una funcidn madular bz scobre S - 2 que las separa.
Definamos

hCXD) = pudXn2Z> + hadX-2) - <2
sobre todos los subconjuntos de S, h es una funcidén modular
que separa a f y g. Verificaremos primeramente la propledad
de modularidad. Sean X. Y = S

ACXO+HRCY) = XN Zo+h2CX-2)- fCZ) + CYNZI+hz(Y-2Z0- £C22
= UL ONAZIUCYNZO I+l CNZINCYNZ D IRl N =2 Y - ZON-2 FC2)
@ PualdXuYINZ) + hANUYDI-2] + haldXrYI-2Z) - 22

= hI(NUYD + hdXmY),

La segzunda afirmacidn se sigue de

ACXD = X2 + h2<X-2> - £C2> % }c.\t-?.‘) + SON2ZY - fCZ>
2 £ Cya que f es submodulars.

76



Por otro lado
hOXD ® RiCNAZ) + h2EX-2) - fUZ) 2 geXr2)y + glNn2) - g¢@>

= gXo CH(2Zimg(2Zy, g es supermodular).

Con dsto terminamoes la demostracion del teorema. 2

Observacidn. El teorema T4 puede ser usado para
abtener un zran numero de resultados en comblnal‘oy-la. tales
come los teoremas de Kdnig y Mengzer., de orientacidn de
graficas ¢ otros. En este trabajo se exponen sdlo algunas de
estas consecuencias, comao por ejemplo el siguiente
resultado.

Teorema (Teorema .de Iinterseccidn de Matroides) 7.5.
Supdngase que (S, r1> y (S. rz) son dos matroides sobre el
mismo conjunto. El numero maximo de elementos de un conjunto
independiente comin de luas dos 'mat,roldes ez {zual al mnimo
de ri(X> + rz2(S-X) sobre todos los X = S.

DPemostracidn. Sea b = min {riX> + r2eS=X) / X = ¥} y
sean FEX> » min [k, ridX)),

gCXD w max [0, k-r2(S-XD).
f es una funcién submodular ya que min [k, r(Xd] = rCXD.
ri es submodular, g es una funcién supermodular ya que

max [0, A-rz(S-X3) » k - r2(S-X> vy

glX> + gCYD> m R - ra(S-X) + kb - r205-Y>
= 2K - ra2dS-XoYdy - r2dS-XmY)
= g<(XY) + glXnY)D,

Ademss, por la definicion de &k, §f = g. Del teorema 7.4 se
sigue que existe una funcidn madular h de valor entero que
separa a f y g. Puesto dque fO) w» gld = 0, se tiene que
h<@> = 0, dado que 0 = glad> = pCad = 1 para cada a 5 S, =se

tiune que hiéad m O o 1. Soa A = |ja &« $ / head> = 1} ¢

he(X) = XAl para cada X = 5. Luego., hCAY = Al < fLAY v
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ESTA TESIS N® DEBE
SELIR BE LA BIELIOTECA

Luego,
IM| = min {rxV<EIAXD + rviV CACOI-BIXMYY ~ B = A<D}
= min {rx<FAXY + ryCFWY)> 7 F es un cubrimiento por
vartices de-G)».
VEB> U [V<AWI-B>] forma un cubrimiento en 6>, termina la

demostracion del teorema. o

El teorema de Kinig <1931> puede ser obtanido detorminanda
rRCWY @ (W] y rv(2) m |2| para cada W = XYy 2 = Y.

A grandes rasgos =e termina con esta seccldn un
desarrollo de los apareamientos en sraficas bipartitas, por
medio del cual ha sido pomible detectar la utilidad de éstos
en la soluctén de problemas que con frecuencia se presentan
en los diferentes sistemas soctales Yy naturales en los que
interviene el hombre, asi como visualizar el alcarnce tedrico
de este concepto en la teoria de grificas.

Cabe hacer mencidén que el concepto de apareamienta. que
fue al punto central del presente Lz_vabs_}o. puede
desarrallarse ain mas a través de la teoria de espucios
independientes. Lo cual permite tener una visidn mis general

de éste en el campo de estudio de las matemsaticas.
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m.(lD = |A|l lo cual implica que A e= lm!epehdiente en S,
Yy que JA| X k. Por otra lado. 0 ® h(S-A) = gCS-A) lo cual
implica que 0 = Kk - p20a> a2g decar r2dA> = k. Luege
JAl 2= k& = rz(A) = |Al. es dectr r2¢A) = |A] = k. Jo  oual
implica que A es un conjunto independiente comuan, -le las doo.
matroldes, de tamafio k. Ahora «l hecho de e un conjunto
tndependiente B. comeir de das matrotdes no sea ales
cardinaltdad mavor dJque §k =e sigue de que si X es un
subconjunto tal que minimiza ricX? + r2¢S5=-X> entonces

|B| = (BAX| + [BOAS-X3| w ~iCBeX) + r2CBriS~Xd)
ya que B es un conjunto independiente. Por otro lado
ruCBrX) + r2(BncS-X2) = ri0+ra(Bi)-r i (BUXD+rzCB)+r2¢S-Xo-

~r2¢BUCS-X2)
= X)) + r2¢s-X.

Por lo tanto [B| = riCX> + rz(S_-X) = k. Con ésto termina la
demostracién del teorema. o ’

A continuacion se enuncia otra versidn del teorema de
Interseccidén de Matreides, la cual es una generallzacidn del
teorema de Kiénig C(Algner y Dowling 19712,

Teaorema 7.6. Sea <] .una grarica bipartita con
biparticidn <X, ¥)> y sean (X, r®) y <, rv> dos matroides.
La cardinalidad mdxima de un aparecamiento de 4, que es un
canjunto independiente en ambas matroildes, es igual al
minimo rango de un cubrimiento por vértices, es decir, el
minimo de rx<FNX> + rv(FNY), sobre todos los cubrimientos
por vértices F. :
) Demostracidn. Sea S ® AWGd, riCB> =  rrVENAXD,
r2¢Bd w rydVEdAY). Sea M un apareamiento méximo de O tal
que M  es un conjunto independiente comuin a ambas matroides.

Del teorema de Interseccidn de matroldes se sigue que

M| » mir {riCB> + r2(S-B> ~ B = S}
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