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Notación y terminología 

Sea P el plano euclideano, sea Gel grupo de sus.simetrías. Un mosuicó en P es 

una cubierta c1' de subconjuntos compactos de P tal que 

a. Sea int el operador interior (topológico). Para cada e, e' E c1' se tiene que int(c) í'l 

int(c') * 0 implica e =e'. 

b. Existe H, subgrupo de G, tal que H(c) = 11', con e e 11'. 

Los elementos de c1' son llamados las figuras de P, la clase de las figuras de P módulo G 

es llamada la figura generadora del mosaico 11'. 

Sea J un grupo. Dado un J-conjunto S, sea TJ el conjunto de los elementos g e J 
tales que gx = x, para algún x en S, implique g =l. Llamemos a TJ el conjunto de las 
traslaciones del J-conjunto S . En los casos en los que estamos interesados en esta tesis, 
T J es un grupo. 
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1. Introducción 

l. l. Un tabl.:ro 1111iversúl es un mosaico z en el plano euclideano P tal que su figura 
generadora sea la clase de congrnencia de un cuadrado sólido. Una casilla es una figura 
de z. Sea Gel grupo de las simetrias del plano P. Para cada H subgrnpo de G sea H(X) el 
subgrupo de los elementos /¡ en H tales que para cada casilla e el conjunto h(c) sea una 
casilla de z. Notemos que el grupo G(z) es el grupo de simetrias de z. 

Sea T un subgrupo de TG<z). Entonces T es un grupo abeliano cuyo rango es O, 
l, ó 2, actuando de manera propiamente discontinua en P, correspondiendo P módulo Ta 
un plano, a un cilindro, ó a un toro, respectivamente. Además vemos que P módulo T 
está provisto de un mosaico (i.e. el inducido por X) que denotamos XT. Sea G(XT) el 
grupo de las simetrías de XT, que vemos naturalmente incluido en G(X). 

1.2. Vemos que para cada T' s; T s; TG(z¡ hay un triángulo conmutativo de proyecciones 
naturales 

Notemos que podemos ver el conjunto de los mosaicos XT , con T s; TG(z), como 
objetos de una categoria C en ·la que, si T',;; T s; TG(z), hacemos C(XT', XT) : = {zr}, 
donde 1t' es la proyección natural de XT' a Xr , y C(XT , XT') es el conjunto de las 
funciones z que van del conj~nto de ~las casillas de XT al conjunto de las casillas de :x;T' 
tales que m: = 1, donde l es la identidad en XT: nos referiremos a CiXT , XT·) como el 
conjunto de las s.:ccio11es de la proyección 1t'. No volveremos a tocar la Teoría de las 
Categorias, salvo en la siguiente 

Observación El mosaico X es un t>bjeto universalmente repelente en C. 

1.3. Identifiquemos a TG(X) con el grupo abeliano subyacente a la Z-álgebra de los 
enteros gaussianos A := ZI i 1 extendiendo 

de.1plúzúr cúda casil!ú 111111 casillú ú lú derechú ~ /, 
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desplazar cada c'asil/a 1111a casilla hacia arrihiJ ~ i, 

a un (único) isomorfismo de grupos. Vemos que esto induce una identificación de 
TG<Xrl con el grupo A/T. 

Formemos el espacio punteado C:Xr• e), donde e es una casilla de :Xr. Para cada e 
existe un v en TGíXJ tal que e = 1· + c. Tal \' es único módulo T'. A través de la 
identificación de arriba podemos dotar al mosaico punteado !:Xr, e') de coordenadas en el 
Z-módulo cociente A/T'. 

1.4. El grupo de las simetrías de (:Xr, <.'), que denotamos G(:Xr , e), es por definición el 
conjunto de los elementos gen G(:XT') tales que ge= c. Podemos ver a G(:X, e) como el 
grupos de las simetrías de la casilla c. Consecuentemente G(:X, e) es (en un sentido 
geométrico) canónicamente isomorfo al grupo diédrico D 4 • En coordenadas podemos ver 
a D 4 generado por los siguientes 2 Z-automorfismos de A: 

a+hi ~a-bi, 

a +hi ~b +al, 

que denotamos 1ey A, respectivamente. El grupo R := <r>, donde r := AIC, es llamado el 
grupo de las rotaciones del mosaico punteado C:X. e). Notemos que la función que asocia 
a cada u en el grupo multiplicativo de las unidades del anillo A el automortismo Z-lineal 
deA dado por 

11' ~llW, 

se restringe a un isomorfismo sobre R. Vemos además que bajo este isomorfismo 
corresponde al generador r. 

1.5. La inclusión natural de G(:Xr) en G(:X) se restringe a una inclusión natural de G(:Xr, 
cr) en G(:X, e). Un tahlero es un mó'saico :Xr tal que G(:Xr, crl = G(:X, e), para alguna 
casilla e de :x. Un tablero punteado es un mosaico punteado (:Xr, cr) en el cual :Xr es un 
tablero para alguna casilla e de :x. 

Observación Si el mosaico punteado !:Xr, Cr), con e casilla de :x. se ve en coordenadas 
como AlaA, con a E A, entonces :Xu := :Xr es un tablero. 

Proposición Si el mosaico :Xr es un tablero entonces Xa = :Xr, para algún a E A definido 
de manera única módulo R. 
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Demo.\lrad1i11 
En particular tenemos que iT = T. Pero ZT = T, entonces A T = T, es decir, Tes un ideal 
de A. Recordando que A es un dominio de ideales principales, vemos que existe a E A, 
definido de manera única salvo unidades, tal que aA = T. Entonces podemos concluir 
que <Xr , e) se ve en coordenadas como AlaA, para a e A definido de manera ünica 
móduloR. 

Decimos que el tablero Xa es real si el ideal aA puede ser generado por un 
elemento en Z. 

1.6. Sea me A. Una pieza en Xm es un subconjuntoµ\;;;; TG(_x.,)\{Oml• un movimiento de 

p es cualquier v e p. Si d l m entonces la proyección de la pieza p al tablero Xd es el 

conjunto x(p)\{Od}, donde tr es la proyección de Xm a ld ; si q es una pieza en X 

denotamos qm la proyección de q en el tablero Xm. Decimos que una piezap es cíclica si 
p = Zv \{Oml• con ve TG(Xm); decimos quep es una estrella si 

p=(UZv)\Om, 
\'ES 

para algún S \;;;; TG(Xml ; en caso de que para cada v e S se tenga que 1Zv1 =im/ entonces 

decimos que la estrella es brillante. Definiendo en términos de las coordenadas usuales 
las siguientes piezas en ;ic: 

torre:= (Zi u Z)\ {O}, 

alfil:= ( Z( 1 + i) u Z(I - i) )\{O}, 

dama := torre U alfil, 

Observación Para cada m e N tenemos que la torre.,, el alfilm, y la damam son estrellas 

brillantes. 

1.7. Una posición en Xm es una funciónfdel conjunto del las casillas de Xm al conjunto 

potencia f'(TG(Xml\{Om}J. Decimos que la casilla e de Xm es una colocaciá11 de la piezap 

en la posiciónfsij{c) =p. Supongamos que tenemos colocaciones de piezas p y q en las 
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.,,-,': 
·--,- c-'o-.-_-;---:- - -·-·. 

casillas e y e, respectivamente;péciTos ~'ue í~ c:$1oc~ciónc de P ataca a una colocación 

e de q si v +e= e, para algún movimiento, v decp: Déciinos que la posición f ¿s p~pw::íjic<J 
- ·-- -

si no hay colocación e de la pieza p en la posición f que ataque a una colocación de una 

pieza no vacía. 

1.8. Desde este 11111111e11tu lwst<J el ji11<J/ de est<J tesis 11os restringiremos <ll <"<l.1·0 Je l<1s 

posiciones f e11 las que, a lo más. hay 1111a colocación de una pieza 1w vacía. 
Identifiquemos pues cada posición/ con el conjunto de las casillas e de Xm tales que j{c) 

"'- 0. Definimos la proyección de una posición C del tablero Xm al tablero lJ , es la 

posición lt(C) en lJ, donde% es la proyección de Xm a lJ .. Una sección de una posición 

C del tablero lJ al tablero Xm es la posición z(C), donde z es una sección de la proyección 

11:. 

Observación Sea p una estrella brillante de un tablero real Xm . Si C es una posición p­

pacifica en el tablero Xm entonces 1 C 1 :;:; m. 

Decimos que la posición C del tablero Xm es una solución al problema de la pieza 

p en el tablero lm si e es p-pacífica y 1 e 1 = 111. 

2. El teorema de Euler-Hurwitz y la existencia de 
soluciones al problema de las damas. 

2.1. Sea /11 un entero positi..:o. Sea~C una solución al problema de las •hrni: en Xm· 
Notemos que podemos ver a (Xm• e) en coordenadas como Zmxzm . Entonces la solución 

C puede verse como la gráfica de una función 'r del primer factor al segundo factor del 

producto z.,xzm. 

Proposición La posición C es una solución al problema de las damas en Xm si y sólo si 

las ecuaciones 

X - y 't(X) - 't'(y), 
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con x, y e Zm sólo se satisfacen trivialmente ( i.e. 

De111ostració11 
La posición C no es solución al problema de las dllmas.siysóJO'siexiste11 c,éenC tales · 
que v =e -e, con ve a/film. En coordenadas e= (x, i(.~)); e ;=(y, ~))/y v ;;,,(/;'(+!7)1) 

esto se traduce a 

(/,+/-{)=(X, i(X)) -01, i(y)), 

con I e Zm no nulo. Esto equivale a que la ecuación 

X -y = (+/-J(it,v) - i(x)), 

tiene una solución no trivial. 

El hecho de que las ecuaciones de la proposición de arriba no tengan una solución 

no trivial equivale a que cada una de las ecuaciones 

X - 't(X) = }' - 'Z(y), 

X + 't(x) =y + 't(y), 

~ 

implique x =y. En otras palabras, tenemos el siguiente 

Corolario La posición C es una solución al problema de las damas en :;c., si y sólo si el 

conjunto 

{X - i(x) 1 X E Zm } 

y el conjunto 

{x + 't(x) 1 x e Z., } 
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tienen cardinalidad m. 

Teorema(Euler) Si C es solución al problema de las damas en Xm entonces 2 n.o divide a 

//l. 

De111ostració11 
Si suponemos que 2 I m tendríamos que :!:x = (111/2)m , y consecuentemente llegaríamos a 

que 

(m/2)m = r.(x + 't(x)) = :!:x + r.'t(x) = (m/2)m + (m/2)m = Om, 

que es un absurdo. Asi concluimos que 2 no divide a 111. 

Teorema(Hurwitz) Si C es solución al problema de las damas en Xm entonces 3 no 

divide a 111. 

De111ostració11 

l. Consideremos que 

r.(x - 't(x))2 = r.x2 

r.."1:2 -ñ:'t(x)x + :r.'t(x)2 = fa2 

r.x2 = 2r.'t(x)x , 

pero 

r.¡x - 't(x))2 = r.cx + 't(x))2 , 
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entonces 

pero 

12 + 22 + 32 + ... +mz= ;;l(m+.l)(2n1+!)/6, 

entonces 

(m + l)l2m + 1)3 = 03 • 

Si suponemos que 3 I m tendríamos que m3 = 03 y consecuentemente 

y llegaríamos a que 13 = 03 , que es un absurdo. Asi concluimos que 3 no divide a 111. 

2.2. Consideremos el tablero ,punteado <Xm• e). Decimos que una posición es cíclica si C 

= Zv, para algún v E TG(Xm>· ~ 
Supongamos que C una solución cíclica al problema de las torres en (Xm• e). 

Entonces la permutación asociada a C es de la fom1a 't(x) = kx, con k E Zm. Además 

tenemos la siguiente 

Proposición La posición cíclica C dada por 't(x) = hes una solución al problema de las 

damas en Xm sí y sólo si tanto 1 + k como 1 - k son elementos invertibles en el anillo Zm. 
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DemostradtÍn 

Notemos que 1 +/- k es unidad en Zm si y sólo si x ~ ( 1 +/- k)x es una biyección, 
que es lo mismo que decir que el conjunto lx +!- kx 1 x E Zm } tenga cardinalidad m. 

Dado el corolario a la proposición en ( 2.1) esto equivale a decir que C sea solución al 

problema de las damas en Xm· 

Supongamos que ni 2 ni 3 divide a m. Vemos que para el caso en que k := 2m la 
solución cíclica es una solución al problema de las damas en Zm ya que tanto ( 1 + 2)m 

como ( 1 - 2lm son unidades en Xm· Así llegamos al recíproco del teorema de Euler­

Hurwitz en el siguiente 

Corolario Si ni 2 ni 3 dividen a /11 entonces existe una solución al problema de las damas 

enxm• 

Sin embargo no todas las soluciones al problema de las damas son cíclicas como 

podemos verlo en la siguiente 

Proposición La permutación -ren el conjunto Z 13 dada por 

i(1313) = 1313, 

i( 113) = 613, 

i(213) = 1013• 

i(313) = 213• 

1(413) = 713• 

1(513) = 1213, 

1( 613) = 413, 

1(713) = 1913, 

1(813) = 113• 

't(913) = 513• 

't(l013) = 11 13 , 

1(1113) = 813, 

't(l21il =31)• 

representa una solución no-cíclica al problema de las damas en Zm . 
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De111ostradó11 

Para ver que~ representa una soluc.i.ó~)í ¡it~bÍe.ii~~~e i~§ci~friaiFfXba~!ª shecar que 

los miembros izquierdos de cada una cie' lascsi~ie~t§.5,2~iT~f~ S§iii (i'i~tfo.tos d~s a dos:. 

13 ", ~;i:~.~il~( ~" ;~:;~~:,~'~f ,;~~ \~ 
213+l0u=·1213; " :713::¡10i)=513• . 

313+213;,,513• . 3;3-';213,;,,!13;'_ 
4;3 +: 713=11 13, · 4¡;-'~7 13;,;'10 1 j, 
513+ 121J= 413; S~3-i213',;,613· 
613 +413"" 1013· < 613 "'."413;,213; 
"Í13+913,;;,j13• ·••. i13-913=Ú1:Í• 

' - .. ' 

813 t l¡;=.913; . -

913 + 513= 113; 

1013+ l l 13= 813• 

l l 13 + 813= 613• 

1213 + 313= 213, 

_8í3 ¿¡1;~11;, 
913 - s 13;, 413• 

1013- 10¡3= 1213, 

1113 - 813= 313, 
1213 - 313= 913. 

Si suponemos que es cíclica, tendríamos que como Z 13 es un campo, C corresponde al 
lugar geométrico de una línea cuya pendiente µ esta dada por µ =a(x)/x, para cualquier x 

e Z,. no nula, digamos µ = a( 113) = 613. De esta manera tendríamos que a(2 13) = 1213, 

pero de la definición de a vemos que a(213) = 1013, llegando así a una contradicción. 

Observación Se puede ver por ensayo y error que la solución de la proposición de arriba, 

entre las soluciones no-cíclicas, tiene cardinalidad mínima. 

3. El producto de Polya 

3.1 Sean 

z,.: (X.,.. c)---7 rx. ... ' c1 

secciones . El producto de Po/ya de z1 con z2 , que denotamos z1 ® z2 , es la composición: 
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. Z¡ X z2 ··. . 

Xm"'X.~X,,;,; X 0Xmir~cx,;,., 

donde ;:1 x z2 está definido por (x. y) 1~ ( z1(x); z2(y) )/y'- está dado por 

(X, y) I~ /L'C +y. 

A cada pareja (C1 , C2 ). donde C 1 es una posición en tXm• e) y C2 es una posición 

en x •. el producto de Polvu de e, COll e, 'respecto a ( z,. Z2 ). es la posición en Xmn 
definida por: 

[Limitándonos a secciones zde (Xk, ck) a (X, c) tales que en coordenadas 
zi(X,¡.)= {!,. .. ,k}x {!,. .. ,k}, 

vemos que el producto de Polya corresponde asi al producto de Kronecker de matrices.] 

Observación Para cada de 11z1(C1) tenemos que d + z2(C2) es una sección de C2• 

Proposición El producto de Polya C10C2 se descompone como unión ajena de 

secciones de C; de la siguiente manera 

Denro~'lracüin 

Supongamos que .:xisten d', d" E 11z1(C1), diferentes, tales que 

Entonces existirían e, e' eC2 tales que 
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'e .··o•,,• 

donde d := d'- ti" . Entonces, si n den~Ü1iirny~cció~ de Xmn a Xn, tendríamos 
que 

pero d E 11 TG(Xmnl, entonces 

ntz2(c) + d) ~ n(;i(c~>,, 

n:z2(c) + n( d) = n{z2(c)); 

e+ n( ti) =e,'. 

e+ o.= e'' 

c=c', 

concluyéndose así que el'= d", que es absurdo. Entonces los uniendos son ajenos dos a 
dos. 

Corolario Tenemos la identidad 

Demostración 

Claramente para cada d E 11 z1(C 1) tenemos que 

Entonces basta demostrar que 

Para este fin, si consideramos z1(c'), z1(c") E z1(C1), con e·, e" EC1 tales que e := 
Z¡(t')- z,(c'') 7' omn' basta que demostremos que lle 7' ºm•. Si fuera cierto que llC = omn 
tendríamos que 

ne E 11111TG{X). 

entonces 

14 



Si n es la proyección deXm~ ah ent~nces 

om = m~:) =~z,is1Si,<i~1gn:i,cs 1~ iri,<c .. ) =e.:_ e·· 

entonces .. 

y concluiríamos que e= Om, que es absurdo. 

3.2 Seap una pieza en :x. 

Lema Sea z una sección de Xm a Xm,, . Si C es una posición Pm -pacífica en Xm entonces 
z(C) es una posiciónpm11-pacífica en Xmn. 

Demostración 
Supongamos que z(C) no es p.,,,-pacífica. Entonces existen z(c), z(c1 e z(C), con e, e' e 
e tales que 

v + z(c) = z(c~, 

para algún Y E Pmn. Sea 1t la proyección de Xm,. a Xm . 

Entonces 

n(y + z(c)) = z(c1, 

nM + m:{c) = n::(c1, 

n(v) +e= e' 

Como 1r(V) IÍÓ Pm ce es por hipótesis Pm-pacífica) tendríamos que n(v) E om 'que implica 
que 

(' = t''. 

z(c) = z(c'),, 

y concluiriamos así que \' ó1' Pmn , que es absurdo. Entonces z(L') es Pm11-pacífica. 
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Decimos que la pieza Pmn tiene la propiedud de Polyu, que denotamos P n , si para 
cada v E TG(Xmn> se tiene que nv E Pmn implica v E Pmn. Así llegamos al siguiente 

Lema Si la piezapmn tiene la propiedad P., entonces 11z(C) es Pm.-pacifica. 

Teorema Supongamos que la pieza Pmn tiene la propiedad P •. Entonces, si C1 es Pm -
pacifica y C2 es µ.-pacífica entonces C 1©C2 es Pm.-pacifica. 

Demostración 
Supongamos que C1©C2 no es Pm.-pacífica. Entonces habrían k y k' E C 1®C2 tales que 
v:= k- k' E Pmn. Entonces existen d, d' E 11z1(C1) tales que 

k' E d' + Z2(C2)· 

En otras palabras k = d + z2(c) y k' = d' + z2(c1, con e, e' E C2 • Entonces 

* v = d - d' + zi(c) - zi(c1. 

Si 1t es la proyección de Xmn a Xn entonces ' 

n(v) = n(d- d' )+ m:i{ e)- m:2(c'). 

Viendo que d-d' E nTG(Xmn) y simplificando, obtenemos 

1t(v) = e - e'. 

Como por hipótesis C 1 es una posición µ.,-pacífica, necesariamente e =e'. De manera 
que la ecuación ( *) se reduce a 

V= t/-d'. 

que significa que 1iz1(C1) no es p.-pacífica, lo cual a la luz del lema anterior, es un 
absurdo. Así concluimos que C 1©C2 es Pm.-pacifica. 

Proposición Si Pmn es brillante entonces tiene la propiedad P n· 
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Demostración . ·. . . 
Sea 11· E TG(Xmn) y supongamos que 11w E Pmn •. Entonces existe v E S tal quenw E Zv. 
El hecho de que TG(Xmnl sea un zm.-módulo libre implica que Zv es maximal en la 
familia de las Zm,.-módulos cíclicos. Así concluimos que 11· E ZI'. 

Teorema Si C 1 es una solución al problema de las damas en X., y C2 es una solución al 
problema de las damas en )'.,. , entonces C10C2 es solución al problema de las damas en 

Xmn· 

Demostración 
Se sigue del corolario en (3.1) que la cardinalidad de C 1®C2 es la requerida. Por otro 
lado, el hecho de que C 1®C2 sea damamn·pacífica se desprende del teorema en (3.2), y la 
proposición de arriba, al observar que la dama es una estrella brillante. 

4. Conexión con la aritmética de la forma cuadrática x2 + y2 

4.1 Sea Cuna solución al problema de las m damas en (Xm , e), es decir una solución para 

el tablero Xm tal que e E C. El grupo de las simetrias de C, que denotamos G(C), es el 

conjunto de los elementos g E G<Xm, e) tales que gC =C. 

Proposición Para el caso m = 1 tenemos G(C) = D 4 , en los <lemas casos G(C),;;; R. 

De111ostració11 
Basta con que demostremos que C no es ni JC-invariante ni A-invariante. Como m > 1 

hay una dama colocada en una casilla x + yim := e "' o ... Si C fuera JC-invariante 

tendríamos que e/:= X - yim ~ c. Veamos que d - t' = 2x y notemos que 2x "' om (El 

teorema de Euler implica que 2 no divide a 111, entonces suponer 2x = O,. conduciría a que 

x = Om y así concluiríamos que e =y atacaria a la dama colocada en 0,,.), de manera que 

·d - e es un movimiento de torre, contradiciendo el hecho de que C sea solución. 

Consecuentemente C no es JC-invariante. Si C fuera A.- simétrica ten<lriamos que d: =y+ 

xi E C. Vean1os que e -d = x -y+ (y -x)i"' Om (suponer que e -el= O,. nos conduce a 

X = y. X + y = º·· ' y obtendríamos 2x = om ' 2y = o,. y, por el teorema de Euler, 
concluiríamos que x = O , y = 0), de manera que e - el es un movimiento de alfil, 

contradiciendo el hecho <le que: C sea solución. Consecuentemente C tampoco es A.­

simétrica. 
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Corolario Si C tiene la propiedad adicional de sercíclí.ca~entonces la iínica simetría no 

ttivial de Ces la R-invariancia. 

Teorema Supongamos que C es cíclica y R-invariante. Entonces existe p en A, 
determinado de manera única módulo R, que satisface· las siguientes 2 propiedades: 

l. Si p =a+ bi, con a, ben Z, entonces a1 + b1 = m, 

Il.Zpm=C. 

Demostración 
Veamos qu.: ZmC = e y que ;me = e, entonces Z.,[i.,]e = e, pero Zm[im] = AlmA, 
entonces e es ideal de AlmA. Por uno de los teoremas de isomorfismo de Noether 
llegamos a que w1(C) es un ideal de A. Pero A es un dominio de ideales principales (ver 
el apéndice 1), entonces existe p en wi(e) tal que pA = w 1(C). Sea p =a+ bi, con a, b 
en Z. Recordemos que la norma N de la Z-álgebra A tiene la propiedad 

ai + bl = N ( a + bi) = \ AlpA \ 

Por otro lado recordemos que hay un isomorfismo canónico de Z-módulos entre AlpA y 
(A/mA) I e, y además tenemos que 

\(AlmA)te\ = \(AlmA)\ I \e\ =m1/m=m. 

Consecuentemente 

ai + b1 = m, 

demostrando así que p satisfa,¡:e la propiedad (1). Por otro lado notemos que como Z+Zi 
=A entonces Zp+Zpi = pA , así es ~que Zp., +Zp.,i., = e. Como i es una unidad en A 
tenemos que i., es unidad en AlmA, así es que p., tiene el mismo orden que p.,í.,. Como 
e es cíclico esto implica que Zpm = Zpmim , entonces concluimos que Zpm = C, 
demostrando así que p satisface la propiedad (II). Finalmente, sí suponemos que existe 
otro p' que satisface la propiedad (1), tendriamos que Alp'A = m. Entonces el 
epimorfismo canónico de Alp'A sobre AlpA es un isomorfismo, es decir, p'A = pA. 
Entoinces existe 11 en A invertible tal que p' = 11p. Asi concluimos que p' y p están en la 
misma clase módulo R . 

Teorema Para cada p en A que satisface ( l) y ( ll) tenemos que C : = Zpm es R-simétrica. 
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Demostradón 
Escribamos p = a + hi, con u. h en Z. Notemo~ que como Ces en particular solución al 
problema de las torres en lXm• o) tenemos que am y bm son unidades en Z/mZ. Entonces r 

um lhm)-1 está bien definido. Veamos que 

pero vemos que r1 = -1 m • Entonces 

que, como C es cíclica, nos permite concluir que i mPm pertenece a Zpm, es decir C es R­
simétrica. 
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Apéndice 1: El anillo de los enteros gaus.danos. 

l. Dada una extensión finita de campos EIF, la norma de la extensión E /F es una 

función de E a F, que denotamos NF.1F• definida para cada CL E A comó el determinante 

de la transformación F-lineal 

a:E~E. x i--ct.x. 

Teorema Sea 1 el grado de inseparabilidad de la extensión E/F. Sea \ a1 , ... ,an} el 

conjunto de todos los morfismos de campos (i.e. encajes) de Fa E. Tenemos la fórmula 

Demostració11 
Primero se demuestra para el caso en que E= F(a.), considerando que la matriz de a 
relativa a la base { \, a., a.2, ... , a.d-1 }, donde des el grado del polinomio minimo de a. 

sobre F, es una matriz 'compañera'. El caso general se obtiene factorizando EIF a través 

deF(a). 

Denotando K' al grupo multiplictivo de sus elementos invertibles de K, vemos que para 

cada inclusión E 2 F, tal que E /F sea finita, la norma N EIF restringida de E• a F' es un 

morfismo de grupos. Tenemos a un paso tenemos el siguiente 

C!)rolario Sea K la categoria en la que los objetos son todos los campos, y donde los 

morfismos son las inclusiones E 2 F tales que E /F es finita. Se puede demostrar. que el 
asignar a cada campo K el g~po K'~ y a cada inclusión E 2 F tal que E/Fes finita, el 

morfismo de grupos NEIF, es un functor, que denotamos N, de Ka la categoria de los 

grupos. 

2. Un anillo euclidiano es una pareja (A, á), donde A es un dominio entero y d es una 

función que va de A• a los enteros, que satisface los siguientes dos axiomas: 

a. Para cada a. h en A' se tiene d(a) '.5 d(ah). 
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d(r)<d(h). 

Proposición Un anillo euclideano (A, d) es un anillo de ide~i'es principales. 

De11111straci1í11 

Sea J un ideal de A. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I ~ {O}. Así es que 

existe g E 1 con d(g) mínimo. Escribamos cada x E J en la forma x = tg + r, con t , r E A 

tales que d(r) < d(g) ó r = O. Notemos que tg E /, consecuentemente r E J. 

Necesariamente r = O ya que g tiene la propiedad de minimizar d en J. Así concluimos 

quex E gA. 

3. El anillo de los ellferos ga11ssianos el la Z-álgebra A que se obtiene al adjuntar al 

anillo de los enteros Z el número complejo i. La norma /\C/R, del campo de los números 

complejos Cal campo de los números reales R, se restringe a un morfismo de monoides 

de Ax a Z, que denotamos por simplicidad N, y lo llamamos la norma de los enteros 
gaussianos. Notemos que para cada a. E A tenemos que N(a.) = a.O(a.), donde a es la 

conocida conjugación compleja a + hi ~a - bi. 

Teorema La pareja (A, N) es un anillo euclideano. 

Den1ostració11 

Claramente sólo falta demostrar que N satisface la propiedad (b). Necesitaremos un 

Lema Sea n entero positivo, sea y E A. Entonces existen t, r E A tales que y = tn + r, 
con d( r) < d(>\) ó r = O . 

Den1ostració11 del lema 

Escribamos y = a + hi. Recordando que Z es un anillo euclideano, vemos que existen 

enteros 11, 11' tales que 

a= 1111 +u', 

con 2 I 11' I ~ l n I. Análogamente, existen enteros v, v' tales que 

b =Vil+ V'. 
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con 2I1•'1 ~ 
luego vemos que, como 

podemos concluir que d(r) < d(11) ó r =O, quedando demostrado así el lema. 

Sea y E A y sea x E A•. Aplicando el lema para el entero positivo N(x) y el gaussiano 
yO(x), vemos que hay t, r E A tales que ya(x) =fil + r, con d(r) < d(11) ó r =O . Entonces 

tenemos que 

N(y - IX)N( O(x)) < N(x)N( O(x)), 

entonces 

y= IX -r', 

con r' :=y - IX tal que r' = O ó N(r1 = N(y - IX) < N(x), quedando así demostrado el 

teorema. 
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Apéndice 2: Sobre· tas solueiohes"dobl'emente··periódicas" .del 
problema de las n-"dairfas. ·· .·< 

por G. Pólya en Zilri~lz. 

1. Se supone que el tablero de n• casillas tiene un sistema de coordenadas 
rectangular en el cuadrante positivo, que las orillas [del tablero] son paralelrcs 
a los ejes coordenados. y los puntos medios de tocias las casillas tienen 
coordenadas con n(1meros enteros lo más pequeños posible. En este arreglo 
ele los números enteros de todas las coorclenaclas ele los puntos medios, se 
tiene que el lugar de la casilla del tablero cuadrático funciona, ya sea como 
una unidad propia ele longitud, o es un componente múltiple de éste,.así las 
coordenadas ele todos los puntos medios ele las casillas deben ser números 
enteros lo más pequeños posibles, para que sólo ocurra lo primero. Bajo 
estas condiciones los siguientes bordes del tablero, ele sus ejes de coordenadas 
paralelos tienen el intervalo 1/2 y cuando conocemos como x y y las coordenas 
del punto medio ele cualquier casilla del tablero, entonces son constantes 
estos números ele la hilera 1, 2, 3, ... , n. El problema ele las n-damas requiere 
'ahora la solución den-casillas similares a éste, cuyas coordenadas del punto 
medio: 

(x, , y,) , (x2 , y2) , (x, , y,) , ... , (x,. •:Y•) , 

satisfacen Ias.sigui~ntes 211.(~5~~)~c~~}~~1~ldEil~s_:~.c _. 
_ __ -·_--~--,ce,- ---;:::o~-=~f;'~--=:'7~!!"':'~::--;~-~~:--:s\.:·~·\~.--. -_,,_-,;,._:-.·.- ., ---::· 

-·~.,~\":: '>/,-· ··. 

·:·'.·; .-::" -.· 

(1) x, .. x,, y, .. y,; x.-.~1 .. y,..:..y1 ; x,-x, .. -(y,-y,), 

para k"" l. 
Ahora defino una soluci6n "doblemente periódica", cuando no solamente 
estas clesigualclaclcs ( 1), sino también las muchas otras incongruencias mocl. 
n: 



son sátisfeclias .• · 
Tales soluciones tienen también un significaclo geométrico singular •: se 
piensa no solamente en el dominio' ele nuestro tablero, sinotambiéh en el 
plano completo con una red del campo cllacliático, cübierto por la misma 
cantidad y se piensa además que la misma solución propuesta se repite 
periódicamente en ambas direcciones, es decir, se piensa que así como con 
una casilla (x,, y.), también están ocupados con damas todas aquellas casillas, 
(x', , y'.) para los que: 

x', = x, , y'. ,;, y, (mod n) 

son satisfechas. El "tablero infinito" cubierto con figuras de este modo tiene 
entonces, como consecuencia ele las incongruencias (2), la siguiente propie­
dad: si en cualquier dirección se separa del tablero infinito un tablero 
cuadrático infinito ele n' campos, los bordes paralelos a los ejes ele las 
coorclenas, entonces se encuentran exactamente n clamas en el tablero 
separado, las cuales no pueden atacar en lados opuestos y así representan 
una solución del problema ele las n-damas. 
Seg(In esto, la expresión "doblemente periódica" no necesita otra explicación. 
En consideración ele este significado de nuestro tipo particular ele solución, 
no se comprenden con ventaja, bajo x, , ... , x, , ... , x, , y, , ... , y, , ... 
, y, , n(Imeros determinados sino sistemas ele residuos mod. n. Correspon­
dientemente, no siempre ~onvierte el índice k en pares en los n(Imeros l, 2, 
3, ... ,n, sino que perimito que pase cualquier sistema completo de residuos 
mocl. n, en el que encuentro la siguiente condición: cuando k'=k, tambien 
x,. = x, , y,. = y, mod. n. 
La consideración de la solución doblemente periódica mod. n, lleva hacia 
una interpretación muy clara y atrayente ele muchos enunciados sencillos, 
pero importantes, de la Teoría de los Nlime1·os. Yo creo que podría ser de 
utilidad para los estudiosos de matem{1ticas que lo requieran, hacer mús clara 
la siguiente descomposición en un tablero o en un pizarrón cuadricula­
do, por medio de la exposición o el dibujo. 
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2. El contenido de l.a incongruencia (2) se puede explicar así: cada una de 
las cuatro hileras de rl(1meros siguientes 
(3) 

x, 
' X, 

' 
x, 

' ' x ... 

y, 
' 

y; ' i'Y· 

x,·+ ::;·, x, + Y• ' 
y;, x,+ y. 

x, - y, 
' x.- y. ' x; - y, 

' ' 
X, - y. 

pueden representar un sistema completo de residuos mod. n. De esta 
condición se puede deducir el enunciado: 
Las soluciones doblemente periódicas del problema de las n damas existen 
si y sólo si n no es divisible ni entre 2 ni entre 3. 

Primero demostraré lo siguiente: 

Sean par y que ambas hileras de números 

X1 , X!! , X3 , •••• , X0 , 

y, 'y. ' y, ' ... ' y. ' 

representen sistemas completos ele residuos mocl. n, así los n n(1meros 

(4) x, + y, , x, + y, , x, + y, , ... , x. + y. 



no puccl!'!nconstittiir un sistemáco~pleto ele ~~sicluos mocl .. n. 
::-,. ,-> ;-~ , 

E ri real iclad se tie~i 

1)/2 "' n/2 (mod. n), 
\ . 

' ;_• . -._ ··: 

y p~r Iota~~6;{arhbién: 
'.,-· ., "·'' 

:E x, e n/2 , :Ey~"'. n/2, 

debe ser mod. n. Pero de ahí sigue 

:E (x, + y.) e O, 

que si (5) no fuera posible, entones los números (4) constituirían un sistema 
completo de residuos mod. n.-- Esta demostración se debe a Euler '· 
Si n es divisible entre 3, entonces no pueden ser los cuatro sistemas (3), 
sistemas completos ele residuo mocl. n. 
En realidad, se tiene 

1 2+ 2 2 + 32 + 42 + ... + n2 = n(n + 1) (2n + 1)/6, 

y 2(1 '+ 2 ' + 3' + 4' + ... + n') e n/3 (mocl. n). 
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completos, 

4:E X>.' ,,,; 2n/3 , 4z y,• = 2n/3 , 
. ' 

Súmense las dos primeras congruencias y réstense ahí las 'dosiíitilllásyasí 
se demuestra claramente la insostenibilidad de la suposición; .entonces se 
obtiene que: , - _,____ -

O = -2 n/3 (mod. n). 

Agradezco esta demostración al Sr. Profesor Hurwitz •. 

Queda por demostrar que siempre existe, por otro lado, la solución doble­
mente periódica cuando "n" no es divisible ni entre 2 ni entre 3. En este caso 
se proporcionan siempre r números enteros, tales que los 3 números r - 1, 
r y r + 1, son primos relativos. Por ejemplo, se pueden tomar r =2 6 r=3. Se 
elije cualquier valor qjo a y se establece: 

x, = k, y, = a + kr, 

entonces el sistema (3) de cuatro, toma la forma: 

l, 2, 3, n 

a+ r, a+ 2r, a+ 3r, a+ nr 
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a + (r -1:. J), a+ 2 {r + i). 
',_ ,_._. ~:~~:: :;i;}{· ·-·'" . 

-a - (r ·-" 1), · ·~··~· -2 (1';- ::Í):,::.~a;2,3(r¿~: l),l 
-:./:~J~ -.- ·, /_·:;~-;;.~::._, ',-.¡ ..... 

:~;:':.·: '· 

Todos los sistemas de. cuatro const~~1y~~ así hifoi~s riritfuéti~as;. cuyas e dife­
rencias, a saber 1, r, r + 1, :-(r :-l)respectivame11te,,son divisibles por 
números diferentes a n. Será sufkientepemostrarcondos hileras aproxima­
damente, que los n números mod. n cómpre.ri.ciid()s S()n incongruentes. 

Si se tuviera 

a+ rk = a,:t rl (mod. n) 

se seguiría 

r (k - 1) = O • (mod. n) 

k - 1 = O (mod. n) 

En la hilera no hay dos mit!mbroo 
contiguos diferentes a + rk y a + 
rl, para cada k = l. Estas solucio­
nes doblemente periódicas ya 

I+ 

..¡. 
_,_ 
-f--· 

~ 

+ 
¡.¡. 

!+ 

_J 
·+ 

.¡. 

.J.. 

.¡.. 

han siclo proporcionadas en el tomo I por Lucas '. 

.... 
-1-

.t.. 
~ 

.¡. 
1-1.. 

.¡. 

+ 

+ 

f.f.. 
: 
1 ..... 
1 

!+ 

I+ 

+ 

.+ 
1 

3. Sería erró1wo c1"Ce1· ahora quye todas las soluciones doblemente periódicas 
deben mostrar un arreglo similar sencillo de una hilera aritmética. La 
siguiente solución para n = 13 es un ejemplo: 
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y= 1, 

(mod. 13) 

como es convincente a través ele. la construcción del sistema doblemente 
periódico (3), solamente que avace cada uno de los alares de las coordenadas 
por una hilera aritmética. -

A continuación quisiera resaltar en particular que el 13 es número primo. 
Cuando n es un número com­
puesto (que no comparte diviso­
res con 2 y 3), se puede ciar un 
gran número de soluciones do­
blemente periódicas, las cuales 
no avanzan hacia hileras ariuné­
ticas sencillas, como ahora deseo 
explicar. 
Con este fin considero ahora, en 
lugar de nuestro otro tablero de 
n' casillas, uno similar ele (mn)' 
casillas, donde ni m ni n son divi­
sibles entre 2 ó entre 3. sc;an r r 
s tales que: 

!+ 

±_ 
l±~ :¡: 

+ 

, .... 1 
I+ 
1 

-+-i 
i 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 
1 
1 

r - l, r, r + l no comparten divisores con m 

1-+ 

y s - 1; s, s + l no comparten divisores con n. 

I+ 

-1" 

1 

f-c- +~ 
+ 

1-1-
1+ 

..!. 
.+ 

I+ 
I+ 

I+ 

1 

1 
1 '-t 
1-t 

+ 
+ 

1 !-4 



Posteriormente sean a y 

'. ~]' 
'•r, 
¡ • ·~· --, .. , 

números ial.e§·qÜc:> 
'·:~:~:'': ' ···'f 

Defino IUego: 

(7) s, - s,. cuando l' =J (moc}. I1) 

Finalmente sea b un n(1mero cualquiera, pero bien determinado. 
Ahora establezco: 

x0 ,+1 = nk + l (mod. mn), y0 ,., = nrk + s, + b (mod. mn). 
y afirmo que (x 0 ,.,, y",.') da por resultado una solución doblemente periódica 
del problema de las mn damas, cuando k recorre un sistema completo de 
residuos mod. m y 1 recorre un sistema completo de residuos mod. n. 
En realidad se obtienen de este modo, mn parejas de residuos: 

(X11k+I , y nk+I ), 

y ·debe demostrarse que equellos sistemas (3) análogos a los sistemas de 
cuatro, cuyos micmbros reciben ahora mn, construyen sistemas completos 
ele residuos mod. mn. Finalmente se da como ejemplo para el segundo 
sistema lo siguiente: sea 

(8) y0 ,.,,. = y,.,. 1 (mocl. mn) 

6, lo que es lo mismo, 



(9) nrk' + s .. + b = nrk + s, + b 

de lo que ~igué: 
: .-j;'' -.·~--~' :. ~--- ---'.- é. 

(mo~I n:), 

. . . 

y según (6°) 

<Irí~a. ~> · 

y, cuando esto se sustituye en (9), entonces se obtiene: 

nrk'"' nrk (mod.mn) · 

rk' "' rk (mod. m) 

(11) k'."' k (mod. m). 

El resultado del análisis es por consiguiente: la congruencia (8) solamente 
puede mantenerse bajo ambas condiciones (1 O) y ( 11) Q.E.D. 
La construcción cuya verdad fue demostrada ahora mismo, se explicará 
también por medio ele un ejemplo. Los números más pequef10s, los cuales 
no son divisibles ni emre 2 ni entre 3 y vienen a consideración, son: m = 5, 
n = 5. PosLeriormeme elijo: 

r = 3 s = 2 
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b = 5 a = 2 

Enton~es ~e tiene: 

. --- ,,. . ·:~·.: - ~<:-. ~/e: : 

peró.d~~Íb'~oª§el:s~ 'no.queda1Jienestablecido: Debo elegirde.ahí un 
prirneí'.ej~in'pfo(Fig 1) .' 

' -, : - · ;:.,, .. _,,;e;:::.· ·· ·~--=·t';j 0 -~. - ~ • ;~.-. ..-.;e •. · 'i 

· .. ff· '._~tr?: :_·*¡;~Y:· :~· .. >-J';·.~: 

4;;•::5;·~ 5yr:"~~ ·•;;3¡ s; 
-· .. ~~i~~ -:-~ -,.:·-: --~ -~ --~· --~ 

yparap~''segundo ejellÍplgH'.'i¡Úg)-
:· i ·.:-! -.'·_-~;~~ --

s, = 4, s, = 1, s, = 3. s .•. =.5; •. :· •. s •. ::;,,2 .. 
-'·:..-'." , .~-'º"-

Se separa del tablero infinito, tin tabl~ro cuadrátiC:o de 252 casillas por medio 
de las desigualdades: 

1 s x,.., s 25, s y,.., s 25 

y así se obtienen la Fig. 1 y la Fig. 2.- Es evidente que se pueden encontrar 
aún más exposiciones compuestas para n(1meros que están compuestos por 
3 o más factores. 

4. En el tomo I se enetientra~ una discusión detallada de las soluciones 
"doblemente simétricas" ',es decir, de aquellas soluciones que giran sobre sí 
mismas por giro del tablero sobre un ángulo recto. Como ahí se demostró, 
es necesario que para la existencia de soluciones similares, n sea de la forma 
4m o de la forma 4 m + 1. 

No carece de interés examinar\ si existen soluciones doblemente simétricas 
también paran mayores. Demostraré lo siguiente: 

Si no solamente el número n por sí mismo, sino también todos sus factores 
primos son de la forma 4m + L, entonces el problema de las n damas tiene 

\O 



soluciones;· las cuales 
mente periódiéas.i . 

Si. todos Jos factores 

Ahora establezco: 

(13) x, = l, y,= rl ·(mod. n ). 

Cuando 1 pasa por un sistema completo de residuos mod. n, entonces (13) 
representa una solución doblemente periódica ele las n clamas, como si fuera 
expuesto bajo 2. 

Así como 1, tambien rl pasa por un sistema completo el~ residuos mod. n. 
Según (12) y (13) se tiene: 

x,, = rl = y, , y,, = r 'l = - x, (mocl. n). 

Eso signilica, sin embargo, que por medio de un giro ele 90° en el sentido de 
las manecillas del rclc~j. los puntos congruentes con (x, , y,) recorren el punto 
y son congruentes con (x,, , y,,) es decir, que por medio ele un giro similar 
del tablero inlinito completo, la solución doblemente periódica (13) se 
recorre a sí misma. Se separa del tablero infinito, por medio de las desigual­
dades: 
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·-:. ·.···.:._- ---·.:.-- "'' ·::: 

··;.cl'l·~;1}/2:,'}. y, 
·:::.:.;~~~·:.·\:'·~:Y . ." .. : :~;,;;:_.' ·:~.j .. · y-;,;_ ··:e::',, 

__ .. - ':'.;:.:._ 

un tablero inlll1ito de n' casillas:.col1:eLptlÍ1t.c;:(o, ff) C()lllO puÍlto !lledio y así 
las n figuras (números) situadas se recorren por medio del giro mencionado, 
Q.E.D. . 

El lector encuentra la solución que se encontró arriba paran = 5 y para n = 
13, en el tomo l, representada con figuras: Fig. 7 (pag. 216) y Fig. 28 (pág. 
258). En estas exposiciones se debe observar lo siguiente: hay 4 reinas, las 
cuales tienen el intervalo más pequeño posible de la reina parada en el punto 
medio (O, O) del tablero. Si a y b son las dos coordenadas de la casilla que 
ocupa cualquiera de esas 4 reinas, entonces se tiene: 

(14) n = a•+ b •, 

donde los dos números a y b no comparten divisores entre sí, ni con n. Se 
observa una conducta similar en el caso siguiente de n = 17, 25 y éste sirve 
para encontrar lo más rápidamente posible estas exposiciones delicadas. 

Esta observación tiene un valor sólo general. Para examinar esto y para 
conocer en suma el significado teórico -numérico ele estas exposiciones, son 
necesarios por supuesto, conocimientos profundos'. 
La congruencia (12) tiene el mismo significado que una igualdad: 

r• = -1 + mn, 

donde m representa un n.úmer9 entero. La forma cuadrática 

nx' + 2rxy + my" 

tiene el determinante r' = - mn = - 1 y debe ser equivalente por 
consecuencia, a la única forma reducida x• + y• del determinante - l. Eso 
significa que existen 4 n(1meros a, b, a y f3 de un tipo tal, que: 

(15)a/J - ba = 1 

l 'l 



Por medic{deJa ~onipah1C:i~ll'tj~ip~ccfoÍi~,i~nt~s en(l6);·se obtiene: 
- . . \. ;}>. _( >:~, 

n =a~+ lf•;\ 

aa+b,B=r 

y estas dos óltimas igllaldacles (fon, cor_nbinadas cc:ín (15 ): 

-·-- _', ·:: ~:·< 

ar = a• a + bap ~L,:,~L 

= a•a +ti (ba t_ l) 

=na+·b 

ar = b (mod. n) 

De este modo, la solución (13) para 1 = a, x. = a, y.= ra = b, da realmente 
como resultado una descomposición del tipo (14). 
Si se considera nuestro tablero infinito como el plano de nómeros complejos, 
entonces los puntos medios de los distintos campos son los n(1meros enteros 
Gaussianos •. Obsérvese que al igual que con n, también an pasa por un · 
sistema completo de residuos mod. n, ele tal modo que nuestra solución · 
también puede tomar la rc:Jrma ~ 

(13)' 

x., + iy.1 = al (1 + ir) (mocl. n) 

= 1 (a + ib) (mocl. (a +. ib)(a - ib) ) 

=º (mocl~á+ib) 



La solución (13) se obtendrá así, cuando cada una de las casillas del tablero 
infinito sea cubierto con figuras (n(1meros) cuyos puntos medios son especies 
de múltiplos complejos de un n(1mero entero Gaussiano a + ib, donde a y. 
b no comparten divisores y (a + ib)(a - ib) = n. Este sistema de puntos se 
ordena en cuadrantes del plano n = a• + b' y así aclara que la conducta 
observada con el ejemplo n-= 5, 13, 17, 25, es cierta en general. 

5. El precedente da motivo a diferentes observaciones, las cuales también 
conciernen a las soluciones no doblemente periódicas del problema de las n 
damas~ Deseo, sin embargo, proponer aquí brevemente por que estas expo­
siciones no ofrecen ningún interés teórico-numérico, no se dirigen hacia 
ningún resultado definitivo y también por qué el hacer una presentación 
detallada sería demasiado fastidioso. 

La Fig. 2 nos cht una solución cercana al siguiente ejercicio: 

Construir una solución del problema de las mn-reinas, a partir de cualquier 
solución del problema de las m reinas y a partir de una solución doblemente 
perióidica del problema ele las n reinas. - La construcción se desarrolla de Ja 
siguiente manera: se divide cada casilla del tablero ele m• casillas, en n• 
cuadrantes iguales. Si la casilla de interés del tablero ele m' casillas estaba 
descubierta, tocias las n casillas resultantes quedan igualmente descubiertas; 
si por el contrario, aquella estaba cubierta, se compone la solución concedida 
doblemente periódica del problema ele las n reinas a partir ele las n' casillas 
resultantes, ele tal modo que el último ele los tableros resultantes se compon­
drá exactamente de mn hileras horizontales y verticales, m veces. Est{1 claro 
que las mn reinas así divididas no pueden practicar ningún ataque ele torre 
una tras otra. Se puede examinar que éstas no pueden realizar ningún ataque 
ele alfil tampoco: trasl{tdense ig~1almente las n reinas correspondientes (las 
cuales se originan de lajustificaicón de uno y de su propia casilla del tablero 
ele m hileras), en una dirección diagonal hacia las casillas n ó 2n ó 3n ... y 
entonces la solución doblemente periódica para n trasladada puede cierta­
mente llegar junto a otra solución doblemente pedódica, pero nunca coin­
cide, y ahí carecemos de una solución correcta del problema de las n clamas. 
Ahora se tiene f"ácilmente, a partir del concepto de la solución doblemente 
periódica (véase l ), que las 2n reinas, las cuales se componen ele dos tableros 
de 112 casillas, separados exactamente de la misma solución doblemente 
periódica, c¡ue no se pueden atacar como alliles (pero cada una de las dos 
reinas paradas en tableros distintos, podrán atacarse como torres, desde la 
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disLancia n). Cua11c.10 las i·dna~ ú~>pÚcdqn ataú1rse nunca como. alfiles, 
después ckúndesplaz<Ínúenlo ~i111ilal;l1<ich1la casi.lla n.62n6·3n·. ; .. i::n la 
el irección clh)gOnal, c11.Lonces:pudieron•· h<Ícerlo ante .. un désplazaí11ieritÓ·!llás 
per¡ueifo, Q.E.D. .. . · · . .·,~ 

El giÍ·o del tabl~ro h1f1IÍiLb:e1tl1,~l~x[1minamos en (4) clá rnoti~~a/Ksi~uiime 
observaciói1: si se.separan·n::..: l liguras ele la.solución (13):a thlVés ele la 
desigualdad ·· · . ·· ·· · ·.· · · · · · ·· · · ·· · · · · ·. 

'!-;. 

( 17) s y, s n - 1 

'.<,·. .·. • • ' 

entonc~s cc:inst1~uy~9j1l1a soluc;h~n parael .. tabl~ro·ae(nC l)2 casillas .. Si se 
aüade {!J1t<?11ces la. figt~ra e11 ·la.casilla~(0,.9) elicc:)nce~ const~fiye.ri siempreuná 
sófüdól1; natl.lralinente ·ae i:m fablerocde 'n2 éasillas:~ LiuólüCión (17) es 
idéntica a Ja solución: 

(18) - n + 1 s x; s - 1, 1 s y, s n :.. 1 

donde el tablero infinito fue hecho doblemente periódico. Por medio del 
giro del tablero infinito, sobre un ángulo recto en el sentido de las manecillas 
del reloj, se cubren las n - 1 figuras (18) con las ele (17). También se puede 
afirmar lo siguiente en una expresión distinta: 

Si tocios los factores primos de n + 1 son de la forma 4m + 1, entonces el 
problema ele las n reinas tiene seguramente soluciones doblemente simétri­
cas .. 

La composición panicularineme·sencilla paran= 16 el1 elfoiiiol;sirve como 
ejemplo. 

La construcción bajo 4 que se nombró, no provee ninguna solución doble­
mente simétrica para el caso de n = 9. Entonces el nt'1mero !) = 3.3 es 
rcalrnenLc la !Orilla 411l + 1, sin embargo, no se compone de factores primos 
de la misllla forllla. Por la misma razón, el méLodo c¡ue se expuso arriba no 
oli-cce ninguna solución doblememe silllélrica, para 11 = 8 = 9 - l. EsLO aclara 
en cieno modo, el hecho mencionado en el Capítulo IX, que en suma no hay 
ninguna solución doblcrnenle siméLrica para n = 8 y n = \l. 

'' 
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