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‘Notacién y terminologia

Sea P el plano euclideano, sea G el grupo de sus. snmemas Un momuo en P es
una cubierta @ de subconjuntos compactos de P tal que : : : -

a. Sea int el operador interior (topolégico). Para cada ¢, ¢’ @ @ se tiene qhé int(c) n
int(c’) = @ implicac = ¢". g

b. Existe H, subgrupo de G, tal que H(c) =®,conc e @.

Los elementos de @ son llamados las figuras de P, la clase de las figuras de P médulo ¢
es llamada la figura generadora del mosaico ®.

Sea J un grupo. Dado un J-conjunto S, sea TJ el conjunto de los elementos g € J
tales que gx = x, para algin x en S, implique g = /. Llamemos a TJ el conjunto de las
traslaciones del J-conjunto S . En los casos en los que estamos interesados en esta tesis,
TJ es un grupo.



]. Introduccion

1.1. Un tablero universal es un mosaico X en ¢l plano euclideano P tal que su figura
generadora sea la clase de congruencia de un cuadrado sélido. Una casilia es una figura
de x. Sea G el grupo de las simetrias del plano P. Para cada H subgrupo de G sea H()Y) el
subgrupo de los elementos /4 en A tales que para cada casilla ¢ el conjunto /(c) sea una
casilla de x. Notemos que el grupo G(¥) es el grupo de simetrias de 2.

Sea T un subgrupo de TG(Y). Entonces T es un grupo abeliano cuyo rango es 0,
1, 6 2, actuando de manera propiamente discontinua en P, correspondiendo P médulo T a
un plano, a un cilindro, 6 a un toro, respectivamente. Ademas vemos que P médulo T
estd provisto de un mosaico (i.e. el inducido por ¥) que denotamos X, . Sea G(y;) el
grupo de las simetrias de X7 , que vemos naturalmente incluido en G(%).

1.2. Vemos que para cada 7* < T < TG(y) hay un triangulo conmutativo de proyecciones
naturales

Xr

AN

/XT
X160
Notemos que podemos ver el conjunto de los mosaicos ¥ , con T < TG()), como
objetos de una categoria C en‘la que, si T' < T < TG(x), hacemos C(Xr., X7 ) : = {&},
donde & es la proyeccién ngfural de X a Xr .y C(Xr » Xy €s el conjunto de las
funciones z que van del conjunto de"las casillas de X7 al conjunto de las casillas de %,
tales que zz = 1, donde 7 es la identidad en Xy : nos referiremos a C(¥X; , X} como el

conjunto de las secciones de la proyeccion #. No volveremos a tocar la Teoria de las
Categorias, salvo en la siguiente

Observacién El mosaico X es un objeto universalmente repelente en C.

1.3. Identifiquemos a TG(Y) con el grupo abeliano subyacente a la Z-ilgebra de los
enteros gaussianos A := Z| i | extendiendo

despluzar cadu casilla una cuasilla a lu derecha — 1,



clespla zar cadu uu I/a na casxlla hamu arnhu r——) i,

2un (unlco) 1somorf ismo. de grupos Vemos que esto mduce una ‘identificacién de
TG(xy) con el grupo A/T :

Formemos el espacio punteado (X7, ¢), donde ¢ es una casilla de %, . Para cada e
existe un v en TG(Y) tal que ¢ = v + ¢. Tal v es tnico médulo 7'. A través de la
identificacion de armba podemos dotar al mosaico punteado (X , ¢) de coordenadas en el
Z-mddulo cociente A/T".

1.4. El grupo de las simetrias de (%, ¢}, que denotamos G(Yr , ), es por definicidn el
conjunto de los clementos g en G(Y) tales que ge = c¢. Podemos ver a G(y, ¢) como el
grupos de las simetrias de la casilla ¢. Consecuentemente G(), ¢) es (en un sentido
geométrico) candnicamente isomorfo al grupo diédrico D,. En coordenadas podemos ver
a D, generado por los siguientes 2 Z-automorfismos de A:

a+bi ——>a-bi
u + bi —> b +ai,

que denotamos X'y A, respectivamente. El grupo R := <r>, donde r ;= AK, es llamado el
grupo de las rotaciones del mosaico punteado (X, ¢). Notemos que la funcion que asocia
a cada « en el grupo multiplicativo de las unidades del anillo A ¢l automorfismo Z-lineal
de A4 dado por

wo— uw,

se restringe a un isomorfismo sobre R. Vemos ademas que bajo este isomorfismo i
corresponde al generador r.

1.5. La inclusion natural de G(X;) en G()) se restringe 2 una inclusién natural de G(X;,
c7) en G(YX, ¢). Un tablero s un mdsaico %r tal que G(X; . ¢7) = G(x, ¢), para alguna
casilla ¢ de x. Un tablero punteado es un mosaico punteado (), ¢y} en el cual Xy es un
tablero para alguna casilla ¢ de .

Observacion Si el mosaico punteado (X, ¢y), con ¢ casilla de %, se ve en coordenadas
como A/cA, con & € A, entonces ¥, 1= X ¢s un tablero.

Proposicién Si el mosaico %, es un tablero entonces %, = X, para algin o € A definido
de manera tinica mddulo R.



Demostracion ;
En particular tenemos que iT = T . Pero ZT = T, entonces AT =T, ¢s decir, T es un ideal
de A. Recordando que A es un dominio de ideales principales, vemos que existe o € A,
definido de manera dnica salvo unidades, tal que a4 = T. Entonces podemos concluir
que (%, ¢) se ve en coordenadas como A/ced, para & € A definido de manera tnica
mddulo R .

Decimos que el tablero %, es real si el ideal ot puede ser generado por un
elemento en Z.

1.6. Sea m & A. Una pieza en X, s un subconjunto p < TG(x, )\ 0,,}, un movimiento de
p es cualquier v & p. Si d|m entonces la proyeccion de la pieza p al tablero x, es el
conjunto &(p)\{0,}, donde 7 es la proyeccion de %, a %, ; si ¢ es una pieza en ¥
denotamos ¢, la proyeccion de g en el tablero ¥, . Decimos que una pieza p es ciclica si
p=2v\0,}, con v € TG(,,); decimos que p es una estrella si

p=(U2zv)\o,,
ve s

para algin S < TG(%,) ; en caso de que para cada v € S se tenga que |zv] =[m] entonces
decimos que la estrella es brillante. Definiendo en términos de las coordenadas usunales
las siguientes piezas en %:

torre .= (Zi v Z)\ {0},

alfil = ( Z(1 + i) U Z(1 ~ i) \ {0},

. -

dama ;= torre \J alfil,

Observacién Para cada m € N tenemos que la torre,,, ¢l alfil,, y la dama,, son estrellas
brillantes.

1.7. Una posicion en g, es una funcién fdel conjunto del las casillas de x,, al conjunto
potencia ATG(x, N\ 0,}). Decimos que la casilla ¢ de ¥, es una colocacion de la pieza p

en la posicion f'si f{c) = p. Supongamos que tenemos colocaciones de piezas p y g en las



blocacion ¢ de'p ataca a una colocacién
X Decnmos que la posicion fesp -pucifica
si no hay colocacnon ¢ de la pleza p en la posxcnon f que ataque a una colocacion de una

pleza no vacia.

1.8. Desde este momento hustu el final de estu tesis nos restringivemos al cuso de lus
posiciones f en las que, a lo mds. hay una colocacion de una pieza no vacia.
Identifiquemos pues cada posicién f con el conjunto de las casillas ¢ de g, tales que flc)
+ @. Definimos la proyeccion de una posicion C del tablero %, al tablero %, , es la
posicion a(C) en ¥, , donde 7 es la proyeccion de X, a %, . Una seccion de una posicion
C del tablero y, al tablero %, es 1a posicién z(C), donde z ¢s una seccidn de la proyeccion
.

Observacién Sca p una estrella brillante de un tablero real %, . Si C es una posicion p-
pacifica en el tablero %, entonces lel < m.

Decimos que la posicién C del tablero 9, es una solucion al problema de la pieza
p en el tablero y,, si C es p-pacifica y lcl =m.

2. El teorema de Euler-Hurwitz y la existencia de
soluciones al problema de las damas.

2.1. Sea m un entero positixo. Sea C una solucién al problema de las erras 2n %,
Notemos que podemos ver a (), ¢) en coordenadas como Z, xZ,, . Entonces la solucién
C puede verse como la grafica de una funcién 7 del primer factor al segundo factor del
producto Z xZ,.

Proposicién La posicion C es una solucidn al problema de las damas en ¥, si y solo si
las ecuaciones

x—y = 7x)-1y),



conx, v € Z,, solo se satisfacen trivialmente (i.e
Demostracion v
La posicién C no es solucién al problema de las damas si y:
que v =c —e, con v € alfil,. En coordenadas ¢ = (}:,"'t(;
esto se traduce a R

(,+-y=(x A =, ¥,
con / € Z, no nulo. Esto equivale a que la ecuacion

x —y =(H-)Wy) =~ *x)),

tiene una solucion no trivial.

El hecho de que las ecuaciones de la proposicion de arriba no tengan una solucion

no trivial equivale a que cada una de las ecuaciones
X -7qx) = y =),
X+ Hx) =y + ™y,

-
implique x = y. En otras palabras, tenemos el siguiente

Corolario La posicion C es una solucién al problema de las damas en y,, si y sdlo si el

conjunto

ix~tuv lxez,}

y el conjunto

i+ lxez,}



tienen cardinalidad m.
Teorema(Euler) Si C es solucidn al problema de las damas en x;,, ‘emdnce's 2 no divide a
n. '
Demostracion SR .
Si suponemos que 2 | m tendriamos que Zx = (m/2),, , y. consecuentemente llegariamos a
que o '
(mf2),, = T(x + Ax)) = Tx + S0x) = (M/2),, +(m2),, =0,,
que es un absurdo. Asi concluimos que 2 no divide a m.
Teorema(Hurwitz) Si C es solucion al problema de las damas en ), entonces 3 no

divide a m.

Demostracion
1. Consideremos que

(x - Mx))? = Ta? h
Z(xl - 27(x)x + Tx)?) = Zx2
" 547 TEan)x + Do = T2
X2 = 2T7”x)X ,
pero
Zx - 7x))2 = E(x + #x))?,

(2 - 27x)x + 4x)?) = T2 + 29(x)x + ),



entonces

“'pero

TR 224 3 = (m e+ 1)(2m + 1)/6,

entonces

(m+ i),(Zﬂl +1)3= 03 ‘
Si suponemos que 3 { m tendriamos quemy;=0,y conéecuentemente
(my + 13)(2ymy + 1,) =05,
| (05 + 1,250, + 1,) =04,
y llegariamos a que 1, = 0,, que es un absurdo. Asi concluimos que 3 no divide a m.

2.2. Consideremos el tablero punteadP (X ¢). Decimos que una posicion es eiclica’si C
=Zv, para algin v € TG(X,,).

Supongamos que C una solucion ciclica al problema de las torres en (X, ¢).
Entonces la permutacion asociada a C es de la forma 7(x) = kv, con &k € Z,. Ademds

tenemos la siguiente

Proposicién La posicion ciclica C dada por ©{x) = kv es una solucion al problema de las
damas en g, si y s6lo si tanto 1 + k como 1 — & son elementos invertibles en el anillo Z,.



Demostracion

Notemos que | +/—- & es unidad en Z, si y sélo'si x F—> (1 +/~ k)x es una biyeccion,
que es lo mismo que decir que el conjunto fx +/- kx | xe Z,, } tenga cardinalidad m.
Dado el corolario a la proposicion en (2.1) esto equivale a decir que C sea solucién al

problema de las damas en .

Supongamos que ni 2 ni 3 divide a m. Vemos que para el casoen que k=2, la
solucidn ciclica es una solucion al problema de las damas en 2, ya que tanto (1 + 2),,
como (1 - 2),, son unidades en %,. Asi llegamos al reciproco del teorema de Euler-

Hurwitz en el siguiente

Corolario Si ni 2 ni 3 dividen a m entonces existe una solucion al problema de las damas

en x,.

Sin embargo no todas las soluciones al problema de las damas son ciclicas como

podemos verlo en la siguiente

Proposicién La permutacién 7 en ¢l conjunto Z,; dada por

(13,5) =135

o(113) =63,
U2,3) =105,
W313) =23,
W4y3) =Ty,
) US513) = 12,5
T T ' . W6y =4y,
U713) =193,
w813 =1,
9,3) =515
10,3 =11,
w11) =8,
U12,3) =35,

representa una solucion no-ciclica al problema de las damas en %, .



Demostracion

Para ver que T representa una solucion al: asta checar que’ ™ i: .

ntog dos a do

LR
10,3+ 11;5= 85, 10,510,357 12,5,
1133 +8,;= 6,5, ’17113‘813=315:
123+ 35= 25, 123 =3i5= 9y,

Si suponemos que es ciclica, tendriamos que como Z,, es un campo, C corresponde al
lugar geométrico de una linea cuya pendiente 1t esta dada por u =06{(x)/x, para cualquier x
€ Z,, no nula, digamos pt = o(1,;) = 6,;. De esta manera tendriamos que a(2,,) = 12,3,
pero de la definicion de o vemos que 6(2,;) = 10,,, llegando asi a una contradiccién.

Observacion Se puede ver por ensayo y error que la solucion de la proposicion de arriba,
entre las soluciones no-ciclicas, tiene cardinalidad minima.

. _'

3. El producto de Polya

3.1 Sean
2y (K €) ——> (X » €7,

22 Xn > Xn

secciones . El producto de Polya de z, con 2, , que denotamos z, ® z,, es la composicion:



z/x'g

Ko™ X+
donde z,x z, esta definido por (x; ¥) > (-z,(x), zﬁ(y) )y L'ésté bdado por
(X, ) 1> nx +_v.‘

A cada pareja (C,, C,), donde C, es una posicion en (¢, ¢} y C, es una posicion
eny,, ¢l producto de Polvu de C, con C, , respecto a ( z;,z, ). ¢s la posicion en’ X,

definida por:
C®C,:=(z;92)(C,xCy) =ng{C,}+2,(C,).
{Limitdndonos a secciones zde (%, c;) a (X , ¢) tales que en coordenadas

) ={l,.... & x{1,..., &},
vemos que el producto de Polya corresponde asi al producto de Kronecker de matrices.]

Observacién Para cada d € nz)(C,) tenemos que d + z,(C,) es una seccién de C,.

Proposicion El producto de Polya C,®C, se descompone como union ajena de

secciones de C, de la siguiente manera

C,BC, =\U(d+ z(Cy) )
denz (C)

Demostracion
Supongamos que existen «, " € nz,(C,), diferentes, tales que

(d+ 2(C) )N (d” + 7(Cy) ) # D.

Entonces existirian ¢, ¢’ €C, tales que



donde d := d=d .“Entdncbes,’s ‘rt.denota la’proyeccion de x,,,,, a: x,, ,-tendriamos

perod € n TG(Y,,,), entonces

2(0) = (e

concluyéndose asi que d’ = d"’, que es absurdo. Entonces los uniendos son ajenos dos a
dos.

Corolario Tenemos la identidad
lcec,|=1cllcl.
Demostracion
Claramente para cada d € n z,{C,) tenemos que
Il = lg(Cl= ld + gyl -
Entonces basta demostrar que
Lnzcpl = lz(cpl.
Para este fin, si consideramos z(c?), z,(c’) € Z(C,), con ¢, ¢”* €C, tales que ¢ :=
Z(¢)- z{e ) =0, , basta que demostremos que ne # 0, . Si fuera cierto que ne =0,
tendriamos que
ne € mnTG(Y),

entonces



entonces. . -

gled=zle”),
y concluiriamos que ¢ =0,,, que es absurdo.

3.2 Seap una piezaeny.

Lema Sea z una seccion de %, a %, - Si C es una posicion p,—pacifica en ¥, entonces
Z(C) es una posicién p,, ~pacifica en ¥, .

Demostracion o
Supongamos que z(C) no es p,,,~pacifica. Entonces existen z(c), z(c") € z(C), conc, ¢' €
C tales que }
v+ z(c) = z(ch,

para algin v € p,,,,. Sea & la proyeccion de ¥, a X -
Entonces

wfy + z(c)) = z(c),

© A6y + me) = m(e),

Zv)+c=c'

Como #(v) & p,, (C es por hipotesis p,—pacifica} tendriamos que #(V) € 0, , que implica
que
c=¢',

2(e) =z(c),,

y concluiriamos asi que v & p,,, , que ¢s absurdo. Entonces z(¢) es p,,—pacifica.



Decmms que la plcza p,,m nene la pmpledud de Polyu, que denotamos P, , si para
cadave TG(x,,,,,) se tiene que v € p,,; lmpllca V€ p,,, - Asi llegamos al siguiente

Lema Si la pieza p,,, tiene la propiedad P, , entonces nz(C) es p,,,~pacifica.
Teorema Supongamos que la pieza p,, tiene la propiedad P,. Entonces, si C; &S P
pacifica y C, es p,—pacifica entonces C,®C, es p,,,—pacifica.
Demostracion
Supongamos que C,®C, no es p,,,—pacifica. Entonces habrian ky k' € C ®Cz tales que
v=k-k' ep,,. Entonces existen d, d' € nz,(C,) tales que :

k ed+z,(Cy),

k' e d'+z,(Cy).
En otras palabras k = d + z,(c) y k' =d'+ z,(c"), con ¢, ¢" € C, . Entonces-
* v=d-d'+ z,{c) - z,{c").
Si & es la proyeccion de X, a X, entonces

Ay ) =md~-d" )+ mg(c)-m,(c').

Viendo que d —d' € nTG(Y,,,) y simplificando, obtenemos

mv)=c—c'.

Como por hipétesis C, es una posicion p,—pacifica, necesariamente ¢ =c¢'. De manera
que la ecuacion (*) se reduce a

v=d-d,

que significa que nz,(C;) no es p,-pacifica, lo cual a la luz del lema anterior, es un
absurdo. Asi concluimos que C,®C, es p,,—pacifica.

Proposicion Si p,,, es brillante entonces tiene la propiedad P,



Demostracion T R Gt .
Sea w & TG(Y,,,) ¥ SUpONgamos que mw & P+ Entonces existe v & S tal que nw & Zv.
El hecho de que TG(X,,,) sea un Z,,-mddulo:libre implica que Zv'es maximal‘en la
familia de las Z, -médulos ciclicos. Asi concluimos que w-e Zy:

mn

Teorema Si C, ¢s una solucion al problema de las damas en X, y C, es una solucién al
problema de las damas en %, , entonces C,®C, es solucién al problema de las damas en

an "

Demostracion

Se sigue del corolario en (3.1) que la cardinalidad de C,&C, es la requerida. Por otro
lado, el hecho de que C,®C, sea dania,,,-pacifica se desprende del teorema en (3.2), y la
proposicion de arriba, al observar que la dama es una estrella brillante.

4. Conexion con la aritmética de la forma cuadratica x2 + 2

4.1 Sea C una solucion al problema de las m damas en (¥, , ¢), es decir una solucién para
¢l tablero %, tal que ¢ € C. El grupo de las simetrias de C, que denotamos G(C), es el
conjunto de los elementos g € G(Y,, . ¢) tales que gC=C.

Propesicién Para el caso m = | tenemos G(C) = D,, en los demas casos G(C) = R .

Demostracion

Basta con que demostremos que C no es ni K-invariante ni A-invariante. Como m>1
hay una dama colocada en una casilla x + yi, = ¢ # 0,. Si C fuera x-invariante
tendriamos que d:= x — vi,, & C. Veamos que d —~ ¢ = 2x y notemos que 2x # 0,, (El
teorema de Euler implica que 2 no divide a m, entonces suponer 2x = 0,, conduciria a que
x =0, y asi concluiriamos que ¢ = y atacaria a la dama colocada en 0,), de manera que
d — ¢ es un movimiento de torre, contradiciendo el hecho de que C sea solucion.
Consecuentemente € no es k-invariante, Si C fuera A- simétrica tendriamos que o: = y +
xie C. Veamosquec —d = x -y + (¥ —x)}i # 0, (suponer que ¢ —d = 0,, nos conduce a
x=yx+y=40,,y obtendriamos 2x = 0,, , 2v = 0,, vy, por el teorema de Euler,
concluiriamos que x = 0 , ¥ = 0), de manera que ¢ —d es un movimiento de alfil,
contradiciendo ¢l hecho de que C sea solucion. Consecuentemente C tampoco es A-

simétrica,



Corolario Si C ticne la propiedad adicional de se

lica - entonces la vinica simetria no
trivial de C es la R-invariancia. S

Teorema Supongamos que C es ciclica-y R-invariante. Entonces existe p en A,
determinado de manera inica médulo R,.que satisface las siguientes 2 propiedades:

L Sip =a+bi, cona, ben Z, entonces a? + b= m,
ILZp,=C.

Demostracion

Veamos quz Z,C = C y que {,C = C, entonces Z,[7,]C = C, pero Z,[i,] = A/mA,
entonces C es ideal de 4/mA. Por uno de los tecoremas de isomorfismo de Noether
llegamos a que m!/(C) es un ideal de A. Pero A es un dominio de ideales principales (ver
el apéndice 1), entonces existe p en w!(C) tal que p4 = w/(C). Sea p =g + bi, con a, b
en Z. Recordemos que la norma N de la Z-algebra A tiene la propiedad

a2+ b= N(a+bi) = |AlpA|

Por otro lado recordemos que hay un isomorfismo candnico de Z-médulos entre A/pA y
(A/mA) / C, y ademas tenemos que

|(A/mA)/C| = \(A/mA)l / |Cl =m2im=m.
Consecuentemente
a?+ b= m,

demostrando asi que p satisfage la propiedad (). Por otro lado notemos que como Z+Zi
= A entonces Zp+Zpi = pA , asi esﬂque Zp,+Zp,i, = C. Como i es una unidad en A
tenemos que [, es unidad en A/mA, asi es que p,, tiene el mismo orden que p,,i,. Como
C es ciclico esto implica que Zp, = Zp,f, , entonces concluimos que Zp, = C,
demostrando asi que p satisface la propiedad (II). Finalmente, si suponemos que existe
otro p' que satisface la propiedad (I), tendriamos que A/p'A = m. Entonces el
epimorfismo candnico de A/p'A sobre A/pA es un isomorfismo, es decir, p'd = pA.
Entoinces existe 1 en A invertible tal que p' = up. Asi concluimos que p'y p estin en la
misma clase modulo R .

Teorema Para cada p en /A que satisface (1) y (1) tenemos que C : = Zp,, es R-simétrica.
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Demostracion
Escribamos p = a + bi, con u. b en Z. Notemos que como C es en particular solucion al
problema de las torres en (%,,. 0) tenemos que 4, ¥ b,, son unidades en Z/mZ. Entonces »
=, (b,)! estd bien definido. Veamos que

rp, =réh, +a,i,,
pero vemos que #?= -/ . Entonces

" Pm =i P>

que, como C es ciclica, nos permite concluir que i ,p,, pertenece a Zp,,, es decir C es R-
simétrica.
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Apéndice 1: El anillo de los enteros gaussianos.

1. Dada una extension finita de campos £/F, la norma de la’extension: E. /F .es una
funcién de E a F, que denotamos Ny, definida para cada o € 4 como el determinante
de la transformacion F-lineal

o E———E, X t—>0ax.

Teorema Sea 1 ¢l grado de inseparabilidad de la extensién E/F. Sea {6,,...,0,} el
conjunto de todos los morfismos de campos (i.c. encajes) de F a E. Tenemos la formula

Negda)=(op ... o).

Demostracion

Primero se demuestra para el caso en que E = F(a), considerando que la matriz de a
relativa a la base {1, o, a2, . .., a?!}, donde d es el grado del polinomio minimo de o
sobre F, es una matriz 'compaiiera’. El caso general se obtiene factorizando E/F a través
de F(w).

Denotando K~ al grupo multiplictivo de sus elementos invertibles de K, vemos que para
cada inclusién E o F , tal que E /F sea finita, la norma N, restringida de Ex a F* es un
morfismo de grupos. Tenemos a un paso tenemos ¢l siguiente

Corolario Sea K la categoria en la que los objetos son todos los campos, y donde los
morfismos son las inclusiones E o F tales que E /F es finita. Se puede demostrar, que el
asignar a cada campo K el gx:upo K<,y a cada inclusién E o F tal que E /F es finita, el
morfismo de grupos Ng, es un functor, que denotamos N, de K a la categoria de los
grupos.

2. Un anillo euclidiano es una pareja (A, d), donde A es un dominio entero y d es una
funcidn que va de A~ a los enteros, que satisface los siguientes dos axiomas:

a. Para cada a. b en A se tiene d(a) < d(ah).
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b. Para cada u. b en A~ existen £, 7 en A tale: & d(r) <d(b).

Proposicién Un anillo euclideano (A.‘d) es un anillo de'ideale principales.’. .

Demostracion

Sea f un ideal de A. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f = {0}. Asi es que
existe g € 1 con d(g) minimo. Escribamos cadax € fenla formax=tg+r,cont,re 4
tales que d(r) < d(g) 6. r = 0. Notemos que tg < [, consecuentemente r € I.
Necesariamente » = 0 ya que g tiene la propiedad de minimizar d en I. Asi concluimos
quex € gA.

3. El anillo de los enteros gaussianos el la Z-dlgebra A4  que se obtiene al adjuntar al
anillo de los enteros Z el nimero complejo i. La norma N, , del campo de los mimeros
complejos C al campo de los niimeros reales R, se restringe a un morfismo de monoides
de A* a Z, que denotamos por simplicidad &, y lo llamamos la norma de los enteros
gaussianos. Notemos que para cada ¢ € A tenemos que N(a) = ao(a), donde G es la
conocida conjugacion compleja a + bi —> a — bi.

Teorema La pareja (4, N) es un anillo euclideano.

Demostracion
Claramente sélo falta demostrar que /¥ satisface la propiedad (b). Necesitaremos un

Lema Sea n entero positivo, secay € 4. Entonces existen t, » € A talesquey =tn + r,
cond(ry<dmw) 6 r=0. .

" Demostracion del lema
Escribamos y = a + hi. Recordando que Z es un anillo euclideano, vemos que existen
enteros u, 1’ tales que

a=un-+u',

con 2 | u’| < In | . Analogamente, existen enteros v, v’ tales que

b=w+V
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podemos concluir que d(r) < d(h) 6.r=0 ,'quedando demdétrndo asi‘el lekna.

Seay € 4 y seax € A*. Aplicando ¢l lema para el entero positivo N(x) y el gaussiano
yo(x), vemos que hay t, r € A tales que yo{x) =m + r, con d(r) <d(n) 6 r=0.Entonces
tenemos que

Ny — x)N(0(x)) < Nx)N(o(x)),
entonces

y=tx-—r

con r' =y —tx tal que ' =06 N(r) = Ny — x) < N(x), quedando asi demostrado el

teorema.
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Apéndice 2: Sobl‘e",‘,,g'
problema de las n-

1. Se supone que el tablero de n® casillas tiene un sistema de coordenadas
rectangular en el cuadrante positivo, que las orillas [del tablero] son paralelas
a los ejes coordenados.y los puntos medios de todas las casillas tienen
coordenaclas con ntimeros enteros lo mas pequefios posible. En este arreglo
de los nimeros enteros de todas las coordenadas de los puntos medios, se
tiene que el lugar de la casilla del tablero cuadrético funciona, ya sea como
una unidad propia de longitud, o es un componente multiple de éste, asi las
coordenadas de todos los puntos medios de las casillas deben ser nameros
enteros lo mas pequeios posibles, para que s6lo ocurra lo primero. Bajo
estas condiciones los siguientes bordes del tablero, de sus ejes de coordenadas
paralelos tienen el intervalo 1/2 y cuando conocemos como x y y las coordenas
del punto medio de cualquier casilla del tablero, entonces son constantes
estos ntiimeros de la hilera 1,2, 3,. .., n. El problema de las n-damas requiere
tahora la solucién de n-casillas similares a éste, cuyas coordenadas del punto
medio:

(xx s y:) ’ (X: » Y2) ,(x-;, )’3) yET

parak = L R

Ahora deflino una solucién "doblemente periédica”, cuando no solamente
estas desigualdades (1), sino también las muchas otras incongruencias mod.
n:




son s'msl"cclm S
Tales solucnoncs enen también un 51gn1ﬁcaclo geom(.trlco smguhr  se
piensa no sohmeme en el dominio de nuestro tablero, sino también en el
plano compcho con una: red:. del campo cuadritico, cubierto por la misma
cantidad y se piensa ademas que la misma solucién propuesta . s repite
penédxcamente en ambas direcciones, es decir, se piensa que asi como con
una casilla (x., y.), también estﬁn ocupados con damas todas aquellas casillas,
(x +»Y') para los que:

X=X, Y= Yy -(mod n)

son satisfechas. El "tablero infinito" cubierto con figuras de este modo tiene
entonces, como consecucncia de las incongruencias (2}, la siguiente propie-
dad: si en cualquier direccién se separa del tablero infinito un tablero
cuadritico infinito de n® campos, los bordes paralelos a los ¢jes de las
coordenas, entonces se encuentran exactamente n damas en el tablero
separado, las cuales no pueden atacar en lados opuestos y asi representan
una solucién del problema de las n-damas.

Segtin esto, la expresiéon "doblemente periédica” no necesita otra explicacion.
En consideracion de este significado de nuestro tipo particular de solucién,
no se comprenden con ventaja, bajo X, , .., Xes e, Xe 5 Vis e es Yy
, ¥» , nimeros determinados sino sistemas de residuos mod. n. Correspon-
dientemente, no siempre donvierte ¢l indice k en pares en los nameros 1, 2,
3,....,n, sino que perimito que pase cualquier sistema completo de residuos
mod. n, en ¢l que encuenuro la siguiente condicién: cuando k’=k, tambien
Xp = X, Ye = Yo mod. n.

La consideracion de la solucion doblemente peridédica mod. n, lleva hacia
una interpretacion muy clara y atrayente de muchos enunciados sencillos,
pero importantes, de la Teorfa de los Ndmeros. Yo creo que podria ser de
utilidad para los cstudiosos de matemadticas que lo requieran, hacer més clara
la siguiente descomposicion en un tablero o en un pizarrdn cuadricula-
do, por medio de la exposicion o cl dibuyjo.



,las ctntro hllCl as dc numeros sxgmcmes

@)

. - Vs

pueden representar un sistema completo de residuos mod n, De esta
condicién se puede deducir el enunciado:

Las soluciones doblemente penédxcas del problema de las n damas existen
si y s6lo si n no es divisible ni entre 2 ni entre 3.

Primero demostraré lo siguiente:

Sea n par y que ambas hileras de niimeros

XiyXo 9y Xg 50 00ny Xpny

,Y-.- :yay"" Yn)

representen sistemas completos de residuos mod. n, asf los n ndmeros

M) X+ Yy Xet Yo, Xt Vs, ... Xt y




hY

no pueden! constituir un sistema completo de residuos mod..n. -

En realidad

2,2y,
debe ser-mod. n. Pero de: éhf sigue -~
(X +y)=0,

que si (5) no fuera posible, entones los ntimeros (4) constituirfan un sistema
completo de residuos mod. n.-- Esta demostracién se debe a Euler .

Si n es divisible entre 3, entonces no pueden ser los cuatro sistemas (3),
sistemas completos de residuo mod. n.

En realidad, se ticne

0

1242243 +4* + ...+ n*=n(n-+1)2n + 1)/6,

y 2(1*+22+38 +4* 4+ .., + n%)=n/3 (mod. n).



istemas de’ residuo’ completos,

4): x,‘ = ‘)n/B 45 V3= 2n/3

’ obtlene que:
0=-2n/3 (mod.n).

Agradezco esta demostracién al Sr. Profesor Hurwitz =

Queda por demostrar que siempre existe, por otro lado, la solucién doble-
mente pcrxéchca cuando "n" no es divisible ni entre 2 ni entre 3. En este caso
se proporcionan siempre r nimeros enteros, tales que los 3 nameros r ~ 1,

ryr + 1, son primos relativos. Por ejemplo, se pueden tomarr =2 6 r=3. Se
elije cualquier valor fijo a y se establece:

x, =k, yu=a+ kr, . w
entonces el sistema (3) de cuatro, toma la forma:

1, 2, 3, L, n

a+r, ) a+-2r, a +.3r, ,a+ nr



/S0 clmsxbles por
) hlleras aproxima-
damente, que los n nimeros. mod :n comprendxdos son mcongruentes

Si se tuviera

a+rk = a+ rl (mod. n)

Ny £
se seguirfa T
SRR He

S T

"7 (mod. n) o
S -
n
T
T
k- 1=0 (mod n)
. | +
. . ' +

En la hilera no hay dos miembros + -
contiguos diferentesa +rk y a + Ty
rl, para cada k = L. Estas solucio- ;,% - -+
nes doblemente periédicas ya g1
han sido proporcionadas en ¢l tomo 1 por Lucas .
3. Serfa errénco creer ahora quye todas las soluciones doblemente periodicas

deben mostrar un arreglo similar sencillo de una hilera aritmética. La
siguiente solucion para n = 13 es un cjemplo:



(mod. 15) :

como es convmcente a través de la construccx()n del sistema doblemente
periédico (3), solamente que avace cada uno. de los alores de las coordenadas

por una hilera aritmética.

A continuacién quisiera resaltar en particular que el 13 es niimero primo.

Cuando n es un ntimero com-
puesto (que no comparte diviso-
res con 2 y 3), se puede dar un
gran numero de soluciones do-
blemente periédicas, las cuales
no avanzan hacia hileras aritmé-

ticas sencillas, como ahora deseo -

explicar,

Con este {in considero ahora, en
lugar de nuestro otro t'lblcro de
n: casillas, uno similar de (mn):
casillas, donde ni m ni n son divi-
sibles entre 2 6 entre 3. Seanr y
s tales que: o

1

H

Ea

LF

r-1,r,r+1 nocomparten divisores con m

s.—-1;8,s +.1"no comparten divisores con n.
’ i A k

fig2



Defino lhégo:

() s =S ctxéghdo‘ . l’

Finalmente sea b un niimero cualquiera, pero bien determinado.
Ahora establezco: :

Xan = nk + 1 (mod. mn), yu.=nrk + s+ b (mod. mn).

y afirmo que (X » Yuer ) da por resultado una solucién doblemente periédica
del problema de las mn damas, cuando k recorre un sistema completo de
residuos mod. my 1 recorre un sistema completo de residuos mod. n.

En realidad se obtienen de este modo, mn parejas de residuos:

(xukﬂ » Ynkel )’

y ‘debe demostrarse que aquellps sistemas (3) andlogos a los sistemas de
cuatro, cuyos miembros reciben ahora mn, construyen sistemas compietos
de residuos mod. mn. Finalmente se¢ da como ¢jemplo para el segundo
sistema lo siguicnte: sea

(8 Ywor = Yua (mod. mn)

6, lo que es lo mismo,



= nr1§~ o5+ b;,(m’Od{mn)Sg‘ggngg e g.!v i OEBE

9) ’m'k’ +”’s,- +b 5 !
NP 1 v L3 Busrree

'Lu"e:go'se‘ tlgnefseg'ﬁh (7y:-=+

¥, cuando esto se sustituye en (9), entonces se obtiene:
‘nrk’ = nrk  (mod..mn)
rk’ = rk ' (mod. m)

(11) kK’.= k (mod. m).

hd -

El resultado del anélisis s por consiguiente: la congruencia (8) solamente
puede mantenerse bajo ambas condiciones (10) y (11) Q.E.D.

La construccién cuya verdad fue demostrada ahora mismo, se explicara
también por medio dec un cjemplo. Los nitmeros mas pequeiios, los cuales
no son divisibles ni entre 2 ni entre 3 y vienen a consideracién, son: m =5,
n = 5. Posteriormente clijo:



‘Se separa del tablero mﬁmto un tablero cmdrénco de 95° é'asxllas por medio
de las desigualdades: ,

1 = Xy = 25, l = you = 25

y asi se obtienen la Tig. 1 y la Fig. 2.- Es evidente que se pueden encontrar
alin més exposiciones compuestas para niimeros que estin compuestos por
3 o mds factores.

4. En el tomo I se encuentra®una discusién detallada de las soluciones
"doblemente simétricas" !, es decir, de aquellas soluciones que giran sobre si
mismas por giro del tablero sobre un dangulo recto. Como ahi se demostro,
es necesario que para la existencia de soluciones similares, n sea de la forma
4modelaformadm + 1.

No carcce de interés examinar 2, si existen soluciones doblemente simétricas
también para n mayores. Demostraré lo siguicnte:

Si no solamente ¢l nimero n por sf mismo, sino tambié¢n todos sus factores
primos son dc Ia forma 4m + 1, cntonces el problema de las n damas ticne

10



comuries conn

Ahdra E_;St‘irlrbléZCO”:”
(13) =1 y=rl (mod n)

Cuando | pasa por un sistema completo de residuos mod. n, entonces (13)
representa una solucién doblemente periédica de las n damas, como si fuera .
expuesto bajo 2.

Asf como 1, tambien rl pasa por un sistema completo cle residuos mod. n.
Segtn (12) y (13) se ucne

o

Xg= 1l =y, ya=713 = -x (mod n)

Eso significa, sin embargo, que por medio de un giro de 90° en el sentido de
las manccillas del reloj, los puntos congruentes con (x, , y,) recorren el punto
y son congruentes con (X, , y.) es decir, que por medio de un giro similar
del tablero infinito completo, la solucién doblemente periédica (13) se
recorre a sf misma. Se separa del tablero infinito, por medio de las desigual-
dades:



- (n}f— Ly2: s x

un tablero mﬁmLo de:
las n. ﬁgur'ls (numcros) muadas se
Q 1; D. , S

CCot ren por mcdlo del gn'o mencxonado

El lector cncuentra la soluuon quc se encomré arriba para n= 5 yparan=
13, enel tomo I, representada con figuras: Fig. 7 (pag: 216)y Flg 28 (pag.
258). En estas exposxcnoncs se debe observar lo 51gmente' hay-4 reinas, las
cuales tienen el intervalo més pequeno posible de la reina parada en el punto
medio (0, 0) del tablero. Si a y b son las dos coordenadas dela casilla que
ocupa cualquiera de esas 4 reinas, entonces se tiene: :

(14 n=a'+be,

donde los dos nameros a y b no comparten divisores entre sf, ni con n. Se
observa una conducta similar en el caso siguiente de n = 17, 25y éste sirve
para encontrar lo mas rdpidamente posible estas exposiciones delicadas.

Esta obscrvacién tiene un valor s6lo general. Para examinar esto y para
conocer en suma el significado teérico -numérico de estas exposiciones, son
necesarios por supuesto, conocimientos profundos *.

La congruencia (12) tiene el mismo significado que una igualdad:

r*= -1+ mn,
donde m representa un namerg entero. La forma cuadratica
nx*+ 2rxy + my* .

tiene el determinante 1* = - mn = - 1. y debe ser equivalente por
consccuencia, a la Gnica forma reducida x* + y* del determinante - 1. Eso
significa que cxisten 4 nimeros a, b, « y g de un tipo tal, que:

(15)ag ~ba =1



' "('1,6‘)’,?f'sc36bt‘icxi:e‘:

1, combinadas:con- (15): '

ar = b (mod. n)

De este modo, la solucién (13) para 1= a, X, = a, y,= ra= b, darealmente
como resultado una descomposicién del tipo (14).

Si se considera nuestro tablero infinito como el plano de nimeros complejos,
entonces los puntos medios de los distintos campos son los niimeros enteros
Gaussianos = Obsérvese que al igual que con n, también an pasa por un -
sistema completo de residuos mod. n, de tal modo que nuestra solucién
también puede tomar la forma

(13y

Xy + iya = al (1 + ir) (mod. n)

]

(@ + ib) (mod (a + 1b)('1 - 1b) )

0

n




La solucnon (15) se oblcndx 4 asi, cu’mdo cada una de las camllas del tablero
infinitosea cubierto con figuras (ntimeros) cuyos puntos medios son especies
de muiltiplos complejos de un nimero entero Gaussiano a '+ ib, donde a y.
b no comparten divisoresy (a + ib)(a - ib) = n. Esté sistema de puntos se
ordena en cuadrantes del phno n =a‘+ b* yasiaclara que la conducta
observwda conel ejemplo n:= 5, 13, 17, 25, es cierta en general,

5. El precedente da motivo a diferentes observaciones, las cuales también
conciernen a las soluciones no doblemente periédicas del problema de las'n
damas Deseo, sin embargo proponer aqui brevemente por que estas expo- .
: sncxones no:ofrecen ningdn-interés tedérico-numeérico, no se dirigen hacia
ningdn resultado definitivo y también por qué el hacer una’ presentacion
detallada serla demasiado fastidioso.

La I‘lg nos da una solucién cercana al siguiente ejercicio:

Construir una solucién del problema de las mn-reinas, a partir de cualquier
solucién del problema de las m reinas y a partir de una solucién doblemente
perididica del problema de las n reinas. - La construccién se desarrolla de la
siguiente manera: se divide cada casilla del tablero de m?* casillas, en n?
cuadrantes iguales. Si la casilla de interés del tablero de m* casillas estaba
descubierta, todas las n casillas resultantes quedan igualmente descubiertas;
si por el contrario, aquella estaba cubierta, se compone la solucién concedida
doblemente periédica del problema de las n reinas a partir de las n® casillas
resultantes, de tal modo que el Gltimo de los tableros resultantes se compon-
dréd exactamente de mn hileras horizontales y verticales, m veces. Estd claro
que las mn reinas asi divididas no pueden practicar ningtn ataque de torre
una tras otra. S¢ pucde examinar que ¢éstas no pueden realizar ningtin ataque
de alfil tampoco: trasladense igualmente las n reinas correspondientes (las
cuales se originan de la justificaicon de uno y de su propia casilla del tablero
de m hileras), en una direccién diagonal hacia las casillasn 6 2n 6 3n ... y
entonces la solucion doblemente periddica para n trasladada pucde cierta-
mente Hlegar junto a otra solucién doblemente periddica, pero nunca coin-
cide, y ahf carccemos de una solucién correcta del problema de las n damas.
Ahora se tiene [Acilmente, a partir del concepto de la solucion doblemente
periodica (véase 1), que las 2n reinas, las cuales se componen de dos tableros
de n® casillas, separados exactamente de la misma solucion doblemente
periddica, que no se pucden atacar como alliles (pero cada una de las dos
reinas paradas cn tableros distintos, podran atacarse como torres, desde la



Casillés. :Si,se

donde el tablero infinito fue hecho doblemente periédico. ‘Por medio del
giro del tablero infinito, sobre un 4ngulo recto en el sentido de las manecillas
del reloj, se cubren las n - 1 figuras (18) con las de (17). También se puede
afirmar lo siguiente en una expresion distinta:

Si todos los factores primos de n + 1 son de la forma 4m + 1, entonces el
problema de las n reinas tienc seguramente soluciones doblemente simétri-
cas. .

.., . 3 5 g Lt e S L
La composicion particularmente’sencilla paran =.16 en el tomo [;sirve como
ejemplo.

La constiruccion bajo 4 que se nombrd, no provee ninguna solucién doble-
mente simétrica para el caso de n = 9. Entonces ¢l ndmero 9 = 3.3 cs
realmente la forma 4m + 1, sin embargo, no sc compone de factores primos
dec la misma forma. Por la misma razon, ¢l método que sc expuso arriba no
olrece ninguna solucion doblemente simétrica, paran = 8 = 9 - 1. Esto aclara
en cierto modo, ¢l hecho mencionado en el Capitulo X, que en suma no hay
ninguna solucion doblemente simétrica paran =8 yn =9,
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