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CAPITULO O 

(CONOCIHIEHTOS CENERALES) 

A lo largo de esta tesis se hará uso de resultados referentes a 

los topos, que a continuación se mencionarán. 

un topos es una categoria que puede ser considerada como la 

"generalización" de Set. Por ello se cita la noción de subobjeto en 

Set para extenderla a los topos. 

SUBOBJETOS Y CLASIFICADOR DE SUBOBJETOS. 

En Set, el morfismo inclusión m: B-+A de un subconjunto B en un 

conjunto A es siempre mónico. Inversamente, todo mónico n:C>--+A en 

Set es "casi" una inclusión en tanto exista un isomorfismo i:cae 

para un subconjunto B~A tal que moi~n. 

Extendernos estas ideas a una categoría arbitraria e, decimos que 

dos monomorfismos m:B>--tA y n:C>-JA son equivalentes, se escribe m~n, 

si existe un isomorfismo i:C~B tal que moi=n. 3 es una relación de 

equivalencia en la clase de todos los monomorf ismos en e con 

codominio A; Sea [m] la clase de equivalencia del monomorfismo m. 

una entidad de la forma (m) es llamada un subobjeto de A. cuando no 

se preste a confusión se usará m para (m] y algunas veces para el 

dominio B de m. As! un subobjeto de un objeto A puede ser -

considerado como un monomorfismo con codominio A o como el dominio 

de tal monornorfismo. Se escribirá Sub(A) para la clase de subobjetos 

de A. Dados los monomorfismos m:B>-4A, n:C>-·tA, se escribirá mi:n y se 

dirá que m esta incluido en n si existe un morfismo f:B~c tal que 

nof=m. Evidentemente "i:" es un preorden en la clase de monomorfismos 

con codominio A. Más aún mi:n y ni:m sii m3 n. se extiende la noción de 

inclusión a subobjetos de A por definición [m)!>::[n) sii mi:n; 11 ~ 11 es 

ahora un ordon parcial en sub(A). 

En Set los subobjetos pueden ser descritos mediante funciones 

caracter!sticas. La función característica de un subconjunto B de un 

conjunto A es el morfismo x=xn de A al conjunto 2 consistente de dos 

"valores de verdad 11 o y 1 con xCx)=l cuando XEB y x(x)=O cuando xe:a. 

Más generalmente, dado un monomorfismo m:B>-~A. definese la función 

característica de m como el morfismo x
111

:A-+2 tal que Xm(x)=1 cuando 

x~[BJ y x
111

(x)=O cuando xe:rn[BJ. Dado otro monomorfismo n:C~A se 

tiene m::.n sii xm =xn; se puede decir entonces que x
111 

es la función 



caracter1stica del subobjeto [m]. As1 la asignación [m]~Xm 

relaciona cada subobjeto de A con una ünica función caracter1stica. 
Inversamente, dada un morfismo u:A--+2 se puede usar la técnica 

del producto fibrado para relacionar un único subobjeto de A con u. 
Tornesa el subconjunto l={O}s;2 y el monomorfismo T: 1~2, el cual 

envia o a 1, y formando en Set el producto f ibrado 
B----+l~{ o) 

im lT 
A~2 

La función característica del subobjeto [m] de A es la dada por 
el morfismo u. 

En conclusión se tiene una correspondencia biyectiva entre 
subobjetos de un conjunto A y funciones características en A. 

Se extiende esta idea a una categoría arbitraria e con objeto 

terminal. Un clasificador de subobjetos en tal categoría e es un 

objeto n de e junto con un monomorfismo T: 1-+0, llamado 11 morfismo 
verdad", del objeto terminal 1 de e tal que 

(i) para cada monomorfismo m:B>-+A 3lmorfismo x(m) :A-+0, llamado la 
caracter1stica de m (o de B), tal que el diagrama 

(0.1) B----+l 

lm lT 
A-->0 

x(m) 

es un producto fibrado; e inversamente 

(U) todo diagrama de la forma u:A-)0+--l:T tiene un producto 

fibrado. (Notese que todo morfismo con dominio en 1 es mónico). 

Por analogía con Set, x(m) puede ser también considerado como la 
función característica en A determinada por m. 

A lo largo de este capitulo se considera a la categoría e con 
objeto terminal 1 y clasificador de subobjetos (O,T). 

Para cada c-morfismo u:A-+0 escogemos un monomorfismo ker(u) con 

codominio A tal que el siguiente diagrama es un producto f ibrado 
(0.2) dom(ker(u))-->l 

lker(u) 

A---~u---->n P. F. 



(La existencia de ker(u) esta garantizada por la condición (U)) 

ker(u) es llamado el núcleo de u. Será conveni~ñ.te·. suP~n~r que 
ker (X ( lA)) =l ... para todo objeto A. ·:~.·.~- -,:\.':: . .. :~-( ~-~,:-J· 

o.J LEMA. sea A objeto de e, m y n c-mo~fisrá.¿S -~C:~~'.~~~o~l~i~'.·:~A y. sea 

u:A--tO un morfismo en c. Entonces 
. , __ ·- .-~·· - _;,;_..:.::_:" ~ ·--

-. _: .' -.}~'.. --~-~~,-~~ :·, ~~~·;; - -~:.' ' 

, ~.-;:~ ~~--~-~;: ~-~~t'-'-·"::-:~--~-/;':~-~-it::;~: ---~-_:_• -
. (' -~-~~~-l~~· -~~ ';{;< ,~(:·_. •, ·--

(i) u=x (ker (u) ) 

(U) ker( [X(m) ))=[m) 

(ill) [m]=[n] - x(m)=x(n)• - --·'"·.··:I:;:_,, .. ~ _ _. . 
-. ·, '2:·:·· ·:~:::·.-~~:.~;,~·;:. - _;, 

se sigue que el morfismo [m] ~X~~_)_ .,·ª~,/_~n~:f~'.biY+~~-~~íl: :~~~~~~- ~-ª 
clase sub(A) de subobjetos de A y el_· cC:rljuh~-o-=-·,c"(~;~~~--:'d~~~C-..:riic;rfi'S~oS 
A-+0. 

Definase para u,vec(A,O) 

U!SVc-t(m]~[n] con x(m)=u, x(n)=v 
'"'[ker(u)]~(ker(v)] 

... ker(u)=ker(v) 

para algun morfismo f:dom(ker(u) )-+dom(ker(v)), 

ker(u)=ker(v)•f 

De aqu1 11 ~ 11 es un orden parcial de Sub (A) , "!S 11 es un orden 

parcial de C(A,0), y (Sub(A),~)g(C(A,O),!!i). 

Para todo morfismo u:A--tO se llamará [ker(u)] el subobjeto de A 

clasificado por u. 

Sea m un monomorfismo con codominio A y sea f :C-+A. Se define la 

imagen inversa de f-
1 (m) de m bajo f por 

(0.4) f" 1 (m)=ker(x(m)•f) 

As1 f-1 (m) es caracterizado por el producto fibrado del diagrama 

(0.5) dom ~f- 1 (m) )-+1 
l f" (m) IJ' 
e íl 

x(m)•f 

De esto se sigue que el diagrama 

dom(f"1 (m) )-+1 

~ 1 lf' 1 
f•f (m) dom(m)-->l 

1 lm P.F. lT 
conmuta. 



._x(m) .. 

,._ 3!f':dom(f-1(m))-Klom(m) tal que ··~.f- 1 (m)....:iu.r.'', es decir, tal que 

el diagrama 

(0.6) dom~f-1 (m))~om(m) 
f- (m) 1,. - lf 

e f A conmuta. 

As1 el producto fibrado de (0.5) puede ser escrito como una 

composición de cuadrados conmutativos: 

do!'\(f-1 (m) )--p->dom(m)---->1 
f- (m) 1 1 IT 

~ II ~ I ~ 

C f A~(J 

pero I es producto fibrado, as1 II también. 
Por tanto en una categor1a con clasificador de subobjetos, todo 

monomorfismo tiene un producto fibrado, o imagen inversa bajo algun 

morfismo. 
(0.4) puede ser escrito: 

(0.7) X(f-1 (m)J=x(m)•f. 

0.8 PROPOSICION. 

Para todo monomorfismo m, n con codominio A, e respectivamente y 

todo f:C~A, son equivalentes: 
(l) n•f-1 (m); 

(ll) x(n)=x(m)of; 

(lll) 3g:dom(n)-->dom(m) tal que g 

0.9 PROPOSICION. 

Son equivalentes: 
(l) n<f-1 (m); 

(ll) 3g:dom(n)-->dom(m) tal que 

dom(n)--->dom(m) 

ni P.F. !m 
C---.---..A 

g 
dom(n)-om(m) 

"! !m 
C------>A 

• 

conmuta • 



0.10 PROPOSICION. 

Pata tod~ monomorfisnio m·, _: n·· eón ,·~;,~~~iili~ se 
tiene: 

m<n .. f-1<m)<C1 (nl. ·-
Dado un objeto A~ se_ define e1- ID;oZ.f-~smO_ :~~~~-cJó~-~i-: e·s .aadO -Por 

A.=<1.,lA>:A~AxA. AA es siempre m6nico. 

0.11 PROPOSICION. 

Dado un diagrama formado por n:dom(n)>--tC, f:C~A y g:C---+A, 

con n monomorfismo, entonces 
. fon=gon t-t ns;<f,g>-1 (AA). 

Sean m, n monomorfismos con codominio A, se forma el producto 

fibrado 

m-1 (n) 1° 
"' 

dom(m) 
In 
"' 

La composici6n mom-1 (n) (o, equivalentemente, non-1 (m)) es 

entonces un monomorfismo con codominio A; se denota este por mnn y 

se llama la intersección de m y n. se sique de (*) que, para todo 

monomorfismo p con codominio A, 
(0.12) p!»mnn .... ps;;m y p!in. 

Esto implica que [TIV"ln] es el inf imo del conjunto de subobjetos 

{ [m], [n]}; de aqu1 (Sub{A) ,s;) es semilatis, esto es, un conjunto 

ordenado parcialmente en el cual todo par de elementos tiene un 

infimo. 

Más aún, la intersección es preservada bajo imagen inversa, en 

el sentido siguiente, sea f:C~A, 
(0.13) f- 1 (mnn) •f-1 (m)nf- 1 (n). 

Los resultados obtenidos pueden ser reformulados en términos de 

las funciones características. As1 por ejemplo, considerese (0.9). 
Dado u:c--.n, v:A-.+O, f:C__.A, se pone n=ker(u), m=ker(v) en (0.9) y 
se usa (0.7), que da 

(0.14) u•v•f ... 3q:dom(ker(u))->dom(ker(v)) tal que 

ker(v) •q=f•ker (u). 

5 



Ahora considerese (0.10). Tomamos funcio.nes car_acterf.sticas ·y 

(0.3) junto con la definición de 5, 

xCml"xCnJ ~ xcr·1 cmJJ•xcr1 cnJ). 
Escribimos u=x(m), v=x(n), se sigue de (O. 7) que para to~o 

u,v:A-JO y todo f:C--tA, 

(0.15) U:!iV ~ Uof:svof. 

Regresamos a (O. 11), primero se define eq
4 

:AxA--+'1 por ·eq
4
=;t(.ó.

4
) • 

Dado u:C--+0 y f,g:C~A, tomamos n=ker(u) en (0.11) y usamos (0.7) 

con (0.3), se obtiene 

foker(U}=goker(u) ~ ker(u)S:<f,g>-1 (.ó.A} 

~ u:sx(<f ,g>-1 (L\A)) 

""X(.64) o<f ,g> 

=eqAo<f,g> 
de aqu! (0.16) foker(u)=goker(u) sii u:seqAo<f,g>. 

Se define Ul\V de dos morfismos 

U/\V=X(ker(u)nker(v)). 

u, v:A-J-0 

Entonces (0.12) está dado, para todo morfismo w:A--+0, 

( 0 .17) W 5 lL\V +-> W :!i U y W :!i V / 

y (0.13) viene a ser, para todo f:C--+A morfismo, 

(0.18) (UAV)•f=U•fAV•f. 

por 

Se oigue de (0.17) que UAV es el .i.nf.i.m.Q del conjunto {U,v} con 

:s, asi que (C(A,O) 15) es una semilatis. En particular, """ satisface 
las leyes de conmutativiadad y asociatividad: 

Ul\V=VAU y (UAV) AW=UA (VAW) • 

Tenemos también, para u
1

, •• ,uneC(A,O) ,u
1
A •• Aun el infimo de 

{U1' ••,un}. 

Se define la función característica ~ T4 en A por 

TA.=x(lA.) :A~n. (Se escribirá T para TA cuando A se sobre entienda). 

Note que ker(TA) ... lA. T4 es llamada maxima porqoe se tiene el caso 

u:sTA para todo u:A-+0. 

0.19 PROPOSICION. 

Sean u,v:A-+0 y f,g:C~A. Entonces 

(l) Tc=V•f-3g:C->dom(ker(v)) tal que f~ker(v)•g. 

(U) Tav•ker(u)-u•v 

(i.U.) Tc-eq4o<f,g> ... fc::g. • 



OBJETOS POTENCIA. 

Continuamos con la analogía con Set. -~ea.·A· u!l·_-conjunto, se puede 

formar su "conjunto potencia" PA, el c~:mj~~to de todos los 

subconjuntos de A. La correspondencia Yi-:--+Xy :~ntrS. ·subconjuntos de A 

y funciones caracter1sticas en A establece- -uiia biYecci6n entre PA y 

la esponencial 2A. 

2A está caracterizada por la sig~Í~~t~·, propiedad. Para todo 

morfismo f:Ax~2, 3!f"':B--+2A tal que 

f 
AxS-.2 

1 1 
14 xf•1,. 1,. 

Ax2•~2 

conmuta, donde ev
4 

es el morfismo evaluación. Por tanto PAa2·\ se 

sigue que PA satisface la misma condición, esto es, para todo 

conjunto A existe una función e.., :AxPA-+2 tal que, para toda función 

f:AxB-42 3!fA:B---+PA con 

f 
Ax~2 

1 1 
14xf• 1,. 1,. 

A•PA--+2 

e• 

conmutativo. (Explicitamente, e" está dado por eA (a,X)=l sii aeX y 

t• está dado por f'(b)~{aeA:f(a,b)~l}). 

Ahora se extiende la idea para categorías en general. Sea e una 

categoría con productos finitos y clasificador de subobjetos O. Dado 

un e-objeto A, un objeto potencia para A es un par (PA,~) 

que consiste de un e-objeto A y un morfismo e" :AxPA-+0 (llamado el 

morfismo evaluación de A) tal que para todo f:AxS-.Cl 3lf"':~PA 

(llamado la transpuesta de f) tal que 



AxPA-e--tQ 
A 

conmuta. (Por abuso de lenguaje, también se llamará PA al objeto 

potencia de A.) De aqu1 PA, si existe, es la exponencial n" y es 

ünico salvo isomorfismo en el sentido usual. Entonces se dice que e 

tiene objetos potencia si (PA,e,..) existe para cada e-objeto A. 

Notese que, para todo g:B--tPA, se tiene 

(0.20) g~(e .. (1,xg)) • 

También que PA, como la exponencial nA, puede ser descrito por 

la afirtnaci6n que, para todo B, existe un isomorfismo 

C(AxB,n)aC(B,PA). Pero de aqui C(AxB,n)O!Sub(A'-<B), se obtiene un 

isomorfismo Sub(AxB) EC (B, PA). 

Se da a continuación la definición de topos. 

OEFINICION. Un topos es una categor1a con productos finitos, 

un clasificador de subobjetos y objetos potencia. 

8 



CAPITULO 1 

TEORIA LOCAL DE LOS CONJUNTOS 

En esta tesis se formulará una qeneralización de la teor1a 

clásica de los conjuntos, la teor1a local de los conjuntos; con la 
cual se puede construir una ''categoría de conjuntos'', exactamente 

igual que en el caso clásico, y demostrar además que dicha 
categor1a, es un topos. 

El objetivo principal de la tesis es demostrar que cada topos es 

equivalente a la categor1a de los conjuntos, que corresponde a una 

teor1a local de los conjuntos. sin embargo, se obtienen también 

otros teoremas que son importantes por si mismos: Se introducirán a 

los conceptos de interpretación de una teorla local de los 

conjuntos, y de ~ de una afirmación de dicha teorla (bajo una 

interpretación). Se verá, entonces, que tales interpretaciones son 

confiable~, en el sentido de que todo teorema de una teoría local de 

los conjuntos es válida, bajo las interpretaciones que hacen válidos 

a sus axiomas. Y se verá también, que las interpretaciones son 

completas; en el sentido de que toda afirmación, de una teoría local 

de conjuntos, vtUida bajo toda interpretación, que haga válidos a 

sus axiomas, es necesariamente un teorema de la teoría. 

Se hace referencia a un resultado de lógica: 

Cualquier afirmación del lenguaje de una teor!a de primer orden, 

es verdadera en todos los modelos de la teorta, si y sólo si la 

afirmación es teorema de la teoría. 

En la teor!a local de los conjuntos, el concepto de conjunto, 

que en la teoría clásica es un concepto primitivo, es remplazado por 

la noción de .t.i.ng. Los tipos son la formalización de clases 

naturales, o especies de los cuales los conjuntos pueden ser vistos 

como subespecies. La teoría de conjuntos resultante es local, en el 

sentido, de que la relación de inclusión es una relación binaria 

parcial, sólo se tendrá entre conjuntos del mismo tipo, es decir, se 

tendrá unicamente entre subespecies de la misma especie. 



DEFINICION: 

Un lenguaje local es un lenguaje que se construye con los mismos 

s1mbolos primitivos =, E, {:} como la teor1a clásica de conjuntos, 

en la Cual las operaciones de productos y potencias de tipos pueden 

ser representadas, y la cual en suma contiene un tipo de "valor 
verdad" actuando como el rango de valores de " funciones 

características" en los tipos. 

Una teoria local de los conjuntos queda determinada cuando 

se especifica una colección de axiomas, formulados dentro de 

un lenguaje local. A continuaci6n, daremos los detalles. 

Un lenguaje local :l está determinado por las siguientes clases 

de simbolos 

(Sl) El s1mbolo 1, que se llamará tipo unitario, 

el s1mbolo o, que será llamado el tipo de los valores 

de verdad . 

(52) El tipo unitario, y el tipo de los valores de verdad 

son tipos básicos, pero podria haber otros tipos 

básicos: A, B, e, etcétera. 

(53) Una colecci6n de simbolos (quizá vacia) t, g, h, ••• , 

llamados simbolos funcionales. 

Los sirnbolos llamados tipos de ~ se definen recursivamente como 

sigue: 

(TSl) Todo tipo bAsico es un tipo. 

(TS2) Si A
1

, A
2

, ••• ,An son tipos, también lo es A1x ••• xAn, 

se entiende que si n=l, entonces A
1
x ••• xAn es A

1
, y 

si n=O, entonces A
1
x ••• xAn es el tipo 1. 

(TSJ) si A es un tipo, también lo es PA. 

Los tipos A
1
x ••• xAn y PA son llamados el~ de A

1
, ••• ,An y 

la potencia de A, respectivamente. Un tipo de la forma PA es llamado 

un de tipo potencia. 

Para cada tipo A se supone que ~ contiene un conjunto de 

s1rnbolos xA, yA, zA'""º llamados variables de tipo A. ~contiene el 

s1mbolo *· 
Cada símbolo funcional de t. es asignado a una signatura de la 

forma A ----+ B, donde A y B son tipos. Suponemos que la colección 

de s1mbolos funcionales, correspondientes a una signatura dada, 

forman un conjunto. 

10 



Ahora se puede definir recursivamente a los ~ de ~, y a 
sus tipos asociados, como sigue: 

(Tl) * es un término de tipo 1. 

(T2) Para cada tipo A, las variables xAI. yA ,,,: •• son términos de 
tipo A. 

(T3) si f es un s1mbolo funcional de signatura A ~ B, 

y "C es un término de tipo A, entonces t ("C) es un 
término de tipo B. 

(T4) Si "C
1

, ••• ,"Cn son términos de tipos A
1

, ••• ,An, entonces 
<"C

1
, ••• ,"Cn> es un término de tipo A

1
x •.• xAn, si n=l, 

entonces <"C
1

, ••• ,"Cn> es -c
1

, mientras que si n=O, 

entonces <-c
1

, ••• ,-en> es *· 
(T5) Si "C es un término de tipo A

1
x .•. xAn, y l.::!1:sn , 

entonces ( "C) 
1 

es un término de tipo A
1

• 

(T6) si a es un término de tipo n, y xA es una variable de 

tipo A, entonces ~xA:at es un término de tipo PA. 
(T7) si u, "C son términos del mismo tipo, entonces u="C es un 

término de tipo o. 

(TB) si u, -e son términos de tipos A y PA respectivamente, 

entonces UE"C es un término de tipo n. 
Un término de tipo n es llamado una ~. 
Algunas veces, un término será introducido como r (X) ; esto 

se hace para llevar la atención hacia la variable x, pero no implica 

que x ocurre necesariamente en "C. 

Una presencia de una variable x en un término i; esta liqada 

cuando está aparece dentro de un contexto de la forma ~x :at; de lo 
contrario la presencia es libre. Un término sin variables libres, se 

llama cerrado; una fórmula cerrada es llamada enunciado. si "t' y u 
son términos, y x es una variable, del mismo tipo que u, entonces 

escribimos "t' (x/u) (algunas veces "t' (u)) para los términos obtenidos 
de "t', mediante la sustitución de cada presencia libre de x por u. El 

término u es libre para x en "C , si para toda variable libre y en u, 
toda presencia libre de y en u es una presencia libre de y en 

"t(X/u). Sir es algün conjunto de fórmulas, se escribirá l(x u) para 

denotar a la colección de fórmulas de la forma "t'(x/a) con "C en r, y 

se dirá que u es libre para x en r, si u es libre para x, en toda 

f6rmula en r. Sin embargo, también se dirá que x es libre en r si 
Asta es libre en algOn miembro de r. Similarmente, para todas las 

u 



variables x
1

, ••• ,xn y términos cr
1

, ••• ,crn de los tipos apropiados, se 

escribirá i:(x
1
/cr

1
, ••• ,xn/crn) o resumiendo -c(x / cr), para el resulta

do de sustituir cr
1 

por x
1 

en -e, para l::s1::sn. Esta notación se 

extiende naturalmente a rcx
1
/u

1
, ••• ,xn/un) o a rcx / a). 

Las operaci6nes lógicas se definen como sigue: 

(Ll) ex - f3 para ex = ¡¡. 
(L2) 

(LJ) 

(L4) 

(L5) 

(L6) 

(L7) 

(LB) 
(L9) 

verdad 

a A f3 

a• /3 
Vxcx 

falso 

""' av/3 
3xa 

para 

para 

para 

para 

para 

para 

para 

para 

* = *· 
<a:,13> = <verdad,verdad>. 

(a A {3) = "'· 
{X :a} = {X :verdad}. 

vw.w. 
a .. falso. 

Vw [ (a:•W " 13 .. w) .. w l· 
Vw ('Jx(a .. w)•w ]. 

±Usualmente se escribirá vx.a, 3x.a, para vxa, 3xa. 

En (LB) y (L9) w es una variable de tipo a que no ocurre en a o 

en f3 • 
Un secuente (en ~) es una expresión de la forma r:a donde a es una 

fórmula y r es un (posiblemente vac1o) conjunto finito de fórmulas. Se 
escribirá: 

r,A:a para rv.6.:a 

13,r:a 6 r,fJ:a para rv f3 :a 

11
1

, ••• ,(3n:a para 11
1

, ••• ,13" :a 

:a para ":a • 

Los axiomas básicos para la teoria local de los conjuntos son 

los siguientes: 

t-Tautolog1a 

u-unidad 
i-Igualdad 

p-Productos 

e-comprensión 

a:a 

:x1"• 

x=y, cx(z/x):a(z/y) con x y y libres para z 
en ex 

: (<Xl, • • • ,xn>) i=xi 
X=<(X) 1 ,. •., (X)n> 

:xe{x:a}.....a 

Las reglas de inferencia son: 
Debilitamiento r:a ••••• (de) 

(3, r:a 
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Corte 

sustituci6n 

Extensi6n 

1 

. r:a -(T6da variable._libZ.e de a es 
·ubre·en r•·6 lll ;. (co) . 

r:~ '·'· ... · . 

· ,[":,; (~J:¡br~p~~a x,enT y a) 

rcx'ii:iiacx/-C¡·.: ·(sur; ')~ -
- -._---o·-'-- ,= - _: .. ':..."'"=-'' -~~.;::-~· --- --

" r :~E·CT·-~·-x'é~'- cx··no es-:_,_1ibre-iúl·r;O-; y~i:) 
(ex) 

r:a='t' 

EqUivalencia a;r:11 11,r:a (eq) 

r:a-11 

Si !I es una colecci6n de secuentes. Una 11 prueba 11 de !I es un .§.rbol 
finito donde los vértices son los secuentes correlacionados en tal 

forma que: 

l) Todo secuente del principio es un axioma o miembro de !I y el 

último secuente es llamado 11 conclusi6n11 de la prueba. 

U) Todo secuente en el interior de la prueba es consecuencia 

directa de una de las reglas de inferencia asociada con secuentes 

inmediatamente anteriores a este. 

Se dice que el secuente r:a es derivable de !I, y se escribe 

r r!la probando que existe una prueba de :1 de la cual el secuente r:a 
es 1a conclusión. También se escribirá r}- a para rle, y se dice que 

es r:a: un se.cuente ~- Cuando "}-ya se escribirá }-ya y se dice 

que a es ~ de :l. Si :f~Jt entonces }-ya implica 1-uª· 
Aplicaciones sucesivas de la regla de corte serán escritas en la 

forma r}-!l'a
1 

}-ya
2 
••• }-:lan produciendo r}-!l'an. 

Una teor1a de conjuntos locales o teor1a, en :t. es ahora 

formalmente definido como una colección Y' de secuentes la cual es 

cerrada bajo derivación. Esto es: 

Y' es una teor1a local si, para todo secuente r:a, r}-ya si y solo si 

(!":a) esta en Y'. 

Toda cglección de secuentes genera na teor1a de conjuntos 

locales :1 dada por 

(!":a) estan en Y' si y solo si r~Y'"' . 
:1 ªª un conjunto de axiomas para una teor1a local de conjuntos Jf 

si !fcl(. 
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Dadas dos teor1as locales :J', U en :i, Jl es una extensión de Y' si 

para todo secuente r:a de ~. rt!f'a Q rtHa. 
Una teoría local de los conjuntos es consistente si no se tiene 

r~falso, es decir, falso no es probable de Y. 

La teoría local en ~ generada por el conjunto vac1o de axiomas 

e~ llamada ~ gg coniuntos locales .P.!!11'!:. en ~ y se denota por L. 

El lenguaje local sin tipos básicos o s1mbolos funcionales es 

llamado ~ local R.YJ:Q y es denotado por ~0 • La teor1a local de 

los conjuntos pura en ~o es denotada por L
0

• 

LOGICA fil! !lJ1A '.!'.fillRI.A LOCAT,, Qg Llll?_ CONJUNTOS 

(aJa=llrll=a 
Prueba: 
:a=(a) 

1 

:a=a (p) 

a=fl:a=a (de) 

a=ll.~(z)•z=a 

a=fJ,a=a:fJ=a (i) 

a:ll:ll=a (co) 
(b) a=ll.ll=7ra=7 (transitividad) 
Prueba: 
a=/1,por(a) ~=a,~(z)e7 

• 
1 CONJUNCION 

1.1) x=x', y=y' r <x,y>=<x' ,y'> 
oemostraci6n: 
:<x,y>=<x,y> (p) 

x=x':<x,y>=<x,y> (de) x=x',<x,y>=<x,y>:<x,y>=<x',y> (i) 

x=x':<x,y>=<x',y> (co) 

x=x',y=y':<x,y>=<X',y> (de) 
~~~~~-ANALOGO.~~~~~~~~ 
x-x' ,y-y,<x,y>=<x',y>:<x,y>-<x',y'> 

x=x', y=y':<x,y>=<x',y'> (co) 

1.2.l) <x,y>=<x' ,y'>tx=x' 
Prueba: 
7(z)=x=(z) 

1 

• 

<x,y>=<x',y'>,7(Z/<x,y>):7(z/<x',y'>) 

<x,y>=<x',y'>,x=(<x,y>)
1
:x=(<x' ,y'>)

1 

<x,y>=<x' ,y'>,x=x:x=x' (i) 

<x,y>=<x' ,y'>:x=x' (co) 

14 

:x=(<x>) 
1 

:x=x .<Pl 

<x,y>=<x',y'>:x=x (de) 

• 



1.2.u.) <x,y>=<x' ,y'>~Y""Y' 
Prueba: Análoga a la anterior •• 

1.3) a\-a 
Prueba: 
a:a (t) • 

1.4) ~verdad 
Prueba: 
: *=* (unidad) 

:verdad (L2) • 

l. 5. l) a \-a=verdad 
Prueba: 
a:a (t) :verdad (1.4) 

verdad,a:a (de) a,a:verdad (de) 

a:a~verdad (eq) 

a:a""verdad (Ll) 

1.5.U) a=verdad~a 
Prueba: 
T(Z)=Z 
7(z/verdad):7(z/a) 

• 

:verdad (1.4) 

ª""verdad,verdad:a a=verdad:verdad (de) 

a=verdad:a (co) 

• 
1.6) r:a r:¡¡ 

r:aA/3 
Prueba: 

:<a,/3>=<(<a,13>) 
1

, (<a,f3>)
2
)> 

:<a,/3>=<a,f3> (p) 

{3=verdad,a=verdad:<a,13>=<a,f3> (de) 

a=verdad, f3=verdad, T ( z
1

, z
2

) •<a, fl>=<z
1

, Z
2
> 

a=verdad,/3=verdad,<a,f3>=<a,f3>:<a,f3>=<verdad,verdad> (i) 

a=verdad,f3=verdad:<a,13>=<verdad,verdad> (co) 

a=verdad,13=verdad:aA/3 (L} 
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a=verdad,a,{3=verdad:aA{3 (de) 

a:a=verdad (1.5.Q 

paverdad,a:a=verdad (de) 

a,{3=verdad:aAf3 (co) 

a,P,f3=verdad:aA~ (de) 

¡3:¡3=verdad (1.S.L) 

a,¡3:¡3=verdad (de) 

a,¡3:a,13 (co) 

a,{3,r:aA{3 (de) 

f":/3 (hipótesis) 

r:a,13 (co) 

1. 7 .L) a,r:7 

Prueba: 
:verdad (1.4) 

• 

a,<a,{3>=<verdada,verdad>:verdad (de) 

7(Z)•(z) 1 
<verdad,verdad>=<a,{3>,verdad:a 

<a,~>=<verdad,verdad>:at-tverdad (eq) 

<a,{3>=<verdad,verdad>:a=verdad (ex) 

aA{3:a=verdad (LJ) 

a=verdad:a (1.5.l) 

aA{3:a=verdad (L3) aA{3,a=verdad:a (de) 

aA{3:a (co) 

r ,aA{3:a. (de) 
a,f":7 (hip) 
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a~13,r,cx;7 (de) 

a11(3,f":'t (co) 

l. 7 .U) ¡¡,r:7 

CXll/3 1f"!'t 

Prueba:Análoga a (1.?.l)• 

2.IMPLICACION 

2.1) a,r:¡¡ 

Prueba: 

a:a (ta) 

• 

a:a (ta) 

r,a:a (de) 

a1113,r:a (1.7.l) 

a,r:a (de) "a,r:¡¡ (hip) 

a,r:a11(3 (1.6) 

r:aA/l-a (eq) 

r:a•fl (L4J .. 
2.2.L) r:a ¡¡,r:7 

a.~{3,l:'t 

Prueba: 

r:a Chip) 

a...,.13,r:a (de) 

ct4-t/3,f":f3 

a={l,~(z)ez 

a=13,a:(3 (ig) 

a-13,a:¡l (Ll) 

a~/3,f",a:(3 (de) 

(ca) 

2.2.U) Análogo• 
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¡¡,r:7 Chip) 

a-¡¡,¡¡,r:7 (de) 



Prueba: 

- "ii;ri7 Chip¡ 

r:a---(hlp) --) .. <XA(3,T'_:7 (1.7.U) 

- -;aA1J-a,r:7 (2.2.u) -

a .. 13,r:7 (L4) • 

2. 3 .U) r:a .. 13 

r,a:fJ 

Prueba: 
a:a (ta) ll:ll (ta) 

r:a•ll (hip) 

r,a:a .. 13 (de) 

r,a:a (de) r,a,11:11 (de) 

a•1J,r,a:13 (2.J.0 

r,a:ll (co) 

3.CONJUGACION {continuación) 

3.Ll) a,(3:7 

ª"fJ:7 

Prueba: 

13:13 (ta) 

afl:ll (L7.U) (r=0) 

a,13:7 (hip) 

fl:a .. 7 (2.1) 

all,ll=<x .. 7 (de) 

• 

a:a (ta) 

7:7 (ta) 

7,an (de) 

afJ:a .. r (co) a .. 7,a:7 (2.3.L) 

a,a/\f3:a*'1 (de) ct./\f3,a .. 7,a:7 (de) 

a:a (ta) 

<XAll:a (1.7.l) 

a/\f3,a:7 (co) 

• 



3.1.U) ctA¡3:7 

a,13:7 

Prueba: 

a:a (ta) 

a,¡3:a (de) 

Si r•{a
1

, ••• ,an} 

(al/\ (<X2/\ ( • • ·" (cxn-1"ªn) • • •) • 

3 .2.l) r:a 

13:13 (ta) 

a,13:13 (de) 

a,13:7 (co) 

se escribe 

c<Afl:7 (hip) 

a,aAf3:7 (de) 

ct.lf3,al\(3:7 (de) 

• 

Prueba: Por inducción sobre la cardinalidad de r 

i) Para un solo elemento, la prueba esta dada por la tautología. 

para 

ii) Suponemos válido para menores que n, es decir, se cumple para el 

conjunto l'={a2'"ºº'ªn}, por demostrar para r={a1'ººº'ªn} 
Prueba: 

r:a (hip) 

r' :a
1
..a: (2.1) 

11.r':a
1
•cx (h. ind.) 

a 1 ,"r' :a (2.3.U) 

cx
1
AAr' :a (3. l.l) 

11.r:a (def) • 
3.2.U) ,.r:a 

r:a 
Prueba: por inducción sobre la cardinalidad de r. 
i) Para un solo elemento, la prueba esta dada por la tautología. 
ii) Suponemos válida la afirmación para menores que n, es decir, se 

19 



cumple para r' dada en la afirmaci60 anterior, por demostrar 

para r también de la afirmación anterior. 

Prueba: 
Ar:cx (hip) 

a
1
AAr' :a (def) 

r:cx (def) • 
4. CUANTIFICADOR UNIVERSAL 

4.1) r:cx<->fl 

r: {x:cx)=(x:fl) 

Prueba: 
'1(Z)a( ), 

cx=fl,cx:fl (i) 

cx=11,r,cx:fl (de) 

r,cx:fl (co) 

r:a=fl (Ll) 

r,a:cx=fl (de) 

:xe{x:cx)<->CX (e) 

:xe{x:cx}=cx (Ll) 

xe{x:cx):xe{x:cx)=cx (de) 
'1(Z)•z (i) 

xe{x:a}=a,xe{x:a}:a 

xe{x:a} ,r ,a:(3 (de) 

xe(x:cx) :ex (co) 

XE(X:CX), r:cx (de) 

xe(x:cx),r:11 (co) 

:xe(x:fl)-fl (e) 

:xe(x:fl)=fl (L1) 

:fl=x•(x:ll) (a) 

fl:fl=XE{X:fl} (de) 
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'1(Z}•Z (i) 
ll=•(x:fl},fl:xe(x:fl} 



ll:xe{x:ll} (co) 

xe{x:a},r,¡¡:xe{x:ll} (de) 

xe{x:a} ,r:xe(x:¡¡¡ (co) 

ANALOGO 

xe{x:¡¡¡,r:xe{x:cx} (co) 

4.2) r:cx 

r:vxa: 
Prueba: 
l)x no libre en r 
a::cx=verdad (1.5.!) 

a::a: ... verdad (Ll) 

r ,a:a .... verdad (de) 

_ :~ ·~- i;;:x•{x_:a}-xe{x:¡¡¡ (eq) 

ri(x:cx}={x:ll} (ex) 

r:cx (hip) 

r:a .... verdad (co) 

r: {x:cx}={x:verdad) (4. l.) 

r:vxa (LS) 

U)x no libre en a. v nueva variable 

r:a Chip) 

r(x/v):a(x/v) (s) 

a::a=verdad (1.5.i) 

a::a ... verdad (Ll) 

• 

rcx/v):a (x no libre en a) r(x/v) ,a:a~verdad (de) 

r(x/v):a ... verdad (co) 

r(x/v):{x:a}={x:verdad} (4.l) 

r(x/v} :Vxa (LS) 

r:vxa (cambio a la variable original) 

4.3) r:{x:a}={x:¡¡¡ 

Prueba: 
Probando que x libre en almenes una de a, o ~ 
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:x E{X:/l}-fl (C) 

:xe{x:/l}=(J (Ll) 

xe{x:{l}:xe{x:{l}=fl (de) 
7(Z)az' 

xe{x:{l}~{l,xe{x:{l}:fl (i) 

XE{X:(J} :{l (co) 

{x:a)={x:{l)_,xe{x:at,xe{x_:p¡ :{l (de) 

··"' 
7(Z)•xez 

{x: a)={x:{l), xe{x:a): xe{x:{l) ( i) 

{x:a)={x:{l) ,xe{x:a) :/3 (co) 

{x:a)•{x:{l},a,xe{x:a}:fl (de) 

:xe{x:a} .... a (co) 

:xe{x:a)=a (Ll) 

:a=XE{X:a} 

a:a=xe{x:a} (de) 
7(Z)•z 

a=xe{x:a),a:xe{x:a) (i) 

a:xe{x:a) (co) 

{x:a)={X:{l),a:xe{x:a) (de) 

{x:a)={x:{l),a:{l (co) 

ANALOGO 

{x:a}={x:(J},{l:a 

{x:a}={x:{l}:a-/3 (eq) 

f': {x:a)={x:{l} (hip) f', {X:a}={x:{l} :a-fl (de) 

r:a-fl (co) 

• 
4.4)Vxaf-a 
Prueba: Probando x libre en a 

a :<x=verdad (l. 5. l) 

Vxa:Vxa (ta) vxa=Vxa,a:a=verdad (de) a=verdad:a (1.5.U) 

vxa,a=verdad:a (de) 

vxa:a (co) • 
4.5) J-vua(x/u)-vxa 
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Prueba:u es libre para x (i.e. x es sustituible por u) y no libre en a 

:xe{u:a(x/u) ¡-a(x/u) (e) 

:xe{u:a(x/u) ¡-a (su) :xe{x:a}- (e) 

:xe¡u:a(x/u))=a (L1) :xe{x:a)=a (L1) 

:xe{u:a(x/u))=xe{x:a¡ (b) 

:xe{u:a(x/u)) ... xe{x:a) (Ll) 

:{u:a(x/u))={x:a) (ex) 

Vxa:vxa (ta) 

{x:a}={x:verdad}:{x:a}~{x:verdad} 

:[{u:a(x/u)}={u:verdad)]=[{x:a={x:verdad)) 

:Vua(X/U)=Vxa (L5) 

:Vua(x/u)-Vxa (Ll) • 
4. 6) r:a (x/u) 

r:vxa 

Prueba: 
L)x es sustituible por u en a y no sustituible en r y no vxa 

:Vua(x/u)-vxa (4.5.l) 

:Vua(x/u)=vxa (Ll) 

Vua(x/u):Vua(x/u)=Vxa (de) 
1'(Z)•z 

vxa(x/u)=Vxa,Vua(x/u):Vxa (i) 

Vua(x/u):Vxa (co) 

r:a(x/u) (hip) 

r:Vu(x/u) (4.2.U) 

r:vxa (b) 

U)x no libre en a . u no libre en a. Dado por (4.2.U) • 

4.7) a(x/i:),r:¡¡ 

vxa,r:fJ 

(a)x sustituible por ~ en a 
(&)x libre en a y para toda variable lire de ~ es libre en vxa, r, ~ 
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Prueba: 

Vxa:a (4.4) 

Vxa:a(x/~) (sus (a)) 

vxa,r:ll (b) 

5.NEGACION 

5.l)falsoj-<x 

Prueba: 

falso:falso (ta) 

falso:Vw.w {L6) 

falson1 (4.4) 

falso:a 

5.2) a,r:falso 

r:-.a 

Prueba: 
a,r:falso (hip) 

r:a .. falso (2.1) 

• 

r:,a (L7) M 

5.3) r:a 

-.a,r:talso 

Prueba: 

a(x/~),r:¡¡ (hip) 

r:a (hip) 

falso:falso (ta) 

falso,r:falso (de) 

a .. falso,r:falso (2.3.l) 

..,a,r: falso (L7) 

6.DISYUNCION 

6.1) a,rn 

av{J,r:7 

• 
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Prueba: 

a,r:7 (hip) 13,rn Chip¡ 

r:f3•7 c2 .1¡ 7:7 (ta) 

r,7:7,_ (de) 

( (a•7)A(/J,;7fl..;7-,r:T ;(2: J;L) -• 

av(3,r:7 (LB_) • 
6.2.l) r:a 

r:av¡l 

Prueba: 

r:a (hip) w:w (ta) 

a .. w,r:w (2.3.l) 

(<X•W)A(ll•W) ,r:w (l. 7 .l) 

r:((a•W)•(ll•W))•W (2.1) 

r:av¡l (LB) 

6.2.U) r:p 

r:av¡l 

Prueba:Aniiloga a (6.2.L)• 

7.CUANTIFICACION EXISTENCIAL 

7.1) at3xa x libre en a 
Prueba: 
a:a (ta) w:w (ta) 

a .. w,a:w (2. J .L) 

Vx(a .. w),a:w (4.7) 

a:Vx(a .. w) .. w (2.1) 

a:3xa (L9) • 

• 

3xa,r:f3 

i)x no libre en r 6 ll 

il)x no libre en a 
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Prueba: 
i) a,r:fl Chip) 

r:a .. fl ¡2.1¡ 

r:vx¡a .. 13) (4.6) 

fl:/3 (ta) 

r,13:13 (de) 

vx(a .. 13¡.,13,r:fl (2.3.l) 

3xa,r:13 (L9) 

ii)u variable nueva. Entonces: 

a,r:13 (hip) 

a,r(x/u) :13 (x/u) (su) 

3xa,r(x/u):l3(x/u) 

3xa,r:13 (su) 

a:3xa (7.1) 

• 
7.3) a(x/u) ,r:13 

3xa,r:p 

i)x sustituible por u en a y no libre ~n r ~ J3 

ii)x no libre en « 

Prueba: 

i) a(x/u),r:13 

3xa(x/u),r:13 

ii) 

3xa:3xa(x/u) (su) 

a(x/u) ,r:13 (hip) 

3ua(x/u),r:13 (7.2) 

7,4) r:a(X/1') 

r:3xa 

Prueba: 

r:a(x/i;) Chip) 

3xa,r:13 (b) • 
x sustituible por T en a, x libre en « y para 
toda variable libre de T es libre en r 6 3xa. 

a:3xa (7.1) 

a(x/i:) :3xa (su) 

r:3xa (ta) • 
7. 5) ~3ucx (x/u) ... 3xa 

Prueba: 

i)u libre para x 
ii)u no libre para a. 
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a(x/u) :a(x/u) (ta) 

a(x/u) :3xa (7 .4) (i) 

3ua(x/u) :3xa (7.2) (ii) 

a:a(x/u)(x/u) (ta) 

a:3ua(x/u) (7;4) 

3xa:3ua(x/u) _(7.2) 

Prueba: 

a:a (ta) 

o<A(3:a (1.7.l) 

3X(OIA(3) :a (7. 2) 

:3ua(x/u)-3xa (eq) 

i)x libre en (3 
ii)x no libre en a. 

(3:(3 (ta) 

CXl\(3:(3 (l. 7 .U) 

(3:(3. (ta) 

(3:3x(3 (7.4) 

aA(3:3x(3 (b) 

3x(aA{l) :3x(3 (7.2) 

• 

3x.(aA(3) :aA3X/l (1. 6) 

7.7) r:a a,r:/3 

a:a (ta) 

¡¡,a:a (de) 

(3:(3 (ta) 

a,(l:(3 (de) 

a,¡¡:aA(l (1.6) 

a,(3:3x(aA(3) (7.4) 

a,3x(3:3x(aA/l) (7.2) (ii) 

CXl\3X(3: 3X {<Xl\(3) (3 •l. l) 

• 

x
1

, ••• ,xn variables libres de a las cuales no tienen ocurrencias 
libres en r o 13. 

Prueba: 

r:a (hip) a,r:¡¡ (hip) 

• 
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7.8) r:a a,r:13 ------
r:/3 

Siempre que A es el tipo de una variable libre de a con ocurrencias 

no libres en r ó /3, existe un término cerrado de tipo A. 

Sea x
1

, ••• ,xn variables libres de a con ocurrencias no libres en r 6 

/3, y sean J>\i•••iAn sus respectivos tipos. Sea "'t' 1, •.• ,'Cn términos 

cerrados de tipos A1, ••• ,An. Entonces: 
:-r='t' 

Prueba: 

T:T (ta) T:T (ta) 

lT-T (eq) 

:-r=-r (Ll) 

r:a a,r:13 (hip) 

3x1 (x1-=~1 ), ••• ,~xn (Xn-:SXn) ,r:~ 

----------------

Prueba: 

a:a (ta) 

-,a,a:falso (5.J) 

:a .. .,(.,o:) (5.3) • 

Prueba: 

7(z)=z 
aQ¡¡,a:IJ (i) a=/3,/3:a (i) 

a={3:a•/3 (2.1) a=/3:/3•a (2.1) 

a=IJ: (a•/3)A(/3•a) (1.6) 

a ... 13: (a .. /3)A(/3.,a) (Ll) • 

3 X l (x1=x1)A ••• A3Xn(xn•xn) ,r::/3 

r:¡¡ ¡a¡ 

• 
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b.U) (a•ll)A(ll.,a) f<x-ll 

~ (z)=z (i) 
(aAll)=a,a: (aAll) 

(aAll)=a, (a/\¡3)=11,a: (a/\13) (de) 

(a/\j3)=1l, (aAll) :(3 (i) 

a, (a/\ll)=a, (a/\(3)=13, (a/\(3) :11 (de) 

(aA/3)=a, (aAll)=ll,a:ll (co) 

(aAll)-a, (aAll)-(3,a:¡¡ (Ll) 

a .. fl,{3 .. a,a:{J (L4) 

ANALOGO 

(a•ll)A(/3.a) ,11:a 

otra forma del b.U) 

a•ll:a•ll (ta) 

a .. 13,a:f3 (2.3.U) 

b.UL) :[(a•ll)A(ll•a)l=a-11 

(a•ll)A(/3.a) :a-11 (b.U) 

ll•a:ll•a (ta) 

: [ (a•ll)A(ll•a) l-ca-111 (eq) 

:[(a•ll)A(ll.a)l=[a-111 (Ll) • 

c)p,P"q:q 

Prueba: 

p+q:poq (ta) 

p,p+q:q (2.3.U) • 

Prueba: 
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• 

0( 

:eqan.td 

D/l.fl=E/AJJ! ( 1t 

• (t'J) Xl=(¡jAXJ)VXJ: 

(fla) -(¡jAXJ)VXJ: 

(9't) (¡jAXJ)V10:10 (?'L°t) ¡j: (¡jA10)V10 

(7•z•9) ¡jAJO:XJ 

(1?•) "''"' 

(t'l) (.tv!l)VIO=.tV(¡jv10) 

(l'la) (.tv¡J)vX> ... .tv(¡Jv10) 

(1?•) "''"' (R•) 10:10 

:eqan.Id 

10•(flA10)V10: {( 

(q) .tv(flv10): (.tvfl)v10 (q) (.tvfl)v»:.tv(!lv10) 

O!>O'IVNV (?' t · () (.tv!I) v10:.tv¡Jv10 

(9't) (.tv!l)v10:10'.t'!I 

• 

(ap) .t.vfj:XJ'J.'fJ (ap) na>' J.' El 

(g·¡) .tv¡j:.t'EI (1?•) 10:10 

(ap) .t:.t'fl (ap) El:.t'!I ---- ----
(e•) .t:.t (1?•) ¡j:¡j 

(t'J) 10Vfl=!IV10 

(l'la) 10v!l-!lv10 

(?'t • () .tv¡jvXJ:.tv(¡JvX>) 

(11'('Z) .tvgvn:.t' (¡JvX>) 

(?'t'() (.tv¡JvX>) .. .t:¡jvXJ 

(t'Z) (.tv¡JvX>) .. .t:¡j'X> 

Crt·c) J.vfJVJJ:l.'rJ'JJ 

(e~) J.'EJ'n:L'EI'"' 

:eqan.Id 

(.tv¡j)vX>=.tv(¡jvX>): (z 

(q) X>v¡J:¡Jv10 

E1v»:X1 1 EJ XJ.'E1aNFJ C9·t) ·xNrJ:fJ''JJ c1•t•c) EJ'»:EJv» ---- -~~~ 

E1:n 1 E} --n:~'EI n'E/:n'EJ {ap) n:fj'n (ap) S:fJ'» (e~) d'n:EJ'n 
-- -- ---- ----
¡j:¡j "''" (e•) 10:10 (e•l ¡J:¡j 



a:a (ta) (3:(3 (ta) 

a:(3va (6.2.U) (3:(3va(6.2.l) 

av(3:(3va (6.1) 

(3:(3 (ta) 

(3:av(3 (6.2.U) 

: av(3 .... f3va ( eq) 

: avf3=f3va ( Ll) 

2'):(avf3)v7=av(13v7) 

Prueba: 

/3:/3 (ta) 

a:a (ta) 

a:av(3 (6.2,l) 

• 

a:a (ta) 

a:av(f3V7) (6.2.0 

(3:/3v7 (6.2,l) 

(3:av(13v7) (6.2.U) 

7:7 (ta) 

7'/3V7 (6.2.U) 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

av(3:av((3v7) (6.1) 7: a v ( (3v7) (6.2.ll) 

ANALOGO 

(avf3)vnav(f3v7) (6 .1) av(/3V7): (avf3)v7 

J') :av(OCA/3)=a 

Prueba: 

(av(3)v7-av(f3v7) (eq) 

(av(3)v7=av(f3v7) (Ll) 

a:a (ta) 

a:a (ta) 

OCA(3:a (1.7.l) a:a (ta) 

av(aA/3) "' (6, l) a:av(aA/3) (6.2.l) 

av(aA/3)..+<X (eq) 

av(aA/3)=a (Ll) 

11. PROPOCICION 

11.l) ¡.x-Y-vxcx•x-xeY) 

Prueba: 

• 

Jl 

• 



X=Y,ct(z)=><•Z 

X=Y,xeX:xeY (i) 

Y=X,a(z)=xez 

X-Y,xeY:xeX (i) 

X=:xex .... xeY (eq) 

X=Y:V><(><•X-><•Y) (4.2) 

xeX..,.xeY:xeX~xeY (ta) 

xeX-xeY:X=Y (ex) 

V><(><•X-><EY):X=Y (4.7) 

11.u.a) ~X<X 

Prueba: 

><EX:xeX (ta) 

:xeX .. x•X (2.1) 

:V><(><EX,.><eX) (4.2.U) 

:V><EX.><eX (def) 

11.U.6) HX<YAY<X) .. X=Y 

Prueba: 

xeX .. xeY:xeX .. xeY (ta) 

Vx(xex .. xeY) :xeX-tXEY (4. 7) 

~Y:xex .. xeY (10.l) 

XS::YAYS::X:xex .. xeY (1.7.l) 

XS::YAYS::X,xex:xeY (2.3.U) 

• 

xeY .. xex:xev .. xeX (ta) 

Vx (xeY .. xeY) : xeY .. xeX ( 4. 7) 

Ys;;x:xev .. xex (10.l) 

X!i::'lAYS::X:xeYotXEX (1.7.l) 

XS::YAYS::X,xeY:xeX (2.3.U) 

XS::YAYS::X:xex .... xeY (eq) 

X<YAY<X:X=Y (ex) 

: (X<YAY<X) .. X•Y (2.1) • 

11.U.c) HX<YAY<Z) .. X<Z 

Prueba: 

xeX .. xeY:xex .. xeY (ta) xev .. xez: xev .. xez (ta) 

xeY,xev .. xeZ:xez (2.3.U) 

• 

xeX,xex .. xeY:xeY (2. 3.U) 

xeY•xeZ,xeX,xex .. xeY:xeY (de) xex,xeY, xev .. xez,xex .. xeY:xez (de) 

xex .. xeY,xev .. xez,xex:xez (co) 
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(xeX .. xEY), (XEY .. xEZ): XEX .. XEZ (2 .1) 

: (xex .. xeY11.xeY .. xez),.(xex .. xeZ) (2.1) 

(xex .. xeY)11.(xeY .. xeZ) :xex .. xez (2.J.U) 

(XEX-oXEY), (xeY-.xeZ) :Vx(xex .. xeZ) (4.6) (3.1.U) 

vx(xex .. xeY) ,vx(xeY .. xeZ) :xs;;z (4.7) 

vxex.xeY,VxeY.xez:xs;;z (def) 

X<Y, Y<Z:X<Z (10.l) 

X<YAY<Z:X<Z (3.1.l) 

:(X<YAY<Z)~X<Z (2.1) • 

11.Ul) f- Z<XnY-Z<XAZ<Y 
Prueba: 

xex:xex (ta) 

xeX,xeY,xeZ:xeX (de) 

XEX/\XE;Y ,xeZ.xeX (3 .1.i) 

XEZ:xEZ (ta) xeXnY,xez:xex (10.U) 

xeZ .. xEXnY, XEZ: XEX ( 2. 3. l) 

XEZ•xeXnY: XEZ•XEX ( 2 • l) 

VXEZ.XEX/'\Y:VXEZ.XEX (4.6) (4.7) ANALOGO 

zs;;xnv:zs;x 

xez.xeX:xeZ.xeX (ta) 

xez.xeX,xeZ:xex (2.3.U) ANALOGO 

xez.xeX,xeZ.xeY,xez:xeX (de) xez. xeX,xez .xeY ,xez: xeY 

xez. xeX,xeZ.xeY ,xez:xeXAxeY (l. 6) 

xez.xeX,xez.xeY:xeZ.xeX....xeY (2.l} 

xez.xeX,xez.xeY:xeZ.xeXnY (def) 

xez. xeX,xez. xeY:Vxez.xeXnY (4. 6) 

VxeZ.x•X,VXEZ.xeY:Z<XnY (4.7) (10.l) 
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zimx, Z!mY:Z~XnY (10.l) 

Z<XAZ>Y:Z<XnY (3.1.l) 

11.lv) ~XuY>Z-X<ZAY>Z 
Prueba: 
x•X:xeX (ta) 

XEX:XEXVXEY (6.2) xez:xez (ta) 

XEX:lCEXvY (def) XEZ,xex:xez (de) 

xeXuY.xez,xeX:xeZ (2.J.l) 

XEXuY.xez:xeX.xeZ (2.1) 

vxexuv.xez:vxeX.xez (4.6) (4.7) 

XuY>Z:XS:Z (10.l) 

ANALOGO 

XvY,z:y,z 

XuY<Z:X<ZAY>Z (l. 6) (*) 

xeY,xeY.xeZ:xeZ (mp) 

xex.xez:xex.xez (ta) 

XEX,xeX.xez:xez (2.J.U) 

xeX,xeX.xez,xeY .xez:xez (de) XEY' xex. XEZ, xeY. xez: XEZ (de) 

Prueba: 

xeX.x&Z,xeY.xeZ,xexvxeY:xez (6.1) 

xeX.xeZ,xEY.xez,xeXuY:xeZ (10.Ul) 

XEX.XEZ,xeY.xeZ:xeXuY.xeZ (2.1) 

't'xeX.xez,vxeY.xeZ:VxeXuY.xez {4.6) (4.7) 

X<Z, Y<Z:XuY>Z (10.L) 

X<ZAY<Z:XuY>Z (3 .l.L) XuY<Z:X<ZAY<Z (*) 

x..,e{xA: verdad} :x..,e{x..,: verdad} (ta) 

verdad, x..,e{x ... :verdad} :x ... e{x..,: verdad} (de) 
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:verdad (l..4) 

x,E{><, :verdad) :verdad (de) 

XAE.{~A :v8rdad} :x,.e{xA :verdad} .... verdad (eq) 

··x.E-{xA :verdad} :x,.e{x" :verdad}=verdad (ex) 

x..,e{xA :verdad} :x.e{x" :verdad}=verdadAx4e{x" :verdad} 

x"e{x":verdad} :x.e{x.:verdad} (ta) 

X"E{x.., :verdad}=verdadAx4e{x" :verdad} :xAe(x" :verdad} 

:x"e{x,. :verdad} ... verdad (e) 

:x"e{x,. :verdad}=verdad (ex) 

l.l..Vl) ~ ,(x,Eco,) 
Prueba: 

:x,E{x, :verdad} (co) 

:x.e{x" :falso}-falso (e) 

:x.e{x,.: falso}=falso (ex) 

x.e{x,.: falso} :x.e{x": falso}=falso (de) 

.. 

x,.e{x,.: falso}=falso,x"e{x": falso}: falso (i) 

x,E{X,: falso): falso (co) 
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11.VU)rXePY ... X<Y 

Prueba: 

:xe{x:XSOY} ... XS:Y (e) 

:Xe{x:x<Y} ... X<Y (su) 

:XePY ... X<Y (def) 

11. VUl) ~X!:n'U.,..VUE'U • X!:U 

Prueba: 

VUE'll.X~u:Vue'U.X~u (ta) 

~'U:Vue'll.X<u (10.vW.) 

• 

VUEU. X!:u: "l'UEtl. X!:U (ta) 

Vue'll.X<u:X<n'll (10.vW.) 

:xs;nu ..... vuEU.Xs;;u (eq) 

Prueba: 

• 

:v11ePX=v'll<Y (11.vU)(Ll) :Vue'll.u<X"V'UePX (def) (Ll) 

: U'U'X•Vuetl. us;;X (e) 

: u'll<X ... vue'll. u<X ( Ll) • 

11.x>rx•{y} ... x=y 

Prueba: 

:xe{x: (x=y) } ... (x=y) (e) • 

11.Xl) ¡-a .. n{-r:a} 
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Prueba: 

:i:e(i::a)-a (e) 

a:i:e(i::a)-a (ex) (de) -ce{"C:a}=a,a:"CE{'t':cr:} (i) 

a:-ce{-c:a} (co) 

:a .. i:e(i::a) (2.1) • 

Aqu1 (l) es el Axi6ma de Extensión, (lv) el Axi6ma de Uniones 

Binarias; (vl) el Axi6ma del Conjunto Vac1o, (vU) el Axi6ma del 

Conjunto Potencia, (lx) el Axi6ma de Uniomes y (X) el Axi6ma del 

Singulete. Estos , juntos con el Axi6ma de comprensión forman los 

Axi6mas del nücleo para la teorla de conjuntos en 2. La teor1a de 

conjuntos es local porque algunas de las operaciones conjunto

te6ricas, es decir, intersección y unión, pueden solo ser 

representado en conjuntos del mismo tipo (localmente), más aun, 

las variables son restringidas al rango solo sobre tipos dados, en 

contraste con la situación en la teor1a de conjuntos clásica, donde 

se les permite un rango (alcance) global sobre un universo de 

discurso. 
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L.11 CbTEGOBIA l2f; CONJUNTOS PETEBMINAPA 

~ UNA '..l'.!lQRIA m fil: Lru; CONJUNTOS 

Ahora se demostrará que toda teor1a local de los conjuntos !I 

determina una categoría ~(Y), esencialmente da la misma forma que la 

teor1a de los conjuntos clásica determina a la categor1a !/et de 

conjuntos. Como en el caso clásico, la categor1a asociada G(Y) se 

resulta un topos. 

Sea !/ una teorla local de los conjuntos en un lenguaje local ~. 

Definimos la relación ""y en la colecci6n de ~-conjuntos por X""yY si 

y s6lo si ~yi<~Y . 

""y es una relación de equivalencia. Un !/-conjunto está definido 

como una clase de equivalencia [X]y de ~-conjuntos bajo la relación 

"":,- Usualmente se identi.ficará al t-conjunto X con el correspondien

te Y-conjunto [XJ..,. (As! un Y-conjunto a menudo se llamará un 

conjunto) Nótese entonces que X=Y (es decir, X y Y denotarán el 

mismo ~-conjunto) si y s6lo si ~yi<~Y 

Un .1-morfismo X~>Y es una terna de Y-conjuntos (f,X,Y) con 

~yfEYx. Simplemente se escribirá f para (f,X,Y), y se llamará f un 

Y-morfismo. X y Y son respectivamente, el dominio y codominio de f, 

que se denotan mediante dom ( f) y el cod ( f) • Un Y-morf ismo será 

llamado un morfismo. Ahora se mostrará que la colecci6n de 

Y-conjuntos, y los morfismos, forman una categoría. 

12. LEMA Sea f:X----+Y, q:X~Y. Entonces 

fag si s6lo si ~y<x,y>Ef~<x,y>eg 

Demostraci6n:~] Supongamos:f=g ,es decir, ~yf=g 
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f=g,<x,y>ef:<x,y>eg (i)f=g,<x,y>eg:<x,y>ef (i) 

:f-g (hip) f=g:<x,y>ef..,.<x,y>eg (eq) 

:<x,y>ef..,.<x,y>eg_ (b) 

.. ¡ 

:<x,y>Ef .... <x,y>eg 

:f-g (ex) • 

13. LEMA (i) g•f:X->Z 
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yEYAZEZ:yEYAZEZ (ta) 

ZEZ:zEZ yEYAZEZ, ZEZ:yEYAZEZ (de) 

ZEZ, ZEZ .. yEYAZEZ: YEYAZEZ ( 2. 3) 

ZEZ, zez .. yeYAZEZ' yeY, yeY .. xex ..... yeY: yeYAZEZ (de) 

l\NALOGO 

ye Y, yeY .. XEXhyeY: xeXAyeY ( 2. 3) 

yeY, ye.Y .. xeXAyeY, ZEZ, zez .. yeYAZEZ: XEXAYEY (de) 

zez, ZEZ .. yeYAZEZ, yeY, yeY ... xeXAyeY: yeYAZEZAXEXAyeY ( 1. 6) 

XEXAZEZ:xeXAzeZ (ta) 
XEXAYEYAZEZ:xEXAZEZ (de) 

zeZ, zeZ .. yeYAZEZ, yeY, yeY .. xeXAyeY: xeXAzeZ (b) 

yeY ,yeY .. <x, y>eXxY, zeZ, zc:Z .. <y, z>eYxZ: <x, Z>eXxZ (def) 

yeY (yeY .. <x,y>eXxY) ,ww( (weY .. <x,w>eXxY) .. w=y), 
zEZ (zez,.<y, z>eYxZAVw' ( (weZ .. <y,w' >eYxZ) .. w' .... z) :xeXAZEZ (de) 

VxeX3yeY[yeY (yeY .. <x,y>eXxY)AVW( (weY .. <x,w>eXxY) .. W=Y)], 
VyeY3ZGZ [ ZEZ ( zeZ .. <y, z>eYxZAVW, ( (w' EZ .. <y, w' >c:YxZ) .. w'=z) ] : xeXAzez 
(7.2) (4.7) 

VXEX3ly(yEY,.<X,y>EXxY)AVyEY31 Z (zeZ .. <y, Z>EYxZ): <X, Z>EXxZ (det) 

VxeX31yeY. <X,y>eXxYAVyeY31 ZEZ .<y 1 z>eYxZ:<X, Z>eXxZ (def) 

<x,y>ef,.,<y,z>eg:<x,z>eXxZ (def) 

3y(<x,y>ef,.,<y,z>eg):<x,z>eXxZ (7.2) 

<x,z>egof:<x,z>EXxZ (def) 

:<x,z>egof,.<x,z>eXxZ (2.1) 

:V<x, z> (<x, z>egof,.<x, Z>EXxZ) (4. 2) 

:V<x,z>egof.<x,z>eXxZ (def) 

:gof~XxZ (def) • 

(ii) • Es asociativa 

Oemostraci6n: 
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(ii) ho(gof)::a{<X,W>:3z (<x, Z>E(gof)A<Z,W>Eh)} 

i:s{<x,w>:3z (3y(<x,y>efA<y, z>eg)A<z,w>eh)} 

•{<x,w>:3z3y(<x,y>efA<y, Z>EgA<Z, W>Eh)} 

-{<x,w> :3z3y(<x,y>EfA<y, Z>E9A<Z,W>Eh)} 

1:1{<x,w>:3y(<x,y>EfA<y ,w>e(hog))} 

Dado un Y-conjunto X, se define óx={<x,x>:xeX} y 1x-<óx,X,X). 6x 

es la diagonal en X y lx el morfismo identidad en x •• 

t1xe:x1'si y s6lo si t1xe {u: w;;xxXAVXEX3 ! xeX. <x, x>eu} 

si y s6lo si ~1.•Ax 

(ii) Para todo X Y, Z 

folx"'{<x,y>:3x' (<x,x'>ElxA<X' ,y>Ef)} 

lxog={<z,x>:3x(<z,x'>E9A<X' ,x>Elx)} 

-{<z,x>:<z,x>egA<x,x>elx} 

•{<z,x>:<z,x>e9}-g • 

Los lemas 13 y 14 demuestran que la colección de Y-conjuntos y 

funciones forman una categoría. se denotará esta categoría por ~(Y), 

y se llamará la "categoría de los !!-conjuntos (Y funciones)", o la 

"categoría asociada con Y". 

Nuestro próximo objetivo es demostrar que C(Y) es un topos. 

Para hacer ésto, primero se demostrará qua todo término en ~ da 

origen a una función (es decir, un conjunto) en e(Y); éste es otro 

aspecto por el cual la teor1a de conjuntos es local, en contraste 

con la teor1a de conjuntos clásica, en cuyos términos se producen 

operaciones definidas globalmente las cuales no son, en general, 

conjuntos. 
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6 (x-n::) para {<<x1,_ •.• xn>,:r~:<~;--~-· !_x~~eX}. 

Es fácil ver que, si x1 ~ ••• ,xn incluyell. todas las variables 

libres de i; y, X y Y son Y-conjuntos, entonces X.----->Y 

<x
1

, ••• ,xn>.--.+L 

es una Y-función, algunas veces se escribirá x-i;--+Y para está 

funci6n. 

si f es un simbolo funcional, algunas veces se escribirá f para 

la funci6n x,___.~(x). 

15. LEMA 

(<y1, • • ,yn>~L) º (<x1' • •, Xn>>--+<s1,. •, sn>) = (<x1' • • 'Xn>..-."C (y/s)) 

con s
1 

libre para y
1 

en i; para cada i. i:si:sn. 

Demostraci6n: 

(y...-.i;) o (Xt--+S)::s{x,"t'>:3Z(<X,Z>E(X~S)A<Z, "C'>E (y.--+"C)} (def o ) 

Donde z es y sustituida por s (y/s) en i;, por tanto 

={<X,"C'>:<x,"t>E (Xl--?"C (y/s))} 

16. TEOREMA 

Para toda teor1a de conjuntos local Y, la categoria G(Y) es un 

topos. 

Demostración: 

Procede verificando que b(Y) tiene las propiedades apropiadas. 

Para ello se demuestran los siguientes puntos: 

16.1) ~(Y) tiene objeto terminal. 

Prueba: 
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Sea 1 el tl
1

• Para todo Y-conjunto X, considerar X-"'---+1 

si x-.L.1 entonces (XEXry<x,•>ef) de (12) tenemos f=(xt--t•)=* si 

y s6lo si ry<X,*>Ef..,..<X,*>Ef. P~r lo tanto: 

X-*--Jl si y sólo si ry*E{<X,*>!XEX} si Sólo si X-f--tl 

De aqui para todo X 3 l Y-función x-.1, asi que 1 es el objeto 

térmimal en ~(Y) • • 

16.2 ~(Y) TIENE PRODUCTOS BINARIOS. 

Demostración: 

Sea X,Y Y-conjuntos.se define XxY-rrt--JX, XxY-n2-+ Y, como sigue: 

n
1
-(<x,y>i--tX), n

2
-(<x,y>...-.y). Entonces si X-f--.z_9__.y, se 

define <f,g>a{<Z,<X,y>>:<z,x>EfA<z,y>Eg} para z_<f,g>--JXxY. 

Por demostrar que n
1
o<f,g>=f y n

2
o<f,g>=g (demostración análoga) 

n
1
o<f ,g>-{<z,x>:3 (<z,<x,y>>e<f ,g>A<<x,y>,x>en

1
)} 

-{<z, x>:3y(<z,x>efA<z, y>egA<<X, y>,x>en
1
)} 

-{<Z, X>: <z, x>EfA3y (<Z, y>egA<<X, y>, x>enl)} 

Entonces basta con demostrar r3y ( <z, y>egA<<x, y>, X>Ent) ... verdad 

Prueba: 

:<z,y>eg (hip) 

:verdad (1.4) verdad:<z,y>eg(de) verdad:<<x,y>,X>En
1 

<z,y>eg.\<<x,y>,x>en
1
:verdad (de) verdad:<z,y>egA<<x,y>,x>err

1
(1.6) 

3y(<z,y>egA<<x,y>,x>en
1
:verdad 

(7.2) 

verdad: 3y (<z, y>egA<<x, y>, x>en
1

) 

(7.4) 

:3y(<z ,y>egA<<X,y>,x>err
1

) .... verdad (eq) 

Si Z ~ XxY satisface noh=f y nohag entonces 

J-<:z, <x, y>>eh ... (<z, x>EfA<z, y>eg) 

Prueba: 
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<z, <x, y>>Eh: <z, <x, y>>e<n1ah, nzoh> 

<z, <X, y>>Eh: <z •. x>en1ohA<z, Y>En2oh 

<z,<x,y>>eh:<z,x>efA<z,y>eg 

: <z, <x, y>>E<n1oh, n2oh>=<z, <x, y>>Eh 

<z, <x, y>>e<n1oh. n2oh> :<z, <x, y>>E<n1oh, nzoh>=<z, <x, y>>Eh 

<z, <X, y>>e<n1oh, nzoh>=<z, <x, y>>eh, 
<Z, <X, y>>E<Rloh, ni!oh>: <Z, <x, y>>Eh 

<z, <x, y>>e<n1oh, nzoh>: <z, <x, y>>Eh 

<z,X>EfA<z,y>eg:<z,<x,y>>eh 

:<z,<x,y>>eh ... (<z,x>efA<z,y>eg) 

:<z,<x,y>>~h ... (<z,<x,y>>e<f ,g>) 

<f,g>-h •• 

16.J UNA Y-FUNCION f ES MONICA SI SOLO SI <x,z>ef,<y,z>efr~x-y 

Demostaci6n:supongase que Y~Z es mónica. 

sea R={<x,y>:3z{<x,z>EfA<y,z>ef} Y-conjunto R----9-.+Y , R~Y 
<X, y> t--+X <X, y> i---+y 

Entonces tenemos: 

~] fog-{<<x,y>,z>:3y(<<x,y>,y'>EgA<y',z>ef)} 

={<<x,y>,z>:3y(3z'(<x,z'>efA<y,z'>efA<<x,y>,y>eg)A<y,z>ef)} 

~{<<x,y>,z>:<x,z>EfA<y,z>ef} 

=fog 

como f m6nico por hipótesis tenemos g•h, por tanto 

<X,Z>Ef,<y,z>ef~yX-Y 

~]Sup6ngase <x,z>efA<y,z>ef~yx•y , y fog=foh 
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:<x,z>Efog Chip) :<x,z>Efah Chip) 

: <X, Z>EfagA<X, Z>Efoh 

:3u (<x, U>EgA<U, Z>Ef)/\3V(<x, V>Eh/\<V, Z>Ef) (def) 

: 3u3v (<X, U>EgA<X, V>EhA<U, z>EfA<V, Z>Ef) 

3u3v ( <x, U>EgA<X, V>Elv.<u, Z>EfA<V, Z>Ef: 
<x,u>eg<x,v>Eh<u,Z>Ef<v,z>ef 

: <x, U>EgA<X, V>EhA<u, Z>EfA<V, Z>Ef (b) 

<X, u>egA<X, V>Eh: <X, U>EgA<X, u>eh 

<x, u>egA<X, V>EhA<U, Z>EfA<V' Z>Ef: <X, U>EgA<X, V>Eh 

: <X 1 U>EgA<X 1 V>Eh 

: <X, U>EgA<X, u>eh (su) 

<x,u>eg:<x,u>eg 

<x,u>EgA<x,u>eh:<x,u>eg 

:<x, u>eg 

<x,u>eh:<x,u>eg 

<x,u>&h:<x,u>eh 

<X,U>EgA<X,U>Eh:<x,u>eh 

<x,u>eg:<x,u>eh 

<x, u>eg: <x, u>eh 

<x,u>eg .... <x,u>eh (eq) 

Por tanto g=f, por lo que se tiene f m6nica.R 

Por consiguiente f•(x) puede ser pensada como el 11valor 11 de f en 

x. La siguente proposición es entonces una consecuencia inmediata. 

16.4)l) X---+'U
0

=fU) ry(<x, ••• ,x>~) •(<X, ••• ,x>)-.a 
X>---+f* (X) 

Prueba de l) : 

sea ~=(x~f•(x)) p.d. ~=f, es decir,r<x,f•(x)>e~ ... <x,f*(x)>ef 

45 



:cx,f•(x)>ef (hip). :<x•f*(X)>É~· (def) 

<x, f* (x) >E~:<x, f-* cX·j >:~_( (dS) --·-º-.;-<X:;'r-~ {X")">É-~:<X/f'• (X.)>~-~, (de) 

. <icof•(_;l~~:~<::t_:~l>•t.<e~) j ; 
' ~ 'l - '--'- 1<~-~ ;.~~-~e'_'. :~~ >.::;~ .. ~ =;;;.~'.~: ~·~ 

Prueb~ -d~,~) ···:~,-:~..:.:~S·c:.:_:_:C::::-:::·;'.,,~.- ~~~, ___ ,,;'.S.G--· ;·;;s::_:.±..:;;-.:--,,..;:::_:;-' __ _ 

sea C<x1 ,. \-º ,l:'¡~~>_,~t!,:~~:~~-~-~:;~t~~-~-9: ~)?~i-r(~ ~,-~:-i~~:>.;~·· i~ que 

Ahora sea n para u0 y·1~T..:.....n para 1-----JQ 
x.-.verdad 

16.5 Un diagrama en ~(~) dado por Y~ 1 -+l~T----.+O, y Y~m--..x~h__.n, 

donde m es m6nico, es un producto f ibrado si y sólo si 

ha(x..-.3y<y,m>em) 

Demostración: 

~]suponemos h=(x~3y.<y,x>em), por demostrar el cuadrado que forman 

las funciones conmuta, es decir, hom=To!v 

:3x(<z,x>env-.W""'3y.<y,x>em) .... w=verdad (A) 

Prueba: 

si Y-0 entonces el diagrama conmuta por vacuidad. 

Si Y~0 entonces <y,x>Em 

:<y,x>em 

:3y.<y,x>Em w=verdad:w 

w=verdad,w:3y,<y,x>ern w=verdad,3y.<y,X>Em:w 

:<z,x>em w=verdad:w.-.3y.<y,x>em 

w=verdad:<z,x>em w=verdad:w=3y.<y,x>em 

W=Verdad:3x(<z,x>EmAW=3y.<y,x>em) (1) 
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:verdad 

3y<y,x>em:verdad 

<y,x>em 

:3y.<y,x>em 

verdad: 3y. <y, x>em 

: 3y. <y, x>em ... verdad ( 2) 

w:w=verdad 

<z,x>EtnAW=3y.<y,x>e111Aw:w=verdad 

<z,x>etnAW=3y.<y,x>em:W=verdad (2) 

3x(<z,x>EmAws-3y.<y,x>em):w:-verdad (3) 

Aplicando equivalencia a (1) y (3) obtenemos (A) 

:<z ,w>ehom.-.3x(<z ,x>env.w:::o3y.<y ,x>em) (B) 

Prueba: 

:<y,z>em 

<z, w>eh.,w:<y ,x>Em 

w:w 

Vx3w.<x,w>eh:w 

<z,w>ehom:<x,w>eh <x,w>eh:w 

<z,w>ehom:w 

:<z,X>Em <z ,w>eho?U,w:3y.<y,X>Em <z,w>ehom, 3y.<y, x>em:w 

<z, w>Ehom: <z,X>em <z,w>ehom:w-3y.<y ,x>em 

<z,w>ehom:3x(<z, x>EmAw=3y.<y, x>em (l') 

:<z,w>ehom 

<z / X>EmAW-3y •<y 1 X>Em: <Z / W>Ehom 

:3x(<z,x>EtnAW-3y.<y,x>em) :<z,w>ehom (2') 

Aplicando equivalencia a (l') y (2') obtenemos (B). Ahora se 

aplicará equivalecia a (A) y (B), por lo que se obtiene lo siguiente 

:<z,w>ehomc-1ow=verdad (C) 

:W=verdad ... <z,w>eTol (D) 

Prueba: 
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: w=3y. <y, ?C>Em :3y.<y,x>em=verdad 

: <z, W>ETo! :w=verdad 

w-verdad : < z , W>ETo ! <Z:,W>eT~! :w=verdad 

:w=verdad ... <z,w>eTol (D) 

Por transitividad de (C) y (D) se tiene:<z,w>ehom...,<z,w>eToJ 

si y sólo si hom=To ! , por tanto el diagrama conmuta. 

Para ver que el diagrama es un producto fibrado se supondrá que 

z~x, f hace conmutar 

g={<z,x>:3x(<z,x>efA<y,x>em)) 

Afirmaci6n: g es Y-funci6n 

oemostraci6n: 

el diagrama 

Si Z$0~Y entonces g~0 como f hace conmutar se tiene 

hof={<z,w>:3x(<z,xEfA<x,3y. <y,x>em>EID)} 

•{<z,w>:<z ,•>el A<* ,verdad>ET} 

=Tol 

Por tanto : 3y. <Y, x>em .... verdad , como f func~~n 

que q-e 
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:yeY :<z,y>eg 

: ye'i11.<z, y>eg 

zez:yeY11.<z,y>eg (de} (*) 

<Z ,y>egr.<z, u>eg: <Z, y>eg11.<z, U>eg 

: 3x (<z, X>Ef11.<y, x>em) A3X (<Z, X>EfA<U, x>em) 

: 3X (<z, X>EfA<y, X>EinA<U, X>Em) 

: <z, X>EfA<y, X>EinA<U, x>em 

<y,x>etnA<u,x>em:y=u (m-momo) 

<z,x>ef11.<y,x>elll/\<U,X>Em:y=u (de) 

<z,y>eg11.<z,u>eg:y=u (b) 

<z,y>egAueY11.<z,u>eg:y=u (de) 

<z,y>eg:ueYA<Z, u>eg .. y=u (2 .1) 

<z,y>eg:VU(UE'iA<Z,U>eg .. y=u) (4 .6) :<z,y>eg (hip) 

zeZ:Vu(ueYA<Z,u>eg .. y=u) (b) (de) 

zeZ:yeYA<z,y>egAVu(ueYA<z,u>eg .. y=u) (.l.6) (*) 

zez: 3y(yEYA<Z,y>egl\VU(UEYA<Z, U>eg .. y=u)) (7. 4) 

: ZEZ•3y (yeYA<Z, y>egAVU (UEYA<Z, u>eg .. y=u)) ( 2. 1) 

: VZ (ZEZ•~3y (yE'iA<Z 1 y>egAVU (UEYA<Z 1 u>eg .. y=U))) ( 4. 6) 

:Vz (ZEZ .. 3!Y(YE'iA<z,y>eg)) 

:Vz(ZEZ .. 3!yeY. <Z, y>eg) 

:vzeZ. 3! ye'i. <Z, y>eg 

Por tanto g es Y-función. 

Más aun mog=f, g={<z,y>:3x(<z,x>efA<y,x>em)} 

mog={<z,X>:3y(<z,y>EgA<y,X>em)} 

={<z,x>:3y(3x(<z,x>efA<y,x>em)A<y,x>em)} 

={<z,x>:3(<z,x>efA<y,x>em)} 

={<z,x>:3y.<z,x>ef11.3.<y,x>em} (por ser :3y.<y,x>em .... verdad) 

={<z,x>:3y.<z,x>ef} 

=f 
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Si moh'=f, entonces h'=g, por tanto m-mono 

moh'=f si y sólo si :<z,x>emoh' .... <z,x>ef como mog=f si s6lo si 

:<z,x>emog .... <z,x>ef, por tanto :<z,x>emoh' ... <z,x>emog si s6lo si 

moh'=mog 

P. d. h'=g (es decir :<z,y>eh' ... <z,y>eg 

mog={<z, x>: 3y{<z, y>egA<y ,x>em)} 

={<z,x>:3y(<z,y>eh 1 A<y,x>em)} 

=moh' 

Por tanto {<z,y>eg}={<z,y>eh'} 

Por tanto gsch' 

otra forma: 

:<z,X>Emoh 1 ... <z,x>emog (hip) 

:<z,x>emoh 1 =<z,x>emog (Ll) 

<z, X>emoh'""<Z, X>emog,<z,X>EDloh': <Z 1 X>Emog ( i) 

<Z,X>Emoh' :<z,x>emog (co) 

<z,x>emoh' :<z,x>EIDoh' 

<Z,X>Emoh' :3y(<z ,y>eh' 11.<y,x>em) 

<z,x>Emoh':<z,y>eh'11.<y,x>em <z,y>eh'11.<y,x>em:<z,y>eh' 

<z,y>ieg,<z,X>EmogA<Z,X>Emoh' :<:z,y>eh' (b) (de) (*) 

Análogamente <z,x>EIDog:<z,y>eg 
<z,x>emog11.<z,x>emoh'11.<z,y>eh':<z,y>eg (*'), de (*) y (*') se tiene 

<z, x>emog11.<z,x>emoh' :<z,y>eg-.<z,y>eh' 

:<z,x>emog Chip) :<z,x>Emoh' (hip) 

: <Z, x>emog11.<z, x>emoh' 

<z,y>eg ... <z,y>eh' (b) 

Por tanto h'=g 

Por tanto m-mono. Por lo que el diagrama es un producto fibrado 

so 



~1 Inversamente. 

Supóngase que el cuadrado es un producto fibrado. De aqu1 que 

conmuta el diagrama, formado por Y-lv-+1-T-tO, y Y-111--+X-h--+n. 

Dando hom=To ! Y 

hom={<y, w>:3x(<y, x>etM<x, w>eh)} 

={<y,w>:<y,•>e!Y<•,verdad>eT} 

~y<Y, W>ehom-w=verdad 

<y,w>•homf-~w~verdad (i) (b) 

<y, W>Ehom: <y 1 W>Ehom 

3x(<y,X>Ein.l\<X,W>Eh) :<y,W>Ehom 

<y, X>Elnl\<X, w>eh: <y, W>Ehom <y,w>ehom:w=verdad 

<y, x>etnA<X,w>eh:w=verdad (b) 

<y, x>em: <X, w>Eh .. w=verdad 

w=verdad,<x,w>eh:<x,verdad>eh 

<x,w>eh .. w=verdad:<x,verdad>eh 

<y, x>em: <X, verdad>eh 

<y, x>em:h* (X) (def) 

3y.<y,x>em:h*(X) (7.3) (j) 

Sea Z={x:h•(x)} y sea z-h-~x tal que h-:::(x~x). Entonces el 

diagrama conmuta. 

p.d. hoh-=To!z, es decir p.d. :3y.<x,y>efc-.vcrdad, ya que se tiene: 

hoh-•{<z,w>:3x(<z,x>eh-A<x,verdad>eh)} 

To1
2
-{<z,x>:<z, •>e1

2
A<• ,w>eTA(w=verdad)} 

Prueba: 

:<x,y>ef 

:verdad :3y.<x,y>ef 

3y.<X,y>ef :verdad verdad: 3y. <x, y>ef 

:3y. <x, y>ef .... verdad 
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:<x,y>Ef :<y,x>em 

: <X, y>ef11.<y, x>em 

:3y(<x,y>ef11.<y,x>em) 

:3y.<y,x>em 

h*(X):3y.<y,x>em (de) 3y.<y,x>em:h•(x) (1) 

:h* (X) =(3y. <y 1 X>Em) 

: <X, verdad>eh.,...3y. <y, x>em( 16. 4) 

: <X, 3y<y, x>em>Eh • 

16.6 ~(Y) TIENE CLASIFICADOR DE SUBOJETOS, LLAMADO (O,T). 

Demostraci6n:Sea m un monomorfismo tal que Y~m--+X en ~(Y). Definase 

X 

X~O como x.=cx~3y.<y,x>em). Entonces por (16.5),-;r
111 

es la 

única aplicación de X----+0 tal que el diagrama formado por Y~1 

X 

l~O, Y~X.~~~-->,0, es un producto f ibrado. 

Inversamente. Dado x~~~~--~'n se define 

Entonces:Xh-""'(X~3y.<y,x>eh-) 

= (Xi---+<x, x>eh-) 

-(xt---+<x,vcrdad>Eh) 

-cx>-->h* ex>> 
=h por (16.4)• 

--"----->X por h-=(Xl"---+X). 

As1 (O,T) es un clasificador de subobjetos en G(Y). 

16.7 ~(Y) TIENE EXPONENCIACION (OBJETO POTENCIA). 

Demostración: Sea X un Y-conjunto, se afirma que PX es el objeto 
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potencia. de X. Primero. sé_' definirá·: X~~-X2 .e;~Q por ex= ( <x, z> i----+ 

~> . '.'-:·" . :,•. --
XEZ). Entonces, si ~xY _. -,-, '21;- _f-7.;_~:;_· -~--P,X_-_·por: .-f~=(y~ 

Definición: lxxf"=<lxon1; f" 0-n2> 

exº (lxxf") (<x,y>)~(<n1 ,f .. on2>(<X,~?')) 

-.«n, (<x,y>). f• cn.C<x,y>)) >) 

-ex(<x,f• (Y)>) 

=xef• (y) 

af* (<x,y>) 

=f(<x,y>) (16.4) 

Si Y--9-tPY satisface exº (lxxg) •f entonces 

~f*(<x,y>)-3wEPX. (XEWA<y,W>Eg) 

Prueba: 

:wePX :xew 

:wePX/\XEW :<y,w>eg 

; WliiPX/\XEW/\<y, W>Eg 

f*(<x,y>):wePXhXEWA<y,w>eg :<<x,y>,verdad>ef 

f*(<x,y>) :3w(WEPX/\XEW/\<y,w>Eg) :f•(<x,y>) 

:3wePX. (XEW/\<y,w>eg) 3W(WePX.....XEWA<y,w>eg) :f*(<x,y>) 

También se tiene J.<y,z>ef"....,z={x:f*(<x,y>)}, por definición 

<y,{x:f•(<x,y>)}>Ef" 

:. (1) ~<y,z>Ef"' ... z={x:3wePX. (XEWA<y,w>eg)}, pero 

(a) f-31wePX.<y,w>eg 

53 



Prueba: 

:WEPX :<y,W>Eq 

: WEPXA<y, w>eq 

:w=v 

:vePX,<v,w>eq:w=v 

: vePXA<y, w>eg .. w=v 

: Vv (vePXA<y, w>eg .. w=v 

: wePXA<y, W>Egl'IVV (vePXA<y, v>Eg-tw=v). 

: 3w (wEPXA<y, w>eg"Vv (vEPXA<y, v>eg .. wc:ov) 

: 3JW(WEPXA<y ,w>eg) 

:3J wePX. <y, w>eg 

Por 9 se tiene (b) ~3lwePX.<y,w>eg~<y,z>eg 

~<y,z>eg (transitividad de a y b) 

(2) ~y, z>eg .... z={x: 3wePX(XEWA<y ,w>Eg} 

~<y,z>efA.,..<y,z>eg (transitividad de 1 y Z) 

f•=g 

Esto completa la prueba del teorema 16 (C(Y) es un topos). Un 

topos de la forma de C(Y) será llamado un topos 11 1ingUistico" ,por 

derivarse de un "lenguaje".• 

INTERPRETACION DE UN LENGUAJE LOCAL EN UN TOPOS: 

TEOREMA DE VALIDEZ. 

Se mostrará como un lenguaje local puede ser interpretado en un 

topos arbitrario. Esto da or1gen a una noción de validez para 

fórmulas la cual se estableCer& como propiedad: la derivabilidad en 

una teor1a local de los conjuntos pura implica la validez en todo 

topos. 

Sea ~ un lenguaje local, y IE un topos. suponemos que han sido 

especificados los productos, potencias, objeto terminal y clasifica-
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dor de subobjetos en E. 

Una Interpretación I de ~ en E es una asignación 

(l.) Para cada tipo A de un !E-objeto A
1
es tal que : 

(A1x ••• xAn) i""' (A1) 1x ••• x (An) 1 

(PA) 1cP(A1) 

1
1
""'1, el objeto términal de E 

ll1•1lE 

(U) Para cada simb6lo funcional t con signatura A~B de un 

E-morfismo r
1
:A

1
---+B

1
• 

Más generalmente, una interpretación de 1 es un par (E,I) que 

consiste de un topos E, y de una interpretación I de ~ en E. 

A menudo se escribirá AE o A para A
1

• 

Dada una interpretación (E, I) de !L., se extiende I a todos los 

términos de !L.. 

Sea~ un término de tipo By sean x
1

, •••• ,xn variables distintas 

de tipos A
1

, ••• , An incluyendo todas las variables libres de ~. Se 

escribirá x para la sucesión (x
1

, ••• ,xn)· 

Se define un E-morfismo 

escrito como ll't'll
1
,x o ll'C'll recursivamente como sique. 

(Il) ll•llx•I Qnico morfismo A1x •• ,xA
0
-->l en E. 

(I2) llx
1
Jlx-n

1
, la proyecci6n A1x ••• xAn-tA

1 

(IJ) 1Jr(-.:)llx•r1•111'1lx 

(I4) 11<-.:, ••• ,-.:>llx=<ll"llx, •• • ,111:11x> 

(IS) 11(-.:) 111,...,,1 •ll-.:ll,. 

(I6) ll{y:a}llx•(lla(y/u)llux•can) • 

a menudo 

Donde u no es uno de los x
1

, ••• ,xn, pero es libre para y en a, 

y es de tipo e (tal que Bes PC),"can" es el isomorfismo 

Cx(A1x ••• xAn)llCxA1x ••• xAn y f" esta dado por los diagramas: 
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f 

Cx,~-A1x ••• -;i<An)~Q. X----------------~l 

l lla(y/u)ll l k·l {1 
Cx (A1x •• • xAn) lillCxA1x ••• ><An----->0 PCxA1"x ••• xAn---+0 

f 

donde a, "C son de tipo c. 

eqc:cxc-+Oeqc•x(/J.c), 

~e es la diagonal 

e,c 

(Ia) llo-ei:ll=e0 ll<o-,i:>ll 

evaluaci6n 

donde u es de tipo C. ec es el morf ismo 

Si -e es un término cerrado de tipo e, entonces x puede ser 

tomada como la sucesión vacia "· Escribiendo llt:ll para ll'rll
110 

, es 

evidente que lh:ll es un E-elemento de B, (porque no se hizo ninguna 

sustituci6n ya que no tiene presencias. de variables libres). En 

particular, si 't' es un conjunto {y:a} de tipo PC, entonces ll{y:a}ll 

es un E-elemento de Pe, el cual corresponde (v1a la transposici6n 

potencia) a un "subobjeto" de c. 

17.llverdadll•'I' 

Prueba: 

l lverdadl lx•L21 l•-•l lx a 17eq, ·11<•' •>1 lxª .,eq, •<11•1lx'11•1 lx>ª 

-eq1 •<1, 1 >•eq1•<1,1>• l•c•>T 

,., 
l l 

1 t., 11'1' 
c::o..ula .. .. 

lxl l 
eq, • 
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Para establecer el pr6ximo resultado: es Í'J,ecesario el -,siguiente 

lema técnico. 

18. LEMA: Sea e una categoria con productos ,f-init-os y sean"-a, 

A
1

, ••• ,An,B1 , ••• ,e. los e-objetos. se -escribirá Can, can•· para 1os 

isomorfismos canónicos 

n
1 
:BxA

1
x .•• xAn-tB. Entonces para todos los morfismos f, 

Vi•l,. ,m de la forma: 

se tiene: 

<U11 f 1
oproj 1 •• o 1 f•oproj>•Can=can•• (1

6
x<f11 •. • 1 f.>)• 

Oemostraci6n: 

<n,, f, oproj, ••• , f. oproj>•can= 

-<rr
1
ocan, f

1
•proj•can, •.• , f.•proj•can> 

•<n
1 
•can, f

1 
•rr

2
•can-1•can, ••• , f• •rr

2
•can-1•can> 

-<rr
1 
•can, f

1 
•n

2
, ••• , f• •rr

2
> 

-<1
0
•n

1
, <f

1
, ••• , t.>•rr

2
> 

=can•• (10x<f 11 • •• ,f.>). 

19. LEMA EN VARIABLES SUPERFLUAS. 

sea "t en término con variables libres, entre x
1

, ••• , x". sup6n-

gasa que l<p1< ••• <pn<n y X 1 • •.,X 
Pt Pn 

incluye todas las variables 

libres de -c. Entonces escribiendo x=(x
1

, ••• ,xn) y x'=(xP
1
, ••• ,xP.), 

se tiene para una interpretaci6n de Je en un topos IE lo siguiente: 

ll~l lx•lh:llx, •ll<x"i, ••. , xP
0

>llx 

Demostraci6n: Por inducción en la formación de términos. 

sea x, de tipo A1 y xP
1 

de tipo AP
1 

Vi=l, ••• ,n,m 
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.1)"C•• 

ll'tll =11•11 =I 
X X A

1
x .•• x.'n 

•1" x ••• xA •<rrP1, ••• ,rrP.> 
pl p. 

=1,\ x ... xAP •<llxP
1
llx' ••• ,llxp.llX~ 

1 • 

... ll•llx• •ll<xP
1

, ••• , xP.>llx 

ii)'t•X
1 

ll'tllx=llx
1
llx•rr

1 

llx
1
11,

1 
•ll<x

1
>11=11x

1
11,

1 
•<llx

1
11> 

•llx 11 •<rr >= llx 11 •rr 
1 x

1 
1 n 1 x

1 
1 

•1 •n arr 
x

1 
1 1 

iii)'t'•f('t) 

ll't'llx•llf ('t) llx•f
1
•ll'tllx 

=81 f 1•ll"Cllx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

•llf ("C) llx, •ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

mfl"C'llx,•ll<xp1, ••• ,xp.>llx 

.1V)"C11<"Ct' • • • ,"Cn> 

ll"Cllx•ll<"C1, ••• 1"Cn>llx•<ll"C1llx' ••• ,ll"Cnllx> 

-HI<ll-r1llx,•ll<xP
1

, ••• ,xP
111
>flx, ••• ,Hrnllx,•ll<xP

1
, ••• ,xP•>llx 

=<ll-r1llx•, ••. , ll"Cnllx.>•ll<xP
1

, ••• ,xP•>llx 

111ll<"C1, .... , "t'n>llx, •ll<xp1 r ••• ,xp.>llx 

•ll"t'llx, •ll<xP
1

, ••• , xP.>llx 

V)"C'•("C)I 

ll't 'l lx•fl('t) 
1
llx•rr1 •ll'tl lx 

=Hin1•ll"Cllx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 
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all-r'llx·ºll<xpl, ••• ,xp.>llx 

VÍ)"C'•U="t' donde U 1 "t' de tipo C 

lh: •J lx=l lu-..:llx=eqc•l l<<T, ..:>llx 

•eqc•<llullx, 11..:llx> 

"'"HleqCo<JluflX' oll<xp
1

, • • • ,Xpm>lfX,lf"t'ltX' oll<X~l ¡ •_• • ,Xp•~llX;> 

=eqc•<llullx•, 11-rllx,>•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

•eqcoll<u,-r>llx,ºll<xP
1

, ••• ,xP•>llx 

•lla-:-rllx,ºll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

•ll-r'llx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

Vii)"t''aaE"C, donde u de tipo C y "t' de tipo PC 

11-r 1 llx-=l luE-rJlxuec•ll<u, -r>llx 

'""e• <1 lul lx, 11..:1 lx> 

ªniec•<llullx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx,ll"Cllx,•ll<xP
1

, •• ,xP•>llx> 

=eco<llullx, ,ll"t:llx,>•ll<xP
1

, •• ,xP•>llx 

-ec"ll<u,"t:>llx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

-lluE-cllx• •ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

=ll-r'llx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

vl11)..:•{y:a} y de tipo B, ..: de tipo PB 

11..:llx•ll{y:a}llx=(lla(y/u)llx•can)' 

""'Hr (lla (y/u) lluX, •ll<u, xP
1

, ••• ,xP.>llux•can)" 

=(lla(y/u) flux• •<llulluX, llxP
1
11ux' ••• , llx •• lluX>• 
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=111 (lla(y/u) lluX, o<n\ ,llxp111x~ll<~1' ••• '~n>lluX, •••• , 

llxp.llXolJ<x11 • •• x.,.>lluX>•~rr1 , n
1 
on2 , .... /nn •n

2
>)"' 

=<llcclY /u) lluX,o<n,.llxP
1
11x·<llx

1
11uX, ••• ,llxnlluX>, ••• , 

llxp.llX•<llx111uX, ••• ,llxnlluX>o<n1 ,n1 ·~2 , •.•• ,rrnon2~)"' 

=Cita: (y/u) lluX, o<rr
1 
,llxP

1
llx•<n

2
, ••• ,nn.

1
>, •• -• , 

llxp .. llx•<n2 , ••• ,nn+t>> 0 <tr
1

,rr
1
•rr

2
, ••• ,nn•n

2
>)"' 

=18lla:(y /U) lluX' o<tt1 , n1 •Tr2 ,••• 111• •tt2>• (18 x<llxp
1 
llX, • • • ,llXP•llX>))"' 

o. 20=1e0 l18x lllcc IY/U) 11"", •can•) •J • l18xll<xP , , , • ,xP >llxl ¡ • 
1 • 

=le0 1.X 1 lllccly/u) lluX, •can•) ••ll<xP,' ••• ,x •• >llxl • 

:s:z
16 

(e
8
•1

8
xll{y:a}llx,•ll<xP

1
, ••• ,xP.>llx) ... 

• 0 • 20l){y:a:)llx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>llx 

-ll"Cllx,•ll<xP
1

, ••• ,xP.>ll:x11 

20, LEMA DE SUSTITUCION. 

Sea i: un término con variables libres entre z
1

, ••• , z. y sea 

u 1, ••. ,u. términos tal que o-
1 

es libre para z
1 

en "C para cada 

i=1, ••• ,m. Entonces para toda interpretación de~ en un topos E, se 

tiene lli:(z/u)llx==IJ"Cllz•ll<u
1

, ••• ,u.>llx (donde x incluye todas las 

variables libres de o-
1

, ••• ,u.). 

Demostraci6n: Por inducci6n sobre la formación de i:. 

Sea x 1 de tipo A
1 

Vi=l, •.. ,n y sea zJ, O'J de tipo B
1 

Vj ... 1, ••• ,m. 
i)i:a• 

lh:llz•ll<cr1 , ••• ,cr.>llx"""ll*ll
2

•11<a
1

, ••• ,a.>llx 

~11•112 •<110'1 llx, ••• , 110'.llx> 

0 1
81

x .. xe. •<lla111x' ••• ,lla .. llx> 
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=! 
A x •• XA 

1 n 

=ll•llx 

=JI• (Z/!T) l(X 

=il't(Z/CT)llX 

ÍÍ)"Cl!!iZ
1 

ll"Cllzoll<a-
1

, ••• ,u.>1Jx=l1z111zo<lla
1
llx, ••• ,lla.Jlx> 

•n
1
•<llu

1
11x, ••• ,lfa.llx> 

•llcr111x 

=llz
1 
(Z/IT) llx 

=lf't(Z/CT)llX 

iii)'t'•f(i:) 

ll't •llz•ll<u1 , ••• ,u.>llx=llf ('t) llz·ll<u
1

, ••• ,u.>llx 

=13f1•1l'tflz•ll<a1, • • • ,u.>Jlx 

=. 1f 1•lli: {z/cr) llx 

=llf('t) (Z/CT)llX 

=ll't' (Z/CT)llX 

iV)"C•<""C
1

, ••• re.> 

ll'Cllz•l1<u
1

, ••• ,O'.>llx==IJ<"C
1

, ••• ,-c.>llz•ll<u
1

, ••• ,u.>llx 

=
14

<11-c111z, ••• ,ll"C•llz>•tl<a1 , ••• ,u.>llx 

=<ll"C
1
llz•l1<a

1
, ••• ,u.>llx' ••• ,11-c.llzoll<a-

1
, ••• ,u.>llx> 

=.,<lli:, (Z/CT)llx• ••• , ll't. (Z/CT) llx> 

•ll<i:
1 

(Z/!T), • • • , 't• (Z/IT)>llX 

•Jl<"C11 • •• ,"C.>(Z/O')IJX 

•lf'C(Z/CT)lfX 

V)"C'•('C)l 

fh:'llzoll<a
1

, ••• ,u.>llx=ll('C)
1
llzoll<a

1
, ••• ,u.>IJx 

=15n 1
•Jl"tllz•ll<u

1
, ••• ,a.>llx 

=n
1 
•ll'C (zfu) llx 
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=fl("r) 1 (Z/<T) flX 

=lh:' (z/u)llx 

v1)-r 11 aa'=1: 1 , donde a', -r' son de tip~ e_ 

11-r' 'llz•ll<a1 , ••• ,a.>llx=lla'=l:'llz•ll<a
1

, ••• ,u.>llx 

=
17

eqc•ll<u' ,i; 1 >llz 0 11<o-
1

, ••• ,u.>llx 

=eqc 0 <llu 1 11
2

•11<cr
1

, ••• ,a.>llx, ll-c 1 11
2

•11<a
1

, ••• ,u.>llx> 

-"1eq0 <ilu' (z/u) "x'""' (z/u) llx> 

-eqc•ll<u' ,i;'>(z/u)llx 

=ll(<T'=t:') (Z/<T)llX 

-lit:'' (Z/<T)flX 

v11)-r' 'llO''E't'', cr' de tipo e 

11-r' 1 11
2

·11<u
1

, ••• ,u.>llx=llu'e't' 111
2

•ll<a
1

, ••• ,u.>llx 

"""iecc•ll<u' ,-r'>ll
2

•ll<u
1

, ••• ,u.>llx 

-ec•<llcr 1 11
2

•11<a1 , ••• ,u.>llx,llT'll
2

•11<u
1

, ••• ,a.>llx> 

-
111

e0 <llu• (z/u)llx,11"' (z/u)llx> 

=ecoll<cr' ,'t''>(z/u)llx 

=ll(<T'et:') (Z/<T)llX 

=lit:'' (Z/<T)llX 

viii)t:•{y:a) donde y es de tipo B, " de tipo PB 

l) y no esta entre z 1, ••• , z •• Entonces: 

lli:: (z/u) llx=ll{y:a) (z/u)llx 

=ll{y:a(z/u) >llx 

=
16 

(!la (Z/<T) (y/u) lluJCcan) • 

=(lla(y/u) (Z/<T)lluX•can) • 

=u
1 

(lla (y/u) 11
2

°11<u,u
1

, ••• ,u
11
?lluxºcan)"' 

= (lla:(y/u) ll
2

o<n
1
,llu

1
lluX, ••• ,llu.llux>•<rr

1 
,n

1
•n

2
, ••• ,n.0 112>) ... 

U.) y está entre z
1

, ••• , z.. En este caso podemos escribir 

z-yz',a=pu'. Entonces u de tipo B', x
1 

de tipo A
1

• 

En ambos casos se tiene una arbitraria z, usando la hip6teais de 
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inducci6n (HI) y adoptando la notaci6n de (18): 

.. 
19

(11a(y/u)llzo<n
1
,llcr

1
11xºll<x

1
, ••• ,xn>lluX' ••• , 

llu.llx•ll<x
1

, ••• , xn>lluX>•can) A 

•(lla(y/u)llz•<n
1
,llcr

1
llx-<llx

1
11uX, ••• ,llxnlluX>, ••. 

llcr.llx•<llx
1
11uX, ••• ,llxnll..x»•can) • 

•(11« (y/u) llz•<n
1 
,llcr

1
llx•<n

2
, ••• ,nn•t>, .. •, 

llu.llx•<n
2

, ••• ,nnu>>•can)" 

- .. (lla(y/u) llz•can•· c1.xll<cr,' ••• ·".>"x» •. 

•(llcx(y/u) llz•<n
1 
,n

1 
•n2 , ••• '"• •Tr0?(18xll<u1 , ••• ,a-.>llx>) ... 

•(eB (1
0
xlla(y/U) llz•Can*) •o (1

8
xll<CT

1
, • • • ,CT_>llX)) • 

•(e .. c1.xll{y:a}llz>. (l.xll<cr,, ••• ·".>llx>). 

•(e
8

• (1
8
xll{y:a}llz•ll<CT

1
, • • • ,CT_>llX)) • 

•
0

• 20ll{y:a}llz•ll<<T1 , ••• ,CT_>llx 

•lh:llz•ll<CT
1

, • • • ,CT_>ll,.a 

21. LElll\ DE XNDEPEllDENCXA. 

Si u es libre para x y no libre en un t6rm.ino ~. entonces para 

toda interprataci6n lf., ll~(x/u)lluy~ll·tll,y 

Deaostraci6n: 

Sea :r-Cy
1
,. •• ,yn), y

1 
de tipo A

1 
Vi, u y x de tipo B. 

1 h: (x/u) l luy• 201 MI• •ll<u>l luy•l 1~11, •l lul luy•l 1~11, •n1•1911~1 I• •l lxl 1.7•1 l~l l.y • 

Ahora se introducir& la noci6n de validez de una fórmula en un 

topos. Dada una interpretaci6n I de ~ en un topos E, para todo 

conjunto finito r•{a
1

, ••• ,a.> de f6rmulas se escribe 

{lla}l1 ,x'-. ••• Alla.111 ,x si m>O 

11r111,. para {(orden irrelevante) 

{ T si m•O 

Dada una f6rmula p, sea x•(x
1

, ••• ,xn) todas las variables libres 

en i"v{ll}; 
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22. SE ESCRIBE r¡.,~ 6 r¡.,11 PARA 11r11,,x•ll~ll,,x· 

Si r~1p, se dice que el secuente r:p es verdad bajo la interpre

taci6n I (o en el topos E). 

Se tienen los siguientes hechos básicos concernientes al 

concepto de validez. 

23 .1 r
1
ct si y s6lo si llctllx-T 

Demostraci6n: 

.. ¡ llcillx•T .. T-ll•llx·llcillx .. ll<>llx•llcillx .. •r," .. ¡.," 

,.) r,a ,. oJ.1a ,. T•llollx•llallx pero llc<llx•T por ser T mliximo ,. llallxaT• 

De 23 .1 se sigue que, si I es una interpretaci6n en un topos 

degenerado (todo objeto es isomorfo al objeto términal "1"), 

entonces ~1a va, f6rmula a. 

Si u es tal que cod(u)=O, ker(u) denota el nücleo de u. 

23.2. r¡.
1
a sil llcillx•l<•r(llrllx>-T 

Demostraci6n: 

23.3. r¡., ...... sii llallx•ker(llrllx>·llrllx·l<er(llr11xl 

Demostraci6n: 

r¡.
1
.,....,, sil llrll,.•1~11,. 

sil lla..-¡;llx•llrllx-T (por 23. 2) 

sil eq .. ll<a,r>llx•ker(ltrllxl-T (IB) (u•r de tipo B) 

sil eq .. <llallx,llrllx>•ker(llrllx>•T 

sil eq .. <llallx•ker (llrllx, llrllx•ker(llrllxl>•T 

sil llallx•ker(llrllx>•llrllx•l<er(llrllxl (0.19.ili)• 

Se necesita establecer los hechos concernientes al comportamien-

to de variables superfluas bajo una interpretación. 
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supongase para 24 que x no ea libre en r o x no libre en a. 

24.1. llrll,y=llrlly•rr2 can"1 

llrllxy=llrlly•rr2 •<n1 ,<rr2 , ••• ,rrn+?>-llrlly•<rr2 , ••• ,irn+I> 

Demostraci6n: 

llrll,y=llf"lly•ll<y
1

, ••• ,yn>ll,y (19) 

•llrlly•<rr2 , .... ,rrn•I> • 

24. 2. llrlly•llally implica llrll,y•llall,y 

Oemostraci6n: 

supongase llrlly•llally , 

entonces llrllxy•<Tr2 , ••• ,nn•l>~llally•<rr2 , ••• '"n•t> 

entonces (por 24 .1) llrll,y•llall,y • 

24 .3. ker (llf"ll) •cano( lxker (llf"ll)) , donde • denota equivalencia de 

monoides. 

Demostración: 

Considerando los diagramas conmutativos. 

Sea Y-(y1, •• ,yn), y 1 de tipo A1 y n2°can-1-<rr2, •• ,nn+I> 

A--->l 
ker(llrlly> l !T 

A
1 
x •• xAn -----+0 

XxA-----tA 
1.xker(llrlly> 1,.. r ~ker(llrlly) 

Xx(A
1
x •• xA )---+Ax •• xA 

ca~l rr 
1 11 " 

Xx
1
Ax •• <(An ---tA1 x •. xAn 

rr
2
ocan-1 

llrlly~x (ker cllrlly>) 
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'---~----lXxA1 x •• xAn A
1
x •• xAn~O 

1 n •can-1 llrlly 
1--

2

x(can• (lxxker(llrllyl) )-1 
I, II son productos fibrados 

:. el rectángulo es un producto f ibrado. 

Por 2.a se tiene 

x(can• (lxker(llrlly)) )=X(ker(llrlly)) •<rr
2

, •• ,n
0
"> 

·llrlly 0 <n2 , .. '"n•l > 

.,2,. 1 ,11r11.y 

.-.12.31 ker(llrll.y)~can• (lxker (llrllyl >. 

Ahora se escribirá 

rf<x para r~1 cx para toda interpretaci6n I de :l; 

Para toda teor!a local de conjuntos Y en ~, una interpretación I 

de ~ (en un topos E) es llamada un modelo de Y (en E) si todo axioma 

de !I es v!lido bajo I, se escribe rf<x. Si rf<x para todo modelo I de 

~. Note que si E es degenerado, entonces por 23.1 toda interpreta

ción en E es un modelo de la teor1a inconsistente. 
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25. TEOREMA DE VALIDEZ. 

(l)r-cx imp1ica r¡.a 

(ii) r:a, ... ,r:a 

l:J.:{3 

imp1ica r¡.a, .•.• r¡.a 

"'rf3 

(Hi)r-cx implica r¡.a. 

Para probar (i) y (11) del teorema de validez, basta con 

establecer la validez bajo una interpretación I de los axiomas y 

reglas de inferencia de una teor!a local de conjuntos pura. Esto es 

lo que se hará primero. Para probar (iií) se observa que si r-a:, 

entonces 

rl :a,, .•• ,rn:an 

r:a 

para algunos axiomas r
1
:a

1
, ••• ,r":an de !I y se aplica (ií) del 

teorema. 

Ahora se verificará la validez de los axiomas y reglas de la 

teor1a de conjuntos local pura. 

Sea x-= (x1, ••• , x
0
), x 1 de tipo A

1 

25.1 (i)TAUTOLOGIA ar
1
a 

Prueba: ar
1
a sii llall 1 ,X~llall 1 ,x" 

(ii) UNIDAD rx,=* , x
1 

de tipo 

Prueba: rx
1
=* sii

12
,,

31 
llx

1
llx•ker(llollx)=ll•llx•ker(llol1X) 

sii 111 llx111x=ll•llx=I • x. ·" Ellxllx 
1 n 
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'" 
A x •• • xA ------>1 

t n 

lker(ll01lxl 
... ... 

A
1

x ••• xAn------fl0 

25. 2 :IGUALDAD. 

(i) ~1x=x 

Prueba: ~1x•x sii,
2303

, 

:." 
conmuta_:-'~ _ ~ 

llxllx•l.'tx .• xAn•llxl1Xo1A
1
x .. xAn (x1 de tipo A1 o A1) 

otra forma 

}<1X=X sii TA x .. XA •1l0i IXsllx=xl 'x 
l n 

sii T,.1)(,. XAn-=seq" o<llxllx, llxllx>=eqA •<1", 1.,>ªT,.tx .. xAn 

(ii) x=y, a(z/x) r,a(z/y). x,y libres para z en " 

Prueba: 

supongase x, y distintas a la z, y que ni x, ni y son libres en 

a. LOS casos considerados son probados similarmente o triviales. 

Sea z,v
1

, ••• ,vn variables de a, v-(v
1

, ••• ,vn) 

Por demostrar llx=y,a(z/x)llx•lla(z/y)llx 

sii llx=yllxAlla (z/X) llxslla(z/y) llx 

supongase u•llx=yll.,vAlla ( z /x) 11.,v 

entonces,
0

• 171 U:5llx=yllxyV y u:sJlcx(z/x)ll•yV 

U:$eq•<llxll•yV'llyllxyV> (l) y u:sllall::iv•ll<x,v
1

, •• ,vn>ll (2) (lema sust.), 

llxll.,v•ker(u)=llyll.,v•ker(u) (3) (por (l) y (0.16)), 

adem!s, por (2) y (0.14) 3h en E tal que: 

ker(llall:i.v> •h=ll<x,v
1

, ••• ,vn>llxyv•ker(u) 
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=<llxllxyvºJi~r(u)-·;·~ •. ~, llv~ll~yvºker(ú)'> 
= 131 <llyll,,v•ker(u) '·' •• ,llvll,,v•ker(u) ~ 

=ll<y,v~,. i·.-,vn>ll.~y~ker(u) 
- - -

Usando otra vez (0.14) 

u::sllallavºll<y,v1 , ••• ,vn>llx~v 

u•lla(z/y)ll.,v (por rema de sustituci6n) 

Como u arbitraria 

25.J PRODUCTOS. 

(i) ~1 (<x1 , ••• ,x.,>)
1
=x

1 

Prueba: 

f1 (<x1 , •• ,xn>) 1=-x1 sii ll(<x1 , •• ,x.,>)
1
llxo1A x .• xA ... Jlx

1
llxo1A x •. xA 

t n 1 n 

sii n ol =n ol 
' A x •• .CA 1 A x .. xA. 

1 n 1 n 

(ii) ~1x=<(x) 1 , ••• ,(x)n> donde x=(x1, ••• ,xn), x
1 

de tipo A
1 

Prueba: 

rJx=<(X)I, • • • t (X)n> 

siil23• 31 llxllxºlA x .. ::<A =ll<(x) 1 , ••• , (x).,>llXolA x .. )(A 
1 n 1 n 

sii lXolA x .. xA =<ll(x)111X, • • • ,ll(x)nllX>olA )( .. xA 
l n 1 n 

sii 

sii lA x .. xA •lA x .. xA • 
1 n 1 n 

25.4 COMPRENSION. 

rlxe{x:a} .... cx para su demostración se requiere 

isomorfismo, 
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11=<n ,n , ••. ,n >ocan':Ax(AxAx ••• xA)~AxAx ••• xA 1 3 n•2 1 , ~ ,_ ,L • _ 1 n 

(•<n
2
,n

3
, ••• ,nn+t>:AxA

1
x ••• xAn~A1x ••• xAn 

can•<rr1 ,rr1ºTl2' ••• nn on2>:Ax CA,x ••• xA~)~AxA1x ••• xAn 

can-1=<n1,<"2' • • • ,nn•t>> 

isomorfismo 

Entonces Vg:A=A
1
x .... xAn----+0 se tiene (golJ) "•(g0 can) "'ot;. 

Demostración: 

Dada cualquier h:A
1
x ••• xAn~x se tiene: 

(1) (1.xh) •can-1011-1,x(h•t;) 

(lAxh) ocan-1•11= 

•<Tl1, hoTr2>•<Tr1, <rr2, • • 'rrn•1>>•<rr1, 1131 • • 'T1n•2>•<rrt 'nl oJr2, • • 'Tln+I orr2> 

.,.<rr1, horr2>•<R1' <rr2, • •, nn•1 >>o<n1, na•na,. • 'nn•1 "rr2> 

m<n11 h•n2>o<n 11 <rr2orr2, •• / Tln•I orr
2
>> 

-<n1,h•< 712º712' • • '"n•1 "712>> 

-1,x(h•t;) 

As1 tomando h=(g•can)", se tiene: 

{lAx (gocan) '"') •can- 1 01p~1.x (g•can) "'ot;. De aquí 

e. o (1..,x (gocan) '"'o~)=e.., o (1..,x (gocan) "') ocan-1olJ 
_, 

=g•can•can olJ 

=g•1J 

.·. (9•11) ·-(g•can) ··t;8 

Prueba (25.4): 

sea x de tipo A (A) y v
1 

de tipo A
1 

entonces 

llx•{x:a}ll,v-,a•.·ll<x, {x:a}>ll,y 

•e• o<llxll,y, ll{x: a}ll,v> 

0
16e.o<llxllxv' (lla: (x/u) lluxvºcan') "> 

a.eA 0 <rr
1

, (lla:llxvºll<u,v
1

, •• ,vn>llux,;ºcan')"'> (lema sust.) 

=e" •<n1 , (llall.v•<llulluxv~ Hv11 luxv' •• , llvnlluxv>•can') "> 

=e
4
o<n

1
, (llallxvº<rr11 1,

3
, •• ,rrn

02
>ocan') "'> 
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=e.o<n
1
', (llall~v"TI) ""> 

-e. 11 <n1 , '(llixllxv"ºª") "'_oE> (1ema sust.) 

=e•" (1-"x (ll~ll~y"cail) "") 11 <ni ,·~> 

~n~q.v~fªnº~"1 ,_~>· 
=11~11.v"<-n,, n1 ""2' .. , n~ ""2>o<n~, <n~-; . . , !1'n+1 >> 

1:::zllcxllxvº<R1' • º"n+I> 

-llall.v 

r,xE{x:a}-a (por 23.3) • 

2s.s. DEBILITAMIENTO r¡.,a 

Prueba: Si r¡.
1
a entonces (por definici6n) llrllx•llallx entonces (por 

24.2) llrllxy•llallxy donde y=(y
1
,. •• ,yn) son las variables libres de fl. 

Por tanto llllllxyAllrllxy•llallxy entonces 11¡¡,rllxy•llallxy entonces (por 

definici6n) ¡¡,r¡.
1
a • 

25.6. CORTE r!•
1
a a,r¡.

1
¡¡ Las variables en a son libres 

en r o 11. 

Prueba: suponga se 1 lrl lx•llallx y l lal lxy•llrllxy•llllllxy donde y 
1

, ••• , y n 

variables libres de fl. Por (24. 2) llrllxy•llallxy • 

.-.1 lrl lxy=l lrl lxy•l lal lxy•l l!ll lxy 

.-.llrllxy•llllllxy 

.-. rr,ll• 

2 5. 7. SUSTITUCION r r 
1
a 

r(x/~l ¡.1a(x/~} 
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Prueba: r~,a sii llrllxy•llallxy 

Sup6ngase x es libre en r o a, de otra forma el resultado es 

trivial. Supóngase entonces llrll.y:sllallxyº 

Entonces llrllxyºll<'t,y
1
,: •• ,yn>llzy:sllallxyºll<l:',y1 , ••• ,yn>llzy 

ZA(z1, ••• ,zn) variables libres de~. 

Entonces llr(x/"t)llzy•lla(x/i:)llzy (por lema de sust. (20)) 

sii r(x/i:) ~1a(x/i:)• 

donde 

25.8. EXTENSIONALIDAO x no libre en r,a o -r. 

Prueba: Supóngase r ~lXEO' .... XE't' sii 

llxeull.z•ker (llrll.z> =llxull.z•ker(llrll.zl ••• 111. 

si x de "tipo A entonces por (24.3) existe 1-isomorfismo que hace 

que el diagrama siguiente conmute. 

X.-----+l 

l l 
A

1
)( •• xAn-tO 

ker (llrll.zl :AxX-->AxA
1 
x •• xAn, i: AxX--+AxX, l,xker (llrllzl : AxX-> 

AxA
1
x .. xAn y can forman el diagrama conmutativo: 
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llx•ul l,z•ker (l lrll,z> -. •ll<x,u>ll,z•ker cllrl 1.z> 

=e, •<l lxll,z, llul l,z>•ker (i lrl l,z) 

=(0,
2
(,1)eAo<n1 ,llO'llzon2ocan-t>ocano (1Axker (llrJl2 )) oj 

=•• c1,xllcrllzl • Cl,xker(llrllzl l •i =·· c1,xllcrllz•ker(llrllz>) •i 

Análogo para llx•~ll·ker(llrll) en (1) se tiene: 

... (1,xllcrllz·ker(llrllz)) •i=•• c1,x11~11z 0ker(llrllz>) ·i 

... (1,xllullz•ker(llrllz) )=• •• c1,x11~11z 0ker(llrllzl) 

llcrllz•ker (llrllzl =11~1 lz•ker (llrllz) 

r rlu=i; (por 23. 3). 

Prueba: 

Sup6ngase a:,rr111 y #J,rr1a: siilder.> 

llcxllxAllrllx"llllllxyllllllxAllrllx•llallxpara x=(x
1

, ••• ,x.>, x
1 

de tipo A
1 

... llcxllxAllrllx•lllll lxAI lrllx y l lrlllxAllrllx•llcxllxAllrl lx 

.-. llcxllxAllrllx•llllllxAllrllxu• 

entonces l lcxl lx•ker (l lrllx) = (llcxllx•ker (l lrl lx) AT•,x .. x•n 

=(llallx•ker(llrllx> )A(llrllx•ker(llrllx>) 

=,
0

• 181 (llallxAllrllx> •ker(llrllx> 

=111 (lllll lxAllrllx> •ker(llrllx> 

=
10

•
181 

Cllllilx•ker(llrllxl )A (llrllx·ker (lirllx>) 

=(llllllx•ker(llrllx> )AT 

=llllllx•ker(llrllxl 

rrla. ... /31por 23.3). 

Esto completa la prueba del teorema de validez. 
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26. COROLARIO. 

TODA TEORIA LOCAL DE CONJUNTOS PURA ES CONSISTENTE. 

Demostración: 

Sea !l. lenguaje local y L la correspondiente teoria local de 

conjuntos pura (es decir, L esta generada por el conjunto vac1o de 

axiomas, es decir, :a E L sii r.1ª ) • 
Sea I una interpretación de !l. en el topo FINSET de conjuntos 

finitos. Se tiene que 1
1
es ic::{O}, 0

1 
es 2-{o,1}, y para todo tipo 

básico A de !l., A1 es un conjunto finito arbitrario no vacio. es 

entonces extendida a tipos arbitrarios· en forma recursiva: (PA)
1 

es 

P(A1) y (A1x •• xA
0

) 1 es (A1) 1x •• x(An) 1 • Finalmente, I es extendida a 

s1mbolos funcionales como sigue: para todo s1mbolo funcional r de 

signatura A---.B, f'
1 

para todo morfismo de A1 a B1• 

Ahora si L os inconsistente (se da el caso }-L falso, falso es 

probable de L) se tiene i-fa1so y }-a, por e1 Teorema de Va1idez, ~1a 
para toda fórmula a. Sean u,v variables de tipo Pl, entonces 

~1u=v sii 1z:i_ 31 llulluv•ker(llollu.> =llvlluv •ker(iloll~). 

ker (1101 luv) -=lPlXPl 

sii llulluv ~llvlluv 

sii n
1
mn

1 
, donde n 1 :PlxPl~Pl i•l,2 en FINSETl. 

P1_.2 .. {0, 1}, n
1
-llulluv 

PlxP1---t0•2 

"• 
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Observación. (Restricci6n de variables libres en la reg:la de 

corte). 

Esta restricci6n no puede ser suprimida si el Teorema de Validez 

está establecido, porque da la posibilidad de interpretaciones 

vac1as de tipos. Por ejemplo, sup6ngase que I es una interpretaci6n 

en Set de un lenguaje local ~, tal que A1=0 para algun tipo A. Si x 

es variable de tipo A, se tiene que para toda f6rmula ~, 

llodl,y={0--->2) donde y=(y1, •• ,yn), y
1 

de tipo J.1 y º"" 
o 

l 
m=exA

1
x •• xAn------+0=2 

llall,y 

\Ja. fórmula. 

En particular, si a•x=x, (O----t2)=11x: ... xllxy::sllcdlxy' 

X=>•:f•1a pero ~1x=x, 
es decir, 

si la regla de corte sin alquna restricción en variables libres fue 

válido .. ' se sigue que r,a para toda f6rmula a. Entonces por el 

argumento en (26) se tiene que n1=cn2:2x2~2 en Set l. (En efecto, 

esta situaci6n no puede originarse si A
1
•0, 

l<--->{0} 

l l 
AxA X •• ><A ---.2 

t n 

ll<xll,y 

o más generalmente, cada vez que I es una interpretación en un topo 

E para el cual A1 tiene un E-elemento. Esto es la base de la prueba 

para el problema propuesto por Fourman (1977).). 

N6tese que, se puede dejar la restricción en variables libres en 

la regla de corte sin perder de vista la prueba. Para este fin, se 
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Observación. (Restricción de variables libres en la regla de 

corte). 

Esta restricción no puede ser suprimida si el Teorema de Validez 

está establecido, porque da la posibilidad de interpretaciones 

vac1as de tipos. Por ejemplo, supóngase que I es una interpretación 

en Set de un lenguaje local t, tal que A
1
=0 para algun tipo A. si x 

es variable de tipo A, se tiene que para toda fórmula a, 

llallxy=(O-n) donde y=.(y1, •• ,yn), yl de tipo A1 y 0•0 

o 

1 
"=e><A x •• xA ~n=.2 

l n 
Va f6rmula. 

llall,y 

En particular, si cxax=.x, (O--t2) =llx=xllxysllallxy' es decir, 

x=x~1a pero ~1x=x, 

si la regla de corte sin alguna restricción en variables libres fue 

válido., se sigue que ~1 a para toda fórmula a. Entonces por el 

argumento en (26) se tiene que n1~n2:2x2~2 en set t. (En efecto, 

esta situación no puede originarse si A1~0, 

X-->{0} 

l l 
AxA

1
x •• xAn-t2 

llall,y 

o más generalmente, cada vez que I es una interpretación en un topo 

~ para el cual A
1 

tiene un E-elemento. Esto es la base de la prueba 

para el problema propuesto por Fourman (1977).). 

Nótese que, se puede dejar la restricción en variables libres en 

la regla de corte sin perder de vista la prueba. Para este fin, se 
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escribe, para todo secuente r:a, y toda interpretación I, 

para 

La prueba de (25.6) demuestra que la inferencia 

f"l-nJl 
es válida. As1, si se define una nueva relación probable. r~xª por 

r ~xa sil r ~rxª para todas las interpretaciones I, ~X satisface la 

regla de corte 'no restringida'. 

ésta es, en efecto, la proposición establecida por LAMBEK Y SCOTT 

(1986). 

TEOREMA DE COMPLETEZ. 

Ahora se establecerá el inverso para el teorema de validez -el 

teorema de completez. Dada una teor1a local de conjuntos !I en un 

lenguaje local% en C(Y)- de% en C(Y) por: 

AC(Y)-UA para cada simbolo de tipo A 

fC(Y)~UA---+U8 para cada s1mbolo funcional r de signatura A--+B. 
X>->C(x) 

Para cada término -r, se escribe lh;llx para 11-rllC(Y) ,x· Entonces se 

tiene: 
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27. PROPOSICION. 

lh:llx=(x,_,i;¡ 

Prueba: Por inducción en la formación de -c. 

Sea xu (x
1

, •• , xn) donde x 1 de tipo A
1

• 

i) -c•• 
por otro lado • es de tipo 1 

.·. (x~•)=lu4 x .. xu" 

ÍÍ) "C•Xl 

lli:llx=llx111x'""• 

1 n 

= (<x
1

, •• ,xn>..--.x
1

) 

iil) i:'•f(i:) 

lli:•llx•llf (i:) llx•f C(.I') •lli:llx 

His-f'C(!/) 0 (Xi---+'t') 

•(Xi---+fC(.I') (1:)) 

=(xr-n~') 

iv) "C•<"Ct' • • ,i;n> 

lli:llx=ll<i:
1

, •• ,i:n>llx 

=<lli:
1 
llx, .• , lli:

0
llx> 

fflss<(Xi--Jo"Ct)' • •' (X...--.."Cn) > 

=(Xi--+<"Ct' 0 0 ,"Cn>) 

=(Xi--+1:) 

V) -c'a(t:)
1 

lli:'llx•ll(i:) 111x=n1 •lli:llx 

81
=n

1 
o (X...-.+"C) 

=(xi---+n1(i:)) 
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vi) "C' 1 BU•"C' 

=(X>--->(t:)
1

) 

=(X~'t') 

u,'t' de tipo e 

lit:' l lx=llcr=rf lx=eqc•<llullx' lh:l fx> 

HI=eqca<(Xl--XT), (X~'t')> 

.,.eqca(x~<O','t'>) 

=(x~eqc'"<cr,'t'>) 

= (X t--+U='t) 

v11) 't 1 90"E't, cr de tipo e 

lit:' l lx=l fuet:f lx=ec•ll<u, t:>llx 

=eca<llcrllx' llrllx> 

... HieCo< (Xi----+U), (Xt--+"t') > 

=ecº (x~<cr,-c>) 

=<(X~Co<O',"t'>) 

z:1(x~e't") 

(vi11) 't'•{x:a}, z=-(z
1

, •• zn) Y Y""(Y
1
1••1Yn) 

li{x:a}llz=(lla(x/u)lluzºcan) • 

a:e[ (<u, z 1, •. , zn>~(x/u))'" (<x,y>~<x,y1 , •• ,yn>) ]'"' 

=[<X,y>>--->a(z1/y,J • • (Zn/yn) ]• 

-(y>->{X:a(z1/y1) •• (Z/Yn) }) 

m (z >->{X: a}) • 

28. COROLARIO. r~C(:f)ª sil r¡.,.a 

Prueba: 

Sea X""(X1, •• ,x"), donde x
1 

de tipo A
1 

caso particular. 

~cc:1¡ª sil ll0flcc:1¡x•llallC(:f)x 

sil T•llalfc (:f) x•T, T ma>cima 
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sii llcxllx=T 

siilii?'7) cx~a)=(x~verdad) 

sii"' f-ycx=verdad 

ESTA 
SAtm 

sii :a=verdad, a=verdad,verdad:a(i} 

111 

verdad 

:ex (b) 

sii f-ycx 

A
1

x •• xAn-->0 

llcxllx 

caso general 

r~SCX siil3.>.ll Arf-ycx 

su,,. 11 ~yAr"" 

verdad:cx (b) 

siikamo parll~ularl ~ C(!I') Af'",.a 

siilteo.vallde:zJ "'r~C(Y')ª 

sii r~C(YJª• 

TESIS 
~ u 

NQ DEBE 
mlBLIDTEGA 

As1, (28) dice que C(.Y') puede ser considerado como un modelo 

cánonico de !:l. 

29. TEOREMA DE COMPLETUD. 

(il r¡.cx implica r~ 
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Prueba: 
, , 

(i) Si r¡.x, entonces en::particular r~C(L)ª as1 que rf<x por (28)~ 

(11) s:_f~i.:':'i~ ~·:--~-r~.~~~~l_.-:coñ~uitto de secuentes. 

A:l3 

Entonces por 12> y (28) se tiene r 1 rc(s)ªi'""'rn}sC(S)ªn'"J 

por 14J y lJJ se tiene .6.}sc(s)I?' de esto y (28) se obtiene A~513. 

A:f3 

(111) Por (28), C(S} es un modelo de S, y usando otra vez (28), rr5a 

implica r~C(S)a implica r~sª• 

TEOREMA DE EQUIVALENCIA. 

se demostrará que todo topo es equivalente a un topo 'lingu1s

tico'. Para hacer esto se tomará un topo IE y se construirá una 

teor1a Th(IE) la cual determinarA E bajo la equivalencia. 
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Sea IE un topo con objeto terminal especifico llE, clasificador de 

subobjetos OIE, productos y objeto potencia. Se . define el Lenguaje 

Local .:f(IE) determinado por IE (también llamado el Lenguaje 'Interno' 

de IE) como sigue. 

Para cada IE-objeto A, .:f(IE) tiene un correspondiente s1mbolo 

básico A. 

Para especificar los símbolos funcionales de .:f(E), se asocia con 

cada siro.bolo de tipo A el E-objeto AIE recursivamente como sigue: 

AIE=A 

(AxB) IE=AIExBIE 

(PA)IE=P(AIE) 

para todo símbolo básico A 

Ahora los s!mbolos funcionales de l(IE) son ternas (f ,A,B) donde 

A, B son s1mbolos de tipo de .:f(IE) y f:AIE--+BIE en IE. La signatura de 

(f,A,B) es A~B. 

A menudo se escribe f para (f,A,B) cuando no hay confusión. En 

este caso f será llamado el s1mbolo funcional asociado al morfismo 

f. 

La interpretación natural -denotada por E- de .:e (IE) en IE esta 

determinada por las asignaciones. 

AE=A para todo s1mbolo básico A. 

fE=f para todo símbolo funcional f. 

La teor1a local de conjuntos Th(IE) -la teor1a local de conjuntos 

asociada de IE- esta definida para ser la Teoría en j!, (IE) cuyos 

axiomas son todos los secuentes r:a tal que r~Eª bajo la interpreta

ción natural de j!,(IE) en IE. 

30. PROPOSICION 

G~ThclE)ª sii r~Ea por el teorema de validez. 
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Prueba: 

sea -e un término de .l(IE) de tipo B con variables libres entré 

x
1

, •• ,xn de tipos A
1

, •• ,An respectivamente. Entonces 11-rllE,x (el cual 

Ge abrevia ll"t'llx> es un IE-morfismo; se escribirá Ax.-r para el s1mbolo 

funcional Cll"t'llx,A
1
x •• xAn,B) en .f(IE). Notese entonces que Ax.-r tiene 

signatura A1x •• xAn~B, y que (Ax."t')E=lf"t'llx. 

como consecuencia, se tiene el siguiente resultado, el cual 

asegura que, en Th(IE), todo término de l(E) esta "representado 11 por 

un s1mbolo funcional. 

Jl, PROPOSICION. 

Prueba: 

lli:llx=lh:llxoll<x
1
,., ,xn>llx 

lder.1=11Ax. "t' (<xi, .. , xn>) llx 

12:J.31 .. ~E"t'=Ax.-r(<xt, • • ,xn>) 

1301 .. ~Th(IE)"t'~Ax."t'(<Xt'ºº'xn>)• 

La proposición (31) demuestra que los slmbolos funcionales en 

Th(E) son extendidos. 

32, PROPOSICION 

~Th(IE)r(x)=g(x) sil f=g. 

Prueba: 

~Th (IE) r (x) =g(x) sii 1301 ~Ef(x) =g(x) 

sii'""·' llr(x)=g(x)ll,=T 

sii
1171 

eqo<f,g>=T 

sii10.19.111J f=g • 

se caracterizan los monomorfismos en E. 
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33. PROPOSICION 

f es mono sii f(X)=f(y) rTh(E)X•y. 

Prueba: 

,~] Sup6nemos f mono 

tenemos f(x)=f(Y)rTh(E)r(x)=f(y) (ta) 

!por >ll f(X)=f(y) rTh(E)f(l,xy.x(<X,y>))=f(Axy.y(<x,y>)) 

!por 301 f(x)=f(y) rEf(AXy.x(<x,y>))=f(Axy.y(<x,y>)) 

(por 20.01 llf( A. xy. x ( <x, y>)) 11., •ker (llf (X) =f(Y) 11,,) = 

=llf (AXY .y (<x,y>)) 11,y°ker(llr (x)=f (y) 11.,l 

f•llA .xy .x(<x,y>) 11,y°ker (llf (X) =f (y) 11,,)= 

=f•llAxy.y (<X, y>)) 11., •ker(llf {X) =f (y) 11.,) 

f •llxl l., •ll<x, y>l I,, •ker (lif (x) =f (y) 11,,l = 

=f•llYll,y"ll<x, y>ll,, •ker(llf (x) =f (Y) 11.,) 

!por .. r r "º"º' llxll,y"ker(llf (X)=f (y) 11,,l=llyll,y"ker(llf(x) =f (y) 11.,) 

(por 23.31 f(X)=f(y) ¡.Ex=y 

!por 30¡ f(X)•f(y) rTh(E)x~y 

•l Sup6nemos t'(X)=f(y) ~x-y <•'> y foq=f•h entonces 

<por 32l ÍTh(IE)f(g(X))=f(h(X)) 

<por 301 rEf(g(X))=f(h(X)) !ºl 

Id• 1•• > y ><» f (X) =f (y) rEx=y 

(por<"» f-Eg(x)•h(X) 

!por 301 }-Th(E)g(x)=h(X) 

Cpor 32) go::h 

:. f es mono. • 

El objetivo ahora es demostrar que Th(IE) satisface la elimina

ción de descripciones de todas las fórmulas. Para ello los siguien-

tes lemas. 
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34. LEMA. Son equivalentes: 

(l) ~Th(IE)a(Y1 /•1 , • .,y./t:n) 

(ii) lla:llyof=ll«r
1

, .... ,-rn>llx para todo morfismo f, donde y=(y
1

, •• ,yn)' 

y
1

, •• ,yn son variables libres de a: y "t
1 

es libre para y
1 

en a: para 

cada i. 

Prueba: 

~Th(E)a:(yt/"Ct' "º ,yn/"Cn) siic301 ~Ea:(y1/-rt, º º ,yn/-rn) 

sii lla(y,/-r1'ºº'yn/"t'n)ll::::TA x .. xA 
1 n 

para cada x
1 

de tipo A
1 

sii(20) lla:llyoll<"t
1

, ... , -rn>llX 

sii 10. 19. 11 3f tal que 

ker{l\ally> of=ll<t:,, •• 't:.>11,.-

35. LEMA. si m mono en IE, entonces ~Th(IE)x(m) (x)-3y.x=t:1(y). 

Prueba: 

De ~Th(IE)3(m(z)=m(y)) y {34) 3f mortismo tal que 

ker(ll3y.x=m(y) 11.) of=llm(z)ll, 

entonces 

=m (por ser la interpretación) 

aker(x(m)) 

=ker{llx{m) (x)ll.> 

llx(m) {x)ll,•ll3y.x=m(y)ll, 

X(m) (X) rE3y.x=m(y) 

X(m) (X) ~Th(IE)3y.x=m(y) lpo• 301 

por otro lado 

de X{m)•m=T y (23,1) se tiene 

r~(m) (m(y)) sii"'" ~Th(IE)x(m) (m(y)) 

Y de x=m(y) ~Th(IE)x(m)(x), se tiene 
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Jy,x=m(y) rTh(IE)X(m) (X) 

y por equivalencia tenemos el resultado de~eado. • 

36. TEOREMA (Eliminación de descripción en Th(E)). 

Si rTh(E) 3lya, entonces 3! IE-morf ismo f tal que 

~Th(IE)ci(y/f(<x 1 , •• ,x
0
>)) donde x

1
, •• ,xn,y son variables libres de a:. 

Prueba: 

Supóngase rTh(IE) 3lya. 

" rTh (E) 3z • {y:a}={z} 

CJll,. rTh(E) 3Z[ {y:a)=~z. {z) (z) J 111 

C33>" li{z}liz es mono [{z}(x)={z}(y) rTh(E)x=y] 

IJSIU> .. se puede escribir m para ll{z}ll:it entonces mes 1'z.{z}, 

rTh(IE)x(m) ( {y:a}) 

1341 
.. 3h morfismo tal que ker(m)oh=ll{y:a}llx:.ker(m)11m 

.. 3f morfismo tal que m0 f=ll{y:a}llx 

pero m•f=ll{f (<x
1

, •• , x.>J }lix y as1 ll{y:a}llx=ll{f (<x
1

, •• ,x.>) }lix 

,, ~E{y:a}={f(<x1 , •• ,x.>)} 

c:io>" rTh(E) {y:a}={f(<x,, • • ,xn>)} 

~Th(E)Y""'f(<Xt' • • ,xn>)..,.a 

rTh (E) a (y /f (<x,' •• 'x.>l) 

Si 9 satisface ~Th(E)a(y/g(<x1 , •• ,xn>)), entonces 

~Th(IE)g(<Xt' • • ,xn>)af(<x,, • • ,xn>) 

.. t=q· 

37. TEOREMA DE EQUIVALENCIA. 

Para todo topo E, E•C(Th(E)), 

Prueba: 

Se define F:E--+C(Th(E)) como F(A)=U11 para !E-objeto A, y si 
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f;A---.B es un morfismo de E, F(f)a(x~r(x)):UA---+U~. 

F es un funtor porque: 

F(g•f)={<x,z>:g(f(x))=z)F(lA)={<x,y>:x=y) 

={<x,z>:3y(f(x)=y•g(y)=z))=(X~1A(X)):UA---+UA 

=Fg•Ff=luA=lF(A) 

Deseamos que F sea una equivalencia de categorias. Para hacer 

esto se contruye un casi inverso (1.15) G:C(Th(E))~E para F. 

Dado X={x:a} de tipo PA en C(Th(E)), se define GX=dom(ker(llall.>) 

en E. Si f:X={x:a}-->Y={y:p} en C(Th(IE)) se define Gf:GX---+GY en E 

como sique. Escribiendo i para el IE-morfismo ker(llocllx) se tiene: 

ker(llall.> •lcx=i=lli (u) 11 •• 

m)' 1-Th(IE)a(x/i(u)), 111 donde u variable de tipo GX. 

~ a(x) ~Th(E)3!<x,y>Ef donde por sustitución en x y transitividad se 

tiene l-Th(IE)3ly<i (u) ,y>ef 

Sea j para ker (llPI 1) • Por tanto j es mono 

"'rTh(E)3ly<i(u),y>ef 

., l-Th(E)31v<i(u),j(v)>ef (por biyecci6n entre variables) 

(v de tipo GY) 

1331
., j(v)=j(y) 1-Th(E) v=yy es Qnica por (33) 

1361 .. 3lg:GX---+GY tal que l-Th(E)<i(u),j(g(u))>Ef(21 

Se define G(f)=g=Gf 

De la definición de GX, el diagrama siguiente es un producto 

fibrado: 

GX~1 

A--.¡¡ 
llxeXll. 
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y de <Z>, para toda f: X--+Y en C(Th(IE)), Gf es el ·único morfismo 

GX--+GY tal que 1-Th(IE)<i(u). (j•Gr) (U)>Ef 

ir q por Gr en <z1). 

1:11 (obtenido de su'stitu-

Si 9:Y=(y:¡3)->Z=(z:7) en C(Th(IE)), sea k para~ el IE-morfismo 

ker(Jl7llz) entonces se tiene ker(11711.> •1Gz=k=11k(wlll •• Entonces 

.. , 131 \-Th (IE) <i (u), (k•Gg•Gf) (U) >eg•f, 

.-. G (g•f) =Gg•Gf. 

MAs ailn 1-Th(IE)<i(u) ,i(u)>•lx• 

:. Gl.x=l.GX. G es un funtor . 

po"1> \-Th(IE)i(U)EX, 

Sea FGX=UGx=(XGX:verdad) y ~x'ºGx->X en C(Th(IE))->IE, 

Uf-+i (U) 
9 

X=(x:a)->Y=(y:¡l)->Z=(z:7), GX=dom(ker(11a11.J), GY=dom(ker(111311,J) y 

GZ•dom(ker(11711z)) en IE. Se definen Gf:GX->GY y Gg:GY->GZ como 

sigue. Escribiendo para los E-morfismos: 

.. , 

para ker(11a11.J mono se tiene ker (11a11.J •lGx=i=lli (u) l lu. 

para ker(111l11,J mono se tiene ker (111311,> •lGY=j=llj (v) 11,. 

k para ker(117Jlz) mono se tiene ker (11711z) •1Gz=k=11k (w) 11 •• 

(34) 1-Th(IE)a(x/i(u)) u.11 

\-Th (E) ll (Y' j (V) ) 

\-Th(IE) 7 (Z/k(W)) 

a(x) \-Th(IE)31z<x,z>eg•f 

a(x/i(u)) \-Th(IE)3!z<x/i(u) ,z>eg•f 

\-Th(E)3!z<i(u),z>eg•f lbl 

1-Th(IE) 3! z (31y(<i (U) ,y>efMy. Z>eg)) 

1-Th (IE) 3! z (31 v(<i (U). j(v)>efA( j (V). Z>eg)) 

lblyrieclón cinlre variables) 

\-Th(E)3!w(31v(<i (u), j(v)>efA<j(v) ,k(w)>eg)) 
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~Th (IE)JIW(<i (U), j (q' (U)) ~Efh·~·j(q~(u)) ;k (W)!>•9) 

. . . -
~Th(E) (<i (u), j (9' (u) )>ef-,<j C9'.(u)) ,k(~(q~Ju)) :>eg) 

por 136) 3ÚuGY--H;Z 

~Th(IE) (<i (u) ,k(h•q' (u)) >•g•f 

.-. G(g•f)=Gq•Gf 

por otro lado 

a(x) ~Th(IE) <X,X>•lx 

~Th(IE)<i(u),i(u)>•lx 

~Th(E)<i(u) ,i(1cxfu))>•1x 

Glx=lcx 

G funtor. 

GF(A)=G(UA) A es un E-objeto 

•G ({ x A : verdad)) 

=dom(ker(llverdadllxA>) 

=domlA 

=A 

GF(f)=GF(A-->B) 

=G(UA-->U8 ) 

X>->f(X) 

=(GUA--+GU8 ) 

=(A--+B)=f 

X,_,f (X) 

.-. GF=11E 

,
3

, .. el C(Th(IE)) -diagrama conmuta, 
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FGf 
FGX--->FGY 

l11x .h 
X y 

uo->GF(u) _(por .3)_ 

I T 
i (U)---+joGf (U)=f (i(Ul) 

As1 que ~=~x es una transformación natural. 

'· FG a lC(Th(IE)) 

Se quiere que l} sea un isomorfismo natural. Para ello se 

demuestra que el Th(IE) -conjunto hx={<x,u>: l (u) =-x} es el inverso de 

11x· 

i es mono, y X(i) es Ax.a, se tiene: 

!3Sl rTh(IE)~x.a(x)-3lu(i(u)=x) 

131l rTh(IE)a-~x.a(X) 

rTh (IE) a._,3 ! u ( i (u) =X) 

a rTh (IE) 3!u (i (u)=X) 

"rTh(E)3!u(<x,u>eh), 

... hx:X---+UGX en C(Th(IE)). 

AFXRMACION: ~X y hx son mutuamente inversas. 

Prueba: 

l}X:UGX~x,u variable de tipo GX. 

u.-.i (u) 

Chx•11xl (u) =hxC11x(u)) =hxCi (u) )=hx ex¡ =u.-.hx•11x=luGx 
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'llx•hx={<><,i (v) >:3u(<x,u>•hí('.<u¡i (v)>•'llxl} 

={<x,i(v)>:<x,u>ehx"<u;.i(x)>e~ÍC"i(v)=i(u)ax}(por def. 'IJ, h) 

={<x, 1 (V)>: <x, U>Ehx"<u~ X>El)x} 

ª1¡¡m 

lJX es un isomorfismo y 11 es un isomorfismo natural. 

Por tanto G es casi-inverso de F por lo que el teorema esta 

probado. • 

38.PROPOSICION F:IE->C(Th(IE)) es un funtor 169ico. 

Prueba: 

Por la forma en la que fueron construidos los objetos y los 

morfismos, y en la que se defini6 F, F preserva objeto términal, 

productos, clasificador de subobjetos y objeto potencia •• 
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