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CAPITULO 0

(CONOCIMIENTOS GENERALES)

A lo largo de esta tesis se hard uso de resultados referentes a
los topos, que a continuacién se mencionaréan. s . A L

Un topos es una categoria que puede ser considerada como [ la-.
"generalizacién" de Set. Por ello se cita la nocién de subob]eto ‘en*
Set para extenderla a los topos.

SUBOBJETOS Y CLASIFICADOR DE SUBOBJETOS.

En Set, el morfismo inclusién m:B+A de un subconjunto B en un
conjunto A es siempre ménice. Inversamente, todo méSnico n:C—A en
Set es "casi" una inclusién en tanto exista un isomorfismo i:caB
para un subconjunto BsA tal que mei=n.

Extendemos estas ideas a una categoria arbitraria c, decimos que
dos monomorfismos m:B>oA y n:0—A son equivalentes, se escribe m=n,
sl existe un isomorfismo i:CaB tal que mei=n. = es una relacién de
equivalencia en 1la clase de todos los monomorfismos en C con
codominio A; Sea [m] la clase de equivalencia del monomorfismo m.
Una entidad de la forma [(m] es llamada un subobjeto de A. Cuando no
se preste a confusién se usard m para (m) Yy algunas veces para el
dominic B de m. AsiI un subobjeto de un objeto A puede ser -
considerado como un monomorfismo con codominio A o como el dominio
de tal monomorfismo. Se escribird Sub(A) para la clase de subobjetos
de A. Dados los monomorfismos m:B—A, n:C-+A, se escribird msn y se
dird gque m esta incluido en n si existe un morfismo f:B>~C tal que
nef=m. Evidentemente "s" es un preorden en la clase de monomorfismos
con codominio A. M&s atin men y nsm sii m=n. Se extiende la nocién de
inclusién a subobjetos de A por definicién [m]<€[{n] sii msn; "s" es
ahora un orden parcial en Sub(a).

En Set los subobjetos pueden ser descritos mediante funciones
caracteristicas. La funcidn caracteristica de un subconjunto B de un
conjunto A es el morfismo x=xy de A al conjunto 2 consistente de dos
"valores de verdad" O y 1 con x(x)=1 cuandc xeB y x(x)=0 cuando x¢B.
Mas generalmente, dado un monomorfismo m:B>—sA, definese la funcién
caracteristica de m como el morfismo xm:A——vz tal que xm{x)=l cuando
xem[B] Yy xm(x)=0 cuando xem{B]. Dado otro monomorfismo n:Cr»A se
tiene mxn sii x,=x i se puede decir entonces que X, es la funcién



caracteristica del subobjete ([m). Asi la asignhacién [m)=x,
relaciona cada subobjeto de A con una Gnica funcidén caracteristica.

Inversamente, dada un morfismo u:A-—2 se puede usar la técnica
del producto fibrade para relacionar un Gnico subobjeto de A con. u.
Tomese el subconjunto 1={0}s2 y el monomorfismo T:1—2, el cual
envia 0 a 1, y formando en Set el producto fibrado

B— 1={0}
= I
A—K——)Z

La funcién caracteristica del subobjeto [{m] de A es la dada por
el morfismo u.

En conclusién se tiene una correspondencia biyectiva entre
subobjetos de un conjunto A y funciones caracteristicas en A.

Se extiende esta idea a una categoria arbitraria C con objeto
terminal. Un clasificador de subobjetos en tal categoria C es un
objeto N de € junto con un monomerfismo T:1-—N, llamado "morfismo
verdad”, del objeto terminal 1 de C tal que
({) para cada monomorfismo m:B—A 3Ilmorfismo x(m):A—N, llamado la

caracteristica de m (o de B), tal que el diagrama

(0.1) B———1
lm T
A—2
x(m)

es un producto fibrado; e inversamente
(i) todo diagrama de la forma u:A—Q«1:T tiene un producto

fibrado. (Notese que todo morfismo con dominio en 1 es ménico).

Por analogia con Set, x(m) puede ser también considerado como la
funcién caracteristica en A determinada por m.

A lo largo de este capitulo se considera a la categoria C con
objeto terminal 1 y clasificador de subobjetos (Q,T).

Para cada C-morfismo u:A—2 escogemos un monomorfismo ker(u) con
codominio A tal que el siguiente diagrama es un producto fibrado

(0.2) dom(ker{u))——1

lker (u) JT

)/ . F.
A m 1 P. F



(La existencia de ker(u) esta garantizada por 1a condicibn (U.))
ker(u) es 1llamado el nGcleo de u. Serd conveniente ‘supone:
ker(x(lA))=1A para todo objeto A.

que

0.3 LEMA. Sea A objeto de C, m y n C-morfi

u:A—Q un morfismo en C. Entonces
({) u=x(ker(u))

(U) ker([x(m)])={m]

(UL) [m]=[n) e x(m)=x(n)g

Se sigue que el morfismo [m]r—)x(m) [}

clase Sub{A) de subobjetos de A y el conjunto C(A;q
A—N.

e C-morfismos.

Definase para u,veC(A,Q)
usves (mjs[n] con x(m)=u, x{(n)=v
es[ker{u)lsiker(v)]
«ker {u)=ker(v)
e para algun morfismo f:dom(ker(u))—dom(ker(v)),
ker (u)=ker(v)of
De aqui "s" es un orden parcial de Sub{A), "s" es un orden
parcial de C(A,fl), y (Sub(A),s)=(C(A,Q),s).
Para todo morfismo u:A--0 se llamard (ker (u)] el subobjeto de A
clasificado por u.

Sea m un monomorfismo con codominio A y sea f£f:C—A. Se define la
imagen inversa de £'(m) de m bajo £ por
(0.4) £7'(m)=ker (x(m)e-£f)
ast £ (m) es caracterizado por el producto fibrado del diagrama

(0.5) dom(’f (m))—-)l
lf' |T
v
C— e 1
x(m)of

De esto se sigue gque el diagrama

dom (£} (m) )——1
£

l

fof'(m)  dom(m)——1
m l’l‘
P.F.

A Ao} connmuta.



. atf’:dom(e™t (m:) y—dom (m) - tal que

o™ (m)=me£?, es ‘decir, . tal que
el ‘diagrama DA : 3 ‘

(0.6) “dom(£7 (m) )——f—,—;moﬁxim)
£ (m) | - |m
+
C: 3 A ta.

Asf el producto fibrado de (0.5) puede ser escrito como una
composicién de cuadrados conmutativos:
dom (£7* (m) )—g7—rdon (m) —1
fn\ (m) | |7
R ¢ v 1 +
C

T A m

pero I es producto fibrado, asi II también.

Por tanto en una categoria con clasificador de subobjetos, todo
monomorfismo tiene un producto fibrado, o imagen inversa bajo algun
morfismo.

(0.4) puede ser escrito:
(0.7)  x(£7(m))=x(m)-£.

0.8 PROPOSICION.
Para todo monomorfismo m, n con codominio A, C respectivamente y
todo f:C—A, son equivalentes:
() nat(m);
(U) x(n)=x(m}e£;
(idl) 3g:dom(n)—dom(m) tal que g
dom(n)} —————rdom(m)
nl P.F. lm
C—f———)A
0.9 PROPOSICION.
Son equivalentes:
(&) ns£l(m);
(d) 3g:dom(n)—dom(m) tal que g
dom{n) —————dom(m)
nl lm

Commrrmrsreeen b A, conmuta



0.10 PROPOSICION.: /"

Pata’ todo monomcx;fis o
tiene: : SR
msn- = €7 (s~ (n) .

Dado..un objeto A, sg:defing el xgpri'fbj@m:,
4,=<1,,1,>:A—>AxA. A, es siempre ménico.

0.1 PROPOSICION.
Dado un diagrama formado por n:dom(n)»;»c, f:C——A .y g:C—A,
con n monomorfismo, entonces
fon=gen e ns<f,g>"'(8,) -
Sean m, n monomorfismos con codominio A, se forma el producto
fibrado
-1

n
" . dom (m}
m o (n) | n
+ +
dom(n)>T)A (*)
La composicién m»m"(n) (o, equivalentemente, nen™ (m)) es

entonces un monomorfismo con codominio A; se denota este por man y
se llama la intersecci6tn de m y n. Se sigue de (*) que, para todo
monomorfismo p con codominio A,

{(0.12) pSmnn e» psSm Yy psn.

Esto implica que [mrn] es el infimo del conjunto de subobjetos
{{m],[n]}; de aqui (Sub(A),s) es semilatis, esto es, un conjunto
ordenado parcialmente en el cual todo par de elementos tiene un
infimo.

M&s aln, la interseccién es preservada bajo imagen inversa, en
el sentido siguiente, sea f:C—A,

(0.13) £ (mAn)af  (m)nE (n) .

Los resultados obtenidos pueden ser reformulados en términos de
las funciones caracteristicas. Asi{ por ejemplo, considerese (0.9).
Dado u:C—fl, v:iA—fl, f£:C—A, se pone n=Kker(u), m=ker(v) en (0.9) y
se usa (0.7), que da

{0.14) usvef es 3g:dom(ker(u))-—dom(ker(v)) tal gque
ker(v)e.g=foker(u).



Ahora considerese (0,10). Tomamos t‘unciéhes".car,a’cte'ris;ticas_"y
(0.3) junto con la definicién de =, AR G
x(m)sx(n) » (£ (m))sx(£(n)). : E
Escribimos u=y(m), v=x(n), se sigue de  (0.7) :que para; todo
u,v:A—] y todo £f:C0—>A, . e
(0.15) usv » uefsvof.

Regresamos a (0.11), primero se. define qu:AxA-—m por 'eq‘éx(AA) .
Dado u:C—{fl y f,g:C—A, tomamos n=ker(u) en (0.11) Yy usamos (0.7)

con (0.3), se obtiene
foker (u)=geker(u) e ker(u)s<f,g>"(AA)
- usx(<f,g>"(AA))
=x(AA)n<f,g>

=eq,°<f,g>
de aqui (0.16)} feoker (u)=geker(u) sii useq, o<f,g>.
Se define uav de dos morfismos u,v:ia—n por

uav=y (kexr (u)nker(v)) .
Entonces (0.12) estd dado, para todo morfismo w:A—fl,
(0.17) W S UAV = W S U ¥y W sV,
y (0.13) viene a ser, para todo f:C—A morfismo,
(0.18) (uav)ef=usfavef,

Se sique de (0.17) que uav es el jinfimo del conjunto {u,v} con
s, asl que (C{(A,R),s) es una semilatis. En particular, "A" satisface
las leyes de conmutativiadad y asociatividad:

UAV=VAU Y (UAV) AW=UA (VAW) .

Tenemos también, para ul,..,unecm,m,ul/\../\un el infimo de
{ul,..,u“).

Se define 1la funcién caracteristica maxima T, en A por
TAux(lA) tA—f. (Se escribird T para T‘l cuando A se sobre entienda).
Note que ker(TA)=1A. 'I‘A es llamada maxima porguae se tiene el caso
us'I‘,A para todo u:A--fl.

0.19 PROPOSICION.
Sean u,v:A—0 y f,g:C—A. Entonces
(&) T =Vefesdg:C—dom(ker(v)} tal que f=ker(v)e.qg.
(ii) Taveker (u)esusv
(2773 Tc=qu-<£,g>...f=g, -



OBJETOS POTENCIA.

Continuamos con la analogia con Set. Sea’A ;u'n’,c'onjunto, se puede
conjunto’ “de:’ ‘todos - los
ntre subconjuntos-de A
na;biyecci6n entre PA'y

formar su '"conjunto potencia” - PA, ei;
subconjuntos de A. La correspondencia Y.
y funciones caracteristicas en A establec

la esponencial 2%

2* estd caracterizada por la sigu’enté ‘propieaad. Para  todo
morfismo f£:AxB—2, I fABm2* tal que :
£ i
1 xf”
A% IJ« l-l.
ax2t—2
)
conmuta, donde evA es el morfismo evaluacién. Por tanto PABZA, se
sigue que PA satisface la misma condicién, esto es, para todo
conjunto A existe una funcién eA:AxPA—-)z tal que, para toda funcidén
f1AxB—2 3{f~:B—PA coh
£
AxB———2

!
1xE*
oL
AsPA——32

e
A

conmutativo. (Explicitamente, e, estd dado por eA(a,x)=1 sii aexX y
f* estd dado por f*(b)={aeA:f(a,b)=1}}.

Ahora se extiende la idea para categorfas en general. Sea C una
categoria con productos finitos y clasificador de subobjetos 2. Dado
un C-objeto A, un objeto potencia para A es un par (PA,eA)
que consiste de un C-objeto A y un morfismo ¢,:AxPA— (llamado el

morfismo evaluacién de A) tal gque para todo f£:AxB-— 31f~:;B—PA

(llamado la transpuesta de f} tal que



£
AxB———0Q0

| I
1xf |¢ l.b

AxPA—e——)ﬂ
A

conmuta, (Por abuso de lenguaje, también se llamarad PA al objeto
potencia de A.) De agui PA, si existe, es la exponencial oy es
tinico salvo isomorfismo en el sentido usual. Entonces se dice que C
tiene objetos potencia si (PA,e,) existe para cada C-objeto A.

Notese que, para todo g:B-—PA, se tiene

(0.20) g=(e(1,x9))"

También gque PA, como la exponencial n‘, puede ser descrito por
la afirmacién que, para todo B, existe un isomorfismo
C(AxB,1)sC(B,PA). Pero de aqui C(AxB,Q)eSub(A«B), se obtiene un
isomorfismo Sub(AxB)&C(B,PA).

Se da a continuacién la definicién de topos.

DEFINICION. Un topos es una categoria con productos finitos,
un clasificador de subobjetos y objetos potencia.



CAPITULO 1
TEORIA LOCAL DE LOS CONJUNTOS

En esta tesis se formulard una generalizacién de 1la teoria
clisica de los conjuntos, la teoria local de los conjuntos; con la
cual se puede construir una ’‘categoria de conjuntos’’, exactamente
igual que en el caso clisico, y demostrar ademds que dicha
categoria, es un topos.

El objetivo principal de la tesis es demostrar que cada topos es
equivalente a la categoria de los conjuntos, gue corresponde a una
teoria local de los conjuntos. Sin embargo, se obtienen también
otros teoremas que son importantes por si mismos: Se introducirédn a
los conceptos de jnterpretaciénm de una teoria local de los
conjuntos, y de validez de una afirmacién de dicha teoria (bajo una
interpretacién). Se vera, entonces, gque tales interpretaciones son
confiables, en el sentido de que todo teorema de una teoria local de
los conjuntos es vAlida, bajo las interpretaciones gue hacen vilidos
a sus axiomas. Y se vera también, que las interpretaciones son
completas; en el sentido de que toda afirmacién, de una teoria local
de conjuntos, vallda bajo toda interpretacién, que haga vadlidos a
sus axiomas, es necesariamente un teorema de la teoria.

Se hace referencia a un resultado de légica:

Cualquier afirmacién del lenguaje de una teoria de primer orden,
es verdadera en todos los modelos de la teoria, si y sélo si 1la
afirmacién es teorema de la teoria.

En la teoria local de los conjuntos, el concepto de conjunto,
que en la teoria cldsica es un concepto primitivo, es remplazado por
la nocién de tipe. Los tipos son la formalizacién de clases
naturales, o especies de los cuales los conjuntos pueden ser vistos
como subespecies. La teoria de conjuntos resultante es local, en el
sentido, de que la relacién de inclusién es una relacién binaria
parcial, s8lo se tendrd entre conjuntos del mismo tipo, es decir, se
tendra unicamente entre subespecies de la misma especie.



DEFINICION:

Un lenguaje local es un lenguaje que se construye con los mismos
simbolos primitives =, €, {:} como la teoria clasica de conjuntos,
en la cual las operaciones de productos y potencias de tipos pueden
ser representadas, y la cual en suma contiene un tipo de ‘"valor
verdad" actuando como el rango de valores de " funciones
caracteristicas" en los tipos.

Una teoria local de los conjuntos gqueda determinada cuando
se especifica una coleccién de axiomas, formulados dentro de
un lenguaje local. A continuacién, daremos los detalles.

Un lenguaje local £ esti determinado por las siguientes clases
de simbolos

(S1) El simbolo 1, que se llamara tipo unitario,
el simbolo 1, que ser& llamado el tipo de los valores
de verdad .

(82) E1 tipo unitario, y el tipo de los valores de verdad
son tipos basicos, pero podria haber otros tipos
basicos: A, B, C, etcétera.

{S3) Una coleccién de simbolos (quizd vacia) f, g, h, ...,

llamados simbolos funcionales.

Los simbolos llamados tipos de £ se definen recursivamente como
sii;ue:
{(TS1) Todo tipo basico es un tipo.
(Ts2) si Ay Ao A sON tipos, también lo es Axeoaxh,
se entiende que si n=1, entonces Ax.ooxA €5 A, Y
si n=0, entonces Ax...xA es el tipo 1.
(TS3) Si A es un tipo, también lo es PA.

Los tipos Ax...xAy PA son llamados el producto de LYEEEY? S 4
la potencia de A, respectivamente. Un tipo de la forma PA es llamado
un de tipo potencia.

Para cada tipo A se supone que ¢ contiene un conjunto de
simbolos Xgr Ygr Zgrecs llamados variables de tipo A. £ contiene el
simbolo *,

Cada simbolo funcional de ¢ es asignado a una signatura de 1la
forma A «~——— B, donde A y B son tipos. Supcnemos que la coleccidn
de simbolos funcionales, correspondientes a una signatura dada,
forman un conjunto.

10



Ahora ‘se puede definir recursivamente a 1os j;_;mj._ng_g de £, y a
sus tipos asociados, como sigue: :

{T1) * es un término de tipo 1. :

(T2) Para cada tipo A, las variables L VIR ATARRIN o1} términos :dg
tipo A.

(T3) Si f es un simbolo funcional de. signatura A —— B,

Y T es un término de tipo A, entonces f(t) es un
término de tipo B.

(T4) Si Tyseee,T, SON términos de tipos LRRRY? Wi entonces
<T,y..-,T > @5 un término de tipo A‘x...xkn, si n=1,
entonces <TypreelT> €8 T, mientras que si n=0,
entonces CTireee,T > €8 *.

(T5) Si T es un término de tipo Ax...xA, Y 1l=isn
entonces (-c)‘ es un término de tipo A

(T6) Si ¢ es un término de tipo Q, y X, es una variable de
tipo A, entonces {xA:a} es un término de tipo PA.

(T7) 8i ¢, T son términos del mismo tipo, entonces o=T es un
término de tipo Q.

(T8) Si o, T son términos de tipos A y PA respectivamente,

entonces o€t es un término de tipo 0.
Un término de tipo @ es llamado una f6rmula.
Algunas veces, un término serd introducide como <t(x); esto
se hace para llevar la atencién hacjia la variable x, pero no implica
que X ocurre necesariamente en T.

Una presencia de una variable x en un término t esta 1ligada
cuando estd aparece dentro de un contexto de la forma {x :a}; de lo
contrario la presencia es libre. Un término sin variables libres, se
llama cerrado; una férmula cerrada es llamada enunciado. Si T y ¢
son términos, y X es una variable, del mismo tipo gue o, entonces
escribimos t(x/0) (algunas veces T(0c)) para los té&rminos obtenidos
de T, mediante la sustitucién de cada presencia libre de x por o. El
término ¢ es libre para x en T , si para toda variable libre y en o,
toda presencia libre de y en o es una presencia libre de y en
T(x/0). Si I' es algGn conjunto de f6rmulas, se escribira I'(x o) para
denotar a la coleccién de férmulas de la forma T(x/o) con T en ', y
se dird que o es libre para x en I, si ¢ es libre para x, en toda
férmula en I Sin embargo, tambi&n se dir& que x es libre en I’ si
ésta es libre en algGn miembro de I'. Similarmente, para todas las

11



variables XogeoosX ¥ términos LATERYLS de los tipos apropiados, se
escribird 'c(x‘/trl,...,xn/vn) o resumiendo T(x / o), para el resulta-
do de sustituir ¢, por X en T, para 1sisn. Esta notacién se
extiende naturalmente a I‘(xi/a-I, ...,xn/a‘n) oal(x/oa).

Las operacidnes légicas se definen como sigue:

(L1} a = 8 para a = f.

(L2) verdad para * o=k,

(L3) aaB para <a,B> = <verdad,verdad>.
(L4) a=8 para (x A B) = a.

(L5) Yxo para {xX :a} = {x :verdad}.
{L6) falso para Yw.w.

(L7) ~ca para « » falso.

(L8) avB para YW [(xew A Baw)aw ].
(L9) Ixe para YW [YX(a»w)=w ].

tUsualmente se escribirad vx.a, 3Ix.o, para vx«, 3IxXc.

En (L8) y (L9) w es una variable de tipo I que no ocurre en « o
en 8 .

Un secuente (en £) es una expresién de la forma I':o donde a es una
férmula y T es un (posiblemente vacio) conjunto finito de férmulas. Se
escribira:

T,A:e para TuA:a
8, 6 T,B:x para T'v g :a
B‘,...,ﬁn:a para fB,,...,B'x H-3
H3 para @:a .

Los axiomas b&sicos para la teoria local de 1los conjuntos son
los siguientes:

t-Tautologia 313
u-Unidad X ="
i-Igualdad x=y, a(z/x):a(z/yY) con x y y libres para z
en a i -
p-Productos H (<x‘ seves xn>) 15%y
A=K e e s (X) >
c=-Comprensién sXE{XI A}t

Las reglas de inferencia son:
Debilitamiento Ma ceees(de)

g, Ta

32



Corte es

sust iﬁtﬁcié

Extensién

Equivalencia

Tiomg

Si ¥ es una coleccién de secuentes. Una "prueba" de ¥ es un Arbol
finito donde los vértices son los secuentes correlacionados en tal
forma gue:

i) Todo secuente del principio es un axioma o miembro de ¥ y el
4ltimo secuente es llamado "conclusién" de la prueba.

i) Todo secuente en el interior de la prueba es consecuencia
directa de una de las reglas de inferencia asociada con secuentes
inmediatamente anteriores a este.

Se dice que el secuente T:ax es derivable de ¢, y se escribe
r }-y,a probando que existe una prueba de ¥ de la cual el secuente Iia
es la conclusién. También se escribird I'| a para l"ha y se dice que
es Tia un gecuente valide. Cuando o}l,x se escribird lya y se dice
que a es probable de ¥. Si #sM entonces |-ya implica hya.

Aplicaciones sucesivas de la regla de corte serin escritas en la
forma Ty bye ...} produciendo Thya .

Una teoria de conjuntos locales o teoria, en £ es ahora
formalmente definido come una coleccién ¥ de secuentes la cual es
cerrada bajo derivacién. Esto es:

¥ es una teoria local si, para todo secuente I:ia, I‘h,a si y solo si
(F:a) esta en ¥.

Toda cgleccidén de secuentes genera na teoria de conjuntos
locales ¥ dada por
(IF':a) estan en ¥ si y solo si I‘}-ya .
¥ es un conjunto de axlomas para una teoria local de conjuntos H
si #=K.
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Dadas dos teorlias locales ¥, X en ¥, ! es una extensién de ¥ si
para todo secuente I':a de £, I'lya = Ihya.

Una teoria local de los conjuntos es consistente si no se tiene
}-,,t‘also, es decir, falso no es probable de 7.

La teorfa local en ¥ generada por el conjunto vacio de axiomas
es llamada teoria de conjuntos locales pura en £ y se denota por L.

El lenguaje local sin tipos basicos o simbolos funciocnales es
llamado lenguaje local purg y es denotado por £,. La teoria local de
los conjuntos pura en 20 es denotada por Lo.

LOGICA EN UNA TEORIA LOCAL DE LOS CONJUNTOS

(a)a=B|B=a

Prueba:

:at=(az)l

= (p) a=g,¢(z)sz=a

a=fia=a (de) ax=g,a=a:B=a (i)

aif:f=a (co)
(b) «a=B,B8=7|x=y (transitividad)
Prueba:
a=B,por(a) B=a,¢(z)=¥

B=a,B=7:a=y (1) ™

1 CONJUNCION

1.1) x=x', y=y'} <x,y>=<x’,y’>
Demostracién:
1<X,y>=<x,y> (p)

x=X':1<X,y>=<x,y> (de) x=x',<X,y>=<x,y>i<X,y>=<x’,y> (i)

x=x':<x,y>=<x',y> (co)
ANALOGO

x=x',y=y’i<x,y>=<x',y> (de) =X, Y=Y, <X, Y>=<X’, Y2 i<, y>=<x’, ¥y’ >
x=x', y=y':<x,y>=<x’',y’'> (co)
»

1.2.4) <x,y>=<x’,y’>}x=x’
Prueba:
v (z)=x=(2),
<x,y>=<x’,y’'>,v(z/<x,y>):7(z/<x’,y'>) :x=(<x>)l
<X, Y=<,y >, x= (<X, y>) xS (<x!,y'>), ix=x (p}
<xX,y>=<x’,y’'>,x=x:x=x' (i) <X,y>=<x’,y’>ix=x (de)

<xX,y>=<x’,y’>ix=x' .. (co) -
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1.2.4) <x,y>=<x’,y'>}y=y’
Prueba: Andloga a la anterior.g

1.3) afx
Prueba:
atee (t) m

1.4) }lverdad
Prueba:
=% (unidad)
sverdad (L2) -

1.5.4) ala=verdad

Prueba:
aza  (t) tverdad (1.4)
verdad,a:a (de) a,a:verdad (de)

azaeverdad (eq)

aza=verdad (L1) n

1.5.d) a=verdadfa

Prueba:
7(2)=2
7(z/verdad) v (z2/a) :verdad (1.4)
g=verdad, verdad:a a=verdad:verdad (de)

a=verdad:a (co)

1.6) TI':ax r:g

T'ianp
Prueba:
1<, B>=<(<a,B>) , (<a,B>) })>

i<a,B>=<a,B8> (P)

B=verdad,a=verdad: <, B>=<a,8> {(de

. u=verdad,B=verdad,1(z‘,zz)-<u,p>=<z,,zz>
. a=verdad, g=verdad, <a, B>=<0, B> <a,f>=<verdad,verdad>

(1)

a=verdad, B=verdad:<a,B>=<verdad,verdad> (co)

a=verdad, f=verdad:asrg (L)
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a=verdad, a,B=verdad:aag - (de)
: ’ ato=verdad " (1.5.{)

A=verdad, a:a=verdad. (de)

- ) a,B=verdad: Al (co)

_a,B,B=verdad:xafl (de)

B:B8=verdad - (1.5.¢) .

«,B:pf=verdad (de)

a,B:aAB . {co)

o,B,T:ang8 - (de)

: ‘f':a Z'f‘(hipéteé‘i‘sy

ZB;Cia o (dey .

r:8 (hipétesis)

riang: “(co) .y~
R ; -

1.7.0) «,I:7
anB,C:7
Prueba:
tverdad (1.4)

a,<a,B>=<verdada,verdad>:verdad (de)

. 7(z)a(z),
<verdad, verdad>=<a, B>, verdad:a

<a,B>=<verdad,verdad>:amsverdad (eq)

<a,f>=<verdad,verdad>:a=verdad (ex)

anf:a=verdad (L3)

a=verdad:a (1.5.¢)
aaB:a=verdad (L3) aaB,a=verdad:a (de)
arBia (co}
F,arB:a’ (de)
. a,:y  (hip)
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: ‘u/r\B,F,a;"l', {de)

8,y
anB, Iy

1.7.4)

Prueba:Andloga a (1.7

2.IMPLICACION
2.1) «,I':8

«AB, M2y 1. (co) -

m

C:aeg
Prueba:
asa - (ta) asa  (ta) : )
Fata  (de) ‘a,T:a  (de) a,CiR7(hip)..
arB,Tra (1.7.0) o,Crang (1.6) :
CiarBesa . (eq) '
Ciasf  (L4)
=
2.2.l) TIia B,T:7
a8,y
Prueba:
a=R,¢(2)=2
a=g,a:8 (ig)
C:ax (hip) aesf,a:f (L1)
;m {de) amf,,a:g (de) 8,F:7 (hip)
aef3, T:8 (co) a=g,B8,'sy  (de)
aesfg,C:y  (co)
-
2.2.4) Andlogo g
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2.3.1) ‘Tia ﬂ;r‘:‘r o

aeg;

Pruebé:
- ety
- Tiasi(hip) 4(\3,;1';:7; (i':'i.L‘l;)' :

A Ty L (2.2,4) 0

g, T (L4) S

2.3 L) 1" tomB

T,x:8
Prueba: ' R .
ot (ta) Bif (ta)
I':a#8 (hip) Fatx  (de) Y Ta,BiB. (de)
,aiasg (de) a3, T,atf (2.3.%)
T,a:f (co) -
3.CONJUGACION (continuacién)
3.1.4) e,Bi7
anB:y
Prueba: 7
«,B:v (hip)
g:8 (ta) Brawy (2.1)
aBiB  (1.7.U)(T=0)  af,Biaer (de)
v:y  (ta)
: aix  (ta) v,x:7  (de)
uﬁ:anl:‘ (co) awy,azy  (2.3.1)
a,xAB:asy (de) anB,asy,a:y (de)
anB,asy  (co)
asa (ta)
anBia (1.7.%) .'
anfd:y (co) -
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3.1.U) asrB:y

L

Prueba: . :
aza’ (ta) L iomm(ta)iioi anfiy (nip)
a,8:a. . (de) ol y : y «,anBiy:  (de):;

o BrEAR (1.6) , C@iB,arRiy (de)

IR @, 817 (€o) S
B B - I :
si l‘-{al,...,an} ‘. se ' escribe ;‘A..f./\m‘; "para I

(dll\(azl\(. . .A((!n_ll\dn) canl}e

3.2.1) Tt

. Ao
Prueba: Por induccién sobre la cardinalidad de I'

i) Para un solo elemento, la prueba esta dada por la tautologia.
ii) Suponemos vdlido para menores que n, es decir, se cumple para el
conjunto l'"=(c¢z, cae ,a“) , por demostrar para l"={u‘, N ,an)

Prueba:
T':a (hip)

a‘,r’:a (def)
l":orl-a (2.1)
AP':alncx (h. ind.)

m‘,/«l" ta (2.3.4)

a‘MI" ta (3.1.9)

Al':a (def) =

3.2.U) Al':a
Tia
Prueba: por induccién sobre la cardinalidad de I'.
i) Para un solo elemento, la prueba esta dada por la tautologia.
ii) Suponemos valida la afirmacién para menores que n, es decir, se
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cumple para T’

Prueba:
At (hip)

'a‘AAF':d (def)

o AT EE (3.2.8)°

Ar’:a‘»a {2.1)

F’:alna'(h.i.)

ai,r':a (2.3.4)

r:a (def)

dada en 1a afxrmacién anterior, por demostrar
para [ también de 1la atirmaciﬁn anterior. g

4. CUANTIFICADOR UNIVERSAL

4.1)

T aemg

T:{x:a}={x:8}

Prueba:
¥(z)=( ),

a=g,a:8 (1)
a=8,,a:8 (de)

Traesg

Tia=g (L1)
T,e:a=g (de)

T,a:B (co)

xe{X:a},I’,x:8

(de)

iXe{x:a}ea (C)

ixe{x:a}=a (L1)

7(2)sz (1)

xe{xXsa}ixe{xX:a}=a (de) xe{x:a}=a,xe{xXtot}:a

xe{xia}sx

(co)

xe{x:a},[:a (de)

xe{x:a},T:B (co)

ixe{x:B)ep (c)
txe{x:8}=g (L1)
1B=xe{x:B8} (a)
B:p=xe{x:8} (de)

¥(z)=z (i)
B=e{x:B},B:xe{x:8}
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Ty : _Bixe{x:8} (co)
. . . xe{xia},T,Bixe{x:B} . (de)

Xe{xia} ;r:X§{x;g'}', (co)

_ANALOGO

Ulxe{x:BY; Tixe{x:a}; (co)

{Xia}exe{x:8Y (eq)

: blf'é(x:qt)nér{xiﬁ‘} gex) -

4.2) e

Tavxa
Prueba:

{)x no libre en I
ata=verdad (1.5.{)
oiaesverdad (L1)

T,a:aesverdad (de) T'ia (hip)

I:aeverdad (co)

T:{x:a}={x:verdad} (4.1)

T:vxa (L5)

d)x no libre en a. v nueva variable

I'ia (hip) ata=verdad (1.5.%)
T(x/v):ia(x/v}) (s) a:amverdad (L1)
T(x/v):a (x no libre en «) F(x/v),a:axesverdad (de)

T (x/v)iaxesverdad (co)

T{x/v): {x:x}={x:verdad} (4.1)

T(x/v):¥xa (LS5)

r:vxa (cambioc a la variable original)
=

4.3) T:{x:a}={x:8}
TCiaeg
Prueba:

Probando que X libre en almenos una de «, 0 8

21



1X €{X:B}emf (C)
ixe{x:B}=f (L1)

- R PREILTT Tos o D
Xe{x:8}:xXe{x:8}=R (de) . xe{x:B}g:B,xe(x:ﬂ}:ﬁ (i)
xe{x:B8}:8 (co) '

(ezay={x:8), xc{>

a)_,xs{rig:);iv);:rﬁ (de) i

Ve
ST ke ={xi8), ke {X A} sxe{x: B8} (1)

{x:a}={x:B},xe{x:a}:8 (co).

(x:a}-{g:ﬂ};a}xs{x:a):B, (de)
ixe{Xsa}esa (co) : '.. B
ixe{x:a}=a (L1)
to=Xe{X:a}
—_— 7(z)uz
aza=xe{x:a} (de) a=xe{X:a},a:xe{x:a} (i)

a:xe{x:a} (co}

PPN

{x:1a}={x:8},aixe{x:a} (de)

{x:a}={x:8},0:8 (co0)

ANALOGO .

{x:a}={x:8},8:x

{x:a}={x:B):awmp (eq)

s {x:a}={x:8} (hip) T,{x:a}={x:8):aemp (de)

T:aeg (co)

4.4)Vxoba
Prueba: Probando x libre en «o

ata=verdad (1.5.%)

Vxas¥xa (ta) vxa=vVxa,a:a=verdad (de) a=verdad:a (1.5.U)
¥xa:a=verdad (co) Vxa,a=verdad:a (de)
vxata {co) -

4.5) PYua (x/u) es¥xa
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Prueba:u es libre para x (i.e. x es sustituible por u):y no libre en a

txe{Uia(x/u) }eex (x/u) {(c)

txe{usa(x/u) }e=sax (su) :xe(x:a)o-; {c)

ixe{ua(x/u) }=a (L1) sxe{x:a}=a (L1)

ixe{usa(x/u) }=xe{x:a} (b)

sxe{ura(x/u) }eexe{nia} (L1)

t{uta(x/u) }={x:a} (ex)

. Vxaivxa (ta)

{x:a}={x:verdad}: {x:a}={x:verdad)}

s[{usa({x/u)}={u:verdad} ]=[{X:a={x:verdad}}

sYua (x/u) =vxa (LS)

Yua (x/u) esVxa (L1)

4.6) IMia(x/u)
Trvxa

Prueba:
i)x es sustituible por u en « y no sustituible enT y no vxa

tVua (x/u) emVxa (4.5.¢)

iVux(x/u)=vxa (L1)

¥(z)=z
Yua (x/u) :vua(x/u)=vxa (de) Yxa (x/u) =¥xa,Yua(x/u) :vxa (1)

Yua(x/u) :¥xa (co)

F:a(x/u) (hip)

T:vu(x/u) (4.2.U)

Iivxa (b)

U)x no libre en « . u no libre en a., Dado por (4.2.U) -

4.7) a(x/t),I':8
Vxo,:8

(a)x sustituible por Tt en a
(8)x libre en « y para toda variable lire de T es libre en vxa, ', 8
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Prueba:
¥xaia (4.4)

vxasa{x/t) (sus (a)) ‘ a(x/T),I':B (hip)

Vxo ,T:8 (p)

5 .NEGACION
5.1)falso}x
Prueba:s
falso:falso (ta)
falso:VYw.w (L6)
falso:w (4.4)

falso:a -

5.2) «a,":falso
Tina

Prueba:
a,I'sfalso (hip)

I':asfalso (2.1)

Tina (L7) -

5.3) TCia
~«x,I’:falso
Prueba:
falso:falso (ta)

T:a (hip) falso,l:falso (de)

asfalso,TC:falso (2.3.%)

~«a,:falso (L7) =

6.DISYUNCION
6.1) «,'s7 B, L7

avf, My
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Prueba:
a, Mty (hip) g8,0':7 (hip)

Lgsyo(ta)y

Tiasy (2.1) r':pﬂ‘(z.,l)

Tiosya({Bs7) (1.6)

[ (ae7)A(Be7) 17
. “VBl,r:h (L )Y

6.2.0) . l:a
T:avg

Prueba:

I':ta (hip) wiw (ta)

aew,:w (2.3.1)

(asW)A(BaW) ,I":w (1.7.1)

Tt ((aww)a(Baw) )ow (2.1)

T:avf (LB) u
6.2.1) r:8
T:avg

Prueba:Andloga a (6.2.i)g

7.CUANTIFICACION EXISTENCIAL

7.1) ajpixa x libre en a
Prueba:
aa (ta) wiw (ta)

aww,atw (2.3.1)
Vx{asw) ,aiw (4.7)

oYX (o=w)sw (2.1)

a:dxa (LI) n
7.2) a,T:8 i)x no libre en T &6 B
3Ixa,l:B ii)x no libre en a
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Prueba:
i)  a«,r:g (hip)

Iiawg (2.1) . B:B (ta)

T:vx(a=f) (4.6) T,B:8 (de)

Vi (aef)=8,T:8 (2.3.1)

Ixa, 128 (L9)

ii)u variable nueva. Entonces:
«,I':8 (hip)

«,[(x/u) :8(x/u) (su) s 3ne (7.1)

3xa,C(x/u) :8(x/u)

3Ixa,l:8 (su) ™

7.3) a({xfu),I':8 i)x sustituible por u en a y no libre enI" 6 8
Ixx,T:8 ii)x no libre en «

Prueba:
i) a(x/u),r':8
3xa{x/u),l:8

ii) a(xfu),I':8 (hip)
AxecsIxa(x/u) (su) Jua(x/u), '8 (7.2)
3Ixa, g (b) ™
7.4) Tia(x/T) x sustituible por T en «, x libre en «a y para
—e toda variable libre de t es libre en I' é 3xa.
T:axa
Prueba:
a:Ixa (7.1)
T:a(x/T) (hip) a(x/T):3Ika (sU)
TC:3xa (ta) -
7.5) 3ux (x/u) esdxa i)u libre para x
ii)u no libre para «.
Prueba:
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alx/uysa(x/u) (Ra) | aia(x/u) (x/u). (ta)

a(x/a) s3xa- (7.4) (1) - azdua(x/u) (7.4)
Sue (x/u) 13xa (7.2) (1) " 3xa:3ua (x/u) (7.2) 8

:3ua(x/u) emIxa- (eq) N m

7.6) F3x (aAB) emaA3XB iyx 1ibre' en' g it
ii)x no libre en a.

Prueba: 0
B:8 (ta) B:B (ta):
asx (ta) anB:f (1.7.4U) B:3xB (7.4) ..
anB:a (1.7.1) aaB:3xB (b)
(and) 1@ (7.2) 3 (and) 3¢ (7.2)
x(anB) taA3xB (1.6)
N ara (ta) B:B (ta)
: B,ata (de) «,B:pf (de)
: o,Biar8 (1.6)
: @, B:3x(ang) (7.4)
: o, InBIAX(aAB) (7.2) (ii)
. aA3xBiIR(AAB) (3.1.4)
1AX (aAB) maa3xp (eq) ™
7.7) Ta a, "B

3x‘(xl=x‘) peee ,3x"(xn=xn) ,T:8

RypereoX, variables 1libres de « las cuales no tienen ocurrencias
libres en I’ o 8.

Prueba:
F:ax (hip) a,l:g (hip)
LR R ,x"=xn,l':u {de) b ,x"=xn,¢x,l‘:13 (de)

=R e ,xn=x",r:B {co)

3x‘ (xl=xl) P ,3x"(x"=xn) ,T:8 (7.2)(n-veces) -
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7.8) I'ta «,':8

T:8
Siempre gque A es el tipo de una variable libre de a con ocurrencias
no libres en I' 6 B, existe un término cerrado de tipo A.

Sea X ,e..,X variables libres de a con ocurrencias no libres en I' 6

B, y sean A‘, . ,An sus respectivos tipos. Sea TyreeerT, términos
cerrados de tipos Arees ,An. Entonces:

IT=T

Prueba:

T:Tt (ta) T:iT (ta)

:TesT (eq)
=t (L1)

FTST ..., 3T ST (a) F_:cx;‘_[ o,I':g (hip)

:3xl (x‘=xl) sassy :3xn(xn=x") (7.4) Bxl (xxﬂ’,‘l) ,‘.'7 . ,?x"(xnexn) TiB

T23x, (%=X ) A« ABX (% =X ) 3 (%=X )A. . .A;xﬂ(*n-x") T8,
r:g (a) R

a) fowna -

Prueba:

ot (ta)

~x,x:falso (5.3)

at~asfalso (2.1)

as=(=x) (L7)

towa (=) (5.3) ™

b.l)amg | (axs8)A(Bea)

Prueba:

v(z)=2

a=g,a:f (i) a=g8,B:a (1)
a=f:a+f (2.1) a=R:fea (2.1}

a=8: (a=8)A(B+a) (1.6)
amf: (asfB)a(B=a) (L1) a
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b.il) (asf)A(B=ax) fawmf

r(z)=z (i)
(@aB)=a,o: (aAB) (xAB) =8, (arB):B (i)

(anB)=a, (xaB)}=B,a: (arB) (de) a, (arB) =a, (aAB)=R, (arB) B (de)

(arB)=a, (arB)=B,a:B (co)

(aAB) emat, (anB)emf,a:f (L1)
a+8,B8sc, 028 (L4)

(a=8)A(B=cx) ,a:B (3.1.1)

ANALOGO

(a=B)A(Bmax) ,Brex .
(amB) A (Brx) :aep (eq) -

otra forma del b.iu)

awB:a=g (ta) Bsa:fwa (ta)

anB,a:f (2.3.4) B=a,B:a

m(l.'l.l.) (am)lﬁm
(a=B) A (B=a) e (eq) u

b.il) :[(asB)A(Ba) ]=aempg
(a=B)A(B+a) iaep (b.U) aemf: (anB)A(Baa) (b.l)

t[(asB) A(B=a) Jem[amp]) (eq)
s{(auB)A(Bsa) ]=[{aeB] (L1) g

C)P,p*a:q

Prueba:
peqipeq (ta)
P,pediq (2.3.4) =

1) taAB=BAx
Prueba:
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[+]%
seqanid
oag=gans (,1

- (17) »=(gan)vo:

(Bo) e (gan)vo:

(9°T) (gap)voio (1*2°1) d:(dan)vo
(12-5) gamin  (e3) oim (e3) oim
teqganad

o= {gAv)vo: (g

{171) (2avg)vo=tv(gvo)

(ba) (tvg)voesev(gvo)

(q) tv{gvo): (tvg)ve {q) (avg)vo:ev(gvo)
ODOTVNY (2°1°t) (tvd)vo:tvgve (7°T-€) avgvo:lv(gvo)
(9°T) (tvg)vorn‘s'y (n*g2) avgvoir’ (gvo)
(ep) avg:wo’z'g (ep) oivfa‘yg (1°1°€) (tvgvo)er:igvo
{9-T) 2avg:e'd (e3) »:» (T°2) (fvgvo)et:g'o
(o0) 2:2'd  (op) gia‘d Three) avgveirig'e
(e3) 2:4  (e3) g:g Te3) t'g'mitg'n

seqenad

{avg) vo=tv{gvo) : (2

- ‘(I"I)' Bvg=gyo

{(b2) nvEemgvo

(q) ovg:gvo

v

©!diovey (9°1) wvg:gd'n {r°T7€) g oigve

o'gin‘g " (sp) ©:g'v  (sp) gig'® (e3) g'mig'n

{e3) o:» (e3) d:¢



ala (ta) . Bip . (ta) A:8 (ta) Jaza (ta)

aifva (6.2.4). BiBva(6:2.1) L BiavB (6.2.4) Faravs (6:2.1)
avg:fva. (6.1) . : . Bvazavg (6.1)
tavBefva (eq) ;
tavBs=pva (L1) L ; .
2’): (avB)vy=av(BvY)
Prueba:
B:B (ta)
ata (ta) BiBvy (6.2.1) riv. (ta)
atav(Bvy) (6.2.1) Biav(Bvy) (6.2.U) 7:Bvr (6.2.U)
avB:av(Bvy) (6.1) 7iav(Bvy) (6.2.U)
.' ANALQGO
(avB)v;:mv(ﬂvv) (6.1) av(Bvr) : (avB)vy

(avB)vyesav (Bvy) (eq)

(avB)vy=av(Bvy) (L1)

37) tav(aaB)=ca

Prueba:
asa (ta)
asa (ta) arBa (1.7.¢) aza (ta)
av{arB):a (6.1) azav(aaB) (6.2.¢)

av(asf) e (eq)

av{asg)=a (L1) »

11. PROPOCICION

11.&) =YX (XeXemXeY)

Prueba:
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X=Y,x({2)=xe2 n o Y¥=X,a(z)=xXel

X=Y, xeX:xeY. (1) . X=Y,xeY:xeX (i) xeXesxeY : xeXmxeY (ta)
: X=:XeXemxeY (eq) xeXewxeY:X=Y (ex)
K=Y Vx (xeXeoxeY) (4.2) VX (XeXeeY) : X=Y (4.7)
1 [X=Y JeVx (XeXemXeY) (eq) -

1l.ika) pXsX
Prueba:
xeX:xeX (ta)
ixeXsxeX (2.1)

tVR (xXeXaxeX) (4.2.4)

1VXeX.xeX (def) -

11.00.8) }(XSYAYSX)sX=Y

Prueba:

xeXaxeY : xeXoxeY (ta) XeYaxeX:xeysxeX (ta)

VX (xeX»XeY) :XeX+XeY (4.7) VX (xeYoxeY) s XeYaxeX (4.7)
XY ¢ xeXwxeY (10.1) YeX:xeYwxeX (10.%)
XSYAYSX i xeXaxeY (1.7.1) XSYAYEX s xeYaxeX (1.7.1)
XSYAYSX, xeXixeY (2.3.4) XeYAYSX, xeYixeX (2.3.il)

XSYAYEX: XeXemwxeY (eq)

XSYAYSX:X=Y (ex)

: (XSYAYSX)aX=Y (2.1) =

11.4.¢) }(XSYAYSZ)aXSZ

Prueba:

XeXwxeY 1 xeX=»xeY (ta) XeYw»XeZ 1 xeYaxeZ (ta)

XeX, xeX+xeY:xeY (2.3.4) XeY, xeY¥»xeZi1xeZ2 (2.3.U)

XEY»XEZ, xeX, XEX+XeY 1 XeY (de) XeX, XeY , XeYwxeZ, xeX»xecYixeZ (de)

XeXwxeY, xeYaxeZ, xeX:xeZ2 (co)
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(xeXoxeY) , (XeY=xXecZ) : xeX+xeZ (2.1)

1 (XeXmXeYAXCY»XEL) » (XeXwxeZ) (2.1)

{XeXeXeY) A (XeYaXeZ) : XeXwxeZ (2,3,U)

(XeXoHeEY) , (XeYaXeZ) :VX (XeXwxeZ) (4.6) (3.1.U)

VX (XeXeXeY) , VX (Xe¥YoXeZ) 1XS2 (4.7)

vxeX.xeY,VYxeY.xeZ:X$Z (def)

XSY,YSZ:XSZ (10.1)
XSYAYSZ:XSZ (3.1.1)
: (XSYAYSZ)wXSZ (2.1) -

11.Ul) |} ZSRNYesZSXAZSY

Prueba:
XeX:xeX (ta)

xeX, xeY,xeZ: xeX (de)

xeXaxeY,xeZ.xeX (3.1.1)

XeZ:xeZ (ta) XednY,xeZ:sxeX (10.4)

XeZ»xeXnY, xeZ:1xeX (2.3.1)

XeZ+xeXnY : x€ZaxeX (2.1)

VXeZ . XeXnY:1VReZ.XeX (4.6)(4.7) ANALOGO

2SXnY: ZSX ZSXNY 1 28Y

2SXNY: ZEXAZSY (1.6) (*)

xXe€Z.xeX:xeZ.xeX (ta)

XeZ.xeX, xeZixex (2.3.4) ANALOGO

X€Z.xeX,XeZ.xeY,xeZ 1 xeX (de) X€2.xeX,xeZ.XeY, XeZ 1 XeY

XeZ.,xeX,xeZ.xe¥, xeZixeXAxeY (1.6)

xeZ.%eX,x€Z.xeYixeZ . xeXaxeY (2.1)

XeZ.xeX,xe€Z.XeY:XeZ . XeXnY (def)

X€Z.xXeX,xe2.xeY:VxeZ . xeXnY (4.6)

VXeZ.ReX,VReZ .. ReY: 2EXNY (4.7) (10.1)
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2€X, 2SY:28XnY (10.¢)

ZSXAZSY:Z8KnY (3.1.1) ZEXAY 2 ZSXAZSY (%)

: ZSXAYemZSXAZSY (eq)

11.1V) FXUYSZemsXSZAYSZ
Prueba:
xeX:xeX (ta)

XeX:xeXvxeY (6.2) xeZ:xe2 (ta)

xeX: XeXuY (def) xeZ,xeX:xeZ (de)

xeXUY.x€Z, xeXsxeZ (2.3.1)

xeXuY.xeZ:xeX.xeZ (2.1)

VXEXUY.XeZ:VXeX.XeZ (4.6) (4.7) ANALOGO

XVYSZ:X$Z (10,¢) Xu¥YSZiY¥YS2

XUYSZ:XSZAYSZ (1.6) (%)

xeX.xeZ:xXeX . x€2Z (ta)

xeX,xeX.xeZi1xe2 (2.3.U) X€Y,XeY.xe2:xe2 (mp)

xeX,xeX.xeZ ,xeY . xeZ:x€Z (de) XeY,XeX.xeZ, XeY,XeZ1x€Z (de)

X€X . X6Z ,X€Y . XeZ, XeXvxeY:XeZ (6.1)

xeX.xeZ ,xXeY . xeZ,  xeXu¥ixeZ (10.i)

XeX.XeZ,xXeY . Xe2 1 XeXuY.xe2Z (2.1)

VxeX.x€eZ ,VXeY . XeZ:¥xeXu¥.X€2Z (4.6) (4.7)

X£2Z,YSZ:XUYSZ (10.4)

XSZAYSZ:XuYSZ (3.1.1) XUYSZIXCSZAYSZ (%)

1 XUYCZeXSZAYSZ (eq) -

11.v) px ey,

Prueba:

x‘e(xA: verdad}: x,€{x,: verdad)} (ta)

verdad, x‘s{xA:verdad) :xAs{x‘: verdad} (de)
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. :verdad (1.4}

PR . er{xA:verdad}:verdad {de)

e er(xA:verdad},er(xA:verdad):verdad

“xelx :verdad} tx,e{x, :verdad}everdad (eq)

i'erh{xA H verddd) ixe { x,? verdad}=verdad (ex)

. er(xA:verdad} :xhe(xA:verdad) (ta)

xle{xk :verdad}: er( %3 verdad)=verdadAer {xA sverdad}

er(xA:vardad} :x‘s(xA:verdad) (ta) .

er{x‘:verdad)=vetdadAer(xA: verdad}: er(xA:verdad} .

(er (xA:verdad}=verdad) A (er{xA:verdad) ) —oxle{x":verdad)

H er{xA sverdad}ewverdad (c) X e{x: vardad):verdad-er {x,: verdad}

:er{xA:verdad}=verdad {ex) x‘e(xA:verdad)=verdad: xAs(xA:verdad)

:xAs{xA:verdad) (co)

:eruA (10.lv) o

11.vi) ﬂ(xkeak)

Prueba:
:er{xA:falso}—-falso ()

:er{xA: falso}=falso (ex)}

er{xA: falso} :x‘e(xA:falso)=falso {de)

. x,6{x,: Ealso)=ralso,xAE(xA: falso}:falso (i)

er{xA:falso):falso (co)

X8, 1 falso (10.1)

:xkiﬂA-tfalso (2.1)
:-(xleek) {L7) -
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11.vU) XePYesXsY
Prueba:

Xe{X:RSY}emxSY (C)

s Xe{X:RSY }eeXSY (sU)

:XePYemX<Y (def) =

11.vill) FXenUesVuell. Xsu
Prueba:

Yuel.Xcu:vuell.Xsu (ta) Vuell. Xsusvuei.Xsu (ta)

XenU:Vuel.Xsu (10.vid) Yuell.XsusXsntt (10.wvill)

1 XenlUesVuell. Xsu (eq) ™

11.&x) UUSXesYuel. usX

Prueba:

1UUePX=uUSY (11.vid) (L1) :Vuell. usX=ullePX (def) (L1)

svlsXmYuell. usX (c)

$VUSXeVuell . usX (L1) ™

11.%) pxe{y}esx=y

Prueba:

ixe{x: (x=Y) }e=(x=y) (c) ™

11.x%t) faste{T:a}
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Prueba:

tTe{Tia}ma (C)

aste{Tia}ea (ex) (de) te{t:ia)=a,a:te{Tia} (i)

aste{T:a} (co)

tamte{Tia} (2.1} -

Aqui (i) es el Axioma de Extensién, (iv) el Axiéma de Uniones
Binarias; (vi) el Axiéma del Conjunto Vaclo, (vi) el Axiéma del
Conjunto Potencia, (ix) el Axiéma de Uniomes y (x) el Axiéma del
Singulete. Estos , juntos con el Axiéma de Comprensién forman los
Axiémas del nGcleo para la teoria de conjuntos en £. La teoria de
conjuntos es local porque algunas de las operaciones conjunto-
tedricas, es decir, interseccién y unién, pueden solo ser
representado en conjuntos del mismo tipo (localmente), mas aun,
las variables son restringidas al rango solo sobre tipos dados, en
contraste con la situacién en la teoria de conjuntos clisica, donde
se les permite un rango (alcance) global sobre un universo de
discurso.
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LA CATEGORIA DE CQONJUNTOS DETERMINADA
EOR UNA TEORIA LOCAL DE LOS CONJUNTOS

Ahora se demostrard que toda teoria local de los conjuntos ¥
determina una categoria &(¥), esencialmente de la misma forma que la
teoria de los conjuntos clisica determina a la categoria et de
conjuntos. Como en el caso cldsico, la categoria asociada B(¥) se
resulta un topos.

Sea ¥ una teoria local de los conjuntos en un lenguaje local £.
Definimos la relacién =y en la coleccidn de ¥£-conjuntos por Xer ¥ si
y s6lo si [ X=y .

~, €5 una relacién de equivalencia. Un ¥-conjunto estd definido
como una clase de equivalencia [X], de Z-conjuntos bajo la relacién

Usualmente se identificari al ¢-conjunto X con el correspondien-

«
‘pe
te #-conjunto [X)gpe (Asf un ¢-conjunto a menudo se llamari un
conjunto) Nétese entonces que X=Y (es decir, X y Y denotarin el

mismo #-conjunto) si y s6lo si |-yx=‘1 .

Un ¥-morfismo X—>Y es una terna de ¥-conjuntos (f,X,Y) con
}-yfevx. simplemente se escribird f para (f,X,Y), Yy se llamara £ un
Y-morfismo., X y Y son respectivamente, el dominio y codominio de f,
que se denotan mediante dom(f) y el cod(f). Un Y-morfismo seri
llamado un morfismo. Ahora se mostrard que la coleccién de

#-conjuntos, y los morfismos, forman una categoria.
12. LEMA Sea f:X——Y, g:X——Y¥. Entonces

f=g 8i 86lo si h’<x,y>efﬁ<x,y>€g

Demostracién:=»] Supongamos:f=g ,es decir, fyf=g
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=g, <x,y>efi<x,y>eg (1) f=g,<x,y>eg:<x,y>ef (i)

1f=g (hip) f-g:fx,y>efa-o<x,y>eg (eq)

1<x,y>efe<x, y>eg. (b)

«]

1<, y>efea<x, Y>€g

tf=g (ex) -

13. LEMA (i) gef:X——s2
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yeYazeZ:yeYazeZ (ta)

zeZ:zeZ yeYazeZ, zeZ:1ye¥azeZ (de)

zeZ,zeZwyeYAzeZiyeYazeZ (2.3)

Z€2, z€2+YeYA2eZ, YEY , YeYaxeXaycY:yeYazeZ (de)

ANALOGO

YeY, yeYaxeXAyeY, 2€Z, ZeZ+YeYAZED s XeXAYeY (de)

: yeY, yeYsxeXayeY :xeXayeY (2.3)

2€2,2eZ+YeYAzZeZ, Ye€Y, YeY+XeXAyeY 1 Ye¥aZeZAXeXAYeY (1.6)

. xeXazeZ:xeXazeZ (ta)
. xeXAyeYAazeZ:ixeXazeZ (de)
zeZ,2ze2+Y€YAZEZ, YEY , YeYareXayeY 1 XeXazeZ (b)

YeY , ye¥a<x, y>eXxY , 2€2,2¢Z+<y, 2>€¥x2: <X, 2>€XxZ (def)

YeY (YeY=<X,Y>€XxY) AVW ( (WEYu<X, Ww>eXxY) sw=Y},
z€2 (Z€2Za<y, Z>€YXZAVW' ( (WeZa<y, W' >e¥x2 ) +w’ =2) : XeXr2€Z (de)

YxeXIYeY [yeY (YeX=<x, y>eXx¥) AV ( (WeYu<X, WoeXxY ) sw=yY)} ],
VyeYIzeZ[zeZ (Z2€2+<y, Z>eYXZAVW' ( (W' €2:<y, W' >EYxZ) W' =2) ] ; XeXAZeZ
(7.2)(4.7)

vxeX3!ly (YeY=<X,Y>eXxY)AVyeYI ! Z (2€Znu<y, Z>€Y¥x2) 1 <X, 2>€XxZ (def)

YXeXILyeY.<x,y>eXxYAVyeY3! 2eZ.<y, 2>eYxZ:<X,2>eXxZ (def)

<x,y>efA<y, z>egi<x, 2>eXxZ (def)

3y (<x,Y>efAa<y,z>€g) : <X, 2>€Xx2Z (7.2)

<x, z>€gof 1 <x,2>eXxZ (def)

1<%, Z>€goLa<x, 2>€XxZ (2.1)

1v<x, 2> (<X, z>egofa<x, 2>6Xx2) (4.2)

1¥<x, Z2>egof , <X, Z2>€Xx2Z (def)

t1gofSXx2 (def) -
(ii) » Es asociativa .
Demostracién:
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(ii) hu(gof)={<x,w>:az(<x,z>s(guf)A?z_,w>eh)}
={<x,w>13z (3y (<x, y>efa<y, 2>€g) A<z, w>ch) }
={<X,W>2:323y (<X, y>efA<y, 2>€ga<z, wdeh) }
wm{<x,w>:323y (<X, y>efa<y, z>e§A<z,w>eh) }
={<X,W>I3y (<X, y>efa<y,w>e(hog)) }

Dado un ¥-conjunto X, se define Ax={<x,x>:XEX} y le(Ax'x;'x)' Ax

es la diagonal en X y 1x el morfismo identidad en X.g

14. LEMA (i) 1, i X=X

F1,eX'si y 86lo si F1,€ {u: uSXxXAVXEX! xEX. <X, X>eu}
si y s6lo si f1eh,

(ii) Para todo X Y, 2 X, fol =f, 1.0g=g.
fn1x=(<x,y>:3x' (<x,x'>e1xA<x' ,y>ef)}
1xng=(<z,x>:3x(<z,x’>eg/\<x' ,x>el‘) }

={<z,x>:<z,x>egA<x,x>e1x)

=m{<Z,X>:<Z,X>€g}=g -

Los lemas 13 y 14 demuestran que la coleccién de ¥-conjuntos y
funciones forman una categoria. Se denotari esta categoria por 6(¥),
Yy se llamara la "categoria de los ¥-conjuntos (y funciones)", o 1la
"categoria asociada con ¥".

Nuestro préximo objetivo es demostrar que B(¥) es un topos.

Para hacer é&sto, primero se demostrarid que todo término en £ da
origen a una funcién (es decir, un conjunto) en EB(¥); é&ste es otro
aspecto por el cual la teoria de conjuntos es local, en contraste
con la teoria de conjuntos clisica, en cuyos términos se producen
operaciones definidas globalmente las cuales no son, en general,

conjuntos.
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se

Supongamos que T es un tém;‘ﬁb”‘

escribira: X——Y 6 v(<x"
SKpono s R SP——ITo

6 (%x———T) para (<<x‘,,...xn>,jc_>:<'
Es f&cil ver que, =i x",v..'.,icn iﬁcluyeﬁ todas -las . variables

libres de T y, X y Y son ¥-conjuntos, entonces X——Y
<x‘, see ,xn>r——-)1:

es una ¥-funcién, algunas veces  se escribirs X—Tmy para esté
funcién.
81 £ es un simbolo funcional, algunas veces se escribird f para

la funciébn x+——if(x).

15. LEMA
(<y1, .. ,yn>s——n:) o (<K s PX S48, .. ,sn>) = (<x‘, .o ,x">r-——r:(y/s))
con s libre para Yy, en T para cada i. 1sisn,
Demostracién:
Sea y=<yl, esy yn>, x=<x’ s ,xn>, s=<s‘, “ey sn>, entonces
{Yr—T) e (Xr—8) ={X, T>:3Z (<X, 2>€ (X ——8) A<Z, T>e (y+—T)} } (def o )
Donde z es y sustituida por 8 (y/s) en T, por tanto

={<X,T> 1<K, T>E(X—T(Y/S8))} =

16. TEOREMA
Para toda teoria de conjuntos local ¥, la categoria G(¥) es un
topos.
Demostracién:
Procede verificando que E(¥) tiene las propledades apropiadas.
Para ello se demuestran los siguientes puntos:
16.1) B(¥) tiene objeto terminal.

Prueba:
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Sea 1 el ‘u‘. Para todo ¥-conjunto X, considerar x——-"-—u
| X%

si xLu entonces (xex}-y<x,*>ef) de (12) tenemos f=(x}i—'i—)*)=* ‘si

y s6lo si [-y<x,*>e£—-’<x,*>ef. Por lo tanto:

x—"’—-u si y sblo si |»_,*e{<x,*>:xeX} si s6lo si xv—fy—»;,

De aqui para todo X 3! ¥-funcién X——1, asi que 1 es ‘el ob‘jeto;

térmimal en €(¥). g

16.2 T(¥) TIENE PRODUCTOS BINARIOS.
Demostracién:
Sea X,Y ¥Y~-conjuntos.Se define XXY—"I—)X, XxY¥—"2-— ¥, como sigue:

£

n‘=(<x,y>»———yx), nz=(<x,y>»-——sy). Entonces si X— —»2—9—-;11, se

<f r97 _xxy.

define <f,g>={<2z,<x,y>>:<2,x>efa<z,y>€g} para Z—
Por demostrar que n‘o<£,g>=f Y rrzo<t,g>=g (demostracién andloga)
n‘o<f,g>=(<z,x>:3 (<z,<x,y>>e<f ,g>A<<x,y>,x>ertl) }
=({<Z, x>:3y(<z,x>efA<z,y>eg/\<<x,y>,x>en‘) }
=(<z,x>:<z,x>e£A3y(<z,y>egA<<x,y>,x>en‘) }

Entonces basta con demostrar }-3y(<z,y>eg/\<<x,y>,x>en‘)mverdad

Prueba:
:<z,y>eg (hip)
tverdad (1.4) verdad:<z,y>eg{de) verdad:<<x,y>,x>en

1

<Z,Y>EGA<LX, Y>, X>€M, § verdad (de) verdad:<z,y>€ga<<x,y>, X>em, (1.6)

3y(<z, Y>€GAS<K,y>, X>€m, :verdad verdad:3dy(<z ,y>eg/\<<x,y>,x>snl)
(7.2) (7.4)

13y (<z,y>ega<<x, y>,x>en‘)c-overdad (eq)

si 2 —-—-h—a XxY satisface neh=f y noch=g entonces

bez, <%, y>>ehes (<2, x>efA<z, y>eg)

Prueba:
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<z,<x,y>>chi<z,<x, y?>§<n‘oh,nzuh>

<z,<x,y>>eh:<z ,»x>enloh/«<z . y>§n2uh g

<z,<x,Y>>€hi<z, X>eEA<z, y>Eg

. 1<z, <x,y>>e<n‘oh,nzoh>=<z 1 <X, y>>eh

. <zZ,<x%, y>>E<Tl‘oh.leeh> :<z,<x, y>>e<n‘nh, nzuh>n<z, <x,y>>€eh
. .

. . <z, <X,y>>E<ﬂ‘nh,ﬂzoh>=<z, <x,y>>eh,
. . <z,<x,y>>e<nloh,nzoh>:<z,<x,y>>eh

. <z,<x,y>>e<nloh,n2oh>:<z, <x,y>>€h

. <z,x>eﬂ‘am<z,y>en2oh:<z,<x,y>>eh

. <z,x>efA<z, y>eg1 <z, <x,y>>ch

1<%, <X, Y>>ehes (<Z, X>efA<Z, Y>Eqg)

142 ,<X,y>>6hes (<2 ,<X,y>>e<f ,g>)

<f,g>=h.y

16.3 UNA ¥-FUNCION f ES MONICA SI SOLO SI <x,z>ef,<y,z>ef b X=y
£

D tacién:Sup que Y. Z es ménica.

Sea R={<x,y>:3z(<x,2>efa<y,2>ef} ¥-conjunto R—g—ﬂ + R——Y
<X, Y>IX <X, ¥Y>r—Y
Entonces tenemos:

w] fogm{<<x,y>,z>:3y(<<x,y>, Y’ >egacy’, z>ef)}
a{<e<x,y>,2>:3y (32 (<x, 2’ >efacy, 2’ >efac<X, y>,y>eg) A<y, 2>€f) }
={<<X, Y>>, 2> <X, 2>efAcy, 2>ef}
=fog
Como £ mdénico por hipétesis tenemos g=h, por tanto
<x,z>ef,<y,z>ef |-yx-y

«]Supéngase <x,z>etA<y,z>ef|-yx-=y , Y fog=foh
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:1<x,z>efog (hip) 1<x,z>efoh (hip)

s <x, z>efoga<x, 2>efoh

13u(<x,u>ega<u, z>ef)adv(<x, v>ehac<v, z>ef) (def)

$3udv (<X, u>ega<x, v>eha<u, z>efa<v, z>ef)

. Judv (<x,u>ega<x, v>eha<u, 2>efacy, z>ef:
. <X,u>eg<x,v>ch<u, z>ef<v, z>ef

1<%, urega<x, v>eha<u, z>efa<v, z>ef (b)

. <xX,U>ega<x, v>eh: <x,udega<x,u>eh

<X,u>egAa<x, v>eha<u, z>efa<cy, 2>ef 1 <X, U>ega<x, V>€h

<X, u>ega<x, v>eh

1<x, u>ega<x,u>eh (su)
. <X,u>€g:<x,u>eqg

<X,u>ega<x,u>eh:<x,u>eq

1<xX,u>ey

<x,u>eh:<x,u>eg

<x,u>eh:<x,u>eh . .
<X, u>ega<x,u>eh:<x,u>ch .. .‘
<x,u>eg:<x,u>eh ..
<x,u>eg:<x,u>eh ..

<X,u>egems<x,u>ech (eq)
Por tanto g=f, por lo que se tiene f ménica.y
Por consiquiente f#*(x) puede ser pensada como el "valor" de f en

x. La siguente proposicién es entonces una consecuencia inmediata.

16.4)L)X——+‘Un=fu‘.) }-y(<x,...,x>r—)a)*(<x,...,x>)e-oa
Rr——f* (X}
Prueba de {):

Sea ¢=(xr-——f*(x)) p.d. ¢=f, es decir, f<x, £*(x)>ePm<x, £#(x)>ef
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t<x, £4(x)>ef | (hip); . :é#;f;(x) >e¢ (éef ; :
<x; £ (%) >ep:<x; E¥ (%) r 3 * (%) >e¢ (aé)

>)=a, ya que

Ahora sea para U, y'1—T;>n para 1——
xr——verdad

h

! T n, y v—"ox—Niq,

16.5 Un diagrama en §(¥) dado por Y—— —1—
donde m es ménico, es un producto fibrado si y s6le si
h=(x+—3y<y,m>em)
Demostracién:
«]Suponemos h=(x+—3y.<y,x>em), por demostrar el cuadrado que forman
las funciones conmuta, es decir, h.:m:'ro!Y
3% (<z,x>emaw=dy. <y, X>em)esw=verdad (A)
Prueba:
Si Y=o entonces el diagrama conmuta por vacuidad.
Si Y*2 entonces <y,x>em
1<y, x>em

t3y.<y, X>em w=verdad:w

w=verdad,w:3Y.<Y,Xx>em w=verdad, 3Y.<Y,X>€n:w

$<z,x>em w=verdad: wes3y. <y, X>en

w=verdad:<z,x>em w=verdad:w=3y,<y,x>en

w=verdad:3x(<z,x>emaw=3y.<y,x>em) (1)
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<y, X>em

sverdad t3y.<y,x>en

3y<y,x>em:verdad verdad:3y.<y,x>em

:3Iy.<y,xX>emeeverdad (2)

wiw=verdad

<z, X>emaw=3y. <Y, x>emaw:w=verdad

<2z, X>emAW=3y.<y,x>cm:w=verdad (2) =

IX(<z,x>emAaw=dy. <y, X>en) :w=verdad (3)

Aplicando equivalencia a (1) y (3) obtenemos (A)

1<z, W>ehomem3n (<2, Xx>emaw=3y. <y, x>em) (B)

Prueba:
wiw
Vx3w._<x,w>sh:w
1<y, z>en <z,w>ehomi<x,w>eh <x,wWw>eh:w
<Z,wW>eha,W: <y, X>em <z, wWw>ehom:w
1<z, x>em <z,W>ehom,w:3y.<y,X>em  <z,w>chom,dy.<y,Xx>em:w
<Z,w>€ham: <2, X>em <z,w>chomsw=3y.<y,x>em

<Z,w>ehom: X (<2, X>emAw=3y.<y,x>em (1’)
1<z, w>ehom

<z, xX>emAwn3y, <y, X>€m: <z ,W>€hom

13X (<2z, X>emaws=dy, <Y, x>€m) : <z, W>ehom (27)

Aplicando eguivalencia a (1¢) y (2’) obtenemos (B). Ahora se
aplicara equivalecia a (A) y (B), por lo que se obtiene lo siguiente

1<z, Ww>chomesw=verdad (C)

iwsvardades<z,w>eTo! (D)

Prueba:
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swsdy.<y, x>em . 3 Jy.<y, x>em=verdad

1<z, w>eTo! : ‘w,=,vex;-dad Y

w=verdad: <z,w>eTo!’ ;W>eTo! s w=verdad

rw=verdades<z,w>eTo! " (D)

Por transitividad de (CF) y (D) se tiene:<z,w>chome+<z,wW>€To!

si y 86lo si hom=Ts! , por tanto el diagrama conmuta.

Para ver que el diagrama es un producto fibrado se supondrd que

z—i—)x, 4 hace conmutar el diagrama (hof=Tol) .

g={<2z,x>:13Ix(<2Z,x>cfA<ly,x>em) }

Afirmacién: g es ¥Y-funcién

Demostracidn:

si 2+o#Y entonces g=e como f hace conmutar se tiene

hof={<2,w>:3x(<2,xefA<x,3y.<y,X>en>em) }
m{<zZ,w>1<Z,*>el A<k, verdad>eT)

=Tol

Por tanto :3y.<y,x>emesverdad , como f f;mgiﬁn L 1<2Z,%X>ef . por.- 1o i

que g=o
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1yeY 1<z, y>eg
1ye¥Ya<z, y>eq
zeZ:ye¥acz,y>eg (de) (*)

<Z,y>egA<Z ,U>egi<z, Y>EgA<Z, U>eg

AR (<2, X>€LA<Y, X>em) AIX (<2, ¥x>efA<u, X>em)

$Ix(<z,x>efA<y, X>EmA<U, X>em)

1<z, X>efA<y, X>ema<u, X>em

<y, X>emA<u,x>emty=u (m-momo)

<Z,®k>E€LA<Y, X>emA<u, X>em:y=u (de)

<z,y>ega<z,u>eg:y=u (b)

<Z,Y>egAueYa<z, ,u>eg:y=u {(de)

<Z,y>eg:iueY¥a<z, udegsy=u (2.1)

<Z,y>egivu(ueYA<z,u>egsy=u) (4.6) 1<2,y>eg (hip)

zeZivu(ueYa<z,u>egey=u) (b)(de)

2€Z:YeYA<Z , Y>€gAYU (UeYA<Z  udegny=1u) (1.6) (*)

z€2:3y (YeYA<Z,y>egaVu(ueY¥a<z,u>egsy=u)) (7.4)

12€2+3y (YEYA<Z, Y>€gAVU (UeYA<Z , udeg=y=u} ) (2.1)

1VzZ (Z2e293y (yeYA<z, y>egaYu (UueYA<z ,udegey=u))) (4.6)

1VZ(ZeZ»3ly (YeYa<z,y>eg))

vz (ze2+3lyeY.<z,y>eq)

1vzeZ.3lyeY.<z,y>eg

Por tanto g es ¥-funcién.

Mas aun meg=f, g={<z,y>:3X(<2Z,xX>efA<y,Xx>em)}}

mog={<z,x>:3y (<2,y>egAa<y,X>em)}
={<z,x>:3y(3x (<2, x>efA<y, X>Em) A<y ,x>€m) }
={<z2,x>:3(<2,x>efA<Y, X>€em) }
={<z,x>:13y.<z,x>efAd. <y, x>em} (por ser :3y.<y,x>emesverdad)

={<2,x>:3y.<2,x>ef}
=f
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Si moh’=f, entonces h’=g, por tanto m-inono
moh’=f si y s6lo si :<z,x>emoh’es<z,x>ef como mog=f si s6lo si
142, X>emogee<z,x>ef, por tanto :<z,x>emoh'n<z,x>smo§ si s6lo si
moh’ =mog
P. d. h’=g (es decir :<z,y>ch’/es<z,y>eg
Mmog={<2Z,x>:3y(<Z, y>€gAa<y, X>em) }
={<z,x>:3y(<z,y>eh’A<y,x>em) }
=moh‘
Por tanto {<z,y>eg}={<z,y>eh’}
Por tanto g=h’

Otra forma:

1<z, X>€moh’ em<2z, x>emog (hip)

1<2Z, Xx>€moh’ =<z, x>emog (L1)

<z ,%x>emoh’ =<z, X>emog, <Z, X>€Mmoh’ : <z, x>emog (1)

<z ,%x>emoh’ : <z, X>emeyg (CO)

<Z,X>emah’ t <2, X>emah’

<z,x>ecmoh’ 13y (<z,y>eh’ A<y, x>€em)

<z,x>e€moh’ 1 <2, y>eh A<y, X>em <z,y>eh’/A<y, x>em: <2, y>ch’

<Z,y>eq, <2, X>EmogA<z, X>emoh ! 1 <2, y>eh? (b) (de) (*)
Andlogamente <zZ,X>emeg:<z,y>eg
<Z, X>EMogA<zZ, X>emoh’ A<z, y>eh’ 1<z, y>eg (*’), de (*) y (*’) se tiene

<2z, X>€moga<z, X>€moh’ : <2, y>egem<2, y>ch'’

:<z,x>emog (hip) :<z,x>emeh’ (hip) .

1<2, X>EMoYA<Z , X>EMoh’ .

<z,y>eges<z,y>eh’ (b)

Por tanto h’=g

Por tanto m-mono. Por lo que el diagrama es un producto fibrado
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«) Inversamente. )
Supéngase que el cuadrado es un producto fibrado. Dé aqui que
conmuta el diagrama, formado por Y——IY—-il-—T—-m, oy Yf—'-%x—f"—an. L
Bando hom=To! 7 o :
hem={<y, w>:3x (<Y, x>emr<x, w>ch)} R B Sl
={<y,w>:<y,*>e1Y<*,verdad>sT) »
<y W>ehemesw=verdad

<y,w>chom bw:verdad {1) (b)

<y,w>€hom: <y, w>€hom

AR (<Y, x>EmMA<X, w>eh) 1 <y, w>ehom

<y, X>emA<x,w>eh:<y,w>chom <y ,w>€ehom: w=verdad

<y, x>emr<x, w>eh:w=verdad (b)

<y, X>em:<x,w>chesw=verdad

w=verdad, <x,w>eh:<x,verdad>¢ch

<X ,w>chsw=verdad: <x,verdad>ch

<y,x>em:<x,verdad>ech

<y,x>em:h*(x) (def)
By.<y oemiha(x) (7.3) ()
Sea Z={x:h*(x)} y sea Z—"—X tal que h-=(x——x). Entonces el
diagrama conmuta.
P.d. huh-=Tulz, es decir p.d. :3y.<x,y>efesverdad, ya que se tiene:
hoh-m{<z,w>:3Ix (<2, x>eh~r<x, verdad>ch) }

Talz-{<z,x>:<z, *>ele<i , Ww>eTA (w=verdad) }

Prueba:

1<x,y>ef
:tverdad 13y.<x,y>ef
Jy.<x,y>efverdad verdad:3y.<x,y>ef

:3y.<x, y>efevardad
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Lsex,y>ef 1<y, x>en

1<X, y>efa<y, x>en

13y (<x,y>efA<y, X>em)

:3y.<y,x>em

h*(x) :3y.<y,x>em (de) Jy.<y,x>emsh*(x) (4)

th*(x)=(3y.<y,x>enm)

1<x,verdad>ches3dy.<y,x>em({16.4)

:1<x,3y<y,x>em>eh »

16.6 G(¥) TIENE CLASIFICADOR DE SUBOJETOS, LLAMADO (Q1,T).
Demostracién:Sea m un monomorfismo tal gque y—"_3x en E(¥). Definase

x
X——20 como ¥ =(xr—dy.<y,x>em). Entonces por (16.5),x, es la

Gnica aplicacién de X——0 tal que el diagrama formado por Y——1

X
1—2 n, v—=o X 2 Q, es un producto fibrado.
Inversamente. Dado X———"———31 se define

Z={x:h*(x) }={X:<x, verdad>ch} y 2—P _ x por h==(Xr———x).

Entonces:Xnh-=(x+—3y.<y, x>eh-)
=(xX+——<X, x>ch~)
= (X —-3<X, verdad><h)
={xr—h#*(x))
=h por (16.4)g
Asi (R,T) es un clasificador de subobjetos en E(¥).

16.7 G(¥) TIENE EXPONENCIACION (OBJETO POTENCIA).

Demostracién: Sea X un ¥-conjunto, se afirma que PX es el objeto
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potencia.de X. Pri'miefév se’

xez) . - Entonces, ' si

—{xiER (<X, ¥>) })d |

Definicién: 1)(x£"==f:|.x-nl B t'*‘o‘:‘r2>

g0 (L,xE) (<, ¥5) me, (< LM > (<, ¥>) ) 72
inex(<nl(<5:,y>),t‘(n;(éi,i&?f ]
me, (<X, £~ (¥)>) '
=xef“ (y)
=f*(<x,y>)
=f(<x,y>) (16.4)

s ee(Ixf~)=fy
81 Yy—-°——PY satisface ¢ (1,xg)~f entonces
FE* (<x,y>) =3wePX. (XEWAY,W>€g)

Prueba:

twePX 1XeW

twePXAxew 1<y, wreg
1 WEPXAXEWALY , W>Eg
£*(<X,y>) :WePXAXeWA<Y , W>€g t<<x,y>, verdad>ef
£h{<x,y>) 13w (WePXAXEWAY , W>€g) tEX (<X, y>)
tIwePX. (Xewa<y,w>€qg) Iw(wePXaxewa<y ,w>eqg) s £* (<X, y>)

También se tiene |<y,z>ef ez={x:f*(<x,y>)}, por definicién
<y, {X:E*(<x,y>) }>ef*
(1) <y, z>ef emz={x:3WePX. (XeWA<Y,Ww>€g}}, pero

(a) }3lwePX.<y,w>eg
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Prueba:

Iw=v

1vePX, <v,Ww>eg:iw=v

swePX :<y,w>eg : VePXA<Y, W>Egaw=v

tWePXA<y, Wreg VY (VEPXASY , W egaw=V

IWEPXACY , WrEQAVY (VEPXACY, V> €gaw=V)

$ 3w (WEPXALY, W>€gAVY (VEPXACY , V>Eguew=V)

3w (wePXA<y , w>eg)

:31wePX.<y,w>eg

Por 9 se tiene (b) |3lwePX.<y,w>egl<y,z>eg

t<y,z>eg (transitividad de a y b)

(2) <y, z>egez={x:3wePX (XeWA<y,Ww>€g}
4 pey,z>ef*ea<y,z>eg (transitividad de 1 y 2)
& fr=g
Esto completa la prueba del teorema 16 (C(¥) es un topes). Un
topos de la forma de £(¥) serid llamado un topos "linglistico",por

derivarse de un "lenguaje'.g

INTERPRETACION DE UN LENGUAJE LOCAL EN UN TOPOS:
TEOREMA DE VALIDEZ.

Se mostrard como un lenguaje local puede ser interpretado en un
topos arbitrario. Esto da origen a una nocién de validez para
férmulas la cual se establecerd como propiedad: la derivabilidad en
una teoria local de los conjuntos pura implica la validez en todo
topos.

Sea £ un lenguaje local, y E un topos. Suponemos que han sido

especificados los productos, potencias, objeto terminal y clasifica-
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dor de subobjetos en E.
Una Interpretacién I de £ en E es una asignacién
(L) Para cada tipo A de un E-objeto Axes tal que :
(Ao oxh ) =(A) e x(A),
(PA) =P(A))
Il,=1, el objeto términal de E
ﬂx-ﬂE
(U) Para cada simb6lo funcional f con signatura A———B de un
E-morfismo £ A ——B .
Mas generalmente, una interpretacién de £ es un par (E,I}) Qque
consiste de un topos E, y de una interpretacién I de £ en E.
A menudo se escribira A: o A para Al.
Pada una interpretacién (E,I) de £, se extiende I a todos los
términos de ¥£.
Sea T un término de tipo B y sean Rypoooas X, variables distintas
de tipos AseealA, incluyendo todas las variables libres de t. Se
escribirsd x para la sucesién (x‘,...,xn) .

Se define un E-morfismo Il o AXe..xA——B a menudo
ENTN

escrito como "ﬂlx,x o lizll recursivamente como sigue.
(I1) II*le-l tnico morfismo Axe..xA ———1 en E.
(12) lelllx-rrl, la proyeccisn A x...xA —A,
(23) NE (Tl =t eliell,
(14) ll<z,... ,t>llx=<ll1:llx, “es ,Ilrllx>
(15) Il(r)‘ll‘-rrl-lltll‘
(16) Il(y:a)llx-(llm(y/u)llu-can)*
Donde u no es uno de los X 1eee,X , PEro es libre para y en a,
y es de tipo € (tal que B es PC),"can" es el isomorfismo candnico

Cx (A xe. xR )RCxA x...xA Yy £* esta dado por los diagramas:
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X. - —1

l Na ¢y 7udli l

Cx (A Xs o o XA JHCKA X o o o XD —mssmmmeannd) - PCOXA, Xt & o XA, e}
1 3 1 n 1 . n N B

t ] 3 B I g
. e
f

(17} Ill:h=1:l|x--¢aq':-ll<¢r,'c>|lx donde ¢, T son de tipo C.

eq,: CxC———sNleq =x (4.),

A es la diagonal
(18) Ila'etll=ec-ll<a',t>l| donde ¢ es de tipo C.e es el morfismo
evaluacién

81 T es un término cerrado de tipo B, entonces x puede ser

tomada como la sucesién vacia o. Escribiendo lltll para ”tllx,n ,es
evidente que litll es un E-elemento de B, (porque no se hizo ninguna
sustitucién ya que no tiene presencias.de variables libres). En
particular, si T es un conjunto {y:«} de tipo PC, entonces |l{y:a}ll
es un E-elemento de PC, el cual corresponde (via la transposicién

potencia) a un "subobjeto" de C.

17.llverdadll=T

Prueba:

liverdadli = llx=2| lx-=”eq| oflcn, #>]]
=eq,e<!, I>meq o<l 1>etw T

* *|
x=“eq‘-<ll le,ll le>-

*) 1
b s 2 4

|

a T
v +
1 ) ———p]

eq, =

conmuta
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Para establecer el préximo resultado’es necasario el f

lema té&cnico.

18. LEMA: Sea € una categoria con productbg 'finiﬁas‘ Y : lséa_n'"ﬁ,
Ay...,A,B,...,B, los C-objetas. Se‘escribira can, “can*: para. los':
isomorfismos canénicos

Bx (A‘x .. .xA“) ﬁc.anAIx. . .xAn,Bx (Bxx. . .xB_) I"n.BxBIx. . .xB_,

-1
projﬂnzocan B donde T, 3Bx (A‘x .xAn)-—-——)A‘x. . .xAny
n :BxA‘x. . .xAh-——-—»B. Entonces para todos los ~morfismos f‘
Vi=1,.,m de la forma:
SR Xy o o XA )]
f. Alx xAn B‘

Se tiene:

<, floproj seees f_-proj>ocan=can*- (1Bx<f1 yeens t_>) .
Demostracibn:
<, floprcj reees :_oproj>-can=

=<wt scan, t‘-proj-can, cees t_-proj-can> !

l-can>

=<nt ecan, flnnzocan"-can, cee £ emecan”
=<W, ocan, t‘-nz, csay f_-rr2>
-<15-n1,<tl, casy t_>-n2>
=cane (1Bx<t‘, ceey £->).
19. LEMA EN VARIABLES SUPERFLUAS.

Sea T en término con variables libres, entre RKyvososX o Supdn-

gase que 1<p <...<p <n A e ,X incluye todas las variables
! n y Py Pn

libres de t. Entonces escribiendo x=(x‘,...,xn) Y x'=(xv,...,xp),

1 »
se tiene para una interpretacién de ¢ en un topos E lo siguiente:
Iltllxnlltllx,-lkxpx, ‘e "‘,,_>”x

Demostracién: Por induccién en la formacién de términos.

sea x, de tipo Ay xp de tipo Ap vi=1,...,n,m
1 s
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1)yzan

*
el =tstlymt, e

=} L3S SRR (A
A X, .. XA
5 s Py »

1 )
= ko °<|pr H
Py 1
»

e v ,pr-ll,e

=H*ii,, -Il<xp‘, e ’xp_>”x

ii )-r::-xl
llrllx=l lae 11, it

Hx N ellex >ll=bx | <lix |I>
] xl ] 1 x| 1

=lix 1l o<n‘>=nllxll|‘lcn|

13
‘lxl'"n""l
1ii)c/mf(T)

HT e () e oMl

= vee >
N

=lif (1) llx,oll<xp‘, [N 'x,..’”x

-Ih:’llx,-lkxpl, e "‘,,_’“x

iv) Te<T,,

T

lel Ix-ll<1:‘ paee ,rn>llx-<llr‘ll

o e e oliT ll >

“Hl<”tl“x'°“<xpx' . ,xp.>llx, e ,Ilrnllx,-lkxp‘, e "‘,,.>“x

. > vee
=<|I'cl||x, N B ll'cnl 'x' -ll<xp‘, ,xp->llx

=<z ,... ,tn>llx,-ll<xp reeerX >t
1 L]

‘lltllx.°||<xpl, vea ,xp->l he

v)*t:'n('c:)l
Ih:’llx-ﬂ(t)‘llx-nl-llrllx

=mnl-lltllx,-||<xp‘, P ,xp->llx

58



=“(T)‘“x,°ll<xp %y >y
1 -

’ ' sil

=]l “x-°“<xpl’ X 1 :

vi)t’=zo=t donde o,T de tipo C.

’ > RS
He Hx=ll<r-1:llx=eqcoll<a,r le

=eq o<l Iu’llx,lltllx> ) )
< < “ie Collex e a
=290 lla'Hx, ol xpx B 'x,,_>“x'“tl hes °”<xvl Vel ",‘p.>”x->

=eq_-<llol s ,Ilrllx,>-ll<xp , X, >llx
1 L]

< »ea
=eq_ eI} a‘,’:>llx,-ll<xp . X, SH,
1 [
e >
mllo=1] Ix,-ll<xp . X, llx
1 -
-Iltlllx_-lkxpl, “en ,xp->llx

vii)t’mgetr, donde ¢ de tipo C y T de tipo PC
He il =lloetliye oll<o, T>H,

-ecn<||¢7||x, Izl >

"mec'<”°'“x"”<xp,’ PN ,xp->llx,lltllx_-ll<xp

seerx >l >
(] Py X

=e o <|io]
<ot

i, >ell< .. >
s o1 1, >etl x"1' X Iy

.
-ec»lka-,1:>|Ix,-ll<xP rees Xy >le
1 L}
e >
-Ila'stllx, -ll<xpl . X le

=llerll, ollex ,...,x >
Il o1k oy’ +%, >l

viii)tm{y:a} y de tipo B, T de tipo PB
Ilrllx-ll{y:a)llxn(llzx(y/u)llxocan)“

-
" (llu(y/u)llux,elku,xpl, ceerX >Ilux-can)

=(Il¢x(y/u)Ilux,n<llullux,llxp‘llux,

>
,llxp o>
-
ST G M, e ,nn°n2>) -
- [+ < e
(Hae(y /)l .« ":""‘p"'ux' ,prlllux»

< .na -
LVLALY oM oT,>)
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< A :
=|,l(llu(y/u)|!“x, o- n‘,llxp‘|lellﬁxl, "V)v‘n>”“’," )

pr-llxulkx,, .- .xn>l|ux>-sn‘,n‘-n2, . ’,"n'f"z>) :

=(Ilu(y/u)|I“x_~<n‘,prillx-dlx,llux,. . .",,I,Ixnllux>', e g

< cee ES L
llxplllx-<||x‘llux, oAb 1> nl,n‘- e o 2) R

>iecey

=(lla(y/u)llux,o<ni,llxp‘llx-<n2, ceelm

N

”xp_"x"<"z' ST SO (T Oy e T 0T, >)
PUCTSZEVITINEIS S A PRI s T us“""pl”x' ‘e ,llxp-llx>) )~
0.0~ (€5* (1Bx(|la(y/u)|lux,ocan*) ~)e (13""<x," e ,xp.>||x) )

=(e 01, %( (llu(y/u)Hux,ncan') *-||<x", e 'x°.>"") ~

=“(enolnxll{y:u)ﬂx,=ll<xp‘, . "‘,_’"x) -

-o_mll(y.u)ﬂx,-lkxp’, Ve ,xp->llx

- < e
R

20. LEMA DE SUSTITUCION,

Sea T un término con variables libres entre Zyseess2, Y Sed
AT términos tal que o, es libre para 2, en T para cada
i=1,...,m. Entonces para toda interpretacién de ¢ en un topos E, se
tiene Ilr(z/o-)l|x=||rllzoll<rr‘,...,a'_>||x (donde =x incluye todas las
variables libres de LATER] ,u’_) .

Demostracién: Por induccibn sobre la formacién de t.

Sea x, de tipo A Vi=l,...,n y sea 2, 0, de tipo Bl vi=1,...,m.

i)tax
lltllz-|l<c‘ P ,o’_>llx=ll"llz-ll<o-‘, e ,u_>l|x
=l ecllo N, . .0 o >

nlalx““.«llcr‘llx, e o 1>
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=hixtl,
C=x(z/o
=it (z/o) N,
ii)t!z‘
Villyellco ,oov o 2l =lz 11 o<lia Hly, 000 Mo H>
-nlodld‘llx, PR ,IIu‘_Hx> ’
-lla'IHx
=iz, (z/o) 1),
=Ht(z/a')l|x
iiiyc’oaf(t)
”‘L"”z-”«?l, e ,a_>ll‘=ll£(t)llz-ll<o". [N ,:r_>l(x -
=n£‘-lltllzull<al, en '“.’”x
=m£‘-llt(z/tr)ﬂx
=iie (T) (z/a)(lx
=iz (z/a)ll,

.(V)‘tl<1:‘, s T

el elico, . o0yl =T, oo T olletico s vra oDl i

=“<Ht‘|lz, . ,ll‘:_l|=>-tl<¢rl, ces ,cr_>llx

=dit il ke, ... 0>l Ht_l|z-ll<o‘ reeeso >

=m<llti 2/ gy enes Ilt,:(z]a)llx>
-H<t‘(z/c),...,t_(z/v)>”x
-ll<t‘ raee ,1:_>(=:/o:r)llx
-lh:(z/a-)llx

V)t’l(‘t)‘
el otl<o,, .00 ,o‘_>llx=ll(t)lllze!l<a‘, een "’.’”x
=l5u‘°lltllz-ll<¢rl ene ,<:-_>Hx

=n, olit(z/0) “x
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=llT), (z/a)lly
=lzcr(z/o)ll, ;
vi)T’’sg’=t’, donde c’, T’ son de tipo C:

[]5 24 ’Ilz°II<a-‘, e ,a_>llx=lla'=t'llz-ll{wl, .

. ,a_>ll
=, eqellco? 7>l sllco, .- o a3l ;
=eq o<lo’ll etl<o , ... ,u_>l|x,llr'llz-||<cl, cesio B>
= edco<lo’ (z/a')llx,llr' (z/a)l|x>
=eq,ell<a’ ,t'>(z/¢r)llx
=][(e’=T’) (z/cr)llx
=it/ (z/a)llx

vii)t’’ag’er’, o' de tipo C
1544 'llzoll<a, P ,u_>llx=llv'ev:’llz-ll<a‘ seee ,¢7_>|lx
=mcccll<o' ,r'>Ilz=Il<al, e .c_>llx
=e o<llarll ell<o,, oo yo SH Tl eli<o,, oon o 5>
"mec'<”‘" (z/a)llx,llr' (z/a)llx>
=cc=ll<cr' ,t’>(z/a‘)llx
=ll{c’eT’) (z/a)llx
=|lt’’ (z/a')llx

viii)rs{y:a} donde y es de tipo B, T de tipo PB

1) y no esta entre z,...,2,. Entonces:

Ht(z/o‘)llx=ll(y:a) (z/r.v‘)llx

=l{y:a{z/c) )llx

-“(llu(z/tr) (y/u)ll yecan)~

=(Ha(y/u) (z/o)li  ecan)”

=t (e (y/u) llzolku,ax P ,a_>llux-can) ~

= (Ila(y/u)Hz-<n‘,lla'lllux, aee ,Ha’_llux>o<n,,n‘-nz, coa T e >) N
&) y estia entre 2,...,2,. En este caso podemos escribir
2=yz',0=pc’. Entonces u de tipo B’, X, de tipo A:'

En ambos casos se tiene una arbitraria z, usando la hip6tesis de
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induccién (#1) y adoptando la notacién de (18):' :
—ig(lla(y/u)Ilz-<n,,lla‘llqul<xl, ces ,xn>llux,k'. .‘. . .
lla‘_llx-||<xl, e ,x">l|ux>-can) ~ ‘
=(la (y/u)llzo<nl,||o-I|Ix-<IIx‘Ilux, eee ,llxnllux>, e
No o<l M oes oo e Wix fl >>ecan)
-(Ila(y/u)llz-<n‘,lla"|lx-<nz, RV R IREEY
Ho lige<m,, o e m  >>ocan)”
-“(Ilm(y/u)nz-cant- (1o, ... '°.>"x) )~
=(lx(y/u) ot (0 omy oue mem > (2 xdl<o, o0 e ,:r_>||x) )~
=(e,e (1 xlla(y/u)ll ocant) ~o (1 xlo , o0 e 0 5100 )
=(ege (A I{y2a}ily) o (L xll<o, .0 ,o-_>||x) )
= (e o (L xI{yza}l ell<o,, .. 0,51 ))
=520l {¥3a b elico oo o Sl

-Iltllz-lka“ yons ,c_>|lx.

21. LEMA DE INDEPENDENCIA.
81 u es libre para x y no libre en un término T, entonces para
toda interpretacién ¥, ||t(x/u)||uy=||t||‘y
Denmostracién:
Sea y-(y‘,...,yn), Y, de tipo Al vi, u y x de tipo B.
113 (x/u)ll“’-ml |'C||_°"<\J>||“y=| Iel l,-I|u| I“y-l |tl|‘°ﬂ’=w| fel l_-llxll‘y-l h:ll“y -
Ahora se introducir& la nocién de validez de una f6rmula en un

topos. Dada una interpretacién I de ¥ en un topos E, para todo

conjunto finito l'-{txl, IRRYLS de férmulas se escribe

{llalllx'xA...Alla_lll,‘ si m>0
lIl"IIx , para {(orden irrelevante)
.
{T si m=0

Dada una férmula 8, sea x-(xl,...,x“) todas las varijiables libres

en Iu{g};
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22. SE ESCRIBE ThB 6 I'kB PARA llrllhstBIl‘,x.

si l‘)-lﬂ, se dice que el secuente I':g es verdad bajo la interpre-
tacién I (o en el topos €£).

Se tienen los siguientes hechos b&sicos concernientes al

concepto de validez.

23.1 ha si y 86lo si Hall =T
Demostracién:
«) I|a||x-’1‘ - '.l‘-llzllx-llallx - Ilallxsllallx » 2ka s}«
+] ko 4 opa o+ Talloll sl pero llli sT por ser T m&ximo » llali =Ty

De 23.1 se sigue que, 8i I es una interpretaciémn en un topos
degenerado (todo objeto es isomorfo al objeto términal "i%),
entonces |-1a va, férmula «.

Si u es tal que cod(u)=fl, ker{u) denota el ndcleo de u.

23.2. Tha aii lall eker (lirll) =T
Demostracién:

I‘}-la sii IIl"IIx xsllalll'x sii Ilull‘-ker(llrllx)-'r -

I.19.11
23.3. l‘ho-c sii Ilallx-ker(lll‘llx)=lltllx-ker(Ill"llx)
Demostracidn:
Tho=t sii Ill"llx=|kl‘-‘l.‘l|x
sii ||o‘-1:llx-||1‘||‘-'l‘ (por 23.2)
sii eqn-l|<v,r>llx-ker(In‘l|x)-'I‘ (I18) (o,t de tipo B)
sii eqnn<llallx,Ilrllx>-kar(lll"llx)-'1‘
sii qu-<llallx-ker(Ill'llx,Iltllx-ker(llt'llxp-‘r
sii Mol exer (HML) =Tl eker (lif,) (0.19.ili)y
Se necesita establecer los hechos concernientes al comportamien-

to de variables superfluas bajo una interpretacién.
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Supongase para 24 que X no esyl‘ibre en l‘<o

= ° -1
24.1. llr‘ll"y~lll'llym2 can : v :
Hel lxy=llr‘llyonzo<n’,<n2, v ,nm>>-l ll‘lly-<n2, cesem s
Demostracién: . 5

PN, =HTlloliey, , ooy 2Ly (19)

=Hr| Iy-<rr2, e > m

<20 1P sl i ica sHa
24.2. 1l IIy ! ”Y mpl IIl"IIw 1 !I‘y
Demostracién:
s,
pongase lll‘llysllally . .
entonces Ill‘llly-d‘rz, vea ,nnﬂ>5IIallyo<n2, EERYS A

entonces (por 24.1) Hl‘llnysllmllny -

24.3. ker(lilfl)«cane (1xker(lill)), donde « denota equivalencia de
monoldes.
Demostracion:
Considerando los diagramas conmutativos.
Sea y=(y,s-+,¥,), ¥, de tipo A y nzocan"=<nz, ceam >
A———1
ker(lll‘lly) l l'l‘

Byxe XA —0

llrllywx (ker(lll‘“y))
Ax Ay A,
1 xker (1Irl Iy) L I Lker(lll"l Iy)
Xx (A‘x. .xl\n)—m‘x. .xA"
canl II ll
XxIAx . <An——)}\lx .. xAn

-1
,"2 can
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: n! L *
S L ke A 1
cane (1 xker (Il 1eker (1irl] =fT
L ins (1,  ( P, oker ( y",» ’ IT
e XA x4 WxA A x. %A ] J Tt
1 n 4t n E
ker(lll‘llxy) | m ocan iy

I, II son productos fibrados

% (cane (Lpker (TN ) —|

+» el rectangulo es un producto fibrado.
Por 2.8 se tiene

2 (cane (lxker(llr“y) ) )=7t(ker(lll‘lly) Yo<my, .. M >

APty et o

!l l-y

2.3 Rer(lirl lny) «cane (1xker (11l 'y) ‘m

Ahora se escribirs

Thx para 'k« para toda interpretacién I de ¢;

r, Fyrene ,l‘nl-lan para Ik ,...,I pa implica A}-la;

NN

r, [-a‘, cee T, |-an para T, l'x“:’ ERR) W hu“ para toda interpretacién I.

AbB Af8

Para toda teoria local de conjuntos ¥ en ¢, una interpratacién I
de £ (en un topos E) es llamada un modelo de ¥ (en E) si todo axioma
de ¥ es v&lido bajo I, se escribe I'lx. Si I'hx para todo modelo I de

#. Note que si E es deg rado, ent por 23.1 toda interpreta-

cién en E es un modelo de la teoria inconsistente.
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25. TEOREMA DE VALIDEZ.
(1)T'-« implica Tk

(1i) r:e,...,lza implica r'}-a,...,i‘}-a
A:B S AR8

(11i)T-« implica Tja.

Para probar (i) y (if) del teorema de validez, basta con
establecer la validez bajo una interpretacién I de los axiomas y
reglas de inferencia de una teoria local de conjuntos pura. Esto es
lo que se hard primero. Para probar (iif) se observa que si T-«a,

entonces

para algunos axiomas l"‘::x‘,...,l‘":an de ¥ y se aplica (1i) del
teorema.

Ahora se verificarid la validez de los axiomas y reglas de 1la
teoria de conjuntos local pura.

Sea x=(x‘,...,xn), X, de tipo Al
25.1 (i)TAUTOLOGIA ala
Prueba: ahp o« sii llal|l.xsllulll'x.
(ii) UNIDAD }-x’=' + %, de tipo 1

Prueba: px =% sii lhx, 1 oker (llell ) =l1#1 oker (llol 'x)

(23,3}
|
sl thllelistlmt, L, =il
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m

P N, QLR g
n .

. 'x,*"de_,EiP?A,

ker(llallx) S *T
+ 4
Axe. .xln——-——————-)ﬂ

25.2 IGUALDAD.
(1) ppx=x

Prueba: fox=x sii . .

lellx-lA‘x_'xAn-llxllxell‘x_ (x, de tipo A o A)

- XA
n

otra forma

xax sii T sflali_slix=xl
1 A‘x_.xAn x

sii TA‘X_ . “"squ«I 1xl lx' Vix! lx>=qu-<1A, 1A>-='1‘“’x“m\n

{(i11) x=y, a(z/x) l-lu(z/y), %,y libres para z en a
Prueba:

Supongase X, y distintas a la z, y que ni x, nl y son libres en
o, Los casos considerados son probados similarmente o triviales.

Sea z,V ., ...,V variables de «, v-(vi, V)

Por demostrar llxny,u(z/x)llxslla(z/y)Hx

sii llx=y|le||cx(z/x)llxsllu(z/y)llx
Supongase usnx=y|l’yv:\lla(z/x)llxyv

entonces usllx=yl|,yv Yy usllot(z/x)ﬂnW

0.17

useq=<|lxllxyv,llyll > (1) ¥ usllullwelkx,vl,..,vn>|l {2) (lema sust.},

gV
lell,‘yv-ker(u)=l|y||‘yv-ker(u) (3) (por (1) y (0.16)),
ademés, por (2) y (0.14) 3h en E tal que:

ker(llullzv) -h=|l<x,v‘ P ,vn>|l"v-ker (u)
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He i

noxyV

=-<I|x|l eker(u)
e <l’lylkl‘yv-ker ,(‘,” .
=|I§y,‘};;. s

Usando otra vez (0.14) i
usllrxll -Il<y, ‘,...,v >H S
uSIla(z/y)Iluv (por lema de sustitucién)

Como u arbitraria BT N

le-yllxyv/\lla(z/x‘)ll sllu(zly)ll,yv n
25.3 PRODUCTOS.
(1) ]-l(<xx, seerX >) =
Prueba:
}'r(<x|' T ,xn>)|nx| sii “(<xx’ ot ’xn>)s“x°1A‘x..xAn_I'x|llx°1A‘x..xA"

sii "l.lA X,.tlnuﬂl.l

A X, X,
1 1 ‘n

(i1) }-lx=<(x)‘,...,(x)n> donde x=(x‘,...,xn), %, de tipo A
Prueba: o o

)-’x=<(x)‘, vers (x)">

Siltza.al ”x“x"lAIx..xA“':”qx)l’ M (x)n>”x'1AlX.~xA"
sii 1xa1A‘x”nn=<ll(x) llx,...,ll(x) il >-1A -~y
sii Ly seoxa BT yreee 0L xexa

) ) 1 'n
sii 1 =1

A XA A X, xa B
1 n

25.4 COMPRENSION.

}lxe(x:a)uu para su demostracién se requiere

LEMA: Sea can’ tAx (AxA x. . *A ) ———AxAxA x. XA isomorfismo,
can’=-<111 PTOTI Mo e o T w'n2>
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MESH Ty e e M >0CAN! AR (A”An’ff . x}\n)—-——)AxA‘x co¥A
5=<n2,n3, aee '"mx>“"‘Ax"' . .xAn—f-ﬂA!x. .V.be"

Can=<w 7 oM, .. ST o>t Ax (A,x; . .x}\';)—f—-)AxA,x. . .xA" isomorfismo

<:an"=<n1 P 5> E AR
Entonces Vg:A=A x...xA —————f1;se tiene:(gen) ‘i(geéan) ~o€.
Demostracién: o

Dada cualguier h:A‘x. « oA ——X ‘se ;tieneﬁ
(1) (1‘xh)-can"=11-1Ax(h-e)
(l‘xh) scan teg=
ERLLLARTLS AL SRR

RESOUNT RRNL SRSl MY A APRETE AV Ay

o>

=<, ,hon2>-<n‘ ALATREVE SN S o A L PR LA

=<, 'h°"2>'<"|' STy e )T 0T ,>>

=<l ST, oM, ooy T oS>
=<m ,he<m,,.. '"nq>'"z>"<"x’h'5'"z>
nllx(h-E)
Asi tomando h=(go.can)“, se tiene:
(1Ax(g-can)‘)-can"-nnl‘x (gecan)*-£. De aqui
e,°(1,x(gscan) ~s£)=e,+ (1 x (gecan) ) ecan'on
=gecanscan”’on
=gen
«(gen) “=(gecan) “efy
Prueba (25.4):
Sea x de tipo A (A) ¥y v, de tipo A‘ entonces
llxe{x:a}ll‘vnme“-lkx,{x:a)>ll‘v
=e, o<tixll _ Iz}l >
-“e‘o<llxllw, (lla(x/u)ll“v-can' Yo
=e,o<m,, (Ilall_v-lku,v‘, .. ,vn>llw‘./-can')*> (lema sust.)
=e o<m, (Ilall‘v-<llullmv,ilvlllwv, .. ,anlluv>-can')“>

ryn
=e,o<nt , (Ilall‘v«nx,v.:, <o M >ecan’) >
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'=e n<r1 » (llall v > :
=e -<nl,(llmll -can)“e£> (lema sust )
=ee (1, (Ilall -can) )-<rr ,£>

Hladi
e

A=|lu|lw-<n‘,nl-nz, Soem n2>-<nx{<nz, .

Cel_ >
=l|a|le°<n1 peeT
=ladl

blxe{*:a)m (por 23.3) g

25.5. DEBILITAMIENTO Tha

B,l‘|-la

Prueba: Si TI'ha entonces (por definicién) |Il‘l|xs||allx entonces (por
24.2) l|l‘||xysllo(|lxY donde y=(Y,,...,Y¥,) son las variables libres de 8.
Por tanto llBHx}'l\lIl"llxysllurllxy entonces IlB,l‘llxysllallxy entonces (por

definicién) 8,Tka g

25.6. CORTE l“ha a,rhs Las variables en a son libres
enl o B.

T8
Prueba: Supongase l|l‘|lxs||m||x Yy IIallxyldlrlleSIIBlIxy donde AT A
variables libres de B. Por (24.2) IIl‘llxy=ll<xleY
Byl Ixy" Il 'xy"' la} Ixysl 181 Ixy
.-.lll"llxyslltzllxy

- ThAm

25.7. SUSTITUCION I‘l-Ia T libre para x en I’ y

— e T libre para x en «.
T(x/t) hd(x/t)
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Prueba: I'ke sii Ill‘ll)‘yslhazllxy

Supbngase x es libre en I' o a, de otra forma el resultado es
trivial. Supéngase entonces lll‘ll‘ysllalliy.
Entonces Ill‘llxynll<t,y‘,'...,y“>lIzysllall)‘yalk't:,y‘,..7.,yn>llzy " donde
zw(zl,...,zn) variables libres de T. K
Entonces Ill‘(x/'c)IIZYSIIm(x/'I:)IIzy (por lema de sust.{(20))
sii I'(x/T) }-la(x/t). ;

25.8, EXTENSIONALIDAD T} xeoemxet x no-libre en T,0-0 T:
Tho=t
Prueba: Supbngase r hxeu’nxet sii r }-‘xeu=xst aii . 4,

{Ixeo) I‘z-ker (Hl"lllz) =errlluzoker(llrl Ixz) eait)s

Si x de tipo A entonces por (24.3) existe i-isomorfismo que hace

que el diagrama siguiente conmute.

ker(“rllz) XA, X ..xAn,HI'“z:A‘x. oA ———0

11

A‘x .o xAn——iﬂ

ker(lll"ll*z)  Ax Xt AxB X u o XA, 12 AxX———RX, 1Axker(lll'||=) 2 AxXmmm—d

AxA x..xA y can forman el diagrama conmutativo:

AxX————AxX

AxA %o o XA &———Ax (A x. %A )
1 n 1 n
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lixeoll, eker (Tl ) =e,oll<x, 03]l ;okex (IrI| ;)
=er<|lxII‘z,Ilcl|’2>uker(lll‘ll‘z)
= 020055, ,Hallzenzocan"»cane (1, xker (Hr1, ) ) sd
e, (1,x1lil ) (1, xkex (HI,)) o1
=g o (1Axlla'llz=ker(|ll‘llz) )ed
Andlogo para llxetlleker(iIlll) en (1) se tiene:
2, (L,xlloll_cxer (IIFl;) ) sdme,o (1 5el] oker (LIl ) ) od
ee (1Axlla||zuker(l|rllz) )=e,. (1Axlltl Izeker(lll‘l Iz) )
lloll_oker (Hirl1,,) =licll oker (1T )

Tho=tipor 23.20g
25.9. EQUIVALENCIA «,Tk8 8,Tha

r|.,a--B
Prueba:

Supbngase a,l‘|-lﬂ y B,l‘ha
IltxlleIII‘I IKSHBIIxylIBIIxAlll"llxsllullxpara x=(x ,000,% ), % de tipo A,
= Hall ANCTL BN AT,y HBILANTH sliad | alITH,

& Hall AUETL =118 AlICH )
entonces llullx-ker(Ill‘llx)ﬂ(I!ullx-kez(lll‘llx)AT‘,x”xAn
=(|Iallx°ker(lll‘l Ix) )A(Hl‘llxnker(lll‘llx) )
= .18 (Hal AT ) eker (lITH )
(11811, AlIrEL ) ekex (1L )
(gl okex (UML) Ya (HEH L oker (ML)

=
{1}

=(0.la)
=(IIBleaker (Tt ) yaT

=] lﬁllxoker(lﬂ‘llx)
- T |-‘ aesfipor 23.31g

Esto completa la prueba del teorema de validez.
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26. COROLARIO.

TODA TEORIA LOCAL DE CONJUNTOS PURA ES CONSISTENTE.
Demostracién:

Sea ¢ lenguaje local y L la correspondiente teoria local de
conjuntos pura (es decir, L esta generada por el conjunto vacio de
axiomas, es decir, :a € L sii h,a ).

Sea I una interpretacién de £ en el topo FINSET de conjuntos
finitos. Se tiene que les 1={0}, Q es 2={0,1}, y para todo tipo
basico A de ¥, A, es un conjunto finito arEitraric no vacio. I es
entonces extendida a tipos arbitrarios- en forma recursiva: (P}\)l es
P(Al) b4 (A’x..xkn), es (Al)lx..x()\n)l. Finalmente, I es extendida a
simbolos funcionales como sigue: para todo simbolo funcicnal f de
signatura A————B, f, para todo morfismo de A, aB.

Ahora si L os inconsistente (se da el caso }-Lfalso, falso es
probable de L) se tiene |falso y (x, por el Teorema de Validez, l'l“
para toda férmula «. Sean u,v variables de tipo P1, entonces

pu=v sii That Iwnker(llml t) =|1vl Iwnker(lhbl 1)

23.2)
ker (llall =1, .
sii tull =llvl|
uv u
sii ne=n o, donde n, ¢ P1xPl——P1 i=1,2 en FINSET!.

P1=2={0,1}, n‘sllullw

X—————31={0}

Lo 1s

PlxPl———(=2
n
1
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Observacién, (Restriccién de variables libres en la regla de
corte).

Esta restriccidén no puede ser suprimida si el Teorema de Validez
estd establecido, porque da 1la posibilidad de interpretacicnes
vacias de tipos. Por ejemplo, supéngase gue I es una interpretacién
en Set de un lenguaje local £, tal que A‘=z para algun tipo A. Si x
es variable de tipe A, se tiene que para toda férmula o,
llallxy=(0-—-)2) donde y=(¥,,..,y ), ¥, de tipo A, y O=o

4]

DA X o o %P =2 FS HaH!y==(0—-—-b2) Yo férmula,
el
3 4

En particular, si asx=x, (O—-——a2)=l|x=x|lq=|lull!y, es decir,
x=x)-lu pero |-lx=x,
si la regla de corte sin alguna restriccién en variables libres fue
valido., se sigue que ha para toda fé6rmula «. Entonces por el
argumento en (26) se tiene gque "1""2:2"2""""’2 en Set !. (En afecto,

esta situacién no puede originarse si Ao,

K- {0 }

Lo

AxR X kA“-—-—-—Dz
Hall,,

o mas generalmente, cada vez que I es una interpretacién en un topo
E para el cual Al tiene un E~elemento. Esto es la base de la prueba
para el problema propuesto por Fourman (1977).).

N6tese que, se puede dejar la restriccidn en variables libres en

la regla de corte sin perder de vista la prueba. Para este fin, se
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Observacién. (Restriccién de variables libres en la regla de
corte) .

Esta restriccién no puede ser suprimida si el Teorema de Validez
est& establecido, porque da 1la posibilidad de interpretaciones
vacias de tipos. Por ejemplo, supbngase que I es una interpretacién
en Set de un lenguaje local £, tal que A,=2 para algun tipo A. si x
es variable de tipo A, se tiene que para teoda férmula «,

Ilall‘yn(()-——)z) donde y=(y,,.-,¥.), ¥, de tipo A y Owo

[}

2=0xA, X XA ———1=2 & llal I,Yﬂ(o———nZ) Yo térmula.
Ilallﬂ

En particular, si a=x=x, (0—-—-)2)=le=xII‘YSIIaII'Y, es decir,
x=xka pero |fx=x,

si la regla de corte sin alguna restriccidén en variables libres fue

vilido., se sigue que I',“ para toda férmula o«. Entonces por el

argumento en (26) se tiene gue nl=n2:2x2—-—v2 en Set {. (En efecto,

esta sitvacién no puede originarse si Ao,

X———{0}

Lo

AxA‘x .e xAﬂ———)Z
Mall,

o mis generalmente, cada vez que I es una interpretacién en un topo
£ para el cual Ax tiene un E-elemento. Esto es la base de la prueba
para el problema propuesto por Fourman (1977).).

Nétese que, se puede dejar 1la restriccién en variables libres en

la regla de corte sin perder de vista la prueba. Para este fin, se
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escribe, para todo secuente I':a, y toda interpretacién I,

r }'lx“ para Ilrllxsllallx,

La prueba de (25.6) demuestra que la inferencia

a,l"}-mﬂ X r‘}-‘xu
Th8
es valida., Asi, si se define una nueva relacién probable. I‘]-xu por
Chx sii I« para todas las interpretaciones I, by satisface la

regla de corte ’no restringida‘’.

a,ThB8 Thea
rhLB8

ésta es, en efecto, la proposicién establecida por LAMBEK Y SCOTT

(1986) .

TEOREMA DE COMPLETEZ.
Ahora se establecerd el inverso para el teorema de validez -el
teorema de completez. Dada una teoria local de conjuntos ¥ en un

lenguaje local £ en C(¥)- de £ en C(¥) por:

"c(y)"’x para cada simbolo de tipo A
fc(.'l) =UA——sUn para cada simbolo funcional f de signatura A——B.
Ke—t (x)

Para cada término z, se escribe llzll, para "t”t:(.‘!),x' Entonces se

tiene:
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27. PROPOSICION.
fell = (x+—t)
Prueba: Por induccién en la formacién de T.

Sea x—(xl,..,x")donde x, de tipo A,

1) Tmx
Il'r:ll=tl|*'ll=!uA x..x0, por otro lado * es de tipo 1
1 n
(x ‘)=!UA X..XUA
1 n

ii) THX,

el =lix 1l =m,
=-(<x‘ e ,xn>v——-bxl)
=(xr——»xl)
= (X +——T)

iii) t’-tb('c)

Ilt'llx-llt (t)“x'fc(y) °”'l:”x
=Ty * (x—7)
-(x'——’fc(y) (T))
=(X—T’)

iv) TOT 4o v e T, >

el =ll<z,, .., 7 >0,

=:<Iltl||x, .. ,ll‘cnllx>

m—<(x»——»r’) PRy (x»——-—»tn)>
=(xn——y<‘c,, .o ,1:“>)
=(X——T)

v) 1:'-(1:)‘

ll'c'llx-ll(‘c)lllx=1r‘-Ih:IIx
m=n|a(x»——n:)

=(x-——-ml {t))
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=(x—(7),)
=({Xt+——T"’)
vi) T'mo=T ¢,t de tipo €
Ih:'llx=lla=rllx=eqcv<llullx,Ilrllx>
m=eqc=<(xr—->o) s (X—aT) >
=eqco(x»——)<a‘,t>)
=(xr——)eqc-<0',r>)
= (X +—T=T)
vii) v’moer, o de tipo C
Ilt'llx=l Iu-e'trllx=el:oll<u-,*1:>Hx
=cc°<lla'llx,|l'cllx>
wmecn<(x»—-—’c-) , (X—T) >
=e.° (x+—i<o,T>)
=(x»—->ece<v,r>)
= (X —ICET)
(viiil) Ta{x:a}, z=(2,,. .z") Yy y=(yl, . ,yn)
ll(x:a}llz=(lla(x/u)lluz-can) ~
={<u,2,.., zn>>—-»a(x/u) )e (<x,y>»——'r<x',y,7, .. ,y;>)ri—
=[<x,y>—a(z,/y,) .. (2, /Y) 1"
=(yr={x:a(2,/y,) .- (2 /¥ )})

=(zr—{X:a}) n

28. COROLARIO. rpc(y)a sii Tl
Prueba:

Sea x=(x1,..,xn) , donde X, de tipo A
Caso particular.

a sii leall sllal)

ke (#) C(#) %

sii Tsllxll

c(¥)x

C(.")XST' T maxima
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ESTA TESIS K@ DEBE
SAUR BE 1A BIBLIOTECA
sii llall =T
sii(z_” {x—ax) = (x—sverdad)
sii,, hoe=verdad

sii ia=verdad, a=verdad,verdad:ax (i)

verdad verdad:a (b)

tax (b)
8ii fya
m :

Nallyeker (Hall, ) =T,, (x—a)<ker (llall,)=T,, (x%’r) ;);er(llall,")ﬂx

X——1

|k

Alx. .x)\n———m
el

caso gqneral

]"l»sa Bii(:.z.n "rb"‘
sii(z.n "/‘r’“
sii
sii

(eano particutars F cyy e

(teo. val ldez} "”‘cw)"‘
sii I‘}-c(y,)cx.
Asi, (28) dice que C(¥) puede ser considerado como un modelo

cénenice de ¢,

29. TEOREMA DE COMPLETUD.
(i) Tpa implica I'fx

(14) l"ll-ai,..,rnlun implica Titay, e, e

aks _AzB
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(111) Theo! implica Thea.

e p'a,'r'{-:ic'\;l.ar' ”'c(L)“ asi que T hx por (28)%

} conjunto de secuentes.’

B

Yy L IR o N

supdngase I‘I [-a‘, .o ,I‘n‘-an %))

ats

Entonces por (2 y (28) se tiene rlpc(s)a‘,..,r‘n}-c(s)anu)

por ) y (» se tiene Al‘c(s)s' de esto y (28) se obtiene AI-SB.

(1) implica l‘,:a‘, .e ,l‘“:czn

A:B

(ii1) Por (28), C(S) es un modelo de S, y usando otra vez (28), I‘}-Sa

implica l‘bc(s)a implica Tlgum

TEOREMA DE EQUIVALENCIA,
Se demostrard gue todo topo es equivalente a un topo ‘linguis-
tico’. Para hacer esto se tomard un topo E y sSe construird una

teoria Th(E) la cual determinard € bajo la equivalencia.
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Sea E un topo con objeto terminal especifico 1 clasificador de
subobjetos QE’ productos y objeto potencia. Se 'define ‘el Lenguaje
Local £(E) determinado por E (también llamado el Lenguaje ‘Interno’
de E) como sigue.

Para cada E-objetc A, £(E) tiene un correspondiente simbolo
basico A.

Para especificar los simbolos funcionales de £(E), se asocia con
cada simbolo de tipo A el E-objeto AE recursivamente como sigue:

AE=A para todo simbolo basico A
(AxB) =ApxBp
(PA) ;=P (Ap)

Ahora los simbolos funcionales de £(E) son ternas (f,A,B) donde
A, B son simbolos de tipo de £(E) y f:AE-—anE en E. La signatura de
(f,A,B) es A——B.

A menudo se escribe f para (f,A,B) cuando no hay confusién. En
este caso f serd llamado el simbole funcional asociado al morfismo
£.

La interpretaci6n natural -denotada por E- de £(E) en E esta
determinada por las asignaciones.

A=A para todo simbolo basico A.

E
rE=f para todo simbolo funcicnal f.

La teoria local de conjuntos Th(E) -la tecria local de conjuntos

asoclada de E~ esta definida para ser la Teoria en £(E) cuyos

axiomas son todos los secuentes I:a tal que FyEa bajo la interpreta-

cién natural de £(E) en E.

30. PROPOSICION

GFTh(E)a 5ii Ihga por el teorema de validez.
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Prueba:
sea T un término de #(E) de tipo B con variables 1libres entre

X ye.,X% de tipos A, e A respectivamente. Entonces litll (el cual

E,x
se abrevia lItHx) es un E-morfismo; se escribirad Ax.T para el simbolo :
funcional (IIrllx,Axx..xA",B) en ¢(E). Notese entonces gue Ax.T- tiene
signatura A x..xA —B, y que (Ax.t)E=Her.

como consecuencia, se tiene el siguiente resultade, el cual

asegura que, en Th(E), todo término de {(E) esta "representado" por

un simbolo funciocnal.

31. PROPOSICION.
}Th(E)t=Ax.t(<xl,..,xn>).

Prueba:

llrllx=llr|lxoll<xl,..,xn>llx

an1=“Ax‘t(<x|""Xn>)”x

(23,35 }Et=hx.r(<x‘,..,x“>)

a0 }Th(E)ran.r«xl, X >)m

La proposicién (31) demuestra que los simbolos funcionales en

Th(E) son extendidos.

32, PROPOSICION
bpn () T(X)=9(x) sii f=g.

Prueba:

brn () FOO=000) sii . kgt (0)=g(x)
1L o,y IE 0O =g 0x) 11 =T
sii ., eqe<f,g>=T
siiquan f=g n

Se caracterizan los monomorfismos en E.
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33. PROPOSICION
£ es mono sii £(X)=L(Y) by g)X=Y-
Prueba: ‘
.=»] Supbnemos f mono
tenemos r(x)=f(y)}Th(E)f(x)=f(Y) (ta)
tpor 31} t(x)=r(y)}Th(E)r(xxy.x(<x,y>))sr(hxy.y(<x,y>))
(por 230} t(x)=f(y)}Et(hxy.x(<x,y>))=f(kxy.y(<x,y>))
tpor 23.9) Ht(A.xy.x(<x,y>))Hx;ker(nf(x)=f(y)uw)=
=Ht(Axy.y(<x,y>))H“aker(uf(x)=f(y)uﬁﬂ
£oHA.xy.x(<x,y>)nwokar(nr(x)=r(y)Hw)=
=£=Hkxy.y(<x,y>))H“oker(Hf(x)=f(y)Hxﬂ
fonHw°N<x,y>Hx;ker(Ht(x)=f(y)H“)=
=£°HyH"nH<x,y>H”nker(Hf(x)=r(y)Hﬂ)
(por mer  mono) |lxl|“oker(llf(x)=f(y)ll!y)=|lyl|‘y-ker(llf(x) =r(y)|l_y)
(por 23.3) L£(X)=f(Yy) ]-Exny
tpor 300 (XY=L (Y) by gy *=Y
«] Supbnemos f(x}=f(y)|x=y (+ y f.g=foh entonces
tpor 32) ‘.Th(z)f(g(x))=f(h(x))
tpor 30) }Et(g(x))nt(h(x)) )
tdo () vy 300 £(R)=L(Y) ppx=y
(por (%)) bEg(x)-h(x)
tpor 303 }-Th(E)g(X)"h(x)
tpor 32) g=h
» £ es mono. g
El objetivo ahora es demostrar que Th(E) satisface la elimina-
cién de descripciones de todas las fé6rmulas. Para ello los siguien-

tes lemas.
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34. LEMA. Son equivalentes:

(1) rTh(E)a(y,/r,.--,yn/t")

(id) llctlly~£=||<1:‘,..,1:“>llx para todo morfismo f, donde y=(Y ,..,¥,),

Yioe0,y, sON variables libres de a y T, es libre para y, ena para

cada i.

Prueba:

fTh(E)a(y,lt,,--,yn/t,,) sii o bga(y, /T 0y /7))
sii Na(y, /T /..,y /T,) II=TAXX..““

para cada %, de tipo A‘

< .o >
S, llatl o<t o, T 2l

¥

5i1(°,,,.” 3f tal que

ker(llully) =f=||<t‘ e ,tn>llx-

35. LEMA. Si m mono en E, entonces }-Th(E)x(m) (X) =3y . X=11{Y) «
Prueba:
De }‘Th(E)B(m(z)=m(y)) y (34) 3f morfismo tal que
ker(IISy.x=m(y)|l")~£=llm(z)ll'
=m (por ser la interpretacidn)
mker (x(m))
=ker (llx (m) (x)lll)
entonces
i (m) (x)llfllay.xm(y)lll
x(m) (X) pp3y.x=m(y)
x (m) (x) }-Th(E)By.x=m(y) (por 30}
por otro lado
de x(m)em=T y (23.1) se tiene
bgX (m) (m(y)) sii ) bop ()X (@) (M(Y))
y de x=m(y) l"l‘h(E)x(m) (x), se tiene
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3y x=m(y) bqy, ()% (M) (X)

y por equivalencia tenemos el resultado deseado. g

36. TEOREMA (Eliminacién de descripciédn en Th(E)}).
si }Th(E)Elyu, entonces 3! E-morfismo £ tal que
}'Th(E)“(YIf“x:""xn)” donde X oee X ,Y soOR variables libres de a.
Prueba:
Supéngase }-Th(E)Blya.
- }-Th(E)az.(y:a}ra(z)
an® }-Th(E)az[{y:a)uaz. {z}(z) ]
o Il(z}llz es mono [{z}{(x)={z}(y) l’Th(E)XEY]

@s) 1y S€ puede escribir m para i1{z}ll_ entonces m es Az.{z},

hrh(r:)"‘"" ({y:a})

an® 3h morfismo tal gque ker(m)-hnll(y:a)llx:.ker(m)ﬂm
- 3f morfismo tal que m°f=H(y:a)Hx
pero mef=ll{f(<x ,..,% >} )llx y asi Il{y:a}llx=ll(t(<x‘, .. ,xn>i )Hx
[-E{y:a}={f(<x‘ e >)}

P }'Th(E) (y:a)=(f(<x‘, .o ,xn>))
}-Th(z)ywr(qcl, ce X >) e

I-Th(E)a(y/t(<x’ reesX ) )
si g satisface "Th(E)“(Y/g(<x:'"'xn>))' entonces
"Th(E)q“xx' .. ,xn>)=r(<x‘, .e ,xn>)

wf=Gy

37. TEOREMA DE EQUIVALENCIA.
Para todo topo E, EsC(Th(E)).

Prueba:
Se define F:E—C(Th(E)) como F(A)=UA para E-objeto A, y si
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f:A~——B es un morfismo de E, FF(f)n(x»—'—‘)t(x)):U“———)UB.
F es un funtor porgue: : SRS ‘
F(gof)={<x,z>:g(f(x))=z)F(1A)={<x,y>:x=y}
={<x, 2> 1 3y (£ (X) =yag(y) =z) = (x+—L, (X)) iUp—sUy

=FgoFf=1UA=1F(A)

Deseamos gque F sea una egquivalencia de categorias. Para hacer
esto se contruye un casi inverso (1.15) G:C(Th(E))—-E para F.
Dado X={x:c«} de tipo PA en C(Th(E)), se define Gx=dom(ker(|la“l))
en E. Si f:X={x:a}—s¥={y:8} en €(Th(E)) se define Gf:GX-—-—GY en E
como sigue. Escribiendo i para el E-morfismo ker(llall!) se tiene:
ker(llullﬁ)olcx=i=lli(u)llu,
o }-Th(E)a(x/:l(u)), t1) donde u variable de tipo GX.
- a{x) }-Th(z)3!<x,y>ef donde por sustitucién en x y transitividad se
tiene l—Th(E)Bly<i (u) ,y>et
Sea j para ker(llgll). Por tanto j es mono
-v[-Th(E)Ely<1(u),y>ef
- }Th(s)3!v<.£ {u),j(v)>ef (por biyeccién entre variables)
(v de tipo GY)
an® HVI=iy) "Th(E)szy es Gnica por (33)
. 3lg:GX~—GY tal que |-Th(E)<1(u),j(g(u))>ef(z;
Se define G(f)=g=Gf
De la definici6n de GX, el diagrama siguiente es un producto
fibrado:

GX——1

g s

A——30
lixexi I
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y de (2, para toda f: X——Y. en C(Th(E)), ;Grti_es‘;,el ﬁn ’qb.mg;fi;mo

GX—GY tal que hpy g <L(u), (3o61) (w)>eE ) “(obtenido {:e’ sustitu-

ir g por Gf en ().

Si g:Y={y:B}—2={z:y} en C(Th(E)), sea k  para el
ker(ll7ll ) entonces se tiene ker(llillx)-lsz=k=¥|ll{(‘§')ll;; “Entonces
poria P () <3 (W) ¢ (KeGGoGE) (u) >egef, e
& G(gef)=GgeGE.

Mas afin }Th(E)<L(u),i(u)>e1x,
G1x=1Gx. G es un funtor .

portn Fpn gy £ (W) €X0

Sea FGx=qu-(xGx:verdad) Y ny —-X en C{Th(E))—E,

:UGx
ur—i (u)
£ g

X={X:ta}——I¥={y:8}—2=({2:7}, GXndom(ker(llaII‘)), GY=dom(ker(IIBIly)) Yy
Gz-dom(ker(ll-lllz)) en E. Se definen Gf:GX——GY y Gg:GY——GZ como
sigue. Escribiendo para los E-morfismos:
i para ker(llall“) mono se tiene ker(llall‘)n16x=i=ll1 (u)II".
j para ker(IIBlly) moho se tiene ker(llBlly)-1GY=j=|Ij(v)|Iv.
k para ker(llvll:) mono se tiene ker(l|1||:)°1Gz=k=|lk(w)|l'.
por (34) }-Th(E)a(x/i(u)) .9
l-Th(E)ﬁ(Y/j(V))
I-Th(E)'r(z/k("))
o (x) }'Th(E)al z<X,z>egef
a(x/i(a)) |'Th(rE)3"2<x/““) s2>egef
}Th(E)31z<1(u),z>egof )
}-Th(E)B!z(Ely(ﬂ(u),y>sz<y,z>sg))
PTh(E)352(3lV(<i(u),i(V)>€fA(:I(V),2>Eg))
(blyszcclén entre varjadbles)

brn(g)3tWEIVI<i(u), J(v)>efa<f(v) k(W) >eg) )
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Fon (&) W (<L (8) 5 3(a" (W) Sefa<]
por l:m qu 16X
l"rh(s) (<1(“) itg’ (u))>EfA<j(g « ¥
por (36} 3!hmv——u;z
Fon gy (SE(0) Kk (heg! (u)) 2egee ™™
~ G(gs£)=Gg-Gf

por otro lado
o (x) l"rh(lE) <x,x>ely
f'Th(IE)<1 (u) ,i(u)>ely
FTh(E)d' (u) ,l(lsx(u) )>slx
X G1x=1Gx
» G funtor.
GF(A)=G(U ) A es un E-objeto
-G({xA.verdad))

=dom(ker (llverdadll_ ))
*a

=dom1A
=A
GF (£)=GF (A—B)
=G (U,——Uy)
X1 (3t)
=(GU,~—GUR)
=(A—B) =f
x+—f (X)
GF:J’E

@ el C(Th(E))~diagrama conmuta,
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: Q%—ficr(u) ;"‘(éor .;:)” o

1 (U)——JoGF (u)=f (L (u))

Asi gque n=Ny es una transformacién natural.
+ FG & lc(Th(E))

Se quiere que 7 sea un isomorfismo natural. Para ello se
demuestra que el Th(E)~conjunto hx={<x,u>:1(u)=x} es el inverso de
Tlx.

i es mono, y x(i) es Ax.a, se tiene:
(3s) }Th(E)Ax.a(x)o—oalu(i(u)=x)
31) }Th(E)auhx.u(x)
}-Th(lz)a—oalu(i(u)=x)
a]-,rh(E)BIu(l(u)ux)
a}Th(E)alu(<x,u>eh), U, =FGX

X
K hx:x—bUGx en C(Th(E)).

AFIRMACION: Ny ¥ hx son mutuamente inversas.
Prueba:
nx:UGx——bx,u variable de tipo GX.

ur—i (u)

(hygoy) (W) =hy (M () ) =hg (4 (u))=hy () =ushyemy=dy
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"x =(<x 1(v)> 3u(<x u>eth<u 1(v)>s~nx))
=(<x,:l.(v)> <x,u>sth<u i(x)>s11xu(v)=i(u)=x) (por def. 7, h)

={<X, .l(v)>'<x u>ehx/\<u,x>enx)

lym.

ny es un isomorfismo y n es un isomorfismo natural. )
Por tanto G es casi-inverso de F por. 170' que: el ‘teorema esta

preobado. g

38.PROPOSICION F:E——C(Th(E)) es un funtor légico.

Prueba:
Por la forma en la gque fueron construidos los objetos y los
morfismos, y en la que se definié F, F preserva objeto términal,

productos, clasificador de subobjetos y objeto potencia.g
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