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UN MDDELOTERMDDINAMICD DEL CLIMA 

Tesis sometida a la División de Estudios de Posgrado de la 

Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autónoma de 

México, en cumplimiento de los requerimientos para el Grado de 

Doctor en Ciencias (Física). 

Septiembre 1992 

Por Victor Manuel Mendoza Castro. 

RESUMEN 

Se desarrolla un modelo termodinámico del clima con 
verticidad (MTCV), este modelo es usado para calcular los valores 
climáticos o normales de la temperatura, la altura y las 
componentes zonal y meridional del viento horizontal en el nivel 
de 700 mb, así como para predecir las correspondientes anomalías 
en el Hemisferio Norte 

Las bases físicas del MTCV son las mismas que las del modelo 
termodinámico del clima (MTC) de Adem, pero con diferentes 
aproximaciones. El MTCV usa la ecuación de conservación de energía 

térmica aplicada a una capa atmosférica de 9 km de altura, la cual 
incluye una capa de nubes, una capa oceánica de 100 metros de 
profundidad y una capa continental de profundidad despreciable. La 
ecuación de vorticidad potencial no-adibática es aplicada en la 
frontera superior de la capa atmosférica.del modelo. 

Las ecuaciones del modelo son integradas usando un nuevo 
esquema semi-implícito, con parametrizaciones apropiadas para los 
calentamientos, el transporte horizontal turbulento de calor y las 
fuerzas friccionales. De esta manera, el problema de predicción se 
reduce a resolver un sistema de dos ecuaciones diferenciales no 
lineales de tercer orden, donde las variables son la temperatura y 

la presión en la frontera superior de la capa atmosférica del 

modelo. También se predice la temperatura de la superficie, usando 
una ecuación algebraica lineal. 
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Se realiza un estudio comparativo de las predicciones para 
Enero de 1983, usando el MTC y el MTCV. Los resultados son 
evaluados objetivamente y muestran que los dos modelos tienen una 
habilidad comparable para predecir correctamente los signos de las 
anomalias. Sin embargo, el MTCV es capaz de predecir anomalias con 
amplitudes o tamaños significativamente más grandes que el MTC. 
Las anomalias predichas con el MTCV en buena concordancia en signo 
y tamaño con las anomalias observadas. 

El uso, en un modelo termodinámico, de la ecuación de 

verticidad no-adiabática para generar el viento horizontal, el 
nuevo esquema de integración semi-implicito de las ecuaciones del 
modelo·asi como el cálculo de la componente vertical del viento, 
la cual es usada para calcular la convección de calor en la capa 
atmosférica del modelo, son las principales contribuciones de esta 

tesis doctoral. 

Vo. Bo. 

~~-~ ~---- Cl.&.u_'--!._ 
(Jor. Julián Adem Chahin 

. ) L Ate:ptamente 
/· ,.,,-~/~ r / J "'- (, ,- .... ¿ e. a <!• (.. -

M. en c. v;cfor Manuel Mendoza castro 
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A THERMODYNAMIC CLIMATE MODEL 

Thesis submitted to the División de Estudios de Posgrado of the 

Facultad de Ciencias of the Universidad Nacional Autónoma de 

México, in fulfillment of the requirements for the Degree of 

Doctor en Ciencias (Física). 

September 1992 

By Victor Manuel Mendoza Castro. 

ABSTRACT 

A thermodynamic climate model with vorticity (TCMV) is 
developed, this model is used to calculate the climatic or normal 
temperature, heigth and the zonal and meridional components of 
horizontal wind at 700 mb level, as well as to predict the 
corresponding monthly anomalies in the Northern Hemisphere. 

The physical basis of the TCMV are the same as Adem's 
thermodynamic climate modei (TCM), but with different 
aproximations. The TCMV used the thermodynamic energy equation 
applied to an atmospheric !ayer of 9 km height, which includes a 
cloud layer, an oceanic layer of 100 meters in depth and a 
continental layer of negligible depth. The non-adiabatic vorticity 
equation is applied in the upper boundary of the atmospheric layer 

of the model. 
The model equation are integrated using a new semi-implicit 

scheme, with appropriate parameterizations for the heating, 
turbulent horizontal transport of heat and the frictional forces. 
Therefore, the forecasting problem is reduced to solving a system 
of two coupled non-linear third order differential equations where 
the variables are the temperature and the pressure in the upper 

boundary of the atmospheric layer of the model. The surface 
temperature is also predicted using an algebraic linear equation. 
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A comparativa study of the predictions far January 1983 is 
carried out using the TCM and TCMV. The resul ts are evaluated 
objectively and show that both models have comparable skill for 
predicting correctly the signs of the anomalies. However, the TCMV 
is capable of predicting anomalies with amplitudes ar sizes 
significantly larger that the TCM. The anomalies predicted with 
TCMV a:re in good agreement in sign and size with the observad 
anomalies. 

The use in a thermodynamic model of the non-adiabatic 
vorticity equation to generate the horizontal wind, the new 

semi-implicit scheme far the integration of the model equations as 
well as the computation of the vertical component of the wind, 
which ·is used for computing the convection of heat in the 

atmospheric layer of the model, are the principal contributions of 

this doctoral thesis. 

va. Bo. 
·\...C~ (..:;:_,__L C( c:.a.~ 
r. Ju1ián Adem Chahin 



"En 1956 cuando regresé a México de una estancia de dos afies 

en el Instituto Internacional Meteorológico en Estocolmo; me puse 

a desarrollar una teoría con la cual fuera posible explicar la 

temperatura atmosférica observada, zonalmente promediada. comencé 

por escribir el conjunto completo de ecuaciones de un sistema 

dinámico de fluidos geofísicos, incluyendo el mayor namero de 

factores como fuera posible. Después de varios meses de arduo 

trabajo, quedé convencido que la ecuación de energia termodinámica 

era la ecuación básica que debiera ser usada en una primera 

aproximación de la teoría del clima .•.•• " 

J. Adem (1962). 



INTRODUCCIDN. 

1.1 El Problema Fundamental. 

La atmósfera, envoltura gaseosa del planeta Tierra, puede ser 

considerada como un fluido continuo donde los campos atmosféricos: 

temperatura, presión, densidad y velocidad tienen valores O.nicos 

en cada punto del continuo atmosférico, y sus valores en un 

instante particular determinan el estado dinámico y térmico de la 

atmósfera. Dichos campos atmosféricos y sus derivadas pueden ser 

considerados como funciones continuas del esp.acio y del tiempo. 

Para describir el estado dinámico y térmico ·de la atmósfera 

en todas las escalas de espacio y tiempo, se requiere fórmular un 

problema completo de dinámica de fluidos usando las leyes de 

conservación de momentum, masa y energ1a interna, complementadas 

por relaciones de estado entre los campos térmicos (temperatura, 

presi6n y densidad) y las relaciones constitutivas (relaciones 

funcionales que expresan a las fuentes y sumideros de calor, 

esfuerzos turbulentos, precipitación, nubosidad, humedad, etc. en 

términos de los campos atmosféricos; dichas relaciones también son 

conocidas como parametrizaciones). Las leyes de conservación 

pueden ser expresadas en términos de ecuaciones diferenciales 

parciales, acopladas, que involucran a los campos atmosféricos. 

Este conjunto de ecuaciones es extremadamente complejo y en la 

actualidad no existe una solución general del problema que 

describa el comportamiento de la atmósfera en todas las escalas de 

espacio y tiempo. 

Una manera adecuada de atacar el problema es seleccionar el 

sistema atmosférico que desames estudiar y estimar la magnitud de 

los diferentes términos en las ecuaciones que gobiernan el 

comportamiento de la atmósfera. As1, por ejemplo, en la 

descripci6n dinámica de un tornado c~ya escala horizontal es de 

unos 102 a 103 m y cuya duración es de unas cuantas horas, los 

términos que incluyen la rotación de la Tierra en las ecuaciones 

de conservación de momentum pueden ser despreciados; en cambio, en 

la descripci6n dinámica de las ondas planetarias cuya escala es de 

107 m y cuyo periodo es de d1as 1 dichos términos son fundamentales 
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en las ecuaciones y no pueden ser ignorados (Holton, 1979). 

1. 2 El Problema Fundamental Enfocado a la Predicción del Tiempo 

(El Modelo de Richardson}. 

En este trabajo abordamos el problema de la predicción del 

tiempo atmosférico, el cual es identificado con el estado que 

guarda la atmósfera en un lugar e instante particulares. En la 

predicción del tiempo las ecuaciones gobernantes son tratadas para 

sistemas cuya escala espacial es de 106 (ciclones y anticiclones 

sinópticos) a 107 m (ondas atmosféricas planetarias) y cuyo 

periodo es de algunas horas a varios d!as. 

La era moderna de la predicción del tiempo principia con el 

británico L.F. Richards.on (1922). El es el primero en fórmular una 

idea concreta para predecir el tiempo. Richardson aproxima las 

ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el comportamiento 

de la atmósfera con un conjunto de ecuaciones de diferencias 

algebráicas de las que pueden determinarse las tendencias de 

varios campos atmosféricos en un número finito de puntos en el 

espacio. Dando un valor inicial observado a los campos 

atmosféricos en estos puntos· de red, las tendencias pueden ser 

calculadas numéricamente resolviendo las ecuaciones de diferencias 

algebráicas. Usando diferencias finitas hacia adelante, con un 

pequeño incremento en el tiempo para las tendencias calculadas, 

puede obtenerse una estimación de los campos en el futuro. Estos 

nuevos valores de los campos atmosféricos pueden ser usados para 

volver a calcular las tendencias. Las nuevas tendencias son usadas 

para calcular una vez mas los campos, y as! este proceso se 

continúa hasta obtener una predicción a co~to plazo, por ejemplo a 

un dla, sobre una determinada área de la Tierra. Este 

procedimiento de predicción que contiene varias iteraciones 

requiere de un enorme número de operaciones aritméticas, y en el 

tiempo de Richardson no se contaba con la rápidas computadoras con 

que contamos hoy. Por esta ra.z6n, Richardson desarrolla un métod~ 
para llevar a cabo un gran número de operaciones aritméticas, y 

realiza una predicción a corto plazo calculando la tendencia de la 

presión en la superficie en sólo dos puntos de red con una 



separación de 400 km y usando un paso de tiempo de 6 horas. Los 

cambios en la presión predichos por Richardson fueron de un orden 

de magnitud más grandes que los observados. A pesar de que estoB. 

resultados no fueron muy alentadores, el mérito del trabajo de 

Richardson consistió en haber sentado las bases metodológicas para 

la predicción del tiempo. 

En la actualidad el modelo de Richardson es considerado muy 

completo, pues toma en cuenta los calentamientos por radiación, 

los efectos de la nubosidad y la precipitación, los movimientos.­

turbulentos, la topografla y el intercambio de energ1a entre el 

suelo y la atmósfera; su modelo tiene una resolución considerable, 

ya que contiene 5 capas (6 niveles con intervalos de 200 mb.) y 

una red efectiva de 400 km. 

Las ecuaciones del modelo de Richardson gobiernan no 

solamente los movimientos lentos asociados con los grandes 

sistemas atmosféricos de interés meteorológico, sino que también 

los movimientos rápidos asociados con las ondas de sonido y de 

gravedad. Por esto, si el modelo de Richardson es resuelto con las 

computadoras de hoy, utilizando el método numérico que él mismo 

desarrolló, las ondas de sonido y gravedad pueden amplificarse de 

manera espuria e introducir ruido en la solución de intéres 

meteorológico. De lo anterior se concluye que este modelo debe ser 

tratado de alguna manera para filtrar las ondas rápidas, o que de 

este modelo puede derivarse uno más simplificado cuya solución 

sean las grandes ondas atmosféricas. 

1.3 Modelos Filtrados (HF). 

Rossby (19J9 y 1940) consciente de la complejidad del 
problema, se concentró en la parte dinámica de las ecuaciones. El 

usa las ecuaciones de conservación de momentum y la ecuación de 

conservación de la masa como básicas, y reduce a una ecuación 

trivial la de conservación de energ!a interna, suponiendo que no 

se suma calor al sistema. 

Charney (1948 y 1949) , Charney y Eliassen (1949) y Eliassen 
(1949) · f6rmulan un modelo din4mico similar al de Rossby, conocido 

como modelo casi-geostrófico, en donde las ecuaciones dinámicas 
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son simplificadas y las ondas de sonido y gravedad son filtradas, 
por la introducción sistemática de las relaciones geostróficas y 
la ecuación hidrostática. 

B~sándose en los trabajos fundamentales de Charney y Eliassen 
y usando el modelo barotrópico el cual es un caso especial del 
modelo casi-geostrófico, Charney, FjOrtoft y Ven Neumann (1950), 
obtienen con éxito las primeras predicci6nes numéricas del tiempo. 
Charney y colaboradores resuelven numéricamente la ecuación de 
verticidad barotrópica, partiendo de cierta condición inicial y 

usando. condiciones de frontera adecuadas a una región que abarca 
México, Estados Unidos, canada y Groelandia. Usando la computadora 
ENIAC de la Armada de los Estados Unidos, ellos logran pronósticar 
el tiempo a 24 horas. 

El modelo barotrópico supone que existe un nivel de la 
atmósfera en donde el flujo es no divergente, este nivel es la 
superficie de 500 mb. As1, el modelo barotrópico pronostica el 
geopotencial y por ende el viento geostrófico en los 500 mb. Este 
modelo supone que la atmósfera es barotrópica, y en una atmósfera 
de este tipo, en donde el viento no depende de la altura, es 
suficiente pronosticar un solo nivel. 

Bolin (1955), usando la computadora sueca Besk mejorada en su 
capacidad de memoria, extiende el pronóstico del tiempo de 24 
horas a 72 horas con el modelo harotr6pico en una área 
relativamente grande que abarca toda Europa, Norte-America y el 

Atlántico Norte. Bolin encuentra de un total de lJ casoe; de 
estudio que las predicciones a 24 horas son mejores que a 48 horas 
y que estas últimas son mejores que a 72 horas. Es decir, que 
conforme aumenta el periodo de predicción, la predicción del 
tiempo se hace cada vez menos exacta. Bol in argumenta que sus 
resultados son de esperarse, pues el modelo barotr6pico supone 
conservación de verticidad absoluta, y en la región de integración 
hay zonas de formación de ciclones asociados con procesos 
baroclinicos (relacionados con la estructura vertical de la 
atmósfera) y de 'flujo de calor desde la superficie; dichos 
procesos pueden ser importantes en un pronóstico a 72 horas o más 

tiempo. 
Del trabajo de Bolin (1955) se infiere que conforme la 



longitud del periodo de predicción se incrementa, "el efecto de 

diversas fuentes y sumideros de energ1a se vuelven más 

importantes; por consiguiente, se hace necesario considerar además 

de la atmósfera otros sistemas termodinámicos como los océanos y 
los continentes. De acuerdo con smagorinsky (1967), para periodos 

de predicción mayores que una semana, es necesario conocer el 

estado inicial de la atmóGfera global completa, desde la 

estratosfera hasta la superficie, as1 como el estado de la capa 

superior oceánica de unos 100 m de profundidad. Podemos decir que 

el flujo atmosférico en algún punto de la troposfera media depende 

de las condiciones iniciales y de frontera sobre un dominio que se 

incrementa conforme el periodo de predicción se extiende. 

Existe una categor1a de modelos de dos o más niveles basados 

en la teor1a casi-geostr6f ica, los cuales son más complejos que el 

modelo barotrópico y pueden tomar en cuenta las fuentes y 

sumideros de calor. Estos modelos son los llamados baroclinicos ya 

que en ellos se considera la estructura vertical de la atmósfera. 

Si bien los modelos barocl1nicos han sido usados para el 

pronóstico del ti~mpo, su uso más general ha sido de diagnóstico, 

por ejemplo: en el análisis del movimiento vertical de gran 

escala, asociado con la precipitación, o en el estudio.teórico de 

las ondas barocl1nicas e inestabilidad barocl1nica. 

1.4 Predicción del Tiempo con Modelos de Ecuaciones Primitivas. 

Los modelos filtrados (MF) casi-geostr6fico, barotr6pico y 

los barocl1nicos, desarrollados entre 1939 y 1964, constituyen una 

primera generación de modelos de predicción del tiempo. A partir 

de 1964 aparece una nueva generación de modelos, similares en su 

formulación al modelo de Richardson. Dichos modelos son llamados 

modelos de ecuaciones primitivas (MEP). En estos modelos se supone 

que el movimiento se lleva a cabo en una atmósfera en equilibrio 

hidrost6tico, prácticamente la única restricción impuesta a estos 

modelos, en los que, por supuesto, se pueden consideran fuentes y 

sumideros de energ1a. Uno de los primeros MEP fue el modelo 

barotr6pico de ecuaciones primitivas desarrollado por Shuman 

(1966). 
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L0s MEP fueron desarrollados con el objeto de determinar c~n 
mayor precisión el comportamiento dinámico y térmico de la 
atmósfera y de mejorar y extender la predicción del tiempo a 

períodos cada vez más grandes. Los MEP han sido constantemente 
mejorados, incluyéndoles más términos, y nuevas parametrizaciones 

de las fuentes y sumideros de energía. Además, a la par se han 

desarrollado métodos de análisis objetivo para obtener condiciones 
iniciales más adecuadas a partir de datos meteorológicos. Este 

progreso ha sido posible gracias a la disponibilidad de datos más 

confiables (en gran parte procedentes de satélites meteorológicos) 

y al avance tecnológico en las computadoras, las que cada vez son 

más rápidas y tienen memorias digitales más grandes, condiciones 
que permiten disminuir los errores de integración. 

En la actualidad los MEP son de una enorme complejidad 
física~ Por ejemplo, uno de estos modelos es usado en el centro 

Europeo de Predicción del Tiempo a Mediano Plazo (CEPTMP) para 
realizar predicciones a 10 días de una manera operativa. Este 

modelo es integrado sobre un dominio global con una resolución de 
15 niveles en la vertical y una red horizontal de aproximadamente 

2 grados de latitud y 2 de longitud. Como un modelo de predicción 

determinista, el MEP del CEPTMP tiene una habilidad de predicción 
efectiva de alrededor de una semana, y es muy posible que pueda 
pronosticar episodios de bloqueo, en donde las grandes ondas 

atmosféricas permanecen estacionarias por varios días. 

1.s El Límite Extremo de la Predicción Determinista. 

Actualmente, el alcance de la predicción efectiva, para 

fenómenos meteorológicos de gran escala, es de unos 6 días en el 

Hemisferio Norte, 2 dias en los trópicos y aproximadamente 4 d1as 
en el Hemisferio sur. Lo anterior se debe a que en el Hemisferio 

Norte existe una gran concentración de datos meteorológicos, 
mientras que en los trópicos y en el Hemisferio Sur hay 

insuficiencia en la cobertura de dichos datos; además, en los 

trópicos, la influencia predominante de los procesos convecti vos 

de pequefia escala hace más dificil la predicción que en las zonas 

extratropicales (Masen, 1986). 



Existen dos factores fundamentales que influyen negativamente 
en la eficacia de la predicción numérica del tiempo: a) los 
errores en las condiciones iniciales, los cuales se amplifican en 
el proceso de integración de las ecuaciones gobernantes, y b) la 
inadecuada descripción de algunos procesos físicos involucrados. 

No importa qué tan fina pueda ser la resolución de la red empleada 

en un modelo, siempre existirán movimientos de cierta escala que 
no puedan ser representados adecuadamente con la resolución del 
modelo. Es decir, existe un nivel de error inviolable en la 
determinación del estado inicial de la atmósfera. En un proceso de 

predicción la no linealidad, la inestabilidad y la disipación del 
flujo atmosférico ocasionan que los errores inherentes a los datas 

iniciales crezcan y afecten gradualmente 

escala de tal manera que el flujo 

substancialmente diferente del flujo 

el movimiento a gran 

pronosticado resulte 

observado. Numerosos 

investigadores, usando sofisticados MEP han estimado de cómo el 
crecimiento de los errores limitan la predictabilidad inherente de 
la atmósfera; uno de los trabajos más importantes es e1 de 

smagorinsky (1969}, quien fijó en 14 dias el limite extremo de la 
predicción determinista del flujo atmosférico de gran escala. 

1.6 La posibilidad de Pronosticar a Larqo Plazo (El Enroque de Von 

Neumann). 

Von Neumann (Smagorinsky, 1969} considera, con respecto al 
problema de la predicción numérica del tiempo, que es conveniente 

dividir el movimiento de la atmósfera en tres categorias 

diferentes dependiendo de la escala de tiempo de la predicción. En 
la primera categoría se tienen movimientos que son determinados 

principalmente a partir de las condiciones iniciales y en donde 

pueden extrapolarse las tendencias iniciales sobre un periodo de 

tiempo corto. En la segunda categoria se tiene el extremo opuesto, 
es decir, movimientos que son prácticamente independientes de las 

condiciones iniciales; por consiguiente, en la predicción de tales 

movimientos importan sólo aquellas características de la 

circulación que en promedio estarán siempre presentes (sistemas 

atmosféricos relativamente estables, como altas y bajas 



semipermanentes). Von Neumann sitúa entre los dos casos extremos 

la tercera categoría de movimiento; en esta categoria se está 

suficientemente lejos del estado inicial, de manera que los 

detalles de las condiciones iniciales no expresan por si mismas 

muy claramente como se ha desarrollado el flujo; sin embargo, 

ciertas características de las condiciones iniciales tendrán una 

considerable influencia sobre la forma que tome la circulación. 

Von Neumann afirma que, casi en cualquier problema físico 

matemático, es relativamente fácil determinar la solución para 

periodos cortos de tiempo, para los cuales los parámetros 

extrapolados son relativamente pequeños. El siguiente nivel de 

dificultad es aquel en el que hay que determinar las condiciones 

asintóticas, es decir, las condiciones que existen para periodos 

de tiempo largos, para los cuales los parámetros extrapolados son 

muy grandes. En estos dos casos extremos la extrapolación de los 

parámetros permite la simplificación de las ecuaciones. 

Finalmente, el problema más dificil es el de rango intermedio, 

para el cual los parámetros extrapolados ni son muy pequef'ios ni 

muy grandes. En este caso despreciar cualquier extremo está 

prohibido. Sobre la base de estas consideraciones, Ven Neumann 

indica que existe una forma lógica para el tratamiento 

computacional del problema de la predicción numérica del tiempo. 

La manera de proceder es, primero intentar la predicción a corto 

plazo (tal y corno históricamente se hizo); después, la predicción 

a largo plazo de aquellas propiedades de la circulación que pueden 

conservarse sobre un periodo de tiempo arbitrariamente largo y, 

finalmente, intentar la predicción a mediano plazo (lograr la 

predicción efectiva a mediano plazo es uno de los objetivos 

fundamentales de los MEP), en donde los periodos de tiempo son lo 

suficientemente largos, de manera que el problema no puede ser 

tratado ünicamente con la teoría hidrodinámica y lo 

suficientemente cortos, de manera que el problema no puede ser 

tratado únicamente con los principios generales de la teorla de 

equilibrio. 

De acuerdo con los estudios de Smagorinsky, tal vez sea 

imposible por el momento predecir de una manera determinista el 

tiemp·o más allá de 14 dlas; sin embargo, el punto de vista de Von 
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Neumann nos plantea la posibilidad de predecir el estado promedio 
de la atmósfera (en vez del estado instantáneo) a un mes, a una 
estación o quiza a un plazo más largo a partir de los principios~ 
generales de la teoria de equilibrio. 

Ven Neumann asocia el periodo de tiempo de 30 a 180 dias con 
la predicción a mediano plazo; sin embargo, de acuerdo con 
Smagorinsky (1969), podemos considerar que el pronóstico del 
tiempo a corto plazo es de 1 a 3 dias, el de mediano plazo de 4 
dias a 2 semanas (2 semanas es el limite teórico de la predicción 
determinista) y el de largo plazo es de un mes en adelante. 

1. 7 Los Modelos de Circulación General y la Predicción de las 

Condiciones Medias del Flujo Atmosférico. 

Hemos visto que los modelos puramente dinámicos, como ciertos 
MF, pueden realizar un pronóstico ütil a 3 d1as, mientras que los 
sofisticados MEP pueden realizar un pronóstico ütil a una semana, 
aunque estos modelos son potencialmente capaces de realizar 
pronósticos a 2 semanas. Existe una tercera generación de modelos 
conocidos como modelos de circulación general de la atmósfera 
MCGA, que son capaces de realizar predicciones a mes y 

posiblemente a una estación; sin embargo, debemos aclarar que 
estos modelos no pronostican el tiempo propiamente dicho en un 
periodo tan largo (lo que estarla en desacuerdo con las 
estimaciones de Charney y smagorinsky sobre el limite de la 
predicción determinista), sino que, partiendo de una condición 
inicial instantánea 
inicialización), son 

(obtenida 
capaces de 

con métodos 
pronosticar 

objetivos 
a un mes 

de 

o 
posiblemente a una estación las condiciones medias mensuales o 
estacionales, respectivamente, del flujo atmosférico a una escala 
global; ésto se logra promediando, en un mes, o en una estación, 
las evoluciones de determinado campo atmosférico obtenidas en cada 
paso de tiempo. El nombre de MCGA se debe a que precisamente 

estos modelos son capaces de pronosticar y/o simular la 
circulación general de la atmósfera, que consiste en el flujo 
atmosférico a escala global prorn~diado en el tiempo, en donde los 
promedios son tomados sobre periodos suficientemente largos para 



anular las variaciones aleatorias asociadas con sistemas 

sinópticos individuales, cuya escala espacial se encuentra entre 
102 

- 105 m y cuyo per!odo es de dias, pero suficientemente cortos 
para retener variaciones mensuales y/o estacionales de sistemas 

cuya escala se encuentra entre 106 
- 107 m. 

Históricamente los MCGA están basados en los MEP, 
complementados con tratamientos parámetricos de procesos fisicos 

en la atmósfera y en la superficie de la Tierra. Dichos procesos 

incluyen: transferencia radiativa por radiación solar y terrestre, 
el ciclo hidr6logico, turbulencia interna de escala entre 105

- 106 

m., desarrollo de cúmulos convecti vos y transferencia de calor en 
la capa limite planetaria. 

Los MCGA fueron desarrollados casi al mismo tiempo que los 

MEP; uno de los primeros MCGA fue el modelo del Centro Nacional de 
Investigación Atmosférica de Boulder, Colorado (Kasahara y 
Washington, 1967), el cual es muy similar al modelo de Richardson. 

Otros MCGA muy conocidos son: el de la Universidad de California 
en Los Angeles, el del Laboratorio de Radiación Lawrence y el del 

Laboratorio de Dinámica de Fluidos Geofísicos de la universidad de 

Princeton en los Estados Unidos • Las siglas de los nombres en 
inglés. de estos centros de investgaci6n son, respectivamente, 

NCAR, UCLA, LRL y GFDL. 
Muy pocos MCGA han sido aplicados al problema de la 

predicción mensual. Miyakoda y Chao (1982) discuten brevemente un 
experimento de predicción mensual para enero de 1977 llevado a 

cabo con el MCGA del GFOL. En dicho experimento se pronostica el 
patrón de altura geopotencial en el nivel de 500 mb de uno de los 
bloqueos más espectaculares de la atmósfera que se tenga registro. 

El uso más comün que se le da a los MCGA es el de simular la 

circulación de la atmósfera sometida a diferentes forzamientos 

externos. 
Ahora bien, el clima por ser un estado atmosférico obtenido 

de promediar los estados atmosféricos sobre un periodo de varios 

afies (30 afios según la Organización Meteorológica Mundial, OMM), 

está 1.ntimamente relacionado con la circulación general de la 
atmósfera; es as! que estos modelos han sido usados para simular 

el clima y las variaciones climáticas (Manabe et. al., 1965). 
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Los MEP y los MCGA generalmente tienen varios niveles en la 
vertical y son integrados sobre redes horizontales de gran 
resolución (en algunos casos con menos de 2 grados en latitud y 

longitud), por esta razón y por su complejidad física a dichos 
modelos se les ha llamado modelos de alta resolución (MAR). 

1.8 La Predicción a Largo Plazo. El EnCoque de J. Adern y el Modelo 

Termodinámico del Clima. 

La formulación del primer MCGA tiene lugar en Estados Unidos 

mas o menos en 1964. En México, B años atrás, J. Adem se plantea 
el problema de modelar la circulación general de la atmósfera. El 
modelo que desarrolló J. Adem y que publicó por primera vez en 
1962 (Adem, 1962) es conocido como Modelo Termodinámico del Clima 

(MTC) , sobre este modelo concentraremos nuestra mayor atención 

pués su mejoramiento, al cual haremos referencia mas adelante, es 
el objetivo principal de este trabajo. J. Adem hace el siguiente 

comentario relacionado con la primera etapa de desarrollo del MTC 
(Adem, 1975) : 

"En 1956 cuando regresé a México de una estancia de dos años 

en el Instituto Internacional Meteorológico en Estocolmo; me puse 
a desarrollar una teor1a con la cual fuera posible explicar la 

temperatura atmosférica observada, zonalmente promediada. Comencé 

por escribir el conjunto completo de ecuaciones de un sistema 
dinámico de fluidos geofísicos, incluyendo el mayor número de 
factores como fuera posible. Después de varios meses de arduo 

trabajo, quedé convencido que la ecuación de energía termodinámica 

era la ecuación básica que debiera ser usada en una primera 

aproximación de la teoría del clima (Adem, 1962). Ahora estoy bien 
convencido de que esto es cierto, y ha comenzado a ser corroborado 

por un incremento en el número de modelos basados en esta ecuación 

que han aparecido en años recientes, desarrollados por 
distinguidos colegas. Estos modelos incluyen a los de Sal tzman 

(1968), Budyko (1969) y Sellers (1969). 

Para cerrar el problema, introduje un coeficiente Austausch 

en el cálculo del transporte (horizontal) de calor sen.sible por 

remolinos transitorios en la troposfera (Adem,1962). La lógica de 
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esta aproximación ha sido confirmada también por el incremento en 

el níimero de autores que la han usado, ej., Williams y Davies 

(1965), Saltzman (1968), Mac-cracken (1969) y Wiin-Nielsen 

(1970) .... 

Del comentario de J. Adem se infiere que él está tratando con 

movimientos atmosféricos clasificados en la segunda categoría de 

Von Neumann; es decir, la formulación de J. Adem está apoyada en 

los principios de la teoría del equilibrio. En particular, su 

modelo enfatiza el cálculo de la temperatura zonal en términos de 

un balance de energía térmica entre varios procesos termodinám.icos 

del sistema considerado. 

Por otra parte, J. Adem se enfrenta con el problema de 

parametrizar la turbulencia horizontal generada por los ciclones y 

anticiclones migratorios de escala sinóptica (I.05 -106 mts). Este 

tipo de movimiento queda clasificado en la primera categoría de 

Ven Neumann; es decir, es el tipo de movimiento que se pronostica 

a corto plazo. 

El efecto promedio.de los ciclones y anticiclones migratorios 

de escala sinóptica es producir un transporte horizontal de calor 

del ecuador a los polos, suavizando el gradiente térmico 

meridional; este transporte puede ser parametrizado a través de un 

coeficiente Austausch. J. Adem es el primero en incorporar esta 

parametrización en un modelo simplificado de la circulación 

general de la atmósfera. 

J. Adem menciona que la ecuación de energía termodinámica es 

la ecuación básica que debe usarse en una primera aproximación de 

la teoria del clima, él no menciona nada acerca de las ecuaciones 

de conservación de momentum; sin embargo, se infiere q;ue dichas 

ecuaciones han tomado un papel secundario. Esto se aclara 

perfectamente en .el siguiente comentario de J. Adem (1970b), el 

CUi;'\l podemos relacionar con los experimentos de predicción de 

Bolin (1955), con los estuqios de Smagorinsky (1967) referentes al 

incremento del dominio de integración conforme el periodo de 

predicción se extiende y con el punto de vista de Von Neumann 

(Smagorinsky, 1969): 
11 ( ••• ) Conforme el periodo (de predicción) se incrementa, la 

predicción de la evolución deta.llada del tiempo se hace cada vez 
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menos exacta; las fuentes y sumideros de enerqfa adquieren una 

gran importancia; y para periodos de alrededor de 1 o 2 semanas, 
uno de los problemas más difíciles de la predicci6n del tiempo es 

encontrado en el complejo acoplamiento de los efectos 
termodinámico y dinámico. Para períodos largos de tiempo, la 

predicción de la evolución detallada del tiempo probablemente no 

resulte ser exitosa. Sin embargo, uno puede, en vez de ello 

predecir el estado medio sobre un periodo considerado de tiempo. 

Ahora, como la escala de tiempo es incrementada, un periodo 

de un mes o 

probablemente 

dinámicas y 
termodinámica. 

una estación es adecuado, en el cual la soluci6n 

tenga una dependencia débil sobre las ecuaciones 
sea principalmente gobernada por la ecuación 

Por consiguiente, postulamos que en este caso una 
primera aproximación al problema pueda ser llevada a cabo usando 

la conservación de energía térmica como una ecuación de pronóstico 

y subordinando a ella las otras leyes de conservación que son 

usadas para diagnóstico. Sin embargo, debido a la escala de 
tiempo, el sistema entero atmósfera-océanos-continentes debe ser 
considerado en vez de anJ.camente la atmósfera, y un intento puede 
ser hecho para predecir las características de todo el sistema. 11 • 

El postulado expresado en este segundo comentario de J. Adem, 
es el postulado fundamental en el que se basa la formulación del 

MTC. 

El MTC es un modelo realista simplificado del clima en el 

cual las ecuaciones básicas de pronóstico son las de conservaci6n 
de energía térmica aplicadas a la capa troposférica de 9 a 12 km 
de espesor, a la capa superior de los océanos de 50 a 100 mts. de 

profundidad y a la capa superior de los continentes de espesor 

despreciable. El modelo incluye una capa de nubes en la troposfera 
y una capa de hielo y nieve sobre océanos y continentes. 

En el MTC se usan campos o variables atmosféricas promediadas 

en el tiempo en un periodo del orden de un mes. Se supone que las 

ecuaciones de equilibrio hidrostático, del gas perfecto y de 

continuidad, asi como las relaciones del viento geostr6fico, son 
válidas para las variables promediadas en el tiempo. 

En la versión más completa del MTC, las ecuaciones de 

conserVaci6n de energía térmica incluyen el transporte horizontal 
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de calor por flujo medio y por turbulencia en la troposfera y los 
océnos, el exceso de radiación en la troposfera y la superficie, 
el calor sensible cedido desde la superficie a la atmósfera por 
transporte turbulento vertical, el calor perdido por evaporación 
en la superficie, y el calor liberado por la condensación del 
vapor de agua en las nubes. El albedo de la superficie de la 
Tierra y la nubosidad son incluidos como parámetros en el modelo. 

Las parametrizaciones de los calentamientos y los transportes 
de calor en el MTC han requerido del uso de leyes físicas y 
principios de conservación suplementados por datos observados, por 
lo que las fórmulas usadas son semiempíricas. 

corno se comentó anteriormente, en su primera etapa el MTC fue 
aplicado al cálculo de la distribución de la temperatura 
climatológica (o nOrmal) zonalmente promediada (Adem, 1962 y 
1963). Después ha sido aplicado al Hemisferio Norte con una 
distribución realista de continentes y océanos para calcular la 
distribución climatológica mensual de la temperatura media 
troposférica y las temperaturas de la superfi~ie de océanos y 

continentes (Adem, 1964a y 1964b). 
J. Adem ha desarrollado un método para aplicar el MTC a la 

predicción mensual de las anomalías (desviaciones de los valores 
climatológicos o normales) de las temperaturas media troposférica 
y de superficie; así como a la predicción mensual de las anomalías 
de la precipitación (Adem, 1964b, 1965a, l96Sb, 1969a; Adern y 

Jacob, 1968). 
A principios de la década de los setenta Shaw y oonn (1971) 

adaptaron el MTC para el estudio del paleoclima ártico; desde 
entonces el MTC ha sido aplicado ampliamente a 1a simulación del 
clima del pasado lejano, as1 como a la simulación del clima actual 
y futuro bajo diferentes forzamientos externos. Una descripción 
amplia de tales experimentos se encuentra en dos trabajos de 
revisión de J. Adem (1979 y 1991). 

1. 9 El Desarrollo del Modelo Termodinámico del Clima con 

Vorticidad (HTCV). 

Existen varias posibilidades de mejorar -el MTC y con ello 
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tener predicciones y simulaciones más realistas. J. Adem, en un 
trabajo de revisión (Adem, 1979) sugiere algunas posibles mejoras. 
En dicho trabajo él menciona que un problema fundamental en el MTC 
es la parametrizaci6n e incorporación adecuadas del transporte 
horizontal de calor por viento. Algunos Experimentos sobre la 
incorporación del transporte horizontal de calor por viento, sin 
cambiar el grado de simplicidad del MTC, han sido llevados a cabo 
por J. Adem (1970b); los resultados de estos experimentos muestran 
alguna mejoría en las predicciones de las anomal1as de la 
temperatura mensual en 700 mb. 

Hasta el momento, la dinámica se ha incluido en el MTC de una 
manera implícita a través de la parametrización de los tran.sportes 
horizontales de calor. Existen modelos climáticos que incluyen una 
dinámica explicita, pero han sido sobresimplificados, un ejemplo 
de tales modelos es el de Saltzman (1968), en donde las ecuaciones 
dinámicas, de conservación de masa y de energia térmica son 
promediadas en el tiempo, pero se aplican ünicamente al caso 
zonalmente promediado y axialmente simétrico. 

Por supuesto, los modelos de alta resolución como los MEP y 
los MCGA incorporan una dinámica explícita, la cual es una de las 
principales caracter!sticas de estos modelos. 

Para incorporar una dinámica explícita en el MTC, J. Adem ha 
propuesto usar la ecuación de la tendencia de la p~esión de 
Richardson para generar el viento horizontal (Adem, l969b y 

1970b). Esta ecuación también permite el cálculo de la compo~ente 
vertical de la velocidad del aire, ·1a que puede ser usada para 
incorporar la convección de calor en el MTC. 

J .G. Charney sugirió a J. Adem el uso de la ecuación de 
verticidad, en el MTC, para generar el viento horizontal (Adem, 
1979). 

En 1989 J. Adem me propuso como tesis doctoral generar el 
viento el horizontal de manera explícita en el MTC, usando la 

·ecuación de la tendencia de la presión de Richardson o la ecuación 
de verticidad, como se lo sugirió J.G. Charney. En ese mismo año, 
tomando en consideración la propuesta de tesis doctoral de J. 

Adem, me puse ha desarrollar, en el Centro de Ciencias de la 
Atmósfera de la UNAM, un modelo termodinámico que incluyera la 
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dinámica de la atmósfera de una manera explicita. Dado que he 

tomado como base el MTC, al modelo que he desarrollado lo he 
llamado modelo termodinámico del clima con verticidad (MTCV). Mi 
propósito es que el MTCV sea al igual que el MTC, un modelo de los 
de baja resolución, los que de acuerdo con Miyakoda y Chao 

Jin-Pi~g (1982) mantienen una enorme ventaja práctica, en cuanto a 

predicción a largo plazo, sobre los MCGA. 

En este trabajo de tesis doctoral presento el desarrollo del 
MTCV, en donde, tomando como base el MTC, incorporo lo siguiente: 

i) el calentamiento por convección y por compresión (trabajo 
mecánico) en la ecuación de conservación de energia térmica para 

la atmósfera, y 

ii) la ecuación de verticidad poten.cial no adiabática para la 
atmósfera, a partir de las ecuaciones de movimiento horizontal del 

tipo Reynolds. 

Este trabajo consta de ocho capitules, los primeros 5 están 

encaminados al desarrollo teórico del MTCV, los otros tres 
capitules tratan sobre la solución numérica del MTCV, la 
utilización de los datos disponibles y la aplicación del MTCV a la 

predicción del tiempo a largo plazo. 
El) el Capitulo 1 se tra'tan los principios de conservación que 

gobiernan a la atmósfera. 
En el Capitulo 2 se aplican los principios de conservación a 

las variables promediadas sobre un periodo largo de tiempo (un mes 

o una estación); se determinan, además, las ecuaciones primitívas 

para las variables medias y la ecuación . de la tendencia de 

presión. 
El Capitulo 3 es fundamental, pues se determinan en forma 

general las ecuaciones fundamentales del MTCV y, en la penúltima 

sección~ se deriva la ecuación de vorticidad potencial no 

adiabática para incorporarla al MTCV; en esto radica la principal 

contribución de este trabajo. 

En el Capitulo 4 se ve la aplicación de la conservación de 

energia térmica a la capa superior de los océanos y continentesª 
El capitulo 5 trata acerca de las parametrizaciones o 

relaciones constitutivas en el MTC y su aplicación a~ MTCV. 
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El Capitulo 6 trata sobre la solución numérica de las 

ecuaciones del MTCV, en donde he desarrollado un método de 
integración casi-implícito para la ecuación de verticidad 

potencial no adiabática. 
El Capitulo 7 trata sobre la determinación y la utilizaci6n 

de las variables en el nivel de la superficie isobárica de 700 

milibarios. 

En el Capitulo e se aplica el MTCV a la predicción numérica 
del tiempo a largo plazo, se discuten los resultados, se dan las 
conclusiones del trabajo y las posibles lineas de investigación a 

seguir. 
El trabajo contiene, además, dos apéndices, en donde. se 

describen algunos parámetros del modelo que consideré no era 

necesario que aparecieran en los capitulas. 
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CAPITULO 1 

Los PRINCIPIOS DE CONSERVACION. 

1.1 Las Ecuaciones de Conservación de Momentum. 

Las ecuaciones de conservación de momentum para los flujos 

atmosféricos, pueden ser derivadas de las ecuaciones de Lagrange 

en coordenadas espaciales generalizadas fijas en el espacio 
(Lamb, 1932): 

k 1,2,J. (1.1) 

donde qk , k = 1, 2, J denota las tres componentes de las coordenadas 

espaciales generalizadas y qk= O qk/D t, k = 1,2,3 representa l~s 
tres componentes de la velocidad generalizada; t es el tiemp,o; p , 

la densidad del aire y p• la presión atmosférica. El término 

-ap•¡p•aqk, es la k-ésima componente de la fuerza por unidad de 

masa debida a gradientes de presión y Fµk la k-ésima componente. de 

la fuerza fricciona! por unidad de masa debida a la viscosidad 
molecular del aire. L• denota el lagrangiano referido a un sistema 
absoluto fijo en el espacio. El operador D/Dt representa la 

derivada material , y se expresa como: 

D 
iit 

B + E q 8 
frt J=I J Bijj 

(1.2) 

De las ecuaciones de Lagrange (1.1) vamos a derivar las 

ecuaciones de movimiento en coordenadas esféricas, relativas a la 

Tierra rotando. Las coordenadas esféricas (A,tp, r) son definidas 

por la longitud ~, la latitud tp y la distancia radial r desde el 

centro de la Tierra. suponemos que el sistema de coordenadas está 

fijo a la Tierra y rota alrededor de un eje que cruza los polos, 

con veiocidad angular O igual a la de la Tierra. De esta manera, 
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las coordenadas generalizadas q. y las correspondientes 

componentes q. de las velocidades pueden expresarse como: 

q, ;\ ... n t q • 

"' 
q • r , 3 (l.J) 

q, . A ... n q • ~ q, . i.-, 
En coordenadas esféricas, las componentes de la velocidad del 

flujo atmosférico en la dirección de incremento de h, rp y r, están 

dadas por: 

u • rcosrp.\ v" • ..,· r (l.4) 

donde u , v· y w son las componentes longitudinal o zonal, 

meridional y vertical, respectivamente, de la velocidad del flujo 

. atmosférico, en el sistema en rotación. 

Con respecto al sistema absoluto, las componentes zonal u•, 

meridional v. y vertical w: de la velocidad del flujo, están dad=s 

por: 

u: ., rcosrp(.\ + rl) "· (l.5) 

Refiriéndose al sistema absoluto, el lagrangiano está dado 

por: 

1 

2 ~· (l.6) 

donde (u. 2 + v· 2 + w· 2
)/2 es la energía cinética por unidad de masa, 

referidaª al sÍste;a absoluto y~· es el potencial gravitacional de 

la Tierra. 

sustituyendo (1.5) en (1.6) resulta que 

~· • (l.7) 

donde ~: es el geopotencial, el cual es la suma del potencial 

gravitacional t• y el potencial centrifugo -u2(0rcos¡p) 2; es 

decir: 

t~ •• - + cnrcos¡p) 2 
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Tomando en cuenta que el geopotencial ~: es función 
tlnicamente de las coordenadas generalizadas qk y sustituyendo la 
expresión para el lagrangiano (1.7) en la ecuación de Lagrange 
(1.1), usando ,(l.J} para qk y qk, k = 1,2,J y las expresiones de 
las componentes de la velocidad (1.4), obtenemos las ecuaciones de 
movimiento eón respecto a la Tierra en rotación: 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

donde 

f • 2nsen~ y t • 2ncos~ (1.12) 

y donde el operador O/Dt de derivada material, en el sistema en 
rotación, está dado por: 

o 8 
Dt = ¡¡¡: + + 

v' a 
ra¡ + 

w' a 
ar 

(f.13) 

En el lado izquierdo de (1.9) a (l.11), el segundo término y 

tercero en (1.10), son aceleraciones aparentes debidas a la 
curvatura del sistema de coordenadas., Los términos fv• y ~w· en 
(1.9), fu• en (l.10) y ~u· en (l.11), son también aceleraciones 
aparentes, pero debidas a la rotación del sistema de coordenadas; 
es decir, a la rotación de la Tierra. La aceleración aparente 
debida a la rotación del sistema de coordenadas se llama 
aceleración de Coriolis y el parámetro f = 20Sen~: parámetro de 
coriolis. 

La extensión vertical promedio de la capa atmosférica de 
intéres en meteorologla es aproximadamente de .100 km a partir de 

la superficie de la Tierra. 
Si representarnos la distancia radial r por a + z, donde a es 

el radio medio de la Tierra y z la altitud relativa al radio a; 
·podemos hacer la siguiente aproximación para una atmósfera 
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delgada: 

r a y Dr oz (1.14) 

En la aproximación de una atmósfera delgada, la nueva forma 
del lagrangiano L• es: 

L• + [ a 2cos2
tp (Á2 + 2Án) + a

2,P2 + 2: 2 

donde 

~· • ei• - + ( aílcosrp ) 2 

~·· . . (l.15) 

(l.16) 

Usando la aproximación (1.14) en (1.3) se tiene que: 

q = z 
3 

y (1.17) 

Por su parte, las fórmulas para las componentes de la 

velocidad en la dirección de incremento de A, 
"' 

y r, se 

transforman, para el caso de una ·atmósfera delgada, en: 

. 
aitcos¡p 

. z (l.18) u . V . ª"' w = 

Sustituyendo la expresión para el lagrangiano (1.15) en las 
ecuaciones de Lagrange (1.1), usando (l.J} para q

1
, 4

1
, q

2 
y iJ

2 
Y 

(1.17) para q
3 

y q3, además de las expresiones de las componentes 

de la velocidad (1.18), obtenemos las siguientes ecuaciones de 

movimiento simplificadas: 

ouº-[ 
Dt 

.º-Y·+ 
Dt 

ow' 
Dt 

donde 

( 

f + u·tan'P 
a Jv' 

f + u·tariy> 
a Ju' 

t --'-· acosrp p 

. 
1 a P 

p.a~ 
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. 

2-~; ) + F~A (l.19) a¡ BA 

8 «i; t + F;f/J (1.20) a- 8Vi 

(1.21) 



D O 
DE • at .~~ acosrp OA + (1.22) 

En las ecuaciones ( 1. 19) - ( 1. 21) , se han despreciado los 

términos u·w·/a y tw• en (1.19), v·w·/a en (1.20), y ( u· 2 + v• 2 )/a 

y tu• en (1.21). Estos términos que hemos despreciad~ son pequefios 

comparados con los términos restantes, lo cual puede demostrarse 

por un análisis de escala para movimientos atmosféricos de escala 

planetaria (Charney,1948). 

Asumiendo que el espesor de la atmósfera de interés es 

suficientemente pequeño para justificar una variación lineal de ~; 
en z, y suponiendo que la superficie ~; =cte es una esfera, se 

tiene que 

o. q (l.23) 

donde g • 9. e m seg-2 es la aceleración "aparente" de la ~ravedad 

terrestre. El err~r introducido por tratar la magnitud g como una 

constante es aproximadamente del 3% para z = 100 km. 

Suponiendo que la atmósfera se comporta como un fluido no 

viscoso, se tiene que 

F;A F~rp F~z O. 

Usando (1.23) y (1.24) en las ecuaciones (1.19) - (l.21), se 

obtienen las ecuaciones de movimiento simplificadas: 

~·-( f + u·tanf Jvº 1 
Dt . a "' - acosrp (l.25) 

(l.26) 

owº 
iit (l.27) 
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1.2 La Ecuación de Conservación de la Masa. 

La conservación de la masa se expresa en forma matem~tica por 
la ecuación de continuidad: 

o (l.28) 

donde VT es el operador nabla tridimensional y VT, el vector de la 
velocidad del aire. 

Por supuesto que la ecuación (1.28) supone que no hay fuentes 
ni sumideros de masa en el sistema, lo que básicamente es 
correcto, a pesar de que en la atmósfera se presentan cambios de 
fase: como por ejemplo, la condensación del vapor de agua. La 
condensación del vapor de agua es un proceso que representa un 
sumidero para el vapor de agua, el cual es un constituyente de la 
atmósfera. Sin embargo, el vapor de agua junto con el bióxido de 
carbonó constituyen en promedio menos del 1 9' del total del gas 
atmosférico (Garduño R. y J. Adem ,1988); de la pequefia cantidad 
de vapor de agua contenido en el aire sólo una décima parte se 
encuentra arriba del nivel de condensación (4.5 km.); por 
consiguiente las variaciones en la densidad del aire debidas a la 
condensación son despreciables. 

A pesar de todo, el papel del agua· como vehículo energético 
en la atmósfera es muy importante. Al condensarse el vapor de agua 
se libera una cantidad considerable de calor latente contenido en 
el vapor de agua. Veremos en la siguiente sección, que este calor 
liberado es utilizado para aumentar la energia térmica de la 
atmósfera. 

Usando la definición de derivada material: 

Qe.. 
Dt (1.29) 

obtenemos una expresión alternativa para la ecuación de 

continuidad: 
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o (l,30) 

Los casos particulares de la ecuaci6n de continuidad son los 

siguientes: 

a) Fluido incompresible (liquidas): 

PE' -
Dt -

por lo tanto 

o 

VT· \/T " o 

b) Fluidos de densidad uniforme: 

p
0 

• constante 

(l.Jl) 

Un fluido de densidad uniforme es incompresible, pero lo 

inverso no es cierto. 

e) El caso estacionario: 

~p·. o 

por lo tanto 

V• ( 
. 11; o 

T 
p 

En coordenadas esféricaa, 

toma la forma: 

!J._.P'+ -'- [ !'._(p'u') + 
at rcosrp BA 

(l.32) 

la ecuación de continuidad (1.28) 

• 2 • 
1 a (p r w) 

r=- ar o 
(l. 3J) 

Introduciendo la aproximación de una atmósfera delgada (1.4), 

la ecuación (l.3J) se expresa como: 

!'.__P
0

+ --'- [ !'._(p
0

u
0

) + !'._(p
0

v
0

cos~) ] + 
at acosrp a>.. a¡p o (l.34) 

Esta forma de la ecuación de continuidad es consistente con 

el sistema de ecuaciones de movimiento (1.25) - (1.27). 
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1.3 La Ecuación de Conservación de Energ1a Térmica Aplicada a la 

At.m6sf'era. 

Un sistema fisico está constituido por alguna porci6n del 
universo con fronteras prescritas, las cuales lo separan de sus 
alrededores. 

Las magnitudes fisicas macroscópicas (temperatura, presión, 
densidad, etc.), que están relacionadas con el estado interno de 
un sistema, reciben el nombre de coordenadas o variables 
termodinámicas; mediante ellas puede determinarse la energ1a 

interna del mismo. 
Experimentalmente se encuentra que existe un subconjunto de 

variables termodinámicas independientes tal, que una vez que han 
sido determinadas y se les ha asignado un valor numérico, los 
correspondientes valores numéricos de las variables restantes 
quedan automáticamente determinados. El estado termodinámico de un 
sistema está determinado por el valor numérico de las variables 
termodinámicas independientes. 

Uri sistema se encuentra en un estado de equilibrio 
termodinámico si las variables termodinámicas independientes no 
experimentan cambio alguno; es decir, si dichas variables toman 

valores definidos que permanecen constantes mientras existe el 

equilibrio termodinámico. 
En la termodinámica clásica, los estados de equilibrio 

termodinámico pueden definirse en función de las variables 
termodinámicas independientes l~s que no dependen de la posición 

ni del tiempo. 
En nuestro caso, el sistema físico de interés es la 

atmósfera. La atmósfera está formada por una mezcla de gases que 
pueden suponerse qu1micamente inertes; esta mezcla está 
constituida en proporciones mas o menos constantes de 
nitrógeno, oxigeno, argón, bióxido de carbono, y - en proporción 
variable - de vapor de agua. 

ES evidente que la atmósfera no se encuentra en un estado de 
equilibrio termodinámico, pues en su interior existen fuerzas no 
equilibradas que continuamente están produciendo aceleraciones del 
fluido, remolinos turbulentos de diferente escala, ondas, etc •• En 
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la atmós.fera no hay una temperatura, presión y densidad únicas que 

correspondan a todo el sistema; sino mas bien una distribución no 

uniforme de temperatura, presión y densidad, cuyos "valores cambian 

continuamente en el tiempo 

sin embargo, lo anterior no implica que estamos incapacitados 

para tratar con sistemas que no se encuentran en estado de 

equilibrio termodinámico, como es el caso de la atmósfera. 

Para determinar los cambios en la energ!a interna de la 

atmósfera en función de las correspondientes variables 

termodinámicas, formularemos ciertas hipótesis. Antes de ello, 

haremos algunos comentarios pertinentes acerca de la energía 

interna, en particular, de la energ1a interna de un gas ideal. 

La energ1a interna de un sistema decrece cuando el sistema 

realiza trabajo sobre sus alrededores y se incrementa cuando se 

realiza trabajo sobre el sistema. Sin embargo, los cambios en la 

energía interna del sistema no son debidos únicamente a la 

ejecución de trabajo mecánico, pues existe otra forma de energla 

diferente al trabajo mecánico, llamada calor. si el sistema no 

esta térmicamente aislado, el calor puede fluir hacia afUera o 

hacia dentro del sistema a través de sus fronteras, cambiando su 

energía interna. 

L0s cambios infinitesimales en la energía interna de un 

sistema están dados por la forma diferencial del Primer Principio 

de la Termodinámica (PPT)i 

ou· (1;35) 

donde ou• es el cambio infinitesimal en la energía interna por 

unidad de masa; eq·, el cambio infinitesimal en la cantidad de 

calor por unidad de masa que entra o sale del sistema a través de 

sus fronteras; y ew· el cambio infinitesimal en la cantidad de 

trabajo relizada por o sobre el sistema. Las diferenciales 

inexactas 8q• y 8w·, indican que la cantidad de calor y el trabajo 

realizado no son funciones de las coordenadas termodinámicas que 

deteriuinan al sistema, sino que depende de la trayectoria por la 

que dicho sistema pasa del. estado inicial al estado final. 
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Una mezcla homogénea de gases qu1micamente inertes (como la 
atmósfera) que ejercen una presión hidrostática uniforme sobre sus 
alrededores es un ejemplo de sistema hidrostático. La formulación 

matemática del PPT para un sistema hidrostático es: 

ou" • f)q" P·oa· (1.36) 

donde P·es la presión del gas, a· su volumen especifico, igual a 
11p• y p• su densidad. 

En un gas ideal, la energía interna es s6lo función de la 
temperatura absoluta T• y por lo tanto sus cambios diferenciales 

están dados por: 

(1.37) 

donde c. es el calor especifico del gas a volumen constante. En el 

rango de valores de temperatura observadas en la atmósfera, cv 

puede ser considerado constante y su val~r es: 

Un gas ideal está gobernado por la·ecuaci6n de estado: 

(1. 38) 

donde n• es el nümero de moles de gas en el volumen v• y a• es la 

constante universal de los gases. 
Para un gas real, en el limite cuando la presión tiende a· 

cero, la ecuación de estado toma la forma dada por (1.38). Para 

presiones inferiores a 2 atm., un gas real obedece aproximadamente 
la ecuación de estado (1.38). 

sustituyendo (l.37) en (l.36), se tiene que para un gas ideal 

el primer principio toma la forma: 

(1.39) 

Cada uno de los gases reales que constituyen la atmósfera 

puede ser considerado como un gas ideal, y la atmósfera en sl 

puede ser considerada como un gas ideal. De esta manera, la 
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energ1a interna de un determinado volumen de atmósfera que se 
encont:t;"ara en equilibrio termodinámico seria función s6lo de la 
temperatura. 

Como ya hemos comentado, la atmósfera no se encuentra en un 
estado de equilibrio termodinámico; en estas condiciones 

fórmularemos la siguiente hipótesis: 

Hipótesis 1.1 
a) Para cada determinado elemento de volumen v·, del sistema 

total atmosférico, que se encuentra en la posición r al tiempo t, 

es posible definir unívocamente las variables termodinámicas: 
presión P• cr,t), densidad p• cr,t) y temperatura T•(r,t). Dichas 
cantidades dependen de la posición y el tiempo. 

b) Cada uno de los gases que constituyen la atmósfera se 

comporta como un gas ideal; por consiguiente, de la ley de Dalton 
acerca de la suma de las presiones parciales, la atmósfera, como 

una mezcla de gases ideales, se comporta como un gas ideal y 

obedece la ecuación de estado: 

p' (1.40) 

c) La energ1a interna de la atmósfera depende sólo de la 

temperatura, y sus cambios con respecto al tiempo por unidad de 
masa están dados por la siguiente expresión: 

D (e T
0

) 

i5t y (1.41) 

donde el operador O/Dt representa la razón de cambio siguiendo al 
movimiento o derivada material; O(c T•) /Dt, la razón de cambio de 

la energía interna o energía térmi;a por unidad de masa; tlq./Dt, 

la razón a la cual la energ1a por unidad de masa es sumada al 

sistema por radiación, conducción molecular y condensación de 
vapor de agua en las nubes (bq./Dt, no es la derivada material de 
q• ya que 8q• no es una diferencial exacta); y -p·oa•¡oq•, la 

razón a la que el trabajo por unidad de masa es hecho por o sobre 

el sistema debido a su expansión o compresión, respectivamente. 
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La hipótesis 1.1 está basada en la hipótesis del equilibrio 

termodinámico local (Garcia-Colin, 1975). 

La parte a) de esta hipótesis de hecho ya fue aplicada a las 

ecuaciones de Lagran9e para el fluido atmosférico (secci6n 1.1) ·y 

a la ecuaci6n de continuidad (sección 1.2). 

Ahora vamos a expresar la ecuación de conservación de energía 

térmica (1.41) en una forma más conveniente, para ello tenernos 

que: 

oaº 
lit • 

y de acuerdo con la ecuación de continuidad (1.JO) se tiene que: 

oaº 
et 

(l.43) 

sustituyendo (l.41) en (l.41) obtenemos lo siguiente: 

O (e T
0

) Dt y (1.44) 

Para que la ecuación de conservación de energía térmica 

(1.44) pueda ser integrada sobre un gran volumen; es decir, toda 

la atmósfera, el sistema elemental debe ser cambiado de unidad de 

masa a unidad de volumen, para ello, multiplicamos la derivada 

material de cvT• por la densidad p•. Es decir: 

pºo (e T
0

) 

Ot • 
pºa (e T

0
) 

lit V + (l.45) 

'Multiplicando ahora la ecuación de continuidad (1.28) por la 

cantidad cvT• y sumando el resultado a (l.45), obtenemos que: 

p
0 o (e T

0
) 

5t V 

29 

(l.46) 



Multiplicando (1.44) por la densidad p
0 

y usando (1.46), 

obtenemos finalmente que: 

(1.47) 

en donde hemos usado el hecho de que: 

(1.48) 

donde QR, Q:H y Q: representan las razones a las cuales la energía 

por unidad de volumen es sumada al sistema por radiación, 
conducci6n molecular y condensación de vapor de agua, 
respectivamente. 

Dado que se está considerando a la atmósfera como un gas 

ideal, s6lo existe del lado derecho de la ecuaci6n ( 1. 4 7) el 

término de compresibilidad -p•vT •\/; y no existen términos 
adicionales que incluyan a la viscosidad molecular del gas. En el 

caso de un gas viscoso, dichos términos representan la razón a la 

que el trabajo por unidad de volumen es hecho por o sobre el 
sistema debido a la deformación de sus fronteras por los esfuerzos 

tangenciales. Segun Miller (1950), la omisi6n de dichos términos 

no causa errores considerables en una gran variedad de problemas 

atmosféricos. 
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CAPITULO 2 

l.As ECUACIONES 9ASICAS DE PRONOSTICO PARA LAS VARIABLES MEDIAS. 

2.1 Las Variables Medias del Sist.ema Termodinámico y sus 
Fluc.tu~ciones. 

En la predicción numérica del tiempo a lar90 plazo (un mes o 
una estación) se pronostican las condiciones medias merisuales o 
estacionales del tiempo atmosférico y no las condiciones 

instantáneas, como en el caso de la predicción numérica del tiempo 
a corto plazo (uno a tres dias). Dado que nuestro interés es la 

predicción al largo plazo, vamos a definir el valor medio mensual 
o estacional de cualquier variable de nuestro sistema 
termodinámico. 

Sea ••(A,~,z,t) cualquier variable atmosférica en el punto de 
coordenadas (A,~,z) y en el tiempo t. A su valor promediado en el 
tiempo sobre un periodo del orden de un mes o una estación lo 
llamaremos valor medio mensual o estacional .. As1, el valor medio 

sobre ~l intervalo de tiempo At
0

, centrado en el tiempo t, está 

dado por la siguiente expresión: 

< .. (i'.,tp,z,t)> (2.l) 

En general el valor medio de t (~ 1 ~,z,t) difiere de su valor 
real. Es decir: 

~·c~.q>,z,t) <t
1
(i\,ip,z,t)> + 1i·"c~ 1 .p,z,t) (2.2) 

donde ~·" es la desviación o fluctuación del valor medio d.e ~· .. 
Las fluctuaciones de las variables atmosféricas tienen periodos 

que van de horas a d1as (Elsberry y Camp, 1978). Las fluctuaciones 
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en el campo de velocidad se denominan turbulencia. La turbulencia 

horizontal de escala sinóptica (105 a 106 mts.) debida a cic1ones 

y anticiclones transitorios es generalmente parametrizada usando 

grandes coeficientes de difusión (coeficientes Austausch). 
Consideremos ahora que t• y ¡i• so·n cualesquiera de nuestras 

variables que presentan desviaciones de sus valores medios y sea x• 
una variable que no presenta una desviación de su valor medio. Es 

decir: .. . <t•> + 1 
.. 

} +· • <'l''> + + 
.. 

X 
. . <X'> 

(2.3) 

Por lo tanto: 

(2.4) 

y por otro lado: 

<'i'.<t.>> 
. . ... . 

<<'i' ><t >> + <1lt <~ >> (2.5) 

De acuerdo con Reynolds (1895) y Miller (1950) vamos a 

enunciar los siguientes postulados: 

Postulado 1.1. El valor medio del producto de una fluctuación 

de una variable por el valor medio de la misma o de otra variable 

es cero: 

... . 
<'1' <t >> o 

Postulado 1. 2. El valor medio del producto de los valores 

medios de dos variables es igual al producto de los valores medios 

de las variables: 

32 



Postulado l. 3. Las fluctuaciones del valor medio de cualquie~' 
par de.variables están estadísticamente correlacionadas, de manera 
que <+••o•"> es diferente de cero. 

De acuerdo el postulado 1.1, (2.5) se reduce a : 

(2.6) 

de la misma manera 

<<'I'·> •• > (2.7) 

y seqQn el postulado l.2 

.. •" <11' t > (2.9), 

De acuerdo con el postulado 1.3 se tiene que <i'•t•> • 
<'t.><I•;>. 

Ahora determinemos el valor ~edio del producto x·i'·1·, 
recordando que x• no presenta una desviación de su valor medio: 

<<X.>'t•I•> 

<X.><'t•I•> 

<X.><'t.><f•> + <X.><t'•"1•"> 

en donde hemos usado (2.9). 
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2.2 Las Ecuaciones de Conservación para las Variables Medias. 

En esta secci6n vamos a derivar las ecuaciones de movimiento, 

la ecuaci6n de continuidad, la ecuación de conservaci6n de enerqia 
térmica y la ecuaci6n de estado en la atm6sfera para las variables 

medias. Para tal efecto vamos a suponer que la velocidad, la 

temperatura y la presión del fluido presentan desviaciones de sus 

valores medios; en cambio, vamos a suponer que las fluctuaciones o 
desviaciones del valor medio en la densidad son despreciables. 

Esto es: 

. .. 
u . <U> + u . . . 
V <V> + V . 

<w•> 
.. 

w . + w (2.11) 
Tº • <T•> 

.. 
+ T 

p 
. 

<P•> + 
... . p . . <p.> p 

Consideremos en primer lugar las ecuaciones de movimiento 

(1.25)- (1.27). Por simplicidad, la fuerza de Coriolis no será 

tomada en cuenta ya que no es esencial en la derivación de las 

ecuaciones para las variables medias. 

Tomando por ejemplo la ecuación (1.25) multiplicada por p•: 

L.í... ~u·+ 
a ª"' 

... 
p U V tanip 

a 

(2.12) 

donde hemos usado (1.22) para O/Dt. La ecuaci6n de continuidad 

(1.34) multiplicada por u· se puede expresar como: 

uºa pº + ~ É!_(P
0

u
0

) 

8t acosip a~ 
+ ~a (p•v•J 

a iiVi 

o 
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sumando (2.12) y (2.13) obtenemos que: 

+ 

2p·u·v·tanlfl .. (l..14) 

De la misma manera las ecuaciones (1.26) y (1.27), usando la 
ecuaci6n de continuidad (1.34), pueden expresarse como: 

a (p
0

v
0

) 

iit 

+ 

+ 

e·v·v·tan(/) 
a 

+ 

a p" 
- 8Z" g 

+ 

(2.15) 

(2.16) 

Tomando en los postulados de la sección 2 .1, las relaciones 

(2.11), resulta que 

<p•u•> <p.><u•> <p•v•> . . <p•w•> . . 
> <p ><V> y <p ><W 

(2.17) 

y que 

<p•u•u•> . . . . . . + <p.><u 
... ... 

> 

l 
<p ><u u > <p ><U ><U> u . . . . . . <p.><u.><v·> + <p.><u •" ... 

<p U V> <p ><U V> V > (2.18) 

<p•u•w•> . . . <p.><U.><W•> + <p.><u 
... ... 

<p ><u w > .. > 

Promediando la ecuaci6n de continuidad (l. 34) por medio del 

operador (2.1) y usando (2.17), obtenemos que: 
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a <p.> 
8t 

<p • ><v • >tanrp .. • o (2.19) 

es decir la ecuación de continuidad es igualmente válida para las 

variables medias. 

Promediando ahora la ecuación de movimiento (2 .14) , usando 

(2.18) y reordenando términos resulta que: 

.• [ª <p 
. 

> --·- !!_(<p 
. 
><u'>) ~ !!_(<p 

. ><V.>) 
+ + <U > °át acosip a;,. a arp . 

><V >tan~ !!_ (<p 
. ><W.>) ] < •>[~<u 

. 
> 

. 
a <U 

. 
> <e + + + <U > 

a az P at ~ a>; 

<V > 8 <U> <W >a <u > ] - <e'><U 
. 
><v'>tan~ + --ª- ~ + 8Z a 

1 a <P•> 
+ [-'- ~'r~j\ + i a -r~ + 2-_-r~z ] -- i"cosip 8I' acoscp a>.. --¡¡- ª"' rp az 

(2.20) 

donde 

-r~ 91 "' -<p.><u•"v•"> . •" . " 
, -ri\z,. -<p ><u {2.~1) 

son los esfuerzos turbulentos de Reynolds (1845). En la ecuación 

(2.20) hemos supuesto que: 

Usando la ecuación de continuidad (2 .19) e incluyendo las 

aceleraciones de Cor iol is, la ecuación ( 2. 2 o) puede expresarse 

como: 
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o <u·> 
Dt -

<u.>tangip 
a l<v•> .. - --'- ___!_._ !__<P > + 

acosip <p > ai\ 

(2.22) 

en donde el operador derivada material está dado por: 

D 
Dt • 

a 
lit + 

<u·> a 
acosrp ax + + (2.23) 

Resumiendo, las ecuaciones de movimiento para las variables 

medias pueden expresarse como sigue: 

D <u> 
et 

D <V> 
Dt 

D <w•> 
Dt 

-

- [ 

f + 
<u.>tang!f 

)<v•> a 

f + 
<u.>tang:!f 

)<u•> "' a 

. 
1 __!.._ i!_ <P >+ 

- acos¡p <p > BA F~ll + F~v 
(2.24) 

- _¡_ 2_<P•> + F;H + F;v <p >a B<p 

(2.25) 

(2.26) 

donde las F• en (2.24)-(2.26) son la fuerzas friccionales por 

unidad.de masa debidas a la turbulencia del flujo; dichas fuerzas 

son de una escala mucho mayor que las fuerzas viscosas F; de las 

ecuaciones de movimiento (1.19)-(1.22), debidas a la interacci6n 

molecular. Las fuerzas F• están dadas en términos de los esfuerzos 

turbulentos de Reynolds: 
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F~H • 1 [ 1 ~T~i\ + -'- ~T~ J 2t;,¡.!!L "">.¡o · <p•> acosip a>. a ª"' \O <p >a 

F~v • ....!.._ LT;z 
<p > az 

f'; •. 1 ( 1 a .,,· ! 8 T• ) + .-!'.l.!!L (-r~>. - -r;\O) 
<p •;; acosq> a¡ \OA + -- - 'P'P a a¡p <p >a 

F;v • ___!_._ a .,,· 
(2.27) <p > az ipz 

F;tt "' __!_•-(-'- E._Ti\i\ + -'- LT~ J .-!'.l.!!L ""z'P <p > acos¡p a>. a a¡o 'P <p >a 

F;v __!_._ a l: zz <p > az 

Los términos en (2.27) que tienen como factor a tanip/a son 

las fuerzas friccionales aparentes debidas a la curvatura del 

sistema de coordenadas. 

En las ecuaciones (2. 27) los esfuerzos de Reynolds están 

dados por las siguientes expresiones: 

'C;i\ .. -r;Vl .. 

'C;z 'C;¡p 

. . .. •" 
- <p ><U V > 

. . •" •" - <p ><v w > 

Ti\z .. 'C;i\ 
. •" •" - <p ><u w > 

. •" •" - <p ><u u > 

~ •" .u 
- <p ><V V > . . ..... 

""zz - <p ><w w > 

(2.28) 

G~neralmente estos esfuerzos son parametrizados en términos 

de las derivadas espaciales de las componentes horizontales de la 

velocidad media del flujo y usando coeficientes ·de viscosidad 

turbulenta (Kasahara y Washington, 1967). 

Ahora vamos a determinar la ecuación de conservaci6n de 

energia térmica en la atm6sfera para las variables medias. 
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Promediando la ecuación de conservación de energ1a térmica 

e 1. 4 7) por medio del operador ( 2. 1) , obtenemos que 

(2.29) 

en donde hemos supuesto que: 

Usando los postulados de la sección anterior y las relaciones 

(2.11), resulta que (2.29) puede expresarse como: 

en donde M; y M;
11 

son denominados por Millar (1950) funciones de 

transformación y están dadas por: 

(2.31) 

La función de transformación <M;> aparece también en la 

ecuación de conservación de energ1a cinética media (Millar, 1950) 

pero con signo contrario, lo que implica que si <M;> es positiva 

decrece la energ1a cinética y se incrementa la energía térmica; 

este proceso es conocido como calentamiento por compresión, el 

proceso contrario es conocido como enfriamiento por expansión. Por 

su parte, el término <M;
11 

> aparece en la ecuación de conservación 

de energía cinética turbulenta con signo contrario (Miller,1950); 

en este caso los procesos de calentamiento por compresión o 

enfriamiento por expansión son debidos a la turbulencia del 

fluido. 
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Ahora vamos a expresar la ecuación de conservación de ener91a 
térmica (2.30) de una manera conveniente, para ello expresemos la 
ecuación de continuidad (2.19) en forma vectorial: 

(2. 32) 

Por lo tanto, usando (2.32) en (2.30) obtenemos: 

(2.33) 

Considerando que las fluctuaciones en la densidad son cero, 
puede demostrarse, con base en los postulados de la secci6n 

anterior, que la ecuación de estado (l.62) es igualmente válida 

para las variables medias. Es decir: 

(2 .34) 

La ecuación de conservación de la energía térmica (2.33) 

puede expresarse de una manera más compacta y conveniente; para 

ello usaremos la ecuación de continuidad (1.30) en la función de 

transformación <M;>, por lo que, de acuerdo con (1.30) y (2.31), 

obtenemos: 

(2.35) 

Derivando la ecuación de estado (2.34) tenemos: 

(2 .36) 

sustituyendo (2.36) en (2.35) y el resultado en (2.33), 

obtenemos la siguiente expresión para la ecuación de conservaci6n 

de energía térmica: 
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(2.37) 

donde e, es el calor especifico a presión constante dado por! 

(2.JB) 

y <Ó•> es la razón de calentamiento en el sistema por unidad de 

volumen por unidad de tiempo, el cual está dado por: 

Otra manera alterna de expresar la ·ecuación de conservación 

de enerq1a térmica es la siguiente: 

(2.40) 

donde 7 .. cP/ ºv. 
En el sistema de ecuaciones (2.19) .(2.24), (2.25) .(2.JJ) ,y 

(2.34), A, rp, z y t son las variables independientes y <u•>, <v•>, 

<w•>,<p•> <T•> y <P•> son las variables dependientes. <u>, 

<v•>,<w•>,<p•> y <T•> son variables de pronóstico ya que hay 

ecuaciones correspondientes para la razón de cambio local en el 
tiempo (tendencias) de dichas variables. Por su parte <P•> es una 

variable de diagnóstico, ya que si <p •> y <T•> son conocidas,<P•> 

puede ser determinada de la ecuaci6n de estado (2.34). 

Si las fuerzas friccionales F• dadas por (2 .27_), las 

f,µnciones de calentamiento <r/>, <Q > y <Q >, la función de 
•lt R CH C •" •" 

transformación <MP > y el transporte turbulento de calor <Ul
1 

T > 
son expresados como funciones de las variables dependientes 

(relaciones constitutivas), el sistema de ecuaciones antes 

mencionado junto con las condiciones de frontera y las condiciones 

iniciales apropiadas forman un conjunto completo. Es decir, el 

níimero de incógnitas es igual al nümero de ecuaciones, por lo 

tanto la evolución de las variables dependientes para t>t
0 

puede, 
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en principio, ser determinada, con tal de que las variables 
dependientes sean conocidas en el momento inicial t • t

0
• 

Sin embargo, las funciones de calentamiento y el transporte 
turbulento vertical de calor en la superficie de la Tierra (calor 
sensible) dependen también de variables que no corresponden a la 
atmósfera sino a la superficie de la Tierra¡ una de estas 
variables es la temperatura de la superficie, de continentes y 
océanos. 

La evolución de las variables dependientes que corresponden a 
la superficie de la Tierra puede ser determinada a partir de los 
mismos principios de· conservación usados para la atmósfera, pero 
aplicados adecuadamente a los océanos y continentes. 
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Z.3 La Aproximación Hidrostática y las Ecuaciones Pri•ltivas para 
las Variables Medias. 

supongamos, por el momento, que la atm6sfera se encuentra en 

un est~do de equilibrio estático; de manera que la fuerza debida 

al qradiente vertical de presión está exactamente balanceado con 

la fuerza de gravedad. Para expresar la anterior de manera 
matemática, consideremos una columna vertic~l de aire con secci6n 

transversal de área unitaria. Tomemos de esta columna una rebanada 
de espesor /J.z; sea p• la densidad de la rebanada y sean p• y 

P•+AP• las presiones en el fondo y en el tope de la rebanada, 
respectivamente. El peso de la rebanada producido por la fuerza de 

qravedad está dado por -p • g/J.z. Por lo tanto, la ecuación de la 
fuerza neta sabre la rebanada es P•-(P.+/J.P•)-p.g/J.z:O, donde las 

fuerzas que actuan hacia abajo han sida prefijadas con un signo 
negativo. De esta manera tenemos que la relación entre la presión 
y 1a altura está dada por: /J.p•.,,-p.gAz, o, en forma diferencial, 

por: 

a pº 
¡;z (2.41) 

La ecuación (2.41) es conocida como la ecuación de equilibrio 

hidrost~tico. 

Considerando los postulados de la sección 2. 1, encontramos 

que la ecuación de equilibrio hidrostático es igualmente válida 
para las variables medias. Es decir: 

(2.42) 

Para movimientos de gran escala de la atm6sfera, la extensión 

horiiontal de movimiento es mucha más grande que la vertical; 
puede demostrarse, por análisis de escala, que la aceleración 

vertical en (2.26) puede ser despreciable y que las fuerzas 

fri~cionales turbulentas F~ y F::V son del mismo orden que 
D<w >/Dt (Charney, 1948), de manera que la ecuaci6n de movimiento 

vertical (2.26) se reduce a la ecuación de equilibrio hidrost4tico 

(2.42). En otras palabras, si consideramos en un determinado punto,, 
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de la superficie de la Tierra una columna vertical de aire, cuya 

sección transversal sea mucho menor que la extensión horizontal de 

movimiento, entonces el aire en esta columna está aproximadamente 

en equilibrio hidrostático. 
Las ecuaciones de movimiento horizontal (2.14) y (2.15), la 

ecuación de equilibrio hidrostático (2.42), la ecuación de 

continÚidad (2.19), la ecuación de conservación de enerq!a térmica 

(2.33) y la ecuación de estado (2.34) constituyen el sistema de 

ecuaciones primitivas. La suposición de equilibrio hidrostático 

modifica los modos normales de oscilación del sistema original de 

ecuaciones, pues elimina las ondas de sonido (Haltiner, 1980). 

Un aspecto de las ecuaciones primitivas es que la velocidad 

vertical <w•> no Puede ser determinada de una ecuación de 

pronóstico ya que D<w.>/Dt ha sido eliminada. 

El sistema de ecuaciones primitivas consiste de cuatro 

ecuaciones de pronóstico para <u>, <v >, <T•> y <p•> y dos 

ecuaciones de diagnóstico, la de estado (2.34) y la de equilibrio 

hidrostático (2.42). Sin embargo, la velocidad vertical puede ser 

determinada de este sistema de ecuaciones en donde, por 

definición, se impone la condición de equilibrio hidrostático: 

Richardson (1922) es el primero en derivar una ecuación de 

diagn6stico, y, posteriormente, J. Adem desarrolla un método 

cinemático (Adem, 1967), para determinar w·. 
Los modelos de alta resoluci6n, como son los MEP y los MCGA, 

están formulados con base en las ecuaciones primitivas usando 

ciertas parametrizaciones de las fuentes y sumideros de calor en 

el sistema y de las fuerzas fricciona les turbulentas. Nosotros 

simplificaremos las ecuaciones primitivas para derivar el MTCV, 

basándonos en todo momento en el MTC de J. Adem. 

A partir de la siguiente sección los paréntesis triangulares 

< >, que representa.n los promedios en el tiempo de las variables 

atmosféricas, serán .omitidos para simplificar la escritura; sólo 

serán usados en casos completamente necesarios; sin embargo, 

debemos de tener presente que las variables que no lleven estos 

paréntesis, representan variables ·promediadas en el tiemp.o seglln 

la def~nici6n (2.1). 
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2. 4 Determinación de la Velocidad Vert.lcal. La ecuaci6n de la 

Tendencia de la Presión. 

Hemos mencionado en la sección anterior que la velocidad 
vertical w• no puede ser determinada de una ecuaci6n de 
pronóstico, pue.s ow• ¡ot ha sido eliminada · del sistema de 
ecuaciones primitivas. Sin embargo,· la velocidad vertical puede 
ser determinada por dos métodos en donde, por definici6n, se 
impone la condición de equilibrio hidrostático. El primero fue 
desarrollado por Richardson (1922) y posteriormente por Kasahara y 
Washin9ton (1967); el segundo, denominado método cinemático, fue 
desarrollado por J. Adem (1967). 

Consideremos el primer método (método de Richardson). La 
velocidad vertical w· es calculada de tal manera que la ecuación 
terrnodinlirnica (2 .40) y la ecuaci6n de continuidad (2. 32) sean 

satisfechas y que la condición de equilibrio hidrostático se 
mantenga en todo momento. 

Por lo tanto, expresemos la ecuación de continuidad (2.32) en 
la siguiente forma: 

a p" 
iit (2.43) 

en donde v: es la velocidad horizontal del viento y V es el 
operador nabla horizontal bidimensional. 

sustituyendo la ecuaci6n de equilibrio hidrostlitico (2.42) en 

el lado -izquierdo de la ecuaci6n (2.43) e integrando la ecuaci6n 

res~ltante ~e z al tope de la atmósfera, cuya altura denotamos por 
z~, obtenemos la ecuación de la tendencia de la presi6n; 

a p" • 
iit 

.. Iz". r·I. B + 9P w - g "u ·V p dz, - g p V•VH dz, 

z z 
(2 .44) 

donde B=aP• /at evaluado en z: a::z:T .. En la derivaci6n de (2.44) 

se utiliza la siguiente condición de frontera: 
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wº .. o (2.45) 

Usando la ecuación hidrostática (2.42), podemos reescribir la 
ecuación (2.44) en la forma: 

o p 
. 

B + J: 
i5t . (2.46) 

donde 

J; 11º·v . rT, rT• ' H 
p - g 11_.v p dz' - 9' p 11•\1

8 
dz' 

z z 

(2.47) 

y donde hemos usado la definición de derivada material: 

(2. 48) 

Ahora, sustituyendo la ecuación termodinámica (2.40) en la 

ecuación de continuidad (2.43), expresada de la siguiente forma: 

o (2.49) 

.. encontramos que: 

a w" 
;;z (2.50) 

sustituyendo (2.46) en (2.50) e integrando la ecuaci6n 
resultante de z-o a alguna altura z, obtenemos: 

w' • 
z 

+ L+ [ B + J; J. dz' + -'-JZRÓ: dz' 
7 cP 

D V (2.51) 

en donde hemos supuesto la siguiente condición de frontera: 
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en z • o (2.52) 

En la ecuación (2.51), el término a, que es la tendencia de 

la presión en zazT, es aún desconocido, pero puede ser determinado 

de manera tal que (2.51) cumpla la condición de frontera (2.45). 

De est~ manera llegamos a: 

B • 

+ J z_:.!.. J• dz 
p 1 

o (2.53) 

Una ecuación para w• _fue derivada por Richardson (1922). En 

su derivación él considera que DP./Dt se hace cero en el tope de 

la atmósfera en donde P·~ o en vez de la condición (2.45). 

Ahora consideremos el segundo método. La ecuación de 

continuidad (2.43) contiene el viento vertical y su primera 
derivada con respecto a la coordenada vertical; es decir: 

~w· + Qº,wº = Qº 
8Z 2 

(2. 54) 

donde 

• 1 • P• • 1 a p• 
Q2 • - p. 11.-v - 11-11. - --¡;; iiE (2 .55) 

Usando la ecuación de equilibrio hidrostá.tico (2.42) en el 

Gltimo término de Q:, tenemos que: 

(2.56) 

Por lo tanto, si conocemos v:, p • y 8P • / at entonces podemos 
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calcular w· de (2.54) resolviendo una ecuaci6n diferencial de 

primer orden. 

La soluci6n de (2.54) está dada por: 

w" • -Q' • J Q0 

Q
0 

dz + c
2
/p • 

3 2 3 
(2.57) 

donde C
2 

es una función arbitraria de las coordenadas espaciales X 

, Y y del tiempo t, y 

(2.58) 

Considerando la condición de frontera (2.52), de (2.57) 
podemos determinar c2: 

(2.59) 

Sustituyendo (2.59) en (2.57) obtenemos que: 

(2.60) 

donde . 

• 1 f . . F ·• -• Q Q dz 
w Ql 2 3 

(2.61) 

De la misma manez:a que en el método de Richardson, podemos 

determinar de (2. 60) la tendencia _de la presión en el· tope z.,zT, 

usando la condici6n de frontera (2.45). De esta manera obtenemos 
que B satisface la siguiente ecuaci6n: 

o • [ F: Lz -
T 

(2.62) 

donde B está contenida implicitamente en los t6rminos 

[F:Jz,.o" 
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CAPITUl.O 3. 

l.As ECUACIONES BASICAS oa MooELO TERMODINAMICO DEL CLIMA CON 

VORTICIDAD (MTCVJ. 

3.1 Análisis de Esca.la de las Ecuaciones de Movimiento pera su 
Aplicación al MTCV. 

Para estimar las magnitudes de los diferentes términos en las 
ecuacion~~ de movimiento (2. 24) a (2. 26) para un cierto tipo de 

movimier:ito, es necesario llevar a cabo un an6.lisis de eBcala 

esp~cificando las siguientes cantidades: a) la magnitud de las 

variables atmosféricas; b) las amplitudes de sus fluctuaciones y 

e) la longitud, el espesor y la escala de tiempo característicos 

en los que estas fluctuaciones ocurren. 
Las ecuaciones (2.24) a (2.26} describen una gama muy amplia 

de movimientos atmosféricos. Por ejemplo, las ondas de sonido y 

gravedad son soluciones perfectamente válidas de ·estas ecuaciones. 
Sin embargo, las ondas de sonido son despreciables en los 
problemas meteorol6gicos. Las ondas de sonido son eliminadas 
completamente al considerar la aproximación hidrostática expresada 
en la ecuación (2.36). 

Ahora, para simplificar las ecuaciones de movimiento 
horizontal (2.24) y (2.25) a movimientos de escala sinóptica, 

vamos a definir las siguientes escalas caracteristicas de las 

variables atmosféricas, basadas en los datos observados para 
sistemas sin6pticos de lat~tudes medias. 

Escala horizontal de velocidad: 
Escala vertical de velocidad: 
Longitud caracteristica: 
Espesor caracterlstico: 
Escala de la f luctuaci6n horizontal 
de la presi6n atmosférica: 
Tiempo caracter1stico: 
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u ~ 10 m seg-1 

W m l cm se1;{1 

L m ia• m 
D m 10

4 m 

6P/p m m2 seg-• 

L/U m 105 seg 



L a fluctuaciones horizontales 4P están normalizadas por la 
densid d p para tener una escala caracter1stica válida para 
cualqu er altura en la troposfera, lo que básicamente es correcto 
pues 4 y p decrecen aproximadamente de manera exponencial con la 
altura. 

MTCV se aplicará al Hemisferio Norte entre 15° y 90°de 
latitu por lo que es conveniente considerar movimientos 

en la latitud IP .. 45°, e introducir la siguiente 

f
0 

"' 20sen~0 z 20cosljJ
0 

c. 10-4 seg-1 

La tabla 3.1 muestra la magnitud característica de cada 
término en (2.24) y (2.25) para sistemas de escala sinóptica de 
latitud s medias. Las fuerzas friccionales turbulentas F~8 , F~v' 
etc., o están incluidas en este análisis de escala. Dichas 
fuerzas no han sido aan parametrizadas en términos de las 
variabl a atmosféricas y por consiguiente no es posible por el 
momento determinar la magnitud de estas fuerzas en las ecuaciones 
de movi iento. En el Capítulo 5 daremos una parametrizaci6n de las 
fuerzas riccionales turbulentas. 

Taba 3.1 Análisis de escala de las ecuaciones de movimiento 
horizont l. 

A B e o E . . . . . 
du . a u r V U V a ' Componen le . lan!p -2.. 

Zonal, dt 8% . p a;; . . . . . 
dv 8 V r 8 p Co•ponenle . . u u u lan!p -2.. 

Meridional. dL 8% . p FY 

Eac:ala de 02 • u r 
o 
u ~ A P 

1 o• ter•lno•. -L- -D- . PT 

Ña9nllud de 10_, 10-5 10-3 10-5 10-3 
loa ter•lno• 

-2 
(• aeq J 

50 



En la tabla 3 .1, por simplicidad, hemos definido X y Y como 

las distancias de oeste a este y de sur a norte, respectivamente, 
tal que dx e a cos~ dA y dy e a d~; de este modo: 

(J .1) 

Además, en la 
derivada material 

tabla J.1 

horizontal 
hemos 
d/dt, 

introducido el operador de 
definido de la siguiente 

manera: 

d a + • a + • a 
dt lit u ax V 8'j (J .2) 

Es decir, usando (3.1) el operador de derivada material D/Dt 

,dado por (2.23), puede expresarse en téminos de d/dt como sigue: 

(J.J) 

Es claro de la tabla (3.1) que para movimientos de escala 

sinóptica en latitudes medias, la fuerza de Corilolis (término C) 

y la fuerza debida al gradiente horizontal de presión (término E) 

están aproximadamente en balance. Por consiguiente, si únicamente 

se retienen estos dos términos en las ecuaciones (2.24) y (2.25) 

obtenemos lo que se conoce como la relación geostrófica: . . a p - fv . - -2. • 
p ax (J .4) 

. . 8 p 
fu . - -!. • 

p ay (J .5) 

El balance qeostr6fico dado por (J.4) y (J.5) no contiene al 
tiempo expl1citamente y por lo tanto no puede ser usado para 

predecir la evolución del campo de velocidad horizontal. Es por 

esta razón que la relación geostrófica se considera una relación 

de diagnóstico. 
Si definimos los vectores unitarios Í 

superficie de la tierra en algún punto 

oeste-este y sur-norte, respectivamente, 
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definir el vector de velocidad horizontal, V
9
=1u:+1v;, llamado 

velocidad del viento geostr6f ico, el cual satisface idénticamente 
(J.4) y (J.S). En forma vectorial tenemos: 

1/. • 
donde ~ es el vector unitario normal a la 
y apunta hacia arriba¡ v.1a¡ax+1a¡ay, 
bidimensional horizontal. 

(3.6) 

superficie de la Tierra 
es el operador nabla 

De acuerdo con (J.6), conociendo la distribuci6n del campo de 
presi6n y de densidad en cualquier tiempo, podemos determinar la 
velocidad del viento geostróf'ico. En su versión actual el MTC 

utiliza el viento geostróf'ico para incorporar el transporte 
horizontal de calor por viento (Adem, 1970b). 

Nuestro interé~ es tener una dinámica expl!ci ta en el MTC; 

concretamente, nuestro objetivo fundamental es incorporar la 
ecuación de la verticidad en el MTC y con ello tratar de 
pronosticar la dinámica a largo plazo y mejorar las predicciones 
del campo térmico. Para esto es necesario retener la aceleración 
del viento (término A) en las ecuaciones (2.24) y (2.25). La 
aproximación resultante de las ecuaciones de movimiento horizontal 
es la siguiente: 

d u 
. . a p 

. . - fv : - -..!.. + F dt p ax . (3. 7) 

d V 
. . a p 

. 
+ fu ~ - -..!.. + F dt p ay y 

(3 .8) 

donde F: y F; son las fuerzas friccionales turbulentas en las 
direcciones X y Y, respectivamente, las que retendremos en las 
·ecuaciones de movimiento. De acuerdo con (2.24) y (2.25) F: y F; 
están dadas por: 

F 
. 

FKV + F,H 

} 
. 

F 
. F:v + F' 
y yH 

(3.9) 

en doi:ide, por consistencia de notaci6~ hemos cambiado los 
sub1ndices A y " por X y Y, respectivamente. 
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En las ecuaciones (3.7) y (3.8) tenernos según, la tabla 3.1, 

que los términos de aceleración son alrededor de un orden de 

magnitud más pequeños que la fuerza de Coriolis y la fuerza debida 
a los gradientes de presión. Una medida conveniente de la magnitud 
de la aceleración comparada con la fuerza de Coriolis, es obtenida 

a través de la razón de las escalas características para los 
términos de aceleración y de la fuerza de coriolis. Esta raz6n es 

número adimensional conocido como número de Rossby 

(3.10) 

La pequeñez de este nCUnero garantiza la validez de la 
aproxiritaci6n geostr6fica. En el caso de sistemas sinópticos de 
latitudes medias se tiene que R ""º .. 1. Para el caso de escala 
planetaria en donde L:.:107 m, se ti~ne que R

0
i::.:Q.Ol, por lo que el 

usar la aproximación geostr6fica en sistemas de escala planetaria, 

resulta mejor que usarla en aistemas de escala sinóptica. Los 

sistemas atmosféricos que describe el MTC corresponden a escala 
planetaria en latitudes medias, por lo que el usar viento 

geostr6fico resulta una excelente aproximación. 
La ecuación de continuidad consistente con las dos ecuaciones 

de movimiento horizontal (3.7) y (3.8), puede ser obtenida de 
(2 .. 19) eliminando el término de curvatura -p·v·tanrp/a y usando 
(3 .1). Es decir: 

~p· + 
at 

a (p
0

u
0

) + !'_(p
0

v
0

) + 
8X By 

a (p
0

w
0

) 

8z o (3.11) 

En esta sección hemos tomado a los vectores unitarios 1, 9 en 
las direcciones oeste-este y sur-norte, respectivamente. Sin 
embargo, en general, el sistema de coordenadas (X,Y,Z,), en donde 

los vectores unitarios 1, 9 son tangentes a la superficie de la 
tierra y perpendiculares entre si y donde el vector unitario ~ es 

normal a la superficie de la tierra apuntando hacia arriba, puede 

estar rotado arbitrariamente alrededor del eje Z {prolongaci6n del 

vector unitario~), de manera que las direcciones de los vectores 

unitarios i, ' no sean necesariamente oeste-este y sur-norte, 
respectivamente. 
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3.2 La Ap~oximaci6n Hidrostática y el Perfil de Temperatura en el 

NTC. 

En el MTC se considera un perfil de temperatura absoluta tal 

que el gradiente vertical de temperatura es independiente de la 
altura~ pero en general puede depender de las coordenadas 

horizontales y del tiempo, es decir: 

a T•(x,y,z,t) • - ~(x,y,t) 
8z 

(3.12) 

donde ~(x,y,t) es el gradiente vertical de temperatura, el cual es 

independiente de z. 
El MTC se aplica a una capa troposférica de altura constante 

H
0

• En la auperficie z H
0

, la temperatura, la presi6n 

atmosférica, y la densidad del aire están representadas por T, P, 
y p, respectivamente. La figura 3 .1 muestra esquemáticamente la 
capa troposférica, donde se aplica el MTC y las variables de 

estado en el tope z = H
0

, a cualquier altura z y en la superficie 

de la Tierra. 

T , P , p 

................. :: ! .1:: ! .'?: ................. . z 

T . ' p 
•' P • 

~ ~ 
z • o 

'f, ' P, 

Figura J.1 Capa troposférica, donde se aplica el MTC y las 

variables de estado: en el tope z 2 H
0

, a cualquir altura z y en 

la superficie de la Tierra. 

En la figura 3.1, T•, P•, y p• son la temperatura, la presi6n 

y la densidad a cualquier altura z, respectivamente; T., P. y p• 

son los correspondientes valores en z • o; T
5 

y p
5 

son la 

54 



temperatura y la densidad de la superficie de la Tierra, 
respectivamente. 

Integrando (3.12) desde cualquier altura z a z H
0

, 

obtenemos el perfil de temperatura en algtín punto de la capa 

troposf érica a cualquir tiempo t: 

T•(x,y,z,t) - ll(x,y,t) [ z - H
0
J + T(x,y,t) (3. lJ) 

Ahora vamos a obtener dos relaciones: una entre la presi6n y 

la temperatura y otra entre la densidad y la temperatura, tales 

que la.condición de equilibrio hidrostático se cumpla; para ello 
vamos a utilizar la ecuación de equilibrio hidrostático (2 .. 36), la 

ecuación de estado (2 .. 34) y el perfil de temperatura (3 .. 13). De 

esta manera, de (2.34), (2 .. 36) y (3.13) se sigue que: 

(3.14) 

(J.15) 

donde a .. g/RJJ y F(x,y,t) es una función arbitraria de X, Y y el 
tiempo t. Para z • H

0
, obtenemos que: 

p 
F(x,y,t) = °"T" (J.16) 

Usando (3 .. 16) en (3.14) y (3.15) obtenemos las relaciones 

esperadas (Adem, 1962 y 1967): 

pº P ( T• T )" (J .17) 

p • p T >ªº' (J.18) 

Considerando que T• está dada como función de z por la 

relación (3.13), entonces las fórmulas o relaciones (3 .. 17) y 
(3 .. 18) expresan de manera explicita a p• y p• como funciones de la 

altura z. 
Las f6rmulas o relaciones (3.lJ), (J.17) y (J.18), seri!in 

usadas en el MTCV. 
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3. 3 LaS Ecuaciones de la Vorticidad y de la Divergencia. en el 

MTCV, 

En el MTC Adem considera que el viento es qeostr6f ico, por lo 
que de acuerdo con (3.6) tendremos que las componentes de la 

velocidad del viento están dadas por: 

(3.19) 

(3.20) 

Sustituyendo (3.12) y (3.18) en (3.19) y (3.20), y usando 

(J.lJ) encontramos que: 

. R T 
. 

a p (Hº - z) g a T F: q !!_/3 u !Pay + _f_T_ ay + fT ay (3 .21) 

. . 
p (Ho - Z)g 8 T F~ g !!_/3 

V . R T a (3.22) f""""P ax- _f_T_ ¡¡;:¡ -r¡r ax 

donde 

< • z - H
0 

+ (T
0 

/ 13) ln (T
0 

/ T) 

Adem ha demostrado en numerosos experimentos (Adem, 

1967; 1970b) que /3 puede ser considerado constante sin modificar 

esencialmente el viento geostróf ico ni el transporte horizontal de 

calor por viento medio; en el caso en que f3 sea constante, las 

ecuaciones (J.21) y (J.22) se reducen a: 

. . 
p (H0 - Z)g 8 T u 

R T a + !Pay --y--¡¡;- ay (3.23) 

. (Ho - Z) g a T 
vº . R T a P 

TPlii --y--¡¡;- liX (3.24) 

Si en lugar de usar (J.19) y (3.20) usamos las ecuaciones más 

generales (J.?) y (3.9), entonces llegamos a las siguientes 

ecuaciones: 
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du 
. 

R T 
. a P (H

0 
- z) 9 8 T 

. 
at - fv

0 

·-TPax + ~ ax + F• (J.25) 

dv 
. 

R T
0 a P (Ho - z) g a T . + fu• .. + + F (J.26) at --ypay -,-T- ay . 

Para movimientos de escala sinóptica o planetaria, la 

ecuación de la vorticidad puede obtenerse aplicando el operador 

~·Vx a la forma vectorial de las ecuaciones de movimiento 
horizontal (3.25) y (3.26). De esta manera llegamos a la ecuación 

de la verticidad: 

a i;º + 11(v ¡( + f) + ci:º + f) V·111: 
at 

R J(P,T) + ~·V X F
0 

-¡;- (J.27) 

donde v: • tu• + 9v• es el vector de la velocidad horizontal del 

viento; J(P,T) • BP/ax BT/By - BT/Bx BP/ay, el jacobiano de P y T 

F• •• 1.P: + 9F;, la fuerza fricciona! turbulenta horizontal; (• y 
V·~H' la verticidad y la divergencia, respectivamente, las cuales 

están definidas de la siguiente manera: 

. ": . 8 vº 8 u 
. 

t; . ~ V X ¡¡;¡ - ay (l.28) . . 
8 u a V V· 11/

0 

+ (J.29) 
H ax ay 

Un teorema de Helmhotz permite que la velocidad horizontal v;, pueda ser expresada como la suma de una velocidad rotacional 

~~y una velocidad divergente V~ (Haltiner, 1980), es decir: 

vº • 
H 

v; + v; (J.JO) 

con 

v;. ~ X V tº 

11; . V 
. 

X 
(3.31) 

donde • • y x • aon la• funciones de corriente y potencial, 
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respectivamente. Usando (J.JO) y (J.Jl) en (J.28) y (J.29), la 

verticidad y la divergencia pueden expresarse como: 

(J.32) 

• z • 
'O' • \IH •V X (J. JJ) 

Aplicando el operador q. a la forma vectorial de la• 
ecuaciones de movimiento horizontal (3.25) y (3.26), llegamos a la 

ecuaci~n de la divergencia: 

·a V•\1/
0 

+ V• (11° •V 11:) - f t; 
. - (~ X V) 

8t H H 

- . (H z) V
2
T R V P·V T + R T + o g 

T -p- ---;> 
(H 0 - z) g V T· V T + V• F

0 

Tz 

f·'ll· R T V2P 
H 

--p-

V P·V P 

(J.34) 

La ecuación de la verticidad (J. 27) y de la divergencia 

(J.34) son ecuaciones escalares independientes, las que remplazan 
a las dos ecuaciones escalares de movimiento horizontal (3. 25) y 
(3.26). Esta formulación proporciona un método para introducir 

simplificaciones en las ecuaciones, reteniendo importantes 
términos de acuerdo a la escala de movimiento que se esté 
considerando. Asi por ejemplo, si anulamos el término aV·\\l:/at de 

(3.34) entonces eliminamos de (3.27) y (3.34) todas las soluciones 

que corresponden a las ondas de gravedad; ésta es la 

simplif icaci6n m1nima requerida para filtrar las ondas de gravedad 

(Haltiner, 1980, pag.68-69). 
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3.4 El Sis~ema Termodinámico Balanceado. 

Ahora vamos a obtener lo que de acuerdo con Charney (1962) se 

denomina sistema termodinámico balanceado (STB) en el que los 

términos av·\\/; / at • av-11; / at, V· (11( V v;i y V·(\\/;· V v;i son 
eliminados de la ecuación de la divergencia (3.34), obteniendose 

una ecuación de balance. Estos términos pueden ser eliminados de 

(3.34) ·en virtud de que, para movimientos de escala sinóptica en 

latitudes medias, w: debe ser aproximadamente no-divergente 

(Holton, 1970), es decir: 

(3.35) 

De esta manera, el STB está dado por las siguientes ecuaciones: 

Ecuación termodinámica (2.37): 

(3.36) 

donde 

(3.36') 

ECuaci6n de continuidad (3.11): 

o (J .37) 

Ecuación de estado (2.34): 

(3.38) 

Ecuación de equilibrio hidrostático (2.42): 

a p" 
8z pg (3.39) 
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Ecuación de la verticidad (J.27): 

8 e·+ (111~ + 11/~) ·V <<" + f) + ce· + f) V·\I/:. _!!._p J(P,T) + ~·V X F
0 

lit (J. 40) 

Ecuación de balance: 

R V P·V T + R T
0

V P·V p (Ho - z) g V T•V T +V·F· (J.41) 
- p- p2 - --T-.--

En estas ecuaciones 

como la suma de u; y u;. 

hemos usado (3.30) para expresar a u: 
Estrictamente hablando, la ecuación de balance se obtiene de 

(J.41) eliminando el término -~xVf·v; y expresando al término V·F· 

en función de P y T; de esta manera obtenemos una relación entre 

la velocidad no-divergente y las variables de estado P y T 

conocida como ecuación de balance. 
El STB dado por (3.36) a (3.41) es apropiado para describir 

sistemas de escala sinóptica en latitudes medias, algunos sistemas 

en los trópicos y sistemas de escala planetaria (Haltiner, 1980), 

en donde las ondas de gravedad han sido filtradas, es decir, los 

modelos derivados del STB se encuentran en la categoria de modelos 

filtrados (MF). 

Ei STB contiene como caso particular al sistema termodiriámico 
que describe el MTC. Veamos: de acuardo con Haltiner (1980, págs. 

67 y 68) para movimientos de escala planetaria las ecuaciones de 
verticidad (3.40) y de balance (3.41) pueden aproximarse como: 
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R J(P,T) 
¡;-

R T. V2P (Ho - Z) g V2T 
--p- +--T--

R V P·V T + R T
0 

V P•V P (Ho - z) g V T•V T 
- -¡;- ----;z - --T-.--

(3.42) 

(3.43) 

Las ecuaciones (3.42) y (3.43} son satisfechas exactamente 

cuando la velocidad u: = v; + v; es geostr6fica; es decir, cuando 

sus componentes están dadas por (3.23) y (3.24): 

u 
. R T a P + 

(H 0 - z)
9 a T 

(3.23) 1:--P ay _f_T_ ay 

. . (H0 - Z)g 8 T 
V 

R T a P 
(3.24) f-piñ( _f_T_ ax 

Las ecuaciones (3 .36). (3.37). (3. 38). (3.39), (3. 23) y 

(3.24) constituyen las ecuaciones del MTC en· su forma más general. 

Desafortunadamente, el STB es prácticamente. imposible de 
resolver debido a la forma altamente impl1cita de sus ecuaciones. 
En la siguiente sección expondremos una simplificación de dicho 

sistema de manera que sea posible resolverlo. 
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3.5 Simpli ricaci6n del STB. El Sistema Termodinámico 

Casi-Geostr6fico (STCG). 

Debido a que el STC es prácticamente imposible de resolver, 

en esta secciOn vamos a exponer una simplif icaci6n de dicho 
sistema, principalmente en la ecuación de balance. 

Una aproximación razonable de (3 .41) puede ser obtenida de 

(J.43) eliminando el términos -~ x Vf·V;, llegando de esta manera 

a la siguiente ecuación de balance lineal en +• 

R T
0 v•p (Ho - z) g V2T R V P·V T 

• - -P- + --T-- - p-

+ _ti V P•V P (Ho - z) g V T·V T 
p• - --T-,-- (3.44) 

El término -~ x Vf·V; es requerido en la ecuación de balance 

para movimientos de gran escala; es decir, dicho término es 
necesario en (J.43) para que (J.42) y (3.43) sean satisfechas 

exactamente cuando la velocidad v: es qeostrófica, válida para 

movimientos de gran escala. Sin embargo, la aproximación de la 
ecuación de balance no lineal (J.41) a la ecuación de balance 

lineal (3 .44) simplifica enormemente el STB anulando la forma 
altamente implícita de las ecuaciones. 

Es conveniente expresar los términos del lado derecho de la 

ecuación (J.44) como un geopotencial equivalente, por lo que es 
necesario que las variables de estado P y T sean expresadas como 

la suma de los valores constantes P 
0 

y T
0 

y las correspondientes 

desviaciones P' y T' de dichos valores. Es decir: 

donde P
0 

> P' y T
0 

> T'. 
Usando (3.45) en (J.44) y despreciando los 

lineales -RVP' •VT', RT
0
VP', VP' /P~, -(H

0
-z)qVT' •VT', 

siguiente expresión para la ecuación de balance: 
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V
2
t

0 

- fl;
0 

- Í{ X Vf•\I; • 0 (3.46) 

aqui ~· es el geopotencial equivalente definido como: 

(3.47) 

donde 
(3.48) 

una aproximación mas de la ecuación de balance, válida para 

latitudes medias, es encontrada al reemplazar en (3.46) f por un 

valor promedio constante f
0 

y despreciar el .té:rm!no de variaci6n 
de f, resultando el siguiente balance entre+ y ~: 

(3 .49) 

en donde hemos usado (J.32) para expresar a ~·en términos de +•. 
La ecuación (J.49) implica que, en una primera aproximación, 

la verticidad del viento corresponde a la verticidad del viento 

geostr6fico, calculado usando un valor constante para el parámetro 

de Coriolis. Es decir, una solución apropiada de (3.49) es: 

(3.50) 
por lo que 

(3.51) 

(3.52) 

Utilizando (3.47) en (3.51) tenemos que las componentes de la 

velocidad del viento no-divergente se pueden expresar como sigue: 

+ 
(Ho - Z) g 8 T 

~ay 
(3 .53) 

(Hº - z) g a T 

~ ax (3.54) 

comparando (3.23) y (3.24) con (3.53) y (3.54), vemos que la 

velocidad del viento no-divergente es igual a la velocidad del 

viento geostr6fico, pero lineal en P y T y calculada con un 

parametro de Coriolis constante. 
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En este trabajo vamos a usar la aproximación (3.49) para el 

balance entre i¡r• y ~·, además de las siguientes aproximaciones a 

las ecuaciones del STB: 
a) En la ecuación termodinámica y en la ecuación de 

continuidad p• es reemplazada por p:(z), la cual es únicamente 

función de z y es calculada usando la fórmula ( 3. 18) con p "' 
• o 

P
0
/RT

0
, T: y T

0 
en lugar de p• P/RT, T y T, respectivamente. Esto 

es: 

De la misma manera que (3.55) determinaremos P:(z), la cual 

es úniéamente función de z, a partir de la fórmula (3.17) con P
0

, 

T: y T
0 

en lugar de P, T• y T. Esto es: 

de tal forma que (3. 55} y (3. 55a) satisfacen la ecuación de 

estado: 

(3 .SSb) 

y la ecuación de equilibrio hidrostático: 

!._P~"' - g • az Po 

b) Los términos de 

diverg~nte Uf; ·VT• y v; ·VP• en 

la ecuación de continuidad 

verticidad, son despreciados. 

(3. SSc) 

transporte horizontal por viento 

la ecuación termodinámica, \l;•Qp• en 

y v;·v<c'+ f) en la ecuaci6n de 

e) En la ecuación de la verticidad el término de divergencia 

c·v·\I: es despreciado, el término f'Q·\I: es aproximado a fo'Q·\I: y 
el término del jacobiano es linealizado en su coeficiente: es 

decir, RJ(P,T)/P "RJ(P,T)/P
0

• 

d) En el término f<·v x F• de la ecuación de la verticidad, 

las fuerzas fr iccionales turbulentas F~8 y F~ en ( 3. 9) se 

desprecian. Por consiguiente cambiando p por p
0 

en F~v11 F:v y 

F;v!!I F:v dadas por (2.27), tenemos que: 
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11 . V X p" • ...2.. a cll . V X i::"¡ 
p

0 
8Z 

(J.56) 

en donde 1:• .. 1 -e• + 9 -r· es el vector horizontal de los esfuerzos 
' y • 

turbulentos cortantes y en donde hemos definido l:xª T~z Y T:s T~z· 
Tomando en consideración las aproximaciones a) - d) y la 

aproximación (J.49), las ecuaciones del. STB se expresan como 

sigue: 
Ecuación termodinámica: 

(3.57) 

donde 

(3.57') 

Ecuación de continuidad: 

o (3.58) 

Ecuación de estado: 

(3.59) 

Ecuación de equilibrio hidrostático: 

a p" 
iiZ =-pg (3.60) 

Ecuación de la verticidad: 

R J(P,T) + -.!... a cll . V X 'C
0

] 

P;; Po az (3. 61) 

Ecuación de balance: 

(3.62) 

Al sistema fisico atmosférico descrito por las ecuaciones 

(3.57) a (J.62) le llamaremos, en concordancia con la literatura, 
sistema termodinámico casi-geostrofico (STCG); las ecuaciones de 

este sistema son las ecuaciones básicas del MTCV. 
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"' "~'"º •• ººI '"º'~ ,., '""'··~ •• ~dº"º •• ., .•• , 
es importante cuando te aplica la ecuación de balance en grandes 
áreas (Bolin, 1956; Haltiner, 1980 pag. 62) • 

Hemos mencionad~ que el área do~de ~e aplica el MTC 
corresponde al Hemisferio Norte, entre 15 y 90 de latitud por lo 

que existe una import nte variación del parámetro de coriolis que 

va de 41.4% a 63.4% con respecto al valor promedio de f para 

latitu<!es medias (<P = 5°). Es decir: 

20sen9o 0 - 20sen4S0 
X 100 41.4 

2nse 45° 

20sen45° - 20sen1s0 
X 100 • 63. 4 

2nse 45° 

A pesar de lo rue hemos expuesto arriba, las ecuaciones 

casi-geostr6ficas no rfsultan una aproximación tan burda cuando se 

aplican a una área hjmisférica como la del MTC si se considera 

que: a) la variación ¡el parámetro de Coriolis se toma en cuenta 
en la ecuación de la verticidad (J.61) y b) al calcular el viento 

no-divergente de (3.53 y (3.54}, se usa el parámetro de Coriolis 

f en lugar de su valor constante f 0. 

Ahora usando (3.5 ) y (3.52) en la ecuación de la verticidad 

(3.61} obtenemos la si uiente ecuación de verticidad potencial: 

R f J(P,T) 
--¡;-<> 

o 

(3.63) 

Usando la expresi n para el geopotencial equivalente (3. 47) 

en (3.51} y consideran o la fórmula (3.17) se tiene que: 

(3.64) 
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Usando (3.64) y la ecuación de equilibrio hidrostático (3.60) 
se tiene que: 

D p' 
DE 

a p' 
Ft:: 

p~g w· (3.65) 

en donde hemos cambiado a p• por p
0

• 

Utilizando (3.12) y (3.65) en la ecuación termodinámica 
(3.57) se tiene que: 

(3.66) 

donde 
íi • 7(g/c0- ~) (3.67) 

(3.68) 
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3.6 Integración Vertical de la Ecuación Termodinámica en la Capa 

Troposf"érica. 

Ahora vamos a integrar la ecuación termodinámica (J.66) en la 

capa troposférica de a~;ura H
0

, y para ello vamos a expresar la 

razón de calentamiento Q como: 

[ . . " . " ... •" C.,P
0 

<w T > + <W P > (3.69) 

en donde 

• • ti • 11 •" • " 
QP "' <VH •V P > + <W :Z P > (3. 70) 

En la relación (J.69) hemos remplazado p• por p~ dada por 

(3.56) y hemos usado el hecho de que: 

•" •" ... •" ... •" 1i1) <P V•VH > = V•<V8 P > - <VH ·V P > 

iv) •" . " •" ... •" ... <P 8 w > "' a <w P > - <w a P > 
az az az 

Vamos a suponer que en 

(3.69) 

los términos 

. . ..... 
+ h( cvp <W T > 

•" •" ... •" 
<VH P > y <W P > de 

(3.71) 

Por consiguiente Q• puede expresarse como: 

(3.72) 

en donde hemos usado el hecho de que e P"' c v + R . 

Ahora vamos a parametrizar la divergencia del flujo 

turbulento horizontal de calor de gran escala a través de un 
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coeficiente de transporte turbulento horizontal conocido como 

"Austausch". Es decir: 

(3.73) 

donde K es el coeficiente "Austausch11
, el cual vamos a suponer 

constante y positivo (Adem, 1962; Clapp, 1970). 

Sustituyendo (3.73) en (J.71) encontramos finalmente que la 

razón de calentamiento o· puede expresarse como: 

Usando (3.13), (3:47), (3.48), (3.51), (3.55) y la relación 

(J.74) en la ecuación termodinámica (J.66) e integrando la 

ecuación resultante de z = O a z = H
0

, obtenemos que: 

donde 

F • 
8 

7 e P [ J -g· o l - ( T I T >" .o o 

7 e T [ ] y o l ( T I T > "" 
ff3(0C+t) - aO O 
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(3. 76) 

(3. 77) 

(3.78) 



H 

w • I il º.P~ w dz (3.79) • 
o 

ET . I ~: dz p;00¡ 

o 

Gs r:;~ dz (3.81) 

o 

[ . . ..... ] 
G, - cppo <W T > (3.82) 

••O 

wP • I "Lp" dz (3 .83) at 
o 

En la ecuación termodinámica ( 3. 7 5) hemos supuesto que los 

términos~ 

-[e p" p o 
•" •" ] <w T > 

Z-H o 

y 

son despreciables, y en F
8 

hemos remplazado a f
0 

por f para 
incorporar el efecto de la variación del parámetro de Coriolis en 

el transporte horizontal de calor por viento medio. 

El primer término del lado izquierdo de (3.75) representa el 

almacenamiento de energía térmica en la capa troposférica; los 
siguientes tres términos representan las razones de cambio de 

energía térmica debidas al transporte horizontal \de calor por 

viento medio, al transporte turbulento horizontal· de calor del 

ecuador a los polos y a la convección de calor en la capa 
troposférica, respectivamente. Del lado derecho de (3.75) tenemos 

el calentamiento por radiación solar y terrestre en la capa 

troposférica (ET), el calor liberado por la condensación del vapor 
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de agua en las nubes (G5) , el calor sensible dado desde la 

superficie a la capa troposférica por transporte turbulento 

vertical (Gz) y la razón de cambio de energ1a térmica debida al 

cambio local en la presión atmosférica (WP) • 
La ecuación termodinámica (3. 75) es similar a la ecuación 

obtenida por J. Adem (1970), sólo que los términos WA y WP !1º 
aparecen en la ecuación de Adem; además, en los coeficientes F

2 
y 

F
8 

y en la función de calentamiento G
2 

aparece en la ecuación de 

Adem el calor especifico a volumen constante Ce) en lugar del 

calor especifico a presión constante (cp" 'JC). La diferencia que 

existe entre la ecuación termodinámica ( 3. 7 5) y la ecuación de 

Adern se debe a que en la ecuación termodinámica original (2.33) 

hemos titantenido las funciones de transformación <M:> y <M;
11 

> y por 

supuesto el transporte 

verticales (convecci6n), 

términos (Adem, 1964b). 

vertical de calor por movimientos 

mientras que Adem desprecia dichos 
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3.7 Determinación de la Convección de Calor y la Incorporación de 

la Vor~icidad Potencial en la Ecuación Termodinámica. 

la ve~:::d::1::~::c~~ :~":~c~~::i::s c:~o:. WjEnesl:e::::::~· ;~;0::~ 
Capitulo 2 vimos dos métodos para determinar w·. En el método de 
Richardson, la determinación de w• dada por (2.51) resulta ser muy 

complicada dado que la función J;, que es un integrando en (2.51), 

es a su vez, segan (2.47), una resta de integrales. El método 

cinemático, en donde w• está dada por (2.60) es mucho más directo 

que el método de Richardson; por consiquiente usaremos este método 

para determinar w •. 
Usando (3.56) en (2.55) resulta que: 

(3 .84) 

Usando (3.84) en (2.58) se encuentra que: 

o:. t ~: r· (3.85) 

donde Te es una temperatura constante. 

Ahora de acuerdo con las aproximaciones a) y b) de la Sección 

3. 5, en (2. 56) vamos a cambiar p • por p: y a despreciar el 

término de transporte por viento divergente (V;·vp•). De esta 

manera (2.56) se expresa como: 

(3.86) 

Usando (3.18), (3.47), (3.51) y (3.55) se tiene que: 

- ....!.. v;·v p" • R J(P,T) 
p

0 
f

0
P

0 

(3.87) 

La divergencia del viento horizontal (V·V:) en (3.86) puede 

ser obtenida de la ecuación de verticidad potencial (3.63). Por lo 

tanto, usando (3.63) y la aproximación (3.87) en (3.86) resulta 

que: 
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en donde el geopotencial equivalente ~·está dado por (3.47). 

PC?r lo tanto, sustituyendo (3.85) y (3.88) en (2.61) y el 

resu1tado en (2.60) cambiamdo p• por p~ se obtiene la siguiente 

expresión para w·: 

. 
w 

en 

[g:-
(p ··' 

p:)g, l a V 2 P [g; - !P. 0 / p:)g,J a V 2 T 
8t at 

- [g; - !P. 0 / p:)g
1 
]J(f,P) + (g; - (p··' p:)g,JJ(f,T) 

+ [g; - (P 00 / p:)g
3

]J(QªP,P) + [g: - (P 00 / P:)g.JJ(Q'P,P) 

+ (g: - (P. 0 / P:)g5 ][J(Q'P,T) + J(VªT,P)] 

+ ...!.. [ E_P 
gp

0 
at 

donde 

g, . 

g: . 

g" • 
s 

R T: 

f~P 0 13 (a-1) 

R T: 
f~P~ll (a+2) 

[ hp"l.J 

g; 

g. . 

_L ·[V X 'C 
. 

tapo 
- V X i:.] (3.89) 

g T: [ T 0 T: ] fªT ¡¡• --a-" a+i 
o o 

-gii!T: 2T0T: T:2 • 
f:JT2'33[ ~ - Q+T - T: ] 

o o 

(3.90) 
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con P.a dada por: 

(p; 
Po T .o r· P.a . ) i::O "' R 1.'o ~ 

(3.91) 

y con 

gJ (g: ) z,.O j . 1,2, ••• ,s (3.92) 

" . (l: . . 
) ZE0 

(3.93) 

En ( 3. 90) las g;; j = 1, 2, ••• , 5 son funciones conocidas de z 

pues T~ es una función conocida de z dada por (3.48). Las qJ dadas 

por (3.92) son parámetros constantes y están dados en el Apéndice 

B. 
En (3.89) el término de la ~endencia ap•¡at puede ser 

determinado como función de z a partir de ( 3 .17) , y cambiando T , 

T y P por T:, T
0 

y P
0

, respectivamente, obtenemos las siguientes 

expresiones lineales: 

[ :: )" [ l -

( ~p") = ( :•O ]" 
z:O O 

a T 
lit 

a T 
lit 

(3.94) 

(3.95) 

Por lo tanto, sustituyendo (3.89) en (3.79) usando (3.94) y 

(3.95), tenemos que la convección de calor WA está dada por: 

F 8V 2P+F 8V2T+F' BP+F' 8T+F J(P,f) 
121 8t 122 8t 121 at 122 at 121 

(3.96) 

donde los coeficientes F
121

, F
122

, •••• ,F~ 26 son constantes y están 

dadas en el Apéndice B. 
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En (3.96) hemos supuesto que existe una capa limite 
superficial d; altura H

5
« H

0
, en donde el vector de los esfuerzos 

turbul~ntos T no depende de z, es igual a ~. y se hace cero para 
alturas superiores a H

5
• Es decir: 

para 
(J .97) 

para 

Ahora, usando (3.94) en (3.83), podemos determinar el término 

WP. De esta manera, tenemos que: 

F" a P + F11 a T 
121 Bt 122 at (J.98) 

donde F~'i!t y F~1 2 i! son constantes y están dadas en el Apéndice B. 
Sustituyendo w. dada por (J.96) y WP dado por (J.98) en la 

ecuaci~n termodinámica (3.75), encontramos que: 

(J.99) 

donde 

(J.99') 
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La ecuación (J.99) es la ecuación básica en el MTCV. A modo 

de comparación, tenemos que la ecuación básica en el MTC (Adem, 
1970b) está dada por: 

(J .100) 

donde F
2 

y F
8 

están dadas por (3. 76) y (3 .. 77), respectivamente, 

sólo que e.n lugar de llevar el factor cP"' 7c., llevan el factor 

c •• 
La verticidad potencial (•.. f~1 v2~· es incorporada en la 

::~a~~6;.i:::rno:1i2~:;~~:t a ytr;~::v2~~a~~ :::ve::~:: ::i::~::a~·~s A=~~ 
el cambio local de verticidad potencial, y los términos 

jacobianos, a excepción del término J(P,T), que están relacionados 

con el transporte horizontal de verticidad potencial y planetaria, 

fueron incorporados en la ecuación termodinámica a través del 

término w,_ .. 
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3. 8 La Ecuación de la Tendencia de la Presión en el Tope de la 

Capa Tropostérica. 

si las funciones de calentamiento ET, G
5 

y G
2

, asi como el 

rotacional del esfuerzo del viento en la superficie (~·Vx-c .. ) son 

funciones conocidas de T y P entonces, tanto (3.99) como (3.100), 

son ecuaciones diferenciales parciales en las variables 

atmosféricas T y P. Por consiguiente, (J.99) o (J.100) no pueden 

ser resueltas si no contamos con alguna información extra; por 

ejemplo, adicionar a (J.99) o (J.100) una ecuación diferencial 

parcial en las variables T y P o prescribir (dar por conocida) a 

una de estas dos variables. sobre este ültimo aspecto Adem (1970) 

ha llevado a cabo experimentos de predicción a 30 dlas sobre la 

región· de Estados Unidos usando la ecuación (3 .100) en donde 

prescribe el valor normal de la presión P. 

Adem (1967) ha encontrado que varios autores (M. Deporto, 

1951; S.N. Sen, 1924; y A. Wagner, 1909) demuestran, a partir de 

observaciones, que existe una superficie de densidad constante 

(isopicna) alrededor de los a km de altura. Considerando que la 

altura H
0 

del MTC es de 9 km, en una primera aproximación uno 

puede suponer que en Z=H
0 

la densidad es constante, por lo que: 

(3.l.01) 

donde p
0

, P
0 

y T
0 

son constantes relacionadas por la ecuación de 

estado: P
0

= R P
0
T

0
• 

P~r supuesto, si usamos la aproximación (J.101) en (3.99) o 

(J .100) el problema se reduce notablemente, pues sólo tendremos 

una ecuación con una sola variable, en este caso, la temperatura. 

Experimentos de predicción de temperatura para el mes de 

Enero 1962 han sido realizados por Adem (1964b) utilizando la 

ecuación (3 .100) con la aproximación (3 .101), la cual anula el 

transporte horizontal de calor por viento pues -F
8
J(P,T) "' O. 

Estos experimentos muestran que (3.101) es una buena aproximación, 

aunque los experimentos posteriores (Adem, 1970b), en donde Adem 
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incorpora el término -F
8
J (P, T), prescribiendo el valor normal de 

la presión, indican que el campo de densidad en el tope de la capa 

(p) tiene un efecto importante en el transporte horizontal de 

calor por viento. 

En una versi6n más avanzada del MTC, Adem suguiere aftadir una 

nueva ecuación para calcular la tendencia de la presi6n (Adem, 

1970b y 1969b). Esta ecuación puede ser derivada asumiendo que la 

velocidad vertical es cero en el tope de la capa troposférica. 

Dicha ecuación ha sido derivada en términos generales en el 

Capitulo 2, sección 2.4 y está expresada por (2.53) o (2.62). Por 

lo tanto, de acuerdo con (2.62) de la ecuaci6n (3.89) podemos 

determinar una ecuación para ap¡at imponiendo la condición de que 

w·= O en z = H
0

• De esta manera tenemos: 

o : - [qlH- (P00 / P0)91) a V
2

P + 97 8 p 
at at 

- [q2H- (P.o/ P0l9,l a V
2

T + q. a T 
at at 

- ·¡glH- (P.o/ P0)g
1
)J{f,P) + (gói!ll- (P. 0 / P 0 )g 2 )J(f ,T) 

+ [q3H- (P00 / p 0)g
3
)J(V'P,P) + [9411- (p00 / p 0 )q 4 )J(V'P,P) 

+ [q5H- (P.0 / P0 )g
5

) [J(V'P,T) + J(V'T,P)) + f~po ~ · V x 1:
0 

(3.102) 
en donde hemos usado (J.97), y en donde 

gJH = (g;H) z=H j=l,2, .•• ,5 (3 .103) 

En (3.102) las gJH dadas por (3.103), y g 7 y g8 están dadas 

en el Apéndice B. 
El término de la tendencia de la temperatura, g

8
8T/8t, en 

(3.102) puede ser determinado de (J.99). Por lo tanto, despejando 

BT/at de (3.99) y sustituyendo dicho término en (J.102) llegamos a 
la ecuación de la tendencia de la presi6n: 
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ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

HO DEBE 
MIBUDTECA 

F a p F' a V2P + F' a O'ii!T + F' J(P,T) + F,' •• J(P,f) 
16 8t • 106 at 107 at 108 

+ F:
07

J.(T,f) + F:
09

J(V
2
P,P) + F:

10
J(V 2 T,T) + F: 11 J(V2P,T) 

(J .104) 

donde F16 ,F; 6 ,F~ 3 ,F; 06 , ••• , y F;
12 

están dadas en el Apéndice B. 

Utilizando el método de Richardson, es decir, la ecuación 

(2.53), obtenemos una ecuación similar a (3.104) (Mendoza, 1989). 

si en la ecuación (3. 63) despreciamos los términos av2i1i• ¡at, 
-J(f~1 v2i¡.• ,it•) y f08[~·Vx't'.]/p~az, obtenemos la siguiente 

ecuación; 

R J(P,T) 
P.; 

(J.105) 

donde v; estA dada por (J.51). 

La ecuaci6n (J.105) es muy parecida a (J.42), la que junto 

con (3 .43) se satisfacen cuando el viento es geostr6fico. Ahora 

bien, en la determinación de w· y posteriormente de ap¡at, la 

divergencia de la velocidad horizontal (V·V:) en (J.86) fue 

obtenida de la ecuación de la verticidad potencial (3.63), pero si 

ahor.a en lugar de usar (3.63) usamos (3.105) para obtener la 

divergencia de la velocidad horizontal entonces la ecuación (3.89) 

para la velocidad vertical, se reduce a: 

wº = - [g: - CP.
0

/ p:)g 1 ]J(f,P) + [g: - CP./ p:)g2]J(f,T) 

+ gf;· [ hpº_ ( ~tp'] .J (J.B9a) 

Imponiendo la condición de frontera w • = O en z .. H
0 

en 

(3 .89a) y procediendo de la misma manera que en la obtención de 

(3.104), encontramos que la ecuación de la tendencia de la presión 

se reduce a: 
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F 8 P 
16 at 

(3. 106) 

Una ecuación similar a (3.106) es obtenida por J. Adem (1960) 

calculando el término V·\I': a partir del viento geostr6fico. De 

esta manera, podemos decir que (3.104) es una generalizaci6n de la 

ecuación de la tendencia propuesta por Adem. 

La ecuaci6n de la tendencia (3 .104) y la ecuación de la 

verticidad (J.63) son equivalentes en el sentido en que uno puede 

llegar a la ecuación (3.104) integrando (3.63) de z s o a z • H
0 

e 

imponiendo la condición de frontera w = o en z = H
0 

(Mendoza, 

1989). 

Las ecuaciones (3.104) o (J.106) son obtenidas imponiendo la 

condición de frontera w• e O en z = H
0

; es por esta razón que Adem 

llama a la ecuación de la tendencia una ecuación geométrica 
(comunicación personal), y la validez de dicha ecuación depende en 
gran medida de la validez de la condición de frontera mencionada. 

En el MTC H
0 

"' 9 km, a esta altura existe una velocidad 
vertical comparativamente importante; ello se muestra en los 
experimentos de simulación de Manabe (Mintz, 1981) sobre la 
circulación general de la atmósfera en el plano meridional (v•1 + 
w·~), realizados con el MCGA del GFDL. Dichos experimentos 
muestrcin una velocidad vertical importante al compararla con las 
de niveles más bajos, y que prácticamente se anula a partir de los 
16 km. (~ 100 mb). Resultados similares muestran los experimentos 
de Hare (1977). 

Por lo tanto, la condición de que w • o en z .. H
0 

puede no 
ser muy realista y por consiguiente la ecuación de la tendencia 
( 3. 104) puede no ser adecuada para determinar la evolución de la 
presión P. Existe, sin embargo, otra alternativa para derivar una 
ecuación para la tendencia de P: evaluar la ecuación de la 

verticidad potencial en algún nivel z :s H0• Dicha alternativa la 
trataremos en la siguiente sección. 
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3.9 La Ecuación de la Vorticidad Potencial no Adiabática. 

Tomando en consideración las aproximaciones a). y b). de la 
sección J.5, tenemos que la ecuación de continuidad (2.54) puede 

expresarse como: 

Qº • - _!.. v.:.·v p" - v·v· + -'-• a ( !!_atp") 
2 Po T H g Po az 

donde p; está dada por (3.55) y v; por (J.51). 

Usando (J.107), (J.109) y (J.67) tenemos: 
2 

f~·v:. fºR J(P,T) - f~[ ~w·+ Q"] + ~. ~ ( ~p·l 
P

0 
az 1 gp

0
az az 

(J. 107) 

(3 .108) 

(3 .109) 

(J.110) 

Sustituyendo (J.110) en la ecuación de la vorticidad 
potencial (3.63) se tiene: 

(3.111) 

Ahora, usando (J. 74) en la ecuación termodinámica (J .66), 

tenemos que ésta puede expresarse de la siguiente manera: 

(J.112) 

en donde 

o: = ~ + Q~ - a (e p• <w•"T·
11

>) az p º (J.UJ) 

En la relación ( 3 .112) hemos despreciado los términos 6;" y 
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Q:. De esta manera, de acuerdo con (3.80), (3.81) y (3.82) se 

tiene: 

J ó: dz • ET + G5 + G2 
o 

. •" •" en donde hemos despreciado el término -ccppa <w T >l ... H. 

(3 .114) 

Diferenciando la ecuación termodinámica (3.112) con respecto 
a z y sustituyendo el resultado en la ecuacion de verticidad 

potencial (J.11.l.), obtenemos la ecuaci6n de vorticidad potencial 

no adiabática: 

a v21' -J(f- 1 v21'+t,1'¡ •., f:(c•/i P:>-1
( h-6:) at G 

- 'J f~(fil Pop:¡-• (:/:)J(P,T) + 'J f~(il p:¡-• [:.p:¡ (Kv'T- :tT) 

+ f:(q fip:)- 1 (97/cp- ji¡ h( :/•) + f
0
-1;: h [~ ' Vx'l:°] (3.115) 

en donde P: está dada por (3.55b); y en donde hemos usado (3.13) 

con ~ constante y (3.51.) para calcular v;·v T•, pero reemplazando 

a f
0 

por t para incorporar el efecto de la variaci6n del parAmetro 
de Coriolis en el transporte horizontal de calor por viento. 

Para obtener de manera directa una ecuaci6n diferencial 

parcial para la presi6n P vamos a evaluar la ecuacion (3.115) en 

el ni~el z • H
0

, en donde el geopotencial equivalente 1• es 
directamente proporcional a la presi6n P. Es decir, de acuerdo con 
(3.47) se tiene que: 

(3.116) 

Por lo tanto, evaluando (3.115) en z .. H
0 

obtenemos la 

•iguiente ecuaci6n: 

82 



+ f:(g'¡j )-1(97/cp- iil[ h( ~./JJ .. .+fo( :z [ft •V X "CºJ)z•H 

donde 

" . • ft X V p 

Paf o 

(3.117) 

(3.118) 

La velocidad del viento dada por (3 .118) es igual a la 

velocidad del viento geostr6fico dada por (3 .6) en z • H
0

, s6lo 
que en lugar de usar f se usa f

0
• 

Ahora vamos a determinar cada una de las derivadas con 
respecto a z evaluadas en Z= H

0
: 

usando (J.55a) en (J.94) se tiene que: 

[ h( ~p·lL: ( 
a pº) a P 
8Z O z=Hat' ( a T

0

) B T iiZ o at 
z•H 

(3.l.19) 

Usando la ecuaci6n de equilibrio hidrostático (3 .SSc) y la 

ecuación de estado (3.55b) se tiene: 

(3.120) 

y de (3.12): 

(3 .121) 

ui;ando (3.120) y (3.121) en CJ.-119) se tiene: 
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a T 
'iit 

8 p ] - 'iit (3.122) 

De (3.84), (3.108) y la ecuación de estado (3.55b) se tiene: 

(3.123) 

V~mos a usar la aproximación de la isopicna ( 3 .101) en los 

t6rminos T/at y V2T de (3 •117), es decir, vamos a suponer que en 
(3.117): 

Sin 

(3.101) 

8 T To 8 P 
lit Cll -¡;;- Bt 

V 2 T m ..22_ v•p 
Po 

embargo, no usaremos 
en el término J(P,T) 

horizontal por viento se anule. 

(3.124) 

(3 .125) 

la aproximación de la isopicna 
para evitar que el transporte 

Por consiguiente, usando (J.124) y (l.125) se tiene: 

( K v'T - ~T l at (l.126) 

Usando la aproKimaci6n (l.124) en (J.122) se tiene: 

[ iz( kp•J]z~H m ·º· (J.127) 

Ahora vamos a determinar los gradientes verticales de o: y de 
[~ · V x i:•] en el nivel z = H

0
; para ello vamos a utilizar la 

figura 3. 2, en donde se muestra esquemáticamente la capa 

troposférica de altura z = H
0 

del MTC y una segunda capa superior 
de altura z E H

0
• En las dos capas vamos a considerar los niveles 

z • Hal2, z = H
0

, z = JH
0
/2, z = 2H

0 
y la superficie z • o para 

deterJDinar los gradientes mencionados. 
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z . 2H
0 

-~!I_:_~_: _ ?;_: _ ~-:- ~- ~ -~ -~ -~:-~ _ ? _____ -- ----- -- z . JH
0

/2 

z • Ho 

z - H
0
/2 

z • o 

Figura. 3-.!· .,Yalores de o:, Q~ y ~-Vx't'• en z • H
0
/2 y z = 3H0/2, y 

de cPp
0
<w T > en z "" Hll y z • 2H0• En la superficie z • o, G

2 

está dado por (J.82). 

En la figura 3. 2 ÓR y Qc son los valores de o: y Q~ en 

z • H
0
/2, respectivamente. En la superficie z • o vemos que G

2 
está 

dado por (J.82). . 
De acuerdo con ( J • 97) 't' .. o para z > H5; vamos a suponer que 

H
5
< H

0
/2; por consiguiente, podemos considerar, tal y como se 

muestra en la figura J .2, que ~ · V x 't'• • O a partir de z 0 ~ H/2. 
Por lo tanto, de acuerdo con la figura J. 2, vamos a tomar la 
siguiente aproximación. 

D [~ • V x t:'J] m az 
~· 

m O 

Vamos a suponer que a partir de Z ~ H
0 

O y Q; • O. Por lo tanto: 
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(cpp: <w•"T•">) :i:=
2

H- (cpp: <w•"T•">) zaH 

Ho 

en donde hemos usado (2.82). 

(3 .129) 

" o (3.130) 

Ahora vamos a aproximar el valor de QR y de o; en Z = H
0
/2, 

por su correspondiente valor medio en la capa troposférica del 
MTC. Es decir: 

ti. , r· dz • ET/ H (3 .132) "- Q o ffo O R 

H 

tic ~ ~o J ti: dz • c.1 Ho (3 .133) 

o 

en donde hemos usado (3.80) y (3.81). 
Por lo tanto, utilizando (3.132) y (J.133) en (J.131) se 

tiene: 

(J .134) 

Sustituyendo (3.130) y (3.134) en (3.129) se tiene finalmente 

que: 
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(3.135) 

Usando (J.120), (J.123), (3.126), (J.127), (3.128) y (J.135) 

en (.J.117) llegamos a la ecuacion de verticidad potencial no 
adiabática: 

(V
2 

- A2> a p +" •V (V2P) + J(P,f) + e V2P at g" o 

- A~ R (ET + G5 + G2 ) 
C1r y o 

A2 R J(P,T) 
y -r 

(3 .136) 

donde A2
, A!, A~ y C

0 
son parámetros dados por: 

A• 7 ll(a-1) 
8.41 

-¡¡ 

A2 • A f 2 
1.58 10·16 cm 

_, 
V O X y --rT'" o 

A,·~ ~ 10.39 (3 .137) 

R 'ji 

Az • A f
2 

8.41 X 10-17 cm- 2 
E O 

E 

~ 

A .,. To 
E ---

m s. 54 

-¡¡ Ha 
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Los valores en. (3.137) han sido calculados tomando los 

valores dados en el Apéndice A para las constantes básicas del 
MTCV y usando K .. 6. 5 x 101º cm2s-1

• El parámetro A2 es conocido 

como parámetro de curvatura (Haltiner, 1980). 

La ecuaci6n de vorticidad potencial no adiabática (3 .136) es 

evidentemente más simple que la ecuación de la tendencia . de la 
presi6n (3.104), y expresa además de manera muy directa la 
relación existente entre· la evolución de la verticidad potencial y 
su disipación (C

0
V2P), con los forzamientos debidos al transporte 

horizontal de calor por viento medio ( l\~ R J(P,T) f ) y al 

calentamiento medio troposférico ( -A~ R (ET + G
5 

+ G
2

) / cvHo ) • 
Los valores de los parámetros dados en (3.137) han sido 

obtenidos haciendo varias aproximaciones; por esta razón, pueden 
ser variados de manera arbitraria dentro de un rango f isicamente 
aceptable. Por ejemplo, Haltiner (1980, pág. 90) utiliza l\2 

• s.aa 
xl0-16 cm-2 en un análisis de inestabilidad barocl1nica, en un 
modelo barocl1nico de dos niveles. G.B. Tucker (1977) encuentra 

que, en la capa troposférica, el coeficiente K puede tener 
variaciones de aproximadamente !sx101º cm2 s-1 alrededor de un 

valor medio de 5xl010 cm2 s-t y llegando a valores muy cercanos a 

cero en 10 km de altura. Por consiguiente, es muy razonable 
suponer que el parámetro C

0 
pueda tener un valor más bajo que el 

encontrado en este trabajo. Joseph Egger y Heinz-Dieter (1983), en 

un estudio sobre la variabilidad de la atm6sfera a gran escala, 
utilizan la ecuación de verticidad: 

o (3 .136a) 

en donde W es la función corriente en 500 mb. Estos investigadores 
usan un valor de lxlo-6 s-1 para ·c

0
, el cual es aproximadamente a 

veces más pequeño que el nuestro; en cambio, para ~ 2 , usan un 
valor entre cero y lxl0-16cm-2

, este tlltimo muy· cercano al 

nuestro. 
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3.10 SimpliCicación de la Ecuación Termodinámica. 

Al igual que la ecuación de la tendencia de la presión 

(3.104), la ecUaci6n termodinámica con vorticidad (3.99) es muy 

complicada; por consiguiente, vamos a simplificar la ecuación 

termodinámica de tal 'manera que lleguemos a una expresión muY' 

semejante en simplicidad a la de la ecuaci6n de la verticidad 

potencial (3.136). Para tal efecto vamos a aplicar la aproximación 

de la isopicna (3 .101) a los términos de la ecuación (3. 99) 

relacionados con la verticidad potencial¡ de esta manera (3.99) se 

reduce.a: 

en donde 

F"2 • F 2 + [1.-(CLASIC)!J [F~ + (P0 /T0 )F~J 

Fl21. [1.-(CLASIC)!J F121 

F 122 • [1.-(CLASIC)!J F 122 

F:
26 

• [1.-(CLASIC)!][1.-(GEOS)!J F:
26 

F 120 • [F122 + (P0 /T0 )F121] [1.-(CLASIC)!J[1.-(GEOS)!J 

(3.139) 

(3.140) 

y en dÓnde hemos introducido los parámetros opcionales (CLASIC)~ Y 
(GEOS)~, los. cuales valen cero o uno dependiendo del caso. Con 

. (CLASIC)~ • (GEOS)! • o, obtenemos la ecuación te:modinámica 

(3.139), en donde hemos aplicado la aproximación de la isopicna 

(3.101). 

Con (CLASici! • o y (GEOS)! • 1 la ecuaci6n (3.13.9) se reduce 
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a: 

(J .141) 

La ecuación termodinámica (3.141) se obtiene si, en lugar de 

usar la velocidad vertical dada por (J.89) para calcular la 
convecci6n de calor· w,,, usamos la velocidad vertical dada por 

(3.89a), en donde la divergencia del viento horizontal se ha 

calculado usando la aproximación (3.105). 
con (CLASIC)~ z 1 la ecuación termodinámica (3.139) se reduce 

a la expresi6n clásica (3.100). 

Las funciones de calentamiento (ET + G5 + G2) que aparecen en 
las ecuaciones de v~rticidad potencial (3.136) y la ecuación 

termodinámica (3.139) son funciones que, corno veremos más 
adelante, dependen de la temperatura troposférica y de la 
temperatura de la superficie de océanos y continentes; por lo 
tanto, es necesario considerar una ecuación adicional que deScriba 
la evolución de la temperatura de la T superficie de océanos y 
continentes. Dicha ecuación expresa la conservación de la energia 
térmica en la capa superior de los océanos y continentes, y la 
ver~~Os en el siguiente capitulo. 
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CAPITULO 4. 

LA ECUACION DE CONSERVACIDN DE ENERGIA TERMICA APLICAOA A LA CAPA 

SUPERIOR, DE ÜCEANOS Y CONTINENTES. 

4.1 La· Ecuación de Conservación de Energía Térmica Aplicada a la 

Capa Superior de los Océanos. 

La ecuación de conservación de energia térmica aplicada a la 

capa superior de los océanos, puede expresarse en la siguiente 

forma (Adem, 1970a; Mendoza, 1981): 

(4 .1) 

donde h
5 

es la profundidad de dicha capa mezclada verticalmente 

por el viento, y cuyo valor está entre los 50 y 100 metros; c
5

, el 

calor especifico del agua considerado constante; p
5

, la densidad 

del agua en la capa mezclada cuyo valor se considera constante; 

T5, la temperatura de la capa mezclada; "'sT' la velocidad de la 

corriente resultante e~ la capa mezclada; y K
5

, el coeficiente 

"Austausch" para el océano y cuyo valor es dos órdenes de magnitud 

menor que el de la atmósfera (Montgomery, 1939; Neumann, 1940; 

Stomel, 1950; Adem y Mendoza, 1987 y 1988 y Mendoza, 1988). 

El primer término del lado izquierdo de (4.1) (h
5
c

5
p

5
8T

5
/at) 

representa el almacenamiento de energla térmica en la capa 

superior oceánica; el segundo (h
5
c

5
p

5
V

5
T·VT

5
) y el tercero 

(-h
5

c
5
p

5
K

5
V

2T
5

) representan las razones de cambio de energla 

térmica, debidas al transporte horizontal de calor por corrientes 

oceánicas y por remolinos oceánicos. turbulentos de gran escala, 

respectivamente; el cuarto término (W
5

) representa la razón de 

cambio de la energ1a térmica, debida al transporte vertical 

turbulento de calor dado por la capa superior oceánica a la 

termoclina. Del lado derecho de (4.1) E
5 

es el calentamiento por 

radiación solar y terrestre en la capa superior oceánica; G
3

, el 

calor perdido por la evaporación en la superficie del océano; y 
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G2, el calor sensible cedido por l.a superficie del océano a la 

capa troposférica por transporte vertical turbulento. 

La parametrizaciÓn del transporte horizontal de calor por 

corrientes oceánicas es realizado usando para la velocidad de la 

corriente resultan~e UIST, la fórmula: 

(4.2) 

donde 11/sw es la velocidad de la corriente oceánica normal 

estacional observada, Ws es la corriente de deriva producida por 

el arrástre del viento sobre la superficie oceánica, y V
511 

es el 

valor normal de "'s· 
Las componentes del vector \\Is son calculadas de las 

siguientes fórmulas: 

u
5

"' C
1
0.0l26 {Uªcose + vªsenB)/./senl{J 

V
5 

• C
1
0.0l26 (vacase - u .. senB)/o/senl{J 

(4.J) 

(4.4) 

donde us y v
5 

son, respectivamente, las componentes de \\Is en las 

direcciones X y Y; u
0 

y v. son, respectivamente, las componentes 

de la velocidad del viento en la superficie en las direcciones X y 

Y; 'P es la latitud; c
1 

es un parámetro constante y e es el ángulo 

que mide la dirección del vector de la corriente de deriva a la 

derecha del vector de viento en la superficie. La derivación de 

las f6rrnulas (4 .J) y (4 .4) es dada en detalle en otros trabajos 

anteriOres (Adem, 1970a; Mendoza, 1981) y está basada en la teoría 

de Ekman sobre la corriente de deriva. 

Al igual que Adem (Adem, 1~64b, 196Sa, 1965b, 1969a 1970b; 

Adem y Jacob, 1968), en este trabajo vamos a despreciar el 

transporte horizontal de calor por corrientes oceánicas y por 

remolinos oceánicos turbulentos de gran escala, asf como el 

transport8 vertical turbulento de calor dado por la capa superior 

oceánica a la termoclina. De esta manera la ecuación (4.1) se 

reduce a: 

(4.5) 
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4.2 La· Ecuación de conservación de Energ1a Térmica Aplicada a la 
Capa Superior de los Continentes. 

La capa superior de los continentes que interactua 
térmicamente con la atmósfera, tiene una profundidad despreciable 
comparada con la profundidad de la capa superior de los océanos 
(Adem, 1963 y 1964b) ¡ por lo tanto, vamos a suponer que en los 
continentes el almacenamiento de energ1a térmica es despreciable; 
de esta manera, la ecuación (3.5) se reduce a: 

(4 .Sa) 

Las ecuaciones (3.100), (4.5) y (4.5a) han sido usadas en 
numerosos experimentos de predicción a un mes de las anomal1as de 
la temperatura de la atmósfera y de la superficie de océanos y 

continentes, as1 como de la precipitación, mostrando que el MTC 
tiene cierta habilidad en la predicción a largo plazo, ta1 y como 
se muestra en dos trabajos de revisión sobre el MTC (Adem, 1979 y 

1991). 

En el MTCV l.as ecuaciones (3.136), (3.139), (4.5) y (4.Sa) 

constituyen las ecuaciones fundamentales, en donde 1as variables 
son 1a temperatura, T, la presión atmosférica, P ,en el tope de la 
capa troposférica (z H

0
), as1 como la temperatura de la 

superficie de océanos y continentes, T
5

• Por consiguiente, lo 
ünico que falta por determinar son las relaciones constitutivas o 
parametrizaciones para las funciones de calentamiento ET, E

5
, G

5
, 

G
2 

y G
3

, y para la componente vertica1 del rotacional del esfuerzo 
del viento en la superficie, ~ · V x ~ª. En el siguiente Capitulo 
veremos dichas parametrizaciones, as1 como la parametrizaci6n del 
transporte horizontal de calor por viento medio en el MTC. 
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CAPITULO 5. 

LAS PARAMETRIZACIONES O RELACIONES CONSTITUTIVAS EN EL MTCV. 

5.1 Parametrización de las Funciones de Calentamiento. 

La parametrización del calentamiento por radiación solar y 

terrestre en la capa troposférica (ET) y en la superficie de 1 s 

océanos y continentes (E
5

) se lleva a cabo suponiendo que la ca a 

de nubes y la superficie de la tierra emiten como cuerpos negros y 

que la atmósfera sin nubes emite como cuerpo negro para longitud~s 

de onda menores que aµm; también se supone que el contenido real¡ 

de ca afecta parcialmente esta emisión en las longitudes de a·nd~ 
de 12~m a 14µm y de 16µm a 18µm, y emite como cuerpo negro par1 

longitudes de onda mayores o iguales que lSµm, siend 

prácticamente transparente entre Bµm y lJµrn (Adem y Garduño, 198 

y 1984). 

Las fórmulas resultantes, linealizadas con respecto a T y 

T
5

, están dadas por: 

(5.1) 

E
5 

= F
3

, + F;
4
c + F

35
T' + F36T~ + (Q + q)

0
[1 - (1 -k)c] (1 - a

11
) 

(5.2) 

en donde los coeficientes F
30

, F
31

, F
32

, F;
2

, F
34

, F;
4

, F
35 

Y F
3 

son constantes dadas en detalle en trabajos previos (Adem, 1962; 

Adem y Gardufio, 1982; Ruiz ,1991); e es la fraci6n de nubes y e 

su va1or normal; T' .. T - T
0 

y T; .. T
5 

- T
50 

donde T
50 

y T
0 

so 

constantes y T' < T
0 

y T~ T
50 

son, respectivamente, las 

desviaciones de T y T
5

; a
2 

y b
3 

son funciones de la latitud y la 

estación; (Q + q) 
0 

es la radiación solar total mensual recibida 

por la superficie con cielo despejado; k es una función de la 

latitud; o:'.• és el albedo de la superficie; I es la insolación 

media mensual recibida en el tope de la atmósfera. 

En la fórmula (5.1), para la fracción de radiación solar 

absorbida por la atmósfera, se han usado las fórmulas propuestas 

por Adem (1964b), y en la fórmula (5.2), para la fracción de 
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radiaci6n solar absorbida por la superficie de la tierra, se ha 

usado la fórmula de Savino-AngstrOm (Budyko, 1956). La insolaci6n 

media mensual se determina a partir de las fórmula de Milankovitch 

(Adem, 1962). 

Para el calor sensible (G
2

) y el calor perdido por 

evaporación en la superficie (G
3

) se usan las siguientes fórmulas 

lineales (Clapp et al., 1965): 

Sobre los océanos: 

(5.3) 

(5.4) 

Sobre ¡os continentes: 

(5.5) 

(5. 6) 

donde G
2

N, G
3
N,EsN' T~ y 'l'~N son los valores normales de G

2
, G

3
, 

E5 , T' y T;, respectivamente; K2 , ~3 , K4 y B son parámetros 

constantes; IV.NI es la rapidez del viento normal en la 

superficie; UN es el valor normal de la humedad relativa en la 

superficie; d es una función emp1rica que depende de las 

coordenadas r~ctangulares X y Y del mapa; (G
2

) ~ y (G
3

) ~ son 

parámetros que son iguales a O cuando G
2 

y G
3 

son iguales a sus 

valores normales y son iguales a 1 cuando G
2 

y G
3 

son iguales a 

sus valores anómalos (normal + anomalía) • 

Para el calor liberado por la condensación del vapor de agua 

en las· nubes {G
5

) se usa la siguiente fórmula emp1rica, deducida 

por Clapp et al. (1965): 

(5.7) 
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donde G5N es el valor normal de G5; d 11 = 2Dd' y c" = 2Dc' siendo o 

G 408.5 km el intervalo entre punto y punto de la rejilla regular 

de integración del MTCV; b', c' y d' son funciones empíricas de X 

y Y ; (G5 )~ es un parámetro que es igual a o cuando G5 es igual a 

su valor normal y 1 cuando es igual a su valor anómalo (normal + 

anomalia). 
La fracción de nubes (e) es considerada como variable y su 

fórmula empírica está dada por: 

(5.8) 

donde e" es el valor normal de e; d
2 

es una constante empírica ; y 

(e)~ es un parámetro que es igual a o cuando e es igual a su valor 

normal y 1 cuando es igual a su valor anómalo (normal+ anomalia). 

Las f6rmulas (5.J)-(5.4) y (5.5)-(5.6) pueden ser compactadas 

en dos fórmulas que toman en cuenta tanto océanos como 

continentes: 

ª•• + (G ) '11\1 1 (a"K + (1-G")K J (cT' -T' ). - (T' - T.'>] 2 O aN 2 2 2 :J S SN -

(5.9) 

+ (1-G")(l.-d )(E - E ) } 
2 7 • ª" (5.10) 

' donde G~ es un parámetro que es igual a cero para los continentes 

y uno para los océanos. 



5.2 La Parametrización del Transporte Horizontal de Calor por 

Viento Medio en el MTCV (Dinámica Implícita). 

En la ecuación termodinámica (3.100), lo mismo que en la 

ecuación termodinámica (3.139), el transporte horizontal de calor 

por viento medio, AD, está dado por: 

AD • J :,P: v; · v T 0 

dz • F
8
J(T,P) 

o 

(5.11) 

en ~onde p~ está dado por (J.55) v; por (J.51), cambiando f 0 por f 
y T por (3.13), tomando a ~ constante. 

Adem ( 1970b) propone seis diferentes opciones para calcular 
AD, de éstas sólo usaremos en el MTCV las tres primeras por ser 

las fundamentales, las otras tres son derivaciones de la segunda 

opción; las tres opciones que usaremos son las siguientes: 
OpciOn l. La densidad p en el tope de la capa (z .. H

0
) se 

supone constante. Esta condición, junto con el hecho de considerar 
a fJ como constante, implica que las isotermas coinciden con las 

isobaras y por lo tanto AD = o. 
OpciOn 2. En esta opción se prescribe el valor normal de la 

presión, lo cual es equivalente a suponer un transporte horizontal 

de calor por viento normal. 

Opción J. En esta opción se reemplaza en (5.11) v; por v: 

dada por: 

(5.12) 

donde ": es la velocidad del viento horizontal, v:0~ es la 
velocidad del viento geostrófico normal observado, V es la 

velocidad del viento predicho, y \f: es la velocidad del viento 

normal predicho. 

Las componentes de la velocidad v:ob son obtenidas de (J. 53) 

y (3.54), cambiando f
0 

por f y cambiando P y T por su valor normal 

observado. Es decir: 
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R T: a P (Hº - z) g a T 
UNob "' - fTa "iFj Nob + ~ ay Hob (5.13) 

R T: 8 p (Ho - Z) g a T 
fTa a"X Hob -~ 8X Nob (5.14) 

. 
donde uHob y V Nob son 

P Hob y TNob son los 
respectivamente. 

las componentes en X y Y de ~:ob y donde 
valores normales observados de P y T, 

Las componentes de 11/ son obtenidas de (5.13) y (5.14) 

reemplazando UNob 1 VNob 1 p 
Nob 

y TNob por u. V' P, y T, 

respectivamente, y suponiendo que la densidad en el tope de la 

capa troposférica (p) es constante e igual a P0 "' P
0
/R To. De esta 

manera tenemos que: 

. R .T~ - (Ho - z) g a T u fT;; !< ay (5.15) 

. R T: - (Ho - z) g a T 
V . fT;; !< a;¡ (5.16) 

Fórmulas similares son obtenidas para v:. Usando (5.12) en 

(5.11) en lugar de \I/~, y (3.55), (3.13) con fl constante, (5.13), 

(5.14), (5.15) y (5.16) as1 como las fórmulas para v:, obtenemos: 

(5.17). 

donde 

F' . Po [ l - g 
Fo - g 

Fz . T;;""" RT fl3 (5.18) 

F" . F' - Po Fo . • T;;-
(5.19) 

y donde F
2 

y F
0 

están dadas por (3.76) y (3.77), respectivamente. 
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La ecuación (5.17) es una función lineal de a T/ax y a T/ay, 
y su uso en la ecuación termodinámica (3.100), junto con la 
parametrizaci6n de las funciones de calentamiento, conduce a que 
(3 .100) sea una ecuación diferencial parcial lineal en T. Esta 

~orma de incorporar la dinámica en el MTC es impllcita, pues el 

viento dado por (5.15) y (5.16) queda implicito en la ecuación 
termodinámica (3.100). 

Eñ la ecuación (5 .17) la suma de los dos primeros términos 

del lado derecho son el transporte horizontal de calor por el 

viento geostr6fico normal observado, el cual es prescrito; el usar 
tlnicamente estos dos términos es equivalente a la opción 2. El 

último término es el transporte horizontal de calor debido a las 

anomal1as del viento calculadas por el modelo. 
Si en lugar de usar (5.12) en (5.11) suponemos que U/

1
: = \\/•, 

entonces obtenemos que AD = o, lo cual nos conduce a la opción l. 
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s. 3 Parametrlzaclón del Rotacional de Esf'uerzo del Viento en la 

Superf'icie. 

Las componentes del esfuerzo del viento en la superficie (~0 ) 

están dadas por las siguientes fórmulas parámetricas (Kasahara y 

Washington 1967): 

(5.20) 

(5.21) 

donde 'p" es la densidad del aire en la superficie; c
0 

es el 

coeficiente de arrastre, el cual depende _de la estabilidad de la 

atmósfera; 1v.1 es la rapidez de la velocidad del viento en la 

superficie, v.; y "tax' ~•Y' u
0 

y v
0 

son las componentes en X y Y 

del esfuerzo "t• y de la velocidad v., respectivamente. 

En las ecuaciones (5.20) y (5.21) vamos a reemplazar a p
4 

por 

la densidad constante p
00 

dada por (J.91), l\1
4

1 por IUl.,"I; Y U
4 

Y 

v. por las componentes del viento geostr6fico u,,
9 

y v"" calculadas 
de las ecuaciones (3.53) y (3.54) en z • o, es decir: 

RT 8 p g Ho 8 T 
u 'º ·¡5.22¡ .. f

0
P

0 
ay + f

0
T

0 
8-y 

V 
R Tao a p g Hº a T 

(5.2J) .. f
0

P
0 ax f

0
T

0 
8X 

donde T
40 

está dada por (3.78). 

Considerando lo anterior, las componentes del esfuerzo pueden 

expresarse como: 

(5.24) 

(5.25) 
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Usando (S.24) y (5.25) la componente vertical del rotacional 

del esfuerzo del viento en superficie puede expresarse como: 

~ · V X "• • p e 111/ 1 ~ • ( v x 11/ - 11/ x v E ¡ 111/ 1
2

) aODaN 09 a9 11 a.N 
(5.26) 

donde V
119 

es la velocidad del viento geostr6fico en la superficie, 

cuyas componentes están dadas por (5.22) y (5.23), y Eª es la 
energía cinética por unidad de masa del viento en la superficie, 

es decir: 

(5.27) 

donde u•N y v aN son las componentes en X y Y, respectivamente, de 
la velocidad del viento normal en la superficie, v.N· 

ABumimos que en (5.26) el término V
89

xVE,/IV.Nlz es 
despreciable comparado con el término V x \/

49
; de esta manera 

(5.26) se reduce a: 

(5.28) 

sustituyendo (5.22) y (5.23) en (5.28) se tiene que: 

~ • V X "· • 

En la determinación de (5.29) CD se ha considerado constante 
y un valor apropiado es CD .. 1. o x 10-3

• Tanto en las funciones de 

calentamiento (5.3), (5.4) y (5.5) como en (5.29), 111/••I es 

prescrito de manera que (5.29) es lineal en V2P y v2T. 
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CAPITULO 6. 

LA SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DEL MTCV. 

6.1 Análisis de Ondaá de la Ecuación de Vorticidad Potencial. 

Antes de presentar la solución numérica de las ecuaciones del 
MTCV, es conveniente determinar el tipo de ondas que se han 

introducido en el MTC al incorporar la ecuación de verticidad 

potencial no adiabática (J.136). Por simplicidad, vamos a 
considerar ünicamente la parte dinámica de la ecuación (3 .136), 

dado qU.e es la que puede provocar inestabilidad numérica en la 

solución de las ecuaciones. En este caso la ecuación (3.136) se 

reduce a: 

(V2 - A2) a p + 11 • v (V'P) + f3 a P + c0V2P 
at 9' ºax o (6.1) 

en donde hemos)1sado la aproximación plano (3
0

, es decir: 

f • f
0 

+ {3
0
y (6.2) 

donde ~o = df/dy, es la variación del parámetro de Coriolis en el 

plano tangente al paralelo <p • rp
0

• 

Consideremos una soluci6n del tipo: 

(6.J) 

donde µ
0 

.. constante, es la componente zonal de la velocidad del 

viento y k • 2rr/L, L es la longitud de la onda. La presi6n (6.J) 

satisface la ecuación (6.1) siempre y cuando la velocidad de fase 

e = cr + ícl cumpla las siguientes relaciones: 

kc. 
- 1 

uº - fJO/k
2 

1 + A2/k' 

- c o 

(6.4) 

(6.5) 

donde cr y el son, respectivamente, la parte real y la parte 
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imaginaria de c. La velocidad de fase dada por (6.4) corresponde a 

la velocidad de fase de las ondas internas de Rossby (Haltiner, 

1980). 

Si N es el nQmero de ondas alrededor del hemisferio, i. e. , 

2na cos¡p • N·L, donde a es el radio medio de la Tierra, entonces 

podemos escribir (6.4) y (6.5) en la siguiente forma: 

e, • 
U0 - 20a cos3

tp0/N2 

1 + i\
2 a 2 cos2

tp
0
/N2 

- e 

(6.6) 

kc = 0 (6 7) 
1 1 + i\ 2a2cos2¡po/N2 • 

en donde hemos tomado ¡p
0 

"' 45°. 

En este análisis de ondas vamos a utilizar dos valores para 

el parámetro de curvatura, i\2
: i\2 

"' 1.50xl0-16cm-2
, valor usado 

por Wiin-Nielsen (1959) en un análisis de ondas de Rossby con el 

modelo barotr6pico; este valor es muy cercano al valor teórico 

obtenido en este trabajo (i\2 1.2ox10-16cm-2
) y >. 2 

5.88xl0-16cm-2
, valor usado por Haltiner (1980, pág. 90) y del 

cual hemos hecho mención al final de la sección 3.9. 

La figura 6 .1 muestra la velocldad de fase (parte real de c), 

en ms-1
, como una función del número de ondas N en ¡p

0 
,. 45°. Los 

valores de cr son calculados para U
0 

= 20 ms-1
• La linea sólida 

corresponde a i\.
2 

.. o, la linea a trazos a i\2 
.. 1.sox10-16cm·2 y la 

linea a puntos a i\2 
• 5. SBxl0-16cm-2

• Vemos que en ondas de escala 

planetaria, digamos N m 1, que corresponde a longitudes de onda de 

aproximadamente 28000 km, la velocidad de fase cambia de -9. B ms·1 

para i\. 2 
• 1.50x10-16cm-2 a -2.56 ms-1 para A2 

,. 5.8Bxl0-16cm-2
, es 

decir, un cambio de 7.24 ms-1
; mientras que en ondas de escala 

sin6ptica, digamos N "' B, que corresponde a longitudes de onda de 

aproximadamente 3500 km, e cambia de 10 ms-1 a 5.19 ms-1 es 

decir, un cambio de 4. 81 ms -f 
Pór otro lado, la figura 6 .1 muestra que un cambio de valor 

en ;\2
, de cero a l. 50x10~16cm-2 , no cambia apreciablemente la 

velocidad de fa.se de las ondas de escala sinóptica (N "' B); sin 

embargo, las ondas de escala planetaria (N "' 1) experimentan un 

fuerte cambio en su velocidad de fase. Por lo tanto, ln velocidad 
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de fase de las ondas de escala planetaria es fuertemente 

dependiente del parámetro A2
• De acuerdo con Cressman (1958) y 

Wiin-Nielsen (1959) las ondas planetarias, las cuales son 

casi-estacionarias, son mejor predichas para valores grandes de 

A2
; Nielsen sugiere usar el valor de A2 = 1.50x:l0-16cm-z para la 

mejor predicción a corto plazo (uno, dos o tres días) del 

movimiento de las ondas planetarias • Es muy posible que para 

predicciones a largo plazo, el movimento de las ondas planetarias 

sea mejor predicho con un valor de A2 .. 5.88x:l0-16cm-2 que con un 

valor de A2 
"' 1.SOxl0-16cm-2

, dado que la velocidad de fase de los 

ondas planetarias se reduce apreciablemente al usar el primer 

valor de A2 en vez del segundo. Por otro lado, el usar valores 

grandes de A 2 puede proporcionar una mayor estabilidad en la 

integración numérica de la ecuación de verticidad no adiabática 

(3.136) en un Periodo tan largo como un mes. 

Figura 6.1. Velocidad de fase (cr), en m s-1
, como una función del 

número de ondas N en 'Po = 45°. La linea sólida corresponde a A2 = 

O, la linea a trazos a A2 = 1.50x10-16cm-2 y la linea a puntos a 

A2 "' s.eax10-16cm-2• 
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La figura 6.2 muestra la razón de amortiguamiento de las 

ondas internas de Rossby (kc
1
), en 10·6s·1

, como una función del 

no.mero de ondas N en ip ,. 45°. La linea sólida corresponde a i\2 
.. 

o, la 11neá a trazos a i\2 
"' 1. 50xl0-16cm-2 y la linea a puntos a 

A2 
• 5. aaxio-16cm-2 • Los valores de kc

1 
son calculados para C

0 
= 

a. 32x10-6 s-1
• En ondas de escala planetaria (N "' 1), la razón de 

amortiguamiento es -2.65xl.0-7 s-1 para i\2 l..SOxl0-16cm-2
, que 

corresponde a un periodo de 275 dias; mientras que para i\2 
• 

5. 88xl.0-16cm-2
, es de -6. 92xl.0-8s-1

, que corresponde a un periodo 

de 1051. clias. Para el caso i\
2 = o la razón de amortiguamiento no 

depende del número de ondas N y su valor es de -e. 32xl.0-6s-1
, que 

corresponde a un periodo de 8.7 d1as. En ondas de escala sinóptica 

(N "' BJ, la raz6n de amortiguamiento para i\ 2 
= l..50;.:l.0-16cm·2

, es 

de -5.64xl.0-6s-1
, que corresponde a un periodo de l.3 d1as; en 

cambio para i\2 5.8Bxl.0-16cm- 2
, es de -2.9lxl.0-6s-1

, que 

corresponde a un periodo de 25 d1as. 

~ .. 
'o 
... -1 

~- -2 

o 
~ -3 .. ... 
~ -4 

g, 
"..-4 -s ... 
i -6 

~ -7 

" "' -a ., 
~ -9 

... ... 

N 
10 12 14 

... ... · .. ... 
. .. 

... 
.... 

Figura 6.2. Raz6n de amortiguamiento (kc
1
), en l.0-6 s-1

, como 

una función del no.mero de ondas N en rp • 45°. La linea sólida 

corresponde a "A:z .. o, la linea a trazos a i\2 
• 1.50xl.0-16crn-2 y la 

linea a puntos a i\2 
• 5.eex10-16cm·2• 
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6.2 La Integración en el Tiempo de las Ecuaciones. 

En la versión usual del MTC, las ecuaciones de conservación 

de energía térmica en la troposfera (J.100) y en la superficie de 

los océanos (4.5) y continentes (4.Sa), son usadas como ecuaciones 

básicas de pron6stico a un mes. La variable básica predicha es la 

temperatura, tanto de la atmósfera (T) como la de océanos y 

continentes (T
5
). Como hemos dicho, la presión P, es una variable 

que se prescribe usando su valor normal observado PNobº 

Ahora bien, dado que las temperaturas y las funciones de 

calentamiento son cantidades promediadas sobre períodos largos d.e 

tiempo (un mes o una estación) , la soluci6n a un mes de las 

ecuaciones de conservación de energía térmica en la troposfera 

(J.100) y los océanos (4.5), puede ser obtenida en uno o pocos 

pasos de tiempo. Es así que las ecuaciones (3.100) y (4.5) son 

integradas con un esquema implícito, para tener estabilidad 

numérica, y usando un s6lo paso de tiempo de un mes (Adem, 1964b; 

1970b). 
Por su carácter dinámico la ecuación de verticidad potencial 

(3.136) no puede ser integrada con un sólo paso de tiempo de un 

mes, sino que requiere de varios pasos de tiempo mucho más 

pequenos. En la solución de la ecuación de vortici~ad potencial 

sin forzamientos ni disipación dada por: 

(V2 -A2) B P + '11· V (V
2
P) + J(P,f) •O 

. BE v 
(6.8) 

se requieren pasos de tiempo de 1/2 a 1 hora para una rejilla 

regular de unos 400 km sobre la que se integra espacialmente la 

ecuaci6n (6.8) (Haltiner, 1980). 

En predicción a corto plazo (1 a d1as), es usual tra.tar a 

la ecuaci6n (6.8) como una ecuaci6n de Helmholtz para la tendencia 

de la presión, es decir: 

donde 

(V2 
- A2

) B p • F(P) 
at 

(6.9) 
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F(P) • - U/
9

· V (V2P) - J(P,f) (6.10) 

Dada la presión inicial y por consiguiente la función F(P), 

la solución de la ecuación (6.9) proporciona la tendencia inicial 
y la presión puede ser extrapolada hacia adelante usando 

diferencias finitas centradas. Es decir, en el paso de tiempo m se 

tiene que: 

(6.11) 

P~ra resolver la ecuación (6.9) sobre una región limitada de 

la Tierra, BP/at debe ser conocida en las fronteras. En la 
predicción sobre el Hemisferio Norte en proyección estereográfica 
polar, si las fronteras están cerca del ecuador 8P/8t puede 
aproximarse a cero sobre las fronteras laterales, es decir se 

puede suponer que en las fronteras hay persistencia. 
si queremos considerar la ecuación de verticidad potencial no 

adiabática (3.136) como una ecuación de Helmholtz para la 
tendencia de la presión y usar (6.11) para extrapolar la presión 
hacia adelante en el tiempo hasta completar un mes, entonces es 
muy posible que se presenten problemas de inestabilidad numérica. 
Efectivamente, en la predicción a corto plazo los términos de la 
tendencia de la presión en la ecuación de vortiCidad (6.8) no son 
despreciables, en cambio en la predicción a largo plazo los 

términ~s de la tendencia de la presión en la ecuación de 
verticidad (3.136) son pequeños comparados con los demás términos. 
Por esta razón vamos a usar un nuevo esquema de integración para 
la ecuación (3.136). Este esquema como veremos será 
casi-impl1cito. 

Hagamos las siguientes consideraciones para llevar a cabo la 
integración en el tiempo de las ecuaciones del MTCV: 

a). En las ecuaciones (J.136), (3.138) y (4.5) las tendencias 
8P/Bt, BT/Bt y 8T

5
/Bt son reemplazadas respectivamente por 

(P-P_>/At2 , (T-TP)/At y (T5-T5p)/At, donde PP, TP y T5P son 
respectivamente los valores de P, T y T

5 
en el paso de tiempo 

anterior y ~t y dt
2 

son los intervalos de tiempo tales que dt~dt2 • 

b). En la ecuación (3 .136) la temperatura T, de la cual 

dependen las funciones de calentamiento (ver Capitulo 5), es 
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aproximada por la temperatura del paso anterior, TP; ésto puede 
resultar una buena aproximación a un esquema completamente 
impllcito si se toma At« 1 mes o si el campo de temperatura es muy 
persistente. 

Usando las consideraciones a) y b) en las ecuaciones (3.138), 
(3.136) y (4.5), éstas pueden expresarse como: 

F V + F P ( 2 - J [ T' - T' J 
tze z~ 

(6.12) 

( v 2 
- ;..

2
]( p - p·l + 111.·v (V

2
P) + J(P,f) + COV 2 P 

~ 
- A.i! R (ET + G5 + Gi!) P 

E cvHO 
(6.13) 

G"O ( T~ - T~PJ = E - G - G 
2 s At s. 3 2 

(6.14) 

en donde hemos usado el hecho de que T = T' + T
0 

y T
5
= T ~ + T

50
• En 

la ecuación (6.13) el sublndice "P11 en las funciones de 
calentamiento indica que estas son calculadas usando la 
temperatura del mes anterior, TP, en lugar de la temperatura del 
mes de la predicción, T. En la ecuaci6n (6.14), 0

5 
= p

5
c

5
h

5
, Y 

hemos compactado en esta ecuación .las dos ecuaciones (4.5) y 

(4.Sa) a trav6s del parámetro G~. 
Dado que las funciones de calentamiento son funciones 

1ineales de T' y T~, la ecuación (6.14) resulta ser una ecuación 
algebraica lineal en T' y T~. A continuación vamoá a resolver 
dicha ecuación para T~; para tal efecto las funciones de 
calentamiento G

3 
y G

2 
se pueden expresar como sigue: 

(6.15) 

(6.16) 
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donde 

F' • G,N - (1 - G:) (l-d7 )E 5 H(G 3)! 38 

Fu• (G,) ~ G" • K,B 1111 •• 1 (0.981) 

F 4.2 • - (UN I 0.981)Fu 

F 4.3 • (G,) ~ (1 -G~) (1-d,) (6.18) 

sustituyendo la fracci6n de nubes dada por (5.8) en la 

expresión (5.2) para E
5

, se tiene: 

(6.19) 

donde 

(6.20) 

Sustituyendo (6.19) en (6.15), y la ecuación resultante de G
3 

se sustituye junto con (6.16) y (6.19) en la ecuaci6n 
·termodinámica (6.14), se encuentra que: 

(6.21) 

donde 
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F71 •. G~ Ds(l!.t)-1 - (1 - F43)F36 + F41 + F46 

F72.. G~ Os (l!.t)-tT~P - F~e - F44 + (1 - F43)Fco1 / F71 

F • 
73 

F7S = (1 - F43>F:9 I F71 

F76 .. (F41 + F46) I F71 

(6.22) 

La relación (6.21) expresa a T~ corno una función algebraica 

~!ne(:\:~ T~~ :::~e e~uceas~G:)~ ~ue(~~~ c:l~::~~ e~ ~:t • n~:ma:n d:s~~ 
caso, los G.ltirnos tres términos del lado derecho de (6. 21) son 

cero Y.Por consiguiente: 

T' :a F + F T' 
SH 72 73 H 

(6.23) 

donde T~ es el valor normal de T' calculado previamente, y F
72 

y 

F73 está.n dadas por (6.22) para el caso normal. calculada T~H de 
(6.23) se procede a calcular T~ de (6.21). 

En (6.12) el calentamiento total (ET + G
5 

+ G
2

) es una 
función lineal de T' y sus primeras derivadas espaciales, así como 

de T~. Dado que T~ está relacionada con T' por medio de (6 .21), 
entonces el calentamiento total resulta ser una función lineal de 

T' y de sus primeras derivadas espaciales. Vamos a proceder a 

determinar el calentamiento total; para tal efecto sustituimos la 

fracci6n de nubes dada por (5.8) en ET dado por (5.1), y a la 
relación resultante de ET se le suman las de G

5 
y G

2 
dadas por 

(5.7) y (6.16), respectivamente. En el calentamiento total 
resultante se sustituye T; dada por (6.21), llegando a la 
siguiente expresión para el calentamiento total: 

(6.24) 

donde 
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F6e ª (Gs) ~ b' 

F • •• (Gs) ~ d" 

F • 
70 (Gs)~ e" 

(6.25) 

F' • F 
81 30 

Finalmente, sustituyendo el rotacional del esfuerzo del 
viento en superficie dado por (5.29) y el calentamiento 
troposférico dado por (6.24) en la ecuación termodinámica (6.12), 
y (6.24) con la consideración b) en la ecuación de verticidad 
potencial (6.13), llegamos a las siguientes dos ecuaciones 
diferenciales acopladas: 

F
91

J(T' ,v"T•) + K V
2
T' + Fe7 a T' + FBB a T' + F T' + F'° = o 

T ¡¡;:¡ ay •• 
(6.26) 

F"J(P ,V2P) + CTV
2

P + F a P + F9B a P + F99p + FlOO . o 
97 ax ay 

(6.27) 

en donde 
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F • - F 83 2 

F' • F, 22 8 f 
84 ay 

F' .. - ·¡;; a f 
85 1Z2 8X 

F8• = (o [ F a p + F" a T ) - o 8 T' + o F a p] + F' 
v1 sayNob ªay"ºb v2ay" v9aay e• 

F =-[ov,[F88ª"PNob+F11 8T )-o 
0

8T'+D F aP]+F' 85 saxNob V2axN V9Dax 85 

F,o --~- [ - Fe1 + F12l[DV1J(PNob 1 f) + 0 v9J(P,f)] 
83 

F • 
126 

F' 
~ 

fo 

F127"' - F;26 T•º )a-1 e 111 1 
~ D eH 

112 

(6.28) 



F • 
91 

a f -
By 

A~ R a T' 
--f- ay• 

f' • - 8 f + ).~ R a T' 
98 ax --f- ax r 

1.' / 11t, 

(V
2

PP - l. 
2
PP) / llt + ¡.~ R ( F T' + F F a T' 

z e-ir ªº r 79 69 ax r 
V 0 

(6.29) 

A partir de este momento, y s6lo por comodidad, en algunas 
ocasiones llamaremos temperaturas a sus desviaciones las cuales, 

como hemos visto, llevan una prima como superindice. 

En la ecuación termodinámica (6.26) hemos incluido la 
parametrizaci6n del transporte horizontal de cal.ar por viento 

medio dada por (5.17), que corresponde a la opción 3 del capitulo 

5, también hemos incluido las opciones 1 y 2 de dicho capitulo; de 

esta manera, hemos introducido los parámetros opcionales ºvi, Ovz 

Y DV9 ·en F
84

, F
85 

Y F
90

• Asi, por ejemplo, si incluimos la 

parametrizaci6n (5.17) entonces la ecuación de verticidad (6.27) 

no es utilizada y s6lo utilizamos la ecuación (6.26) en donde 

debemos tomar ºvi 1 y Dv
2 

= Ov
9 

.. o, para el caso en que 

calculemos la temperatura normal (T~), Y ºvi .. Dv
2 

.,. 1 Y Dv
9 

= o, 

para el caso en que calculemos la temperatura anómala (T'). Si la 
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parametrización (5.17) no es usada entonces la presión P debe ser 

calculada de la ecuación (6.27); en tal caso, debemos usar Dv
1 

"' 

Dv
2 

= O .Y Dv
9 

=- l para el caso normal y anómalo. 
En F

97
, F

90 
y F

100
, de acuerdo con la consideración b) , 

usamos la temperatura del mes anterior T~, en lugar de la 

temperatura del mes actual T'. F;
1 

es idéntica a F
81 

dada en las 

relaciones (6.25) sólo que en lugar de usar en F;
1 

la temperatura 

no~al del mes act~al. T~, hemos usado la t~mperatura del mes 

anterior T~r' de acu7.rdo con la consideración b). 
Las e_cuaciones (6.21), (6.26) y (6.27) serán usadas en este 

trabajo como ecua"ciones de pronóstico a un mes; las variables 

básicas pronosticadas serán la temperatura de la superficie de la 
Tierra T;, la temperatura troposférica T' y·la presión atmosférica 
P. Con estas variabl~s básicas podremos calcular las funciones de 

calentamiento dadas en la Sección 5 .1 y la circulación de la 

atmósfera dada por las ecuaciones (J.SJ), (J.54) y (J.89). 

La temperatura de la superficie dada por (6.21) depende del 

albedo. de la superficie ª•' el cual presenta una variabilidad 
mensual importante en las regiones cercanas a los polos debido a 

la variabilidad mensual en la distribución del hielo y de la 

nieve. Dado que no contamos con una ecuación adicional para 
pronosticar la varibilidad en el albedo de la superficie, entonces 

prescribiremos el albedo como un parámetro usando su valor normal 

observado o el albedo observado en la Ultima semana del mes previo 

al de la predicción por ser el dato más reciente al mes de la 

predicción (Adem, 1964b); lo cual resulta ser una buena 
aproximación si el exceso de hielo y nieve de la última semana del 

mes previo persiste durante todo el mes de la predicción. 
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6.3 Integración Espacial de las Ecuaciones del HTCV. 

Tenemos que (6.26) y (6.27) son ecuaciones diferenciales 
parciales no lineales. Dichas ecuaciones serán resueltas en 
diferencias finitas utilizando el método de sobre-relajación de 
Liebmann, descrito en detalle por Thompson (1961, pág. 92), en una 
rejilla regular de 1977 puntos sobrepuesta a la proyección 

esterográfica polar del Hemisferio Norte. La figura 6.J muestra la 
regi6n·total de integración del modelo y la posición de los puntos 

de la rejilla; la distancia entre punto y punto es de 408.5 km. 

Figura 6.3 región de integración y posición de los puntos de 

la rejilla. 
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Para expresar en diferencias finitas a los jacobianos en las 

ecuaciones (6.26) y (6.27) y en el coeficiente F
90 

de las 
relaciones (6.28) usaremos el Jacobiano de Arakawa (Haltiner, 
198?, pág. 175), el cual elimina la inestabilidad numérica debida 
a los términos no lineales en (6.26) y (6.27). 

Para obtener la solución de (6.26) y (6.27) se requieren 

condic~ones de frontera y condiciones iniciales; estas últimas las 
trataremos en la siguiente sección. Dada la forma de las 
ecuaciones ( 6. 26) y ( 6. 27) se requieren condiciones de frontera 
sobre T' Y Q:zT, para (6.26), y sobre P y 02 P para (6.27). La 

condición de frontera para (6.26) sobre T' es la siguiente: 

T' • (T' [1-(TC) 
1

] + (T' (FR) 
1 + TH'P[l-(FR)

0

1
]) (TC) 0

1
] (2-(C) 

1

2
] 

Ncib O tfob O 

(6. JO) 

donde T~ob .. THob - T
0

; (TC)~ es un parámetro igual a cero para el 
primer paso de tiempo e igual a uno para los subsiguientes pasos 

~:t:::::0~e c;:);e;:ll: :a:~::r:n i:o:alpu:t::r~e e~a 1;:o:t:nr:
0
;
6 (:~~ 

es un parámetro igual a uno para el caso normal en el que se 

calcul,:i T~, y a dos para el caso anómalo en el que se calcula T'. 
De (6.30) tenemos que en el primer paso de tiempo, en el caso 

normal T' !! T~ "' T~cib sobre la frontera y en los puntos interiores 

de la rejilla y en el caso anómalo T' = T~ + (T~ - T~P), donde T~ 
es la temperatura normal calculada previamente en el caso normal, 

T; es la temperatura del mes anterior y T~P su correspondiente 
valor normal. Para los subsiguientes pasos de tiempo y en el caso 

normal T' a T~ = T~ob en los puntos de la frontera y T' a T~ "' T~P 

en los puntos interiores, donde ahor:a T~P es la temperatura normal 
calculada en el paso de tiempo anterior, y para· el caso anómalo T' 

• T~ + (T~ - T~P) donde ahora T~ es la temperatura calculada en el 
paso de tiempo anterior y T~P su correspondiente valor normal. La 

condicion (6.30) es también utilizada en los puntos interiores 
como primera estimación de la solución de (6.26) en e1 proceso de 

relajación, y permite que los ciclos de relajación sean cada vez 

menos en cada paso de tiempo debido a que se utilizan valores de 
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T' relajados en los pasos de tiempo anteriores. Dado que el 
proceso de relajación no afecta los valores de T' en los puntos da 

la frontera, éstos permanecen con su valor inicial, teniendo para 
la frontera persistencia en las anomal1as de la temperatura 

troposférica, CT; - T~P) . 
La condición de frontera usual en el MTC (Adem, 1964b) se 

determina de la ecuación termodinámica clásica (3. 100) anulando 

los transportes horizontales de calor; dicha condición de frontera 
está dada por: 

T' • T~ob [2 - (C):] + [T~ + (T~ - T~ 8 ) ][ (C): - l] (6.JOa) 

donde T~ = -F 
90 

/ F
09 

y T~N es su valor normal correspondiente. 
La condición de frontera para (6.27) sobre P es la siguiente: 

~p =o (6. 31) 

lo cual implica que en la frontera: 

p • p 
. p (6.Jla) 

Lci condición de frontera (6.Jla) es considerada tanto para el 
caso normal como para el caso anómalo. La ecuación (6.Jla) es 

también utilizada en los puntos interiores de la rejilla como una 
primera estimación de la solución de ( 6. 2.7) en el proceso de 
relajación. De nuevo diremos que, como los valores de la frontera 

no son modificados en~ la relajación que se lleva a cabo en cada 
paso de tiempo, en la 'frontera hay condiciones de persistencia en 

la presi6n. 
La condición de frontera para (6.26) sobre V2T' se obtiene 

aplicando el operador laplaciano a la condición (6.JO) y despues 

extrapolando a los puntos de la frontera el valor del V2T' de los 
puntos interiores vecinos más cercanos. La figura 6. 4 muestra 

claramente dicha extrapolaci~n. 
La condición de frontera'para (6.27) sobre el v2P se obtiene 

de una manera similar a la condici6n de frontera para (6.26) sobre 
el V2T'·. 

l.17 



+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ + + + + + + + + + + 
+ ! .. + + + + + + + + + 
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;t. + ! + + + + + 
d ' • h 

1 ¡. !· + ¡. t· + + 
• 

, . 

Figura 6.4. sección de la rejilla, en donde el valor del V2T' en 

a, b, e, e, f, 9 y h es extrapolado a los Correspondientes puntos 

de a', .b', e•' e', f'' g' y h', el valor del V2T' en el punto d es 

extrapolado a los dos puntos d~ y d' 
2 

de la frontera, esto mismo se 

hace con los otros tres puntos de la rejilla semejantes al punto 

d. 
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6.4 El Método de Predicción de las Anomal1as Mensuales en el HTCV. 

El método que usaremos en este trabajo para pronosticar las 
anomalías mensuales de las variables atmosféricas es similar al 
desarrollado por Adem (1964b) para el MTC. A continuación 
expondremos dicho método. 

consideremos que la longitud del paso de tiempo ót
2

, en la 
ecuación (6.27) es tal que ót

2 
• ót/M donde M es un entero mayor 

que cero, de manera que se requieren M pasos de tiempo de tamafio 
¿t

2 
para lograr un paso de tiempo de tamafio At; ahora bien, si ót

0 
• 1 mes y ót .. ó.t

0
/N, donde N es un entero mayor que cero, 

entonces se requieren N pasos de tiempo de tamafio ót para lograr 
un paso de tiempo de tamaño ót

0
• 

Por lo tanto, para obtener una predicción a un mes se procede 
de la siguiente manera: 

En el primer paso de tiempo de tamaño ót y para el caso 

normal: 
1) Usando M pasos de tiempo de tamaf\o ó.tz se calcula la 

presión normal, PH, de la ecuación (6.27) usando la presión normal 
del mes previo como condicion inicial y usando condiciónes de 
frontera normales, manteniendo fija, durante los M pasos de 
tiempo, la temperatura inicial normal del mes previo, T~p· 

ii) Usando un sólo paso de tiempo de tamafio ót, se calcula la 
temperatura normal, T~, de la ecuación (6.26), utilizando la 
presión normal calculada en i) junto con la temperatura 
troposférica normal del mes previo, T~P' y la temperatura normal 
de la superficie del océano del mes previo, como condiciones 
iniciales y usando condiciones de frontera normales. 

111) La temper~tura normal, T~, calculada en 11) es utilizada 
para calcular la temperatura normal de la superficie de océanos y 

continentes, T;N' usando la relación (6.23) que es la expresión 
reducida de (6.21) para el caso normal. 

Calculadas las temperaturas normales de la troposfera y de la 
superficie, asi como la presión normal se procede con el caso 
anómalo: 

iv) Usando M pasos de tiempo de tamaf\o 4t
2 

se calcula la 
presión ~~nómala, P, de la ecuación (6.27), usando la presión 

'· 
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anómala del mes previo, PP, y condiciones de frontera anfmalas, 
manteniendo fija, en los M pasos de tiempo, la tern~eratura 

inicial, T;, la temperatura inicial normal, T~P y la tem~eratura 
normal de la superficie, T;H' calculada en 111). l 

v) Usando un sólo paso de tiempo de tamaño At se cal ula la 

temperatura anómala, T', de la ecuación (6.26), utiliz1ndo la 
presión anómala calculada en iv) junto con la tero eratura 
troposférica anómala del mes previo, T;, y la temperatura anómala 

de la ~uperficie del océano del mes previo, T~P' como con iciones 
iniciales, y usando condiciones de frontera anómalas, asi orno las 

::::e=~~~:~:.t::::::::r:a:::::::s T~~ c:l:·~:a:: ::s v~u:u::ile::: :: 
temperatura normal calculada T~, son utilizadas para cal ular de 

(5.7) el calor latente liberado por la condensación del apor de 

agua en las nubes y de ( 5. 8) la cubierta fraccional d nubes. 

Usando además la temperatura normal calculada T~H' se cal ulan de 
(6.21) la temperatura anómala de la superficie de océanos y 

continentes, T;, de (5.1) y (5.2) los excesos de radiaci¡n en la 
capa troposférica y en la superficie, y de (5.9) y (5.10) l calor 
sensible dado a la atmósfera por transporte vertical turb1lento y 

el calor latente perdido por la evaporación en la superfic e. 
Para los subsecuentes pasos de tiempo de tamaño ó.t este 

proced,imientO se repite, tomando en cuenta que en cada paso de 

tiempo las nuevas condiciones iniciales son las del paso J tiempo 
anterior. 

Observamos que en cada paso de tiempo de tamaño ó.t, se 

calculan primero las temperaturas normales T~ y T~" y la presión 

normal PN y despues las temperaturas anómalas T' y T~ y 1 presión 
anómala P, así como los calentamientos asociados con las 
temperaturas. Por consiguiente, en cada paso de tiempo ~e tamaño 

At se requiere resolver por relajación 2M veces la ecubción de 

verticidad (6.27), M veces para el caso normal y M para el 

anómalo, y 2 veces la ecuación terIDodinámica (6.26), un para el 

caso normal y otra para el anómalo. De esta manera, en una 

predicción a un mes se resolverán 2MN veces la ecu ci6n de 
verticidad y 2N veces la ecuación termodinAmica. 
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Al finalizar los N pasos de tiempo, las anomalías mensuales 
de las temperaturas T' y T;, as! como las de los calentamientos, 
se obtienen restando los valores normales calculados de los 
valores anómalos calculados en el N-ésimo paso de tiempo. 

También al finalizar los N pasos de tiempo, la circulación 
horizontal de la atmósfera, en cualquier nivel o :s z ::s H

0
, se 

obtiene usando las ecuaciones (3.53) y (3.54) con el parámetro de 
Coriolis f en lugar de f

0
• La velocidad vertical no será calculada 

en este trabajo; sin embargo, puede ser calculada, en cualquier 
nivel O s z ::s H

0
, de (3.89) usando diferencias finitas para las 

derivadas en el tiempo, como por ejemplo: 8Q2P/8t (Q~P 

v2PP) /lit. 
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CAPITULO 7. 

ClETERMINACION Y UTJL/ZACION DE LAS VARIABLES EN EL NIVEL DE 700 

MILIBAR/OS. 

7.1 Utilización de los Datos en el nivel de 700 Milibarios. 

En la sección anterior vimos que para realizar una predicción 

a un mes requerimos de los valores, normales y anómalos, de la 

temperatura de la superficie de los océanos y de la temperatura y 

la presión en el tope de la capa troposférica del modelo 
observados en el mes previo al de la predicción. Desde luego que 
para verificar nuestras prediciones necesitamos conocer también el 
valor observado de estos campos en el mes de la predicción. 

No disponemos de valores observados de temperatura y presión 

en el tope de la capa troposférica del modelo; sin embargo, estos 

pueden ser determinados a partir de la temperatura y la altura en 
el nivel de 700 rnb, utilizando las fórmulas (J.lJ) con ~ 

constante y (J.17). 
Utilizando (3 .13), la temperatura normal observada en el 

nivel de 700 mb se puede expresar como: 

(7.l) 

donde _T
7

Nob Y H
7

Nab son, respectivamente, la temperatura y la 
altura normales observadas en el nivel de 700 mb y TNob es la 
temperatura normal observada en z = H

0
, la cual puede ser obtenida 

de (7.1). Es decir: 

Los 7UO mb de presión pueden ser expresados, usando (3.17), 

en la siguiente manera~ 

700 mb = p ( T7Nab )" 
Nab 'l' 

Nob 
(7 .J) 

donde P Nob es la presión normal observada en z .. H
0 

y donde T,.
0

b 

está dada por (7.2). De (7.J) podernos calcular P•ob" Es decir: 
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p Hob " (700 mb) ( ~Nob ) a 
7Nob 

(7 .4) 

La temperatura an6mala observada en z .. H
0 

puede ser obtenida 
de una manera similar a ( 7. 2) , pero usando temperatura y al tura 

an6malas en 700 mb. Es decir: 

(7.5) 

donde T
0

b es la temperatura anómala observada ~n z = H
0

, y T
70

b y 
H

70
b son, respectivamente, la temperatura y la altura anómalas 

observadas en 700 mb. 

La presión anómala observada en z = H
0 

puede ser obtenida de 
una manera similar a (7. 4) , pero usando temperatura y al tura 

anómalas en 700 mb. Esto es: 

P
0

b • (700 mb) 

donde T
0

b está dada por (7.5). 
La desviación de T del 

ob 

acuerdo con (J.45), por: 

T' • T - T 
ob ob O 

r :·· r 7ob 

(7.6) 

valor constante T
0 

está dada, de 

(7.7) 

donde T~b < T
0 

es la desviación de T
0

b del valor constante T
0

• El 
valor T

0 
puede ser expresado a partir de (7.5) usando en lugar de 

~ob y T
70

b sus correspondientes valores constantes H
07 

y T
07

: 

(7.8) 

sustituyendo (7.5) y (7.8) en (7.7), encontramos que: 

(7.9) 

Los valores de H
07 

y T
07 

son, respectivamente, 3000 m y 
268 "K, que resultan de .un promedio anual y Hemisférico entre isº 

.y 90° norte. En promedio se tiene que: 

123 



(7.10) 

donde las barras paralelas vertica1es significan valores 

absolutos. De (7 .10) vemos que del lado derecho de (7. 9) el 

segundo término resulta despreciable al compararlo con el primer 

término, por lo que (7.9) puede aproximarse a: 

(7.11) 

De la misma manera para el caso no"rmal se tiene que: 

(7.12) 

Las relaciones (7.4), (7.6), (7.11) y (7.12) pueden ser 

usadas para determinar las condiciones iniciales y de frontera a 

partir de los campos de temperatura y altura en 700 mb. En las 
condiciones iniciales se usan la temperatura y altura en 700 mb 

del mes previo, tanto para el caso normal como para el anómalo. 

E~ cuanto a las condiciones de frontera el usar (7 .12) en 

(6.30) implica que en la frontera, de acuerdo con la segunda 

expresi6n de (7.10), tendrfamos desviaciones del orden de 15 °K lo 
cual puede generar inestabilidad numérica al calcular la solución 
de la ecuaci6n (6.26). Por esta razón, en lugar de usar en (7.11) 
y (7 .12) el valor de T

07
, usaremos un valor más alto; dicho valor 

es 278. 75 que resulta de promediar el valor característico de 
T

7
Nob en la frontera y el valor de T

07
• 

Por lo tanto en lugar de usar (7 .11) y (7 .12) usaremos las 
siguientes relaciones: 

T' .. T - 278.75 °K 
ob 7ob 

(7.lla) 

T~ob = T 7 Nob - 278. 75 °K (7.12a) 
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'1. 2 Det.erminaci6n de la Alt.ura del Nivel de 700 mb Usando la 

condición de Equlibrio Hidrostático. 

La altura de los 700 mb es una variable que no se pronostica 

direct~mente en el MTC; sin embargo puede ser calculada a partir 

de la ecuación de equilibrio hidrostático (3.60), del perfil de 

temperatura (3.13) con ~ constante y de la fórmula (3.17). 
En la figura 7.1 P, T y p son, respectivamente, la presión, 

temperatura y densidad en la altura constante H
0

; H, y Tu son, 
respectivamente, la altura y la temperatura de la superficie 

isobárica P
0 

• 310 mb; P
7

, TL y pL son, respectivamente, la 
presión, la temperatura y la densidad a la altura H07 ; y H7 Y T7 
son, respectivamente, la altura y la temperatura de la superficie 

isobárica P07 • 700 mb. 

H, P , T
0 

. ~ /tt
0

,

0

P,T 

7 ~ ' p 

H7 ' p 07 ' T7 

~ / Ho7 1 P7, TL, pL 

7 ~ 

Figura 7 .1. Superficies isobáricas P07 ... 700 mb y P0 • 310 mb, asi 
como las correspondientes alturas H

07 
.. 3 km y H

0 
.. 9 km, de los 

niveles cercanos a dichas superficies. 
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Integrando la ecuación hidrostática (J.60) de z • H
0 

a z • H, 
obtenemos que: 

P0 - P • - pg(H - H
0

) 

donde p • P/RT. 

De (7.13) tenemos que: 

(7 .13) 

(7 .14) 

Ajustando el valor de la constante H
0

, la relación (7 .14) 

puede ser usada para estimar la altura de la superficie isob&rica 
de los 300 mb que es una variable comünmente medida en 
meteorología. 

De la relación (3.13) podemos determinar Tu; es decir: 

(7 .15) 

donde H está dada por (7.14). 
De (7.15) tenemos que: 

(7 .16) 

Usando (3.13) y (7.16) podemos determinar TL; es decir: 

De la f6rmula (3.17) se tiene que 

(7.18) 

de donde 
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(7.19) 

Usando (3.13) y (7.19) se tiene que: 

(7.20) 

Usando la ecuación de estado a la altura H
07

, es decir: 

P
7 

• pLR TL, se tiene que: 

(7 .21) 

Finalmente, integrando la ecuación de equilibrio hidrostático 
(3.60) de la altura z • H

07 
a z .. H

7
, se tiene que: 

(7.22) 

donde P7 y pL están dadas, respectivamente, por (7.20) y (7.21). 

La fórmula (7.22) será utilizada para calcular la altura del 
nivel de 700 mb a partir de la temperatura y la presión en z .. H

0 
calculadas por el modelo. 

La f6rmula (7.22) se debe a Adem (comunicaci6n personal) y ha 
sido derivada de manera que en (7.13) se pueda usar la 
aproximación de la isopicna (3.101); es decir, si no se cuenta con 
el cálculo de la presión P entonces puede usarse la aproximación: 
P • p

0
RT en (7.13), encontrando que: 

(7.23) 

de esta manera (7.23) puede ser usada en lugar de (7.14). 
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7.3 Determinación del Viento Geostrórico en el Nivel de 700 mb. 

Las componentes de la velocidad del viento geostrófico en el 
nivel de 700 mb pueden ser obtenidas de (3.53) y (3.54) cambiando 
f

0 
por f y tomando z .. 3 k:m, que corresponde aproximadamente al 

nivel de 700 mb, es decir: 

R To1 8 p 
+ 

CHO - "01> 9 a T (7.24) u1 --~ ay f T 0 
ay 

v7 • 
R To1 a P (Ho - Ho1) q a T (7.25) 
~ ax f T0 ax 

donde u
7 

y v
7 

son, respectivamente, las componentes de la 

velocidad del viento en el nivel de 700 mb en las direcciones X, y 

Y. 
Otra manera alternativa para calcular la velocidad del viento 

qeostrófico en el nivel de 700 mb es directamente a partir de la 

altura del nivel de 700 mb (Adem, 1967): 

v1 • 
9 3 H -r ax 7 

dende H
7 

es calculada usando la fórmula (7.22). 
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CAPITULO 8. 

Al't.ICACION DEL MTCV A LA PREOICCION NUMERICA DEL TIEMPO A l.ARGO 

PLAzo. 

1.1 Los campos Utilizados en los Experimentos Numéricos. 

Vamos a llevar a cabo una. serie de experimentos numéricos 
encaminados a pronosticar las anomallas de la temperatura, de la 

altura y de las componentes zonal Y. meridional de la velocidad del 
viento en los 700 mb. Los experimentos se pueden dividir en dos 

grupos; en el primer grupo vamos a incorporar una dinámica 
imp11cita o a prescribir la presión P por su valor normal 
observado, desacoplando la et;uaci6n termodinámica (6.26) de la 

ecuaci6n de verticidad ( 6. 2 7) , y en el segundo grupo vamos a 
incorporar una dinamica explicita utilizando las ecuaciones 
acopladas (6.26) y (6.27). 

Para llevar a cabo los experimentos usaremos, como ya lo 

hemos mencionado, la fórmula de Milankovitch (Adem, 1962) para 

obtene~ la insolación media mensual, I, y los valores normales o 

clim6.ticoa de la radiaci6n de onda corta tota·l mensual recibida 
con cielo claro, (Q + q) 

0
; de la absorci6n fraccionaria de la 

insolaci6n por vapor de agua y polvo en la trop6sfera, a
2

, y por 

nubes, b
3

; del albedo de la superficie, u.; de la cubierta 
traccional de nubes, c

8
; de las funciones de calentamiento Gz, G

3 
y G5 ; de la rapidez del viento en superficie, IV.

8
1; de la humedad 

relativa U
11

; de la temperatura de la superficie; de los océanos 

del mes previo~ y de la temperatura y altura de los 700 mb del mes 

previo y del mes de la predicción. Estos campos climáticos están 
clasificados por estaciones y se encuentran en cuatro archivos del 
MTC que llevan los nombres de las estaciones del afto, las fuentes 

de donde fueron obtenidos están referidas en varios articules 

(Adem, 1964a, 1964b, 1985; Clapp, 1965). 

Los campos anómalos iniciales 

predicci6nes han sido preparados 
Meteorol6gico y la Administraci6n 

para llevar a cabo las 

por el Centro Nacional 

Nacional del Océano y .la 
Atm6sfera de los Estados Unidos; las siglas en ingles son NMC y 
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NOAA, respectivamente. Dichos campos iniciales corresponden al mes 

previo al de la predicción y son: 

1) 
jj) 

111) 

iv) 

La temperatura de la superficie de los océanos. 

La temperatura en el nivel de 700 mb. 

La altura de la superficie isobárica de 700 mb. 

El albedo de la superf·icie, basado en la distribuci6n de 

hielo y nieve en la última semana del mes previo al de 

la predicción. 

Para evaluar nuestros resultados requerimos de los siguientes 

campos anómalos correspondientes al mes de la predicción: 

i) La temperatura en el nivel de 700 mb. 

11) La altura de la superficie isob6rica de 700 mb. 

Disponemos .de un archivo que contiene campos anómalos de 

temperatura de la superficie de los océanos, temperatura en el 

nivel de 700 mb y albedo de la superficie, para un periodo de 12 

meses, de Diciembre 1982 a Noviembre 1983. En lo que respecta a la 

altura an6mala de 700 mb, ünicamente contamos con un archivo que 

contiene 2 meses, Diciembre 1982 y Enero 1983. 

Enero 1983 es el mes que hemos seleccionado para realizar las 

predicciones que corresponden al sequndo grupo de experimentos 

En la siguiente secci6n daremos un breve resumen de las 

condiciones anómalas del afio 1983; pero principalmente del 

invierno 1982-83. 
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1,2 Las Condiciones Anómalas del Ano 1~83 (Ano de Nino). 

El invierno 1982-83 es memorable desde un punto de vista 

meteorológico por varias razones: 
1) La ocurrencia del fenómeno conocido como El Nifio, 

caracterizado principalmente por un fuerte calentamiento de la 
superficie oceánica del Pacifico ecuatorial, entre las costas 

peruanas y el Pacifico central, el cual comienza en la primavera 
de 1982 y tiene su máximo en el invierno 1982-BJ. 

2) Los valores m&s bajos registrados desde 1935 del indice de 

la Oscilación del Sur (IOS), definido como la diferencia 
normalizada en las anomalías mensuales de la presión atmosférica 

entre Tahiti (laºs, 1so
0

w) y Darwin (12ºs, 131 °E). Este Indice 

esta negativamente correlacionado con las anomalías positivas de 
la temperatura de la superficie oceánica en el Pacífico ecuatorial 
este (Rasmusson y Carpenter, 1982). 

3) Grandes anomalías negativas de altura de 700 mb observadas 
•n el Hemisferio Norte, las cuales ocurren en el Pacifico noreste 
alrededor· de 45°N y 155°W. Dichas anomalías se encuentran entre 
las más grandes registradas desde 1948. 

4) ·Extraordinarias anomal!as positivas en la temperatura de 
la superficie continental en la mayor parte de América del Norte 
(35° - 60°N) y Eurasia (40° - 65°N) y sobre dichas regiones, 
fuertes anomalías positivas en la temperatura y en la altura de 
los 700 mb. 

5) Excesiva precipitación e indundaciones en varias regiones 
del mundo, con severas sequias en otras. 

Las grandes anomalías del invierno 1982-83, asociadas con el 
calentamiento de las aguas superficiales del Pacifico ecuatorial, 
continuaron durante la primavera de 1983. Las extraordinarias 
anomalías negativas de la altura de 700 mb observadas en el 
Pacifico noreste persistieron hasta principios de la primavera; 
sin embargo¡ se empezó a dar un debilitamiento conforme la 
estación avanzaba. 

El gran evento El Nino-La Oscilación del sur (ENOS), el cual 
influyó definitivamente en la circulación invernal y primaveral 
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del Hemisferio Norte en el afio de 1983 (Quiroz, 1983), decreció 

dramáticamente durante el verano y el otoño de 1983; durante el 
otofto se observó un retorno a los valores normales en la 
temperatura de la superficie del océano, en la presión atmosférica 

al nivel del mar, en el viento en eso mb y en el viento superior 
en 200 mb sobre la mayor parte del Pacifico tropical. 

Las predicciones de las anomalías de la temperatura y de la 

circul~ci6n mensual de la atmósfera con un modelo hemisférico 
durante un periodo donde se presenta un evento ENOS, puede tener 
aerias dificultades debido al efecto remoto de las anomalías 

atmosféricas y oceánicas localizadas en el hemisferio opuesto a 

aquel donde se integran las ecuaciones del modelo. Sin embargo, 

este efecto remoto puede ser incorporado a través de las fronteras 
laterales que limitan la región de integración del modelo, usando 
condiciones de frontera adecuadas. 
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1.3 Experimentos Numéricos de Predicción, para el Periodo Enero -

Noviembre 1933 1 Incorporando una Dinámica Implícita en el HTCV. 

En estos experimentos vamos a pronostican las anomalías de la 
temperatura de los 700 mb utilizando ünicamente la ecuación 
termodinámica (6.26). Es decir, la ecuación termodinámica (6.26) 
será desacoplada de la ecuación de verticidad ( 6. 27) , de tres 
diferentes maneras: a) suponiendo que la densidad en el tope de la 
capa del modelo es constante y, por lo tanto, el transporte 
horizonta1 de calor por viento medio es cero, b) prescribiendo la 
presi6n P por su valor normal observado P Hob y e) utilizando una 
dinámica implícita a través de la parametrizaci6n del transporte 
horizonta1 de calor por viento medio, dada por (S.17). 

Al igual que en trabajos anteriores (Adem, 1964b y 1970b) 
vamos a resolver la ecuación (6.26) utilizando un solo paso de 
tiempo de un mes; es decir, vamos a considerar que bt = bt

0
• 

En los cálculos vamos a usar los valores de los parámetros 
fundamentales del MTCV dados en el Apéndice A. 

Para cada mes usaremos un valor diferente para el coeficiente 
de Austauch, K, el cual será encontrado de manera que el gradiente 
meridional de temperatura troposférica calculado se parezca lo más 
posible al observado. 

Erl estos experimentos de predicción utilizaremos las 
condiciones iniciales j), íi) e iv) referidas en la sección a.1. 

A los modelos con los que realizaremos los experimentos de 
predicci6n, que corresponden a los incisos b) y c) , y a los 
experimentos mismos los vamos a denominar por el conjunto de 
letras MTCVDIN, las iniciales MTCV se refieren a que se usa el 
modelo termodinámico del clima con verticidad (MTCV), las letras 
DI se refieren a que se incorpora una dinámica implícita o se 
prescribe la presi6n, P, por lo que ünicamente se usa la ecuación 
(6.26) o versiones simplificadas de dicha ecuaci6n.; y la letra N 
se refiere al ntímero de la versión usada. 

Los modelos y experimentos en donde el transporte de calor 
por viento medio se desprecia y que corresponden al inciso a) los 
vamos a denotar por las letras MTCVN, donde la ausencia de las 
letras DI indica que no se incorpora la dinámica en (6.26). 
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l) Experimento MTCVl. 
En este experimento vamos a usar la versión clásica del MTCV; 

es decir, en (J.140) vamos a c"onsiderar que (CLASIC)~ ~ 1 , ºvi .. 

ºvz • O Y Dv
9 

• O tanto para el caso normal como para el anómalo. 

Tomando (CLASIC)~ "' 1 obtenemos automáticamente la versión 

clásica de la ecuación (J.139), y tomando· en (6.28) Dv
1 

"' Dv
2 

"' O 

y Dv
9 

.. O tanto para el caso normal como an6malo, usamos la opción 

1 de la sección 5 .2. En pocas palabras, en este experimento 

usaremos la ecuación (3 .100) pero despreciaremos el transporte 

horizontal de calo~ por viento medio; es decir, el término 
-F

0
J(P,T). 

La condición de frontera que tomaremos será la que usualmente 

se ha Considerado en el MTC; esto es, la dada por (6.JOa). 

2) Experimento MTCV2. 
Este experimento es semejante al experimento MTCVl s6lo 

que en lugar de usar la condición de frontera (6.30a) usaremos la 
(6.30), es decir supondremos que en la frontera las anomallas de 
la temperatura troposférica persisten de un mes al siguiente. 

J) Experimento MTCVDil. 
Este experimento es semejante al experimento MTCV2 sólo que 

en lugar de usar la opción 1 usaremos la opción 2; es decir, vamos 
a incorporar el término -F

8
J(P,T) prescribiendo la presión P por 

su valor normal observado, P Nob. En este caso se tiene que: Dv
1 

= 
Dv

2 
.. O y DV9 .. 1 tanto para el caso normal como el anómalo. De 

esta manera en la ecuación (J.100) el término -F
8
J(P,T) es 

remplazado por -F
8
J(P"

0
b,T). 

4) Experimento MTCVDI2. 
Este experimento es semejante al experimento MTCVOil sólo que 

en lugar de usar la opción 2 usaremos la opción 3; es decir, vamos 
a utilizar una dinámica implícita usando la parametrizaci6n (5.17) 

para el transporte horizontal de calor por viento medio. En este 
caso se tiene en (6.28) que ºvi .. 1 y Dv

2 
"' Dv

9 
.. O para el caso 

normal, y Dv
1 

.. Dv2 .. 1 y Ov9 = o para el caso anómalo. De esta 
manera en la ecuación (3.100) el término -F8J(PNob'T) es 
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reemplazado por el término F 
8
J (T, P Nob) +F~J (T, TN

0
b) -F ~J (T, TNob) • 

5) Experimento MTCVDIJ. 

En este experimento vamos a usar la versión geostrófica del 

MTCV; es decir, la ecuación (6.141), por lo que en (3.140) vamos a 

considerar que (CLASIC)~ .. o y (GEOS)~ "' 1. sin embargo, usaremos 

al igual que en el experimento MTCVDI2 la perametrizaci6n (5.17) 

para el transporte horizontal por viento medio, de manera que en 

(3.141) el término de transporte -F
8

(P,T) es remplazado por 

F8J(T,PNob) + F~J(T,Ttlob) - F~J(T,Ttl). Dado que ºvi 1 para el 
caso normal y anomtilo, en el término F

121
J(P,T) la presión P es 

reemplazada por su valor normal observado P Hob. 

La condición de frontera que usaremos está dada por (6.30). 

6) Experimento MTCVDI4. 

En este experimento vamos a usar la ecuación ( 3 .139) en ·su 

versión completa; es decir, (CLASIC)~ "' (GEOS)~ "' o. Usaremos al 

igual que en los experimentos MTCVOI2 y MTCVDI3 la parametrización 

(5.17) para el transporte horizontal de calor por viento medio y 

las condiciones de frontera dadas por (6.30). La condición de 

frontera para v2T' está definida en la sección 6.3. 

En este experimento dado que Dv
1 

"' 1 tanto para el caso 

normal como para el anómalo, se tiene que en (3.139) los términos 

que contienen a lá presión, P, son calculados reemplazando a P por 

su valor normal observado, P Hob. 
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8.4 Experimentos Numéricos de Predicción, para Enero 1983, 
Icorporando una Dinámica Explicita en el MTCV. 

En estos experimentos vamos a pronosticar las anomalias de la 

temperatura, de la altura y de las componentes zonal y meridional 

de la velocidad del viento en los 700 mb utilizando la ecuación 

termodinámica (6.26) y la ecuación de verticidad (6.27). 
Er:' la ecuación termodinámica (6.26) vamos a tomar ºvi .. Ov

2 
= 

O y Dv
9 

= 1, tanto para el caso normal como para el anómalo; es 

decir, se incorpora una dinámica explicita usando la ecuación de 

verticidad (6.27) para calcular la presión P 
En la ecuación termodinámica (6.26) vamos a usar dos pasos de 

tiempo: 240 pasos de tiempo con .6.t .. 3 horas y un sólo paso de 

tiempo con .6.t s l!.t
0 

= 30 dias, en los dos casos vamos a utilizar 

en la ecuación de verticidad ( 6. 27) , 24 o pasos de tiempo de 3 

horas para completar un mes; es decir, l!.t
2 

• l!.t
0
/240. 

Las condiciones de frontera para T' y P están dadas, 

respectivament~, por (6.30) y (6.31) y las condiciones de frontera 

para V2T' y V2P están definidas en la sección 6.3. 

Las condiciones iniciales están dadas por i), ii) y iii) 

referidas en la sección B.1. La condición iv), referente a las 

condiciones de hielo y nieve de la última semana del mes previo al 

de la predicción, no será tomada en cuenta; en su lugar usaremos 

el albedo normal observado en el mes de la predicción y de esta 

manera quitaremos el forzamiento de las anomalias del albedo de la 

superficie sobre la circulación de la atm6sfera y sólo 

estudiaremos el efecto dinámico que, sobre las anomalías de la 

temperatura troposférica y de la circulación zonal y meridional,, 

tiene el incorporar la dinámica explicita a través de la ecuaci6n 

c¡le verticidad. 
Al igual que en la sección anterior, a los modelos y a los 

experimentos los vamos a denominar por el conjunto de letras 

MTCVOEN, las iniciales MTCV se refieren a que se usa el MTCV, las 

letras DE se refieren a que se incorpora una dinámica explicita y 

la letra l! se refiere a el n\lmero de la versión usada. 
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1) Experimento MTCVDEL 
En este experimento usaremos la versión más simplificada de 

la ecuación de verticidad. Es decir A2 
.. 1.SOxlo-16cm-2

, A~ .. A~ • 

O y c
0 

• o. En este caso la ecuación de verticidad (3.136) se 

reduce a: 

(V
2 

- ?.2¡ a P + llq V(V2P) + J(P,f) 
8t 

o 

la que desde luego se puede expresar en la forma (6.27). 

(B. l) 

Dado que la ecuación de verticidad (8.1) está desacoplada de 

la ecuación termodinámica (3.139), (B.1) será integrada de manera 
independiente de (3 .139), \r el valor calculado de la presión, 

despüea de 240 pasos de tiempo de 3 horas, será usado en la 

ecuación (J.139) para que con un sólo paso de tiempo de JO d1as, 

resolviendo la ecuación (6.26), se determine la temperatura 
troposférica,T'. 

2) Experimento MTCVDE~. 
Este experimento es idéntico al experimento MTCVDE1 sólo que 

en lugar de usar A2 1.50xl0-16cm-2
, usaremos A2 

5 .. 8Bx10-16cm-2 
.. 

3) Experimento MTCVDEJ. 
Este experimento es similar a los dos anteriores sólo que 

ahora vamos a incorporar el término de difusión C
0
V2P en la 

ecuación (8.1), y vamos a utilizar A2 
.. 5.88xl0-16cm-z y el valor 

te6rico c
0 

.. s. 32xl0-6s-1
• En este caso la ecuación de verticidad 

se expresa como: 

(V2 - A') a P + v,· vcv2
P) + J(P,fl 

8t 
(8.2) 

En los siguientes experimentos vamos a usar la versión más 

completa de la ecuación de verticidad; es decir, la ecuación 
(3 .. 136). Para la ecuación termodinámica vamos a usar las tres 

;:::!:::;c:º:::ni~X:sernc)~3:13:) ~ ~:E~~~ri:a l:ony <~~::?;1;t:· e~~ 
(CLASIC) ! • O y (GEOS) ! • O. 
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En la ecuación termodinámica (6.26) y la ecuación de 

verticidad (6. 27) usaremos 240 pasos de tiempo con llt .. At
2 

"' 3 

horas. 

Eñ los siguientes 3 experimentos vamos a 

de verticidad (3.136) i\2 .. 5.88xl0-16cm-2 , 

A~ • 1.58xl0-16cm-2 y C
0 

= 8.32xl0-6s-1
• 

4) Experimento MTCVDE4. 

usar en la ecuación 

i\; 8.4lxl0-17cm·2, 

Usaremos la versión clásica de la ecuación termodinámica 

(3.139); es decir, la ecuación (3.100). 

5) Experimento MTCVDES. 

Usaremos la versión geostrófica de la ecuación termodinámica 

(3.139}; es decir, la ecuación (3.141). 

6) Experimento MTCVDE6. 

Usaremos la versión completa de la ecuación termod.lnámica 

(3.139) .• 

7) Experimento MTCVDE7. 

Este experimento es similar al MTCVDE6, s6lo que en lugar de 

usar i\.2 "' 5.88x10- 16cm-2 , usaremos i\2 .. 1.sox10·16cm- 2 • 

8) Experimento MTCVDEB. 

Este experimento es similar al MTCVDE7, sólo que ahora los 

parámetros i\~, i\~ y C
0 

son reducidos empiricamente a 1./3 de su 

valor original; es decir, A; = 2.aox10-17cm-2, i\~ .. 5.27xl0-17cm-z 

y C
0 

• 2. 77x10-6 S-I 

9) Experimento MTCVDE9. 

Este experimento es s.lmilar al MTCVDEB, sólo que ahora en 

lugar de usar A2 .. 1.50xl0-16cm-2 , usaremos A2 
.. 5.88xl.0-16cm-2 

.. 
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•.~ Evaluaci6n de los Resultados. 

Vamos a evaluar la habilidad del modelo para pronosticar las 
anomal!as de la temperatura, la altura y las componentes zonal y 

meridional del viento en los 700 mb, de tres diferentes maneras: 
a) Calculando el coef !ciente de correlaci6n (r) entre las 

anomal1as predichas y las anomal1as observadas, 

b) la raíz cuadrada del error cuadrático medio (recm) de las 

anomal!as predichas al compararlas con las observadas, 
e) el porcentaje de signos correctamente predichos de las 

anomal!as (pscp). 
Para el coeficiente de correlación r, vamos a usar la 

siguiente f6rmula: 

• 
¿ ( X(J) -x H Y(J) - y 

r J• I 
(8.3) 

( ~.r 
H 

2 ]'" X(J) - ii rL:r Y(J) - y) 
J•I 

donde N es el na.mero de puntos de la rejilla tomados en 

consideraci6n, J es el j-ésimo punto de la rejilla, X(J) y Y(J) 
aon las anomalías predichas y observadas, respectivamente, y X y Y 
son los correspondientes promedios por área de X(J) y Y(J) los 

cuales están dados por: 

N 

ii 1 
¿x(J) (8 .4) -N-

J•I 

N 

y 1 
¿Y(J) (8.5) -N-

J•l 

Para la ra!z cuadrada del error cuadrático medio usaremos la 

siguiente fórmula: 

re cm [ . 1)·1"· -;.- ~.r [X(J) _ x l _ [Y(J) _y (8.6) 

139 



1.6 Resultados de las Predicciones del Periodo Enero-Noviembre 

1913. 

La figura 8.1 muestra, para cada mes, el valor del 

coeficiente de Austausch (K) usado en los experimentos MTCVl, 

MTCV2 y MTCVDIN (N = l, 2, ••• ,4). 

La tabla 8.1 muestra la evaluación de las predicciones de las 

anomalias de la temperatura para el periodo Enero-Noviembre 1983, 

llevadas a cabo con los modelos MTCVl, MTCV2 y MTCVDIN (N .. 1, 

2, ••• ,4). La tabla B.la muestra el coeficiente de correlación (r), 

8.lb, la raiz cuadrada del error cuadrático medio (recm) y B.lc, 

el porcentaje de signos correctamente predichos (pscp). Las 

primeras columnas de la tabla 8.1 muestran los meses de 

predicción. Las segundas columnas de 8.la, B.lb y B.lc muestran, 

reapectivamente, los valores de r, recm y pscp del modelo básico 

MTCVl, las subsecuentes columnas muestran los excesos sobre dicho 

modelo. Para el caso del coeficiente r y el pscp un exceso 

positivo indica una mejoria en las predicciones; en cambio, para 

la recm indica un mayor error en las predicciones. 

'·º 
o.o 

3.0 

2.0 

1.0 

E F M A M J J A s 

Figura B .1 Coeficiente Austausch (K) 

usado en los experimentos numéricos. 
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Mes K 

Ene. 6.5 

Feb 6.0 

Mar. 5.5 

Abr. 5.0 

Hay. 4.5 

Jun. 3.5 

Jul. 4.0 

Ags. 4.5 

Sep. 5.0 

Oct .. 5.5 

Nov. 6.5 

o N 

para cada mes (1010cm2s-1
), 



Tabla 8.la Coeficiente de correlaci6n (r), obtenido en las 
predicciones de las anomal!as de la temperatura en los 700 mb, 
para el periodo Enero-Noviembre 1983, llevadas a cabo con los 
modelos MTCVl, HTCV2 y MTCVDIN . (N .. 1, 2, ••• ,4). La primera 
columna muestra los meses de predicc16n, 
valores de r del modelo básico o de 

la segunda muestra los 
control MTCVl y las 

subsecuentes columnas muestran los excesos sobre dicho modelo. 

1 2 3 4 5 6 7 

Mes MTCVl MTCV2 MTCVDil MTCVDI2 MTCVDI3 MTCVDI4 

19S3 

Enero 0.31 0.02 -0.02 o.oo 0.01 0.02 

Febrero o.2s 0.12 0.11 0.14 0.14 0.16 

Marzo o.2s 0.01 0.04 0.09 0.09 0.09 

Abril 0.19 0.07 0.12 o.os 0.11 0.11 

Mayo o.is 0.13 0.16 0.11 0.13 0.14 

Junio 0.04 o.os 0.03 0.06 0.06 0.10 

Julio 0.47 o.os º·ºº 0.09 -0.01 -0.01 

Agosto o.30 o.os 0.01 0.07 -o.os -0.03 

septiembre o.is 0.13 0.10 O.lS o.os 0.09 

Octubre 0.24 0.16 0.14 0.14 0.13 0.14 
-

Noviembre o.1s 0.02 0.03 0.00 0.02 0.03 

Promedio 0.24 o.os 0.01 o.os 0.06 o.os 
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Tabla a.lb Iqual que en la tabla a.la, pero para la ralz cuadrada 

del error cudr4tico medio (recm). 

1 2 3 4 s 6 7 

Mes llTCVl llTCV2 MTCVDil MTCVDI2 MTCVDI3 MTCVDI4 

1983 

Enero 1. 7sºc -0.02 -0.01 -0.02 -0.02 -0.02 

Febrero l.S6 -0.07 -0.06 -o.os -o.os -0.09 

Marzo 1.60 -0.04 -0.03 -o.os -o.os -o.os 

Abril 1.42 -0.02 -o.os -0.03 -0.04 -0.04 

Mayo l.2S -0.04 -o.os -0.03 -0.04 -0.04 

Junió 1.17 0.01 0.02 o.oc -0.01 -0.02 

Julio 1.11 -o.os o.oc -o.os 0.01 0.01 

Agosto 1.09 -o.o3 º·ºº -0.03 0.02 0.01 

septiembre 1.03 -0.04 -0.03 -0.04 -0.02 -0.02 

octubre l.06 -o.os -0.04 -0.04 -0.04 -0.04 

Noviembre l.3S -0.01 -0.01 o.oo -0.01 -0.01 

Promedio 1.31 -0.03 -0.02 -0.03 -0.02 -0.03 
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Tabla 8.1< I:gual que en la tabla e.la, pero para el porcentaj e de 

signos COI rectamente predichos· (pscp). 

l 2 3 4 5 6 7 

Mes MTCVl MTCV2 MTCVDil MTCVDI2 MTCVDIJ MTCVDI4 

1983 

Enero 61.5 " 0.1 -0.9 -0.1 1.2 2.2 

Febrero 58 .4 2.0 2.3 3.5 4.9 5.1 

Marzo 60.3 4.0 3.1 5.2 4.2 4.1 

Abril 58.2 -2.7 3.1 -2.4 2.4 2.3 

Mayo 57 .l 4.7 3.0 2.4 2.4 2.2 

Junio 55.9 2.4 2.5 2.7 4.4 4.0 

Julio 63.ó 8.7 3.9 9.5 2.6 3.4 

Agosto 60.8 5.4 0.1 4.9 0.2 1.0 

septiemb·e 60.6 6.9 2.2 a.4 2.6 3.0 

octubre 67. 3 2.2 -1.l -1.4 0.4 2.5 

Noviembr• 58. 7 1.5 2.7 0.9 2.4 2.4 

Prom47dio 60.2 3.2 l.9 3.0 2.5 2.9 
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B.7 Resultados de las Predicciones de Enero 1983. 

La tabla 8 .2 muestra las evaluaciones de las predicciones 

para Enero de 1983 de las anomalías de la temperatura, la altura y 

las componentes zonal y meridional de la velocidad del viento en 

los 700 mb, T?DN' H
7

DN' u7DN y. v
7

DN' respectivamente, llevadas a 
cabo con los modelos MTCVDEN (N = 1, 2, ••. ,9), dichas anomalías se 

muestran en las primeras columnas de la tabla a.2. 
La tabla 8 .2a muestra el coeficiente de correlaci6n (r), 

8.2b, la raíz cuadrada del error cuadrático medio (recm) y S.2c, 
el porcentaje de signos correctamente predichos (pscp). 

La tabla 8 .J muestra el coeficiente de correlación para los 

correspondientes campos normales calculados: T
7
H, H

78
, u

78 
Y v

7
N. 

Las columnas de las tablas a. 2 y 8. 3 están numeradas en la 

parte superior, y las tablas estan divididas en tres partes, la 
primera parte contiene, en la segunda columna, como modelo básico 

o de control el MTCVOEl, la segunda parte el MTCVDE2 y la tercera 
parte el MTCVDE4, las columnas restantes 3, 4 y 5 contienen los 

excesos sobre dichos modelos de control. 
En todos los experimentos (N = 1, 2, ••• ,9), las componentes 

zonal y meridional de la velocidad del viento en los 700 mb han 

sido calculadas usando las fórmulas (7.24) y (7.25). Para las 

componetes zonal y meridional predichas hemos usado la presión (P) 
y la ·temperatura troposférica (T) predichas por los modelos 
MTCVDEN, mientras que para las componentes zonal y meridional 

observadas hemos usado lil presión y la temperatura troposférica 
calculadas a partir de los campos observados de temperatura y 

altura en los 7QO mb, para el caso normal, de las fórmulas (7.4) y 

(7.2), respectivamente, y para el caso anómalo, de las fórmulas 

(7.5) y (7.4), respectivamente. La altura del nivel de 700 mb ha 

sido calculada con la fórmula (7.22), usando la presión {P) y la 

temperatura troposférica (T) predichas por los modelos MTCVDEN, y 
por supuesto, hemos usado la altura observada del nivel de 700 mb 

para la verificación de la predicción de este campo. 

Las figuras que a continuación se dan muestran las 

predicciones para Enero de 1983. 

La figura a. 2 muestra las predicciones de las anomallas de 
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la temperatura, en grados centtgrados, en los 700 mb. La figura 
,¡:_, 

a.2a muestra la predicción con el modelo MTCVOI4 en donde se usa 
la versión completa de la ecuación (6. 26) y la incorporación de 
una dinámica impllcita usando la opción 3 de la sección 5.2 y la 
figura 8 .. 2b muestra la predicción con un modelo más actual, el 
MTCVDE2 ,. en donde la presión P se calcula de la ecuación (8 .1) • 

La figura 8. 2c muestra las correspondientes anomalías observadas 

en Enero de 1983 y la figura 8.2d, las anomallas observadas en el 
mes previo; es decir, Diciembre de 1982. 

La figura s.3 muestra las predicciones de las anomallas de 
las componentes zonal y meridional de la velocidad del viento (en 
metros por segundo) en 700 mb. Las figuras a.Ja y 8.Jb muestran, 
respectivamente, las componentes zonal y meridional predichas con 

él modelo MTCVOE2 y e. Je y a. Jd muestran las correspondientes 

componentes zonal y meridional observadas. 
La figura 8.4 muestra las predicciones de las anomalías de la 

altura (en metros) del nivel de 700 mb; S.4a muestra las 
predicciones con el modelo MTCVDE2, y 8. 4b muestra las 
correspondientes anomalías observadas. 

La figura 8 .s muestra los cálculos de los campos normales, 

usando el modelo MTCVDE2. La figura s.sa muestra la temperatura 
normal (en grados centlgrados) de los 700 mb calculada por el 

modelo y s.sb muestra el correspondiente campo normal observado. 

La figura a.se muestra la altura normal (en decámetros) del 

nivel de 700 mb calculada por el modelo y la figura B .5d muestra 
el correspondiente campo normal observada·. 

Las figuras a.se y a.Sf muestran, respectivamente, las 

componentes zonal y meridional de la velocidad del viento normal 

(en metros por sequndo) en los 700 mb calculadas por el modelo y 
las fi9uras s.sg y 8.Sh muestran las correspondientes componentes 

zonal y meridional observadas. 
Las figuras 8. 6 y a. 7 muestran las predicci6nes de las 

anoma11as de la temperatura (en grados centiqrados) de los 700 mb 

usando el modelo MTCVOEJ y el modelo MTCVOE9. En el MTCVOEJ se usa 
la ecuación de verticidad (B.2) y en el MTCVDE9 se usa la ecuación 
de verticidad (3 .136) con los parámetros A~, i\~ y c

0 
reducidos a 

1/3 de su valor oriqinal. 
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Tabla s.2a Coeficiente de correlación (r) obtenido en las 
predicciones (Enero de 1983) de las anomalias de la temperatura, 
la altura y las componentes zonal y meridional de la velocidad del 
viento en 700 mb (primera columna) , llevadas a cabo con los 
modelo~ MTCVDEN (N=l,2, ... ,9). Las columnas 3, 4 y 5 contienen los 
excesos sobre los coeficientes de correlación obtenidos con los 
modelos de control MTCVDEl, MTCVDE2 y MTCVOE4 (segunda columna). 

1 2 J 4 5 

Anomalias MTCVDEl MTCVDE7 MTCVDEB MTCVDE9 

T7DN 0.18 0.01 -0.0J 0.15 

H7DN O.Jl -0.04 0.09 0.15 

U7DH 0.28 -0.16 0.02 O.OJ 

V7DN 0.20 0.10 0.15 0.19 

Anomalías MTCVDE2 MTCVDEJ MTCVDE6 MTCVDE9 

T7DH 0.26 0.01 0.07 0.07 

H7DN 0.42 -o.1J -0.04 0.04 

U7DN 0.24 0.04 -0.04 0.01 

V7Dff 0.24 0.04 o.os 0.15 

Anomalías MTCVDE4 MTCVDES MTCVDE6 MTCVDE9 · 

T7DN 0.18 O.lJ 0.15 0.15 

H7DN 0.27 0.12 0.11 0.19 

U7DN 0.09 O.lJ 0.11 0.22 

v.;DH 0.21 0.11 0.11 0.18 
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Tabla e.2b Igual que en la tabla a.2a, pero para la raíz cuadrada 

del error cuadrático medio (recm) . 

1 2 3 4 5 

Anomalías MTCVDEl MTCVDE7 MTCVDEB MTCVDE9 

T"tº" 
2.26 'e -0.46 -0.43 -0.52 

H7Dff 51.6 m -6.50 -B.40 -10.1 

U7DH 5.83 m/s -1.52 -1.89 -1.90 

V7DH 4.71 m/s -1.65 -1.70 -1.76 

Anomalias MTCVDE2 MTCVDEJ MTCVDE6 MTCVDE9 

T7DH 2.01 'e -0.26 -0.27 -0.27 

H7DN 45.1 m -0.10 -1.00 -3.60 

U7DH 5.56 m/s -1.61 -1.52 -1.63 

V7DH 4.32 m/s -1.25 -1.29 -1.37 

Anomalías MTCVDE4 MTCVDE5 MTCVDE6 MTCVDE9 

T7DH 1.81 'e -0.07 -0.07 -0.07 

H7DH 44.9 m -1.10 -o.so -3.40 

U7DH 4.32 m/s -0.30 -0.28 -0.39 

V7DN 3.31 m/s -0.28 -0.28 -0.36 
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Tabla 8.2c Igual que en la tabla s.2a, pero para el porcentaje de 
aignos correctamente predichos (pscp). 

1 2 3 4 5 

Anomal.1as MTCVDE1 MTCVDE7 MTCVDE8 MTCVDE9 

T7D• 60.0 ... -1.1 -3.9 1.2 

H7DN 65.0 ... -4.9 3.8 -1.0 

U7DN 60.3 " -5.7 2.1 0.4 

V!DH 56.5 " 3.2 4.8 8.2 

Anomal.1as MTCVDE2 MTCVDE3 MTCVDE6 MTCVDE9 

T7D• 57.6 " 4.4 3.2 3.6 

H7D• 61.9 ... -2.6 -0.9 2.1 

U7D(( 58.3 ... -o.a -0.2 2.4 

V7DN 64.3 " -9.3 -i.0 0.4 

Anomal1as MTCVDE4 MTCVDE5 MTCVDE6 MTCVDE9 

T7D• 52.6 " 9.2 8.2 8.6 

H7DN 57.6 " 4.6 3.4 6.4 

U7DN 52.8 ... 4.1 5.3 7.9 

V7DN 52.7 " 9.3 9.8 12.0 
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Tabla 8.3 Igual que en la tabla B.2a, sólo que ahora el 
coeficiente de correlación (r) es para los correspondientes campos 
normales calculados (primera columna). 

1 2 3 4 5 

Normales HTCVDEl MTCVDE7 MTCVDEB MTCVDE9 

T,. 0.96 o.oo 0.01 o.oo 

H,. 0.93 o.oc 0.01 0.01 

u7• 0.46 -0.10 -0.07 0.12 

v,. 0.22 -0.07 0.01 -0.04 

Normales HTCVDE2 MTCVDEJ MTCVDE6 MTCVDE9 

T7N 0.96 0.01 o.oc o.oc 

"7• 0.94 -0.07 -0.02 o.oo 

U7N o.se -0.50 -0.17 o.oc 

V7N 0.07 -0.19 0.09 0.11 

Normales MTCVDE4 MTCVDE5 HTCVDE6 MTCVDE9 

T7N 0.96 o.oc o.oc o.oo 

H,. 0.91 0.02 0.01 0.03 

u,. o.Ja 0.06 0.03 0.20 

V7N 0.13 0.01 0,03 0.05 
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Figura s.2. Anomalias de la temperatura del aire en los 700 

mb, en grados cent1grados, para Enero de 1983. e.2a pronosticadas 

por el MTCVDI4 y e.2b por el MTCVDE2. 

150 



Fiqura s.2 (continuaci6n). e.2c muestra las correspondientes 

anomallas observadas y 8.2d las observadas en el mes previo; es 

decir, Diciembre da 1982 •. 
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FiCJUra 8.J. Anomallas de la velocidad del viento en los 700 

mb, en metros por segundo, para Enero ·de 1983. e.Ja y B.3b 
•uestran, respectivamente, las componentes zonal y meridional 

pronosticadas usando el MTCVDE2. 
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Figura B.3· (continuaci6n). B.3c y l.3d euestran, 1-
correapondientes valores observados de las riC}Uras 8.3a ~ e.Jb. 
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Figura 8.4. Anomal1as de la altura de los 700 mb, en metros, 

para Enero de 1983. 8.4a muestra las anomal1as pronosticadas por 

el MTCVDE2 y 8.4b muestra los correspondientes valores observadoa. 
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Figura s.s. campos normales de los 700 mb calculados por el 

MTCVDE2 para Enero de 1983. e. Sa muestra la temperatura, en 
grados cent1grados, calculada por el modelo y e .. sb los 

correspondientes valores observados. 
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.,.,. .. ·;·.,··' 

Figura B.5 (continuaci6n). e.se muestra la altura de las 700 

llb, en decámetros, calculada por el modelo y 8. Sd los 
correspondientes valores observados. 
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Figura e.s (continuaci6n). a.se y e.Sf muestran, 
respectivamente, las componentes zonal y meridional de la 
velocidad del viento, en metros por segundo, calculadas por el 

modelo. 
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Figura B.5 (continuaci6n). a.sq y B.5h muestran, los 
correspondientes valores observados de las figuras B.5e y s.Sf. 
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Fiqura 8.6. Anomal!as de la temperatura del aire, en grados 

centlgrados, en los 700 mb pronosticadas por el MTCVDEJ para Enero 

de 1983. 

159 



Figura 8. 7. Anomal1as de la temperatura del aire, en grados 

centígrados, de los 700 mb pronosticadas por el MTCVOE9 para Enero 
de 1983. 
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8.8 Discusión de los Resultados. 

La figura 8.1 muestra que el coeficiente Austausch (K) 
encontrado en este trabajo tiene valores más grandes en los meses 
de Invierno y Otoño que en los meses de Primavera y Verano, dicho 

coeficiente tiene un valor mínimo en Junio (3 .5xlo10cm2 s-1
) y 

valores máximos en Enero y Noviembre (6.5xl010cm2s-1
) En 

Invierr,o se tiene un coeficiente promedio de 6.25xlo10cm2s-1
, en 

Primavera de 5. Oxl0 10cm2s- 1
, en Verano de 4 .ox1010cm2s-1 y en 

Otof\o de 5. 67x1010cm2s-1
• En la primera versión zonalmente 

promediada del MTC (Adem, 1962), Adem encuentra valores algo más 
bajos para K: 4.0xlo10cm2s-1 en Invierno, 2.3Jxlo10cm2 s-1 en 
Primavera, o. oax10 10cm2s-1 en Verano y 3. 67xlo10cm2s-1 en otoño. 

La tabla 8.1 contiene las evaluaciones de las predicciones de 
las anomalías de la temperatura de los 700 mb. Las columnas 2 y 3 

muestran las evaluaciones usando los modelos clásicos MTC\'1 y 
MTCV2 que no incorporan el transporte horizontal por viento medio. 
La comparación de las columnas 2 y 3 muestra que el usar como 

condición de frontera a la persistencia (columna 3) da de manera 
sistemática mejores predicciones que el suponer que en la frontera 

no existe transporte horizontal de calor por viento medio y por 

turbulencia de gran escala (columna 2) ; el exceso del modelo MTCV2 

sobre el modelo de control MTCVl es en promedio O. os para el 
coeficiente r, -0.03 para la recm y 3.2 para el pscp. 

Las columnas 4 muestran las evaluaciones de las predicciones 
con el modelo clásico MTCVOI1 que incluye el transporte horizontal 

de calor por viento normal observado (opción 2 de la sección 5.2); 

el exceso del modelo MTCVDil sobre el modelo de control es en 
promedio O. 07 para r, -o. 02 para re cm y 1. 9 para el pscp. sin 

embargo, la comparación de las columnas 3 y 4 indica que, al menos 

en el periodo escogido, la habilidad de predicción del modelo 
MTCVOil es ligeramente inferior a la del modelo MTCV2 que no 
incluye transporte horizontal de calor por viento medio. 

Las columnas 5 muestran las evaluaciones de las predicciones 

con el modelo clásico MTCVOI2 que incluye la parametrización 5.17 
para el transporte horizontal por viento medio (opción 3 de la 

sección 5.2); el exceso del modelo MTCVDI2 sobre el modelo de 
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control es en promedio, o.os para r, -0.0J para la recm y J.o para 
el pscp, lo que indica que la habilidad de predicción del modelo 
MTCVDI2 es en promedio prácticamente igual a la del modelo MTCV2. 
Sin embargo, en algunos casos particulares el MTCVDI2 da un 
coeficiente r y un pscp más alto, dichos casos son Febrero, Marzo, 
Abril, Junio, Julio y Septiembre, y una recm más pequeña para 
Febrero, Marzo, Abril y Junio. 

Las últimas columnas de la tabla 8 .1 muestran las 
evaluaciones de las predicciones de los modelos que incorporan 
además de la dinámica implícita (opción 3 de la sección 5.2), la 
convección de calor por movimiento vertical, usando la versión 
qeostr6fica, modelo MTCVDIJ y la versión completa, modelo MTCVDI4. 
La com~aración de las columnas 6 y 4 muestra que la habilidad de 
predicción del MTCVOIJ es en promedio prácticamente igual a la del 
modelo MTCVDil; mientras que la comparación de las columnas 7, 5 y 

3 muestra que la habilidad de predicción del modelo MTCVOI4 es en 
promedio prácticamente igual a la de los modelos MTCVDI2 y MTCV2. 
Sin embargo, la comparación de los modelos MTCVDI4 y MTCVDI2 
muestra que en algunos casos particulares el MTCVDI4 tiene una 
predictabilidad más alta que el MTCVDI2; a saber, un coeficiente r 
más alto para Enero, Febrero, Abril, Mayo, Junio y Noviembre, una 
recm mas pequeíla para Febrero, Abril, Mayo, Junio y Noviembre y un 
pscp más alto para Enero, Febrero, Abril Junio, octubre y 

Noviembre. 
La tabla a. 2 muestra las evaluaciones de las predicciones 

para Enero 1983 de las anomalías T
70

ff, H
70

N, 

a cabo con los modelos MTCVDEN (N = 1, 2, 
incorpqra la ecuación de verticidad potencial 

u
70

N y v
70

H, llevadas 
••• , 9) en donde se 

(J .136). 

En la primera parte de la tabla a.2 y en las columnas 2, J y 

4 se muestran, respectivamente, las evaluaciones de los modelos 
MTCVDEl, MTCVDE7 y MTCVDES, que se caracterizan por tener el mismo 
parámetro de curvéltura i\2 = l.50xl0-16cm-2

• En las mismas columnas 
2, 3 y 4, la segunda parte de la tabla 8.2 contiene las 
evaluaciones de las predicciones con los modelos MTCVDE2, MTCVOE3 
y MTCVDE6, que se caracterizan por tener el mismo parámetro de 
curvatura i\2 

is 5.88xl0-16cm-2
• La tercera parte de la tabla a.J se 

tiene en las columnas ya mencionadas a las evaluaciones de las 
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predicciones con los modelos MTCVDE4, MTCVDE5 y MTCVOEG, que se 

caracterizan por incorporar de manera completa la ecuación de 

verticidad (3.136) y tener los mismos parámetros A2
, A~, A~ y C

0
• 

Eri la columna 4 de la primera parte de la tabla 8. 2 y en la 

columna 5 de las tres partes de esta tabla se tienen las 

evaluaciones de los modelos MTCVOEB y MTCVDE9, en donde los 

parámetros A~, .\! y c
0 

se han reducido empíricamente a 1/3 de su 

valor teórico. En el MTCVOE9 el parámetro de curvatura .\ z "' 
5 .eax10-16cm-2• 

En los modelos de las columnas 2, 3, 4 y 5 de la primera y 

segunda parte de la tabla a. 2 se usa la versión completa de la 

ecuación termodinámica (3.139); en cambio, en la tercera parte de 

esta tabla se tiene en la columna 2 el modelo MTCVDE4 que usa la 

versión clásica de la ecuación (3.139), en la columna 3 el modelo 

MTCVDE5 que usa la versión geostrófica de (3.139) y en las 

columnas 4 y 5 los modelos MTCVOEG y MTCVDE9 que usan la versión 

completa de (J.139). 

La comparación de los modelos MTCVOEl y MTCVDE7 muestra que 

el .usar la ecuación de verticidad completa (J.136) en lugar de la 

ecuación' de verticidad simplificada (B.l) aumenta el coeficiente r 

y el pscp en las predicciones de v
70

N; sin embargo, en las 

predicciones de H
70

N y u
70

N se disminuye significativamente el 

coeficiente r y el pscp. El MTCVDE7 da una recm más pequeña que el 

MTCVDEl en las predicciones de las cuatro anomalias T
70

N, H
70

N, 

~H y V7DN• 

La comparación de los modelos MTCVOE7 y MTCVDES indica que en 

este O.ltimo, las predicciones de H
70

N, u
70

N y v
70

N mejoran al 

reducir a 1/3 los valores teóricos de A~, A~ y C
0

• Sin embargo, 

las predicciones de T
70

N son mejores con el MTCVDE7 que con el 

MTCVDES. 

La comparación de los modelos MTCVOE2 y MTCVDE3 indica que el 

MTCVOEJ da en las predicciones un coeficiente r más grande para 

T
70

N, ~70N y v
7011 

y considerablemente más pequefio para H
70

"; en 

cambio, el MTCVDEJ da en todas las predicciones una re cm más 

pequefia que el MTCVDE2, lo cual se debe, como veremos más 

adelante, a que el efecto del término de difusión C
0
fJzP en la 

ecuación de verticidad 8.2, es disminuir la amplitud de las 
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anomalías pronosticadas, y, por consiguiente, la recm resulta ser 

menor para el MTCVDEJ que para el MTCVOE2. 

La comparación del modelo MTCVDE6 con los modelos MTCVDE2 y 
MTCVOEJ muestra que el usar la ecuación de verticidad completa 
(3.136) en lugar de las versiones simplificadas 8.1 y s.2, mejora 

en términos generales la predicción de v
70

N. En la comparación de 
estos tres modelos vemos que el MTCVDE3 es el que da las 
predicciones más bajas en cuanto al pscp se refiere. 

Lá comparación de los modelos MTCVDE4, MTCVDES y MTCVOE6 de 
la tercera parte de la tabla 8.2 muestra que los modelos MTCVOES y 

MTCVDE6, los cuales incorporan la convección de calor en la 
ecuación termodinámica (3.139) usando, respectivamente, la versión 
geostrófica y la versión completa, dan mejores prediciones que el 

MTCVDE4, el cual no incorpora la convección de calor. 
En las tres partes de la tabla 8.2 la comparación del modelo 

MTCVDE9 con todos los demás modelos, muestra que el modelo MTCVDE9 
es el que, en términos generales, da las mejores predicciónes. 

Finalmente la tabla 8.3 muestra el coeficiente de correlación 

r encontrado en el cálculo de los campos normales T
7
N, H

7
N, u

7
N Y 

v
7

N. La tabla B. 3 está ordenada de la misma forma que la tabla 
a.2. En la tabla 8.J observarnos que el modelo MTCVDEJ es el que da 
los peores cálculos de los campos normales, incluso en el cálculo 

de v
7
N se obtiene una correlación negativa, lo cual se debe a que 

la comPonente meridional de la velocidad del viento calculada por 
el modelo está completamente defasada con respecto al campo 

observado. Contrariamente, los modelos MTCVDEl y MTCVDES, los 

cuales usan un parámetro de curvatura A2 = 1.sox10-16
, son los que 

dan los mejores resultados en el cálculo de la componente v
7
". La 

correlación más alta en el cálculo de la componente zonal U
7

" la 
dan los modelos MTCVDE2 y MTCVDE9, aunque también el modelo 
MTCVDEl da un coeficiente de correlación comparable a estos dos 

modelos. 

Una cosa importante de señalar en los campos normales 

calculados por los modelos, es que los coeficientes de correlación 

de las componentes zonal y meridional de la velocidad del viento 

normal, son significativa1nente más bajos que los coeficientes de 
correlaci6n de la temperatura y la altura de los 700 mb, los 
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cuales prácticamente en todos los casos rebasan el valor de 0.90. 
Lo anterior se debe a que la velocidad del viento está dada en 
términos de las primeras derivadas espaciales de los campos P y T 
calculados, mientras que los campos T

7
N y H

7
H se determinan 

directamente de estos campos; por consiguiente, si los campos P y 
T no tienen gradientes en las direcciones zonal y meridional 
aproximadamente igual a los de los campos observados, darán una 
descripci6n inadecuada de las componentes zonal y meridional de la 
velocidad del viento. Por otro lado el coeficiente de correlación 
proporciona una manera adecuada de evaluar objetivamente la 
similitud entre dos campos; sin embargo, aunque dos campos sean 
similares según el criterio del coeficiente de correlación r, ello 
no garantiza que sus derivadas espaciales direccionales sean 
simila~es de acuerdo a este criterio. 

La comparación de las figuras e. 2a y 8. 2b, las cuales son 
obtenidas, respectivamente, por los modelos MTCVDI4 y MTCVDE2 
muestran una caracter!stica muy 
pronosticadas por el modelo 
significativamente más grandes 

importante: las 
MTCVOE2 tienen 

que las de las 

anomallas 
amplitudes 
anomallas 

pronosticadas con el modelo MTCVDI4, salvo en las fronteras 
laterales, en donde en la figura a.2a se observan las amplitudes 
de la persistencia significativamente más grandes que en el resto 
del mapa. La comparación de las figuras a.2a y B.2c muestra que el 
modelo MTCVDI4 tiene cierta habilidad en pronosticar el signo de 
las anomalías, de acuerdo con la columna 7 de la tabla a. le el 
pscp por el MTCVOI4 es 63.7 % para el caso de Enero 1983. 

La comparaci6n de las figuras e.2b y B.2c muestra que el 
modelo MTCVDE2 también tiene cierta habilidad en pronosticar el 
signo de las anomal!as; de acuerdo con la columna 2 de la segunda 
parte de la tabla e .2c, el pscp por el MTCVDE2 es 57. 6 %, 

porcentaje algo menor que el del modelo MTCVOI4. sin embargo, el 
modelo MTCVDE2 pronostica anomalías que el MTCVOI4 no puede 
pronosticar; por ejemplo, las fuertes anomalías pronosticadas con 
el MTCVDE2 (figura a.2b) concuerdan bastante bien con las 
anomalías observadas (figura e.2c). Es importante notar que las 
anomalías positivas observadas en la parte central y oeste de los 
Estados Unidos y el Canada han sido correctamente pronosticadas 
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por el MTCVDE2 tanto en signo como en tamaño; por otro, lado la 

anomalía negativa que se observa en casi todo la República 

Mexicana, el golfo de México y a lo largo de toda la costa este de 

los Estados Unidos también ha sido correctamente pronosticada por 

el MTCVDE2. 

La comparación de la figura 8.2d, que corresponde a las 

anomalías observadas en el mes previo, con la figura 8.2c muestra 

que hay una inversión en el signo de las anomalías en casi toda 

América del Norte incluyendo la Repüblica Mexicana; este cambio se 

debe , segün Adem (comunicación personal), a la anomalía en la 

componente meridional de la velocidad del viento observada en 700 

mb (figura a. Jd), la cual está en concordancia con la 

correspondiente anomalía pronosticada por el MTCVDE2 (figura 

a.Jb). De acuerdo con la figura 8.3d sobre las partes central y 

oeste de los Estados Unidos y Canada se da una disminución en el 

viento meridional, el cual en esas regiones va de norte a sur 

{figura B.Sh), provocando con ello un calentamiento del aire en 

las regiones mencionadas, que es correctamente pronosticado por 

el MTCVDE2; de la misma manera, en el este de los Estados Unidos 

y Canada y sobre la República Mexicana se da una disminución en el 

viento meridional normal, el cual en dichas regiones va de sur a 

norte (figura 8.Sh), provocando con ello un enfriamiento en el 

aire en dichas regiones que es correctamente pronosticado por el 

MTCVDE2. 

Hay otras regiones en donde el MTCVDE2 ha pronosticado 

adecuadamente las anomalías de la temperatura en los 700 mb, como 

por ejemplo, la intensificación en la anomalía negativa de gran 

escala en el Pacifico central, la cual efectivamente se da sobre 

dicha regi6n (figura 8.2c). 

La comparación de las figuras 8. Ja y a. Jb con las 

correspondientes figuras a.Je y e.Jd muestra que las prediciones 

de las anomalías de las componentes zonal y meridional de la 

velocidad del viento en 700 mb (figuras 8.Ja y 8.Jb), son 

pronosticadas bastante bien en signo y tamaño (ver las tab1as 8.2a 

y 8. 2c en la segunda parte y columna 2, en donde r = o. 24 para 

ambas componentes y pscp ª 58.3 \ para la componente zonal y 64.3 

t para la componente meridional). 
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La figura 8.4a muestra que las anomalías de la altura de los 

700 mb pronosticadas por el MTCVDE2 concuerdan bastante bien en 

signo (61.9 %, ver la tabla B.2c) con las observadas (figura e.4b) 

sobre todo en el océano Pacifico, Estados Unidos, Canada, sur de 

la República Mexicana, gran parte de Europa y norte de Africa; sin 

embargo, las anomalías pronosticadas son algo más pequeñas que las 

observadas. 

La figura e.s muestra en cada una de sus partes el cálculo de 

los cainpos normales usando el MTCVDE2. Las figuras e. Sa, 8. Se y 

8. Se, que corresponden a los campos normales pronosticados T
7
N, 

H
7
N y u

7
N, muestran al compararlas con las correspondientes 

figuras 8.Sb, 8.Sd y 8.Sg, que estos campos normales han sido 

pronosticados con cierta habilidad mostrada anteriormente en la 

segunda parte y columna de la tabla e. J. La comparación de las 

figuras 8.Sf y B.Sh, que muestran a la componente meridional 

normal calculada por el modelo y el correspondiente campo normal 

observado, indica que este campo no ha sido bien pronosticado (ver 

la tabla 8.3 en la segunda parte y columna 2, en donde r ~ 0.07). 

La comparación de la figura 8. 6 con la figura e. 2c muestra 

que las anomalías de la temperatura en los 700 mb pronosticadas 

con el modelo MTCVDEJ tienen una amplitud considerablemente más 

pequefia que la de las anomalías pronosticadas con el MTCVDE2; ello 

demues~ra que el término de difusión C
0

'iJ
2 P en la ecuación de 

verticidad a.2 tiene el efecto de atenuar la amplitud de las 

anomalías. Segün el análisis de ondas de la sección 6.1 el término 

de difusión en la ecuación de verticidad 8. 2 tiene el efecto de 

amortiguar las ondas de Rossby. De acuerdo con este análisis para 

A2 "" s. 88xl0-16cm-2
, las ondas de escala planetaria tienen una 

razón de amortiguamiento que corresponde a un periodo muy largo, 

de aproximadamente 1000 d1as; en cambio, las ondas de escala 

sinóptica tienen un periodo de amortiguamiento del orden de un 

mes. Por consiguiente, la amplitud de las anomalías pronosticadas 

por el MTCVDE2 se debe, muy probablemente, a la dinámica de las 

ondas de Rossby con una escala mayor o igual que la sinóptica pero 

menor que la planetaria; y es posible que la amplitud atenuada de 

las anomalías pronosticadas con el MTCVDEJ se deba a que las ondas 
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de Rossby de una escala más pequeña que la planetaria sean 

amortiguadas por el término de difusión, C
0
V2P. 

La comparación de la figuras 8.7 y B.2c muestra que el 

MTCVDE9 tiene al iqual que el MTCVDE2 cierta habilidad en 
pronosticar adecuadamente las anomal1as de la temperatura en los 

700 mb. La comparación de las figuras e. 7 y e. 2b muestra que el 

MTCVDE9 pronostica anomal1as con una amplitud o tamaño más pequeña 

que las del MTCVOE2, pero más grande que las del MTCVDEJ (figura 

e. 6) , lo cual se debe a que el valor de C
0 

en MTCVOE9 es más 

pequef'ao que en MTCVDEJ, pero más grande que en el MTCVDE2, en 

donde c
0 

= o. 
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B.9 Conclusiones y consideraciones Finales 

En las versiones MTCVl, MTCV2 y MTCVDIN (Ne 1,2, ••• ,4) del 
MTCV las anomalías de la temperatura de los 700 mb y las anomalías 
de la temperatura de la superficie de los océanos del mes previo, 

así como, las anomalías del albedo ~e la superficie de la última 
semana del mes previo al de la predicción, son los forzamientos 

externos más importantes y los únicos que se han incorporado. 
Aunados a estos forzamientos externos, existen forzamientos que se 
generan y se retroalimentan internamente; en estas versiones no se 
ha incorporado la retroalimentación de los forzamientos internos, 
ello es motivo de otra investigación. Los forzamientos internos 

son las anomalías del calor sensible y latente, del calentamiento 
por radiación, del calor liberado por la condensación del vapor 

de agua en las nubes, de la nubosidad y del transporte horizontal 

de vapor de agua. Además, en las versiones MTCVDIN que incluyen 

una dinámica interna, existe otro forzamiento interno: las 
anomallas en la velocidad del viento rnedio que se generan de las 
anomalías de la temperatura troposférica calculada por el modelo. 

Estos forzamientos, externos e internos, son los causantes de 
la generación de anomalías de temperatura como las mostradas en la 

figura a.2a. Como la retroalimentaci6n de los forzamientos 
internos no se ha incorporado, la predictabilidad de dichos 

modelos está basada fundamentalmente en los forzamientos externos; 

uno de los más importantes son las anomalías de la temperatura de 
la superficie de los océanos del mes previo al de la predicción. 

SegG.n J .. Namias (1981), en contraste con la predicción a 
corto plazo (uno a tres d!as) , donde el estado de la atmósfera 

presente y las ecuaciones hidrodinámicas gobernantes constituyen 

un problema de condiciones iniciales, la aplicación de la 
interacción océano-atmósfera en la predicción a largo plazo (un 

mes o una estación) está mas bien relacionada con un problema de 
condiciones a la frontera. Las anomalías de la temperatura de la 

superficie de los océanos pueden ser consideradas como las 
condiciones a la frontera, ya que ellas cambian relativamente muy 

poco en comparación a la circulación de la capa atmosférica encima 

de la superficie oceáinica, y por consiguiente su influencia se 
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refleja sobre las condiciones medias mensuales del siguiente mes. 

Una de las conclusiones más importantes relacionadas con los 
experimentos MTCVl, MTCV2 y MTCVDIN (N ~ 1,2, ••• ,4) es el hecho de 
que la incorporación del transporte horizontal de calor por viento 
normal observado no mejora, al menos para el periodo Enero -
Noviembre 1983 y a nivel Hemisférico, las predicciones de las 

anomal1as de la temperatura en los 700 mb. sin embargo, localmente 
la situación puede ser diferente como lo demuestran las 

predicciones de las anomal1as de la temperatura del aire sobre la 
supert;cie en los Estados Unidos durante el periodo 1969 

realizadas por Adem (1970b), usando un modelo similar al MTCVOil; 
en este caso, la incorporación del transporte horizontal de calor 
por viento normal observado mejoró considerablemente las 
predicciones en dicha región. 

Otra conclusión importante de estos experimentos es que la 
incorporación de la convección de calor por movimiento vertical 

del aire, mejora las predicciones para algunos meses del periodo 

Enero - Noviembre 1983, pero en promedio las predicciones con los 
modelos MTCVDIJ y MTCVDI4 que incluyen la convección de calor son 
muy similares a las predicciones con el modelo MTCVDI2 que no la 

incluye. 

Las predicciones con las versiones MTCVDEN del MTCV además de 

constituir un problema de condiciones a la frontera, según J. 

Namias (1981), constituye un problema de condiciones iniciales, en 

donde las condiciones iniciales son la temperatura y la altura de 

los 700 mb; las anomalías de la temperatura de la superficie de 
los océanos constituyen más bien el forzamiento externo debido a 

que cambian muy poco en cad~ paso de tiempo en la integración de 
las ecuaciones. 

Segün Miyakoda y Chao Jin-Ping (1982), los modelos de baja 

resolución como el MTC pronostican los modos forzados de la 

atmósfera y los modelos de alta resolución como los MCGA 

pronostican los modos libres o dinámicos de la atmósfera. Las 

versiones MTCVDEN del MTCV pronostican, además de los modos 
forzados, los modos libres o dinámicos de la atmósfera media. Sin 

embargo, a diferencia de los MCGA, que usan condiciones iniciales 
instantaneas (por ejemplo, el campo de altura qeopotencial de 500 
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mb de las o horas meridiano de Greenwich de Diciembre de 1976) el 
MTCV usa condiciones iniciales medias mensuales. 

Los MCGA han sido muy usados para determinar la respuesta de· 

la circulación de la atmósfera en latitudes medias a forzamientos 
externos, tales como las anomalías de la temperatura de la 
superficie de los océanos. Sin embargo, cuando dichas anomalías 

son usadas como forzamientos externos la respuesta atmosférica es 
pequefia y, por lo tanto, es dificil distinguir las anomalías de la 

circulación de la atmósfera, asociadas con dicho forzamiento, de 
la variabilidad natural de estos modelos (Frankignoul, 1985). 

En cierta manera, el MTC corrobora lo encontrado por los 

MCGA, pues se ha visto de manera sistemática en las predicciones 
con el MTC (Adem, 1964b y 1970b) y con las versiones MTCVDIN del 
MTCV, que las anomalías de la temperatura en los 700 mb predichas 
por estos modelos tienen una amplitud o tamaño considerablemente 
más pequei\a que las correspondientes anomalías observadas; es 

posible que al incorporar la retroalimentación de los forzamientos 
internos la amplitud o tamano de dichas anomalías se amplifique. 

Las versiones MTCVDEN (N ,,.. l, 2, ••• , 9) propuestas en este 

trabajo incorporan la dinámica de la atmósfera de una manera 
exp11cita a través de la ecuación de la verticidad; además, la 
retroalimentación de los forzamientos internos se va dando de una 
manera natural en cada paso de tiempo en la integración de las 
ecuaciones gobernantes. Dichas versiones 
MTCVDE9 pronostican anomal1as de la 

como el MTCVDE2 y el 
temperatura y de la 

circulación en los 700 mb con amplitudes o tamaños del mismo orden 

que las correspondientes anomal1as observadas; sin embargo, gran 

parte de la variabilidad atmosférica generada por estos modelos se 
debe a la diná.mica de las ondas de Rossby y no a la 

retroalimentación de los forzamientos internos~ 
El afio 1983 fué excepcionalmente anómalo debido al evento 

ENOS (sección 8.2). Pronosticar las anomalías a 700 mb con un 

modelo hemisférico durante un periodo donde se presenta un evento 
ENOS, puede presentar serias dificultades debido al efecto remoto 

que pudieran tener las anomalías de la temperatura de la 
superficie del Pacifico Ecuatorial sobre la atmósfera de latitudes 

medias (Bjerkens, 1969). Sin embargo, la influencia remota de 
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regiones fuera del Hemisferio Norte puede ser incorporada en el 
MTCV a través de condiciones de frontera adecuadas. 

Estudios basados en observaciones sugieren que un evento ENOS 
puede generar, en latitudes medias, importantes anomallas 
negativas de gran escala en la temperatura de la superficie 
oceAnica via una teleconexión atmosférica (Quiroz, 1985). Es 
posible que por un proceso de retroalimentación dichas anomallas 
puedan incrementar la persistencia en la atmósfera como sucedió a~ 
final de 1982 y en los primeros meses de 1983, cuando en grándes 
Areas del hemisferio norte las anomalías de la temperatura y la 
altura de 700 mb persistieron de' un mes al siguiente, aunque en 
otras regiones como en América del Norte se dieron fuertes 
cambios. En particular, las regiones cercanas a la frontera 
lateral del modelo presen~aron una fuerte persistencia durante el 
afto 1983; por consiguiente, el proponer como condición de frontera 
a la persistencia resultó ser mejor que la condición de frontera 
que supone que el transporte horizontal de calor por viento medio 

y turbulencia es nulo en la frontera lateral. 
Por otro lado, la incorporación del calentamiento 

troposf ériCo y el transporte horizontal de calor por viento medio 
en la ecuación de verticidad por medio de los parámetros A~ y A~, 
mejora· en términos generales el cálculo de la circulación 
meridional normal de los 700 mb y el pronóstico de sus anomallas 
(v7DN); en cambio, el cálculo de la altura y la circulación zonal 
normal de 700 mb empeora al incorporar dichos términos en la 
ecuación de verticidad, lo mismo que la predicción de sus 
correspondientes anomal1as (H

70
N Y u

70
N) • 

Al reducir empíricamente los parámetros A:, A:, y C
0 

a 1/3 de 
sus valores te6ricos dados en (3.137), los cálculos de los cuatro 
campos normales T

78
, H7N, u

78 
y v

78 
mejoran considerablemente, lo 

mismo que las predicciones de sus correspondientes anomal~as. Por 
consiguiente, es necesario realizar más experimentos con 
diferentes valores de dichos parámetros para encontrar sus valores 
6ptimos, pero no basta un s6lo mes para ajustar los parámetros del 
,modelo sino que es necesario realizar predicciones para un periodo 
que incluya varios meses, y de esta manera realizar una evaluaci6n 
con la cual se pueda determinar, estad1sticamente, el valor óptimo 
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de los parámetros y la capacidad del modelo para pronosticar las 

anomal1as mensuales de la circulación media de la atmósfera. 

Sin embargo, es conveniente trasladar el programa del modelo 

a la supercomputadora CRAY de la UNAM ya que una predicción con 

este' modelo, en la computadora Al2 donde actualmente se corre, 

requiere de 4 a 12 horas de tiempo de máquina. En la 

supercomputadora CRAY este tiempo podría reducirse hasta 5 

minutos, aproximadamente. 
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ÁPENOICE A 
CONSTANTES 8ASICAS DEL MTCV. 

Las constantes básicas del MTCV en el si ema CGSK son las 

siguientes: 

Gradiente térmico vertical .•••••••••••• • fl .. 6. 5 x o-s "e cm-1 

Gradiente térmico vertical modificado ••• ~= 4.6 x o-5 ºe cm-1 

coeficiente de arrastre ................. c
0 

.. 1.ox o-3 

Calor especifico del agua ••••••••••••••• c
5 

4 .18 ><107ergios gr-1 

Calor espec1f ico del aire a 

volumen constante ••••••••••••••••••••••• c .... 0.71 x107 ergios gr-1 

Aceleración de la gravedad ••••••••.••••• g .. 980 e s-z 
Raz6n de los calores especificas a 

volumen constante y presión constante ••• 7 .. cP / 
Altura de la capa troposférica 

• 1.4 

del modelo ............................... H
0 

... 9.0x o5 cm 

Altura de la capa limite •••••••••••••••• H
5

: 1.0x o5 cm 
Profundidad de 1a capa superior 

oceánica •••••••••••••••••••••••••••.•••• hs e l.00. xl.0 2 cm 
Velocidad angular de la Tierra •••••••••• n .. o. 729 xl.0-4s-1 

Parámetro de Coriolis evaluado en la 

latitud 'P m 45º··•••••••••••••••••••••••f
0 

.. l..Oxl. -cs-1 

Presión característica en el tope de 

la capa troposférica del modelo ••••••••• P
0 

"' o. 3l.x!l06 dinas cm 

Presión caracter1stica del nivel l 
de los 700 mb ••••••••••••••••••••••••••• P

07 
= 2. 87 l.06 dinas cm-2 

7 2 -2 -1 o -1 
consta~te del gas ••••••••••••••••••••••• R = .287x~O cm s gr K 

Densidad del agua ••••••••••••••••••••••• p
5 

.. 1.gr cm-3 

Densidad de1 aire en el tope de la 

capa troposférica del modelo ••••••••••• • p
0 

• 4.706 10-~gr cm-3 

Temperatura caracterlstica en el tope 

de la capa troposférica del modelo •••••• T
0 

= 229.5 °K 

Temperatura caracter1stica del 
nivel de 700 mb ••••••••••••••••••••••••• T

07 
• 268. ºK 

Temperatura caracter1stica de 

la superficie de la Tierra •••••••••••••• T
50

• Tao .. 88 °K 
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APENDICE B. 
PARAMETROS CONSTANTES DEL MTCV. 

L6s parámetros g
1

, q
2

, ••• , 

9'2H' • • •' 95H y Ft6' F;6, F:o6' • • •' 
de las constantes T

0
, P

0
, P

0 
Tao' 

H
5 

y R en la siguiente forma: 

R T 2 

91 =~~~~ª-º~~-
f~ P

0
/3 (a•t) 

qe, F121' F::r?1' 000
' F:26' 9rn, 

y F;
12

, están dados en términos 

Pao' oc, /J, p, 7 1 c., f 0 , g, H0 , 

T T 
[ o ªº J a- - a;¡-

- 92 T.o [ To Tao T2 
•º 

T2 

- -+--] -9 • a • 1 c;-.--z • f~ To fJ3 

. 2 
T T ] R g Tao 

o ªº - __ 1 __ 
95 - [ "7+1 - (i';2 CJ. . 

f~ P0T0~ fo P.o 

a P
0 

[ 1 (~ J H ::º r 9 • -• g PaTao To 

- ¡¡ c. T2 
[ 1 - ( ::º )ª+2 ] F 121· 

o - ¡¡ c.P,.oH 91 f: ;i 2
(a+t) (a+2) 

¡¡ e 
y To { +.- [ ( ::º rl ] F' "' - 1 -121 p 9 

[ 1 - ( T.o ) ]( Tao )"} T;;- -;¡;;;--
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