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DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

FACULTAD DE INGENIERIA

MODELACION DE UNA CARCAZA DE
TRANSMISION CON ELEMENTO FINITO

Resumen

En este trabajo se presenta un panorama completo para abordar
el problema de una carcaza de transmisién de velocidades
propiedad de la empresa “"Transmisiones y equipos mecadnicos S.A. de
C.V" con sede en Querétaro, Querétaro". Dicho trabajo es llevado a
cabo dentro de los planteamientos teéricos de la elastostitica y
sigulendo una formulacién variacional primal identificada con el
método de los desplazamientos se obtienen esquemas numéricos cuyo
manejo implica un tratamiento computacional especializado, como es
el manejo de archivos de acceso aleatorio para resolver un gran

sistema de ecuaciones lineales.

Abraham Rojano A.
Jullio 1992
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"INTRODUCCION

.Esta tesls tlene como objetivo el encontrar la distribuclén
dé" ééfuefzbs. cuando se le aplica un par motriz en la flecha
pxiinéipal de 500 N-m, en la carcaza de una caja velocldades para
vehiculos automotrices modelo TR2750 fabricada por la compafiia
TREMEC S. A, de la ciudad de Querétarc, Querétaro. (Ver figura 1}.

Este, como muchos problemas de la Ingenieria, puede ser
modelados por ecuaciones diferenciales en derlvadas parclales.
Para este caso particular se toma el modelo dado por la teoria de
la elastostdtica lineal; el cual se considera apropiado para el

desarrollo de este trabajo. Gurtin [1].

En la actualidad, el modelo matemitico que arroja la teorfia
de la elastostdtica en el caso particular de la carcaza de la caja
de velocidades modelo TR2750, se puede resolver de dos maneras,

empleando: los métodos numéricos y los métodos experimentales.

Para esta tesis se plantea el obtener una solucién empleando
métodos numéricos con equipo computacional del tipo PC, mediante

la siguiente secuencia:

a).-Formular el problema de valores en la frontera de acuerdo a la

teoria de la elastostatica.
b).~Transformar el problema anterior a una versién integral
equivalente, mediante la férmula de Green correspondlente

via formulacioéon variaclional primal.

c). ~Obtener la formulacién variacional primal discreta asoclada

a la formulacién variacional primal.

d).-Construir subespacios de dimensién finita, mediante el método

del elemento finito.

e).-Obtener los campos de deformacién, esfuerzo y criterios de



-Los: pasos féntériores"se:“lievaﬁ a’ cabe considerande ‘una
condiciones”de frontera prbporcionédas por la empresa TREMEC'S.A.;

en el andlisis de la carcaza de la caja de velocidades, y como
desarrollo del trabajo, los pasos

puede observarse en el
la

anteriores son agrupados en capitulos que facilitan

organizacién del trabajo.
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Figura 1.~ Configuracién de referencia




1.-PROBLEMA DE LA ELASTOSTATICA.

En esta seccién se muestra el marco tedrico aceptado para
el estudlo de la carcaz’é. de una. caja de veloclidades, generando
asi, a partir de dos configuraclones y el uso de la ley de Hooke
como ecuaclén constitutiva, el problema de valores en la frontera

a resolver.

1. ~Descripcibén general

En-el Area de la elastostéitlca, los campos de interés no son
dependientes del tiempo. Una forma senclilla de construlr los
campos involucrados es partléndo de dos configuraciones
cualesqulera asociadas a un cuerpo regular y deformable con
configuracién de referencla Q; postericrmente. SL f :Q ¢ £ ~—— E
es la funcién de deformacién, donde E representa el espacio
Euclidiano de puntos, el campo de desplazamiento:

u{x)} = f(x) - x, Y xen,
y el gradiente de la funcién de deformacién,
F(x) = I{x) + V u(x), VY xe€fl.

Los tensores de deformacién finita de Cauchy-Green son:

C(x) = FI(x)F(x) = I(x)+Vul(x)+Vu" (x)+Vu’ (x)Vu(x),

B(x) F(x)F (x) 1(x)+Vu(x)+vu’ (x)+Vu (x)0u’ (x),

Vxen,

lo cual, Junto con 1a definiclén de tensor de deformacién

infinitesimal, E(x) :  —— L(V,V), con regla de correspondencia

1
E(x) = == ( Yu(x) + w'(x)),



produclran las versiones de . los tensores de defor‘méciénl finlta' de
Cauchy-Green . . k BEN T LR '

s R (1)
B0 = FOF (x) = 1(x)+ 2 E(x)+u(x)vu" (x),
: - o Vxefl

El problema de 1a Ley constlitutiva del material es resuelto
construyende una funcién C(x) : L(V,V) —— L(V,V), la cual, para
efectos de algun materlal nuevo, debe elaborarse sigulendo una

metodologia que es ajena a los propdsitos de este trabajo.

Ademds de las condiciones cinemadticas y de constltutividad
del material,los problemas de la elastostdtica 1lineal deben
satisfacer los principlos de conservacién de masa, cantidad de

movimiento lineal y angular.

Para encontrar la terna (u, E, S), se deben cumplir las

sigulentes ecuaciones de campo:

E(x) = Vu(x),
S(x) = C(Vu(x)), x en Q, - ~(27)
-Div S(x) = bo(x), ‘

con condiciones de frontera,

u{x) = u{x), sobre x € 8, ,

Snix) = ;(x). sobre x € ann,

donde S denota el campo de esfuerzos, bo las fuerzas de cuerpo, E
el campo de deformaciones, u el campo de desplazamientos, u la
condicién de desplazamiento prescrito del tipe Dirichlet, g la

condicién prescrita del tipo Neumann.

Para problemas particulares, se necesita explicitar la

relacion existente entre los campos de esfuerzos, y deformaclones;



relacién que para materlales elasticos,: lineales, isdtropos, -y
homogéneos, resulta smser la sigulente : : : s

S(x) = 2uE(x) '+ A tr{E(x))

donde g, A son los coeficlentes de Lamé'dél‘ﬁafer;al.‘ 



11, —FQRMULACION: VARIACIONAL EN ELASTOSTATICA
1. -General ldades

Una -vez conoclido el problema de valores en la frontera
expresado como un_ conjunto de ecuaciones diferenciales en
derivadas parclales se construye, sigulendo las reglas
establecidas por el principlo variaclonal de la energia potencial,
la versién integral equlvalente al problema original. En esta
seccién se presenta la formulaclién variacional como un caso

particular del presentado por Alduncin [2].
2.~Formilacién varlaclional primal

Considerando las caracteristicas del problema de valores; en.
la frontera a resolver es preciso definir el conjunto para -

desplazamientos cinematicamente admlisibles

V=1veH (@ u= 0 sobre 89 }.

Ahora con la ecuacién de cantidad de movimiento lineal
proporclonada por la teorfia de la elastostAtica, se multiplica por
una funclén prueba v - w, para posteriormente integrar

directamente, obteniendo la formulacién variacional fuerte

J div § - {v—n)dﬂ+Jb-{v—u)dQ=0.
Q Q

{v-ulev

Con la aplicacién de la férmula de Green que se presenta a

continuacién

J divsS e {v-urag+ |'s . {Gv-eu)dn{ g + {v - u}dan,
Q o 0

{v - ul eV



se llega a la obtenclédn de la formulaciédn varlacienal que incluye
las condiclones de frontera del tlpo Neumann y que para fines de
este trabajo representa el problema a resolver, dejando asi el
camino preparado para emprender las estrategias de soluciébn. De
esta manera, el problema de valores en la frontera, que hasta
ahora se viene presentando, puede ya plantearse con una estructura

bien definida como el problema de:

Encuentre u € V

Js-(Gv—Gu)dn= b+ {v - ulda + g * {v - u}daq,
Q Q 8,

YVvelv.

. con el sigulente dominio de . definlicién para desplazamientos
“admisibles

V= d{v e H' (@ u = 0 sobre aa}.

Asimlismo, para el caso de la elasticidad ;11néél

tridimensional la forma bilineal esta dada por
a( + , ¢+ ): VxV — R,

y la forma lineal por

quedando -
a(u.rv‘— u) = S.e (Vv ~ Gu} dQ .,
Q
glv = u) = I b o {v - uldl + f g + {v - uldaq.
Q an
Por tanto, el problema variacional asoclado puede



escribirse como::

~~Encuentre’u

a(u' v_ u) 5{3(;,_':"‘1)' i 7 Y ve v,

.o susfituyendo LA S N

VﬁeV.

3. -Formulaci6n variacional primal dlsc;jreta

La formulaclén varlaclonal primal discreta es obtenlda en
forma directa de la formulacién variacional .continua, generando

asi el problema :

Encuentre u € V
h h

S - {Uv -Vu}dR=|b - {vo—uildR ]S . v S u}dan,
L) h h o h Lh h h; J'an h “heh

N

VAVh € Vh.

con el siguiente dominio de definicién ' para -desplazamientos
adnisibles : :

_ 1 3.7
Vh—{vheH(Q).uh 0}.

Asimismo, se puede usar, al igual que en la forma bilineal
usada en la etapa anterlor sobre espacios de dimensién infinita,

al «,» ) : th Vh~———> R, yg(-+): Vh——-> R, de tal suerte que

a(uh, V.- uh) = L‘; Sh . (Vvh - Vuh} dR ,

g(vh— uh) = szh- {vh— uh}dn + Jamsh. (vh-— uh}dBQ.



quedando establecidc el problema ..

Encontrar-u’ € V. i’
PR 3

)- g(vh- uh) 14 v, € Vh.

"j forma “en. ‘la formulacién varlaclonal ‘primal,

sustitu‘yen@lb w;i v;- hh se . obtlene el problema
Encontrar u € Vh:
a(uh. wh) = g(wh). v ¥, € Vh.
Una observacién pertinente estriba en hacer notar que, -en los
componentes de la forma bilineal a{ - , - ) figura el campo de

desplazamlentos Justificando as{ el hecho de llamarse, en el

mundo de la lngenleria, método de los desplazamientos,



111, -ELEMENTOS FINITOS PARA FORMULACIONES VARIACIONALES EN
ELASTOSTATICA. ’ s : '

1. ~Ceneral |dades

Como puede observarse en  la secclédn anterior, una de las
tareas que se tienen enfrente es la de construlr el subespaclo Vh'
lo cual se realiza con el uso del método del elemento finito, Para
ello se recogen del libro de Clarlet [3] las ideas fundamentales,

mlsmas que son expuestas en las subsigulentes subsecclones
2.-Definjclones baslicas

El método de elemento finito es entendido en su forma més
simple, como un proceso sistemitico de construlr subespacios VW
los cuales son llamados espaclos globales de elemento finito.
Dicha construccién de espacios de elemento finito es realizada
de acuerdo a tres aspectos fundamentales, los cuales son descritos

a continuacién:

Aspecto I).-Consiste en realizar una triangulacién 3h sobre un
dominio 5: de tal manera que Q es subdividido en un numero finito
de subconjuntos E llamados elementos finitos geométricos que

satisfacen :

i1) E# ®, VE €97,
T h

111) £ éj =e. VEL.E €9, 1=y,
iv) OE es regular, ¥ E ¢ Vh,

Por supuesto, la triangulacién no es tnica, desde el punto de vista

de particionar un dominio Q.

Continuando con el planteamiento de Cilarlet [3], existe una
condicién final, relacionada con elementos finitos adyacentes;. y

esto se establece para una triangulacién sobre el conjunto

10



S UEed, ),
de tal forma que Pk(E), eétaf ‘de. funcliones

pollnomiales, pues

1).~- Los espaclos polinomiales sonklaﬁclave_paréf los
resultados de convergencia, : Tf‘ )
11).-El caleulo de los coeflclentes en el sistema de ecuaciones

lineales es sencillo.

Puesto que para encontrar las funclones polinomiales se requiere
conocer la dimensién del espacio PE(E). E e ?h, y, la
cardinalidad o numeroc de elementos gque lo componen, entonces, para

elementos n-simplex se tiene que, [3]

atmp, (£ ) = DKL

donde n es el nimero de variables y k es el grado del polinomio.
Para el caso de elementos geométricos rectangulares, 1los cuales
serdn usados en este trabajo, la dimensién del espaclo Qk(E € 5h)
es, [3]

dimQ ( E ) = (k + 1"
Para el caso particular de elementos finitos lagrangianos, la
dimensién del espacic de pclinomios colncide con la cardinalidad o
nimero de elementos que componen dicho espacio.
Aspecto III).-~Reside en explotar la propiedad del espacio Vh.

donde existe al menos una base "canbénica", cuyas funciones base

tienen un soporte tan "pequefio" como sea posible,

3.-Familia de elementos finitos

11



Generalmente, los elementos finltos que componen un dominio R
no son lguales, por lo tanto surge la necesidad de construlr una
idea que permita hacer una descrfpclén adéépada de dicho conjunto
de elementos finltos. Esta ldearcbnslste en plantear una funcién

invertible y Unica con la regla'de correspondencia
f:ReR—5 gck,

para poder obtener cuélquier ,eiémeﬁio finito, de la sigulente

manera

E =f (E),
P, = {ptE— R p=p-+f' pePl}
zE={¢l(PE.R):¢l(p)=p( al). 1=s1isn,neR, a,

son los nodos del elmento finito }.

Esta técnica es 1llamada método del elemento flnito de
referencia (E. EE, %E), y cualquier elemento finlto (E, PE, ZE)
que es obtenido con el procedimiento anterior es 1lamado
equivalente afin, si f es afin del elemento finito de referencia
EE.APE,AZE). El motivo que Jjustifica 1la presentacién de el
elemento finito equivalente afin, estad dado segun Clarlet [3],

por:
1).- La facil evaluacién de los coeficientes del
sistema lineal.
1i).-la teoria de interpolacién desarrollada para el
analisis de convergencla

23. ~Construccitn de espacios de elemento finito

En esta parte, la tarea consiste en dar una descripcién

12



adecuada para la construccién de algunos elementos finitos de
referencla (E, PE, 2:), relacionados con el desarrollo de este
trabajo. Por razenes de simplicidad, se ha restringldo a elementos
finitos lagrangianos, sobre dominlos poligonales. Por supuesto, es
aprovechado el planteamiento del método del elemento finito de

referencia, quedando para el elemento hexaedro:

a ax
v
1
]
1

ay

ap

|
|
‘a

1T - Sl

v

m

e B

La base de

Dado E con vértices al, y posiclones

a_-= (1, 1, -1),



y - las funciénes de tipo polihoﬁ!éilwi(;.;;zifa

-~ A a e

-~

-~

® +axX +ay + axiy Faxz ey z e x z .
(] 1 Y %2 Pt ™ ; 24 <Y

1 =1 ,..,8

Entonces sustituyendo los valores de los puntos de acuerdo a 1la

definicién de elemento finito de referencia,

-1
.

-t 1 -1

TS | 1
e -1
1 1
T -1
=1 -1
1 1 1

se -obtiene:

« 1 l
[¢]

o 0
1

3 0
2

3 o}
3 =

o 0
4

o 0

4 0
6

3 0
7 J 7

ahora, una vez encontrados los coeficlentes « se tiene la primer

funcioén base wl,
siguientes ¢‘( aj ),

-

£ £ % % L E X
oo 8T W

)

t
o
n

de

la misma manera,

se llega a:

(1 +x—-y-2z2-xy +
(1 - x-y=-2z+xy +
(1 —~x -y +2z2+xy -
(1 +x~-y+2z-xy-
(1 + x+y -2 +xy -
(1 -x+y-2-xy -
(1 ~X+y+2=xy +
(1 + x+y+ 2+ xy +

Para obtener el

observar que

Xz

XZ

Xz

Xz

XZ

Xz

XZ

XZ

resolviendo para 1los

+

+

problema matricial asociado

14

xyz)/8,
xyz)/8,
xyz)/8,
®yz)/8,
xyz)/8,
®yz)/8,
xXyz)/8,
xyz)/8.

es suficiente



Consecuentemente, con las ultimas dos expreslonég éﬁsfituidas en

la formulacién variacional . primal discreta sa(ﬁ;,HQQh)' = glw),

se genera

equivalente a

lo cual conduce

15



IV.-MATRIZ DE RIGIDEZ, VECTOR DE CARGA Y ENSAMBLE

En esta parte se presentan las formas explicitas de la matrlz
de rigidez y del vector de cargas locales asociadas con el
problema de la elastostatica lineal, continuando posterlormente

con la matriz de riglidez global y el vector de cargas global

1). Matriz de rigidez local

1,7 E‘llg.ij eéllélbase local.

16



2).-Vector de cargas local

Ahora, el vector de cargas local puede ser representado si se
consldera que las tracclones de superflcle g ejercldas sobre cada
elemento finito z’ € S’h pueden ser escritas por componentes como:

i
gJ

donde 1 ¢ representa la cara l-ésima de E € 3h

J + representa la direcclén J-ésima.
De esta manera se puede encontrar la forma desarrollada del

vector de cargas, como puede verse a contlnuacién, en nna forma

expandida, al lgual que la matriz de rigidez.

17
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donde la cara Ekl es la cara 1-ésima del elemento Ek € HH

Ahora, como puede verse, el problema se ha convertido en

“‘encontrar los componentes de la matriz de rlgidez y del vector de

cargas, los cuales resultan de evaluar integrales miltiples con un
esquema de integracién aproplado, detalle que es abordado

en el apéndlce A, con un poco de mayor detenimlento.
3).-Matriz de rigidez global

Una vez obtenida la matriz de rlgidez local y el vector de
cargas local, entonces surge la necesidad de ensamblarlos para
obtener las formas globales dé la matriz de rigidez y del vector
de cargas, quedando asi definidc un nueve problema de importancia,
deblido a que se abren varias alternativas. Primero, la opcién mas
inmediata es construir por separado las matrices locales y
posteriormente establecer un algoritmo de ensamble, sin embargo,
desde el punto de vista computacional, esta alternativa es
inmane jable para una gran cantidad de elementos finitos; segundo,
otra posibilidad es ir construyendo el ensamble a medida que se
generan las matrices y vector de cargas locales. Ademas, la
segunda versién permlite Incorporar las condiclones de frontera del
tipo Dirichlet de una manera sencilla que evita el hechoc de
cancelar hileras y columnas asociadas a los desplazamientos
prescritos, actividad que le jos de resultar sencilla es
complicada. A continuacién se presenta el mecanismo de ensamble
usado para este trabajo, aunque cabe mencionar que no es el unico

de los ensayados.

1. -Abrir archivo de elementos finjtos geométricos originales E,
etiquetado con la extension ELM.

2.-Abrir archivo de elementos finitos geométricos modificados E’,
etiquetado con la extensiéon EMD.

3. ~-Abrir archivo de coordenadas, etiquetado con la extensién COO.

4. -Abrir archivo de condiciones de desplazamiento prescrito,
etiquetado con la extensién DRT.

5. -Abrir archivo para la matriz de rigldez con la extensién STF.
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6.-Leer elementos finitos gepméirl;os:orlglnalés E,
7.-Leer elementos finitos ‘modificados

con étiqueta lguaia

cero en los nodos con condiclione de desplazamiento prescrito.

8.-Leer las coordenadas de los eiém toé*flﬁ;tosrgéométrlcos
originales. "2, o ‘fﬁ )

9.~Calcular la matriz de rlgldez;ﬁocalﬂasoéiéda‘al elemento finito
geométrico en turno. s B

10. -Ensamble de la matriz, con:ldéfeléméh£o§ f1nltos modificados E'.

J=1..8,"

k=1 ..8" ' ;
I (E) 2 0)
Af(E; <> 0)

CAL(E) <ED)C

“}—;se calcula la posicién en el archivo de
la matriz de rigidez.

--se lee el valor existente en el archivo
de la matriz de rigidez.

—-se escribe la suma del valor leido con
la cantidad correspondiente en la
matriz local, en el archivo de la
matriz de rigidez.

termina m
termina 1
termina k

© termina 3
- 11.-Cerrar todos los archivos,
4).~Vector de cargas global

Para el caso del vector de cargas global sucede un hecho
similar y el algoritmo de obtencién expresado en términos de
pseudocédigo se representa asfi:
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. -Abrir archivo de coordenadas

.-Abrir archive de condicliones Dirichlet
,~Abrir archivo para almacenar las cargas
.~Abrir archlvo de elementos modiflicados

. ~Abrir archivos de elementos origlnales

N s N -

. ~Abrir archlvo de condiciones Neumann

1 =1 a numero de elemento
lee registro para condiclones Neumann
lee registro de elemento
lee registro de elemento modificado
lee reglistro de coordenadas
integra la carga
J=1a38
if(E' <> 0)
l1=1a3
lee valor del archivo de cargas
escribe en el archlvo de cargas el valor
leido, Junto con el valor en turno.
termina 1
termina j
termina 1.

7.-Cerrar todos los archivos.
Como puede observarse, en esta fase empleza a aparecer en

los algoritmos el uso de archives; mismos que en la seccién de

aspectos computacionales se describen con amplitud.
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V.-SOLUCION DE UN GRAN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
1.-Aspectos baslicos

La solucién numérica del sistema de ecuaciones lineales Jjuega
un papel importante dentro de la técnica del método de elemento
finito, y por lo tanto se presenta la alternativa dada por el
método directo de Gauss, adn cuando se conoce que no es el unico,
se obtlene un algoritmo adaptado para matrices simétricas y

bandeadas.
2.-Método de Gauss adaptado

El algoritmo de Gauss es el método mas antiguo, aunque para
para fines especificos como el de este trabajo pueden realizarse
modificaciones especiales, que permitan obtener un camino

eficlente, en el propésito de encontrar « € RY
Ka=Tf,
y cuyo algoritmo de solucién‘es:
Ki] = KIJ - K, Kk) 7Ky
k,1,3 € [1..N), V¥V k #

11 i € 11,,N].

e =f /K
1 i

Ahora resulta evidente que el algoritmo anterior requiere una
gran cantidad de operaciones, por lo que una forma de mejorarlo es
modificando los limites de las sumatorias de acuerdo al ancho de

banda de la matriz de rigidez K, esto es:
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V€ kel LIND,

503 € [1.,LIND,

RtAB-181K+AB-1<

LT

« = (f - Ix” « )X,

i 1’

1+1
donde a8 es el ancho de banda, y debido a que la matriz K es con
muchos ceros, entonces no es necesario almacenarlos y ésto se

consigue simplemente por medio de un camble de indices, es decir,

el problema anterior es transformado a:

Kx,;-ux: 1, -ien Kk,x-kuKk,_y—ku/ K k1

- - /
f! fl Kk,l-k*! fk Kkl
k. € {1..8-11, 1€ Ik+1,.LINI, .
J € [1..LIN],
K+Ab-1 s8iK+AB-1<N -
LIK =
N s8i{K+AB~1>N
% = {N / Km
LIN
- _ o
% (fl’ Z"u-m ])/Kll
I+1

1 € [N-1..1].
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Como se sabe, el maximo m’xmerb de valores que pueden
mantenerse en RAM no debe rebasar los 64 Kbytes, por tanto,el
mane jo de grandes matrices como la matrliz K resultante se facilita
con el uso de archives binarios. En la seccién subsecuente se hace
una presentacién mas amplia de las caracteristicas asocladas con
el manejo de archives y, de la misma forma, se describen los

procedimlentos ligados con el problema de la carcaza.

24



VI. -ASPECTO COMPUTACIONAL
1. -Generalidades

. Una vez que se tienen los modelos integrales (capitulo 1)},
equivalentes a las ecuaciones diferenciales que modelan el
problema de la elastostatica (capitulo I), y se sabe la forma de
construlr espacios de dimensién finita (capitule III), y, por
ultimo, se opta por el método de Gauss con modificaciones ya que
permite el uso de archivos blinarlos, entonces, se procede a

describir el aspecto computacional.

Considerando 1la naturaleza dinadmica de 1la informatica vy
teniendo en cuenta la diversidad de lenguajes empleados por los
programadores, en este trabajo solamente se presentan los
pseudocbddigos de los programas empleados. El autor considera que,
con el auxilio de ellos, cualquier persona versada en programacién
puede construlr sus proplos programas para resolver problemas

similares al resuelto en este trabajo.

Hay que recordar que el propésito de esta tesis es el de
encontrar una solucién numérica aproximada al problema de la
distribucidén de esfuerzos en la carcaza de una caja de veloclidades
sujeta a condiciones de frontera Dirichlet y Neumann prescritas.
Para lograr ese fin, en este trabajo se utilizan un conjunto de
subrutinas ya existentes, y se crean programas en donde hay
necesidad de ello. El resultado final es un programa que resuelve
el problema y permite presentar los resultados en forma grafica
[9]. Cabe mencionar, que la fase computacional cubre temas cuyo
soporte tedrico no ha sido rigurosamente establecido. Aldn cuando se
reconoce que esta fase debe tener la misma consistencia teédrica que
las fases previas, la Jabor que implica Justificar dicha
consistencia para todos los programas Yy subrutinas empleados

claramente rebasa los alcances del presente trabajo.
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2.-Descr1pc16n'de1 lenguaje de programacién

“Turbo Pascal al ‘igual como F?if?én.k Baslic y otros, esta
clasfficado‘denﬁro de la céteédfﬁa dé“iés ienguaJes de programaclién
de 'alto nivel, y ha tenldo un gran impacto sobre la programaclén de
microcomputadoras debldo a su gran rapidez en compllacién, a su
agradable manejo de editor, y "sus facllidades para construir

ambientes gr&ficos.

En este caso particular, el lenguaje Turbo Pascal es usado
extensivamente para resolver todas las etapas lnvolucradas en el
problema en curso, quedando remarcada la importancia del manejo de

archivos, como se expresa a continuaclén.
3.-Manejo de archlivos

El manejo de archivos constituye una de las herramlentas
fundamentales para el manejo de grandes cantidades de informacién
y como se sabe, el manejo de archivos puede llevarse a cabo,
utilizande principalmente unidades de disco duro, cintas
magnéticas o discos 6pticos. En este caso especifico, se usa la
opcién de disco duro y como se sabe existen dos tipos de

archivos.
a.=Archivos tipo texto

Este tipo de archivos es el de mayor facilidad de uso y
consiste en una serie de lineas que termina con control de carro y
un salto de linea y la informacién es almacenada con delimitadores
que definen el final de un campo, registro, o, en su defecto, el
final de una linea. Una manera de saber si se estd trabajando un
archivo de tipc texto consiste en usar la orden del DOS 1llamada
TYPE, en caso afirmativo, debe aparecer en 1la pantalla un

documento en formato legible.

Regresande al problema de almacenar numeros, resulta

importante conocer el funcionamiento de este tipo de archives para
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pod@r usarlos y, é‘manera‘ﬁqVeJemplp;rsi‘serplensa"en,e] numero 100
se conoce- que la:fofma*dejalmacéhurlp'én'la‘mémoria'RAM es @on'z
bytes mientrasx'dué 'almaceﬁadciuen”lun,'af?hlvﬁ' del 'tipo texto
necgsita 3 by;es, generando asf,’: una ideqi_dél ‘problema de

almacenar miles -de numeros. '’

b.—Aréhivos binarlos

Los archivos binarios o tambléﬁ conocidos como archivos de
acceso aleatorio tlenen la caracteristica de que trabajan igual
que la memoria RAM en el proceso de almacenamiento, y la
organizaclién no estad reallzada en lineas, por lo cual, se requiere
conocer las direcclones donde se localizan los numeros a manejar y
una forma de conocer sl se esta trabajando con archivos del tipo
binario es sl con el uso de la orden TYPE se obtliene un despliegue
en la pantalla de un coédigo 1legible, detalle que no permite al
usuario conocer el contenidoc de la informacidén a menos que

conozca el tipo de formato con el que han sido almacenados.

Continuando con la descripclén de este tipo de archivos, se
sabe que los tiempos de acceso a la informacién es de mayor
rapidez que los archivos de tipo texto, debido a no existir la
necesidad de conversién y la trasferencia de datos es inmedlata;
caracteristica que los hace indispensables en aplicacliones que

requieren grandes velocldades de entrada y salida.

En este punto, cuando los archivos del tipo binario resultan
ser la opcién para el manejo de informacién generada en miles de
elementos finitos con relativa rapidez, entonces cabe reflexionar
un poco sobre velocidades en el manejo de informacién, conociendo
de antemano que las velocidades de acceso en RAM son del orden de
15 veces mas rapido que el acceso a disco duro, debido a 1la
necesidad de movilizar dispositivos mecanicos. En este sentido
pedra entenderse que el factor de 100 veces ganadoc en
almacenamiento nos refleja una pérdida de 15 veces en las

velocidades de acceso.

27



4. -Utilerias,

Los 'prbcédimlentos de un uso freéuente generalmente se
convierten en subrutinas llamadas utilerias, y es una buena
estrategla después de programarlos, ponerlos en unidades de acceso
para cualquier otro programa, para el caso, se construyen las
unidades para el manejo de archlvos, menides y graflcos.

a) Unidad Archivo. -Conjunto de procedimientos y funclones que
estan orientados al manej)o de entrada/salida de informacién en la
unidad de dlsco, estos son presentados a contlnuacién:

REG_ELEM. -Reglistro disefiado para almacenar los ocho puntos
nodales de cada elemento finito asi como etiqueta que nos indica

el tipo de material con el que est4 definido,

REG_LNRC. -Registro disefiado para almacenar los puntos nodales que

definen cada cara de cada elemento finito.

REG_COO. -Registro disefiado para almacenar las coordenadas de cada
punto nodal.

REG_DES. -Registro dlsefiado para almacenar los desplazamientos de
cada punto nodal.

REG_NEW. ~Registro disefiado para almacenar las condiciones de

frontera tipo tracciones prescritas.

PROCEDURE OPEN_FILE REWRITE. ~Abre un archivo tipo aleatorio.

PROCEDURE OPEN_FILE_RESET. -Abre un archivo tipe aleatorio ya existente.
PROCEDURE OPEN_TEXT_REWRITE. -Abre un archivo’tipo texto.

PROCEDURE OPEN_TEXT_REST.-Abre un archive @ipojtexto ya existente.

FUNCTION PUNTA.-Dada la posicién (i;3) en ﬁn arreglo bidimensional
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de .1 hlleras 'y J columnqs‘. en b'unt{'

e lnacena la’ posicién

correspondiente en un arreglo 'uriid;\ihén'srl‘on;l‘.

PROCEDURE READREG_ELEM
archivo flle la

i-ésima.

tipo

PROCEDURE READREG_CO0Q
archivo tipo aleatorio

1-ésima.

PROCEDURE READREG_DES
archlvo tipo aleatorio

i~ésima.

PROCEDURE READREG_NEW
archivo tipo aleatorlo
i-ésima.

PROCEDURE READREG_LNRC
archivo tipo aleatorio
i~ésima.

PROCEDURE READSINGLE
archivo tipo aleatorio
i-ésima.

PROCEDURE READINTEGER
archivo tipo aleatorio
i-ésima.

[VRITEREG_ELEM].-Lee de

[escribe en] un
variable tlpo reg_elem en la posiclén
{WRITEREG_COO ].-Lee de [escribe en] un

la variable tlpo reg_coo en la posiclén

[WRITEREG_DES ].-Lee de
la varlable tipo reg_des

[escribe en] un

en la posicién

[WRITEREG_NEW ].-Lee de

la variable tipo reg_new

[escribe en] un

en la posicién

[WRITEREG_LNRC].-Lee de
la variable tipo reg_lnrc en la posiclién

[escribe en] un

[WRITESINGLE
la variable tipo single

].-Lee de [escribe en] un

en la posiclén

[WRITEINTEGER
la varlable tipo integer

]l.~-Lee de [escribe en] un

en la posicién

b) Unidad Math.-Conjunto de procedimiento donde se encuentran

programadas operaciones matemdticas.

Estos son:

PROCEDURE INVERSEW. -Dada una matriz de 8X8 tipo single se obtiene

su inversa.
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PROCEDURE TRANSPOSEM. -Dada -una . matriz . 'd
obtlene su transpuesta: s

PROCEDURE INVERSEW. -Dada una matriz de 8X8: t1p

su lnversa.

interface con el usuarlo. Estos son:

PROCEDURE PON_VIDEO.-Da el color de’ la

texto.

cadena centrada en el renglén indicado.

PON_SINGLE. -Imprime en el monitor una variabie

renglén y columna indicados.

PON_ENTERO. -Imprime en el monitor una varia

renglén y columna indicados.

PON_MARCO. -Imprime en el monitor un marco dando como dato la

esquina superior izquierda y la esquina Iinferlor derecha.

VISUALIZAR_MENU. -Imprime en el monitor una wvariable tipo menu,

centrada en la pantalla.

CONMUTA_MENU. ~Dadas dos posiclones el cursor se cambia de,,la«-
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primera a la segunda.

PON_MARCO_PRINCIPAL. ~Imprime en el -
presentacién del paquetet‘ P iy

d) Unidad Graph.-ConJjunto de procedimient

que facilitén'ﬁl—'
mane jo del modo gréfico.Esios son: i T ;

INITIALIZE. -Intcia el modo grafico.:
GRPHFINISH. -Termina el modo éréflco

SCR. -Realiza la transformacién a:cobfdenadéé de pantalla;.

PUT_INT. -Imprime en pantalla un numer “en modoigréfiéo en

la posicién indicada.

PUN_SINGLE. -Imprime en pantalla un numero tiﬁon éinéle ‘en " modo
grafico en la posicién indicada.

GRAPHVIEW, -Activa la ventana donde se dibuja la flgura.

TOTALVIEW. -Actlva toda la pantalla.

RANGE. -Dados los limites superior e inferior y un valor se
selecciona del cédigo de colores el color con ‘el cual se realizara
la grafica.

FILLRECTANGLE. -Dibuja un rectangulo-lleno en la pantalla.

FRAMEWORK. -Da la presentacién del pagquete en modo grafico.

SCALE. -Dibuja el cédigo de colores en la parte inferlor de la
pantalla.

SQRG. -Grafica un poligono de 4 lados en la pantalla.
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TRG. ~Grafica un poligono de 3 lados en la: pantalla,
GRAPHSQR. -Grafica las curvas de nivel en un~péligdnohde'4 }édos.

PARAMETERS. -Calcula los parametros de grafiéacibﬁﬁ'

GRAPHSQRREAL. ~Grafica las curvas de nivel en’un poligono de 4

lados descrito trildimensionalmente.

GRAPHTR. ~Grafica las curvas de nivel en un no de 3 lados.

GRAPHTRREAL. -Grafica las curvas deJleEl e

descrito tridimensionalmente.

poligono ‘de 3 lados
AXIS. -Graflca con orientaciéon los'éjg de

S5.~Proceso

Los programas de proceso son aquellos cuya funcién es la de
resolver el esquema numérico y con 1la informacién obtenida

calcular las cantidades matematlcas y fisicas de interés,

Los programas de proceso son:
a).- file_end,
b).- file_stf,
c).- file_lod,
d).- file_sol,
e).- file_des,
f).- file_esf,

a) file_emd.-Este programa genera a partir del archivo de
elementos un archivo el cual contiene ya las condiciones de
frontera con desplazamiento prescrito. A continuacién se describe

la légica de éste:

32



PROGRAM FILE_EMD.

-'Se abre y se lee el archivo de datos.

- Se abren los archivos con extenslén ELM, EMD y DRT.

- Se calcula el numero de condiciones de desplazamlento prescrito.

- Se almacena en el arreglo unidimensional ORDEN 1los puntos
nodales con desplazamlento prescrito.

- Se calcula el nimero de elementos finitos.

- Se da la presentaclién visual al programa

~ Se ltera desde 1 hasta el numero de elementos

Se lee los puntos nodales de cada elemento finlto, si éste

colnclide con un punto contenido en ORDEN, a este punto se le

asigha el valor c¢ero, si no coinclde entonces se cuenta cuantas

condiciones tlpo Dirichlet se han encontrade hasta el punto

indicado, y a éste se le resta dicho nimero. Asi se genera el

reglstro de salida y se escribe en el archivo con extensién EMD.

b) file_stf.-La funcién de este programa es la de generar la

" matriz de rigidez global asocliado al problema en estudio.
PROGRAM FILE_STF.

- Se realiza la lectura del archivo de datos.

— Se lee los pesos para la integracién numérica.

- Se lee las funciones base del elemento finito de referencla.

- Se calcula el ancho de banda y los grados de libertad totales.

- Se limpia el archivo de salida (STF) que posee dimensionalmente
el tamafio de un arreglo bidimensional de ancho de banda por
grados de libertad totales

- Se realiza un ciclo desde 1 hasta el numero de elementos

* Se lee el registro de elementos del archivo con extensién ELM y

EMD.

Se realiza la integracién numérica y se genera la matriz de

rigidez lececal.

* Una vez que se tlene la matriz de rigidez local, cada elemento

de ésta es almacenado en la de rigidez global basandose en el
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reglsﬁro leido de EMD, S6lo se realiza para. los elementos
de ‘la matriz de rigldez local que corresponden. a la matriz

trlangular superior de la giobal.

c) file_lod.~Este programa ensambla el vector de cargas
global.

PROGRAM FILE_LOD.

- Se realiza la lectura del archivo de datos.

~ Se leen los "pesos" para realizar la integraclén numérica.

~ Se leen las funciones base del elemento finito de referencla.

- Se abren los archivos con extensién COO, DRT, LOD.

~ Se calcula el numero de grados de libertad totales.

~ Se calcula el nimero de condiciones de tracciones prescritas,

- Se limpla el archivo de cargas LOD.

~ Se abren los archlivos con extensién EMD, ELM y NEW.

~ Se reallza un ciclo desde 1 hasta el nuimero de condiciones de
tracciones prescritas.

* Se lee el registro tipo reg new.

* Se leen las coordenadas de los punto del elemento con condiclén

prescrita.

Se realiza la integracién numérica y se genera el vector de

cargas local.

* Se realiza el ensamble en la matriz de rigidez global.

d) file_sol.~La funcién de este programa es la de resolver el
sistema de ecuaclones lineales algebraicas con el algoritmo
presentado en la soluclién de un gran sistema de ecuaciones , esto
se realiza auxilidndose de un archivo temporal declarado en la

memoria extendida de la computadora

e) file_des.-Una vez que se obtlene la solucién del sistema

de ecuaciones, este programa se encarga de introducir las
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condiclones de desplazamiento ﬁresérlto obtbnlﬁndoser~asi un

pédoéA los

archivo donde se éncuentrén kios4fd§ﬁhi zam ﬁf@sf
puntos nodales que forman el cuerpo.’ Esto éé:reéliza simplemente

con un programa de ordenaclén.

f) file_esf.~-Evidentemente no solamente es necesario conocer
los desplazamientos del! cuerpo slno tamblén otras cantlidades
fisicas que intervienen en el fenbtmeno, este programa calcula en
cada punto nodal las componentes del tensor de esfuerzos, cada uno

de los componentes del tensor de deformaciones infinitesimales,

los tres esfuerzos principales, los criterios de falla de
Mises, Tresca, segun referencia [6], y, finalmente, los tres
desplazamientos.

PROGRAM FILE_ESF

- Se abre y se lee el archivo de datos del paquete.

- Se abren les archivos con extensién EILM, CO0, DES, ESF.

- Se calcula el numero de elementos.

~ Se calcula el nuimero de puntos nodales totales.

- Se da la presentacién del paquete.

~ Se limpia el archivo de salida ESF con dimensién numero de
grados totales mas dos por veinte.

~ Se realiza un ciclo desde 1 hasta nlmero de elementos

Se leen los puntos nodales del elemento finito en cuestién.

Se leen las coordenadas y desplazamientos de cada punto nodal gque

definen al elemento finito en turno.

* Se calculan las funciones base espaciales del elemento finito.

®* Se calculan los coeficientes de los polinomios que describen el
campo de desplazamiento en su confliguracién espacial.

* Se itera para cada punto nodal.

# Se almacenan las componentes del desplazamiento en la localidad

18, 19, 20 del arreglo unidimensional SALIDA.

# Se calcula el gradiente de desplazamiento y posteriormente el

tensor de deformaciones infinitesimales, y estos
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valores se. almacenan en'elfvector7§A£iDAﬁw S

# Se calcula ‘el tensor de eB}uérzoéi”yfsé'almacena en

-+ - SALIDA. ', ;

‘ # Se calculan los esfuerzos principales y se almacenan en SALIDA.

" # Se calculan los criterlos de falla de Mises y Tresca, y, también
se almacenan, en SALIDA.

# Se leen del archivo ESF, en la posliciéon del punto en cuestidn,

los 20 valores, estos son almacenadcs en ENTRADA; ENTRADA
es comparada con SALIDA y el mayor en valor absoluto componente

a componente es almacenado en el archivo ESF.
6.-Posproceso

Los programas de postproceso son aquellos con los que, por
medio de una salida grafica, se visualiza el fenémeno en estudlo
asl como el de las varlables de Iinterés, Para el caso, los

programas de posprocesc son: a) file_grf y b) file_img.

a) file_grf.-Cuando dos elementos tienen una cara en comin, dicha
cara no se graflca debido a que siempre permanecerd oculta, por

lo tanto este programa genera un cédigo donde se han ellminado

caras adyacentes,

b) file_img.-Este programa tlene por objeto generar una sallda
grafica mostrando cualltativamente, a través de un cédigo de

colores, las variables fisicas de interés.
PROGRAM FILE_IMG

- Se abre y se lee el archivo de datos del paquete.

— Se abhren los archivos con extensién GRF, C00, ESF y DES.

- Se dan los parametros de entrada en graficaclién.

- Se da la opclién de camblar los parametros de graficaciédn.

- Se calcula el numerc de puntos nodales,

- Se lee los valores maximo y minimo de cada cantidad fisica a
mostrar.

- Se calcula el numero de caras a graficar
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= Se llena el arreglo ORDEN con el numero de cara y su distancta
al -observador.

- Se ordena con respecto a la distancla el arreglo ORDEN.

- Se 1lnlcla el modo graflco y se da la presentacién de salida.

- Se van graflicando las caras de los cubos del mis lejano al
observador al mads cercano.

- Se termina el modo grafico.

Un resumen, asocjiado a la estrategia computacional 1llevada a
cabo para efectuar el trabajo aqui descrito, puede observarse en

el sigulente diagrama.

Preparar informacién
(operacién manual)

l

Incorporar Dirichlet 0
PROGRAM FILE_EHD

!

Construlr matriz de rigidez
PROGRAM FILE_STF

!

Incorporar vector de carga QN
PROGRAW FILE_LOD

!

Solucién del sistema de ecuaciones
PROGRAM FILE_SOL

l

Posprocesar la informaclién
PROGRAM FILE_ESF

!

Salida de resultados
PROGRAM FILE_ING
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RESULTADOS

Los resultados de la carcaza de transmisién son presentados
con folografias que muestran las diferentes cantlidades fislcas de
interés como son: esfuerzos, deformaciones, desplazamlentos ¥y

eriterios de falla. De esta manera tomands en cuenta la informacién
proporcionada por la empresa " Transmisiones y Equlpos Mecénlicos
S. A. de C. V. " se tlene:

Materlal : Aluminlo.

Médulo de Young : B=6.9 x 10'° pa.

Relacién de Poisson ¢ v =0.3.

Coeficlentes de Lamé v =484 x 10" Pa,
A =3.63 x 10" pa.

Esfuerzo de fluencia  ' :Y 572.14 X 10a Pa.

Par del motor(laboratorio) -~ : 500 N-m.
Esfuerzo permisible(Mpa).

Ref, {6] (Criterio de Mises) :T = 0.57 Y_ = 120.5
max p

max

Ref. [6](Criterio de Tresca) :T = 0.5 Yp = 107.0

Ahora de acuerdo al estudio que se lleva a cabo se genera la

sigulente Informacién:

Elementos finitos geométricos del tipo Lagrange 1896
Grados de libertad 10503
Nodos con condiciones Dirichlet 210
Caras de elementos con condicién Neumann 18
Criterio de Tresca(MPa) 58.3

Las condiciones de empotramiento (condiciones Dirichlet o de

desplazamiento prescrito) son sugerldas por la empresa
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"Transmisliones vy Equipoérﬁéééqico; s, Aiode Cio V.

, como. una

primera aproximacién . a 1a§~1c§ndiéiénes reales de apoyo, de tal

nulo

Nimero
1
4
7
10
13
16
19
22
25
28
31
34
37
40
43
46
49
52
55
58
61
64
67
70
73
76
79
82
85
88
91

punto
1
17
34
37
46
49
52
58
76
89
105
116
130
137
147
161
182
189
192
210
215
230
233
248
281
298
30
310
313
316
322

..o148

130
206
213
216
231
246
266

282
1299

302
311
314
317
323

172
183

39

Numero

cpnsidefﬁn de desplazamlento

punto
16
33
36 ¢

.45

48

51

57

67

78
104
115
124
132
139
160
173
i88
191
207
214
217
232
247
280
283
300
309
312
315
318
324



94
9T
100
103
106
109
112
115
118
121
124
127
130
133
136
139
142
145
148
151
154
157
160
163
166
169
172
175
178
181
184
187
190
193
196
199
202

332

343

369
380
389
397
404
425
438
453
456
472
479
482
497
512
566
569
586
595
598
601
604
610
628
641
665
668
682
689
699
723
734
741
757
764
767

95
98
101

104 .
107

110

13

116
119

122"

125
128
131
134
137
140
143
146
149
152
155
158
161
164
167
i70
173
176
179
182
185
188
191
194
197
200
203

40

- 342

355

=379

g2
396
403
413
437
448
455
471
478
481
496
511
552
568
585
588
597
600
603
609
627
640
656
667
681
688
698
712
733
740
743
761
766
781



205 782 206 783 207 784
208 - - 797 209 - 798 210 - 799

Las . condicliones de traccién prescritas son una al igual que
las condiciones Dirichlet son proporcionadas por la empresa, como
una primera aproximacién a los valores de la realldad, y estan
basadas en experimentos realizados con trazadores sobre las zonas
de posibles tracclones. De acuerdo al criterlo de los técnlcos de
TREMEC S. A., se apllican las sigulentes cargas sobre las caras de
los slguientes elementos

Elemento Cara Carga(N)
1591 4 480. 69
1579 4 640. 59
1572 4 961. 18
1567 .4 640. 59
1561 4 480. 69
1845 4 480. 69
1833 4 640. 59
1826 4 961. 18
- 1821 4 640. 5%
1815 4 480. 69
1524 1 640. 59
1522 1 961. 18
1508 1 961.19
1506 1 640. 59
1778 1 640. 59
1776 S 961. 18
1762 -1 961. 18
1760 =1 640.59
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Figura 2.- Criterio de Tresca

Figura 3.- Esfuerzo normal en direccién Z
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CONCLUSIONES

1).-En este trabajo se obtiene una solucién numérica: del
problema de la carcaza de transmisién de velocidadqs, para las
condiciones de frontera establecidas como una primera aproximacién
a' las condiciones reales de 1la carcaza, con el usc de una
computadora del tipo PC, obteniendo resultados como los

presentados en las figuras 2 y 3.

2).-La estrateglia computacional es llevada a cabo con el uso
de procedimientos y funclones que permiten obtener una
programacién estructurada en el ambiente de programacién
Turbo-Pascal 5.5.

3).~Las zonas de mayor esfuerzo se presentan, como puede
verse en la figura 2, en las juntas de la tapa con el cuerpo de la
carcaza, sin embargo los mayores valores de esfuerzo estdn por

debajo del esfuerzo permisible.
4).~El1 estudio de problemas de gran magnitud requiere un

equipo computacional igual o superlor a un 80386, Jjunto con una
buena habilidad operativa.

S)}.-El lenguaje Turbo-Pascal constituye una buena alternativa
para el manejo numérico y grafico, sin embargo puede reforzarse si
se hace un uso adecuado de interrupciones al sistema operativo o se
enriquece con el manejo de bits para aspectos graficos.

RECOMENDACIONES

1.-Determinar las cargas reales y condiclones de frontera.

2.-Variar el estado de cargas para observar el comportamiento de

los estados de esfuerzo en las zonas criticas de la carcaza.

3.-Realizar observacliones de tipo experimental con el obJjeto de

comparar los resultados.
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APENDICE A.-INTEGRACION NUMERICA
1. -Generalidades

La integracién numérica Juega un aspecto Iimportante en la
evaluacién de las integrales multiples, como las requeridas para
evaluar las componentes de la matriz de rigidez y del vector de
cargas, Yy, por lo tanto, en este trabajo se le dedlca una secclén
que pretende hacer una descripclién de los diferentes esquemas de
cuadratura encontrados, y, como es que se declde por usar una en
especlal., Ademds resulta pertinente comentar que en un principlo
cuandc se trabajan elementos finltos geométricos cuya equivalencla
afin con el elemento de referencla estd dada por una funclén
f(x,y,2)=(ao+ @ %, B°+ By, 7% zlz), entonces, los esquemas de
cuadratura resultan ser un caso particular de relativa sencllleg;
sin embargo cuando los elementos {finitos a trabajar tlenen una
relacién con el elemento finito de referencia con una funclén de
mayor complejidad que 1la anteriormente propuesta, entonces la
evaluacién de las integrales adquliere una complejldad digha de
tomarse en cuenta, razén fundamental por lo que a continuacién se

le dedica una descripcién con mayor generallidad.
2. -Integracibén unidimensional

Empezando por el caso unidimensional puede observarse que, la
evaluacién de una integral como f f(x)dx, puede trasformarse por

medio de un cambio de dominlo en la integral I1¢(x)dx. o en otra
-1

integral si se prefiere; sin embargo, para fines de mostrar la
efectividad del procedimlento wusado para 1llevar a cabo la
integracién se explicita con una gran sencillez la obtencliédn de
férmulas tan conocidas como la de Simpson y otras. De esta manera,
tomando un ejemplo donde se aproxima la funclién ¢{(x) con una

funecién de primer grado, queda

Jl:¢(x)dx = j-:(ai+ azx) dx = lal, (1)

donde 1 es la longitud del dominio, y el problema es evaluar los
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coeficlentes @ los cuales se conocen de manera general como
los pesos. Dichos pesos se obtienen sustituyendo los puntos
extremos del dominio 1 en la funcién ¢, generando el sigulente

slstema de ecuaciones

ot a,m= ¢(x1). 2)
o - a,= ¢{X2).
introduciendo (2) en (1) se tlene

J-_iﬂ;)d; = 2(8(x,) + ¢(x,)). (3)

Una vez encontrado el.camino, se procede buscar esquemas
de cuadratura que usen funciones de segundo grado o mayores,

obteniendo

Liﬂx)dx = I_:(a1+ @x + “3“2) dx = 1(at+ LR / 3)-.. (4)

y con la sustitucién de los puntos -1, -O. y.li,‘ se tire‘ne i:i —é_j.étéma
de ecuaciones B T IR, L

@ - et a=¢lxl, : : ’ :

«, = ¢(xz), : ) L . R ‘(5)

BT E = ‘“’5‘),'
cuya scoluclién arroja

J'_iqs(x)dx =-é-{ Blx,) + 4g(x) + $0x) } (e

De esta manera se pueden hacer evaluaciones de ‘integrales con:’

la ayuda del sigulente cambio de dominio

[* et det(vroaax =[ ¢ (e o
-1
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ESTA TYESIS WO DESE
3.~Integracién tridimensional “:ﬁim EE Lg} BIBUETE{;&

La integracion tridimensional es obtenida con el mismo
enfoque que la Integracién unidimenslional, logrando los sigulentes

esquemas.

Dados los puntos

a =(-1,-1,-1), a.=(-1, 1,-1},
a2=(—1.-—1. 1}, a6=(-1. 1, 1.)'
a3=( 1,-1, 1), , a_,=( 1, 1, 1),
a‘t( 1,-1,-1), aa=( 1,.1,-1),

Y funcién
¢ X Zl= @ + . X + a + axz ta Xy +oaxXxz+ayz+oaxyz
( Y ) 1 2 3y 4 5 Y 6 7y 8 Yz,

entonces se genera el sigulente sistema de ecuaciones

A~ 0 - Q- @ + & + X+ 0_- & = a
1 4 7 8 ‘“1)'

2" 3 5 6
o - e a3+ @+ LR a_,+ «, = ¢(a2),
at o at @ - e @ - - a = da),
al+ R R i e ¢(a‘).
e R L ¢(as)’
o= et ot - @y o - @ = ¢(35)-
a‘+ et et Ao et = ¢(a_,).
atato-ara-a-a-a s ¢(a8).

cuya solucidén produce el sigulente esquema de cuadratura

1 1

JJ—:Jr—f (x) dx =‘.’gl[¢ (al) + ¢ (az) + @ (as) + ¢, (.?\47)‘;3, #,,(,?5) i

+ ¢ (aé) + ¢ (a,,) + ¢ (ag }.

Continuando con esquemas de cuadratura ‘“,p:al"a “una’ mayor
cantidad de puntos, hecho que implica usar funciones en -tres

varlables con mayer complejldad, se tiene para:

a).=Un cubo con los siguientes 27 puntos-de lntérés

49



— g

&0,

al=(—l.00000, -1.00000, -1.00000),
=(-1.00000, -1.00000, 0.00000},

83=(-—1.00000, -1.00000, 1.00000)},

a‘=(-1.00000. 0.00000, -1.00000),

a5=(—1.00000. 0.00000, 0.00000),

as=(-1. 00000, 0.00000, 1.00000),

a7=(—l.00000. 1.00000, -1.00000),

a8=(—1.00000, 1.00000, 0.00000),

a9=(—1.00000, 1.00000, 1.00000),

a:o=( 0.00000, -1.00000, =~1.00000),
a”=( 0.00000, -1.00000, ©.00000),
312=( 0.00000, =-1.00000, 1.00000),
313=( 0.00000, 0.00000, =-1.00000},
a, ‘=( 0.00000, 0.00000, 0.00000),
als=( 0.00000, 0.00000, 1.00000),
a16=( 0.00000, 1.00000, =-1.00000),
a17=( 0.00000, 1.00000, 0©.00000),
A 0.00000, 1.00000, 1.00000},
a, 9=( 1.00000, -1.00000, -1.00000),
a,,= 1.00000, -1.00000, 0.00000),
azi=( 1.00000, ~1.00000, 1.00000),
a, = 1.00000, 0.00000, -1.00000),
a, = 1.00000, 0.00000, ©.00000},
az4=( i.00000, 0©.00000, 1.00000),
a.= 1.00000, 1.00000, -1.00000),
.= 1.00000, 1.00000, 0.00000),
a,,= 1.00000, 1.00000, 1.00000),

el esquema de cuadratura
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el {¢(a1) s agla,) + 1glal) + 4gla) + 168(a) + 4gla ) +
18(a ) + 4¢(a ) + 1p(a ) +- 4gla ) + t6¢(a, ) +
4g(a ) + 16¢(a ) + 64¢(a ) + l6p(a ) + 4p(a ) +
16¢(a, ) + 4¢la ) + 19(a ) + 48(a ) + 1g(a, ) +

4¢(a22) + 16¢(a23) + 4¢(az ) + 1¢(a25) + 4¢(a26) +

4
1¢(327)}.

b).-Un cubo con 64 puntos, como puede ser notado en el dibujo
abajo presentado; se puede observar el crecimiento razonable de los
valores de los pesos, 1o cual resulta ser un aspecto Iimportante

para la evaluacién de integrales

'a1=(—1.ooooo, ~1.00000, ~1.00000),
a,=(-1.00000, -1.00000, -0.33i33),
a_=(-1.00000, -1.00000, 0.33333),
a4=(—1.ooooo, -1.00000, 1.00L00),
a_=(-1.00000, -0.33333, -1.00000),
a_=(-1.00000, -0.33333, -0.33333),
a,=(~1.00000, -0.33333, 0.33333),
a=(-1.00000, -0.33333, 1.00000),

a9=(—1.00000. 0.33333, -1.00200),

(2]

a =(~1.00000, 0.33333, -0.33333),
a,,=(-1.00000, ©0.33333, 0.33333),
a,,=(-1.00000, ©0.33333, 1.00000),
a,,=(-1.00000, 1.00000, -1.00000),
a_,=(-1.00000, 1.00000, -0.33333),

14
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. 00000, °1.00000, 0.33333),
.00000, - 1.00000, 1.00000),
.33333, 1. 00000, -1.00000),
.33333, -1.00000, -0.33333),
.33333, -1.00000, 0.33333),
.33333, -1.00000, 1.00000),
.33333, -0.33333, -1.00000),
.33333, -0.33333, -0.33333),
.33333, -0.33333, 0.33333),
.33333, -0.33333, 1.00000),
.33333, 0.33333, ~-1.00000),
.33333, 0.33333, -0.33333),
.33333, 0.33333, 0.33333),
.33333, 0.33333, 1.00000),
.33333, 1.00000, -1.00000),
.33333, 1.00000, -0.33333),
.33333, 1.00000, 0.33333),
.33333, 1.00000, 1.00000),
.33333, ~-1.00000, -1.00000),
.33333, -1.00000, -0.33333),
.33333, -1.00000, 0.33333),
.33333, -1.00000, 1.00000),
.33333, -0.33333, -1.00000),
.33333, -0.33333, -0.33333),
.33333, -0.33333, 0.33333),
.33333, -0.33333, 1.00000),
.33333, 0.33333, -1.00000),
.33333, 0.33333, -0.33333),
.33333, 33333, 0.33333),
.33333, 0.33333, 1.00000),
. 33333, . 00000, -1.00000),
.33333, 1.00000, -0.33333),
.33333, 1.00000, 0.33333),
.33333, 1.00000, 1.00000),
.00000, -1.00000, -1.00000),
. 00000, -1.00000, -0.33333),
.00000, ~1.00000, O.33333),

= - = = 0 0 O 0

1
-

o= = = 0 0O O 0O

LI T |
(SN
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BSZ-(

a53=(
as‘r-'(

855=(

a =
56(

ag,=!

558'(
a59-(
am=(
T

asz=(
a63=(

a64=(

1,
1,
1.

S I . T

00000, -1.
00000, -0
00000, -0.
.00000, -0
,00000, -0.
.00000, O
.00000, O
.00000, O©.
.00000, O
.00000, 1
.00000, 1
.00000, 1.
.00000, 1.

el esquema de cuadratura

3¢(a8) +

00000,

.+ 33333,

33333,

.33333,

33333,

. 33333,
. 33333,

33333,

. 33333,
. 00000,
. 00000,

00000,
00000,

1 .1

3¢(a9)

1.00000),
~1.00000), -
-0.333335;' )

0.33333), .~

1.000005,~’
-1.00000),
-0.33333),

0.33333),

1.00000),
~1.00000),
-0.33333),

0. 33333),

1.00000),

1

JJ -J_.» (x) dx = o

Fvr { 1¢>(a‘) + 3¢la,) + 3pla ) + 1¢(a)) + 3¢(a;) + 9¢la) +

+ 9¢(am) + 9¢(au) + 3¢(a12) +

1¢(a13) + 3¢(a“) + 3¢(a15) + 1¢(a16) + 3¢(a17) +
9¢(aw) + 3¢(a
27¢(a23) + 9¢(aaq)
3¢(a29) + 9¢l(a
9¢(a34) +  9¢(a
27¢(aas) + 27¢(a39) + 9¢(a40) + 9¢(a“) + 27¢(a42) +

27¢(a‘3) + 9¢(a“J + 3¢(a45) + 9¢(a“) + 9¢(a") + 3¢(a“)

vol

512
9¢(a7) +
9¢(am) +
9¢(aza) +
3¢(a33) +

+ 1¢(a‘9) + 3@5(':-1S

o)

+  9¢(

+ 3¢l

20) + 9¢(a21) + 27¢(a22) +
azs) + 27¢(326) + 27¢(a27) +
30) + 9“331) + 3¢(a32) +
35) + 3¢(a36) + 9¢(a37) +

351) + 1¢(a52) + 3¢(a53)

+ 9¢(a54) + 9¢(a55) + 3¢(a56) + 3¢(as7) + 9¢(a58) +
9¢(a59) + 3¢(a60) + 1¢(a61) + 3¢(a62) + 3¢(asa) +

1¢(a64)}.

c).-Un cubo con 125 puntos,

como se presenta a continuacién,

se nota un crecimiento en los valores de los pesos.
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.00000, -1.00000, -1,00000),
.00000, -1.00000, -0.50000),
.00000, -1.00000, 0.00000),
.00000, -1.00000, O0.50000),
.00000, -1,00000, 1.00000),
.00000, -0.50000, -1.00000),
.00000, -0.50000, -0.50000),
.00000, -0.50000, O©.00000),
.00000, -0.50000, O.50000),
.00000, -0.50000, 1.00000),

.00000, 0.00000, -1.00000),
.00000, 0.00000, -0.50000),
.00000, 0.00000, 0.00000),
.00000, 0.00000, 0.50000),
.00000, 0.00000, 1.00000),
. 00000, 0.S50000, -1.00000),
.00000, 0.50000, -0.50000),
.00000, 0.50000, 0.00000),
.00000, 0.50000, O©.50000),
.00000, 0.50000, 1.00000},
.00000, 1.00000, -1.00000),
.00000, 1.00000, -0.50000),
.00000, 1.00000, O0.00000),
.00000, 1.00C00, 0.50000),
.00000, 1.00000, 1.00000),

-5000C, -1.00000, ~1.00000),
.50000, -1.00000, -0.50000),
.50000, ~1.00000, 0©.00000),
.50000, -1.00000, 0.50000),
.50000, -1.00000, 1.00000),
.50000, -0.50000, -1.00000),
.50000, -0.50000, -0.50000),
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a_,=(~0.50000, -0.50000, 0.00000},
a,,=(~0.50000, -0.50000, 0.50000),
a  ={(-0.50000, -0.50000, 1.00000),

—

636'(—0.50000. . 00000, -1.00000),
8., (-0. 50000, . 00000, -0.50000),
838=(-0.50000, . 00000, 0,00000),
839=(-0.50000, , 00000, 0.50000),
aw=(—0.50000. ,C0000, 1.00000),

. 50000, -1.00000),
. 50000, -0.50000),
. 50000, 0.00000),
.50000, 0.50000),
.50000, 1.00000),
. 00000, ~-1.00000},
. 00000, -0.50000},
. 00000, 0.00000},
. 00000, 0.50000},
.00000, 1.00000),

a“=(—0. 50000,
a‘2=("0. 50000,
a‘3=(-—0. 50000,
a,.,.= (-0. 50000,
a‘5=(—0. 50000,
a‘6=(—0. 50000,
a”=(—0. 50000,
ata=(—0' 50000,
a49=(—0. 50000,
a5°=(—0. 50000,

= = = = 2 O 0 0 0O 00O 0 0O 0 0

a,,=( 0.00000, -1.00000, -1.00000),
a.,=( 0.00000, -1.00000, -0.50000),
a.,=( 0.00000, -1.00000, O©.00000),
a.,=( 0.00000, -1.00000, 0.50000),
a=( 0.00000, -1.00000, 1.00000),
a. =( 0.00000, -0.50000, -1.00000},
a.,=( 0.00000, -0.50000, -0.50000},
a,,=( 0.00000, -0.50000, 0.00000},
a ,=( 0.00000, -0.50000, 0.50000),
a,,={ 0.00000, -0.50000, 1.00000},
a,,=( 0.00000, 0.00000, -1.00000),
a,,=( 0.00000, 0.00000, -0.50000),
a,,=( 0.00000, 0.00000, 0.00000),
a,,=( 0.00000, 0.00000, 0.50000),
a, =( 0.00000, 0.00000, 1.00000),
a,,=( 0.00000, 0.50000, -1.00000),
a,,=( 0.00000, 0.50000, -0.50000),
a,,=( 0.00000, 0©.50000, 0.00000),
a_={( 0.00000, 0.50000, 0.50000),
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.50000, ~0.50000, 0.50000},

a,=( 0.00000, 0.50000, 1.00000),
»,=( 0.00000, 1.00000, -1.00000),
,5={ 0.00000, 1.00000, ~0.50000),
5=( 0.00000, 1.00000, 0.00000),
54=( 0.00000, 1.00000, 0.50000),
,5={ 0.00000, 1.00000, 1.00000),
»¢={ 0.50000, -1.00000, -1.00000).
a, =( 0.50000, -1.00000, -0.50000),
a,,=( 0.50000, -1.00000, 0.00000).
a, =( 0.50000, -1.00000, 0.50000),
a,,=( 0.50000, -1.00000, 1.00000},
a,,=( 0.50000, -0.50000, -1.00000),
ag,=( 0.50000, -0.50000, ~0.50000),
a__=( 0.50000, -0.50000, 0.00000),

(
(
(
(
=(

OOOOOOPOPPOOOpOOO_OOOOOOOOOO

a .= .50000, -0.50000, 1.00000),
2= 50000, 0O.00000, =-1.00000),
a,,= .50000, 0.00000, =-0.50000},
LI .50000, 0.00000, 0.00000),
a89=( .50000, 0.00000, 0.50000),
a .= 50000, 0.00000, 1.00000),
ag,= 50000, 0.50000, =-1.00000),
392=( .50000, 0.50000, -0.5G000},
ag,= 50000, 0.50000, 0.00000),
a,,= .50000, 0.50000, 0.50000),
a .= .50000, 0.50000, 1.00000),
a, .= .50000, 1.00000, ~1.00000),
a,.= .50000, 1.00000, -0.50000),
as" .50000, 1.00000, 0.00000),
agg=( .50000, 1.00000, 0.506000),
aloo=( 0.50000, 1.00000, 1.00000),
a101=( 1.00000, -1.00000, -1.00000),
ax02=( 1.00000, ~-1.00000, -0.50000),
aloa=( 1.00000, -1.00000, O0.00000),
a1°4=( 1.00000, -1.00000, 0.50000),
alos=( 1.00000, -1.00000, 1.00000),
a ( 1.00000, =-0.50000, -1.00000),

106
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=( 1.00000, -0.50000, -0.50000),

a

la:::-('x.ooooo, -0.50000, 0.00000),

_a,,,={.1.00000, -0.50000, 0.50000),
a, ,=( 1.00000, -0.50000, 1.00000),

~a,,,=( 1.00000, ©.00000, -1.00000),
a,,,=( 1.00000, ©.00000, -0.50000),
a  ,=( 1.00000, ©0.00000, 0.00000),
a,,,=( 1.00000, 0.00000, O.50000),
a,, ,=( 1.00000, ©.00000, 1.00000),
a,, =( 1.00000, ©.50000, -1.00000),
a, ,={ 1.00000, 0.50000, -0.50000),
a, ,=( 1.00000, ©.50000, 0.00000),
a, ,=( 1.00000, 0.50000, 0.50000),
a,,,=( 1.00000, ©.50000, 1.00000),
a,,,=( 1.00000, 1.00000, -1.00000),
a,,,=( 1.00000, 1.00000, -0.50000),
a ,=( 1.00000, 1.00000, 0.00000),
a,,=( 1.00000, 1.00000, 0.50000),
a { 1.00000, 1.00000, 1.00000),

125

el siguiente esquema de cuadratura

1 .1 a1

J J I ¢ (x) dx =
-1]=15-1
vol

759000 { 343¢(31) + 1568¢(a2) + 58$¢(a3) + 1568¢(a4) + 343¢(as)

+ 1568¢(a )
15684 (a,
26884 (a,

+ 7168¢(a7) + 2688¢(as) + 7168¢(ag) +

+ 588¢(a11) + 2688¢(312) + 1008¢(313) +

+ 588¢(315) + 1568¢(a16) + 7168¢(317) +

2688¢(a, ) + 7168¢(a ) + 1568¢(a, ) + 343¢(a, ) +
156895(32 + 588¢(a23) + 1568¢(a24) + 343¢(a25) +

+ 1568¢(325) + 7168¢(az7) + 2688¢(a28) + 7168¢(agg) +
1568¢(330) + 7168¢(331) + 32768¢(332) + 12288¢(a33) +
32768¢(334) + 7168¢(335) + 2688¢(336) + 12288¢(a37) +
4608¢(a38) + 12288¢(339) + 2688¢(340) + 7168¢(a41)

+ 32768¢(a42) + 12288¢(a43) + 32768¢(a44) + 7168¢(a45)

o)
2
g’
5)

s7



+ 1568¢(a‘6) + 7168¢(a‘7) + 2688¢(a‘e) + 7168¢(a‘ )
1568¢(85°) + 588¢(a51) + 2688¢(552) + 1008¢(353) +

+
9

2688¢(a_ ) + S88¢(a_ ) + 2688¢(a,_ ) + 12288¢(a_,)
+ 4608¢(a_ ) + 12288p(a_ ) + 2688¢(a, ) + 1008¢(a, } +
4608¢(a, ) + 1728¢(a ) + 4608¢(a ) + 1008¢(a )

+ 2688¢(a
+ 26886 (a_
+ 2688¢(a,

)
o)
»
+ 2688¢(a78)

+
+
+
<>

12288¢(867) + 4608¢(a68) + 12288¢(869)
588¢(a71) + 2688&(872) + 1008¢(a73)
588¢(a75) * 1568¢(a76) + 7168¢(a77)
7168¢(a7°) + 1568¢(aao) + 7168¢(a81)

+ 32768¢(aaz) + 12288¢(383) + 32768¢(aat) + 7168¢(385)
+ 2688¢(385) + 12288¢(387) + 4608¢(388) + 12288¢(aeg) +
2688¢(ago) + 7168¢(391) + 32768¢(a92) + 12288¢(393)

+ 32768¢(a
94
2688¢(a
1568¢(a102
1568¢(a
1568\:S(a“0
2688¢(a,
2688¢(a1

)
) +
5)
)]
14)
18)
1568¢(a122) +

+ 7168¢(895) + 1568¢(a96) + 7168¢(a9 ) +

.
7168¢(a ) + 1568¢(a ) + 343¢(a ) +
s88¢(a ) + 1568¢(a ) + 343¢(a ) +
7168¢(a ) + 2688¢(a ) + 7168p(a ) +
588¢(a ) + 2688¢(a ) + 1008¢(a ) +
sesg(a ) + 1568¢(a ) + 7168¢(a ) +

118

7168¢(a119) + 1568¢(a12°) + 343¢(a121) +

588¢(a‘23) + 1568¢(3124) + 343¢(a125)}.
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