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PRESENTACION

&Por qué unas notas para un curso de andlisis numérico
para estudiantes de ingenierfa? Se preguntaran. ¢{No
hay acaso en el mercado nacional textos que se puedan
adaptar casi a cualquier curso, en virtud del amplio
rango que abarcan? iEs cierto! En el mercado nacional
existen textos de andlisis numérico; desde los clasicos,
como los de Conte / de Boor, Ralston, Isaacson y Hen-
rici, hasta los breves, introductorios y tal vez menos
conocidos, como los de Yakowitz / Szidarovszky, Scra-
ton y Atkinson; con énfasis en la teorfa, en las aplica-
ciones o en el anélisis del software; o con
combinaciones de aplicaciones y software, etc. Esto es,
aparentemente bastarfa buscar en el amplio mercado
de textos de andlisis numérico, para encontrar el ade-
cuado a un curso especifico,

En la préctica, todos los profesores lo sabemos, no
existe "el" texto ideal que se ajuste a las condiciones
especificas de un grupo de alumnos, profesor y progra-
ma en un tiempo e institucién dados. Es por eilo que
todos los profesores elaboramos notas para cada clase,
y son excepcionalmente raros -creo- los maestros que a
nivel de licenciatura imparten sus cursos siguiendo total

yliteralmente unlibro de texto. Generalmente, adecua-
mos los temas a nuestras particulares tendencias y tra-
tamos de ajustarnos a los programas y condiciones del
grupo, lo que nos obliga a usar enfoques o desarrollos
de diversos autores,

Enmi caso, aprovechando laoportunidad que he tenido
de impartir cursos de andlisis numérico, en la carrera
de Ingenierfa Industrial, durante varios semestres, y en
virtud de que esta 4rea, el analisis numérico, no consti-
tuy6 parte del curriculum en mi formacién como mate-
matico, en la facultad de Ciencias de la UNAM, surgié
en mi el interés por el estudio mis sistematico del
andlisis numérico y, posteriormente, la necesidad de
escribir notas que se adecuaran a lo que creo deben
aprender los alumnos de mis cursos. Esa fue la motiva-
cién bésica que origind el presente trabajo.

Por otro lado, debo confesar mi debilidad por la edicién
de materiales para la ensefianza de la matemética, que
se inicia al principio de la década de los setentas y
culmina en los ochentas, con la edicién de los libros de
texto para escuelas secundarias del estado de México,
casi gratuitos, editados por el Gobierno del Estado de
México.
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Como docente de la matemética durante més de veinte
afios en distintos niveles, he aprendido que todos los
textos son incompletos y, en consecuencia, perfectibles;
dependiendo del sujeto que los analiza y del contexto
en el que se hace dicho an4lisis.

Es por ello que espero que este texto se vaya adecuando
y, por lo tanto, mejore con las observaciones que se le
hagan en el transcurso de los afios.

Finalmente, antes de hacer una breve descripcién del
contenido del libro, quiero dejar constancia de agrade-
cimiento al Dr Pablo Barrera, "culpable” de mi adiccion
a la docencia, a la difusién y a la matemdtica aplicada.

Enestas notas se desarrollan los temas del Programa de
algoritmos cumputacionales que se imparte en la Divi-
si6n de Ingenierfa y Ciencias del ITESM, Campus To-
luca, a excepcién del de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Envitud de que, en general, cuando el alum-
no cursa esa materia, no lo ha hecho con la de ecuacio-
nes diferenciales, o 1o hard de manera paralela.

Por otro lado, hemos considerado de mayor utilidad
que se profundicen otros temas, a los que se dedigue
mas tiempo, mismos que pueden dar una mayor com-
prensi6n de la filosoffa y técnicas del andlisis numérico,
como en el caso del capitulo IV (sistemas de ecuacio-
nes).

El texto se ha dividido en seis capitulos, en el I se
desarrolla el concepto bésico de sistema numérico de
punto flotante (tipico de los dispositivos digitales) y su
repercusion en los errores. Se presenta, como antece-
dente y marco de referencia, una caracterizacién de
problema y de problema numérico. Se concluye el ca-
pitulo con un bosquejo histérico, que pretende enfati-
zar raices y antecedentes hist6ricos del cémputo
numérico.

La evaluacién de funciones del capitulo II pretende
introducir al alumno en los problemas de la eleccién,
del "mejor" método, a la que no est4 acostumbrado en
virtud de que en general existe la idea de que para
resolver un problema matemético sélo hay un método
y, en el caso de que haya més de uno, la seleccién no es
trascendente con respecto a los resultados obtenidos.

El capitulo III (soluci6n de ecuaciones) nos parece que
complementa el panorama sobre filosoffa y técnicas de
los métodos numéricos, proporcionandolos fundarmen-
tos para el desarrollo de los capitulos IV y V, que
consideramos e! corazén o parte medular tal vez més
densa, del curso.

En el capitulo V (interpolacidn), presentamos diversos
métodos, tomando como punto de partida las diferentes
bases de un espacio vectorial. Este enfoque es poco
comtin. Pero consideramos que es conveniente y acce-



sible a la comprensi6én del alumno, con la ayuda del
profesor. La conveniencia de este enfoque estriba en
que, a través del mismo, es posible dar a los alumnos
elementos de juicio para enfatizar la diferencia de mé-
todos, pero no de resultados, ya que todos producen
polinomios del mismo grado, pero sobre diferentes
bases. Es comin que el estudiante piense que los poli-
nomios de interpolacién son diferentes por el hecho de
tener representaciones diferentes.

Terminamos con la integracién numérica, en ella se
presenta un desarrollo que consideramos clésico, y se-
guimos las lineas de desarrollo del libro de Shampine
en la seccién final de cuadratura adaptativa.

Se incluyen algunos programas de BASIC, cuyo objeti-
VO €5 presentar un programa que resuelve un ejemplo
concreto. Creemos que esto le permite al estudiante
comparar el método con el programa propuesto, ya que
si bien desde el punto de vista de la programaci6n
cientifica el BASIC no es el mejor lenguaje, por su
estructura permite al estudiante comprender la lggica
del programa.

Ademés, existe en el mercado una gran variedad de
paquetes de andlisis numérico elaborados por profesio-
nales que, obviamente, son los adecuados para el uso
préctico.
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"La solucién de problemas es la caracteristica esencial
del pensamiento voluntario."

WILLIAM JAMES

"Divida cada problema en tantas partes como pueda
para resolverlo mds facilmente."

RENE DESCARTES

PROBLEMAS

Obtener comida generalmente no es problema en la
vida moderna. Si tenemos hambre y estamos en casa,
tomamos algo de la cocina o vamos a algiin restaurante.
Sin embargo, si no hay nada de comer en la cocina o no
tenemos dinero, la situacién cambia radicalmente; en
tal caso, la obtencién de la comida se convierte en
problema. En general, un deseo puede o no conducir a
un problema. Si el deseo trae a nuestra mente -de
manera inmediata y sin dificultad implicita en 1a obten-
ci6n del satisfactor- alguna acci6n obvia para lograr el
objeto deseado, entonces no hay problema.

El problema es un gran problema si es muy diffcil; en
cambio, s6lo esun pequeiio problema sinada méstiene
una dificultad pequeia. El concepto de dificultad es
inherente a la nocién de problema: si no existe dificul-
tad no hay problema.

Problema tipico es el de encontrar el camino que nos
conduzca a un lugar predeterminado en alguna regi6n.
Seguramente, ése fue un problema serio y dificil para
el hombre primitivo. Eso puede o noser larazén de que
la solucién de cualquier problema nos parezca algo asf
como encontrar un camino que elimine la dificultad, un
camino alrededor del obstdculo.



Gran parte de nuestro pensamiento consciente tiene
que ver con los problemas. Generalmente nuestros
pensamientos estdn dirigidos hacia algiin fin, buscamos
formas y medios para alcanzarlo, tratamos de pensar en
algo que nos pueda conducir a lograr nuestro objetivo.

Existen problemas cotidianos; la consecucién de la co-
mida; personales, écon quién ir al cine?; sociales, éc6-
mo mejorar la distribuci6n de la riqueza en México?;
cientificos, {c6mo obtener una vacuna contra el sida?;
de entretenimiento, {c6mo mejorar mi habilidad para
jugar ajedrez?, etc.

Eneste contexto, podemos caracterizar aun PROBLEMA
como una funcién en la que el dominio de la misma est4
conformado por datos, y el codominio, por las posibles
soluciones.®

Ejemplo: Consideremos el problema de diagnosticar
una enfermedad en un paciente. Los datos son los sin-
tomas y las posibles soluciones son las enfermedades
que puede padecer el enfermo.

Si los sintomas son debilidad general, dolor de cabeza,
diarrea, abdomen sensible, tos, enrojecimiento de la
caray fiebre, es probable que el médico proponga como
solucién (diagnostique) tifoidea.

(I)Vandc%rah. James S. Introduction to Ni ical Computations. Acad:
Press. 1978,

En ocasiones, las propuestas de soluci6n (diagndsticos)
no son las adecuadas y algunos han sufrido las conse-
cuencias de ello.

La solucién

En el marco de referencia establecido -esto es, si acep-
tamos como modelo matemético de problema el con-
cepto de funcién- resolver un problema significa:

a) Encontrar la regla de correspondencia entre datos y
soluciones posibles.

b) Dada laregla de correspondencia, evaluar la funcién
en el subconjunto dado de datos, para encontrar la
imagen de éstos, que es la solucién del problema.

Por ejemplo, resolver el problema ax +b =c es en-
contrar f(a, b, ¢) = x, la imagen de los datos, donde
ax +b =¢

El problema es, entonces, la funcién que tiene como
dominio y codominio a los reales, y que asocia ala terna
(@, b, c) el nimerox, bajo la condicibn ax +b =¢

Un método para resolver este problema es el siguiente:

c—b
(@bc) > (g cb) » (7)



alaterna (g, b, c) le asociamos la pareja (g, c-b) y a ésta

elreal cb
a
otro método es:
b b ¢ c b
(a,b,c) (a’a’c) (a'a) _’a-a
alaterna (g, b, ¢) le asociamos la terna (g, %, ), aesta
la pareja (2 , 5) y, finalmente, el real £ b
a'a a a

Una observacién importante que se desprende del
ejemplo anterior es que: el método, procedimiento o
algoritmo para resolver un problema.. ino es tinico!

En el ejemplo usamos dos métodos, ambos descompo-
nen la funcién en funciones més sencillas, lo que parece
indicar que el método de solucién de un problema
consiste en descomponer el problema (la funcién) en
problemas (funciones) més sencillos o elementales,
donde lo elemental o sencillo es un concepto relativo
conrespecto al tiempoyalas personas. Asf, el problema
de encontrar la raiz de un polinomio cuadritico es
"sencillo" para un estudiante de ingenierfa en la actua-
lidad, pero no lo fue para la mayor parte de los habitan-
tes de Mesopotamia hace 4000 afios.

Problemas mateméticos

Enel caso de que los elementos del dominio y codomi-
nio sean objetos mateméticos, por ejemplo, figuras geo-
metricas, funciones, conjuntos, expresiones
algebraicas, etc., diremos que tenemos un problema
matemdtico.

Ejemplos:
1. Encontrar la solucién de 2¢%-6x-20=0

El conjunto de datos est4 formado por {2, -6, -20} que
es un subconjunto del dominio constituido por los
niimeros reales. La solucién o soluciones, en este caso
{5, -2}, es un subconjunto de los niimeros reales tam-
bién.

2. Dados g, b, ¢, niimeros reales, encontrar x, tal que
a +bx+c=0

En este caso, el conjunto de datos pertenece al domino
de los reales; las posibles soluciones al conjunto de los
complejos; la condicién estd dada por la ecuacién
adt+bx+c=0



3. Determinar la suma de 3 y 5. Datos = {3,
5} € R = dominio, codominio = R. Sic es la
soluci6n, entonces 3 + 5 =¢

4, Dados dos nimeros reales a, 8 calcular a+8, a-8,

a-B,af

En todos estos casos

D = PR,

D= dominio;

C=9
C = codominio
S(@,p) =a+f; Pla, f)=a
R(a,p) = a-f; D(e, p) = afp

Estos cuatro problemas, que pueden parecer triviales para
quien ha logrado cierta preparacion, no resultan asi para
quienes inician apenas su formacién escolar y -mucho
menos- para la mayoria de los seres humanos de hace tres
mil afios. Si ustedes recuerdan, encontrardn que primero
aprendieron a sumary multiplicar los niimeros {0, 1, 2,...,
9}y, a partir de esto, aprendieron a reducir cualquiera de
las operaciones entre dos nitmeros reales a combinacio-
nes de sumas y productos de los nismeros {0, 1, 2,..., 9}

Problemas numéricos

En el pérrafo anterior, indicamos que problema es una
funcién y que problema matemético es una funcién
cuyo dominio y codominio estén constituidos por obje-
tos matemdticos. Si el dominio y el codominio son
subconjuntos niimericos de espacios vectoriales de di-
mensi6n finita, entonces tenemos un problema numé-
rico que resolveremos con un método numérico.

Los problemas numéricos son problemas matemaéticos
que tienen una caracteristica adicional: la finitud. Es
decir, el dominio y contradominio del problema deben
poderse describir en forma finita.

De manera mé&s precisa, podemos ahora decir que:
Problema numérico es un problema matemdtico donde
la funcién asociada estd definida en un subconjunto de
R"y toma valores en un subconjunto de %™ Es decir, en
todo problema numérico tenemos:

F:A->B talque: ACH", BCH™

Resolver un problema numérico es encontrar laimagen
delos datos bajo lafuncién; esto es, dadoa € A, calcular
bEB, talqueF(a) = b



Puede suceder que un problema numérico necesite ser
reformulado para que sea posible resolverlo.

Consideremos el siguiente ejemplo con todo detalle, ya
que esto nos permitir apreciar claramente la afirma-
cién anterior:

Dadox >0, calcule y, talque y, = vx

Un método usual de solucién consiste en construir una sucesién
{z,} que converjaa Vx. Este procedimicnto requiere de un limite
¢ Esto no es conveniente en la préctica. Lo usual es tomar una
buena aproximacién y a vVx. Lo que necesitamos para poder refor-
mular el problema es precisar qué quiere decir quey sea una buena
aproximacién de v, yesto usualmente quiere decir queytengasus
"primeras cifras decimales correctas”; es decir,que y y Vx ten-
gan las mismas primeras cifras. Como veremos mdés adelante, esto
se puede escribir pidiendo que y satisfaga

h — VX -k
Iz | =10

donde & es el nimero de cifras "correctas” que se desean. Asi la
nueva formulaci6n s la siguiente:

Dadox>0calcule y €Rtalque

ly-v% | <10% | Vx|

Un método numérico usual, derivado del anterior, consiste en
escoger el primer término de la sucesién que tenga la propiedad
buscada; es decir, tomar como y ala primeraz,, tal que:

|z,-V% | 0% | Vx|

pero afin no podemos usar este criterio, ya que requiere de vx, que
es lo que queremos calcular. Como se ver4, dicho criterio se puede
sustituir por el siguiente;

i«
|22 | <107 ] 2 |

yaque, a partir de cierto momento,zkz\ff. Est4 nueva formulacién
es més adecuada en la préctica; sin embargo, para que el método
desoluci6n sea "bueno”, esimportante que la sucesion {z, } converja
rdpidamente a VX, es decir, que s6lo sea necesario calcular un
niimero muy pequefio de aproximaciones para obtenerla y que
descamos.

Usualmente en el problema numérico se calcula b
tal que F(a)=bdonde F:R" - R™. A a se lella-
mavector de datosode entraday a b=F(a), vector
de salida o de resultados.

Algoritmo de solucién o método numérico de un
problema numérico es la descripcién completa de
operaciones bien definidas para resolverlo,




SISTEMAS DE NUMERACION
ANTECEDENTES

Los conceptos primigenios de la matemdtica son, sin
lugar a dudas, niimero, magnitud y forma. El primero
de éstos dio lugar a la logistica y aritmética griegas;
aquélla es el antecedente inmediato del célculo numé-
rico.

Segiin Boyer(®, el concepto de niimero en la especie
humana es tan antiguo como el uso del fuego; esto es,
data de unos 400 000 afios. Por otro lado, es posible
afirmar que el desarrollo de tal concepto se efectu6 de
manera gradual; de forma similar, probablemente, al
desarrollo del lenguaje y la escritura. Para la mayoria
de los antropologos y etn6logos, la escritura tuvo un
desarrollo posterior al del lenguaje; por ello, se supone
que la representacién de niimeros es posterior al con-
cepto de niimero.

El indicador més antiguo de un registro numérico -de
que se tenga noticia- fue encontrado en Checoslova-
quia, donde se descubrié un hueso de lobo con 55
insiciones agrupadas de cinco en cinco, conuna antigiie-
dad aproximada de 30 000 afios. Es posible, como lo
observo Aristételes, que los agrupamientos de cinco en

MBaver, C. B. A History of Mathematics. John Wiley. New York. 1968.

cinco o de diez en diez (sistema decimal), sean el resul-
tado del "accidente anat6mico de que la mayor parte de
nosotros nacemos con cinco dedos en cada mano y pie".
Aungque, como lo sefiala Boyer, tal vez hubiese sido
mejor, desde el punto de vista matemético, que el hom-
bre hubiese tenido cuatro o seis dedos en cada mano,
yaque eso hubiese dado lugar a sistemas de numeracién
més funcionales.

De algunos pueblos sélo se tiene referencia de la forma
oral que emplearon para expresar niimeros (matlatzin-
cas); de otros, ademds de la oral, se conoce la forma
escrita, la cual imitaba en algunos casos objetos de la
vida real (sistemas egipcio y azteca).

Desde la antigiiedad, la humanidad se ha valido de
diferentes simbolos para representar niimeros; sin em-
bargo, no es suficiente tener simbolos para representar
niimeros, ya que serfa necesaria una gran cantidad de
ellos si para cada nimero usaramos un simbolo: es
necesario crear reglas que permitan combinarlos.

De esta manera, con una cantidad finita de simbolos es
posible representar todos aquellos niimeros que sean
necesarios.

Asf, con un conjunto finito de simbolos y reglas o prin-
cipios, se han creado diversos sistemas de numeracion,
que permiten representar niimeros.



Sistemas de numeracién posicional

Las operaciones (suma, resta, multiplicacién, divisién)
que hacemos con los niimeros est4n intimamente vin-
culadas con el sistema numérico usado. Seguramente,
para el lector ser facil multiplicar 372.38 por 24.858,
usando las propiedades del sistema de numeracién de-
cimal; le sugerimos que intente hacer lo mismo con el
sistema egipcio o el romano.

La notacién posicional de base b estd definida por la

regla:
M

(a,..a,a,-0,8,..), =

n a, 9,
=anb +..-+alb+a0+'b_+7+...

Por ejemplo:

(5203), = 5-62+2-6+0+% = 192%
Nuestro sistema decimal es, por supuesto, un caso es-
pecial, donde b es igual a diez; en este caso, el subindice
b en (1) se omite.

Las generalizaciones més sencillas del sistema decimal
se obtienen cuando tomamos a b como un entero mayor
que uno y pedimos que las 4es sean enteros en el rango
0=a, <b. Esto nos da los sistemas binario (b =2), terna-
rio (b =3), cuaternario (b =4), quinario (b =5), etc. En
general, podemos tomar a b como cualquier niimero
diferente de cero y podemos escoger las 4es de un
conjunto cualquiera de niimeros.

Las 4esen (1) se llaman digitos de la representaci6n.
El digito a, para una k grande -se dice- es més signifi-
cativo que el digito a, para una k pequeiia; de acuerdo
con eso, se dice que el primer digito de la izquierda es
el digito mis significativo y el dltimo digito de la dere-
cha, el digito menos significativo. En el sistema binario
estdndar, a menudo los digitos binarios son denomina-
dos bits; en el sistema hexadecimal (base 16), los digitos
se denotan generalmente de lasiguiente manera 0, 1,2,
3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F.

Sistema decimal
El sistema decimal de numeracién emplea simbolos
que han sufrido transformaciones desde que aparecie-

ron por primera vez. Asi, en las paredes de una cueva
situada en una colina llamada Mana Ghat, en la India,

;;Knuthl, D. E.The Art of Computer Programing. Vol. 2. Addison-Wesley Reading
a. 1981.



se encontraron las siguientes representaciones que da-
tan del siglo Il a. C.; representan a los nimeros 1,2, 4,

STy,

En Nasik, también en la India, se descubrieron los
siguientes simbolos que representan a los nueve digitos:

AR
éﬂ?b%

Los drabes aprendieron ese sistemay lo difundieron en
Europa; donde se usaron, a partir del siglo XV.

Por su origen y difusi6n, al sistema decimal de numera-
ci6n también se le conoce con el nombre de indo-aré-
bigo.

Mediante combinaciones de los simbolos para los
diez digitos, y usando los principios aditivo y posi-
cional, se puede representar cualquier niimero; asi,
125 = 100+20+5. = 1(10)*+2(10)+5(10)°

Sistema binario

El sistema de notaci6n binaria tiene su propia e intere-
sante historia. Se sabe que muchas tribus primitivas de
la actualidad usan un sistemna binario de conteo (efec-
tuando agrupamientos de dos en lugar de cinco o diez),
pero no cuentan en un verdadero sistema binario, ya
que no tratan a las potencias de dos de manera espe-
cifica.

Las unidades de medida inglesas, del siglo XIII, para
liquidos son las siguientes:

2 demibushels = 1 bushel or firkin
2firkins = 1 kilderkin
2 kilderkins = 1 barrel
2barrels = 1 hogshead
2 hogsheads = 1 pipe
2pipes = 1tun

2glls = 1chopin
2 chopins = 1pint
2pints = | quant
2quarts = 1pottle
2 pottles = gallon
2galions = 1 peck
2peck = 1demibushel



Tal vez, como lo indica Knuth®®, los verdaderos inven-
tores del sistema binario fueron los vinateros ingleses.

Laprimera noticia que tenemos sobre la notacién bina-
ria como tal, data de 1605, ésta aparece en un trabajo
de Thomas Harriot (1560-1621)

El primer trabajo publicado sobre el sistema se debe al
obispo espaiiol Juan Caramuel Lobkowitz, quien desa-
rrollaen el mismo trabajo, Mathesis biceps 1 los sistemas
numéricos con bases 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, 12y 60

Notacién cientifica

1. éSabes cudl es la masa de la Tierra en gramos? ¢Y la
de un electrén? Las respuestas a estas preguntas son,
respectivamente:

5980 000 000 000 000 000 000 000 000 gramos
0.000 000 600 000 000 000 000 000 00091091 gramos

{C6mo lees estos niimeros? ¢Cémo los sumas, multi-
plicas o divides? Parece evidente que, a pesar de las
bondades que indudablemente tienen el sistema de
notacion decimal y -en general- los sistemas posiciona-
les para representar un niimero, al menos en este caso,
se presentan serias limitaciones.

(\I;Knuth, D. E-The Artof Computer Programing. Vol. 2. Addison-Wesley Reading
Ma, 1981.

Por tal razén, se ha desarrollado un sistema de repre-
sentaci6n de nimeros que se denomina notacién cien-
tifica, que consiste fundamentalmente en representar al
niimero como producto. Uno de cuyos factores es una
potencia de 10; asf, en los ejemplos de la masa en
gramos de la Tierra y de un electrén, una repre-
sentacion de dichos niimeros seria Ia siguiente:

598x10%,
91091x10°%,

para el primero y
para el segundo.

Conesarepresentaci6n, las operaciones resultan suma-
mente sencillas, ya que se aprovechan las propiedades
delcampo de los niimeros reales; el producto de los dos
ntimeros serd, entonces:

(598x10%) (91091x10%2) =
(598x91001) (10%x10%) =
(54472418) (10°%) = 54472418 x 107

=5.4472418

Como podrés observar, los algoritmos, y en general la
aritmética de los niimeros reales, estdn intimamente
vinculados con el sistema de representaci6n de los ni-
meros.

10



Por lo tanto, a partir de un sistema posicional de repre-
sentacién numérica, un niimero, Z € f, se representa
de la siguiente manera:

Z=%(aa, .ay.G,0,.. )q

a_, a_
=:(aqu +a_g" +.+ g +71 2+ )

7

Una representacién en notacién cientifica de este nii-
mero seré:

Z=*(aa, 6 ..0,a,0,..)q

a a a
= 4 X + k-1 + + 0 + —i + <
== q
q 7 kLT gkt
con b,=0
q=10

En dispositivos finitos, como una computadora, esta
representacién debe tener una longitud finita ¢, por lo
que el nlimero se convierte en:

Z=%(byb,.b)q

b, b, b_,
Z=z¢ |3+ Qo5 +..+-3
q q q

Ejemplo:

-36.12 = (3-107+6-10%+1-103+2-10%) -10°
= (0.3612) (-10?)

NUMEROS EN PUNTO FLOTANTE

El término aritmética de punto flotante es un concepto
de la ciencia de las computadoras, pero también es
comprensible para cualquiera que ha usado una regla
de célculo o trabajado conlogaritmos; el concepto pudo
haber sido tambien familiar para los astrénomos medie-
vales que multiplicaron grandes nimeros mediante el
dispositivo denominado posthaphaeresis.®

La primera operaci6na que un nimero es sometido por
la computadora es el redondeo, por medio de la cual la
computadora gnarda la parte més significativa de un
niimero, de acuerdo con sus posibilidades. Esto se de-
be a que la computadora, por limitaciones fisicas, sélo
puede almacenar un niimero finito de digitos.

(eSheriock Holmes in Babylon®. The American Mathematical Monthly. Vol. 87
pp. 335

1



Abordemos tal descripcién, plantedndonos ahora la
situacién de que sélo disponemos de la capacidad de
almancenar un nimero finito de digitos de un nimero
real: {qué es lo que debemos almacenar entonces?

La pregunta anterior nos conduce a la siguiente ¢Cudl
es la parte mds significativa de un niimero a partir de su
expansion decimal? Para entender bien esta pregunta es
necesario tener presente que en la practica los niimeros
reales representan magnitudes y, por consiguiente, su
parte mds significativa es aquélla que nos representa
mejor su magnitud.

Afortunadamente, la respuesta es simple, ya que gene-
ralmente los seres humanos hacemos la misma aproxi-
macién que las computadoras, para guardar de una
manera efectiva la informacién més diversa sobre el
mundo, la sociedad en que vivimos y nuestra vida per-
sonal. {Cémo hacemos la operacién de redondeo?..
iTomamos los digitos que estdn més a la izquierdaenla
representacién decimal!

Ejemplos:
n=31415  $898.95 = $898.00
V2 =1414 1/11 = .0909
1/3 =0333 .000123 =.0001

Si suponemos que s6lo contamos con dos lugares para
almacenar los digitos de un niimero; entonces, para
almacenar los niimeros del ejemplo anterior, podria-
mos "redondearlos” de la siguiente forma.

x->31 $898.95 - $90.
V2 - 14 1/11-.09
1/3-+03 .000123 - ,00

Como podemos observar, el "redondeo" aqui deja mu-
cho que desear; pues, en algunos casos, el valor alma-
cenado no se parece en nada al nimero original. El
ejemplo es extremoso pero tiene por objeto mostrar lo
inadecuado, en algunos casos, de la notacién decimal
comiin y el absurdo a que nos puede conducir su mal
uso.

Si nos volvemos esclavos del punto decimal, esto nos
hace guardar informaci6n irrelevante.

Por otro lado, la notaci6n cientifica puede ser muy iitil
para hacer compacta la escritura decimal de un niimero
real.

Ejemplo:
38400000000000 = 384 x 10"
.0000000000384 = .384 x 10"

12



Sin embargo, si la colocaci6n del punto decimal sigue
siendo todavia un problema, éste se resuelve cuando
logramos que todos los nfimeros reales.. itengan el pun-
to decimal en la misma posicion!

Ejemplos:

7 =31415..x100  898.95 = .89895x 10>

VZ = 1414..x 102 % = 90909 x 10

% =333..x10° 000123 = .123x 102

Por lo tanto, todo niimero real x>0 se puede escribir
en la forma:

d d. d
Ly 24 by |

x = =+ =3
10 100 10°

dy %0

En general, en base arbitraria g:

x= %(bb, .b)5

=t f1 +b,8-2 + .. + b, 80"

=+ (,2—::1 bjﬂ_']ﬁ‘

Donde:
B = base
e = expunente
.b\b, ... b= mantisa
t = precision
b, = digito
b, #0

Denominamos a esta representacién de un niimeroreal
representacion normalizada en base f.

La ventaja de ia formulaci6n anterior es que nos indica
la manera adecuada de redondear un niimero, puesto
que se "intuye" que la operacién de redondear indica
que debemos truncar la serie, pero debemos respetar el
exponente e.

Ejemplo. Una forma de redondear a 2 cifras los niime-
ros del ejemplo anterior:

x> 31x10! $898.95 - $.89x 10°
V2~ 14x 10! .%.».90;(10‘1
% - 33x10° 000123 » .12x 10

13



Otra forma muy usada de redondear consiste en tomar
en cuenta el primer digito a partir del cual se va a
truncar; si €ste es mayor o igual que 5, entonces, incre-
mentamos el iltimo digito que se vaa conservar poruna
unidad.

Ejemplo. Otra forma de redondear:

$898.95 > $.90x 10°
1—11 = 909090..x 10" » 91x 107"

Por lo tanto, redondear un niimero real es aproximarlo
mediante una expansién decimal finita. Esto se obtiene
tomando la parte més significativa de x de su repre-
sentacién decimal normalizada.

Por lo tanto, si denotamos por r(x) al nimero redondea-
do de x tenemos que:

rx) = sign(x) - m - §°

Donde:
-1 six <0
sign(x)=<0 six=10
1 six >0

d d d,

2 t

y m=ﬂl'+Fz-+...F

A la forma de redondear, en la cual sélo se trunca la
serie, se le llama redondeo por corte; y a la que toma en
cuenta la magnitud de los digitos que se van a eliminar
se le lama redondeo simétrico.

Por lo tanto:

. d 4, 4,
r(x) = sign(x) Il + E + .. + E Jid
re(x) side <f/2
fs(x) = »
re(x) + é sidy = /2

Como es natural, esperamos que esta forma de repre-
sentar nimeros reales sea la més adecuada para em-
plearse en la computadora digital, ya que la operacién
de redondeo es simple en su ejecucién en esa repre-
sentacién. Sin embargo, la simpleza no es una razén
suficiente, lo que queremos es la utilidad.

14



En primer lugar, la base 10 es poco comiin en las
computadoras, son mas comunes las bases 2,4, 8 y 16.
Esto no presenta mayor problema, puesto que los resul-
tados con base 10 se pueden extender muy facilmente a
cualquier otra base.

Errores

Usualmente los datos de un problema provienen de
medidas experimentalesy éstas estén influidas por erro-
res sisteméticos. Ademds, se presentan errores de re-
dondeo cuando se toma un nimero finito de digitos de
los niimeros.

Sise hacen las operaciones en una calculadora que sélo
puede manejar un niimero de ¢ digitos; entonces, por
ejemplo, el producto de dos niimeros usualmente cons-
tar4 de 2t digitos y, por consiguiente, habr4 que "redon-
dear" el resultado. Como veremos, el efecto de
redondeo puede afectar mucho los resultados o puede
ser insignificante; eso dependerd del problema y del
método numérico usado.

Errores de truncamiento, son los que se presentan
cuando un proceso infinito es truncado. Esto sucede,
por ejemplo, cuando una serie infinita se reduce a un
nimero finito de términos o cuando una derivada se

aproxima por un cociente de diferencias. En este iltimo
caso también se usa el nombre de error de discretiza-
cién.

Error relativo y error absoluto

Supongamos que cada semana todo individuo que per-
cibe ingresos debe pagar al gobierno mil pesos de im-
puesto. Es evidente que la proporcién que esto
representa para el salario individual no es igual para
todos: iProtesta nacional!

Tratemos de pensar en un invento genial: Imaginemos
una balanza de uso universal, es decir, que sirva para
pesar objetos tan pequeiios como una célula o tan gran-
des como un camién cargado. {Qué caracteristicas de-
berd tener?

a) La graduacion de la balanza deber4 ser extremada-
mente fina cerca de los pesos pequenos y, por cues-
tiones précticas, para pesos grandes podrén estar més
separadas las marcas.

b) Lo anterior significa que cerca del cero las marcas
deberdn estar muy préximas las unas de las otras y,
conforme nos alejamos del cero, deberdn espaciarse.

Lo anterior motiva la necesidad de juzgar "qué tan cerca
estamos del peso correcto”.

15



Supongamos que r(x) aproxima a una cierta cantidad.x,
¢qué tan buena es la aproximaci6n?

Redondeemos a 2 digitos los nimeros:

x = 3360048; y = .003360048
Entonces:

x = 3360048 x 10%; r(x) = .33x 10°

y = 3360048 x 102 r(y) = .33x 102
Pero:

x-r(x) = 600.48 = .60048 x 10°
y-r(y) = 000060048 = .60048 x 10"

Eso parece indicar que el redondeo "cuesta” mucho a
los niimeros grandes y poco a los pequefios. {Todavia
seguimos pensando que el redondeo es 1itil?

Consideremos la lista siguiente:

% i nx)
1.000... .100x 10!
1.007 .100x 10!
1.009 .100x 10
1.010 J101x 10!
2.792 279x 10
10.25 102x 102
10.27 102x 107
10.31 103 x 107
100.1 .100x 10
1015 101 x 10°
102 102x 10°
1000 100 x 10*
1009 101x 10
1010 101 x 10*

Observamos que para los nimeros entre 1y 10 la dife-
rencia entre dos redondeados consecutivos es .01 para
nimeros entre 10y 100 la diferencia es .1y para niime-
ros entre 100 y 1000, 1. Geométricamente la situacién
es que cerca de cero los niimeros estdn muy cercanos
entre sf, y lejos de cero estén separados.
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Los nfimeros representados son:

1, 1.01, 1.02, 1.03, ..., 1.99, 2.00, ..., 9.99
10, 10.1, 10.2, ..., 109, 11, ..., 99.9
100, 101, 102, ..., 109, 110, ..., 999
1000;

Paran =1, lasituaci6n es critica, pues la lista serfa:

1,2,3,.,9

10, 20, 30, ..., 90

100, 200, 300, ... 900

1000
Estamos al parecer en un conflicto, pues sabemos que
el redondeo se usa en la préctica y vemos que tiene
limitaciones. Pero lo més extrafio es que no hemos ofdo
queja. éPor qué? Seguramente porque debe tener algo
bueno, pero, équé es? Es natural sospechar que esta-
mos juzgando mal al redondeo, ya que cuando reden-

deamos estamos interesados en la parte mds significa-
tivay ésta depende del niimero. Asf que para medir su
efectividad es conveniente que usemos una medida
relativa y no una absoluta,

Six y y son los nimeros del ejemplo anterior, tene-
mos

x —r(x)
x

= 2x10?

_ ‘L“ r(y)
y

Vemos que el "error relativo” es una medida més ade-
cuada para juzgar el redondeo.

Si r(x) es un redondeo de x entonces:

El error absoluto de  r{x) es

Ey= |r@x)-x]|

El error relativo de r(x) es

g(x) —X

X

six#0
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ARITMETICA DE COMPUTADORA

Alagente le sorprende descubrir que las computadoras
no siempre “calculan la respuesta correcta”. Una de las
razones por las que las computadoras fallan es que los
niimeros, sobre los cuales efectuan sus célculos, son
aproximados o redondeados. Los nimeros reales gene-
ralmente son representados en una computadora usan-
do un nitmero fijo de bits; 32, 36 y 60 son los niimeros
mé4s comunes de bits.

Una computadora que usa 32 bits para la aritmética
real, puede representar solo 2* nimeros reales diferen-
tes. {Cudles, del infinito nimero de reales, son repre-
sentables?

La respuesta es: un conjunto particular de niimeros de
punto flotante. Este conjunto Q,, €s un subconjunto
finito de los niimeros racionales Q, que -a su vez- son
subconjunto de los reales.

El conjunto de niimeros representables depende del
formato implementado en la computadora. Un formato
de punto flotante, junto con las reglas para efectuar
operaciones aritméticas con niimeros en dicho formato,
constituye un sistenma de punto flotante. La mayoria de
las grandes computadoras tiene integrado, por lo me-
nos, un sistema de punto flotante en el hardware. La

mayorfa de las microcomputadoras no tiene hardware
de punto flotante, pero hace célculos de punto flotante
a través del software.

El sistema descrito a continuaci6n estd basado en el
estandar de la aritmética binaria de punto flotante, fue
adoptado en 1985 por Ia ANSIy formulado por el IEEE.

Los niimeros representables que estudiaremos son los
de la forma:

(-1 (dd,...d)p°

En donde:
s determina el signo del niimero
d, son digitos talesque 0 sd, <f; d; =0 .o
e eselexponentey E_, <e<E,
B es la base del sistema
t digitos de la mantisa o precisién

[Epiw Einad €8 €l rango de los exponentes

18



Es claro que son cuatro pardmetros los que determinan ~ En donde:
este conjunto de nimeros representables en un sistema
de punto flotante. Dichos parAmetros son: 0=d,<1

ﬂ ’ t’ Emln’ Emnx
Los niimeros que constituyen este COIljlmtO son:

En lo sucesivo denotaremos el conjunto de nimeros
representables en una computadora de la siguiente ma- 15371337 1 337 u{0}
e na comp & 4'16°8°16°2°8°4°8° ' 4°2'4 "
Ya que:
Oy = 0, b oy Eray) 1
1.1 1
Es fcil ver que éste es un subconjunto finito de nime-  (.100), X 2 = 3%3°%
ros racionales que, en general, podemos denotar como; 11 15
(.101)2X2'1 = 2 +§ X-Z- =-1—6-
Oy = Q6,4 Epyy En) = {x | x = =mp°}U{0} L1, 1y .13
(110, x 21 = |5 + 4| x5 =3
1. 1.1 117
Para aclarar, consideremos los siguientes ejemplos: (1), x 27 = 2 + 4 + _8-) X 257
1. Sea O,, = Q(2, 3, -1, 2), tenemos entonces un con- (.100), x 20 = l) X1= 1
junto tinito de nimeros l‘)inarios con tres cifras; por 2 2
lo que, en general, son niimeros de la forma: (101), x 2 = % +% x1 = %
+d, d,d, x2° o (1,1 =3
1% (10),x2° = |2 +7 x{ 7



(nmxf=@+%+%x

—
]
ool

(100, x2 =2 x2 =1
1o (1,1 =3
(101), x 2" = 2+8 x2-4
1o (1,1 =3
(110),x2' = |5 +7| x2 =3
(1,11 A
(111),x 2" = 2+4+8 x2 n
etc.

2.8iQy = 010, 1, -1, 1); los ntimeros de este sistema
son:

+.1x 107
+2x101 ..
,+9x100
+.1x 100
+2x10° ..
,+9x10°
+.1x 10" ,
+.2%x100 ..
, +.9x 10

Ademis de los negativos y el cero. Este conjunto tiene
solamente 55 nimeros.

Por lo tanto, un niimero representado en computadora,
esto es, un nimero perteneciente a un conjunto O,
tiene tres componentes:

L Unsigno aritmético ......... sign(x)
2.Unexponente .............. e

. . 4 4 4,
3. Una fraccién o mantisa ..... m=g+ 7 + 7
Con las siguientes propiedades:
21
i) B =m<l
i) pl=|x| < six#0

iif) x = sign(x)mp*

En consecuencia, se puede representar como una terna:

(sign(x), m, e)

20



Para hacer célculos numéricos en la computadora es
necesario, en virtud de las caracterfsticas de Q,, definir
una funcién de & en @, que denominaremos redondeo.

Antes de formular esa funcién, es necesario hacer notar
que existen nimeros reales con valor absoluto muy
pequefio que nio pertenecen a 0y, ya que basta que el
exponente del niimero en base § sea menor que E_ .
Lo mismo sucede para niimeros con valor absoluto muy
grande.

Porlo tanto, y en virtud de la finitud de Q,,, existen dos
nimeros p y g en Q,,, tales que:

Ipl=|x] Yx€Q,
lglz|x| VxEQ,

Por lo que la representaci6n en una recta del conjunto
de niimeros de computadora Q,, serd similar a la si-
guiente figura:

En todo conjunto Qy,, el niimero mis pequefio y el
niimero més grande se expresan en funcién de la base, -
en la siguiente forma:

p =% xﬂEmin = ﬁme‘n—l

= (1 - J)fFe = poon = o

Ejemplos: Dados Q(2, 3, -1, 2) y Q(2, 1, -1, 1), los.
niimeros més pequeiios en valor absoluto son: o

1 1

a1 _ L A 2

2=y 2=
Y los mimeros més grandes en valor absoluto son:

22-2“=3% y (1 —%)2:1
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Para definir la funci6n de redondeo, es necesario agre-
gar dos elementos a 0,, que sean las imAgenes de todos
los nimeros reales mis pequefios que p y mds grandes
que g; denotamos a estos elementos como overflow y
underflow. Definimos la funcién de redondeo de la
siguiente manera:

r: R = 0, U{o}U{underflow }U{overflow}
Tal que:

overflow si x| >g

r(x) si ps|x|=<g
r(x) =

0 si x=0

underflow si  0<|x|<p

Decimos que x €R estden el / rango de 0, si:

x=0 6 p=lx|=g

En este contexto, es evidente que el error relativo que
se comete al redondear un niimero depende del sistema
0, de una méquina particular; independientemente de
ello, podemos expresar este error, que se acostumbra
denominar PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE 0,,, de la
siguiente manera:

Six estd en el rango de Q,,, entonces:

x—(_)_ ﬂl-—t
para el redondeo por corte.
Y x = r(x) < 1 ﬁ"'
x 2

para el redondeo simétrico.

OPERACIONES EN g

Como es natural, queremos usar la computadora para
hacer las operaciones aritméticas usuales; sin embargo,
como el conjunto Q,, s finito, no es posible realizar las
operaciones en forma usual, debido a que Q,, no es
cerrado bajo ninguna de las operaciones. Para ejempli-
ficar, consideremos a 0, = 0(10, 1,-1. 1); dos elemen-
tos de este con]umo son: .9x10'y 4 x 10%; la suma de
ambos es .13 x 10, que no pertenece a QM, ya que
r(13x 10%) = overflow.

Debido a lo anterior, las operaciones aritméticas se
hacen s6lo de manera aproximada. En la préctica, la
mayorfa de la gente no lo nota, sobre todo en el campo
de las aplicaciones comerciales o contables, donde no
se necesita mucha precision, no asi en el campo de la
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aplicacién cientifica o numérica. Es por ello que en esta
iiltima drea es necesario, en ocasiones, usar la denomi-
nada doble precisién.

El disefio de las operaciones aritméticas en compu-
tadora hace que el error relativo de los resultados sea
el minimo posible, dentro de las limitaciones de Q.

En general, si denotamos por e la diferencia entre el
niimero real y el nimero de computadora que se apro-
xima a aquél, tenemos lo siguiente:

operaciones en operaciones en QM

D) . (at+b)(I+e)
@b e . (a-b) (I+e)

4 b e (a-b)(I+e)

A+h — e e (asb) (I+e)

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES
Para denotar cualquiera de las operaciones aritméticas

en 0, usaremos el simbolo *,y * para las operaciones
en N; donde:

Xty = )

Expresamos la propiedad fundamental de las operacio-
nes en Q) en la siguiente forma:

!x*z! - !x*z!

X¥y

<g~*

Donde:
x*y=(*y) 1 +9)
[o] <€y

La suma y la multiplicacién en Q,, son conmutativas,
€sto es:

x®y=ydx

xQy=y®x

La miltiplicacién es casi asociativa:

x®y)®z=xQ(yQz)



Pero, desafortunadamente, la adicién no es asociativa,
esto es:

xPyY)Pz=xB(yD2)

Consideremos un conjunto Q,, con 8 = 10yt = 4
Entonces, si:

a = 04651 x 10-3

b = 02524 X 10-3

¢ = 01333 x 100
Entonces:

(@®b)®c = 01340 X 100

a® (b ®c) =0.1341 x 100
Este ejemplo "parece” no ser muy grave, pero nétese
que s6lo hemos sumado tres sumandos y en los cdlculos

numéricos se efectiian miles, y a veces millones, de
operaciones.

El problema de que la suma no sea asociativa nos
preocupa porque nos plantea la pregunda obvia: {CO-
MO SUMAMOS?

Recordemos quesi x, y € 0, entonces:

x@ = (x+y)(I+90) =(x+y)+(x+y)0 donde o=<u

Esto sugiere, como método préctico para efectuar una
suma, ordenar los sumandos de tal manera que:

X <X < .. <X

Y efectuar la suma a partir del sumando més pequefio,
de tal manera que si ]a suma de la computadora es:

S=x +x,+.+x,

Tendremos que, de manera anéloga a las propiedades
fundamentales del error, enunciadas anteriormente:

S-S5

<u

Mencionamos en secciones anteriores que podemos
representar los niimeros de (,, como una terna forma-
da por: un signo, sign(x); una mantisa, d, d,, ... d, y un
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exponente, e. Por lo que surge de manera natural la
siguiente pregunta: {C6mo son divididos los bits de una
miéquina real de 32 bits entre el signo, el exponente yla
fraccién para prop6sitos de punto flotante?

La respuesta varia de maquina a mdquina, y es instruc-
tivo examinar ¢6mo son los nimeros de punto flotante
en dos méquinas reales de arquitectura diferente.

Las computadoras IBM, tales como la 4300 y la 3080,
usan nlimeros hexadecimales en punto flotante (base
B =16) . Para niimeros de precisién sencilla, el nimero
de digitos en la fraccién es ¢ = 6; de los 32 bits, en una
palabra sencilla, los primeros 7 bits estan dedicados al
exponente. El siguiente bit es el bit del signo, los 24 bits
restantes contienen seis grupos de cuatro bits cada uno,
los seis digitos hexadecimales representados en binario.
En estas méquinas, no necesitan ser normalizados los
niimeros, de tal manera que el primer digito hexadeci-
mal de la fraccién puede o no ser diferente de cero. Se
supone que el punto decimal precede al digito mas a la
izquierda. Representando el signo por S, el exponente
por E 'y la mantisa por M, el esquema de un niimero de
punto flotante de precision sencilla en estas maquinas
IBM esté dado por:

6l 18 1

donde los digitos de la parte inferior del esquema re-
presentan la posicién del bit en una palabra de 32 bits.

Otras méquinas dividen el espacio disponible de dife-
rentes maneras. Las computadoras VAX-II de Digital
Equipment Corporation (DEC) también usan niimeros
de punto flotante en precisién sencilla de 32 bits, pero
su representacién interna es completamente diferente.
Las VAX requieren que todos los nimeros sean nor-
malizados, pero el primer bit -l que siempre estd acti-
vado- no es explicitamente representado, de tal manera
queuna fraccién de ¢-bits realmente representat + I bits
significativos. La base es =2y la fracci6n tiene ¢ =23
bits, mas el bit del signo. El exponente ocupa 8 bits
representado en notaci6n exceso-128. Un valor especial
del exponente es reservado como un caso especial; si
los ocho bits del exponente son todos cero, no se consi-
dera como -128 (el exponente). La interpretacién del
ntimero depende del valor del bit del signo. Si el bit del



signo es cero, entonces €l niimero es considerado como
el cero de punto flotante, sin importar el valor de los
bits restantes de la fraccién. Si el bit del signo es uno,
entonces el niimero es considerado como "ndmero in-
valido", el cual, cuando es identificado, dispara un ope-
rando de error. Esta caracteristica fue la precursora de
los NaNs, definidos mediante las normas actuales de
punto flotante. El arreglo de los bits en una palabra de
32-bits es peculiar en la VAX. Denotando al bit del
signo por S, el exponente por E'y la parte fraccionaria
por.If,f,, donde f, contiene siete digitos significativos y
f, contiene los tiltimos 16 bits. Entonces en la memoria,
el niimero de punto flotante es almacenado como:

ANTECEDENTES HISTORICOS

Hasta principios del siglo XIX "la matemética parecfa
miés tarea de fisicos o de ingenieros que de matema4ti-
cos". Esta aseveracion de Babini y la revisién hist6rica

desde la época de las culturas babilénicay egipcia hasta
el presente, nos inducen a afirmar que la matemdtica,
hasta antes detl siglo XIX, era fundamentalmente numé-
rica y no analitica. En la clasificacién de las ciencias,
elaborada por los enciclopedistas franceses, la matemé-
tica encabezaba la lista de las ciencias naturales y se
decia que"... (su) objeto (de estudio) es la cantidad...".

Asi, a lo largo de la historia, y en diversas culturas,
encontramos algoritmos para resolver problemas nu-
méricos, que se pueden considerar como antecedentes
historicos de los métodos numéricos actuales. La dife-
rencia esencial entre unos y otros es el uso de los
dispositivos de calculo.

Con el objeto de tener una visién panordmica de lo
afirmado en el parrafo anterior, presentaremos en esta
secci6n algunos problemas y las soluciones propuestas
en diferentes épocas y culturas.

EGIPTO

El conocimiento que tenemos de la matemética egipcia
se desprende, fundamentalmente, de dos documentos
escritos alrededor de 1850 a.C. y1650 a.C,, respectiva-
mente: El papiro de Moscii y el papiro de Rhind.
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Lamayor parte de los problemas son de origen practico,
se refieren a alimentacién de animales, almacenamien-
to de granos, etc.

El problema 24 del papiro de Rhind es el prototipo de
una serie de problemas que clasificamos en la actuali-
dad como ecuaciones lineales en una incégnita (zha =
cantidad para los egipcios). La traduccién seria la si-
guiente: "Aha, el total, més su séptima parte hacen 19"
La ecuacién resultante en la notacién actual serfa:

x+= =19

.3
7
Los egipcios usaban el método de falsa posicién para
resolver ecuaciones mediante la asignacién de un valor
ala incignita, y comprobaban si se satisfacian las con-

diciones dadas; en caso de que no, sustituian el valor
mediante una proporci6n simple.

X

4

el valor de 4 y tendremos que x +§ = 5en lugar de 30;

Ejemplo: Para resolver x +=- = 30 podemos asignar ax

ya que 5 debe ser multiplicado por 6 para obtener 30;
por lo tanto, la respuesta debe ser24 = 6x4

MESOPOTAMIA

Las raices cuadradas parecen haber sido calculadas
mediante la siguiente f6rmula:

Existen textos cuneiformes con problemas de interés
compuesto, tal como el de la cuestién de qué tanto
tiempo es necesario para que determinada cantidad de
dinero sea duplicada, al 20% de interés. Usaban técni-
cas de interpolacién en la solucién de este tipo de
problemas.

INDIA

Los textos hindies més antiguos (en los que existen
referencias matemaéticas) datan de los primeros siglos
de nuestra era.

Entre otras cosas, se encuentran algunas aproximacio-

nes curiosas en términos de fracciones unitarias, tales
como:
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1,1 1

VI = L+t T = L4121
11 1 1 2
7w =4 (1= + 5529 ~§x29%6 T 5X29 X6 X8

El hecho curioso es que estos datos, encontrados en los
Sulvasutras, no aparecen en los trabajos hindiies poste-
riores; lo que nos habla de 1a falta de continuidad de la
tradicién en la matemética hindi, a diferencia de sus
homélogas egipcia y babilénica.

CHINA
Dinastfa Han (206 a.C. - 220 d.C.)

"La matemdtica de los nueve capitulos” consiste princi-
palmente en un conjunto de problemas con reglas ge-
nerales para su solucién; son de caracteristica
computacional aritmética y conducen a ecuaciones al-
gebraicas con coeficientes numéricos.

Una serie de tales problemas conduce a sistemas de
ecuaciones lineales como el siguiente:

N4+2y+z =39

2e+3y+2 =34
r+Y+32=26

Que es escrito en forma de matriz de sus coeficientes.

Lasolucion se obtiene mediante lo que ahora denomi-
namos transformacién de matrices.

SIGLOS XVII - XIX

Poco después del descubrimiento del célculo diferen-
cial e integral, se desarrollaron nuevas técnicas que
facilitaron el clculo numérico.

La primera de ellas fue el trabajo de Brook Taylor de
la expansion en series de potencias de muchas funcio-
nes.

Otra herramienta importante en el computo numérico
fue el desarrollo del cdlculo de diferencias finitas. Mu-
chas de las técnicas o métodos numéricos actuales lo
utilizan,
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SIGLO XX

Es indiscutible que la gran herramienta del siglo actual
es la computadora y, por supuesto, los métodos numé-
ricos no sélo han hecho uso de la misma, sino que son
fuertemente determinados por ella. De hecho, en la
actualidad no es posible hablar de métodos numéricos
sin que éstos estén disefiados para plantearse a través
de un lenguaje de alto nivel. -FORTRAN, Pascal, C- en
las computadoras.

CONCLUSION

Una etapa importante en la aplicacién de la matemética
es la capacidad de complementar la solucién de un
problema, lo que en muchos casos significa obtener
nameros para poder continuar con algin proceso de
produccién o de investigacion.

Resolver un "problema numérico" nos conduce, nece-
sariamente, a la obtenci6n de niimeros. Parece sencillo,
sin embargo es dificil lograr que esos nimeros se ape-
guen a la realidad. Es decir, dado que en general sélo
podemos obtener soluciones aproximadas, es preciso
desarrollar toda una serie de métodos o algoritmos
bésicos que, combinados adecuadamente, nos lleven a
la soluci6n con un costo minimo y méximo grado de

precisi6n. Para ello, serd necesario cubrir los siguientes
requisitos:

i) Tener conocimientos te6ricos.

if) Desarrollar cierta capacidad para interpretar ade-
cuadamente un problema dado, o bien traducirlo a
un problema soluble numéricamente.

iii) Conocer los procedimientos basicos mencionados y
ser capaces de aplicarlos a cada problema.

iv) Manejar un lenguaje que nos permita describir, de
manera clara y sin ambigitedad, la forma de resolver
un problema particular,

Para una buena cantidad de problemas numéricos no
serd suficiente con los puntos anteriores, pues si la
cantidad de operaciones que haya que hacer rebasa
los recursos humanos, serd necesario echar mano de
una computadora de alta velocidad.

Se puede verificar que la matemética naci6 asociada
con las necesidades de la civilizaci6n humana. La arit-
mética y la geometria elementales fueron los pilares
sobre los que se desarrollaron inicialmente la construc-
cién, la navegacion, el control de las transacciones co-
merciales y la administracién,

Las actividades humanas presentaron problemas nue-

vos a la matemética, lo cual estimulg su desarrollo. A
su vez, el progreso matemético gener6 métodos
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mis efectivos, expandié su 4rea de aplicaci6n y asf
impuls6 un mayor progreso cientffico y tecnolégico.

A través de las computadoras, muchas ciencias estdn
logrando su "matematizacién". Las computadoras han
aumentado el potencial intelectual de la humanidad;
eso las hace ocupar un lugar privilegiado entre otras
méquinas y permite considerar su invencién como uno
de los mds grandes logros de la humanidad.

La influencia que la matemética puede tener en los
diferentes campos de la actividad humana depende:

a) Del nivel de desarrollo del aparato matemaético.

b) Del grado de madurez del conocimiento del objeto
de estudio.

¢) De la capacidad del grupo de individuos interesados
en construir un modelo matemético en el que queden
representadas las caracterfsticas mas importantes del
objeto.

Los modelos matemdticos estdn siempre basados en
una simplificacién o idealizacién del objeto, y constitu-
yen una aproximacién a él.

Como consecuencia del reemplazo de objetos por mo-
delos, la investigacién de los objetos se traduce en la
formulaci6n de problemas mateméticos, lo que permite
emplear un aparato matemético universal que es inde-
pendiente de la naturaleza especifica del objeto.

La complejidad en la construccién y andlisis de un
modelo matematico depende generalmente de la com-
plejidad del objeto. Antes de la aparicién de las compu-
tadoras, los métodos analiticos fueron aplicados a la
solucién de problemas mateméticos. En esos tiempos,
los cientificos lucharon por evitar los cdlculos laborio-
sos y trataron de obtener resultados a modo de férmu-
las. Aquellos modelos mateméticos para los cuales no
era posible obtener una solucién en forma explicita no
fueron considerados o se les simplificé por medio de
hipé6tesis adicionales. La simplificacién del modelo cla-
ramente reduce el grado hasta el cual éste corresponde
al objeto bajo estudio, haciendo que los resultados sean
menos interesantes y, algunas veces erréneos.

Lasituacién ha cambiado bruscamente con la aparicién
de las computadoras. En los tltimos 30 aiios, la rapidez
para efectuar operaciones se ha incrementado por un
factor de 100 millones debido a éstas. De igual manera,
la aplicaci6n de métodos numéricos basados en las
computadoras ha expandido la clase de problemas ma-
tematicos que pueden ser analizados.
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En laactualidad, para construir un modelo matemético,
el cientifico no necesita luchar mucho para obtener
modelos simplificados. Su atenci6n ahora deber4 estar
enfocada principalmente en la forma de tomar en cuen-
ta las caracteristicas més importantes del objeto bajo
consideraci6n, para luego expresarlas adecuadamente
en el modelo matemdtico.

Una vez que el modelo estd construido, se presenta el
problema de desarrollar un método, muchas veces nu-
mérico, y usualmente para su planteamiento en una
computadora.

De esta forma, las computadoras nos obligan a conside-
rar a la matemética desde otro 4ngulo, como una herra-
mienta de investigacion con nuevas potencialidades, si
se usa en forma conveniente. Esto -a su vez- ha produ-
cido una reorientacién de varias ramas de la matemati-
cay el desarrollo de algunas nuevas.

Asf pues, la matemética computacional, es decir, el
andlisis numérico, se ha convertido en uno de los facto-
res més importantes que han permitido a algunas cien-
cias alcanzar un alto grado de desarrollo.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS”

1. Defina lo que significa "redondear un nimero real".

a) Escriba en forma normalizada los siguientes ni-
meros: 17, 1/3,VZ, e, .

b) ¢{Cuéntas cifras dex deben tomarse en cuenta para
tener un error menor que el .01%? Aplique este
criterio alos nfimeros del inciso (a).

2. a) Transforme los siguientes niimeros de base 10 a
base 2: 5847, 82.43,.0028

b) Transforme los siguientes niimeros de base 2 a
base 10: 1001001, 110.111, .00001101

c) Indique a cuéntas cifras significativas en base 10
equivalen a n cifras en base 8.

3. Hay cambios de base que se pueden hacer con mucha
facilidad. Por ejemplo, se puede usar la siguiente
tabla de equivalencias:

base 4 base 2
0 00
1 01
2 10
3 11
*Losejereicios se tomaronyfo adap de las obras citadas al final de esta secci6n.

Para transformar nimeros de base 4 a base 2 y vice-
versa, simplemente por un proceso de sustitucién,
como se hace aqui 31202, = 1101100010, o bien
11100101000, = 130220, N6tese que cada digito en
base 4 fue sustituido por una pareja binaria equiva-
lente, y viceversa.

a) Justifique por qué es valido el proceso.

b) Generalice el inciso anterior para cambiar mime-
ros de base B a base B° y viceversa.

4. a) Indique cudntos elementos de 0, hay entre dos
potencias consecutivas de la base e interprete geomé-
tricamente sobre la recta..

5. éCudles de los siguientes niimeros no estan en el
conjunto O(2, 4, -2, 2)? &Por qué? -1011 X 2|,
11011 x 22,1101 x 22, 2121 X 22, .01101 x 22,
-7615 x 2°

6. Describa el conjunto Q(8, 4, E, ;. E,..) para su com-
putadora. Si su computadora tiene doble precision,
describa el conjunto O, de doble precisi6n.

7. Localice en una recta los niimeros positivos del con-
junto 0(2,3,-2,1)

8. ¢Cuél es el intervalo méximo entre dos niimeros
consecutivos del conjunto Q(10, 8, -50, 49). éCudl es
el minimo?
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9. Dado (10,4, -2, 3) determine los siguientes valores,

£)-

d) (9.99999)r,

b) (— %)r ¢) (9.99999),
e} (m)r,

10. Determine los errores absolutoy relativo por redon-
deo simétrico y por corte para los niimeros del ejer-
cicio anterior.

11. Determine la unidad de error de redondeo de su
computadora.

12.Dados 8 = 10yt = 4; encuentre lasuma de xyy
para los siguientes valores:

a)x =.1234 x 10, y=.1234 x 10
byx =.1234 x 10", y = 4321 x 10°
x=.1234x10%, y=1234x10°
d)x = .1234 x 10%. = -1235 x 1(?
e)x =.1004 X 10>, y = -9987 x 10'

10
13."Lasuma en (), no es asociativa". Calcule E ¥a en

Qycont = 1yf = 10 de dos maneras dlstmtas €omo
se mdlca a continuaci6n:

a)CalculeS =S

e %,el/n con S, = 1, para obtener
el resultado en

b) Calcule T, = T, ; @ 1/(11-n), con T, = 1/10, para
obtener ef'resultado enT,),

Escnba una tabla donde aparezcan 1/n, r(1/n), S
»paran = 1,2, .., 10. {Qué puede concluir de sus
resultados?

14. a) Explique por qué en Oy, cont =zyf = 10
)3 =100
n=1

i) k esfinita, paratodak € Q,,

n=1

b) Dadok € O, calcule 3, k
n=1

15.Dadoa € Q\y,a > 0

a) Explique por qué la ecuaciénx @a = x no tiene -
solucién dnica en 0,

b) Calcule la solucién minima positiva.
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16. iCuidado con la "cancelaci6n desastrosa"!

Use aritmética cont = 2y f = 10 para calcular las
raices de la ecuacién ac’ + bx + ¢ = 0, para los
siguientes valores:

a=.45(0%
=.20 (10"
¢ =-22(10%

Usando los siguientes métodos:
a)r, = (-b-Vb* = dac)/(2a)
r,=(-b + Vb = 4ac)/(2a)
b) r, como en el inciso anterior
ry = ¢/ (r,a) Qustifique esa relacién.)

Verifique en ambos casos sus resultados comparén-
dolos con la soluci6n "exacta". éQué puede concluir?

17. El objetivo de este problema es mostrarun cami-
no para determinar el mimero de digitos, ¢, y la
base, B, de unsistema de punto flotante cualquie-
13, 0B, n, By E oy

a) Demuestre que, en Q(B,n,E ., E_ ) > 1=p"
i=1

b) Haga ver que S, (8" =p" + B,endonde S, esla

funcién "sucesor”.
¢) Demuestre que " + § = inf, (8" ® 2" # b")
d) éC6mo se puede calcular B a partir de (a) y (c)?

Para calcular n:
e) Verifique que:
DEE®1=5+1 sid<k<n
e =4 sinsk

De lo anterior se desprende que:
n = inf(k > 0 ® 1=F¥)

f) Diga c6mo calcular n partiendo de que ya conoce
B del inciso (d).

18. Encuentre el (los) punto (s) de inflexién de la
funcién dada por la siguiente tabla:

i o fix) i X Je)
1 373 11 220 565
5 415 12 229 575
10 438 13 23 590
15 459 14 231 620
20 491 15 232 860

L R A A
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21 503 16 233 915
22 523 17 234 94
225 543 18 235 958
226 550 19 24 986
10 227 557 20 26 1067

(=TS B -

19. Demuestre que el producto de dos nimeros de ¢
digitos tiene no més de 2¢ digitos.

20. En Q(10, 3, -100, 100) y con redondeo por corte,
construya ejemplos para demostrar que, en general:

)(x®y)@z#xB(yB2)

xSy Sz+xe(y®2)

i) x®(yD2) # (xOy) ® x®z)

iv) (x @y) © z puede tener un "largo” error relativo

21. Suponiendo que z = .180 X 10? es una solucién
aproximada de ar = b; para a =.111x 10° y
b = 200 X 10%, Usando la aritmética del problema
anterior calcule el residual. Calcule el residual en
doble precisiény en aritméticareal. Compare los tres
resultados.

22 Usando la aritmética del problema 20, encuentre
niimeros u, v, w para los cuales ocurra overflow al
calcular # @ (v ® w) pero no al calcular (u @ u) ®w.

23, Calcule una aproximaci6n para ¢* mediante la suce-
si6n de sumas parciales:

So Sp
Donde:
x
=2
Nota que:
Sir1 = 8 + Pugy
Donde:

Po =x P/ (k+1) y
So=1; Py=1
Parax = -10 encuentre el valor més pequefio de n tal
queS, =8, =8,,=

Calcule los errores absoluto y relativo.
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"El concepto de funcién es sugerido por todos los pro-
cesos de la naturaleza donde observamos fendmenos que
varian de acuerdo con la distancia o el tiempo."

J. T.MERZ
(A History of Buropean Thought in the Nincteenth Ceatury)

"La flor del pensamiento matemdtico moderno: el con-
cepto de funcion."

THOMAS J. McCORMACK

(On the Nature of Scicntific law and Scientific Explanation)

INTRODUCCION

Aunque el computo en ingenierfa tiene que ver princi-
palmente con ecuaciones diferenciales, raices de poli-
nomios y solucién de ecuaciones trascedentales, una
gran cantidad del trabajo de computo se efectia en la
evaluacién de funciones.

La computadora esta disefiada para sumar y multiplicar
ndmeros, no para encontrar el coseno de un 4ngulo o
para evaluar la integral de una funcién, de tal manera
que el operador humano tiene que depender de tablas;
envirtud de que la memoria de los dispositivos digitales
es limitada, es necesario disefiar algoritmos que calcu-
len o evalden las funciones necesarias directamente de
los pardmetros de las mismas.

Con tanta frecuencia son usadas las funciones més co-
munes (senos, cosenos, logaritmos, exponenciales), que
la mayoria de los dispositivos digitales, computadoras o
calculadoras, tienen subrutinas en lenguaje de maquina
que permiten el célculo directo de las mismas. La faci-
lidad con la que accedemos a esas funciones no debe
hacernos olvidar que cada una de ellas requiere de
cientos de operaciones y, en consecuencia, esté sujeta
de manera notable a la propagacién de errores de re-
dondeo; por lo tanto, es conveniente usar dichas fun-
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ciones de manera adecuada. Por ejemplo, si deseamos
evaluar la siguiente expresi6n:

y=acos’x + bcos*x + ccosx +d (1)

Es conveniente calcularla de la siguiente forma:

Z=Cosx
y=(az+bz+c)z+d

Ya que el célculo con (1) efectuard més operaciones y
en consecuencia tomard mas tiempo y tendré més erro-
res de redondeo.

En la evaluacién numérica de una férmula, no sdlo
debemos tomar en cuenta la eficiencia y reducir al
méximo el niimero de operaciones elementales, sino
que, ademds, debemos de tomar en cuenta la estabili-
dad numérica de la misma.

Para poder discutir esta situaci6n, a continuacién pre-
sentamos el concepto de condicién de una férmula.

ESTABILIDAD Y CONDICION

Frecuentemente sucede en un problema numérico que
cambios pequefios en los datos producen cambios pe-
quefios en la solucién, lo que quiere decir, en cierto
sentido, que el problema es estable. A esta estabilidad

del problema nos referimos cuando decimos que un
problema numérico esté bien condicionado. Como ve-
remos, que un problema esté bien condicionado depen-
der4 de los datos, es decir, para cierto subconjunto del
dominio de definicion del problema serd bien condicio-
nado. Cuando cambios pequefos en los datos produz-
can variaciones muy grandes en la solucién del
problema diremos que éste estd mal puesto o mal con-
dicionado. Saber donde un problema numérico estd mal
condicionado es muy importante para la eleccién del
método de solucién y para juzgar la calidad de los
resultados.

Consideremos ¢l problema de calcular las rafces reales
de una ecuacién de segundo grado:

at+bx+c=0

Como es del dominio piblico, las raices estdn dadas
por:

x=_b + Vb = 4ac

% b*-4ac >0

Para analizar la condicién de este problema, necesita-
mos averiguar c6mo varfax cudndo cambiamos un poco
a,byc.
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Antes de hacer un andlisis general, analicemos un ejem-
plo numérico en el sistema Q(10, 8, -50, 50)®

Sean: a = 1.0000000
b= -4.0000000
¢ = 3.9999999

Las rafces reales de la ecuacién son:
x, = 1.999683772
x, = 2000316228
Pero aplicando la f6rmula obtenemos:
x, = x, = 2.000000000

Cons6lo cuatro digitos correctos; de hecho, las solucio-
nes obtenidas son soluciones exactas de la ecuacién que
tiene como coeficientes a:

a = .999999992
= -3.999999968
¢ = 3.999999968

(”Fonylhc, George. Pitfalls in Computation, or Why a Math Book isn’t enough.
American Mathematical Montht

Este es un ejemplo de inestabilidad del problema, ya
que pequefios cambios en los datos, producen cambios
mayores en los resultados.

Una forma sencilla de analizar esto es observar la mag-
nitud de las derivadas parciales de x con respecto a a,
b, ¢, y, en aquellos lugares donde éstas sean muy gran-
des, estaran los casos mal condicionados.

Si hacemos:

PR)=at+bx+c

Entonces si.x es rafz tenemos:

at+bx+c=0

Derivando parcialmente con respecto a @ obtenemos:

Ox Ox
x2+2axda+b6a—

Despejando:

& _ -2
da . 2ax+b
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Como:

pR)=2az+b
Tenemos:
o _ —x
b p’kx)
b _ -1
oc  px)

Ahora observese que no se nota nada extrafio en las
expresiones, salvo que cuando p’(x) sea muy cercano a
cero las variaciones pequenas en a, b y ¢ producirdn
cambios grandes en la raiz y, por consiguiente, hardn
mis dificil su cdlculo independientemente del método
de solucién.

Leamos bien el resultado anterior, dice que aquellas
raicesx de p(z), enlas que la derivada enx, p'(x) es muy
pequeiia, son muy sensibles a perturbaciones en los
coeficientes.

il

?(z)

i
|
x :

\/

Para localizar los valores correspondientes de a, by ¢
que dan lugar a esta situaci6n es necesario evaluar p’(z)
en laraizx:

b+ — 4dac

*= 2a

Lo que es facil en este caso ya que:

plx)=2ar+b

Pe) = 2a__..b_+_2______ "Ea_d'ac +b

~b +VvbF —4ac + b

V= da
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Es decir que aquellos valores a,b,c que hacen que
b*-4ac seamuy pequefia son los que hacen al proble-
ma mal condicionado. Afortunadamente podemos ha-
cer entender este fenémeno a través de una explicaci6n
geométrica.

Notamos que b2 - 4 ac = 0 significa que tenemos una
sola raiz real, pero doble: b2 - 4 ac pequefio y positivo
significa que la ecuacién tiene dos raices reales pero
muy cercanas; b*- 4 ac  positivo y muy grande significa
que se tienen dos raices reales pero muy separadas.
Veamos geométricamente estos casos y el efecto que se
produce por cambios en los coeficientes sobre las
rafces.

Mal condiclenado

Bien condleionado

Observemos que el caso b2 - 4 ac = () manifiesta su mala
condicién por el hecho de que hay perturbaciones para
las cuales la ecuacién no tiene raices (éstas desapa-
recen).

De este ejemplo podemos inducir que 1a condicién de
un problema desempeita un papel importante en el

momento de su solucién numérica.

Condicién de una funcién

Es necesario contar con una medida de la sensibilidad
de una funcién a variaciones. Una de estas medidas es
la derivada de la funcién a evaluar en el caso de una sola
variable, ya que:

F(x) - Fxg) = Fx,) (x - xp)
Six, estd muy cerca de x.

Es decir | F(x;)| nos mide la sensibilidad de F a
variaciones pequefias en una vecindad de x,

Sinembargo, en lapréctica estamedida no es suficiente,
ya que debido al redondeo, es decir, a que no podemos
trabajar con toda la expansién decimal de un niimero,
sino sélo con su parte mds significativa, es necesario
analizar ¢6mo se afectan los cambios relativos por lo
que cambiamos la relacién anterior a:

F(x) — Flx,)
Fi (xo)

Fx)
F(x,)

|z - x
4N i % :
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Parax muy cerca de x,. En este caso, el nimero:
F(xg) Xx,
Flxy)

Nos mide como afecta el cambio relativo en F. A este
nimero s¢ le llama condicién de F enx,

Definicion:

XoF(xy)

5= TRy

Los siguientes ejemplos nos permitiran apreciar la di-
ferencia entre | F (xy) | yC(F, x;)

Ejemplos:
aFx)=x-a F/x)=a
. _ 1% Xaj
Clx ‘axp) = % X a =1

Independientemente de a # 0, la muitiplicacién nunca
amplifica los errores relativos.

kb)Fz(x)=\/3c- : Fz’(x)=2—%
X 1

0°2v 1

COhm) = [ 2| =3

Es decir, la extraccién de raiz cuadrada reduce los
errores relativos a la mitad.

o) Fx) =xl : F@)=- % ;C(Uxx) =1

AFE)=x+a F)x)= 1 a#(

X0
Xg+ a

Clx + a,x)) =

Six, estamuy cercana de g, F es muy sensible a errores.
Es interesante observar que, paradéjicamente, la ope-
raci6n de suma tiene una condici6n muy grande en la
velocidad de -a.

Observemos que si:

X, = -a(l +10%)
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Entonces:

Xy +a=-q-10*

I (1
x, ta a
%o | _a@+10% o
x ta a

Por lo tanto:
C(x + a,-a(l + 10M) = 10
En consecuencia:

[, +a— (x, +a)|
[x, + al

= 10 - epsmch

Nota: epsmch s 12 epsitén de la méquina.

Siepsmch = 10

Entonces:

[, ta - (x, +a)|

=10‘("k)
fx + al

Lo que quiere decir que se pierden k cifras en el resul-
tado.

Estefenémeno es conocido como cancelacion desastrosa,
es importante evitarlo en la evaluacién de funciones y en
general en el calculo numeérico.

Inestabilidad en la evaluacién de funciones

Para explicar la inestabilidad de algunos métodos nu-
méricos es importante observar que, debido al redon-
deo, cuando queremos evaluar una funcién elemental
F(x) lo que obtenemos es sélo un valor aproximado
F (x) que es usualmente bueno en terminos relativos,
ya que satisface:

F) - Fix)

%) = C(F,x) - epsmch

Donde epsmch es un niimero muy pequefio, asociado
conelredondeo,y C(F, x) esla condicién de Fenx. Este
valor F (x) es el que usaremos en célculos intermedios
cuando F(x) sea requerido.
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Veamos ahora c6mo afecta esto un caso particular.
Supongamos que tenemos el problema de evaluar una
funcién F(x) en x, y que para ello contamos con dos
expresiones:

Fx) = f(x) - 8(x)
Fx) = h(x) - k(x)

Queremos ver cudl es la mas adecuada. Supongamos
también que f, g, k y k estén bien condicionadas en x,,
es decir, que se pueden evaluar enx, con un buen grado
de aproximaci6n.

Consideremos primero el caso:

Flx) = fx) - 8(x)

Al calcular f{x) y g(x) lo que obtenemos es f (x) yg.(x),
debido al redondeo, y estos valores nos producen el
valor:

F(x) =f(x)-gx)

Este valor no serd muy preciso en los casos en que f{x)
sea muy parecido a g(x), pues como sabemos la condi-
ciéndelaoperaci6n de diferencia es muy grande en este
caso, es decir, que lamencionada operacién de diferen-

cia de los niimeros amplifica mucho los errores relati-
vos, cuando estos son muy parecidos. Lo que nos per-
mite concluir que este procedimiento es
potencialmente inestable,

Consideremos ahora el caso:

F(x) = h(x) * k(x)
De manera semejante, al calcular h(x) y k(x), obtendre-
mos k (x) y k,(x); €stos nos producen el valor:

F) =h ) - k)
En este caso el valor obtenido seré de la misma preci-
sién que los factores, debido a que la multiplicacién no
amplifica nunca los errores relativos. Lo anterior nos

permite concluir que este caso es estable, pues errores
pequefios no son amplificados.

Ejemplos:
AFx)=x—-VZ +1:x>0

Six» Ise generaran problemas, ya quef,(x) yg.(x) serdn
similares: habré cancelaci6n desastrosa.
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Es decir para lasx mucho mayores que 1 (x» I), el valor
obtenido tendrd mucho menor precisién que x. Eso nos
motiva a buscar otra expresi6n para F(x)

e VT FT = ¢ - vZ 3T 2P +T
Fx) =x +1 =ux +1'x+\/)?_+_f
2-@E+1D _ -1 enl
x+VR 1 x+ve 1 %7

Fx)=
x—-V2Z +1 six<l1

Observemos que esta expresion es estable siempre, ya
que la suma en el denominador no presenta problema
porque estamos considerando positiva a x y la divisién
tampoco amplifica los errores:

b) F(x) = 1-cosx

Cuandox cercano a cero:

cosx =1

Por lo que anticipamos que habré problemas numéri-
cos, es decir, la evaluacién directa amplificard muchos

errores pequeiios en una vecindad de x = 0. Busque-
mos otra expresion:

Fx) =1-cosx = (I -cosx)%—.f—:';'g:—';'

_ 1 - cos _ _sen’k
1 + cosx 1 +cosx

Es f4cil ver que esta expresi6n es estable parax cercana
a cero:

- b + Vb¥ = dac

o)x = 2a

Si b2 es mucho mayor que 4ac (b*» 4ac) y ademés b >0,
entonces:

V=T ~b

Por lo que la evaluaci6n de la funcién serd inestable
debido a la cancelaci6n.

Por lo tanto, es necesario representar la raiz.x de ma-
nera diferente.
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Usando el mismo método que en los ejemplos anterio-
res, tenemos que:

_— b+ Vb= dac

- 2a

- ~ b+ Vi* —dac) (- b~ VB¥F = dac
2a - b - Vb - dac

b= —dac) _ dac

2a(-b —Vb* —dac  2a(-b- Vb —4dac)

_ 2¢

T b — VB ~dac

_ —-2c

b + Vb —dac

Estabilidad de métodos numéricos

En la prictica cotidiana de la ingenieria, se presenta la
necesidad de evaluar una gran cantidad de férmulas,
algunas muy sencillas y otras muy complejas. Cuando
utilizamos la computadora para evaluar una f6rmula, es
natural separar los cdlculos en férmulas parciales y
juntarlas para obtener el resultado final. A continua-
cién tenemos una descripcién abstracta de lo anterior,

que facilitar la comprensién de lo que ocurre cuando
un algoritmo o métode numérico es estable.

Métodos estables:

Supongamos que tenemos que evaluar una funcién f(x);
un método de evaluacion de la funcién es la "descompo-
sicién" de F(x) en un niimero finito de funciones ele-
mentales, es decir:

F(x) = f.0..ofofift)

Donde f;es una funcién elemental y o denota composi-
cién de funciones. Asf, un algoritmo para el método
anterior serfa el de 1a forma siguiente:

Algoritmo:
Yo =X
Parai=12,..a

Y = -fl(yll)
Resultado: x = f(x) = y,

Paza que este método sea estable, es necesario que la
condici6n de las funciones elementales f, eny, , sealo
mds pequeiia posible.
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Es decir, el algoritmo anterior es estable si:

C(f,,y.,) es pequena.

Con respecto a la precisién del sistema numérico de
punto flotante:

Ejemplos:

a)f(x) =x-vZ + 1

Método A y,=x
=t T
Y=Y N

Este método es inestable parax» I porque, en ese caso:

x=V ¥1
Método By, =x
Si oy <1
=t 1
Y2 =Yo- N
Si y,>1

W= VT FT

-1
Yot 0

Y, =

Este método es estable, como se vio en la seccién
anterior.

SUMATORIAS

Existen muchas situaciones en las que es necesario
efectuar sumas con una gran cantidad de sumandos; en
ocasiones, esas sumas son infinitas, lo que da origen a
las series.

En estadistica, por ejemplo, la media y la varianza,

conceptos medulares de la misma, se definen de la
siguiente manera:

48



Por otro lado, algunas funciones, como € se pueden
definir mediante series:

Por lo tanto, es prioritario que estudiemos el compor-
tamiento de los errores que se originan cuando se efec-
tlia la sumatoria en una computadora, para determinar
métodos que minimicen el error final de la suma. Apa-
rentemente la suma es la operaci6n que menos compli-
caciones tiene para su cémputo pero, como se verd a
través de un par de ejemplos, esto no es necesariamente
cierto.

Ejemplo 1

sea s=l4dile o L % g
1727377 10,000 i

Desde el punto de vista analitico, la suma es la misma,

independientemente del orden de los sumandos; esto

es:

. 1.1 1
Si Sp= 1+2+...+10’000

1 1 1.1
Y Ss=Tp00 o009tz

Entonces:
Sp=Sp

Pero, en la préctica esto no es cierto, ya que si calcula-
mos Sy §, en una microcomputadora, con el siguiente
programa BASIC, obtenemos valores diferentes:

5 REM Célculo de sumatorias (sumatoia)
105=0
20FOR-I=1TO 10 000

30N=11

408=S+N

S50 NEXT1

60PRINTS

Siusamos el programa original, obtenemos como suma:
S = 9.787613

Si sustituimos la linea 20 para hacer el célculo del
niimero menor, 1/10000, al nimero mayor 1, obtene-
mos:

Sp = 9.787604

¢Cudl resultado es mejor?
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Para responder a esta pregunta, en general, definamos:

n
S=a1+az+...+an=1}0:l g

Donde cada a; es un niimero en punto flotante. Al

sumar estos vafores enlacomputadora, obtenemos una
sucesién de sumas parciales, cada una de las cuales
tendré un error de redondeo. Esto es:

S,=(a, +a)({I +¢)
S,= (S, +a)(l +¢)
S =(S +a)( +¢)

Mediante transformaciones algebraicas, obtenemos:

S,=(a, +a,)=(a +a)e,
Sy(a,+a,ta)=(a,+a,),+(a,+a,) (I +&,)e,+ay e,

=(a, + @5, + (a, + a, + ay)e,

S,-(a,+a,+a,+a,)~(a, +a,), +(a, +a,+a,)e,

+(a, +a, +a;+a,)e,

S.-2 ai=(a,+a), + .. + (a,+a,+ ... +a,),
=x, (6t 3+ +E) +x, (5, +E; + . FE) T+
x;(& tg +. tE)+x €
De aqui, concluimos que la mejor estrategia para la
evaluacién o el célculo de una sumatoria es efectuar la

misma en orden ascendente de magnitud de los suman-
dos; esto es, ordenar los sumandos de tal forma que:

|a1|s|a2|5...s|qnl

Ejemplo 2

La siguiente expresion es conocida y vélida para todos
los nlimeros reales x

=1+

i
EP‘L‘
+
'll
V8
2l

o
&
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Por lo tanto:

+

e¥=1-— + ...

=
SN
|

—
™~
w

Supongamos que usamos una calculadora o dispositivo
digital decimal de precisi6n 4; esto es, el sistema de
nimeros en punto flotante es 0(10, 4, m, n) y queremos
calcular:

PN ) B ) Y (;5')3 +...

_5I'l
11 2 + 3

n!

En la siguiente tabla calculamos los 25 primeros térmi-
nos de la sumatoria y las respectivas sumas parciales.

Grado Término Suma
0 1.000 1.000
1 -5.000 -4.000
2 12.50 8.50
3 -20.83 -12.33
4 26.04 13.71
5 -26.04 -12.33
6 21.70 9.370
7 -15.50 -6.130
8 9.688 3.558
9 -5.382 -1.824

10 2.691 8670
11 -1223 -.3560
12 5097 1537
13 -.1960 -.04230
14 J001E-1 02771
15 -2334E-1 004370
16 T1293E-2 .01166
17 -2145E-2 009518
18 S958E-3 .01011
19 -.1568E-3 009957
20 3920E-4 009996
21 ~9333E-5 .009987
22 2121E-5 .009989
23 -4611E-6 009989
24 9607E-7 .009989
25 -1921E-7 .009989

El valor de e? con cuatro cifras significativas es de
.006738; como se podra observar en la tabla, este valor
es completamente diferente a cualquiera de las sumas
parciales, {cudl es el problema?

Como seguramente se habra observado, la serie para
calcular e* es una serie que tiene, de manera alternada,
nimeros positivos y negativos; este hecho, como se vio
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en secciones anteriores, origina problemas, En este
ejemplo, se puede evitar el problema si se calcula:

s_1

©TF
Y se calcula €° con una serie de términos positivos,
evitando asf la cancelaci6én desastrosa; pero, en general,
lo que se recomienda es la separacién de la serie en dos:
y S, donde §_es la sumatoria de los términos positi-
vos y S eslade ‘ios negativos, por lo que la suma estard
dada por

POLINOMIOS

Muchos problemas de ingenieria implican el uso de
polinomios y, en particular, la evaluacién de los mis-
mos, esto es uno de los cdlculos numéricos mas comu-
nesy que se efectuan desde la educacion secundaria. El
hecho parecerfa indicar que la evaluacién de polino-
mios no representa mayor problema. No es asf, y para
ilustrarlo consideremos la evaluaci6n del polinomio:

(1) plx) = 2¢- 198 + 56.98¢ - 56.834x + 5.1324

El método més sencillo para calcular el valor del poli-
nomio en un valor especifico de x, es el cémputo inde-
pendiente de cada uno de los términos. Esto es, el
término ax* es calculado multiplicando k veces x y
finalmente multiplicando por a,.

En el ejemplo, para calcular 2¢* se requiere de 4 multi-
plicaciones; por lo tanto, para evalvar (1) requerimos
de4 + 3 + 2 + 1 = 10 multiplicaciones y 3 sumas.

El segundo método de evaluacién es més eficiente, ya
que sélo requiere de 7 multiplicaciones, y consiste en
calcular cada potencia de x mediante la multiplicacién
por x de la potencia anterior, de la siguiente manera:

= x(x?) X =x()

Por lo que cada término ax* sélo requiere de dos
multiplicaciones para su cdlculo para toda k > 1. Esto
representa un ahorro considerable en el niimero de
operaciones, sobre todo caando se tienen polinomios
de grados altos.

El tercer método -mds eficiente- es el de la multiplica-
¢i6n anidada o método de Horner. Es, a final de cuen-
tas, el de la divisi6n sintética. Se deriva de la expresi6n
anidada del polinomio.
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Dado:

plx)=a, +ax +ax®+.. +agx, a, =0

Entonces:
plx) = ay + x(a, +x(a, + ... +x(a,; +azx)..)
En nuestro ejemplo tenemos que:

p(x) = 5.1324 + x (-56.834 + x(56.98 + x(-19 + 2x)))

En este caso, se efectuan s6lo 4 multiplicaciones. El
método de la multiplicacién anidada se prefiere no
solamente por el ahorro de operaciones, sino porque el
célculo de potencias, usado en el primero, es més lento
e impreciso y puede ocasionar problemas de cancela-
ci6n cuando la x es negativa como se vio en la seccién
anterior. El método de Horner es el recomendado para
Ia evaluacién de polinomios.

Fuente comiin de polinomios es la aproximacién de
funciones més complicadas a través de polinomios de
Taylor.

Asi, el polinomio de Taylor Py(x) para aproximar a
log(x) alrededor de a = 1 esta dado por la expresi6n:

P =(e ~1) =5 (¢ =1t +5 e ~1 —1 (= 1)

1
+'5- (x _1)5
Si hacemosz = (x-I) tenemos que:
1 1 1.1
Pyx) =z(1+z(—§+z(§+z(—z+§z))))

El algoritmo para evaluar p(x) en algin niimero z estd
definido mediante la siguiente sucesi6n:

bn = aﬂ
b,=a,t+zb

(2) b,=a,+2b,,

by = a, + zb,

Por lo tanto, p(z) = b,

Las b, son los célculos sucesivos de cada uno de los
paréntesis, que corresponden a la iiltima linea de célcu-

53



los en la divisién sintética, como se muestra a continua-
cién:

Sea p(x) = 2¢*- 196 + 56.98¢* - 56.834x + 5.1324
Que, en su forma anidada, es:

plx) = (((2c- 19 + 56.98)¢ - 56.834)x + 5.1324
Y dividiendo entre 2 tenemos:

px) = (((Ix-9.5)x-28.49)x - 28417} + 2.5662

Si queremos evaluar p(x) enx = -2 usando la divisién
sintética, tenemos:

px) = (((Ix - 9.5)c - 28.49)x - 28417} + 2.5662

2) 1 95 2849 28417  2.5662

® 20 230 -10298 262.794
/

1 -115 5149 -131397 2653602

=p(-2)

Nota1: La primera linea corresponde a los coeficientes del
polinomio.

Nota 2: La tercera linea corresponde a las b,

Nota 3: El iltimo valor de la tercera linea es p(-2)

Nota 4: Las diagonales indican multiplicacién por -2

RELACIONES DE RECURRENCIA

Muchos problemas y sus soluciones son formulados
frecuentemente en términos de algin proceso infinito,
(se vio en la secci6n anterior) mediante el uso de series
para calcular algunas funciones como la exponencial.

Si bien es cierto que las series son de los procesos
infinitos m4s comunes para la evaluacién de funciones
trascendentales, existen otros, los iterativos o recurren-
tes. Estos en general son més eficientes que las series
y pueden usarse en situaciones en las que éstas son
inadecuadas.

Ejemplos de procesos iterativos:

1. Parael calculode e

x=1

X =x,+ k)
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2. Para el célculo de

n=2

Y, =V2

Vo1 = X "m
3. Para el célculo de V2

ayx, =2

1
5=z (. + Q2lr.) k=12..

La recursividad genera dos situaciones criticas:

a) Dado que se genera una sucesi6n {x } de valores,y
los recursos de cémputo son finitos, écudndoy c6mo
detenemos el proceso?

b) Envirtud de que x, se calcula a partir de los términos
anteriores de la sucesién y sabemos que todo valor
calculado en una computadora incluye un error de
redondeo, surge la pregunta natural: ¢ Los errores de
los primeros términos son magnificados por el pro-
ceso? En otras palabras, ées la sucesi6n convergente
al valor deseado?

En esta secci6n exploraremos y responderemos esta
tiltima cuestién. Para ello tomaremos como ejemplo el

problema de determinar el valor de la siguiente inte-
gral:

L=1, x* exp(r —1)dx
Integrando por partes, tenemos:
I =1-ki,
Y como:
L=/ :, exlde
=el (e 1H)
=¢l(e-1)
=1-¢!

Entonces podemos usar las recursién:

Iy=1-¢!

I =1-kI;
Para calcular:

J'; 2 ext dx
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Calculando la sucesi6n de valores [}, I, ... I, Estos se
presentan en la siguiente tabla:

k I

T RIS

2 2642411

3 2072767

4 1708932

5 145534

6 1267958

7 1124296

8 1005631

9 9493256E-02
10 5.067444E-02
11 4425812

12 -4310974
13 57.04267

1 7975973

15 1196496

16 -1911438.4

17 3254453

18 -5.858015E +07
19 L113023E +09
20 -2.226046E +10

Los valores se calcularon en una micro AT, con el
siguiente programa en BASIC

10 REM calculo integral
20Y=1-(I/EXP(1))
30FORI=1TO20

0Y=11Y
SOPRINTY
60 NEXTI
70 END

Esos resultados contradicen el hecho de que:
I = f:) xtexlde>0

Y lm L=0

kK=o

Muchos procesos iterativos padecen este problema. En
este caso, el problema se genera porque los errores de
I, son multiplicados por k y transmitidos a /,; por lo
que concluimos que: en el c6mputo numérico, las for-
mulas y algoritmos, aun los sencillos y aparentemente
inofensivos, deben ser empleados con precaucién. Pe-
10, {c6mo resolvemos o eliminamos la inestabilidad de
nuestro método?

Una relacion recursiva que es inestable en un sentido,
en orden ascendente, por ejemplo, en general, no lo es
en sentido inverso.

Si despejamos I ; de I, = I -k 1, tenemos que:

1-1,
Ly = k
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Si usamos esa férmula, necesitamos también un valor
inicial, que en principio parece dificil de encontrar, ya
que los valores /, son precisamente los que tratamos de
determinar.

Sin embargo, sabemos que:

I,=»0 cuando k- o
Y hagamos:

Ly=0
Usando:

Iy=10

P 1-1,

1=

k:

Para k = 20, 19, 18, ... los resultados que obtenemos
son:

k I
20 05

19 05

18 S2TTTIRE-02
17 5.571896E-02
16 5.901757E-02
15 6273217E-02
14 6.694TTIE-02
13 7.177326E-02
2 7.T35223E-02

1 8387707E-02

10 9.161229E-02

9 100932

8 .1123835

7 1268024

6 .145533

5 1708934

4 2072766

3 2642411

2 3678795

1 6321206
Obtenidos con el programa:
10 REM calculo integral

20Y=0

30 FOR1=20TO 1 STEP -1
0Y=(1Y)

SOPRINTY

60 NEXT1

70 END

Eliiltimo valor coincide con el valor inicial correcto de
la iteraci6n ascendente, y todos los demds valores son
correctos, a pesar del hecho de que fueron calculados
con un valor inicial I, = 0 erréneo.

En conclusién, si se tiene un proceso iterativo o recu-
rrente que es inestable en un sentido se corrige si lo
calculamos en sentido inverso.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS"®

1. Use la serie de Taylor para reescribir las siguientes
expresiones, de tal manera que puedan ser evaluadas
evitando la cancelacién desastrosa (o sustractiva).
(a)tanx - cot x, x =m/4
b)1-e5x=0
(c) sinx - cos® (x + @/2),x =0

2. Reescriba las siguientes expresiones de tal manera
que puedan evaluarse sin cancelacion sustractiva.

(@) V1 +x7 - VT = &% ,xcercanaal
(b)]/[m - \/1—:'?] ,xcercanaal

(¢) (I +x)?-(1-x)? cercanaa 0
(d){-b—-vb¥ —dac] /2a,b <0, ayc son

muy pequeiias.
3. Paraf(x) = sen (mx) use la férmula:
FA) =12 + h)- D)}k
Con diversos valores de / para aproximar f(I) = -x.
4Qué tan pequena debe ser £ antes de que la cance-
lacién sustractiva se convierta en un problema?

.
Losejerciciosse Yloadaptaron delasob

itadas al final dc esta seccidn.

4.Dado Oy, = 0(10, 3, m, M) calcule 3, 0.3 asociando

k=1
los sumandos en el orden natural. {Cudntos términos
contribuyen a la suma obtenida?

5. Considere la ecuacién e ®x = b, cona = .111(10°),
b = .200(10'):

a) Calcule la solucién en Oy,

6. Considere el polinomio P(x) = x* - 32 + 3 -
Evaliielo en Q,, en laforma:

(:r®)®3)8x)-(BOE®x))S1) e

Para llenar la siguiente tabla:

x 900 | 950 | 100 | 105 | 110
P(x)

Usando exclusivamente los valores de la tabla, des-
criba la gréfica de la funcién alrededor de x = 1.
Comente,

7. a) Considere el niimero 5.15, Q(10 S, m, M). {Cudl
es su equivalente en Q(3, 10, m, M)?

b) Si 2.101 es un elemento de (8, 3, m, M). {Cuél
es su equivalente en Q(4, 10, m, )
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8. Grafique la parte positiva de 0(10, 3, m, M)
9. Considere el polinomio de gradon
3, +ax + .. +ax

Describa, por lo menos, dos métodos para evaluarlo
enunax dada.

10. Considere dados los m puntos (x, ,),i = 1, 2, ..., m.
Un problema comiin consiste en encontrar los coefi-
cientes de larectay = ax + b, que se ajusta mejor a
los puntos dados. Una forma usual para resolver este
problema es via el método de "minimos cuadrados”,
que consiste en calcular aquellos valoresde ay b que
minimicen la funcién S(g, b) = 3, (ax, + b-y) %
segiin la siguiente figura:

b) Encuentre expresiones para a y b resolviendo el
sistema.

11. Calcule 3, (.129) en Q(10, 3, m, M), asociando los
k=1

sumandos en el orden natural. Justifique su res-
puesta.

12, Demuestre que el problema que consiste en evaluar
la funcién f(x(g = I - cos x, en el intervalo [-r, @], es
estable en el sentido de que su condicién estd acotada
por 2 en dicho intervalo, es decir Co(f, x) <2,-m <
X, ST

A continuacién, se pretende analizar dos métodos
distintos para resolver el problema en x "pequefias™

a) Sea f.(x) = I - cos (x(I +0x)), y suponga que la
evaluaci6on realista de cos x es tal que
cos(x(1+0x)} = (cos x) (I1+4), en donde

8,1 =6, «1. éDe qué orden es el error rela-
tivo al aproximar f(x) por f! (x), parax =9 ?

b) Sea f2(x) = (x(I+6,))*/2, es vilido tomar esta
aproximacion a f(x), pues parax "pequeifias”
cosx = 1 -x¥2. {Como es en este caso el error
relativo?

¢) Con base en los resultados anteriores, y tomando
en cuenta que el problema es estable, {qué puede
comentar acerca de los métodos (a} y (g)?

13. Investigue c6mo se evaliia sen(x) en su computado-
ra.
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14. Demuestre que, para toda k € Q(10, n), E‘, k esla
solucién minima de la ecuacién z@®k = Iz=,1 siguieu—
do los pasos que se indican: Sea § = .2 k,
G={zE€F,R)-20k =z},yz, = min(G).l=1
a) Demuestre que S €G

b)Si zEGyz' €F (R)estal que z’ > z, entonces
eG

4

¢) Si z € G entonces 5,(z) € G, en donde s, es la
funcién "sucesor"

d) Si z, y z, son elementos distintos de G entonces
lz,-z/ >k

15, Encuentre un método numéricamente estable para
evaluar f(x), en los puntos indicados, y diga en cada
caso cudl es el error relativo de la evaluacién:
a)fix) =e*-Lx=0
b)f(x) = (I-cosx)/senx, x =0
Of() = (x+I)B-xB x»1

16. Considere dados los puntos (x, y,), (x,,), (x;7,), con
la propiedadx; < x, < x,.

a) Construya el polinomio de segundo grado:
plx) =A¢ + Be + C
Que satisface las condiciones:
PX) =Y, i=123

b) éBajo qué condiciones Ptiene unminimo? Supon-
gaque se danesas condiciones y calcule el mfnimo.

c) Exprese A y el minimo en el caso particular:

X, =-hx,=0x=h

Referencias bibliogrdficas:

1. Acton, Form&n S. "Numerical Methods that Work™. New York. Harper &
Row, 1970.

pine, La F. " [ oy

2. 8i puting . Phi.
ladclphia. Saunders Company, 1973,
3. Vandergraft, James S. "Introduction to Numerical Computatlons™. New

York. Academic Press, 1978
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14. Demuestre que, para toda k € 0(10, n), i k esla
solucién minima de la ecuacién z @k =iz=,l siguien-
do los pasos que se indican: Sea § = E k,
G={zE€EF(R)-z0k =z},yz, = min(G).l=1
a) Demuestre que S € G
b)Si z EGyz’ €F (R) estal que z’ > z, entonces

Z’E€EG
¢) Si z € G entonces 5,(z) € G, en donde s, es la
funcidn "sucesor"

d) Si 2, yz, son elementos distintos de G entonces
fz3-2,/ > k

15. Encuentre un método numéricamente estable para
evaluar f(x), en los puntos indicadosg diga en cada
caso cudl es el error relativo de la evaluacién:
a)f(x) =e*-Lx=0
b)f(x) = (I1-cosx)/senx,x=0
Of(x) = x+1)BP-x'B x»1

16. Considere dados los puntos (x, y,), (x,¥,), (x,y5), con
la propiedadx, <x, <x,.

a) Construya el polinomio de segundo grado:
px) =A*+Br+ C
Que satisface las condiciones:
p(X) =y, i=123

b) ¢Bajo qué condiciones P tiene un minimo? Supon-
gaque se dan esas condiciones y calcule el minimo.

c) Exprese 4 y el minimo en el caso particular:

y=-mx,=0x,=h

Referencias bibliogréficas:

1. Acton, Forman . "Numerical Methods that Work”, New York. Harper &
Row, 1970, ’

2. Shampine, Lawrence F. "Numerical Computing: afi Introduction”. Phi-
ladelphia. Saunders Company, 1973. ’

3. Vandergraft, James S. mintroduction to Numerical Computations”. New
York. Academic Press, 1978
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CAPiTULO III
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Interpolacién polinomial
Tangente o de Newton

Secante
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Hibridos
CONVERGENCIA
Rapidez de convergencia
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"La solucién de las ecuaciones citbicas depende de un

juicio correcto, ayudado por Dios."

BLJA GANITA

"El objetivo de la matemdtica concreta es descubrir las
ecuaciones que expresan las leyes matemdticas de los

(A Philosophical and Matbematical Dictionary, Londres 1815)

fendémenos bajo consideracion.”

COMTE

(Positive Philosophy)

INTRODUCCION

En el circuito diagramado a continuacién, el voltaje a
través del condensador C, expresado en funcién del
tiempo ¢, satisface la signiente ecuacién:

Vg =1-2¢"+e* (1)

P TC v

ift)

L=1,R=3,C=122

Si queremos determinar el valor de ¢, que hace que el
voltaje se eleve a lamitad de su valor final, tenemos que
resolver la siguiente ecuacién:

Vi) -05 =0

Desafortunadamente, ésta como la mayoria de las ecua-
ciones, no se puede resolver con métodos analiticos. Ni
alin las ecuaciones algebraicas (de grado mayor o igual
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acinco), como seguramente lo sabe el lector, se pueden
resolver por métodos analiticos.

Otras ecuaciones que surgen de problemas como el
anterior son las siguientes:

x cosh N x+ 10
x
3.245%-242x7 + 10.37x% + 10.01 x* + 4798 = 0
2-10x+1=0
cosh(VP+1) - € + log | senx| =0
senx =x
En este capitulo consideraremos algunos métodos para

resolverlas; esto es, encontrar las raices de ecuaciones
de laforma:

fm=0 (@

O, dicho de otra manera, determinar los ceros de la
funcion:

BRGNS

Trataremos de encontrar el valor o los valores, de la
variable x que satisfacen la ecuacién 2. Hablaremos
indistintamente de las raices de la ecuacién 2 6 de los
ceros de Ia funcién 3

METODOS

Seguramente el lector recuerda, de sus cursos de 4lge-
bra, el método analitico para resolver ecuaciones poli-
nomiales de segundo grado; por ejemplo, dada la
ecuacién:

62-7x+2=0

Usando la "f6rmula" obtenemos las dos raices de la
ecuacién, a saber:

]

n

W N=

n

De hecho, existen "férmulas" (creadas desde el siglo
XVT) para obtener las soluciones de ecuaciones polino-
miales de tercero y cuarto grados®; pero, como lo

MEves, Howard. An Introduction to the History of Mathematics. Holt, Rinehart
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demostrd el matemético noruego Niels Henrik Abel,en
1824, las raices de la ecuacién polinomial general de
grado mayor o igual al quinto no pueden ser expresadas
por medio de radicales, en términos de los coeficientes
de la ecuacién, como se hace para las ecuaciones de
segundo, tercero y cuarto grados.

Por lo tanto, para resolver ecuaciones en general, es
necesario recurrir a otros métodos; uno de ellos es la
graficacién de la funci6n f{x) para determinar el jugar
donde esta funcién corta al eje x. Este método indica
cuéntas raices reales hay y da una idea aproximada de
sus valores, Mediante esta técnica se calculan algunos
valores de la funciény se interpolan los valores para los
cuales la funcién cambia de signo.

Para ejemplificar, a continuacién se tabulan algunos
valores de una funci6n f(x) y se localizan en la gréfica
siguiente algunos puntos (x, f(x)) de la funcién en el
subintervalo [ = [-2. -1}, con el objeto de localizar la
raiz de dicha funci6n a través de su gréfica.

x 7(x) x fix) x £(x)
-10 -1281 4
-954 “ 5 21
-3 -687 1 6 111
-7 -474 0 9 7 198
-309 1 6 z 321
-3 -136 2 3 9 86
-4 -99 3 [ mn 699

Trazado de los puntos de una funcién para fa solucién grafica de una 16

Antes del advenimiento de las computadoras, el méto-

do gréfico fue el cominmente usado pararesolver ecua-
ciones.

En la actualidad, con computadoras y calculadoras ala
mano, los métodos iterativos son la norma. Estos gene-
ran una sucesion, casi siempre convergente, a partir de
una propuesta inicial de localizaci6n de la rafz.
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En algunos métodos se inicia con la propuesta inicial de
un intervalo I, que contiene a la raiz @, se genera una

sucesion de intervalos {1, } que contienen esa raiz. De-
notamos estos métodos con el nombre génerico de
intervalos de seguridad I,

En los métodos de interpolacion polinomial se genera
una sucesién de puntos {x_}, que cuando converge ala
raiz, lo hace rapidamente.

Para aprovechar las ventajas de ambos métodos se ge-
neran métodos hibridos que, como su nombre lo indica,
aplican técnicas de los métodos anteriores.

Comentarios generales previos
Dada una funcién real de variable real (:R -~ R),

podemos reducir el problema de calcular sus raices al
célculo de las mismas en un intervalo [a, b].

fix)

Si f es continua y cambia de signo en [a, bJ, entonces
tiene -cuando menos- un cero. Se pueden presentar las
cuatro situaciones siguientes:

Algunas situaciones posibles:

(1) (2l

B (0
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Enlafigura(4) se presentaunasituaciéndificil, en tanto
que no es posible darse cuenta de la existencia del cero
antes de resolver el problema. Ademds, el problema es
inestable, pues pequeias perturbaciones a la funcién
cambian cualitativamente el problema: desaparecenlos
ceros o aparecen dos, en lugar de uno, debido a los
errores de redondeo propios de las computadoras.

f{ 3 £ :'

S NN/
N

A) Métodos seguros

i) Se parte de un intervalo inicial /, en donde f{x) tiene
linicamente un cero 2.

if) Mediante algin procedimiento, se selecciona un
subintervalo I, Cl, , con la propiedad a€&l,
parak=0,1,2,..

+10

iii) Generalmente se trata de conseguir queﬁ £k= {a}

iv) Los métodos usuales son:

1) Biseccién.
2) Regla falsa.
3) Regla falsa modificada.

Estos métodos nunca fallan pero pueden ser demasiado
lentos,

1) Biseccion

Sea f(x) una funcién continua que tiene un {inico cero
en (ay, by):

Propiedad
flag) fibg) <8

a, +b,

Hay que tomar el punto medio xy= 2 2

f(x3

y averi-

guar el signo de fenx,:

6



 si fixgfla,) <0 entonces a,=ay , b;=x, -
‘ sif(x,)f(a,) >0 entonces a,=x,, b,=b, -

si flxf(a,) =0 entonces a =x,

Verificamos la convergencia; es decir, cuando la longi-
tud del intervalo es "suficientemente" pequefia, se de-

tiene el procedimiento; si no, se repite eligiéndose un
nuevo intervalo.

Sil(1.) es la longitud del intervalo I, entonces:

1(Jo)

) ==

> Iy >0

n- o

=>an—>bn—>xn—>a
n-=>o

L. b-a
Priser intervalo LAY
?
—— Seqndy intervalo———n
flx)
Tercer inkervala \
P —
x
Fr 5 01 b

Ejemplo I: Lafunciénf(x) = x-0.2senx-0.5 tieneun
ceroen I, = (0.5, 1.0 ], yaque f(0.5)f(1.0) <0y
f(x) # 0 en I, Por lo tanto, en el programa siguiente,
en la linea 40 se indican los valores inciales del interva-
loca=.5,b=1

Se considera que el intervalo I, es suficientemente
pequefio cuando /(1)) < Q = 1E-06. (linea 30)

La raiz que sc obtiene es:

a = 6154685



Programa
10 REM METODO DE BISECCION

20 DEF FNF(X) = X-2*SIN(X)-S

30 LET Q=.000001
40LETA=5:LETB=1

50 LET F=FNF(A)

60 LET X0=(A +B)22: LET G = FNF(X0)
70 IFF*G <0 THEN LET B=X0: GOTO %0
80LETA=XGLETF=G

9 IF ABS(B-A) < Q THEN GOTO 120

100 LPRINT *LIMITES %A;" Y B

110 GOTO 60

120 LPRINT:LPRINT UNA RAIZ ES %{A +B)2

La tabla siguiente muestra los valores de los limites del
intervalo A4, B y los valores de la funcién es dichos
puntos, f(4) y f(B)

4 B f(A) f(B)

5 75 0958351 1136723

5 625 0958851 7.980526E-03
5626 625 4.416055E-02  7.980526E-03
59375 625 1.814464E-02  7.980526E-03
609375 625 5.096019E-03  7980526E-03
609375 6171875 S.096019E-03  1438737TE-03

14 B ) fB)

6132813 6171875 1.829505E-03 1.438737E-03
6152344 6171875 1956225E-04 1.438737E-03
6152344 616211 1.956225E-04  6.214977E-04
6152344 6157227 1956225E-04  2.129078E-04
6152344 6154785 1.956225E-04  8.642674E-06
6153563 6154785 9.346008E-05  8.642674E-06
6154175 6154785 4.240871E-05  8.642674E-06
615448 6154785 1.686812E-05  8.642674E-06
6154633 6154785 4.112721E-06  8.642674E-06
6154633 6154709 4.112721E-06  2.264977TE-06
6154671 6154709 9.23872E-07  2.264977E-06
6154671 615469 923872E-07  6.556511E-07
615468 615469 1.192093E-07  6.556511E-07
615468 6154685 1.192093E-07  2.980232E-07
615468 6154683 L192093E-07  5.960465E-08
6154681 6154683 2.980232E-08  5.960465E-08

2) Regla falsa
Inicialmente, tenemos un cero de la funcién en

I, = [a,, by] se generardn intervalos de seguridad
I, = [a,, bJ, conlapropiedad de que f(a,) f(by) < 0.

Los intervalos se definen recursivamente, como se ilus-
tra en la figura de la siguiente pégina.
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-

» *2,77 %y
+ : + x
o
2
6

Sea S el punto en donde la secante que pasa por
(ay, f(a,)) y (b, f(by) intersecta al eje delasx.

Sif(a) f(S,) < Oentoncesa,, =a,, by, =S,
Si f(ay) f(Sy) >0 entonces a,,,=S,, by, =b.
Sif(a,) f(S,) = 0 entonces S, es lasolucién

Los tres casos se ilustran a continuacién:
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Este método tiene el inconveniente de que el criterio
de convergencia no puede ser satisfecho a través de la
longitud del intervalo I, pues no podemos asegurar
que:

lim/(,, ) = 0
k-» o

La siguiente figura ilustra la situaci6n:

*o bab2 by bg

Se observa que b, ~>a pero a,=a, V; luego,

limih) = |ay-a,|#0 (&)

k+ o

Este efecto se debe a que f’(x)>0 en [a,, b,/. El
problema de c6mo detener el proceso se resuelve eva-
luando la funci6n en los extremos de I,.

Para facilitar la descripcion del método, no construire-
mos I, con a, del lado izquierdo y b, del lado derecho.
Lo que haremos ser4 llamar by, a S, siempre, y cal-
cular a,,, de acuerdo con los cambios de signo de la
funci6n:

by =S,

si fla) f(S,) <Oentoncesa,,, = a,

si f(a,) f(S,) >0entoncesa,,, =b, -

3) Regla falsa modificada

La deficienciamencionada en (4) se resuelve conlo que
llamaremos "método de la regla falsa modificada", que
tiene por objeto evitar que un extremo se quede fijo.

flag
flag
2
N
Nl N s
»1 by ba by by
By a3
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Se trabaja normalmente regla falsa cuando f(b,) y
f(b, ) sondesigno contrario; cuandof{(b, ,,) no cambia
de signo, se construye lasecante que pasa por los puntos

(5o S16) ¥ (@0 3 1(@)

Ejemplos 2y 3. Calcular la raiz de 1a funcién del ejemplo
1, usando los métodos de regla falsa y regla falsa modi-
ficada.

La tinica diferencia entre la regla falsa y la regla falsa
modificada, es que en esta se hace g, ,, = % fla,); esta

situacion se refleja en la linea 220.

Programa
100 DEF FNF(X) = X-2*SIN(X)-5

110 LETA=05: LET B=1 LETK=20
150 LET K=0:LET FA=FNF(A): LET FB=FNF(B)

160 LET K=K+1: LET M=(FB-FA)/(B-A): LET S=B-(FB/M): LET
FS=FNF(S)

170 IFFS=0THEN 230
180 IF FS*FA >0 THEN 200
190 GOTO 220

200LET A=B: LETFA=FB: LET B=S: LET FB=FS
210 REM ENDIF ‘ -
POLETB=S:LETFB=Fs :LETFA = FAR

221 PRINT AB,S

222 IF ABS(B-A) > (01 ABS(B) + 00001) AND K <MAX THEN 160
T PRINT'LA RAIZES S

Regla falsa (resultados)

A 8 S

1 6121225 6121225
1 6153677 6153677
1 6154652 6154652
1 6154681 6154681
1 6154681 6154681

LA RAIZ ES 6154682
ELVALORDE LA FUNCIONENSESO
EL NUMERO DE ITERACIONES FUE 6

Regla falsa modificada (resultados)

A B S

1 6121225 6121225
6121225 6185591 6185591
6185591 6143821 .6143821
6143821 6161058 6161058
6161058 6151749 6151749
6151749 615621 615621

LA RAIZES .615621
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EL VALOR DE LA FUNCION EN S ES 1277924E-04
EL NUMERO DE ITERACIONES FUE 6

B) Métodos que usan interpolacién
Calcular a tal que f(a) = 0

A partir de una coleccién pequeiia de aproximaciones
a la solucién, se encuentra una mejor aproximacion,
como el cero del polinomio que interpola a dichos
puntos.

La idea general que estd detrds de esto consiste en
aproximar a f{x), en la vecindad de x,, por una funcién
m(x), conlapropiedad de que m,(x) = Oseaunproble-
ma fécil; m(x) podria ser:

i) lineal
if) cuadrdtico

1) Maétodo de la tangente o de Newton

ni{x) f(x) H

xg Xy a

A

my(x) = f(x,) + (x-x)) flx)
myfx)=0 = x =x°-]{T((i%
o

en general myfx) = f(x) + (x-x) f(x) yx,, queda
definido por:

f (xi)

X = x"f’_(xi_) ;

Este es el método de Newton y tiene la propiedad de
que, cuando converge, lo hace con mucha rapidez.

Tiene la desventaja de ser costoso porque implica el
célculo de la funcién y su derivada a cada paso; ademés
no siempre converge, como loilustra lafigurasiguiente:

No hay interseccién con
el eje x 0 estd nuy le-
jos de a.

% a\
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Programa
2) Método de la secante 10 REM metodo de 1a secante

X . 20 DEF FNF(X) = X-2°SIN(X)-5
Consiste en aproximar a f{x) por su secante en dos

puntos, los ltimos de 1a iteracién. HLETQ=1E09

4LETX=05: LETY=1
50 LET F=FNF(X): LET G =FNF(Y)
f(x) 60LETI=1
m;(x TOLETI=1+1
80LET Z=Y-(X-Y) *G/(F-G)
9 LET X=Y: LET Y=Z LETF=G: LET G=FNF(Y)

100 PRINT LY
TR
110 IF ABS(Y-X) >Q THEN GOTO 70
Xj+1
120 PRINT: PRINT "una raizes Y
fee) = fx_)
mx) = f(xl) +—-———— {x-x) Resultad
- 1 X
_ 2 5095649
ml(xlﬂ) =0 3 5980207
4 6155891
x = 5 615468
Xy =X - m————— f(x, 6 6154681
ORI L. ‘ P
8 6154682

Ejemplos 3y 4: Usando los métodos de la tangenteyde 2 1aizes 6154682
la secante, encuentre la raiz de x-0.2senx -0.5 = 0



Programa
10 REM metodo de newton

20 INPUT "x0%;X

30LETI=0: LETQ=1E9
4OLETI=1+1

50 LET F=X-2*SIN(X)-5

60 LET G=1-2*COS(X)
MLETY=F/G:LETX=X-Y

80 PRINTEX

90 IF ABS(Y) >Q THEN GOTO 40
100 PRINT: PRINT *una raiz es ;X

2.602959E-02
249485
6154745
6154682
6154682

IS

una raiz es .6154682

Iteraciones de punto fijo y convergencia

Los dos métodos anteriores, Newton y Secante, cuando
convergen, convergen ripidamente, en este contexto
surge un cuestionamiento:

$C6mo nos aseguramos que con una seleccién inicialx,,
el método escogido sea convergente?

Para responder ala cuestién, reconsideremos la férmu-
la iterativa del método de Newton.

fx)

xn+l = xn -fon)

En general, podemos representar esta expresion de la
siguiente manera:

Yorr = 8(%) 6)

fee,)

Donde g(xn) = x — m

Sila sucesi6n x;, x,, ... generada mediante (5) converge
a algiin punto a y g(x) es continua, entonces:
a=limx  =limgk) =glimx) = g(a)
) n->w n—>o

Por lo tanto:

a = g(a) ,
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Y decimos que & es un punto fijo de la funcién g, esto
es, @ es invariante bajo g y por lo tanto la grificade g

pasa por el punto (@, a).

Si a es un punto fijo de la funci6n iterativa g(x) para el
método de Newton, entonces « es una solucién de la

ecuacién.

Ya que:

Veremos ahora que g(a) = a implica que @ es una rafz

def.

a

fx) =

0

)
xn+l - xn -f’—(x_nj. - g(xn)

@
@

=gl@) =@

f@

ok 0ef@ =0
.. aesunaraiz de:
fte) =0 ()

Es posible escoger diversas funciones g(x), con la pro-
piedad de que los puntos fijos de g(x) son raices de la
ecuaciénf(x) = 0. Considere, por ejemplo, el problema
de calcular laraiz cuadrada de un niimero a; las siguien-
tes funciones podrian ser utilizadas:

Dfife) =F-a
i) fye) =1 % (7)

iii) fyx) = x- %
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Aplicando el método de Newton a cada funcién, obte-
nemos las iteraciones siguientes;

NI

. a
Dty = + % = &ilx)
n

3

. 3 %,

ix ., = 2% T = gx,) (8)
ess. an a

i) x,,, = ;_;-;—; = gi(x,)

Cuyas gréficas son las siguientes:

i

)
s e \
|

/ Y

n
11) 4 -~
! T
“'?"’,I' T
4 g
’ I
s .I
7 /,l'-“s
7
e
(Vs —v = foln}
- A =
-= P ~
Ry
e/
: /
’
ir
L,
L
RAy Y4
v
- .
111, 4
s
Jeyzx
-y z i
Vi
/
s
4
/
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Para cada selecci6n, podemos calcular las sucesiones
', ¥, ... mediante las formulas en (8) y esperar que
éstas converjan, si lo hacen, éstas convergen a las raices
delaecuaciénx-vVa =0

En conclusi6n, tenemos que la iteracién de punto fijo
es un método para generar una sucesién que nos per-
miteresolverlaecuaciénf(x) =0 apartirdelaecuacién
g(x) =x; de tal manera que cualquier soluciéndeg(x) =x
es solucién de f(x) =0

C) Hibridos

Como su nombre lo indica, consisten en combinar un
método seguro con uno veloz.

Aqui veremos solamente aquél que usa los métodos de
biseccién y secante:

1) Se toma inicialmente un intervalo de seguridad

[xg, x,] (es decir f(xy) f(x,) < 0).

2) Llamemos x, , y, a los extremos del intervalo de
seguridad en cada paso, (es deciry, = x,)

3)x, ., secalculaapartirdex,y y, por el método de la
secante, siempre que x, , ; esté dentro del intervalo
de seguridad; si no, por biseccién aplicada ax,, y,.

\C -

(3]

Yyhp
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La figura anterior jlustra cémo puede ocurrir que el
punto obtenido por medio de la secante salga del inter-

. X Ty
valo de seguridad; entonces, se calculax, = 2

4) Calculary, ., de tal modo que la raiz esté entrex,
Y Yenr

st fix) flx,,,) < Oentoncesy,,, = x,

si f(xk) f(xkﬂ) > () entonces Yirr = Y

CONVERGENCIA

Suponga que tenemos el proceso iterativo:

Xoer = 8(%)

Que genera la sucesién x,, x,, x,, ... y deseamos saber
si la sucesién {x,} asf generada, converge o no a un
punto fijo.

Supongamos que x, s un valor cercano a la raiz @, por
lo tanto:

x =a+e
n n

Donde ¢, es pequeiio. Si ¢, disminuye cuando n crece,
entonces decimos que el proceso converge a @. Si £,
aumenta, entonces la sucesién diverge. En el primer
€aso tenemos:

Xnt1 = g(ta)
= gla +&,)

=gla) + &.2 (@) + %ezn g’ (@) + ..
(S. Taylor)

Como a = g(a) y si ¢, es pequefio entonces szn €s
insignificante, tenemos que:

., ~a+ €.8'()

X = eng'(a)
Ea = E,8(0)

Por lo tanto, el error ¢, , ; es un miltiplo del error €.
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En consecuencia, ¢, ; disminuye cuando # crece si y
sélosiO=| g@) [ <1

Sie,,, aumenta entonces lg'(@ | > 1encuyo caso
lasucesién {x} es divergente.

Por lo tanto, Xort = g{x,,) genera un proceso iterativo
convergente si y sélo si:

0<lg@| <1

y x,esta"cerca” dea

7/} *o¥ixat o %2 %

y = gix}
x v

H

Xlﬂxe Xz

n
x

v = alx) Y

! ’.yix b

A primera vista el resultado anterior parece no ser itil
de inmediato, ya que es necesario evaluar la funcién
g (x) en la raiz a, que desconocemos. Sin embargo, a
menudo se tiene una idea aproximada del valor de la
rafzy por lo general esto serd suficiente.

Rapidez de convergencia

Dados dos métodos convergentes, {cémo selecciona-
mos el mejor? ¢Eligiendo al més rdpido? {Cémo medi-
mos rapidez de convergencia?

Anteriormente hemos dicho que un método iterativo es
convergente si 0 < | g'(e) | < 1y si ademds x, esté lo
suficientemente cerca de a.
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Consideremos la ecuacién:

224 +1=0 )

Y derivemos dos funciones iterativas para esta ecua-
ciém, a saber:

D23 -4x+1=0
2% = 4x-1
12¢ = 24x-6
12 =24+ 6
S =24 4 6

-Sx=7x-24+ §
x

x=_T1 (7x—24 +%)

81 %yt =~ % (7xn -2 +x£)

Con un procedimiento anélogo, obtenemos:

. 22 -1
) gylx,,) = FYCREEY)

ESTA TESIS Mo oeeg
SR B BIBLIOTECA
Una raiz de la ecuacién (9) es: :

= 1.707107

conii)laraizse obtienepara n=6 y x, =2 peropara
i) con n = 280 se obtiene @ = 1.713879, esto es, se
tienen sélo dos digitos de precision; y después de
n = 3000 se obtienen valores alternados de 1.707098 y
1.707116, 1as oscilaciones de este tipo ocurren con cier-
ta frecuencia en aquellos procesos que convergen con
lentitud.

Por lo tanto i) es una funci6n iterativa que genera una
sucesi6n convergente (ipero apenas!)

Esto se debe a que estd muy cercanaal
g, (1707107) = -0.9882252 < 1
En cambio, para:

, 27 - 4x +1
&K = i - 1)

Tenemos que:

< g5 (1707107) =
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Por lo que es de esperarse, como sucede, que la conver-
gencia de ii) sea muy répida.

Convergencia cuadritica
Supongamos que g'(@) = 0, entonces, sabemos que:
1. .
x =g+ EE W87@) + ...
Por lo tanto:
1 2 _»
x+l=a+§eng (@) + ...

n

1 2,
X ca= Eezng (@) + ...

__1_2 »”
E =308 (a) + ...

n+l
12 .
En+l = 5 82ng (a)

Porlo que el error €, es un miitiplo del cuadrado del
error £,; de manera que si £, es pequefio, g, , es mis
pequeiio.

En general, si:

Entonces la convergencia dependerd del valor de p.

Donde c es una constante, y decimos que el proceso es
de convergencia p.

Resumiendo, tenemos que:

a) Un proceso iterativo es lineal o de primer orden si

0

g@=0y|g@ | <1 p
b) Un proceso es cuadrético o de segundo orden si

@=0g@=0  p=z.
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¢) Un proceso es de tercer orden si
£@) =0g"@) = 0yg"(@)#0 p=3

Ya que en los desarrollos de Taylor, tenemos que los
valores de g, serdn , €, & respectivamente.
Observaciones:

1) El método de Newton converge cuadrdticamente.

2) La secante converge con orden:

p= % =16180334..

3) La regla falsa modificada es, usualmente, superli-
neal:

= reP
€ =cE, dondep >1

4) El método de biseccién no tiene convergenciasiquie-
ra lineal.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS®

1.Encuentreun intervzslo de2 longitud uno que contenga
unaraizdep(x) =x -6 + 9%-5

2. Proporcione una evidencia gréfica de que las siguien-
tes funciones tienen infinidad de raices reales; loca-
lize 1a rafz positiva mds pequefia de cada una de ellas
dentro de unintervalo de longitud 1.

a) x-tanx-1
b) sen 2x - senx
) sen 3x - senx
d) xsenx-1
e) Inx-tanx
3. Demuestre que la funcién:
flx) = senx-1
Tiene una sola raiz en el intervalo (1, 7/2)
4. Demuestre que la funcién:
f(x) = xtanx -1

Tiene una sola rafz en el intervalo (0, 1)

Losejercicil y/oadap delasobras citadas al final de esta secci6n.

5. Localize las raices de las siguientes ecuaciones en
intervalos de Iongitud uno.

a) x2-Vx =2
b) x-ex=-2
<) Infx) + Vx =2
d) 2x =ex
e)er-5x =0
6. Encuentre la rafz més pequefia de:
X-10000x +1=0

mediante la férmula cuadrética y algunos de los mé-
todos desarrollados en el texto.

7. Usando el método de Newton, encuentre las prime-
ras tres raices positivas de:

b
a) Senx - cosx = 0

b) tanx-é =
x

Explique las diferencias en comportamiento de
ambas ecuaciones.
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8. Aplique el método de biseccion para determinar las
raices de las siguientes ecuaciones con tres cifras
significativas.

a) ¥-23-x-3=0 (23
b) $5-x-046=0  (1,2)
x’+x+1=0 (-1, 0)
d) x5-322-100=0 (2,3)

9. Usando tres métodos diversos, encuentre las raices
reales de:

a) x6-12.1x% + 59.5x% - 151.85x3 + 1212.6625x*
- 156.6x + 48.5625 = 0

b) x*-3.0¢% + 3.37x2- 1.680x + 0.3136 = 0
c) x3+ 1.5x2-5.75x + 437 =0
d) x*- 173z + 0.46x + 1.275 = 0
10. Las funciones siguientes tienen rafces en los inter-
valos indicados a la derecha. Calcule las raices de

estas funciones con una precisién de tres cifras me-
diante el método de bisecci6n.

a) xtanx-1 ©,1)

b) sen2x-senx . (0.7, 1.7)
c) sen3x-senx (0.5, 1.5)
d) xsenx-1 (1, 2)

e) Inx-tanx (3.8,4.8)

11. Aproxime el valor de & resolviendo las siguientes
ecuaciones, mediante el método de biseccion y con
una precision de cinco cifras. {Coinciden las raices
con el valor de w = 3.14159265?

a) tan%-] =0

x X
b) sen’y-cosy =0

12. Encuentre las raices de las funciones del ejercicio
10. Usando el método de Newton. Use los extremos
del intervalo como aproximaciones iniciales.

13. Encuentre el valor de V2 con precisién de cinco
cifras, usando el método de la secante.

14. Determine las raices de las funciones del ejercicio 9
usando los métodos de regla falsa y el de Newton.

15. {Qué sucede si se aplica el método de Newton a la
funciénf(x) = arc tanx conx, = 2?
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16. {Cudl es el limite de la sucesién

Yo+l +

|
=l}.(|‘d

17. {Para que valores iniciales converge e] método de
Newton si la funci6n es f(x) = x/(1 + x°)?

18. Analice quésucede cuando el métgdo de Newton es
aplicado ala funciénf{x) = 2¢" - 9x” + 12x + 15 con
los siguientes valores iniciales:
a)x=23
b) x> 3
c)x<3

19. El reciproco de un niimero R puede calcularse sin
recurrir a la divisién mediante la siguiente expresién:

T =4, (2-4R)

Empezando con x, = 0.2, calcule el reciproco de 4
con seis cifras de precisién. Tabule el error en cada
paso y determine el tipo de convergencia.

20. Use la férmula:

fan =3 [5 + ()]

Para encontrar VR. Efectlie tres iteraciones para
R=2, conx,=1. Use el método de biseccién en el
intervalo [1, 2] para encontrar VR. {Cuéntas itera-
ciones son necesarias en cada método para obtener
una precisién de 10™?

21. Todo polinomio de gradon tiene n raices enel plano
co;nplejo {Se concluye de esto que toda funcién de
la forma:

w
f)=3% a1
n=0
tiene un nimero infinito de raices?

Problemas

1.El4reasombreada de lafigura depende de los valores
delradiory el 4ngulo a (en radianes) de acuerdo con
la siguiente férmula:

=5 [a-sena]

Determine elvalorde @ si r=125y A =2
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2. La ecuacién de Kepler para la determinacién de las
drbitas es:

M=¢-esen¢
donde M se denomina anomalia media.
¢ se denomina anomalia de la excentricidad.
e es la excentricidad.

SiM = aft - t,). Determine el valor del dngulo ¢ si
ty=0,e=04,a=051t=10

3. En el circuito del diagrama, la resistencia R cambia
su valor, en respuesta al calor, de acuerdo con la
siguiente formula:

R(i) = 100 + 10V{
Ademds la corriente , satisface 1a siguiente ecuacion.
V =R(i}i
Determine el valor de 1a corriente {.

i

4. Una compania debe decidir si compra una computa-
dora grande o varias microcomputadoras para satis-
facer sus necesidades de cémputo. El costo para
satisfacer la demanda de trabajo W con micros crece
de manera lineal, de la siguiente forma MC(W) = W
donde MC(W) es el costo en funci6n de la carga de
trabajo W; en cambio el costo usando una computa-
dora grande esta dado por la funci6n.

MFC(W) = 100 + log (W + 1)

Encuentre el valor W que hace que el costo de usar
micros y el costo de usar una computadora grande
sean iguales.

MO

HMFCW)

Trabajo

u*

5. Supéngase que se desea comprar un automévil y se
estd limitado a dos opciones. El costo anual neto de
poseer cualquiera de los dos vehiculos estd compues-
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to por el costo de compra, costo de mantenimiento'y
de las ganacias:

Modelode Iujo  Modelo econ6mico
Costo de compra, $ -15,000 -5000
Costo de mantenimiento, -400 -200
$/afio/afio
Ganacias anuales y 7500 3000
beneficios, $

Silatasa de interés es del 12.5% (i = 0.125), calcule el
punto de equilibrio (r) para los automéviles.

6. Si se compra una pieza de equipo en $20 000 en
abonos, pagando $5 000 durante 5 afios. {Qué tasa de
interés se estd pagando? La formula que relaciona el
costo actual (P), los pagos anuales (4), el niimero de
afios (n) y la tasa de interés es:

i1 +ie

A:
P(l + )"

7. Un centro de diversiones cuesta $10 millones de
délares y produce una ganacia de $2 millones. Si la
deudase debe pagaren 10afios 6 A qué tasa de interés
debe hacerse el préstamo? El costo anual (P), el pago
anual (4) y la tasa de interés (i) se relacionan entre

si mediante la siguiente férmula:
P_(@+) -1
A i1+

donde n es el nimero de pagos anuales. Para este
problema. .

P - 10000000 =5
A 2000000
Por lo tanto, 1a ecvacién se transforma en:
1 +0° -1
5= hrerassarTa
i(1-1i)

La tasa de interés que satisface esta ecuacién se
puede determinar encontrando la raiz de:

a) Dibijese f(i) contra i y para obtener una estima-
cién gréfica de la rafz.

b) Calcilese i usando el método de bisecci6n (con-
tar las iteraciones).

¢) Calciilese { usando el método de la regla falsa
(contra las iteraciones).
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Enlos incisos (b) y (c) dsense los valores iniciales de
i = 0.1y0.2. Obténgase un nivel del error del 2% en
ambos casos.

. La temperatura (en grados Kelvin) de un sistema,
varia durante el dia de acuerdo con:

2t
T = 400 + 200 cos 1440

En donde ¢ se expresa en minujps. 1.2 presién sobre
el sistema esta dada porp = e . Desarréllese un
programa que calcule el volumen molar del oxigeno
en intervalos de un minuto a lo largo del dia. Grafi-
quense los resultados. Si se tiene capacidad gréfica
enla computadora grafiquense los datos. Si no es asi,
grafiquense los resultados a intervalos de 60 minutos.

9. Eningenieria quimica, los reactores de flujo (es decir,
aquéllos en que un fluido va de un extremo al otro
con una mezcla minima a lo largo del eje longitudi-
nal) se usan a menudo para convertir reactivos en
productos. Se ha determinado que la eficiencia de la
conversién se puede mejorar a veces reciclando una

arte del flujo del producto de manera que regrese a

a entrada para un paso adicional a través del reactor.
La tasa de reciclaje se define como:

_ volumen de fluido regresado a la entrada
" volumen de fluido que deja el sistema

Supéngase que se estd procesando una sustancia qui-
mica A para generar un producto B. Para el caso en
que B de acuerdo con una reacci6n autocatalitica.

Alinentacidn Reactor de flujo Producto

Reciclaje

(esto es, en la que uno de los productos actiia como
catalizador o de estimulante en la reaccién, o

A+B->B+8B

se puede demostrar que una tasa 6ptima de reciclaje
debe satisfacer:

L+R(=Xy) ___ R+1
R -Xy) RO +RA-Xy)]

n

en donde X, es la fraccién del reactante 4 que se

convierte en el producto B. La tasa 6ptima de reci-

claje corresponde a un reactor de tamaiio minimo,

gecesario para alcanzar el nivel de conversién desea-
0.
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Usese el método de biseccion para determinar las
tasas de reciclaje necesarias que minimicen al tama-
fio del reactor en conversiones fraccionales de:

a) X, = 0.99
b) X,, = 0.995
X, = 0.999

10. La concentraci6n de la bacteria contaminante C en
un lago decrece de acuerdo con la relacién:

C = 80e™ + 20e**

Determinese el tiempo requerido para que la bacte-
ria se reduzca a 10, usando a) un método gréfico y b)
¢l método de Newton.

11. Muchos campos de la ingenierfa requieren estima-
ciones exactas de la poblacién. Por ejemplo, para la
transportacion, los ingenieros consideran necesario
determinar por separado la tendencia del crecimien-
to demogréfico de una ciudad y de los suburbios
adyacentes. La poblaci6n del 4rea urbana declina en
funci6n del tiempo de acuerdo con:

P)=P, e " +P

u u,min

Mientras que lapoblaciénsuburbanacrece, de acuer-
do con:

P
P() =—F 25—

Endonde P, ., k, P, . » P, o, Pyyk, sonpard-
metros derivados de fomma emfi?‘r?ca. 0

Determinese el tiempoy los valores correspondien-
tes de P (t) Kode P(t) cuando las poblaciones
son igual"es. s valores de los pardmetros son
Pymex = 60 000; K, = 0.04 ario” ; P, .., = 12 000;
Poax = 3000y k, = 0.06 afio” Para obtener las
séfﬁcnones, tisese a) un método gréfico yb) el método
de la regla falsa.

12. El movimiento de una estructura se define mediante
la siguiente ecuacién para una oscilacién amortigua-
da:

y = 10¢™ cos wt
dondek = 0.5yw =2
a) Usese el método gréfico, para obtener una estima-

cion inicial del tiempo necesario para que el des-
plazamiento baje hasta 4

b) Usese el método de Newton para determinar la
raiz hasta un error de 0.01%

c} Usese el método de la secante para determinar la
raizhastaun € = 0.01%
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13. La figura muestra un canal abierto de dimensiones
constantes con un 4rea transversal 4. Bajo condicio-
nes de flujo uniforme, se cumple la siguiente relacion
basada en la ecuaci6n de Manning:

En donde g es el flujo, y, es la profundidad normal,
B es el ancho del canal, 7 es un coeficiente de rugo-
sidad usado para medir los efectos de la friccién del
material en el canal y S es la pendiente del canal. La
ecuaci6n se usa en ingenierfa de fluidos y recursos de
agua para determinar la profundidad normal. Si este
valor es menor que la profundidad critica:

_ P
Y. = (Ez—g)

Endpnde g esla aceleraci6n de lagravedad (980
cm/s"), entonces el flujo es subcritico.

Usese un método grafico y el métpdo de biseccion
para determinary,_siQ = 1415m’[s; B = 4572 m;
n = 0.017y S = (.0015. Sefidlese si el flujo es sub o
supercritico.

14. Una corriente oscilatoria en un circuito eléctrico se
describe mediante.

I = 10¢* sen (2nt)

en donde ¢ estd dado en segundos. Determinense
todos los valores de ¢ tales que [ = 2 '

Problemas teéricos

1. La supercomputadora Cray-1 no divide directamen-
te; en lugar de ello, para calcular el reciproco de un
nimero R > 0 (1/R), calcula una "aproximaci6n re-
ciproca” y usa ésta como el primer valor para la
iteracién de Newton. Dado f(x) = (1/x) - R, demues-
tre que la férmula para el método de Newton es:

Xen =% (2-Rx)

a) Usando esta iteracién calcule I/R para
R = 1,2, .., 10 Tabule el niimero de iteraciones
necesarias para generar un resultado exacto a seis
digitos. Usax, = 0.01

b) Usando la misma funcién f(x) repita los cdlculos
con el algoritmo de bisecciony compare el nlimero
de iteraciones con (a). Use como primer intervalo
a [.01,2]
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"2. Un método clésico para la solucién de ecuaciones
ciibicas es el usado por Cardano. La ecuacién ciibica:

Pral+bx+c=0

Es transformada a la forma reducida:

Y+pt+qg=0

Mediante la sustituciénx = y - a/3. Los coeficientes
en esta forma son:

—c-—+2 (a)

Una rafz real de Ia forma reducida puede determi-
narse de la siguiente manera:

= /2
s=1&° + &"
n=l-3+5"+[- Lg%

Y, por lo tanto, la raiz real de la ecuacién original es:

_, .2
=Nty

a) Aplica el método de Cardano para encontrar la
raiz real de:

L+ +c+3E=0

Para diversos valores de ¢, investigue la pérdida de
exactitud por redondeo para valores grandes de c,
digamos para ¢ de tal manera que I/c =¢ de la
computadora.

b) Aphque el método de Newton para la mlsma
ecuaciény para los mismos valores de c. Investi
los efectos del error de redondeo yde la selecc16n
del valor inicial.

3. Use el método de Newton para calcular la raiz Ginica
de:

x+e™cosx=0 B >0
Con diversos valores de b, por ejemplo, b = 1, 5, 10,
25,50.Escojaa x, = 0 yexplique cualquier compor-

tamiento anémalo. Teéricamente, el método de
Newton convergerd para cualesqmera valores de x, y
B.
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"Casi todo lo que la matemética de nuestro siglo ha
producido en forma de ideas cientificas originales, estd
relacionado con el nombre de Gauss."

L. KRONECKER

{Zablentheoric)

"Gauss fue el gigante desde cuya altura se abarcan de
un vistazo las estrellas y los abismos."

W. BOLYAI

(Kurzer Grundriss eines Versuchs)

INTRODUCCION

La ley de Ohm establece una relacién funcional entre
el voltaje V, la resistencia R y la corriente i, a través de
un circuito, mediante la signiente férmula:

Por otro lado, 1a ley de Kirchhoff establece que la suma
algebraica de las corrientes sobre un nodo debe ser
cero, lo que establecemos de la siguiente manera:

2 i’ =0. . 2)

A partir de esas dos leyes podemos determinar las
corrientes y voltajes en cualquier punto de un circuito
eléctrico. De hecho, estas leyes conducen a sistemas de
ecuaciones lineales.
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En el diagrama siguiente se presenta un circuito eléc-
trico con cinco resistencias y dos fuentes de poder.

——t A ——
1—aW=
v
Ry
AAA,
YW
m=1-10°Q
4 Ry=2-10'R
Ry=3-100
R, R
. AR AAA- Re=4-10'0
(E=— LA R;'S-m’n
V=1V
=N r=2v

La aplicaci6n de las leyes de Ohm y Kirchhoff conduce
al siguiente sistema de ecuaciones lineales.

(R + R2 + Ra)iz -Raoiy R4iz =0
(3) -Rzit + (R2 + R3)ia -R3iz =
Vi
-Ri; -R3iz +(R3 + R4 + Rs)iz =

V2

Este es un sistema de 3 ecuaciones lineales de tres
incognitas, se puede resolver con alguno de los métodos
que se ensefian en la escuela secundaria.

El sistema de ecuaciones (3) puede ser escrito de ma-
nera compacta en forma matricial de la siguiente ma-
nera:

Ax: X e (4)

Este problema, si bien ha quedado resuelto desde €l
punto de vista analitico desde hace mucho tiempo,
presenta dificultades que han ocupado la atencién de
muchos analistas numéricos durante los dltimos 40
anos. Actualmente se siguen publicando articulos al
respecto.

La dificultad principal consiste en que para resolver un
sistema se tienen que invertir muchos recursos, tanto
en tiempo de computacién como en el espacio requeri-
do para almacenar la informacién.
Consideremos nuevamente el sistema:

Ax=b
endonde A es una matriz cuadrada, de orden n.

Un primer resultado es que el problema tiene soluci6n
siy s6lo si:

det(4) # 0
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En el diagrama siguiente se presenta un circuito eléc-
trico con cinco resistencias y dos fuentes de poder.

Ry=1-10°Q
Ry=2-10"n
Ry=3-10n0
Re=4-10'R
Ry=5-10'Q
V=1V

Vym2V

La aplicacién de las leyes de Ohm y Kirchhoff conduce
al siguiente sistema de ecuaciones lineales.

(R1 + Rz + Ra)iy -Raiz -R4iz =0
(3 -Rzi1 + (R2 + R3) iz -R3iz =
Vi
-Rais -Rsiz +(R3 + R4 + Re)iz =

V2

Este es un sistema de 3 ecuaciones lineales de tres
incégnitas, se puede resolver con alguno de los métodos
que se ensefan en la escuela secundaria.

El sistema de ecuaciones (3) puede ser escrito de ma-
nera compacta en forma matricial de la siguiente ma-
nera:

Este problema, si bien ha quedado resuelto desde el
punto de vista analitico desde hace mucho tiempo,
presenta dificultades que han ocupado la atencién de
muchos analistas numéricos durante los dltimos 40
afios. Actualmente se siguen publicando articulos al
respecto.

La dificultad principal consiste en que para resolver un
sistema se tienen que invertir muchos recursos, tanto
en tiempo de computacién como en el espacio requeri-
do para almacenar la informacién.
Consideremos nuevamente el sistema:

Ax=b
endonde A es una matriz cuadrada, de orden n.
Un primer resultado es que el problema tiene solucién

siy sélo si:

det(A) = 0
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Pero calcular un determinante por su desarrollo en
menores, por ejemplo, es un problema que requiere de
mucho tiempo. De hecho, no es posible calcular un
determinante de orden 20, ya que tomarfa miles de afios
(haciendo cada una de las operaciones en fracciones de
segundo). En efecto, hacerlo implica calcular 20 deter-
minantes de orden 19. Si denotamos con # op (n) el
niimero de operaciones requeridas para calcular un
determinante de orden n, para calcular uno de orden
20 se tendria que hacer el siguiente nimero de opera-
ciones:

# op (20) = 20 # op (19)
=20x19x # op (18)

=20x19x..x3 #0p (2)
= 20!
= 2.4329x 10"

Si se hace una multiplicacién cada centésimo de segun-
do, se necesitarfan aproximadamente.. 771 millones de
aftos para calcular tan sélo un determinante de orden
20! Por lo tanto, el método de Cramer no es préctico.

Considere los cuatro sistemas siguientes:

a) Ix+5-82=0 b 5x=9

Z-y-2=10 x+y+z=10
x+y-5z=1 I0x+2z=3

c) x+y+z=0 d)x+y+z=J
x-y-z=10 x+y+z=40
x-y+z=1 z=3

Elejemplo (b) parece un problema f4cil, 0 menos dificil
que los otros tres.

Lapropiedad que hace fécil resolver el problema (b) es
que el sistema de 3 ecuaciones se reduce a tres ecuacio-
nes en una sola incégnita.

En general, diremos que un sistema de n ecuaciones
simultdneas resulta ficil cuando equivale a n ecuacio-
nes en una incgnita.

Definiciones:

1) Los elementos diagonales de una matrizA =(a;) son
aquéllos para los cuales sus subindices son iguales a,
i=12.,n

2) Sistema triangular es aquél que tiene asociada una
matriz triangular.

3) Una matriz es triangular inferior si ;=0 para
j >1; triangular superior si a;=0 parai >j.
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4) Un sistema de ecuaciones lineales es facil si y s6lo si
se puede transformar en sistema triangular. Por lo
tanto, dado un sistema de ecuaciones Ax = b, es
;oq;/em'eme transformar dicho sistema en unsistema
dcil.

Enel ejemplo (b) tenemos la siguiente transformacién,
permutando columnas o renglones.

12 3)
=9 500) ()
k+y+z=10 (3 11| @2
0c+z=3 1001) (3)
(123
500} (1)
1001f @
311} (3)
(12 3)
St =9 500) ()
We+z=10 [1010] @2)
+z+y =3 (3 11] (3)

Nota: Los niimeros que aparecen arriba y a la derecha de cada matriz
indican las permutaciones.

Asf, el nuevo sistema quedarfa:

500 x 9

1010 z| =13

311 y 10
Cuando el original es:

500 x 9

311 yl| = |10

1001 z 3

Observamos que al permutar las columnas, la solucién
queda permutada de igual manera. Al permutar renglo-
nes, el lado derecho debe permutarse de igual manera
para no alterar la soluci6n.

Las permutaciones a una matriz se pueden representar
como transformaciones tales que, al ser aplicadas por
la izquierda, alteran el orden de los renglones y al
aplicarse por la derecha, el de las columnas.

Si A’ es una matriz obtenida mediante permutaciones
de renglones y columnas de A, entonces:

A=PAQ,
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en donde P y Q son matrices de permutaci6n.

Definicién:

Matriz de permutacion es aquélla que se obtiene me-
diante permutaciones de la matriz identidad.

Ejemplos:

010
P={100
001
100
P=1001
010

Consideremos el siguiente ejemplo:
%X+ €L+ +oxx = by
%y5ks = b,
Xyky + Cyks + Xpxe = by
®ysks + Rk = by
®sp Xy + Ky Xy Xy X+ Kopxg + Ko xo = by

By + KX, + Keoxs + Xxe = by

Que, escrito en forma matricial, queda:

Ay Cpp O3 Ty Op5 Cyg ) [ X b,
0000 0al |5l b
0 0 0 aya;a nl b,
0 0 0 0 aga| |x b,
0 ag a5 ag ag ag X5 by
0 0 agayaa X b,

El orden para resolver este sistema serfa:

(24365 1)
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Una posibilidad para resolverlo serfa permutando los
renglones de A, de acuerdo con las transposiciones Py,
que intercambian los renglones i y j, en alguna de las
formas siguientes:

)P, PP P A=U

2)P, P, P, P,A=U

Enambos casos, tenemos una permutacién P, dada por:

P =Py Py Py Py =Py Py, Py Py,

Una forma compacta de guardar esta informacién es a
través de un vector que nos indique el orden en que
quedan los renglones después de la permutacién:

Ps2 Pg3 Pe4 Pss
1 - N - 1 A (1 - 1
2 5 5 5 5
3 3 6 6 6
4 4 4 3 3
5 2 2 2 4
6 6 3 4 2

El dltimo vector indica que el sistema es triangular
superior si se deja la primera ecuacién en su lugar, la
quinta se pasa al segundo lugar, la sexta al tercero, la

tercera al cuarto, Ia cuarta al quinto y al tiltimo queda
la segunda ecuaci6n.

El proceso anterior se puede estructurar en una de dos
maneras:.

1)PA se calcula explicitamente.

2) PA no se calcula explicitamente.

Larazdn de (1) es por comodidad, la razén de (2) es por
las dificultades que implica hacer las permutaciones en

cuanto a uso de memoria y tiempo de biisqueda de los
elementos.

METODOS DE SOLUCION

Para resolver A x =b existen dos clases de métodos
de soluci6n:

a) Métodos directos

En un niimero finito de pasos se obtiene la soluci6n.
b) Métodos iterativos

(?onstruyen una sucesién {x,} que converge a la solu-
cibn x. ‘ e
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Métodos directos
Factorizacién LU y eliminacién gaussiana

E! proceso de transformar una matriz A a la forma
escalonada es, en realidad, una factorizaci6én de la ma-
triz en dos triangulares de la siguiente manera:

A=L U
De tal modo que resolviendo primero:
Ly=b
Y después:
Ux=y
Tendremos que x es soluci6n de:
Ax=b
Consideremos por el momento el problema:
Ly=b

Endonde L=@), y=(0,7.-1) Y
b =(8,, B, ... B,). Dado que L es triangular inferior,

tenemos el sistema:

Ay +0+ ... +0=4

Aty +hpy +0 4., +0 =4,

Anm + A m,+ o+ . =B,
Suponiendo que 4, #0 V|, calculamos la solucién:
1y = Byfhy
= By-Aym) Ay

”n = (ﬂn - anl 1]1 + ..+ 1n, Bl ”n-l))l lnn
En general, la soluci6n se expresa por:

’71 = ﬁllllll

k-1
”k = (ﬂk- jgl }.“7]] )/Akk’ k=23.,0

(sustitucion hacia adelante.)
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Veamos ahora el sistema:
Ux=y
Endonde U = (luij)’ X = (Ep Ezr e gﬂ)t

Escrito en términos de 1 ecuaciones tenemos:

By ok + v p § o=

By + ot uy 8 =1,
Bonba =T

Si u, #0 VY, tenemos:

E=nn

n nnn

§ =3 1 EVR,, ka2l

j=k+1 ‘
(Sustitucién hacia atrds.)

Descripcién esquematica del proceso de factorizacion LU
en el caso en que no aparezcan ceros en la diagonal
durante el proceso:

2, ® a,® .. a, O | p,®
a,® a,® .. g O]p0
I
l
I

1 1 1 1
anl()anz() ann() I ﬂn()

Sea 4, =

Trabajamos con la matriz aumentada porque las trans-
formaciones aplicadas a la matriz deben aplicarse al
vector del lado derecho.

Definimos: ¢,V = a; y B0 = B,

Alhacer la eliminacién de la primera columna, obtene-
mos:

1 1

au(l) alz(l) am() ] ﬁl()
2 2

0 azz() az:.(z) H;z()

N B
L=

I

, sl
0 2,0 ..0,® 0




En donde: En general, encontraremos:

a, m a, o, ay, (O] e .. a, (6] l pl (1‘)

aij( )= aij( )-).ilalj() 0 2,9..2,P0a,,@..0,® :ﬂz(z)

S

Para; =230, i =230 = : : L
A= 0 0 ey ®a,,®.a O 40
En particular: R o ! S
0 = a,® = a, -1, a;®, de donde: 0 0 ., ® k41 ®.. [ ® lﬂn ® ‘
o En donde:
a O ‘ T
LG R A
e,V . =g -li,k-l T

®) — gD _ (D)
ky B =8 }‘i,k-lﬁk-l, N

paraj=kk+l.,n Y Parais=kk+l,.,n

Observamos que para eliminar la columna, el elemento
correspondiente de la diagonal debe ser distinto de

cero, en este caso €s necesario que a,; #0 0=q,®=a, 01, e, 6
ik- i,k 1, k-

Dado que, en particular:

101



: () .
siay; &Y # 0tenemos: ‘
(k-1)
i1
ikl S
Oye1x—1

O bien:

a. &
A= m ,Parak =12 ,ndi=k +1,..a
Observemos también que:

Le=1Y,

* Tk

De este modo, obtenemos:

1 1 1

2,0 a,® .. a0 B W

0 a.®@ g @ !
2 e Ym B @

2

0
An 3 bn —1

6 0 ..aq® . ®

talesque A x =b,

Si definimos:

Obtenemos el sistema equivalente:
Ux=c¢
Endonde ¢ =b, = (6,",8,®,..8® )
= Wy VooV

y 181(1) =B,
B? =01, B, = B,-1,,0

3) _g@ 2 — g0 1 2
ﬂa() _‘33()_132‘32() _‘33().,1.31[31()_;_32 2()
ONYe) N _p@ 2 3
134() - 134( )"143133() - 4( )'}'42 2( )‘}‘4353()

= ﬁ4 - ’141 B 1(1) - }'42 ﬂz @. ’143 ﬁsa)

' n-1
ﬂn(n) = ﬁn .j;l }'nj ﬂj(l)
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Sustituyendo, podemos escribir las ecuaciones anterio-  Entonces, podemos escribir el sistema original como:
Tes como:

Ux=L"p
" =5
Ay +r,=8, O bien:
Ayt +iuy, + v, =54 LUx=b

. . Es decir, L y U son matrices triangulares:
A’nl }’1 + )'nZ 72 +.t In, n-l yn'l + yn = ﬂn

O bien: S TR N A
Le=b * ..k 1 *
e=L%"
Tales que:
En donde: A=LU
1
)_21 1 n n
Ademis det (A) = det (L) det (U) = I1xlp,, =i,
A2y 1 k=1 k=1
L= ) Nota: Esto es vélido si no aparecen ceros en la diagonal durante el
proceso.
Anl j'n2 '1n3 ln,n-‘l 1
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Eliminacion gausiana: algunos comentarios

Se presenta un problema que afecta al algoritmo,
cuando:

a,® =0

para alguna k.

La solucién usual es permutar el renglén k-ésimo con
alguno inferior, de tal manera que el nuevo pivote no
sea cero; si esto no es posible, es decir:

si q®=0 parai=k..n

Entonces el problema no tiene soluci6n tinica, pues la
matriz s singular.

Otro problema frecuente es que si se hace eliminacitn
gausiana a una matriz singular, usando aritmética de
punto flotante, puede ocurrir que elementos que en
teorfa son cero aparecer&n como cantidades pequeiias
y esto cambia cualitativamente el problema. Las matri-
ces siguientes son singulares, sin embargo, con aritmé-
tica de punto flotante con 7 cifras decimales al hacer la

factorizacién LU, se contradice el hecho de que son
singulares.

2628 6452
1422 4211
1124 2241
2546 8262

Eso plantea la necesidad de revisar nuestros resultados
y, de hecho, un buen algoritmo debe someterse a un
criterio que juzgue la solucién obtenida.
Afortunadamente este problema, y otros parecidos, no
afecta de igual manera a todos los sistemas de ecuacio-
nes, es decir, solo algunos sistemas son muy sensibles a
perturbaciones en los datos.

Resolver unsistema 2 X 2 es equivalente a encontrar la
interseccién de dos rectas y podemos reconocer tres
situaciones.

Solucidn inten
o teorfa, pars
nuy sensible »
"perturbacionas”

Mo hay solucidn
lan teoria)

Solucldn dnica
blen definlda
e Lérninos practicos
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En el iiltimo caso hablamos de sensibilidad a perturba-
ciones; ilustramos esto representando una posible per-
turbacién de la recta en la grafica siguiente:

Asf, representamos el efecto de tales perturbaciones
mediante la siguiente ilustracién:

4

En donde vemos que el punto de interseccion de las
rectas perturbadas puede ser cualquiera de los puntos
del drea sombreada, y 1a dificultad (sensibilidad) radica
enelhecho de que esa drea sombreada es muy alargada;
es decir, hay problemas para los cuales existe una gran
probabilidad de error grande en la solucién, producido
por un error pequeiio en los datos.

Lo anterior no ocurre en el primer caso; ya que el 4rea
de interseccion de las "rectas" serd similar a la siguiente
gréfica.

Un problema més grave todavia, en tanto que depende
de nosotros y no del problema mismo, es que un pro-
blema estable puede enfermarse si es atacado por un
método inadecuado. Por ello consideramos una versién
modificada de la eliminacién gausiana (EG).
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Modificaciones que hacen a la EG estable.

A) En cada paso, témese como pivote al elemento mis
grande en valor absoluto de los restantes de la columna
donde se van a introducir los ceros (pivoteo parcial).

* % * »
* * -
.-

TH .
LI -)

pivote @ ... *

. .

LTI

B) En cada paso, tomese como pivote, al elemento més
grande en valor absoluto de toda la submatriz restante
(pivoteo total).

* * .., x *
* " * *
- LI
H : .
. . )
LTI > R
. . :
g, K esa W

El pivoteo total es mejor que el pivoteo parcial. Aquél
s muy bueno pero poco usual, porque resulta mucho
més caro que el parcial. Laraz6n es que debe localizarse

un elemento de entre n”y el parcial s6lo busca entre n
elementos.

Eliminacion gausiana con pivoteo parcial (egpp)

Laidea que estd detras de esta técnica es una respuesta
aladificultad, tanto teérica como préctica, que aparece
en la eliminacién gausiana (EG).

Dificultad de carécter teérico es aquélla que consiste

en que, para llevar a cabo la EG, es necesario calcular
las cantidades:

De manera que este grocedimiento s6lo puede tener
buen éxito cuando a;¥ # Oparaj=12..01.¢,9 = 0
no implica que el problema no tiene solucién, ya que
puede existir una permutacion P, p Que intercambia
los renglonesjy m; 2j, tal que:

a_. . #0

mj, j
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Por otro lado, desde el punto de vista practico, se ha
visto la inconveniencia de hacer divisiones con denomi-
nadorpequerio cuando se trabaja en aritmética de punto
flotante; en este sentido es conveniente, para cada pa-
so k de l1a EG, intercambiar el renglén k-ésimo con
aquel en el que se encuentre el elemento de mayor
magnitud, sobre la columna k-ésima, es decir, si

la, | =méx, . . |a,] seintercambian los ren-
glones k y m. Si representamos por "*" un elemento
diferente de cero de A, y por " * " el correspondiente
méximo, describimos la parte medular de EGPP con el
siguiente esquema:

.
.
: :
Fooeeg oar k B ovue ¥ ¥

Una causa para que EGPP fracase es que, paraalgu-
nak, Isk <n-l, se tenga que a;,® =0, para to-
dai =k k+1,...,n, loquesignifica, almenos enteoria,
que la matriz en cuestién es singular.

A continuacién, veremos c6mo afectan las permutacio-
nes al problema original:

Y en particular a la factorizaci6n de:

A=LU

Supongamos que A =(a;) es una matriz para la cual
EGPP tiene éxitoy denotemos por:

Poox s ksm <n, 1=<k=nl

a la permutacién elemental que lleva al méximo ele-
mento de la columna k a la posicién de pivote.

Definimos entonces:
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Y para construir: Es decir, los multiplicadores 4, se calculan en corres-
pondencia, noaA, sinoaP, A,

a,® e, ®
n
0 ¢.® o O En general, para pasar del paso k alk + 1
2 e @
AZ = : : ' Al\ = PkAL
. . . — .
- . 7,0 = a,®
2 3 = ® -, &
0 anz( ) .. ann @ amkj( ) = akj( )
A diferencia de EG, parala cual: - Eij(“) = al.j(“)
@ =g ) a © ik mk
a@=agW-1 a® 1 =_- i=2
1 Yy il "1j * Ml au (1) 3 = k+1, n
Tendremos que: j=kk+1,.5n
a®=q Para construir A, ,, = (,&*Y)
5 - %miy : j

— G g ® 1 . ®
a]j(l) = amu(l) a; oy -4y ay

j=k+L..n
Eml'j(‘) = alj(l) Tl i=k+1, .m0
- ) 2, =k ®
a® = aij(‘) i#;m =1,..0j =1,..n g, ®
e® =a®.2.a® i=k+1l..n
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Asi que, al final, obtenemos:

)

a,®a,® ..q®
0 a,® ..a,®

A= =0
0o ... a®

Tendremos que proceder de manera similar con el
vector b, por lo tanto:

b =b
B,=Pb

b, se obtiene de la siguiente manera:

ﬂi(z) = B’i(l) - /1“ B'l(l)

i=2.,n

En general:

b =P b,

Yb,, seobtiene:
k+1) _ 3 k
ﬁi( +) _Z;i( )-Aikﬂk()
i=k+1,..,n

Obtenemos finalmente un sistema triangular de ecua-
ciones:

A x=b,
Que se puede resolver ficilmente.

Descripcién formal del proceso de egpp

Si denotamos por M, a la matriz que nos permite pasar

de A a A, el proceso se puede escribir en la forma
siguiente:

A=A by=b

A, = M, P A, b, = M, P, b,

A; =M, P4, by =M, P, b,

A = M P A

by = M P by

An = Mn-l Pn-l An-] l)n = Mn-l Pn-l bn-l

109



Sustituyendo, podemos escribir todo lo anterior en for-
ma compacta, mediante la siguiente expresién:

1
‘ 01+ ,
U=A =M,P M,,P,,..M,P,MPA 10 —132 o
0-4, 0 . 1
¢=b =M_P ..MP,MPb My= " '
El proceso anterior es muy fécil de realizar en una S S
computadora digital. ‘ 0=2 e 1
: {ERNAt ¥ 20 i

Almacenamiento de P, M,
Es f4cil demostrar que las M, tienen la forma: 1
1
Ay 1 M=
-1, 0 1 k :
M1 = . ol
N e |
A, 0 1 e
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1
0 1
Mn—l =
0 A 1

- n,a~1

Debido a que casi todos los elementos de las matrices
M;son ceroy los de la diagonal son unos, para guardar-
loss6lo es necesario guardar las A, pero éstas se pueden
guardar en los lugares donde se introdujeron los ceros;
asi que, en un caso tipico de orden 6, tenemos que:

* * *
Ay * *
L= _isl ‘jsz *
Thy Thp *
=,
-1 *

Las matrices de permutacién se pueden guardar f4cil-
mente en un vector:

Ny

kn—l

-*1

Donde k, es el renglén que se intercambio en el primer
paso, k, el correspondiente al segundo y asf sucesiva-
mente. El signo () depende del niimero de permuta-
ciones efectuadas.

Ejemplo: Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
i)y 2+y+3=1I
) det+dy+7z=1
fi) 2 + Sy + 92 = 3
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Para eliminar 1a incGgnita x de las dos tiltimas ecuacio-
nes, restamos 2 veces la ecuaci6n i) a la ecuacién ii) y la
ecuacién i) de la ecuacién iii). Obtenemos el siguiente
sistema:

2x4+y+3z=1
Zy+z=-1
dy+6z=2

Repitiendo el proceso:

x+y+I=1
y+z=-1
4z2=4

Sustituyendo las variables hacia atrds tenemos que la
iltima ecuaci6n, da el valor de la variable z. De la

- . 4
peniiltima ecuaciénz = i 1conz = 1 obtenemos:

Finalmente, con los valores z y y, de la primera ecua-
cion:

La representaci6n matricial del sistema (1) es:

213 X 1

447 y|l=|1

259 2z 3
Ax=b

Que hemos transformado mediante eliminacién gaus-
siana, cuya representaci6n matricial es:

2 13 x 1
021 yi=1-1
0 04 \z 4
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Factorizacion LU y eliminacién gaussiana

Los métodos més populares para resolver sistemas de
ecuaciones son variantes del algoritmo de eliminaci6n
gaussiana. Por eliminacién, entendemos el procedi-
miento desarrollado en el ejemplo, mediante el cual los
miiltiplos de una ecuacién son sumados a otras ecuacio-
nes, de tal manera que los coeficientes de una de las
variables de dichas ecuaciones se hagan ceros. Esto se
repite hasta que el sistema final de ecuaciones tiene
como matriz de coeficientes una matriz triangular;
cuando el sistema tiene esta forma, entonces es muy
sencillo de resolver.

Algunos autores prefieren presentar la solucién de sis-
temas de ecuaciones lineales empleando la idea de
eliminacion; otros, a través de la idea de factorizacién
triangular. Resulta importante observar que los dos
enfoques son equivalentes desde el punto de vista ma-
temdtico: la factorizacién triangular es un concepto
importante en el trabajo més avanzado con matrices.
Por otrolado, los métodos de Cholesky, Doolitle y otros
aprovechan las caracteristicas de la matriz: diagonal, de
banda, esparcida, etcétera, para hacer ms eficientes los
célculos y el almacenamiento en la computadora, pero
esencialmente son métodos de eliminaci6n o factoriza-
cién.

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones me-
diante eliminacién gaussiana con pivoteo parcial.

200+, tx, + 200=5
xy + Idx,-x, + 6, = 11
Xo-Xy + 5x,-x;=9

dxy + 2, - 6x, + xy = -2

Programa de eliminacién gaussiana con pivoteo parcial

10 REM EGPP

20REM ***** ENTRADA DE DATOS *****
30 INPUT "NUMERO DE ECUACIONES %N
40 LET N=N-I:PRINT

50 DIM A2021),X(20)

60FORR=0TON

70FORS=0TON

B0PRINT "ACTR;"S;") =%

9 INPUT A(RSS)

100 NEXT S

110 PRINT :PRINT "B("R;") =";

120 INPUT AR N+1)
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130 PRINT:PRINT:NEXTR

200 REM ***** ELIMINACION *****
210 FORZ=0TON-1
215FORR=Z+1TON

220LETW=0

20FORR=ZTON

240IF ABS (A(R,Z))>W THEN LET U=R: LET W = ABS(A(R Z))
250 NEXTR

2710 FORS=ZTON+1

280 LETP=A(U.S)

20 LETA(US)=A(ZS)

300LET A(ZS)=P

310NEXTS

410 LET P=A(RZ)VA(ZZ)

420 FORS=Z+1TON+1

430 LET A(RS)=A(RS)-P*A(ZS)

440 NEXT S

450 NEXT R

500 NEXTZ

600 REM ***** SUSTITUCION DE VALORES *****
610 FOR R=NTQ 0 STEP-1

620 LEFTP=A(RN+1)

630 IFR=NTHEN GOTO 670

610 FORS=R+1TON

6SOLET P=P-A(RS)*X(S)

660 NEXT S

670 LET X(R)=P/A(RR)

680 NEXT R

700 REM ***** SE IMPRIMEN RESULTADOS *****
7W0FORR=0TON

T2 PRINT "X(;R;") ="X(R)

TIONEXTR

Lasoluci6n es: x(0) = -3; x(1) =1; x(2) =3; x(3) =2

Sensibilidad de un sistema de ecuaciones
Medida de Ia condicidn

Resulta obvio que la solucién de:

Ax=b

es sensible o no, dependiendo de la matriz A,

En esta seccion, desarrollamos la forma de cuantificar -
la sensibilidad de un sistema de ecuaciones lineales.

114



Parallevar acabo esta tarea, necesitamos medir la "mag-
nitud" de los vectores y las matrices; hacemos esto a
través de funciones conocidas como normas.

Estas funciones son la generalizacidn del valor absoluto
que usamos para niimeros reales, por esa razén utiliza-
mos una notacién parecida, la norma de x se denotar4
como || || ; veremos varias formas de definir la magni-
tud o norma de un vector, que dependerd de la aplica-
ci6n que hagamos de la misma.

Debido a lo anterior, la comunidad matemética ha
llegado a un acuerdo sobre las propiedades que debe
tener una funcién que quiera asignar magnitudes a
vectores; llamaremos normas a las funciones que satis-
fagan esos requisitos.

Norma: esuna funci6n real definida en R" que satisface
las propiedades siguientes:

D |xlz0VxeR"y |x]| =0 « x=0.
2) "a x| =|a| |x] ,VxER"y a€R.
3) Ix+yl = x| +]y] ,Vxy€ER

Asf, para definir una norma, basta escoger una funcién
que satisfaga las propiedades anteriores.

Los siguientes son ejemplos conocidos y de frecuente
aplicacién:

n

1. Norma euclidiana || x||, = (3 x2)"*
=1

Esta norma es interesante por el hecho de que es indu-
cida por un producto escalar, definido segiin:

n

<xy=> = "‘y=.>311a Y,
i

De modo que:

t

xx = 2

%

g -

i=1

t

Yentonces: || x],? = x'x

Por brevedad, no demostraremos que || * ||, es'una
norma, esperamos que eso resulte familiar.

2. Norma“del taxista” || x| =3 x
=1

Su "alias" proviene del hecho de que si tomamos
|| -yl | como una medida de la distancia entre x e y, -
esa medida corresponde a la distancia real, medida no
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en linea recta, sino dando rodeos, como cuando uno se
desplaza en automévil de un punto a otro de la ciudad,
como se indica en la siguiente figura:

<

E
+

3) " X" o =1 gllasxn Xl-

La eleccién de una norma u otra serd un asunto de
conveniencia, de acuerdo con la aplicacién que se quie-
ra hacer. Estamos acostumbrados a pensar que la nor-
ma "buena” es la norma euclidiana, ya que estd basada
en el teorema de Pitdgoras; sin embargo, observamos
que la norma del taxista es més realista cuando se trata
de medir distancias recorridas. Una conveniencia de la
eleccién de una norma esté en la geometria, ya que los
conjuntos de puntos que estdn a la misma distancia de
unpunto dado tendrédn forma distinta. Para ejemplificar
lo anterior, definamos los siguientes conjuntos:

B=(xeR| [x],=1
B={x€R| |x],=1}
B,={x R | [x].=1},

Llamaremos "bolas unitarias" a estos conjuntos, de
acuerdo con cada una de las normas que corresponden
a la figura siguiente:

19, 1} “u, 1n

a8, 8) i@, 0

En general, se pueden definir infinidad de normas de
manera similar a las anteriores.

Definicion:

Unanormap,para p = 1,2,3,...es de laforma:

Ik = Ll
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Resultado interesante es el siguiente:
1| =p1_i’r2 ||x||P ,Vx €R"

La demostracién no es dificil, sin embargo se requiere
de resultados intermedios, que no veremos aqui.

Podemos interpretar geométricamente el significado
de las normas p dibujando las bolas unitarias, para cada
p-
Sea:

B ={xeRrR"| [x]l,=

gréficamente, obtenemos:

@, 1) 1, 1

Normas de matrices

Existe una variedad amplia de normas para matrices,
con la propiedad de que pueden obtenerse a partir de
las normas de R".

Algunas de esas normas son las siguientes:

nja ” = max{|| al" 0 l az" 15+

A, a son las columnas de

2) " A“ un = max {” r 1 " l',” “ r u 1} donde l'l,
Iy .., T, son los renglones ded”

.|l a,]| 1} dondea,,

3) | A[I , = El valor caracteristico més grande de la
matriz A'A"

Nétese que la norma euclidiana de una matriz es més
costosa de evaluar que las otras.

Ejemplo:Si A= (;Z) entonces:

Propiedades fundamentales:
i) [ Ax]| <|a] - fx]

ii)H = A

iii) [| AB|| <]l - IB||
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i) Al 4] 21

Ahora estamos en posibilidades de analizar el efecto de
las perturbaciones en la solucién de los sistemas de
ecuaciones.

Dado el sistema:

Y suponiendo que:
AX =b+e

Surge la pregunta: {Qué tanto difieren x y X? Para
responderla, hacemos el siguiente anélisis.

Dado que:
AX =b+e
Y b = Ax
Entonces:
Ax =Ax+te
> AX-x)=¢e

> X-x = Ale
flx-xf = [|A'ef] = [ A™] -] e]

Porlo tanto: || x-x|f <[ A -[| el|

Sin embargo, esta expresién no es muy util ya que
necesitamos el error relativo:

x—xll 147 0-lle

fell = fixll

Reescribiendo esto en términos del error relativoen b,
obtenemos: e

fx = xll QAN -f50 el
el =l ol

Esta expresion no es facil de calcular, ya que depende
de Ay de la solucién x, por lo que serfa bueno contar
con alguna otra expresién que no dependa de la solu-
cién exacta, que no conocemos en los casos précticos.

Obsérvese que:

Bl = JAx) = A] -1 x|
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Por lo que, si sustituimos en la expresién anterior,
tenemos que:

e =2l JATT YA 2] fell
=i~ flx 1 e 1l

L___IL 1 del

Asf, obtenemos que el error relativo en x depende del
error relativo en b y del nimero [|A| -] A”||. Este
niimero es muy importante y lo conocemos como el
nimero de condicién de A, que expresamos de la si-
guiente forma:

k@A) = | All - A%

Este nos mide la tendencia de A a amplificar los errores
enlos datos y k(A) 21

Usualmente un problema es mds sensitivo a error en los
datos, o durante el proceso de solucidn, conforme ma-
yor sea el nimero k(A).

Un criterio préctico para saber que tan buena es la
solucién de un sistema de ecuaciones lineales es el
siguiente:

SiX es la solucién obtenida con eliminacién gaussiana
y pivoteo parcial, y estamos trabajando con una compu-

tadora que tiene ¢ cifras decimales en la mantisa, enton-
ces:

fx = xll
=1

Afortunadamente la mayoria de las rutinas que utilizan
EGPP para calcular la solucién de A x =b pueden
calcular aproximadamente k(A) en forma econémica.

=k(A) - 10"

Es fundamental utilizar este criterio; de otra forma no
podemos tener idea de la bondad de la solucién de un
sistema de ecuaciones lineales. A través de la siguiente
expresién, podemos estimar el nimero de cifras correc-
tas de la soluci6n.

ll Il

r es el niimero de cifras correctas, al menos, de la
solucién.

=~ k(A) 10* =~ 10"

Ejemplos: Dadas las matrices N, C y H, sus mimeros de
condicién son: k(N) = 3.9454, k(C) = 3.1865 - 10V,
k(H) = 524.0568 respectivamente, lo que indica quela
matriz C, por la magnitud de k(C) conduce a un sistema
de ecuaciones Cx = b inestable.

La matriz mejor condicionada es la matriz N, ya que
k(N) <k(H) <k(C)
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422
N=1251
216
1%
H=|vv v
LR7R
123
C=1456
789

Métodos iterativos

Parassistemas de orden moderado (n < 200) Ia elimina-
cién gaussiana es eficiente y es el método recomendado
en general. Para sistemas lineales de 6rdenes altos, que
aparecen, por ejemplo, en la solucién de ecuaciones
diferenciales, los métodos iterativos son més eficientes.

Método de Jacobi

En el capitulo anterior se utilizaron en forma eficiente
los métodos iterativos para resolver ecuaciones conuna
inc6gnita. Por lo tanto, resulta natural preguntarse si

pueden utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

Sx+y+2z=10
x+0y-22=7
x-Jy+7z2=16

Las ideas del capitulo anterior sugieren el proceso ite-
rativo siguiente:

Yo = 6(7 X, +22)

En general, consideremos un sistomma:
Ax=b
Donde la matriz A es no singular de gradony enla que

se han intercambiado los renglones de la matriz, de tal
manera que:

a,#=0 Vi
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Entonces, el sistema A x = b puede reescribirse de la
siguiente forma:

1
X = -ZII(aux2 +apx;+ .. +tagx -by)

1
X, =-——(ay X, + QpXx;+ .. +a,x -b)
4

1
Xy == (a,x, +a,x, +..+ anmxn_l-bn)
an

Suponiendo que tenemos una aproximacién inicial a la
solucién:

X@ = (¢ .x O

Sustituyendox® en el lado derecho del sistema anterior
y evaluando, los elementos del vector resultante pro-
porcionan la siguiente aproximacion.

Las expresiones recursivas generales se dan a continua-
cién:

1
(n+1) — _ - (n) (n) (n) _
x) = a (a,%" +apx™ + .. +a,x"-b)

1
+1 ) 4 () + 4 (O]
5 = —ap (ay 5™ + apr® + .. G¥y - by

1
x,0 0= -;—(anrxl(") +a 0™+ . +a,x @-b)
nn

El método dado por las férmulas recursivas anteriores
define el método de Jacobi.

Se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones,
{x™ >x cuandon > &

Una de tales condiciones es que:

lagl > 2 layls ij=1,2.mix]
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Si se satisface esta condicidn, se dice que A es diagonal-
mente dominante.

El criterio para detener el proceso iterativo es:

1) El ndmero de iteraciones ha excedido a un niimero
predeterminado m.

2) La diferencia entre valores sucesivos de x es menor
que alguna tolerancia €.

Método de Gauss-Seidel

Si consideramos el método iterativo de Jacobi, obser-
vamos que para calcular el nuevo valor de xz‘“”), usa-
mos el valor previo de x,, esto esx,"™; a pesar de que ya
conacemos un valor mds actualizado, esto esx,®* que
obtuvimos en el paso anterior. De manera anéloga, para
obtenerx,"*Y, usamos los valores.x,™, x,, a pesar de
que nuevos, y presumiblemente mds exactos, valores de
2,01, 6+ ya estan a nuestra disposicién.

Una modificacién al método de Jacobi, que general-
mente es més rapida en su convergencia, y que usa los
valores.x,**V previamente calculados da lugar al méto-
do de Gauss-Seidel, es el definido por las siguientes
férmulas recursivas.

X = 'ai (@5, + apx® + . + a1, ®-b)
1t

xz(n-l-l): _211_ (azrxl(nﬂ)_‘_ %xa(") o+ aznxn(n)-bz)
21

1 '
n+1) _ n+1 n+1
x( ) -___(alxl( )+a x( )+___+a'.l

+)
n+
xn-l - bn)

El método de Gauss-Seidel tiene la ventaja de que sélo
un valor de cada incégnita necesita almacenarse en
cualquier momento.

Puede demostrarse que el método de Gauss-Seidel serd
convergente para el sistema Ax =b si la matriz A es
diagonalmente dominante.

Ejemplo: Aplique los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
en la solucién del siguiente sistema:

64x-3y-z =14
x+y+40z=20
-9y +z=-5
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La matriz de coeficientes no es diagonalmente domi-
nante, ya que en la segunda ecuacién tenemos:

|1 < [1] + |40

Pero, intercambiando la segunda y tercera ecuaciones,
tenemos un Sistema con una matriz de coeficientes
diagonalmente dominante.

64x-3y-z =14
-9y +z=-5
x+y+40z=20

El proceso iterativo de Jacobi se ha codificado en el
siguiente programa:

10 REM PROCESO DE JACOB!
20LETR=0LET X=0:LET Y =0:LET Z=0
30LET X1=(10-Y-Z)/5

40LET Y1=(1-X+2°2)/6

SOLET Z1=(16-X+3°Y}7

60LET R=R+LLET X=X1:LET Y:YLLET Z=2Z1
65 CONDICION DE PARO

TOPRINT "X("R;") ="X

BOPRINT"Y('R;") =%Y

90 PRINT *Z(";R;") =".Z

100 PRINT:GOTO 30

Lasolucién es: X(10) =.22949 y(10) =6.609454 E-02 2(10) =.4892138 Codi-
ficacién del método de Gauss-Seide!

10 REM PROCESO DE GAUSS-SEIDEL
20LET R=GLETX=0.LET Y=0.LETZ=0
30LETX=(10-Y-Z)/5

ALETY =(7-X+2°Z)/6

SOLET Z=(16-X+3°Y)/7

GLETR=R+1

T0PRINT "X(%R;") =X

80 PRINT"Y(R;") =Y

90 PRINT Z(R;") ="Z

100 PRINT:GOTO 30 v

La solucion es: x(4) =2204949  y(4) =@w9§54 B0 24) = 4852138
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS'

1. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones usan-

do eliminacion gaussiana. Trabaje con cuatro cifras
significativas.

3y + 4x, + 30, =16
(a) X, + Sxy-xy = -12

br, + 3x, + Tx, = 102

x+2-52=4
(b) 2%-y+z=8
x+4y-z=-3
1-121) A 1
32 14| (R{_1|1
©15863| |u| |1
4253) | -1
4

2. Aplique el método de eliminacién gaussiana a los
sigulentes sistemas. Comente los problemas y re-
suélvaUn rlos por otros métodos.

"Los ejercicios s¢ tomaron y/o adaptaron de Jas obras citadas al final de esta secci6n.

(@ 3Ix+2,=4 (b) b, -3x, = 6
2 2+ x, =2
'xl'gxz_l

() O, +2t,=4
X -x, =35 (d)

X+, +2u,=4
X +x,+0n=2
O, +x, +x, =0

3. La matriz A puede ser factorizada como A = LU,
donde L es una matriz triangular inferior y U es una
matriz triangular superior. Encuentre la descompo-
sici6n LU para la matriz.

1 001
_11 10-1
A=l 1111
1 -11-1
4. Dada la matriz:
2-12
A=12-33
6-18

a) Determine la factorizacién de la matrizA = LDU
donde L es triangular inferior, D es diagonal y U es
triangular superior.
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b) Use la descomposicidn de A para resolver el siste-
maAx =bdondeb = (-2,-5,0)'

5. Repita el problema anterior para:

2 1-2 1
A=1{-43-3] b=|4
224 4

6. Considere la matriz y vectores siguientes:

A= 0.780 0.563 b= 0217
0.913 0.659 0.254

o= (0.999) re ( 0.341 )
1.001 —-0.087
Calcule los vectores residuales:
r =Ax -b
r=Ax-b

Y decida qué vector X, x" es el vector solucién.
Calcule los vectores error.

e=x-X
e =x-x

Donde x = (1, -1)" es la soluci6n exacta.

7. Aplique el método de eliminacién gaussiana con
givoteo parcial a los sistemas de los problemas 1y

8. Resuelva el siguiente sistema con EGPP.

04096 0.1234 0.3678 02943 | 0.4043
02246 0.3872 04015 0.1129 | [%2| _ |0.1550
03645 0.1920 0.3781 0.0643 | |x, | ~ |0.4240
0.1784 04002 02786 03927 ) |, 02557

9. Si el elemento a;, = 0.3645 de la matriz del ejemplo
anterior se cambia por a;,; =0.3345. Resuelva el
sistema y comente el efecto que este pequerio error
tiene en el resultado.

10. &Cuél es el contenido final de la siguiente matriz,
después de aplicar el proceso de eliminaci6n gaus-
siana?

— N P
N = N W
BN
— G DD

11. Considera el sistema:
10%, +x,= b,

X +x=b
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Donde b,#0y b, #0, su soluci6n exacta es:

b, +b, )
TS0 2=

b, 1075,
1-107

a) Resuelva el sistema mediante eliminacién gaussia-
na, con by =1, b,=2. Compare sus resultados con
la solucién exactax; = 100010 x, = 0.999899

b) Repita el proceso usando eliminaci6n gaussiana
con pivoteo parcial.

c) Encuentre valores para b, y bz, de tal manera que
la eliminaci6n gaussiana no produzca pobres resul-
tados.

12. Usando eliminacion gaussiana con pivoteo parcial,
reduzca la siguiente matriz, mostrando las matrices
intermedias.

1030
013-1
3-306
02 4-6

13. Demuestre que el siguiente sistema de ecuaciones
posee unasolucién cuando a =0, notiene solucién
sia = -1yunainfinidad cuandoa = 1

x +4, tax;=6
2 -x, + 200, =3

ax; +3x,+x=5

14. Dada la matriz A:

a) Determine la matriz triangular inferior M y la
matriz triangular superior U tal que MA = U.

b) Determine M =L tal que A =LU

25 0 001
0 27 4 32
A=|0 54 5800
0 108116 0 0
100 0 0 024

15. Considere a la matriz

RN
o
W= N
DN DN
—
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a) Muestre que A no puede ser factorizada en ¢l
producto de una matriz triangular inferior y una
matriz triangular superior.

b) Intercambie los renglones de A, de tal manera que
A pueda factorizarse.

16. Considere la matriz:

a0z
_l0b00
A= Oxc0
wlyd

a) Determine la matriz triangular inferior My en la
triangular superior U tal que MA =U

b) Determine la matriz triangular inferior L y la
matriz triangular superior U tal que A =LU

17. Considere la matriz:

4 -1-10
-14 0 -1
-1 0 4 -1
0 -1-1 4

A=

Factorice A de las siguientes maneras

a) A = LU donde L es triangular inferior y U es
triangular superior

b) A = LDU L triangular inferior, D diagonal, U
triangular superior

18. Evalie el determinante de A del ejercicio anterior.

19. Considere la matriz de Hilbert de orden 3

1v1
A=|h Ky
B Y

Repita los problemas 17 y 18 usando esta matriz.
20. Resuelva el signiente sistema de ecuaciones, rete-
niendo solamente cuatro cifras significativas en ca-
da paso y compare la soluci6n, cuando en lugar de
cuatro se retienen ocho cifras significativas.
0.1026x + 0.2122y = 0.7381

0.2081x + 0.4247y = 0.9327

21. ¢Para qué valores de a, la eliminacién Gaussiana

produce respuestas erroneas del siguiente sistema? (ex-
plique qué sucede en la computadora).

X tx,=2

a, tx,=2+a
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22. Use el método de Jacobi para resolver:
10x,- 3%, + 6x, = 24.5
I, + 8,- 26, = -9
2t + 4y -9y = -50
23. Resuelva el problema 22 usando el método de
Gauss-Seidel con un criterio de paro £ =10%

24, Use el método de Gauss-Seidel para resolver
(e =5%):

Xy + 7xy- 3y = -51
4x, - 4x, + 9x; = 61
12¢-x, + 3x;= 8
25. Use el método de Gauss-Seidel para resolver
(e =5%):
-6x, + 12¢; = 60
e -xy-xy=-2

Gr, + &, =44

26. Resuelva el siguiente conjunto de ecuaciones:
4, - 26,-x, = 39

X, -6c, + 20, = -28
X, - 3x, + 12¢, = -86
Usando ag eliminacién gaussiana, b) el método de
Jacobi y ¢) el método de Gauss-Seidel (e =5%).
27. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
X, - 3x, + 12¢; = 10
Sxy-12¢, + 205 = -33
x,- 14x, = -103
Usando a) eliminacién gaussiana, b) el método de
Jacobiy ¢) el método de Gauss-Seidel (e =5%).

28. Un ingeniero supervisa la producci6n de tres tipos
de automéviles. Se requiere de tres clases de mate-
riales -metal, pléstico y caucho- para la produccién.
La cantidad necesaria para producir cada automévil
es de:

Automévil Metal, Pléstico, Caucho,
kg/auto kg/auto kg/auto

1 1500 25 100

2 1700 33 120

3 1900 42 160
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Si se dispone de un total de 106 toneladas de metal,
2.17 toneladas de plésticoy 8.2 toneladas de caucho
diariamente, {cu4ntos automéviles se pueden pro-
ducir por dia?

29. Un ingeniero requiere 4 800m”® de arena, 5 810m*
de grava fina y 5690m® de grava gruesa para la
construccidén de un proyecto. Existen tres bancos
donde se pueden obtener estos materiales. La com-
posicién en cada banco es de:

Banco % Arena % Grava fina % Grava gruesa %

bancol 52 30 18
banco2 20 50 30
banco3 25 20 55

¢Cudntos metros ciibicos se debe tomar de cada
banco para cumplir con las necesidades del ingenie-
ro?

30. La figura muestra tres reactores ligados por tubos.
Como se puede ver, la velocidad de tranferencia de
sustancias quimicas a través de los tubos es igual a
la velocidad de flujo (Q, con unidades de metros
ciibicos por segundo) multiplicada por la concentra-
ci6én del reactor del cual surge el flujo (¢, con unida-
des de miligramos por metro ciibico). Si el sistema
es estacionario, la transferencia en cada reactor
balancea la transferencia de salida. Por ejemplo, en
el reactor 1, (entrada) = (salida), o:

500 + QZICZ = QIZCI + QISCI

O, usando las velocidades de flujo especificadas
como en la figura:

500 + 20c, = 80c, + 40,

En donde 500 es una entrada directa (miligramos
por segundo). Desarréllense ecuaciones de balance
de masas comparables para cada uno de los otros
reactoresy resuélvanse las tres ecuaciones algebrai-
caslineales simultdneas parala concentracién en los
reactores.

31. Empleando el mismo planteamiento bésico del pro-

blema 30, determinese la concentracién del cloruro
en cada uno de los Grandes Lagos con la informa-
ci6n de la figura.

i
i
:
)
i
|
!
i
1
!
i
i
1
i
i
i
i
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INTRODUCCION

Es comiin encontrar en libros, revistas, peri6dicos, etc.,
tablas como las siguientes:

Comprensién | Eficiencia Temperatura Presién

volumétrica 0 2555

2 8713 4 2852
22 86.0 5 2931
24 84.9 8 3.179
26 835 12 3534
238 & 16 3923
3 80.8 20 4342
32 9.5 24 4.801
34 783 28 5294
36 772 k) 5830
38 76.0 36 6.411

Este tipo de tablas lleva implicita una relacién fun-
cional:

y=f)

De tal forma que y, = f{x;)
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Algunas preguntas que surgen naturalmente son:
a) ¢Qué es f(x)?
b) éCuénto vale § : fx) dx, para algiin (a,b)?

¢) {Cudnto vale f(x) en puntos que no aparecen en la
tabla?

d) éQué tan répido crecen las y, en términos de las.x,?

¢) {Cémo es la gréfica de f(x)?

Conrespecto a esta iiltima cuesti6n, 1a forma més natu-
ral de graficar f es a través de rectas por pedazos:

AN

Otra forma, menos sencilla pero quizds més apegada a
larealidad, consiste en trazar una curva que sea lo més
"suave" posible y que pase por los puntos (x;, y;).

[\ /x\x—f"

En general, un primer acercamiento consiste en deter-
minar cuél es la familia mas pequefia a la que pertenece
f.éQué sentido tiene lo anterior? Podemos decir que la
familia més grande es el conjunto de funciones reales
de variable real. Pero es obvio que esto no nos dice
nada, por lo que es deseable reducir el tamafio de la
familia. De hecho si llamamos F a tal familia, siempre
esperaremos poder determinar a F a través de un nii-
mero pequefio de pardmetros.

Ejemplos:

1) F = {fR » R | fx)=mx+b, mb ER} luego F
depende de dos parametros.
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2)F={fR = R |fx)=mx +b,b ER, m >0} Esta
familia es més pequefia que la del ejemplo (1)

Dado que, sin ningiin antecedente, la eleccién de f
resulta arbitraria, trataremos de buscar a f como un
elemento de cierta familia F de funciones, que depende
de ciertos pardmetros. Podemos distinguir al menos 4
casos diferentes:

DF C{f | fir)=y}
Esta propiedad'es mdxspensable cuando la informa-
ciéndadaen latablano estd sujetaa error, o bien éste
es despreciable.

QF C {f | fo=y}
Se presupone que los datos llevan errores considera-
bles, entonces se busca un "ajuste”, tal que f(x,) =y,

3) Una combinacién de (1) y (2)

F C {f | fx)=y, paraalgunasi}
Cuando, por algunia razén, se duda de algunos datos
y de otros no.

4) Dada una tabla, hay que construir una tabla nueva a
partir de la anterior, de tal manera que se quiten
ciertos "defectos”.

El problema (1) es conocido como "interpolacion”

El problema (2} es conocido como "ajuste”

El problema (3) es conocido como "interpolacién-ajus-
te"

El problema (4) es conocido como "alisamiento”

INTERPOLACION

En este capitulo desarrollaremos solamente el proble-
ma 1, esto es, el de interpolacién, que consiste en
determinar una funcién f, que pase por los puntos
(xl) yl)! (x:b .YZ) e (xrv yn)v esto es:

fe)=y, Vi=L2.n

Supongamos que estd dada la familia F, a la que perte-
nece nuestra funci6n f de interpolacion, en términos de
n pardmetros:

fEF={g | y=Flxa,a,.,a) gx)=y}

En donde cada elemento de F es de la forma:

g=¢ (x: Qyy Ay oy an)
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Ejemplo: Dar un polinomio, de grado menor o igual que
3, que pase por los puntos (xy, yy) (xz, ¥2)

/x1 xp

Como ilustra la figura anterior, la solucién no es tnica.
Analiticamente definimos a la familia F, de polinomios
ciibicos g, que satisfacen:

Mediante la propiedad:
a, +ax, + ax’+agx’ =y

2 2 _
a, tax,t+axr tax" =y,

Lo que nos lleva (por eliminacién de dos pardmetros)
a expresar cada miembro de la familia como:

gx) = ¢ (x,aya,)

Lo que indica que necesitamos imponer condiciones
adicionales para determinar g.

A continuacién, damos algunas familias de funciones
que pueden usarse para interpolar un conjunto de
datos.

i) p(x) =g, +ax + ..+ ax” polinomiales
i) T(x) = a, + agcosx + a,cos 2x
+ .. +a.cosm + b senx polinomiales
+ . + b senrx trigonométricas
i R a,+ a;x +..+ a X" iondl
i) R(x) = = racionales

) REx) by+ bx +..+ bkx"
iv) E(x) = a, + exp(a)(x-a,)) exponenciales
v) G(x) = aexp(-a,(x-a,)’) gausianas

La elecci6n de la familia depende del origen de los
datosy ésta tiene que hacerse por la persona que quiere
hacer la interpolacién.
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FPara que el problema de interpolacién sea soluble se
requiere que exista al menos una coleccién a,, a,, ..., a,
que satisfaga la propiedad:

g(x'pap Ay e 7ar) =Y, i=12.m

Si g depende de r pardmetros ay, a ..., a, y tenemos m
parejas {(x;, y;)} de datos; entonces, para que el sistema
anterior tenga cuando menos unasoluci6n, es necesario
que:

num. de pardmetros = niimero de puntos

Es relevante el hecho de que el problema de interpola-
cién siempre genera un problema de solucién de ecua-
ciones:

g(xi) =Y, i=12.m

Que admite, obviamente, una clasificacién, dependien-
do de la forma en que aparecen los pardmetros en g(x):
lineal o no lineal:

A) Casolineal: siglx) = a,g,(x) +a,8,(t) + ... + a,g.(x)
donde cada g(x) no depende de pardmetros descono-
cidos, entonces:

&) =y i=12.,m

Nos queda en la forma:

a,8,(x) + ag,k) + .. + a,glx) =y,

5 &) - 8 ) (g ¥,
31(-172) gz(xz) gn(xz) a, Y2

&) 8xn) - 8len).

Es decir:

Donde:gradode A=m Xn
A=(a)  a;=gk)
a=(a,a,.,q
Y=0Up)r --v}’m!)
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Ejemplo:
g0y =ay + ax + .. +ay”
2g) =a,j=12.,n+l

&%) &x) - 8rpalxy)
&%) &%) - 8ol

> A=

g](xm) gz(xm) gn+l(xm)

n
1x ... x

n
lx . x

n
Tx, oo X,

B) Caso no lineal. Si la funcién g no depende lineal-
mente de los pardmetros, entonces el sistema:
g) =y, i=12.,m

Esunsistema de ecuaciones no lineales, que en general
es mds complicado de resolver:

Ejemplo:

gk) = a; + a,exp(ay)

&x) =y, = a, + a,exp(azx)
g(xz) =y,=a ta exp(azxz)

glx;) =y; = a, + a,exp(ayx;)

Interpolacién polinomial

Como hemos visto, la funcién de interpolacién f puede
pertenecer a diversas familias de funciones: polinomia-
les, trigonométricas, racionales, exponenciales, etc.

La familia més coman, por razones obvias, es la de
polinomios. En este caso, hablamos de interpolacién
polinomial y el problema se reduce a encontrar un
polinomio p de grado r, tal que:

px) =y, Vi=1..nl

Por lo que debemos determinar los n+1 pardme-
tros ag, ay, .., a, de tal manera que el polinomio
px) = ap + ax + ... + ax" interpole a los puntos
(), i=12,0m
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Sin+Izmysix; #x (i # ) entonces existe, cuando
menos, un polinomio con la propiedad:
i=12,.,m

p(xi) =

El sistema de ecuaciones a que da lugar este problema
es:

tinica, es decir, si el niimero de pardmetros (grado del
polinomio + 1) es igual al niimero de puntos, entonces
existe un inico polinomio que interpola a dichos puntos,
siempre que las abscisas de los puntos no se repitan.

IR a
1x x, ™1 0 7
s e Xy
4 37
1x x_ o1 Om-1 Jm
e X

2 n
Tx x° ..ox a )
1x, x,% .. x"° 0 '
2 2 m 2 a, ¥s
a Y
2 n n m

T, x,° o X

Observamos que si una abscisa se repite, la matriz
tendria dos renglones repetidos. Supongamos que
X, =x,, entonces el sistema serfa inconsistente, a me-
nos de que y, =y

Six; #x; Yi#j los renglones de la matriz son lineal-
mente independientes, y dado que el nimero de ren-
glones m, es menor o igual que el ndmero de columnas
n+1, la matriz es de rango méximo m, y por lo tanto,
siempre tiene solucion.

En el caso n+ I =m tenemos un sistema cuadrado con
matriz no singular, luego este problema tiene solucién

El determinante del sistema es el determinante de
Vandermode, y esta dado por:

det (V)I:iSIster,- ) = 0 si(y ey, i #))

Por lo tanto, existe un inico polinomio de grado menor
o igual que m-1 que interpola a los m puntos (x, y,)
siempre quex; #x; parai#j.

Vale la pena recalcar el hecho de que el grado del
polinomio de interpolacién no es necesariamente m-1,
aunque esto resulta obvio del sistema de ecuaciones,
que bienpodriaarrojar comosoluciéna,,., = 0.Uncaso
extremoseriaaquel enquey, =y, =.. =y, = 0, para
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elcuallasoluciénseriaay = a, = ... = a,,; = 0, esdecir,
tendrfamos un polinomio de interpolacién de grado 0:

px) =0

Un caso frecuente es cuando m=3, y tenemos €l si-
guiente sistema:

1x, x?%) (a, v
(1) 1y, 5% |a| = |»n
1 X3 x32 a, b£]

2) p@)= a, +a,x + azxz

¢Es necesario resolver el sistema (1)?

La respuesta a esta pregunta es: si, siempre y cuando
queramos obtener el polinomio expresado en la forma

@
Bases para polinomios
Recordemos que cada polinomio de grado < 2esun

elemento de un espacio vectorial de dimensi6n 3, el
cunal no tiene una base tnica,

Sea S, = {p(x) | p(x)= polinomio de grado < 2},
sabemos que si B = {p,(x), p(x), sx) | p; € S, y p;
son linealmente independientes} entonces B es una
basede §,. Luego, podemos expresar todo polinomio de
grado =< 2enlaforma:

(3) p(x) = C].Dl(x) + Czpz(x) + c3p3(x)

Observemos que, en particular, la forma (2) queda
incluida en este contexto, pues {1, x, ¥’} es una base de
S,. De los distintos tipos de base que nos sean accesi-
bles, se desprenderdn diferentes métodos numéricos
pararesolver el problema de interpolaci6n polinomial.

1){1,x 2™

Estabase puede causar problemas numéricos cuando
m =4

2) {1, x-a) (- a), oy (x-0)™"}
Resuelve parcialmente la dificultad planteada en (1)

m
st se toma, por ejemplo a =, x,/m, pero tiene la

i=1
deficiencia anterior también.

w0 (5] () ()
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AH{L (x-x), (0-2)x-2) o (22 )0 - x,)u(x-2 )}
5) {Ly(x), Ly(x), o Ly (1)}
donde:

(=3 e =) (O~ Xg) o0 (= xn)
(o = xy) on G = Himy) O = Xin} s (0 — x)

L=

k=12.,m

Observacion: La eleccién de una base nos indica la
forma en que estamos representando el polinomio de

"e

interpolacién, que es "iinico".

Por ejemplo, al polinomio p(x) = 3 + 2x + x2enel que
empleamos la base (1) para su representacién, lo po-
demos representar de manera diferente, usando
otra base; dicho polinomio tiene la representacién
plx) = -32 + 12(x- 5) + (x- 5)> empleando la base (2)

Métodos de interpolacién
Al abordar el problema de interpolacién polinomial

usando las bases 1, 2 6 3, obtenemos un sistema de
ecuaciones:

(Ac=y

Que podria ser resuelto mediante eliminacién gaussia-
na con pivoteo parcial.

Los casos interesantes, los generan las bases 5 y 4 que
dan lugar a las férmulas de Lagrange y de Newton para
interpolacién polinomial.

Férmula de Lagrange

Larepresentacién del polinomio de interpolacién en la
“formula de Lagrange", tiene su origen en el hecho
conocido de que los ceros de un polinomio determinan
de manera tnica, excepto por un factor constante, a
dicho polinomio, cuya abtencién es fécil.

Por ejemplo, si queremos determinar el polinomio de

grado < n-1tal que p(x;) = 0. i=1,2, .0, esdecir,
que tiene como rafces a las x;, hacemos a:

plx) = A(x-x)) (x-x,) ... (x-x, 1)

Para determinar la constante 4 necesitamos una condi-
cién adicional, ésta puede ser el valor de p(x) en otro
pUnto; SUPONZamos que queremos que:

plx) =1
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Entonces:

p(xn) =1= A(xn 'xl) (xn 'xz) o (xn 'xn-l)
1

A= e, —x) &, —x) o (x, — x,_q)
Por lo tanto:
) = ) —x) .. @=x_)
Py = x, —x)&x, = x) . (x, —x,_)

Este es el origen de los polinomios L, (x), donde:

(=) = x)e (8 — )X — Xiq)
@k = 2) 00 = X2 O = Ximn) (65— Xic)

L) =
= xn)
el xg)
Que tienen las siguientes propiedades:
L) =0 sii=k
i) Lx,) =1

iii) L,(x) tiene m-I ceros reales distintos, y dado que
se expresa como una constante por el producto de
las diferencias (x - x), para i = 4, 2 .,m i # Kk,

resulta ser L (¥) un polinomio de grado m-1 para
toda k=12.,m.

iv) El conjunto {L () | k = 1, 2,.., m} es linealmente
independiente; por lo tanto, es base del espacio vec-
torial de los polinomios de grado meror o igual que
m-1..

De las observaciones anteriores, concluimos que hayun
{inico polinomio que interpola a un conjunto de datos
(x;, y;) y esta dado por:

=3 g L6

La expresi6n desarrollada més comiin es:

P(x) =yLy(x) + ysz(x) + + y ™)

En donde:
m+l X A :
Lx=1 k=12.m:
1=k X o
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Ejemplo: Determina el polinomio de grado 2 que inter-
pola alos puntos (0, -1), (1, -1), (2, 7).

-0 -2) -1 -2)
L =0-no=2 " 2

=0 -2 x(-2
LO=ad—ga-2 = -1

-0 -1 _xx—-1
LW=G"0e-1n" 2

Por lo tanto, el polinomio es:
N(x - 2) +(=1) x(x_-i

p)=(-1) £ 2

+

+( xgxz— 1)

Cuya gréfica es la siguiente:

Obviamente, este procedimiento se puede automatizar

para calcular los términos Ly(x)

A continuacién, se presenta un programa para tal fin,
Programa

100 DIM FX(10,10),X(10)

LOINPUT N

120FORI = 1TON

130 INPUT X(D,FX(1,1)

140 NEXT'1

1S0FORJ = 1TON-1

160K=J+1

INFORI=1TON-1

180 FX(1K) = (FX(l + 1'1)-1’1((13)/“0 +5)-X(MD)
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190 NEXT1

200NEXTJ

210FORJ = 1TON

220 PRINT FX(1,3)
230NEXTJ

240 INPUT XI

250FA = 1

260Y =0

20FORJ = 1TON

280Y = Y + FX(1,J) * FA
290 PRINTY

300FA = FA * (XI-X(3))
310IFIF] > = NTHEN 350
320EA = FA*FX(1J + 1)
330 PRINT EA

3ONEXT)

350 END

Férmula de Newton

Laideadetras de esta formulacién es la construccién de
manera gradual, del polinomio de interpolacién.

Sup6ngase que el polinomio py(x) interpola a los datos
p{(x, w)}i=12.,kyqueremos un polinomio p ,(x)
que interpole los mismos datos més uno (¥4y Yese);

queremos aprovechar el polinomio p,(x) para obtener
de manera fécil p, ,,(x) a partir de p,(x) mediante una

"simple correccidn”, es decir, queremos que:

Pk+1(x) =pk(x) + Ck+1(x)

Donde ¢, () es un polinomio que vamos a determi-
nar.

Como:

pix) =y, i=12.,n

Entonces:

Entonces, para que:

P} =y . =1’2’"’k

Es necesario que: ¢, ((x;) = 0 =12k
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Entonces ¢, , ,(x) es de la forma:

Cpp®) = Ale-x) (x-x) . (x-x)

Donde A4 es una constante por determinar. Ahora bien,
COMO qUeremos que:

Pealtier) = Yen
Esto implica:
Vit = Pl FAG ) e By - 1)
Despejando:

Yerr ~ Pliey)

Crsr = XD gy — X

A:

Y entonces obtenemos la solucidn a nuestro problema:

L)
Pen®) =pdx)+ Cony k_ ;l)mk(xk:_:_ Py (x-x)(x-x)

w{xxy)

Esta es la ideadetrds dela base {1, (x - xp), (x - Xp)
(x-xy), ooy (c-20) (X -x7) ... (¥ -x,4)}; lo interesante en
este caso es que se puedan obtener férmulas bonitas y

faciles de calcular mediante un esquema de recurren-
cia; ya que:

Sip(x) = a, - 1+a,(x-x)+a,(x-x) {x-x))
+ota (- xp) - X, )

> plxg) =ay =,

=

plr) =y, + al(xlff‘fo) EN o=

XXy

Yo,

Pt

Entonces: b
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Por lo tanto, si usamos la base de Newton:
{1 (e -xp), (e -x) (e -2), oo (- )00 -2) e (-2, )}
El polinomio de interpolacién serd:

pE) =ay 1+ a,(x-x) + a,(x-x) (x-xp)

F o @ x-xg) (oxg) e (-2 )

En donde, si hacemos y; = f;, tenemos:

a,=f
_fl_fo
1= _
T X
fz_fo_fl_fo
az:xz—xo X=X
T A

Diferencias divididas

Consideremos ahora los puntos ordenados, como en la
siguiente tabla:

1 5
Xg M
Xy fz

) + Ay 5) -

X T X

_xo

Dado que el polinomio de grado 2 que interpola a tres
puntos es {inico, resulta:
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Pues, en ambos casos, es el coeficiente del término de
segundo grado.

Inspeccionando esas expresiones, observamos que:

= o —x)fs — fo) — @ — X)) — fo)

- (r; ~ X))l — x)(x; — Xo)

(6 — Xy = xphxglfy + (6 = X)fy +n — W)

n= (2 = )z — X}y — xp)

_ (o = x)fy = (o~ x)fi + (0 — X)fa

- (r2 — x)(r2 — xo)x — xo)

Simplificando, obtenemos:
ho_ &
(o= x)l = %)  ( —x)(x, — 1)

f

ATy

a, =

La simetrfa de la expresién para a, proviene del hecho
de que el polinomio de interpolaci6én es tnico, y no
depende del orden en que se escriban los puntos. La

expresion anterior es un caso particular de una "diferen-
cia dividida".

=f(x1) - f(xo) -

- 1
X%

filg ]

Observamos que f; : R> - R es una funci6n simétrica
con respecto a la diagonal y =x, en donde toma el
valor de laderivadadefenx: f; [x, x] = f’(x). Llamamos
aestacantidad "primera diferenciadividida”. Construi-
mos la "segunda diferencia dividida" a partir de la pri-
mera.

=f1[x0 5]l - fiby x) —a

f5[xo x; 5]
2% X1 X, % -5 2

Por la simetria vista anteriormente, tenemos que:
Ll x xnl=fk 5 x]=.
En general:

fut By Xynd] = 1By )
xo '-xn

filg %y o x ] =
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Observamos que las diferencias divididas se pueden
escribir en forma simétrica, de donde vemos que nin-

guna diferencia cambia al hacer permutaciones en los
elementos:

_ ) o)
Jlxxil = X -5 + X, — X,
_ f(xO) f(xl)
e O T M AT
(2 — xo) (k2 — x1)
En general:
_ fw /)
floxy e x,] = T (5 - x) I (- x)
i =
o fx) |
- 1§0 o -x

Volviendo al problema del polinomio de interpolacién,
tenemos que, para la base de Newton:

L (-xp), (x-x0) (e-xy), o (0-xg) (R-27),0n (-2, )

El polinomio de interpolacién queda dado por:

p)=ay I +afx-x) + .. +
+a(c-xg) (r-xp) o (x-x,5)

Imponiendo las condiciones p(x;) = f, i=00

obtenemos:
ay = flxg) = flxl

___f(xo) = fl) _

o =—"—"—" _ﬂxﬂxll

Yo — X
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a =f[xo xl = fix x) = ftyr, 5]

Xp = X3

Sl o x] - e x x)

a, = = J|XpXq - &,
n X — X, f[Ol n]

Lasimetria observada en las diferencias divididas tiene
una gran ventaja en la prictica. Supongamos que tene-
mos una tabla con una gran cantidad de datos ordena-
dos xo < x; < x, <.. < x, (n grande) y nuestro
problema consiste en dar una estimacién de p(x"), para
alguna x* entre x, y x;,,. Al calcular las diferencias
divididas en el orden original puede ocurrir que se haga
trabajo innecesario para resolver nuestro problema.
Partiendo de la idea intuitiva de que el valor de p(x*)
depende mis fuertemente de los valores cercanos ax®

Interpolacidn en tablas equiespaciadas

A continuacion, consideremos el caso particular (bas-
tante comiin) en que los puntos se encuentran igual-
mente espaciados, es decir:

k=0,1,.,n

fk =f(xk) =f(xo + kh)

X, =xy+ kh

Entenderemos por f = f (x, -
divididas toman ahora la forma:

fled =f) =1,

kh). Las diferencias

[l = flnth] f(xo +h) - f(xo)
f[xO 1] - h h
fey o f(x) :
flxpxixs] = (x — )(;0 _xz) + (xl—xo)(,l\:l—xy) N .

f (’-’z)

R 162 xo)(x2 ;xl)

f(xo) f(xu+h) f(xo+2h)
2h2 — K 2h
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_F) = 2£ o +h) 4 +2h)

2h?
_ [l +2R) =2f(xy + 1) +f(x)
Flxgxy 5] = 52
[l +2h) = f0x + )] — [F@xo +1) — fx)]
2 h?

A partir de la Giltima expresién convenimos en usar la
siguiente notacién, en términos de A

Aflx} = flx+h) - fx)

Dado que % es fija, podemos simplificar la notacién
anterior suprimiendo el subindice. Por lo tanto:

Flgr ) = L0007 ST

Algunas propiedades del operador A
A(fxg)=Af +4Ag
AAf) = 87f(x)

A f (xo)
24

floxix] =

Esta tiltima es una expresién muy practica, como vere-
mos adelante.

Sidefinimos los operadores E,I de lasiguiente ma-
nera:

E(F() =1t +h)
16@) =@

Tendremos:

De manera que:

f [xoxixz] =

- E*f(xo) — 2Ef(§o) P (3)
2hz S B o

Podemos generalizar las diferencias, como se ve a con-
tinuacién:

Flxg xp 2] — flx; %, x3)
Xp — X3

Flpxxx) =
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A fa)  Alfon)
_ 2K 2K
N -3h
_ 8 () — ) _ Af)
@ x3)1 3K

Por un argumento inductivo, llegamos a que:

A'f) _ Ay
A IS

flrgxx]=
Recordemos ahora la expresién para el polinomio de
interpolacién, para reescribirla en términos de A:
Px) = f (xg) +fTxgx,] (x - x0) +1Txo.x; %] (x - Xp) (x -xy)

+ e+ fIgxy e 2] (- ) o (- x0)

A A?
=t )+ S G en) +
)

Introducimos la notacién siguiente:

s = (x-xo)h
De manera que:
x-n=x-(u+h)= hx°h+h)
Anilogamerite; S “

G =GDh
En general:
G-dh,

(x-x) = i=0,1.n

Con la notaci6n anterior, el polinomio queda:

Afy fo

Py =fo+ Tis

- {0 s (s-1) ... (s-(n-1))

s(s-l) + .+

La cual se parece mucho a la férmula de Taylor.
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Ahora veamos c6mo, a partir de la base nueva y el Y la expresion para el polinomio:

operador A, obtenemos una propiedad interesante:

: A A" b
Al =0 pE) =f, + l—f})s+...+n—{b-s[“1§';
As = (s+1)-s=1 ‘ '
Als(sD)) = (s+D)s-s(s-D) La sigiente notacién se usa mucho por la facilidad de
=2 recordarla;
A(s(s1) (5-2)) = (s+1)s (s-1) -5 (s-1) (5-2) (s ) SE-D..-(r-1) =ﬂ
n nl! n!
=35 (s-1)
Luego:
En general:
{n]
A(S)=A == Lam
A5 (s1) . (s-k)) = (k+ 1) s (s-1) ... (5- (k-1)) Y n:
= M e
Introduciendo la notacién: n!
ol Pl
XU =x(x-1)(x-2) x-(n-1 =
x-1)(x-2) ) o =)
La ltima propiedad queda asi: - ( s )
n—1

A =yl
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Asf, el polinomio se expresa como sigue, en términos
de los coeficientes binomiales:

pex) =f, + Af, (;) + A%f, (;) Fo
n S — u i S
onll) 5 o0 f
Una aplicaci6n préctica de los conceptos anteriores es

la construccién de una "tabla de diferencias”, como la
que se da a continuacion:

x f A ANF.. Af
X0 fo
Afy
X fi A%,
A, .
X2 f 2 . . A"fg = Cocficientes del
. . . - polinomio  de
. A¥, interpolacién,
. Af -1 centrado en x,
Ho | h

Otra propiedad interesante, desde el punto de vista
préctico, es:

AP () =0

En donde P, es un polinomio de grados. Es importante
porque si se tienen datos para interpolar un polinomio
de gradon, conn «m, la tabla de diferencias s6lo tendrd
volores significativos en las primeras n columnas, el
resto serd de ceros, y eso simplifica el trabajo.

Se tiene una aplicacién importante cuando se desea
calcular p(x"), para alguna x” entre x, y Xy 41, €0 CUyO
caso se calcula la tabla de diferencias hasta obtener una
columna constante y de ahi se determina el grado y el
polinomio de interpolaci6n.
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Calcular (2.3)3usando la tabla siguiente:

x f=X A A2 A

x5 3 2

x4y 2 8

x3 -1 -1

xy 0 0 1

x, 1 1 7 3 1

X 2 8 19 6 1 <« cocficientes
N del polinomio
x

53 7 37 9 1

x 4 64 61 12

x5 5 125 t

polinomio de grado 3.

pE) = 8 + 19 (x-2) + 6 (+-2) (x-3) + (x-I) (x-2) (x-3)

Algoritmo

Py=0 =1

Py =Py+ 81 =8 ny=m{x-2) =1Q3-2)=.3
Py=P + 191y = 73 =.3(23-3)

=8+ 19(3) = 137 =.3¢.7y=-2]

Py= 137+ 6(-2) = 1244 my= (-:21)(23-1) = -.273
Py= 1244+ 1(273) = 12.167

Por lo tante (2.3)° = 12.167

Interpolacion por tramos: Splines

Limites de la interpolacién polinomial

En general, desde el punto de vista préctico, no es
conveniente usar polinomios de grado muy grande;
ademds de que algunas veces la aproximaci6n por me-
dio de polinomios de interpolacién no converge a la
funcién.

Ejemplo: silafuncién f(x) = T—éﬁ x€[-11]

Se aproxima por polinomios de interpolacién p,(x) to-
mando n puntos {(x;, f(x)} con las x; uniformemente
distribuidas en [-7, I], se ha demostrado que la sucesién
de polinomios de interpolacién {p,(x)} no converge a
ftx) mds que en una parte del intervalo,

Es decir, esta funcién es adecuadamente aproximada
por polinomios de interpolacién en la parte central,
pero la aproximaci6n de dichos polinomios a la funcién
es pésima en los extremos, como puede observarse en
la siguiente gréfica.
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Interpolacidn spline

Las limitaciones précticas de la interpolacién, so-
bre todo cuando se tienen muchos puntos {(x, y,)}
i=1,2,..,m; obligan a buscar alternativas. Una de las
més efectivas es la conocida como aproximacién spline;
esta consiste en aproximar una funci6n o una tabla por
una familia de polinomios, es decir, se subdivide el
intervalo de interés en intervalos pequefios y en cada
uno de sus subintervalos un polinomio de la familia se
encarga de aproximar a la funci6n. Esto es, dadaf(x) en
{a, b], se construye una partici6n:

a=xy<x; <..<x,=b
0 1 n

Y una familia de polinomios {p,(¢)} i = 1,2, .,n. La
funci6n aproximante spline A(x) se define como:

Alx) = p)
Spline lineal

x €[x;, x]

Interpolacién lineal por pedazos

AN

Dados {(x;, y)} i = 1,2, .., n; una forma sencilla de
construir una funcién interpolante que aproxime esos
datos es la que se obtiene al unir los puntos de la grafica
con rectas; asf, si [(x) es la funci6n lineal que tiene la
propiedad:

Lxy) = yia
L) =y
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Entonces el "spline lineal” esta dado por:

s(x) = I{x)

x€[x;y, 1)

Una desventaja del spline lineal es que la funcién s(x)
"tiene picos"; uno de los descubrimientos interesantes es
que es posible construir splines "sin picos” que interpo-
len una tabla.

Spline cithico
Un spline ctibico es una funcién s(x) definida por:
i) Una particion:

Xo <X <..<X,

ii) Una familia {p,(x)} de polinomios cibicos tales que:

s(x) = pilx) x€l = [xy %)

Quizés entre todas las funciones polinomiales por tra-
mos, las mis populares debido a sus propiedades son
los polinomios ctibicos por tramos y en especial los
splines cibicos. En esta secci6n, vamos a estudiar dife-
rentes tipos de funciones ciibicas por tramos, que nos
permitirén resolver otra vez, el problema de construir
una curva que pase por un conjunto de puntos. Supon-
gamos que tenemos la siguiente tabla de valores:

AL LA A
8 181182183184{ - |&n
g5 (53]8] 15

Esto es, tenemos los valores de una funcién y sus deri-
vadas en los puntos {x,}, i = 1, .., n. Vamos a ver a
continuacién que es f4cil construir un polinomio cibico
por tramos que coincida con g en sus valores y en sus
derivadas en los mismos puntos.

Antes de resolver el problema anterior, abordaremos
un caso especial, a partir del cual la expresién de la
solucién del problema general sera inmediata.

Para construir un polinomio ctbico p(y) tal que:

POy =py, pD=p

PO =p% P =py
Expresamos el polinomio p(y) en la forma:

PO) =poci(y) + pycaly) + pocsl) + Pey)
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Donde:
<)

i=1..4

Son polinomios ciibicos. Observemos que si:
P =Po=p1=0 y py=1,
Entonces:
py) = c,(v), es decir c(y) debe satisfacer:
cy0) =0
cl)y=1

o) =1
CI(I ) = 0;
De estas condiciones es muy fécil obtener ¢,(y) puesto

que, comoy =1 esunaraiz doble, tenemos que debe ser
de la forma:

a) = (a + by) - 1)

Donde g, b son coeficientes que quedan determinados
por las condiciones ¢,(0) = 1yc'(0) = 0. Porlo tanto:
a=1; b=2,

o) = +2)@-1)

Procediendo de manera similar, obtenemos:
) =y,3-%),
&) = 6-1)2,
¢0) =Y0-1),
Entonces, el polinomio p(y) queda como:
PO) = pol + )y- 1) + pyX3- 2)
+poly- 1Py + Ay - I
Ahora, es facil obtener el polinomio p,(x) tal que:
Px) =g Pl =8in

) =5 Pl =8

Consideremos el cambio de variable:

Axy = X4~

Que transforma el intervalo [x;, x;,,] en el intervalo
[0, 17; laidea es que podemos obtener la expresi6n para
c(x) apartir de p(y), sustituyendo y, pero esto es posible
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silos términos que contienen p’yy p’, los multiplicamos
por A, ya que:

i = %p(y(x)) =Pey =r0) Axi
p",(xi) =p’(0)ﬁ =95 = p’o =pl(0) = SiAxi

N 3 1 2
P =p (I)E =541 @ Py =P(1) = 54,4,

pix) =p0) =g > pe=§

Pl = p(1) = g4y ® P17 8
Por lo tanto:
px) = gc0) + 8416,0)
x —x

Ax,

1

+5000,0) + 5,800,600 ¥y =

Sustituyendo y, obtenemos:

(x —x +1)2 2k —x) +Ax)
px) =g AL

(r = x)[20,,, —x)+ Ax]
T84 AP

- )2 -
+s, i xA)le - x)

(x - xi)z(x+ - x) )
LR o

B S - A i=1.,nl1

Asi, hemos obtenido finalmente una familia de polino-
mios {p,(x}}, cada uno definido en el intervalo [x,, x;, ],
por lo que la funcién definida por:

fr) =pix), paraxsx<xy,, i=l.,nl

Es una funcién continuamente diferenciable, polino-
mial por tramos. Esta funci6n es conocida con el nom-
bre de funcién interpolante citbica de Hermite. Se puede
demostrar que f aproxima muy bien a la funcién g y
mejora a medida que las longitudes de los intervalos
[x;, x;,,] se hacen més pequefias.
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Ejemplos:

1) Supongamos que g(x) =1/(] + x 3 y queremos cal-
cular el interpolante ctibico de Hermite que coincide
cong en los puntos -3, -1, 0, 1y 3. Como:

~2
80 = Taap

Entonces, los datos que necesitamos para construir el
interpolante f son los siguientes:

S3p-1 0 103
0.1{05[ 1 [05]0.1
g 10.06{05| 0 }-05}-0.5

Tabla 1. Valores de la funcion g{x) = I/(1 + x2)
y de s primera derivada.

Teniendo en cuentaques; = g'(x;),i = 1,.., 5y utilizando
(0) obtenemos, entonces, que:

(x - xl)z(x2 - x)

(Ax))’

(&, = %x — x)
nx) =5 (Axl)z -5

(@, = 220 - x,) + Ax]
(Ar)’

+g(x,)

& - )20, — x) +Ax)
(Ax)

+8(x,) 0}

Sustituyendo cada término en (1) por su valor y simpli-
ficando llegamos a que:

(x +3)?

pt) = &2 + 52 (058 +016y)

De manera similar se obtienen las siguientes expresio-
nes para polinomios p, ; p;y p,:

Dyfx) = -0.5¢° —x2 +1

Pa(x)

05x’3c+1

(058 +0.163)
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Por lo tanto, el interpolante ciibico de Hermite para la
funcién g(x) = 1/(I + x*) est4 dado por:

2 g 2
.(x‘;% + % (058 + 0.16x) -3=x=-1
053-2 + 1 1 =r <0
flx)=
05¢-x + 1 0<r <1

N iy
%J"—Jl (058 +0.16x) 1=rs<3
L

El grifico de la funcién f aparece en la figura a:

Fig.a) Interpolanteciibicode Hermite parag(x) =1/(1 +x7')
x-puntos de interpolacién.

2) Consideremos ahora la funcién:
o o 1 si x=0
gl) = x', = max(x, 0) =

0 si x<0

Y construyamos el interpolante citbico de Hermite que
coincide cong en los puntos -2, -1, -0y 2. Como g(x) no
tiene primera derivada en 0, vamos a experimentar con
diferentes valores s, para ver ¢c6mo influye esto en la
forma del interpolante. Organicemos nuevamente
nuestros datos en una tabla.

x|-21-1]0
g1010
g10;0|s]|0

Tabla 2. Valores de la funcién g =x9, y de
su primera derivada.

De la expresién (0) podemos concluir que, inde-
pendientemente del valor de s;, el polinomio p, que
constituye el interpolate f es siempre el mismo y coin-
cide con el polinomio nulo, ya que s,, 5,y g(x,) valen 0.

Por otro lado, de (0) obtenemos que:

P) = (& + DX(s55-2)x + 1),
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_ a2
i) = 9—4"1 (3 + Dx +1) + %2 3-x)

Por ejemplo, si tomamos s, =0, entonces:

0 2 <x =1
f@ysE+ D2 +1) -1 <x<0
1 0 =x =<2

Mientras que sis; =1, entonces:

0 2 <x =<1
f&) e + 1Y (x + 1) -1=x =0

£2—;")1(.zx+1)+§(3-x) 0 <x <2

Los graficos de estas funciones se pueden apreciar en
las figuras b y ¢ respectivamente.

-1 a 1 2

Fig, b) Interpolante cibico de Hermite para < Loons; =0

-1 -] 1 i 2

Fig ¢) Interpolante cibico de Hermite parax®, cons; = 1

Nétese que el cardcter local de interpolacién de Her-
mite se aprecia en las mismas, ya que las irregularidades
en una vecindad de 0, no se trasladan al resto del
intervalo.

b) Interpolacién mediante spline ciibico

Si los valores de g’ en los puntos de interpolacién se
desconocen, entonces las inclinaciones (s,),"* se pue-
den escoger de modo que el interpolante f tenga hasta
segunda derivada continua. En tal caso, se dice que fes
unspline cibico de interpolaci6n. Por lo tanto, el spline
ciibico es una funcién formada por secciones de polino-
mios ciibicos, que se enlazan con la mayor suavidad
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posible (sin que necesariamente sea tinico el polino-
mio). Derivando dos veces la expresion (0) se obtiene:

. 20, +x; -3
rOmE T Ey
26 +x, — A
R 7
g(xi+1) - g(xi)

+6 G Axi)3

(i + X~ 20)

Por lo tanto:

2s. 4s. N — ofr.
&) =p"x) = ﬁ+ 'A:_l N 6g(x,) g

1 i-1 (Axi_l)z
—45 2 §i4) —8(x)
) = p(r)= ot — i1 i1 i
R Ax, Ax, *6 (Axy
2
Y la condici6n de continuidad de f
) =), i=2.,n1

Se expresa mediante la ecuacién:

1 1 1 1
Esi_l +2 [A—x—_ +Kx—Jsi taz Sin

i i-1 i i

(Ax_)

=3 (g(xi) _g(x,'—1)
(Axy

) —g(xi)J

O en forma mis conveniente como:

Axisy + 2Ax, + Ax)s; + Ay s, = b =2 o
_—c))

Donde: k

b =3 |:Av.l 8lx) —glx,_) A g(xiﬂj ;g(xi)} o

Ax,_,) i-1 Ar,
Suponiendo entonces que s, y s, se seleccionan de
algunaforma (3), representa un sistema de n-2 ecuacio-
nes lineales para caleular las -2 incgnitas s,, .., S, ;.
La matriz de este sistema es tridiagonal y de diagonal
dominante por filas. Por lo tanto (3) tiene exactamente
una solucién que se puede hallar por el método de
eliminacién de Gauss sin pivoteo. Los pardmetros 5,y
s, se pueden escoger de diferentes formas. A continua-
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ci6n presentamos algunas de ellas:

i) Si se conoce el valor de g’ en x, y x, entonces resulta
muy natural tomar s, =g’ (x,) y s, =g'(x,). En tal caso
el spline clibico de interpolacién no sélo interpola a
g en los puntos xy, ..., X,, sino que ademds interpola a
g'enx, yx,. Este spline se conoce como spline citbico

completo de interpolacicn.

Si hacemos u; ;=

X T A T

B Ay +Ax

Ax,

entonces el sistema se puede escribir en la forma:

21—y 2 B,
U, 2 1-u, 3 23
00, 2 1-uy4 54 4
. 1-u, 5 Som Baes
0.0 0 ...uy, 2 Saey =1
Donde:

Bi=3lu gl ,x]+ T -u,)gl,x, 0] i=2.,01

Bz =B-us,
En-l = ﬂn-l - (1 -un-l)sn

ii) Otra posible seleccién de las condiciones en los
extremos surge de exigir que:

) =) =0 )

Utilizando (2)1a condicién (3) se expresa de lasiguiente
forma, en término de las inclinaciones.

- 3g(xz) - glxy)

25 + 5, Ar,

80 — 8ta-1)
Sa1 +25n=3“n—Ax:_—ln—l—

El sistema de ecnaciones queda:

21 : ) 51 B
w2l-u 52 B,
Ou, 2 1-u, 3 Bs
. kv s;;_l ﬁn-l
0 1s ’v B,
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Donde:

By =l x] By = g, %,)

Elspline que satisface (4) se conoce como spline natural
de interpolaciény, desde cierto punto de vista, no es muy
recomendable, ya que la imposici6n arbitraria de la
condici6n (4) puede provocar que cerca de los extremos
X, yx, el error aumente (a menos que realmente g”(x,)

=g (x,) =0).

iif) Si uno no conoce nada acerca de las derivadas de g
en los puntos extremos, entonces una posiblidad es
escoger s, y s, de manera que p, coincida idéntica-
mente conp,yp,, coincida conp, ,. Enotras palabras
se trata de escoger s, y 5, de modo que los puntosx,
y X, DO sean puntos de ruptura activos.

Pn-2 = Pn-y
Py

ot} Xz *3

Fig d) Los puntos x, yx_; noson puntos de ruptura activos

Esta condici6n es equivalente a exigir f” sea continua
enxnyx,y significa afiadir la siguiente ecuacién al
inicio del sistema (3)

(Axy + 2(x; — x)))Ax,(g(x,) — g(x))
Axl
3=

5,48x, +5, (6;-x)=

(Ax))(glx;) — 8(5y)

A).‘ ;
+ 2
: X3 %
Y la ecuacién: : :
(A, Yol ) = 8, ) R
Axn—é A : '
Sn-l(xn+xn-2)+snAxn-2 = X =x 2 R
n n-. o

2, =%,-0) + Ay )y (ge) ~ 80 )

+ Axr,_,
xn - xn-z

Al final del mismo. Esta condici6n de frontera significa
quela primeraylailtima secci6n polinomial interpolan
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ag, enun punto adicional que no es de ruptura. En otras
palabras, en vez de n-1 secciones polinomiales tenemos
entonces -3, de modo que f coincide con p, en [x,, x5}
y .171'(%-) = glx), i =1, 2, 3, mientras que p’\(x;) = s,
Similarmente f coincide con p jen [r , xly
P,2)=g(x)i=n2n1,n mientras quep’, ,(x,,) =5,
Siplanteamoes la condicién de frontera en estos térmi-
nos, entonces el sistema lineal (3) (y la notacién) varia
ligeramente. Sin embargo esta claro que la funcién f
resultantes es idéntica ala obtenida por el planteamien-
to anterior. Por otro lado, esta forma de interpretar las
condiciones de frontera, nos ilustra nuevamente el he-
cho de que en la interpolacién polinomial por tramos,
los puntos de interpolaci6n y los de ruptura no necesa-
riamente tienen que coincidir.

Ejemplos:

Calculemos ahora el spline ciibico completo que inter-

polala funciéng(x) = L en los puntos -3,-1,0, 1
& 1+

y 3. Utilizando los datos de la tabla 1 construimos el
sistema de ecuaciones (3) con las condiciones de fron-
tera i). Este sistema se expresa matricialmente de la
siguiente forma:

1 1l (006
162 52 3.6
141 5/=] 0
261| |s,| |-18
1‘ 5 ~0.06
Obteniéndose que:

5,=0.06, 5,=0.62, s; =-0.09, 5,=-0.26 y s; =-0.06

Sustituyendo en la expresién (0) podemos calcular los
cuatro polinomios que constituyen el spline ciibicof. De
este modo, llegamos a que:

[0.07% + 056 + 1.53% + 154 3=<r=-1

0.47%° - 1.06x° - 0.09x + 1 1=xs<(0
f(x) =¢

0.65x - 1.06x%- 0.09x + 1 Osx=<1

0.02¢° - 0.07x% - 0.18x + 0.73 1sx=<3

b
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El gréfico de esta funci6n se aprecia en la figurae:

Fig. ¢) Splipe cibico que interpola a la funcién

E0=1/(1+5)
Para finalizar esta secci6n, construyamos el spline ciibi-
co natural que interpola a la funciénx®, en los puntos
-2,-1, 0y 2. Utilizando esta vez los datos dela tabla2 y
1as condiciones de frontera ii), construimos el sistema
de ecuaciones (3), que nos permite calcular los coefi-
cientes del spline:

21 5 0
141 5013
261 s| 16

121 s 0

4

Redondeando a dos lugares decimales, resulta que:

51=-03, s5,=061, s53=087, 5,=043

Mediante Ia expresién (0), calculamos entonces los

polinomios que forman al spline fy obtenemos final-
mente.

0.3%° + 1.83%% + 3.35x + 1.83 2<x<-1
f(x) =¢-0.52x3-0.65¢ + 0.87x + 1 1sx<0
0.11x°- 0.65% + 0.87x + 1 0sx=<2

Donde los coeficientes de cada polinomio también se
aproximan a dos lugares decimales, La figuraf muestra
el gréfico de f:

Fig. f) Spline ciibico que interpola a la funcién g(x) = X .

x-puntos de interpolacién
Observemos con detenimiento las figuras a, b, e y f.
Como se puede apreciar, en general el interpolante
clibico de Hermite aproxima mejor a las funciones de
prueba que el spline cabico. Esto se debe esencialmen-
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te a que el spline ciibico invierte parte de sus posibili-
dades para aproximar datos, en ser una funci6n suave
(tiene hasta segunda derivada continua), mientras que
el interpolante ciibico de Hermite, al ser una funcién
menos suave, tiene més libertad para modelar un con-
junto de datos. Sin embargo, hay que tener en cuenta
quela construccién del interpolante ctibico de Hermite,
requiere que conozcamos la primera derivada en los
puntos de interpolacién de la funcién que vamos a
aproximar. Pero, muchas veces, en la préctica esto no
se sabe, porque los datos se obtienen de forma experi-
mental y, en realidad, la funcién g es desconocida. Por
eso, en tales problemas el spline ciibico es una herra-
mienta fundamental.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS'

1. Use los polinomios interpolantes de Lagrange apro-
piados, de grado uno, dos, tres y cuatro para aproxi-
mar;

a)f(2.5) si f(2.0) = 0.5103757, f(2.2) = 0.5207843,
F2.4) = 05104147, f(2.6) = 0.4813306,
2.8) = 0.4359160

b) f(0) si f(-0.3) = -0.20431, f(-0.I) =0.08993,
f§o.1; =0.11007, f(0.3) = 0.39569,
70.5) = 0.79845

¢) f{1.25) si f(1.0) = 0.24255, f(1.1) = 0.48603,
§1.2 = 0.86160, f(1.3) = 1.59751,
71.4) = 3.76155

d) £(0.5) sif(0.2) = 0.9798652, f(0.4) = 0.9177710,
f20'63 ="0.8080348, f(0.8) = 0.6386093,
RLO) = 0.3843735

e) f(0.2) sif(0.1) = 12314028, f(0.3) = 19121188,
fgo.zxg =23855400, f(0.5) = 2.9682818,
70.6) = 3.6801169

2. Use los valores de abajo para construir un polinomio
de Lagrange de grado dos o menor. Encuentre una
aproximacién para sen 0.34.

sen 0.30 = 0.29552
"Losejercici vk

sen 0.32 = 0.31457

p delas obras citadas al final de esta seccién.

sen 0.3 = 0.34290

3. Agregue el valor sen 0.33 = 0.32404 a los datos en el
ejercicio 2 y construya un polinomio de Lagrange de
grado tres 0 menor. Aproxime el sen 0.34.

4. Sea f(x) = 3xe* - 2¢". Aproxime f(1.03) usando el
polinomio interpolante de grado menor o igual ados,
conxy = 1,x; = 1.05yx, = 1.07.

5. Use los valores de abajo para construir una aproxi-
maci6én polinémica de Lagrange de tercer grado para
f€1.09). La funci6n que se estd aproximando es
fx) = logytanx.

A1.00) = 0.1924
AL10) = 0.2933

f(1.05) = 0.2414
f1.15) = 0.3492
6. Use el polinomio interpolante de Lagrange de grado
tres 0 menor para aproximar cos 0.750 usando los
valores de abajo.
cos 0.698 = 0.7661  cos 0.768 = 0.7193

cos 0.733 = 0.7432  cos 0.803 = 0.6946
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7. Use los valores de abajo para construir una aproxi-
maci6npolinémica de Lagrange de cuarto grado para
f ])25). lea funci6n que se estd aproximando es
fix) = e,

£1.0) = 1.00000 f(1.2) = 1.55271 f(1.4) = 2.61170
ALI) = 123368 f(1.3) = 1.99372

8.8ea flx) = (4x-DNx-2) y x,=17, x;, =18,
X, =19yx, =21

a) Aproxime f(1.75) usando el polinomio interpolan-
te de grado a lo més dos en los nodos x,, x;, y x,.

b) Aproxime f{1.75) y f(2.00) usando el polinomio
interpolante en x,, x,, x, y x,

9.Seaf(x) = €5 0 <x < 2. Usando los valores dados en
la tabla, efectiie los siguientes célculos;

a) Aproxime f(0.25) usando interpolaci6n lineal con
X, =0yx, =0.

b) Aproxime f{0.75) usando interpolaci6n lineal con
x, =05yx, =1

¢) Aproxime f(0.25) y f(0.75) usando €l polinomio
interpolante de segundo grado conx, =0,x, =1y
X, =2

d) {Cudles aproximaciones son mejores? ¢Por qué?

x | oo | o5 | 10 | 20

f) | 1.00000 | 164872 | 271828 | 7.38906

10. La signiente tabla muestra la poblacién de los Esta-
dos Unidos de América desde 1930 hasta 1980.

Ao | 1930 | 1040 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980

Poblaci6n | 123,203 | 131,669 | 150,697 | 179,323 | 203,212 { 226,505
(en miles)

Encuentre el polinomio de Lagrange de grado 5 que
ajusta estos datos y use este polinomio para estimar
la poblaci6n en los afios 1920, 1965 y 2000. La pobla-
cion en 1920 fue aproximadameme de 105,711,000.
&Qué tan exactos piensa usted que son sus resultados
de 1965y 2000?

11. Calcitlese el logaritmo de 4 en base 10 (log 4)
usando interpolacién lineal. a) Interpolar entre
log3 = 04771213 y log 5 = 0.698 970 0. b) Inter-
polarentrelog3 y log4.5 = 0.6532125. Paracada
una de las interpolaciones calciilese el error rela-
tivo porcentual basado en el valor verdadero de
log 4 = 0.602 060 0.

12. Ajtstese un polinomio de interpolacién de Newton
de segundo orden para aproximar log 4, usando los
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datos del problema 11. Calciilese el error relativo
porcentual.

13. Ajiistese un polinomio de interpolacién de New-
ton de tercer orden para calcular log 4 usando los
datos del problema 11 ademés del punto adicicnal,
log 3.5 = 0.544 068 0. Calcillese el error relativo
porcentual,

14. Dados los datos:

x | 0 05 10 15 20 25
@ | 1 2119 2910 3945 5720 8.695

Calctlese f(1.6) usando polinomio de interpola-
cién de Newton de orden 1 hasta el 3. Esc6jase la
secuencia de puntos de las aproximaciones para
lograr exactitud.

15. Dados los datos:

|1 2 3 5 6
foy | 475 4 525 1975 36

Calcilese f(3.5) usando polinomios de interpolacién
de Newton de orden 1 hasta el 4. Esc6janse los puntos
base para obtener una buena aproximacién. {Qué

indican los resultados respecto al orden del polino-
mio que se usa para generar los datos en la tabla?

16. Repitanse los problemas 11 al 13 usando polinomios
de Lagrange.

17. Repitase el problema 14 usando interpolacién de
Laprange.

18. Repitase el problema 15 usando polinomios de
Lagrange de orden 1 hasta el 3.

19. Desarréllese la interpolaci6n usando splines cua-
dréticos para los datos del problema 15 y calcilese

f33)

20. Desarréllese la interpolacién mediante splines ci-
bicos paralos datos del problema 15y calciilese f(3.5)

21. Use interpolacién _de spline ciibico natural para
encontrar una aproximacién a:

a) f(2.5) dado que: b) f(5.3) dado que:
x fx) x fe)
22 0.5207843 5.0 2.168861
24 105104147 52 1.797350
26 104813306 54 1.488591
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¢) f(0) dado que: d) f(1.25) dado que:
x ftx) x f)
-0.3 -0.20431 1.1 0.48603
-0.1 -0.08993 12 0.86160
0.1 0.11007 1.3 1.59751
03 0.39569 14 3.76155
¢) f(0.5) dado que; f) f(0.2) dado que:
x ) x f&x)
02 0.9798652 0.1 1.2314028
0.4 0.9177710 03 1.9121188
0.6  0.8080348 04 23855409
0.8 0.6386093 0.5 2.9682818
1.0 0.3843735 0.6 3.6801169

22.Repitael ejercicio 21 usando interpolacién de spline
ciibico y el hecho de que:

a)f(2.2) = -0.0014878,f(2.6) = -0.1883635
b)f(5.0) = -1.495067, (5.4) = 1.070309
) F(-0.3) = 0.32213,f(0.3) = 167787

d)f(L1) = 2.90986,f(1.4) = 41.13928
&) £(0.2) = 0.20271,£(1.0) = 1.55741
£)£(0.1) = 2.64281,1(0.6) = 7.84023

23, Construya un spline ciibico natural para aproximar
f(x) = cos mx usando los valores dados por f(x) en
x = 0,025,0.5,0.75, 1.0. Integre el spline sobre
[0, 1], y compare el resultado con . ‘1, cos x dr =0.
Use las derivadas del spline para aproximar f(0.5) y
£7(0.5). Compare estas aproximaciones con los valo-
res reales.

24, Construya un spline ciibico para aproximar f(x) =e™*
usando los valores dados por f(x) enx = 0,0.25,0.75,
1.0. Integre el spline sobre [0, 1] y compare el resul-
tado con [, ‘1) e *dr = (1/e) (e — 1). Use las deriva-
das del spline para aproximar f(0.5) y f’(0.5).

Compare estas aproximaciones con los valores rea-
les.

25, Repita el ejercicio 23, construyendo ahora el spline
ciibico con fl(O) =f(1) =0.

26. Repita el ejercicio 24, construyendo en su lugar el
spline ciibico con f(0) = -1,f(I) = -e.
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27. ) Use los valores de abajo para construir un spline
ctibico natural para aproximar sen 0.34.

x senx D, (senx) = cosx
030 029552 0.95534
032 0.31457 0.94924
0.35 0.34290 0.93937

b) Use el spline construido en (a) para aproximar
cos0.34

c) Use el spline construido en (a) para aproximar:
fg; senx dx
28. Anada sen0.33 = 0.32404y cos 0.33 = 0.94604 alos

datos del ejercicio 27 y rehaga los célculos de ese
ejercicio.
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"La verificacién experimental de una teoria sobre un
fenémeno natural, generalmente descansa en el resultado
de una integracion."

J. W.MELLOR

(Higher Math ics for of Ch

and Physics)

"El cdlculo es la mayor ayuda que tenemos para apre-
ciar las verdades fisicas en el mds amplio sentido de la
palabra."

W.F.0SGOOD

(Bulletin American Mathematical Society Vol. 13)

INTRODUCCION

La fisica nos informa que la energifa E, requerida para
mover un cuerpo de la posicién a a la posicién b, a lo
largo de una linea recta, se expresa asi:

E=] f@)de

Donde f(x) es la fuerza reactiva, Esta f6rmula es impor-
tante para estimar la carga explosiva necesaria para
obtener de un cafién un rango preestablecido; también
permite estimar el combustible necesario para colocar
un satélite en 6rbita. En ambos casos, las fuerzas reac-
tivas son la friccién atmosférica y la gravitacién terres-
tres.

Los métodos de integracién numérica desarrollados en
este capitulo son herramientas para evaluar, entre otros
fen6menos, la energia E cuando no existe la antideriva-
da de f o cuando s6lo se conocen algunos valores de f.

Ademds, la integracién numérica es importante en el
estudio de modelos probabilisticos; ya que muchos de
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estos conducen a integrales, para las que no existen
férmulas simples, como en los siguientes casos:
e a P oe-xf &
Los métodos de interpolacién del capitulo anterior pro-
porcionan el fundamento de la integracién numérica,
ya que dada la funcién f que se desea integrar, se
aproxima ésta mediante un polinomio de interpolacién
p(x) y se integra p(x) en lugar de f, obteniéndose un
valor aproximado de Jf apartirde fp.Laintegracién
de un polinomio se reduce a una secuencia de opera-
ciones aritméticas, que se pueden efectuar mediante
una computadora.

FORMULAS GENERALES

Una de las formas usuales de integrar numéricamente
una funcién f(x) consiste en aproximar af, mediante un
polinomio p(x)por interpolacién, e integrar el polino-
mio. La mayor parte de las f6rmulas de interpolacién se
desprende de este método:

P@de= 12 px) de

En donde p(x) = f(x)en [a, b].

En particular, si p(x) estd representado en Ia forma de
Lagrange, entonces: o

p) = folge) + fil(x) + o + f 1)

Por lo tanto: ,
P ae=02 L) de + .+ £500 () de
En general: o s
P o) de =fywg +fwy+ o +ow, i
Rrw=3 wh
Nétese que:
L =w

Esindependiente de la funci6n f. A la siguiente aproxi-
maci6n se le denomina Regla de cuadratura:

P ie@ar =3 feyw,
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Estaregla dalugar a diversos métodos, dependiendo de
los puntos de interpolacién (x;, f(x;)) v, en consecuencia,
del grado del polinomio interpolante.

Cuadratura de Newton-Cotes

Los puntos x; se denominan nodos de integraci6n y se
eligen, generalmente, en el intervalo [a, b].

Los métodos que emplean interpolacién polinomial
con nodos igualmente espaciados se denominan, en ge-
neral Férmulas de Newton-Cotes.

Engeneral, una Regla de Cuadratura de ordenn +1 de
Newton-Cotes es de la forma:

L iwd =3 pEw

Endondexy=a y x,=xg+hk  k=12.n

Ejemplos:

1) Sin = 1, obtenemos la regla del trapecio:

£ fwyae =L iga) + o)

2)Sin = 2, obtenemos la regla de Simpson:

£ =029 [f(a) +4f (%) +f(b)]

3) Sin = 3; obtenemos la regla de los tres octavos.
I f@dc=

%ﬁl[f(a) +3f, (a +”;“) +3f (a +2§”"T"1) +f(b)]

Cuadratura de Gauss
Es posible obtener reglas de cuadratura proponiendo,

desde el principio, que se quiere la mayor precisién
posible con un niimero de puntos dado:

Ejemplo:

1L, o) de=w f(-1) + w,f(0) + wyf(1)
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Queremos que esta aproximacién sea "exacta" para po-
linomios de grado <2, entonces w; w, w;se calculan a
partir de esta condicién:

wy+wy +wy

si f@)=1/[, fdr =2

i fiR) =x 1) xdr =0 =wy(=1) + 0w, +wy(l)
i fl) =2 [ Ade =2 2w f w0+ w (D)

Resolviendo el sistema para w;, w,, w, obtenemos:

=w, W=7

(SRS

W1=

Asf, obtenemos la regla de cuadratura:

Iy [ de=31C1) + 310) + 3100)
Ejemplo:

P, f@ de=w for) + wyf() + w,flx)

Donde queremos determinar x;, x,, x3 wy, W, W3, de tal
forma que la aproximaci6n sea "exacta" para polinomios
del mayor grado posible, en este caso seria para polino-
mios de grado menor o igual que 5

Procediendo como en el ejemplo anterior obtenemos
el sistema de ecuaciones:

2=wi+wrt+w

0 = wix; + waxz + wixs
3 wixl’ + waxs® + waxs®
0 =wix + wexy’ + waxs’
% = wix' + war + waxst
0 = wixi’ + waxs’ + waxs’

Este es un sistema de ecuaciones no lineales en wy, w,,
W3 X3, Xy X3, que afortunadamente se puede resolver,
obteniéndose:

wn

=2y =3
W, =w;= .Wz—9

o

x5 =-V3/5 =0 %=x

Por lo que la regla de cuadratura que se obtiene es:

1, fo)de~3(—V375) + 2100) + 210/375)
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Este tipo de regla de cuadratura es conocido como
cuadratura gaussiana.

METODOS ELEMENTALES

1. Reglas del rectingulo.

Este método de integracién numérica, considera como

polinomio de interpolacién a una constante, esto es, un

polinomio de grado cero y a un s6lo punto del inter-

valo [a,b]; generalmente se considera x = a,x =b 6
_a+b

r=""=

Dependiendo del punto considerado, tenemos tres po-
sibles aproximaciones, que son las siguientes:

Dsix=a=»f f()de=f(a) (b-a)

—f{x)

a+b a+b

5=, f@de=f (T) (b-a)

i) six =

/)

a b

iif}ysix = b= f: f (x) dx = f(b) (b-a) estos son los tres
casos tipicos de la regla del rectdngulo.

Ejemplo: Aplique las tres reglas anteriores para calcu-
lar:

1=/, exp(~x?) de

a=0 b=1 (@+b)2 = 112
fO) =1  fl)=036788  fUI2)= 077880
Por lo tanto:

D1 = fa) (b-a) = (1) = 1

I = f(“ e ) (b-a) = (0.77880) 1 = 0.77880
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iii) I = £(b) (b-a) = (0.36788) (1) = 0.36788

2. Regla del trapecio

Esta regla considera como polinomio de interpolacién
la recta que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b, /(b)) y en
consecuencia a los puntos a y b del intervalo {g, b].

a b

Laregla de cuadratura toma la forma:

£ fewar ~HAZIO )

Ejemplo: (ver pgina 182)

3. Regla de Simpson

El polinomio de interpolaci6n es, en este caso, una
parébola vertical, esto es, un polinomio de segundo
grado; por lo tanto, se requieren tres puntos x;, X, X; €0
el intervalo [g, b].

3 b
La férmula de cuadratura que se obtiene:
% 1wa =5 (159 @+ 4r(452) +100)

Ejemplo: (ver pégina 182)
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Las reglas anteriores son simples o elementales y todas
ellas se desprenden de interpolar a la funcién mediante
un polinomio de grado cero, uno y dos respectivamente.
A partir de estas, se desprenden las denominadas reglas
compuestas, que son la aplicacién por segmentos de
cada una de las reglas simples, imitando !a interpola-
cién por splines.

REGLAS COMPUESTAS

Consideremos ahora el intervalo [g, b] dividido en n
segmentos de la misma longitud A.

Sea uno de estos segmentos el representado en la gré-
fica siguiente:

Entonces, tenemos las siguientes posibilidades:

X1-1 Xyog 4 xg x4

2
Xi-1

+x
a) f(—-z—-x—')hi Regla del punto medio

b fl-p) +f0) A

) 5 ; Regla del trapecio

O3 () + A + 1) Regla de

Simpson

Apartir de las anteriores, podemos expresar las siguien-
tes f6rmulas de integracién:

n
2 (x'_l 2+ A ) k Punto medio

£ ey dc = 3 DTG,

i=1 .

; h
=['f£';@h1+f(xl) 1;2

f&)

+55 by
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= P byt ) (ks + ) o+ fley) ()
+ fx) hoJ Trapecio
ﬁ: Kl (fxy) + 4f( ) + fx;))  Simpson

Tomandoh; = h V;, las f6rmulas anteriores se simpli-
fican para dar:

s

%[f(xo) + 2f(e) + . + 2f(x,0) + flx,)] Trapecio

Punto medio

) +2f(xs)

R ey + 41 ("” 25 4 afte + 4f("‘ =

+..+4f ( ) + fix)] Simpson

Las reglas compuestas requieren de una particién del
intervalo [g, b].

Cuadratura adaptativa

En este método, la divisién del intervalo [a, b] para
determinar los puntos de cuadratura x; se hace de tal
manera que se va refinando la subdivisién de [g, b],
hasta obtener la precisién deseada. Recordemos que en
las férmulas compuestas de Newton-Cotes la particién
del intervalo 1 se hace de tal manera que la longitud 2
de los subintervalos es la misma.

Esta idea resulta bien cuando la funci6n tiene un com-
portamiento similar en todo el intervalo, pero se vuelve
ineficiente cuando la funcién es més lisa en unos puntos
del intervalo que en otros.

Esta situaci6n se representa en la gréfica siguiente, en
la que es obvio que el refinamiento del intervalo debe
hacerse en la regién o regiones donde la funcién es
menos suave, esto es, hay que refinar s6lo donde sea
neCesario:
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El procedimiento, se define de la siguiente manera:

Calcular Q; = Jf sobre el intervalo [g, b]
vidir el intervalo [g, b] de tal manera que:

12t

,2={a_;r_b,b]

Calcular 0y, y Oy, integrales de f en I, ¢ I,. Comparar
0O, con 0y, + O,. Estoes:

= ], subdi-

[0,-(Q +Qp) | <¢

Si es asi, entonces Qy; + 0, es la solucién. En caso
contrario, repetimos el procedimiento para /; haciendo
la comparaci6n entre Oy, y O1yy + Oy €5tO €5

| Oy @ + O1y) | <2

En caso de ser cierta la relacién anterior, detenemos el
procedimiento, en caso de ser falsa, subdividimos el
intervalo derecho y repetimos €l proceso.

Silas Qs representan las diferentes aproximaciones de
la integral en los distintos intervalos I, el esquema
gréfico del proceso es el siguiente:

/\Q
PAN /iu

/N /N

O Y12 Y2 Y2

AVAS

Q911 1212 U201 Uy om

l“12211“12212/\

Q12221 912022

AWA

Qammn1 122212 By22201 Q122072

Ejemplo:

Evaluar fi exp (—-% x ) dx
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Usando la regla del trapecio (compuesta):
El programa es el siguiente:

10 REM REGLA DEL TRAPECIO

20 DEF FNF(X) = EXP(-X72)

30DATA 12

40READ A,B

50INPUT "NUMERO DE DIVISIONES ;N
S)LET H=(B-A)N

70 LET P=(FNF(A) + FNF(B))2
80FORR=1TON-1

S0LET P=P+FNF(A+R*H)

100NEXTR

110 PRINT *LA INTEGRAL ES “H*P

Resultados representativos de este programa son:

NUMERO DE DIVISIONES ? 10
LA INTEGRAL ES 477402

NUMERO DE DIVISIONES ? 100
LA INTEGRAL ES 477303

NUMERO DE DIVISIONES ? 1000
LA INTEGRAL ES 477302

Elvalor correcto de la integral es 0.477 302 437, de manera que el
Gltimo de los valores anteriores tiene una exactitud de siete cifras

decimales: pero el lector descubrird que se necesita un tiempo
bastante prolongado para correr el programa, Desde luego, casi
nunca se encuentra una respuesta "correcta”. Uno de los problemas
més dificiles en la integracion numérica es decir qué tan grande
debe tomarse n a fin de obtener la exactitud necesaria. Este punto
se considerar4 m4s adelante en este capitulo.

Ejemplo:
2 1
Evaluar f; exp (_E x J dx

Usando la regla de Simpson compuesta.

10 REM REGLA DE SIMPSON

20 DEF ENF(X) = EXP(-X/2)

30DATA 12

40READ A B

50 INPUT "NUMERO DE DIVISIONES ;N
60 IF N=2"INT(N/2) THEN GOTO 100

70 PRINT *EL NUMERO DEBE SER POSITIVO"
80GOTO 50

100 LET H=(B-A)N

110 LET P=FNF(A)+FNF(B):LET Z=4
120 FORR=1TO N-1

130LET P=P +Z*FNF(A+R*H)
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140LET 2=6-Z
150NEXT R
160 PRINT "LA INTEGRAL ES “H*F/3

Obsérvese que se hace una verificacion en la linca 60 para asegurar
que Nse par. Asimismo, la variable Z toma los valores 4,2,4,2, ...,
conforme se repite el ciclo FOR-NEXT; esto se logra de manera
muy simple por medio de Ia linea 140. Son resultados repre-
sentativos del programa:

NUMERO DE DIVISIONES ?4
LA INTEGRAL ES 477303

NUMERO DE DIVISIONES 79
NUMERO DE DIVISIONES ? 10
LA INTEGRAL ES 477302

NUMERO DE DIVISIONES 720
LA INTEGRALES 477302

La respuesta correcta es 0.477 302 437. Con cuatro bandas se ha
obtenido un resultado mejor que con cien bandas de la regla del
trapecio; y con veinte bandas pricticamente se obtiene una exacti-
tud de méquina. iNo es de extrafiar que la regla de Simpson tenga
un uso tan extenso!
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS"

1. Caleule [, (2] X dx conlasreglas del recténgulo, trape-
cioy Simpson.

2. Dada la informaci6n:

Deduzca una buena estimacién para J; (1, f@x)dx.

3. Dada la informaci6n:

|20

x l 0
fleo|z]s|

Determine una buena estimacién para fri , f)de

4, Utilizando N =2 subintervalos, determine las estima-
ciones de las reglas trapezoidal y de Simpson, para

S+ R

'Losejt:rticios se tomaron y/o adaptaron de las obras citadas al final de estd seccién.

5. Aplique Ia regla de Simpson a f 10 (c+ D tdxcon:
(a) N = 2 subintervalos
(b) N = 4 subintervalos

6. Utilice la regla de Simpson con f ; (1 +2%) “'dx con
N = 4 subintervalos.

7.Empleando N = 4 subintervalos, determine las esti-
maciones de las reglas trapezoidal y Simpson para

£+ e

8.(a) Demuestre que laregla de Simpson es exacta para
f(x) = A + B> + Cx + D considerando cada uno
de los cuatro términos por separado sobre el interva-
lo a < x < b, con cualquier niimero (par) de subin-
tervalos N a su eleccién. (Si hace los calculos amano,
la eleccién N = 2 es satisfactoria.)

(b) Aplique laregla de Simpson con N = 2 subinter-
valos a:

I; (% B=05 +3) dr

(c) Evaliie la integral definida de la parte (b) em-
pleando antiderivadas; luego, opine cudl método
le pareci6 més répido.
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9. Demuestre que existe un punto 7 en el intervalo
(0, I), de modo que N = 4 subintervalos, la integral
dex’dex =0ax =1esigualas, (laregla de Simpson
con cuatro subdivisiones) més éTS,( %

10. (a) Deduzca el polinomio de interpolacién p(x) con
f)enx =ax=c= %(a + b)yx = b. Utilice el

enfoque de Lagrange (o cualquier otro) para escri-
bir el polinomio en la forma 2, fL, (x), en donde

fo = fa).f, = fleyyf, = fb).

(b) Integre el polinomio p(x) de la parte (a) desde
x = g hastax = b yverifique que el resultado sea
equivalentealaregla de Simpson aplicada aun par
de subintervalos.

11. (a) Verifique que f: sE—-1(@~2)ds=0.

(b)Verifique que fj s (s ~1)(s ~2)(s =3)ds =-%s

12. Pruebe el "teorema del valor medio para sumato-
rias";

Si g(x) es continuay las constantes {c, } no son nega-
tivas, entonces:

2 8w =g ¢

para alguna constante 6 en el intervalo determinado
por las {x,}.

[Sugerencia: aplique el teorema del valor intermedio
aF(¢) definida como ¢, g(x,, -8(1) 3 €]

13. Existe la denominada regla del punto medio, en la
cual la funcién f(x) se evaliia en el punto medio de
cada subintervalo. La férmula es:

N-1 +x
My=h 3 f(x~————" 2“‘)
k=0
Y Ia expresitn del error estd dada por:
b—a )
ETyy = =57~ B2f0)-

(a) Demuestre que, si aplicamos tanto la regla del
punto medio como la regla trapezoidal para inte-
grar f(x) desde x = 0 hastax = h (es decir, un
subintervalo), y si tomamos dos terceras partes del
resultado del punto medio My una tercera parte
del resultado trapezoidal T, l{'este articular pro-
medio ponderado motivado por las respectivas
expresiones del error) obtenemos la regla de

Simpson con una longitud de paso %h.
(b) Obtenga la expresi6n del error. [Sugerencia:

reemplace f(x) por un polinomio de Taylor de
gradodos alrededorde: ¢ =5(xk +xp,1) =xk+%h].
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14. Existe la denominada "regla trapezoidal corregida"
que utilizaladerivada def, evaluada enlos dos puntos
extremos. La formula es:

CTy = Ty + (WW12) [f(a) - f ()]
El error de truncamiento es proporcional a k'),
por lo que este método es comparable en precisién

de la regla de Simpson para la mayorfa de las inte-
grales.

Utilice la regla trapezoidal corregida con longitud de
paso i = 2/3 (de modo que N = 3) a fin de estimar:

f2 1

0 x+1
15. Empleando N=2  subintervalos, estime
fs_l (2 — 4x - 5) dr aplicando:
(a) La regla trapezoidal
(b) La regla trapezoidal corregida
(c) La regla Simpson
16. Utiliza medios analiticos para evaluar:

@J; (10+2x~ 62 +5¢) dr

O, Q-x-2+3)d

(©J (8+S5senx)dr
17. Utilice una aplicaci6n simfle de laregla trapezoidal
y evaliiense las integrales del problema 16.

18. Evaliie las integrales del problema 16 con la regla
trapezoidal de segmentos miiltiples, conn = 2, 4y6.

19. Evalie las integrales del problema 16 con una apli-
caci6n simple de la regla Simpson.

20. Evaliie las integrales del problema 16 con unaregla
de Simpson de segmentos miltiples, conn = 4y 6.

21, Integre lasiguiente funci6n analiticamente y usando
la regla trapezoidal, conn = 1,2, 3y 4

I fsen (Sx + 1)) dx

22.Integre la siguiente funci6n analfticamente y usando
las reglas de Simpson, conn= 4y 5:

S8, [(4x+8y]de

Comente los resultados.
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23. Integre la siguiente funcién analitica y numérica-
mente. Use lareglatrapezoidal y la regla de Simpson
para integrar la funcién. En ambos casos, use la ver-
sién de segmentos miltiples, conn = 4:

f; xeX dy

Compare el error relativo porcentual de los resulta-
dos numéricos.

24. Integre la siguiente funcién analitica y numérica-

mente. Utilice laregla trapezoidaly laregla de Simp-
son.

fy 153254y

Calcule el error relativo porcentual de los resultados
numéricos.

25. Evalie la integral:
f: (4 +2senx)dx
a) Analiticamente.

b) Mediante la aplicacién simple de la regla trape-
zoidal,

¢) Mediante la aplicacién miiltiple de la regla trape-
zoidal (n = 5).

d) Mediante la aplicaci6n simple de la regla de
Simpson.

¢) Mediante la aplicaci6n miltiple de las reglas de
Simpson (n = 5). En los casos b) a e), calcule el
error relativo porcentual basado en a).

26. Evalte la integral de los siguientes datos tabulares
mediante la regla trapezoidal:

] 0o 01 02 03 04 05
f | 1

27. Efectiie las mismas evaluaciones del problema 26
usando las reglas de Simpson.

28. Evaliie la integral de los siguientes datos tabulares
usando la regla trapezoidal:

]33 1 1 3 5 1 9 1
fml1 4 5 6 -3

[
ES
oo

29. Efectiie Ia misma evaluaci6n del problema 28 usan-
do las reglas de Simpson.
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30. La funci6n:

fr) = 10- 38.6x + 74.07:2 - 40.15

Se usa en el célculo de la siguiente tabla de datos que
no estén igualmente espactados:

x| 0 01 03 05 07 095 12
fey| 10 684 4 420 551 577 1

Evaliie la integral desde a = 0y b = 1.2 usando:

a) Medios analiticos

b) La regla trapezoidal

c) Una combinaci6n de las reglas de Simpson y la

regla trapezoidal; utilice las reglas de Simpson en
donde sea posible, para obtener la mayor exacti-

tud posible.
Enby c) calcula el error relativo porcentual.

31. Evaliie la siguiente integral doble:

P 0 @ -y +nf)dedy

a) Analiticamente

b) Usando la regla trapezoidal con segmentos mil-
tiples (n = 2)

¢) Usando una aplicacion simple de la regla de
Simpson de 1/3.

Enb) y ¢) calciilese el error relativo porcentual.
32. Evalile la integral triple:

PP e -n)dedyde

a) Analiticamente.

b) Usando una aplicacién simple de la regla de Simp-
son de 1/3.

En b) calcule el error relativo porcentual.
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33. Al efectuar un estudio de la linea de ensamble de
unaplantade automéviles, enun periodo de 24 horas,
se visitan dos puntos sobre la linea y en instantes
diferentes durante el dfa se verifica €l niimero de
autos que pasa por ahf en un minuto. Los datos son:

Referencias bibliogrdficas:

1. Allen Smith W. *Anélisis Numérico". México. Prentice-Hall Hispancame-
ricana, 1988.

2. Chapra, Steven C; Canale, Raymond P. "Métodos Numfricos para
Ingenleros". México. McGraw-Hill, 1987.

Punto A Punto B
Tiempo  Carros/minuto  Tiempo  Carros/minuto
Medianoche 3 Medianoche 3
2AM. 1AM. 3
3AM. 5 4AM. 5
6 AM. 4 5AM. 2
9AM. 5 TAM. 1
11AM. 6 10AM. 4
2PM. 2 1PM. 3
5PM. 1 3PM. 4
6 PM. 1 9PM. 6
7PM. 3 10PM. 1
8P.M. 4 11P.M. 3
Medianoche 6 Medianoche 6

Utilice bintegracién numérica y la ecuacién me-

o L fwde
dia == ——
carros que pasa por dia en cada punto.

paradeterminar el nimero totalde

189



BIBLIOGRAFIA

A

Acton, Forman S. Numerical Methods that Work. New York. Har-
per & Row, Publishers. 1970.

Atkinson, Kendall E. An Introduction to Numerical Analysis. New
York. Joha Wiley & Sons. 1989,

Atkinson, Kendall. Elementary Numerical Analysis. New York.
John Wiley & Sons. 1985.

Atkinson/Harley. Introduccién a los Métodos Numéricos con Pas-
cal. Addison-Wesley Iberoamericana. Shefficld, EE.UU, 1987.

B

Bamett, Stephen. Matrix Methods for Engineers and Scientists.
London. McGraw-Hill. 1979.

Burden, Richard L.; Faires, J. Douglas. Anglisis Numérico. México.
Grupo Editorial Iberoamerica. 1985.

C

Conte, S. D.; de Boor, Carl. Andlisis Numérico, México, McGraw-
Hill. 1974,

Conte, Samuel D.; de Boor Carl. Elementary Numerical Analysis.

An Algorithmic Approach. Tokyo. McGraw-Hill Kogakusha,
LTD. 1980.

CH

Chapra, Steven C.; Canale, Raymond P. Métodos Numéricos para
Ingenieros. México. McGraw-Hill. 1987.

Cheney, Ward; Kincadj, David. Numerical Mathematics and Com-

puting, Monterey, California, Brooks/Cole Publishing Company.
1980.

190



D

Dorn, William S.; Greenberg, Herbert J. Matemiticas y
Computacién: con programacién FORTRAN. México.
Editorial Limusa-Wiley, S. A. 1970.

E

Ellis, L. E.; Goldstein G.; Tinsley, J. D. Computers and the Teaching
of Numerical Mathematics in the Upper Secondary School.
Gran Bretaiia. G. Bell & Sons LTD, 1971.

F

Forsythe, George E.; Moler, Cleve B. Solucion Mediante Com-
putadoras de Sistemas Algebrdicos Lineales. Argentina.
Editorial Universitaria de Buenos Aires. 1973,

G

Goldstine, Herman H. A History of Numerical Analysis from the
16th through the 19th Century. New York. Springer-Verlag.
1977,

H

Hamming R. W. Numerical Methods for Scientists and Engineers.
New York. McGraw-Hill Book Company, Inc. 1962.

Henrici, Peter. Elementos de Andlisis Numérico, México. Editorial
Trillas, 1972.

Henrici, Peter. Essentials of Numerical Analysis with Pocket Cal-
culator Demonstrations, New York. Johr Wiley & Sons. 1982.

K

Kahaner, David; Moler, Cleve; Nash, Stephen. Numerical Methods
and Software. New Jersey. Prentice Hall. 1989.

King, Thomas J. Introduction to Numerical Computation. New
York. McGraw-Hill Book Company. 1984.

Kuo, Shan S. Computer Applications of Numerical Methods.
Reading, Massachusetts. Addison-Wesley Publishing Company.
1972.

L

Leinbach, L. Carl. Caleulus with the Computer. New Jersey, Pren-
tice-Hall, Inc, 1974,

191



Métad

Luthe, Rodolfo; Olivera, Antonio; Schutz, Fernand
Numéricos. México. Limusa. 1988.

M

Maron, M.J. Numerical Analysis. A Practical Approach, New York.
Macmillan Publishing Company. 1987

McCalla, Thomas Richard. Introduction to Numerical Methods
and FORTRAN Programming. New Yor. John Wiley & Sons,
Inc. 1967,

Metropolis, N.; Howlett, J.; Rota Gian-Carlo. A History of Comput-
ing in the Twentieth Century. New York. Academic Press. 1980.

P

Pizer, Stephen M. Numerical Computing and Mathematical
Analysis, Chicago. Sciencie Research Associates, Inc. 1975.

Press, William H.; Flannery, Brian P.; Teukolsky, Saul A.; Vetterling,
William T. Numerical Recipes. New York. Cambridge University
Press. 1986.

R

Raiston, Anthony. Introduccién al Andlisis Numérico. México.
Editorial Limusa-Wiley, S. A. 1970.

Rice, John R. Numerical Methods, Software, and Analysis. Auck-
Iand. McGraw-Hill. 1983,

S

Scheid, Francis. Anilisis Numérico. México. McGraw-Hill. 1972,

Scraton, R. E. Métodes Numéricos Bésicos. México. McGraw-Hill
1987,

Shampine, Lawrence F.; Allen Jr., Richard C. Numerical Comput-
ing: an introduction. Philadelphia. W. B. Saunders Company.
1973. .

Shampine, Lawrence; Pruess, Steven; Allen, Richard. Fundamentals
of Numerical Computing. México. Publicaciones del Depar-
tamento de Matemdticas de la Facultad de Ciencias de la
UNAM. 1989,

Smith, W. Allen. Andlisis Numérico. México. Prentice-Hall
Hispanoamericana, S.A. 1988.

Stoer, J; Bulirsch, R. Introduction to Numerical Analysis. New
York. Springer-Verlag. 1980.

192



Vv

Vandergraft, James S. Introduction to Numerical Computations.
New York. Academic Press. 1978.

Volkov, E. A. Métodos Numéricos. URSS. Editorial Mir Mosct.
1990.

Y

Yakowitz, Sidhey; Szidarovszky, Ferenc. An Introduction to Numeri-
cal Computations. New York. Macmillan Publishing Company.
1990.

193



	Portada
	Presentación
	Índice
	Capítulo I. Introducción
	Capítulo II. Evaluación de Funciones
	Capítulo III. Raíces o Ceros de Funciones Escalares
	Capítulo IV. Sistemas de Ecuaciones Lineales
	Capítulo V. Interpolación
	Capítulo VI. Integración
	Bibliografía



