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INTRODUCCION 

Cuando un flUl.do bajo la acción de la gravedad es calentado 

no uniformemente se puede observar un equlllbr1o mecánico bajo 

ciertas condiciones. 51 este calentamiento es grande 

marcadamente no uniforme el equ111br1o se vuelve inestable y las 

perturbaciones resultantes producen un movimiento convect1.vo. Por 

otra parte, si las condlclones son tales que lmposl.billtan el 

equlllbrlo, la conveccl.6n se presentará aunque la no unlforrnldad 

del calentamiento sea pequef\a. En este caso también el aumento en 

el calentamiento del fluido lleva a una crisis, debida a la 

inestabilidad misma del movlml.ento convcct1vo. Estas situaciones 

representan casos especiales de uno de los fenómenos mfls 

interesantes en el estudio de la Hidrodinámica: la Estabilidad 

Hidrodinámica. 

La lnvestigac ión de la lnestabll l.dad debido a la conveccl.ón 

coml.enza con las primeras descrlpcl.ones del fenómeno hechas por 

James Thomson (hermano menor de Lord Kelvin} en 1882 111. Bénard 

en 1900 /'Z/, reallza los primeros experl.mentos cuantitativos sobre 

convección en una capa de fluido calentada por abajo. Rayieigh en 

1916 /3/ 1 resuelve el problema teórico de la establ.lidad de una 

capa de fluido calentada por abajo con las dos superfl.ctes libres, 

sin incluir el efecto de la tensl.ón superficl.al. Posterl.orrnente 



algunos otros autores realizaron estudios teóricos y 

experimentales acerca de la inestabilldad de una capa de fluido 

calentada por abajo. Se cambiaron las condiciones de frontera en 

las superficies y se incluyeron los efectos de la tensión 

superficial. A partlr de los af'ios cincuenta la investigación de 

la Estabilidad Hidrodiná.mica y de la Convección Natural en 

particular, resurgió debido a sus múltiples aplicaciones, en 

fenómenos relacionados a la transferencia de calor, la Geofisica y 

la Astrofisica. Después se hicieron estudios teóricos y 

experimentales de la manera en que la estabilldad de una capa de 

fluido calentada por abajo se alectaba al incluir los efectos de 

la rotación y el campo magnético. Chandrasekhar en 1953 /4/, fué 

el primero en hacer estudios teóricos de los efectos de la 

rotación en una capa de fluido calentada por abajo, para los casos 

de dos superficies libres (de fricción), dos rigldas (con 

fricción) y de una rlgida y la otra llbre, manteniéndolas a 

temperatura constante. Posterlormente incluyó también el efecto 

del campo magnético y el efecto de los dos fenómenos combinado!:> 

/S/. 

Este trabajo de tesis inspiró precisamente en estos 

estudios teóricos realizados por Chandrasekhar, asl como en un 

articulo publicado por Benguria y Depassier en 1987 /6/, en donde 

se estudian las lnestabl lidades de un fluido calentado por abajo 

con la superficie de arriba libre, pero ahora, a diferencia de los 

casos estudiados por Rayleigh y Chandrasekhar, ésta última se 

puede deformar. En el presente trabajo se incluye esta condición 

de frontera para estudiar la estabilidad lineal de una capa de 
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fluido calentada por abajo que rota con velocidad angular 

constante en dirección perpendicular a la superficie del fluido, 

Para ésto, se plantearon las ecuaciones de movimiento y las 

condiciones de frontera del problema, derivando las ecuaciones 

lineales. Se hizo un ané.llsis en términos de modos normales. La 

inestabilidad se presenta cuando el gradiente adverso de 

temperatura es lo suficientemente grande para que el paré.metro 

adimenslonal: R = gctj3d4
/KV, llamado número de Rayleigh, exceda un 

cierto valor critico, en donde g es la aceleración debida a la 

gravedad, a el coeficiente de expansión térmica, f3 = - d9/dz la 

magnitud del gradiente vertical de temperatura del estado básico 

en reposo, "d" el grosor de la capa de fluido, K su difusividad 

térmica y v su viscosidad cihemática. Este parámetro es la razón 

del efecto desestabilizador de la flotación y de los efectos 

estabilizadores de la difusión y la disipación de calor. Como 

nuestro sistema se encuentra en rotación, aparece el parámetro 

representativo de ella, llamado el número de Taylor V, el cual 

está definido por: V = 4'12d4/v2, siendo a la magnitud de la 

velocidad angular en dirección perpendicular a la superficie del 

fluido. Al considerar el efecto de la deformación de la 

superficie aparecen otros números adimensionales caracteristicos 

del problema. Ellos son el número de Prandtl rr = v/K y el número 

de Galileo G = gd3/v2
• Entonces el objetivo del problema es 

encontrar los valor~s propios del número de Rayleigh y del número 

de onda de la perturbación a la cual está sujeta el sistema, en 

función de los demás pan'.t.metros, que satisfagan una condición de 

solubilidad impuesta por las condiciones de frontera. Esto se 
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realizó numéricamente, buscando el valor del número de Raylelgh 

critico Re (a partir del cual comienza la convecci6n) y su número 

de onda critico correspondiente, variando el número de Taylor y 

los parámetros caracteristicos de la deformación, que en el caso 

estacionarlo se presentan como el producto Go". 

Resumiendo, se estudian las inestabilldades térmoconvectivas 

que aparecen al calentar por abajo una capa de fluido en rotación, 

considerando los efectos que surgen al introducir la deformaci6n 

superficial. Se calcularon numéricamente las curvas de 

inestabllldad estacionaria para diferentes condiciones de 

frontera, tanto mecánicas como térmicas. Se encontraron 

resultados nuevos al hacer los cálculos de las curvas de 

inestabilidad, que generallzan los de Izakson y Yudovich n/, para 

el caso sin rotac16n. 

En el primer capltulo, se presenta un resumen de los 

conceptos básicos de la mecánica de fluidos necesarios para poder 

establecer las ecuaciones de movlmlento. El objetivo es 

simplemente mostrar algunos conceptos generales y deducir las 

ecuaclones básicas que permitan realizar nuestro anállsis 

posterior dentro de un marco formal. Se incluye además una 

descripción de las ideas más importantes de la Estabilidad 

Hidrodinámica. 

En el segundo capitulo se obtienen las ecuaciones de 

movimiento y se establecen las condiciones de frontera del 

problema. Con estas se hace un anállsls lineal en términos de 

modos normales. 

En el tercer capl tu lo se muestran los resultados numéricos 
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para el caso estacionarlo. Cuando es posible mostramos algunas 

aproximaciones anali tlcas que confirman los resultados. 

En el cuarto y último capitulo se obtienen las conclusiones 

de los resul lados numéricos, tratando de establecer las 

limitaciones de los resultados encontrados. 
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INTRODUCCION A LA HECANICA DE FLUIDOS 

Y LA ESTABILIDAD HIDRDDINAHICA 

1.1 Descripción del movimiento de un fluido 
1.2 Teorema de Transporte de Reynolds y conservación de la masa 
1. J Fuerzas sobre un fluido 
1. 4 Esfuerzos sobre un punto y conservac16n del momento Uneal 
1. 5 Ecuación de Navler Stokes 
l. 6 Sistema de Referencia que rota 
1. 7 Rapidez de dlslpación viscosa 
1. 8 La ecuación de Conducción de Calor 
1. 9 Conceptos básicos de la Estabilidad Hidrodinámica 

t. 1 Descrlpc16n del movimiento de un fluido 

Existen dos maneras distintas de describir el movimiento de 

un fluido. En la descrlpclon Lagranglana se sigue a una partlcula 

del fluido por una cierta trayectoria; esta trayectoria se 

identifica con las coordenadas (x0,y0,z0) correspondientes al 

tiempo t
0

, se sigue la trayectoria de esta particula en el tiempo 

t. En este sistema las coordenadas de la partlcula (x, y, z) no son 

independientes, ya que al dar un intervalo de tiempo t-t
0

, las 

componentes de la velocidad determinan los cambios de coordenadas 

Cx-x
0

, y-y
0

, z-z
0

). Por lo tanto las variables independientes son 

(x
0
,y

0
,z

0
) y el tiempo. 

Por otra parte la descrlpclon Eulerlana se concentra en un 
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pequen.o volumen por donde pasa el fluido y observa el cambio que 

ocurre en el tiempo, de todas las variables de flujo, Por lo que, 

dentro de esta descripción, las variables independientes son el 

tiempo y las coordenadas espaciales. 

La velocidad Ü y la aceleración i en la descripción 

Lagrangiana son simplemente las derivadas temporales del vector de 

pcsiclón X: 

ya que la identidad de la particula se mantiene constante durante 

la diferenciación. En la descripción Euleriana, sin embargo, la 

derivada parcial a / Bt nos dá tan sólo la razón de cambio local 

en el punto X, y no la razón total de cambio, vista por una 

particula de fluido. 

Tomemos a F' como cualquier variable de campo, empleando 

coordenadas Eulerlanas (x, y, z, t), tratamos de calcular la razón de 

cambio de F en cada punto, siguiendo a un partlcula de identidad 

fija. Lo que se quiere es representar un concepto esencialmente 

Lagrangiano en términos del lenguaje Euleriano. 

Para incrementos arbitrarlos e independientes di y dt, los 

incrementos en F(i, t) son: 

8F' BF' 
dF = - dt + - dx • 

Bt Bx 1 
1 

(l. 1) 

en donde se supone una suma sobre el indice repetido l. Supongamos 

ahora que los incrementos no son arbl trarlos, salvo los asociados 

con el seguimiento de una partícula de ldentlda~ fija. Los 
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incrementos di y dt no son 

relacionados con las componentes de: la 

relaciones representadas por: 

Sustl tuyendo en ( 1. 1): 

dF 8F-_ 8F 
--= - +u--. 
dt at 1ax

1 

Sin embargo la notación dF/dt es muy general, entonces para 

enfatizar que se trata del hecho de que la derivada temporal se 

toma mientras uno sigue a una partlcula, usamos una notación 

especial. en lugar de d/dt, utilizamos: D/Dt y (1. 2) se escribe de 

la siguiente manera: 
DF 8F 8F 
- = - +u 
Dt at 1 ax, 

(!. 3) 

La razón de cambio total D/Dt la llamaremos entonces derlvada 

materlal. 

1. 2 Teorema de Transporte de Reynolds y Conservación de la masa 

Al derivar las leyes de conservación, frecuentemente se 

encuentra con el problema de buscar la derivada temporal de 

integrales tales como: 

'.'._ f FdV, 
dt y ( lJ 

en donde F(i, t) es una variable de flujo y V(t) cualquier reglón 

fija o moviéndose con el fluido. 
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Consideremos primero el caso en .donde V(t) no es ni un 

v9lumen fijo, ni un volumen material. Las superficies del fluido 

se están moviendo, pero no con la velocidad local del fluido. 

Tomando una generalización del teorema de Leibnltz para 

diferenciar una integral en una dimensión de una función F que al 

igual que los liml tes de integración son funciones de la variable 

con respecto de la cual vamos a diferenciar, pero para una funcl6n 

de varias variables y en un volumen V tenemos que: 

en· donde üA·-es laC v•olcócidaci die' 

. de.V(t). 

convierte en: 

Para un volumen ·material 

fluido, de tal manera que ÜA = Ü, 

entonces (l. 4) se convierte en: 

D J . J aF .. 
- F(x,tldV = - dV + 
Dt 2 at 2 

V
2

Ct) V
2

(t) 

(1. 4) 

En donde escribimos dA en vez de adA con a el vector· normal 

unl tarlo sallen te de la superf lcle. 

Este es comunmente llamado el teorema de transporte de 

Reynolds. Hemos usado el simbolo D/Dt para enfatizar el hecho de 



que estamos slgulendo al volumen material V 2. Usando el teorema 

de Gauss tenemos que: 

por lo que el 

en donde cambiamos V 
2 

por V. 

Consideremos ahora un volumen fijo en el espacio y tomemos a 

p como la· densidad, entonces el aumento de la masa dentro del 

volumen está dado por: 

d J J ap - p dV = - dV 
dt V V 8t 

puesto que el volumen está fijo se aplica (1.5). 

Ahora, la rapidez de flujo de masa que sale del volumen está 

dada por: 

J pÜ·di • 

• 
Entonces la ley de la conservación de la masa nos dice que: 

L ~ dV = - J. pÜ·dA • (l. 8) 

Usando el teorema de la divergencia tenemos que (1, 8) se convierte 

en: 

- dV + - (pu )dV = O J 
ap Ja 

V 8t V8Xl 1 
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La relación anterior es válida para cualquier volumen por lo que: 

Bp 8 
- + - (pul= O, 
at ax

1 
1 

(l. 9) 

6 
Dp 8 
-+p-u =O. 
Dt ax

1 

1 
(l.10) 

Esta ecuación no sólo expresa en forma diferencial la conservación 

de la masa sino también nos dice que la velocidad es continua, de 

aqui que a (1.9) ó a la forma (l.10) se le llame ecuación de 

continuidad. 

Un fluido es incompresible si no s6lo la masa se conserva 

sino que el volumen tampoco cambia, por lo que la densidad se 

mantiene constante; esto se expresa como: 

y de acuerdo a U.10): 

1. 3 Fuerzas sobre un fluido 

Dp 
- =o 
Dt 

(l.11) 

(l. lZl 

Antes de que podamos proseguir con las leyes de conservación 

es necesario clasificar a los diferentes tipos de fuerzas que 

actuan sobre una masa de fluido: 

(1) Fuerzas de Cuerpo: Son aquellas que aparecen por "acción a 

distancia", es decir sin contacto fisico directo. Estas 

resultan de que se sumerge al medio en algún campo de 
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fuerzas, cuyo origen puede ser gravltacfOnal, magnético, 
- ,-· '· , ... 

electrostático o electromagnético. Estas .están.-dis~~ibu1das 
.; ' ';,~•\': ,.>: '> 

entre toda la masa del fluido y son proporcionales a _la masa. 

Las fuerzas de cuerpo pueden 
.. ,- ~:-~-V'."' 

conservativas: las conservativas s_on _ aqU~llas ~-qµ~ .-.-~-~'. PU~den '_; · 

expresar como el gradiente de una func:ió~- P.º~~n-~1-~·¡::/' 
e= - vn '_,'_(l.13) 

en donde n es lo que se conoce como una f\.mci6n Potencial. -

Las no conservativas no cumplen con una relación como la 

(1. 13). 

(2) Fuerzas de Superflcle: Son aquellas que se aplican sobre un 

elemento de área, por los alrededores mediante contacto 

directo. Son proporcionales al área sobre la cual actúan, y 

son convenientemente expresadas por unidad de área. Pueden 

descomponerse en componentes normal y tangencial al área. 

Consideremos un elemento de área dA en un fluido (figura 

1.1). La fuerza dF en el elemento se puede descomponer en 

una componente dFn normal al área y una componente dF s 

cortante a la misma. Los esfuerzos normales y cortantes en 

el elemento se definen como: 

dF 

T• e dA• 

(3) Fuerzas de llnea: Las fuerzas de tensión superficial son 

llamadas fuerzas de linea ya que actuan en una linea y tienen 

una magnitud proporcional a la extensión de la llnea. 

Aparecen en la interface entre dos fluidos. Las fuerzas de 

12 



tensión superficial no aparecen directamente en las 

ecuaciones de movimiento, aparecen solamente en las 

condiciones de frontera. 

fl9. l. l Fuerzas nor11111les y cortantes sobre un ele111ent.o de area, 

1. 4 Esfuerzos sobre un punto y conservación del momento llneal 

Consideremos por un momento un paralelepipedo rectangular 

lnfini tesimal cuyas caras son perpendiculares a los ejes 

coordenados (figura 1.2). En cada una de las seis caras hay un 

esfuerzo normal y uno cortante que posteriormente se puede 

descomponer en dos componentes paralelos a los ejes. La figura 

muestra la dirección de los esfuerzos posl.tivos en cuatro de las 

seis caras; los dos que restan han sido omitidos por claridad. El 

primer indice en 't
1
J indica la dirección de la normal a la 

superficie, en donde se está considerando el esfuerzo, y el 

13 



segundo indice indica la direcci6n en que actúa. Los elementos de 

la diagonal T
11

, T
22 

y TJJ de la matriz de esfuerzos son los 

esfuerzos normales, los que están fuera de ésta son los esfuerzos 

tangenciales o cortantes. No es dificil comprobar que el tensor 

de esfuerzos es simétrico, al considerar la conservación del 

momento angular, por lo que llene tan s6lo seis componentes 

diferentes, es decir que: 'tlJ = T
11

• 

Flq. 1.2 E11Cuerzos punto. Para 1110yor claridad, solo 
muoslran loa eaCuerzos en cuatro de las sets caras. 

Antes de derivar la ley de conservación del momento lineal 

conviene hablar un poco del movimiento relativo de un elemento de 

fluido cercano a un punto, en donde se definirán algunos conceptos 

nuevos. Sea Ü{i, t) la velocidad en el punto O (pos1ci6n del 
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vector i), y sea Ü + dÜ la velocidad al mismo tiempo en un punto 

vecino P (posición del vector i + di). La velocidad relativa al 

tiempo t está dada por: 

(1.14) 

El término Bu/8>< j en la ecuación (1.14) es el tensor gradiente de 

velocidades, que puede ser descompuesto en una parte simétrica y 

una antisimétrica de la siguiente manera: 

~l + l 
BXJ ' 2 

Que se puede escribir como: 

y (1.17) 

es llamado el tensor de rotación. Va que r
11 

es antislmétrico, SU 

diagonal es toda cero, por lo que podemos escribir 

de donde a su vez w es el vector verticidad: 

au• 
W =V X ü 

r = -e w 
IJ ljk k' 

(1.18) 

Consideremos el movimiento de un elemento de fluido 
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lnflnltesimal (flgura 1. 3). La segunda ley de Newton nos dice que 

la fuerza total neta en el elemento de fluido debe ser lgual a la 

masa por la aceleración del elemento. La suma de las fuerzas de 

superficie en la dlrecc16n x
1 

es igual 

+ ( Tzt + :::
1 d:• - ~.,•.:::~:::•J dx1 dx3 

+ [ T
31 

+ :::,d:3 ~;-T3 ,;',::~,'d:,',) dx1dx
2 

, 

lo cual se simpÜflca en: 

en donde dV es el volumen del pequefio elemento de fluido. 

Generalizando, la 1-ésima componente de la fuerza de superficie 

por unidad de volumen es: 

axJ 

en donde se us6 la propiedad de slmetria del tensor de esfuerzos. 

Sea 1 la fuerza de cuerpo por unidad de masa, entonces pf es la 

fuerza de cuerpo por unidad de volumen. Entonces según la Segunda 

Ley de Newton se expresa asi: 

p Du1 = pf + 8TlJ 

Dt 
1 

(1.19) 
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" 

Flq. 1.3 

.. , 

1' :'_!!JJ!!!i, 
11 - Clr1 2 

E•CUel"'Zo• superrlclates de 

So lamento so muestran loa e•fuerzos en la dl~~cct6n x
1

• 

elemento del fluldo. 

La ecuación (1.19) es la ecuación de movimiento que 

relaciona la aceleración a la fuerza neta en un punto. Expresa 

también la conservacl6n del momento lineal. 

1. 5 Ecuación de Navler Stokes 

La relación entre el esfuerzo y la deformación en un medio 

continuo es llamada ecuac16n constltutlva. En este momento 

examinaremos una ecuación que relaciona al esfuerzo con la 
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rapidez de deformación en un fluldo. 

En un fluido en reposo solo existen componentes normales del 

esfuerzo en la superflcie y este esfuerzo no depende de la 

orientación de la superficie. En otras palabras, decimos que el 

esfuerzo es 1sotr6p1co. Un tensor isotr6pico se define como aquel 

tensor cuyas componentes no cambian bajo la acción de' una rotación 

del sistema de cOordenadas. El único tensor isotr6pico de segundo 

orden es la del ta de Kronecker: 

Por lo que todo tensor isotr6plco de segundo orden debe ser 

proporcional a a. Por lo tanto el esfuerzo en un fluido en reposo 

debe ser de la forma: 

(1.20) 

donde p es la presión termodiná.mlca relacionada a p y a a (la 

temperatura) por una ecuación de estado. Se incluye el signo 

menos en la ecuación (1.20) por que las componentes normales de 

T
1
J se consideran como positivas si indican una tensión en vez de 

una compresión: 

Un fluido en movimiento desarrolla componentes adicionales 

del tensor de esfuerzos debido a la viscosidad. Los términos en 

la diagonal de 't' ahora no son iguales y aparecen esfuerzos 

cortantes. Para un fluido en movimiento podemos partir el tensor 
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de esfuerzos en dos partes: una -pa1J que exlst1r1a si el fluido 

se encontrara en reposo, y otra cr
1
J debida al movimiento del 

mismo: 

't'1J = -pa,J + a-1J • (l. 21) 

La parte no isotr6p1ca o-, esté. relacionada con el gradiente 

de velocidades au/8xJ' el cual por (1.15) puede ser descompuesto 

en· una parte simétrica y otra antlsimétrica. La parte 

antisimétrica representa el movimiento de rotación sin deformación 

del fluido, y por lo tanto no puede generar esfuerzo por si sola. 

Entonces los esfuerzos deben estar generados por el tensor rapidez 

de deformación e 1j' Por lo tanto, suponemos una relaci6n lineal 

del tlpo: 

(1. 22) 

en donde K1Jlllll es un tensor de cuarto orden con 81 componentes que 

dependen del estado termodinámico del medio. Si suponemos un 

medio isotr6pico sin ninguna dirección privilegiada, la relaci6n 

entre esfuerzo y deformación es independiente de rotaciones de los 

ejes cordenados. Esto será posible solo si KlJmn es un tensor 

isotr6pico. Un tensor isotr6plco de cuarto orden debe tener la 

forma (ver por ejemplo Aris página 30 1e1): 

(l. 23) 

en donde A, µ y 7 son escalares que dependen del estado 

termodinámico local. Dado que a-
11 

es simétrico KlJmn debe también 

ser simétricon en l y en J. Esto es consistente con ( 1. 23) solo 
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si 

Por lo tanto solo dos constantes µ y i\ han sobrevlvldo y después 

de sustl tulr ( 1. 22) queda como: 

Sustituyendo en (t. 21) tenemos que: 

(1. 24) 

Si ahora tomamos t = J 1 sumando sobre los indices repetidos Y 

notando que a
11 

= 3 tenemos que: 

T
11 

"" -3p+ (2µ + 3A)e•• , 

de donde la presión resulta ser: 

p = - ; Tll + [ ; µ + ~) e 11 , (1, 25) 

en donde ªu = V • U. Los términos de la diagonal de e
11 

pueden 

ser diferentes, en tal caso el tensor de esfuerzos T 1J puede tener 

términos diferentes en la diagonal, debido al término de 

proporcionalidad µ en e 1. 24). Por lo tanto podemos tomar el 

promedio de los términos en la diagonal de T y definir una presión 

promedio (que no es la presión termodlná.mlca) como: 

- 1 
p • - - T 

3 JJ 
(1.26) 

Sustituyendo en (1.25): 

20 



p - p = ( ~µ+:\)e , 
3 11 

(l. 27) 

Para un fluido incompresible s6lo podemos definir una pres16n 

mecánica o una presi6n promedio. ya que no hay una ecuación de 

estado para determinar una presión termodinámica. El término ;>i en 

la ecuación constitutiva (t. 24) se hace cero ya que e ... = O. Por 

lo tanto la ecuación (1.24) toma la forma simple: 

(l. 28) 

en donde p sólo puede ser interpretada como la presión promedio. 

Para un fluido compresible una presión termodinámica puede ser 

definida y al parecer es, en general, diferente a la presión 

promedio. 

La ecuación constitutiva (1.24) toma la forma: 

(1.29) 

La relación lineal entre T y e es consistente con la 

deiln1cl6n de Newton del coeficiente de viscosidad en un flujo 

paralelo u(y), para el cual (1. 29) dá un esfuerzo cortante de -c= 

µ(du/dyl. Un fluido que es regido por la ecuación anterior es 

llamado un fluido Newtan1ano. Sustituyendo la ecuación (l. 2.9) en 

la ecuación de movimiento (1.19) obtenemos: 

Du a [ ] p __!. = pf + - 2.µe + A(V · Ü)ó 
Dt l ax.,. lJ 1J 

ap 
(!. 30) 

que es la forma general de la ecuación de Nav1er-Stakes. 
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Pará flujos lncompreslbles!V .:u O por· lo: que (1.30) se· 

convierte en: 

Dii 
P - --= ·f¡f. + f.t V2Ü - Vp • 

ot 

t. 6 Sistema de referancia que rota 

(1. 31) 

Tomemos un sistema de referencia Cx
1
,x

2
,x

3
) rotando con una 

velocidad angular Q con respecto a un sistema fijo CX
1

1 X
2

1 X
3

). 

Cualquier vector P es representado en el sistema que rota por: 

Para un observador fijo las direcciones de los vectores unitarios 

t
1

, t
2 

e t
3 

cambian en el tiempo. 

derivada temporal de P es: 

d 
=-CPi+Pi+Pil 

dt 1 1 2 2 3 3 

Para este observador la 

Para el observador que rota la razón de cambio de P es la suma de 

los primeros tres términos, de tal forma que: 

[~L =[~J. (1.32) 

Cada vector uni tar lo t traza un cono de radio sen a., en donde a. es 

un ángulo constante (figura 1. 4). La magnitud del cambio de t en 
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un tJ.empo dt es 1dt1 = sen a: d9. Por lo tanto la magnitud de la 

razón de cambio es ldt/dtl = sen a(de/dt) = n sena y su dirección 

es perpendicular al plano (ñ, tJ. Por lo tanto dt/dt= n X t. para 

cualquier vector unitario que rota t. La suma de los tres últimos 

términos en (1.32) es: 

P
1
ñ X 1\ + P

2
ñ X Í

2 
+ P

3
ñ X i

3
= ii X P, 

o 

di 

FlQ• 1.4 Rotación del vector unitario. 

por lo que (l. 32) se convierte en: 

(1.33) 

Aplicando esta regla al vector de posición í=, las velocidades de 

los dos sistemas de referencia quedan relacionadas de la siguiente 

manera: 

u =ü +ñxr 
F R 

(1. 34) 
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apllcando de nueva cuerita la regla •(1.33) n ü,.~ 'tenemos que: 

(dÜ') = (dÜ'] +. ii X Ü 
dt dt R ' ·' F 

que usando (1.34) se convierte_~n: 

(
dÜ•). + li X 
dt R 

[~.· .+.fi X (ÜR + ii X r) 
dtJ. 

Esto muestra que las aceleraciones en los dos marcos de reíerencia 

están relacionadas por: 

(!. 35) 

Si ahora tomamos un vector R perpendicular al eJe de rotación la 

ecuación anterior, sin el indice R, se convierte en: 

i,.=i+2ñxü-n2R. (1.36) 

Esta ecuación nos dice que la verdadera aceleración o la 

aceleración inercial es Igual a la aceleración medida en el 

sistema en rotación más la aceleración de Corlolls 2ñ X ü y la 

aceleración centrípeta -n2R. Sustituyendo este resultado en la 

ecuación (1. 30). la ecuación de movimiento en un sistema de 

ref'erencia que rota se convierte en: 

~ = pf + ~ (2µe ;\(V • Ül~,J] - ~ + p(n"R - 2c ll u J , 
Dt 1 axJ IJ ax, 1 IJk J k 

(!. 37) 
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donde los dos últimos términos del lado derecho de la ecuación son 

las fuerzas de Coriolls y centrifuga respectivamente. 

1. 7 Rapidez de dlsipaclón vlscosa 

La ecuación de moviml.ento la podemos escribir como: 

au au
1 

BT 
P--.!. +pu - = pfl + _1_1 

at 1 axJ ax
1 

Mul tlpllcando esta ecuacl.ón por u
1 

e integrando _sobl-e. el_ volumen 

V, obtenemos: 

.: J p ~ u2 
dV + ~ f pu ~ u2 

dV = J pu f dV + f u ~ 't dV • 
2 V 8t 1 2 V J ax J l V l 1 V l Bx J lJ 

(l. 38). 

Integrando por partes la segunda ecuación del lado izquierdo, 

aplicando el teorema de Gauss y haciendo lo mismo para la integral 

que contiene a 'tlJ obtenemos: 

Haciendo uso de la ecuación de contlnul.dad en su forma 

(1. 9) encontramos que las primeras dos integrales del lado 

izquierdo se convierten en: 
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(1.39) 

De la ecuación (t. 39) obtenemos la rapidez con la que la 

energla cinética contenida en un volumen V cambia, siendo esta la 

suma de cuatro términos. Los primeros tres representan, 

respectivamente, la razón mediante las cuales las fuerzas de 

cuerpo hacen trabajo en el elemento de fluido contenido en V; la 

rapidez mediante la cual los esfuerzos T
11 

hacen trabajo en la 

superficie S que contiene a V; y finalmente, la rapidez mediante 

la cual la energia fluye de V, a través de S. 

Resta interpretar el último término de (1. 39): este es __ una 

integral sobre todo el volumen de la cantidad: 

au, 
-T -

11 ax 
J 

(1. 40) 

Usando la deflnlc16n de ~IJ y -r
11 

(ecuaciones (1.16) y 

(1.29) respectivamente), podemos escribir: 
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(1. 41) 

el primer término del lado derecho en esta ecuación es: 

-pe·=~[~+u~i=~~ 
JJ p at laxJ p Dt 

(1.42) 

la integral de volumen de esta cantidad, representa el aumento de 

la energia interna, debido a la compresión que sufre el fluido: 

que para un fluido incompresible serla cero. El término que 

sobra: 

(1. 43) 

en (t. 41), representa la veloc~dad a l'!L cual la energia se disipa 

irreversiblemente debido a la viscosidad en cada elemento de 

volumen del fluido. Para un fluido incompresible la expresión 

correspondiente para ~ es: 

(1. 44) 

t. 8 La ecuación de Conducción de Calor 

Hasta el momento, hemos visto que las leyes de conservación 

de la masa y del momento nos han llevado a las ecuaciones de 

continuidad y movimiento respectivamente. Nos queda encontrar la 

ley de la conservaclon de la energla. """"" 

Sln considerar una constante aditiva, la en~rgia e por 

unidad de masa del fluido la podemos escribir como: 
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(!. 45) 

en donde cvT es la cnergla interna de un gas perfecto y para un 

liquido es cT, donde cv es el calor especifico a volumen 

constante, e el calor especifico y T su temperatura. La primera 

ley de la termodinámica nos dice que el cambio de energía interna 

es igual a la suma del trabajo hecho mas el aumento de calor a un 

volumen material. Esto es: 

~ J.pe dV = Lpf1 + LT1 Ju 1dAJ - f. q1dA1 • 

Por lo tanto, si registramos las ganancias y pérdidas de energla 

que ocurren en el fluido por unidad de tiempo, tenemos que: 

'.'.__ J pe dV =- la rapidez con la que se hace trabajo en la frontera 
8t V S de V por los esfuerzos T, . 

+ la rapidez a la cual se hace trabajo en cada 
elemento del fluido dentro de V por las fuerzas 
externas. 

- rapidez con la que la energia en forma de calor 
es conduclda a través de S. 

- rapidez con la que la energía es transportada a 
través de S debido a movimientos de masa. 

(!.46) 

siendo k el coeficiente de conducción térmica. 

En donde el flujo de calor obedece la ley de Fourler: 

q=-kVT. 
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Haciendo uso de las ecuaciones (1.39), ,Cl.41), (1.42) y 

(1. 43) podemos escribir el primer término de (L 46) como: 

los siguientes, son también 

cuarto términos de (l. 46): 

y 

f 
8T 

k - dS 
ax J 

5 J 

= - ~ f p u
2 

u dS -
2 1 J J 

5 

Combinando estas ecuaciones tenemos que: 

+ f 4> dV - f ~ (pe Tu )dV • ax v J 
V V J 

(l. 51) 

Como la ecuación debe prevalecer para todo volumen V, tenemos que: 
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(l. 52) 

. ~,.:.· ··:<::'.· .~'.":,'- ·, 

y con ayuda de .ia · ~cu~~:~·~·n :~;. ~·~:~Únuldad, se convierte en: 

p­
Bt 

(l. 53) 

La ecuación C 1. 53), junto con la ecuación (l. 43) constituyen 

en forma analitica una descrlpc16n de como se conduce el calor en 

un sistema hidrodinámico. A lo anterior debemos afiadlr la 

ecuación de continuidad y la ecuación de movimiento, que obtuvimos 

anteriormente. De esta manera podemos describir a nuestro 

sistema completamente. Todos los desarrollos hechos anteriormente 

pueden se encontrados con detalle en /91 y 1101 y de una forma 

condensada en 1s1. 

1. 9 Conceptos básicos de la Estabilidad Hidrodinámica 

Para analizar la estabilidad de cualquier flujo laminar, se 

debe encontrar la velocidad ÜCX, t) asi como otros campos, tales 

como la presión PCi,t) y la temperatura TCi,t), necesarios para 

describir el flujo laminar en cada punto i y tiempo t. Estos 

campos definen el flujo baslco. Los campos pueden ser 

estacionarlos o no estacionarlos, y deben satisfacer las 

ecuaciones de movimiento y las condiciones de frontera 

respectivas. 

Supongamos por un momento que el flujo que queremos 
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analizar se encuentra en un estado estacionarlo, es decir en un 

estado en que ninguna de las variables que lo describen es función 

del tiempo. Sean X
1

, X
2

, ... , X J un conjunto de parámetros que 

definen al sistema. Al tratar de describir la estabilidad de 

dicho sistema, lo que se quiere es encontrar la reacción de este a 

pequefias perturbaciones. Es decir, uno se pregunta lo que 

ocurrirá al perturbar el estado básico de este sistema: ¿esta 

peturbación desaparecerá gradualmente o la perturbación crecerá en 

amplitud de tal manera que el sistema nunca pueda volver a su 

estado original? En el primer caso decimos que el sistema 

estable con respecto a esa perturbación en particular y en el 

segundo decimos que es inestable. Es claro que debemos considerar 

al sistema como inestable aunque solamente exista un modo 

particular de la perturbación para la cual el sistema es 

inestable. De la misma manera un sistema no puede ser considerado 

como estable al menos que sea estable con respecto a cualquier 

perturbación a la que pueda ser sometido. En otras palabras, la 

estabilidad implica que no existe ningún modo de la perturbación 

para el cual el sistema sea inestable. 

En el espacio de los parámetros X
1

, X2, ... , X J hay un 

estado que seP.ara al sistema entre la estabilidad y la 

inestabilidad, definiendo un estado de estabilidad marginal. De 

acuerdo a esto, un estado marginal es un estado de estabilidad 

neutral, definido por una función de la forma: 

F(X
1

, (l. 54) 

Encontrar F es uno de los objetivos p~inclpales de una 
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investigación en estabilidad hidrodinámica. 

Los estados de estabilidad marginal, pueden ser de dos 

tipos, dependiendo de la forma en que las amplitudes de una 

pequef'ia perturbación puedan crecer o amortiguarse: pueden crecer 

(o amortiguarse) aperlódlcamente; 6 pueden crecer (o amortiguarse) 

por oscilaciones de amplitud creciente (6 decreciente). En el 

primer caso, la transición de la estabilldad a la inestabilidad 

toma lugar vla un estado marginal, exhibiendo un patrón 

estacionarlo de movimiento. En el segundo, la transición toma 

lugar vla un estado marginal exhibiendo movimientos oscllatorlos · 

con una frecuencia caracteristlca. 

Para hacer un tratamiento completo de un problema de 

establ lldad uno comienza por un flujo básico, que representa un 

estado estacionarlo del sistema. Se supone que las variables 

fisicas que describen al flujo sufren pequef\os (infinitesimales) 

incr~mentos. Al obtener las ecuaciones a partir de las ecuaciones 

de movimiento relevantes, ignoramos todos los términos que no sean 

lineales, derivando una teorla lineal de la estabilidad. 

De acuerdo a lo dicho anterio~mente, para hacer una 

investigación completa de la estabilidad, debemos examinar la 

reacción del sistema a todas las perturbaciones posibles. Para 

poder hacer esto, debemos expresar una perturbación como una 

superposlc16n de modos posibles y examinar la estabilidad del 

sistema con respecto a cada uno de est.os modos. Por un momento 

consideremos un sistema confinado entre dos planos paralelos, en 

·donde las var tables fislcas son funciones sólo de una de las 

coordenadas espaciales (z por ejemplo), normal a los planos. En 
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este caso, podemos anal izar una perturbación arbitraria en 

términos de ondas periódicas en dos dimensiones. Entonces, si 

A(x,y,z,tl representa una amplitud tlpica que describe a la 

perturbación, la desarrollamos como: 

J"' J"" A(x, y, z. tl = dk dk A (z, t)exp[l(k x + k y)], 
X y k X y 

-m -m 

donde k = VCk2+k2), es· el número de onda asociado con la 
X y 

perturbación Ak (z, t). Como las ecuaciones para las perturbaciones 

son lineales, la reacción del sistema a una perturbación general 

puede ser determinada si conocemos la reacción del sistema a 

perturbaciones de todos los números de onda. En particular, la 

estabilidad del sistema dependerá de su reacción a perturbaciones 

de todos los números de onda. Entonces, en un problema de este 

tipo, el estado marginal será de estabilidad neutral para 

perturbaciones de un número de onda particular kc' que presentarán 

un patrón celular, en donde las dimensiones horizontales de la 

celda, están dadas por la longitud de onda critica: \ = 2n/kc. 

En problemas con otras geometrlas. la perturbación tendria 

que ser analizada de diferente manera: pero el punto esencial es 

que en cualquier ·caso la perturbación debe expandirse en términos 

de modos normales. 

33 



II 

CONVECCION NATIJRAL DE UNA CAPA DE FLUIDO 

EN ROTAC!ON CON DEFORMACION SUPERFICIAL 

2. 1 Ecuaciones básicas 
2. 2 Aprox imac lón de Bouss lnesq 
2. 3 Condiciones de Frontera 
2. 4 Ecuaciones lineales para las Perturbaciones 
2. 5 Modos Normales 
2. 6 Caso estacionarlo 

2.1 Ecuaciones básicas 

Con la información del capitulo anterior, estamos en 

posición de hacer una descrlpc16n matemática del problema. 

Consideremos pués a un fluido Newtonlano lnf lnl to, que en reposo 

se encuentra entre los planos z = O y z = -d (figura 2.1), que 

rota con velocidad angular constante ñ = a·; (en donde tomaremos a 

1, J y k como los vectores unl tarlos en las direcciones x, y y z 

respectivamente), y en el cual actúa un campo gravitaclonal 

constante: -gk. Teniendo en cuenta ésto, podemos volver a 

escribir las ecuaciones que obtuvimos en el capitulo anterior. 

La ecuación de continuidad (1. 9): 

ap a 
- + - (pu) =O 
at axl l 

(2.1) 
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o 

FlCJ. 2.1 Capa do Fluldo lnflnlt.a, conlanld11 entro los planos z=O 'J 
z .. -d. 

La ecuación de movimiento en ·un ~~·ste-mil '~.~-~·- r_~~er~~.C1a-"'q':1e: 

rota con velocidad angular Ok: 

Du 
p-' 
Dt 

B [ -) Bp ./: -·-····-= pf + - 2µe + ~(V·Ül~ - .,- +_ f> __ (n_· _
2

_R_ 
1 ax tJ IJ Bx- __ ._:_ ·,··. 1 

J l -

en este caso R = (x,y,O) y ñ = (O,O,n), tomainos a ü 

la ecuación de transferencia de calor, la escribimos como: 

(2.2) 

p ~ (e Tl + pu ~ (e Tl = ~ [ k ~ ) - p ~u + ~ • (2. 3) 
at _v_ J axJ v axJ axJ axJ J 

A estas tres ecuaciones debemos agregar una ecuación de 

estado, que para las sustancias en las que estamos interesados es: 

(2.4) 
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en donde ex, es el coeficlente de expansión volumétrica y T0 es la 

temperatura a la cual p.= p
0

• Esta una buena aproximación para 

dlferencias de temperatura pequenas entre las dos superficies del 

fluido. 

2. 2 Aproximación de Boussinesq 

Hasta el momento, al derivar las primeras tres ecuaciones, 

tan sólo hemos hecho la suposición de que se trata de un fluido 

Newtoniano. Para poder continuar debemos tomar en cuenta algunas 

otras situaciones que aparecen en la práctica, en que las 

ecuaciones se simplifican considerablemente. El primero en 

sen.alar esta situación :fuó Boussinesq en 1903 /11/. La base para 

tomar en cuenta esta aproximación es el hecho de que como 

set'i.alamos anteriormente, las diferencias de temperatura son 

pequef'ias y por lo tanto las diferencias en la densidad son también 

pequefias. El origen de tales simplificaciones es el hecho de que 

el coe:ficiente de expansión volumétrica a. es pequef\o: para gases y 

liquides está en el rango de 10-3 a 10-4, por lo que para 

variaciones en la temperatura de orden uno, las variaciones en la 

densidad serán a lo sumo del uno porciento. Por lo tanto, las 

variaciones en los demás coeficientes deben ser del mismo orden, a 

excepción del término de flotación g(p - p
0

) en la ecuación de 

movimiento, el cual es del mismo orden de magnitud que el término 

de inercia uJBu/BxJ. Para la mayoría de los fluidos dµ/(µdT), 

dk/(k dT) y dc/(c dT) ó cv, son de órdenes menores a a., de tal 

manera que µ, k y c ó cv, se toman como constantes dentro de esta 
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aproximación. 

De .acuerdo a lo que h~mos -~ich()i, lo primero que .hacemos, 

es sustituir la-·e·cuaclón ·.de continuidad, ·por 

Donde v (= -~p~),_ la viscocidad cinemátl_ca, es considei-8d8 

constante, y ¡j
0

, la' densidad cuando la 'temperatura es T
0

, otra 

constante~ También tenemos que: 

(2.8) 

Posteriormente debemos simplificar la ecuación de conducción 

de calor (2.3), antes que nada consideramos a k y a cv (6 c) como 

constantes. y por (2. 5) eliminamos el término -pVu del lado 

derecho. El término de disipación viscosa ~ también puede ser 

ignorado: ya que si tomamos a V como la escala de velocidades, a d 

como la escala de long! tud y a T-T
0 

como la escala de diferencia 
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de temperaturas, la razón de la d1S1pación -~1sCosa 'a la rapidez de 

transferencia de calor. 

~ 2 

--- µV 
D(cT) -
p--

DT 

.~ _j·-~ .~- ·- -10 
Para un gas tiplco vlc/ ~-:10- sK_. y para ~-liquido vlc .... 10 sK, 

lo cual mu~:;tra_ que la:~r-az'6-n_ a~t"er~or.:es."Jnuy peq~efta a menos qu~ 

las velocidades sean muy grandes. Por lo tanto la ecuación de 

conducción de calor (2. 3) se reduce a: 

~·+U~= K V2T 

at Jª"i 
(2. 9) 

donde K (= k/p
0
cv), es el coeficiente de dlfusivldad térmica. 

Las ecuaciones (2.4}. (2.5), (2.7) y (2.9) son las 

ecuaciones de ha.lance dentro de la aproxlmac16n de Bousslnesq. La 

solución a las ecuaciones hidrostátlcas es la siguiente: 

De (2.. 9) tenemos que la solución a v2r = o, es: 

T.= To+ Az ' (2.10) 

La de (2. 4) y (2.10): (2.11) 

y la de (2. 7): c2.12i 

donde p
0 

es la presión ejercida en la superficie de arriba y A es 

una constante por determinar de las condiciones de froii.tera. 

2. 3 Condiciones de Frontera 
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Vamos a tomar combinaciones de las condiciones de frontera. 

En la superficie de abajo las condiciones de frontera mecánicas 

pueden ser de dos tipos: podemos tener una superficie rigida 

(donde aparecen esfuerzos viscosos) 6 una libre (donde los 

esfuerzos tangenciales son cero) pero plana, es decir una 

superficie indeformable. La condición de frontera mecánica en la 

superficie de arriba, es por supuesto, la condición de una 

superficie auténticamente libre, es decir con deformación. Las 

condiciones de frontera térmicas en ambas superficies también 

pueden ser de dos tipos, puede ser una superficie conductora a 

temperatura constante 6 una superficie en la que el flujo de calor 

es constante. 

Las condiciones de frontera mecánicas para la superficie· de 

abajo en z = -d (figura 2. 1) se pueden traducir en los sigulerites 

casos: 

a) Superficie rigida: 

Ü= (u,v,w} =O. c2;13a) 

Dado que esta condición ocurre para toda x y y, se sigue de la 

ecuación de continuidad (2. 5) que: 

ª" - =o (2.13b) 
az 

b) Superficie libre sin deformación: 

w =o (2.13c) 

y la condición de que los esfuerzos tangenciales son cero: 

Tzx = Tzy = O, (2.13d) 

debida a que w es igual a cero para toda x y y tenemos que (2. 13d) 
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es equivalente a: 

- au av 
,- = - =o 
az az 

c2.13el 

Que con la ayuda de la' ecuación de continuidad se convierte en: 

a2w 
-=o. 
Bz2 

Las condiciones de frontera térmicas son: 

Temperatura constante (superficie buena 

T = Tb constante y 

flujo de calor constante 

aT 
-F/k 

az 

donde F es e 1 flujo de calor 

La superficie de arriba, 

vector normal unitario: 

N 

cuyos sub1.ndices indican derivadas parciales y 

Aqul, las condiciones de frontera son: 

Condición cinemática: 

w=-+u-+v-
at ax ay 

Diferencia de esfuerzos nulo: 
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aqui se ignora la tensión superficial y se considera que el fluido 

que está en contacto por arriba c~n nuestro sistema, Juega un 

papel pasivo. 

Multiplicando esta ecuación po~ n 1 .Y sumando sobre los 

tomando 

(u +w h1 -Cv +w )lJ } + 
Z X. X Z y y 

+ N2{~2u ll -
2 X X 

=o (2.15d) 

si ahora tomamos l =· 2 en (2.'1Sb)· obtenemos: 

11 {u 7)
2 + v 112.· +:w· + (u +v lTJ n - (u -+w )11 -Cv +w )TJ} 

y X X y y _, Z ' y X X Y ·' Z X X Z •. y ·., y 

.. . 

Las condiciones de frontera térmica en· la fronte~~ de>arriba 

son, 

temperatura constante: 

T = Tu constante, 

y flujo de calor cOnstante: 
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n•VT = -F/kN. (2.16b) 

Ordenando, de acuerdo a las condiciones de frontera térmicas 

tenemos los siguientes 4 casos que determlnarén la constante J:i. 

dada en (2.10) como sigue: 

Caso (Jl: 

T(-d) = Tb, 

Caso (Ji): 

BT(-d) 
--- = -F/k, 

Bz 

Caso (JU): 

T(-d) = Tb, 

Caso ·uvl: 

BT(-d) 
--- = -F/k, 

Bz 

n•VT(11) = -F/kN, 

n•VT(11) = -F/kN, 

2. 4 Ecuaciones lineales para las perturbaciones 

A= -F/k 

A = -F/k 

En este momento estamos en poslcl6n de tomar una pequefia 

perturbación del estado l.nlclal descrito en la sección 2. 2. Sean 

estas perturbaciones las varl.ables primadas, tenemos que: 

u= u• ex. t> 
T = T.(z) + T' Ci,tl 

p = p
11
(z) + p' Ci, t) 

P = P,(z) + p' li.t). 

Consideremos primero el problema dentro de la aproxlmac16n de 
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Boussinesq y veamos qué ecuaciones se obtienen. Ignorando 

términos de segundo o mayor grado, en primer lugar tenemos que la 

velocidad se mantiene solenoidal: 

au• 
___..!..=o 

ª"• 
(2.17) 

Las ecuaciones de movimiento y de transferencia de calor para las 

perturbaciones son, respectivamente: 

aü• gp' 
- - C + vV

2Ü' - ! Vp' - 2l'i X Ü' 
Po Po 8t 

BT' 
y - = Aw' (2.19) 

Bt 

siendo, 

(2.20) 

la perturbación de la densidad. 

Las ecuaciones (2.17)-(2.20) son nuestras ecuaciones básicas 

para las perturbaciones dentro de la aproximación de Boussincsq. 

51 por otra parte, tomamos las ecuaciones básicas de 

movimiento (2. 1)-(2.4) tenemos que en el estado no perturbado: 

Bp 
- = ap A 
az 0 

y el cambio en la densidad p' causado por la perturbación T' en la 

temperatura, está dado por: 

p' = -apT' = -ap
0

(1 + a.Az)T' • 

Por lo tanto, mientras que los términos de primer orden en 8p/8t y 

en uJ8p/8xJ en la ecuación (2.1) ocurren con el factor «, el 
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término restante no lo tiene; de esta manera como a. es pequeño 

podemos ignorar el término a.Aw y considerar a Ü como solenoidal, 

es decir tenemos un flujo incompresible. De la ecuación de flujo 

de calor, lo primero es recordar que V • Ü = O y lo segundo es ver 

que el término de disipación de calor 41 es de segundo orden, por 

lo que recuperamos la ecuación (2. 19). Considerando 

posteriormente la ecuación de movimiento (2. 2) observamos que 

podemos tomar a µ como constante, ya que las variaciones de µ son 

del orden ap' que al ser multiplicadas por uJ pueden ser 

ignoradas, y podemos escrlblr p
0 

en lugar de p salvo cuando está 

multiplicando a g. 

Haciendo estas consideraciones hemos recuperado las 

ecuaciones para las perturbaciones dentro de la aproximación de 

Boussinesq (Chandrasekhar 1961, 1s1}. Por lo tanto, vamos a tomar 

a las ecuaciones (2.17)-(2.20) como nuestras ecuaciones lineales 

para las perturbaciones. 

Si ahora tomamos al espesor de la capa "d" como la unidad de 

longitud, a d 2
/K como la unidad de tiempo, a Ad como la unidad de 

temperatura y a p
0

d3 como la unidad de masa, las ecuaciones 

adimenslonales, toman la forma (donde ya quitamos las primas y no 

cambiamos de nombre a las variables que aparecen): 

aul = o 
ax

1 

La ecuación de movimiento se convierte en: 

aii gdl .. V 2- 20d2 ... 
= - ~ pK + Kv u - Vp + K Cv1 - uJ), 

at 
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siendo t, y k los vectores unitarios en la dirección de los ejes 

coordenados. 

La ecuación de conducción de calor se convierte en: 

la ecuaci6n de estado se convierte en: 

p = -«AdT 

Si ahora definimos los números adlmensionales: 

C-Ald4gu 
El número de Rayleigh: R = --­

KV 

El número de Galileo: 

V 
El número de Prandtl: u = -

" 
402 d4 

El número de Taylor: T = 7 

(Z.Z3) 

(Z.Z4l 

Por lo que las ecuaciones (2. 21)-(2..2.4) se pueden escribir como: 

aü 

at 

au1 = 
0 

ax
1 

= - Gcr2p~ + t1' V2u - Vp + T112u (Vl - UJ) 

aT 
2 - = w +V T 

at 

p = (R/G<r)T 

(Z.Zll 

(Z.ZZl 

(Z.Z3) 

(Z.24) 

tomando el rotacional de (2. 2.2.), con W = V X Ü el vector 
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vorticidad: 

aw 
(2.25) 

at 

at 

at 

•( a2p azp l 4 u2 ac; 
=-Cia' -+- +O"Vw-V a-

ax2 ay2 az 
• (2.28) 

Entonces tenemos cuatro ecuaciones lineales adimensionales, 

(2. 23), (2. 24), (2. 27) y {2. 28). Falta encontrar las ecuaciones 

lineales para las perturbaciones de las condiciones de frontera. 

En la superficie de abajo las condiciones de frontera toman 

la forma: 

- al w(-1) = w.(-1) ,; l;(-1) =O 

6 

(superficie rigida) 

b) w(-1) = wzz(-1) = i:.C-ll =O (superficie Ubre) 

y, 

6 

(temperatura constante) 
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En la superficie d~ arriba deformable: 

y, 

6 

T(O) = 1J 

1Jt = w(O) 

uz(O) + wx(O) = O 

v,(O) + w,(Ol = O 

-p(O) + Ca-211 + 2crwz(O) = O 

(temperatura constante) 

(flujo de calor constante) 

; (2.30b) 

(2~ 31;,¡ 
. '(2:~1~) 
,' -:, ·-::! ' 
··¡2:31cl·.·. 

.(2.31d)·· 
, ___ .. - -,, . 

. :(2.iiiai 
\.;~j2b) 

:_;;--~ ·<-:-~\', 
-En donde en- este caso los subindices denotan-deri~~d~s: pcir.éiS:-l'eS;--: · 

._,,; ... · .. f·· 2. 5 Modos Normales 

-· ··.e-,--, . 

siguiente manera: 

w = W(z) exp ( l(kxx + k,yl + ;>.t}· 

T = B(z) exp ( l(kxx + k,yl + At} 

~ = Z(z) exp (1 (kxx + k,yl + At} 

P = p(zl exp { l(kxx + k,yl + At} 

al igual que las demás variables que aparezcan en las condiciones 

de frontera. De esta manera tenemos que los operadores 

diferenciales que aparecen se convierten en: 

a 
- =A 
at 

a a 
-+-= 
Bx.2 ay2 

a 
- = D 
Bz 

De la ecuación de continuidad tenemos que: 
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ikxu 

y la expresión para z es: 
-·.; 

ik V + D\.I = O 
y 

. z· = 1k ·,; :: 1k ü 
X . • y 

. ·. ~-,. '. . -. "'. ,. .· .. ·- - . ' 

(2.33) 

(2.34) 

De esta manera las ecuai::lones. Pi;ira ~las.":-pertúrbaclones; ·después: de -

algunas -maniPUla~Íori~\¡ :·:~~\ .. ¿~n~Í¿~:~~~;·oe~-~--·-'c 
:~ .~~:·~-.::_X,:: . ~t· ... 

·CD -·k.->.JS = -11 

=o 

.. 
_;:t..,~ .. :·~H;_· _"___ -., 

sujetas a· las .:·coridlciOnes. ·de frontera: 

a) (superficie rígida) 
."' .... ; " . . 

6 bl 11(-1) ~·o"wc-1> = DZC-ll =o (superficie libre) 

en la superficie deformable de arriba tenemos: 

De (2.30a): 

De (2.33): 

11(0) = >.~ 

OZ(O) = O 

Combinando (2. Jla) y (2. Jlb) obtenemos: 

(D2+ k2 )11(0) = o 

(2. 35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2. 39a) 

(2. 39b) 

(2. 40a) 

(2.40b) 

(2.40c) 

Para la última condición de frontera mecánica tenemos que la 

ecuación (2. 31d), se convierte en: 

-p(O) + G<r"w(O)/;>. + 2a-Dll(O) =O (2.40d) 

pero por otra parte si manipulamos las ecuaciones para las 

perturbaciones obtenemos: 
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p = ~2 ( (D2
-k

2-;v .. )DW - T
1"'z], 

para toda z, poi lo. q~e (2. 4Dd) se puede escribir como: 

co2 -JÍc2 -;v .. iow - ir'"'z - c..k2wCol/:\ = o (2,40el 

Las condlclones de frontera térmicas par~._los cuatro casos 

son: 

CasO (1) Ctf'.!'~peratura constante arriba y· abajo): 

8(-1) =o, 8(0) = ~ = W(O)/;\, 

~aso (2) (!"lujo de calor constante arriba y abajo): 

08(-1) = o, 08(0) = O, 

Caso (3) (flujo de calor constante arriba y temperatura constante 

abajo): 

8(-1) =O, 00(0) = O, 

Caso (4) (temperatura constante arriba y flujo de calor constante 

abajo): 

08(-1) = O, 8(0) = ~ = W(O)/;\, 

Al combinar cada uno de estos casos con las dos diferentes 

condiciones de frontera mecánicas en la frontera de abajo 

obtenemos un total de ocho casos. 

Las ecuaciones son lineales por la tanto la solución para e 

en la ecuación (2. 38) es de la forma: . 
9 = 1~1 {A 1 senh la.

1
(z+l)J + B

1
senh [a

1
(z+t)J} 

en donde las cr
1

' s son las cuatro ralees diferentes (sin tomar en 

cuenta los cambios de signo) de la ecuación algebraica: 
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= o 

Tenemos. poi- lo tanto,' ocho condiciones de frontera y una 

ecuación de octavo orden, cuya solución debe cumplir con estas 

condlclones de frontera para una ;\. y una k2 dados y esto nos dará 

una secuencia de valores de R. Tenemos pués un problema doble de 

valores caractcrlstlcos. Para una k2 y una ;\. debemos encontrar el 

valor de R que cumpla con las condiciones anteriores, pero debemos 

agregar la condlclón de R real. En general habrá una serie de 

valores de ;\. que hacen a R real (para una k 2 dada y con T, G y cr 

también dados). Sin embargo nosotros estamos interesados 

solamente en el particular que nos dá el valor minimo de R 

positivo, sean R
0

{k2
} y i\Ck2 ) estos valores mlnlmos. El 

significado de estos parámetros es el siguiente: conforme 

aumentamos gradualmente el valor del número de Raylelgh, hay una 

perturbación caracterlsada por el número de onda k que se hace 

Inestable por sobrestabllidad cuando llega al valor R0 (k2) con una 

frecuencia A0 (k2) de las oscilaciones. Para determinar el 

Rayleigh critico debemos encontrar el mlnimo de la función R0 Ck2J. 

El problema queda pués determinado, pero surgen complicaciones 

precisamente al tratar de encontrar este valor, ya que las 

funciones son en general complejas y el análisis numérico no es 

nada sencillo. 

Nosotros encontramos los números de Rayleigh crltlcos en el 

caso estacionarlo A = O para los parámetros que aparecen en las 

ecuaciones. 
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2. 6 Caso estacionarlo 

Del caso general haciendo A o. tenemos las siguientes 

ecuaciones para las perturbaciones: 

co2
- k2

J0 = -11 

(Dz- k2)Z = - TU2 DW 

(D2-k2 J2w = Rk28 + ,,,. DZ 

m2
- k 2 H co2-k2 J3 + w 2 + Rk2l0 = o 

sujetas a las condiciones de frontera: 

a) 11(-1) = Dll(-1) = Z(-1) =O (superficie riglda) 

6 b) 11(-1) = D2wC-ll = DZC-ll =o (superficie libre) 

en' la superficie de arriba tenemos que: 

11coJ = o2wcoJ = ozcoJ = o 

G<M¡k2 + CD2-3k2 lDll(O) - J 1,.Z(O) = o 

Las condiciones de frontera térmicas son: 

Caso (1): 

Caso (2): 

Caso (3): 

Caso (4): 

8(-1) = º· 
00(-1) = º· 
8(-1) = º· 

00(-1) = º· 

8(0) 

08(0) 

08(0) 

8(0) 

= '1•.c 

= O, 

= º· 
= '1· 

(2.41) 

(2.42)' 

(2.43) 

(2.44) 

(2.4Sa) 

(2;4Sb) 

c2:4GJ· 

•, Cz:4ii 

(2.48a) 

(2.48bl 

(2.48c) 

(2.48d) 

Nótese que cuando el problema es estacionarlo, el conjunto de 

parámetros se reduce en uno, ya que G y a siempre aparecen como 

producto Ca-. 

Ahora traducimos las condiciones de frontera para e en cada 

uno de los ocho casos. 
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Caso la: 

En la superficie de abajo. 

0c-1 > = 020c-1 > = co2-k2>oec-1 > = <Co2~k2 >3+ Rk2>oec-u = o 

En la superficie de ari:-iba, 

co2-k2>0coJ = co2-k2>020coJ 

= ~k•0co> + (< co•~é»: k2 co222i.Ln<k:k2i + ~.k2]00cor = o 
· · ·c2.49bl 

Caso lb: 

En la superficie de· ab~J?, , 

0c-iJ = 020c-ll = 0•0c-1J = o•ec-1> =o· 
(2.SOa) 

En la superficie de arriba, 

co2-k2>eco> = co2-k2>02ecoJ = ((o2-k2 >3+ Rk2iecoJ = 

= ~k•aco> + (<eo2-k2 >2 - k2 Co2-Jk2> + nco2-k2i + R k2]oecoJ =o 

·c2.sobJ 

Caso 2a: 

En la superficie de abajo, 

oec-1> = co2-k2>0c-ll = o30c-1J co2-k2> 3oec-1> ·.;o 

·:c2.s1aJ 

En la superficie de arriba, 

oacoJ = co2-k2 1eco1 = co2-k2 JD2eCoJ = <eo2-k2>3+ Rk2 l0CÓJ = o 

(2.Slb) 
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Caso 2b: 

En la superficie de abajo, 

ooé-u = co2-k2 Jec-1i = CD2-k2 lD28Hl <eo~~k2¡_'+ Ric2>e(-n =o 

_(2.52a) · 
: ,\·._ ,".,, ·:,·\_' 

En la superficie de arriba, .~!: · --. - ".-. 

oocol = co2-k2iecoJ =Co2-k2io2ecoí = <C~~-éi'~ fuc2iec~l ;;;o 

Caso 3a: 

En la superficie de __ abajo,:' 

ec-1¡ = 02ec-1i = CD2-k2iooc-u 

· c2.5Jal' 

En la superficie de arri~-~~ ¿ 

oocol = co2-k2iecoJ =CD2~k2 lD2eCol = <eo2-k2i 3+ Rk2>acol =.o 

Í2.5Jb) 

Caso 3b: 

En la superficie de abajo, 

ec-u = 02ac-1i = o'ac-u = o•ac-1J =o 

En la superficie de arriba, 

Caso 4a: 

En la superficie de abajo, 

ooc-u = co2-k2iac-1J = o'ac-1J 

(2.SSa) 

En la superficie de arriba, 
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CD2-k2)8(0) = CD2-k2 )D28(0) = ((D2-k2)3+ Rk2 }B(O) = 

= ~k48(0) + ( {(D
2
-k

2 i2 - k
2

CD
2
-Jk

2
} + !l<D2

-k
2l_ + R k2)~co1 ~ o 

ci:55bl 

Caso 4b: 
.; --. 

->:,:.-~ : -...... :'·.'_:-:_ . -... · . --
Úo2-k2>3/Rk2Íe(-1 L. º 

En la superficie de abajo 1 

08(-1) = (D2-k2}B(-1} =-(D2-k2}D28C-Ü 
·"·:._ 

'' -, ';'2'. -_--, .:i2:56al_ 

En la superficie de ai:-rlba, _- ~f-.:-. - -~~~-~, 

CD2-k2 }8(0) = (D2-k2 )D28(0} = {(D2-k2J3+ ~k2;;\o/'"~: 

= ~k48Col + ( { CD2-k2 i2 - k2 CD
2
-Jk

2
l + V}{D2

-kªÍ + R 'ic2
)00Col = o 

(2.56b) 

De acuerdo con resultados prev los /121 1 al observar es tas 

condiciones podemos ver que sólo en los casos 1 y 4, es decir 

cuando la temperatura es fija en la superficie de arriba, la 

deformación superficial vfl a tener un efecto sobre la estab111dad, 

ya que cuando tenernos flujo de calor constante en la superficie de 

arriba no aparece el parámetro T/ en las condiciones de frontera: 

(2. 51)-(2. 54). 

Las ecuaciones son Hneales por la tanto la solución para e 

es de la forma: 

• e = t" {A senh (a.
1
(z+l)1 + 8

1 
cosh (a.

1
(z+l)1} 

l~l l 
(2.57) 

en donde las a
1 
s son las cuatro ralees diferentes (sin tomar en 

cuenta los cambios de signo) de la ecuación algebraica: 

(2.58) 
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cuyas soluciones son: 

a~= k2 
por lo qu~ Ca~ - ~.~2 )~_: __ -.~ .~~i<~'.Rk2 =, _o .. para la:2,3,c 

2 2 - . . . .. · . .': .· ·. :- .:.~ ""' .. 

sea x = a 1 - k , la ecua~i6n .ant~,~·iº~!;~.ª · .~.i:-an~~~rma en: 

Tomemos: 

y 

entonces 

y 

por 

u= [-q + 

y, 

finalmente: 

En el siguiente capitulo anlizaremos la estabilidad 

estacionaria de cada uno de los ocho casos por separado, Se 

mostrarán los resultados anliticos en los casos en que esto sea 

posible, haciendo aproximaciones para números de onda k pequef'i.os. 
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3.1 Caso ta 
3. 2 Caso lb 
3. 3 Caso 2a 
3.4 Caso Zb 
3. 5 Caso :la 
3. 6 Caso 3b 
3. 7 Caso 4a 
3. 8 Caso 4b 

3. 1 Caso ta 

III 

RESULTAOOS NUHERICOS 

En este caso la superficie de abajo es rlglda a temperatura 

constante, y la superficie de arriba es libre deformada a 

temperatura constante. Al tener esta condlcl6n de frontera 

térmica en la superflcle de arriba, la deformación aparece y se 

tiene como parámetro al producto del número de Prandtl por el 

número de Galileo G<r. 

Al considerar una solución para e de la forma (2.57), las 

condiciones de frontera (2. 49a) y (2. 49b), quedan como: 

(3. la) 

• 
'
[ex~ B

1 
= O , 

•1 

(3. lb) 
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(3. lc) 

(3; ld) 

·:· 
• ·2 2 '. . '. . -. ·­E (a:

1 
~k lsenh :c.«

1 
i~; :+,[' (a:2-k'lcoshCa:

1 
)A = O 

1=2 . '2 .• - .-,,.. ~·-~;. ~ --~---~---·ó:=,;:. :_:·+">-;_;;;;; -.,,- ;;.- ._:;~-~·:: ;~::;'._;~·';' -: -
(3;1e) · 

J."'~<~~-~·>··~ e~. >A, ~.ti~c~~.:f:i~~.~E<r11~.~J,º .h~: 1r:. 
:·'<°:' ·-- " •• ;'.·~_":'::.C~-;:~t:~.i~~':t~~~;"<;_,-::: -~~~ ·:---t~f-:- «~0·_:; 

Rk
2
A1senh<kl lva:~s~l. <~1 lA1 + Rk~,c~~~c~J;tft~i~~~~~N~t;i·s,~.-o _ 

{Rk cosh(k) - Ga-k2senh(k))A
1 

-
1
t

2 
{(V+ ex~ - 4k2cx~ + 3k

4
)a.

1
cosh(ct

1
) 

+ {Rk senh(k) - Ga-k2cosh(k) )8
1 

''.(3; lg) 

-E {(V + Cl~ - 4k2a:~ + 3k
4

let,senh(ct1) - GO"k
2
cosh Ccx, HBI ·= a·.~ 

1•2 
(3. lh) 

El problema lo hemos convertido en un problema numérico, que 

en notación matricial tendria la forma: 

AC =O, (3.2) 

en donde A es una matriz de SXS que se forma al sustituir las 

soluciones a la ecuación (2. 58) en las diferentes funciones que 

aparecen arriba, y C es la matriz de 8X1 formada con los 

coeficientes A
1

, ••• , A
4

, 8
1

, • • • • 8
4 

• Para poder tener una 

solución distinta de cero debemos pedir que el determinante de A 

se haga cero. Para cada par de valores de V y de Ga' fijos, 

tenemos una curva de valores de R y k, que cumplen con está 

condición. 
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A continuación mostramos las gráficas de las curvas del 

número de Rayleigh R contra el número de onda k para diferentes 

valores de Ga y del número de Taylor lí. En la figura 3.1 se 

muestran estas curvas para CiO' fijo (=137. 5), con diferentes 

valores del número de Taylor lí. En la figura 3.2 mostramos estas 

curvas para V fijo (=100) y diferentes valores del parámetro 

adlmensional GO". Estas curvas representan las curvas de 

estabilidad marginal, pero nuestra atención está fija en el número 

de Rayleigh critico Re y su correspondiente kc para los cuales 

comienza la convección. 

Para cualquier valor de 11' y de Ga el valor k = O es un punto 

extremo. El valor correspondiente de R lo calcularemos 

anali tlcamente. En estas figuras podemos ver que sólo cuando la 

rotación es grande con respecto al parámetro GO", el valor de R en 

k = O, será un mlnimo absoluto. 
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En la figura 3. 3 se muestran las curvas del número de onda 

critico kc contra el Log(t + V~ para diferentes valores de Cia'. En 

la figura 3. 4 tenemos las curvas del número de Rayleigh critico Re 

contra el Log{l + V} para diferentes valores de Gcr. En las 

figuras 3.5 y J.6 mostramos las curvas del número de onda critico 

kc y del número de Rayleigh critico Re' respectivamente, contra el 

Log(Ccr} para diferentes valores del número de Taylor V. 

Observando la condición de frontera (2. 49b) notamos que si 

G<r se hace suficientemente grande, la superficie se comporta como 

una superficie plana, puesto que T) se hace muy chico y recuperamos 

la condición de frontera 8(0) = O. Esto concuerda con nuestros 

resultados numéricos para G<r grandes en las figuras J. 3 y 3. 4 

(éstos se pueden comparar con los de Chandrasekhar /5/ para el 

caso en que no hay deformación). 

En el caso en que el Cia' es pequefio, su efecto es grande, con 

respecto al caso en que no aparece en las condiciones de frontera. 

Como por ejemplo para una capa de un mi limetro de glicerina, en 

donde G<r = 143. 

Sl por el momento nos concentramos en el tamafio de las 

celdas (el cuá.l vá. como l/kc), se puede observar de las gráficas 

que aparecen en la figura 3. 3, que si tenemos un fluido dado, con 

v, K y a. caracteristlcos y un grosor dado d, al comenzar sin 

rotación, el minimo está dado para una k diferente de cero, es 

decir las celdas que aparecen son celdas finitas. Si ponemos a 

rotar un poco al fluido, tenemos dos casos: primero para Ga" 

relativamente pequefios, grá.ficas con G<r = 137. 5, 154 y 200, en la 

figura 3. 3, la celda comienza a agrandarse, antes de hacerse 
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infinita conforme aumenta V; en el caso contrario, para Gcr grandes 

Ga" = 500, 1000, 7500, 20000 y 105, en la figura 3. 3, la celda 

comienza a hacerse mtts pequei\a conforme aumenta V, es decir ke 

aumenta al crecer T. En ambos casos, al seguir aumentando la 

rotación hasta un número de Taylor crl tico V e' para cada Gcr 

aparecen dos tipos de celdas, unas muy largas y otras de tamaf\o 

regular. Para V > Te s6lo aparecen celdas infinitas. Esto lo 

podemos observar en las gráficas que aparecen en la figura 3. 1, ya 

que para un G<T dado, cuando tenemos poca rotaci6n, el mlnlmo de R, 

es decir Re' está dado para ke diferente de cero, pero llegamos a 

un número de Taylor, que hemos llamado Ve en el cual este valor de 

Re coincide con el valor de R para k = O. En nuestro ejemplo Ve = 

78. También podemos ver en la figura 3. 1 como para V grandes el 

mlnimo está en k = O, es decir a partir de este valor sólo 

aparecen celdas inflnl tas. 

De la misma manera, para un V dado, si Gcr es relativamente 

pequef\o, el Re estaré en k = O, pero llegamos a un G<r que podemos 

llamar Go'e después del cual tenemos celdas infinitas (figura 3.2). 

Estos valores de 'Ve y Go'c son precisamente los saltos que se 

observan en las gráficas de las figuras 3. 3 y 3. 5, 

respectivamente. Como se vé en la figura 3. 5 el parámetro 

adimenslonal Gcr influye sobre el tamaf\o de la celda, en el sentido 

de que la achica , Es decir al crecer Gcr crece kc. 

En la figura 3. 7 tenemos la gráfica de Go'c contra Te. Esta 

gráfica divide al plano Go'-V en dos, una reglón en donde tenemos 

celdas finitas y otra con celdas infinitas. Cabe mencionar que en 

todas las gráficas llegamos a valores de Gcr razonablemente 
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pequeños, pués no tiene ningún sentido el hablar de GO' muy 

pequef'ios. 

También, con lo que respecta a la estabilidad, el hecho de 

considerar el efecto del parámetro adlmenslonal GcT trae resultados 

sorprendentes. Como ya dijimos, si GcT es grande su efecto es muy 

pequfio, ya que lJ = 8(0) tiende a cero y recuperamos las curvas 

calculadas en 1s1. Por otra parte, podemos observar que para un 

G<r dado el punto donde ke se hace cero también divide a cada una 

de las curvas lí contra Re (figura 3. 2) en dos. De nueva cuenta, 

en la primera reglón con Y pequei'i.os {es decir menores que Te, para 

cada Ga'), en donde tenemos celdas finitas se presentan dos casos, 

primero si G<r ~ 154, al crecer el número de Taylor V, el Re 

comienza a disminuir, es decir que la rotación tiene un efecto 

desestabilizador sobre el sistema, contrario al caso en donde no 

se considera la deformación de la superficie. Aunque es preciso 

notar que en este caso el Re disminuye muy poco. En el caso GcT > 

154 tenemos que conforme crece 11', Re también crece, es decir la 

rotación tiene un efecto estabilizador sobre el fluido, corno 

cuando la superficie es plana. En la segunda parte de las curvas 

de la f !gura 3. 2, cuando las celdas son lnfinl tas en donde k e es 

cero, conforme crece T, Re vá disminuyendo, es decir que la 

rotación tiene un efecto desestabUizador, y tiende a 2Go', 

conforme el número de Taylor tiende a infinito para un GcT dado. 

Esto será claro cuando investiguemos el comportamiento de R para 

número de onda pequei'i.os. 

Para un número de Taylor fijo, el parámetro GO" tiene un 

efecto estabilizador, como podemos observar en la figura 3. 6, ya 
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que conforme éste crece Re también aumenta paf-~ tO-dos-'l_~s números 
,, ;; 

de Taylor V. S1 11' es grande tenernos una relaclón:._· un_e8:1. ~ntre ·-~e: 

y GO" que calcularemos al hacer la apr<?x.ima<?ión .:·par~,-_números de 

onda pequeños. 

Los resultados descritos anteriormente para ·v = O, es decir 

para el caso en donde no hay rotactón se pueden encontrar en 1121, 

y se verá que concuerdan completamente con los nuestros, mostrados 

en las figuras 3.1, 3. J y 3. 4. 

La aproximación para números de onda pequei\os. es muy 

parecida en todos los casos en donde se presenta, por lo que tan 

sólo en esta ocasión mostraremos todos los detalles: 

Consideremos que \.#, Z y 0 tienen la forma: 

(3.3) 

Si combinamos las ecuaciones (2. 42)-(2. 44). considerándolas 

a orden cero y traducimos para W (se obtienen los mismos 

resultados sl lo hacemos para la perturbación de la temperatura), 

tenemos que~ 

02z
0 

= -T112Dll
0 

, 

0
6

11
0 

+ TD"w
0 

= O , 

(3. 4) 

(3,5) 

sujeta a las condiciones de frontera dadas por (2. 4Sa), (Z. 46) y 

(2.48a): 

110(0) = 011
0

(0) = Z
0

(0) =a, (3.6al 

00(0) = º· , (3.6b) 

110(1) = o"w0 C1l = DZ
0

(1) =O, (3.6cl 

y 00(1) 
= '" 

(3.6d) 

en donde tomamos la superficie de arriba en z = 1 y la superficie 

67 



de abajo en z = O, sin pérdida de generalidad. 

(3, 6b) con ayuda de 2. 43 se convierte en: 

o•w
0

ca1 = o, 

La. _condición 

(3.6el 

y la condición (3. 6d): (equivalente a, (2. 40e) ,·pero· a -~~-~~n-:.~_cerO) 

es: : , . -:·. ': ;:~>>· :· '\;~_,_: 

-~o•wJH +IJ~0 c1J,¿ ~~.~2z0 \t L/~;a/r. 
>: ·-:· .: . _'<:::;_--< .,-• > ·-~~:·,._ 

-·La -soluci6n-·ii;io(3.:5) ~-esZ· - :~~~~!.-_«_ ;_ -'::-~ '-~~;-~1-
c ---_"· •.. -. - :-~---/.-_> ._·.-:::·_º;' 

W0 = A1 z .~-~~-;~~ ~-:·~~~-<~~~:~~fiz1·. ~'.-~2s~~_(rz~}' +· 

~- e ~'r~{e3~~~s(~;)' ~-~~s~~}~z'l
0

}, __ 

(

-, ) 114 
cndcnder= ¡ , 

De (3. 4) tenemos que DZ
0
= -V1.t2w

0 
+cte., pero de (3.6a): 

W
0

(1) = DZ
0

(1) = O, 

por lo que la constante es cero, entonces: 

DZ
0
= -v"2w

0 
y, 

z = -1'1.12( .! A z 2+ A z + e + o 2 1 2 1 

rz 
+ ~ { (8 - 8 )cos(rz) + ce,+ s.lsen(rzl) --

2r 1 2 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Al sustituir las condiciones (3.6a)-(3.6f) en las soluciones para 

W0 y Z
0 

dadas por (3.7) y (3.S), respectivamente, tenemos que: 

(3. !0a) 
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Después de simplificar llegamos a un sistema_ de ecuaciones 

homogéneo: 

A + 2.rB + rB +rB = O 
1 1 2 4 

srA + 2B - B -B = O 
1 1 2 4 

\+ B
1

(e,.- e-"')cos(r) + B
2
e,.sen(r)+ B

4
e-rsen(r) =O 

B
1 

Ce"+ e-r)sen(r) -_B2e~cos(~)+ _B4e-,.~~;;_(r) =O 

y de la condición de solubilidad: 

sr 
1 
o 

Zr 
2.,. -r 

cos(r)(e,.- e_,.l 
sen{r)(e+e) 

r 
-1 

e,. sen(r) 
-e,. cos(r) 

Que después de despejar para para s, dá.: 
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s = r 2 (senh(2r) - sen. (2r)) 
(3.11) 

de donde R queda como: R = 
5

2:r1 • (3.12) 

Esta fórmula para Re no sólo confirma nuestros resultados 

numéricos, sino que nos ha ayudado para determinar el momento en 

que kc = O es el m1nlmo absoluto, sin tener que calcular las 

curvas completas. 

En ausencia de rotación, R quedarla como /12/: 

R = 40Go-
11 • (3.13) 

que concuerda con lo (3, 12), ya qUe el Uml te de s cuando r tiende 

a cero es -9/20. Por el contrario, si tomamos el limite cuando r 

es muy grande, s tiende a cero y el número de Raylelgh critico 

tiende a 2Ga-. Lo cual concuerda con los resultados de las 

figuras 3. 4 y 3. 6. 

Para un T lo suficientemente grande para que las celdas sean 

infinitas, el número de Raylelgh critico estará dado por (3.12) 

(figura 3, 4), es decir tenemos una relación lineal entre Re y Ge-. 

Esto no es sorprendente ya que por deíinlclón: 

y 
(-A)gd4« 

R = --- = (-A)d« Go- • 
VI< 

(3.14) 

(3.15) 

Un fenómeno muy parecido a lo descrito en los pá.rraíos 

anteriores sucede cuando consideramos la estabilidad de la 
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convección estacionaria de una capa de magnetofluldo, en donde 

actuan campo magnético y rotación constantes, s1multaneamente ~s1. 

Cuando el carnpo magnético y la rotación actúan por separado, ambos 

lnhl.ben la estabilidad y tienden a dlsm1nuir el tamaño de la 

celda, pero cuando actúan juntos los efectos para ciertos valores 

no se suman. En ese caso también hay una dlsconllnuldad en la 

gráfica de Q (el número de Chandrasekhar), número adlmenslonal 

caracteristlco del campo magnético, contra kc en donde para una 

rotac16n dada, hay un valor de Q para el cual kc disminuye mucho, 

antes de este valor el kc es casi constante para todo Q. Ademá.s 

para una Q grande, al crecer la rotación el ke disminuye. Esto 

muestra, como en nuestro caso, que conocer los efectos por 

separado de los dos parámetros, no garantiza que los dos efectos 

actuando juntos den resultados semejantes. 

También cuando consideramos los efectos de la rotac16n 

actuando en una capa de fluido calentada por abajo entre paredes 

que son malas conductoras, tenemos una región en donde para 

números d.e Taylor, menores que un Taylor critico len nuestro caso 

son mayores) donde aparecen celdas infinitas. Esto fué prlmero 

expuesto por Dávalos en tt3/; nosotros estudiaremos este fenómeno 

en las secciones 3. 3 y 3. 4, con diferentes condiciones de frontera 

(tanto mecánicas como térmicas), al problema estudiado por 

Dávalos. 

Por otra parte, el número adlmenslonal C<7' puede ser 

considerad.o como un parámetro gravltacional. 51 lo vemos de esta 

manera tenemos que la gravedad tiene un efecto de fuerza 

"restauradora", sobre la capa de fluido, que será controlada 
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precisamente por este parámetro CO'. Pero es en el marnento en que 

interactúan la rotaclón y este parámetro grav1taclonal, que los 

efectos de éstos son desestabi llzadores. a pesar de que los dos 

actuando por separado son estabilizadores, como en el caso del 

campo magnético y la rotación actuando Juntos. 

Si nosotros hiciéramos tender v a cero, Ga- tenderla a 

lnfini to. ·y recuperarlamos las curvas descrltas en el libro de 

Chandrasekhar (por ejemplo curvas con Go- = 100000 en las figuras 

3. 3 y 3. 4), y Re tenderla a infinl to, por lo que el fluido seria 

estable para cualquier gradiente adverso de temperatura. Esto vá 

de acuerdo con el teorema de Taylor-Proudman para un fluido sin 

viscocidad rotando: la distancia entre dos partlculas de fluido no 

cambiará a lo largo del eje de rotación. Este resultado limita el 

movlmlento convectivo cuando Gcr es muy grande y T tiende a 

infinito. 

3. 2 Caso lb 

En este caso tenemos que la superficie de abajo es libre a 

temperatura constante, y la superficie de arriba es libre 

deformada a temperatura constante. Al tener esta condición de 

frontera térmica en la superficie de arriba, de nueva cuenta 

aparece el parámetro Gcr. De hecho este caso es muy similar al 

anterior, como se verá en los resultados numéricos. ya que sólo 

cambiamos la condición de superficie Ubre sin deformación en la 

frontera de abajo, con respecto al caso anterior. 

Al considerar una solución para e de la forma (2. 57), las 
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condiciones de frontera (2.SOa) y .C2.50b) correspondientes a este-

caso, quedan como: 

~ B =O l. l • 
l•l 

• ¿a2 B=0, 
1 .. 1 l l 

• L ... B 
1=_1.· l l 

{Rk ccsh(k) - Guk2 senh(k) )A
1 

-
1
t

2 
{(V + a: - 4k2a.~ + 3k

4
)a

1
cosh(a\) 

+ {Rk senh(k) - Guk2ccsh(k) )8
1 

• 

(3.16a) 

(3.16b) 

- Guésenh (« )}A 
' l ,. l-_ 

- [ { (T + a~ - 4k2a.~ + 3k
4la

1
senh(a.

1
) - Ga'k2cosh Ca\ l>B

1 
= O • 

1=2 
(3.16h) 

El procedimiento a seguir es completamente amHogo al 

seguido anteriormente, y las gráficas se muestran como en la 

sección 3. 1. En la gráfica 3. 8 mostramos las gráficas del número 

de Raylelgh R contra el número de onda k, para diferentes valores 
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de V con Ca f iJo l=100). En la 3. 9 mostramos las mismas curvas 

pero con V fijo (=1000) con diferentes valores de Ga-. Como en el 

caso anterior el punto k = O es un punto extremo. En este caso 

para un GO" dado (figura 3. 8) 1 el valor correspondiente de R. para 

k = O es el mismo. independientemente del número de Taylor y es 

3GO'. Esto lo demostraremos anali ticamente al hacer el cálculo 

para número de onda pequen.os. Como en el caso ta, este punto con 

k = O será el critico sólo si la rotación es grande con respecto 

al Gcr, como se puede observar en la figura 3. 9. 

En la figura 3. 10 podemos observar como aparecen las celdas 

infinitas conforme crece V. Es decir cuando la rotación es 

pequen.a, tenemos celdas finitas para todos los G<T con valores 

relativamente pequefios. Al seguir aumentando el número de Taylor 

T llegamos a un valor Ve:, en el cual aparecen dos tipos de celdas, 

unas de tamaño infinito y otras de tamai\o regular, es decir es el 

punto en que el minimo de R mostrado en las figuras 3. 8 y 3. 9 en k 

diferente de cero, coincide con el valor de R para k = O, que es 

independiente de V y vale 3GO" como se vé en la figura 3. 9, Para V 

> Ve el n\unero de onda critico kc: es siempre cero. Si aumentarnos 

la rotación un poco, sin llegar al valor Ve:, tenemos que para Gcr 

relativamente chico, por ejemplo gráficas con G<r = 100, 150 , 200 

e inclusive 500 en la figura 3. 10, tenemos que el número de onda 

critico kc aumenta un poco conforme aumenta V, pero después 

comienza a disminuir, hasta que llega al valor de Ve• en donde se 

vé. a cero. Este es precisamente el salto que se observa en esta 

figura. En el caso de G<r grandes en (= 1000, 5000, 20000 y 80000 

en la figura (3. 10), conforme aumenta V. para valores menores que 
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el Ve' el kc aumenta, es decir la celda disminuye en tamaf\o, hasta 

llegar a Ve' en donde la celda se hace infinita. 

75 



700 

ÚtT•/OO 

200 

3000 

200 
6 

F1g. 3.9 Gráficas del número de Rayle1gh R contra el 
númEiro de onda k para diferentes valores de Ga con T 
100(1. 

76 



De una forma parecida, si tenemos un Go- grande la celda es 

de tamaf\o finito, pero al disminuir su valor, llegamos a un GO', 

que podemos llamar Ca-e, en donde k e se hace cero para cada V, que 

son precisamente los sal tos en la figura 3.12. Para GtT < Go-e el 

mlnimo estará siempre en k e O. También en esta figura podemos 

observar que el efecto del Ci<T es el de achicar las celdas, para 

todos los valores de V. 

Si nos fijamos en la gráfica de Go- = 80000 en la figura 

3.10, veremos que esta coincide con la gráfica para el caso en 

donde no hay deformación superficial que también rué calculada por 

Chandrasekhar en 1s1. Esto es claro, sl volvemos a la condición 

de frontera (2.. 49b), en donde para GtT suficientemente grandes, 

recuperamos la condlc16n de frontera lJ = 9(0) = O. Una diferencia 

que debemos hacer notar, con respecto al caso anterior la, es 

que las curvas de Re y kc contra GtT para cuando V = O, que 

mostramos en las figuras 3.12 y 3. 13, no han sido presentados en 

la literatura. 

Con lo que respecta a la estabilidad, podemos observar en 

la gráfica 3.11 que cuando la celda es finita el Re comienza a 

crecer, conforme aumenta V, es decir, la rotación tiene un efecto 

estabilizador para todos los valores del Go- cuando el número de 

onda critico es diferente de cero, Al tener una celda infinita, 

es decir para V > Ve, el Re es constante, y vale 3GtT, llegamos a 

un punto en que la rotación ya no tiene efecto sobre la 

estabilidad de nuestro sistema. 
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De nueva cuenta, para un nWnero de Taylor fijo el parámetro 

Ga' (figUT'a 3. 13) tiene un efecto estabilizador y si estamos en la 

reglón con k = O (figura 3. 14) esta relación es: Re = 3GO' colfto se 

verá al hacer la aproximación para números de onda pequefios. 

La aproximación para números de onda pequefios, es muy 

parecida al caso anterior, por lo que W, Z y 8 tienen la forma 

(3.3), 

(3. l7) 

y las ecuaciones que nos quedan a orden cero son (3. 4) y (3. 5): 

0
22 = -v112ow o o 

D
6
W + VD2W = O o o 

(3.18) 

(3.19) 

sujeta a las condiciones de frontera dadas por (2. 4Sb); (2•46) y 

(2. 48ah 

W
0

(0) = o"w
0

CO) = DZ
0

(0) =o, 

80(0) =o, 

Wo(I) = o"w0Cll = DZ
0

(1) =o 

y 80(1) =m 
de la misma forma que en el caso anterior, 

frontera (3. 20b) y (3. 20d) se convierten en: 

D4W
0

Col = o, 

y 

respectivamente. 

La solución a (3.19) es: 
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W =Az+A + o 1 2 

+ erz{B
1
cos(rz) 

( 
T ] "4 en donde r .= 4 ·, 

De (3.18) 

(3.20c): 

-rz 

y 

- _e_ ((8
3
+ B

4
)cos(rzl + (3.22), 

2r 

Al sustituir las condlclones de frontera (3.20a)-(3:>~aif en· (3.21) 

':I (3. 22), tenemos: 

B +B = 
1 3.' 

A+ A+ er{B cos(r)+ B sen(r)} 
1 2 1 ,.· 2' 

+·B sen(r)} =o 
. '4 .-

(3.26) 

er{B
2
cos(r)- B1sen(~)}-.·+ e-r{-B4cos~~) + B

3
sen(r)} = O 

(3.27) 

De 9
0 
(1) = l) resulta: 

(3.28) 

Como se puede apreciar, hay sels ecuaciones homogéneas y siete 
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constantes por determinar, esto se debe a que la condición: 

11
0

(0) = DZ
0

(0) = 11
0

(1) = DZ0(l) = O, 

son en realidad dos en una, por lo que tenemos que tomar una 

segunda aproximación: 

Sustituyendo en (2. 42): 

CD2-k2lZ + k2n2z = - T1/2CDll - k"oll l o 2 o 2 

Entonces: Z
0 

+ o2z
2 

+ Tu
2DW2 • (3.29) 

Integrando en todo el rango de z obtenemos: 

pero W = DZ = O en z = O y z = 1, 2 2 . . 

1 

por lo que L Z
0
dz = O. 

Sustituyendo·z
0 

dado por (3.22): 

A
1 

r -r 
- + C + !.___ {- B

2
cos(r) + B

1
sen(r)} + e {8

4
cos(r) - 8

3 
sen{r)} 

6 1 2r2 2r2 

B -B 
+ _!.._..! = O, (3. 30) 

2r2 

que simplificando con (3. 23)-(3. 27) llegamos a: 

~+e =o. sustituyendo en (3.28): 
6 1 

-:;a- A,+ h -h =O (3. 31) 

De la condición de solubilidad tenemos que A
1 

es diferente de 

cero, por lo que despejando para R obtenemos: 

R = 3Gcr (3.32) 

Esta fórmula para R es consistente con los resultados 

s.r' 



numéricos obtenidos. Todas las consideraclones que hicimos en la 

sección 3. 1 son las mlsmas para este caso. 

3.3 Caso 2a 

En este caso la superficie de abajo es rigida con flujo de 

calor constante. y la superflcie de arriba es llbre con flujo de 

calor constante. Como se vé de las condiciones de frontera 

(2. Sla) y (2. Slb) el factor Ga- no aparece. Considerando una 

solución del tipo, (2.57) las condiciones de frontera (2,Sla) y 

(2. Slb) se convierten en: 

• L (cx
2-k2 )B = O 

1=1 1 l 

• L (t.~ Al = o . 
l•l 

4 

Í a 1 l«~-k
2 ) 3A1 = O 

1=1 

• Í a 1 (A1 coshCct1) + B senh(ct1)} = O 
l•t l 

(3.33a) 

(3.33c) 

(3.33d) 

:!3.33e) 

~ 2 2 2 
4 

2 2' 2 - . 

1~1a 1 (a1 -k )senh Ca1 )A1 + B1 • O + 1~2 a.1 (a1-k _ )cosh(a
1 

)B
1
= O 

(3.33g) 
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En la figura 3. 15 mostramos las gráficas del número de 

Rayleigh R contra el número de onda critico, para diferentes 

valores de V. Como se puede observar, para V = O el minimo está 

en k = O y el número de Rayleigh critico vale 320 lo cual está de 

acuerdo con resultados previos .114/, Conforme crece V el número de 

onda critico seguirá siendo cero, es decir tenemos celdas 

infinitas, hasta que llegamos a un número de Taylor critico Ve = 

78 cuya gráfica se muestra en la figura 3.16 en el cual el minimo 

absoluto es diferente de cero (aunque no se pueda apreciar bién en 

la gráfica ke = .102). Para V > Ve el número de onda critico es 

diferente de cero y aumenta con V {figura 3. 17), es decir la celda 

se hace cada vez más pequef\a. Esta V e puede ser interpretado como 

el valor del número de Taylor en el cual la rotación comienza a 

afectar la convección, decir forman las celdas de 

convección. 

Tenemos que al aumentar el número de Taylor el Re aumenta 

(figura 3.16), es decir la rotación tiene un efecto estabilizador, 

aún cuando tenemos celdas iníinltas, pero en la gráfica podemos 

apreciar que en esta región {V < 'V) el número de Rayleigh critico 

varia muy poco. Al no tener al factor Gcr en las condiciones de 

frontera, era de esperarse que la rotación fuera un factor 

estabilizador. Si comparamos el presente caso con el caso la, en 

el cuál tenemos temperatura constante en ambas superficies pero 

para valores de Gcr grandes, es decir cuando casi no se siente la 

deformación superficial y lJ es muy chico, (gráficas con Gcr grandes 

en la figura 3. 4) podemos ver que que en este caso el Re es menor 

para todo número de Taylor T. 
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Fiqura 3.15 Gráficas del Número de Rayle1gh R contra el 
nClmero de onda k~ para diferentes valores del nCíffiero de 
Taylor T. 

4000 

o 

T= 78 

o K :7 

Fiqura 3·16 Grá'f1cas del NLtmero de Rayle1gh R contra· el 
nl1mero de onda k, para el número de Taylor crítico .Te =77. 
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Hurle et al. 11s1 hicieron cálculos para el caso en donde 

las superficies t·ienen diferentes conductividades térmicas pero 

con condiciones de frontera mecánicas diferentes, en ausencia de 

rotación . En el caso particular en que las superficies son malas 

conductoras, encontraron que el nUmero de onda critico es igual a 

cero. Dávalos 11:11 hizo los cálculos para superficies rigldas no 

conductoras, incluyendo el efecto de la rotación y el campo 

magnético, los cuales concuerdan con nuestro resultados anteriores 

en el sentido de que aparecen celdas infinitas, para números de 

Taylor pequeños. 

Para la reglón en donde kc es igual a cero, podemos hacer 

una aproximación a orden cero, muy parecida a las hechas 

anteriormente y obtener la dependencia de Re con respecto a V. De 

nueva cuenta tomamos una expansión de las variables de la 

forma (3.3): 

w = w0 + k"w1 + k 4w2 + .•• , 

de igual manera para Z y para e. siguiendo a 11s1, 

nueva escala de velocidades como: 

w = k"w' 

z = k2z' 

(3.34) 

tomamos una 

(3. 35al 

(3.35b) 

Tomando una aproximación a orden cero las ecuaciones de movimiento 

(2.35)-(2.37) se convierten en: 

o2z~ = -v112ow~ , 

D4W~ -Y112DZ~ = Reo, 

o2e =o o 
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Usando las condiciones de íronter:a. (2. Sla) y ~2. Slb) tenemos que: 

De 09(1) 

De DZ(O) 

Por lo que 

cuya 

R90 ( 
11' = - .. ¡ ..• 

o V - " 

·(. 'f )"·. 
en donde r_ = :¡ _. ._ 

siguiente sistema de ecuaciones: 

l+B+B=O 
l 3 

B+B-B+B =O 
1 2 3 4 

De estas ecuaciones obtenemos: 

ª1 = -1 - 83 

8=1+28-8 
2 3 4 

2cos(r)cosh(r) + sen(2r) - c'os(2r) - e2r 
83 = _____ 2_(_s_e_nh_(2_r_) ___ s_e_n_(_2_r_l )----

er(sen(r) + cos(r) + 28
3
{(sen(r)cosh(r) + ercos(r)} 

2cos ( r) cosh ( r) 

(3.37l 

(3.40a) 

(3.40b) 

(3.40c) 

(3.40d) 

Al determinar estos cuatro coeficientes, hemos encontrado 
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la solución a (3. 38) salvo la constante 8
0

• Por lo que para 

resolver el problema de valor propio tenemos que tomar una segunda 

aproximación: 

D29
2 

= e
0 

- \.I~ • que integrando en el rango de z 

nos queda como: 

l 

.f · ce0-.w~Jdz =o 
o·. 

r e~[ l ~-~_J;1.2~·;;~,eos(rzl + ªz••n(rz)} + .. ·.~. ::~ yr.: >~~~~~{B3eosCrzl + a
4
senCrzll)dz =o 

e"rect~~~~·~::i~a ·~-~i~Sral y evaluando tenemos que: 

r 
+ ~ {(B

1
-B

2
Jeos(r} + CB

1
+B

2
Jsen(r)} -

2r 
-r 

- ~ {(B +B )cos(r) + (-B
3
+B

4
)sen(r)}- -•o-o-,, -o 

2r 3 4 

Con lo cual obtenemos que: 

R = T[l + !{ {(B -B Jeos(r) 
2r 1 2 

(3;41) 

{ (B3+B4)eos(r) + (-B3+B4}sen(r) }-.~_(B1:B2-B3-B4 l r•. 
(3.42) 

La ecuación (3. 42) nos dá el valor de R para cuando k es cero. con 

8
1

, 8
2

, 8
3 

y 8
4 

dados por las ecuaciones (3. 40a)-(3. 40d), Este 

resultado confirma nuestros cálculos numéricos. Entonces para V < 

Te' el nt1mero de Rayleigh critico Re puede ser calculado por 
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(3.42). 

3.4 Caso 2b 

En este caso tenemos que la superf'lcle de abajo es libre con 

flujo de calor constante y la superficie de arriba es libre con 

flujo de calor constante. Como en el caso anterior, se vé de las 

condiciones de frontera (2. 52a) y (2. 52b), que la deformación de 

la superficie no aparece como una condición extra. Considerando 

una solución del tipo, (2. 57) estas condiciones de frontera se 

conv lcr ten en: 

t- a.2 (0:2-kz)B = O 
1~1 1 1 l 

• 
B1Rk

2 
- [ Va~B1 = O , 

1•2 

• 
[ a {A cosh(cx ) + B

1
senh(a

1
)} = o , 

1=1 1 l l 

(3.43a) 

(3. 43b) 

(3.43c) 

(3.43d) 

(3.43e) 

t (cx:-k
2

lsenh(cx1 )A1 
+ t (cx:-k2 )cosh(cx1 )81

= O , (3;.43f) 
l=l 1=1 . 

(3.43g) . . 
Rk2A

1
senh(k) -[ Va:~senh(ct1 )A + Rk2a

1
cosh(k) -[ Va.:cosh(a.

1 
)8

1
=:= o-· 

1=2 
1 

1=2 
(3.43h) 
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Este caso tan s61o difiere del anterior en la condición 

mecánica en la superficie de abajo, por lo que los resultados 

serán muy similares. En la rtgura 3. 19 tenemos la gráfica del 

número de onda cri tlco kc contra el log( 1 + T), podemos observar 

que cuando no tenemos rotación el número de onda critico kc vale 

cero, por lo que tenemos celdas infinitas, de acuerdo con 11s1. Al 

awnentar un poco T el kc sigue valiendo cero, hasta que llegarnos a 

un valor del número de Taylor critico Te igual a 181, en donde se 

f'orman las celdas de convección es decir tenemos que kc es 

diferente de cero (= 0.129), para el cu~l el número de Rayleigh 

cr1 tlco vale 342. 088. Al seguir aumentando el número de Taylor, 

tenemos que kc crece, por lo que las celdas de convección se van 

achicando. 

Con lo que respecta a la estabilidad, tenemos 'que al 

aumentar el número de Taylor, el Re crece (figura 3. 20}, es decir 

la rotación tiene un efecto estabilizador, aún cuando tenemos 

celdas infinitas (T < Te) como en el caso anterior, para este caso 

en Te = 181 tenemos que Re= 342. 088. Hurle et al. /15/ hicieron 

los cálculos para el caso sin rotación ·Y encontraron que: Re = 

120, lo cual está de acuerdo con nuestra gráfica. Tan sólo nos 

resta mostrar la aproximac16n para números de onda pequef\os. 
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El _cálculo es muy similar al ·caso antel-i~r;-' 

ecuaciones (3.· 34)-(3. 38.) se mantlenen · idéntiC.is 

y sólo variarán las condiciones de frontera; 

8
2

- 8
4 

= O, 

+ er {B1cos(r) + B2s~nCr:_» 

e = -1 - e 
1 3 

e =e 
2 • 

2cos(r)sinh(r) + cos(2r) - e2 r 
e, = ---2-(-co_s_h_(_2_r_l ___ c_o_s_(2_r_l_l __ 

-1 +ercos(r) + 28
3
(cos(r)sinh(r) 

2senh e r) cos ( r) 

(:Í. 4Sc) 

(3.4Sd) 

A segundo orden obtenemos exactamente el mismo resultado (3. 42), 

pero ahora 8
1
, 82, B

3 
y B

4 
esti.i.n dados por (3.4Sa)-(3.4Sd): 

R = V 1 + - { (B -e )cos(rl + (8 +B )sen(r)} + 
[ 

er 

Zr 1 2 1 2 

- .-r <CB.+B
4
lcos(r) + C-B +B lsen(r)}- .:_(B -e -e -e ))-' 

2 r .. 3 4 Zr t 2 3 4 

(3.46) 

La ecuación (3.46) nos dá el valor de Re cuando kc es cero, con 
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9
1

, B
2

, 83 y 84 dados por las ecuaciones (3.4Sa)-(3.4Sd). Este 

resultado analitlco confirma nuestras cálculos numéricos. 

Las curvas calculadas en los dos últimos casos: 2a y 2b 

aunque más sencillas que los anteriores, aportan resultados 

nuevos. 

3.5 Caso .:Ja 

En este caso tenemos que la superficie de abajo es riglda a 

temperatura constante, y la superficie de arriba es libre con 

flujo de calor constante. Como en el caso anterior, se vé de las 

condiciones de frontera (2, SJa) y (2. SJb) que el parámetro GO" 

no aparece en las condiciones de frontera. Estas condiciones de 

f'rontera nos quedan como: 

~ B =O L. 1 ' 
t=i 

4 

1
[«

1
(A

1
cosh(a:

1
) + B1senh(a:

1
)} ~O, 

=1 

,t, (a~-k2 Jsenh(a1 )A 1 +.t. (a~-k2 Jcosh(cx1 JA( O_ 

4 2 2 2 4 2 2 z - .·:- . ':. Í a.1 Ca1-k )senh (a.1 JA1 + r '\ (a.1-k, )cosh(~1 )81 =.~.O 
t<•t 1 .. 1 
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8
1

, 8
2

, 8
3 

y 8
4 

dados por las ecuaciones (3.45a)-(3.4Sd). Este 

resultado analitico confirma nuestros cálculos numéricos. 

Las curvas calculadas los dos últimos casos: 2a y 2b 

aunque más sencillas que los anteriores, aportan resultados 

nuevos. 

3. 5 Caso 3a 

En este caso tenemos que la superficie de abajo es riglda a 

temperatura constante, y la superficie de arriba es libre con 

flujo de calor constante, Como en el caso anterior, se vé de las 

condiciones de frontera (2. 53a) y (2. 53b) que el parámetro Ga-

no aparece en las condiciones de frontera. Estas condiciones de 

frontera nos quedan como: 

f B =o l 1 ' 
l•I 

(3.47a) 

(3.47b) 

t-~--(~2--k2 )A - = O 
1:112 1 1 1 

4 

A Rk
3 

- L Va.
3
A = o • 

l 1=2 1 1 
(3.47d) 

4 La. {A cosh(a. ) + e
1
senh(a.

1
)} = o , 

1•1 l l 1 
(3.47el 

4 . 4 L (a.2 -k2 )senh(a.. )A + L (a.2-k2 )cosh(a. )A= O 
1 .. 1 l 1 1 l•I l · l l 

(3.47f) 

t a.2 Ca..2-k2 )seÍlh (a.. )A +-['a..~(a.2-k2 )coshCa.. )B =_O 
1 .. 1 1 l . - l l 1=1· l 1 1 

(3.47g) 
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4 4 2 ' 
Rk2A1senh(k) ~~2T«~senh(a. 1 )A 1 + Rk2B1é:osh(k) ~~2va1 cosh(a1 )B 1= O 

(3.47h) 

Dado que tenemos flujo de calor constante en la superficie 

de arriba. no aparece el Ga'. pero a la vez como no tenemos flujo 

de calor fijo en las dos superficies, nunca llegamos a tener 

celdas infinitas. En la figura 3.21 se muestra la gráfica del 

número de onda critico kc contra el Log (1 + T). El valor en T = 

O de kc es de 2. 09, de acuerdo con 1141, Al no tener celdas 

infinitas la rotación t1ende a achlcar las celdas, para todos los 

valores de T, 

En la figura 3. 22 se muestra la gráfica del número de 

Raylelgh critico contra el log(l + V), de ésta se desprende que la 

rotación tiende a inhibir la inestabiltdad De nueva cuenta en 

la gráfica podemos observar que para T =O, Re = 669 (calculado en 

/14/). 

A pesar de su simplicidad este caso es importante por el 

hecho de que en ausencia de rotación, en él se presenta la 

sobrestabilldad /6/. Esto se vé de las ecuaciones generales 

derivadas en el capitulo anterior, pues en el caso no estacionario 

la deformación si es un factor a considerar, que depende de los 

números adimensionales G y <r por separado. Además los cálculos 

para el caso estacionario con rotación que presentamos aqui no 

aparecen en la literatura. 
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3.6 Caso 3b 

En este caso la superficie de abajo es Ubre a temperatura 

constante, y la superficie de arriba es libre con flujo de calor 

constante. Como era de esperarse, este caso es completamente 

aná.logo al anterior, sin el parámetro adlmensional Go-. Como en 

los demá.s casos consideramos una solución del tipo (2. 57). por lo 

que las condiciones de frontera (2. 54a) y (2. 54b) se convierten 

en: 

~ a:4B =o . L. 1 1 
1•1 

4 

[ ix {A cosh(a ) +. Bl senh(a1)} = O , 
l=l l 1 l 

• 4 

(3.4Ba) 

(3.48b) 

(3.48c) 

(3.48d) 

(3.48e) 

(3.48fl 

\ 2 2 2) ) \ 2 2 2 

1 ~1 a: 1 Ca: 1 -k senh Ca1 A
1 

+
1
f-ia1Ca:1-k )cosh{a:1)B1= o, {3.48g) 

Rk2A1senh{k) -
1
t 1rcx~senh(a: 1 )A1 + Rk2B1cosh(k) -t Va:~cosh(a.1 )81= O , 
=2 1=2 

(3.48h) 

A continuación en la figura 3. 23 mostramos la gráfica del 

número de onda critico kc contra el log(l + V). De aqui podemos 

observar que la rotación tiende a hacer cada vez más pequei\as las 
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celdas. Es decir kc es una función creciente de V. 

Como en el caso anterior, en la figura 3.24 mostramos la 

gráfica de log(Rc) contra log(l + V), de la cual podemos concluir 

que el número de Taylor es un factor establllzador. 

En este caso el punto con V = O, para el cual kc = l. 76 y Re 

= 384.7, mostrado en las gráficas 3.23 y 3.24 respectivamente, fué 

calculado por Hurle et. al. .11s.1. En el trabajo de Benguria y 

Depassler .16.1, es este el caso en que se hace más énfasis para 

encontrar la sobrestabilidad oscilatoria debida a la deformación 

superficial, en donde siempre se encuentra que el número de onda 

critico es igual a cero, pero no se muestran los valores de la 

frecuencia critica. 
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3. 7 Caso 4a 

En este caso tenemos que la superf'1c1e de abajo es r1g1da a 

f'lujo de calor constante y la superficie de arriba es libre 

deformada a temperatura constante. Al tener esta condición de 

frontera térmica en la superficie de arriba vuelven a aparecer los 

números adlmensionales: G (número de Galileo) y O' (número de 

Prandtl) como producto G<r, en las condiciones de frontera. De 

hecho, este caso es similar al caso la, ya que sólo cambia la 

condición de rrontera térmica en la superficie de abajo. De nueva 

cuenta tomamos una solución del tipo (2. 57) y al introducir las 

condiciones de frontera (2. SSa) y (2. SSb) tenemos que: 

taA=O, 
1=1 l 1 

(3.49a) 

(3.49b) 

(3.49c) 

(3.49d) 

(3.49f) 

4 ' . ·_~ .. :-· ':·,~;' 
Rk2A

1
senh(k) -[ Va~senh (a

1 
)A1 + Rk2B éo~h(k1-:. :-:-[:v~~¿~ShcU )B = o 

1=2 1 .- · . .e 1•2 . ·::.·· 1 l 
. . . (3.49g) 
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{Rk cosh(k) - Gc>k2senh(k) lA
1 

- E {(V+ u; -_ 4k2~~ + 3k
4

)o:1cosh(a1 l .~ GO"k~se~~ ... co:~P!\ ... 
+ {Rk senh(k) - Gc>k2cosh(k) }8

1 

-t {(V + et~ - 4k2a~ + 3k
4 }u

1
scnh(a

1
) - GO"k~c~~~'. Ca/_1.}81 .'~· 0-.> 

1112 - -
''(3;49h) 

'·.'·---o-:;·:' 
Primero mostramos las gráficas de ias clirVaS- dC:l- ·número'-.:de· 

onda critico ke contra log(l + V). para diferentes valo~~s· del 

parámetro adlmenslonal Ga' en la figura 3. 25. Al ·estudicif estas 

gráficas observamos que si tenemos un fluido dado, sÚ1 rotación, 

aparecen celdas flnltas como resultado de la convección. pero al 

aumentar la rotación tenemos que para cada valor de Ga hay un 

valor de V, llamado número de Taylor critico Ve' para el cual 

aparecen dos tipos de celdas, unas de tamaf\o inflnlto, y otras de 

tamaño flnl to. Para valores de V > Ve sólo tenemos celdas 

infinitas, es decir ke = O para V > Ve. Por otra parte, en las 

gráficas con G<r chico (= 80, 150 y 200), en esta misma figura, 

observamos que antes de que la celda se haga inf inl ta el número de 

onda critico es una función decreciente de V, por lo que el efecto 

de la rotación para V < Ve es el de hacer que las celdas crezcan. 

En la gráfica con G<r = 500 cuando V < V e tenemos que el ke aumenta 

con V, pero cerca del valor Ve (que en ese caso es igual a 325) el 

ke disminuye un poco, para después hacerse cero. Lo que tenemos 

es que la rotación tiende a disminuir el tamaf'io de la celda muy 

poco, pero antes de que esta se haga infinita tiende a agrandarla. 

Para GO" grandes, la rotación tiende a hacer más chicas a las 

celdas, hasta el valor Ve en donde encontramos celdas de tamaf'io 
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finito y celdas de tamafio infinto y para números de Taylor 

mayores, sólo tenemos celdas infinitas. Los valores de Te para 

cada Go-, son precisamente los sal tos que se observan en la figura 

3.25. 

Posteriormente en la figura 3. 26 mostramos las gráficas de 

las curvas del número de Rayleigh critico Re contra el log(l + V), 

para diferentes valores de Go-. En la región en que tenemos celdas 

finitas, es decir lr < Ve tenemos que en las gráficas con GO' = 80 y 

GO' = 150 el Re disminuye al aumenter V, es decir el número de 

Taylor tiene un efecto desestabilizador. En la gráfica con Go- = 

200 en la región V < Ve tenemos que al principio Re aumenta muy 

poco y luego disminuye, también muy poco, pero su valor es casi 

constante y vale aproximadamente 433. Para Go- mayores, V tiene un 

efecto estabilizador, es decir Re crece con V en la región V < Ve. 
/• 

En todas las gráficas mostradas en esta figura, llegamos al punto 

Te, cuando aparecen las celdas infinitas para cada G<r, en donde la 

rotación tiende a desestabilizar el sistema. Como en los otros 

casos, esto lo demostraremos, haciendo una aproximación para 

números de onda pequef\os. 

Como en los casos la y lb, tenemos que si el Gtr es grande 

(igual a 105 en la figuras 3. 25 y 3. 26) tendriamos las curvas como 

si la superficie de arriba se comportara como una superficie 

plana, las cuales no se encuentran en la 11 teratura. Los valores 

de kc y de Re en lf = O, es decir en la ausencia de rotación (2. 21 

y 816 respectivamente) fueron calculados en .115/ 1 los cuales están 

de acuerdo con nuestros cálculos. 

104 



12 

Kc. 

o 
o 

c.:r-150 

. lo;¡ (t+T) 

Fig• 3.25 Gráficas de kc vs L.og<1 + T), para Ga = 80, 150, 200, 500 1 
1000, 5000, 10000 y 100000· 

10! 

b 



o log (1+T) 

FiQ• 3·26 Grilficas de Lcq(Rc:J vs LoQCl + T> 1 para GO' = 80, 150, 200, 
500, 1000. 5000, 10000 y 100000. 
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FiQ• 3.29 Grát1ca de Loq<Rcl c:ontra Log<G.o-J _para T =o, 
100, 1000, 10000, 100000 y 10(10000. 
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51 por otra parte, fijamos el nÚllero de Taylor vernos que el 

ke aumenta al aumentar el Ga- (figura 3.27), es decir el efecto de 

este parámetro GO' es el de disminuir el tamai'í.o de las celdas. Al 

principio para cada ll', tenemos que las celdas son de tamai'í.o 

infinito, pero al aumentar Ga, llegamos a un valor de este 

parámetro, que llamamos GO'c, en el cual las celdas se vuelven de 

tamaf\o finito, para cada T. Análogamente al Te, el Ga'c son los 

saltos que se observan en la figura 3.27, para cada T. Lo que 

tenemos es que para cada valor de Ca- tenemos un Ve e inversamente 

para cada valorde 11' tenemos su correspondiente Gae. En al gráfica 

3.29 mostramos la curva de Go-c contra Te' la cuál divide al plano 

en dos, una reglón con celdas finitas y otra con celdas infinitas, 

Por otra parte, de la figura 3. 28 podemos observar que para 

cada T, Re es una función creciente del G<r, es decir Ga- es un 

factor estabilizador. Como podemos ver, para valores de T 

relativamente grandes, hay una relación lineal entre Re y Ga', esto 

sucederá cuando tenemos celdas infinitas y lo demostraremos a 

continuación al hacer el cálculo para números de onda pequef\os. 
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La aproximación para números de onda pequeiios, es muy 

parecida al caso la, por lo que que W, Z y e tienen la forma 

(3,3): 

(3.50) 

y las ecuaciones que nos quedan a orden cero son (3.4) y (3.5): 

o"z
0 

= -v112
011

0
, 

0611
0 

+ vo"w
0 

= o , 

(3.51) 

'c3,5z> 

sujeta a las condiciones de frontera dadas por"' (2. 4SaL ~-y2·~·4E;}""·y 

(2.48d): 

y 

11
0

(0) = 011
0

(0) = Z
0

(0) =O ; 

[)00(0) = o • 

11
0

(1) = D"w
0

CI) = DZ
0
(!) =O 

ªº'º = " • 

\-_ 

'.c3. sJa> 

'. (3. 53b) ~ 

(3.53c) 

(3.53d) 

en donde tomamos la superficie de arriba en z = 1 y la sup~rficie 

de abajo en z = O, sin pérdida de generalidad. Como· en la, las 

condiciones (3. 53b) y (3. 53d) se convierten en: 

0
5

W
0

(0) + VD\.1
0

(0) = O, 

y 

respectivamente. 

La solución a (3. SO) es como (3. 7): 

W
0 

= A
1
z + A

2 
T + erz{B

1
cos(rz) + B

2
sen(rz)} + 

+ e-r:z{B
3
cos(rz) + B

4
sen(rz)}, 

[ 
1f J "4 endonder= ¡ . 

(3.53e) 

(3. 5Jf) 

(3.54) 

(3.55) 

De {3. 51), tenemos que 02
0 
= -v11'2w

0 
+ cte.·, pero de (3. 53a): 
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por lo que la constante es _cero, entonces: 

(3.56) 

Al sustituir las condiciones (3. 53a)-(3. 53f) en las 

soluciones para W
0 

y Z
0 

dadas por (3.54) y (3.56), respectivamente, 

resulta el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo: 

A+8+8 =O 
2 1 3 

A1+ r(81+ 8
2
-8

3
-8

4
) =O 

c1+ t: <01-02-03-841 =o 

A =O 
1 

(3.57a) 

(3.57b) 

(3.57c) 

(3.57d) 

A
1
+ A

2
+ er.{81cos(rl+ 82sen(r)! + e-r{8

3
cos(r) +.B4sen~r)} =O 

(3.57e) 

er{8
2
coi:;Cr)- 8

1
sen(r)} + e-r{-8

4
cos(r) + B

3
sen(r)} =O (3,57f) 

-:;a- A~2 + A2 + C1 = O, (3. 57g) 

definiendo: s = 2r(~ - 1); (3.58) 

simpl lf lcando: 

A+8++8=0 
2 1 3 

8+8-8+8=0 
1 2 3 4 

sA +8-8 -B -8 =O 
2 1 2 3 4 
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Az+ B
1
ercos(r) + Bzersen(r) + ~3e-rcos~r) + ~4e-rsen(r) =O 

-B
1
ersen(r) + Bzercos(r) + B3e-rsen(r)~ :- e

4
e-rcos(r) =a· 

y de la condición de solubilidad: 

1 1 o l. 
o 1 1 -1 
s 1 -1 -1 
1 ercos(r) ersen(r) e "':r cos(r) 
o -er sen(r) ercos(r) -e-rsen(r) 

debe ser igual a cero. 

Despejando para s, tenemos que: 

4cosh(r)cos(r) - 2cosh(2r) 

senh(2r) - señ (2r) 

despejando (3. 58) R queda como: 

R=~ s + 2r (3.60) 

Con esto hemos encontrado el valor de R para cuando el 

número de onda es cero, este valor será el critico e;- la reglón 

con kc = O mostrada en la figura 3. 29. Nótese que para un '11' dado, 

la relación entre R y Gcr es lineal, como se vé en la figura 3. 28. 

Si V tiende a infinito, s tiende a cero y de (3.60) vemos que R 

tiende al valor Ga', lo cuál es consistente con los resultados 

mostrados en las figuras 3. 26 y 3. 28. 

Las consideraciones hechas en el caso ta dlscutldo en la 

Osecci6n 3. 1, son exactamente las mismas para este caso. 

3.8 Caso 4b 

En este caso tenemos que la superficie de abajo es libre a 

112 



flujo de calor constante y la superficie de arriba es libre 

deformada a temperatura constante. Al tener esta condición de 

frontera térmica en la superficie de arriba el parámetro 

adimensional Ge- un factor a considerar. Es te caso es muy 

similar al caso lb, ya que sólo cambia la condición de frontera 

térmica en la superficie de abajo. 

Considerando una solución para 8 de la forma (2. 57). las 

condiciones de frontera (2. 56a) y {2. 56b) correspondientes a este 

caso, toman la forma: 

4 

l "'i\ = O (3. 61a) 
1•1 

4 -l (O<~-k2 JBI = o (3.61b) 
l=2 

4 

~ 0t
2 

Cot2-k2JB = O (3. 61c) 
t!:-2 1 l l, 

2 4 2-
BIRk - L '"'1"1 = o (3.61d) 

1•2 

4 4 l (a~-k2 )senh(cx 1 )A1 
+ E (a

2
-k2 lcosh(cx )A= O (3.61e) 

l=2 l=2 l l 1 

t cx~(a2-k2 )senh(cx
1 

)A + ~ cx
2
(a2-k2 )cosh(cx )B = O (3. 6lf) 

1 .. 2 l l 1~2 1 1 l l 

4 

Rk
2
A

1
senh(k) -¿ va~senh(cx1 )A1 

+ Rk2e
1
cosh(k) 

1•2 

{Rk cosh(k) - G<rk2senh(k)}A
1 

• -L ll'a
2
cosh(a )B = O 

l =2 l 1 l 
(3._61g) 

t- 4 2 2 4 - ~ {(V + et - 4k a + 3k )et cosh(a ) - Ga~2senh (a.
1

)}A
1 1=2 l l 1 l 

+ {Rk senh(k) - G<rk2cosh(k)}B
1 

-t {(T 
1=2 

+ ... 
1 

- 4k2a~ + 3k
4

)a
1
senh(a1) - Gak2cosh (a

1
) }8

1 
= O 

(3.61h) 
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El procedimiento a seguir es completamfmte análogo· al 

seguido anteriormente, y las gráficas se muestran de forma 

parecida a los casos la, lb, y 4a. En la figura 3. 30 mostramos 

las gráficas de las curvas del número de onda critico ke contra el 

log{ 1 + V), para diferentes valores de Go'. En esta figura podemos 

observar que cuando T es pequeño tenemos celdas flni tas para todos 

los valores de G<r. Al aumentar el número de Taylor llegamos a un 

valor de este, que llamamos número de Taylor critico \• para el 

cuál aparecen dos tipos de celdas, unas de tamaf'io finito y otras 

de tamaf\o infinito. Al aumentar T a partir de este valor Ve' 

tenemos tan solo celdas infinitas. En la reglón con T < Te, es 

decir cuando se presentan celdas finl tas, el comportamiento de kc 

con respecto a V, es diferente para diferentes valores de G<r. 

Cuando tenemos Go' relativamente chicos (=100 y 150 en nuestra 

figura), tenemos que al aumentar V antes de llegar a Te el ke 

disminuye, es decir la rotación hace que las celdas crezcan. Para 

Gu = 300 primero ke crece con V, pero a partir de V = 370, 

comienza a disminuir un poco, hasta llegar a Ve, donde se hace 

cero. Lo que tenemos es que al principio V tiende a disminuir el 

tamaf\o de las celdas pero después las agranda un poco, hasta 

llegar al valor Ve, a partir del cual se presentan celdas 

infinitas. En las curvas con Gcr = sao, 1000, 5000, 104 y 105, 

tenemos que en la reglón con V < Te el ke crece con T, es decir 

que cuando tenemos celdas finitas, el efecto de V, es el de 

disminuir el tamaño de las celdas, hasta llegar a líe, en donde se 

presentan celdas de tamafio finito y a la vez una celda infinita, 
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al seguir aumentando V. tenemos tan solo celdas infinitas. 

De una forma similar, si tenemos GcT grandes. la celda es de 

tamaf'io finito (figura 3. 32), pero al disminuir su valor, llegamos 

a un valor que llamamos Go"c;: en donde ke se hace cero para cada V, 

que son precisamente los saltos en las gráficas mostradas en la 

figura 3. 32. De esta figura podemos observar que para Go" > Ga'e ke 

aumenta para todo V, es decir GO' tiende a disminuir el tamaf'io de 

las celdas. Para valores menores que este GO'e• tan solo se 

presentan celdas lnfini tas. 

En la figura 3. 31 mostramos las gráficas del número de 

Raylelgh critico contra el log(l +V), para diferentes valores de 

Gv. en cada una de estas gráficas podemos observar que en la 

reglón en donde tenemos celdas flni tas, es decir para números de 

Taylor menores que Ve el número de Rayleigh critico crece con V, 

es decir la rotación tiene un efecto estabilizador, para todos los 

valores de G<r. Al aumentar el V a partir de este valor Ve' en 

donde tenemos celdas infinitas, el Re es constante para cada Gcr y 

vale 2GO', es decir llegamos a un punto en donde la rotación ya no 

tiene efecto sobre la estabilidad del sistema. Este valor de GcT 

lo encontraremos al hacer una aproximación para números de onda 

pequef\os. Por otra parte, para un V fijo, el Re es una función 

creciente de Gv, como podemos ver la figura 3. 33, es decir GcT 

tiene un efecto estabilizador. Por otra parte, sl estamos en la 

reglón donde aparecen celdas infinitas Re = 2Gcr, como mencionamos 

anteriormente. 
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Como en los casos la y lb, tenemos que si el G<r es grande 

(igual a 105 en la figuras 3. 30 y 3. 31) tendriamos las curvas como 

si la superficie de arriba se comportara como una superficie 

plana, las cuales no se encuentran en la llteratura. Los valores 

de kc y de Re en V = O, es decir en la ausencia de rotación (l. 76 

y 384. 7 respectivamente) fueron calculados en 1'151' y están de 

acuerdo con nuestros resultados. 

La aproximación para números de onda pequef'ios, es muy 

parecida a los casos la y lb, por lo que W, Z y 8 tlenen la forma 

(3.3): 

(3.62) 

y las ecuaciones que nos quedan a orden cero son (3.4) y (3.5): 

02z
0 

= -v1"'11
0 

(3. 63) 

o"w0 + vo"w0 = o !3. 64) 

sujetas a las condiciones de frontera dadas por (2. 4Sb), (2. 46) y 

(2.48d): 

y 

110(0) = o"wo(O) = DZO(O) = O, 

09
0

(0) = O, 

11
0
lll = o"w

0
lll = DZ

0
(1l =o 

90(1) = l); 

(3.65a) 

(3.65b) 

(3.65c) 

(3.65d) 

de la misma forma que en el c-8.so 4a, las- condicloñ.eS d.Et frofitera 

(3. 6Sb) y (3. 6Sd) se convierten en: 

05w
0

ca1 + vo11
0

coJ = o, 

y 

respec t 1 vamen te. 

La solución a (3. 62) es como (3. 7): 
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W
0 

= A
1
z + A

2 
+ + erz{B1 co~(r~-f + B2sen~,rz)} + 

+. e-~~{B3c~-s{~~). + B~se~<.~.z) }~-

( ir)··u• :· 
on .donda r = .- · . • 4 . -. . 

·. ,_ .- ·.-. _:': 

Por lo que Z0 es~~rá ·dad.e:> ,:~Or:;_~-~- 56.'.:: 

Z = -V1¡.2 ( !.--A z2 +--A:z-- . .-:-c··--.+. 
o 2 1 .. - -~ . ,_1 

+ erz { CB - B )coáCrz) + CB
1
+ B

2
lsenCrzJ> -

2r 1 ·2 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

Al sustituir las condlclones (3. 6Sa)-(3. 6Sf) en (3. 67) y 

(3. 69), tenemos el slgulente sistema de ecuaciones homogéneo: 

A+B+B =O 
2 1 3 

B -B =O 
2 4 

A =O 
l 

(3.69a) 

(3.69b) 

(3.69c) 

(3.69d) 

er{B
2
cos(r)- B

1
sen(r)} + e-'"{-B

4
cos(r) + B

3
sen(r)} =O (3.69e) 

-~ A
2 

+ A
1 

+ C
1 

=O (3.69f) 

Como en lb, el cálculo a primer orden no es suficiente para 

resolver nuestro problema de valor propio, por lo que debemos 

tomar una aproximación a segundo orden: 

sustituyendo en (2.42): 
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Entonces: 

(0
2-k2 lZ

0 
+ k2D"z

2 
= - v"2ca110- k2cW2l 

zo + 02z2 + T1.12DW2 

Integrando en todo el rango de z obtenemos: 

Sustituyendo Z
0 

dado por (3,68) y simplificando: 

~+e =o, sustituyendo en (3.69f): 
2 1 

(3.70) 

De la condlcl6n de solubllldad y despejando para R obtenemos: 

R = 2Gcr (3. 71) 

Con esto hemos encontrado el valor de R para cuando el 

número de onda es cero, este valor será el critico en la reglón 

con kc::: = O mostrada en la figura 3, 34. Nótese que para un V dado, 

la relación entre Re:: y Gcr es lineal, como se vé en la figura 

3.33. 

Las consideraciones hechas en las secciones 3. 1, 3. 2, y 3. 7, 

en donde aparece el Gcr se apl lean de igual forma para es.te caso. 
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IV 

CONCLUSIONES 

En el presente trabajo hemos examinado el efecto de la 

deformación superficial en la estabilidad lineal termoconvectlva 

de una capa· de fluido calentada por abajo y bajo la acción de la 

rotación. Examinamos con detalle la convección estacionarla para 

la cual obtuvimos resultados numéricos y en algunos 

casos, aproximaciones analltlcas. Aqul. el efecto de la 

deformación superficial se presenta como una modlflcación a la 

condición de frontera térmica en la superficie de arriba y sólo 

aparecerá en la condición de solubil ldad final cuando tengamos 

temperatura fija en la superficie de arriba, independientemente de 

las condiciones de frontera mecánicas (Casos 1 y 4). 

Hemos encontrado que la deformación superficial está 

caracterizada por los siguientes números adimensionales: el número 

de Galileo G y el número de Prandtl ª" que en el caso estacionarlo 

aparecen como producto Ga-. Hemos encontrado que este parámetro 

adimensional Ga- tiene un efecto estabilizador, es decir que el 

número de Rayleigh critico crece al aumentar G<r. Si este 

parámetro Ga- es muy grande, recuperamos la condición de frontara 

9(0) = O y por lo tanto la superficie se comporta como una 
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superficie plana. 

El resultado más importante de todos los cálculos que se 

hicieron. es el hecho de que al considerar el efecto de éste 

paré.metro adimensional G<r, la rotación no siempre tiene un efecto 

estabilizador sobre el sistema, como lo tiene en el caso en que 

la superficie es plana (es decir cuando Ga es infinito). Para 

cada Gr tenemos que si comenzamos con una rotación relativamente 

pequefia, se presentan celdas de tamafio regular, pero al aumentar 

gradualmente el número de Taylor V llegamos a un valor de este, 

que hemos llamado número de Taylor critico Ve, en donde se 

presentan dos tipos de celdas, unas finitas y unas infinitas y al 

seguir aumentando V a partir de este valor Te tenemos tan sólo 

celdas infinitas. En la región en donde tenemos celdas finitas, 

el efecto de la rotación depende del parámetro Go-. 51 Gcr es 

relativamente pequefio, tenemos que la rotación tiende a aumentar 

el tamafio de las celdas y a desestabilizar al sistema. Si Gcr es 

relativamente grande, el V en esta reglón, V < Ve' tiende a 

disminuir el tamafio de las celdas y a estabilizar el sistema. 

Para V mayores que Ve y para cada valor del parámetro Ga', en donde 

tenemos celdas infinitas, se presentan dos casos: primero cuando 

la superficie de abajo es rlgl.da (casos ta y 4a) tenemos que V 

tiende a desestabl.11.zar el sistema, cuando la superficl.e de abajo 

es libre sin deformación {casos 1b y 4b), tenemos que que el 

número de Raylelgh critico es una constante para cada Ge-, es decir 

que para V > Ve, la rotación no afecta a la establlldad. En estos 

cuatro casos hicimos las ap!'oximaclones analltlcas para valores 
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pequen.os del número de onda critico correspondlentes, que 

confirman los resultados obtenidos. 

Para cada número de Taylor 11', si el Ga es pequen.o, se 

presentan celdas de tamaf\o infinito y al aumentar gradualmente 

este parámetro, llegamos a un valor Ga'c en el cuál las celdas se 

hacen finitas y comienzan a achicarse al crecer Ga. Para todos 

los valores de ll', tenemos que Ga tiene un efecto estabilizador. 

En estos casos, donde el Ga surgen resultados muy 

interesantes. 51 nos fijamos bien en el efecto de T actuando sólo 

(G<r grandes en este trabajo ó como en 1s1, para los casos la y lb) 

y de Ga actuando sólo (11' igual a cero en este trabajo ó en n1 

para el caso la) tenemos que ambos tienden a hacer crecer las 

celdas y a estabilizar el sistema, pero cuando actúan juntos los 

efectos no son los mismos. Algo muy parecido ocurre cuando actúan 

el campo magnético y la rotación juntos 1s1. Con esto podemos 

pensar al parámetro Ga como regulador de una fuerza extra, que 

actúa sobre el sistema y esta es por supuesto la fuerza 

gravitatoria sobre la superficie. 

Con lo que respecta a los casos con flujo de calor constante 

en las dos superficies (casos 2a y 2b), aunque finalmente no 

aparece el parámetro Go-, se presentan celdas infinitas para 

números de Taylor pequef'i.os, de acuerdo con resultados anteriores 

/13/, La importancia de estos cálculos, radica en que aún cuando 

no aprece el parámetro Ga- en las condiciones de frontera en el 

estado estacionarlo, si debe aparecer al investigar la 

sobrestabilldad, por lo que es importante conocer estas curvas 
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antes de estudiarla. Adem!t.s las curvas de estabilidad marginal 

con estas condiciones de frontera mec!t.nicas. no han sido 

presentadas en la literatura. Encontramos que la rotación tiende 

a estabilizar el slstema y a achlcar el tamaf\o de las celdas. 

Para V < Te en donde se presentan celdas infinitas, hicimos laS 

aproximaciones analitlcas correspondientes, para números de onda 

pequen.os siguiendo el trabajo de Dávalos 1131, 

En los casos en que tenemos flujo de calor constante arriba, 

pero la temperatura es fija en la superficie de abajo (casos 3a y 

3b). tampoco aparece el parámetro G<r y nunca llegamos a tener 

celdas infinitas, de hecho la rotación es un factor estabilizador. 

como era de esperarse. A pesar de que en este caso los resultados 

son muy sencillos, estos cálculos son muy importantes, ya que en 

ausencia de rotación, la sobrestabllidad aparece antes que el 

estado estacionarlo como lo encontraron Bengurla y Depassler 161, 

Como la rotación induce sobrestabilldad para ciertos números de 

Prandtl 1s1, se espera que también aparezca en estos casos. 

Finalmente, debemos decir que las curvas marginales 

calculadas en este trabajo ayudarAn a determinar en que reglones 

del espacio de parámetros deberá aparecer la sobrestabllldad antes 

que la convección estacionarla. 
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