24

25)"
UNIVERSIDAD NACIONAL
=0 Z8AUTONOMA DE MEXICO

X )

“\mumtun\ 2

FACULTAD DE CIENCIAS

CONVECCION NATURAL EN UNA CAPA DE FLUIDO
EN ROTACION CON DEFORMACION SUPERFICIAL

T E S | S

Que para obtener el Titulo de
F I 8§ I C O
presenta

PEDRO GILBERTO LOPEZ MARISCAL

México, D. F. 1992




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



CONTENIDO

INTRODUCCION. ...t oevuttvnnosnnsosvonosvosssusaroavssasassnssl

I INTRODUCCION A LA MECANICA DE FLUIDOS Y LA  ESTABILIDAD
HIDRODINAMICA

1.1 Descripclén del movimiento de un fluldo,....ceeveeev. .6
1.2 Teorema de Transporte de Reynolds y conservacién de la
MABA. oo vaueranssosrsrorusssorssrascssssssetsassoarssssssssesB
1.3 Fuerzas sobre un fluldo......vvvvenveiasiraneerioassoaa 1l
"1.4 Esfuerzos sobre un punto y conservacién del mumento: :

B R 1 B T ATt k< I

1.5 Ecuaclén de Navier Stokes.........

1.6 Sistema de Referencla que rota........... 000000
1.7 Rapidez de d15ipaclén VISCOSA...ceeeesvrsenscrensses 25
1.8 La ecuaclén de Conducclién de Calor.......ecevvennaieae 2T

1.9 Conceptos bésicos de la Establlidad Hidrodinamica......30

31 CONVECCION NATURAL DE UNA CAPA DE FLUIDO EN ROTACION CON
DEFORMACION SUPERFICIAL



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

2.6

111
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

BIBLIOGRAFIA

Ecuaciones basicas........ocivsooiivnee e

Aproxlmuclén de Boussinesq............\. :

Condiciones de Frontera.............0

Ecuaclones lineales para las perturbaéiones

Modos NormaleS...co.icevoeonaeondss

Caso estacionari.........issve'is

RESULTADOS NUMERICOS

Caso 1a....cveennnenesins
Caso 1b......covevenions
Caso 2a....r0vvvoeans
Caso 2b...........7...
Caso 33..........7....
Caso 3b..............b‘

Caso 4a....c00000




INTRODUCCION

Cuando un fluido bajo la acciétn de la gravedad es calentado
no uniformemente se puede observar un equlilibrio mecanico bajo
clertas condiclones. S} este calentamlento es grande vy
marcadamente no uniforme el equllibrio se vuelve inestable y las
perturbaciones resultantes producen un movimlento convectlvo. Por
otra parte, si las condiciones son tales que imposibilitan el
equilibrio, la convecclén se presentard aunque la no uniformidad
del calentamiento sea pequefia. En este caso también el aumento en
el calentamiento del fluldo lleva a una crisis, debida a la
inestabilidad misma del movimiento convectivo. Estas sltuaclones
representan casos especlales de uno de 1los fenbémenos mas
interesantes en el estudio de la Hidrodinamlca: la Establlidad
Hidrodindmica.

La investligacién de la inestablilidad debido a la convecclén
comienza con las primeras descripcliones del fenémeno hechas por
James Thomson (hermano menor de Lord Kelvin) en 1882 si/. Bénard
en 1900 s2/, realiza los primeros experimentos cuantitativos sobre
conveccién en una capa de fluldo calentada por abajo. Rayleigh en
1916 r,3/, resuelve el problema teérico de la estabiildad de una
capa de fluido calentada por abajo con las dos superficles libres,

sin inclulr el efecto de la tension superficial. Posteriormente



algunos otros autores realizaron estudlos teéricos .y
experimentales acerca de la inestabllidad de una capé de fluido
calentada por abajo. Se camblaron las condlciones de fronu’;ra en
las superficies y se Incluyeron los efectos de la tensién
superficlal. A partir de los afios cincuenta la investigacién de ’
la Estabilidad Hldrodinamica y de la Conveccién Natural en
particular, resurgié debldo a sus multiples apllicaciones, en
fenémenos relaclonados a la transferencia de calor, la Geofisica y
la  Astrofisica. Después se hicleron estudios teéricos y
experimentales de la manera en que la estabilidad de una capa de
fiuido calentada por abajo se afectaba al incluir los efectos de
la rotacién y el campo magnético. Chandrasekhar en 1953 ra/, fué
el primero en hacer estudlos teéricos de los efectos de 1la
rotacién en una capa de fluido calentada por abajo, para los casos
de dos superficles 1libres (de fricelén), dos rigidas (con
friccién) y de una riglda y la otra libre, manteniéndolas a
temperatura constante. Posterliormente incluy6é también el efecto
del campo magnético y el efecto de los dos fendmenos combinados
57,

Este trabajo de tesls se \lnspiré preclsamente en estos
estudios teéricos realizados por Chandrasekhar, asi como en un
articulo publicado por Benguria y Depassier en 1987 ss/, en donde
se estudian ias inestablilidades de un fluide calentade por abajo
con la superficie de arriba libre, pero ahora, a diferencia de los
casos estudiados por Raylelgh y Chandrasekhar, ésta dltima se
puede deformar. En el presente trabajo se Iincluye esta condicién

de frontera para estudlar la establlidad lineal de una capa de



fluido calentada por abajo que rota con velocidad 'angular
constante en direccién perpendicular a la superficie del fluldo.
Para ésto, se plantearon las ecuaclones de movimiento y las
condlciones de frontera del problema, derivando las ecuaciones
lineales, Se hizo un andlisls en términos de modos normales. La
inestabilidad se presenta cuando el gradiente adverso de
temperatura es lo suficlentemente grande para que el parametro
adimenslonal: R = gaﬁd‘/&v. llamado numero de Rayleigh, exceda un
clerto valor critico, en donde g es la aceleracién debida a la
gravedad, a el coeficiente de expansién t‘érmica. B = - do/dz la
magnitud del gradiente vertical de temperatura del estado basico
en reposo, "d" el grosor de la capa de fluldo, x su difusividad
térmica y v su viscoslidad cinemdtica. Este parametro es la razén
del efecto desestabilizador de la flotacién y de los efectos
estabillzadores de la difusién y la dislpacién de calor. Como
nuestro sistema se encuentra en rotaclén, aparece el parametro
representativo de ella, llamado el numero de Taylor T, el cual
estd definido por: T = dnzd‘/vz. siendo Q la magnlitud de 1la
velocldad angular en direccién perpendicular a la superficie del
fluido. Al considerar el efecto de a deformacién de 1la
superflicle aparecen otros numeros adimensionales caracteristices
del problema. Ellos son el numero de Prandtl ¢ = v/k y el numero
de Gallleo G = gda/vz. Entonces el objetivo del problema es
encontrar los valores proplos del numero de Rayleigh y del numero
de onda de la perturbacién a la cual estid sujeta el sistema, eﬁ
funcién de los demds parametros, que satisfagan una condicién de

solubilidad impuesta por las condiclones de frontera. Esto se



realizé ‘numérlcament.e. buscando el valor del numero de Rayleigh
eritico Rc {a partir del cual comienza la conveccién) y su namero
de onda critico correspondiente, variando el numerc de Taylor y
los pardmetros caracteristicos de la deformacién, que en el caso
estaclionario se presentan como el producto Go.

Resumiendo, se estudian las Inestabillidades térmoconvectivas
que aparecen al calentar por abajo una capa de fluldo en rotacién,
considerando los efectos que surgen al introducir la deformacién
superficial. Se calcularon numéricamente las curvas de
inestabilidad estaclonaria para diferentes condiciones de
frontera, tanto mecanlcas como térmicas. Se encontraron
resultades nuevos al hacer los calculos de las curvas de
inestabilidad, que generalizan los de Izakson y Yudovich /77, para
el caso sin rotacién.

En el primer capitulo, se presenta un resumen de los
conceptos baslicos de la mecénica de fluldos necesarios para poder
establecer las ecuaclones de movimiento. El objetivo es
simplemente mostrar algunos conceptos generales y deducir las
ecuaciones Dbislicas que permitan realizar nuestro andlisis
posterior dentro de un marco formal. Se incluye ademds una
descripcién de las ideas mis importantes de 1la Estabilidad
Hidrodlnémlica.

En el segundo capitulo se obtienen las ecuaclones de
movimiento y se establecen las condiclones de frontera del
problema. Con estas se hace un analisis lineal en términos de
modos normales.

En el tercer capitulo se muestran los resultados numéricos



para el casO‘estacionarlo. Cuando ‘es posible mostramos algunas
aproximaciones anaiiticas que confirman los resultados.

) En el cuarto y ultimo capitulo se obtienen las conclusiones
de los resultados numérlcos. tratando de establecer las

limitaciones de los resultados encontrados.
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1.1 Descripcién del movimiento de un fluido

Existen dos maneras distintas de describir el movimiento de
un fluido. En la descripcion Lagranglana se sigue a una particula
del fluido por wuna clerta trayectoria; esta trayectoria se
identifica con las coordenadas (xo.yu,zu) correspondientes al
tiempo to' se sigue la trayectoria de esta particula en el tlempo
t. En este slistema las coordenadas de la particula (x,y,z) no son
independientes, ya que al dar un intervalc de tlempo t—to. las
componentes de la velocidad determinan los cambios de coordenadas
(x-xo.y—yo.z—zo). Por lo tanto las variables independientes son

(xo.yo,zo) y el tiempo.

Por otra parte la descripcion Euleriana se concentra en un



pequefio volumen por donde pasa el fluildo y observa el cambio que
ocurre en el tiempo, de todas las variables de flujo. Por lo que,
dentro de esta descripcién, las variables independientes son el
tlempo y las coordenadas espaclales.

La velocldad U y la aceleracién a en la descripcién

Lagrangiana son simplemente las derivadas temporales del vector de

posicién X:
ax 8ul Ble
u = — a = —= ri
at at at

ya que la identidad de la particula se mantliene constante durante
la diferenciacion. En la descripcién Eulertana, sin embargo, la
derivada parclal & / 8t nos di tan sdlo la razén de camblo local
en el punto X, y no la razén total de camblo, vista por una
particula de fluido.
Tomemos a ¥ como cualquier variable de campo, empleando
coordex'ladas Eulerlanas (x,y,z,t}, tratamos de calcular la razén de
. cambio de F en cada punto, siguiendo a un particula de ldentidad
flja. Lo que se qulere es representar un concepto esencialmente
Lagrangiano en términos del lenguaje Euleriano.
Para incrementos arbitrarios e Independientes dx y dt, los

incrementos en F(x, t) son:

8F 3F
dF=—dt_+—dxl. {(1.1)
at 6xl

en donde se supone una suma sobre el indice repetido 1. Supongamos
ahora que los incrementos no son arbitrarios, salvo los asoclados

con el seguimiento de una particula de identidad fijJa. Los



relaciones representadas pori

Sustituyendo en (1.1):

C(172) -

. B
Sin embargo la notaclén dF/dt es muy ‘general, entonces para
enfatizar que se trata del hecho de que la derivada temporal se
toma mientras uno sigue a una particula, usamos .una . notaclén

especlal, en lugar de d/dt, utillzamos: D/Dt y (1.2) se escrlbe de

la siguiente manera:

DF arF aF
—=—tu —. {1.3)
Dt at ax

La razén de cambio total D/Dt la llamaremos entonces derlvada

material.

1.2 Teorema de Transporte de Reynolds y Conservaclén de la masa

Al derlvar las leyes de conservacién, f{recuentemente se
encuentra con el problema de buscar la derivada temporal de

integrales tales como:

en donde F(X,t) es una variable de flujo y V(t) cualquler reglén

fiJa o moviéndose con el fluldo.



Conslideremos primero el caso en ‘donde V(t) no es ni un
_vplumen fijo, ni un volumen materlal. Las superficles del fluidé
'se estﬁn moviendo, pero no con la velocidad local del” fluldo.
Tc;méﬁdo una generallzacién del teorema de Lelbnitz - para
diferenciar una integral en una dimensién de una funcléﬁ, F que a‘l
igual que los limites de integraclén son funcliones de la varlable‘
con respecto de la cual vamos a diferenclar, pero para una funcién

de varias varlables y:en un volumen V tenemos que:

: ;F(;‘.'t);ivl»n |
v;u.)' o :

Para un volumen'inétérial‘ _‘Vz(t)‘ll
fluido, de tal manera que EA = G, es :
entonces (1.4) se convierte en:

D - - TgF T
— | FEvav, = — dv
bt 2 at 2
Vz(t.) Vz(t) AlY)

En donde escribimos dA en vez de AdA con f el vector"‘normal
unitario sallente de la superficle.
Este es comunmente llamado el teorema de transporte de

Reynolds, Hemos usado el simbolo D/Dt para enfatizar el hecho de



que estamds sigulendo al volumen material V2 Usando el teorema

de Gauss tenemos que:

en donde -cambiamos V2 por V.
Conslderemoé ahora un volumen fijo en el espacio 'y tomemos a
p como . la densidad, entonces el aumento de la’ masa dentro del

volumen esta dado por:

d ap
— pdv = —dv ,
dt v vat

puesto que el volumen estd fljo se aplica (1.5).

Ahora, la rapldez de fluj)o de masa que sale del volumen esta - ,

dada por:
J pi-dk .
A
Entonces la ley de la conservacién de la masa nos dice que:
8p _
—dV = - pu-dA . (1.8)
v ot A

Usando el teorema de la divergencia tenemos que (1.8) se convierte

en:

ap a
—dV + | — (pu v =0"
v at vax‘

10



La’re’laclén anterlor es vidlida para cualqgler: volumen por lo que:

ap a : o
— +'— (pul)'=0, N +(1.9)
at = ax . ! E

o
Dp a .
—4p—u =0, (1.10)
Dt 8x‘

Esta ecuacién no s6lo expresa en forma diferencial la conser\;aclén
de 1a masa sino también nos dice que la velocidad es continua, de
aqui que a (1.9) 6 a la forma (1.10) se le llame ecuacién de
continuidad.

Un fluido es incompresible sl no sélo la masa se conserva
sino que el volumen tampoco cambia, por lo que la densldad se

mantiene constante; esto se expresa como:

=0, .aan

y de acuerdo a {(1.10):

— =0 . (1.12)

1.3 Fuerzas sobre un fluido

Antes de que podamos proseguir con las leyes de conservacién
es necesario clasificar a los diferentes tipos de fuerzas que
actuai; sobre una masa de fluido:

(1) Fuerzas de Cuerpo: Son aquellas que aparecen por "accién a
distancia®, es decir sin contacto fisico directo. Estas

resultan de que se sumerge al medlo en algin campo de



(3)

fuerzas, cuyo origen puede.  ser gravnacl nal" ma nético.

electrostatico o electromagnétlca. Estas estﬂ 'distribuldas,’

Las fuerzas de cuerpo pueden‘ ‘ser'

conservativas; las conservatlvas son aquell

en donde 1 es lo que se conoce como ‘una !‘uncxbn potenclal.'k

Las no conservativas no cumplen con una relacién como ‘la
(1.13).

Fuerzas de Superficle: Son aquellas que se aplican sobre un
elemento de &rea, por los alrededores mediante contacto
directo. Son proporclionales al area sobre la cual actvan, y
son convenientemente expresadas por unidad de &rea. Pueden

se en c tes normal y tangencial al A&rea.

Consideremos un elemento de area dA en un fluide (figura>
1.1). La fuerza dF en el elemento se puede descomponer en
una componente an normal al 4rea y una componente dFs
cortante a la misma. Los esfuerzos normales y cortantes en
el elemento se definen como:

dF drF
T 5 —2 '[.E_.

"oda dA

Fuerzas de linea: Las fuerzas de tenslén superficlal son
llamadas fuerzas de linea ya que actuan en una linea y tlenen
una magnitud proporclonal a la extensién de 1la 1linea.

Aparecen en la interface entre dos fluldos. Las fuerzas de

12



tensién superficial no aparecen directamente en las
ecuaciones de movimiento, aparecen solamente en las

condiciones de frontera.

Fig., 1.1 . Fuerzas normales'y cortantes. sobre un elemento de area,

1.4 Esfuerzos sobre un punto y conservacién del momento lineal

Consideremos por un momento un paralelepipedo rectangular
Infinitesimal cuyas caras son perpendiculares a los ejes
coordenados (figura 1.2). En cada una de las sels caras hay un

esfuerzo normal y uno cortante que posteriormente se puede

d poner en dos p tes paralelos a los ejes. Lla figura
muestra la direccién de los esfuerzos positivos en cuatro de las
sels caras; los dos que restan han sido omitidos por claridad. El
primer indice en -:u indica 1la direccién de la normal a la

superficie, en donde se estd considerando el esfuerzo, y el

13



segundo indice indica la direcclién en que actua. Los elementos de

y T de la matriz de esfuerzos son los

la diagonal t“, T 3

22
esfuerzos normales, los que estan fuera de ésta son los esfuerzos
tangenclales o cortantes. No es dificil comprobar que el tensor
de esfuerzos es simétrico, al considerar la conservacién del

momento angular, por lo que tlene tan sélc sels componentes

du‘erent‘es. es decir que: ‘!'u = t“,

Fig. 1.2 Esgfuerzos en un . punto. Para mayor claridad, solo Be

musstran- los esfuerzos en cuatro de las seis caras.

Antes de derivar la ley de conservacién del momento lineal
conviene hablar un poco del movimiento relativo de un elemento de
fluido cercano a un punto, en donde se definiran algunos conceptos

nuevos. Sea ulx,t) 1a velocidad en el punto O (posicién del



vector X), y-sea u + du la velocidad al * mismo tiempo en un punto
vecino P. (posicién del vector X+ 'dX). - La velocldad relativa al

tiempo t est4 dada por: B

du = — de . (1.14)

El término auilc’ix en la ecuacién {1.14) es el tensor gradiente de

3

velocldades, que puede ser descompuesto en una parte simétrica.y

una antisimétrica de la siguiente manera:

8u [ 8u 8u
_t =.‘.[_‘+_-‘]+l
2 : 2

1

ax} ax ax

3

Que se puede escrlbir'coinQ:'

(1.15)

(1.16)

; 8“1 auJ
y Ty B — (1.17)
ax 8x

es llamado el tensor Vde }otaclén. i’a que r;] es Vantlslrﬁéir'lt':o,' su -
diagonal es toda cero, por lo que podemos escribir ru= -:"kuk,vx
de donde a su vez w es el vector vorticidad:

auk

w=VX1d 6 w =g —. (1.18)
1 ljkax

J

Conslderemos el movimiento de un elemento de fluldo

1S



infinltesimal (figura 1.3). La segunda ley de Newton nos dice que
la fuerza total neta en el elemento de fluldo debe ser igual a la
masa por la aceleracién del elemento. La suma de las fuerzas de

superflicie en la direcclén X, es igual a:

lo cual se s'lmpikiﬁ en:

5y
o2 | ax ax, ax, = —Lav,

[ o, . LA
axl ax, ax% ax s

E]
en donde dV es el volumen del pequefio elemento de {luldo.
Generalizando, la I-éslima componente de la fuerza de superficle

per unidad de volumen es:

en donde se usé la propiedad de simetria del tensor de esfuerzos.
Sea T la fuerza de cuerpo por unidad de masa, entonces pf es la
fuerza de cuerpo por unidad de volumen. Entonces segin la Segunda

Ley de Newton se expresa asi:

Du ar
p—=pf, + . (1.19)
Dt ax

3

16



Ty de

Ay dy
Kl oy 2.

Flg. 1.3 Esfusrzos superficlales de un  olemento del  fluldo.

Solamente se muestran los esfusrzos en la direccidn .

La ecuacién (1.19) es la ecuacién de movimiento que
relaciona la aceleraclén a la fuerza neta en un punto. Expresa
tamblén la conservacién del momento lineal.

1.5 Ecuacién de Navier Stokes
La relacliéon entre el esfuerzo y la deformacién en un medlo

continuo es 1llamada ecuacién constitutiva. En este momento

examinaremos una ecuaclén que relaciona al esfuerzo con 1la

17



rapldez de deformacién en un fluldo.

En un fluldo en reposo Solo existen componentes normales del
e#fuerzo en la superfl;:le y este esfuerzo no depende de la
orientacién de la superficie. En otras palabras, decimos que el
esfuerzo es lsotropico. Un tensor 1sotrépico se deflne como aquel
tensor cuyas componentes no cambian bajo la acclén de una rotacién
del sistema de coordenadas. El unico tensor isotréplco de segundo

orden es la delta de Kronecker:

Por lo que todo tensor isotrépico de segundo orden debe ser
proporcional a 8. Por lo tanto el esfuerze en un fluldo en reposo

debe ser de la forma:

Ty P, . (1.20)

donde p es la presién termodinidmica relaclonada a p y a 8 (la
temperatura) por una ecuacidn de estado. Se incluye el signo
menos en la ecuacién (1.20) por que las componentes normales de
Ty se consideran como positivas si indican una tensién en vez de
una compresién.

Un fluldo en movimientc desarrolla componentes adiclonales
del tensor de esfuerzos debido a la viscosidad., Los términos en

la dlagonal de T ahora no son iguales y aparecen esfuerzos

cortantes. Para un fluldo en movimlento podemos partir el tensor

18



de esfuerzos en dos partes: una -p6u que existiria si el fluldo
se’. encontrara en reposo, y otra cu debida al movimiento del
mismo:

T =-p6” +c” . {1.21)

La parte no isotrépica ¢, esta relaclonada con el gradiente
de velocidades au‘/ax , el cual por (1.15) puede ser descompuesto
en una parte simétrica y otra antisimétrica. La parte
antisimétrica representa el movimiento de rotacién sin deformaclén
del fluldo, y por lo tanto no puede generar esfuerzo por si sola.
Entonces los esfuerzos deben estar generados por el tensor rapidez
de defarmacién e”. Por lo tanto, sﬁponemcs una relacién lineal
del tl_po:

K e, (1.22)

13 = *jan Can

en donde K”m es un tensor de cuarto orden con 81 componentes que
dependen del estado termodinimico del medio. Si suponemos un
medic isotrépicoe sin ninguna direccién privileglada, la relacién
entre esfuerzo y deformacién es independiente de rotaclones de los
ejes cordenados. Esto sera posible sole si l(u'Im es ‘un tensor
isotrépico. Un tensor isotrépico de cuarto orden debe tener la
forma (ver por ejemplo Aris paglna 30 s8/):

Kyjan™ 214800 * 88,58, + 78,8, (.23
en donde A, p Yy 7 son escalares que dependen del estado
termodinamico local. Dado que o,y @S simétrico KUM debe también

ser simétricon en t y en ). Esto es consistente con (1,23} solo

19



si

rEH.

Por lo tanto solo dos constantes g y A han sobrevivido y después

de sustituir (1.22) queda como:

’lj = Zue” + Ae_&u .

Sustituyendo en (1.21) tenemos que:

T, ., = ~p

13 YT

+ Ae_ﬁu . (1.?4)

Si ahora t 1=y, scbre los indices repetldos 'y

notando que 6“= 3 tenemos que:

T, = -3p+ (2p + 3A)e__ '

de donde la presién resulta ser:

1 2
p= 51:“4[:,p¢k]e“. {1.25)

en donde e, = V - u. Los términos de la diagonal de eIJ pueden
ser diferentes, en tal caso el tensor de esfuerzos ‘!” puede tener
términos diferentes en la diagonal, debido al término de
proporcionalidad u en (1.24), Por lo tanto podemos tomar el
promedio de los 'térm!nos en la dlagonal de Tt y definir una presién
promedio (que no es la presién termodinimlca) como:

- 1
PE-ZT,, . (1.26)

Sustituyendo en (1.25):
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2
p-§'=[-u+h]e . (1.27)
3 " .

Para un fluido incompresible sbélo podemos definir una presién
mecAnica o una presién promedlo, ya que no hay una ecuaclén de
estado para determinar una presién termodinamica. El término A en
la ecuacién constitutiva (1.24) se hace cero ya que i 0. Por

lo tanto la ecuacién (1.24) toma la forma simple:

Ty = -p.su + Zye” . (1.28)

en donde p sblo puede ser Interpretada como la presién promedio.
Para un fluido compresible una preslén termodinamica puede ser
definida y al parecer es, en general, diferente a la presién
promedio.

La ecuacién constitutiva (1.24) toma la forma:

. (1.29)

1) 13

Es =-[p¢A(V-G)] 6u¢2ue

La relaciétn lineal entre T y e es conslstente con 1la
definicién de Newton del coeficlente de viscosidad en un flujo
paralelo uly), para el cual (1.29) di un esfuerzo cortante de T=
puldusdy). Un fluido que es regide por la ecuacién anterior es
llamado un fluido Newtonlano. Susutu.yendo la ecuacién (1.29) en

la ecuacién de movimiento (1.19) obtenemos:

Dux a - ap
p— = pfl + —_— Zue‘ + AV - u)&l -—, (1.30)
Dt ax, ! 1 ex,

que es la forma general de la ecuacién de Navier-Stokes.
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'Pari'i’fflu_)t;s incompresiblesiv.i::ui=i0 porv lotque {1:30) "se;-

convierte en:

wpTo R VA S WpL ST YT e

1.6 Sistema de referancia que rota

Tomemos un sistema de referencia (x‘.xz.x:) rotando con una
velocldad angular @1 con respecto a un sistema fijo (X‘.XZ.X:').
Cualquier vector P es representado en el sistema que rota por:

F= Plil * Pziz M P::i\:\
Para un observador fljo las direcclones de los vectores unitarios
Ly . iz e i: cambian en el tiempo. Para este observador la

1
derivada temporal de P es:

[J =_(P? +P§+Pi‘

dp ap, , dP af af af

=48 +i-+Pl—¢P— P—.
4t Jat 'dt Zdt Yae

Para el observador que rota la razén de cambio de P es la suma de

los primeros tres términos, de tal forma que:
af, af,
P —24 P — {1.32)
2at 3t
Cada vector unitario 3\. traza un cono de radio sen a, en donde a es

un angulo constante (figura 1.4). La magnitud de! cambio de £ en
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un tlempo dt es |df| = sen a d6. Por lo tanto la magnitud de la
razén de camblo es |d’1‘/dt| = gen a{de/dt) = N sena y su direccién
es perpendicular al plano (ﬁ.ﬁ). Por lo tanto disdt= n X f, para
cualquier vector unitario que rota f La suma de los tres ultimos

términos en (1.32) es:

P,nxixu=znx4.‘zu=anxi‘3=n X P,

Fig. 1.4  Rotacién del vector unitario.

por lo que (1.32) se convierte en:

dF dF o -
—| = || +8x7. (1.33)

©jat dt : e
F R .

Aplicando esta regla al vector de posiclén T, las velocidades de
los dos sistemas de referencia quedan relacionadas de la sigulénte
manera:

u =u +80xr, : (1.34)
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aplicando de nueva cuenta la regla-(1.33).a 'ﬁr'. ‘tenemos que:

[di
_r

dt

. dl.lr

dt"_

Esto muestra que las aceleraciones en'los dos marces ‘de’ referencia’

estdn relaclonadas por:

ar=an+20Xu“+ﬂX(an). (1.35)

S1 ahora tomamos un vector R perpendicular al eje de rotacién la

ecuacidédn anterlor, sin el indice r, se convlerte en:

S =Feamxu-oR. (1.36)

Esta ecuacién nos dice que la verdadera aceleracién o 1la
aceleracién inercilal es lgual a la aceleracién medlda en el
sistema en rotacién m&s la aceleraclén de Corfolis 20 X u y la
aceleraclén centripeta -Q%R. Sustltuyendo este resultado en lar
ecuacién (1.30), la ecuaclén de movimlento en un sistema  de
referencla que rota se convierte en:

Dul T8 _ ap
p—= p£l¢ — [Zue” A - u)SIJ] -— p(anl— 2':ukn_|uk] K
Dt 6x1 axl

(1.37)
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donde los dos Ultlmos términos del lado derecho de la ecuacién son

las fuerzas de Corleolls y centrifuga respectivamente,

1.7 Rapidez de disipaclén viscosa

" La ecuacién de movimiento la podemos escribir éomo:

bu 3u, ar
p—t+pu —L=pr ¢+,
at ! ax

a
B x“' B s L
Multiplicando esta ecuacién por u, ‘e lntegrando _sobre_el”volumen
V, obtenemos: 3 '

1 a 1 8 . T a
-l p—uldV+ - pu —udV=1puf dV+ | u —< dv,
2 at ! 2 ), dex ! Ry ! 3

v g v

s o,

(1.38)
Integrando por partes la ‘segunda: ecuacién del lado lzquierdo,
aplicando el teorema de Gauss y hacjendo lo mismo para la integral

que contiene a 1:” obtenemos:

1 8 2 1 2 8 7 1 V ;
- p—uldV—— u‘——(pu)dv«r—pu‘u ds, =
2 at 2), 8x]»" 2], 1

a
= pu‘fl dy - tu —u, dv + ult”dSJ .
ax
. v v 3 . s

Haciendo uso de la ecuacién de continuidad en su forma
(1.9) encontramos que las primeras dos integrales del lado

izqulierdo se convierten en:
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(1.39)

De la ecuacién (1.39) obtenemos la rapidez con la que la
energia clnética contenida en un volumen V cambia, slendo esta la
suma de cuatro términos. Los primeros tres representan,
respectivamente, 1la razén mediante las cuales las fuerzas de
cuerpe hacen trabajo en el elemento de fluldo contenido en V; la
rapldez mediante la cual los esfuerzos T, hacen trabajo en la
superficle S que contliene a V; y finalmente, la rapldez mediante
la cual la energia fluye de V, a través de S.

Resta interpretar el ultime términoc de (1.39); este es._una
integral sobre todo el volumen de la cantidad:

aul
Ty T (1.40)
axJ
1)
(1.29) respectivamente), podemos escribir:

Usande la definicién de e” y T (ecuaciones (1.16) y

au,
L. = (-
Ty ;(— =T, ( pﬁu + Zueu + Aauekk)e”
k)
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= -pe

: a 2 K
- 1.4
N 4-2[.1'3”'* Ae 9%, (1.41)

el primer término del lado derecho en esta ecuacién es:

“p [ 8 8 ) pDp i L
-pe .= —| —+u— =~ — (1.42)
3 p | 8t JBx‘| p Dt

15 integral‘de volumen -de esta cantidad, representa el aumento de

'la energia interna, debido a la compresién que sufre el fluido:;
que para un flutdo incompresible seria cero. El término que
sobra:

2
6 = 21uefJ +ale) . (1.43)

en (1.41), representa la velocidad a la cual la energia se disipa
irreversiblemente debldo a la viscosidad en cada elemento de
volumen del fluldo. Para un fluldo incompresible la expresién

correspondlente para ¢ es:

o = 2uel . (1.44)

1.8 La ecuaclén de Conduccién de Calor

Hasta el momento, hemos visto que las leyes de conservacién
de la masa y del momento nos han llevado a las ecuaciones de
continuidad y movimiento respectivamente. Nos queda encontrar la
ley de la conservacion de la energia. -

Sin considerar una constante aditiva, la energia € por

unidad de masa del fluldo la podemos escribir como:
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€ =A% u‘:’ + ch. (1.45)

en . donde ch es la energia interna de un gas perfecto y para un
liquido es cT, donde c, es el calor especifico a volumen
constante, ¢ el calor especifico y T su temperatura. La primera
ley de la termodindmica nos dice que el camblo de energia interna
es lgual a la suma del trabajo hecho mas el aumento de calor a un

volumen material. Esto es:

D
B: J pe dV = J pf. + J ruuldAJ - J qldA‘ B
v v A A

Por lo tanto, sl registramos las ganancias y pérdldas de energia

que ocurren en el fluldo por unidad de tiempo, tenemos que:

]
— | pe dV = la rapldez con la que se hace trabajo en la frontera
at v S de V por los esfuerzos T. ’

+

la rapidez a la cual se hace trabajo en cada
elemento del fluido dentro de V por las fuerzas
externas.

~ rapidez con la que la energia en forma de calor
es conducida a través de S,

- rapidez con la que la energia es transportada a
través de S debldo a movimientos de masa.

. . ar :
= I l.ll't.'udsJ +Ipulf‘ dv + J k ;.dsJ - J peu, dSJ . (1.46)
s . v s 3 v .

slendo k el coeficlente de conduccién térmica. .
En donde el flujo de calor obedece la ley de Fourier:

q=-k VT .
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Haclendo uso de las ecuaciones (1.39), :(1‘41). (1.42) y

(1.43) podemos escribir el primer:término dg'(l;‘46)

Combinando estas ecuaciones tenemos que::

8 3 ar au
— tpe,Tav = | — lk— [av - [ p —av
vat vaxj :SxJ v ,8x‘,

a
+ | ®dav - | — (pc Tu )dv . (1.51)
ax v
v vy

Como la ecuacién debe prevalecer para todo volumen V, tenemos que:
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R 3 3 :
p— (ch) +pu — (ch) = — (1.53)
at Jax

ax]

-.La ecuacién (1.53), Junto con la ecuaclén (1.43) constituyen
en forma analitica una descripcién de como se conduce el calor en
un sistema hidroedinamico. A lo anterior debemos afiadir 1la
ecuacién de contlinuldad y la ecuaciéon de movimiento, que obtuvimos
anterliormente. De esta manera podemos describir a nuestro
sistema completamente. Todos los desarrollos hechos anterlormente
pueden se encontrados con detalle en s9/ y stor y de una forma

condensada en /s/.

1.9 Conceptos baslcos de la Estabilidad Hidrodinamica

Para analizar la estabilidad de cualquier flujo laminar, se
debe encontrar la velocidad u(x,t) asi como otros campos, tales
como la presién P(x,t) y la temperatura T(X,t), necesarios para
describir el flujo laminar en cada punto x y tiempo t. Estos
campos definen el flujo basico. Los campos pueden ser
estaclonarios o no estacionarios, y deben satisfacer las
ecuaciones de movimiento y las condlciones de frontera
respectivas, '

Supongamos por un momente que el flujo que queremos
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analizar se encuentra en un estado estacionario, es decir en un
estado en que ninguna de las variables que lo describen es funcién
del tiempo. Sean X‘. Xz. P XJ un conjunto de parémetros que
definen al sistema. Al tratar de describir la estabilidad de
dicho sistema, 16 que se quiere es encontrar la reacclon de este a
pequefias perturbaclonas.' Es decir, uno se pregunta lo que
ocurrird al perturbar el estado basico de este sistema: gesta
peturbacién desaparecerd gradualmente o la perturbacién crecera en
amplitud de tal manera que el sistema nunca pueda volver a su
estado original? En el primer caso decimos que el sistema es
estable con krespecto a esa perturbacién en particular y en el
segundo decimos que es lnest.able. Es claro que debemos considerar
al sistema como 1inestable aunque solamente exista un modo
particular de la perturbacién para la cual el sistema es
inestable., De la misma manera un sistema no puede ser conslderado
como estable al menos que sea estable con respecto a cualquier
perturbacién a la que pueda ser sometido. En otras palabras, la
estabilidad implica que no existe ningin modo de la perturbaclién
para el cual el sistema sea lnestable.

En el espaclo de los pardmetros Xl. Xz. cees )(J hay un
estado. que separa al slistema entre la estabilidad y. la
Inestabilidad, definlendo un estado de estabilidad marginal. De
acuerdo a esto, un estado marginal es un estado de establflidad

neutral, definldo por una funcién de la forma:
F(X,, ..., X) =0 o (1.s54)

Encontrar F es uno de los objJetivos principales :de -una
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investigaclon en establlidad hidrodindmica.

Los estados de estabilldad marginal, pueden ser de dos
tipos, dependiendo de la forma en que las amplitudes de una
pequefia perturbacién puedan crecer o amortiguarse: pueden crecer
(o amortiguarse) aperlédlicamente; ¢ pueden crecer (o amortiguarse)
por oscllaclones de amplitud creciente (&6 decreciente). En el
primer caso, la transicién de la establlidad a la lneystabllldad
toma lugar  via un estado marginal, exhiblendo un patrén
estaclonario de movimiento. En el segundo, la transicién toma
lugar via un estadoc marginal exhlbiendo movimientos osctlatorios’
con una frecuencla caracteristica.

Para hacer un tratamiento completo de un problema de
estabilldad uno comienza por un flujo bdslco, que representa un
estado estaclonario del sistema. Se supone que las variables
fisicas que describen al flujo sufren pequefios (infinitesimales}
incrementos.” Al obtener las ecuaciones a partir de las ecuaclones
de movimlento relevantes, ignoramos todos los términos que no sean
lineales, derivando una teoria lineal de la estabilidad.

De acuerdo a lo dicho anterlc;'mente. para hacer una
investigacién completa de la estabilidad, debemos examinar la
reaccién del sistema a todas las perturbaciones posibles. Para
poder hacer esto, debemos expresar una perturbacién como una
superposiclén de modos posibles y examinar la estabilidad del
sistema con respecto a cada uno de estos modos. Por un momento
consideremos un sistema confinado entre dos planos paralelos,. en
‘donde las varlables fislcas son funciones sélo de una de las

coordenadas espaciales (z por ejemplo), normal a los planos. En
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este caso, podemos analizar una perturbacién. arbitraria. en
términos 'de ondas perliédicas en dos dlmensliones. Entonces, si
A(x,y,2,t) representa una amplitud tipica que describe a la.

perturbacién, la desarrollamos como:

400 0
Alx,y,2,t) = J J dkxdkyAk(z.t)exp[l(kxx + kyy)].
-m /em
donde k = \/(k:+k:), es el numero de onda ascciado con la
perturbacién Ak(z.t). Como las -ecuaciones para las perturbaclones ~
son lineales, la reaccién del sistema a una perturbacién general
puede ser determinada si conocemos la reaccién del sistema a
perturbacliones de todos los numeros de onda. En particular, la
establilidad del sistema dependeri de su reaccién a perturbacliones
de todos los numeros de onda. Entonces, en un problema de este
tipo, el estado marginal serd de estabilidad neutral para
perturbaciones de un numero de onda particular kc. que presentaran
un‘patrén celular, en donde las dimensliones horizontales de la
celda, estan dadas por la longitud de onda critica: 7\: = Zn/kc.

En problemas con otras geometrias. la perturbacién tendria
que ser analizada de diferente manera; pero el punto esencial es
que en cualquier ‘caso la perturbacién debe expandirse en términos

de modos normales.
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11
CONVECCION NATURAL DE UNA CAPA DE FLUIDO

EN ROTACION CON DEFORMACION SUPERFICIAL

1 Ecuaclones basicas

2 Aproximaclén de Boussinesq

3 Condiciones de Frontera

.4 Ecuaclones lineales para las Perturbaciones
5 Modos Normales

6 Caso estaclonario

2.1 Ecuacliones basicas

Con la informacién del capitule anterior, estamos en
posicién de hacer una descripcién matematica del problema.
Consideremos pués a un fluldo Newtonlano infinlto, que en reposo
se encuentra entre los planos z = 0 y z = =d (figura 2.1), que
rota con velocidad angular constante f2 = n"; (en donde tomaremos a
;, ; Y ; como los vectdres unitarios en las direcciones x, y y z
respectivamente), y en el cual actGa un campo gravitaclional
constante: —g;. Tenlendo en cuenta ésto, podemos volver a
escribir las ecuaclones que obtuvimos en el capitulo anterlor.

La ecuaclén de continuidad (1.9):

ap a
—+—(py) =0, (2.1)
at ax .

1
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Fig. - 2.1 :Capa.’de  Fluido “infinita, | ‘contenida entre. low  planos . 2=0 “y.
za-d. g > Do K ; L

Tota con velocldad angular Qk:

Du, a Y e
p— = pf + — |2pe + A(V-0)S - p (R Qu).,
Dt boax I Y] ex 1w
3 E *
1(2.2)

en este caso R = (x,y,0) y @ =(0,0;0), tomamos ‘a u =" (u,v,w),"y
la ecuacidén de transferencia de calor, la escribimos como:
a a 8 at a
p—(ch)+pu——(cv‘l‘)=— k—|{|-p—u +¢. (2.3)
av " I ax ax ax ax . :
3 1 b 1
A estas tres ecuaciones debemos agregar una ecuaclén de

estado, que para las sustanclas en las que estamos interesados es:

P = p{l - alT-T}, (2.4)
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en donde «, es el éuef&clente, de expansién volumétrica y ’l‘° es ‘la

temperatura a:.la cyu'al. pi= p Esta una buena aproximaclén para

o
diferenclas de tempérétﬁra péquéﬁas entre las dos superficies del

fluido.
2.2 Aproxlmacvlén de Boussinesqg

Hasta ‘el momento, al derivar las primeras tres ecuaclones,
tan sélo hemos hecho la suposicién de que se trata de un fluldo
Newtoniano. Para poder continuar debemos tomar en cuenta algunas
otras situaciones que aparecen en la priactica, en que las
ecuaciones se simplifican considerablemente. El primero en
sefialar esta situaclén fué Boussinesq en 1903 ~11/. La base para
tomar en cuenta esta aproximaclon es el -hechc de que como

" sefialamos anteriormente, las diferencias de temperatura son
pequefias y por lo tanto las diferencias en la densldad son también
pequefias. El origen de tales simplificaciones es el hecho de que
el coeficlente de expansién volumétrica a es pequefio: para gases y
liquidos esta en el rango de 107 a 10", por lo que para
variaciones en la temperatura de orden uno, las variaciones en la
densidad seridn a lo sumo del uno porciento. Por lo tanto, las
varlacliones en los demds coeficlentes deben ser del mismo orden, a
excepcién del término de flotacién g{p - po) en la ecuaclén de
movimliento, el cual es del mismo orden de magnitud que el término
de inercla u,aul/BxJ. Para la mayoria de los fluidos dp/{pdT),
dk/(k dT) y de/(c dT) &6 ¢, son de 6rdenes menores a a, de tal

manera que g, k y c 6 ¢, se toman como constantes dentro de esta
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aproxlmacién.

“De "avcueArdd va‘lo"que ‘hemos dicho, lo primero.que-hacemos,”

es sustituirilal .Cltl‘a én-de cont_lhu;daqr,“po'r”

cdnétante; Tamblén tenemos que:

Sp=p~ Py = -po(tz(T - To” ) ) (2.8?

: éaéé;e;—lérmente debemos simplificar la ecuacién de conduccién
de calor (2.3), antes que nada consideramos a kK y a cy (6 c) como
constantes. y por (2.5) eliminamos el término -pVu del 1lado
derecho, El término de dislpaclén viscosa ¢ tamblién puede ser
ignorado; ya que si tomamos a V como la escala de velocidades, a d

como la escala de longltud y a T-To como la escala de diferencia
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de temperaturas, la razén de la 'dlélpacléri i(ls?i:osa,/a la 'rapldez de

transferencla de calor,: ;era:’,

197'%k,

.y para‘un:liquido vw/c
lo-cual muestra queﬁb' ‘].aj”rAazénr'ar!t:erlhor:jiés:'"muy pequeha a menos ‘que
las velocldades sean: muy gréndes. Fér lo tanto la ecuaclén de

conduccién de calor (2.3} se reduce a:

8T 8T 2 - :
R — +u—=x9T, (2.9)
at  Jax

J
donde x (= k/pocv). es el coeficiente de difusividad térmica.
Las ecuaciones (2.4}, (2.5), (2.7) y (2.9). son las
ecuaciones de balance dentro de la aproximacién de Bousslinesq. La

solucién a las ecuaclones hidrostaticas es la slgule;lte:

De (2.9) tenemos que la solucién a VT = 0, es:

T =T+ Az , (2.10)
s 0
La de (2.4) y (2.10): p= po(l—a:(Tl-Ta))= po(l—qu) (2.11)
y la de (2.7): P= Py- gpo(z - mAzz/z); ) N TIET)

donde P, s la presién ejercida en la superficie de arriba y A-es:

una constante por determinar de las condiciones de frontera.-

2.3 Condiclones de Frontera
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Vamos a tomar combinaciones de las condiclones de frontera.
En la superficle de abajo las condiciones de frontera mecdnicas
pueden ser de dos tipos: podemos tener una superflcie rigida
{donde aparecen esfuerzos viscosos) ¢ una libre (donde 1los
esfuerzos tangenclales son cero) pero plana, es decir una
superficle lndeformable. La condicién de frontera mecanlca en la
superficie de arriba, es por supuesto, la condicién- de una
superficle auténticamente libre, es decir con deformacién. Las |
condiciones de frontera térmicas en ambas superficles también.- S
pueden ser de dos tipos, puede ser una superficie conductora :.a::

temperatura constante é una superficie en la que el flujo de calof :

es constante,

Las condlciones de frontera mecénicas para la superfity:i"

abajo en z = -d (figura 2.1) se pueden traducir en los siguléﬁtes
casos:

a) Superficle riglda:
= (ugv,w) =0. - ri(2013a)

Dado que esta condiclén ocurre para toda x y vy, se'sigue de. la
ecuaclén de continuldad (2.5) que:
ow

—=0. (2.13b)
s 8z - S

b) Superficie libre sin deformacién:
w=0 (2.13¢)

y la condicién de que los esfuerzos tangenclales son cero:
T =71 =0, (2.13d)
z zy

debida a que w es lgual a cero para toda x y y tenemos que (2.13d)
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es equlvalgnte as

“A2.13e)

—_— =0
82°

Las condiciones de frontera térmicas son:

aT -
— = =F/k
az

cuyos subindices indican derivadas paréiaies y’:" =

a2 2 172
N-(nx+ny+1) .

Aqui, las condiciones de frontera son:
Condicién cinematica: T e et el D T
an an an ;
W= = b U iV (2.15a)
at ax ay .

Diferencia de esfuerzos nulo:

(p=py)n, = Zpeunj. ‘ ‘ (2.15b) -
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aqui se ignora la tenslén superficlal y'se considera que el fluldo
que estd en contacto por arriba:con in‘uestr‘o éistema, Juega un
papel pasivo. '

Multiplicando esta gcuacléj

i’y 'sumando - sobre los °

- (lf'z*"x)."x'(vz’"y)_ny) *

+ NP(-2u 0= (0 V) WY e 0l e (201sa))
Z R iy o . E e

s1 ahora’ tomamos 1" =2 en,(2.‘157br)‘ obtenemos: .

o T ST : =
+ "+ - +1 -
.ny(uxn*r RRx J(}uywxlnxny - (04w I - (v e )py) ;

+ N¥{=2v 0 - (u +v
e WY YR
2 :

Las condiclones: de froﬁtgra térinica:en' la f or

son,

temperatura constanteil i .
T= T, ‘constante, i ool 7 2ie1ea) M

y flujo de calor ci:'nst;‘ant'e:‘
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nUT = -F/KN. O CIET Y I
Ordenando, de acuerdo a las condiciones de  frontera térmlcasv

tenemos los sigulentes 4 casos que determinaran - la conétan_te A

dada en (2.10) como sigue:

Caso (i): . e

T(-d) = Ty T(n) = T,
Caso (ii):

aT(-d)

= -F/k, nUT(n)

8z
Caso (111):
T{-d) = T, :
Caso "(1iv):

aT(-a)

= -F/k,
8z

2.4 Ecuaclones lineales para las perturbaciones

En -este momento estamos en posiclén de tomar una pequefia
perturbacién del estado iniclal descritc en la Vsecclén 2,2. Sean
estas perturbaclones las variables primadas, tenemos que:

4= W(xt)

T=T(2) + T (Xt
p= p-(z) +p'(x, t)
p=p(2) + p (x.t).

Consideremos primero el problema dentro de la aproximacién de
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Boussinesq y veamos qué ecuaclones - se obtlienen. Ignorando
términos de segundo o mayor grado, en primer lugar tenemos que la
velocidad se mantliene solenoldal:

au’
‘=9 (2.17)
n9xl

Las ecuaclones de movimiento y de transferencia de calor para las

perturbaciones son, respectivamente:

aa e’ it :
— = — et -l T AR
at (-] ) Pq ) : N X
ar FER N E R R e
Yy i =AW+ VT, : 2. (2:.19)
- : at*7 R S
siendo,
p = -apoT' (2.20)

la perturbacién de la densidad.
Las ecuaclones (2.17)~(2.20) son nuestras ecuaciones basicas
para las perturbaclones dentro de la aproximacién de Boussinesq.
Sl por otra parte, tomamos 1las ecuaclones bésicas de

movimiento (2.1)-(2.4) tenemos que en el estado no perturbado:

ap
— = ap A
az °

y el cambio en la densldad p' causado por la perturbacién T’ en la
temperatura, esta dado por:
p' = —apT’ = —apo(l + aAzZ)T' .

Por lo tanto, mientras que los términos de primer orden en 8p/3t y

en uJEip/z‘!xJ en la ecuacién (2.1) ocurren con el factor «, el
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término restante no lo tiene; de esta manera como « es pequefio
podemos ignorar el término @Aw y considerar a u como solenoidal,
es decir tenemos un flujo incompresible. De la ecuaclén de flujo
de calor, lo primero es recordar que V « U = 0 y lo segundo es ver
que el término de disipaclén de calor ¢ es de segundo orden, por
lo que recuperamos la  ecuacién (2.19). Considerando
posteriormente la ecuacién de movimiento (2.2) observamos que
podemos tomar a 4 como constante, ya que las varlaclones de g son
del orden op' que al ser multiplicadas por uJ pueden ser
ignoradas, y podemos escribir P, en lugar de p salvo cuando esta
multiplicando a g.

Haclendo estas consideraciones hemos recuperado las
ecuaciones para las perturbaclones dentro de la aproximacién de
Boussinesq (Chandrasekhar 1961, s6/). Por lo tanto, vamos a tomar
a las ecuaclones (2.17)-(2.20} como nuestras ecuaclones lineales
para las perturbaciones.

Si ahora tomamos al espesor de la capa “d" como la unidad de
longitud, a d?/k como la unidad de tiempo, a Ad como la unidad de
temperatura y a pad:l como la unidad de masa, las ecuaclones
adimensionales, toman la forma {(donde ya quitamos las primas y no

camblamos de nombre a las variables que aparecen):

=0 (2.21)

La ecuacién de movimiento se convierte en:

3

&u gd” . 2 . -
— = ek +Ev2u-\7p+§:3 (vi = uy), (2.22)
at [3
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siendo ;, ; ¥ ; los vectores unitarios en la direcciédn de los ejes

coordenados.

La ecuacién de conduccién de:calor se convierte en:

at 2
— =w + VT (2.23)
at ;

la ecuacién de estado se convierte en:

p = -aAdT (2:24) ¢
S1 ahora definimos los nimeros adimenslonales: g
(-A)d‘ga
El nimero de Rayleigh: R =
xv
gd’
El nimero de Gallleo: G = -
Vv
v
El nimero de Prandtl: ¢ = =
K
an?at
El numero de Taylor: T = — )
v

Por lo que las ecuaclones '(2.21)-—(2. 24) se pueden escribir como:

su‘ S
—Lt=z9 (2.21)
ax,
du 2. 2, ! 1/2 - ~
— = - Gopx + VU - Vp + T % (v1 - uy) o (2.22)
8t : g .
8T . i
— =y VT B S 2023y
at T
p.= (RAG)T S 2 (2.24)

tomando el rotacional: ‘de (2.22), con. o = VX \_lel véétbr
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vorticidad:

ag i Sl
— . .(2.28)
ax° (:iy2 az

89°%w 3% &%p

——sz[—#— + o P 2 1%

at

Entonces tenemos cuatro ecuaclones lineales adlimensionales,
(2.23), (2.24), (2.27) y {2.28). Falta encontrar las ecuaclones
lineales para las perturbaciones de las condiclones de frontera.

En la superficle de abajo las condiclones de frontera toman

la forma:

Ta) w(-1) = w (<1)7= (1) =0 (superficie rigida) (2.29a)
6 ; ’

b) wi-1) = w_(-1)'=¢ (-1 =0 (superficie libre) (2.29b)
v, =0 (temperatura constante) (2.30a)
8.
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LT(1) = : '(_!;luJo"dg calor’constante) ks (230b) -

En 1la ‘superfi’c‘_le"dé afrlba"deforfmable:

i, = w(0)

a0} ¥ (0) =0
z .
v (0) +'w (0) =0
z y
+-p(0) + Go®n + 20w _(0) = 0
Yoiio : T(Oi =7 (temperatura constante)

e T T(0) =0 (flujo de calor constante): ™

" ’En donde” en este caso los subindices denotan’derivada

2.5 Modos Normales

Suponemos ahora que las perturbaciénes se’ desa

siguiente manera:

w = W(z) exp (i(k!x + 3 + )
T = 8(2) exp (1(k‘x + k"’y) + 
§ = 2(z) exp {ilkx + kyy) + At}
p = plz) exp {1(kx + kyy) + At}

al igual que las demds varlables que aparezcan en las condiclones
de frontera. De esta manera tenemos que los: operadores

diferenclales que aparecen se convierten en:

8 8 o
— =2 — =D v2 = p? T k?
at 8z

8 8 2 4 4 2 4 2 2 2

— v — =k vt =p* - 2k®D® + x con k¥ = K2+'k

8x ay ki

De la ecuaclién de continuidad tenemos que:
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0% KX (D7)

quetas a la condiciones de frontera~ A

a) (- 1) = DH(<1)"= Z( 1) (superficie rigida)

6 b) H( l) = naw( 1) = DZ( 1) =0 {superficte libre)

en la superficie deformable de arriba tenemos:

De-(2.30a): : W(o}) =
De (2.33): pz(o) =

Combinando (2.31a) y (2.31b)} obtenemos:

(0% k®W(0) = 0

)% v(n - P00 R (n 2 kP -mme )

(2. 38)

{2.39a)

(2.39b)

(2. 40a)
(2.40b)

(2. 40¢)

Para la ultima condicién de frontera mecdnlca tenemos que la

ecuacién (2.31d), se convlierte en:

-p(0) + Go*W(0)/A + 20DM(0) =

(2. 40d)

pero por otra parte sl manipulamos las ecuaclones para las

perturbaciones obtenemos:
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< [(Dz-kz-axr)bu =),
Ag? : B

para toda z,' por-lo, que’(2.40d) se puede escribir colﬁq:"

(DP<3k3-a/0)0H — T2 % GakW (I =0~ (2.40e)

l;as"cdndlclones dé frontera t,érmlcas‘ para‘ lors”cvuatro casos

‘son;’

v‘:Caé;i (1): (temperatura constante arriba v abajo):

8(~1) = o, 8(0) = n = W(0)sa,

{2) ‘(!‘lliJo de calor constante arriba y abajo):

T pe(t1) = o, D8(0) =0,

Caso (3,),:“_1;];’0 de calor constante arriba y temperatura constante
abajo):i”
e(-1) =0, bpe(o) = o,
Caso (4) (temperatura constante arriba y flulo de calor constante
abajo):
pe(-1) = o, 8(0) = n = W(0)/A,
Al combinar cada uno de estos casos con las dos diferentes
condiciones de frontera mecdnlcas en 1la f{frontera -de = abajo
obtenemos un total de ocho casos. ’ -

Las ecuaciones son lineales por la tanto la sclucién para @

en la ecuaclén (2.38) es de la forma:
4
e = Z {A senh le (z#1)] + B senh {e, (z+1)]1}
i=1

en donde las ul's son las cuatro ralces diferentes (sin tomar en

cuenta los cambios de signo) de la ecuacién algebraica:

s
g
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(- KAV @K @5 P Tl kE-a)as Rk (e kP-A/e)
4 . g ; Zo

Tenemos, por lo tanto, ocho condiciones de frontera y una
ecuaclén de octavo orden, cuya solucién debe cumplir con estas
condliclones de frontera para una A y una k? dados y esto nos daré
una secuencia de valores de ﬁ. Tenemos pués un problema doble de
valores caracteristicos. Para una k° y una A debemos encontrar el
valor de R que cumpla con las condicliones anteriores, pero debemos
agregar la condicién de R real. En general habra una serie dé
valores de A que hacen a R real (para una k% dada yconT, Gy
también dados). Sin embargo nosotros estamos 1nteresados
solamente en el A partlcular que nos di el valor minimo de R
positivo, sean Ro(ka) y Au(kz) estos valores minimos. El
significado de estos parémetros es el siguiente: conforme
aumentamos gradualmente el valor del numero de Raylelgh, hay una
perturbacién caracterisada por el numero de onda k que se hace
inestable por sobrestabilidad cuando llega al valer Ro(kz) con una
frecuencla Ao(kz) de las oscilaclones. Para determinar el
Rayleligh critico debemos encontrar el minimo de la funcién Ru(kzL
El problema queda pués determinado, pero surgen complicaclones
precisamente al tratar de encontrar este valor, ya que las
funclones son en general complejas y el analisls numérico no es
nada ‘sencillo

Nosotros encontramos los numeros de Rayleigh criticos en el
caso estacionarle A = O para los parametros que aparecen en las

ecuaciones.
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2.6 Caso estaclonarlo

Del caso general haciendo A = 0, tenemos las sigulentes
ecuaciones para las perturbaciones:
(0% k*)8 = -
(03 K%z = - 7% D

1s2

(0*k*)% = rRk% + 1'% D2

(0%~ K3 (0%-k%” + 0% RKP}l8 = 0

‘ sujetas a’las condiciones de frontera:
“a) W(<1).= DW(-1) = 2(-1) =0 (superficie rigida)
6b) W(-1) = D*(-1) = D2(-1) = 0 (superflicle libre)

en" ia~sui:erﬂc1e de arriba tenemos que:
W(0) = DW(0) = DZ(0) = 0
Gonk® + (D%-3k%)1DW(0) - T'/%2(0) = O
Las condiciones de frontera térmicas son:

(2.48a)

Caso (1): e(-1) = 0, 8(0)
Caso (2): pe(-1) = o, DB(0) (2.28b)
Caso (3): 8(-1) = 0, Da(o) = q, ’ (2. 48c)
Caso (4): pa(-1) = o, 8(0) = (2.48d)

Nétese que cuando el problema es estacionario, el conjunto de
pardmetros se reduce en uno, ya que G y ¢ siempre aparecen comec

producto Ge.

Ahora traducimos las condiciones de frontera para @ en cada

uno de los ocho casos.
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Caso .1a:
En la superficle de abajo, -

0

e(-1) = D%a(= ”,- (D -k )De( -1). = (m -kz):'* RK® )De( n

(2. 492)
En la superflcie de arriba

(0®-k*)8(0) = (D k2 )D 6(0

= Gok'a(0) +. [{(n?sz>

Caso .1b: ‘ . :
En la superflcle de'ahéjo. :
_e(-1) = pPe(-1).= p'a(= 1).= p%(=1) = i .
(2.50a)
En la superflcie de arriba, :
(Pk%18(0) = (D%-KAID%B(0) = {(B%-k*)% RKPIE(0) =
= Gok'8(0) + [((Da—kz) - %3 + DO + R K ]DS(O) =0
(z sob) .
Caso 2a:
En la superficle de abajo,

pa(-1) = (D*-k*18(-1) = Da(-1) = (0®-k*)’De(-1) =

En la superficie de arriba,

pe(o) = (p*-k*)8(0) = (D*-k*)D%B(0) = ((D k ) + Rk )9(0) ='>

(2 Slb)
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Caso 2b:

En la superficle de abajo,

((D-k)*Rk)e( 1)-D‘v

pa(-1) = (0P-kMe(-1) = (0*-Kk3)p%B(=1)
: . 52a)

En la superficie de ar‘rib‘i’x.»
DB(0) = (D*k%)8(0)’ =(D-k*)D°6(0) =" {(D?=K%) % RK2}6(0)

Caso 3a:

En la superficie’de:aba jo;
a(-1) =

pPa(-1) .= (D2-K)DB(=1).=.

En la superficle de aba jo,

S( 1)=D9( 1)—D9(1)—D6(1)=0

En la superficie.de arriba,

De(O) = (D -k? )B(O) "(D -k ]D 9(0) = ((D

Caso 4a:

En la superficie de aba]jo,

pa(-1) = (0*«*)ac-1) = p%a(-1) = (0*k?)%DB(-1)

7(2.55a)
En la superficle de arriba,
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(0%Kk%8(0) = (0*K*10%810) = ((DFK)%+ RIP1B(0) =

= Gok'a(0) + (0 - K(0%-ad) + THEPK) + R 1¥)pe(0) = 0

Caso 4b:
En la superficle de aba]o.: :

pe(-1) = (DP-KkP)B(-1) = (DP=kP)nlel

En la superficle de a;rlba.

0*-i%18(0) = (D*k*)B%8(0) = {(0™k%)% RKP)e(0) =

= Gok'elo) + [((Dz-kz)z S R0 € DR R kZ]D:a(Q)Vé o

“(2.56b) -

De acuerdo con resultados previos rsi12/, al observar estas
condiciones podemos ver que sélo en los casos 1 y 4, es decir
cuando la temperatura es fija en la superficie de arriba, 1la
deformacién superficial v4 a tener un efecto sobre la estabilidad,
ya que cuando tenemos flujo de calor constante en la superficie de
arriba no aparece el parametro m en las condiciones de frontera:
(2.51)-(2.54).

Las ecuaclones son lineales por la tanto la soluclén para 6

es de la forma:
4
8 = } {A senh [a (2+1)]1 + B cosh [« (z+1)]} (2.57)
15
en donde las « s son las cuatro raices diferentes (sin tomar en
cuenta los camblos de signo) de la ecuacién algebralca:

(e~ 1) (UKD + Ta?s RP} = 0 (2.58)
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cuyas soluciones son:

o = K? por lo: que (%

2.~ k%, la“ecuacién

Y
finalmente:

e, = [u +v +'k2]

R 12
Y a‘=[c2u+c1v+k] .

En el siguiente capitulo anlizaremos 1la establlidad
estaclonaria de cada uno de los ocho casos por separado, Se

mostrardn los resultados anliticos en los casos en que esto sea

posible, haciendo aproximaclones para nimeros de onda k pequefios,
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III

RESULTADOS NUMERICOS

Caso 1la
Caso 1b
Caso 2a
Caso 2b
Caso 3a
Caso 3b
Caso 4a
Caso 4b

ONoOUsWLN~

3.1 Caso 1a

En este caso la superflcie de abajo es rigida a temperatura
constante, y la superficie de arriba es libre deformada a
temperatura constante. Al tener esta condicién de frontera
térmica en la superficle de arriba, la deformaclén aparece y se
tiene como parametro al producto del nimero de Prandtl por el
nimero de Galileo Go.

Al considerar una solucién para © de la forma (2.57), las

condiciones de frontera (2.49a) y (2.49b), quedan como:

Bl =0, (3.1a)
¢ o2

YelB =0, (3.1b)
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{Rk cosh(k) - Gek’senh(k)}A,

fa Z {r + a: - 4kzaf + 3k‘)a.lcosh(ul) - Gd'kzsenb' CRT S
152 e
+ {Rk senh(k) - Gok’cosh(k)}B,

- i 1T + af - aka? + 3k*)a senh(a) ~ Gok®cosh ()} = 0"
= ' : ;(3.’1}1)

El problema lo hemos convertido en un probliema nﬁxﬁér'ico; qlxei
en notaclén matricial tendria la forma: E :

AC =0, (3.2)
en donde A es una matriz de 8X8 que se forma al sustitulr las
soluciones a la ecuacitn (2.58) en las diferentes funclones que -
aparecen arriba, y C es la matriz de 8X1 formada con los
coeficientes A‘..... A‘. B‘..... B“ Para poder tener una
solucién distinta de cerco debemos pedir que el determinante de A
se haga cero. Para cada par de valores de T y de Go fijos,

tenemos una curva de valores de R y k, que cumplen con esta

condicién,
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A continuacién mostramos las graficas de las curvas del
numero. de Rayleigh R contra el nimero de onda k para diferentes
valores de Go y del numeroc de Taylor 7. En la figura 3.1 se
muestran estas curvas para Go fijo (=137.5), con diferentes -
valores del nimeroc de Taylor T. En la figura 3.2 mostramos estas
curvas para T fijo (=100) y diferentes valores del parametro
adimensional Go. Estas curvas representan las curvas de
estabilidad marginal, pero nuestra atencién esta fija en el nimero
de Rayleigh critico Rc y su correspondiente kc para los cuales
comlienza la conveccién.

Para cualquler valor de T y de Go el valor k = 0 es un punto
extremo. El wvalor correspondiente de R lo calcularemos
analiticamente, En estas figuras podemos ver que sélo cuando la
rotacién es grande con respecto al pardmetro Go, el valor de R en

k = 0, serd un minimo absoluto.
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En la figura 3.3 se muestran las curvas del numero de onda
critico k= contra el Log{l + U para diferentes valores de Go. ‘En
la flgura 3.4 tenemos las curvas del nimerc de Rayleigh critico R.:
contra el Log(i + T) para diferentes valores de Go. En las
flguras 3.5 y 3.6 mostramos las curvas del numero de onda critico
kc y del numero de Rayleigh critico Rc. respectivamente, contra el
Log(Ge) para diferentes valores del numero de Taylor T.

Observando la condiclén de frontera (2.49b) notamos que si
Go se hace suficientemente grande, la superficie se comporta como
una superflicie plana, puesto que 3 se hace muy chico y recuperamos
la condicién de frontera 8(0) = 0. Esto concuerda con nuestros
resultados numéricos para Go grandes en las figuras 3.3 y 3.4
(éstos se pueden comparar con los de Chandrasekhar /s/ para el
case en que no hay deformacién).

En el caso en que el Go es pequefio, su efecto es grande, con
respecto al caso en que no aparece en las condicicnes de frontera.
Como por ejemplo para una capa de un milimetro de glicerina, en
donde Go = 143.

S1 por el momento nos concentramos en el tamafio de las
celdas (el cuil va como llkc), se puede observar de las graficas
que aparecen en la flgura 3.3, que sl tenemos un fluido dado, con
v, K y « caracteristicos y un grosor dado d, al comenzar sin
rotacién, el minimo estd dado para uma k diferente de cero, es
declr las celdas que aparecen son celdas finitas. S1 ponemos a
rotar un poco al fluldo, tenemos dos casos: primero para Go
relativamente pequefios, graficas con Go = 137.5, 154 y 200, en la

figura 3.3, la celda comienza a agrandarse, antes de hacerse
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infinita conforme aumenta T; en el caso contrario, para Ge grandes
Go = 500, 1000, 7500, 20000 y 105. en la fligura 3.3, la celda
comienza a hacerse mas pequefia conforme aumenta T, es decir k.:
aumenta al crecer T. En ambos casos, al seguir aumentando 1la
rotacién hasta un nUmero de Taylor critico 'ﬂ'c, para cada Go
aparecen dos tipos de celdas, unas muy largas y otras de tamafio
regular. Para T > ‘ﬂ’c s6lo aparecen celdas infinitas. Esto lo
podemos observar en las graficas que aparecen en la figura 3.1, ya
que para un Go dado, cuando tenemos poca rotacién, el minlmo de R,
es decir Rc, estd dado para kc diferente de cero, pero llegamos a
un numerc de Taylor, que hemos llamado ’ﬂ’c en el cual este valor de
Rc coinclde con el valor de R para k = 0. En nuestro ejemplo ‘H’c =
78. También podemos ver en la figura 3.1 como para ¥ grandes el
minimo estd en k = 0, es decir a partir de este valor sélo
aparecen celdas infinitas.

Dg la misma manera, para un T dado, s} Go es relativamente
pequefio, el Rc estar4d en k = 0, pero llegamos a un Go que podemos

1lamar Gc-c después del cual t celdas infinitas (flgura 3.2).

Estos valores de Tc v Gcc son preclsamente los saltos que se
observan en las graficas de las figuras 3.3 y 3.5,
respectivamente, Como se vé en la fligura 3.5 el parémetro
adimensional Go influye sobre el tamafio de la celda, en el sentido
de que la achica . Es decir al crecer Go crece kc.

En la figura 3.7 tenemos la grafica de Gcrc contra “ﬂ’c. Esta
grafica divide al plano Go-T en dos, una regién en donde tenemos
celdas finitas y otra con celdas iInfinitas. Cabe menclonar que en

todas las graficas 1llegamos a valores de Go razonablemente
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pequefios, pués no’ tlene ningin sentido el hablar de Go muy
pequefios.

Tamblén, con lo que respecta a la estabilidad, el hecho de
considerar el efecto del parimetro adimensional Geo trae resultados
sorprendentes. Como ya dijimos, si Go es grande su efecto es muy
pequfio, ya que n = 8(0) tiende a cero y recuperamos las curvas
calculadas en ss/. Por otra parte, podemos observar que para un
Go dado el punto donde kc se hace cero también divide a cada una
de las curvas T contra Rc (figura 3.2) en dos. De nueva cuenta,
en la primera regién con T pequefios {es decir menores que 'IIC. para
cada Go), en donde tenemos celdas finitas se presentan dos casos,
primero si Go = 154, al crecer el numero de Taylor T, el Rc
comienza a disminuir, es declr que la rotacién tiene un efecto
desestabllizador sobre el sistema, contraric al caso en donde no
se considera la deformacién de la superficie. Aunque es preciso
notar que en este caso el Rc disminuye muy poco. En el caso Go >
154 tenemos que conforme crece T, Rc también crece, es decir la
rotacién tlene un efecto estabilizador sobre el fluido, como
cuando la superficie es plana. En la segunda parte de las curvas
de la figura 3.2, cuando las celdas son infinitas en donde kc es
cero, conforme crece T, Rc va disminuyende, es decir que la
rotacién tliene un efecto desestabilizador, y tiende a 2Go,
conforme el numero de Taylor tiende a infinito para un Go dado.
Esto serd claro cuando investiguemos el comportamiento de R para
numero de onda pequefios.

Para un nimerc de Taylor fijo, el parametro Go tiene un

efecto establlizador, como podemos observar en la flgura 3.6, ya
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que conforme éste crece Rc también aumenta par"
de Taylor 7. S1 T es grande tenemos.una’ relacié
y Gr que calcularemos al hacer la'apro}xxym‘

onda pequefias.

Los resultados descritos anteriorménte ﬁara V =‘v0. es decir i
para el caso en donde no hay rotacién se 'pueden e'nconytkrar ‘en 712/,
¥ se verd que concuerdan completamente conh los nuestros, mostrados
en las figuras 3.1, 3.3y 3.4,

La aproximaclén. para numeros de onda pequefios,. es muy
parecida en todos los casos en donde se presenta, por lo que tan
s610 en esta ocasidn mostraremos todos los detalles:

Consideremos que W, Z y 6 tienen la forma:
4
W kW ke (3.3)

51 combinamos las ecuaciones (2.42)-(2.44), considerandolas
a orden cero y traducimos para W (se obtienen los mismos
resultados si lo hacemos para la perturbacién de la temperatura),
tenemos fquet
oz, = -T%M 3.4)
Do, + W, =0, (3.5
sujeta a las condiciones de frontera dadas por (2.45a), '(74.46)" Yy ;
(2.48a); - [
HO(O! = DWO(O) = 20(01 =0,
eo(o) =0,
Wt = 0% (1) = 02,01} = 0,

y 8,{1) = m;

en donde tomamos la superficie de arriba en'z = 1 y .la’superficie
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de abalJo ‘en 'z =0, sin pérdida de generalidad. —,‘Lavfponchléh

(3.6b) ‘con ayuda de 2.43 se convierte en:

o =0
DHO(O) ,’_0'

y. la condiclén (3:6d) E‘ebqulvélehte a’

De (3.4) tenemos que DZ°= —v“’wﬂ + cte., pero de (3.6a):

Ho(l) = DZo(i) =0,

por lo -que la constante es cero, entonces:

=
vz= -1 ’uo V.
_ e[ 1 2
ZD_'II' [EA12¢A22+C1+

rz
e

+ z—r- {(B,- B,)cos(rz) + (B« B))sen(rz}} = :
e Tz
- - ((830 B‘)cos(rz) + (-83# BA)sen(rz))] (3.9)

Al sustituir las condiciones (3.6a)-{3.6f) en las soluclones para

wo y 20 dadas por (3.7) y (3.8), respectivamente, tenemos que:

A+ B+ B, =0, (3.10a)
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A+ B+ B,-8.-B)) =0 (2. 100),

(3.10g) ..

' (3.10g) se:convierte en:

j‘s‘A‘ * 2dl'= e (3.10h)
Después de slﬁ\pllﬂcar Uegamosj'a' un svl'ste,ma,yde ecuaclones
homogéneo:
AI+ ZrB‘+ rBz+rB‘ = O
srA‘# ZB‘— Bz-B‘ =0
At B,(e"- e )cos(r) + Bze’rsen(r)*- B‘e'fsér{(r) =0

B‘(er+ e ")sen(r) -,Bzer,t:os(rf)*-VB‘e":c;c'grsﬁ(lr')i= 0

y de la condicién de solubilidad:

1 2r r r
sr 2 -1 -1 0
1 cos(r){ef- e ) e"sen(r) e "sen(r)

3} sen({r)(e"+ e™") ~e"cos(r) e Tcos(r)

Que después de despejar para para s, da:
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(G.11)

de donde R queda como: R = 2Ge o mERET (3.12)

Esta férmula para Rc no sé6lo éonﬂrma nueétros resultados
numéricos, sino que nos ha ayudado para determinar el momento en
que k= 0O es el minimo absoluto, sin tener que calcular las
curvas completas.

En ausencla de rotacién, R quedaria como s12s:

R = A% (3.13)

que concuerda con lo (3.12), ya que el limite de s cuando r tlende
a cero es -9/20. Por el contrario, si tomamos el limite cuando r
es muy grande, s tlende a cero y el nimero de Rayleigh critico
tiende a 2Go. Lo cual concuerda con los resultados de las
figuras 3.4 y 3.6.

Para un T lo suficientemente grande para que las celdas sean
infinitas, el nimero de Rayleigh critlco estari dado por (3.12)
(figura 3.4), es declr tenemos una relacién lineal entre Rc y Geo,

Esto no es sorprendente ya que por definicién:

gd
Gor = — (3.14)
vk
(-A)gd‘a
y R=——— = (-A)da Go . (3.15)

123
Un fendémeno muy parecido a lo descrito en los parrafos

anteriores sucede cuando conslderamos la estabilidad de  la
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convecclén estacionaria de una capa de magnetofluldo, en donde
actuan campo magnético y rotacién censtantes, simultaneamente ss/.
Cuando el campo magnético y la rotacién actian por separado, ambos
inhiben la estabilidad y tienden a disminuir el tamafio de la
celda, pero cuando actian juntos los efectos para clertos valeres
no se suman. En ese caso también hay una discontinuldad en la
gréfica de Q (el nimero de Chandrasekhar), numero adimenslonal
ca;‘acteristico del campo magnético, coentra kc en donde para una
rotaclién dada, hay un valor de Q para el cual kc disminuye mucho,
antes de este valor el kc es casi constante para todo Q. Ademas
para una Q grande, al crecer la rotacién el kc disminuye. Esto
muestra, como en nuestro case, gque conocer los efectos por
separade de los dos pardmetros, no garantiza que los dos efectos
actuande Juntos den resultados semejantes.

También cuande consideramos los efectos de la rotacién
actuando en una capa de flulde calentada por abajo entre paredes
que son malas conductoras, tenemos una regién en donde para
nimeras de Taylor, menores gque un Taylor critico (en nuestro caso
son mayores) donde aparecen celdas infinjtas. Esto fué primero
expuesto por Davalos en /t3/; nosotros estudiaremos este fenémeno
en las secciones 3.3 y 3.4, con diferentes condiciones de frontera
(tante mecanicas como térmicas), al problema estudlado por
Divalos.

Por otra parte, el nimero adimensional Go puede ser
conslderado como un parametro gravitacional. Si lo vemes de esta
manera tenemos que la gra;vedad tiene un efecto de fuerza

"restauradora", sobre la capa de fluldo, que ser4 controlada

71



precisamente por este parametro Go. Pero es en el momento en que
interactuan la rotaclén y este parametro gravitaclonal, que los
efectos de éstos son desestabllizadores, a pesar de que los dos
actuande por separado son estabilizadores, como en el caso del
campo magnético y la rotaclén actuando jJuntes.

Sl nosotros hiciéramos tender v a cero, Go tenderia a
infinito, 'y recuperariamos las curvas descritas en el libro de
Chandrasekhar (por ejemplo curvas con Go = 100000 en las flguras
3.3y 3.4), vy Rc tenderia a infinito, por lo que el flulde seria
estable para cualquler gradlente adverso de temperatura., Esto va
de acuerdo con el teorema de Taylor-Proudman para un fluldo sin
viscocidad rotando: la distancia entre dos particulas de fluido no
cambliard a lo largo del eje de rotacién. Este resultado limita el
movimlento convectivo cuando Go es muy grande y T tlende a

infinito.

3.2 Caso 1b

En este caso tenemos que la superficie de abajo es libre a
temperatura constante, y 1la superficle de arriba es libre
deformada a temperatura constante. Al tener esta condicién de
frontera térmica en la superficle de arriba, de nueva cuenta
aparece el parametro Ge. De hecho este caso es muy similar al
anterior, como se verd en los resultados numéricos, ya que sélo
camblamos la condiclén de superficle libre sin deformacién en la
frontera de abajo, con respecto al caso anterior.

Al considerar una solucién para 8 de la forma (2.57), las

72



condiciones de frontera.(2.50a) y [(2.50b) correspondientes 4 este’

caso, quedan como:

: , T S i (3016a)
151 S S L [ SRt

szA'lsyenh(‘k) -E’Yafsénh(a"]Al'ﬂd» szslcush(k)
©ae B i

{Rk cosh(k) - Gckzsenh(k))Ai

. Rb
-} AT v o - ak%? + 3k")a coshlw,) - Gok’senh (a )}A
152 T

+ {RKk senh(k) - Gdkzcush(k))B‘

Iy
- Z {UT + a: - 4k2a‘:‘ + Jk‘)u‘senh(al) - Gokcosh (a|))B‘ =0.
1=2

(3.16h}

El procedimiento a seguir es completamente andlogo al

seguido anteriormente, y las graficas se muestran como en la

seccion 3.1. En la gréfica 3.8 mostramos las graflicas del namero

de Rayleigh R contra el nimero de onda k, para diferentes valores
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de T con Go fijJo (=100). En la 3.9 mostramos las mismas curvas
pero con T fijo (=1000) con diferentes valores de Ge. Como en el
caso anterior el punto k = 0 es un punto extremo. En este caso
para un Go dado (flgura 3.8), el valor correspondiente de R, para
k = 0 es el mismo, independientemente del numero de Taylor y es
3Go. Esto lo demostraremos analiticamente al hacer el calcule
para numero de onda pequefios. Como en el caso 1:_:. este punto con
k = 0 serd el critico sélo si la rotacién es grande con respecto
al Go, como se puede observar en la figura 3.9.

En la figura 3.10 podemos observar como aparecen las celdas
infinitas conforme crece T. Es decir cuando la rotacién es
pequefia, tenemos celdas finitas para todos los Go con valores
relativamente pequefios. Al seguir aumentando el numero de Taylor
T llegamos a un valor ITC. en el cual aparecen dos tlpos de celdas,
unas de tamafio infinito y otras de tamafio regular, es decir es el
punto en que el minimo de R mostradc en las figuras 3.8 y 3.9 en k
diferente de cero, coinclde con el valor de R para k = 0, que es
independiente de T y vale 3Go como se vé en la figura 3.9, Para T
> 'ﬂ'c el nimero de onda critico k= es slempre cero. Si aumentamos
la rotacién un poco, sin llegar al valor Yc, tenemos que para Go
relativamente chico, por ejemplo graficas con G = 100, 150 , 200
e incluslve 500 en la figura 3.10, .tenemcs que el numero de onda
eritico kc aumenta un poco conforme aumenta VT, pero después
comienza a disminuir, hasta que llega al valor de 'l'n, en donde se
va a cero. Este es precisamente el salto que se observa en esta
figura. En el caso de Go grandes en (= 1000, 5000, 20000 y 80000

en la figura (3.10), conforme aumenta T, para valores menores gque
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el ‘I’c. el kc aumenta, es declir la celda disminuye en tamafio, hasta

llegar a vc. en donde la celda se hace infinita.
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Fig. 3.9 Gr&ficas del ndmero de Rayleigh R contra el

nimero de onda k para diferentes valores de Gog con T =
1000.
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De una forma parecida, sl tenemos un Go grande la celda es
de tamafio finito, pero al disminuir su valor, llegamos a un Go,
que podemos llamar fkrc. en donde kc se hace cero para cada T, que
son precisamente los saltos en la figura 3.12. Para Go < Gvc el
minimo estarad siempre en k = 0. Tamblén en esta figura podemos
observar que el efecto del Go es el de achicar las celdas, para
todos los valores de T.

SY nos fljamos en la grafica de Go = 80000 en la figura
3.10, veremos que esta coinclde con la grafica para el caso en
donde no hay deformacién superficlal que tamblén fué calculada por
Chandrasekhar en s5/. Esto es claro, sl volvemos a la condlclén
de frontera (2.49b), en donde para Go suficlentemente grandes,
recuperamos la condicién de frontera n = 8(0) = 0. Una diferencla
que debemos hacer notar, con respecto al caso anterlor la, es
que las curvas de Rc y kc contra Go para cuando ¥ = 0, que
mostramos en las figuras 3.12 y 3.13, no han sido presentados en
la literatura.

Con lo que respecta a la estabilidad, podemos observar en
la grafica 3.11 que cuando la celda es finita el Rc comienza a
crecer, conforme aumenta T, es decir, la rotacién tlene un efecto
establlizador para todos los valores del Go cuando el numero de
onda critico es diferente de cero, Al tener una celda infinita,
es decir para T > vc. el R: es constante, y vale 3Go, llegamos a
un punto en que la rotacién ya no tiene efecto sobre la

establlidad de nuestro sistema,
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De nueva cuenta, para un nimero de Taylor fijo el parémetro
Gor (figura 3.13) tlene un efecto estabilizador y sl estamos en la
regién con k = 0 (figura 3.14) esta relaclén es: Rc = 3Ge como se
vera al hacer la aproximacién para nimeros de onda péquefios,

La aproximacién para numeros de onda pequefios, es muy
parecida al caso anterior, por lo que W, Z y 8 tienen la forma
(3.3):

W=t + kW + kW o+ (3.17)
o . 2t e .
y las ecuaciones que nos quedan a orden cero son (3.4) y (3.5):
2, _ _pi/2 : -
oz, = -v'"%pw_ | L (3.18)
6 2, _ ;
D'W, + TD"W, =0, (3.;9)_

sujJeta a las condiciones de frontera dadas por (2.45b);" (2,46} y

(2.48a):
W,(0) = D% (0) = DZ (0) = 0O, ‘ S 20a)
8,(0) = o, S(3,200)
W (1) = D™ (1) = DZ (1) =0 (3.20c)
y 8,(1) = n; ‘ ‘ (3.20d)

de la misma forma que en el caso anterior, ‘las condiciones de

frontera (3.20b)} y (3.20d) se convierten en:

p'w (0) = o, (3.20e)
-Go .4, 1/ _
y T o'y oW ) - Tz 1) = o, - 2o
respectivamente.

La solucién a (3.19) es:
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W°=Al2*Az+

+ e"(Blcos(rz) ¥ Vsten(rz)") . +.B.gen(rz)}

T 174
en donde r.= [E] 5 ,1)'
De (3.18) tenemos  qu { 20a)7‘y
(3.20¢c): :

[ERRS
teer

-rz
e

2r

{(B,+ B,)cos(rz)+ (-B

7 (3.26)
e"(Bzcus(r)-‘ B sen(r}}:+ e"(-B‘cos(r) + Basgn(r)§ =0
: ' ' T aeen
De 80(1) = 7 resulta:

=Go 1
= A’ + EAt + c‘ =0 (3.28)

Como se puede apreciar, hay sels ecuaclones homogéneas y slete
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constantes por determinar, esto se debe a que la condicién:

W (0) = DZD(O) = Ho(l) = DZo(l) =0,
son en realidad dos en una, por lo que tenemos que tomar una

segunda aproximacién:

Sustituyendo en (2.42):
(0%k?*)Z = - ‘IVZDV. tenemos que: -
2 .2 _ L ylrz _
*k*)z) + 1°n2, = - 7300 - KDH,)
Entonces: 2, + D2, + T'/D, . ’ S (3.29)
Integrando en todo. el rangoe de z obtenemos: : -

1
I zdz = [nz2 + r"zwz]

[}

1 . .
. pero "z= DZz= 0 en z = oy z = 1‘.“

1
por lo que J Zodz = 0.
1]

Sust.i.tuyendo‘zo dado por (3.22):

A r -
2 4+ ¢+ & (- Bcos(r) + Bsen(r)} + = {B.cos(r) - B_ sen(r)}
1 2 2 1 2 4 3
6 2r 2r
B_-B : o
w-Etaq, . e e (3030) B
2r

que simplificando con (3.23)-(3.27) llegamos a:

A
L Cl = 0, sustituyendo en (3,28}
6

o v ah -t =0 (3.31)
De la condicién de solubllidad tenemos que Al es dlferente de
cero, por lo que despejando para R obtenemos:

R = 3Go (3.32)

Esta férmula para R es consistente con los resultados
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numéricos obtenidos. Todas las consideraciones que hicimos en la

seccidén 3.1 son las mismas para este caso.
3.3 Caso 2a

En este caso la superficie de abajo es rigida con flujo de
calor constante, y la superficie de arriba es llbre con flujo.de
calor ' constante. Como se vé de las condiclones de frontera
(2.51a) y (2.51b} - el factor G no aparece. Consliderando  una
solucién del- tipo, (2.57) las condicliones de frontera (2,51a) y

'(2.51b) ‘se convierten en:

4 . T
Yoa =0, (3.33a)
1=1 L
& 2,2 o .
Y} e¥khB =0, :.(3.33b)
151 . R
Yola =0, : L3 33e)
131 . - :

4
Z &, tei-k*)° A= 0,

1=

4 o
Z o {A coshle) + B senh(x,)} =

L] 7 7 T ‘ LR
Z (af-kz)senh(a JA +B- 0+ ): (e®-k%)coshla)A
121 o i 122 §

(3. 33f)

Zaz(a -k?)senh (,)A + B~ O+ Z [ (a —k )cash(a )B; 0
: {3 333)

RK? A senh(k) -Z T, senh(vx )A + RK? B, cosh(k) -Z Wu cosh(a )B =0,

(3 33h)
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En. la figura 3.15 mostramos las graficas del numero de
Rayleigh R contra el numero de onda critico, para diferentes
valores de T. Como se puede observar, para T = 0 el minimo esta
en k = 0 y el nimero de Rayleigh critico vale 320 lo cual estd de
acuerdo con resultados previos s14/. Conforme crece T el numero de
onda critico seguird slendo cero, es decir ter;emos celdas
infinitas, hasta que llegamos a un numero de Taylor critico ‘Vc =
78 cuya grafica se muestra en la flgura 3.16 en el cual el minimo
absoluto es diferente de cero (aunque no se pueda apreclar bién en
la grafica kc = .102), Para T > 'l‘c el nimero de onda critico es
diferente de cero y aumenta con T {figura 3.17), es decir la celda
se hace cada vez mas pequefla. Esta Tl'c puede ser interpretado como
el valor del nuimero de Taylor en el cual la rotaclén comienza a
afectar la convecclén, es declr se forman las celdas de
conveccioén,

Tenemos que al aumentar el numero de Taylor el Rc aumenta
(figura 3.16), es declr la rotacién tiene un efecto estabilizador,
aun cuando tenemos celdas infinltas, pero en la graflica podemos
apreclar que en esta regién (T < \Tc) el numero de Raylelgh critico
varia muy poco. Al no tener al factor Go en las condiciones de
frontera, era de esperarse que la rotaclén fuera un factor
estabilizador. S! comparamos el presente casc con el caso 1a, en
el cual tenemos temperatura constante en ambas superficies pero
para valores de Go grandes, es decir cuando casi no se slente la
deformacién superficlal y n es muy chico, (graficas con Gr grandes
en la figura 3.4) podemos ver que que en este caso el Rc es menor

para todo numero de Taylor T.
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Fiqura 315 Gr—a’f;‘cas del Nudmero de Rayleigh R contra el
ntmero de onda k, para diferentes valores del nmero de
Taylaor T.
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Figqura 3.16 Brdficas del Nimero de Rayleigh R'ccmtr'a-fel
nimero de onda k, para el nameroc de Taylkor critico Te j’—f77.,
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Hurle et al. /iss hicleron calculos para el casc en donde
las superficles tlenen diferentes conductlvidades térmicas pero
con condliclones de frontera mecanlcas diferentes, en ausencla de
rotacién . En el caso particular en que las superflcies son malas
conductoras, encontraron que el numero de onda critice es igual a
cero. Davalos r+13/ hizo los célculos para superficles rigidas no
conductoras, incluyendo el efecto de la rotacién y el campo
magnético, los cuales concuerdan con nuestro resultados anterlores
en el sentido de que aparecen celdas infinitas, para numeros de
Taylor pequefios.

Para la regién en donde kc es igual a cero, podemos hacer
una aproximacién a orden cero, muy parecida a las hechas
anterlormente y obtener la dependencia de Rc con respecto a V. De
nueva cuenta tomamos una expansién de 1las varliables de la

forma (3.3):

Vs ek kN (3.34)
de igual manera para 2 y para 8. sigulendo a /1s/, tomamos una
nueva escala de velocldades como:

W=k, (3.35a)

2z =%z, (3.35b)
Tomando una aproximaclén a orden cero las ecuaciones de movimiento

(2.35)-(2.37) se convlerten en:

I V- N
0’z = -v'ow; (3.36a)
LR v
DW, -T7°D2, = Re, (3.36b)
Dzea =0, (3. 36¢)
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Usando las condiclones de frontera:(2.51a) y. 5_(2.51!:) tenemos ﬁué:

De D8(1) = O obtenemos que‘, So
De DZ2(0) =
Por lo que

T
‘D Wo
cuya soluclén es:

RO .

Apllicando las condiciones ‘
siguiente sistema de ecuaciones:, :
1 + Bl + 83 =0

Bl+ Bz- 830 B‘ =0

estas ecuacliones obtenemos:

B‘ = -1 - B:' )
Bz =1+ ZB3 - B‘ o (3.’ 40b)'~
2cos{r)cosh(r) + sen(2r) - cos(2r) - e2¥ ; .

B: = (3.40c)

. 2(senh(2r) - sen(2r)})
eT(sen{r) + cos(r) + ZBJ((sen(r)cosh(r) 4 elcos(r)}
B. = (3. 40d)

2cos(r)cosh(r)

Al determinar estos cuatro coeficientes, hemos encontrado
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la solucién a (3.38) salvo la constante Bo. Por lo que para
resolver el problema de. valor propio tenemos que tomar una segunda
aproximacién:

D-“e2 = 80- H‘" »-que integrando en el rango de 2z

nos queda, como: '}

"(B,cos(rz). + Bsen(rz)} +

. ‘,r
e
+,;'((Bx-82)cos(r) + (B;+B,)sen(r)} -

<o

Con lo cual obtenemos que:

-r
- :T {(B,+B)cos(r} + (-Ba+B‘)sen(r))f 2—

r
= e ~
R = T[l + z_r {8, Bz)cos(r) + (Bx+az

{(B,+B, )cos(r) + (-B+B }sen(r)}
(3.42)

La ecuaclén (3.42) nos da el valor de R para cuando k es cero, con
Bx' Bz' B:, y 84 dados por las ecuaciones (3.40a)-(3.40d). Este
resultado confirma nuestros cadlculos numéricos. Entonces para T <

Tc. el numero de Rayleigh critico Rc puede ser calculado por
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(3.42);
3.4 Caso 2b .

En este caso tenemos que la superficle de abajo es llbre con
flujo de calor constante y la superficle de arriba es libre con
flliJo de calor constante. Como en el caso anterrlor. se vé de las
condiciones de frontera (2.52a) y (2.52b), que la deformacién de
la superficle no aparece como una condicién extra. Considerando
una solucién del tipo, {2.57) estas condiciones de frontera se

convierten en:
4

a‘Al =0, (3.43a)
i=1
4
} kPp =0, (3.43b)
1=1
4
kA (mf-kz)al =0, (3.43c)
t=1 - :
2 &2 : )
B Rk —.Zahla' =0, _ (343

i .
Zal(Alcosh(ul) + Blsfnh(al)) =0

(3.430)
1=1 o

. SN e
Z (a;"-kz)senh(ncl)A + Z (e-k®)cosh(a JB.= 0, (3.43f)
1=1 : ' 1=1:',;~ Vody

4 ; PR S
Z lz?(uf—kz)senh (e JA; + Zaf(az—kz)cosh(a JB,= 0
151 eyt e

4 . a R B
Rk®A senh(k) -) Talsenh(zJA + RK’B cosh(k) -} Ta’cosh(«,)B
i=2 122 s 1

“(3.a3m)

92



Este caso tan sélo difiere del anterifor en la condicidn
mecaAnica en la superficle de abajo, por lo que los resultados
ser&n muy similares. En la figura 3.19 tenemos 1la grafica del
nimero de onda critico kc contra el log{! + V), podemos observar
que cuando no tenemos rotacién el numero de onda critico kc vale
cero, por lo que tenemos celdas Infinitas, de acuerdo con s15/. Al
aumentar un poco T el k.: sigue valiendo cero, hasta que llegamos a
un valor del numero de Taylor critico Tc igual a 181, en Honde se
forman las celdas de conveccidén es decir tenemos que kc es
diferente de cero (= 0.129), para el cuil el numero de Rayleigh
critico vale 342.088. Al seguir aumentando el nimero de Taylor,
tenemos que kc crece, por lo que las celdas de convecclén se van
achicando.

Con lo que respecta a la establlidad, tenemos 'que al
aumentar el numero de Taylor, el Rc crece {(figura 3.20), es decir
la rotacién tlene un efecto estabilizador, aun cuando tenemos
" celdas Infinitas (¥ < 'I'c) como en el caso anterior, para este caso
en Tc = 181 tenemos que R== 342.088. Hurle et al. s1s/ hlcieron
. los célculos para el caso sin rotacién -y encontraron que: Rc =
120, lo cual estad de acuerdo con nuestra grafica. Tan s6lo nos

resta mostrar la aproximacién para nimeros de onda pequefios.
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log (1+T)
Fig. 3.20 Grifica de Log(Rc) contra Logtl + T}
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El cdlculo .es muy 's!r‘nllariél ‘caso 51:1terlor lo que 1:‘;5" g

ecu.'acione‘sk' (3.34)-(3,38) se mantienen: idénticas’al

1+BI+B3=O.

Bz' B‘ =0,

1°+ e"{B,cos(r) + B sen(r)}

e"{Bcos(r) - Bsen(r)}:+ ‘

De estas ecuaciones obtenemos’que :

Bl = -1 - B:I
B, =B
2cos(risinh(r) + cos(2r) - e2F : RN ;
B:l = {3.45¢)
2{cosh(2r) -~ cos(2r}) i k

-1 +eTcos(r) + 2B, (cos(r)sinh(r)
B = (3. 454)
2senh(r)cos(r)

A segundo orden obtenemos exactamente el mismo resultado (3.42),

pero ahora Bx' B, B:: y B4 estin dados por (3.45a)-(3.45d):

2
o
R =T|1 + — {(B -B,)cos(r) + (B +B )sen(r)} +
2 102
- 1 -1
e
- ZT {(B,+B,)cos(r) + (-B_+B )sen(r)}- ;(B‘-BZ-BE-B“) .
(3.46)

La ecuaclén (3.46) nos dad el valor de R_ cuando kc es cero, coh -
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B‘. Ba' B:: y B‘ dados por las ecuaciones (3.45a}-(3.45d). Este
resultado analitico confirma nuestras cidlculos numérices.

Las curvas calculadas en los dos ultimos casos: 2a y 2b
aunque mas sencillas que los anterleres, aportan resultados

nuevoes.

3.5 Caso 3a

En ‘este casc tenemos que la superficie de ébajo es i‘iglda a
tetx;peratura constante, y la superficie de arriba es libre con
ﬂuJo' de calor constante. Como en el caso anterior, se vé de las
condiciones de frontera (2.53a) y (2.53b) que el parimetro Ge
‘no aparece en las condlclones de frontera. Estas condiciones de

frontera nos quedan como:

LB =0, (3.47a)
1=1
& 2
): «B =0, o (3.47b)
151 ]
& 2.2
Za‘[m]-k )Ai =0, . - i €3.47c)
152 : ‘ , gl
3 & a ¢ SN
AR e T
4 . ST
Zal(z\lcosh(ul) + B‘senh(ul)) = 0., 13.47e) v
131 S A R
a 2 2 doaa R s %
¥ taf-k®1senhta)A, + ) (af-k)coshia, 1A (3.476).~
151 =1 i k AT
“(3.478)

4 Py R e .
Zaz(az—kz)senh (x)A + Zaz(az—kz)cush(a')a =0
L5 VT ST SRR A T

g6




B, B_, B: y B4 dados por las ecuaciones (3.45a)-(3.45d). Este

1 2

resultado analitico confirma nuestros cdlculos numéricos.

Las -curvas: calculadas en los dos ultimos casos: 2a y 2b

aunque mas sencillas que los anterlores,

nuevos.

3.5 Caso 3a

aportan resultados

En este caso tenemos que la superficle de abajo es rigida a

temperatura constante,

flujo de calor constante,

condiciones de frontera (2.53a) y

y la superficie de arriba es libre con

no aparece en las condicliones de frontera.

frontera nos quedan como:

4
sz =0, (3.47a)
1=1
& 2
Yol =0, (3. 47b)
121 °
4. PG < -
[al(af—k A =0, ) (3TaTe) T
1=2 . . .
3 ‘ . 3 - R
Aing —‘ZZFR‘AI = o‘. (347
4 - ‘
Y @ 1A cosh( )+ B senh(x )} = 0, (3. 47e)
18y . 1 .
8 5 4 . e
), (ef-k*isenhla )A, + § (a@-k)cashla JA= 0, . (3.47f)
Ly B R BN % 71 1T ; )

Como en el caso anterior, se vé de las

(2.53b) que el parametro Go

Estas condiciones de

4 4 SRR
2,022y o S 21 Ry ek =
‘Z‘u‘(al »l}c )se@ (a‘)A‘ +|Z,D.“(“' k' )cosh(al‘)Blf,o .. (3.478)
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4 X . 4 FR
RK®A senn(k) -f Tosenhla )A, + RK*B,cosh(k) -} TaZcosh(a, }B,= 0
12 . 152 : :

(3.47h)

Dado que tenemos flujo de calor const;ante en la ’supert‘lcle

de arriba, no aparece el Go, pero a .la ‘;lez como no tenemos flujo

de calor fijo en las dos superficles, nunca llegamos a tener

celdas infinitas. En la flgura 3;21 se muestra la grafica del

nimero de onda critico kc contra el Log {1 ' +°T}.. -El valor.en V.=

Q de kc es de 2,09, de acuerdo con /1a/. Al ‘no tener celdas

infinitas la rotacién tiende a achlicar las celdas, para todos los
valores de T,

En la figura 3.22 se muestra la grafica del numero de

Rayleigh critico contra el log(l + T), de ésta se desprende que

—

a
rotacién tiende a inhibir la inestabilidad . De nueva cuenta en
la grafica podemos observar que para T = 0, Rc = 669 (calculade en
7147).

A pesar de su simplicidad este caso es importante por el
hecho de que en ausencia de rotacién, en &1 se presenta la
sobrestabilidad ses. Esto se vé de las ecuaciones generales
derivadas en el capitulo anterior, pues en el caso no estaclonario
la deformaclén si es un factor a considerar, que depende de los
nameros adimensionales G y ¢ por separado. Ademas los calculos
para el caso estacionario con rotacién que presentamos aqui no

aparecen en la literatura.
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3.6 Caso 3b

En este caso la superficlie de abajo es libre a temperatura
constante, y la superflcie de arriba es libre con flujo de calor
constante.r Como era de esperarse, este caso es completamente
anilogo al anterlor, sin el parametro adimensional Go. Como en
los demas casos conslideramos una soluclén del tipo (2.57), por lo

que las condiciones de frontera (2.54a) y (2.54b) se convierten

en:

4

ys =0, (3.48a)
1=1

4 2 N

Y8 =0, (3.48b)

1

121

& 4,

z «B, =0, (3.48¢)
izl

d 6,

Za‘Bl =0, (3.48d)
1=1

4

):'a {A cosh(a ) + B senh(a }} =0, (3.48e)
& 1 1 1 i 1

4 2 2 4

). ef-k®)senh(x, ), + } (aP-k®)coshla )A =0, (3.48f)
=N i N [} 1 1

4 4
2, 2,2 2,2 .2 =
|qu‘(a‘ k%)senh (a,)A :Zna‘(a' k*)cosh(e, )B,= 0, (3.48g)

4 4
szA‘senh(k) -z n‘afsenh(a JA_ + RK’B cosh(k) —Z To?cosh(a )B = 0 ,
1&a 1°" 1 R 170
(3.48h)
A continuaclén en la figura 3.23 mostramos la grafica del
nimero de onda critlice kc contra el log(1l + V). De aqui podemos

observar que la rotacién tiende a hacer cada vez mas pequefias las
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celdas. ‘Es decir kc es una funcién creciente de T.

Como en el caso anterior, en la figura 3.24 mostramos la
grafica de log(R=) contra log(l + T), de la cual podemos conclulr
que el nimero de Taylor es un factor estabilizador.

En este caso el punto con 7V = 0, para el cual kc =1.76 y Rc
= 384.7, mostrado en las graflcas 3.23 y 3.24 respectivamente, fué
calculado por Hurle et. al. sis/. En el trabajo de Benguria y
Depassier s6/, es este el caso en que se hace mds énfasis para
encontrar la sobrestabilidad oscilatoria debida a la deformacién
superficial, en donde siempre se encuentra que el numero de onda
critico es lgual a cero, pero no se muestran los valores de la

frecuencla critica.
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' |oé ((Cap) .

Fig. 3.24 Grifica de Log(Rc) contra Log(l + Ti' -
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3.7 - Caso 4a

En este caso tenemos que la superflcie de aSaJo es riglda a
flujo de calor constante y la superficie ;!e arrlba es libre
deformada a temperatura constante. Al tener esta condicién de
frontera térmica en la superficle de arriba vuelven a aparecer los
nimeros adimensionales: G (numero de Galileo) y ¢ (nimero de
Prandtl} como producto Ge, en las condiciones de frontera. De
hecho, este casc es similar al caso 1a, ya que sblo cambia la
condlclén de frontera térmica en la superficle de abajo. De nueva
cuenta tomamos una solucién del tipo (2.57) y al introducir las

condiciones de frontera (2.55a) 'y (2.55b} tenemos que:

4

Z @A =0, (3. 49a)
1=1

4

) (3.49b)
1=

4 : o

Y (3.49¢)
& S

e T e L L e 1

-

" ST e
2, 27 2" o
‘(al\k )senh (al)Al_i» x;»

(3. 49g)




(Rk cosh(k) - Goksenh(k]}A,
. S ERRE

- ¥ vt~ ake? + ak')e coshia;)
KA v 1 : i

+ {Rk 'senh(k) - GGk?COSh(k);Bl e

onda critico kc contra log(i + T), para dlferer’nte\s: valore: ;
parametro adimensional Ge en la fligura 3.25. Al :e;t‘,‘u'dlar, e;i;s s
graficas observamos que si tenemos un fluldo dado, sl';x r&tacién. i
aparecen celdas finltas como resultado de la convecclén, kperoral
aumentar la rotacién tenemos que para cada valor de Go hay un
valor de ¥, llamado numero de Taylor critico vc. para el cual
aparecen dos tipos de celdas, unas de tamafio infinito, y otras de
tamafio finito. Para valores de T > vc sélo tenemos celdas
infinitas, es decir kc = 0 para T > vc. Por otra parte, en las
graficas con Go chico (= 80, 150 y 200), en esta misma figura,
observamos que antes de que la celda se haga Infinita el nimero de
onda critico es una funclén decreclente de 7, por lo que el efecto
de la rotacién para T < ch es el de hacer que las celdas crezcan.
En la grafica con Go = 500 cuando T < ITC tenemos que el kc aumenta
con T, pero cerca del valor ‘Ic (que en ese caso es igual a 325) el
kc disminuye un poco, para después hacerse cero. Lo que tenemos
es que la rotacién tiende a disminuir el tamafio de la celda muy
poco, pero antes de que esta se haga infinita tiende a agrandarla.

Para Go grandes, la rotacién tiende a hacer mas chicas a las

celdas, hasta el valor ‘ITC en donde encontramos celdas de tamafio
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finito y celdas de tamafio infinto y para numeros de Taylor
mayores, sélo tenemos celdas Infinitas. Los valores de 'I'c para
cada Go, son precisamente los saltos que se observan en la figura
3.25.

Posteriormente en la figura 3.26 mostramos las graflicas de
las curvas del numero de Rayleigh critico Rc contra el log(l + T),
para diferentes valores de Go. En la regién en que tenemos celdas
finltas, es declir T < T= tenemos que en las graficas con Go = 80 y
Go = 150 el Rc disminuye al aumenter T, es decir el nimero de
Taylor tiene un efecto desestabllizador. En la grafica con Go =
200 en la regién T < Trc tenemos que al principlo Rc aumenta muy
poco y luego disminuye, tamblén muy poco, pero su valor es casi
constante y vale aproximadamente 433. Para Go mayores, T tiene un
efecto estabtlizador, es decir Rc crece con T en la regién T < 'll‘c.
En todag las gréaficas mostradas en esta figura, llegamos al punto
'lTn. cuando aparecen las celdas infinitas para cada G, en donde la
rotacién tiende a desestabilizar el sistema. Como en los otros
casos, esto lo demostraremos, haclendo una aproximacién para
nimeros de onda pequefios.

Como en los casos la y 1b, tenemos que si el Go es grande
(1guat a 10° en la figuras 3.25 y 3.26) tendriamos las curvas como
sl la superficie de arriba se comportara como una superficie
plana, las cuales no se encuentran en la literatura. Los valores
de kc y de Rc en T = 0, es decir en la ausencla de rotacién (2.21
y 816 respectivamente)} fueron calculados en ,1s/, los cuales estan

de acuerdo con nuestros calculos.
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Fig. 3.25 Graficas de kc ve Logt(l + T), para Go = 80, 150, 200, 500,
1000, S000, 10000 y 100000. :
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o - 1163 (|‘+T) -

Fige. 3.26 Griticas de Loa(Rc) vs Log(t + T), para Ge = 80, 150, 200,

500, 1000, SC00, 10000 y 100000.
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N - i , . . N
1 “ ',f"' o ‘% ((_10-) S
Fiq-‘;’;‘-ZB Grafica . de toq(Rec) contra.Log(Gs). para T = 0.,
100,-°1000,:10000, 100000 v 1000000, i i
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Si por otra parte, fijamos el nimero de Taylor vemos que el
kc aumenta al aumentar el Go (figura 3.27), es decir el efecto de
este parametro Go es el de disminulr el tamafio de las celdas. Al
principio para cada ¥, tenemos que las celdas son de tamafio
infinito, pero al aumentar Go, llegamos a un valor de este
parédmetro, que llamamos Go_. en el cual las celdas se vuelven de
iamaﬁo finito, para cada T. Andlogamente al Vc. el Ga'c son los
saltos que se observan en la flgura 3.27, para cada T. Lo que
tenemos es que para cada valor de Go tenemos un Trc e inversamente
para cada valorde T tenemos su correspondiente Go‘c. En al grafica
3.29 mostramos la curva de G«rc contra Tl‘c. la cual divide al plano
en dos, una regién con celdas finitas y otra con celdas infinitas,

Por otra parte, de la figura 3.28 podemos observar que para
cada T, R.: es una funcién creciente del Go, es decir Go es un
factor estabilizador. Como podemos ver, para valores de T
relativamente grandes, hay una relaclén lineal entre Rc y Go, esto

dera t celdas Infinitas y lo demostraremos a

continuacién al hacer el calculo para numeros de onda pequefios,
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La abroxlmaclén para numeros de onda pequefios, es muy
“parecida al. ‘caso 1a, por lo que que W, 2 y © tienen la forma

(3.3):

4
5 M= kz\{‘ i (3.50)
y las ‘ecuaclones quefnbs quedan"a orden cero son (3.4)

1/2 .
! D\lo.

sujeta a las condiciones de frontera dadas’

(2.48d):

W, (0} = DW (0) =

De,(0) =0, :

W (1) = D"wom = D2 (1) =0 +(3.53¢)
y 8,(1) =n, :‘v,(J.SJd)

en donde tomamos la superficie de arriba en 2z = 1 y.la sup#rﬂcie

de abajo en z = 0, sin pérdida de generalidad.' rComO'e‘n’.' l’a, las

condiclones (3.53b) y (3.53d) se convierten en: -

D, (0) + TOW,(0) = O, (3 53e)
y :g‘l D' (1) + D (1) - T%2 (1) =0, "0 (3.53f)
° ° 0 Lo
respectivamente. A i -

La soluclén a (3.50) es como (3.7):

- Tz !
Wo=AzZ+A, ++e {B‘cos(rz) + B.sen(rz)} +

+ e'rz(Bncos(rz) + B sen(rz)}, e SETATY(3,54)
Ty s G
en donde r = [ < ) . s (3.85)

De (3.51}, tenemos que DZD= -‘lI’"zlv'o + cte., pero de (3.53;):,
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: “wo(il) =.0Z,(1) =0,

por .lo que la consEantg' s. cero,: entonces:’

-B}*- ‘B;?sen(rz)?] o (3.56?

'2!‘_ i

Al ‘sustituir. las - condiclones (3.53a)-(3.53f) en ‘las
soluciones para Hu y Zo dadas por (3.54) y (3.56), respectivamente, *

resulta el sigutente sistema de ecuaclones homogéneo:

A+ B+ B =0 (3.57a)

A+ r(Bﬁ BZ-BB-B‘) =0 (3.57b)
1 - e

C,* 57 {B-B-B-B} = 0 : (3,57¢) .

A =0 - (3.57d)

1 .
A+ A er_(Blcos(r)f Bsen(r)} + e'r(Bacos(f) *,B‘srgx?(r))r =0

i (3.57e)
e"{B,cos(r)- Blseh(r)) + e"{-B,cos(r) + B_sen(r)}’= 0. (3.57f)

-Go
WAt A rE 0

(3.57g)

definiendo: s=2r (& -1y : (3.58)
simplificando: ‘

Az + Bl+ + B: =0

BI+BZ-B:I+B‘=O

sA,+B-B,-B -B =0
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A+ Be ‘cos(r) + B e Fsen(r) + B e cos(r) + B e” sen(r)

-Be “sen(r) + B,e Feos(r):+ B e’ sen(r) - B é cos(r)

y de la condicién de solubilidad::

1 1 4]
(4] 1 i
s 1 -1 4
1 e"cos(r) e"sen(r) ex’
o r

-e"sen(r) ecos{r) . -el

debe ser igual a cero.

DespeJando para s, tenemos que:

4cosh(r)eos(r) = 2cosh(2r)

senh(2r) - sen (2r)

despejando {3.58) R queda como:

. _2rGe | N .
R= S50 © . (3.60)

Con esto hemos encontrade el valor de R para. cuando el
nimero de onda es cero, este valor seri el critlico er la reglén
con kc = 0 mostrada en la figura 3.29. Nétese que para un T dado,
la relacién entre R y Go es lineal, como se vé en la figura 3.28,
Si T tiende a infinlto, s tiende a cero y de (3.60} vemos que R
tiende al valor Go, lo cudl es consistente con los resultados
mostrados en las figuras 3.26 y 3.28.

Las conslderaciones hechas en el caso la dlscutido en 1la

Oseccién 3.1, son exactamente las mismas para este caso.
3.8 Caso 4b

En este caso tenemos que la superficie de abajo es libre a
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flujo de calor constante y 1a.superflc\é de arriba es libre
deformada a temperatura constante, Al tener esta condlclén de
frontera térmica en 1la superficle de arriba el parametro
adimensional Go es un factor a considerar. Este caso es muy
similar al case 1b, ya que sdlo cambia la condicién de frontera
térmica en la superficie de abajo.

Considerando una soluclén para 8 de la forma (2.57), 1las
condiclones de frontera (2.56a) y (2.56b} correspondientes a este

caso, toman la forma:

. :
Yon =0 (3.61a)
1=1
& 2,200 p :
) ei-x%B =0 L (3.61b)
152 e » . :
&, 2 SR e

LY ef BB =0 ; . - {3.61c)
1 3 i B
=2 = B
B 2 & . h ¢ N
BRk® - ) TolB = 0 : (3:61d) -
' 1=2 v B } B

. : .
(o?-k?)senn(a )A, + lZ:z(mf—kzjcosl-n(ml).\l= 0 " (3.61e)

)

4 .
of (of-Kk? )sennla, A, +‘Zzaf(af-kz)cosh(ul)8l= 0 (3.61f)

2

1

i=2

a a4
Rk?A_senh(k) —z To’senh(x A + RK°B, cosh(k) —Z Tocosh(ex )B = 0
1 s, b (Ra 1 K7 [

3 ‘761757)7 : E

{Rk cosh(k) - Gok®senh(k)}A

4
- Z {7 + a: - Akzaf + Gk‘)alcosh(al) - Ga‘l_(zsenh LR

152
+ {Rk senh(k) - Gok’cosh(k)}B,

3 : R
—z {r + a: - 4kz¢f + 3k‘)a|senh(al) - Gok%cosh (a‘))B‘ =0

1=2
_ (3.61h)
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El procedimiento a segulr es completamente 'ar;éiogé".alv
seguido anterlormente, y las graficas se muestran de forma
parecida a los casos la, 1b, y 4a. En la figura 3.30 mostramos
las graflcas de las curvas del numero de onda critico kc contra el
log(1 + T), para diferentes valores de Ge. En esta figura podemos
observar que cuando T es pequefio tenemos celdas finitas para todos
los valores de Go. Al aumentar el nimero de Taylor llegamos a un
valor de este, que llamamos numero de Taylor critico ch, para el
cual aparecen dos tlpos de celdas, unas de tamafio finito y otras
de tamafio Infinito. Al aumentar T a partir de este valor vc.
tenemos tan solo celdas infinitas. En la reglén con T < ‘D’c, es
decir cuando se presentan celdas finitas, el comportamiento de kc
con respecto a T, es diferente para diferentes valores de Go.
Cuando tenemos Go relativamente chlcos (=100 y 150 en nuestra
figura), tenemos que al aumentar ¥ antes de llegar a ‘Ilc el kc
disminuye, es decir la rotacién hace que las celdas crezcan. Para
G = 300 primero kc crece con T, pero a partir de T = 370,
comlenza a disminulr un poco, hasta llegar a Fc, donde se hace
cero. Lo que tenemos es que al principio T tiende a disminuir el
tamafio de las celdas pero después las agranda un peoco, hasta
llegar al valor ‘I’c. a partir del cual se presentan celdas
infinitas. En las curvas con Ge = 500, 1000, 5000, 10° y 10°%
tenemos que en la regién con T < ‘IT: el kc crece con T, es decir
que cuando tenemos celdas finitas, el efecto de 7, es el de
disminuir el tamafio de las celdas, hasta llegar a Vc, en donde se

presentan celdas de tamafio finito y a la vez una celda infinita,
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al seguir aumentando U, tenemos tan solo celdas infinitas.

De una forma simllar, si tenemos Go grandes, la celda es de
tamafic finito (figura 3.32), pero al disminuir su valor, llegamos
a un valor que llamamos Gcc en donde kc se hace cero para cada T,
que son precisamente los saltos en las graflcas mostradas en la
figura 3.32. De esta figura podemos observar que para Go > Gu} kc
aumenta para todo T, es decir Go tlende a disminulr el tamafio de
las celdas. Para valores menores que este Gcc, tan solo se
presentan celdas infinitas.

En la figura 3.31 mostramos las graficas del numero de
Rayleigh critico contra el log{l + T), para diferentes valores de
Go, en cada una de estas graflicas podemos obhservar que en la
regién en donde tenemos celdas finltas, es decir para nimeros de
Taylor menores que Fc el numero de Rayleigh critico crece con T,
es decir la rotacién tiene un efecto estabilizador, para todos los
valores de Go. Al aumentar el T a partir de este valor Vc. en
donde tenemos celdas infinitas, el Rc es constante para cada Go y
vale 2Go, es decir llegamos a un punto en donde la rotaclén ya no
tiene efecto sobre la estabilidad del sistema. Este valor de Go
lo encontraremos al hacer una aproximacién para numeros de onda
pequefios. Por otra parte, para un T fijo, el Rc es una funcién
creclente de Go, como podemos ver la flgura 3.33, es decir Go
tiene un efecto estabilizador. Por otra parte, sl estamos en la
region donde aparecen celdas infinitas Rc = 2Go, como menclionamos

anteriormente.
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Fig. 3-30 Graficas de kc vs Log(l + T), para Bo = 100,

1000, 5000,

10000 y 1G0000.
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Como en los casos ia y 1b, tenemos que sl el Go es grande
(igual a 10° en 1a figuras 3.30 y 3.31) tendriamos las curvas como
sl la superficle de arriba se comportara como una superficile
plana, las cuales no se encuentran en la llteratura. Los valores
de kc y de Rc en T = 0, es decir en la ausencla de rotacién (1.76
y 384.7 respectivamente) fueron calculados en rsis/ y estin de
acuerdo con nuestros resultados.

La aproximaclén para nimeros de onda pequefios, es muy

parecida a los casos la y 1b, por lo que W, Z y 6 tlenen la forma

(3.3):
Wa W o+ kW o+ K+ . (3.62)
o 1 2
v las ecuaciones que nos quedan a orden cerc son (3.4) y (3.5):
_ gl
0%z, = ¥4, (3.63)
0%, + 1% =0 (3.64)

sujetas a las condiciones de frontera dadas por (2.45b), (2.46) y

(2.48d):
W (0) = DW_(0) = DZ,(0) =0, . (aesa)
D8, (0) = o, ’ T (3.65b)
Wo(1) = DW,(1) = D2 (1) = 07 : (3,65¢)
y 6,1) = m R A (3.65d)

de 1a misma forma que en el caso 4a, las condiciones de frontera

{3.65b) y (3.65d) se convlerten en:

o% (0) + TOW (0) = o, L (3. 65e)
-G 4, 3“ l/?z :
y T 0+ DY (1) - 1% (1) = o, (3.65f)
respectivamente.

La solucién a (3.62) es como (3.7):
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Wy = Az +'A2 +4et B c‘os"('rz>) B sen(}'i));f

(3.66}
(3.67)

‘afZ ” S ' = g N

+ £ ((B-'B))cos(rz) i+ (B+ B )sen(rz)} =

TR st b A O
e-rz; E = .

- —,-——'((834* B‘Jcos(rz) + (=B + B )sen(rz))]. (3.68)
2r o 3 4 N -

Al “sustitulr las condiclones (3.65a)-(3.65f) en (3.67) y

(3.69), tenemos el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo:

Az* B’+ 83 =0 (3.69a)
B-B =0 (3.69b)
2 4
A = 0 (3.69¢c)

r -r _
A+ A+ e {Bcos(r)+ Bsen(r)} + e {B cos(r) + Bsen(r)} = 0

(3.69d)

e"{B_cos(r)- VB’sen(r)) + e {-Bcos(r} + Bsen(r)} =0 (3.69)

-Go _
A tA*+C =0 (3.69f)

Comoe en 1b, el cdlculo a primer orden no es suficlente para
‘resolver nuestro problema de valor proplo, por lo que debemos
tomar una aproximacién a segundo orden:

Sustituyendo en {2.42):
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(0%-k%)z = - T'°pW, tenemos que:
2 .2 2 - _ i’z -
‘ (0*-k*1z, + k02, = - VA (D0 - K7DK)
“Entonces:” 2+ D’z2 + r“zwz ) - (3.70)

~Integrando en todo el rango de z obtenemos: e 5

1 1
I zdz = [x:vz2 + v”zuz] . peroW=Dz=0enz=0yz=1,
0 0
1
por lo que J Zodz = 0.
o

Sustituyendo ZD dado por (3.68) y simplificando:

A
2. Cl = D, sustituyendo en (3,69f):
2

-Go 1, _

A A M0

De la condicién de solubllidad y despelando para R obtenemos:
R = 2Co (3.71)

Con esto hemos encontrado el valor de R para cuando el
nimero de onda es cero, este valor serd el critlco en la reglén
con kc = 0 mostrada en la figura 3.34. MNbotese que para un T dado,
la relacién entre R= y Go es llneal, como se vé en la figura
3.33.

Las conslderaciones hechas en las secciones 3.1, 3.2, y 3.7,

en donde aparece el Go se apllcan de igual forma para es'te caso.
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos examinado -el efecto de la
deformacién superficial en la estabilidad lineal termoconvectiva
de una capaAde fluido calentada por abajo y bajo la accién de la
rotaé‘\én. Examinamos con detalle la conveccién estacionaria para
la cual obtuvimos resultados numéricos y en algunos
casos, aproximaciones analitlcas. Aqui, el efecto de la
deformacién superficial se presenta como una modificacién a la
condicién de frontera térmica en la superfl.cie de arriba y sélo
aparecerd en la condicién de solubilidad final cuando tengamos
temperatura fija en la superficie de arriba, independientemente de
las condiciones de frontera mecanicas (Casos 1 y 4).

' Hemos encontrade que la deformacién superficlal esta
caracterizada por los sigulentes nimeros adimensionales: el numero
de Galileo G y el nimero de Prandtl ¢, que en el caso estaclonario
aparecen como producto Go. Hemos encontrado que este parametro
adimensional Go tlene un efecto estabilizador, es decir que el
nimero de Rayleigh critico crece al aumentar Go. 51 este
paradmetro Go es muy grande, recuperamos la condiclén de frontara

8(0) = 0 y por lo tanto la superficle se . comporta como una
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superficie plana.

El resultadc mas importante de todos los cdlculos que se
hicieron, es el hecho de que al considerar el efecto de éste
parimetro adimensional Gr, la rotacién no siempre tiene un efecto
establlizador sobre el slistema, como lo tiene en el caso en que
la superficle es plana (es decir cuando Go es infinito). Para
cada Go tenemos que si comenzamos con una rotacién relativamente
pequefia, se presentan celdas de tamafio regular, pero al aumentar
gradualmente el numero de Taylor T llegamos a un valor de este,
que hemos llamado numero de Taylor critico I‘c, en donde se
presentan dos tipos de celdas, unas finitas y unas infinitas y al
seguir aumentando T a partir de este valor ‘ﬂ'c tenemos tan sélo
celdas infinitas. En la regién en donde tenemos celdas finitas,
el efecto de la rotacién depende del parametro Go. Si Go es
relativamente pequefio, tenemos que la rotaclén tlende a aumentar
el tamafio de las celdas y a desestabllizar al sistema, S! Go es
relativamente g.rande. el T en esta regién, T < ‘Ic. tiende a
disminuir el tamafic de las celdas y a estabilizar el sistema.
Para T mayores que Ic y para cada valor del parametro Ge¢, en donde
tenemos celdas infinitas, se presentan dos casos: primero cuando
la superficle de abajo es rigida (casos la y 4a) tenemos que T
tiende a desestabilizar el sistema, cuando la superficle de abaje
es libre sin deformacién (casos 1b y 4b), tenemos que que el
nimero de Rayleigh critico es una constante para cada Ge, es declr
que para T > Yc. la rotacién no afecta a la estabilidad. En estos

cuatro casos hicimos las aproximacliones analiticas para valores
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pequefios del numero de onda cr&t;\co correspondientes, " que
confirman los resultados obtenidos. ’ »

Para cada namero de Taylor T, si el Go es pequefio, se
presentan celdas de tamafio infinito y al aumentar gradualmente
este pardmetro, llegamos a un valer Ga'c en el cudl las celdas se
hacen finitas y comienzan a achlcarse al crecer Go. Para todos
los valores de T, tenemos que Go tiene un efecto estabilizador.

En estos casos, donde el Go surgen resultados muy
interesantes. Si nos fijamos blien en el efecto de T actuando sélo
(Go grandes en este trabajo ¢ como en /5/, para los casos la y 1ib)
y de Go actuando sé6lo (T jgual a cero en este trabajo 6 en s7/
para el caso la) tenemos que ambos tienden a hacer crecer las
celdas y a estabilizar el slistema, pero cuando actuan jJuntos los
efectos no son los mismos. Algo muy parecido ocurre cuando actuan
el campo magnético y la rotacién Juntos /s/. Con esto podemos
pensar al parametro Go como regulador de una fuerza extra, que
actia sobre el sistema y esta es por supuesto la fuerza
gravitatoria sobre la superficle.

Con lo que respecta a los casos con flujo de calor constante
en las dos superficies (casos 2a y 2b), aunque finalmente no
aparece el parametro Go, se presentan celdas infinitas para
numeros de Taylor pequefios, de acuerdo con resultados anteriores
213/,  La importanclia de estos calculos, radica en que ain cuando
no aprece el parametro Go en las condiciones de frontera en el
estado estacionario, si debe aparecer al investigar 1la

sobrestabilidad, por lo que es importante conocer estas curvas
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antes de estudiarla. Ademas las curvas de estabilidad marginal
con estas condiciones de frontera mec&nicas, no han sido
pre;.sentadas en la literatura. Encontramos que la rotacién tiende
a establllzar el slistema y a achicar el tamafio de las celdas.
Para T < ‘Ic en donde se presentan celdas infinitas, hicimos las
aproximaclones analitlcas correspondientes, para numeros de onda
pequefios sigulendo el trabajo de Davalos /13/.

En los casos en que tenemos flujo de calor constante arriba,
pero la temperatura es fl)a en la superficle de abajo (casos 3a y
3b), tampoco aparece el parametro Go y nunca llegamos a tener
celdas infinltas, de hecho la rotacién es un factor estabilizador,
como era de esperarse. A pesar de que en este caso los resultados
son muy sencillos, estos ca.lculos son muy Ilmportantes, ya que en
ausencia de rotacién, la sobrestabilidad aparece antes que el
estado estacionarioc como lo encontraron Bengurla y Depassler s&/.
Como la rotacién induce sobrestabilidad para clel;tos nuimeros de
Prandtl ,s/, se espera que también aparezca en estos cases.

Finalmente, debemos decir que las curvas marginales
calculadas en este trabajo ayudarin a determinar en que reglones
del espacio de pardmetros deberd aparecer la sobrestabllidad antes

que la conveccién estaclonaria.
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