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-- INTRODUCCION 

. ' . ' 

El objetivo pririEipal ·dg~~¡;t~ •t~~~~Jo d_ué'.}ratar el~ car~C::terizár 
los epacio~ en ic;~ ¿~~~-~~:~c~ai~_?1~~.~t~r>.;x;;~1;?S1~~~1f~1lt~ convexa •• 

Hausdorff ~o~~~¡i ~~ ~-~:', ~i~jc:s donjÚnt~~ ~·~o¿~~o¡1;'.~ ' .. ,;-
El capitulo p~;~~;~\~s sól6,uná ~eC:ci~il~§:~d~t{d~t:·~~·~t11:~ctos que se 

Usarán más adelant
-e . - - _.,,_, - ·-:-¡_ .. >:-•- ff- ,,_.~:;;, :;-}!-

,, ~. -' _, .:''' ·:'•. ·'• . 
-~· '' ·¿1~;.·,.; ·-·:_;·· ·\~.'.:-

En el capitulo segundo introducimos las;''defi'nii::lcines de espacio 

localmente barrllado y localmente compl~to_•que~-~orÍ•primordiales para 

el resto del trabajo 

En la primera parte del tercer capitulo se_ caracteriza el espacio E 

de manera que todo conjunto cr(E,E' )-acotado sea {3(E,E' )-acotado 

Enseguida este resultado se general isa al espacio l!(E, F) En la 

última parte cambiando "un poco" la definición de espacio 

localmente barrilado vemos cómo todos los resultados se simplifican 

sorprendentemente . 

Finalmente , en el último capitu~o se dan varias caracterizaciones 

de un espacio de Banach-Mackey y estudiamos bajo qué condiciones 

toda funcional lineal es continua . 
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CAPITULO I 

PRELIMINARES 

En este capítulo,veremos conceptos y resultados que utilizaremos a 

lo largo del presente trabajo. Las definiciones- y resultados que no 
' -- -

se encuentren aquí pueden consultarse·· en« [ 1] <". 

Empezamos con los conceptos de fil tro's''y: r~des que ne ce si taremos más 
,,·, :"J'"; 

adelante para demostrar que ciertos coÍ'iju'h'tos' son cerrados. 

1.1.Definición: Sea X un conjunto y sea ú S PCXI : dohd~_p(X) denota 

el conjunto de subconjuntos de X. 

ú es un filtro en X si 

a) Si B s A s X y B e iJ entonces A e iJ . 
k 

b) Si {A }k S Ú entonces íl A
1 

e Ú • 
1 1=1 

1=1 

c) 0 E iJ . 

1. 2. Definición: Sean 3
1 

y ;J
2 

dos f 11 tros en X. Se dice que ij
1 
es 

más fino que ij
2 

( o ij
2 

es más grueso que 3
1 

) si ij
2

S ij
1

• 

1.3.Definición: Un ultrafiltro es un elemento maximal de la 

familia de los filtros , es decir que U es un ultrafiltro si 

para todo filtro iJ en X tal que U~ ú se tiene que U= ú . 

Observación: Es fácil ver utilizando el lema de Zorn que para todo 

iJ filtro en X , existe U un ultrafiltro en X tal que iJ ~ U . 

1.4.Definición: Sea B ~ p (X). B es base de algún filtro en X si: 

a) B ~ 0 y 0 E B . 



b) Para todos A y Ben 5 existe C en 5 tal que C.& A n B . 

1. S. Definición: Dos bases de f'iltro ~·on equival·~~tes· si•: generan el 
~;_' '~; " ~ 

mismo f'il tro. 

1. 6. Proposición: Sea ij un f'11 tro eh X y ~~a: ~,;2; N ;'.' 
5 es base del filtro ij si y sólo sÍ para :(odoc,A ·~Ó.ij existe 

B e 5 tal que B ~ A . 

Observación: Sea X un espacio topológico y x e X . 

Sea 5 (x)= { U & X / U es vecindad de x } . 

5 (x) es un f'iltro llamado el f'iltro de vecindades de x . Una base 

para el filtro 5 (x) es un sistema fundamental de vecindades de x. 

En lo siguiente X denotará un espacio topológico ( a menos que se 

especifique lo contrario J. 

1.7.Def'inición: Sea ij un f'iltro en X y x e X. 

ij converge a x si 5(x) ~ ij donde 5(x) denota el f'iltro de 

vecindades de x. 

1.8.Def'inición: x e X es un punto de adherencia de A , A~ X , si 

para toda U vecindad de X , U íl (A\{x}) ~ 0 • 

Observación: Tenemos que 

A = A u { x / x es punto de adherencia de A } 

1.9.Proposición: x e A si y sólo si existe una base de f'iltro en 

A que converge a x . 

1.10.Def'inición: Sea 5 una base de filtro en X y sea x e X. 

x es un punto de adherencia de 5 si para todo A e 5 , x e A 

1.11 Proposición:Sea 5 una base de filtro en X . Si x e X es un 

punto de adherencia de 5 entonces para toda V vecindad de x 

se tiene V íl A ~ 0 , para todo A e 5 . Es decir existe un 

f'iltro más fino que el f'iltro generado por 5 que converge a 
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x. 

1.12. Definiéión:c Se~ X 'Un ;espacio'véctoríal T&i;C>ló~ico y sea u un 

filtro' en··x¿/u ~~>h~J~r1t~o.:~~·e,.¿~~~h/.~n x si para 

toda v'eciild~u:t:7V :d-~i- ·6~~T-O'teri'\·X __ -~:~fSte A :E.'U·· tal' que A-A s; V 

Observación: . Si ; X :-~s· !l~ ~s~¡cih~ v~~to~iai topológico y u es 
-- ,.., ---.·· .. ---· ·. 

filtro convergente en X en.t'.oné~s ~ es' un filtro de Cauchy en X . 

I.2.REDES EN UN ESPACIO TOPOLOGICO 

En ciertos espacios vectoriales topológicos la convergencia de 

toda sucesión de Cauchy no nos implica que el espacio sea 

completo. Utilizando el concepto de red, podremos dar condiciones 

necesarias y suficientes para que un subconjunto de un espacio 

topológico sea cerrado. 

un 

2.1.Definición: a) Un conjunto Hes dirigido si Hes parcialmente 

ordenado y para toda x y y en H , existe z e H tal que 

x:szyy:sz. 

b) H es inversamente dirigido si H es parcialmente ordenado y 

para toda x y y en H existe z e H tal que z :s x y z :s y . 

2.2.Definición: Sea A un conjunto dirigido y M un conjunto. Si para 

éada a e A existe xa e M , se dice que { xa }aeA es una red 

en M 

Asi si A = IN las redes obtenidas con este conjunto dirigido 

corresponden a las sucesiones. 

2.3.Definición: Sea { xa }aeA una red en X . Esta red converge a 

x
0 
e X si para cada U vecindad de x

0 
existe (3 e A tal que 

x~e U para toda ~ ~ (3 • 

3 



2.4.Defini.~16~: Se~A ~~conjunto dirigido. ~e~ B s; A. 

B es cofinal si para to_da IX e A_ ; , __ e_xiste /3 e B tal que IX :s /3 
.-.,··- :.<. ' 

2.5.Definición: Sea { xa>1XeN_una-~ed~-eri_X x
13 

>f3eB es una 

subred cofinal si B s; A es ca.final~ 

Observación: La definición anterior_ corresponde a la generalización 

de subsucesión , ya que todo conjunto cofinal con los naturales es 

infinito . 

2.6.Proposición: Si la red { x IX } IXEA en X converge 

entonces toda subred cofinal converge a x
0

• 

a X 
o 

e X 

2.7.Deflnición: Sea y e X. y es un punto de adherencia de la red 
o o 

{ XIX }IXEA si toda vecindad de y
0 

contiene una subred cofinal 

de { XIX }IXEA 

2.8.~: Sea M s; X . M es cerrado si y sólo si contiene los 

límites de todas las redes en M convergentes 

Demostración: Supongamos que M es cerrado . 

Sea { XIX }IXEA una red en M convergente a x
0 

Veamos que x
0 

e M . 

Como { xlX}IXEA es una red convergente a x
0 

se tiene que para toda U 

vecindad de x , existe /3 tal que para todo IX ~ /3 , xlX e U . 

{ XIX }IX~/3 es una red cofinal de { xlX }IXEA , por lo tanto x
0 

es un 

punto de adherencia de { XIX }aeA · 

Por lo tanto u n M .. 0 para toda vecindad u de X Por lo tanto 

x e M = M , esto es x e M . 
o 

Inversamente , supongamos que M contiene todos los límites de las 

redes convergentes . Sea x e M , 
o 

de x 
0 

, U íl M " 0 . Sea xu e U. 

entonces para toda vecindad U 

El conjunto de vecindades de x forma un conjunto dirigido por la 
o 

inclusión : U :s V si y sólo si V s; U 

4 



ii) Dadas U y V vecindades 

X
0 

tal que U s U íl V , 

As i { xu } ue1lxo donde 

es una red en M 

Sea V e 1lxo . Veamos que 

se tiene que xw e V 

Sea U = V y sea W ~ U e W 

por lo que xwe U = V Por lo tanto { xu} ue1lxo converge a x 
0

• 

Así por hipótesis x e M . Por lo tanto M 
o 

M. a 

Ahora relacionemos los 1iltros con las redes . Veamos como a 

partir de una red { xa }aeA en M podemos obtener un 1iltro en M . 

De1inimos Fa= { x~ /~~a y 

ü = { Fa/ a e A } u { N ~ M /existe Fa tal que Fa~ N } 

No es di1ícil ver que tenemos la siguiente 

2.9.Proposici~n: El 1iltro ü ~ p ( M ) construido anteriormente es 

un 1iltro en M . 

El 1iltro así construido se llama el 1iltro correspondiente a la 

Inversamente dado un 1iltro podemos construir una red llamada 

una red asociada al filtro de la siguiente manera : 

Sea ü = { Fa }aeA , el 1iltro Como anteriormente definimos 

Fas F~ si y sólo si F~ S Fa 

Con esta relación ü es un conjunto dirigido. 

Escogemos xa e Fa y ordenamos el conjunto A con el orden parcial 

de ü , es decir a s ~ si y sólo si Fas F~ si y sólo si F~ S Fa 

Así { xa }aeA es una red en M . 

5 



Así definidos estos filtros y redes corresponi:Uen_tes a una red y a 

un ílltro respectivamente· se -1.ntuye'ique' debe;;¡os ·tener ·una 

estrecha relación entre la convergen~l.~ ·d~ JJ'i ii:Ít;o<y~'sU'.i~:re~~s 
; ''.· '. ._'. '•!> .. -·-<-> -::~:-: ··:-:{::. ;J;,3·.~~1. :::.>-

correspondientes e inversamente . ·>=.·. : •. ·.· ··e?:,'':·: .\,:/ 

2.10.Proposición: a) El filtro {Fa }aeA tle~~iáFt~·;~{JJB~:'~ólo 
si toda red correspondiente al filtro tiené;-;u:~.i,te;1"x0 :: 

···:"' 

b) La red { xa }aeA tiene límite x
0 

si_ y ~610·:.s(.su.filtro 

correspondiente tiene limite x
0 

Demostración: a) Supongamos que {Fa }aeA es un filtro.convergente a 

x
0

• Entonces para toda U e rlxo existe (3 e A tal que F(3 !i lJ 

Sea { xa }aeA una red correspondiente al filtro , esto es 

xa e Fa y a~ (3 si y sólo si F(3 & Fa • 

Sea U e rlxo como Fa }aeAes un filtro convergente a x
0 

, existe 

F(3 tal que Ff3 s; U 

Sea a~ (3 , entonces Fa & F(3 !i U 

toda a ~ (3 . Por lo tanto la red 
' 

por lo tanto xa e Fa !i U para 

xa }aeA converge a x
0 

Fa }aeAun filtro tal que toda red 

correspondiente a el converge a x Veamos que para toda U e rlxo 

Inversamente sea 

o. 

existe (3 e A tal que Ff3 SU . 

Sea U e rlxo . Así para toda red correspondiente a { Fa }aeA , 

digamos { xa }aeA existe (3 e A tal que para toda a ~ (3 , 

Veamos que para esta (3 , F(3 & U . 

X e U 
a 

Sea x e F(3 . Existe una red correspondiente al filtro tal que 

x = xf3 . Por lo tanto x = x(3 e U , por lo que F (3 s; U . Por lo 

tanto el filtro es convergente a x 
o 

b ) Supongamos que la red { xa }aeA converge a x
0 

Sea U e rlxo . Así existe (3 e A tal que para toda a ~ (3 , xa e U 

6 



Si íJ es el 

Ff3= { xex_ / a.. 

convergente a 

Inversamente· 

red { xa. }a.eA 

íJ = { F ex } a.eA U 

UeTlxo, convergente a x
0 

existe F e íJ = { xa. / (3 "' ex } 

entonces para todo (3 N tal que existe Fa. ~ N 

entonces Fa. s; U . En lOs· dos cá_sos existe ex e A tal que para todo 

(3 "' a. , x
13 

e U . Por lo tanto { xa. }exeA es convergente a x
0 o 

Como corolario a esto tenemos el siguiente 

2.11. Teorema: M s; X es cerrado si y sólo si contiene todos los 

puntos límites de los filtros en M convergentes . 

Demostración: Supongamos que M es cerrado . Así M contiene todos 

los límites de las redes de M que son convergentes .Sea íJ un 

filtro en M que es convergente .Por lo anterior , cualquier red 

asociada a íJ es convergente , por lo tanto M contiene el límite 

de estas redes , por lo que el límite de íJ está en M . 

Inversamente sea { xa. } a.EA una red en M convergente Así su 

filtro correspondiente es convergente .Por lo tanto el límite de 

este filtro está en M , por lo que el límite de la red está en M 

y así M es cerrado . o 

7 



l. 3. DUALIDAD 

A veces es más fácil tratar un problema en su_forma polar que en su 

forma original Por esto en lo siguiente estudiaremos la 

herramienta que neis permite tr~nsportar -~I1 -:~roblem~: a su forma 

polar : la dualidad . 

E y F denotarán espacios vectoriales sobre- el:--

menos que se especifique lo contrario . 

3.1.Definición: 8 es una dualidad entre 

una forma bilineal . ( Se dirá que E y F están en dualidad o 

que F es el dual de E 

8 es una dualidad estricta si : 

i) Si B(x,y)=O para todo y e F , entonces x =O 

ii) Si B(x,y)=O para todo x e E , entonces y O 

Se dirá que E y F están en dualidad estricta 

Notación: Escribiremos <x,y> en lugar de B(x,y) , y si E y F están 

dualidad lo abreviaremos como <E,F> . . 
E!emplos: Si E = { f: E ~ ~ / f es lineal } es el dual algebráico 

de E 

Si E es un espacio vectorial topológico con la topología T , su dual 

topológico es : 

E' = { f: (E,T) ~ ~ / f es lineal y continua } = (E,T)' 

Cuando no haya posibilidad de confusión escribiremos E' en lugar de 

(E,T)' 

• Tenemos <E,E > con la forma bilineal : . 
<-,->: Ex E ~ ~ , donde <x,f> = f(x) 

También <E,E'> con la misma forma bilineal . 

8 



3.2.Definición: Sea <E,F> , ~SE . La_polar de A es 

A0 = { y e 

3.3.Proposición: 

subconjuntos 

al ( '>.A ¡º;,: ;>.~1Ao·;o 

b) Si A
1
S A

2 

cl Ca:~IAª ¡º =aQIA; 
d) Teorema de las bipolares·· 

A a 

topológico , entonces A00
. = J Aº ) 0 

· = conv.B(A) ( La bipolar 

de A es, la cerradura - de - -la' envolvente convexa de la 

envolvente 

el A
000 

= A
0 

• 

Observación: Si B: E-x entonces induce las 

• funciones : .¡. E _, F , llt(x) = ljlx , donde lltx F _, OC es tal que : 

• lltx(y) = <x,y> y p F _, E , p(y) py , donde py : E _, OC es tal 

que py(x) = <x,y> . 

3. 4. Definición: Sean <E, F> . rr (E, F) es la topología más gruesa en 

E que hace continuas a todas las funciones py : E _, OC 

py(x) = <x,y> . Esta topología es la topología débil en E 

Análogamente se define la topología débil en F , rr (F,E) . 

Observación: Si A s;: E entonces A0 es convexa balanceada y 

rr(E,F)-cerrada . 

3. s. Teorema: Sean E y F espacios vectoriales topológicos sobre el 

campo OC . Entonces el dual topológico de E con la topología 

rr (E,F) es F , esto es : ( E , rr (E,F) )' = F . 

Consideremos el siguiente conjunto de subconjuntos de E 

@ = { A S E I A es rr (E,F)-acotado } . 

9 



Definimos !li0 = A 
0 s ·F / A e !li } . 

3. 6. Definición y teorema: !li0 
definida ,como anteriormente es una 

base de vecindades del cero en.F La topologia así definida 

en F es la topologia fuerte de F y se denotará ~ (E,F) . 

3. 7 .~: ( de Alaoglu J Sea E un espacio vectorial topológico 

sobre OC .Si V es una vecindad del cero en E entonces Vº S E' 

es u CE;EJ-compacto . 

3. 8. Proposición: Sea E un espacio vectorial. topológico sobre OC . 

Sea F un subespacio de E • Eritorié:es<( E;-_/ ·F ) • s F ( como 

espacios vectoriales 

3.9.Definición: Sean <E,F> Sea T una topologia en E que lo hace 

espacio vectorial topológico < es compatible con la 

dualidad si E tiene el mismo dual topológico con respecto a 

la topologia <y a u (E,F) , esto es : (E,<l'=(E,u(E,FJJ'=F 

3.10.Proposición: Sea E un espacio vectorial topológico , localmente 

convexo y Haus1orff , con topologia < . Entonces E con la 

topología u(E, E' J S T tiene los mismos conjuntos convexos 

cerrados respscto a< y a u(E,E') y u(E,E') es compatible con 

la dualidad entre E y E' 

Queremos encontrar la topología más fina que haga a un espacio 

vectorial un espacio vectorial topológico localmente convexo , 

Hausdorff , y que sea compatible con la dualidad . Esta topología 

no puede ser muy fina , ya que queremos que sea compatible con la 

dualidad 

3.11.Definición y teorema: Sean E y F espacios vectoriales en 

dualidad estricta . Consideremos el conjunto 

yº s E / Y s F es convexo balanceado y 

10 



rr(F¡EJ-b'Ómpa~to '}. o 

B es una base d~ liéci~Ja~~~ del cero en . E: . La topología 

generada. p~r ·~ .~ad~';[d~~]IEl~yn~'esp~~ci;;-ú~~l~;~~t~· convexo 

Hausdorff. ·.Y~·é!'l"~a;'..t~pÓlog:Ía . é~'éía .).o~~lo~Ía<;nás;rina de 
i; ,· y: ··<,--:. -Y}; 

espacios loc~lÍne~te '' C:onv;.xo Hausdoríf.,,: /,;)éónlpatlbl;. eón la 

dualidad ; Esta es la topología··~~· M~·ckey "/r~<sedenotará 
T (E,F) 

Demostración: Veamos primero .que B genera en E una topología de 

espacio vectorial topológico localment~convexo , ·Hausdorff . 

i) Veamos que si V e B entonces V és absorbente y balanceado . 

Si V e !B entonces V = Yº , donde Y s; F es convexo , balanceado y 

a- (F,E)-compacto. Por lo tanto.V es balanceada. Veamos que V es 

absorbente . Sea x e E la funcional ~x: F ~ OC , ~x(y) = <x,y> 

es a- (F,E)-continua , y Y es a- (F,E)-compacto Por lo tanto 

existe M e~ tal que l<x,y>I ~ M para toda y e Y Así x e MY
0 

y 

MY 0 = MV esto es V es absorbente . 

ii) Veamos que si V e B entonces AV e B , para todo A e OC\ {O} 

Sea V e B . Entonces V = Yº donde Y s; F es balanceado , convexo y 

a- (F,E)-compacto . Sea A e OC \ {O} 

A-1Y es balanceado ya que si ex e OC es tal que 1 exi ~ 

entonces exY ¡;; Y y por lo tanto exA - 1Y s; A-ty y así A - 1y es 

balanceado . 

Es claro que A-ly es convexo . Veamos que es r; (F,E)-compacto . 

Sea { Uex }exeI una cubierta a- (F,E)-abierta de A-ty esto es 

Entonces Y s; A ( U U ) S U ( AU 
exel ex exel ex 

Por lo tanto 

AUex }exel es una cubierta a- (F,E)-abierta de Y Como Y es 
n 

a- (F,E)-compacto ,existen U
1

, .u 
n 

tales que Y s U ( AV 
1 

l 
1=1 
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- n 

Por lo tanto A.-1Y s; U U :/\sLA.-.1Y:es .cr· (F,E)-com¡:¡ado 
1 =1 l, 

iiil Veamos que para:t~C!o:V~·'.!3iki~i~u~e·!3.,taLCiuE!.u>+ u s; v . 

Sea V·'= Yº dC>~cl~ Y:. f'. F'Eis ~ó:l.v~5co ;;~~~:~~~g~a!?::;;~~ /F .~)-compacto 
Sea U = 2-1y . Por lo ~Ú~/i~; ÍJ ·~, B \; •· é:~~C::;f\'~8~s convexo 

~~- -~,'-s'-S.'. -"-;_:,:;.' '(o<.,<~ 

2-lyº + z-lyo s; yº = V • ';_•4 ¡::- " "' 

Por lo tanto 5 genera una topología· de espacio vectorial 

topológico Esta topología es localmente convexa ya que todo 

elemento de 5 es convexo . Ahora : íl { Yº / Yº e 5 }' 

( U { Y/ Y s; F es convexo , balanceado , cr (F,EJ-compacto ) 0 

F
0 = {O} ( por ser la dualidad estricta ) . Por lo tanto la 

topología es Hausdorff 

Veamos ahora que T (E, Fl es la ·topología de espacio vectorial 

localmente convexo más fina compatible con la dualidad . 

Sea T una topología de espacio localmente convexo compatible con 

la dualidad Como T es compatible con la dualidad tenemos que 

( E,T )' F . Sea V e Tlo en ( E,T ) cerrado balanceado 

convexo ( Tlo denota el conjunto de vecindades de cero ) . 

vº = y e F / /<x,y>/ s 1 para todo x e V } . 

F = f: (E,T) .. IK / f es lineal y continua F s; IKE y 

Vº s; (-1,l]E . 1,l]E es cr (F,El-compacto ( porque la topología 

débil coincide con la del producto )-, y vº es cr (E,F)-cerrado 

por ser una polar . Por lo tanto Vºes cr (E,FJ-compacto 

Además Vº es convexo y balanceado , por lo qÚe V00 
= V e 5 , y 

así T s; <5> , donde <5> denota la topología generada por 5 

Sólo falta ver que T (E,F) es compatible con la dualidad 

Tenemos E, T (E,F) )'=E' y (E, cr (E,F) )'=F. Como 

cr (E,F) s; T (E,F) entonces F s; E' . Veamos la otra contención . 

12 



Sea í e E' { x e E. / líCxl 1 :S í: E .. IK es 

'!:-continua , . y <Oº 1~\.c -1-1, 11.i Por - lo. tanto {í} 0 es una 

vecindad- ,de ·- cer_o ··en PcEiid¡:Fj ):, , _--. Así 
;:::·~· ~~·;-~,~·'_-::_L;~ 

cr(F~EJ-compacto -~i<=??,f~.'J~fr;·i~~i~~~~-~~06 tal que Yº ¡; <0° 

existe y F 

Ahora i: C F,~ (F;E?j'.~l?t~C:•-f¡{jE.;;~'<i' (E'.,E) 

tanto J:cvJ';', Y{:es~á::'.~E:':l~J.,.éompacto). <Así 

es continua , por lo 

tomando polares en la 

dualidad <E, E'> : ~{A~:~'{{:}~~);~:~~º i:. Y 
- ,,. ,,,. ·,;:, 

Por; )o . t~~t~};. E'_ ;:g1: ~'}{;,; (j'._ d ..... Y F / y es 
-·--:''·''<'•";i-' -,,, 

'co~~~~~fb~!an6eado,cr(F,E)-compacto } = F 

-Así E' = F . 
. ,e 

3: 12. Corolario: Sean <E, F':>-' :estricta -·sea (E,T) un espacio 

vectorial topológico localmente convexo Hausdoríí Entonces 

es compatible con la dualidad si y sólo si 

cr CE,F) ¡; 1: ¡; 1: CE,Fl 

I.4.EL ESPACIO ECE,F) 

E y F denotarán espacios vectoriales topológicos localmente 

convexos , Hausdoríí 

4.1.Teorema: Sea U : E .. F lineal . U es continua si y sólo si U es 

continua en el cero . 

4.2.Proposición: U : E .. F es continua si y sólo si para toda 

semi-norma continua q de F qoU p es una semi -norma 

continua de E 

4.3.Proposición: U E .. F es continua si y sólo si para toda 

semi-norma continua q de F existe una semi-norma continua p 

de E tal que qoU ~ p . 
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4.4.Definición: f. (E,F) es el espacio de funciones ·lineales y 

continuas d;, E en F , - esto es: •· ... ye .. :;.··., 
f. (E,F) = { U: E _, F Í' U es lineal y córttíhua 7 }.: 

' ,; :,¿: .,o~'-

4, 5, PrOpOS i CiÓn ! f. (E,F) es un espaciÓ vector¡ial.; cbn• ia suma• y el 

producto por escalares • 

Veamos cómo dotar a f. (E, F) de topologías que lo ·hagan espacio 

vectorial topológico 

Para esto , consideremos una colección 0 de subconjuntos de E . Sea 

Q la familia de semi-normas continuas que genera la topología de F 

Dados q e Q y A e lli definimos : p : FE _, IR u {cxi} q,A 

Pq,A (U) = sup { q(U(x)) / X E A } 

La topología está generada por intersecciones finitas de conjuntos 

de la forma V = { U e FE / p (U) < 1 } • 
q, A q,A 

Pq,A es una semi-norma en FE , salvo a lo mejor por el hecho de que 

Pq,A(U) = cxi para alguna U 

4.6.Definición: La topología inducida en f. (E,F) ~or la topología 

que acabamos de definir en es la topología de la 

convergencia uniforme en la familia lli y denotaremos a 

f. (E,F) con esta topología : f.lli (E,F) . 

Si pq,A no es semi-norma , f.lli (E,F) no tiene por qué ser localmente 

convexo . Una manera de asegurar c;ue pq,A sea semi-norma es pedir 

que A sea acotado . 

4.7.Proposición: Si las funciones Pq,A son semi-normas entonces 

para todo u E ~ (E,Fl y para todo A E (li tenemos que -m 
U(A) = { U(x) / X E A } es acotado en F 

4.8.Proposición: Si las funciones Pq,A son semi-normas entonces 

todo elemento de (li es acotado en E 
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4.9.Proposición: l!lli CE,F) es Hausdorff si y:.sólo si para to.da q e Q 

y para todo A e lli si Pq,~ (U);= () e11tori~~s p·eo 
~:.. 

4.10.Proposición: Sea B =UA .••si;B·'es'total en E esto es 

<B> = ; E <donde . <B> :::~ta el;,~~~~~s~~Üo': vectorial generado 

por B J eritorices l!lli CE;F) es' ttdfr~ci~i~f' 
4. 11. Definición: al Si ID = {·A s:'.'E ·/'x1

.es acotado } entonces la 

topología de l!lli CE, F) es ')a :·topología ·de la convergencia 

acotada o la topolog{,;. · de ·la convergencia uniforme en 

acotados 

b) Si lli = { A S: E / A es compacto entonces la topología de 

l!lli (E, Fl es la topología de la convergencia compacta o la 

topología de la convergencia uniforme en compactos . 

c) Si lli { {x} s: E I x e E } entonces la topología de 

l!lli (E,F) es la topología de la convergencia puntual . 

Notación: Denotaremos a l! (E,F) con la topología de la convergencia 

acotada l!b (E,F) , ; y a l! (E,F) con la topología de la 

convergencia puntual : l!s (E,F) 

Observación: La topología de l!s(E,F) está generada por las 

semi-normas : Pq, <x> (U) = sup { q(U(y)) I y e {x} } = q(U(x)) . 

De esta definición tenemos que una sucesión { Un }ne~ en l!s (E,F) 

converge a cero si y sólo si para toda q e Q y para todo x e E la 

sucesión { q(Un(x)) }ne~ converge a cero en OC 

4.12.Proposición: Sea B s; l!s (E,Fl . Bes acotado si y sólo si para 

toda semi-norma continua q de F y para todo x e E 

sup { q(U(x)) I U e B } < ~ . 

4. 13. Corolario: B es acotado en l!s (E, F) si y sólo si para todo 

x e E , { U(x) I U e B } es acotado en F . 
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I.S.EL TEOREMA DE BANACH-MACKEY 

El teorema de Banach-Mackey dice que cualesquiera dos topologías 

compatibles con la dualidad constan de los mismos conjuntos 

acotados . Este teorema nos interesa particularmente , ya que gran 

parte del trabajo desarrollado aquí consiste en ver qué propiedades 

adicionales le debemos pedir al espacio para que esta propiedad se 

pueda extender a topologías no compatibles con la dualidad . 

Teorema de Banach-Mackey: Sean (E,T) un espacio vectorial topológico 

localmente convexo y A i;; E Entonces A es acotado con 

respecto a T si y sólo si A es acotado con respecto a la 

topología o- (E,E') (A es <r (E,E')-acotado ) 

Observación: Tenemos que E,T )' E' y C E,o- CE,E'l )' E' , por 

lo tanto T es compatible con la dualidad entre E y E' 

Demostración: Supongamos que A es T-acota~o Sabemos que 

<r (E,E') i;; T . Denotemos por ~o,<r(E,E') las vecindades de cero en 

E con respecto a la topología <r(E,E') y ~o,T las vecindades de 

cero en E con respecto a la topología T . 

Sea V e ~o,<r(E,E' l 

existe A e ~ ' {O} 

<r(E,E' )-acotado 

Como <r(E, E') i;; T tenemos V e ~ 
O,T 

tal que A s AV por lo que 

Así 

A es 

Inversamente supongamos que A es <r(E, E' )-acotado Vamos a 

hacer la demostración en tres casos . 

Primer ~: E es normado . 

Si E es normado entonces también lo son E' y E '' . Sean 11-11 

11-11' , 11-11 ''las normas de E , E' y E'' respectivamente . 
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Sea </J : E -+ E'' la inmersión na.tural , .</JCeJ 

donde í: E -+ IK • 

La topologia de Es 

Sea Vít, ... ,ín 

Sea V 

Por 

y.e V. 

;\(q,¡yj )(f¡) 1 

l>-1 (</J(y) J(f¡) 

=~i>-1 1 Íl(y) 1 :s ¡;q 
Por lo tanto pí

1
(</J(x)) :s l>-1 para todo 

é ' é(í) í(e) ' 

es 

SeaxeA, 

con 

Así 

</J(x) e >.Vít, ... ,ín 

</J(A) es acotado en 

y por lo tanto </J(A) s; >.V Íl, ... , ín , esto es 

Es CE' ,IK) Ahora si </J(A) es acotado en 

entonces </J(A) es acotado con respecto a la norma 

y para todo x e E llxll = /l<fJCxl/I" . Por lo tanto 

</J(A) es 11-1 !''-acotado por lo que A es 11-1 ¡-acotado , esto es 

A es -r-acotado 

Segundo El..aQ_: La topología de E está generada por una única 

semi-norma continua p . 

Sea N = { x e E / p(x) = O } . Como p es continua , N es cerrado , 

y por lo tanto E/N es un espacio localmente convexo Hausdoríí . 
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Sea p : E/N ~ R tal que p( x = inf { p(y) / y e x } . p es una 

norma en E/N y además E/N J' e< Nº como espacios 

vectoriales ) . 

N° = { y e E' / l<x,y>I :S 1 para todo x e N Veamos que 

N° =E'. Si U e E' entonces existe ce R tal que.para todo e e E 

IUCell :S cp(e) . Por lo tanto para todo e e E U(e) =O . Por lo 

tanto U e ( E/N )' = N° Por lo tanto N° = E' 

Como ir(E/N,E') s; ir(E,E') tenemos que si A es a-CE, E' )-acotado 

entonces IT(AJ es <r(E/N,E' )-acotado donde IT es la proyección 

canónica Así por el primer caso tenemos que IT(A) es acotado con 

respecto a la norma p , esto es existe M e R tal que p(a) :S M para 

toda a e IT(A) . Por lo tanto p(a) :S M para todo a e A . Así A es 

acotado con respecto a la semi-norma p , esto es A es T-acotado 

~ ~: La topología de E está generada por una familia de 

semi-normas continuas { Pi }le! 

Para todo i e I definimos E1 = E,T1 ) donde Ti es la tqpología 

generada por p 1 en E . T 1 S T para todo i e . Por lo tanto 

Ei S E' para todo i e I y entonces ir(E,Ei) s; ir(E,E') para todo 

i e I . Así si A es ir(E,E')-acotado entonces A es <r(E,Eil-acotado 

para todo i e I y por el segundo caso tenemos que A es acotado con 

respecto a pi para todo i e I , esto es A es Ti-acotado para todo 

i e I , por lo tanto A es T-acotado . a 

18 



I.6.EQUICONTINUIDAD 

El principio del acotamiento \lniforrrle es un. teorema importante del 

análisis funcional pero ·Pª':\'- ,Poder demostrarlo~ necesitamos 

primero estudiar un poco. el· c~nc~pto de eq1Jicontln'{;id:,.id · y los 

espacios barrilados . 

Notación: !Jlo denotará el conjunto ,de vecindades. L d~''"~;r~ en •.un 

espacio topológico . . , , ·' .~;k;:~,~ •i: ~;L 
6.1.Deíinición: Sea E un espacio topoÚ,~i~6 ,;y~,~~:;/gi:'ü;';, espacio 

vectorial topológico . Sea H,S FE~~y'a:·t·:f7~~,°'c~*f~ft\~'~f~' · · 
-o,t.;,---- . 

al H es equicontinua en a. si 

V e tal que para todo f 

í(x)-í(a) e W 

para.tada.:w. e)!11~'~Ie1AF •:xist~ 
e .H ; Pi¡:J,~ taa6· "xc é' v 

b) H es equicontinua en E ( o simplemente equicontinua ) si es 

equicontinua ~n todo punto de E . 

c) Si E es un espacio vectorial topológico entonces H es 

uniformemente equicontinua si para todo W e !Jlo en F existe 

V e !Jlo en E tal que para todo f e H y para todo x-y e V , 

f(x)-f(y) e W . 

6.2.Proposición: Sean E y F espacios vectoriales topológicos . Sea H 

un conjunto de funciones lineales de E en F . Entonces H es 

uniformemente equicontinua si y sólo si H es equicontinua en 

0 E E . 

6.3.Corolario: Sean E , F y H como en la proposición anterior . H es 

equicontinua si y sólo si para todo W e !Jlo en F 

0 ( U-
1 

(WJ l e !J1o en E . 
UeH 
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Veamos algunas propiedades de los conjuntos e"quicontln1Jos cuando 

F = IK . 

6. 4. Proposición: Sea E un espacio vectorial top()fógi,~_o s"()bre IK;;;, sea 

H ~ E' . Son equivalentes 

a) H es equicontinua 

b) Existe V e ~º en E tal que H ~ Vº . 

6.5.Corolario: Sean E y H como en la proposición anterior . Entonces 

H es equicontinua si y sólo si H0 e ~º en E . 

6.6.Proposición: Sean E y F espacios vectoriales topológicos 

localmente convexos y sea H ~ ECE,F) . Entonces : 

a) Si H es equicontinua entonces H es acotada en Eb(E,F) 

b) Si H es acotada en Eb(E,F) entonces H es acotada en 

Es(E,F) . 

Observación: Sean E y F espacios normados y sea H ~ E(E,F) . Si H es 

acotado en fb (E, F) entonces existe M e IR tal que para todo U e H 

l IUI 1 "'M 

Así vimos que si H ~ f(E,Fl es equicontinua entonces H es acotada en 

Veremos que el recíproco es válido en los espacios 

llamados barrilados 

I.7.ESPACIOS BARRILADOS 

Los espacios" barrilados no necesariamente son metrizables y 

sin embargo comparten propiedades importantes con los espacios de 

Banach y los espacios de Fréchet . 
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7;1.Definición: Sea E un 

A s; E ..• 

7.2.Defiriición: Sea E un 

un e·spacio 

cero en E . 

7. 3. Teorema: Sea 

espacio localmente 

sólo si para todo 

es equicontinuo . 

7.4.Teorema: Sea E un espacio barrilado Hausdorff y ;sea e F ·un: 

espacio localmente convexo , Hausdorff .Sea H s E(E,Fl 

equicontinua si y sólo si H es acotada en Es(E,Fl 

H es 

7.5.~: Sean E y F espacios localmente convexos , Hausdorff y 

F 'f' {O} Si para todo H s; E(E,Fl que es acotado en 

Es(E,Fl ,se tiene que H es equicontinua , entonces E es un 

espacio barrilado 

7.6.Corolario: Sean E y F como en el teorema anterior Son 

equivalentes : 

al E es un espacio barrilado . 

b) Todo H s; E(E,F) acotado en Es(E,Fl es equicontinuo 

7.7.Teorema: Todo espacio localmente convexo , Hausdorff , de Baire 

es barrilado . 

7.8.Corolario: a) Todo espacio de Banach es barrilado 

b) Todo espacio de Fréchet es barrilado . 

Este corolario nos dice que todos los espacios "palpables" son 

barrilados . 
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Un ejemplo de un espacio que no es barrilado es (E, 11-11 l donde 

E= l'i:( (0,1] l y si fe E, llfll = J~ifl dµ dondeµ es la medida de 

Lebesgue • (E, 11-11) es un espacio normado y por lo tanto Hausdorff 

y localmente convexo E no es completo . Veamos que no es barrilado 

Consideremos B = fe E/ suplfCxll ~ 1 ,para todo x e (0,1] } . 

Es fácil ver que B es convexo , balanceado y absorbente . Para que B 

sea un barril sólo falta ver que es cerrado . 

Sea ge Be , por lo tanto existe x e (0,1] tal que l&Cxll > 1 . Como 

ges continua , existen a y be (0,1] tales que para todo t'e [a,b] 

l&Ctll > 1 , esto es l&Ctll-1 >O . 

Sea e la l&Ctl 1 -1 )dµ , tenemos que e > O • 

Sea f e B. 11&-fl 1 = J~ l&-f Idµ ~ la l&-f Idµ ~ ~ ( 1&1-lfi )dµ 

Como lfCxl 1 ~ 1 tenemos que 11&-fl 1 ~la Cl&l-lldµ = e . 

Por lo tanto si f e B entonces 11&-fl 1 ~ e por lo tanto 

f E h / 1l&-hl1 < e que es la bola abierta de radio e , centro g 

en la norma L1 ([0,1]) Esto es , f e { h / 11&-hl 1 ~ e Entonces 

si f e B f E h / 11g-h11 < e es decir que si 

f e { h / 11g-h11 < e entonces f E B , esto es f e B
0

• Por lo 

tanto { h / 11&-hl 1 < e } s; B
0 

, es decir B
0 es abierto y por lo 

tanto B es cerrado 

Veamos que B E rlo en E Supongamos que sí lo es , es decir que 

existe o > O tal que { h / J~ lhldµ < ó } s; B Si h e E es tal que 

he B entonces sup { lh(xll / x e (0,1] } ~ 1 . 

Sin embargo existe he f;((O,l]) tal que : 

J~ lhldµ < o Y sup { lhCxl 1 / x e [O, l] } > ( absurdo con lo 

anterior ) . Por lo tanto B E ria en E , con lo que queda demostrado 

que E no es un espacio barrilado . 
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1.8.PRINCIPIO DEL ACOTAMIENTO UNIFORME 

Teorema: Sea E un espacio de Banach y.sea .F.un espílcio normado . 

Sea H s; ECE,Fl tal que. H es acotado en E CE;FJ· ... Entonces H 
.s . 

es acotado en la norma de ECE,Fl " esto.es existe M e IR tal 

que para todo µ e H ~. ¡ ¡µ¡ ¡ :s M .. · 

Demostración: Si E es un espacio.de Banach entonces por el corolario 

l. 7. 8 E es un espacio barrpado . H es acotado en Es (E, F) • Por 
. . 

lo tanto , por el corolaj-i_a·~í.6.7 11, esacotado en Eb(E,F) . 

Sea B = { x e E /·jjxll,;-''l.} donde 11-11 denota la norma de E. 

Por definición B es acotado en E . 

Sea p8 : E(E,F) ., IR tal que Pa(fl sup llfCxlll / X e B 

sup llíCxl 11 / llx 11 :s 1 } 

Por la definición de Eb(E,Fl P9 es una semi-norma continua en 

Eb(rFJ por lo que VB = { f e l!(E,Fl / pB(f) :s 1 } es una 

vecindad de cero en Eb(E,FJ . 

Como H es acotado en Eb(E,Fl , existe M e ~ \ {O} tal que H ~ MV8 

Esto es para todo µ e H p8 (µ) :s IMI o sea para todo µ e H 

sup IJµCxll/ / Además 

sup { JlfCxlll /Jlxll :s 1 si f e E(E,F) Por lo 

tanto existe M e IR tal que para todo µ e H 1lµJ1 "' M o 
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I.9.LIMITES INDUCTIVOS ESTRICTOS 

Por último estudiaremos .ur\·,pbco los límites inductivos estrictos ya 

que son de gran importancia por sus propiedades de conservación 

por ejemplo el límite inductivo de espacios barrilados es 

barrilado Terminaremos este capítulo con la demostración del 

teorema de Dieudonné-Schwartz . 

Sea X un espacio vectorial topológico y sea M s; X un subespacio 

Denotemos VM(O) = { VM S M / existe V e no tal que VM = V íl M } . 

VM(O) es una base de vecindades del cero en M y con la topología 

~enerada por VM(O) • M es un espacio vectorial topológico . Si X es 

localmente convexo entonces M también lo es La topología así 

definida en M es la topología inducida por la topología de X en M . 

9.1.Lema: a) Sea X un espacio vectorial topológico localmente 

convexo . Sea M un subespacio de X . Sea U e VM(O) convexo . 

Entonces.existe V e no convexa tal que U= M íl V. 

b) Si además suponemos que M es cerrado y x
0 

e X ' M entonces 

existe V e no convexa tal que V íl M = U y x
0 

E V 

Veamos ahora en qué consisten los límites inductivos estrictos de 

espacios localmente convexos . 

Sea X un espacio vectorial sobre IK tal que X =U X 
nelN n 

{ Xn }nelN es una sucesión creciente de subespacios de X . 

donde 

Suponemos que cada Xn está dotado de una topología localmente 

convexa , denotada Tn con la propiedad de que Tn es la inducida por 

Tn+i en Xn , esto para todo n e IN . 

El propósito es encontrar una topología para X de espacio localmente 

convexo digamos T y que para todo n e IN Tn sea la topología 
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inducida por T .en Xn. 

9.2.Proposición y definición: Definimos 

B = { B ~ X / B es convexo,balanceado,absorbente y B íl Xne ~º 

en Tn para todo n e N } . 

Entonces B es una base de vecindades para X de espacio 

localmente convexo compatible con la estructura de espacio 

vectorial . Esta topología T se llama la topología de limite 

inductivo estricto de los espacios { Xn}neN . 

9.3.Proposición: Sea V S X convexo . Son equivalentes 

a) V e ~º en X con respecto a la topología T . 

b) Para todo n e N , V íl Xn e ~o convexa en Xn con respecto a 

la topología Tn 

9. 4. Proposición: Sea X un limite inductivo estricto de espacios 

localmente convexos { Xn }neN . Sea Y un espacio localmente 

convexo y sea f: X ~ Y lineal Definimos f 
n 

Entonces 

fes continua¡si y sólo si fn es continua para todo ne N. 

9.5.Proposición: Sea X un limite inductivo estricto de espacios 

localmente convexos { Xn }neN .Entonces la topología Tn es la 

topología inducida por T en Xn , esto es = T 
n 

9. 6. Corolario: Si Tn es Hausdorff para todo n e N entonces T es 

Hausdorff 

9. 7. Definición: Un espacio LF es un límite inductivo estricto de 

espacios de Fréchet . 

9.8.Proposición: Sea X un LF y Y un espacio vectorial topológico . 

Sea f: X ~ Y lineal Si Y es localmente convexo y f es 

secuencialmente continua entonces f es continua . 
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9.9.~: ('de Dieudonné-Schwartz 

espacios de Fréchet { Xn }ne~ 

existe ·n:~ e IN. t.al que A s; X no 

Demostración: SÚpongamos lo contrario 

Sea X un. LF' definido por los 

Sea k !> .. 'X a:cotádo . Eñtonces 

~-~· . '-~~-.::.~_:·,~:}" 
, esto es;qll~' p~;~ .todo n e ~ 

existe xn e A y x,; I! Xn . Veamos que existe .• ·U .e ·'1~ '·en 'x ·que no 

absorbe la sucesión { xn }ne~ . 

i) Sea U1 e '10. en X1 . X1 es cerrado en x2 ya que X
1 

es completo y 

T2IX1 = Tl . Además xl I! xl . Entonces por el lema 9.1. parte b) 

existe U2 e '10 en X2 convexa tal que U1 = U2 íl X1 y x1 I! U2 

iil x1 I! U2 y x2 es cerrado en x
3 

. Por lo tanto existe W3 e '10 en 

x3 , convexa t.al que U2 = W3 íl X2 y x1 ti! W3 
. . . -1 

x2 es subespacio tenemos que 2 x2 t! x2 

Ahora x2 I! x2 y como 

Por lo tanto existe 

-1 V3 e '10 en x
3 

convexa tal que U2 = VJ íl X2 y 2 x2 I! V3 

Sea U3 = W3 íl VJ . U3 E '10 convexa y U2 = U3 íl X2 , x1 ti! U3 , 

-1 2 x2 1! U3 . , U2 S U3 . 

lii) Recursivamente podemos contruir una sucesión { Un }ne~ tal 

que : - Un e '10 en Xn convexa 

- U1 s; U2 s; . . . s; Un s; Un+1 • 

Sea U = U Un 
ne~ 

U es una unión de convexos anidados , por lo tanto 

U es convexo Además U íl Xn = Un e '10 en Xn convexa para todo 

ne~ . Así .por la proposición 9.3 U e '10 en X . 

Veamos que U no absorbe a la sucesión { xn }ne~ := S . 

Supongamos que existe A e ~ \ {O} tal que S s AU .Entonces existe 

k e ~ tal que S s kU Entonces x 
k 

-1 
e kU , esto es k xk e U 

absurdo por la definición de U ) . Por lo tanto U no absorbe a S 
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'--"-·=---'""'- eri x ,-·- -Así "par'Úcúlar Sin embargo s s A y A es ·acotado en 

absoí-bé 
,_, 

A 
.. 

tanto s deberíamos tener que u a y por lo a 

contradiciendo el hecho que U no abso.rbe a· S • 

Por lo tanto existe no e~ tal que A S·Xno e 
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CAPITULO II 

DEFINICIONES DE PROPIEDADES LOCALES 

II.1.EL ESPACIO (Ee,pe) 

En este capítulo E denotará un espacio vectorial topológico 

localmente convexo , Hausdorff 

Consideremos B s; E abierto , convexo , balanceado y absorbente . 

Sea : pe : E ~ R+ U {O} definida por 

pe(x) = inf { a: > O / a:-1x e B } . 

Por las propiedades del ínfimo , pe resulta ser una semi-norma de E 

y además B = { x e E / pe(x) < 1 } . pe es la funcional subaditiva 

de Minkowski asociada a B 

Dado B s; E , Ee denotará el subespacio vectorial generado por B . 

(Ee,pe) denotará el espacio Ee con la topología generada en él por 

la semi-norma pe 

1.1.Proposición: Ningún rayo en E es acotado . 

Demostración: Sea x1 e E , x1 ~O . { ~x1 }a:eOC es un rayo en E . 

Supongamos que este rayo es acotado en E , esto es que para toda 

V e ~º ( donde ~º es el conjunto de vecindades de cero en E ) , 

existe A e OC ' {O} tal que { a:x1 }a:eOC s; AV . 

Como E es Hausdorff , existe V1 e ~º tal que x1 i! V1 

existe Al e OC ' {O} tal que a:x1 }a:eOC s; ?.1V1 

Además 

Ahora 

AlXl e { a:x1 }a:eOC Por lo tanto AlXl e A1V1 , por lo que x1 e V1 

( esto es absurdo . Por lo tanto ningún rayo es acotado en E . 
0 

1.2.Proposición: Sea B s; E abierto convexo balanceado 

absorbente y acotado Entonces (Ee,pe) es un espacio 
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normado. 

Demostración: pe es una semi-norma , así que sólo falta demostrar 

que pe(x) = O si y sólo si x = O . 

Si x = O , es claro que pe(x) = O . 

Supongamos ahora que x ~ O • Como x ~ O tenemos que { ax }aeOC es 

un rayo en E. Por la proposición 11.1.1 { ax }aeOC no es acotado 

en E . Como B es acotado este rayo no puede estar contenido en 

B, es decir que existe ao e OC ' {O} tal que aox ~ B . 

Ahora : B = { x e E / pe(x) < 1 } . Por lo tanto pe(aox) ;,: 1 , y 

pe(aox) = laolpe(x) ;,: 1 . Por lo tanto pe(x) ;,: iao¡-1 > O 

Por lo tanto (Ee,pe) es un espacio normado . o 

II.2.DEFlNICIONES DE PROPIEDADES LOCALES 

2. 1. Definición: B S E es un disco en E si B es balanceado y 

convexo . 

2. 2. Definición: 1) Sea B S E un disco . B es un disco barrilado 

si (Ee,pe) es un espacio barrilado . 

ii) Si para todo A s E acotado existe B s E un disco cerrado , 

acotado y barrilado tal que A S B entonces se dice que E es 

localmente barrllado 

2.3.Deflniclón: i) Sea B s E un disco . B es un disco de Banach si 

(Ee,pe) es un espacio de Banach . 

iil E es rápidamente completo si .para todo A !:= E acotado 

existe B s E un disco de Banach tal que A s B A veces 

también se dice que el espacio es localmente completo ) . 
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II.3.ESPACJOS PALMEADOS 

Introducimos estos espacios ya que nos serán· útiles-· para dar 

ejemplos ( y/o contra-ejemplos ) . 

En lo siguiente F denotará un 

Hausdorff ---- · ': __ -,_ 

Dadas \./ : U INk -+ 2F , donde 2F denota· el conjunt_o de subconjuntos 
kEIN 

de F , y p e ININ escribiremos : 

\.lp,k \.l(p(l), ... ,p(k)) para todo k e IN 

3.1.Definición: \./es una palma en F si cumple : 

1) El rango de \./ sólo consiste de subconjuntos balanceados de 

F. 

ii) U { \.lp,l /pe~ } es absorbente en F 

111) Dados p e ININ y k e IN , todo punto de \.lp,k es absorbido 

por el conjunto : 

U { \.l~.k+l / ~ e ININ , ~(1) = p(i) para todo 

iv) \./ + W ~ \.lp,k para toda p e ININ y para todo k e IN p,k+l p,k+l 

3.2.Definición: Una palma \./ es compatible con la topología de F si 

para toda vecindad de cero U en F y toda p e ININ existe n e IN 

tal que \.lp,n ~ U 

3.3.Proposición: Sea W una palma en F . Son equivalentes 

a) W es compatible con la topología de F 

b) Sea p E ININ y sea Yn }nelN una sucesión en F tal que 

{ 
k 

telN 
yo E w para todo n E IN Entonces L Yn es p,n 

n=l 

una sucesión de Cauchy en F . 
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c) Sean p y Yn->nelN como _en b) . Entonces { Yn }nelN converge 

a cero en F 

3.4.Definición: Una palma W en F es completante si para toda p e ~ 

y para toda { Yn } IN S F tal que yn e W para todo n e IN , 
k ne p,n 

la sucesión { [ yn} converge en F . Si F admite una palma 
n=l kelN 

completante , F es un espacio palmeado 

3.5.Corolario: Toda palma completante es compatible com la topología 

3.6.Proposición: Si F es secuencialmente completo toda palma 

compatible con la topología es completante . 

E lemplo: Sea F un espacio vectorial topológico metrizable Sea 

{ Uk }kelN una base de cero tal que para todo k e IN , Uk es cerrado , 

balanceado y Uk+l + Uk+l S Uk . Sea W : U INk ~ 2F tal que Wp,k = Uk 
kelN 

Veamos que W es una palma compatible con la topología de F . 

i) Uk es balanceado para todo k e IN 

U) u { wp,l I p e ININ } 

u3 +U3 +U3 +U3 s ul 

ul y u2 + u2 s ul por lo tanto 

En general Uk + .. + Uk s u1 

Sea x e F , existe k e IN tal que x e Uk 

O e Uk . Por lo tanto X e Uk + ... + Uk 

tanto ul es absorbente 

iii) Sean p e ~ y k e IN 

- veces 

2k-i - veces 

Como Uk es balanceado , 

esto es x e u1 . Por lo 

U { W~,k+t I ~ e ININ , ~(i) = p(i) para todo 1 ~ i ~ k } = Uk+l 

Sea x e wp_.k = Uk . Sea d la métrica de F y sea d(x,O) = ;\. .Existe 

ne IN tal que { x e F I d(x,O) < n } s Uk+l . 

Si ;\. < n entonces x e Uk+l . Si ;\. ~ n entonces existe m e IN tal que 
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;\m-
1 

< n . Por lo tanto m-
1
x e: uk+l .• esto es X e :muk+l . .' Asi uk+l 

absorbe a uk 

iv) Wp,k+I + Wp,k+I 

para todo n e IN • 

Por lo tanto W es una palma en F . 

Es compatible con la topología de F 

vecindades de cero en F , y por lo 

V e ~º existe n e IN tal que wp,n = Un S V 

Veamos que esta palma es completante si y sólo si F es completo . 

Supongamos que W es completante Sea xn } nelN una sucesión de 

Cauchy en F . Sin pérdida de generalidad • Xn e un = wp,n 
n 

xn = [ x1 donde x1 = O para todo 1 "' i "' n-1. Como W es completante 

1=1 
n 

Y { Xn }nelN = ttx1 I XI O para todo 1 "' i "' n-1} nelN es una 

sucesión de Cauchy , tenemos que { xn }nelN es convergente , y por lo 

tanto F es completo . 

Inversamente , supongamos que F es completo . Sea { xn }nelN S F tal 

que Xn e wp,n = un . Como para todo k e IN • uk+l + uk+l s uk tenemos 
n 

que { 1 ~1 x1}ne1N es convergente . Por lo tanto W es completante . 
D 

Asi tenemos la siguiente 

3.7.Proposición: Todo espacio metrizable completo es un espacio 

palmeado . 

3.8.Teorema: Sea F = (F,<l un espacio palmeado . 

a) Todo subespacio vectorial secuencialmente cerrado de F es 

palmeado . 

b) Sea H un espacio vectorial topológico Hausdorff si 
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existe T: F continua 

c) -Todo 

cociente 

topológico 

palmeado . 

Y son espacios vectoriales topológicos': y- Y es Hausdorff , entonces 

si f es continua , Gr es cerrado en X x -y . La pregunta es : ¿ Bajo 

qué condiciones si Gr es cerrado en X x Y tenemos que f es 

continua ? . La respuesta a esta pregunta nos lo da el teorema de la 

gráfica cerrada en su forma más general , es decir en el contexto de 

espacios palmeados . Los siguientes teoremas aparecen aquí para que 

se vea :la importancia de los espacios palmeados , introducidos por 

Grothendieck y su alumno De Wilde a principios de los afias 

setentas . 

3.9.Teorema: Sean E un espacio vectorial topológico , F un espacio 

palmeado y M un subespacio de E de segunda categoría Si 

T:M ~ F es lineal y es tal que GT es cerrado en E x F entonces 

T es continua . 

3.10.~: (de la gráfica cerrada 

Supongamos que la topología de E es la topología del límite 

inductivo definido por la familia EJ } jeJ de espacios de 

Baire metrizables y por los mapeos lineales SJ: EJ ~ E . Si F 

es palmeado todo mapeo lineal secuencialmente cerrado 
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T:E ., F es continuo 

3.11.Corolarlo: Sean E y F espacios métricos completosº Entonces 

todo mapeo lineal y cerrado T: E ., F es continuo . 

3. 12. Teorema: Sea E un espacio de Ba.ire . E es palmeado si y sólo si 

E es completo y metrizable . 

3. 13. Teorema: Sean E y F espacios vectoriales topológicos y E es 

palmeado . Sea T: E ., F lineal y cerrada . Si el rango de T es 

de segunda categoría en F entonces T es abierta . 

3.14.Teorema: ( de Banach-Schauder 

Sean E y F espacios métricos completos . Sea T: E ., F lineal y 

continua Entonces el rango de T es de primera categoría o es 

cerrado en F . 

3.15.Definición: Sea F un espacio vectorial topológico , Hausdorff. 

Una palma en F es una palma estricta si es completante y si 

dada p e ~~ y cualquier sucesión { yn }ne~ en F tal que para 
CXJ 

todo n e ~ yn e wp,n tenemos que l yk e Wp, n para todo 

k=n+l 

n e ~ . 

3.16.Definición: Un espacio vectorial topológico Hausdorff que 

admite una palma estricta es un espacio estrictamente 

palmeado . 

3.17.Proposición: Todo espacio métrico completo es estrictamente 

palmeado . 

3.18.~: (de localización ) 

Sea E un espacio de Baire y F un espacio estrictamente 

palmeado Si T: E ., F es lineal y cerrada entonces T es 

continua y existe pe uf- tal que T-1 (W ) e ~º en E para todo p,n 
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n e IN , donde W es una palma estricta en F . 

3.19.Corolario: Sea E un espacio de Baire , F. un espacio vectorial 

topológico que es límite inductivo de una.s;Jc;esÍ:ófl:de espacios 

estrictamente palmeados { Fn } nelN Sea .T·: E· :i' F un mapeo 

lineal , cerrado . Entonces existe n e ·IN ·tal' qüe ;T(E) S Fn y 

el mapeo T: E ~ Fn es continuo . 

I I. 4. EJEMPLOS 

4.1.Un espacio barrilado que no es localmente barrilado 

Makarov en el articulo "On pathological properties of inductlve 

limits of Banach spaces" demuestra que existe un limite inductivo 

CE,T) de espacios de Fréchet (En,Tn) tal que cada subconjunto 

acotado de E está contenido en algún En pero existe B S E 

balanceado , convexo , cerrado y acotado que no es acotado en ningún 

En Todo espacio de Fréchet es barrllado por lo tanto En es 

barrilado para todo n e IN El límite inductivo de espacios 

barrilados es barrilado y así (E,T) es barrilado . Veamos que (E,T) 

no es localmente barrilado . Para demostrar esto necesitaremos la 

siguiente 

Proposición: Sea L un espacio vectorial sobre ~ . Sean T
1 

y T
2 

dos 

topologías tales que (L,<
1

) y (L,T
2

) son espacios vectoriales 

topológicos Hausdorff y T
2 

s T
1 

• Si (L,T
1

) tiene una base de 

vecindades de cero cuyos elementos son T
2 

completos entonces 

(L,<
1

) es completo 

Demostración: Sea Bt una base de vecindades de cero de (L,<
1

) cuyos 

elementos son T
2 

completos . Sea u un filtro de Cauchy en (L,T
1

) , 
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sea V1 e 5t , .. Coino:u· es"de.•'Caúchy ·existe· Fo~.e''uTtai 'que· Fo-Fo •s; V1 

Sea y e Fo .. Entonces { ;~~F ;. ~f:e••u:; >';es• un•iÜt~o de Cauchy en 
,·. ·, 

(L,T2) ya 

:::11:.",º:,~tí~I1ll~~J?li1~~s1t l[l~ii~~-~,:~ ::: 
s::u , esto es (y-F)-(y~F).,s; .UXy•¡ii:si:;'Ly,::.F}.f,,· L;e u ·} es 

U e !Jlo en 

F-F+(y-y) 

un filtro 
- .- - ; , .... - ' ·! -.:· .-.: •• ~:J.-. ,·: .. ~~---.'.;:·;::>;L-~>-~ :-ftt,.:~:~f5Jl_.--~~.~~~~8::· ::)~~~,_-_-:~~Y >>-

de Cauchy en (L, T
2

) • Como y-Fo s;.··v1 y Vr es T
2
-completo 

y-F / F e iJ 

{ y-F / F e u } ya que 

i) Sean A,B e B, A= y-A' yB = }'-B.'.;do~de.A';B' e u y A',B' s; Fo 

Sea C = y- ( A íl B' Por seir ··u un filtro tenemos que 

A' íl B' e U y además A' íl B' s; Fo Por lo tanto C e B y 

ii) 0 ~ B por definición de B . 

iii) Sea y-F e { y-F / F e u } . Si F S Fo entonces existe y-F e B 

tal que y-F s; y-F Si F no está en Fo entonces 

F íl Fo s; Fo y F íl Fo e U , por lo que y-(F n Fo) s; y-F 

Por lo tanto B es base del filtro { y-F / F e u } 

Como y-Fo s; Vt que es T
2
-cerrado y { y-F / F e u } es un filtro de 

Cauchy en (L,T
2

) entonces { y-F / F e u } converge a y-xo e V1 

Por lo tanto para todo y e Fo , y-xo e V1 , esto es Fo-Xo S V1 

es decir Fo S Xo+Vt . 

Además si .{ y-F / F e iJ } converge a y-xo es claro que el filtro u 
converge a xo . Por la arbitrariedad de V1 tenemos que para todo 

V e B1 existe F e u tal que F s; xo+V , esto es· el filtro u es 

convergente a Xo con respecto a es decir es 

completo . 
a 
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Veamos ahora que (E•r) no eS'' localmente,cbarrilado' •'~Supongamos que 

sí lo es . Sea 8 s; E tal que 8 es acotado ; convexo , cerrado , 

balanceado con respecto a la topología • y 8 no es acotado en ningún 

(En,<n) . Por ser (E,<) localmente barrilado tenemos que (Es,pe) es 

barrilado 

Ea s; Em 

de hecho pe es una norma en Ea . Sea m e IN tal que 

Sea Un } nEIN una base de vecindades de cero en Em 

anidada , ésta existe pues Em es un espacio de Fréchet , tal que Un 

es cerrado , balanceado, convexo para todo n e IN 

Veamos que { n-18 n Un / n e IN } genera una topología To en Ea 

metrizable, localmente convexa , más fina que la topología generada 

por pe en Ea . 

i) Sean x,y ,E n-18 íl Un Un es convexo por lo tanto 

ax+Cl-«)y ,E' Un, para todo « e [0, 1) Como x,y e n-1
8, entonces 

pe(x) ::s n-1 y pe(y) ::s n-1 Por lo tanto : 

pe(ax+(l-«)y) ::s l«lpe(xl+ll-«lpe(y) 

::s o:n-1 +(1-o:)n-1 = n-1 

Así «X+ ( 1-«)y e n-18 . Por lo tanto n-18 íl Un es convexo para todo 

n e IN . 

ii) Em es metrizable , por lo tanto Un lo es y asi n-18 íl Un s; Un lo 

es . 

lli) Sea, V e~º en Ea con respecto a la topología generada por pe . 

Asi existe o: e R+ tal que 0:8 s; V . Existe n e IN tal que 1 ::s n« . Por 

lo tanto (no:)-18 s; B , es decir n-18 S o:B , por lo que : 

Un íl n-1B s; n-18 s; o:B S V 

Así V e ~º en Ea con respecto a To y por lo tanto To es más fina que 

la topología generada por pe . 

Denotemos por <B la topología generada por pe en Ea Por lo 
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anterior tenemos que TB S To y (Ee,To) tiene uria base de vecindades 

de cero cuyos elementos son TB completos a saber 

{ Un íl n-1B / n e ~ } ) . Por la proposición probada anteriormente , 

tenemos que (Ee,To) es completo . 

Así (Ee,To) y (Ee,TB) son dos espacios metrizables completos , es 

decir son dos espacios de Fréchet tales que TB s To Como dos 

topologías comparables en un espacio de Fréchet son las mismas 

tenemos que TB = To 

Por lo tanto para n e ~ existe a e ~ \ {O} tal que : 

aB s; n-1B íl Un s; Un , es decir B s; a-1Un , esto es para toda 

vecindad Un de cero en Em existe A e ~ \ {O} tal que B ~ AUn • Por 

lo tanto B es acotado en Em , lo cual es una contradicción 

4.2.Un espacio rápidamente completo que no e~ completo 

Sea E un espacio de Banach . Es fácil ver que Es(E.~J (E' ,cr(E' ,E)) 

Por lo tanto por el principio del acotamiento uniforme todo 

subconjunto de E' cr(E' ,El-acotado es 11-1 /'-acotado 

denota la norma de E' . 

fonde 11-11' 

Veamos que (E',/ /-11' J es rápidamente completo esto es que para 

todo A' SE', 11-11'-acotado existe B s E' un disco de Banach tal 

que A' s; B . 

Sea A el mínimo 11-11 '-cerrado 

A' . Como A' es 11-11 '-acotado 

A' s; a { x e E' / l lxl I' :s 

balanceado convexo que contiene a 

existe a e ~ tal que 

} =A" 

A'' es 11-11 '-cerrado , balanceado 

y así A es 11-11 '-acotado . 

convexo , por lo tanto A s; A''. 

Veamos que la topología generada por pA en E' A es más fina que la 

topología inducida por 11-11' en E' A. Sea V' un abierto de la 
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topología inducida por 11-11' en E'.A . Entonces V' = V íl E' A donde V 

es un abierto de E' con respe.c.to··a.,.11..:ll'·.:·: .Todo. abierto de la 

topología generada por pA conÚene::'un'/co~Jllrit'~º de la forma A.A donde 

A. e IK ' {O} Como A es 11-11 'f~c~fad~ en~o~6e~ existe a e IK tal que 

A s; aV . A Por lo tanto 

esto es V' es uri ·abierto en E' A con respecto a la 

topología generada por pA :··Por lo tanto' la topología inducida por 

la norma de E' en E' A es más gruesa que la topología generada por 

pA 

Veamos que CE' A,pA) es un espacio de Banach 

A es cerrado , balanceado y convexo , por lo tanto (E'A,pA) es un 

espacio normado . Por lo anterior id: (E'A,pA) " (EA' .11-11 ÍEA' l es 

continua As! como A es 11-11 '-cerrado tenemos que A es 

cerrado con respecto a la topología generada por pA 

E es un espacio de Banach, por lo que (E', 11-11') también lo es . 

Ahora A es 11-11 '-cerrado al igual que aA par\' todo a e IK , por 

tanto aA es 11-11 '-completo para todo a e IK . 

A = { x e E" / pA(x) ~ 1 } y { aA }aelK es una base de vecindades de 

cero en E' A . Por la proposición probada en el párrafo anterior 

tenemos que (E'A,pA) es completo Por lo tanto (E'A,pA) es un 

espacio de Banach y A' s; A . Por lo que (E'· 11-11 ') es rápidamente 

completo . 

Ahora sea T una topología localmente convexa de E' tal que 

cr(E' ,E) s; T s; i:(E' ,E) . Sea A s; E' T-acotado-. Por el teorema de 

Banach-Mackey , A es 11-11 '-acotado . Por lo anterior existe B s; E' 

convexo, 11-1 !'-cerrado y balanceado tal que As; By (E'e,pe) es un 

espacio de Banach . 
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Como T es compatible con la dualidad , por la proposición I.3.10 , 

todo conjunto 11-11 '-cerrado y convexo es -r"-cerradó ·y· convexo Por 
. . ' ~·.< «- -' 

lo tanto existe B convexo , -r-cerrado ':y baian§eado tal que A s:; B y 

CE'e,pe) es un espacio de Banach estó2~s;~(E', T) es un espacio 

rápidamente completo . 

Además cr(E.,E)IE' = <T(E',E) . Por lÓ t~?t~·:.,.¡E;•,E)IE' es compatible 

con la dualidad por lo que 

E' ~E• y~ u(E.,E) =E• 

• -. :_,·:o,.. __ _ : 
(E' ,<T(E ,ElfE:• >._es-rápidamente completo . 

• Si dim(E) 2: ~º , existe f e E ' E' ; _Por lo tanto E' no puede ser 

• cr(E ,El-completo si dim(E) 2: ~º 
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CAPITULO I II 

CONJUNTOS ACOTADOS DE E(E,F) 

Este capítulo lo dedicaremos a. estudiar qué propiedades debe tener 

un espacio para que este espacio sea de Banach-Mackey , es decir que 

todo subconjunto débilmente acotado sea fuertemente acotado . 

Más especificamente veremos cómo debe de ser E para que E(E,F) sea 

un espacio de Banach-Mackey 

Empezaremos con el caso particular en que F es el campo sobre el 

cual está definido E . 

III.1.UNA CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE LOS CONJUNTOS 

DEBILMENTE ACOTADOS SEAN FUERTEMENTE ACOTADOS . 

El propósito de este párrafo es demostrar que bajo ciertas 

condiciones ten~remos que los conjuntos cr(E,E' )-acotados coinciden 

con los conjuntos {3(E,E' )-acotados si y sólo si E es localmente 

barrilado . Estos resultados están basados en [2) . 

1.1.Proposición: Sea X un espacio localmente convexo y Hausdorff . 

Son equivalentes : 

a) Para todo espacio localmente convexo Y y para todo 

S ~ E(X,Y) si S es puntualmente acotado entonces S es 

equicontlnuo 

b) X es barrilado 

c) Si A ~ X' es cr(X' ,X)-acotado entonces A es equicontinuo . 

Demostración: Supongamos b) y demostremos al 

Sea Y un espacio localmente convexo y sea S ~ ECX,Y) puntualmente 
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acotado . Por lo· tanto S(x) = { f(x) / f e S } es aco.tado·en Y . 
': . . ·.o;.,.·.,-·;. 

Sea V e '10 en Y . Sin pérdida de generalidad V es un .bar~.u .• ~·· Sea 

A = íl { f-1 (V) / f e S } . V es cerrado y para tod~ [éf¡¡··~ ,·:·f ·~·~ 
--.-";,, 

continua . Por lo tanto para todo f e S , f-1 (V) es cei:r,:a#;~-'. en· X·, 

:o:s 

1

:0:~:x: :s b:::::::do . Como todo f e S es lineal • }:resulta 

convexo y balanceado . 

Veamos que A es absorbente . Sea x e X , así S(x) es acotado en 

Y . Por lo tanto existe a e OC \ {O} tal que S(x) ~ aV , esto es 

que para todo fe S f(x) e aV y así para todo f e S 

Por lo tanto a-1x e A , esto es A es absorbente . 

Por lo tanto A es un barril en X Como X es barrilado , A e '10 en 

X . Por el corolario I.6.3. S es equlcontinuo . 

Supongamos a) y demostremos c) . 

Si Y = OC , la topología de la convergencia puntual es la topología 

débil en X' . 

Supongamos c) y demostremos b) . 

Veamos que si B ~X y <X,Y> entonces Bes ~cX,Y)-acotado si y sólo 

si 8° es absorbente 

Supongamos que B es ~ex, Yl-acotado Sea y e Y Como B es 

~cx,YJ-acotado existe M e IR+ tal que 1 <x, y> 1 ::s M para todo 

x e B . Por lo tanto 1<x,M-1y>1 ::s 1 para todo x e B , esto es 

M- 1y e 8° , por lo que 8° es absorbente . 

Inversamente supongamos que Bº es absorbente Sea y e Y 

entonces existe M e OC \ {O} tal que y e MB 0 esto es 

l<x,y>I ::s IMI para todo x e B . Por lo tanto Bes ~cx,YJ-acotado 

Sea A un barril en X , en particular A es absorbente y A00 = A 
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Por lo tanto CAº)º. es absorbente y por lo· anterior Aº es 

<r(X', XJ-:-acota:do ~f'.r; '.16 tanto Aº es. equicontinuo 

co~oiario<I .,f}}s) l·Á°~}µ~,A ~.~ ;.~.;}e~ X y así X. es 

Por el 

un espacio 

bar~iliclo. ··, ;;> ;:.: • ,. ' .. 
. ,:~·-;>: .~~~:,:;e,~~~:!-=-· " .~ ,., 

t :2. Teorema:/• s~a }E:) un .•.espacio<. localmente. barrilado Entonces 

c· !i E'es 0:CE;;EJ-"acot'a:do si y sólo si c es /3(E' ,El-acotado • 

Demostración:· Como· <r(E' ,EJ. i; /3(E' ,E) , si C es /3(E' ,El-acotado es 

claro que Ces <r(E',E)-acotado 

Inversamente , supongamos que C es <r(E' ,El-acotado Sea A i; E 

acotado Como E es localmente barrilado existe B i; E disco 

cerrado acotado y barrilado tal que A i; B Así (Ee,pe) es 

barrilado 

Sea G = { flEe:Ee ~OC/fe C } 

Veamos que la topología heredada a Ee por E es más débil que la 

topología generada por pe en Ee . 

Sea V Uti abierto en Ee con la topología heredada por E . Así 

V = Ee íl V' donde V' es un abierto de E . Como B es acotado 

existe a e OC ' {O} tal que B i; aV' . Además B i; Ee Por lo tanto 

B & aV' íl Ee a(V' íl Ee) = aV , esto es a-1
B i; V Por lo que V 

es un abierto en Ea con respecto a la topología generada por pe . 

Así como Es es un subespacio vectorial de E tenemos que 

G i; (Ee)' . Veamos que Ges <r((Ee)' ,Ee)-acotado 

e es <r(E',EJ-acotado • por lo que dado X e EB existe a e oc' {O} 

tal que C i; a:{ l e E' I l l (x) 1 < 1 Sea g e G , entonces 

g = flEe y por lo tanto g al donde l:Es ~ OC y llCxll < 1 . Por 

lo tanto G s; a:{ l e (Ee)' / l l (x) 1 < 1 por lo que G es 

<r((Ee)' ,Es)-acotado . 
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Así G es cr( (Ee)', Eel-acotado y Ee es barrilado· por la 

proposición 111.1.1. G es equicontiriuo y por la proposición!. 6.6. 

G es acotado en l!.b(E,Fl = ((Eel' ,/3((Eel' ,Eell 

/3((Eel',Eel-acotado 

esto es .. G es 

Ahora , A & B y B es es acotado en (Ee,pe) , por lo tantó A es 

acotado en (Ee,pel Como A & Ee tenemos que : 

{ JfCxll /fe c, x e A> { JgCxlJ /ge G, x e A 

Como G es ¡3( (Eel' ,Eel-acotado y A es acotado en Ee 

sup JgCxl 1 / g e G X e A < y por lo tanto 

sup { JfCxlJ /fe c, x e A = M < m. 

Por la definición de /3(E' ,El tenemos que Aºe 1lo en E' con la 

topología ¡3(E',El A0 = {fe E' / lfCxl~ ~ 1 para todo x e A > . 

Como sup { Jf(xll /fe C, x E A}= M tenemos que C & MAº, por 

lo que Ces /3(E' ,El-acotado 
D 

Hemos dado condiciones suficientes para que los conjuntos débilmente 

ayotados sean fuertemente acotados 

Para dar condiciones necesarias necesitaremos la siguiente 

1.3.Proposición: Sea E un espacio vectorial topológico . Sean T
1 

y 

T
2 

dos topologías de E tales que T
2 

& T
1 

Supongamos que 

(E, T
1 

l tiene una base de vecindades de cero cuyos elementos 

son T
2
-cerrados . Sea M i;; E , M '* 0 • Sea íl un filtro de 

Cauchy en M con respecto a T
1 

. Entonces si íl es convergente a 

a en (E,T
2

l se tiene que íl es convergente a a en (E,T
1

l . 

Demostración: Esta demostración es muy parecida a la demostración de 

la proposición del párrafo II.4.1. y por tanto se omiÚrá . 

Denotemos por CPl a la siguiente propiedad : 

(Pl Para todo A i;; E balanceado , convexo acotado y cerrado 
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Denotemos por CPl a la siguiente propiedad : 

(Pl Para todo A s;; E balanceado convexo acotado y- cerrado 

existe D s;; E barril tal que A = D íl EA 

1. 4;Teorema: Sea E un espacio vectorial topológico localmente 

convexo y Hausdorff . Supongamos que E tiene la propiedad (Pl 

y que todo subconjunto de E' a-(E' ,El-acotado es 

~(E' ,El-acotado . Entonces E es localmente barrilado . 

Demostración: Supongamos que E no es localmente barrilado . Entonces 

existe B S E balanceado convexo , cerrado y acotado tal que 

(Ee,pe) no es barrilado esto es existe A s Ea un barril y A ~ ~º 

en (Ea, pe) Como A ~ ~º en (Ee,pe) entonces para todo 

VI X e Ea / pe(x) "' i-2 } . tenernos que V1 no está contenido 

en A Por lo tanto . para todo e IN existe xi e V1 y xi ~ A 

Como xi e VI pe(xi l ::5 i-2 y por lo tanto xi }ielN es 

convergente a cero en (Ee,pe) . 

para todo i e IN • Por lo tanto { aixi }ielN es convergente a cero 

en (Ee,pel y lim ªi = ., . 
i->oo 

Como ya se había visto en el capitulo anterior tenemos que la 

topología generada por pe en Ea es más fina que la topología 

inducida por la topología de E en Ea . Por lo tanto { aixi }ielN es 

convergente a cero en E , y así S = { aixi / i e IN } es acotado en 

E. 

Veamos que todo M s Ea cerrado y acotado en (Ee,pe) es cerrado en 

E Sea ¡:jE = Mo M es acotado en Ea por lo tanto existe 

;\ e OC ' {O} tal que M s;; ;\B B es cerrado en E , por lo que ?.B es 

cerrado en E y así Mo s;; ;\B , esto es W i;; Ea . 
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Denotemos por T la topología de E y por Te la topología generada 

por pe en Ee . Tenemos TIEe s; Te y { k-18 / k e IN } es una base de 

vecindades de cero de Ee para la topología Te donde k-18 es 

T-cerrado para todo k e IN . 

Sea xo e Mo y sea ~ s; M una red convergente a xo con respecto a la 

topología T Por la proposición III.1.3.tenemos que ~ es 

convergente a xo con respecto a la topología Te Como M es 

Te-cerrado tenemos que xo e M , esto es i? = Mo = M , por lo tanto 

M es T-cerrado . 

Ahora , A es un barril en Ee , por lo que A es Ta-cerrado . B s; Ea 

es T-cerrado , por lo que B es Ta-cerrado Por lo tanto A n B es 

Ta-cerrado • B es Ta-acotado y A n B s; B y por lo anterior A n B 

es T-cerrado Además A n B es balanceado y convexo . Por lo tanto 

existe un barril D s; E tal que A n B = D n EAna . Veamos que D n 

EAflB = D íl Ea 

Es claro que D n EAna s; D íl Ea . Veamos la otra contención Sea 

entonces x a.y , Y e B , esto es a.-1x y e B 

Veremos que X = ~z donde z e A n B y así tendremos que X e EAflB 

A es un barril en E , por lo que A es absorbente . Por lo tanto 

existe 7 e R+ tal que para todo o e ~ si lol s 7 entonces ax e A , 

esto es ax = ca.y e A . 

i) Si 1 a.-1 ¡ s 7 entonces a.-1x y e A y por lo tanto x a.y • 

donde y e A n B y así x e EAflB . 

11) Si 7 < ¡a.-1 1 entonces ¡a.-1¡-17 < Como B es balanceado 

tenemos que a.78 s; B , por lo que a.7y e B y así x = 7-
1
a.7y = ~z 

donde ~ = 7-I , z = a.7y e A íl B , esto es X e EAflB . Por lo tanto 

DnE•flB=DnEa. 

46 



Ahora para todo n e ~ , xn ~ D , ya que si existiera no e ~ tal 

que xno e D entonces xno e D íl Ea = A íl B , esto es xno e A . Esto 

es absurdo por la elección de la sucesión xi > 1 e~ 

D es cerrado y convexo y el punto { xn es cómpacto y convexo , 

por lo tanto existe una función gn e E' tal que gn{xnl l:, c y 

gn(xl "' c para todo x e D , donde c e IR 

fn = A-1gn . Claramente fn e E' Y fn(xnl 

Sea gn(xn) = A , sea 

, fn(x) :o 1 para todo 

X e D 

Sea F fn /ne~} & E' . jfn(xlj "'1 para todo x e D , por lo 

tanto F & Dº Por el corolario I.4.3. y utilizando el hecho que D 

es absorbente tenemos que F es ~(E' ,El-acotado . 

Ahora, { jfCxlj /fe F, x es} 

a / n e ~ 
n 

Por lo tanto sup { jf(xlj /fe F , x e S sup a / n e ~ } 
n 

Así F no es acotado en S y S es acotado en E , por lo que F no es 

{3(E',El-acotado 
a 

Así tenemos el 

1.5.Teorema: Sea E un espacio vectorial topológico localmente 

convexo con la propiedad (Pl Entonces los conjuntos 

~(E',El-acotados coinciden con los conjuntos 

{3(E' ,El-acotados si y sólo si E es localmente barrilado . 

1.6 .. Proposición: Sean E y F en dualidad . Entonces los conjuntos 

acotados de E son /3(E,Fl-acotados si y sólo si los conjuntos 

acotados de F son /3(F,EJ-acotados . 

Demostración: Supongamos que los conjuntos acotados de E son 

{3(E,Fl-acotados . Sea A & F un conjunto acotado . Sea B un barril 
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en F . Por el teorema de las bipolares tenemos : B00 = B • 

B = 8°0 = (B0
)

0 es absorbente , entonces 8° es cr(E,F)-acotado y 

por el teorema de Banach-Mackey es acotado . Así , por hipótesis 

Bº es ~(E,F)-acotado . Por ser A acotado y por la definición de la 

topología ~(E,F) , tenemos que existe A e ~ \{O} tal que B0 ~ AAº 

y por lo tanto A00 ~ AB00 = AB . 

Recordemos que los básicos de ~(F, El son polares de conjuntos 

acotados de E y por lo tanto son cerrados balanceados 

convexos y absorbentes , es decir son barriles en F 

Vimos que para todo barril B en F existe A e ~ \ {O} tal que 

Aºº~ AB y además A s A00 
• Por lo tanto A es ~(F,E)-acotado . e 

Como corolario a esto tenemos el siguiente 

1.7.Teorema: Sea E un espacio vectorial topológico localmente 

convexo Hausdorff que tiene la propiedad (P) . Entonces los 

conjuntos cr(E,E' )-acotados coinciden con los conjuntos 

~(E,E')-acotados si y sólo si E es localmente barrilado. 
' 

III.2.CONJUNTOS ACOTADOS DE f(E,F) 

El propósito de esta sección es probar lo análogo a lo demostrado en 

la sección anterior pero en el caso más general de E(E, F) . Estos 

resultados están basados en [5] . Como siempre E y F denotarán 

espacios localmente convexos , Hausdorff 

Sea S una familia de subconjuntos acotados de E tal que U A = E . 
Aes 

Sea Q la familia de semi-normas que genera le topología de F . 

Sea IR donde q e Q y A e S tal que 

Pq,A(u) = sup { q(u(x)J I x e A } , u e FE 
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·- -· -··- ,:•; --~-.· -··'·'·' - .,., _,_.,_.E 
Como A es acotado • ·_Pq;A·· resul t.Íi. ser. una semi:cnorma ien ;F para. todo 

q e Q y para todo A e<S };/ L~'.~~;f~~~~-; ~~t?~oi~~:Í~ ;:ª )a topología 

generada por estas semi-nór~~s' ~ri~!E;f¡ ''" :-;; l;_~:~-:( · 
Observación: Si s = { {x} /.'~-e FS'fif~·~YE:'.fj;• ~~ri la topología 

correspondiente as es EsCE,F) Si S= {'."'A-~Jk;;,~~1;~s acotado} lo 

que obtenemos es Eb(E,F) . 

2.1.Proposición: Sea D un barril en E 

disco barrilado cerrado y acotado·. 

">?--: ':;·' ··:.-·.·.- >'-
".< _:: ; 
Entonces< D absorbe todo 

Demostración:Sea E (E,T) , sea B S E um disco barrilado , cerrado 

y acotado . Como B es un disco barrilado , tenemos que el espacio 

(Ee,pe) es barrilado Como anteriormente la topología T 

restringida a Ee es más gruesa que la topología generada por pe en 

Ee • esto es : 

id: (Ee,pe) ~ (ES,T!Ee) es continua 

Sea D un barril en (E, T) Veamos que D íl Es es un barril en 

(Ee,pe) 

i) D es T-cerrado • por lo tanto D n Ee es cerrado en (Ee,pe) . 

ii) D es balanceado , por lo que para todo A e ~ ' {O} tal que 

tenemos que AD S D Por lo tanto A(D(\Ee) = AD(\EB S D(\Ee , 

esto es D íl Ee es balanceado 

iii) D y Ee son convexos , por lo que D íl Ee es convexo . 

iv) Sea x e Es S E . Como D es absorbente , existe A > O tal que 

para todo a e ~ tal que !al ~ h , ax e D . Por lo tanto para todo 

a e ~ tal que !al ~ A esto es D íl Es es 

absorbente . 

Por lo tanto D n Ee es un barril en (Ee,pe) y como (Ee,pe) es 

barrilado tenemos que D íl Es e ~º en (Es,pe) . 

B es acotado en (Ee,pe) por lo tanto existe A e ~ ' {O} tal que 
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B s; ACD íl Ea) = AD íl Ea . Además B s; Ea , por lo que B s; AD , esto 

es D absorbe a B . 
e 

2.2.Teorema: Si E es localmente barrilado entonces las familias de 

subconjuntos acotados de f.(E,F) coinciden para toda 

S-topología , donde S es una familia de subconjuntos acotados 

de E que cubre a E 

Demostración: Sea V e ~º en F , cerrado , balanceado y convexo . 

Sea H s; E(E,F) puntualmente acotado . 

Sea D íl { f-1 (V) / fe H } . Veamos que D es un barril en E 

i) D es cerrado por ser intersección de conjuntos cerrados . 

ii) D es balanceado por ser intersección de conjuntos 

balanceados 

iii) D es convexo por ser intersección de conjuntos convexos . 

iv) Como H es puntualmente acotado , por el corolario I. 4.13. 

tenemos que para todo x e E , { f(x) / f e H } es acotado en F 

Por lo tanto existe ao e ~ ' {O} tal que { f(x) / f e H } s; aoV . 

Sea x e E , f e H . Por lo anterior , f(x) e aoV , es decir existe 

y e V tal que f(x) = aoy esto es f(ao-1x) y e V . 

Sea Ao laol-1 
y sea a e ~ tal que lal :s Ao Veamos que 

f(ax) e V 

1«1 :s Ao = laol-1 
, por lo tanto laaol :s 1 y como V es balanceado 

tenemos que aaoV s; V . Como y e V , aaoy = af(x) f(ax) e V Por 

la arbitrariedad de f , tenemos que para toda f e H , f(ax) e V , 

es decir ax e D 

absorbente 

con lo que queda demostrado que D es 

Así D resulta ser un barril en E . 

Sea A s; E acotado . Como E es localmente barrilado , existe B s; E 
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disco barrilado , cerrado y acotado. tal que A s; ·B 

proposición III.2.1. 

absorbe a A Así·o 

Sea s e S 

s s; "' en <r-1 cvi 
f' e H donde f' (s) 

Así , { f(s) I f' e H 

acotado en F . 

Los básicos de F son de la forma : U 
q 

Por la 

} donde 

q e Q . Como { f(x) I x e s , f e H es acotado en F , tenemos 

que para todo q e Q existe A e~ tal que q(f(x)) s !Al 
Los básicos de l.!.(E,F) con la S-topología están dados por las 

semi-normas p (f) 
q,s sup { q(f(x)) / x e S } , donde q e Q y 

S E S . Así por la arbitrariedad de q tenemos que H es acotado 

en l.!.(E,F) con respecto a la S-topología . a 

2.~.Teorema: Sean E y F espacios localmente convexos , Hausdorff 

tal que E cumple con la propiedad (P) introducida en la 

sección anterior . Entonces son equivalentes : 

a) Las familias de subconjuntos acotados son las mismas para 

toda S-topología de l.!.(E,F) donde S es una familia de 

subconjuntos acotados de E que cubre a E . 

b) E es localmente barrilado 

Demostración: En vista del teorema III.2.2. sólo falta demostrar b) 

suponiendo a) con la hipótesis (P) . 

Supongamos que E no es localmente barrilado Entonces existe 

B ~ E balanceado , convexo , cerrado y acotado tal que (Ee,pe) no 

es barrilado . Es decir existe un barril A en (Ee,pe) y A ~ ~º en 
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(Ea,pa) . 

Análogamente a la demostración del teorema III.1.4. podemos 

escoger { xn }ne~ ~ Ea\A y { ªn }ne~ ~ R+ tales que { xn}ne~ y { 

anxn }ne~ son convergentes a cero en (Ea,pa) y lim ªn = m . Además 
n.,m 

tenemos que S = { anxn / n e ~ } es acotado en E 

Siguiendo los pasos de la demostración del teorema III.1.4. 

tenemos que todo conjunto cerrado y acotado en (Ea,pa) es cerrado 

en E . 

Por lo tanto tenemos que A íl B es balanceado , convexo , acotado y 

cerrado en (Ea, pal , por lo que A íl B es cerrado , balanceado , 

convexo y acotado en E . 

Asi existe D ~ E un barril tal que A íl B = D íl EArui = D íl Ea • 

Además , xn É D para todo n e ~ y para todo n e ~ existe f n e E' 

tal que fn(xn) = 
Sea yo e F \ {O} 

i) g es lineal : 

g(az+v) = (az+v)yo 

ii) ges continua : 

Sea A S R acotado 

y fn(x) ~ 1 para todo x e D • 

Definimos g: R ., F tal que g(z) zyo,zeR .. 

a(zyo)+vyo ag(z)+g(v) , a,z,v e R . 

es decir existe ;\ e R+ tal que !xi ~ ;\ para 

todo x e A Sea q una semi-norma de F , sea x e A . 

g(x) xyo por lo tanto q(g(x)) = q(xyo) = ¡x¡q(yo) ~ ;\q(yo) . 

Es decir , g(AJ es acotado en F . Por lo tanto g manda acotados en 

acotados Sea V un abierto de F y sea A S R abierto y acotado . 

Por lo anterior g(A)es acotado en F , es decir existe ;\ e ~ \ {O} 

tal que g(A) ~ ;\V , esto es g(;\-1A) s V y ;\-1A es abierto en R . 

Por lo tanto g es continua . 

Ahora para cada n e ~ definimos hn: E ., F , hn gofn . 
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hn e J!(E,F) por ser la compÓsición de funcionales lineales y 

continuas . Sea H = { hn / n e,~ 

Veremos que H es puntualmente 

respecto a la S-topologia • 

Sea e = ayo / a e [-1,1) } S: F .: e es acotado en F Dado 

X e E hn(X) (gofn) (x) fn(x)yo Si X e D entonces 

lfn(x) 1 :s y por lo tanto hn(x) e c para todo n e ~ y para todo 

X e D Es decir { hn(x) / n e ~ } es acotado para todo x e D 

Ahora sea X e E Como D es absorbente tenemos que existe 

'/{:E IR+ tal que para todo ex e IK tal que 1<X1 " 7f ax e D 

hn(x) fn(x)yo D Por lo tanto lfn(x) 1 :s -1 Asi y '/{X e 7f 

{, hn(x) / n e ~ Es decir 

hn / n e ~ } es acotado en F para todo x e E . Por el corolario 

1.4.13. Hes puntualmente acotado en J!(E,F) . 

Veamos que si H s J!(E,F) es acotado con respecto a una S-topologia 

entonces H(s) s F es acotado para todo s e S . Sea s e S 

H(s) = { f(x) / f e H , x e s } . Como H es acotado con respecto a 

la S-topologia tenemos que para todo q e Q existe ~ e IR+ tal que 

q(f(x)) :s ~para todo fe H y para todo x es , es decir H(s) es 

acotado en F para todo s e S 

Finalmente s a X / n e ~ es acotado en E y n n 

H(S) hn(a X ) 
n n / n e ~ } = { a hn(X } / n e ~ n n 

ªnYº / n e ~ } 

HCSJ no es acotado en F ya que lima = °' n n->m 

Asi por lo anterior H no es acotado para la S-topologia donde 

s = A s E / A es acotado es decir H no es acotado en 

o 
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III.3:UN RESULTADO SORPRENDENTE 

Las demostraciones de los teoremas anteriores resultan largas por 

como se definió espacio localmente barrilado para todo A s; E 

acotado existe B s; E disco cerrado , acotado y barrilado tal que 

As; B . 

El hecho de que B sea cerrado depende de la topología , de aquí que 

tengamos que estar jugando entre las distantas topologías 

involucradas y que tengamos que pedir la propiedad (P) antes 

descrita para poder demostrar lo que queríamos demostrar . ¿ Qué 

pasa si cambiamos "un poco" la definición de espacio localmente 

barrilado ? La respuesta a esta pregunta la encontramos en la 

comunicación personal [10] 

3.1.Definición: Sea E un espacio localmente convexo , Hausdorff . E 

es localmente barrilado si para todo A s; E ai;:otado existe 

B s; E disco acotado y barrilado tal que A s; B . 

Observación: Es claro que la definición "vieja" de espacio 

localmente barrilado implica la "nueva" definición de espacio 

localmente barrilado . 

3.2.Proposición: Para todo As; E disco existe D s; E disco absorbente 

tal que A = D íl EA . 

Demostración: Sea A s; E disco 

Si A es absorbente entonces A = A íl EA . 

Si A no es absorbente entonces existe x e E ~ EA . 

Sea B = { ;\.x+y I j ;\. j :s 1 , y e A } s; E 

disco 
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i) Sean ;\x+y e B'y'X'x+i·:'e'a>. se~ o: e Yo.1T: 

o:C?.x+yJ+C1-ii) cx::~9·J ~S~+ (ijo:J?.~J~~Cci~~c {~,>:)~· J 

C~·;..º ·• ~·., ~~}c61gp~~~}!:L~~~~~·~.··~~e;~~b~i~~?i;,;'~T~/: 
1 o:;\+ e i~">~· 1W~}~x1tic1~ii>x·r1.ctfJ;'«f~:i+J1~~¡rx~I ~.,r~~ci.:d¡; ;, 1 

Por· lo t~nt6 c~~:.if'..o:)~/~fc~·~~c'f~~ji·:·/~J~~5~~,\~~ÍJ~~ ~§~lii~a ser 

', conve~O ~,~~í·"' ·:~J~f:v:: .:,~\;>:/. 

·~~'s\0~~~~1'.d~;gfr z ,: Xx+y 

.'~ ~:~~;:1ti&~~~c ~~~I}.' I ;; ~:,,:". • .: 
11) Sea ;>,' e·IK tal q~e 

i?.I :s 1 . y e A .;\':i = 

por ser A balanceado 

balanceado 

Así B resulta ser un disco en E . 

Veamos ahora que A = B íl EA . 

i) A S B y A S EA , por tanto A S B íl EA . 

il) Supongamos que existe w e (B íl EA) \ A . Si w e (B íl EA) \ A 

entonces en particular w e (B \ AJ Por lo tanto w = ?.x+y , 

y e A . Como ~ ~ A , ;>, * O , es decir O < i?.I :s 

Ahora w e EA por lo tanto w = µz , donde z e A y así µz ?.x+y 

es decir ?.x = µz-y . Como µz e EA y y E A S EA 

?.x e EA . Supongamos que ;\ * O Como ?.x e EA , x 

tenemos que 

x-1?.x e EA , 

contradiciendo el hecho que x e E \ EA . Por lo tanto X = O , por 

lo que w y y y e A Esto contradice el hecho que 

w e (B íl EA) \ A 

Por lo tanto B íl EA S A y así B íl EA = A . 

Sea [ = { B S E / B es un disco y B íl EA A } . Por lo anterior 

Ordenemos parcialmente a [ con la contención Sea 

Bt / 1 e I } s [ una cadena totalmente ordenada . Sea B U Bt 
ieI 
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Veamos que B e [ 

a) B es un disco 

Sean x,y e B . Corno la cadena está totalmente ordenada , existe 

j e I tal que x e BJ y y e BJ • BJ es convexo , por lo tanto 

ax+(l-a)y e BJ para todo a e (0,1] y por lo tanto ax+(l-a)y e B 

para todo a e (0,1] , es decir Bes convexo 

Sea A e OC tal que /A/ s 1 y sea x e B Existe j e I tal que 

x e BJ y corno BJ es balanceado Ax e BJ s;; B y así B es 

balanceado . Por lo tanto B es un disco . 

b) A = 5 íl EA 

Veamos A s;; B íl EA 

Sea x e A , entonces x e EA Además para todo i e I , A B1 íl EA 

por lo que X e Bt S B y así X E 5 íl EA 

Inversamente sea X E B íl EA 

tal que x e BJ 

En particular x e B es decir 

existe J e Tenemos que A BJ íl EA y 

X e BJ íl EA , por lo tanto X e A . 

Así A = B íl EA y por lo tanto B e [ 

Por el lema de Zorn [ tiene elementos rnaximales Sea D uno de 

estos . D es un disco , veamos que D es absorbente 

Supongamos que no lo es Así existe x e E ' Eo Sea 

Dx = { Ax+y / /A/ s y e D } . Como vimos anteriormente Dx es 

un disco y A = Dx íl EA es decir Dx e [ . D s;; Dx , O e D por ser 

D balanceado . Por lo tanto lx+O = x e Dx ' D (x E D pues x E En) 

Por lo' tanto D s;; Dx y Dx ' D * 0 , contradiciendo la maxirnalidad 

de D . Por lo tanto D es absorbente y así D es un ctisco absorbente 

tal que A = D íl EA . 
o 
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J;J;Teorema: .sean E y F espacios localll\erite cm1vexos ~ · Hausdorff . 

Son equivalentes 

a) E es localmente barrilado . 

. b) Todo subconjunto de E(E,F) acotado en Es(E,F) es acotado en 

Eb(E,F) 

Demostración: Supongamos a) y demostremos b) . 

La definición "vieja" de espacio localmente barrllado nos implica 

la "nueva" definición de espacio localmente barrilado , por lo que 

este resultado es consecuencia del teorema III.2.2. 

Inversamente supongamos que E no es localmente barrilado 

Entonces existe A s E un disco acotado tal que (EA,pA) no es 

barrllado es decir existe B S EA barril tal que B I! !ílo en 

(EA,pA) . 

Como en las demostraciones anteriores tenemos que existe 

xn } nelN s EA \ B y { >.n } nelN s IR+ tales que 

>. X }nelN son convergentes a cero en (EA,pA) y lim >.n = oo y así n n n"oo 

s >.X / n e IN } es acotado en E n n 

A y B son discos en E . por lo tanto A íl B es un disco en E Por 

la proposición IIl.3.2. existe un disco absorbente D S E tal que 

Ahora tenemos dos casos : 

i) D abierto . 

El punto { xn } es cerrado y convexo , D es abierto y convexo . 

Por lo tanto existe fn e E' tal que fn(xnl = 1 y fn(x) :s 1 para 

todo x e D . 

ii) D cerrado 

El punto { X 
n 

es compacto y convexo , D es cerrado y convexo . 
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Por lo tanto existe ín e E' tal que ín(xn J 

todo x e D . 

1 y ín(x) "' 1 para 

Sea yo e F ' {O} , sea gn: E .. F , gn(x) = ín(x)yo • 

C01JlO anteriormente tenemos que gn e f.(E,FJ par todo n e IN . Sea 

H gn / n e IN . Como D es absorbente , tenemos que para todo 

X e E • H(x) gn(x) / n e IN } es acotado en F . Por lo tanto H 

es acotado en f.s(E,F) . 

H(S) gn(x) / x e S , n e IN } 

AnYº / n e IN 

yo ~ O y lim An = m . Por lo tanto H(S) no es acotado en F y S es 
n .. m 

' . . ' ' . . - ' ' 

acotado en E . Por lo tanto H no es aceitado en f.b(E,FJ a 
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CAPITULO IV 

ESPACIOS DE BANACH-MACKEY 

En el capitulo anterior si: probó que si un espacio E tiene la 

propiedad (P) entonces los conjuntos débilmente acotados son 

1uertemente acotados si y sólo si E es localmente barrilado 

Enseguida este resultado se generalizó al espacio E(E,F) . 

En. este capitulo daremos condiciones necesarias y su1icientes para 

que un espacio sea de Banach-Mackey . En particular probaremos que 

si todos los conjuntos débilmente acotados son 1uertemente acotados 

y existe alguna 1uncional lineal que no es continua entonces la 

propiedad (PJ no es válida 

En este capítulo trabajaremos con la de1inición "vieja" de espacio 

localmente barrilado . 

A menos que se especifique lo contrario los teoremas de este 

capitulo son generalizaciones de los teoremas de [8) . 

IV.l.VARIAS CARACTERIZACIONES DE UN ESPACIO DE BANACH-MACKEY 

1.1.De1inición: Sean E y F espacios locamente convexos , Hausdorf1 

tales que <E,F> . E es un espacio de Banach-Mackey si todo 

subconjunto ~(E,F)-acotado es /3(E,F)-acotado . 

1.2.Teorema: Sean (E,T) y F espacios localmente convexos , Hausdorf1 

tales que <E,F> Son equivalentes : 

(Sl l Todos los subconjuntos ~CF.El-acotados son 

¡3(F,El-acotados 

(S2) (E,T) es un espacio de Banach-Mackey . 
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(S3) Todo barril en (E,T) es bornivoro . 

(S4) (3(F' ,Fl JE = (3(E,Fl . 

(SS) Para todo B ~ E balanceado convexo acotado y 

cerrado , la topología de (Ee,pe) es más fina que la topología 

(3(E,F) restringida a Ee . 

(S6) Para todo H espacio localmente convexo Hausdorff y 

cualquier familia S de conjuntos acotados de E que cubre a E 

se tiene que B ~ E(E,Hl es puntualmente acotado si y sólo si B 

es acotado en todo elemento de S (es decir B es acotado con 

respecto a la S-topologia) . 

Demostración: Veamos (Sl) si y sólo si (S2) . Esta es la proposición 

III.1.6. 

Veamos (S2) si y sólo si (S3) . 

Supongamos que (E,T) es un espacio de Banach-Mackey . Sea B un 

barril en (E,T) . El conjunto de barriles de E es una base de cero 

para la topología (3(E,F) Por lo tanto B, es bornívoro en 

(E,(3(E,F)) , es decir B absorbe todo conjunto (3(E,F)-acotado . 

Como (E,T) es un espacio de Banach-Mackey tenemos que B absorbe 

todo conjunto T-acotado y por lo tanto B es bornivoro en (E,T) 

Supongamos que todo barril en (E,T) es bornivoro . ~(E,F) ~ T , 

por lo tanto todo barril de (E,T) absorbe cualquier conjunto 

~(E,F)-acotado . Todo barril es una vecindad de cero en (E,(3(E,F)) 

y todo barril absorbe todo ~(E,F)-acotado Por lo tanto todo 

conjunto ~(E,F)-acotado es (3(E,F)-acotado 

Veamos (53) si y sólo si (54) . 

F' = (F,(3(F,EJJ' . Veamos que el conjunto de barriles bornívoros 

de E es una base para las vecindades de cero en (F' ,(3(F' ,F))JE. 
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Sea U un barr.il bornívoro en E . Si· A es i:-acotado , existe ;>. e IK 

tal que A s; ;>.U , por lo tanta uº s; ;>.A~ esto es uº es 

/3(E,F)-acotado • Y por lo ta:ntÓ U'." uºº e''1o en (F',/3CF';Fll¡E. 

Ahora sea U e '10 en (F',/3(F',F)) IE . Sin pérdida de generalidad , 

U = Bº donde B es /3(F,E)-acotado . U es un barril en E por ser la 

polar de un conjunto acotado • B es f3(F,E)-acotado 

B
0 e '10 en 

Supongamos 

(F',/3(F',F))IE, es decir U es bornívoro 

/3(F' ,F)IE = f3(E,F) . Sea W un barril en 

en (E,/3(E,F)) y por lo tanto W es bornívoro . 

por lo tanto 

(E,i:) . W e '10 

Supongamos que todo barril es bornívoro . Los barriles forman una 

base de vecindades de cero en (E,/3(E,F)) y los barriles bornívoros 

forman una base de vecindades de cero ... en,.(F',/3(F',Fll¡E. Por lo 

tanto si todos los barriles son bornívoros tenemos que 

/3(E, Fl=/3CF', F) i E 

Veamos (S3) si y sólo si (SS) . 

Supongamos (SS) . Sea W un barril en (E,i:) • Por lo tanto W e '10 
; 

en CE, /3 CE, F)) Sea B s; E balanceado convexo acotado y 

cerrado. Así W íl Ea es una típica vecindad de cero en 

(Ea,f3(E,Fl¡Ea) . Por lo tanto W íl Ea e '10 en (Ea,pa) 

Como B es acotado en (Ea,pa) tenemos que existe ;>. e IK ' {O} tal 

que B s; ;>.(W íl Ea) = ;>.W íl Ea . Como B s; Ea tenemos que B s; ;>.W . Por 

lo tanto W es bornívoro en (E,i:) 

Supongamos que todo barril en (E, i:J es borní varo Sea B s; E 

balanceado , acotado , convexo y cerrado . Sea W un barril en 

(E,i:) . Así existe ;>. e IK ' {O} tal que B s; ;>.W 

w n Ea e '10 en (Ea,/3(E,F) !Ea) B s; ;>.Ea = Ea . Por lo tanto 

B s; ;>.(W íl Ea) es decir ;>.-1B s; W íl Ea, por lo tanto W íl Ea e '10 en 
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(Ee,pe) , por lo que la topo~~gí~ de C~;,p;) ~s m~s fina que la 

topología ¡3(E,FJ !Ea . 

Demostremos (S6) suponiendo (S3) .. 

Sean H y S como en (S6) . 

Sea B ~ ECE,FJ puntualmente acotado ·sea p e. Q sea 

B = { x e E / p(f(x)J s 1 para todo f e B 

Veamos que B es un barril en E 

i) B es cerrado por ser p continua 

ii) Es fácil ver que B es convexo . 

iii) Sea a e OC tal que !al s 1 , sea x e B , sea f e B • 

p(f(ax)) lalp(f(xJ) s 1 . Por lo tanto B es·balanceado 

iv) B es puntualmente acotado , por lo tanto { f (x) / f e B } es 

acotado en F . Es decir que existe A e OC tal que p(f(x)) s A para 

todo f e B Así p(f(A-1x)) s 1 , es decir A-1x e B, por lo tanto 

B es absorbente . 

Así B es un barril en E . Por lo tanto B es bornívoro y en 

particular B absorbe todo elemento de S . 

Sea A e S , entonces existe A e OC tal que A S AB , es decir para 

todo x e A , para todo f e 5 p(f(x)J s A 

Por lo tanto B es acotado en A 

Demostremos (Sl) suponiendo (56) 

(E,cr(E,F))' = F . Por hipótesis B s E(E,OC) = F es puntualmente 

acotado si y sólo si B es acotado en todo elemento de S . 

Si S = { A s E / A es cr(E,F)-acotado } , E(E,oc) con la S-topología 

(F,¡3(F,E)) 

Por lo tanto B es cr(F,El-acotado si y sólo si B es 

/3(F,E)-acotado . o 
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IV.2.CONDICIONES SUFICIENTES PARA ESPACIO. •SEA DE 

BANACH-MACKEY 

En esta parte del trabajo daremos condiciones ;1~1ldC:ientes para que 
·~-'.o!,- - . . ' 

un espacio sea de Banach-Mackey . Más adela~te/~e:emos que ninguna 

de estas condiciones es necesaria . 

La siguiente proposición no es una generaliz<:1ción de ningún teorema 

de (8] . 

2.1.Proposición: Si E es semi-reflexivo .entonces todo subconjunto 

~(E,E' )-acotado es ~(E,E')-acotado. 

Demostración: Recordemos que un espacio es semi-reflexivo si 

E'' = CE' .~(E' ,E))' = E . Por lo tanto si E es semi-reflexivo , 

~(E'',E')jE = ~(E,E') . Esto es un caso particular del inciso (S4) 

del teorema VI.1.2. Por lo tanto todo ~(E,F)-acotado es 

~(E,F)-acotado . a 

2. 2. Teorema: Seann E y F espacios localmente convexos , Hausdorff 

tales que <E, F> . Las siguientes son condiciones suficientes 

para que E sea de Banach-Mackey : 

a) (E,T) es localmente barrilado . 

b) Para toda sucesión { en }ne~ i; ~ tal que l len! < oo y para 

n=l 

toda sucesión X }ne~ i; E tal que { xn }ne~ es convergente a n 
00 

cero en (E,T) la serle [ e x es convergente en (E,T) 
n n 

n=l 
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Demostración: a) Veamos que a) implica el punto (S3) del teorema 

IV.1.2. , es decir que todo barril en (E,T) es bornivoro. 

Sea W un barril en (E,T) , sea B s E , B ... ~acotado . Sin pérdida 

de generalidad escogemos B tal que (Eo,po) es barrilado . 

Ya habíamos visto que bajo estas condiciones tenemos que W n Eo .es 

un barril en (Eo,ps) . Por lo tanto W n Es e ~o en (Es,po) . 

Como B es acotado en (Ee,ps) tenemos que existe A e ~ '{O} tal que 

B S A(W n Es) Por lo tanto B S AW y por lo tanto W es 

bornivoro 

b) Veamos que a partir de b) tenemos el punto (S3) del teorema 

IV.1.2. 

Supongamos que existe un barril \./ en (E,T) que no es bornivoro . 

Entonces existe { y
0 

}nelN S E T-acotada tal que y
0 

E nW para todo 

n e IN • Sea x 
n yn }nelN es T-acotada , 

es convergente a cero en (E,T) 

Como para todo n e IN , yn E nW 

{ xn >nelN s; Wc 

para todo n e IN xn E \./ , es decir 

Definimos T: b ~ E , T(c) \' c x donde c L. n n 
n=l 

Como c e lt tenemos que [ lcnl < "'y como { x
0 

)nelN es convergente 

a cero en (E,T) 

n=l 

\' c x < "' . Además como E es Hausdorff el L. n n 
n=l 

k 

límite de la sucesión { [ c
0

x
0 

} es único . Por lo tanto T está 
n=l kelN 

bien definida . 

Sea f. e f.(E,F) . Como { yn }nelN es T-acotada y f es T-continua , 

{ f(yn) / n e IN } es acotado en F . Por lo tanto dada q una 

64 



semi-normá M <"' . 

"' "' 
q(f( l n-1(cn..;dn)yn) :s M l n-1 ¡cn-dnJ (1) 

n=l n=l 

Demos a l1 la topología ~(l1,co) y a F la topología ~(F,E) 

~(l1,co) hace continuas a todas las funciones ~y: l1 -+ ~ 

"' 
~y(X) <x,y> 

y = { yn }nelN e co 

= \' x yt donde 
L n n 

n=l 

X X 
n } nelN e l1 

Sean ahora e = { en }nelN , d dn }nelN e l1 . Así c-d e l1 . 

n-1 } Sea y = nelN e co . 

y 

~y(c-d) <c-d,y> = l n-1Jcn-dnJ . ~Y es continua en (l1.~(l1,co)) 
n=l 

Por lo tanto , por la desigualdad (1) , 

foT: Cli.~(lt,co)) -+ (F.~(F.E)) es continua 

Además f: (E,~(E,F)) -+ (F,~(F,E)) es continua . 

Por lo tanto T: (l1.~(l1, co)) -+ (E.~(E,F)) es continua 

"' 
Sea D = { ce l1 / l JciJ :s 1 } la bola unitaria en l1 

i=l 
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Por el teorema de Banach-Bour_baki (9] ·; D es cr(tt·,co)-compacta , 

Como .T es continua , T(D) es ~cl::.~J;-coll1pacto ; Por: lo tanto T(D) 

Sea B ' E un barril 

es cr(E,F)-acotado y cerradO>~ ~i<>,·<·- .. ·:, ,-;, ,'.~,.~--~,.-· 

. s'.e ·!Í1.'.~;;:CE./3CE,Fll 
.;~~:y· . . ,:~e- ·~·.· 

es cerradó':'. i?bá.lal1ceado - y. convexo 

. _Sin pérdida de 

generalidad T(D) Por la 
·<;'.,· 

(ET<D> .~;i~\) :'¿¡; un ~spacio _de Bariach y por lo 
;·,,;:;;-: .. A~::_-_ ·1:·,. 

;. ~- .-. 

proposición 11.1.2. 

tanto es barrilado . 

B 0 ET<Dl es un 

B n ET<Dl E !llo en (ET<Dl, pT!Dl) • -u··, ,, ). ~ _,, 
Así existe ex e IK '{0} tal que, T(D) !;;;cx{p O~i~o>lj; 

-;,,-_---

es' -decir 

T(D) ' cxB y por lo tanto T(D) es /3(É,FJ-¡c6fid~ , 

Como 11 es un barril en E . existe ;>. e IK ' {O} tal que -T(D) s; ;\\/ • 
(XI 

Ahora X = í cixi donde ci n = O si i ~ n y ci = 1 si i = n y además 

i=l 
(XI 

L ic 1 1 = 1 :s 1 

i=l 

Por lo tanto )¡ T(D) para todo n e IN es decir 

{ xn }ne!N s; T(D) s; ;\\/ . Por lo que yn }ne!N s; n;>.11 contradiciendo 

el hecho que y ¡t nll para todo n e IN Por lo tanto 11 es 

bornívoro 
o 

2.3.Definición: Sea E un espacio localmente convexo y Hausdorff .E 

tiene la propiedad convexa de compactés si para todo A s; E 

compacto conv(bal(A)) la envolvente convexa balanceada 

cerrada de A , es compacta 

2.4.Teorema: Si <E,F) y (E,T) tiene la propiedad convexa de 

compactés entonces E es un espacio de Banach-Mackey . 

Demostración: Veremos que con estas hipótesis se cumple el punto b) 

del teorema lV.2.3. 
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Supongamos que (E,T) tiene la propiedad convexa de compactés 

convergente a cero en (E,•) • 

Como { xn}nelN es 

compacto , por lo 

O e 

n e IN . 

es 

es 

elementos de conv(bal(A)) .~Por lo que l dnxn e conv(bal(A)) para 

n=l 

todo m e IN . 

Como conv (bal (A) J, es compacto existe una subsucesión convergente 
m 

de la sucesión { l dnxn } . 
n=l melN 

Por lo tanto existe un límite para la sucesión de sumas parciales 

Sea p una semi-norma continua de CE,T) Como 

convergente a cero en (E,T) . p(xnl I n e IN } es acotado en IK 
m+k m m+k 

P( l dnxn - [ d X ) P( l dnxn n n 
n=l n=l n=m+l 

m+k m+k 

:S l p(d X ) = l ldnlpCxn) :s M 
n n 

n=m+l n=m+l 

Por lo tanto la sucesión de sumas parciales es de Cauchy en 

conv(bal (A)) y como el límite de esta sucesión existe , tenemos 
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que L dnxn es convergente . 

n=l 

Sea e [ cinxn . Por lo tántO ae [ cnxn es converg•mte y así E 

n=l n=l 

es un espacio de Banach-Mackey . 

IV.3.EJEMPLOS 

Veremos que las condlcione~ dEi lo~·\~~rema!i 'ív:2:~.· y 1v:2Sí;; no son 

.·";5 ._·.···· -. :'.·:···J. necesarias . 

3. l. Un espacio barr ilado de · Bana~h-Mackey - que na· es localmente 

barrilado 

En el punto II.4.1.se da un espacio barrilado que no es localmente 

barrilado . Al ser este espacio barrilado es de Banach-Mackey 

3.2.Un espacio de Banach-Mackey que no es semi-reflexivo 

Cualquier espacio de Banach que no sea semi-reflexivo . 

' 3.3.Un espacio de Banach-Mackey que nb tiene la propiedad b) del 

teorema IV.2.2. 

Sea Ea = ca . Escribiremos los elementos como sucesiones dobles . 

x ( x11,x12, ... ;x21,x22, ... ) 

x e Ea si y sólo si limJx1JJ O 

J->oo 

Ea es un espacio de Banach con la norma : 

11X11 a = sup { 1Xlj1 I i. j E IN } 

Sea a<nl k para todo i ~ n , para toda k . 
lk 

, i > n para todo k . 

En es el espacio de todas las dobles sucesiones tales que 

lim (a:~> l-1 lxikl = O 
l, k..+co 
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con la norma: llxlln = sup { (a!nJJ-1lxtklJ i,k:'elN,}_, 
lk - - - -- - . ' .-.--.· _._ .-

Es fácil ver que la inclusión En-1 -> En es . continua . ·, Por lo tanto 

Ja topología del límite inductivo existe El-Úmit'e;'inducÚ;;.o CE,-rl 
- . '~ :~.· ' . - · ...... . 

es un límite de espacios de Fréchet , por lo que'es;-b_ai''¡-il~do y por 

lo tanto es un espacio de Banach-Mackey . 

E' se puede identificar con el espacio de todas':~,las sucesiones 

dobles U tales que [ lutkla::l < ~ , n e IN • 

1. k=l 

Sea e= l, l, l, .... ) . 

Sea B 
(n) 

e (e,e, ... ,e,O,O, ... , ... )/ne N} 

Es claro que .para,: cadá·n e -IN.<··- e._1_nl _e __ En __ , _ya que : _ 
-"-·~,---~--,;o. ~--,-~_:.~';-:;: :::- ;f~- - ·,;::- ~:-< -

((l,f,..),..~,(1,1,'. .. ),0;0,.; .. ) = { Xlk }i,kelN 

n-veces 

Por-tanto 

Si "'n ca;:> i-1 
¡x1kl 

Si i > n ca::) r 1 
¡x1kl = o . 

Por lo tanto lim (a<n>¡-1¡x1kl o . 
i,k-tro lk 

Pero e In> '1 En-1 ya que : 

Si "' n-1 (a::-l) )-1,Xtkl (k-1)-1 

Si = n (a::-lJ )-1 ,Xtkl 

Si > n (a::-1> ¡-1 ¡x1kl o 
(n-1) -1, I Por lo tanto lim (a
1

k ) Xtk ~ O • 
l ,k ... oo 

Por lo tanto B no está contenido en ningún En . 

Ahora sea U e E' • 

U(e!nl) = [ UtkXlk , { Xlk }i,ke!N 

k, i=l 
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k, i=l 

Por lo tanto Bes ~(E,E')-acotado 

k, i=l 

Sea B =. { e(n)/ ne IN } = { yn }nelN . Por lo ante.rior { yn }nelN es 

una sucesión acotada en E que no está contenida·· en''.ningúri En 

Supongamos que el espacio del 

teorema rv.2.2. 

Como en la prueba del es 

~(E,E')-compacto donde T: 

{ Yn }nelN s T(D) · 

Por el corolario II.3.19. s Em 

contradiciendo el hecho que 

IV.4.LA PROPIEDAD (P) 

Por último estudiaremos la relación que guardan los espacios de 

Banach-Mackey con la propiedad (P) . El resultado que probaremos a 

continuación nos muestra cúan fuerte resulta ser esta propiedad . 

Recordemos la propiedad (P): 

(P): Para todo B s E balanceado convexo , cerrado , y acotado 

existe W S E barril tal que B = W íl Es 

4. 1. Teorema: Sean <E, F> , tal que E es un espacio de Banach-Mackey 

que cumple la propiedad (P) .Entonces toda f: E~ F lineal es 

continua . 

Demostración: Sea B ~ E balanceado , convexo ,acotado y cerrado 

Por el punto (SS) del teorema IV.1.2. tenemos que {3(E,Fl¡Ee ~ n 

donde <B denota la topología del espacio (Es,pB) . 
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Sabemos que existe W & E barril tal que B = W íl Ee . 

Sea V e 1lo en (Ee,pel . Por lo tanto B &,a.V·para algúná:a. e:IK \{O} 
-i ,',' ' "'' ::",,,, :,\' 

Por lo tanto W íl Ee s; a.V , es decir a. , cw,:n,:e) '&'V~~ 

w n Ee es una típica vecindad de c:ero d~;;f3~~j,~lIE:~·.~s PÓr ·10 tanto 

TB s; (3(E,F) jEe , y así "tB = (3(E,F) jEe•_: ' '}~:: ·~ :;:;, 

Supongamos que existe f: E -+ F 11neal ;y,; J't~contlnua ", es decir 

{ xn } melN s; E tal que lim xn 
n-+ro 

o'en E y { f(xn) } nelN no es 

convergente a cero en F y <{ xn } nell'l , el subespacio generado 

por { xn }nelN es de dimensión infinita . Sea D = { xn }nelN . Por 

lo anterior D es acotado y por lo , tanto D es cr(E, F)-acotado , 

así, por hipótesis , D es {3(E,F)-acotado . 

Sea yn }nelN s; D una sucesión de elementos linealmente 

independientes Sea z 
n 

-1 
n yn para todo n e IN . Como D es 

{3(E,F)-acotado { zn }nelN es convergente a cero en (E,{3(E,F)) . 

Sea A la envolvente convexa balanceada y cerrada de { zn }nelN 

Como zn }nelN es convergente a cero en (E,ff(E,Fll A ;es 

precompacto en (3(E,F) 

Pero por lo anterior, TA= (3(E,Fl¡EA . Como A~ EA, tenemos que 

A es precompacto en (EA, pA) que es un espacio normado Así 

(EA,pA) es un espacio localmente compacto y dimensionalmente 

infinito . 

Veamos que si A es precompacto en (EA,pA) entonces (EA,pA) es 

localmente compacto . 

Sea x e EA , sea pA(x) a. 

X e { y e EA / pA(y) s a. } = a.A e ~o en (EA,pA) 

a.A & aA y a.A es compacto por ser A precompacto . Como a.A es 

cerrado y a.A es compacto , tenemos que a.A es compacto 
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Por lo tanto , para todo x e .EA existe V e ~. en (EA,pAJ compacta 
-._ ~ - . ~" '-, 

tal que x e V . Por lo .• tanto •,(EA~;~A) • es un espacio normado , 

localmente compato . 

Por el teorema de Riesz de dimensión ·firiita .• (EA,pA) es de 

dimensión finita 

Por lo tanto toda f: E .. F lineal es continua . a 
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