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EL objetivo prir

los epacios e Imente ‘convexa. ',

Hausdorff const

usarén més adelante

En el capitulo segundo introducimos onés;»de iespacib

localmente barrilado y localmente completo primordiales para

el resto del trabajo

En la primera parte del tercer capitulqlsé:céfactéfiza el espacio E
de manera que todo conjunto ¢(E,E’')}~acotado seAVB(EkE‘)-acotado
Enseguida este resultado se generalisa al espacio 2(E,F) . En la
ultima parte , camblando "un poco” la definicién de espacio
localmente barrilado vemos cémo todos los resultados se simplifican
sorprendentemente .

Finalmente , en el ultimo capitullo se dan varias caracterizaciones
de un espacio de Banach-Mackey y estudiamos bajo qué condiciones

toda funcional lineal es continua .
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

* En este capitulo,veremos conceptos y resultados que‘utilizaremos a
lo largo ‘del presente trabajo. ‘Las deflniéidhesfy f§su1tados que no

se encuentren aqui pueden consultarseien

Empezamos con los conceptos de5f1;troA‘y déétie necesitaremos mas

adelante para demostrar que:ciertds conjuntos son' cerrados.

- IM1CFILTROS

-1.1:Definicién: Sea X un conjunto y sea-sis b(X) i'&bhdél?(X) denota
el conjunto de subconjuntos de X. V " L

3 es un filtro en X si
a) Si BS AS XyBe § entonces A e § .

K
k
b) Si (A|)1=1g 5 entonceslr—]lAl ey .

c)egd .
1.2.Definicién: Sean 51 y 32 dos filtros en X. Se dice que Eles
mas fino que 82 (o 52 es mas grueso gue ﬁ: )} si EZS ﬁr
1.3.Definicidén: Un ultrafiltro es un elemento maximal de la
familia de los filtros , es decir que U es un ultrafiltro si
para todo filtro § en X tal que U € § se tiene que U = ¥ .
Observacién; Es facil ver utilizando el lema de Zorn que para todo
5 filtro en X , existe U un ultrafiltro en X tal que § € U .
1.4.Definicién: Sea B € P (X). B es base de algin filtro en X si:

a) BreyoeB.



“'b) Para todos A y B en B existé C. en. B tal que C;S‘A7n B,

1.5.Definicién: Dos bases de filtros

mismo filtro. i
1.6.§roposicién: Sea § un filtro‘eh,*:y;;g
8 es base del filtro J si ynééis‘;
Be B tal que B S A .
Observacién: Sea X un espacio topolégico y X € X_;
Sea B (x)= { U€ X /U es vecindad de x } .
B (x) es un filtro llamado el filtro de vecindades de x . Una base
para el filtro 8 (x) es un sistema fundamental de vecindades de x.
En lo siguiente X denotara un espacio topolégico ( a menos que se
especifique lo contrario ).
1.7.Definicién: Sea § un filtro en X y x € X.
5 converge a x si B(x) € § donde B(x) denota el filtro de
vecindades de x.
1.8.Definicién: x € X es un punto de adherencia de A , A € X , si
para toda U vecindad de x , U (A\{x}) # o .
Observacién: Tenemos que :
A=Av { x / x es punto de adherencia de A }
1.9.Proposicién: x € A sl y so6lo si existe una base de filtro en
A que converge a X .
1.10.Definicién: Sea B una base de filtro en X y sea x € X .
x es un punto de adherencia de B si para todo Ae B , x € A .
1.11 Proposicién:Sea B una base de filtro en X . Si x € X es un
punto de adherencia de B entonces para toda V vecindad de x

se tiene V ) A # & , para todo A € B . Es decir existe un

filtro mads fino que el filtro generado por B que converge a



"Observacidn: ¢

filtro‘conkve“r}gen_yte'en X entonces § es un’filtro de Cauchy en X .

I1.2.REDES EN UN ESPACIO TOPOLOGICO

En: clertos espaclos Vectcriiales fobolég;co’s la éonvergencia de

‘toda -sucesion ‘de Cauchy no hos iniﬁlriicarque; el espacio sea

completo. Utilizando el concepto de red, podremos dar condiciones

necesarias y suficlentes para que un subconjunto de un espacio

topolégico sea cerrado.

2.1.Definicién: a) Un conjunto H es dirigido si H es parcialmente
ordenado y para toda x ¥y y en H , existe z € H tal que
X=Szyysz.

b) H es inversamente dirigido si H es parcialmente ordenado y
para toda x y y en H existe z e Htal que 2z =xy zsy.
2.2.Definlcién: Sea A un conjunto dirigido y M un conjunto. Si para
cada « € A existe X, € M , se dice que { X )aeA es una red

en M .

Asi si A = N , las redes obtenidas con este conjunto dirigido

corresponden a las sucesiones.

2.3.Definicién: Sea { Xy )aEA una red en X . Esta red converge a

X € X si para cada U vecindad de X, existe B € A tal que

xye U para toda y = B .



2.4.Definicién:

B es cofinal si para toda

Z.S.Definicién:wSea { xa*}aeA{

“subred cofinal 'si B'g A?és:ééfinél;u DN
Observacidén: La definicién anﬁeriéf édrr;sponde~é lé,geheralizacién
de subsucesidén , ya que todo‘conjﬁnto cofinﬁl con los naturales es
infinito . ‘

2.6.Proposicién: Si la red { Xy } en X converge 'a X € X

aehA

entonces toda subred cofinal converge a X,
2.7.Definicién: Sea y, € X . y, es un punto de adherencia de la red

{x 1} si toda vecindad de y contiene una subred cofinal
o« CoeA o

de { X, )ueA'

2.8.Teorema: Sea M € X . M es cerrado si y sélo si contiene los
limites de todas las redes en M convergentes .
Demostracién: Supongamos que M es cerrado .
Sea { X, )aeA una red en M convergente a X Veamos que x € M .
Como { xm}aeA es una red convergente a % se tiene que para toda U

vecindad de x existe 8 tal que para todo ¢ =2 8 , xa e U .

es una red cofinal de { x_} por lo tanto X, es un

{x o ‘aeA '

o )uEB
<

punto de adherencia de { Xy )asA .o Xo )aZB S U, y{ xa)aeA S M

Por lo tanto U o M # @ para toda vecindad U de X . Por lo tanto

X € E =M, estoes x e M .

o o

Inversamente , supongamos que M contiene todos los limites de las

redes convergentes . Sea x° (3 ﬁ , entonces para toda vecindad U

de X, UnM=wo . Sea X, € u.

El conjunto de vecindades de X, forma un conjunto dirigido por la

inclusién : U =V si y sélo si VEU



i) La hﬁ;lusiéh es un orden parcial '

- "’11).'Dadas U.y V. vecindades de’x
X, tal queUs.unV:,‘V

v YoeNixo donde Tixo denotg

Asi{ x '}
es una red en M .
Sea V € Nxo . Veamos qué'exis

se tiene que X, € V.

Sea U=VyseaW=z2U., éstqaeé W iU Por cohstfuccién X, € W

por lo que X € Uu=v . Por.lbltaﬁto'( ku) converge a X .

vellxo

Asi por hipétesis x & M. Por lo tanto M = M. a

Ahora relacionemos los filtros con las redes . Veamos como a

partir de una red { Xy } en M podemos obtener un filtro en M .

oehA

Definimos : F, = {x,/7Bzaly

B
F=A F /oxeA }u{ NcM/ existe Fa tal que Fa SN}

No es dificil ver que tenemos la siguiente

2.9.Proposic1%n: El filtro § € P ( M ) construido anteriormente es
un filtro en M .

El filtro asi construido se llama el filtro correspondiente a la

red { X, )aeA .

Inversamente dado un filtro podemos construir una red 1lamada

una red asociada al filtro de la siguiente manera :

Sea § = { F_} , el filtro . Como anteriormente definimos

a oA

E 5 < .
Fa FB si y s6lo si FB Fa

Con esta relacién ¥ es un conjunto dirigido.
Escogemos %, € Fa y ordenamos el conjunto A con el orden pércial

. - . = s . < .
de § , es decir « = 8 si y sblo si Fa FB si y sélo si FB < Fa

Asi { Xy )aeA es una red en M .



Asi definidos estos filtros.y r‘éde/s, cpr‘;;ébis;bnhiﬁenbtyes-'

un -filtro® respectivamente rjée intuye

estrecha relacién entre la convergencia’de’

correspondientes e inversamente

2.10.Proposicién: a) El filtro { F .} “tieneilimi

a bpéA

si toda red correspondiente al filtro fign

b) La red { x_ )aeA tiene limite x. siiwiy' 61

correspondiente tiene limite x,
es un filtro con

Demostracién: a) Supongamos que { Fa }aeA

x_.Entonces para toda U € fixo existe B € A tal 'due'fés ,U

Sea { X, } una red correspondiente al filtro , esto .es.::

aechA

xaeFayaSBsiysélosiFBSFa.

Sea U € Nixo , como { F_ } es un filtro convergente a x , existe
o ‘acA °

F, tal que F_ € U

B B

Sea « 2 B, entonces Fcc < FB € U, por lo tante X, € Fa S U para
toda a z B Por lo tanto la red { Xy )oceA converge a X_ .
Inversamente , sea { Fa }aeAun filtro tal que toda red

correspondiente a el converge a X, Veamos que para toda U € Tixo
existe B € A tal que FB cU.

Sea U € Mxe . Asi para toda red correspondiente a { F, )aeA

»

digamos { X, } existe B € A tal que para toda « =2 B , X, € U

o€A
Veamos que para esta 8 , FB su.

Sea x € F, . Existe una red correspondiente al filtro tal que

B

x=xB.Porlotantox_=xBEU,por loqueFﬁsU.Por lo

tanto el filtro es convergente a X, -

b ) Supongamos que la red { X, } converge a x_ .

€A

Sea U € Tixo . Asi existe B € A tal que para toda e« 2 8 , xa € U



rgd { Xy ‘}a‘e'A

§ =L F, Yaen U (!

convergente a x; ) béra:toda u € Txo

~=(xa7/B=a).

1"F-= N-tal que existe Fa <N

existe o € A tal que para. todo
=a, X
B B

Como corolario a esto tenemos el siguiente

€ U . Por 1o tanto { X4 } es convergente a %,

a€A =]

2.11.Teorema: M € X es cerrado si y s6lo si contlene todos los
puntos limites de los fliltros en M convergentes

Demostracién: Supongamos que M es cerrado . Asi M contiene todos
los limites de las redes de M que son convergentes .Sea § un
filtro en M que es convergente .Por lo anterior , cualquier red
asociada a § es convergente , por lo tanto M contiene el limite
de estas redes , por lo que el limite de § esta en M .
Inversamente sea { X, )aEA una red en M convergente . As{ su
filtro correspondiente es convergente .Por lo tanto el limite de

este filtro estd en M , por lo que el limite de la red estd en M

y asi M es cerrado o



I.3.DUALIDAD

A veces es mas facil tratar un problema en su. forma polar que en. su

forma original . Por esto en 10 siguiente estudiaremosv la

herramienta que nos permite transportar . "éi a’ su_ forma
polar : la dualidad . ; -
E y F denotaradn espaclos vectoriales sogr ; K h bfc ),,a
menos que se especifique lo contrariec .:7 '
3.1.Definicién: B es una dualidad entre E y- F si B ‘E X f bl K es -

una forma bilineal .( Se dird que E y F estén ‘en dualidad o

que F es el dual de E )

B es una dualidad estricta si :

1) St B{x,y)=0 para todo y € F , entonces x = 0
11) Si B(x,y)=0 para todo x € E , entonces y =

( Se dira que E y F estan en dualidad estricta )
Notacién: Escribiremos <x,y> en lugar de B(x,y) , y si E y F estan
dualidad lo abrev;aremos como : <E,F> .
Ejemplos: Si E‘ ={ f: E~» K/ f es lineal } es el dual algebraico
de E .
Si E es un espacio vectorial topolégico con la topologia T , su dual
topoldgico es

E' = { f:(E,t) » K 7/ f es lineal y continua } = (E,*)’

Cuando no haya posibilidad de confusién escribiremos E’' en lugar de
(E,t)’
Tenemos <E,E‘> con la forma bilineal :

<=,=>: E x E. » K , donde <x,f> = f(x)

También <E,E’'> , con la misma forma bilineal .



3.2.Definicién: Sea <E,F> , A & E". La polar de 'A es:

K= yeF s,

" 3.3.Proposicién

) (UA 1 =pas
acl * el &
d)  Teorema de las bipolares 25’ 'unespacio vectorial

oo

topolégico , entonces ‘A

’conv.B(AJ ( La bipolar

de A es la .cerradura’ -la‘zenvolvente convexa de la

goo o

e) A = A, e

Observacién: Si B Ex E 5 una d\gélidad , entonces induce las

funciones : \P‘: E - F. R \P(x)=\Px. donde ¥x : F » K es tal que :

Uxly) = <x,y> ; y'p : F 2 Ei s ‘p‘(y) = py , donde py : E » K es tal

que py(x) = <x,y> . H

3.4.Definicidén: Sean <E,F> . ¢ (E,F) es la topologia mas gruesa en
E que hace continuas a todas las funclones py : E » K ,
py(x) = <x,y> . Esta topologia es la topologia débil en E
Andlogamente se define la topologia débil en F , ¢ (F,E)} .

Observacién: Si A £ E entonces A° es convexa , balanceada y

o(E,F)}-cerrada .

3.5.Teorema: Sean E y F espaclos vectoriales topolégicos sobre el
campo K . Entonces el dual topeolégico de E con la topologia
c (E,F) esF, estoes : (E, o (E,F) )' =F .

Consideremos el siguiente conjunto de subconjuntos de E :

& ={ASE/Aes o (E,F)-acotado }



Definimos 6° = { A° SF / A e 6 }o o0

3.6.Definicién y teorema: 6° definida ‘n::omo anteriormente es una

base de vecindades del cer'oexyxi!!-‘_( ﬂLa topologia asi definida
en F es la topologia fuerte de'F yy.s‘e,c‘ienotaré 8 (E,F) .
3.7.Teorema: ( de Alaoglu ) Sea E uﬁ“espaclo vectorial topolégico

sobre K .Si V es una vecindad del 'cero‘eh E entonces V° € E'

es o (E}E)~compacto .

3.8.Proposicién: Sea E un espacio vectorial ‘topolégicv'o, ‘Sobre” K.

Sea F un subespacio de E . Entonces’ ( E 7 F)'&"F (- como

espacios vectoriales ) .
3.9.Definicién: Sean <E,F> . Seg r»u’x;a Vt:opo.l‘ogi‘arl en E éue lo hace
espacio vectorial topolégico- . T es compatible con la
dualidad si E tiene el mismo dual topolégico con respecto a

la topologia T y a ¢ (E,F) , esto es : (E,t)’'=(E,c(E,F))’=F .

3.10.Proposicién: Sea E un espaclio vectorial topolégico , localmente

convexo y Hausgorff , con topologia T . Entonces E con la
1
topologia o(E,E’) & =t tiene los mismos conjuntos convexos
cerrados respscto a Tt y a ¢(E,E’) y o(E,E’'} es compatible con
la dualidad entre E y E’
Queremos encontrar la topologia md&s fina que haga a un éspacio
vectorial un espacio vectorial topolégico , localmente convexo ,
Hausdorff , y que sea compatible con la dualidad . Esta topologia
no puede ser muy fina , ya que queremos que sea compatible con la
dualidad .

3.11.Definicién y teorema: Sean E y F espacios vectoriales en

dualidad estricta . Consideremos el conjunto :

8 = { Y €S E / Y & F es convexo , balanceado y

10



espaclos

,J'dualidad Esta es la ',’t:p‘poiibbgl'fé‘-dé Macke

T (‘E,F,)' ' » o

Der;xostracién- Veamos primero que B grnera en E una ‘topologia de
espaclo vectorial topolégico localmernte convexo , Hausdorff .

1)} Veamos que si V € B entonces V' es absorbente y balanceado .

Si Ve B ehtonces \' ='Y°, 5 donde Y s F es convexo , balanceado y

o (F,E)-compacto . Por 1o tanto V. es balanceada . Veamos que V es
absorbente . Sea x € E , ‘la“funcional ¥x: F - K , Wx(y) = <x,y>
es o (F,E)-continua , y'Y es o (F,E)~compacto . Por lo tanto
existe M € R tal que [<x,y>| =M para toda y € Y . Asi X € MY® y
MY® = MV , esto es V es absorbente .

11) Veamos que si V € B entonces AV e’ 8 , para todo A € K \ {0} .
Sea Ve B . Entonces V = Y° donde Y & F es balanceado , convexo y
o (F,E)-compacto . Sea A € K \ {0} , AV = AY® = Aty )°

( 27'Y ) es balanceado ya que si « € K es tal que |a] = 1
entonces aY € Y y por lo tanto er”lY s A7 y asi A”'Y es
balanceado .

Es claro que A"!'Y es convexo . Veamos que es o (F,E)-compacto .
Sea { U} una cubierta ¢ (F,E)-abierta de A-IY , esto es

ael

A"y cUU_ . Entonces Y € A (Uu, ) sU Cau ) . Por lo tanto
ael ael ael

{ AUa )aEI es una cublerta ¢ (F,E)-ablerta de Y . Como Y es

¢ (F,E)-compacto ,existen U, ... ,U_tales que Y < U ( AUl) .
=1

11



Jes o (F E')-c.o:zmpacto o

Por lo tanto B genera “una : topoldéi o “vectorial
topolégico . Esta topologifa es localmenteé convexa: ya qué ‘todo

elemento de B es convexo . Ahora : ] { Y Y e By

(U{Y/YESF es convexo , balanceado , ¢ (F,E)-compacto )"~,)° '
=F® = {0} ( por ser la dualidad estricta ) . Por lo tanto la ;'
topologia es Hausdorff . 7
Veamos ahora que T (E,F) es la ‘topologia Ae espacio vectoria:l
localmente convexo mas fina compatible con 1a dualidad

Sea T una topologia de espaclo localmente convexo compatible con
la dualidad . Como T es compatible con la dualidad tenemos que

( E,t ) = F . Sea Ve Mo en ( E,T ) cerrado , balanceado ,
convexo ( Mo denota el conjunto de vecindades de cero )
V®={yeF/ |<,y>| =1 para todo x € V }

F=24{f: (Et) » K/ £ es lineal y continua } , F s KE y
Ve ¢ [—1.1]E 0 1,1]E es o (F,E)-compacto ( porque la topologia
débil coincide con la del producto )-, y v® es ¢ (E,F)-cerrado
por ser una polar . Por lo tanto Vles o (E,F)-compacto
Ademas V° es convexo y balanceado , por lo ql.ie vV =v eS8,y
asi T € <B> , donde <B> denota la topologia generada por 8B .
Sé6lo falta ver que T (E,F) es compatible con la dualidad

Tenemos : ( E, T (E,F) }' =E' v (E, o (E,F) )’ = F . Como

o (E,F}) € T (E,F) entonces F € E' . Veamos la otra contencién .

12



Sea- f € E' ", {£)°

T-continua:’, .‘y : (f_:

‘tal que Y° € {f}° .

E) ). es continua , por lo

“Asi‘E’
“3712:Coralario: " Sean “<E,F5 . “"Sea’ (E,Tt) un espacio
vectorial topolégicb locélmghte convexo Hausdorfif . Entonces

T ‘es compatible con’ “1a“‘dualidad ' si y sélo si

¢ (E,F) st <t (E,F) .

I.4.EL ESPACIO £(E,F)

E y F denotardn espaclos vectoriales topolégicos localmente
convexos , Hausdorff .
4.1.Teorema: Sea U : E » F lineal . U es continua si y sélo si U es

continua en el cero

4.2.Proposicién: U : E » F es continua si y sélo si para toda
semi-norma continua q de F , qoU = p es una semi-norma

continua de E .
4.3.Proposicién: U : E » F es continua si y sélo si para toda
semi-norma continua q de F existe una semi-norma continua p

de E tal que qoU = p .

13



4.4.Definicién: £ (E,F) ‘e# el’ 'es’pac;o ~de 'funAcion‘es '411nealvés y

continuasvdé E'en VFV iesto es

Z(EF) ={U: E~F/Uces

4.5.Proposicién: £ (E,F) es ux)kesbkacié vecto “la’ suma;‘_yk‘ebl

producto por escalares .
Veamos cémo dotar a & (E,F) de topologi;s ‘.c’;uéxlo‘ha‘g‘anespacio
vectorial topolégico . ‘ ’

Para esto , consideremos una coleccién § de subconjuntos de E . Sea
Q la familia de semi-normas continuas que genera la topologia de F

qQA
P, A(U) =sup { qU(X)) / x € A}

Dados q e Q y A € O definimos : p :FE-'D'\‘U(m)

La topologia estd generada por intersecciones finitas de conjuntos

_ E
delaformquA—(UeF /pq,A(U)<1).

pq.A es una semi-norma en FE , salvo a lo mejor por el hecho de que

pq.A(U) = w para alguna U .

4.6.Definicién: La topologia inducida en £ (E,F) por la topologia
que acabamos de definir en FE es la topologia de la
convergencia uniforme en la familia 6 , y denotaremos a
£ (E,F) con esta topologia : E‘,G (E,F) .

Si 1:>q.A no es semi-norma , 2@ (E,F) no tiene por qué ser localmente

convexo . Una manera de asegurar gue pq'A sea semi-norma es pedir

que A sea acotado .

4,.7.Proposicién: Si las funciones pq'A son semi-normas entonces
para todo U € 2.(5 (E,F) y para todo A € ® tenemos que
U(A) = { U(x) / x € A} es acotado en F .

4.8.Proposicién: Si las funciones qu son semi-normas entonces

todo elemento de ® es acotado en E .

14



4.9. Proposicion 2(5 (E, F) es Hausdorff si y sylo:si para toda'q € Q

es_acotado } entonces la

f'rtopologia de 25 (E,‘F)";“‘és la _,o;'jéio‘gia ‘de la convergencia

‘acotada o la topologi‘la/ﬁ" de la ? ;:o'nvergencia uniforme en
aycotados . ‘ ‘
b) Si 6 = { A'S E'/ A es compacto } entonces la topologia de
2(5 (E,F) es la topologia de la convergencia compacta o la
topologia de la convergencia uniforme en compactos .
c) S1 & = { {x} €« E/ x € E } entonces la topologia de
2(5 (E,F) es la topologia de la convergencia puntual .
Notacién: Denotaremos a £ (E,F) con la topologia de la convergencia
acotada Eb (E,F) ,%iy a £ (E,F) con la topologia de la
convergencia puntual : 25 (E,F) .
Observacién: La topologia de .SIS(E,F) estd generada por las
semi-normas : pq’(x)(U) =sup { qU{y)) / y € {x} } = q(U(x))

De esta definicién tenemos que una sucesién { u } en 515 (E,F)

neN

converge a cero sl y solo si para toda q € Q y para todo x € E la

sucesién { q(Un(x)) )ne[N converge a cero en K .

4.12.Proposicién: Sea B &£ E’.s (E,F} . B es acotado sl y s6lo si para
toda semi-norma continua q de F y para todo x € E ,
sup { q(U(x)) /U€B } <aw.

4.13.Corolario: B es acotado en Es (E,F) si y sélo si para todo

x€E, {UXx)/Ue€B ) es acotado en F ,

15



I.5.EL TEOREMA _DE BANACH-MACKEY

El teorema de Banach-Mackey dice que cualesquiera dos topologias
compatibles con 1la dualidad constan de los mismos conjuntos
acotados . Este teorema nos interesa particularmente , ya que gran
parte del trabajo desarrollado aqui consiste en ver qué propiedades
adicionales le debemos pedir al espacio para que esta propiedad se

pueda extender a topologias no compatibles con la dualidad .

Teorema de Banach-Mackey: Sean (E,T) un espaclo vectorial topolégico
localmente con\;exo y A € E . Entonces A es acotado con
respecto a T si y sélo si A es acotado con respecto a la
topologia ¢ (E,E’) . ( A es o (E,E’)~acotado )

Observacién: Tenemos que ( E,T }' = E' vy ( E,c (E,E') )' =E' , por

lo tanto T es compatible con la dualidad entre E y E’

Demostracién: Supongamos que A es 't-acotat?o . Sabemos - que

¢ (E,E’) € t . Denotemos por T las vecindades de cero en

o, (E,E*)

E con respecto a la topologia o(E,E’) y Tlo - las vecindades de

cero en E con respecto a la topologia T .

Sea V € mo,o‘(E,E’) Como ¢(E,E’') S T tenemos V € mo,r . Asi
existe A € K \ {0} tal que A & AV , por lo que A es
c(E,E’ )-acotado .

Inversamente , supongamos que A es o(E,E’)-acotado . Vamos a

hacer la demostracién en tres casos .
Primer caso: E es normado .
Si E es normado entonces también lo son E’ y E '’ . Sean ||_]|| .

FZlt® » |]-[|’’1as normas de E , E’ y E'’ respectivamente .
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= Ay .con

S REXCI I

Al ] ety |

YA | fity) | o= A

Por lo tanto pﬁ(d)(x)J s |A| para todo 1 = i s n . Asi
¢(x) € Avﬁ_,._,fn , v por lo tanto ¢{A) < Avfl.....fn , esto es
¢(A) es acotado en ES (E',K) . Ahora si ¢(A) es acotado en
L’.S(E',K) , entonces ¢(A) es acotado con respecto a la norma
I{=l|’* . vy para tode x € E [[x]| = ||g¢(x)]|'' . Por lo tanto
¢(A) es ||_|| *-acotado , por lo que A es ||_||-acotado , esto es

A es T-acotado .

Segundo caso: La topologia de E estid generada por una unica

semi-norma continua p .
Sea N={ xe€E/ p(x) =0} . Como p es continua , N es cerrado ,

y por lo tanto E/N es un espacio localmente convexo , Hausdorff .

17



Sea b : E/N + R tal que b(-X ) = 1nf { p(y) / y'eX } . p es una
norma en E/N. , 'y adgmésv ( E/N i)' _i/e ‘N° (- como espaclos
vectoriales ) . 7

o

N = {y e E / |<x,y>| =< 1 para todo x € N '} . Veamos que

N" = E’', S1 U € E’ entonces existe c € R tal que para todo e € E
|u(e)| = cp(e} . Por lo tanto para todo e ¢ E , Ule) = 0 . Por lo
tanto U € ( E/N )’ = N° . Por lo tanto N° = E’ .

Como c¢(E/N,E’) & o(E,E’) , tenemos que si A es o¢(E,E’)-acotado
entonces IT(A) es o(E/N,E')-acotado , donde T es la proyeccién
canénica . Asi por el primer caso tenemos que T(A) es acotado con
respecto a la norma p , esto es ;existe M € R tal que p(a_l) s M para
toda a € T(A) . Por lo tanto p(a) s M para todo a € A . Asi A es

acotado con respecto a la semi-norma p , esto es A es T-acotado .

Tercer caso: La topologia de E estad generada por una familia de

semi-normas continuas { p1 )151

Para todo i € I definimos Ei = ( E,t

generada por p, en E . T, € T para todo i € I . Por 1lo tanto
i i

Ei S E’' para todo i € I y entonces o‘(E,Ei) S o(E,E') para todo

1 €I . Asi si A es ¢(E,E')-acotado entonces A es 0(E,E£)-acotado

i } donde T; es la topologia

para todo i € I y por el segundo caso tenemos que A es acotado con
respecto a p; para todo 1 € I , esto es A es ri—acotado para todo

i1 €I, por lo tanto A es T-acotado .
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I.6.EQUICONTINUIDAD

El'principic del acotamiento ‘uniforme-es. un tecrema ‘importante .del

andlisis’ funcional

espaclos barrilados .
Notacién: Tlo denotard el conJlir;ﬂ;

espacio topoldgico .

vectorial topolégico . Sea H & Fry

a) H es equicontinua en ’a,‘sirp:gra t
V € TNa tal que para todéi'ib"b"e'}H 'y para
fix)-f(a) e W . : 7 :
b) H es equicontinua en E ( o simplemente equicontinua ) si es
equicontinua en todo punto de E .
c) Si E es un espacio vectorial topolégico entonces H es
uniformemente equicontinua si para todo W € Tlo en F existe
V € Tlo en E tal que para todo f € H y para todo x-y € V ,
fix)-f(y) e W .

6.2.Proposicién: Sean E y F espacios vectoriales topolégicos . Sea H
un conjunto de funciones lineales de E en F . Entonces H es
uniformemente equicontinua si y sélo si H es equicontinua en
0 e€eE.

6.3.Corolario: Sean E , F y H como en la proposicién anterior . H es
equicontinua si y s6lo si para todo W € Jio en F ,

QUMW) ) eMoenE .
UeH
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Veamos algunas propiedades dé‘ los cbnjunfbé ,eqﬁiﬁéﬁtinués ‘cuando’

F=K. \
6.4.Proposicién: Sea E un espaclo vectbrié# tgpplégi
H € E' . Son equivalentes : ‘ :
a) H es equicontinua
b) Existe V€ Tlo en E tal que H & V° .
6.5.Corolario: Sean E y H como en la proposicién anterior . Entonces
H es equicontinua si y sélo si H® € Mo en E .
6.6.Proposicién: Sean E y F espaclos vectorlales topolégicos
localmente convexos y sea H € £(E,F) . Entonces :
a) Si H es equicontinua entonces H es ac;tada en Eb(E,F)
b) Si H‘_es acotada en Eb(E,F) entonces H es acotada en
£S(E,F)
Observacién: Sean E y F espacios normados y sea H &€ 2(E,F) . Si H es
acotado en Eb(E.F) entonces existe M € R tal que para todo U € H
[ul] = m .
Asi vimos que si H & 2(E,F) es equicontinua entonces H es acotada en
ﬂs(E,F) . Veremos que el reciproco es valido en los espaclos

llamados barrilados .

I.7.ESPACIOS BARRILADOS
Los espacios barrilados no necesariamente son metrizables vy

sin embargo comparten propiedades importantes con los espacios de

Banach y los espacioé de Fréchet .
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balanceado Y absorbente
7.2. Definicién. Sea E ‘un esp
. un espacio barriladq‘é%
cero en E . o
7.3.Teorema: Sea E un espaciéz
espacio localmenté convéxo v»es barrilado si y;;
s6lo s1 para todo A & E; ‘E)-acotado entonces A
es equicontinuo . v
7.4.Teorema: Sea E un espacio barriladb , Hausdofff~*y‘:;se5; Fi'un:?‘w: .
espacio localmente convexo , Hausdorff .Sea H S E(E,?) l'H eé
equicontinua si y sélo si H es acotada en ES(E,F) .
7.5.Teorema: Sean E y F espacios localmente convexos , Hausdorff y
F # {0} . Si para todo H £ £(E,F) que es acotado en

ﬂs(E.F) ,se tiene que H es equicontinua , entonces E es un

espacio barrilado .

7.6.Corolario: Sean E y F como en el teorema anterior . Son
equivalentes :

a) E es un espacio barrilado .
b) Todo H € £(E,F) acotado en ES(E,F) es equicontinuo .
7.7.Teorema: Todo espacio localmente convexo , Hausdorff , de Baire
es barrilado .
7.8.Corolario: a) Todo espacio de Banach es barrilado .
b) Todo espacio de Fréchet es barrilado .
Este corolario nos dice que todos los espacios "palpables" son

barrilados .
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Un ejemplo de un espacid que no es barrilado es (E,||_||) donde
E=8(10,1))ystfeE, [[f]] = L’Jlfﬂ dy donde pes la medida de
Lebeégue . E - es un eépécio normado y por lo tanto Hausdorff
y localmente convexo . E no és completo . Veamos que no es barrilado
Consideremos B = { f € E / sup|f(x)| =1 ,para todo x € [0,1) } .

Es facil ver que B es convexo , balanceado y absorbente . Para que B
sea un barril sdélo falta ver que es cerrado

Sea g € B , por lo tanto existe x e [0,1) tal que |g(x)|-->:1:.:Como

g es continua , existen a y b € [0,1] tales qu parafpodo tie Ig,b] .

|g(t)] > 1., esto es |g(t)[-1 >0 .

Sea £ = J: ( |gtt)| -1 )ap , tenemos qﬁe e >0 .:7: i a
SeateB . [lgcl] =[5 larlan = [2 |g-rlan = [2 Clg|-|rPau
Comof]f(xi]rs 1 tenemos que ||g-f|]| = f: (|g|-1)du = .i R
Por ' lo tantoc si f € B entonces ||g-f|| = & , pér lo tanto
f¢{h/ ||g-h|| <€} que es la bola abierta de radio £ , centro g
en la norma L!([0,1]) . Estoes , f € { h / |le=h]| = € } . Entonces
si f e B, f ¢ { h / |[|lgh|}] < € } , es decir que si
f e{h/ |lgh|] <€ ) entonces f ¢ B , esto es € B°. Por lo
tanto { h / |]g-h|} < € } € B° , es decir B° es abierto y por lo
tanto B es cerrado .
Veamos que B ¢ Tlo en E . Supongamos que si lo es , es decir que
existe 8 > 0 tal que { h / Jz |hl|de < 8 } B . Si h € E es tal que
h € B entonces sup { |h(x)| / x € [0,1] } =1
Sin embargo existe h € 6([0,1]) tal que

Jz Jh|dg < 8 y sup { |h(x)| / x e [0,1] } ; 1 ( absurdo con lo
anterior ) . Por lo tanto B ¢ Jlo en E , con lo que queda demostrado

que E no es un espacio barrilado .
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1.8.PRINCIPIO DEL "ACOTAMIENTO 'UNTFORME

Teorema: Sea E un espaclo de Banach y sea F un esp"cio érmado,.

Sea H € 2£(E,F)_tal que H es acotado en wi', (E Enfonces H.

s

es acotado en la norma. de E.(E F) - es existe M.e R tal

que para todo i € H * ||u|| sM
Demostracién: Si E es un espacio de Banach entonces por. el corolario

I.7.8 E es un espacio barr ;ado . Hes. acotado en E.S(E.F) .. Por

lo tanto , por el corolaric 1.6.7 H es acotado en £, (E,F) -

Sea B={ xeE/[|x]| =1 } donde ||_|| denota la norma de E .

Por definicién B es écotado;én E..

Sea pp : £(E,F) » R tal que pB(f) sup { ||f(x)}|| /7 xeB}

sup { ||£fGx)[] 7 ||x|| =1}

Por la definicién de Eb(E.F) pp es una semi-norma continua en

B

vecindad de cero en Eb(E,F)

2b(F,F) , por lo que V_, = { f € Z(E,F) / pB(f) < 1 } es una

Como H es acotado en Eb(E,F) , existe M € K \ {0} tal que H € MVB
Esto es , para todo g € H pB(u) = |M| o sea para tode g € H
sup { | |2 ]| / ETR = 1 } = |M] . Ademéas
|1£]] = sup { ||fx)]| /)ix|| =1}, si f e £(E,F) . Por lo

tanto existe M € R tal que para todo p € H ||u}| o

23



I.9.LIMITES INDUCTIVOS ESTRICTOS

Por ultimo estudiaremos un:pdbco los limites inductivos estrictos ya
que son de gran importancia por sus propledades de conservaclién
( por ejemplo el 1limite inductivo de espacios barrilados es
barrilado ) . Terminaremos este capitulo con la demostracién del
teorema de Dieudonné-Schwartz .
Sea X un espaclo vectorial topolégico y sea M € X un subespacio .
Denotemos V), (0) = { V., €M / existe V € Tlo tal que 'V, =V M},
VM(O) es una base de vecindades del cero en M y con la topologia
generada por VM(O) ., M es un espacio vectorial topoldgico . S1 X es
localmente convexo entonces M también lo es . La topologia asi
definida en M es la topologia inducida por la topologia de X en M .
9.1.Lema: a)} Sea X un espacio vectorial topolégico localmente
convexo . Sea M un subespacio de X . Sea U € VM(O) convexo
Entonces. existe V € Tlo convexa tal que U =MV .
b) Si ademas suponemos que M es cerrado y X, € X \ M entonces
existe V € Mo convexa tal que VM =Uy X, # V.
Veamos ahora en qué consisten los limites 1inductivos estrictos de

espacios localmente convexos .

Sea X un espacio vectorial sobre K tal que X =U Xn , donde
nelN
{X } es una sucesioén creciente de subespacios de X .
n “neN .

Suponemos que cada Xn estd dotado de una topologia localmente
convexa , denotada T, con la propledad de que T, €S la inducida por
Tnﬂ en Xn , esto para todo n € N .

El propésito es encontrar una topologia para X de espacio localmente

convexo , digamos Tt y que para todo n € N T, sea la topologia
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inducida por ven X

9.2.Proposicién'y ‘d‘efiniiéi’én:‘ Definimos
8 = { VB §'X / B es convexo,balanceado,absorbente y B Xne To
: en T para todon e N}
Ehtonces B8 es una base de vecindades para X de espaclo
localmente convexe compatible con la estructura de espacio
vectorial . Esta topologia T se llama la topologia de limite
inductivo estricto de los espacios { Xn}neIN .
9.3.Proposicién: Sea V € X convexo . Son equivalentes
a) V € Tlo en X con respecto a la topologia T .
b) Para todo ne€ N, V Xn e Jlo convexa en Xn con respeéto a
la topologia LI
9.4.Proposicién: Sea X un 1limite inductivo estricto de espacios

localmente convexos { Xn } Sea Y un espacio localmente

neN

convexo y sea f: X » Y lineal . Definimos fn = f Entonces

1%,

n
f es continua -;si y sélo si fn es continua para todo n € N .

9.5.Proposicién: Sea X un limite inductivo estricto de espacios

localmente convexos { Xn } .Entonces la topologia T, €s la

neN

topologia inducida por T en Xn , esto es : 't‘xn =Ty e

9.6.Corolario: Si T, es Hausdorff para todo n € N entonces T es
Hausdorff .

9.7.Definicién: Un espacio LF es un limite inductivo estricto de
espacios de Fréchet .

9.8.Proposicién: Sea X un LF y Y un espacio vectorial topoldgico

Sea f: X » Y lineal . Si Y es localmente convexo y f es

secuencialmente continua entonces f es continua .
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espacios de Fréchet { X}

nelN

existe no € N. tal que A S X,

absorbe la sucesién { X )nElN .

1) Sea U1 € To en X1 . X1 es cerrado en X, ya que: X1 es éompleto y

T =T Entonces por el lema 9.1. parte b)

1
existe U2 € Tlo en X2 convexa tal que Ur = Uz n X1 y %, ¢ Uz

Ademds x_ ¢ X
1 1

2|X 1

11) %, ¢ Uz y X, es cerrado en X3 . Por lo tanto existe W3 € Jlo en

2

X convexa t.al que Uz = W3 X2 y % ¢ Wz . Ahora %, € X2 y como

3
X2 es subespacio tenemos que 2"1x2 3 X2 . Por lo tanto existe

Va € Mo en X, convexa tal que Uz = Va X5y 2"xx2 g V3 .

3
Sea Uz = W3y Va . UasﬂoconvexayU2=UanX2, XIQUJ,
2"1x2 € Us , Uz € U3,

i11i) Recursivamente podemos contruir una-'sucesién { Un )nelN‘ tal

que : - Un € Jlo en X, convexa .

- Un

+

Unlnxn.

-1 -1

- X ,2 X_, «v. , 0 X & Un¥1,
1 2 n

~U1gUzg ... € Un € Un+1 .

Sea U =U Un . U es una unién de convéxos anidados , por lo tanto
nelN

U es convexo . Ademdas U f Xn = Un € Tlo en Xn convexa para todo
n € N . Asi por :la proposicién 9.3 U € Jlo en X .

Veamos que U no gbsorbe a la sucesién { X )nelN 1= S .

Supongamos que existe A € K \ {0} tal que S € AU .Entonces existe
k € N tal que S € kU . Entonces x € kU , esto es k"lxk € U

( absurdo por la definicién de U ) . Por lo tanto U no absorbe a S
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Sin embargo S € Ay A.es acota
deberfamos tener que "U  ‘absc
contradiciendo el h{echo"que'U ﬁo absdi‘be '/a"S':"f

Por lo tanto existe no ¢ N tal é{ue/bA S'Xnd



CAPITULO II

. DEFINICIONES DE PROPIEDADES LOCALES

I1.1:EL ESPACIO (Es,ps)

En "e‘ste:‘capitulo E denotard un espacio vectorial topolégicé .

loca'lmeﬁte ‘convexo , Hausdorff .

Conslderemos B ¢ E abierto , convexo , balanceado y absorbente .

Sea : pB : E » R" U {0} definida por

pB(x)=inf(tx>0/oc'1xeB);

Por las propiedades del Infimo , pB resulta ser una semi-norma de E

y ademas B = { x e E / pB(x) < 1 } . pB es la funcional subaditiva

de Minkowski asociada a B .

Dado B § E , EB denotara el subespacio vectorial generado por B .

(EB,pB) denotara el espacio EB con la topologia generada en él por

la semi-norma pB . H

1.1.Proposicién: Ningin rayoc en E es acotado .

Demostracién: Sea x1 e E, x1 # 0 . { ax1 )ocelK es un rayo en E .
Supongamos que este rayo es acotado en E , esto es que para toda
V € o ( donde Mo es el conjunto de vecindades de cero en E ) ,
existe A € K \ {0} tal que { ax1 )aelK S AV .

Como E es Hausdorff , existe Vi € Tlo tal que x1 ¢ Vi . Ademas

existe a1 e K \ {0} tal que { ax1 )aeIK <€ aVi . Ahora

A1x1 € { axi )ale . Por lo tanto Aixi1 € A1V1i , por lo que x1 € V1

( esto es absurdo ) . Por lo tanto ningun rayo es acotado en E . o
1.2.Proposicién: Sea B & E abierto , convexo , balanceado |,
absorbente y acotado . Entonces (Ee,pB) es un espacio
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normardo.‘

Demostracién: ’:ba es u.na u;semif-n'orma ,asi. que“sélo falta demostrar
que p'B(x)i= O‘ si y sélo si x.= 0
Si x = 0, es claro que pB(x) =0 .
Supongamos ahora que x * 0 . Como x # O tenemos que { ax )ael}( es
un rayo en E . Por la proposicién I1I1.1.1 { ax )aeIK no es acotado
en E . Como B es acotado este rayo no puede estar contenido en
B, es declir que existe ao € K \ {0} tal que aox ¢ B .
Ahora : B={ x € E/ pB(x) <1 } . Por lo tanto pBlaox) =z 1 , y
pBloox) = |ao|ps(x) = 1 . Por lo tanto pB(x) = |as|™ > 0 .

Por lo tanto (Es,pB) es un espacio normado . a
II.2.DEFINICIONES DE PROPIEDADES: LOCALES

2.1.Definicién: B &€ E es un disco en E si B es balanceado y

convexo .

2.2.Definicidén: i) Sea B § ;E un disco .B es un disco barrilado
si (Es,pB) es un espacio barrilado .
ii) Si para todo A & E acotado existe B ¢ E un disco cerrado ,
acotado y barrilado tal que A § B entonces se dice que E es
localmente barrilado

2.3.Definicidén: i) Sea B € E un disco . B es un disco de Banach si
(EB,pB) es un espacio de Banach .
ii) E es rapidamente completo si para todo A & E acotado
existe B € E un disco de Banach tal que A € B . ( A veces

también se dice que el espacio es localmente completo ) .
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I1.3.ESPACIOS PALMEADOS

Hausdorff . )
Dadas W : U N* -+ 2F , donde oF denota el con e 'sul[)c;‘c:snjuhf:os
kel T

de F , ype !NIN , escribiremos :

wp k= W(p(1),...,p(k)) para todo k € N
3.1.Definicién: W es una palma en F si cumple

1) El rango de W sélo consiste de subconjuntos balanceados de

F .
11) U { wp 1/ PE Y } es absorbente en F
1i1) Dados p € lNlN y k € N, todo punto de W es absorbido

Pk

por el conjunto :

Uiw sven, wi) = p(1) para todo 1 =1 sk }

¥, k+1

N
iv) wp,k-r-l + wp,k+1 < wp’k para toda p € N y para todo k € N

3.2.Definiclién: Una palma W es compatible con la topologia de F si
para toda vecindad de cero U en F y toda p € ININ existe n e N

tal que W SvU.
p,N

3.3.Proposicién: Sea W una palma en F . Son equivalentes :
a) W es compatible con la topologia de F

b) Sea p € ININ y sea { yn } una sucesién en F tal que

nelN

k
yn € W n para todo n € N . Entonces { Y yn } es
P, n=1 keN

una sucesién de Cauchy en F .
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c)‘Sean P y‘( ynf)nem-como??n'b)‘.‘Engonces { yn }neN converge

a cero.en F

3}4.Def1nici6n{ Uha pélma W en F es completante si para toda p € NN

y para toda { y: )new <€ F tal que yn € wp
“la sucesién { Y yn } converge en F . Si F admite una palma
n=1 keN

n para todon e N ,

completante , F es un espacio palmeado .
3.5.Corolario: Toda palma completante es compatible com la topologia
3.6.Proposicioén: Si F es secuencialmente completo toda palma

compatible con la topologia es completante .

Ejemplo: Sea F un espacio vectorial topolégico metrizable . Sea
{ Uk } una base de cero tal que para todo k e N , Uk es cerrado ,
F

keN

k
balanceado y Uy, + Ugyg SYg - Sea ¥ .kgﬁw » 2

Veamos que W es una palma compatible con la topologia de F .

tal que wP’k = Uk

1) Uk es balanceado para todo k € N

N =
i1) U { wp,l / p e N } = U vy u, +U, < U, por lo tanto
U3 +U3 +U3 +U3 < U1 . En general Uk + ..+ Uk < U1
Zk-1 - veces
Sea x € F , existe k € N tal que X € Uk . Como Uk es balanceado ,
0 e Uk . Por lo tanto x € Uk LI Uk , esto es x € U1 . Por lo
Zk_1 - veces
tanto U1 es absorbente .
iii) Sean p € NN ykelN.
N _ =
U { Ww'w_1 /¢yeN , ¢(i) = p(i) para todo 1 = 1 =k } = Uit
Sea X € wp x = Uk . Sea d la métrica de F y sea d(x,0) = A .Existe
nelNtal que { x e F/ d(x,0) <n} s Uk+1

Si A < n entonces x € U . Sl A = n entonces existe m € N tal que

k+1
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" < n . Por lo tanto m 'x €U

K+17

an Kiq o+ esto esix ey

absorbe a: U -

iv) wp'kﬂ + wp,k+1 = Uk+1 + Uk+1’

para todon € N ,
Por lo tanto W es una palma en F .

Es compatible con la topologia de F yé que -

vecindades de cero en F , y por lo tanto para'“tOQa

Ve!l'loexistenEINtalquewp =UnSV.—

,n

Veamos que esta palma es completante si y sélo si F es completo .

Supongamos que W es completante . Sea { xn )new una sucesién de

Cauchy en F . Sin pérdida de generalidad , xn € Un =W

n

P,
Xn = Zxa donde xi = 0 para todo 1 = i = n-1. Como W es completante

1=1
n

y { %n )nelN = {‘Zlm / %xt = 0 para todo 1 = i = n—l}ne[N es una

sucesién de Cauchy , tenemos que { xn } es convergente , y por lo

neN
tanto F es completo .
Inversamente , supongamos que F es completo . Sea { xn )ne[N < F tal

que Xn € wp,n = Un . Como para todo k e N , Uk+l + Uk+1 [ Uk tenemos

n

que { z Xl}nelN es convergente . Por lo tanto W es completante .
1=1

Asi tenemos la siguiente

3.7.Proposicién: Todo espacio metrizable completo es un espacilo
palmeado .

3.8B.Teorema: Sea F = (F,T) un espacio palmeado .
a) Todo subespacio vectorial secuencialmente cerrado de F es
palmeado .

b) Sea H un espacio vectorial topolégico , Hausdorff . si
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existe. .T: F S

suprayeqﬁivgiy

topolégico.  .;
palmeado .

Dada £: X + Y la graficaide

Y son espacios vectorialésvt;poiggiEb : ’Y‘eéiﬁaﬁsdorff , entonces
si f es continua , Gr es'Cerfado eh'X x Y . La pregunta es : g Bajo
qué condiciones si Gr es cerrado en X x Y tenemos que f es
continua ? . La respuesta a esta pregunta nos lo da el teorema de la
grafica cerrada en su forma mas general , es decir en el contexto de
espacios palmeados . Los sigulentes teoremas aparecen aqui para que
se vea\la importancia de los espacios palmeados , Introducidos por
Grothen;ieck y su alumno De Wilde a principilos de los afios
setentas .
3.9.Teorema: Sean E un espacio vectorial topolégico , F un espacio
palmeado y M un subespacio de E de segunda categoria ., Si
T:M » F es lineal y es tal que CT es cerrado en E x F entonces
T es continua .
3.10.Teorema: ( de la grafica cerrada )
Supongamos que la topologia de E es la topologia del limite

inductive deflinido por la familia { Ej de espacios de

}jeJ
Baire metrizables y por los mapeos lineales Sj: Ey + E . Si F

es palmeado , todo mapeo lineal , secuencialmente cerrado
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T:E » F es continuo .
3.11.Corolarlo: Sean E y F espaclos métr;cos’cohplego;;; féntﬁhcgs
todo mapeo lineal y cerrado T} E - F'és'confinﬁo O v i
3.12.Teorema: Sea E un espaclo de Ba;re‘.‘ﬁ es paime#&o si y‘SGiousi‘

E es completo y metrizable .

3.13.Teorema: Sean E y F espaclos vectoriales topolégicos y E es
palmeado . Sea T: E » F lineal y cerrada . Si el rango de T es
de segunda categoria en F entonces T es ablerta .

3.14.Teorema: ( de Banach-Schauder )
Se;n E y F espacios métricos completos . Sea T: E + F lineal y
continua . Entonces el rango de T es de primera categoria o es
cerrado en F .

3.15.Definicidén: Sea F un espacio vectorial topolégico , Hausdorff .

Una palma en F es una palma estricta si es completante y si

dada p e mw y cualquier sucesién { yn }neN en F tal que para
(-]

todo n € N yn € wp,n , tenemos que Z Yk € wp'n para todo

k=n+1

nen.

3.16.Definicidén: Un espacio vectorial topolégico Hausdorff que
admite wuna palma estricta es un espacio estrictamente
palmeado .

3.17.Proposicién: Todo espacio métrico completo es estrictamente
palmeado .

3.18.Teorema: ( de localizacién )
Sea E un espacio de Baire y F un espacio estrictamente
palmeado . Si T: E » F es lineal y cerrada entonces T es

continua y existe p € NN tal que T_l(wp n) € Jlo en E para todo
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n e N , donde W es una palma estricta en‘F‘;

3.19.Corolario: Sea E un espacio de Baire:, F. un esp ! ‘i‘o vectorial

topolégico que es limite inductivo de uvné-s.ﬁcésﬂi‘é

estrictamente palmeados { Fn } . Sea -/3°F 'Un’ mapeo

neN

lineal , cerrado . Entonces existe n e 'al‘r‘«‘;'ue T(E) € Fn y

el mapeo T: E + Fn es continuo .
I1.4.EJEMPLOS

4.1.Un espacio barrilado que no es localmente barrilado

Makarov en el articulo "On pathological properties of inductive
limits of Banach spaces" demuestra que existe un limite inductive
(E,T) de espacios de Fréchet (En,Tn) tal que cada subconjunto
acotado de E esta contenido en algin En , pero existe B § E
balanceado , convexo , cerrado y acotado que no es acotado en ningin
En . Todo espacio de Fréchet es barrilado , por lo tanto En es
barrilado para todo n-e N . El1 limite inductivo de espacios
barrilados es barrilado y asi (E,t) es barrilado . Veamos que (E,t)
no es localmente barrilado . Para demostrar esto necesitaremos la
siguiente
Proposicién: Sea L un espacio vectorial sobre K . Sean LYy, dos
topologias tales que (L,rl) y (L.Tz) son espacios vectoriales
topolégicos Hausdorff y T, < T, - Si (L,tl) tiene una base de
vecindades de cero cuyos elementos son T, completos entonces
(L’Tx) es completo
Demostracidén: Sea B1 una base de vecindades de cero de (L'tl) cuyos

elementos son T, completos . Sea § un filtro de Cauchy en (L,'cl) '
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B = {
{y-F/Fe §} vyaque:
1) Sean A,B e B , A = y-A’ y"B onde ‘A’ B’ si"yyA"B' € Fo

Sea C = y-( A B ). Por ser 3 un filtro tenemos que

A" B € § y ademds A'. B € Fo . Por lo tanto Ce 8By
CsAapnB. ‘ ' o

ii) o ¢ B por definicién de B .

iii) Seay-F e { y-F/ F e § } . Si F & Fo entonces existe y-F € 8
tal que y-F & y-F . Si F no estd contenido en Fo entonces
FFosFoyFnFoe , por lo que y-(F ] Fo) € y-F .

Por lo tanto B es base del filtro { y-F / F e § }

Como y-Fo & Vi que es rz—cerrado y {y-F/F €3 } es un filtro de
Cauchy en (L,'rz) entonces { y-F / F € § } converge a y-%o € Vi
Por lo tanto para todo y € Fo , y-%Xo € V1 , esto es Fo-%o0o £ Vi ,
es decir Fo § xot+V1 . A

Ademas si { y-F / F € § } converge a y-Xo es claro que el filtro §
converge a Xo . Por la arbitrariedad de Vi tenemos que para todo
V € B: existe F € § tal que F & xo+V , esto es el filtro § es

convergente a xo con respecto a 't:l , es decir (L'T1) es

completo .
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gvéamp’s ‘ahora’ que  (E, 1) nd*eéjf ldiqalmen‘tg‘:bz;rr}i'lradp:f L;‘ASupc_:‘ngamos qﬁe
s{ 1o es .-Sea B & E-tal ‘que E'es ‘z’u:‘::tadb , convexo , cerrado ,
balanceado con respecto a la topologia ‘t ¥y B no eé acétado en ningun
(En,Tn) . Por ser (E,T) localmente barrlla&o tenemos que (Es,ps) es
Barrilado , de hecho pB es una norma en EB .. Sea m € N tal que
EB £ Em . Sea { Un )nEN una base de vecindades de cero en Em
anidada , ésta existe pues Em es un espacio de Fréchet , tal que Un
es cerrado , balanceado, convexo para toedon € N .

Veamos dque { n'B NU /7 n eN } genera una topologia to en Es

metrizable, localmente.convexa ., mas fina que la topologia generada

’

por pB en Es .

i) Sean X,y . €. -n B.un: Un. . Un es convexo , por lo tanto

ax+{(1-a)y € Un hfdﬂ_todd a . [0,1] . Como x,y € n"'B, entonces

ps(x) s:n" y pely). = n"' . Por lo tanto :

pBlax+(1-a)y) = |a|pB(x)+|1-x|pB(y)

4+ (1-)n”t = n7t ,

Asi ax+{l1-a)y € n"'B . Por lo tanto n"'B Ml Un es convexo para todo

= an”

nenN.

1i) Em es metrizable , por lo tanto Un lo es y asi n'B A Un € Un lo

es .

iii) Sea V € Mo en EB con respecto-a la topologia generada por pB .

Asi existe a € R* tal que aB € V . Existe n € N tal que 1 = na . Por

lo tanto (ne)™'B € B, es decir n"'B € «B , por lo que :
Uhnn'Bsn'BsaBeV.

Asi V € Mo en EB con respecto a 7o y por lo tanto To es mads fina que

la topologia generada por pB .

Denotemos por TB la topologia generada por pB en EB . Por lo
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anterior tenemos que 18 S To ¥y (Ep,To) tiene una ﬁase de vecindades
de cero cuyos elementos © son: ‘:tB éombleto's ::(' a . saber
{Unn n'B/nen } ) . Por 1la proposiciénrﬁf‘ﬁbéqa ‘a}lteriormente .
tenemos que (EB,To) es completo .
Asi (Es,10) y (EB,tB) son dos espacios metrizables completos , es
decir son dos espacios de Fréchet tales que TB. & To . Como dos
topologias comparables en un espacio de Fréchet son las mismas
tenemos que 1B = To
Por lo tanto para n € N existe « € K \ {0} tal que :

aB < n_lB A Un & Un , es decir B s a-IUn , esto es para toda
vecindad Un de cero en Em exi‘ste A € K\ {0} tal que B & AUn . Por
lo tanto B es acotado en Em , lo cual es una contradiccién

4.2.Un espacio rapidamente completo que no es completo

Sea E un espacio de Banach . Es faclil ver que Q.S(E,IK) = (E’,e¢(E’,E))
Por lo tanto , por el principio del acotamiento uniforme todo

subconjunto de E’ ¢(E',E)-acotado es ||_||’~acotado , donde =11

denota la norma de E’

Veamos que (El",|[_||') es rapidamente completo , esto es que para
todo A’ § E’ , ||_[| -acotado existe B € E’ un disco de Banach tal
que A’ € B .

Sea A el minimo H_| | '-cerrado , balanceado , convexo que contlene a
A’ . Como A’ es ||_|| -acotado , existe « € K tal que :

A" Sa{xeE / [|[x]|" s1})=A"
A'' es [|_]|’'-cerrado , balanceado , convexo , por lo tanto A £ A'’,
y asi A es ||_]|'-acotado .
Veamos que la topologia generada por pa en E'A es mids fina que la

topologia inducida por |[|_[|’ en E’A. Sea V' un ablerto de 1la
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topologia inducida por ||_||’ 'eni E'A ..Entonces: =y n-E'a donde V
es un abierto de E' .con respect ‘

topologia generada por PA: contiene Al}

AelK\(O}.Comers” ||
ASu:V.A=AnEASaVnE ="aV’ . Por lo tanto

_a'?A € V', lesto es ,V},'» es: un ab}.e to en E'A con respecto a la

topologia generada por pA Por lo tanto la topologia inducida por
la norma de E' en E'A es mas gruesa ‘,que f1a topologia generada por
PA .

Veamos que (E’a,pA) es un espacio de Banach .

‘A es cerrado , balanceado y convexo , por lo tanto (E’a,pa) es un
espacio normado . Por lo anterior id: (E'a,pa) » (Ea’,|]|_}]]| iEA' ) es
continua . As{ como A es ||_||’-cerrado , tenemos que A es

cerrado con respecto a la topologia generada por pa .

E es un espacio de Banach , por lo que (E',||_||') también lo es .
Ahora , A es ||_||'-cerrado al igual que «A para todo « € K , por
tanto @A es ||_||’'-completo para todo « € K . .

={xeE /prax) =1}y { A )ocs[K es una base de vecindades de
cero en E'A . Por la proposlicién probada en el péarrafo anterlor
tenemos que (E'a,pa) es completo . Por lo tanto (E’a,pa) es un

espacio de Banach y A’ € A . Por lo que (E’,||_||’) es rapidamente
completo .

Ahora sea <t wuna topologia localmente convexa de E’ tal que
oc(E’' ,E) € T ¢ ©{(E',E) . Sea A & E’ T-acotado-. Por el teorema de
Banach-Mackey , A es ||_||'-acotado . Por lo anterior existe B < E’
convexo , |]|_||’'-cerrado y balanceado tal que A € B y (E’s,pB) es un

espacio de Banach .
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Como T es compatible con la. dualidad ; por:‘la proposicién 1.3.10 .

7 ‘convexo . Por

eado ‘tal ' que A € B y

rédpldamente completo .

» : WEE
Ademds o(E ,E) = o(E',E) . Por lo

JE’ ,
con la dualidad por lo que (E’,c(E ,E

—_— . *
£ o(E ,E) _ E

I ~,E)IE. es compatible
es'rapldamente completo .

-
E'SE vy

. -
Si dim(E) 2 Ro , existe f € E \ E% .“Por"lo tanto E’ no puede ser

L]
o(E ,E)-completo si dim(E) = Ro .
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CAPITULO IIIX

 CONJUNTOS ACOTADOS DE £(E,F)

Este capitulo lo dedicaremos a, estudiar qué propledades debe tener
un espaclo para que este espaclio sea de Banach-Mackey , es decir que
todo subconjunto débilmente acotado sea fuertemente acotado .

Mas especificamente veremos cémo debe de ser E para que £(E,F) sea
un espaclio de Banach-Mackey .

Empezaremos con el caso particular en que F es el campo sobre el

cual esta definido E .

III.1.UNA CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE LOS CONJUNTOS

DEBILMENTE ACOTADOS SEAN FUERTEMENTE ACOTADOS .

El propésito de este parrafo es demostrar que bajo clertas
condiciones tendremos que los conjuntos o(E,E’ )~acotados colncliden
con los conjunt;s B(E,E’ }-acotados si y sélo si E es localmente
barrilado . Estos resultados estan basados en [2]
1.1.Proposicidén: Sea X un espacio localmente convexo y Hausdorff
Son equivalentes :
a) Para todo espacio localmente convexo Y y para todo
S € £2(X,Y) si S es puntualmente acotado entonces S es
equicontinuo .
b) X es barrilado
c) Si A € X' es ¢(X',X)-acotado entonces A es equicontinuo .
Demostracién: Supongamos b) y demostremos a)

Sea Y un espacio localmente convexo y sea S € £(X,Y) puntualmente
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acotado . Por lo tanto S(x) = { f(x) / f e S} es‘:;aé‘o,tadé e

Sea V € flo en Y . Sin pérdida de generalidad V:es bun bar
A=n{ V) 7 f €S} . Ves cerrado y para'f.c;cio £
continua . Por lo tanto para todo f € S , f-l(Vi.r’ej'
por lo que A es cerrado . ‘
V es convexo y balanceado . Como todo f € S es.lineal
convexo y balanceado .
Veamos que A es absorbente . Sea x € X , asi S(x) es acotado en
Y . Por lo tanto existe @ € K \ {0} tal que S(x) & aV , esto es
que para todo fe S , f(x) € av , y asi para todo f € S
a'lx € fhl(V) . Por 1o tanto a"lx € A, esto es A es absorbente .
Por lo tanto A es un barril en X . Como X es barrilado , A € Tlo en
X . Por el corolario I.6.3. S es equicontinuo .

Supongamos a) y demostremos c)

Si Y =K, la topologia de la convergencia puntual es la topologia
débil en X'

Supongamos c) y demostremos b) .

Veamos que si B € X y <X,Y> entonces B es ¢(X,Y)-acotado si y sélo
si B° es absorbente .

Supongamos que B es o(X,Y)-acotado . Sea y € Y . Como B es

o(X,Y)~acotado , existe M e R' tal que |<x,y>| = M para todo

x € B . Por lo tanto |<x.M'1y>| = 1 para todo x € B , esto es
M-ly e B® , por lo que B° es absorbente .

Inversamente supongamos que B® es absorbente . Sea y € Y ,
entonces existe M e K \ {0} tal que y € MB° , esto es

J<x,y>| = |M| para todo x € B . Por lo tanto B es o (X,Y)-acotado .

Sea A un barril en X , en particular A es absorbente y A% = A
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i'co;x\;tinil,‘lov P}or‘ el

n< Xooy: asi Xes un eébaéio

E)-aco ‘addgsif‘"y sélo si'C es B(E’,E)-acotado .

Démvcasvt“.raéiéh.’ »C¢mo"v(E?,'{Eil Sy B(E;,E) ,. 81 C es B(E’,E)-acotado es
Eléro que C es o(E’ ,E)-acotado .

Inversamente ', supongamos que C es o¢(E',E)-acotado . Sea A € E
acofado .. Como E es localmente barrilado:, ‘.esdste B .€ E disco
cerrado ,. acotado y barrilado tal qhe A S"Br. Asi (Es,pB) es
barrilado .

Sea G = { f :EB+ K/ feC}

|Es
Veamos que la topologia heredada a EB por E es mas débil que la
topologia generada por ps en EB .

Sea V un abierto en EB con la topologia heredada por E . Asi
V = EB n V' donde V' es un abierto de E . Como B es acotado ,
existe « € K \ {0} tal que B € aV’' . Ademds B & Es . Por lo tanto
B<aV' nEs=alV' nEs) =aV , estoes «'™B S V. Por 1o que V
es un abierto en EB con respecto a la topologia generada por ps .
Asi , como EB es un subespacio vectorial de E tenemos que
G € (Ee)’ . Veamos que G es o((Es)’ ,Es)-acotado .

C es o(E’ ,E)-acotado , por lo que dado x € EB existe o« € K \ {0}
tal que C £ «{ 1 € E' / |1(x)] <1} . Sea g € G , entonces
g = flEB y por lo tanto g = al donde 1:EB » Ky |1(x)| < 1 . Por
lo tanto G € a«{ 1 € (E8)' / |1(x)] < 1 } , por lo que G es

c((Es)’ ,E8)-acotado .
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Asi G es o((Es)’',Es)-acotado .’y Eé “es barril'ado"‘ 5 'ppr ia
proposicién II1.1.1. G es equicontinuc y p’o‘x; la prbpbﬂéic’iﬁn I 6.6. o
G es acotado en £ (E,F) = ((EB)'.ﬁ(‘(E.B)'“,EB’)) 7;' e";t;.q;es}fc‘; ,e:s‘
B((EB)’ ,EB)-acotado . g
Ahora , A &€ By B es es acotado en (Es,pB) , por 10' tﬂantds‘iA ‘es
acotado en (Es,pe) . Como A & Es tenemos que :
{|fx)]7feC,xeA}={|ax)|/geCG, xeAl}
Como G es B((Es)’',EB)-acotado y A es acotado en EB ',
sup { [g(x)] / g e G, x € A} < «» , y por lo tanto
sup {: |[f(x)] / feC,xeA)=M<w,
Por la definicién de B(E’,E) tenemos que A°¢ To en E; con la
topologia B(E’,E) . A° = { f € E' / |f(x)} = 1 para todo x € A } .
Como sup { [f(x)| / feC, x€ A} =M tenemos que C § MA® , por
lo que C es B(E’,E)-acotado . o
Hemos dado condiciones suficientes para que los conjuntos débilmente
a?otados sean fuertemente acotados .
Para dar condiciones necesarias necesitaremos la sigulente
1.3.Proposicién: Sea E un espacio vectorial topolégico . Sean Y
T, dos topologias de E tales que 12 s LA Supongamos que
(E‘Tx) tiene una base de vecindades de cero cuyos elementos
son ‘cz—cerrados . Sea MEE , M# o . Sea § un filtro de
Cauchy en M con respecto a T, - Entonces sl ¥ es convergente a
a en (E,'rz) se tiene que ¥ es convergente a a en (E'T1)
Demostracién: Esta demostracién es muy parecida a la demostracién de
la proposicién del parrafo I1.4.1. y por tanto se omitira .
Denotemos por (P) a la siguiente propiedad :

(P) : Para todo A § E balanceado , convexo , acotado y cerrado
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v'Dveri‘otel'naé por (l;) a la"siguiehtrek' prj'opiéa'ad,;:

(P) :: l_’ar'a todo ‘A€ E balanceado , ‘convexo -, »aéotado y“ cerrado

jgx;svtzg D € E barril tal que A =D Ex".
1.4'.'Teofema: Sea E un espaclo vectorial topblégIC6 ,  localmente
convexo y Hausdorff . Supongamos que E tlene la propiedad (P)
Yy que todo subconjunto de E' o(E’' ,E)~acotado es

B(E' ,E)-acotado . Entonces E es localmente barrilado .
Demostracién: Supongamos que E no es localmente barrilado . Entonces
existe B € E balanceado , convexo , cerrado y acotado tal que
(EB,pB) no es barrilado , esto es existe A € EB un barril y A ¢ Jlo
en (EB,pB) . Como A ¢ To en (EB,pB) entonces para todo
Vi = { x € EB / pB(x) = i) , tenemos que Vi no estd contenido

en A ., Por lo tanto , para todo i € N existe X, € Viy xy g A
-2

Como Xy € Vi o, pa(xi) = i y por lo tanto | Xy )iErN es
convergente a cero en (Es, ps)

+ -1
Sliea { a, }1EIN € R tal que a; = i . Por lo tanto pB(aixi) = i

para todo 1 € N . Por lo tanto { a;% }ielN es convergente a cero

en (Es,pB) y lim a; = .

i

Como ya se habia visto en el capiltulo anterior tenemos que la
topologia generada por pB en EB es mas fina que la topologia
inducida por la topologia de E en EB . Por lo tanto { agx; )iEN es
convergente a cero en E , y asi S = { ayx; /1 elN} es acotado en
E .

Veamos que todo M € EB cerrado y acotado en (EB,pB) es cerrado en
E . Sea M5 = Mo . M es acotado en Es , por lo tanto existe

A € K\ {0} tal que M € AB . B es cerrado en E , por lo que AB es

cerrado en E y asi Mo § AB , esto es M < Es .
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Denotemos por T la topologia de E.y por -ré'ia topologia generada

‘por ps en EB . Tenemos T swy { k'B / ke N} es una base de

|EB
vecindades de cero de EB para la topologia s donde KB es
T-cerrado para todo k € N .

Se_a Xo € Mo y sea 9 € M una red convergente a Xo con respecto a la
topologia T . Por la proposicién II1.1.3.tenemos que ¢ es
convergente a Xo con respecto a la topologia TB . Como M es
TB-cerrado tenemos que xo € M , esto es ﬁg = Mo = M , por lo tanto
M es t-cerrado .

Ahora , A es un barril en EB , por lo que A es tB-cerradoc . B & EB
es T-cerrado , por lo que B es tB-cerrado . Por lo tanto A B es
TB~cerrado , B es tB-acotado y A B £ B y por lo anterior A B
es T-cerrado . Ademds A | B es balanceado y convexo . Por lo tanto
existe un barril D € E tal que A B =D n EasnB . Veamos que D
Eane = D Es .

Es claro q\lxe D EsmB € D EB . Veamos la otra contencién . Sea
xeDnEaE, entonces x = ay , ¥ € B , esto eson'lx=yeB
Veremos que x = Bz donde 2z € AN B y asi tendremos que x € EanB .
A es un barril en E , por lo que A es absorbente . Por lo tanto
existe 7y € R* tal que para todo & € K si ]6[ = 7y entonces 8x € A ,
esto es §x = Say € A .

i) Si ja’ll =< 7 entonces o« 'x =y € Ay por lo tanto x = ay ,
donde y € AN By asi x € Eans .
—1,-1

ii) st y < laq[ entonces |a ¥ < 1 ., Como B es balanceado

tenemos que ayB € B , por lo que apy € B y asi x = 'flcz;ry = Bz
donde B = 3'_1 » 2 =0y € ANB, esto es x € Eane . Por lo tanto

DpnEsms =D Es .
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Ahora para todo n € N , xn ¢D , ya que si existiera No- & N tal
que xno € D entonces *no e DNEs =AB, estoes xno €. A", Esto
es absurdo por la eleccién de la sucesién { %y )1eN . E

D es cerrado y convexo y el punto { X } es c&ﬁpacto y céﬁvekb:;;
por lo tanto existe una funcién gn € E’ tal que gn('xn)l =c y
gn{x) = c para todo x € D , donde c € R . Sea gﬁ(xn) = ,fseé
fn = A7'gn . Claramente fn € E' y falx ) =1, falx) =1 pafa'fb&d
x.€ D . ‘ »
SeaF={fn/neN}SE . |[fnlx)| s 1 para todo x € D , por lo

tanto F € D° . Por el corolario 1.4.3. y utilizando el hecho que D

“es absorbente tenemos que F es o (E',E)-acotado .

Ahora , { |[f(x)| / feF , xeS} { Ifn(anxn)| /nemN}
={a /nenN}
n
Por lo tanto sup { |f(x)[ / feF ', xe S} = sup { a /nel}
= w

Asi{ F no es acotado en S y S es acotado en E , por lo que F no es

B(E’',E)-acotado .

o

Asi tenemos el
1.5.Teorema: Sea E un espacio vectorial topolégico , localmente
convexo con la propiedad (P) . Entonces los conjuntos
c(E’,E)-acotados coinciden con los conjuntos

B(E'’ ,E)-acotados sl y sélo si E es localmente barrilado .
1.6..Proposicién: Sean E y F en dualidad . Entonces los conjuntos
acotados de E son B(E,F)-acotados si y sélo si los conjuntos
acotados de F son B(F,E)-acotados .
Demostracidén: Supongamos que los conjuntos acotados de E son

B(E,F)-acotados . Sea A € F un conjunto acotado . Sea B un barril

a7



en F . Por el teorema de las blpolares tenemos : B°° = B .
B = B°® = (B°)° es absorbente , entonces B° es o(E,F)~acotado y
por el teorema de Banach-Mackey es acotado . Asi , por hipétesis
B® es B(E,F)-acotado . Por ser A acotado y por la definiclén de la
topologia B(E,F) , tenemos que existe A € K \{0} tal que B® s aa°
y por lo tanto A°° ¢ AB°° = AB .
Recordemos que los basicos de B(F,E) son polares de conjuntos
acotados de E , y por 1lo tanto son cerrades , balanceados ,
convexos Yy absorbentes , es decir son barriles en F .
Vimos que para todo barril B en F existe A € K \ {0} tal que
A°® € AB y ademas A € A°® . Por lo tanto A es B(F,E)-acotado .
Como corolario a esto tenemos el sigulente
1.7.Teorema: Sea E un espacio vectorial topoldgico localmente
convexo , Hausdorff que tiene la propiedad (P) . Entonces los
conjuntos o¢(E,E’)~acotados coinciden con los conjuntos
B(E,E’)-acotados si y sélo si E es localmente barrilado .

1

I1I1.2.CONJUNTOS ACOTADOS DE £(E,F)

El proposito de esta secclén es probar lo andlogo a lo demostrado en
la seccién anterior pero en el caso mas general de 2(E,F) . Estos
resultados estan basados en [5] . Como siempre , E y F denotaran
espacios localmente convexos , Hausdorff .

Sea S una familia de subconjuntos acotados de E tal que U A = E .
' AeS

Sea Q la familia de semi-normas que genera le topologia de F .

Sea pq Al F - R donde g € Q y A e S tal que
E

PqA(u)=sup(q(u(x))/xeA),uEF
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é'ra”ftodo

opologia

Observacién: S1 S = L(E n ,15 _l‘:ppdlogia
correspondliente a S es E‘.S(E,F):*. S1 es: cq:t;-ido } lo
que obtenemos es 2b(E.F) .
2.1.Proposicién: Sea D un barril env‘EE e tongés‘ D "ébsbl"be todo

disco barrilade , cerrado y acotado:.
Demostracién:Sea E = (E,t) , sea B € E ur‘r’x’dis'co barrilado”, cerrado

y acotado . Como B es un disco barrilado.,-tenemos que el espaclo
(EB,ps) es barrilado . Como anteriormente , la topologia <
restringida a Es es mas gruesa que la topologia generada por pB en
Es , esto es :

id: (Es,pB) » (EB,T ) es continua

|EB
Sea D un barril en (E,r) . Veamos que D ) EB es un barril en

(Es, pB)

1) D es t-cerrado , por lo tanto D N Ee es cerrado en (Es,ps) .

11) D es balanceado , por lo que para todo A € K \ {0} tal que

|A] = 1 tenemos que AD € D . Por lo tanto A(DnEB) = ADNEB & DnEs ,

esto es D n EB es balanceado .

i11) D y Es son convexos , por lo que D ) Es es convexo .

iv) Sea x € EB € E . Como D es absorbente , existe A > 0 tal que

para todo « € K tal que |e¢|] = A , ax € D . Por lo tante para todo

o € K tal que |a] = A , ax € D  Es , esto es D n Es es
absorbente .

Por lo tanto D  Es es un barril en (Es.ps) y como (Es,pB) es

barrilado tenemos que D n Es € Jlo en (Es,ps) .

B es acotado en (EB,pB) , por lo tanto existe A € K \ {0} tal que
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B S A(DnEs) = AD ) EB . Ademds B S EB , :por lo que B'S AD , esto
es D ;bsorbe aB. o : '
2.2.Teorema: Si E es localmente barrilado éntoncés las familias de
subconjuntos acotados de  &(E,F) coinciden para toda
S-topologia , donde S es una familia de subconjuntos acotados
de E que cubre a E .
Demostracién: Sea V € Mo en F , cerrado , balanceado y convexo .
Sea H € £(E,F) puntualmente acotado .
Sea D = n { (V) / £ € H} . Veanos que D es un barril en E .
1) D es cerrado por ser interseccién de conjuntos cerrados .
11) D es balanceado por ser int:erseccién de - conjuntos
balanceados .
1i1) D es convexo por ser interseccién de conjuntos convexos .
iv) Como H es puntualmente acotado , por el corolario 1.4.13. ,
tenemos que para todo x € E, { f(x) / f € H } es acotado en F .
Por lo tanto existe ao € K \ {0} tal que { f(x) / f e H} § @V .
Sea x € E, f € H. Por lo anterior , f(x) € woV , es decir existe

y € V tal que f(x) = aoy , esto es flao 'x) =y e V .

Sea Ao = |(xo|—1 y sea « € K tal que [x|] = Ao . Veamos que
flax) e V .
|| = 20 = }cco|-1 , por lo tanto |awe| = 1 y como V es balanceado

tenemos que amoV S V . Como y € V , aaoy = af (x) = f{ax) € V . Por
la arbitrariedad de f , tenemos que para toda f e H , f(ax) € V ,
es decir ax € D , con lo que queda demostrado que D es
absorbente .

Asi D resulta ser un barril en E .

Sea A S E acotado . Como E es localmente barrilado , existe B & E
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proposicién IIT.2:1. ‘{fitén'émyds q
absorbe a A . Asf D abseri

Sea s € S

ssa v /e

f € H, donde f(s) = {£(x)

Asi , { f(s}) /7 f eH } <aV

acotado en F .

Los basicos de F son de la {,érmé' Axie Fi/iqx) <1 }"donde

-q :
q € Q. Como { f(x) /7 x e 5 ,‘£7" EH } es ;\cotédd en F 7, tenemos
que para todo q € Q existe A e K tal qﬁe q(f(x)) s 1A} .

Los béasicos de Z(E,F) con la S-topologfa estédn dados por las
semi-normas : pq's(f) =sup { q(f({x)) / x €« S}, donde q € Q ¥y
s € S . Asi , por la arbitrariedad de q tenemos que H es acotado
en 2(E,F) con respecto a la S-topologia . a

2.3.Tecrema: Sean E y F espacios localmente convexos , Hausdorff
tal que E cumple con 1la propiedad (P} introducida en la
seccién anterior . Entonces son equivalentes :
a) Las familias de subconjuntos acotados son las mismas para
toda S-topologia de £(E,F) , donde S es una familia de
subcon juntos acotados de E que cubre a E .
b} E es localmente barrilado .

Demostracién: En vista del teorema I1I1.2.2. sélo falta demostrar b}
suponiendo a) con la hipétesis (P)
Supongamos que E no es localmente barrilado . Entonces existe

B € E balanceado , convexo , cerrado y acotado tal que (EB,pB) no

es barrilado . Es decir existe un barril A en (Es,ps) y A ¢ Jlo en
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(EB,pB) .
Andlogamente a la demostracién del teorema . 111.1.4. podemos

escoger { X, } s EsNAy { a_ } s R" tales que { xn)

nelN n "'nelN neN Y {

a x. } son convergentes a cero en (EB,pB) y lim a =w. Ademas

nelN
n-w

tenemos que S = { a X, /nelN} es acotado en E .

Siguiendo 1los pasos de la demostracién del teorema III.1.4.
tenemos que todo conjunto cerrado y acotado en (EB,pB)} es cerrado
en E .

Por lo tanto tenemos que A | B es balanceado , convexo , acotado y
cerrado en (Es,pB) , por lo que A | B es cerrado , balanceado ,
convexo y acotado en E .

Asf existe D € E un barril tal que A B =D Eae =D Es .
Ademas , X, ¢ D para todo n €e N y para todo n € N exlistre f“, e:‘Ef
tal que fn(xn) =1y fn(x) = 1 para todo x € D . , i :
Sea yo € F \ {0} . Definimos g: R » F tal que g(z) =zyo,zE!R V
1) g es lineal : : e
glaz+v) = (az+v)yo = alzyo)+vyo = ag(z)+gl(v) , a,z,v € R

il) g es continua :

Sea A & R acotado , es decir existe A ¢ R’ tal que x| = A para
todo x € A . Sea q una semi-norma de F , sea x € A .

g(x) = xyo , por lo tanto q(g{x)) = gqlxye) = |x|qlye) = Aqlye) .
Es decir , g(A) es acotado en F . Por lo tanto g manda acotados en
acotados . Sea V un ablierto de F y sea A & R abierto y acotado .
Por lo anterior g(A)es acotado en F , es decir existe A € K \ {0}
tal que g(A) € AV , esto es g(A'lA) € Vy a'A es abierto en R .
Por lo tanto g es continua .

Ahora para cada n € N definimos : hn: E » F , hn = gofn .
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hn e Z(E;F) por ser la"com'pyc'osiciéhy de ‘f\"x"n'cionales 1ineales. y

" continuas’; Sea H ={:ha /'n €N}
Veremos qure‘ H'es puntualmen‘t‘e “acotado es“acotado “con

. re'specto,a la S—topologia o

Sea € = { ayo 7 a € [-1,1] ¥ < F \C’:'"és":‘acc;tadd en F . Dado
..x €. E ., hn(x) = (gofn)(x)’ =7,fn(x-)yo .“81 x € D entonces
'lf;n(x)| < 1 y por lo tanto hn(x) € C para todo n € N y para todo
x.€ D.. Es decir { hn(x}) / n € N } es acotado para todo x € D .
.Ahora sea x € E . Como D es absorbente tenemos que existe
: 7€ R tal que para todo « € K tal que |oc[ =y , ax €D .

‘h';-(k) = fn(x)yo' y 7x € D . Por 10./ tanto {fn(x)| = 2. Asi
(;hn(x) / ne NV s {6yors 5 e [-+1s } . Es decir
“{'hbn /¥ n € N } es acotado en F para todo x € E . Por el corolario
1.4.13. H es puntualmente acotado en Z(E,F)

Veamos que si H & £(E,F) es acotado con respecto a una S—topologia
entonces H(s) € F es acotado para todo s € S . Sea s € S L
H(s) = { f{x) f e H, xes } . Como H es acotado con respecto ‘a
la S-topologia tenemos que para todo q € Q exliste A e R® tal que
q(f(x)) = A para todo f € H y para todo x € s , es decir H(s) es
acotado en F para todos € S .

Finalmente , S = { a X, / n e. N } es acotado en E vy
H(s) = { hn(anxn] /nelN}={ anhn(xn) /nenN?}

={ aye/n €N }

H(S) no es acotado en F ya que lim a = .

n-2w
Asi , por lo anterior H no es acotado para la S-topologia donde
S ={ AS E / A es acotado } , es decir H no es acotado en

Eb(E,F‘)
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III.3.UN RESULTADO SORPRENDENTE ' -

Las demostraciones de los teoremas anteriores resultan largas por

como se definié espaclo localmente barrilado : para todo A & E
acotado existe B € E disco cerrado , acotado y barrilado tal que
ASB.

El hecho de que B sea cerrado depende de la topologia , de aqui que
tengamos que estar |Jjugando entre las distantas topologias
involucradas y que tengamos que pedir la propiedad (P) antes
descrita para poder demostr;r lo que queriamos demostrar . ¢ Qué
pasa si cambiamos "un poco” la definiclén de espacio localmente
barrilado ? La respuesta a esta pregunta la encontramos en 1la
comunicacién personal [10]
3.1.Definicidén: Sea E un espacio localmente convexo , Hausdorff . E
es localmente barrilado si para todo A & E agotado existe
B € E disco acotado y barrilado tal que A &€ B .
Observacién: Es claro aque 1la definicién “"vieja" de espaclo
localmente barrilade implica 1la “nueva" definicién de espacio
localmente barrilado .
3.2.Proposicién: Para todo A € E disco existe D £ E disco absorbente
tal que A =D Ea .
Demostracién: Sea A € E disco .
Si A es absorbente entonces A = A n EA .
Si A no es absorbente entonces existe x € E \ Ea .
Sea B={ axty 7/ |A| =1, y e A} & E ., Veamos que B es un

disco .
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~ convexo

11) Sea'A’ eK tal q

Al s1,yeanz=

por’ ser A balanceado . " decir B es
balanceado .

Asi B resulta ser un disco en E e

Veamos ahora que A = B ) Ea .

1) ASByASEs, por tanto A S B () E4 .

1i) Supongamos que existe w € (B nEa) \'A-. Siwe (BnE\A
entonces en particular w € (B \ A) . Por lo tanto w = aAx+y ,
Al =1 ,yeA.ComweA, A=0, esdecir 0 < [a] =1 .
Ahora , w € Ea por lo tanto w = uz , donde 2z € A y asi pz = AxX+y ,
es decir Ax = puz-y . Como pz € EA y y €¢ A € Ea , tenemos que
Ax € Ea . Supongamos que A # O . Como Ax € Eo , X = A'ax € Ea R
contradiciendo el hecho que x € E \ EA . Por lo tanto A = 0 , por
lo que w = y y y € A . Esto contradice el hecho que
we (BnE)NA.

Por lo tanto B Ex S Ay asi BnEa=A.

Sea € = { BSE/ Bes undisco y B Ea=A } . Por lo anterior
€ = o . Ordenemos parcialmente a € con la contencién . Sea

{Bi /1 el} s € una cadena totalmente ordenada . Sea 8 = U B:
iel
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Veamos que 8 € € .

a) B es un disco .

Sean x,y € B . Como la cadena esta totalmente ordenada , existe
J €I tal que x € By y y € B . By es convexo , por lo tanto
oax+{1-a)y € Bj para todo a € [0,1] y por lo tanto ax+(l-a)y € 8
para todo « € [0,1] , es decir B es convexo .

Sea A € K tal que |A] = 1 y sea x € 8 . Existe j e I tal que
X € By y como Bj es balanceado , Ax € By € B y asfi 8 es
balanceado . Por lo tanto B es un disco .

b} A =8 Ea

Veamos A € B n Ea .

Sea x € A, entonces x € Ea . Ademds para todoii €l , A =B1 nNEs
por lo que x € Bt S By asi x € 8y Ea .

Inversamente , sea x € B n Ea . En particular x € B es decir

existe j € 1 tal que x € By . Tenemos que A = By n Erx y
x € By N Ex, por lo tanto x € A .

Asi{ A =8B Esy por lo tanto 8 e € .

Por el lema de Zorn € tiene elementos maximales . Sea D uno de
estos . D es un disco , veamos que D es absorbente .

Supongamoes que no lo es . Asi existe x € E \ Ep . Sea
Dx = { Ax+y /7 |A] =1 , y € D } . Como vimos anteriormente Dx es
un disco y A = Dx ] Ex , es decir Dx € € . D < Dx , O € D por ser
D balanceado . Por lo tanto 1x+0 = x € Dx \ D (x € D pues x ¢ Ep)
Por - 1o~ tantc;‘D é-Dx y Dx \ D # o , contradiciendo la maximalidad

de D . Por lo tanto D es absorbente y asi D es un disco absorbente

tal que A =D Ea .
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»3;3;'Teorema:""'Seap"E" y Fespacioslocalmentec vexos; Hlaﬁérd'cz‘x;ff .
Sbn equivalentés: : L o : 8
a) EV es localmente bafrilado" . » 5
.b) Todo subconjunto de 2(E,F) acotaéo en }ls(E.Fk)'es acotado en
Eb(E,F)
Demostracién: Supongamos a) y demostremos b) .
La definicién "vieja" de espacio localmente barrilado nos implica
la "nueva" definicién de espacio localmente barrilado , por lo que
este resultado es consecuencia del teorema III.2.2.
Inversamente , supongamos que E no es localmente barrilado
Entonces existe A € E un disco acotado tal que (EA‘.pA) no es
barrilado , es decir existe B € Ea barril tal que B ¢ Tlo en
(Ea,pa)

Como en las demostraclones anteriores tenemos que existe

+
{ X )nelN € Ea \ By { An }nelN € R tales que { X )nelN y
{ Anxn )nelN son convergentes a cero en (Ea,pa) y rll.i.::l }\n = o y asi

S=(Anxn/nelN)esacotadoenE.

A y B son discos en E , por lo tanto A n B es un disco en E . Por
la proposicién II1.3.2. existe un disco absorbente D € E tal que
ANB=DnEss=DpnEar.

Ahora tenemos dos casos :

i) D abierto .

El punto { X } es cerrado y convexo , D es abierto y convexo
Por lo tanto existe fn € E’ tal que fn(xn) = 1 y falx) = 1 para
todo x € D .

11) D cerrado

El punto { X, } es compacto y convexo , D es cerrado y convexo
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Por lo tanto existe fn € E' tal que fn(xn) =11 ‘y;»fn(x) s"l 'para :
}todoxeD. A o
Sea yor € F\ {0} , sea gn: E» F, gn(x) k=‘fnk(x)yko'. :

Como anteriormente tenemos que gn € £(E,F) ‘par todo n € N . Sea
H={gn/neN} . Como D es absorbente , tenemos que para todo
x € E, H(x) = { gn(®x) / ne N } es acotado en F ., Por lo tanto H
es acotado en 2S(E.F) .

H(S)=(gn(x)/xes,new)=(gh(hnxn')‘/'new)

(Anyu/nelN)

Yo # 0y lim An = « . Por lo tanto: H(S) no es:acotado ‘en"F-y S es
n-o SE e SR i
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CAPITULO 1V

"ESPACIOS ‘DE BANACH-MACKEY

En el capitulo ‘anterior se probé que si un espacio E tiene la
propiedad (P) entonces los conjuntos débilmente acotados son
fuertemente acotados si y sélo si E es localmente barrilado
Enseguida este resultado se generalizé al espacio £(E,F) .

En este capitulo daremos condiciones necesarias y suficientes para
que un espaclo sea de Banach-Mackey . En particular probaremos que
sl todos los conjuntos débilmente acotados son fuertemente acotados
y existe alguna funclonal lineal que no es continua entonces la
propiedad (P} no es valida

En este capitulo trabajaremos con la definicién "vieja" de espacio
localmente barrilado .

A menos que se especifique lo contrario , los teoremas de este

capftulo son generalizaciones de los teoremas de (8] .

IV.1.VARIAS CARACTERIZACIONES DE UN ESPACIO DE BANACH-MACKEY

1.1.Definicién: Sean E y F espacios locamente convexos , Hausdorff
tales que <E,F> . E es un espacio de Banach~Mackey si todo
subconjunto ¢ (E,F)~acotado es B(E,F)-acotado .

1.2.Teorema: Sean (E,t) y F espacios localmente convexos , Hausdorff
tales que <E,F> . Son equivalentes :
(S1) Todos los subcon juntos o{F,E)-acotados son
B(F,E)-acotados .

(S2) (E,T) es un espacio de Banach-Mackey .
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(53)Todo barril en ('E‘,b'r)fes'borr‘u‘voro .

(S4) B(F',F) . = BIE,F) .

|E
(S5) Para todo B & E balanceado , convexo ., acotado .y
cerrado , la topologia de (EB,pB) es mas fina que la topologia
B(E,F) restringida a EB .
(S6) Para todo H espacio localmente convexo , Hausdorff y
cualquier familia S de conjuntos acotados de E que cubre a E
se tiene que B € £(E,H) es puntualmente acotado si y sélo si B
es acotado en todo elemento de S (es decir B es acotado con
respecto a la S~topologia)
Demostracién: Veamos (Sll) si y sélo si (S2) . Esta es la proposicién

Il.1.6.

Veamos (S2) si y sélo si (S3)

Supongamos que (E,T) es un espacio de Banach-Mackey . Sea B un

barril en (E,t) . El conjunto de barriles de E es una base de cero

para la topologia B(E,F) . Por 1lo tanto B.; es bornivoro en

(E,B(E,F)) , es decir B absorbe todo conjunto B(E,F)-acotado

Como (E,T) es un espacio de Banach~Mackey tenemos que B absorbe

todo conjunto T-acotado y por lo tanto B es bornivoro en (E,T)

Supongamos que todo barril en (E,t) es bornivoro . ¢(E,F} € T ,

por lo tanto todo barril de (E,r) absorbe cualquier conjunto

o(E,F)-acotado . Todo barril es una vecindad de cero en (E,B(E,F))

y todo barril absorbe todo o¢(E,F)-acotado . Por lo tanto todo

conjunto ¢(E,F)-acotado es B(E,F)-acotado

Veamos (S3) si y sdélo si (S4)

F' = (F,B(F,E))}' . Veamos que el conjunto de barriles bornivoros

de E es una base para las vecindades de cero en (F'.B(F',F))IE .

60



Sea:U un barr.il bornivdrq en E SiyA es: 'r-acotado Jiexlste Ae K

“tal “que Ae AUl' po ,est.o es’ U es

,B(E F)-acotado . Y por lo tanto €. !lln en (F'.B(F LFYY

]E
Sin pérdida de generalidad ,

Ahora sea U e Toen (F',B(F F))

|E
= B® donde B es B(F,E)-acotado ."U es un barril en E por ser la

polar de un conjunto acotado . B es B(F,E)~acotado , por lo tanto
B® € Mo en (F’.B(F’.F‘))IE , es decir U es bornivoro .

Supongamos B(F*',F) = B(E,F) . Sea W un barril en (E,t) . W € Jlo

|E
en (E,B(E,F)) y por lo tanto W es bornivoro .

Supongamos que todo barril es bornivoro . Los barriles forman una
base de vecindades de cero en (E,B(E,F)) y los barriles bornivoros
forman una base de vecindades de cerq...en;k.(F'—,B(F',F))lE . Por lo
tanto si todos 1los  barriles - son ,bbfﬁiborcs tenemos que
B(!Z.F)=B(F'.F)|E .
Veamos (S3) si y sélo si (85) .

Supongamos (S5) . Sea W un barril en l(E.'t) . Por lo tanto W e To
en (E,B(E,F)) . Sea B & E balanceado , convexo , acotado y
cerrado. Asi W  EB es wuna tipica vecindad de «cero en

(Es,B(E,F) Por lo tanto W ) E8 € Jlo en (Es,ps)

|EB
Como B es acotado en (Ep,pB) tenemos que existe A € K \ {0} tal
que B S A(W EB) =AW n Es . Como B < EB tenemos que B & AW . Por
lo tanto W es bornivoro en (E,T)

Supongamos que todo barril en (E,t) es bornivoro . Sea B € E
balanceado , acotado , convexo y cerrado . Sea W un barril en
(E,T) . Asi existe A € K \ {0} tal que B & AW .

W nEs € To en (Es,B(E,F) B € AEB = EB . Por lo tanto

IEB
£ A(W ( EB) es decir A7'B € W} Es, por lo tanto W Er € Tlo en
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(EB,pB) , por 1o que 'la'ftopyologiade (‘E'B‘.‘pB’) es" més_f’ina 'quye 1la
topologia B(E.F)IEB . o
Demostremos (S6) suponiendo (S3)....

Sean Hy S como en (S6)

Sea B & E£(E,F) puntualmente acotado ™, ‘'sea .p" e;aQ e “'s'ea
B={xeE/ plf(x)) =1 para todo f € B}

Veamos que B es un barril en E .

i1} B es cerrado por ser p contlinua .
i1) Es facil ver que B es convexo .
111) Sea « € K tal que |a] =1, sea x'€'B, sea f € B

p(f(ax)) = Je|p(f(x)) s 1 .:Por lo tanto B:es-balanceado .

iv) B es puntualmente acotado , por lo tanto { f(x) / f € B } es
acotado en F . Es decir que existe A € K tal que p(f(x)) = A para
todo f € B . Asi p(f(A™'x)) = 1 , es decir A"'x € B, por lo tanto
B es absorbente .

Asi B es un barril en E . Por lo tanto B es bornivoro y en
particular B absorbe todo elemento de S .

Sea A € S , entonces existe A € K tal que A s AB , es decir para
todo x € A, para todo f ¢ B, p(f(x)) = A .

Por lo tanto B es acotado en A .

Dermostremos (S1) suponiendo (S6)

(E,¢(E,F))’ = F . Por hipébtesis B € £(E,K) = F es puntualmente
acotado si y s6lo si B es acotado en todo elemento de S .

Si S={ ASE/ Aesoc(E,Flracotado } , £(E,K) con la S-topologia
es E‘.b(E,IK) = (F,B8(F,E))

Por 1lo tanto B es o(F,E)-acotado si y sélo si B es

B(F,E)-acotado .
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_UDE

IV.2.CONDICIONES SUFICIENTES . PARA"YQUE

BANACH-MACKEY

En esta parte del trabajo daremos cohdiéiqpe

un espacio sea de Banach-Mackey . Mas adelante:veremos que ninguna

de estas condiclones es necesaria .
La sigulente proposicién no es. una géﬁeré}i;@éiéh de ningin teorema

de [8]

2.1.Proposicidén: Si E es semi-reflei;vo;entoncesftodo subcon junto
o(E,E')~acotado es B(E,E')—acotaao'.

Demostracidén: Recordemos que un espacio es semi-reflexivo si

E'" = (E',B(E',E))’ = E . Por lo tanto si E es semi-reflexivo ,
B(E",E'),E = B(E,E') . Esto es un caso particular del inciso (S4)
del teorema VI.1.2. . Por 1lo tanto todo o¢(E,F)-acotado es
B(E,F)~-acotado . a

2.2.Teorema: Seann E y F espacios localmente convexos , Hausdorff

tales que <E,F> . Las siguientes son condiciones suficientes
para que E sea de Banach-Mackey :

a) (E,t) es localmente barrilado .
-]

b) Para toda sucesién { c, )new € K tal que Z ]cnl < w Yy para

n=1
toda sucesién { Xy )nEN smE tal que { X }neN es convergente a
cero en (E,t) , la serie Z e X, s convergente en (E,Tt) .

n=1
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Demostracién: a) Veamos que a) impllca el punto (53) del teorema'
IV.1.2, , es decir que todo barril en (E, 'r) es bornivoro .
“Sea’ w un barril en (E,t) , sea B S E', B 'r—acotado " Sin pérdidau:
de generalidad escogemos B tal que (EB,pB) es barrilado .
Ya habiamos visto que bajo estas condiciones tenemoé que' W n Es es’
un barril en (Es,ps) . Por lo tanto W Es € Tlo en (Es,ps)
Como B es acotado en (EB,pB)} tenemos que existe A e K \{0} tal que
B € A(W n EB) . Por lo tanto B & AW y .por lo. tanto. W es
bornivoro . :

b} Veamos que a partir de b). tenemoé'el‘",puﬁto':’;(SVIJ) Ad'gl' ﬂt:éoyrema

.

Iv.1.2.
Supongamos que existe un barril W en (E,T) que no. es bornivoro .

Entonces existe { y_.} S E t-acotada tal que y_ & nW para todo
n n

nelN

_—1 —
nelN‘Seaxn—nyn.Como(yn) esracotada.(xn)

neN neN

es convergente a cero en (E,t)
'Como para todon € N, Y ¢ nW , para todon € N %o ¢ W , es decir

C
{ X, }nelN S W
-]

Definimos T: & + E , T(c) = Z ChXn donde ¢ = { cn neN © e l1 .
n=1
[+
Como ¢ € #1 tenemos que Z |cn| < oy como { Xy )nelN es convergente
n=1
]

a cero en (E,T) , cnxn < w . Ademas como E es Hausdorff el

k

limite de la sucesiodn {ZC *n }es unico . Por lo tanto T esta

n=1

n=1
bien definida .

Sea f € &(E,F) . Como { Yo } es t-acotada y f es t-continua ,

neN
{ f(yn) / n € N } es acotado en F . Por lo tanto dada g una
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semi-norma.‘co

‘Tenemos. el

Sean c. {eN

a(£(T(e)=£(T(d))

o o
q(f[ Z n (,cn-dn)yn] s M z n |r:n-dn (1)
n=1 : n=1

Demos a &1 la topolrogia ¢(81,c0) y a F la topologia o(F,E)

o(81,c0) hace continuas a todas las funciones ¢y: &4 -+ K ,

o«

dy(x) = <x,y> = Z xny:x donde x = { x )nelN e & vy
n=1

y={ Y )nE[N € co .

Sean ahora ¢ = { Ch )nElN ,d={ dn )ne[N €l . Asi c~d € &1 .

Seay={n" Ynen E:u .

¢ylc-d) = <c~d,y> = Z n"[cn-dnl . ¢y es continua en (&,0(81,c0))
n=1

Por lo tanto , por la desigualdad (1) ,
foT: (f1.0(81,c0)) » (F,0(F.E)) es continua .
Ademas f: (E,c(E,F)) » (F,o(F,E)) es continua .

Por lo tanto T: (&1,c(f1,c0)) » (E,c(E,F)) es continua .
-]

SeaD={celr /Z |ci| =<1 } la bola unitaria en &1 .
i=1

65



Por el teorema .de ‘Ba'n‘a@:h—l}‘qur: ‘es a(f15co)conpacta

Como .T es continua. ’,

es o(E,Fl-acotado y cerrad

tanto es barrilado .

B N Erm es un barfil- €
B n ETto) € Tlo en (E-r(n).p-r(b))i,
Asi existe a € K \{0} t,arl,lq 2T (L ecir}
T(D) € aB y por lo tanto T(D) es'B(lf,F) :
Como W es un barril en E , exist;é A E IK\ (0) trra.l' T

Ahora x, = E Sy %y donde ¢ = Osi'i#nyc, =1s5si
i=1

o«
Ylegl=1s1.
i=1

Por 1lo tanto X, &€ T(D) para todo n € N , es decir

{ X )nElN S T(D) € AW . Por lo que { Yo )nelN < nAW contradiciendo
el hecho que y ¢ nW para todo n e N . Por 1lo tanto W es
bornivoro .

=}
2.3.Definicién: Sea E un espaclo localmente convexo y Hausdorff .E
tiene la propiedad convexa de compactés si para todo A € E
compacto conv(bal(A)) , 1la envolvente convexa balanceada
cerrada de A , es compacta .
2.4.Teorema: Si <E,F) vy (E,1T) tiene la propiedad convexa de
compactés entonces E es un espacio de Banach-Mackey .

Demostracidén: Veremos que con estas hipétesis se cumple el punto b)

del teorema IV.2.3.
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Supongamos que (E,T) tiene la pr‘opled d vconvexa"f'de : compactés .

Sea { X, )nelN [

convergente a cero en (E,t) .
es convergente a ‘cerc

Como { xn}nelN

ne N . Por lo. tanto ) d.x.
Loon=1 i
elementos-de ‘conv(bal (A)) ““Por 1o que Z dnxn € conv(bal(A)) para
n=1

todo m e N .

Como conv(bal(A)) es compacto existe una subsuceslén convergente

de la sucesién { dnxn } .
meN

n=1
Por lo tanto existe un limite para la sucesién de sumas parciales

Sea p una semi-norma continua de (E,t) . Como { X } es

neN

convergente a cero en (E,t)} , { p(xn) / ne€N )} es acotado en K .
m+k m m+k

p[ d“xn - dnxn ] = p( dnxn ]
n=1 n=1 n=m+1
m+k m+k
sYpldx )=} |d|plx) sM
n=m+1] n=m+1

Por lo tanto la sucesién de sumas parcliales es de Cauchy en

conv(bal(A)) y como el limite de esta suceslién existe , tenemos
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-
qug Z dnxn es convergeﬁte .
n=1 g ) B ; :
Y o PRI : L™ . ’ N
Sea e‘ = Z dnxn L Porf 19 ,t_ant'_,o;a,‘é = X cngn :Vers vtyzgrwgrg‘e‘nteb_y ési E; g

n=1 : ©n=l

€s un espacio de: Banach-Mackey. '.

IV.3.EJEMPLOS

Veremos que las condiciones de o ‘son

necesarias.. sl

5.1.Un espécio barrliadog de. Bénach—ﬁackey ‘que " no” llbcal‘mente
barrilado anE R . V o

En el punto II.4.1.se da un espacio barrilado que no es localmente

barrilado . Al ser este espaclo barrilado es de Banach-Mackey .

3.2.Un espacio de Banach-Mackey que no es seml-reflexivo

Cualquier espacio de Banach que no sea semli-reflexivo .

i
3.3.Un espacio de Banach-Mackey que nb tlene 1la propiedad b) del

teorema IV.2.2.

Sea Eo = co . Escribiremos los elementos como sucesiones dobles .

x = { xX11,%12,...;X21,%22,...)

x € Eo si y sélo si lim|xi3] =0
12,
}ow

Eo es un espacio de Banach con la norma :

[Ix]]e = sup { |x13] 7 1,5 e N}

Sea a::)= k para todo 1 = n , para toda k .

(n)_

a‘k—1,1>n,paratodok.

En es el espacio de todas las dobles sucesiones tales que :
lim (a:

i, k=0

n),-1 _
L) x| =0
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1coﬁ la norrﬁa’ : ||x||n = sup { (a("’) [xxu[/i
Es fécil ver que la incluslén En-1 = En be Pof,lo'v_vvtaﬁ_to
“la topologfa del l{mite inductivo existe El li ‘ (E,t)
es un limite de espacios de Fréchet , “por ld"que e rrila por
;Alo tanto es un espacio de Banach-Mackey . : ‘

E’ se puede identificar con el espacio de t@das_ ,sucesiones

«
dobles U tales que Z |u1k|a::’ <o, neNl.
1,k=1

Sea'e = (" 1,1,1,....)

Sea B =1{ ™ (e /nen}

oy Y3 QUe s

=k ey

Por—ianﬁo H

Sii=n R (a(:’)'llxng[

=.0.

lxxkl

(n) y=1
S11i>n, (a )" |xik|
Por lo tanto lim (a("’

i,kow

M ¢ Ena ya que :

Pero e

(n-l)
S < n-

i i =n-1, (a“(
{n-1),~1
ik
{n~-1) ,~1
ik )

(k-1)"1

n

|x1k|

1]
.

Sii=n, (a [ x1|

Sstii>n, (a [xik] =0 :

Por lo tanto lim (a™?))
1k
1, k7

Por lo tanto B no estd contenido en ningin En .

xik] 2 0.

Ahora sea U € E’ .
o

tn)y _ ot
e ) —Zkaxm , { %tk )i,kelN = e . Por lo tanto ,

k,i=1

BERE

W
g LA BRUIOTEC
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[ute*™y| sz [Uskf |xix| s,,z.b|lfhk|kf‘<,w s
k, i=1 koi=1o o e

Por lo tanto B es ¢(E,E’)-acotado . L
(n)

Sea B=.{ e

/nelN}={ Yn )neIN . Por: lo anterior { yn )ne[N eks‘

una sucesién acotada en E que no esté contenida n ningun En

Supongamos que el espaclo (E,T) cumple
teorema IV.2.2.
Como en la prueba . del ' teorema

¢(E,E’ )-compacto donde T 2%

{ ¥n )ne[N

Por el corolario II.3. ‘1‘9

< T(D)
T(D) s Em -,

contradiciendo el hecho que B no: esta contenido en. nlngun En.
IV.4.LA PROPIEDAD (P)

Por ultimo estudiaremos 1la relacién que guardan los espaclos de

Banach-Mackey con la propiedad (P) . El resultado que probaremos a

continuacién nos muestra cuan fuerte resulta ser esta propiedad .

Recordemos la propliedad (P):

(P): Para todo B & E balanceado , convexo , cerrado , y acotado

existe W € E barril tal que B=WnEs.

4.1.Teorema: Sean <E,F> ,tal que E es un espacio de Banach-Mackey
que cumple la propiedad (P) .Entonces toda f: E » F lineal es
continua .

Demostracién: Sea B € E balanceado , convexo ,acotado y cerrado

Por el punto (SS5) del teorema IV.1.2. tenemos que f3(E,I~")|EB S B

donde 1B denota la topologia del espacio (Es,pB)
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Sabemos que existe W £ E barril tal que B.=:W 1 Es B

Sea V € Tlo en (Es,ps) . Por loit.an't'.o B ‘>°‘V"'bar5i'a1§\;m

Por lo tanto Wy EB & aV , es decir e’

™ s B(E,F)IEB , yasi 18 = B(Vl;:V,F)IEB

Supongamos que existe f: E = F '1;1n' al ééyoxfitinua"'f, es decir

{ x 1} no es

n ‘meny & E tal que lim X =,“ 0 “en,:’E y (7 “f(x’n) )nelN

n-ew

convergente a cero en F y <{ Xy )néﬁ> v él subespacio generado
por { X, }nElN es de dimensién infinita . Sea D = { X )ne[N . Por
lo anterior D es acotado y por lo tanto D es o(E,F)-acotado ,

asi, por hipétesis , D es B(E,F)-acotado .

Sea { Yo )ne[N € D una sucesién de elementos linealmente
independientes . Sea z, = n-lyn para todo n €« N . Como D es
B(E,F)-~acotado , { z, )nelN es convergente a cero en (E,B(E,F)) .

Sea A la envolvente convexa balanceada y cerrada de { z, )neIN

Como { z, } es convergente a cero en (E,B(E,F)) , A tes

neN
precompacto en B(E,F)
Pero por lo anterior , Ta = B(E'F)IEA . Como A € Ea , tenemos que
A es precompacto en (EA,pAa) que es un espacio normado . Asi
(Ea,pr) es un espacio 1localmente compacto y dimensionalmente
infinito .
Veamos que sl A es precompacto en (Ea,pa) entonces (Ea,pa) es
localmente compacto .
Sea x € Eo , sea pa(x) = «

xe€ {yeEr/paly) sa} = aA € Mo en (Ea,pa)

“A S aA y aK es compacto por ser A precompacto . Como oA es

cerrado y oA es compacto , tenemos que @A es compacto .
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Por lo tanto , para todo xe "Eaeéxiste V € Mo 'en- (Ea,pa) compacta

tal que. 'x €. .V .. Poryg'lo‘f'tvzvz

localmente comﬁato .

i
v
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