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INTllODUCCION. 

Los proyectos que se realizan en ln9en1eria Petrolera 

tienen coma obJet1va primordial el desarrollo y la 

optimización de técnicas y recursos que traducidos a tiempo y 

dinero representan ganancias y avances tecnolog1cos, siempre 

enfocados a un mayor aprovec:ham1ento en la explatac1on del 

petróleo, en su calidad de recurso natural no renovable. 

Una de estas técnicas orientadas a opt1m12ar la 

recuperación de htdrac:arburos, es la simulación matem~t1ca de 

yacimientos 9 que es un proceso mediante el cual con la ayuda 

de un modelo matemático se integra un conJunto de factores 

para describir con cierta prec1s16n el cnmportam1ento de 

procesos fls1cos que ocurren en el yacimiento. 

El presente trabajo muestra el desarrollo de un modelo 

matemAtico que permite simular el flujo multif~s1co de las 

fases aceite, agua y gas en el medio poroso, el cual queda 

representado por un sistema de ecuaciones diferenciales 

parciales no lineales de segundo orden, las cuales salvo en 

algunas excepciones no tienen soluc16n anallt1ca.. pc>r lo que 

se tienen que usar técnicas numéricas para llegar a su 
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soluctón; el método de diferencias finitas es el más 

utilizado para discretizar las ecuaciones anteriores. 

El obJetivo principal de este trabajo es resolver las 

ecuaciones de flujo multifás1co ya discretizadas, mediante 

diferentes melados que son: lttPES <Implicita en Pres16n y 

Explicito en Saturación>~ SS (Solución Simultánea>, SEQ 

<Método Secuencial 1 y Totalmente lmpllcito <Fully lmplicitl. 

Estos se aplicaron a un modelo de flujo bif~s1co agua-aceite 

en una dimensión, resolviéndose el sistema de ecuaciones 

no lineales que se genera~ utilizando el algoritmo de Thomas .. 

El modelo se validó con información de un yacimiento 

h1potético 1
'

2 · 3 • presentándose los resultadas obtenidos, as! 

como el anAl1sis de los mismos en este trabajo. 
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CAPITULO J 

DEFJNICJON DEL PROBLEMA 

Uno de los grandes problemas que enfrenta la tecnologla 

de explotación del petróleo es la pred1c:c1ón del 

comportamiento de las fluidas en un yacimiento. Para ello el 

ingeniero debe tener la habilidad de realizar una simulación 

de buena calidad a fin de alcanzar el máximo aprovechamiento 

del potencial natural del yacimiento. 

Desde un principia se ha utilizado el modelo de cero 

dimensiones, modelo tanque o de balance de materia.Se dice 

que es de cero dimensiones debido a que las propiedades 

petrofisicas, las propiedades de los flu1do5 y las valores de 

presión no varlan de punto a punto; esto es equivalente a 

considerar valores promedio de estos parámetros a lo largo de 

todo el yacimiento. 

Actualmente se han desarrollado simuladores numeru:os 

que permiten predecir el flujo multif:t.s1co en el medio 

poroso~ en los cuales las propiedades de la roca y de los 

fluidos pueden variar de punto a punto y permiten definir 

adecuadamente los pozos. 



Las ecuaciones que se emplean para representar 

matemáticamente el flujo multifá.sico se obtienen de la 

combina.ci6n de las ecuaciones de continuidad, de movimiento y 

estado. Pero el problema no radica en la obtención de esas 

ecuaciones, sino en cómo resolverlas, ya que san ecuaciones 

diferenciales parciales de segundo orden no lineales, cuya 

solución no puede obtenerse analiticamente, por lo que se 

resuelven por técnicas nu•éricas. 

El presente trabajo tiene como objetivo principal 

resolver las ecuaciones de flujo por diferentes métodos, 

lndicando las ventajas y limitaciones que éstos tienen en su 

aplicación. 



CAPITULO 11 

MODELO MATEMATICo'·"" 

II,1 PRINCIPIOS Y ECUACIONES BASICAS 

El flujo simultaneo de dos o m~s fluidos inm1scibles a 

través de un medio .poroso estA representado por un sistema de 

ecuaciones diferenciales parciales no lineales, las cuales 

resultan de la comb1nacion del principio de conservac16n de 

masa, de una ecuación de movimiento y de una ecuación de 

estado, y son denominadas ecuaciones de d1fus1v1dad. 

11.1.t. éCUACION Dé CONTJNUJDAD 

La ecuación de continuidad se basa en el principio de 

conservación de masa el cual establece, para cada elemento 

diferencial representativo del medio poroso, que la masa que 

entra menos la masa que sale es igual al cambio de masa en 

dicho elemento: 
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{

masa entrando} (masa que sale} 
en el volumen - del volumen 

de control de control 
+ TF 

{

calllbio de masa} 
en el volumen 

de control 

••••• (ll.1.1) 

Donde TF es el término fuente o sumidero. 

La forma de relacionar las propiedades del medio poroso 

al volumen de control se realiza aplicando el concepto de 

aproximacL6n continua. Este concepto implica que para un 

tiempo dado, el valor de la porosidad asociada a un punto "P" 

es el valor representativo.del elemento de volumen de control 

que lo contenga. Esto se realiza con el fin que los valares 

de los parAmetros del media poroso sean funciones continua5 

en el tiempo y en el espacio. 

El flujo de masa a través del área A es CpvAI, donde v 

es una componente de la velocidad aparente perpendicular al 

área de flujo A del elemento de volumen y p es la densidad 

del fluido. 
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< v,p> y+ll.y 

Fig. 11.1. Masa que entra en un bloque de malla en un At. 

De acuerdo a la Fig. 11.1, se observa que la masa 

que entra en un bloque de malla durante At es: 

La masa que sale del volumen de control en At se 

representa por: 

Si existe extracción o adición de masa al volumen de 

control, se define el término fuente o sumidero. 

* :tq p At 
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* El factor q es un gasto a condiciones de y~cimiento. 

Por convención se considerará positivo si se inyecta masa al 

bloque y negativo si se produce del bloque. 

la masa acumulada dentro del volumen de control en el 

intervalo .6t es: 

( P<I> Sr) l+Al·AKAyAz- <pPSr) ,AxAyAz 

Sustituyendo lo anterior en l& Ec. 11.11 

[ (pv> A -<pv> ]AyAzAt+[<pvl A -<pvl ]AxAzAt+ 
)(+ K )( Y• y y 

[ lpvl A -(pv) ]AxAyAt:!:q*pAt~[<P<t>Srl A-(~C) ]A><AyAz. 
z• z Z l+ l L 

Dividiendo entre A><AyAzAt obtene1110s: 

lpv > • ]-[-'-pv_i_._"-:-y---'p_v_i_]-[ (pv~+Az -<pv~ ] · 

Az 

lp<f> sr>,.A,-<Plt'Sr>, ] 

At 

ó 

<11.1.2) 



Tomando limites cuando los incrementos tienden a cero 

<Ax, Ay~ Az, At ~o> y aplicando el concepto de la derivada se 

llega a lo si9u1ente: 

{ [ b:~x)] + [ b:~y)] + [ b:p:z)] } : [ 

IP<f>Sr> ] 

b t 

<II.t.3> 

Hay que hacer notar que el signo negativo SR debe a que 

al incrementarse la distancia la velocidad tiende a 

disminuir. 

Finalmente, la ecuación anterior se puede representar en 

form• vectorial de la siguiente forma: 

- '1. (p ~ 
* ) :[-q-p ]= [b 

ll.• ll.y ll.Z 

<P<f>Stl ] ' 
b t 

la cual es la ecu~c16n de continuidad. 

111.1.4) 



En la ecuación anterior el operador 9 estA definido en 

coordenadas cartesianas coma: 

(J 8 (J 

i + j + k. 
(J X (J y (J Z 

11 • 1. 2. E:CUAC 1 ON DE HCN 1 H.I E:f<TO. 

La ecuación mAs ca.ún que describe el flujo de fluidos a 

través de medios porosos es la llamada ley da Darcy. 

Si se define la función potencial de flujo como: 

P +ro , <II.1.5> 

donde y es el peso especifico del fluido y O es la 

profundidad can respecto a un plano de referencia <con 

dirección vertical hacia abajo). Entonces, 

fluidos incompresibles 

y 

.. 
V 

Vt = VP + y VD 

1<1-: r 
--'li µ 

0 

consiHerando 

(II.1.bl 



Si se desprecian los efectos g ravi tac i ona les 9 la 

expresión anterior se reduce a 

.. 
" <Il.1.7) 

la cual es la forma más simple de la ley de Darcy en forma 

vectorial. 

Escribiendo la Ec. 11.1.7 para el caso del aceite 

kk 
ro 

ú =----W> 
o 

Para el caso del agua 

.. 
\) 

" 

kk 
rv 

Para el gas es necesario 

términos; 

9 

(11.1.8) 

( 11 .1.9) 

considerar los siguientes 



donde 

U
9

T Velocidad total de la fase gaseosa. 

V
9

L Velocidad del gas libre. 

tjgdo Velocidad del gas disuelto en el aceite. 

ú
9

d...,= Velocidad del gas disuelto en el agua. 

Este último término se puede despreciar, con lo que ·la 

velocidad del gas se eHpresa como: 

kkrg [ kk, 0 ] 

Ü =----"ll' -R ---W 
gT µ9 9 a µo o 

<II.1.10) 

Las suposiciones en que se basa esta ecuación son: 

-Flujo de una fase. 

-Flujo laminar en régimen permanente. 

-Flujo isotérmico. 

-No existe reacción entre el fluido y el medio poroso. 

-No considera el efecto de Klinkemberg. 

10 



11.1.3. ECUACION DE ESTADO. 

Una ecuación de estado es aquella que relaciona el 

comportamiento de la densidad de un fluido en función de la 

presión y de la temperatura. Si se considera flujo 

isotérmico, la densidad se expresa como función 

exclusivamente de la presión. La densidad del a·ce1te, agua y 

gas se puede relacionar con la presión a través de su 

correpondiente factor de volumen de la manera siguiente: 

Po@cu 

Po@ey = 
B 

o 

Pv@cg 

Pw@cy 
B 

Cil.1.12> 

.,, 

Pg@ce 

Pg@cy 
B 

< 11.1.131 

11 
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II.2 ECUACIONES DE FLUJO MULTIFASICO 

Sustituyendo la ec~ación de estadO y la ley de Darcy en 

la ecuación de continuidad se tiene para el aceite: 

{ 

Po@cg [ 
-"l. --- -

ªº 

k k 
ro 

* qopo@ca 

Considerando que la densidad a condiciones estándar es 

constante, se puede eliminar de la ecuación: 

<II.2.la> 

Desarrollando de igual forma para el agua obtenemo~: 

(I 1 .2.1b) 
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Para el caso del gas se tienen las siguienteg 

consideraciones: 

La ley de Darcy para el gas se define de la misma manera 

que en el apartado correpond1ente. 

El gasto de gas total se define coma 

la saturación del gas total se expresa por 

SgT SgL + Sgdo • 

Sustituyendo se tiene: 

s 
gT 

s + 
9 

R '5 B 
• o g 

B 
o 

B 
o 

R 'V'~ s o 

} . 

13 
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Se tienen 3 ecuaciones diferenciales parciales no 

lineales con seis incógnitas que san : Po, Pv, Pg, So, Sv y 

Sg; por lo que para reducir a tres incógnitas se usan las 

siguientes relaciones auxiliares. 

So + Sv + Sg = t CII.2.2) 

Pg - Po CII.2.3) 

Po - Pv .. CII.2.4) 

Sustituyendo las Ecs. CII.2.2>, <II .2.3> V <II.2.4) en 

las Ecs. CII.2.1> se tiene: 

(1 

{ 
k k 

[~ 
él D 

]} + 

>< ro 
- ro 

(1 X B µo {}" (1 X 
o 

(1 

{. 
k k 

[~ 
(1 o 

]} + 

y ro 
- ro 

a Y B µo (1 y (1 y 
o 

(1 

{ 
k k 

[ (1 Po_ (1 o ]} 
qo@cg z ro 

- yo ± 
(1 z B o µo {} z (1 z vb 

(1 [4> ( 1 -
Sg - Svl ] . <I I.2.5a > 

(1 t Bo 
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" " {
~[~-

B.., µ\I ,, X 

<!Pe 8 D 
- Y" 

8 X 8 X 

[~ "y 

8 Pe 

" y 

8 Pe iJ D 

" z " )( " z 

" t 
[ 

( Swl ] 
4>---. 

ª" 
(l ! .2.5b) 
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" { kxkrg [ iJ Po " Pe " o 
] + --- --+ rg 

él " B g µ
9 

iJ X "l< "" 

" { kxkr9 [ iJ Po iJ Pe 
" o ] ---- --- ... - rg --- ... 

" y ag µg "Y " y "y 

" {~[~+ 6 Pe . ., o ] 
)'g --- + 

él ~ B
9

µ
9 

<'Jz 
" z 

él z 

" { k~kro [ él Po " o 
]} + ---Rae --- - ro 

iJ a B µ él X ")( o o 

él { kykro [él.Po 

- ro : : ]} + ---R"o ---

" y Bo µo él y 

" z 
{ 

kzk ro [ 8 Po 
--- Rao --- - yo 

B µ . iJ: 
o o " z 

iJ D )} ~ 
Vb 

él [ ~ Sg ( 1 - Sg - 5.,) ] -. 
Bo 

" t 

Cil .2.5c > 

lb 



Para tener completamente definida el problema hace falta 

establecer las condiciones in1c1ales y de frontera. 

Condiciones in1c1ales. Cuando una de las variables 

independientes, en una ecuación d1ferenc1al es el tiempo, se 

necesita conocer la variable dependiente a un tiempo to para 

obtener la solución de la ecuación a otros tiempos: 

Pr <x,y,z,O> Pfl (X ,y, Z) 

sr < >< , y, z , o> = sn < x , y, z > 

Condiciones de frontera. La solución de una ecuacion 

diferencial parcial involucra tener valores numéricos para 

las variables dependientes dentro de una región con las 

condiciones de frontera en las cuales las valores de la 

función o de sus derivadas estén especlftcadas. 

o,w,g 

n x,y, = 

b Pr 

iJ n 
o 

17 
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e A P 1 T U L O 111. 

MODELO NUMEllJC01
'
8
'" 

Las ecuaciones que describen el flujo de fluidos en 

medios porosos son ecuaciones diferenciales parciales no 

líneales, las cuales no tienen solución analitica • salva en 

algunas excepciones. En consecuencia se requiere de técnicas 

numéricas para resolverl•s, siendo el método de 

discret1zaci6n por diferencias finitas la m~s utilizada. 

III. 1 METODO DE DIFERENCIAS FINIT/lS 

La transformación de una ecuación diferencial continua a 

una. forma discreta se hace generalmente Útilizanda el mé-todo 

de dfferencias finitas. Asi~ las ecuaciones diferenciales 

parciales (EOP) son reemplazadas por su equivalente en 

diferencias finitas, las cuale5 se obtienen a partir de la 

serie de Taylor. 
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SF:R!E DE TAYLOR. 

Para aproximal' las primeras y segundas derivadas de una 

1unci6n continua por una forma discreta se hace uso de la 

serie de Taylor. 

Sea una función fCx> qu~ se expande alrededor de un 

punto cualquiera "ª" 

Derivando sucesivamente la función se tiene: 

f (>e) = 2a
2 

+ 6a
3

<:-c-a> + ••• + Cn-t>nancx-a>n-
2 

f n < x ) = n 1 a + < n-1 > 1 < x-a > 
n 

Despejando las incógnitas y evaluando para x=a so 

obtiene: 

19 



a = flal o 

a= • 
a= z 

t'tal/11 

f .. (al/ 2( 

f"tal/nl 

Sustituyendo el valor de estos coeficientes y haciendo 

Ax=x-a 

t'tal t'Li> f"tal 
f (><) f (al + A>< + A>< 2 + ••• + A><" <III.1.1> 

1 ( 2( ni 

f"(><) 
f < x+Ai<I f (><) + A>< + t..xz + ••• + Axn. 

1 1 21 ni 
••••• <Ill.1.21 

Para un arreglo de nodos de malla en la dirección x, de 

la forma siguiente 

A>< 

K Ax X X + f.X 

\. - t i + t 

se puede expresar la serie de Taylor en estos términos: 

20 



f 
L+l 

f ,_, 

f 

' 
" f 1 i1

2

f 1 + A• --- + 6x
2
--- + • • • • 

iJ X i. (J X
2 

i. 
(!Il.1.3> 

f - Ax ~1.+ Ax• 11'tz1.- Ax" ll'f•I + ••. 
L 8X\. bX\. 8Xi. 

<IIl.1.41 

Despejando el término de pr1mera derivada de la Ec. 

<III.1.3) y despreciando los términos a partir del tercero 

+ e <.6.x >, 
A X 

la cual es una d1ferenc1a finita pro9resiva y el término 

&(.ó.x
2

) es el error de truncamiento de segundo orden que 

resulta de despreciar los términos de la serie. 

Despejando el término de primera der 1 va da de la Ec. 

<III.1.4) se tiene: 

" f 
fi. - f1.-1 

+ &(ó :<), 
{I X 

que es una diferencia finita reqres1va. 

21 



Restando las Ecs. <Ill.1.31 y <llI.1.4_1 resulta 

1 
L" 1 

él 1 1 2tuc"_ll
9

f 1 + 
2.0.x --- + 

él X i. 3 I 8 x 9 
i 

2"-:c" a"1 l 
-- --- + 

5 I 8 x" i. 

<IIl.1.51 

OespeJando el término ~f /dx de ta ecuación anterior: 

f • 1 
L+1 L-1 

+ &(.ó.X)' 

2 l>X 

donde el primer término del segundo miembro es una diferencia 

central. 

Para obtener la expresión para la segunda derivada 

se procede a sumar las Ecs. Cil.1.31 y 1111.1.41: 

1 + 1 
\.•1 i-t 

21, 
L 

+ 2l>x
2 

8
2

f 1 + 2t.x' ll't 1 + • • • 

21 8x
2

i 41 ilx'L 
••••• <111.1.6) 

Despejando el término iJ2
tllJ:.:.

2
: 

t, -2f + 1 
L•t. i. L-1 

22 



DISCRETIZACION E:N TIE:NPO. -

Para aproximar la lG derivada de una función con 

respecto al tiempo se utilizará la expansión en d1terenc1as 

regresivas que es: 

" f l 

f n•l_ f n 

l ' 

" t 
Ál 6t 

III.2 DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES DE FLUJO MULTIFASICO 

Sustituyendo las derivadas en las ecuaciones de d1fu~16n 

de cada fase por su carrespond 1 ente a pro:< tma.c i ón en 

diferencias, se obtienen ecuaciones de la forma: 

<li!.2.ll 

( 111.2.2) 
6t 
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ti.T óP 
9 9 

l!.t 

~ [ 4> s~ + 
l B 

9 
] (111 .2.31 

Lo5 términos ~TóP 1 para cada fase, se definen en tres 

dimensiones como: 

donde 

El tratamiento de los términos en las direcciones 

restantes se realiza similarmente, considerando que los 

sublnd1ces "·J.k representan las direcciones de "flujo en la 

malla de bloques. 

El sistema resultante se resuelve para puntos discretos. 
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III.3 CALCULO DE LAS TRANSMISIBILIDADES.-

Las transm1sibi l 1dades T\ .. 
1

,,.
2 

v í\ __ 
1

_,,
2 

que aparecen 

en las ecuaciones en diferencias tinitas contienen términos 

dependientes de la presión y términos que dependen de la 

saturación. Estas variables se evaluan al nivel de tiempo 

anterior, es dec1r, e:<pllc1tamente., sin importar que las 

presiones esten referidas tmpl1c1 ta.mente.. El término de 

transmisibilidad se define por 

( 

k krllly ll2 

__ µ_l_B_l_ll_><-] i+V'2 • 

En la simulación de un yac1m1ento, el tluJo se 

calcula entre bloques para el caso de una malla 

rectangular. El flujo entre esos elementos puede vet·se a 

partir de la siguiente ecuación de fluJo: 

q' = 
1-2 

k k A 
ro 

µ 

donde A es la movilidad del fluJdo. Estos terminas deben 

ser diferentes de· cero para que pueda e:·.:istir un fluJo. 



Considerando una distribución arbitraria de presión tal 

que pL>pL+l,. el fujo de un fluida será de la celda a la 

celda (i..+1),. con lo cual se puede resal ver el problema de 

determinar qué movilidad debe usarse en el cómputo del flujo: 

1 + 1 

Existen diversas formas de evaluar las movilidades: 

a) Corriente arriba. Cuando la movilidad del fluido 

está basada en el cálculo de la permeabilidad relativa y 

viscosidad a partir de las.saturaciones y presiones en la 

celda L <la celda corriente arriba): 

q ),. !p - p ) • 
L L L + t 

b) Corriente abajo. Cuando la movilidad del fluida está 

basada en el cálculo de la permeabilidad relativa y de la 

viscosidad a partir de las saturaciones y presiones en la 

celda L+i (la celda corriente aba jo ) : 

26 



c) Promedio. Es un promedio ponderado en el cual la 

movilidad es función tanto de la celda " como de la "•t. 

donde w es un parámetro de ponderación. Se debe notar que 

cuando w=l se cae en el casa corriente arriba y para cuando 

w=O se tiene el valor correspondiente a corriente abaJa. 

d) Promedio armónico. Consiste en que las movilidades 

son promediadas como series consistentes: 

>-. >-. 
\. "1-1 

q 

111. 4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DEL ESQUEMA DE SOLVCION.-

Siempre que se utilice un modelo numérico para 

aproximar la solución de una ecuación es necesario analizar 

que efecto tiene sobre la solución numérica el tama~o de las 

incrementas de tiempo que se utilizan. 

Se dice que un esquema de solución es estable cuando la 

propagación del error sigue un crecimiento lineal, ésto es, 

que el incrementa del error de una aproximación a otra sea 

peque~o, determinando una tolerancia. 
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Un criterio prActico es seleccionar un pasa de tiempo 

tal que ocurra un cambio menar del 10 o 20 'l. de saturación 

del fluido en el bloque en que se encuentre el pozo. 

Una ecuación en diferencias finitas es convergente si la 

solución exacta de las ecuaciones en diferencias tiende a la 

solución exacta de las ecuaciones diferenciales. 
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CAP 1 TUL O IV 

METODOS DE SOLUCIOl!f DE LAS ECUACIOl!IES DE FLUJO 

1 v.1 1 M P E S t..2 .. •o~is,.s.c 

APROXIHACION DE LAS DERIVADAS CON RESPECTO AL TIEMPO. 

PROCEDIKIENTO IMPES.. 

En la discus16n de la expansión de los términos de flujo 

en el lado izquierdo de la ecuación, se hizo hincapié en las 

di terentes formas de considerar las presiones, 

transm1s1vidades y término fuente para garantizar la 

ESTABILIDAD del esque.a ; ahora se considerará la expansión 

de los térainos de acua.alación representados por las 

derivadas can respecto al tiempo que aparecen en el lado 

derecho de las ecuaciones. La expansión adecuada de estos 

términos determina que se satisfa9a el :JJA:e.PI~ .1)'3 .Al.4:r&1t.!1.A. 
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i) EXPANSION CONSISTENTE DEL OPERADOR l!.lCa b e) 

Por definición: AL (abe) = a n+•bn+icn+t._a "bncn <IV.1.1> 

esta expresión aunque perfectamente vAlida y consistente 

presenta la dificultad, si se utiliza para expandir los 

términos de acumulación, que involucra el producto de las 

tres variables- al nivel ··n+l lo cual da lugar a en una 

expresión fuertemente no lineal. Para evitar este proble«ia se 

puede modificar la expresión <IV.1.1) como se indica a 

continuación, sumando y restando expresiones idénticas. 

-an.'hn+t.cn + &n+lbn+i.cn 

uv.1.2> 

Agrupando: 

+bncn<an+&_ an> <IV.1.:S> 

<IV.1.4> 
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Las expresiones IIV.1.ll y <IV.1.4> son equivalentes y 

ambas son consistentes con el balance de materia. AdemAs la 

última expresión no contiene a eº .. ' como coeficiente en 

ninguno de sus términos. Esto, como se verA mAs adelante 

presenta ventajas que se usarán en el método de solución 

IMPES. 

PROCEDIHIE:NTO IHPES: IHPLICITO EN PRESlON, 

EXPLICITO f:N SATURACION. 

En este procedimiento, los términos en los que 

intervienen presiones capilares y permeabilidades relativas 

se calculan al nivel conocido de tiempo tn, utilizando los 

valores conocidos de saturación s" . Los únicos términos de 

saturación desconacida5 en cada ecuación an diferencias 

finitas e5tAn en el término de acumulación, por ésto el 

procedimiento es en diferencias progresivas o ewpllcito en 

saturación. Los términos de flujo, sin embargo, s• 

desarrollan en base a presiones desconocidas "p"'"''" al nuevo 

nivel de tiempo ""tn>•··. Por ésto el procedimiento es en 

diferencias regresivas o implicito en presión. La base 

del procedimiento IMPES es combinar las ecuaciones de 

conservación en tal forma que se eliminan los términos AtS 

que contienen a las saturaciones desconocidas. Las únicas 

incógnitas en la ecuación resultante son las preD1ones de la 

fase aceite las cuales se resuelven utilizando alguno de les 

métodos iterativas o un método directo de el iminaci6n 
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gausgiana. Una vez calculadas las presiones, las saturaciones 

se obtienen expl1citamente de sus ecuaciones respectivas. 

Para lograr lo anterior, los términos de acumulación se 

deben expandir en tal forma que las diferencias finitas en 

tiempo, puedan expresarse en función de las diferencias en 

presión con respecto al tiempo, .6t.P y las diferencias en 

saturación can respecto al tiecnpo b.tS; al combinar las 

ecua e ion@& se deben eliminar los términos en bt.S; además, la 

expansión debe lograrse tal que .. sn•s.·· no aparezca en ninguno 

de los coeficientes una vez que los términos b.tS se han 

eliminado. La expansión debe ser consiStente y conservar el 

balance de materia. 

ii) E:f"IXTO DE: LA PRESION SOBRE LA POROSIDAD. 

La dependencia de la presión sobre la porosidad se puede 

expresar coma: 

en donde 1 

</Jn+l = epa ( l+CróPv) n-+i , 

<fx>• porosidad a la presión Pº 

Cr = compresibilidad de la roca 

(lV.1.5> 

6Pv s: diferencia en la presión del agua de Pvn+~ a. 

P0 < nótese que P0 podr1a ser Pn ). 
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Con esto, el valor conocido de rfJo puede factor1zarse de 

los términos de acumulación resultando, para las ecuaciones 

del aceite y agua: 

Vb 
<lV.1.b) 

At At 

en donde: 

Vpº Vb4Jo es el volumen poroso a la presión pº. 

Similarmente para la ecuación del gas: 

.O.t 

.0.l [~g + Ra 4>So] 
Bg Bo 

Vb 

< lV.1. 71 

y el cambio de la porosidad con el tiempo se expresa como: 

l>l4> ,P.,Cr/>tP ( lV.1.Bl 

!>d1+CróPv) Cr/>tPv <1V.1.9l 
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111J EXPANSION DE LOS TERHINOS DE ACUHULACION PARA LAS 

ECUACIONES DEL ACEITE Y DEL AGUA. 

Considerando la expansión presentada por la Ec. <IV.1.4) 

y con base a las expresiones <IV.t.ó) y <IV.1.9), los 

términos de acumulación de las ecuaciones de los liquidas 

(l) se pueden escr1b1r como: 

(a _ l+Cr6Pv , b - --¡=¡- e : S> 

( 1+Cr6Pv) n,..l 

------- b.L St + (l+Cr6Pv>"•t.st0 

Al[~]+ 
Stn 

Btn 
CrAlP 

en dende el sublnd1ce l indica liquido. 

La Ec.!V.t.lOl contiene al término 

cual se puede reemplazar como sigue: 

Definiendo [~] 
Bl n• t Bl n 

34 

<IV.1. lOl 

Al!l/Bll, el 

Al[~] 
Al Pt 

••••• !lV.1.11) 



y despeJando Al [ ~l] = [~]' AlPl C IV.1.121 

y considerando para el método IMPES que 

.6tP.., AtPo Al P • CIV.1.131 

Reemplazando las Ecs. CIV.l.IOJ,CIV.1.121 y <IV.J.13> en 

la Ec .. <IV .. 1 .. 6> se tiene para el aceite: 

Vb 

At { 

ll+C,6Pvln< 1 

80 n• 1 
luSo + 

At 

(IV. l. 141 

Para el agua: 

35 



Vb 
.6.tSv + 

lit 

llV.1.15> 

IV) EXPANSION DEL TERHINO DE ACUHULACION PARA LA 

ECUACION DEL GAS, 

Considerando la expansión presentada por la Ec. <IV.1.4) 

y en base a las expresiones <IV.1.7> y <IV.1.9), el término 

de acumulación de la ecuación del gas <g> se puede escrib.ir 

coma <en donde as< l+Cr6Pw), b:= 1/Bg y es Sg para el primer 

término de <IV.1.7) y a:ll+Cr6Pv>, b=Ro/Bo y e: So, para el 

segundo término de (IV.1.7)) 
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[ 1 ] [l] n•i n•t. n + 
ll+Cr6Pwl ---- At59 + (l+Cr6Pw> Sg At --

99+s. 09 

Sg" Cr ALPw + (1+Cr6Pw)"+1 ~5 n+1.] ALSo + (1+Cr6Pw>n•t 
Bg" lBan+s. 

CrAtPw ( lV. 1. lb) 

El término ó.L(l/Bg> se trata en forma ana.loga a 

IIV.1.11) y ( lV.1.12>, es decir, definiendo: 

[ Bg r (lV.1.17> 
PgnH _ AtPg 

y despejando 
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(IV.1.18> 

Procediendo en forma s1m1lar para el tratamiento del 

término At(Ra/Bo>: 

[ 

RBso ] • = _[ :_::_::_:_::_] 

Pon•& - Po" 
<IV.1.19> 

.0.l Po 

y despejando 

.O.t [ :: ] = [ :: r AtPo 
C IV.1.20) 

Notese que, nuevamente~ de acuerdo a la suposic1on del 

método IMPES, los cambios en presión indicados en !as Ecs. 

<IV.1.12>, <IV.1.18> y <IV .• 1.20>, se toman todos iguales al 

cambio en presión de la fase aceite Ec. <IV.1.13>. Entonces 

reemplazando las Ecs. CIV.1.13>, <IV.1.161, llV.1.18) V 

<IV.1.21)) en la Ec. <IV.1.7> y agrupando se obtiene: 
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Vb 
lt.t --- + Ro --- = 

[ 

</> Sg </> So ] 
C l+CróPvl n+t 

[
--

1
-] lt.tSg + 

Bgn+t lt.t Bg Bo 

( 1+Cr6Pvl n+t 
[

Ro ] nH 
--t..tSo 

Bo 
+ {c1+Cr6Pvl n+t [s9" [ :g r 

[
Ro ] '] [ Sg So ]"} +So" -¡;:-- +Cr ~Ro-;:- lt.tP CIV.1.21) 

La P sin subindice representa la presión de la fase 

aceite Po, como se estipula en la suposición CIV.1.13). 

B n+t 
o • 

Los términos Cl/Bl' y CRa/Bol' contienen las 

B nH 
g • B n+t 

" . R n+t 
• y pn+i. •. Para 

incógnitas 

evitar la 

no-linealidad de las expresiones respectivas, estos valores 

especificas se aproximan con el valor del último iterando 

disponible, Nótese ademAs que la suposición CIV.1.13l 

implica que se desprecie el cambio de presión capilar en el 

intervalo de tiempo. 

Es importante notar que estos términos son pendientes de 

cuerdas trazadas entre los valores respectivos evaluadas a 

los niveles de tiempo n y n+1. No son tangentes a las curvas. 

Por lo tanto, como dependen de las presiones y saturaciones 
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al nivel de tíempa desconocida n+1, es necesario estimarlas 

al comienzo de cada intervalo de tiempo y reevaluarlos 

después de cada iteración. Solamente para el primer intervalo 

de tiempo se pueden suponer igual a la pendiente de la curva 

respectiva. Para los intervalos subsecuentes, se suponen 

igual al valar correspondiente al intervalo de tiempo 

anterior. 

Con las suposiciones anteriores, las expres.1ane5 

!lV.1.14>,ClV.l.15> y !lV.l.21> ofrecen la ventaja de no 

involucrar productos de s"•l ni de pn+l c::on las diferencias 

lltP y AtS respectivamente, ademAs, aquel los términos con 

coeficientes en donde aparecen S , P y Rs al nuevo nivel de 

tiempo n+1~ son parte de funciones suaves de presión. 

ECUACIONES DE:L PROCE:DIHIE:NTO 1 HPE:S. 

El objeto del desarrollo que se presenta a continuac16n 

es obtener una ecuación en funcion de la presión del aceite 

mediante la el iminaci6n de los términos AtSo, .6tS11 y lltSv. 

En forma simplificada, los términos de acumulac16n de 

las ecuaciones para cada una de las fa~es se escriben como: 

Vb 

[ 
4> So] 

lit --- = C AtP + C .6tSo 
Bo 01 02 

( IV.1.22¡¡ > 
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ll.t [ 
tf> Sv] 

ll.i ---
Bv 

<IV.1.22b 1 
Vb 

Vb 

ll.t [ 

</> Sg </> So] 
l>• --- +Rs---

89 Bo 
c

9
, L>.•P + c

92 
L>.is9 + c

99 
L>.iSo, 

••••• <IV. 1. 22c 1 

en donde los coeficientes C están definidos por: 

e = Vpº n [ ( 1 ) · o< M So <1+Cr6PvlnH ---;;: + 
, <IV.1.23al 

Vpº ( 1 +Cr6Pv) n+< 
e <IV.1.23bl oz ll.t Bon+ t. 

Vpº 

Svn [ (1+Cr6Pvl n+< [ :J + :>] Cvt~ 

L>.i 
<IV.1.23cl 

Cw2= (1V.1.23dl 
At Bv""'t. 
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Cg< 

Cgz 

Cg9 

Cr ~~ + Rsn ~~ 
[ 

Sg n Son ] } 

li.t 

Bg n Bon 

<1+CróPvln+< [-
1
--] 

Bgn+s. 

[ 
Rs ]n+t n+t 

<1+Cr6Pvl --;:--- • 

+ 

<IV.1.23e> 

< IV.1.23f > 

< IV.1.23g > 

Es importante reiterar que aunque los coeficientes son 

funciones de la presión desconocida pn•~, no son funciones de 

las saturaciones desconocidas sn•s.. Además, los coeficientes 

fueron definidos en tal for•a que se mantiene consistencia 

con la ecuación de balance de materia. 

De esta forma las ecuaciones de conservación <III.2.t> 

<III.2.2> V <III.2.3) se escriben como: 
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.O.CTo(M'o-yoAD> J+qo @c~=Cot.0.tP+ CoZ.0.LSo <IV.1.24a l 

6[Tv(Mlv - yvlill) l+qv @ce = CvtAtP+ Cv2AtSv <IV.1.24bl 

ACTg(APg - y9AO>J + AERsTo<APo - yoAD>J + qg @ca 

CgtAlP + C92AtS9 + Cg•AtSo <IV.1.24cl 

Multiplicando las Ecs. ( rv.1. 24a)' <IV.1.24b> y 

<IV.1.24cl por los factores cu, 0<2 y as, respectivamente, y 

sumándolas para eliminar íos términos AtS: 

cu A[To(APo - yo.o.DI l + 0t2 A[Tv(APv - yvAO) l + 

°"' A[Tg(APg -ygAOll + ot!I A[RsTo<APo - yoAO>J + q = 

C~t.P + cu Coz6tSo + 02 Cv2~tSv + Ol9 C92AtS9 + os Cgs~tSo , 

••••• <IV.1.25> 

donde 

q c:uqo + Ol2 qv + out qg <IV.1.2ól 

C cuCot + az Cwt + OtS Cgt ( IV.1.27) 

La igualdad 

So + Sv + Sg (11.2.2) 
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implica la cand1ci6n: 

ótSo+ ótS.... + ótSg o <IV.1.281 

por lo tanto, de <IV.1.251 se tiene que: 

( c:uC02 + Cl.3Cg9) ótSo+ wC .... zá.tSv+ Ol9CgzótSg o <IV.1.291 

lo que implica que para que <IV.1.291 se cumpla sus 

coeficientes deben ser iguales, es decir: 

cuC02 + a.sCg 9 OOICgz <IV.1.30al 

c:uCvz 0t9Cg2 <IV.1.30bl 

El sistema de Ecs. <IV.1.30) tiene un número infinito de 

soluciones ya que tiene tres incógnitas y sólo dos 

ecuaciones. Una de estas soluciones se encuentra al 

considerar ctt = l.O 

'" o <IV.31al 

B,, Jn+s 
RsBg 

<IV.31bl 
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[ 

B ]n•t 
Bo 

9 

RsBg 
(IV.31cl 

para el casa de fluJo de tres fases. 

Estas valores a son aplicables cuando tienen las tres 

fases presentes en una celda. Para el caso en que no haya gas 

libre en una celda, la ecuación de canservac1ón del gas 

<IIl.2.3) es redundante can la ecuación del aceite ya que 

Sg=O, por lo tanto Krg=O y t.< T 9A~9) =e y Ho=RoL y se puede 

cancelar de ambos lados de la ecuación del qas quedando una 

ecuación idéntica a la del aceite. En este caso hay que 

considerar solamente las ecuaciones de aceite v agua y los 

factores a utilizar son los siguientes. 

1.1) <IV. l .3:!a > 

<JV.1.32b> 

Los valores de ru, Ct2 y en su caso o.g, reducen el lado 

derecho de la Ec. <IV.1.25) a CALP en donde: 
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Vpº { [ [ 1 )' Cr ] [ B., ]nH 
C ~ Son (1+Cr6Pv)n+t -;: + Bon + Bo-Rs;Bg 

Para tres fases y 

Bon+& 

<IV.t.34> 

para dos fases <o,w>. 
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Sin embargo, los términos de flujo aún están en función 

de las tres incógnitas P 
n+l 

o ' y P Ml 
9 • Para red u e ir 

únicamente en número de incógnitas a la presión del aceite, 

se utilizan las ecuaciones de presión capilar CII.2.3) y 

(11.2.4> y la suposición <IV.t.B> del método lNPES. Es decir, 

los términos del flujo quedarán ahora en función de la 

presión del aceite CPn-t-t) al nuevo nivel de tiempo Pn•I 

mientras que las presiones capilares se evaluaran utilizando 

las saturaciones al nivel conocido de tiempo: 

PonH pn+l <IV.t.35a> 

Pvn+i CIV.t.35b) 

Pgn+t C IV. t .35c 1 

Con esto la Ec. CIV.t.25> se puede expresar como 

rull(Tol>P"+<) -rull(T oyollD) 

ClltP <IV. l .36) 
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Definiendo los siguientes términos para simplificar el 

análisis: 

CIV.l.37) 

y 

ACRaToyoAO>]- Gll2ACTv.6Pcvo) + "'9A<TgM'cgo) CIV.1.38) 

La Ec. <IV.1.36) se puede escribir ahora como: 

- n•t ATAP +Bt+q=CA1P , !IV.1.39) 

Donde el término Bt representa el flujo neto de fluidos 

debido a los efectos gravitacionales y· de presión capilar. 

Como se puede apreciar en CIV.1.38>, B• cambia de valor 

durante el proc:eso iterativo debido solamente a que ott, az y 

a:s cambian de una iteración a otra .. 
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Una vez obtenida la convergencia para la ecuación de 

presión, es necesario calcular los valores de Son""t y Svn+s. 

usando las Ecs. <IV.1.24al y <IV.1.24bl respectivamente. Si 

no hay gas 1 ibre en la celda, solamente una de estas 

ecuaciones necesita resolverse. 

Co [ 
n n+t n n ] A(TwM' ) - A(ToyoAD) + qo - Cot6tP .. k 

\.,J, 
(IV.1.40al 

1 
. n+t f\ . [ n n+t n n Swi,¡,k ~ Sw•,¡,k+ Cwz A(Tw M' )-A{Tw y., AD) 

<IV.40b) 

Sgi.,j,kn+' <IV.40c> 

Los cAlculos correspondientes al intervalo de tiempo 

"n+l" se finalizan obteniendo los nuevos va lares de presión 

capilar Pcvoi.j.k y PcgoL,j.k en función de los nuevos 

valores de saturación calculados, Svi,J,kn•t y Sgi..,J,kn•t 

respectivamente. 
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IV, 2. HETODO DE SOLUCION SIMULTANEA C S S ) 1
'
2
·" 

La esencia de este método es escribir las derivadas de 

saturación en el lado derecho de las Ecs. <11.2.11 o 

(1 I.2.21 en términos de Cr y de las derivadas de presión y 

la solución de las ecuaciones rssultantes para presiones. 

La selección de las aproximaciones en tiempo es crucial 

para acoplar las Ecs. (11.2.11 ya que éstas son de forma 

parabólica. Sin embargo, cualquier método rara vez trabaja 

cuando es aplicado a sistemas de ecuaciones acopladas na 

lineales de este tipa. Un método confiable es la aproximación 

en diferencias regresivas, el cual ha mostrado ser estable 

. para este tipo de problemas y es uno de los mAs usados para 

la simulación de yacimientos. 

Vamos por lo tanto a discretizar el lado derecho de las 

Ecs. !11.2.11 por aproximación en diferencias regresivas. El 

concepto de aproximación en tiempo tal que cumple la 

conservación d~ masa Ec. <II.1 .. 1>. 

En este método se suponen condiciones de no flujo en la 

f1·ontera .. Cualquier flujo a través de ella se toma en cuenta 

para los téormincs de producción en las fronteras entre 

celdas .. Dichas candic1ones se imponen para simplificar la 



etapa a cero de todas las trasmisiv1dades para el flujo a 

través de las fronteras del yacimiento. 

En el SS los términos del tipo 6.tS san reemplazados por 

términos del tipo s• lltPc. Si las curvas de pres10n 

correspondientes a Pe igual a constante, entonces s· tiende a 

infinito y el método SS es inválido debido a que una dPcldS 

de cero no puede ser usada en los calculas. 

OBSERVACIONES SOBRE EL HETODO SS. 

El método SS requiere que las pregiones capilares no 

sean cero ya que las ecuaciones para las presiones se 

acoplan a través de la Sv. Como la inclinación de la curva de 

Pe decrece, la matriz D llega a ser dominante y el sistema de 

ecuaciones puede llegar a ser singular. Por lo tanto, s1 se 

desea simular el caso de pres16n capilar igual a cero un 

valor pequeMo en la curva de Pe puede usarse, 

selección es la lineal. 

la mejor 

Después que una etapa de tiempo se ha completada, Sv 

debe ser reevaluado. Esta etapa incluye el tratamiento de las 

no linealidades debido a la P.resi6n capilar. 

Va que el número de incógnitas es N x el numero de 

fases, el método SS llega a ser muy costoso para problemas 

multidimensionales. El valor real de la aprox1mac16n SS está 
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en conjunción con el tratamiento de las transmisividades. 

Usando la definición de ººpotencial de flujo
00 

Pl - yLD <U.1.51 

donde L ~ w,o y g, se pueden escribir las Ecs. (ll.2.11 

como: 

V { 

V { 

k k 
ro 

e o µo 

k k 

e 

rv 

V µV 

k k 
rg 

e µ 
g• 11 

} V~ ± o 

} V~ ± 
V 

* 
{ :o } qo ~ 

<JI.2.lal 
vb B ~t o o 

* 
{:V} 

qv él 

(11 .2.lbl 
vb e ~t V V 

k k ro 

} ± ---R Vit s o e µ 
o o 

<II.2.lcl 
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en forma de diferencias finitas estas ecuaciones son: 

Vb [ :: ] d(ToAlon•t) - qo@ce .0.L <IIl.2.1) 
.O.t 

Vb 

.0.L [ ~: ] 
ACTwdlvn•i) - qv@ce <I II .2.21 

.o.t 

.O.t [ ~+ Bg 

<t>RaSo Vb 
< II 1.2.3> 

Bo 

donde las transmisividades aqul son1 

[ 

kkro yo.O.y.0.z] 
T oi.•1/Z.j.k = 

µo Bo ll.x 
(IV.2.1) 

y definiciones similares se manejan para el agua y para el 

gas. Se buscan las expansiones del lado derecho de e5tas 

ecuaciones de la forma: 
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Vb 
dl [ ~:] Cotl>.t!tv + Cozl>.t!to + Cosl>.L!tg <IV.2.2al 

<IV.2.2bl 
l>.t 

l>.t 
l>.t[ rlflaSo + r/>Sg ] = Cgtl>.t!tv + Cgzl>.t§o + CgsAt!tg 

Bo Bg 

Vb 

••••• <IV.2.2cl 

La inserción de estas expansiones en las Ecs. <III.2.1), 

<111.2.2> y <III.2.3) da por lo tanto tres ecuaciones en las 

tres presiones desconocidas Pvn•',Pottt1y P 
n+l 

g • por lo cual 

estas ecuaciones pueden ser resueltas simultáneamente. 

Se demoQtrará el procedimiento para la obtención de los 

coeficie-ntes Ct.j por expansión de los términos 

.Como fue dado en la Ec. <IV.1.4>. 

[ 

r/>So] [ <f> ]n+t 
l>.t -e:- = --;.;;- l>.tSo 

n n+~ n 

[ 
1 ] +So</> l>.t ~+So 

•••• <IV.2.31 
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Usando las definiciones de presiones capilares, 

Ecs. <II.2.2> y <II.2.3>. 

luSo=-AtSv-ALSg= -sv• .6.tPcvo -sg• Al.Pego 

a -Sv' (ALPo -ALPvl -Sg' (AtP9 -ALPo) <IV.2.4> 

donde 

<IV.2.5) 

A partir de la Ec. <II.1.5) se obtiene que 

.O.tPl yl At~H , !IV.2.61 

tal que les un subindice que representa las fases aceite, 

agua o gas, y r es un paso especifico promedio en el 

intervalo de presión Pn a Pn"'', dependiendo de la fase de que 

se trate. De esta forma la Ec. <IV.2.41, es: 
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AtSo Sv•Y,vAt.flv -(Sv'-Sg') 'Yoll.t.~o Sg'ygAt~g <IV.2.7> 

de la ec.uaci6n 

Att/> t/>bCrAtPv = 4'bCrr4>At&v uv.2.e> 

por último 

Al[~] = [~]' At&o <IV.2.9> 

donde 

1 

[~]' 
e~·" al: 

P~r"- p:; 

Sustituyendo las Ecs. <lV.2.7>,<lV.2.Bl y <lV.2.9> en 

<lV.2.3> resulta 
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[ 
~ ]n+• 

y9S9" So ALl9 

~"cr } 
Atlv + 

Bo" 

<IV.2.101 

Las expansiones para las otras dos fases se realiza de 

manera similar, las cuales se pueden agrupar formando las 

siguientes coeficientess 

Cot = 
At 

Vp 
Coz = 

At 
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Vp 
Co• 

l>t 

[ 

'/> ] n+l 
Cv2 = --;:-- Sv• yo 

Vp { [Ro ]' ~•'/> ]n+l [ '/> ]n+l} 
Cgz "7t Sg'/>n+l ---;.:- -yoCS"'-Sg') L-;:- -ygSg' ~ 

Cg3 V { [ 1 ]' 
P n n+l -

- Sg'/> -- + Sg' Y9 
l>t Bg 

••••• CIV.2.lll 

58 



Las definiciones de los términos introducidas es la 

siguiente: 

(i-)' 
[ B>•• - ] 

~:::: -
Ron ] 

[ :: ] = 

Bon 

(IV.2.12) 
p n<tl Pon o -

Sustituyendo las Ecs. <IV.2.2> en las Ecs. (J!I.2.ll, 

(111.2.2) Y (111.2.3) se tienen las tres ecuaciones d~ fluJo 

siguientes. 

Col 6tP.., + Coz AtPo + Cos AtP9 

Cvt AtP.., + Cvz 6tPo + Cv9 6.tPg 

C9t luPv + C92 AtPo + C9• AtPg <IV.2.13) 
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Estas ecuaciones se pueden escribir en una sola en 

forma matricial: 

Ct.Jk btPiJk: ., !IV.2.14l 

donde., 

{ 
To o o } { Cu Cu Cu } T o Tv o c CZi Czz Czg 

o ToRi;i; Tg c .. C•Z C•• 

{ 
Po } { qo } p Pv q qv !IV. 2. 15 l 

Pg qg 

La Ec. !IV.2.14> se aplica en cada celda de la malla del 

yacimiento. 

La Ec. < IV.2.14 l es implici ta en presión y saturac i6n. 

Es decir, no se tienen datos de presión capilar del nivel de 

tiempo anterior como en el método IMPES. Los cambios en la 

presión sobre la etapa de tiempo automáticamente se suman 

para los cambios en la saturacion a través de las Ecs. 

< IV.2.4l. 
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IV. 3. METODO DE SOLUCION SECUENCIAL CSEQ) 1
'

12
'
13 

Los métodos IHPES y SS tienen 11mitac1anes por la 

estabilidad debido al tratamiento explicito de las 

transmis1vidades. Esta puede ser resuelto en el SS mediante 

el tratamiento de los coeficientes. la idea principal del SEQ 

es mejorar la estabilidad del IMPES 1 ncorporanda el 

tratamiento implictto de las saturaciones. pero sin resolver 

simultAneamente para presiones y saturaciones. El método SEQ 

consiste de dos etapas. La primera es para obtener una 

solución de la presión 1mpl1cita en la misma forma que el 

método IMPES. La segunda es una solución impl1c1ta para las 

saturaciones usando transmisividade6 impllcitas lineal izadas. 

Por lo tanto, el método puede ser visto <y derivado> en das 

formas: cómo una división del método SS con transmis1v1dades 

linealizadas, o como una aproximación 1mplic1ta para la 

saturación <flujo fraccional>. 

HE:TODO SEQ PARA EL FLUJO DE DOS FASES. 

Vamos a introducir el método SEQ considerando un casa 

sencillo con valores de Cr=O y 62.=0.. La ecuación de SS 

<IV.2 .. 13) con transmisividades l1neal1zadas puede escr1b1rse 

en la siguiente forma: 
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+ 

+ Q' lvAlSv + Q 'lpAtPl , CIV.3.ll 

donde el flujo es de a i+t 

T •tt. ... t/2 <Plu - Pll~ CIV.3.21 
ll Svi. 

Q"tvAtSv y Q"lpAtP 11on las contribuciones implicitas 

con respecto a Sv y Pt respectivamente. Los operadores + y 

en las términos <Svn+t - Svn) denotan los valores corriente 

arriba. En la primera etapa del método SEQ los términos T't y 

Q• t..., san despreciados y las ecuaciones para las dog fases se 

combinan como en E!1 método IHPES con 6.tPv = ~tPn AtP par~ 

obtener una sola ecuación de presión en P=Pn. 
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<IV.3.31 

Esta es una ecuación parabólica y la eKpresiOn dentro de 

~~ en el lado derecho representa la compresibilidad total Ct 

para el bloque (obsérvese que los términos Q'lp contribuyen 

en Ct y pueden posiblemente hacerla negativa). 

Después de resolver las Ecs. <IV.3.3) sepuede resolver 

la ecuación de saturación en 

<IMPESl de la Ec. (IV.1.40> y llamar al 

forma explicita 

resultado • Sv • 

Sin embargo no es necesario ejecutar eKpl1cltamente éste 

paso <ver Ec. <IV.3.6>>. 
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Derivando una ecuación de saturación impllcita empezando • 
con la Ec. <IV.3.1) y utilizando la solución de la presión 

ya obtenida: 

+ T~i.+l/zCPci.+1.-Pci.>" + QC + Qvp(Pn+s._ P"h . ., <IV.3.41 

donde (1/B>* es el valor de < 1/B)n+~ para la etapa de 

presión. 

Sustituyendo la Ec. <lV.3.4) en <IV.3.1) escrita 

para l=v nos proporciona la ecuación para la segunda etapa 

del método SEQ: 

T vi.-1./Z ( .6.t.Sv) + T vi.•1./Z ( .6.t.Sv) • + T~i.-l/ZAt.Pcl-1. 

- <T0i.-s./Z + T~i.+f./Z)At.Pct. + Tvi.•l./ZAt.Pci+t. 

Vp 
~ (c11e .... >•csc•1 

- s!>)i + Qvv~tSvi. CIV.3.5> 
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Estas ecuaciones contienen los términos implícitos con 

respecto a saturación y presión capilar en cada etapa de 

tiempo .. Las términos ~tPc aparecen aqu1 debido a que en IMPES 

se supone Pcn+t = Pcn. Es importante por estabilidad incluir 

les términos de Pe en esta etapa. La Ec.<IV.3.5> puede 

ser reordenada en términos de ~tSv solamente: 

-Tvi.- t/Z(AtSv> + Tvi.+t/z(.6.t Sv> ++ [T:Ji.-t/zP:i-tALSvi.-t 

-(Tvi. -:l/'Z + Tvl+t/Z) n PclAL Svi. + TOt.+t/zPci.+f.ALSvut] 

<IV.3.61 

dende el valor del ~ltimo término puede obtenerse de la 

Ec. <IV.3.4) sin calcular Sw•. La Ec. <IV.3.61 puede 

escribirse en forma matricial como: 

<Ta + Tpc - Da)ALSv = Ra , <IV.3.7) 

dende Ta y Tpc son las matri~es tridiagonales de los términos 

de flujo impl1cito debido a los cambios en la permeabilidad y 

presión capilar en cada etapa de tiempo y Da as la matriz 

diagonal de acumulación. La parte de la ecuación debida a las 
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cambios en la permeabilidad relativa tiene cará.cter 

hiperbólico y la parte debido a los· calllbios en la presión 

capilar tiene cará.cter parabólico. 

La solución de la Ec. <IV.3.3) da las nuevas presiones y 

la solución de la Ec. < IV.3. 7), las nuevas saturaciones, en 

una forma secuencial. Ambas etapas requieren de la solución 

de una matriz de ecuaciones del mismo tamal'k>. Por lo tanto, 

el trabajo para una etapa de tiempo con el SEQ 

aproximadamente dos veces el trabajo para el IMPES respecto 

al dimensionamiento del problema. Esto hace que el método 

SEQ sea mucho más rápido comparado can el SS en problemas de 

dos y tres dimensiones. 

Se analizarán los cálculos de saturación implicita de la 

Ec. <IV.3.71 en detalle. Primero, en una etapa de tiempo en 

el IMPES satisface el balance de materia. Si se suman en la 

Ec. <IV.3.61 todos. los términos de transmisividades en el 

lado izquierdo serán cancelados. La ecuación resultante es. 

o '[ Vp • n+< • ] ' L ~!1/Bvl (Sv - Svl l + L Qvvlu.Svi. 

Ya que !1/Bvln•• (1/Bw>n, la ecuación anterior puede 

escribirse como: 
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Vp 
O • L ót(csv/Bv) Ml <IV.3.8) 

d11notando por AtQ la contribución implicita del ritmo de 

producción Q. La Ec.<IV.3.Bl es una ecuación de balance de 

materia para las contribuciones impl!citas de la fase 

mojante. Por lo tanto, en todas las etapas de tiempo loa 

cAlculos son conservadores para la fase mojante. 

Los cambios de Sv de s..," a Svn+t tambil!n traen catnbio11 

en flujos y acumulaciones de la fase no mojant~. El cambio en 

los términos de acumulación es <Vp/.6tBn*><Svn•t -s...,*>, el 

cual se obtiene de la Ec. <IV.3.6) multipilicándola por 

a.i.=(8..,•/an*h. Por lo tanto, ajustando la solución de la fase 

mojante de acuerdo a la Ec. <IV.3.6l es equivalente para 

resolver la siguiente ecuación para la fase no mojante1 

Vp • • 
ót (1/Bn) <s:r' - Sw)i +ai.Qvvi.lllSv" 

<IV.3.9> 
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Esto puede también verse como sigue. Ya que la segunda 

etapa del SEQ trata al flujo como incompresible~ cualquier 

cambio en el flujo entre bloques de la fase mojante debe 

ser balanceada por un cambio opuesto en la fase no mojante 

sobre la base de un yacimiento volumétrico. Por ejemplo, los 

ajustes de flujo qi..d/Z, en el yacimiento 

obtenidos de la Ec. < IV.3.6> • 

pueden 

-1-1-1=8-..,-,~1 • (Tvl•t/Z C.6tSv)• + Tvi.+vz(Pc:i.-.:.t.lt.tSvl ... , 

Pe iA•Svll) • <IV.3. lOl 

ser 

Esta ecuación tiene dos partes: una debida a la 

permeabilidad relativa (kr> y la otra debida a los cambio9 

en la presión capilar <Pe>. Cada cambio en el flujo es 

balanceada independientemente por un término correspondiente 

en la Ec. <IV.3.9l, si esta ecuación se divide por <l/Bnl• 

para obtener unidades de volumen de yacimiento. Similarmente, 

los términos de acumulación también son balanceados. 

El balance de materia para la fase no mojante se obtiene 

ahora por la suma de las Ecs. <IV.3.9> para cada celda o 

bloque. Para hacerla es necesario considerar la dirección de 

flujo. Para flujo de izquierda a derecha < en la dirección de 

incremento> se tiene: 
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ai.)Tvt+t,,...z.O.tSvl 

N-l 

+ ¿(ai.+t - ai.>TDl•t./z(P~i.AtSvi. - P~L•t.6.tSwi.+s) 
l=• 

~ VPl ~ 
= L lit l(Sn/Bn )"+< - (51'\/Bn)•]l + ¿.lllQni 

i.=t L: t 

<IV.3.11) 

El lada derecho de estas ecuaciones es la expresión de 

balance de materia, y por lo tanto las sumas del lado 

izquierdo deben ser cero. Desafortunadamente esto se 

garantiza solamente para flujo incompresible. Por lo tanto: 

La. etapa. i.mpUclla. dot método SEQ 11i.ompr• 

el ba.lell'\Co da ma.teri.a. de la ta.a• no moJa.nle. El error 

proporci.ona.l a la. vcs.ri.o.ci.dn del droa. <t/Bn> <t/B\l>tz. 

Los errores de balance de Materia son normalmente 

despreciables para sistemas aceite-agua, pero pueden ser 

cuestionables para gas-agua, y especialmente para tres fases, 

donde los errores son también dependientes de la variación de 

Ro. 
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Un segundo problema del método consiste en el 

tratamiento de los términos de producción. Es necesario por 

estabilidad incluir los términos de producción impllcitas en 

la segunda etapa. Una vez mAs ya que esta etapa es 

incompresible, la suma de los cambios impllcitos en los 

ritmos de producción deben ser cero en un 

volumétrico: 

Bv.dLQwi. + Bnfi.t.Qni. o 

yacimiento 

< IV.3.12) 

De acuerdo a la experiencia, dos iteraciones son 

suficientes usualmente, pero las tiempos de cómputo se 

incrementan proporcionalmente con el nómero de iteraciones, y 

el método llega a ser poco atractivo. 

HE:TODO SECUENCIAL CSEQ) PARA FLUJO DE TRES FASES. 

DERIVACION DEL HETODO, 

Como se ha visto, se puede partir de diferentes 

definiciones de los coeficientes dependiendo de cómo las 

ecua~iones son derivadas. "ientras que ésto no es critico 

usualmente para flujo de dos fases, ésto no sucede para el 

flujo de tres fases. Por ejemplo, de acuerdo a la definición 

de la transmisividad empleada en la Ec. llV.3.Sl puede 

causar problemas de estabilidad en tres fases. 
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d Tv 
<IV.3.5> 

d Sv 

Los ajustes implícitos entre bloques denota que l1tql son 

expresados como: 

Atqv + .dtqo + .6.tqg = O , <IV.3.13> 

independientemente de cada bloque en la frontera. Los cambios 

At.qt son expresadas como 

Tlvl1tSv + TÍgl>ySg <IV.3.14> 

donde se seleccionan ~t.Sv y AtSg c:omb variables. Debido a que 

estas dos san independientes, las definiciones de Tt deben 

satisfacer 

y ¿Tlg•O <IV.3.15> 

las cuales son obtenidas de & la Ec. <IV.3.14) por etapa 

AtSg=O y dtSv.. O respectivamente. El problema ahora es 

definir dos términos del tipo Tlv .tales que un tercero 

definido por la Ec. <IV.3.15>, también sea razona.ble 
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f1sicamente. Las definiciones que satisfacen esa ecuación se 

obtienen del gasto de la forma de flujo fraccional. 

ql 

donde qL,qT son gastos len unidades de volumen de 

yacimiento>. Entonces. 

Tlv ~ qT/lv UV.3.16) 

donde 
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1 

"-(1< AT 
krov 

-¡¡;;-

f~ (k 
k;og 

=--;;:;: µo 

/~V "' ~ (k 
k;.., 

-¡;¡;-

!~., "" ~.¡...., 
~ 

1'.o 

) --r,:- >..Tg 

>..v 

~ ~;." ) 

¡·· = 
gg --;;:;: (k 

11.Tg 

¡:.,9 

k;g >..g 

µg --;;:;: 

>..v 

-;::;-
T 

>..Tg 

>..~g) 

... k;g ) 
µg 

como krv = f(Sv) y l<rg " f(Sgl. Debemos notar que 

é1kr'O 

krot. = t=w,g .. 
"9l 

<lV.3, 17> 



Las derivadas en la Ec. IIV.3.171 deben ser evaluadas en 

las saturaciones corriente arriba para cada fase <p.ej. ya 

sea i o i+l para las transmisibilidades en i+l/2). Note que 

la Ec. IIV.3.17) puede también satisfacer la Ec. 

para el caso de flujo a contracorriente. 

< IV • .3. 15 > 

Se observa que la Ec.. <IV .• 3.111 es un caso especial de 

la Ec. <IV.3.171 y también de la Ec.<IV.3.121, despreciando 

los cambias en la movilidad total. Las ecuaciones de 

saturación pueden ser expresadas en forma de •atriz de l~ Ec. 

(lV.3.7>; sin embargo, ahora los elementos son matrices de 

2><2. 

Un método diferente de calcular el flujo 

definir Tlv usando cuerdas en la ecuación 

fracccianal entre las saturaciones Sllc de S11c ... 
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IV.4. METOOO TOTALMENTE IMPLICITO C FULLY IMPLICIT >""""' 

La formulación totalmente implicita proporc1ana una 

solución simultánea de las tres inc6c)nitas. Su principal 

ventaja es su estabilidad incondicional. Sin embargo, el 

trabaja de cómputo requerida para obtener una soluc1on es 

aproximadamente siete veces más que el método IMPES para una 

At dada. Aún as1, los modelos totalmente ímplicitos son 

usados ampliamente en sistemas de aceite negro para estudios 

de conificación. 

Las relaciones auxiliares Ecs. CII.2.2-Il.2.4) son 

usadas para eliminar tres de las seiG incógnitas <Pt y St, t,:a 

v,o, 9 > en las Ecs. CII.2.5). Tlpicamente las tres incógnitas 

restantes san los potenciales o presiones o dos 

saturaciones y una presión. Si los tr•es potenciales se 

desconocen, entonces son necesarios los datos de presión 

capilar diferentes de cero, en particular una pendiente 

diferente de cero de la presión capilar contra saturación .. Se 

desear~a para poder simular. una situación en la que las 

presiones fueran cero, una pendiente ficticia de presión 

capilar puede introducirse y ser lo suficientemente peque~a 

para dar resultados esencialmente idénticos, que para el caso 

de pendientes iguales a cero. La principal ventaja de esta 

formulación es que las incógnitas son variadas suavamente no 
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obstante las discontinuidades de saturación. Esto conduce a 

una convergencia mAs rápida cuando se emplean procesos 

iterativas para resolver el problema de la matriz. Por 

métodos directas, los requerimientos de presión capilar 

diferente de cero son una limitación innecesaria y se 

prefiere la formulación al~erna. En este caso, las tres 

incógnitas más frecuentes son Po, Sv, 5 9 • 

Las no linealidades del método son manejadas conforma al 

método iterativo de Newton-Raphson. 

SOLUClON NUHERlCA DE LAS ECUACIONES, 

La solución numérica de las ecuaciones diferenciales 

(11.2.5) implica convertir su carActer continuo en espacio 

y tiempo por un carácter discreto. 

la discretización da las ecuaciones di fe rene ia les 

empleando el métodode diferecias finitas, da lugar a las 

ecuaciones en diferencias: 

Para el aceita, 

<Ill.2.ll 
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Para el agua, 

Para el gas, 

AT óP 
9 9 

[

"' 89 
A ---

l B 
11 

<III.2.2> 
At 

B 
o 

] . <III.2.3) + 

Los términos ATAP, para cada fas&, de definen en tres 

dimensiones cama: 

ATM>= A TA P + A TA P+ A TA P , 
X H y y Z Z 

donde 

1'.tc T ~ .• t = T l+l/Z,j.k (P i+1.j,k p -L.j,lc) -

T l-u2,j,k <P l,j,k P i.-1,j,k > 
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Las trasmisividades se calculan en el nado da mayor 

potencial. Esto es, en los términos correspondientes a las 

fronteras entre celdas se calculan por medio de un promedio 

ponderado. 

Las ecuaciones en diferencias san no lineales. Su 

linealizaci6n se obtiene aplicando el •étodo de iteración 

Ne .. toniana. Tal proced.imiento es la base como ya se 

mencionó previamente de un simulador totalmente impl1cito. 

De acuerdo con el método da Newton-Raphson, se definen 

las siguientes funciones a partir de las Ecs. 

(111.2.11, (111.2.21 Y <lil.2.3). 

Para el acei tea 

At 
A [ <P Sº] • • O 

l B l,J,k 
o 

<lV.4.11 
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Para el agua: 

n+< 

Fvl.j.k 
[ ]

n+l 

~ lt.T 6P - lt.T r .bD - q . 
V \1 W V V l ,J~k 

vb [ </> s.,

1 - --A -- •O 
At ' B., l.j.k 

Para el gasc 

ESTA 
SALIR 

vb [ <f> sg <f>R 0 S0 ] 

---tt. -- +--- •O• 
tt.t t B g B 

0 
l • J.1< 

TESIS 
üE lA 

NO DEBE 
B!BUOff.GA 

<IV.4.21 

<IV.4.31 

en donde las funciones FCik 1 fa o,w,g d"'penden de las 

siguientes variables: 
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Sgi.-t.k, SvL-t.k, Poi.,k, Sgi.k, Svi..k Pal+1.1c, 

Sg\.+t.k, Svi.+t,k, Svi.+1,k, Poi.,k+l, Sgi.,k+.t. > <IV.4.4> 

Las funciones se aproXiman itérativamente en 

términos de una expansión en series de Taylar truncada. Esto 

es: 

,..,, 

[ 
,, 

Fr i.k 
( 'V+.l) 

ClJ+U 

Fr1 .k Fr + I: 6 Po + 
L.k ,, 

Pol.m 
l.m 

l .m 

<V> ,, Fr 
< V+t> 

h Fri.k 
(lJ+&.> 

] t.k 
ti Sgl.m + 6 Svl,m 

h Sgl.m /J Svl.m 

<IV.4.5) 

l.m i,k-1; i-1,k;i,k; i+l,k; i,k+l t 1:r o,w,g 

El superlndice (r.>) indica el nivel de iteración. Tamb1é~ 

se tiene que: 

n.>+1 > ( lJ+t) ,..,, 
6Po = Po 

tl>+l) 
Po 
e v+t> 

<IV.4.6) 
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En forma similar se definen 689 y 6Sv. 

De la Ec. CIV.4.51 se obtiene lo siguiente; 

...... 
[ 8 Ff 

< V+t> 
" FfL.k 

( IJ1' tJ 

í: L,k 
ó Pol.m + ---- 6 Sgt.m + 

l. m 8 Pol.m 8 Sgl.m 

<V> 

" FH.k 
( l>•t> 

] 
,,,, 

6 Svl.m . -FH .k 

" Sv.l.m 
CIV.4.7) 

Notese que los superlndices n+l se omitieron en lag 

Ecs. <IV.4.5>, <IV.4.6>V CIV.4.71 para abreviar la escritura. 

La Ec. <lV.4.7> al ser escrita para cada fase, 

f=o,w,g, en cada nodo i,k y en cada nivel de tiempo n+t, 

genera en cada iteración un sistema de x k ecuaciones 

·lineales. El proceso iterativo se inicia con la siguiente 

estimaciOn: 

(0 

Po ... k Po ... k 
'º (0 

Sg~.k = Sgi..k y Svt.k : Svl,k <IV.4.BI 
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en donde el superlndice n representa el nivel de tiempo 

conocido. El proceso iterativo termina cuando el cambio 

iterativo de las incógnitas, 6PoO.-'•• >, 6Sv<lH·t 1 y 6S9'v+u,. 

en todos los nodos, es menor que ln tolerancia estipulada. 

La Ec. CIV.4.7l puede también escribirse como: 

<V> 
8 CV•A> 
""llFt,.k 
l.. 6 Xil.m • -Ft..k 
. 11 X j,l,m 
1=• l,m 

i • l ,2 9 • • .L 
le - 1,2, ••• le 

donde X• = Po, Xz e Sg y Xa • Sw, o s1mplemant• comos 

-cv>-<V•a> -u .. > 

J 6X F < IV.4.9l 

donde J es la matriz jacobiana o matriz de derivadas, 6 X 

es el vector de incógnitas y F es el vector de términos 

conocidos. 

La matriz Jacobiana generada en este caso se caracteriza 

para un ordenamiento normal de las ecuaciones, es decir, para 

1c1,2, ••• I; k = 1,2, ••• ,k, por ser una matriz pentadiagonal 

en bloques. Esto es, los elementos de la matriz pentad1agonal 

estttn constituidos por submatrices de <3 3). 
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Consecuentemente. los elemento5 de las vectores ·de ·incógnitas 

y de terminas conoc1dos est~n constituidos par·subvectores de 

tres elementos. Las submatr1ces del es tan 

estructuradas, por eJemplo bt,l, como: 

" F·.n,l d Fot ,lo: 

----
" Pol+i,k d s .. n .. 1,k l1 Sgt •t. k 

" FvL,k iJ F .... L ,k l1 F 1.tt. le 

bt.,k ---- ----

" Pot•t,J.. " S ... 1t.•t,k d Sgt"' t. k 

" Fgt.,I.: " F9L,k iJ Fgt. k 

-----

" Pot.•t,k " Svt.•t,k l1 Sgt"' s.. J: 

••••• < !V.4. IU> 

Similarmente, et,k, Ct,k. at,k y dt,J.. son submatrices de 

3 X 3 formadas por las derivadas parciales de las funciones 

en 1,k con respecta a las variables en i,J.-1; 1-1,l:; 1,k; 1:. e 

i,k+l, respectivamente. la estructura de los subvectores 

6 X y F es la siguiente: 



6 Xt..k [ ::: ::: l 
6S .... "·" 

<IV.4.11> 

Fi,k = [ :: ::: l 
Fg i.,k 

<IV.4.12> 
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CAPITULO V 

PROGRAMA DE COMPUTO 

Una vez expandida la ecuación de diflts16n en diferencias 

finitas , se codifica el programa para resolver el problema 

planteado. 

El lenguaje utilizado es FORTRAN 77; las propiedades de 

los fluidas, permeabilidades relativas, y la presión capilar 

se proporc1onan en forma de tabla. 

Las subrutinas que se ut1l1zan en el programa se 

enltstan a continuac1on, dando algunos detalles sobre ellas. 

Subrutina IMPES. Esta subrutina resuelve las ecuaciones 

de fluJo calculando en forma tmpllc1ta la prestOn y en forma 

explicita la saturac10n. 

Subrutina SS. Esta subrutina resuelve las ecuaciones de 

flUJO en forma s1mult~nea para pres1~n y saturac1on. 
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Subrutina SEQ. Esta subrutina resuelve las ecuaciones de 

flUJO en das partes; la primera se resuelve para presión de 

igual forma que en el método lMPES, y la segunda es una 

solución 1mp 11 e ita para las satura e iones usando 

transm1sividades 1mpllcitas linealizadas. 

Subrutina 101ALMEN1E IMPLICITA. Esta subrutina resuelve 

las ecuaciones de flUJO de forma totalmente impllc1ta para 

las 1ncog111tas: PresJón y Saturación. 

Subrutinas CAPE y XY3. Estas subrutinas calculan las 

pendientes de manera lineal, entre los valores que se 

proporcio11an en la tabla y que se utilizan en la subrutina de 

interpolación XY3. 

Subrutina PARCI. Esta subrutina calcula las derivadas 

entr·e los valores de las pendientes. 

Subrutina THOHAS. Esta subrutina resuelve un sistema 

matr1c1al trid1agonal de coeficientes , y presenta ventaJas 

de almacenamiento y de tiempo de computo sobre la técnica de 

el1m1nac1on Gat1ss1ana. 

Subrut1na Bllf<I. ésta subrutina resuelve t.tn s1stC?ma 

matr1rial nor bloques~ de dos por dos, tridiagonal. 
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Error de Balance de Materia. Un criterio para determinar 

la compatibilidad de los valores de presión y de saturación 

que se obtienen de una simulación es el error de balance de 

materia. La forma de calcular éste, es conociendo los 

volúmenes de aceite en el yacimiento al principio y al final 

del intervalo de tiempo. La d1ferenc1a entre las valores 

deberA ser igual a la producción total durante el intervalo 

de tiempo, esto es: 

tlBEI • 

m [ S ]n f Ve</> e: 
qoAt 

donde Ve es el volumen de la celda y la sumatoria se toma 

para las m celdas. Cabe advertir qua es necesario obtener un 

valor paquafto de error por el •~todo de balance de materia, 

pero ésto no es suficiente para afirmar que la aoluci6n sea 

correcta. Un error pequeno indica qu• el aceite total que se 

tiene en el yacimiento a un nivel de tiempo n ... l 1H1 correcto 9 

pero de ninguna manera ésto Qarantiza que el aceite esté 

distribuido correctamente entre todas las celdas 
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Volumen poroso inyectado. Se obtiene con la siguiente 

expres1.0n: 

5.614q,,@cy t 

AL4'""'' 

en donde A es el Area transversal en p1.e2
, Les la longitud 

total en pie, qv@cy es el gasto total de inyección de agua, 

1'n+t es la porosidad al nivel de tiempo n ... ,, en fracción, y t 

es el tiempo acumulado en la simulación en Olas. 

Presión de fondo fluyendo. Como en el programa se 

especifica el gasto de producción y el de inyección, la Pvr 

se calcula para ambos casos con la siguiente eMpresiOn: 

Pvr P ± 

donde: 

qµB(ln(ro/r,,)- 3/4 + S> 

1).007071<.KrAZ 
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Recuperación de Aceite. El calculo de la recuperactt.!in de 

aceite re real izo en base al volumen original de la siguiente 

manera 

Rec 

n+t 

~ (Ve </J So)i.nLc:Lal - f (Ve </J So) 

f (Ve c/J Sohni.cLal 

A continuación se presenta un diagrama de bloques de la 

distribución del programa principal y de las subrutinas 

principales de los métodos de soluc1on <IMPES, SS, SEQ y 

TOTALMENTE IMPLICITO>. 
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DIAGRAMA 
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DIAGRAMA DE BLOQUES PARA IMPES 

SE U!ILIZA 

EL 

llITOPO lllPt:S 
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LIDADt:S 

CALCULO DE 
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DIAGRAMA DE BLOQUES PARA SS 
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SS 
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DIAGRAMA DE BLOQUES PARA SEQ 
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DIAGRAMA DE BLOQUES PARA EL METODO 
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CAPITULO VI 

E.IEMPLO DE APLICACION 

Para aplicar los conceptos antes vist·os se resolverán 

numéricamente las ecuaciones que simulan el desplazamiento de 

ace1 te por agua en una dimensión problema de 

Buckley-Leveret Con Pc=O por los métodos vistos con 

anterioridad. El yacimiento es horizontal y los fluidos se 

consideran incompresibles; las permeabilidades relativas se 

tomaran de la F1g.<VI.l>. A continuación se presentan los 

datos del yacimiento. 

Permeab 1 1 idad <KI ............. 300 mD. 

Porosidad «pi ............ 0.2 trace. 

Longitud del yacimiento (LXI . --........ 1000 pies. 

Ancho del yacimiento <Lyl ........... 100 pies. 

Espesor del yacimiento (hl .............. 100 pies. 

Gasto de inyecc:ion (qwl ............ 76 BPD. 

Viscosidad del aceite (µol .. . .. . . . .. . . . 1.0 cp • 

Viscosidad del agua <µwl . --........ 1.0 cp • 

Saturación de aceite inicial <Sol ........... 0.84 frfil.CC. 

Sa tu rae ión de agua inicial <Swl ............ 0.16 frac:c. 



Numero de bloques <NBl 40 

Longitud de bloque <Axl 25 

Incremento de tiempo <At> 11) d1as. 

Para el caso de fluidos incompresibles, flujo de aceite 

y agua en una dimensión, las ecuaciones utilizadas son: 

8t 
[ ~:: ] 

~[~] 
8t Bo 

<ver el de§arrolla de aplicación de los método$ en el 

Apéndice Al. 

Para el caso del método SS, las corrida5 Be realizaron 

con una pendiente de la curva de Pc(dPcvo/dSv) de 0.5 y 0.1. 

La Fig <VI.2> muestra los resultados obtenidas. 

Se realizaron varias co~r1das variando únicamente el At, 

can la finalidad de obtener la estab1l1dad de los métodos, 

los resultados se muestran en las Fig~. <VI.3 1 V!.4 y Vl.5>. 
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C A P 1 T U L O VII 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

Analizando los resultados obtenidas al apl1car los 

cuatro métodos de soluc10n al problema de ap l 1cac10n 

planteado <IMPES, SS, SEQ, TOTALMENTE IMPLICllUI, se puede 

concluir lo siguiente: 

La selección del método más ef1c1ente para un problema 

dado depende de dos factores básicos: 

a> El trabaJo necesario para obtene~ la solución de las 

ecuaciones en d1ferenc1as para una etapa de tiempo, 

depende del tama~o de la malla~ el método en 91 y el 

algoritmo empleado para resolver las ecuaciones 

algebraicas. 

b) El limite de estabilidad y por lo tanto la m~xtma etapa de 

tiempo <~t) que puede usarse para un método dado, d~pende 

sabre todo del tipo de problema que se quiere resolver. 

Nótese que los requerimientos de e:<act i tud pueden 

también limitar el tamano de la máxima etapa de tiempo. 
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Al probarse el simulador para un át peque~o se observa 

que los resultados obtenidas por los cuatro métodos se acerca 

mucho a la solución anal!tica 

Al incrementarse el At el método que se CD"1porta con 

mayor estabilidad es el TOTALMENTE lHP~ICITD, debido a su 

formulac16n totalmente impllcit~; sin embargo, el trabajo de 

cómputo requerido, para un ~t dado, para alcanzar la solución 

es aproximadamente siete veces mayor que en el método IHPES. 

Los modelos totalmente impllcitos se usan principalmente para 

estudios de conificación en sistemas de aceite negro. 

Una desventaja de los métodos que no son totalmente 

1mpl!citos es que el incremento de tiempo debe ser peque~o 

para que sus resultados sean confiables, lo que implica en 

ocasiones costas que resultan prohibitivos. 

El método SEQ es de ~ a 4 veces más r~pido que el •htodo 

SS. Esto es significativo debido a que el método SEQ elimina 

la inestabilidad de la Pe del lMPES 

El trabajo del IMPES es independiente del número de 

fases, mientras que para el SS y el SEQ se incrementa 

drásticamente si se va de problem&s de dos & tres fases. 

Los problemas de tres fases r~equieren de tres a cuatro veces 

mAs tiempo de mAquina que problemas de dos fases cuando se 
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resuelven por los métodos SS o SEQ. 

En general, el trabajo para el método SS se incrementa a 

la tercera potencia del número de fases <ecuaciones 

diferenciales que estan siendo resueltas). Por esta razón, 

algunos autores (Spillette y colaboradores 1973> 19apoyan que 

el SEQ puede usarse como una base para propósito de un 

simulador general. Se encontró que la estabilidad del SEi~ es 

ligeramente bajo, comparado con SS para problemas 

relativamente fAciles de canificación, pero puede 

deteriorarse en forma considerable para problemas diflciles. 

También, el hecho que el SEQ pueda rigurosamente satisfacer 

el balance de materia puede ser objetable en algunas casos. 

Sin embargo, donde se puede aplicar el método SEQ se 

obtendrAn considerables ahorros sobre el SS. 

Finalmente, se concluye que a mayor implicidad de la 

formulación, aumenta la e9tabilidad y los incrementos de 

tiempo que se pueden usar son mayores, pero se incrementa el 

trabajo de cómputo y; a menor implicidad disminuye la 

estabilidad, los incrementos de tiempo que se pueden usar 

son menores y el trabajo de cómputo requerido disminuye. Por 

la tanto la selección de la formulación óptima v~ a depender 

del problema en cuestión. 
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APENDICE 

I M PES 

CMETODO IMPLICITO EN PRESION. EXPLICITO EN SATURACIOm 

8 X {~ µo{lo 

{
Xoi.+l/Z 

t. X 

8 X 

8Po 

} = 

6 t 

qo@cs 

" t 
Ve 

] toi. -Poi.-t 
- ~ol-VZ • 

u X\-1./Z 
]} = 

(~o) qo@cs 
+ 

Bo Ve 
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{ [

(Poi.·..t-Poi.. >-(Pci•t-Pci.) 
)...vi.H./2 

4 X 6. Xl ... 1/2 ]-

qv@cs 
+ ---

Ve 

••••• (4) 

Donde: 

Vc=AXAYAZ 

Ao= (KKro/µoBol 

multiplicando l&s Ecs. (3 y 4l por el volumen de celda <Ve> 

se tiene: 

AYAZ {Aoid..-z r-0:+: 
- Poi ] - l-º( -Poi-t ]} i'f't/2 

Xoi.-l/Z A 
)( L-S./Z 

Ve ( r/1501 
Al +qo@cs (5) 

A t Bo 
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{ [

(Poi+1-P0Ll-(Pci+1-Pci) ]-
IJ.YIJ.Z >..vi+t/Z 

A Xi.• t/Z 

••••• (6) 

pero, ya que 

Toi.-tt/z=AVAZ-----

T oi.-t/z=li.VAZ-----
AXi.-1/2 

Tvi.+t/z=AY l:l,l-----

Tvi.-1/z=AVllZ-----

sustituyendo en las Ecs. (5 y 6) 

Ve [(4>$0)] 
-- IJ.t --- + qo@cs 

!J. t Bo 
• • • • • ( 7) 
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Tvi.+1/z [ <Poi+s >- (Pci.•t-Pc:U ]-

Tvi.-t/2 [<Po\.-Poi-s.)-(Pci-Pc:i.-1)] = Ve Li.t. [~ l-So)] + qv@cs 
t. t llv 

••••• (8) 

De la suposición bAsica del IMPES " La presidn capt.. lar 

no cambia a to largo de un periodo de- tiempoº, se tiene: 

.6.tPcov = O 

de donde se deduce que: 

.6.t.Po=At.Pv 

A partir de la suma de las saturaciones se tiene: 

l>t(So+ Sv) t.l(l) ~o 

de donde .dtSv =-AtSo. con lo que se puede to ma·r So =S. 

Sustituyendo en el lado derecho de las Ecs. <7 y B>, y 

haciendo su respectiva expansión se tiene: 
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Vc:i. 
tdTgbPo) + qo 

( 
4> ]n+< } 

+ --;;-- AtS (9) 

Ve< cr 
A <Tl:ll.Pv) + qv 

Bvn At 

[ 
4> ]n+< } 

- -;:- AtS. (10) 

Al multiplicar la Ec. (9) por un factor A, sumandola a 

la Ec. (10>, y haciendo que todos los factores que estAn 

asociados con ~tS se anulen o sea que: 

[ 
.p ]n+< 

A -;:- AtS - [ 
4> JnH 
-- AtS"'O 

Bv 

de donde se concluye que: 
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Recuérdese que las unidades maneJadus son Jas de Darcy, 

por lo que si se quiere utilizar otro sistema, se debe 

realizar la transformación correspondiente. En este trabajo 

se utilizan las unidades inglesas de campo con lo que se 

tiene: 

n r; f\'f't n+t) n Íi fli'i fl+t) AToi.+t/Z lP1+1 -P1 - ATol-t,...2 lP" -P1-t + 

{ 
r, n+L n ) r, n+L n ) } 

Tvi.+&/2 t_P - Pcov i..+t - r - Pc:ov i. -

{
Íi n+L n ) (, n+L n ) } Tvl-t/Z lp - Pcov i. - r - Pcov i.- t + 

887.16755(Aqo + qv) 

Ve 
R 158.3285 <AC•o + C20> <Pn••- P"H 

donde: 

Cto = s''.¡," [(l+Cr6P>[B: r + 
cr ] 
Bo" 
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C20 

Bon+i - Bo" 

Pon"+i_ Pan 

Pon••- Po" 

Los términos C10. Czo, y A se actualizan en cada 

1terac1on hasta alcanzar la tolerancia fijada para la 

prest6n. Ordenando términos se tiene lo sigui~nte: 
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ATol-t/2 + Tv\.-1/2 PL-1 + 
{ 

n - n } 0+1 

-AT01.+i.'Z - ATot-t/2- TvL+t/2- Tv1..-t/Z -
{ 

n n n n 

Ve 

At 
<AC10 + C1ol} p," 158.3285 

AToi.+t/2 + Tvld/Z PL+i -{ n n }n+l 

{158.3285 
Ve 

At 

887.16755(Aqo + qv)} (11> 

Al aplicar la Ec. <11> a cada una de las celdas de la 

malla se genera un sistema de ecuaciones algebraicas 

tridiagonal, el cual se resuelve por el algoritmo de Thomas. 
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Una vez que se ha encontrado la nueva distribución de 

presiones; se procede a calcular la distribución de la 

saturación, utilizando expllcitamente cualquiera de las 

ecuaciones de flujo, Por ejemplo, tomando la ecuación del 

aceite ~e tiene: 

S
n+t 
O< 

{

At (11.( T ol>.Po )i + 887 .16755qoi) 9'>l' S~i } 
B~t1 

---------------- + ----
. 158.3285Vc< • B~i 

HETODO DE SOLUCION SIMULTANEA CSS> 

Expandiendo el lado derecho de la ecuación del aceite 

<7>, se obtiene: 

<12) 

idem para el agua 

So+Sv=l 

At.So•-ti.t.Sv•-Sv • At.Pcvoc-Sv • [At.Po-At.Pv] (13) 
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s,,,n•t-s,,,º 
s~ =~~~~~~-

Por último: 

donde: 

-8~º-n_•_•~~-8-º-n~~ átPo • 
Poº"''- Pon 

Sustituyendo (131,<141 y <151 en <121 se tiena: 

115 

<141 

115> 

(lb) 



de manera idéntica para el agua: 

(17) 

Vb 

Al 

Vb 
Coz= 158 • 3285 

Al 

Al 

- 4>/Bv Sv ( )
Mt '] 

Cvza!5B.32B5 
At 
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Sustítuyendo estos terminas en las Ecs. (7) y <S>: 

~ n+i n+t] f,n+i n+l ] 
Taus./Z lPol•i -Po\. -ToL-t/2 [01..-Po\.-1. ::. 

CoaAtPv + CozAtPo+ BB7 .16755qo 118) 

+ CvaAtPv+C.vzAtPo+ 897. l6755qv (191 

dand•• 

[

To 
T• 

9 
o ] 1 e . [eº' 

Tv Cvi 
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METOOO SOLUCION SECUENCIAL 

La primera parte se resuelve utilizando el método IMPES 

hasta la Ec. (11>; la segunda parte, que es la solución de 

la saturación, se resuelve con las siquientes ecuaciones: 

[ 
Vp ( 1 )• • ] [ ~P' (. Bvl )•+ <s•- sn., 1], = ~ ~ + Q"" /ltSvt - ~ • 

••••• !20) 
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. 
Qvv ] "t' " i. <Sw - S1i1d 

[ 
Vp ( 1 ) • • ] - -:;:;-- --e;-- + tsv - sC > i t21 I 
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-T..,i-t/2 5[: + T~i+t."'Z S~ • + T~i.-t./2 Pei-t sD-t -

[ 
Vp ( 1 )• • ] 158.3285--;;:- ~ + <Sv - S~ > i <22> 
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METOOO TOTALMENTE IMPLICITO CFULL't' lMPLICITl 

Haciendo las funciones para el agua y el ace1te e 

igualando a cero se tiene: 

Fo Toi+t/2 FOL+t -Pol]-Toi-.t/Z rol-PoL-1] 

Vp¡ [(l+CróPISo ] 
7t Al Bo '+qo@cs - O <23) 

Fv Tvi.+t/Z [<Poi+& )-(Pci.'f't-Pci.) ]-

Twi-t/2 [ (Poi-Poi.-t. )- (Pci.-Pca-t)] 

Vp¡ ••[ (l+Cr6P

8

..,><1-Sol] 
~ + qv@cs - O 

A t 
(241 

Derivando las funciones con respecto a Po y So se tiene, 

para el nodo i-1: 

{

O si APi!: 

e J si AP <O 

o 
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Bf'o [ 
- Toi.-t/Z - Toi.-•/2~ -

dPoi.-t 

So" 
-~] 

µo Bo 

lPSo i.-t [ 

Kro'] 
- - bPToi.-1/2 --

Kro 

BFv [ - Tvi.-&/Z - Tvi.-1./Z (.6.P - APc:> -
cJPo L-t 

Bvº 

Bv 

- -Tvi.-i/Z 
tfSoi-t "80 [ 

Krv' 
-tAP-M>clTvi-l/2 --- - Pe• 

Krv 

c7Pol 

Bv µv }] {- Bvº µv• 

- -To,~a..-2 + Tot .. ;zAP [-
Boº 

Bo 

[ 

Bo" 
-Toi.-t/Z - Toi.-1...-zAP --- -

Bo 

Vpl 

/i t 
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µoº] {ºsi DPiul!: O 

µo tl si DP < O 

µo"] {ºsi DPi < O 

µo [J si Df>l!: O 



bSoi. 

l>PT oi+vz [ Kro'] {º si DP, .,;,; O 

Kro CJ s1 DPi-..t< O 

- .6PToi.-t/2 -- -
[ 

Kro'] 
< 1+Cr6P l 

{

0 Sl DP,< 0 

Cl si DPL<! 1) l<ro A t 

{ 

Bv' 
- -TviH/Z + Tvi.•&/2(/lP - dPc) --- -

ª" 

. { Bv' 
-Tvl-t/Z - Tvi.-t/z(AP - .b.Pc) --- -

ª" 
µv' } 

µv 

A t 

[ 
Tvi ] { ( Bo'. µo' ] [ Bv' 

+qo -- --- - -- - --- -
Toi. Bo µo Bv 

µv' ]} 
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éll'e 
- Tvi+t/2 

{ [ 

Krv• 
+Cll.P-APcl Tv1.+1...-2 -- - Pe• 

Kr- .... 

µv [-~-Bw 

µv• ]]} {

O{ lsi DP<.1 ~ O 

t si DPi•.t.< O 

+Tvi.-t/2 
8Pe 

bSoi { [ 

Krv• 
-[AP-APcJ Tvl-l/2 -- - Pe 

Krv 

]]} {

:lsi DP.l< O 

l r s1 DPt.~ O 

<l+Cr6P> [-

ª" 
+ ( 1-SolPc" [ :::)] 

[ 

Tvl ] { Krw" [ 8v' µ..,• ] 
+ qo -- -- -Pe• --- - --

Toi. Krv Bv µv 

Kre• } 

Kroi. 

Bo' 

Bo 
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µo 
i+l 

AP< O 



[ 
Kro'] 

- 6PTo\.+t/2 ---Kro 

ª"' µ"' 

ª" 

- -Tvi.+1.....-2 ::::: +[~-6PclTw .. ln ([:::•]-Pe' 

[-~ - ~)] Bv µv 
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N O H E N C L A T U R A 

Bl factor de volumen de la fase liquida. 

Cr compresibilidad de la roca. 

D profundidad con respecto a un nivel de referencia. 

/l = coeficiente de flujo fracciona!. 

k =permeabilidad absoluta. 

krt permeabilidad relativa de la fase liquida. 

Pego= presión capilar gas-aceite. 

Pcvo= presión capilar agua-aceite. 

P = presión del aceite. 

Pl presión de la fase liquida. 

qt gasto de producción de la fase liquida @ c.s. 

q* gasto de producción de la fase liquida @ e.y. 

Rg Relación gas-aceite instantánea. 

St saturación de la fase liquida. 

t tiempo. 

Tl transmisibilidad de la fase liquida. 

Vb a volumen de un elemento de malla = ~x by ~z. 

Vp volumen de poros en un elemento de malla = Vb rPo • 

6t intervalo de tiempo tn+t._ t". 

x,y.z =coordenadas cartesianas. 

rt peso especltico de la fase liquida. 

~t operador en diferencias del tiempo. 

µl viscosidad de la iase liquida. 

"' e porosidad. 
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(/>o porosidad a una presión base Pº. 

~ potencial de flujo. 

pl = densidad de la fase liquida @ e.y. 

SU PERI NDI CES 

nivel de tiempo. 

k nivel de iteración. 

SUBINDICES 

g gas 

a = aceite 

w agua 

@es medida a condiciones est~ndar. 

@cy medido a condiciones de yacimiento. 

i =indice de ordenamiento de malla en la dirección x. 

127 



1.-

2.-

3.-

4. 

~d'a.t.o, 9(. 9(.; g{~ .. , :R.eó<YWt>tt .Y'lm.u.la.tú>n. 

g~ 9<v.>UttUv.> c.Ylt<(JC .. ,_ gnQ<.nUl!Mt¡¡ 

9-13-1969. 'Ul'UvM.OUy ,.,. :rexa/.) • 

.. 
'(!~d'w. SI!. ~.; ~ :R.eó<YWd'l.A g~ 

.. 
Y lm.ula.tú>n .Jli (1.(V14a.ch. ; ~~ IKa.ll «u:. • 1977. 

J"<>'L<>l/UWl, g. « a.l.: .. ~ .. m(\.UÚ'l. ~ {6'1. 

'(!t><O.f1.~<v.> • .. ¡ ~~ IKa.ll <ne 1977. 

~ 

a. 

5. J"a.culüut <Le 9n¡¡ ~ n.U'l.i a. , 'U.K.Jli.AI; ".Jlirtl.LOML> <U .Y'lm.tWu:kJn 

.A!o.«m.dt<= <Le (t>-:> 3fa.e/A~o."; 1984. ~. :D.:J' • 

.Ale- :!/'tAW IKUl, 1958. 2"' gd f'Lft• 577. 

7.- J".; "'e0.K9.A!.:P: Un 

.Vwne~<= <Lel J<...CtMnt> d6 'et>n<,/ka.Glán".; ~t<C<LC.<dn dd 

.l'.Al.1'. 

128 



8.- J"¡UuaA., "'· 

25 7-26 7 ( J'~.eA 1970) • 

1946. 

º""""'""' 1973 ~. :D.:!". 

11.- "'· .,.'P e.tla/ú... a..nd X. A;¡l;¡. 

J"ún.ul~n.. ¡ J":J>'& 4542, OcttLll<l'I. 1973. 

129 



130 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Definición del Problema
	Capítulo II. Modelo Matemático
	Capítulo III. Modelo Numérico
	Capítulo IV. Métodos de Solución de las Ecuaciones de Flujo
	Capítulo V. Programa de Cómputo
	Capítulo VI. Ejemplo de Aplicación
	Capítulo VII. Resultados y Conclusiones
	Apéndice
	Nomenclatura
	Referencias



