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INTRODUCCION

Log hidrocarburos han sido y ser&n un factor auy
importante para el desarrollo de nuestro pais . En el
futuro, su: explotacién 6ptima y su aprovechamiento
racional debersn ser los principios gue normen su
destino. Por lo tanto, los estudios e investigaciones
que contribuyan a desarrollar nuevas técnicas para
para alcanzar 1los objetivos anteriormente mencionados
gerdn fundamentales , y contribuiran para obtener un
wmayor beneficio econfmico. En el &mbito de la
ingenierfa, la simulacién matem&tica es de suna
importancia para solucionar una gran variedad de
problemas. La simulacién es un proceso donde el ingeniero
integra dQiversos factores para generar un modelo gque
permita reproducir en forma adecuada un fendmeno fisico,
para que posteriormente cuente con elementos de juicio y
pueda tomar las decisiones pertinentes.

En el caso especifico de la Ingenierfa Petrolera, se ha
utilizado la simulacién matemfitica con buenos resultados
para predecir el comportamiento de los yacimientos. En la

prediccién del comportamiento de flujo de fluidos a través



de medios porosos, normalmente se tienen que resolver
sistemas de acuaciones diferenciales parciales no
lineales, cuya solucistn analitica es imposible. Los
métodos de diferencias finitas son los que mis se han
utilizado para obtener soluciones aproximadas a tales
sistemas. Sin embargo, para la descripcién adecuada de
algunos fenémenos se tuvo la necesidad de estudiar otras
alternativas de solucién . Una de é&stas es por medioc de
los métcdo; variacionales y muy concraetamente por el
método del elemento finito.

Con el método de diferencias finitas es posible obtener
soluciones definidas sobre puntos discretos en espacio y
tiempo; en cambio , los métodos variacionales ( elemento
finito ) nos pueden proporcionar soluciones continuas, lo
gue implica una ventaja importanta.

En este trabajo se presenta una introducciédn al método
del elemento finito, asi como la aplicacién de &ste en la
solucién de la ecuacién de difusién, con el propésito de
generar un mnedelo matemftico que represente en forma
adecuada el comportamiento de un yacimiento.

Antes de aplicar el mé&todo del elementoe finito, se tiene
que plantear el problema a resoclver en forma adecuada.
Posteriormente se utilizardn conceptos del c&lculo
variacional para transformar la ecuacién de difusién en
una ecuacién integro-diferencial que tendr& incorporadas

tanto las condiciones iniciales como las de frontera, para



después obtener el funcional que minimizaremos mediante la

aplicacién de esta técnica numérica.



CAPITULO I

DEFINICION DEL PROBLEMA.

El problema consistird en resolver un modelo matemitico
que represente el fenémeno fisico del escurrimiento de un
fluido ligeramente compresible a través de un medio
poroso, en un yacimiento determinado, para poder predecir
su comportémiento.

En el pasado se han utilizado técnicas que presentan
grandes limitaciones, como lo es la aplicacién de 1la
ecuacién de balance de materia; ésta en realidad es un
balance volumétrico, gque considera al yacimiento como un
tanque.

Se han desarrollado mé&todos y modelos que presentan menos
limitaciones y m&s exactitud en los resultados obtenidos.
El método. m&s utilizado es el de diferencias finitas y
permite resolvar la ecuaciédn de difusién en forma
satisfactoria.

Sin embargo, en este trabajo se presentari un método
basdndose en el elemento finito, que nos permitira dar

solucién numérica a la ecuacién de difusién y asi dejar



las bases para que posteriormente se pueda predecir el
comportamiento de un yacimiente . Una de las ventajas del
nétodo que se presentard, es la gue se refliere a 1la
solucién gue proporciona, ya que seri continua en espacio

Y tiempo.



CAPITULO II
DESARROLLO DEL MODELO MATEMATICO.
En este capitulo se presenta el desarrollo del nodelo

matemitico, que permitir& predecir el comportamiento de un

yacimiento de aceite.

IXI.1.- Desarrollo dal Modelo Matem&tico.

La acuacién que describe matem&ticamente el f£lujo de una
sola fase a través de un medio poroso, se desarrolla a

partir de la combinacién da los siquientes conceptos':
== Principio de conservacién de la masa.
-- Ecuacién de movimiento.
-~ Ecuacién de estado.

II.1.1.~ Ecuacién de Continuidad.

La ecuacién de continuidad describe el principio de



conservacién de la masa. Esta ecuacién establece gue:

ENTRA EN SALE DEL O ADICIONADA AL

MASA QUE MASA QUE MASA EXTRAIDA
EL SISTEMA SISTEMA AL SISTEMA EN At

[ CAMBIO DE MASA EN EL ]
SISTEMA EN UN At

Para obtener la expresién matemdtica gue representa el
principio de conservacién de la masa , se considera un
alemento diferencial del medio poroso, cuyas dimensiones
son AX, AY y Az, existiendo flujo en todas las
superficies a través del elemento, como se muestra en la

z

Fig. 1.

— g —

AY

X Fig. 1



Realizando un balance de materia para un pequefio intervalo
de tiempo At, 1la cantidad de masa que entra en la
direccién X es:

[pv']‘ ax Az at* .

Da forma anfiloga, para las direcciones Y y 2:
[ pv ]’ AX  AZ At
[ PV ]‘ 8X AY At .

La cantidad de masa que sale del volumen de control para

cada direccisn es:

[pv]”h AY AZ At
[pv]ydy AX AZ At

[,os']n“h 4X AY At .

El término de cambio de masa en sl volumen de control es
igual a la masa en el tiempo t+At menos la masa en el
tiempo £, es decir:

* Womenclatura y referenclas al (imal.



[ EEE b ]

La adieiébn o extraccién de masa del elemento  se puede

presantar como:

W(x,Yy,z)=q9p,

cuyo signo depende de si se extrae o se Inyecta fluido.

Aplicando el principio de conservacién de la masa:

[pv] -[pv] AY 872 At +
x xe x|

[pv] —[pv] AX A% At +
y yedy]

[pv] -[pv] AX AY At'—"—W(x,y,z)u
T zoAl_

[vlp]“m-[Wp]l] ax MY Az .

L

Dividiendo la ecuacién entre AX AY AZ y At, vy arreglando

términos, se tiene:



Epr]z'Aaw [pv]l‘*'
AX ’ :

[pv],.ny""" [pV]', +
AY C

Lepviga— [pv], +
) AZ

Wi{x,y.,2)}
AX AY AZ At

v L Peogr ™ P, 1
At

Obteniendo limites cuande AX, AY, AZ, y At tienden a caro:

[P"}x,b*"‘" [pv]x
1““&(»0 AX *

[ [prly, —Lov]

1im By o Py

10



Cevla. —Levd, | .

limA:-uo AZ -
W(x,y,2)
AX AY AZ At
- lim "’["um‘_p;]

At o0

At

De la definicién de derivada, gqueda:

a({pv), d(pv ), 8 (pv),
8 x 8y 8z
3
v P . ( II.1.1)
a t

Esta ecuacién se puede

expresar en forma vectorial

considerande el té&rmino fuente o sumidero, como:

11



’ ( IX.1.2 )

. + q e 3 p
- vtev) g v —
que es la forma general del principio de conservacién de

la mana.

1I.1.2.- Ecuacién de Movimiento.

El movimiento dea <fluidos en un medio poroso esta
determinado por la ley de Darcy, la cual establece que el
fluje por unidad de Srea en un medio porose, es
proporcional al gradiente del potencial en la direccién de

flujo. La forma general de la ley de Darcy es:

Ve . { I1.1.3 )

11

La Ec.(II.1.3}) se puede escribir despreciando los afectos

cdpilares.y gravitacionalas como:

k, &P
Vi — { IT.3.4 )
v k 8P e e

y = - L ( IX.1.5 )
o 8y S '

12



R . (11.106 )

II.1.3.~ Ecuacidn de Estado.

Una ecuacién de estado indica la variacién de la densidad
del fluido con respecto a la presién y la temperatura.

Para un fluidoe su compresibilidad isotérmica se define

cono:

1 av
C= - { 11.1.7 )
v P T

Expresando la Ec.(II.1.7) en funcién de ladensidad,se

tiene:

Se sabe que:

13



por lo tante:

(—)
ap
1 ng
Cc = - M
(_f__] &P
)
Finalmente:
1 ap :
C = o IT.1.8 )
[ gp

Rasolviendo la ecuacibn diferencial anterior se tiene:
P P 5,
CJ’BP-I——-—p—-——
P

° e
o
pn]'

@

c (P-Pn)-Ln[

Finalmente:

c{ P = P.}
’

p=p e { IT.1.9 )

Si se sabe que:

x x’
€ =1+ %+ 57"

entonces la Ec.({ IX.1.9 ), se puede escribir como:
p=p, [1 + C (P ~ P )] . ( I¥.1.10 )

gue es8 la ecuaci6n de estado para un fluido

ligeramente compreaible (aceite),.

14



II.1.4,~ Modelo Matem&tico.

Ahora se relacionars&n los principios mencionados en la
seccibn II.1. ; .
Sugtituyendo las Ecs. ( IX.1.4 ),( II.1.5) y

( 11.1.6 ), en la Ec. ( IT.1.2 ), sé;fiené:

kK 8P kK 8B K 8Pty
e B b el LR S el
13 3 % 3 1 .

8y gz
+ + -
8 x 8y 8z
bp
-y . ( IT.1.11)
8 t

Desarrollande términos:

X 6P 8 p k &p kK 8P & p k
—_———— —— e — pll e +
U ax a B px? Koy ay “

2 2
a p kK 8P B8p X 8 p
Pl ~— —_— P =
a vyt L ) z “ 8 7t
3 p
_w .
3t

15



-aplicando la regla de la cadena:

8P ap 4P P 8 p 8 p 2P
+ +

F)
ax 8P 8x a x? 8y s P avy

8 p ap 8p ap a %p
= P|+ + — P =
oy az ap 8z az

Despreciando los gradientes de presidén al cuadrado por

gar muy paquefios, Yy agrupando términos queda:

a*p 8 p vy o1
+ + -~
a8 %z 2 az2? #

-

°

@
a

|
|

©
b
)
[y

y finalmente agregando el término fuenta:

& p a* p r _fTap
+ + =

V!MCl ap
8t

16



La ecuacién anterior se puede expresar en forma compacta

comoz :

¢2p S [3°P7. vuc 4P (II.1.12)
vol

que es la ecuacién de difusién . Esta representa el flujo
de un fluido ligeramente compresible a través de un medio

poroso.

1I.2.~- Caracteristicas del Modelo Matem&tico.

Para tener definido el problema conpletamente se tienen

que involucrar las condiciones iniciales y de frontera.

La condicién inicial esti dada por:

P(x,y, 0)=Pi

En las fronteras se consirer6 un gradiente constante y por

lo tanto si existird flujo a través de éstas.

17



Las condiciones de frontera estin dadas por:

a P 8P L
B — w Cte = Cte
ax *=0 8 x xslx -

& p apP
= Cte — = Cte
a9y o 3y yLy

El modelo matemftico desarrclladec tiene las siguientes

caracteristicas y suposiciones:

El fluido es ligeramente compresible.

La wviscosidad del fluido es constante.

Flujo monof&sico en las direcciones (X-Y).

La saturacién de aceite es constante.

No hay reaccién quimica entre el fluido y el medio
poroso.

La permeabilidad es independiente de la presién y la
temperatura.

Se desprecian efectos gravitacionales y capilares.

Flujo laminar e isotérmico.

Medjio poroso, incompresible, homogéneo e isbdtropo.

Se desprecian los gradientes de potencial al cuadrado.

18



Se debe aclarar en que las secclones que siguen la
ecuacién de difusidn no se utilizar& de la forma
(11.1.12); el término ¢ pc/k de igualars con ¢°, que
posteriormente se iguald p’=1,as dacir: y ue, /K =¢2-1 ; la
presién serd ahora el potencial ¢. La solucién que sa
obtenga en las seccliones sigulentes ser& general para la
ecuacién de difusién y en desarrollos posteriores sepodré
facilmente adaptar el método para las condiciones

especificas de un yacimiento bajo saturado.

-19



CAPITULO IIX
TEORIA DEL ELEMENTO FINITO.
IIXI.1l.~- Concepto del Elemento Finito.

La idea esencial del métode del elemento finito consiste
b&sicamente. en dividir una regién Q en un nGmero
deternminado de elementos finitos osubdominios 0° , para
construir una aproximacién é‘ en cada subdominio; para
ésto se utilizard un conjunto de funciones que constan en
combinaciones lineales de cierta base de funciones N1 ,
N2 , «ie 4 No . Dichas funciones deben ser
linealmente independientes y tales gue hagan dque 3
satisfaga las condiciones de frontera impuestas, adem&s de
que son continuas en cada elemento o subdominio. Desde un
enfoque variacional, el objetive principal ser& encontrar
una aproximacién 3 a la soluciébn de la ecuaciédn
diferencial ; 1lo anterior se lograra encontrando una
funcién  .u que satisfaga la condicién inicial y de

3,47
frontera , y gue a su vez haga que el funcional

G

8 %

n=L‘F[¢, %,...]dn»rj

VEU'

,...]dv

20



adquiera un valor minimo, lo que implica que J3l=0; es
decir, que la variacién del funcional sea cero®’.

En el funcional anterior ¢ es una funcién desconocida y
F y E son operadores diferenciales especificos.

El planteamiento adecuado en el caso particular de 1la
ecuacién de difusisén y el desarrollo para encontrar el
funcional que se ha de minimizar a partir de é&sta, tomando
en cuenta la condici®én inicial y las condiclones de

frontera, se presentari en las secciones sigquientes.

III.2.- Planteamiento Adecuado de la Ecuacién de Difusién.

Para aplicar el método del elemento finito a un problema
especifico, se tiene gue plantear el mismo de una forma
adecuada, por lo tanto es preciso darle una formulacién
variacional®, la cual se ve en la seccibn IIX.3.

El objetivo principal consistiri en encontrar una funcién
¢{x,y,z) definida en una regién del espacio para un tiempo
t, que satisfaga a la ecuacién Qe difusidén con sus

condiciones iniciales y de frontera:

8 ¢
8t

P’ 9 ¢ = ( I1T.2.1)
condicién inicial:

¢(xly12lo)=¢°(-*IYIz)

21



condicién de frontera:

¢(x,y,z,t)=0(x,y, 2 .

Una parte fundamental del problema ser& la transformacién
de una ecuacién diferencial (ecuacidén de difusién) a una
ecuacién integro-diferencial, con el objeto de involucrar

en la ecuacién de difusién la condicién inicial.

Primero se-aplicara un procesc de transformacién , en el
que se utilizard la transformada de Laplace y la operacién
convolucién.,

Aplicando la transformada de Laplace a los dos miembros

de la ecuacidn de difusidn:

2 2 5 ¢
L‘[p "’]"L; ( 1IX.2.2 )
;8 A .
Para el primer miembro de la Ec.( III.2.1 ):

Lt[ozv%]zL e™ ( g v ) at .

Come el cperador nabla vV no depende del tiempo, se puede

sacar de la integral junto con la constante p:

22



09

r.t[fm] mwzv"’I et $ (x, V) 2.

[+]

Por lo tanto la transformacidén quedard:

L‘[wzvzcﬁ(x.y. Z.t)]wzvzwx,y.z .8)

t) dt.

( IIT.2.3)

Ahora para el segundo miembro de la Ec.{ ITI.2.2 ):

Efectuando la integracién por partes, donde:

u=ae du = -8 e 5t at

dv:_g_%dt ve=g¢

entonces:

(-1}

j:o et :: = [e'“ ¢]:°- L ¢ (-8 "

Y dt .

como ¢ = @ (X, ¥, &, t) y recordando la definicién de

23



transformada de Laplace:

v (X, ¥, z, 8) =I e "t ¢ (%, ¥, z, €y dE
° R

LX)

‘finalmente: . . R
' %0 )
] -st 8 .
L, [T_H'LG- & ae -
LX)

[ e "ts ];° + 8 I e 't ¢ at .
o

En conclusidn:

L, [-%—E——] =- 8 04 Y, 2, 0) + 8 u(x, Yz, 8)
¢ IT1.2.4 )

Igualando las Ecs. ( IXII.2.3 ) y { IIXI.2.4 ),

y dividiendo la expresién anterior entre s:

2 1

1
r vzw(x, Y, 2, 8) - wW(x, ¥, z, 8)=— rw ¢o(an:Z)

{ 11I1.2.5 )
Se puede sustituir en la Ec.{ III.2.5 ) las transformadas

por sus equivalentes respectivas:

24



@ [0 Loty zen | - n ComyizE ) =
- ¢,(x,y,2) L (1). ( I11.2.6)
para aplicar la transformada inversa de Laplace, se
utilizar4 una de 1las propledades de 1la operacién
convolucién.

L, (¢ L_( ¢(x,y,2,£) ) =L (p° * ¢)

L, (¥ L (é(x,y,z,t) ) = -E wexy,z,m) .
Por lo tanto la Ec.(III.2.6) queda de la forma sigquiente:

b [ v (e ] -ne) - -0 p
(I .2.7 )

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la

Ec.{( III.2.7 ), se obtiene:

2 2

(e % ¢) -¢=-0

y comc el operador Y no depende del tiempo:

pr 9 - p = - ( II1.2.8 )

25



La expresidén anterior es una ecuaciébn integro-diferencial,
por intervenir en ella la operacién convolucién. El
objetivo de aplicar la +transformada de TLaplace y la
operaciétn convolucién en el procedimiento anterior fue la
de incorporar la condicisén inicial a la ecuaci6n de

difusién’

26



I11.3 .~ Caracterizacién Variacional. .

La descripcién del problema desde el punto de vista
variacional para la ecuacisn de difusién , consiste en
encontrar, en un conjunto de funciones ¢(x,y,2,t)
definidas en wuna regién R, Yy que satisfagan las
condiciones iniciales y de frontera:
¢(x,y,.2,t) = U(x,¥,2) ;(x,¥.,2)e frontera de R.
(X, ¥,2,8) = ¢ (Xx,¥,2)

agquélia que haga que el funcional:
nt(ﬂ = J'U(KPZ" Vp * 9 + ¢ + $ <29 * ¢ ) dx dy dz

adquiera un valor extremo (minimo en este caso).En 1la
optimizacién de la integral anterior es adecuado aplicar
el método del elemento finito.

A continuacién se presenta el desarrollo para llegar al
funcional anterior, a partir de la ecuacién de difusiédn,
donde ya estén involucradas las condiciones iniciales y de
frontera.

Considerando un conjunto de funciones ¢(x,y,z,t) dque
satisfacen la condicién de frontera:

{w(x.y.z,t) {@(x,¥,2,£)=U(x,¥,2); (X,Y,2)cfrontera de R}

0 < t < oo ( III.3.1 )

27



Si se considera un incremento &¢(x,y,z,t) de dicha
funcién, en donde también estara restringido por la
condicién: So(x,y,z,t) = 0; (x,Y,z2) € frontera de
R=-(XII.3.2) s8i ¢ es una funcién del conjunto (III.3.1) y
§¢ satisface la condicién (ITXI.3.2), entonces las
funciones

¢ + A 8¢9 ) satisfacen:

(¢ + AS¢ )=U(X,¥,2); (x,y,2) € fronterade R 0 < t < oo
para todo nGmero A ,.y asl ( ¢ + As¢ ) es un elemento del
conjunto de funciones (III.3.1).

si 0.(¢) es un funcional que a cada funcién ¢(x,y,z,t)
del conjunto (IIX.3.1) le asocia un nGmero para cada
tiempo ‘t’, es de interés calcular el incremento del
funcional correspondiente a un incremento 5¢ de 1la

funcién ¢, restringido por (IXI.3.2). Se define:

d
S (¢) = |—— 0. (¢ + A 5¢) ¢ IXI.3.3)
da A=0
El funcional nt(¢) alcanza un valor extremo para la

funcién ¢ si:

SQt(¢) =0 .

Ahora se obtendr& un funcional ﬂt(¢) en base al
conjunto de funciones (III.3.1), tal que alcance un valor
extremo (minimo) para agquella funcién ¢ que satisfaga

la ecuacién {ntegro-diferencial (IIE.2.8) , y como

28



consecuencia la ecuacién diferencial (III.2.1),:--y las g

condiciones de frontera e iniciales.

Para lograr é&sto, la variacién de Q_(¢) para una

variaciébn 8¢(x,y.,z,t) de ¢ estd dada por:

30, (¢) = 2[”(-;»’~ v+ ¢ ~ @) % 8¢ dx dy dz , (ITT.3.4)

R

la cual es cero para aguella funcidén gue satisfaga la
Ec.(I1I.2.1) vy las condiciones iniclales y de frontera.
Para encontrar el funcional Qt(«p) del cual sa puede
reproducir (III.3.4), se tendrad que transformar el primer
término del integrando de (III.3.4). Por o que se
utilizardn algunos desarrollos que vienen en el apéndice.

Del apéndice (B) sabemos gue:
2, o2 2
P V9 =div { ¢V @) (II1I.3.5)

en donde se considera que vzpzn 0.

Sustituyendo (XXI.3.5) en (XXX.3.4), se tiene:

0, (9) = z”“-divw“‘* ) + 4 -] ¢ 86 axay az =

R
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desarrollando:

2“““’1*«»2* V) %80+ (4= 00« 39 | ax ay az

R

De una de las expresicnes del apéndice(B), se puede escribir:

antw)sz”“ P% Vo * U(89) - Alv( ¢* VY * 8¢ ) +
f
(6 -9) «sp | axayaz

Utilizando el teorema de la divergencia para transformar
la segunda integral, se tiene:

5ﬂt(¢,=2JJJ[P2' Ve T(EP) £ (& ~ @) * ;¢] dx dy dz

Al e e

89
an
normal a la frontera de R y apuntando hacia afuera ;

N

a n

en donde ( V@ ) g= y A es un vector unitario

. e8 la derivada direccional de ¢ en la direccién

ae R.
Debido a 1la condicién (IIX.3.2),. la integral de

superficie vale cero, y asi queda:
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Gnt(¢)-2[II[¢=* Up * VP + ¢ * ) -2¢°i ¢] dx dy dz
(I1.3.6)

ﬁe la expresién anterior (III.3.6) para ant(¢) se puede
obtener nt(¢), utilizando la definicién (IIX.3.3):

ngm=[”[ PEX U % VP k@ % B -2 % ¢ ] dx dy dz

(I11.3.7)
La expresién anterior es consistente con (IIIX.3.6).

Finalmente, la expresién (III.3.7} es el funcional que

minimizaremos por el mé&todo del elemento f£inito.
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IIT.4.- Planteamliento de la Solucién Aproximada.

Para encontrar el valor extremo minimo del funcional
(III.3.6), se considerard un punto en el interior de un
elemento finito. En algun instante t, el potencial en ese
punto serd una combinacién lineal de Jlas coordenadas
espaciales X y Y,

¢ (x,y,t)=a+fx+rvy,
donde «, 8 v ¥ 5on funcicnes de los potaenciales en cada
nodo ¢1, @), ¢« y éstos Gltimos estdn a su vez en
funcién del tiempo.
En la Fig. (IIl.1) se puede observér una regisdn
dividida en diferentes elementos finitos. Los tridngulos
son frecuentemente utilizados, ya que permiten ajustarse a
las formas complejas que puedan tener las regiones. En la
misma figura se puede observar que el elemento triangular
tiene en los vértices los nodos 1, 3 y k que estan
colocados en sentido contraric al de las manecillas del
reloj.
Como la forma del elemento finito es triangular, se
seleccioné una funcidén N:(x,y) tal que tenga un valor de
uno en el nodc 1 y cero en los raestantes; . se refiere
al elemento analizado e 1, 3 y & se refieren a nodos

de dicho elemento.
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El requerimiento de continuidad se —inckluryer éoh “la

siguiente funcién base:

¥,

(] (] L)
= o+ @x + Y
sobre cada elemento e.
Lasconstantes a:, B:,
obtienen  haciendo Ni(x, ¥ }=1, N;(x},y])'*o b
r

1: de la expresién anterior se

N:(xu'yu’=°' Yy las coordenadas de los nodos son
determinadas por la posicién de éstos con respecto a un
marco de referencia que tiene un origen de coordenadas
(0,0) en un lugar determinado. En la Fig. (IV.2) se
puede observar que e) origen se colocd en la esguina
inferior izguierda, y cada elemento finito tiene forma
triangular de ciertas dimensiones, y se puede ver la forma
en que se numerd la malla.

Satisfaciendo 1las condiciones antes wmencionadas se

resuelve el siguiente sistema de ecuaciones que se forma:

=
]
]

o + Bxl + L

N =a+BxJ+1’y

Z
1

o+ Bx +tTY .

En forma matricial:

e

1 ox A e 1
-]

roox Y Il By =t ©
L]

1 X, x Ty °
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y obtenemos por el método de Cramer 1la soluciédn:

"
. LY, XK Y,
a -
1
e
3’. N
(-]
7 -
. 2 a° J

Resolviende el determinante:

L
2.

se obtiene el frea de cada elemento ..

Ahora se .generard una aproximacién a una funcién
degconocida de la siguiente forma:
N
¢p=¢= T ¢ N en 0 ( ITI.4.2 )
nel L] L)
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donde ¢_es el valor de la aproximacidén en el nodo = .y ¥
es el nGmero de nodos. '

El caso particular es resolver la ecuacién diferencial:

(III.4.3)
para lo cual el tiempo se discretizarj,
Los términos en donde aparecen segundas derivadas de 1la
Ec. (II.4.3) se pueden eliminar utilizando la
integracién por partes conocida como teorema de Greeng,ver

apéndice(B):

aN ag¢ AN, a ¢
{ + ]dx dy = J Q Nldx dy
Nt ax a8y ax dvy 9]

3¢ ) 8 ¢
- J[_n + n ]Nl ag +
ctax " ay 7 8t

1 = 1,2,...,%

sustituyendo la aproximacién ( III.4.2 )}, generada con las

funciones bage, se tiene:

a8 Nl 8 N_ a NI 3 N_
[ + ]dx dy = -
atax ay ax a8y

(e e

TTax ay

ae¢
N, de - QN+ — ( III.4-4)
3t
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con lo cual se genera un sistema de ecuaciones, donde los
elementos de la watriz K son determinados sumando 1la
contribucisén individual de cada elemento finito,

Como se menciond anteriormente, el tiempo serd
discretizado; por lo tanto neos interesa saber la variacién
del potencial ¢ con respecto al tiempo. Entonces en vez de
tener un sistema de ecuaciones de la forma k ¢ = f (que
representa un régimen donde la variacién del potencial con
respecto ai tiempo es nula), se formard un sistema de
ecuaciones de la forma:

d4 ¢
K¢ +C

=t , { TII.4.5 )
dt

donde, en forma general, se pueden definir los elementosde

cada matriz gque interviene en el sistema de Ecs.

(IIX.4.5):

c.2 I N‘ N_ dx dy

n
8N 8N :

K = I = dx dy (IIX.4.6)
n ax &y .

. ag a¢

£= J [~ ) ¥, ac

T vax 8y

con el vector solucidn:
$T = (b, 9y ere 0 9, )

que son los valores del potencial en cada nodo.

2!
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Finalmente, se puede proponer una aproximacién de la

formas

é‘a

[H e K 3

-

8.(t) N (x.y)-

En el sjiguiente capitulo se mostrari cSmo se generan las

matrices en forma detallada.
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CAPITULO IV

SOLUCION DEL MODELO MATEMATICO POR ELEMENTO FINITO.

En este capitulo se presenta la solucién al modelo
matématico, que se vio en el cépitulo precedente, asi como
el enfoque variacional del mismo.

Ahora se aplicaran las expresiones antericres en un
problema especifico para mostrar la forma en que se
generan los sistemas de ecuaciones 1lineales gque han de

resolverse.

IV.1.~ Método de Solucién.

Cuande se tiene que dar solucién a una ecuacién
" diferencial parcial por el métode del elemento finito, el
resultado es un sistema de ecuaciones lineales. Este tipo
de sistemas lineales de ecuaciones generan un tipo
especial de matriz, que depende de la forma en que se
numer$ la malla que se utilizé para cubrir la regién de
interés!®también depende de la forma de cada elemento
finito,

Las expresiones (III.4.6) definen los elementos de las

matrices C, K y el vector f del sistema de ecuaciones:
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d¢
K¢ + C e = f (IV.1.1)
dt

donde el tiempo esta discretizado y dt = At, asi como

d¢ = ad.

Las coordenadas de los nodos estin especificadas por la
subdivisibn que se realizé del dominio 1 en trisngulos. A
continuacién se muestra la forma general de la matriz K y
en la Fi?. ( IV.1 } se puede observar también, en
forma general, un elemento -, con nodos 1, 3, kx, colocados
en el sentide contrﬁrio al de las manecillas del reloj. La
Ec. (IV.1.4) representa a la matriz K con cada
elemento que la compone; dichos elementos provienen de
hacer las derivadas parciales correspondientes, que se
pueden apreciar en las expresiones ( IV.1.2 ).Como se
puede ver la expresién ( IV.1.3 ) es el 4rea de cada
elemento?

La matriz € ests definida de la siguiente manera:

e~ [ ow )
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IV.2.- Ejemplo Ilustrativo.

A continuacién se presenta un problema concreto, en el

cual se podrd apreciar la forma practica de generar las

matrices del sistema ( IV.1.1 ).

El problema consiste en resolver la ecuacién de difusién:
% % a3 ¢

+ - -g=o0,
ax* avy? 3t

con las siguientes condiciones de frontera:
$(0,y, &)= 1 , ag/ax(2,y,.t)= 0 , 8¢/ay (x,0,t)= O
BPpfAy(%,2,£)= 0, ¢(x,v,0)=1 , ( x> 0 )
Y el término fuente localizado en:

Q(x,y) = Q(1,1) &§(x-1,y-1), Q=1
En la Fig. (IV.2) se puede ver gque hay cuatro
elementos: I, II, III, y 1IV. La regién consta de cinco
nodos y cada tridngulo tiene las longitudes sefialadas en
la misma fiqura.

El primer paso es generar las matrices correspondientes a

cada elemento utilizande 1la Ec.(IV.1.4),donde los
subindices indican los nodos locales de cada
tridngulo y el superindice - indica el elemento

especifico de la regibn.
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. NUMERO DE_NODOS

: ,.'."’ﬁa('rizj ;y-.i‘_(jlobal " Elemento
Ekl'cmc'nio'lr . L
G+ (10 GZh.] *
(-4+0) (1+0) (=}+0)| 3
(-4 (-1+0)t+d 2
Elementol!
G+d) (-i+h ©-4 !
(~i+h d+d  ©-1 4
0-%) (©=4 .0+ 3
Elementol I1
G+d)  G-B (-i+0] 4 l
-3 i+1) (-1+0 5 2
(-4+0) (=3+0) (1+0) 3 3
Elementol V
(t+d) (-1+1 (0-D 5 !
(-4+hH Gd+H ©-9 2 22
©-% (©-H @+ 3 3
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Como se puede ver en la Tabla I hay cuatro matrices
cuadradas de orden 3, y cada una representa a un elemento o
tridngulo. Los elementos de cada matriz se obtuvieron de
las Ecs.(11I.4.1), siqguiendo las coordenadas de cada
nodo con respecto al origen. Como se puede apreciar el

Area de cada elemento es uno; es decir:
I ’dx dy = 1 .
Q

En la parte derecha de la tabla citada se puede obsérvar
la numeracién de los nodos, tanto en forma global como en
forma local para cada elemento. La numeracién de los nodos
en ambas formas servirid para ensamblar las matrices
anteriores en una scla matriz gue represente la regién del
problema. La numeracién global es la que indica qué lugar
le corresponde a cada elemento de las matrices
particulares dentro de la matriz global.

Haciendo el ensamble de las matrices resulta la siguiente

matriz:
+1) 0 (=1-4) 0 0
0 G+3) (=1-13) '0 0
(=3-9 (=3-9 (+1+1410) (=59 (—3-3)
0 Y (=1-13) (%+7) 0
Y Y (~1-1) 0 Gd+3
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Pero las condiclones de frontera impuestas en el problema‘

se deben de llevar a la matriz también:

1 0§ =1 0 O0}fes { (9efon)p, ds
0 i -1 Q0 0fle, j(aﬂan)qﬁz-_:_i.s_

-1 =1 4 =1 —1{{ay - -Q =0
0- 0 i ~1t 1 0Olle, 0
0 0 ~=1 0 1)la 0

Como las incbSgnitas son los valores del potencial en los

gt

“nodos: ¢=,¢‘,¢5; sa tiene:

4 ~1 -1 ¢,l —Q. +o,+¢,
-1 } 0 =‘ 0

L7
-1 ] I {9’5' 0

La matriz.C estd dada por:

bk
Bk
i oh i



Como los elementos tienen la misma geometria y las mismas

para hacer el

dimensiones, entonces la matriz anterior es vilida para
&atos; s86le cambia la numeracién global
ensamble,

La nmatriz C ensamblada quedaria:

(& +38) o i+
bv: @ +3) i+ 0
Fe+ds) G+ G+i+d+d) (H+49)
T 0 (1 + ) +3)
0 ¥} Ay 1) e 2

sustituyendo en la expresién siguiente:

x¢+c—§—i€—=t

¥ tomando el tiempo en forma discreta:

(4 1 P21 0)fen, —e.,

I 4 2 0 1{e,,~%,,0

' -.-.’.u-.....;"~--.-.----_-- e —————- g -
+T2—T)—{ 2 2 : 8 2 2 ¢3,|—¢,'{,
PO 2 4 1o, -0

_0 i : 2 1 4-‘ !ﬁ;'] _¢S.0

donde A¢ = ¢‘- q)u.
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Introduciende la condicion 1nicia1, las condiciones de

frontera y un incremento de tiempo de At = 1/12 sa tiene.

12 1 1] {#s, 8.2
IS L{#ead=}|2 4 t[{1})+ {0}
Vo1 - 5) ey 0 T B 2 B R B0 )

donde en las matrices han sido excluidos los valores de ¢
conocidos.
Para el nivel de tiempo t = 1 con un At = 1/12, y

calculande la inversa de la matriz se tiene la solucién:

J ' 24 —4 —47(13} 10914 o, 1, 1)
oa ,[ ?o —4 -59 { } {1,01 = {#(2, 0. 1)
¢5 . —-11 1.01 (2, 2. 75)

Para un nivel de tiempo t=2 con un At=1/6, los valores
calculadoa para un At=1/iz se- sustituyen como las
condiciones iniciales en este nivel de tiempo, y se vuelve

a resolver el sistema, obteniendo la solucién siguiente:

50



®3.1 24 —4 =47 (1234 0.861 o(L 1. %)
P 1] = 1.003} = {#(2,0, %)
ood T lea -t sltessl lios) le@2.d

|
a
Lh
B
{
o
P
0
il

Con el ejemplo anterior se ilustrs la forma practica en
que se aplica el mééodo del‘elemento finito,

En el capitulo siguiente s.xe generalizard el método para
problemas con regiones divididas en m&s elementos, en los

cuales se requiere de un programa de c&mputo.
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CAPITULO V

EJEHPLO DE APLICACICN

En el presente capitulo se dard solucién a la ecuacidn de
difusiédn por el mé&todo del elemento finito yse har& una
comparacidén con la solucién obtenida de la misma ecuacibén

por el método de diferencias finitas.

V.1.- Ejemplos de Aplicacién.

La malla que se utilizé para la aproximacién a una regién
determinada fue hecha con tri&ngulos en el caso del
elemento finito; en el caso de diferencias finitas fue
hecha c¢on recténgulos, como se puede ver en la
Fig.( v.1 ).

En la malla del elemento finito 1los nodos estan en
cada vértice de les tridngulos; en cambio, en diferencias
finjtas los nodos estédn en el centro de cada rectangulo;
por lo tanto,los valores del potencial a diferentes
niveles de tiempo se conoceradn en los vertices de cada
trisngulo y en el centro de los recténgulos estarin los
valores de potencial gue se obtienen por diferencias
finitas.

como se dijo en las secciones precedentes, el tiempo estd

en forma discreta y el At = 1 para todos los ejemplos.
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En los siguientes casos se considerardn las fronteras
abjertas con potencial constante en las mismas.
En este primer ejemplo, ver Fig.(Vv.2), la regién
consta de 145 nodos y 364 elementos triangulares, cada
rect&ngulo tiene la longitud de 2 , por lo que el srea de
cada tri&ngulo es 1.
Las condiciones de frontera y la inicial a las que esté
sujeta la ecuacién de difusidn son las siguientes:

R s a4

+ - -g=20
2 ay’ 3t

g x

é(0,v,t) = 1. , ¢(x,0,t) = 1.

¢(18,y,t) = 1. , ¢(x,is8,t) = 1.

¢u(x,y,0) = 1. 0 s x s 18 0 <y s 18
y las fuentes se encuentran localizadas en cada uno de los
nodos, donde cada una vale Q = 1, El tiempo de simulacién
fue para 10 pasos de tiempo. En la Fig.(V.3) se puede
apreciar uha grafica que nuestra las curvas
correspondientes a cada nivel de tiempo. En 1los nodos
centrales se puede apreciar una calida de potencial mayor
gque en los nodos que se encuentran cerca de la frontera,
ya que é&stos reciben mds directamente el efecto de las
fronteras por su cercania a los mismos. Para ilustrar
mejor el comportamiento del potencial a través de los
pasos de tiempo que se reallzaron en la corrida, se pueden
observar la Figs. (V.4) y (V.5) que corresponden

respectivamente a la superficie que  representa al
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potencial en la regién donde se encuentran los
nodos. La Fig.(v.4) corresponde al nivel de tiempo
t=1, y se puede ver gue los nodos que se encuentran en el
centro de la regién causan una depresiSn mayor en el
potencial, ya que hay fuentes de extraccién en
ellos. En 1la Fig.(V.5) se aprecia gue la depresién es
aln mayor porgue corresponde al nivel de tiempo t=4.
Las Figs.(V.6) Yy (V.7) muestran un corte
transversall de las Figs. (V.4) Y (V.5) y se
observa que la caida de potencial es mayor en el centro,
ya que ahi los efectos de las fronteras se siente menos
gue en las zonas cercanas a éstas (orillas de la regidn).
Para mayor ilustracién de 1los resultados del problema,
se puede observar en la Fig.(V.8) la distribuciédn
de las lineas equipotenciales, tanto para el tiempo t=1

como para el nivel de tiempo t=4.

En la rig.(v.9) se puede ver la grafica
correspondiente al problema anterior, solamente gue ahora
las condiciones de frontera y la condicién inicial tienen

un valor mayor y las dimensiones de los trisngulos se

mantienen iquales:

¢(0,y,t) = 100. , &(x,0,t) = 100.
#(18,y,t) = 100. , é(x,18,t) = 100.

¢D(x,y,t) = 106. O s %X s 18 0sy =18
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Como se puede apreciar, el comportamientoc a través del
tiempo del potencial, tiende a disminuir por el efecto de
las fuentes. En las Figs.(V.3) y (Vv.9) 1las
escalas de las graficas s8lo cambian para el eje
correspondiente al potencial, mientras que los nodos no

varian en su nimero.

En la Fig.(V.10) se ve una gré&fica que representa un
caso donde se disminuyé el ntimero de las fuentes y el
namero de nodos. Las fuentes se localizan ahora en el nodo
1 ¥ en el nodo 49; en la grafica se puede apreciar gue en
tales nodos la calda de potencial es grande: disminuye
aproximadamente a 4. En este caso la corrida se realizé
para 85 nodos con las siguientes condicliones de frontera:

¢lo,y,y) = 10. , ¢(x,0,t) = 10.

$(14,y,L) = 10. , ¢{x,14,t) = 10.
y la condicién inicial:

#,{x,¥,t) = 10. 05 xs14 , O0=sy=21d

para 10 pasos de tiempo. La fuente del nodo 1 es igual a
20. (Q = 20.), ¥ la del nodo 49 fue igual a 20.(Q = 20.).
La Fig.(Vv.11) tiene 1a grafica que representa el
comportamiento del potencial en el tiempo, con las mismas
condiciones de frontera, el mismo niimero de nodos y 1la
misma condicién inicial; s6lo que se cambiaron los valores
de las fuentes; en el nodo 1 Q‘= 10., y en el nodo 49 se
mantuve como en el anterior. En la grifica de

la Fig.({V.1l1l) se ve gue en el nodo une hubke un
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decremento menor en el potencial gue en el nodo 49, debido
a que la fuente del nodo 49 es mayor.

A continuacién se podran observar diferentes corridas que
se realizaron variando la localizaciotn de las fuentes asi
como su magnitud y las condiciones en la frontera; en cada
caso se presentaran las graficas y los valores de cada
paridmetro que intervino en los calculos.

En la Fig.(V.12) se pueden ver los resultados que se
obtuviersn én 7 pasos de tliempo con una condicidn inicial
de 10. El potencialbdecrece en cada nivel de tiempo y del
nodo 1 al nodo 50 aproximadamente, la fuente es mas grande
que en los nodos siquientes; por le que ahi las curvas
nuestran mids caida en el potencial; en cambio los nodos
que estidn después del necdo 50 muestran una menor
disminucién del potencial, va que en é&stos la fuente fue
menor (Q=2), s6lo en el Gltimo nodo la fuente fue de 1
(Q=1)Y se muestra la caida de potencial. En los nodos del
1 al 50 la fuente fue de 4 (Q=4).

En la Fig.{V.13) se puede ver la localizacién de las
fuentes en la malla que consta de 113 nodos, con potencial
costante en las fronteras.

En la TFig.(V.14) se puede observar la grafica con los
resultados de una corrida para 5 pasos de tiempo, con una
condicién inicial de 20 (¢0=20) y una malla de 145 nodos
con un potencial en las fronteras constante de 20.

Ahora las fuentes de mis valor se locallzaron en los nodos
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de la segunda parte superior de la malla, ver Fig.(V.15);
las fuentes tienen un valor de 5 (Q=5) en dichos
nodos.

La Fig.(V.16) muestra 1la grdfica que corresponde a
las condiciones siguientes: el potencial inicial fue de
100 (¢°=100), el potencial en las fronteras fue de 100.,
con valores en las fuentes de Q=60 para el nodo 1 y Q=30
para el Gltimo nodo; en este caso también las fuentes se
localizaron en la forma gue muestra la Fig.(v.15) con
145 nodos y 5 pasos de tiempo en la simulacién,

Los casos anteriores tiene diferentes condiciones de
frontera y diferentes condiciones iniciales; el ndameroc
varié, asi como 1la 1localizacién de 1las fuentes. E1l
objetivo de los ejemplos anteriores fue ilustrar la forma
en gue se comportaba el potencial a través del tiempo
resolviendo la ecuacidén de difusién por elemento finito,
con ciertas condiciones especificas; las corridas en la
computadora se hicieron para diferentes niveles de tiempo,
como se puede apreciar en las gré&ficas, donde cada curva
representa los resultados a un nivel de tiempo

determinado.
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V.2,~ Comparacién con Diferencias Finitas.

En la presente seccién se mostrardn diversos casos en los
cuales se resolverd la ecuacién de difusién , tanto por el
método del elemento finito como por diferencias finitas,
para comparar los resultados.
En la Fig.(Vv.17) se puede apreciar 1la numeracién que
se propuso en cada método para identificar a los nodos en
las mallas respectivas; como se puede ver, la malla
correspondiente al elemento finite tiene m&s nodos (uno en
cada vértice de los triangulos); por las dimensiones de
cada recténgulo en diferencias finitas, en cada uno puede
haber cuatro tri&nquloes .
Lo anterjor se debe considerar para comparar 1los
resultados arrojados por cada método. Para mas detalle del
métqdo de diferencias finitas ver el apé&ndice( A).
El primer caso que se muestra resuelto por los dos métodos
es el siquiente: come en los casos anteriores se trata se
resolver la ecuacién de difusién :

¢ a% 3¢

+ - -Q =0

8 x° 8yt at

con determinadas condiciones de frontera y determinadas

condiciones iniciales.

74



En la Fig.(V.18) se puede observar la grafica que
representa los resultados obtenidos por el método del
elemento finito y en la Fig.(V.19) se pueden ver los
resultados obtenidos por diferencias finitas; para este
ejemplo las condiciones fueron iguales en ambos casos: la
condiciédn inicial fue de 100 (¢,=100), el &rea abarcada
por ambas mallas es la misma. la presitn fue constante en
las fronteras con un valor de 100, con un valor en la
fuente de 160 en el primer nodo de cada malla,
y con 10 pasos de tiempo para ambas corridas. El nfimero
de nodos es lo Gnico que difiere; en elemento finito son
113 nodos y en diferencias finitas son 64 nodos; pero
ambas mallas cubren la misma &rea.

Como se puede ver en la Fig. (V.18), el comportamiento del
potencial enh el primer nodo gue es en donde esta la

fuente es muy similar en los dos métodos.

En la Fig.(v.20) se observa la grafica con los
resultados obtenidos por elemento finito, y la Fig.(V.21)
corresponde a los resultados obtenidos por diferencias
finitas. En ambos casos 1la corrida se realizé para 10
pasos de tiempo, con las siguientes condiclenes: el
potencial inicial fue de 100 {¢,=100), el potencial en las
fronteras fue de 100, y en lo Gnico que fueron diferentes
es en el nGmero de nodos; en elemento finito fuerén 113
nodos y en diferencias finitas 64 nodos. Hay que subrayar

que a pesar de que son diferentes
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en el nGmero de nodos en ambos casos la malla abarca la
misma 4&rea y por lo tanto se pueden comparar los
resultades. Hubo dos fuentes para ambos casos; la primera
estuvo localizada en el nodo 1 de cada malla con Q=160 y
la segunda, localizada en el filtimo ncdc de ambas mallas
con Q=-250; es decir en el primer nodo existid extraccidén
¥ en el tltimo inyeccién; por 1o que en el nodo 1 de ambas
mallas hay un decremento en el potencial y en el Gltimo de
cada malla hay un incremento (Los signos de las fuentes se
tomardn (+) para la extraccién y (-) para la inyeccién).En
la Fig.{V.22) se puede ver 11a colocacién de los nodos en
ambas mallas. La Fiqg.({Vv.23) que corresponde a los
resultados obtenidos por elemento finite y la Fig.(V.24)
que corresponde a los resultados de diferencias
finitas muestran en tres dimensiones la superficie gque
representa al potencial en la Gltima etapa de tiempo
(£t=10). En 1la primera figura se puede apreciar la
depresion que se forma en la superficle (potencial)} donde
se encuentra el node 1; y en contraposicién se puede
apreciar al fdltimo nodo, donde la superficie muestra un
levantaniento, ya gque ahf se estid inyectande. Lo mismo se
puede apreciar ©para la Fig.(V.24) que corresponde a
diferencias finitas.

La Fig.(Vv.25) muestra las 1lineas egquipoctenciales del
ejemplo anterior, tanto para elemento finito como para

diferencias finitas; en la figura se puede observar que
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hay una gran semejanza en la distribucién de las curvas de
igual potencial a través del &rea que cubren las mallas
respectivas, lo que indica gue los resultados de ambos
métodos son muy similares.

Antes de presentar algunos ejemplos mi&s para ilustrar
mejor la comparacién de los métodos, cabe resaltar gque las
matrices que se generan tanto por elemento finito como por
diferencias finitas son totalmente diferentes, En
diferencias' finitas en el caso de dos dimensiones 1a
matriz serd siempfe pentadiagonal; mientras gque en
elemento finito la matriz incrementa sus diagonales a
medida que crece el nimerc de elementos en cada direccién;
ademds en este Gltimo método las matrices son de mayor
orden porque es mayor el nGmero de nedos. En la
comparacién se cubrié una regién con un &rea iqual para
los dos métodos, lo que permitié comparar resultados.

A continuacién se presentan ejemplos diversos con
gr&ficas que muestran los resultados obtenideos en varias
corridas.

En las gréaficas se puede apreciar gque hay una gran
similitud . en el comportamiento del potencial en 1los
diferentes niveles de tiempe por ambos métodos. En las
Figs.(V.26) y (V.27) se puede ver el comportamiento del
potencial en 10 pasos de tiempo. En la Fig.(V.26) se puede
apreciar la corrida para elemento finito y en 1la

Fig.(V.27) se puede apreciar la corrjda para diferencias
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finitas; en ambos casos las condiciones fueron las
siguientes: en el primer nodo hay una fuente de extraccién
de 160, y en el Gltimo nodo hay una fuente de inyeccién de
250, con una condicién inicial de 100 (¢o= 100), ¥y
potencial constante en las fronteras de 60.

En las Figs.(V.28) y (V.29) se muestran respectivamente el
conmportamiento del potencial tanto para elemento finito
como para diferencias finitas; aqui 1las condiciones
fueron: envel primer nedo, en la fuente hay una fuente de
extraccién de 20. y en el dltimo de 250, la condicién
inicial es de 100 y la potencial en la frontera de 40.

En los ejemplos anteriores la malla es del mismo tamafio, y
se puede observar también gque el potencial en la frontera
es menor que el potencial inicial, por lo gque las curvas

en las gr&ficasg tienden a decaer mis rdpidamente.
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CAPITULO VI

PROGRAMA DE COMPUTO

El programa de cSmputo se realizé en el lenguaje de
programacién FORTRAN 77 del compilador del sistema
GOULD NP-1; se seleccioné dicho 1lenguaje por
considerArsele el mejor para operaciones numéricas, A
continuacién se presenta un diagrama de blogques del

programa, asi como el listado del mismo.

VI.l.- Caracteristicas del Programa.

‘'Los datos que se le tienen gque proporcionar son los

siguientes:
-- tiempo de simulacién.
-- nGmero de celdas en ambas direcciones.
-~ las magnitudes de las fuentes en diferentes
posiciones de la malla.
-=- la condicién inicial.
-~ el potencial e:l las fronteras.

El orden de las matrices que genera el programa por medio
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de un algoritmo (diseflado especificamente para eso)
depende del nGmero de nodos de la regidn estudiada.

El algoritmo que genera la matrices K y C requiere
solamente el nGmero de elementos que serdn en ambas
direcciones, y a partir de este dato genera dichas
matrices; también genera un vector que corresponde a f.
Para resolver el sistema de ecuaciones 1lineales gque
resultan de la aplicacién del metodo del elemento finito,
se utiliza-una subrutina gque calcula la inversa de una
matriz, dque resuelve satisfactoriamente el sistema;
también se ocupan subrutinas auxiliares de multiplicacién
Yy suma de matrices. Posteriormente en un cicleo iterativo
se calculan las incégnitas (valores del potencial en cada
nodo) a través de cada nivel de tiempo; estos resultados
los guarda en un archivo para que después se prasenten en
una gr&fica, donde los ejes corresponden a el potencial
contra el nimero de nodos, lo gque permite observar el
comportamiento del potencial en cada nivel de tiempo en

los diferentes nodos de la malla.
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DIAGRAMA DE BLOQUES

DIMENSIONAMIENTO DE ARREGLOS

LECTURA OE DAYTOS

aAt=d

IMPRESION DE DAYQS

ALGORITMO QUE GENERA
LAS MATRICES QUE REPRESENTAN
LA MALLA GENERADA EN DOS
DIMENSIONES (x-y)} A LA MATRIZ
DE DISCRETIZACION DEL TIEMPO

SUBRUTINA
QUE SUMA MATRICES

SUBRUTINA QUE CALCULA
LA INVERSA DE UNA MATRIZ

)
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el do71 k=1 ns >

SUBRUTINA
QUE MULTIPLICA MATRICES

SUBRUTINA
QUE SUMA MATRICES

SUBRUTINA
QUE MULTIPLICA MATRICES

RESULTADOS

RESULTADOS
EN PANTALLA

FIN
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c234557
DIMENSION AC150, 1502, B(150, 150), X( 150, 150, V{150, 150), {150, 150)
®, 300150, 1307, sures(150, 150), cas(1350, 15Q), sur(150, 150},
#sural(130, 150)
<

ee
CORROOBIBED ceeed ARABE PYyatn Seand BAOLIRBRED ee
ceeete&eeeeeccceeeceeecellcecen eeqesae eece ee geeeee
(4 PROGRAMA DE COMPUTO EN LENGUAJE FORTRAN
c QUE RESUELVE LA ECUACION DE DIFUSIDN POR
c EL METODO DEL ELEMENTO FINITO: TOMANDD
< EN CUENTA LAS CONDICIDNES INICIALES Y LAS
¢ CONDICIONES DE FRONTERA, AS! COMD EL TIEMPO
[ EN FORMA DISCRETA
Ceea (] RRERRERRRRR GREQRRRIERRER
ceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee@eeee@eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
cereers eeeeeeeeteerpeereeeceeeer
PPV ~n ~ PUUDPIRDPPDR
CAAAAAAAAAAIA ~ A A A A b AANAANAARNIPI NS
print+, ‘dame tiempo total de simulacian”’
Tead (3, #)tot
at=3.
ns=tot/at
printe, “dame el numero de celdas en ambas direcciones”’
read {5, #in
prints, ‘dame fuentel{ler nodo)’
vaad(S5:#}abc
prints, ‘dame fuentel{esquina)”’
read(S. w)abei .
print%, ‘dame fuente(varios nodos)”’
read (S, #)abece
prints., “dame Fuence(ultimo nodod
read (3. #)abcd
print®, ‘dame fuente nodo central*’
reaad(3. #)ab
prints, ‘dame la condicion inicial’
read(5 #)asd
print#, ‘dame el potencial en las fronteras’
read(5, #)as
L4 REERRRRRABARER RSN BBRRERERERBERAEERR AR R AR R SR AB AR R AEERERRR G
< 'ﬂ""I'*IIIII}NIﬁﬂ’ﬂ**&."ﬂl‘I.*CI!Q*Q'.”'II‘Q}‘Q_‘Q.'.QQ.Q
[4 mesnnsdsus  Algoritmo que genera 1as matrices sssssssvsens
c NEERRRBES R que representan la malla generada ®amssevsanns
c 2222223223 en dos dimensiones ¢ X - Y ). y P I T Y
[3 rRERNRERRR la matriz de discretizacion del L g e
4 LXI XTI 2] tiempo_ . WERRAP RS
T 'QQ'*il*lllRl*’ﬁli'l'i&.ﬂ.ﬂﬂ..!*Ii'lﬂﬂ'i.'“i_l.ﬂNCIQltib'."-
14 HRAERAR AR BERRR AR R AR B R BB RRREF R UL RR AR BERARARRGIE AR AN U CART RS
4 crrCcCccLccecccecoCcoeEceocceccccCccccecccocccgcelcoecccccanecccace
¢ - diagenal principal y wvector de condiziones iniciales.
c CCECCECECEECCECCECCCCCCECLCCCLCCEEECCECCCCCErecCceEcescece

do 1 i=1, nees{n=—1)eel
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ARF 22 07:56 19927 ele

htofinite, f Page 2

LAl gelYem]y :
SN X VPRI L BE S-S b HEy
€4y, )¥=8, 26,

Dy, L)=dras-adel

eiseifl; eq. 1) then
aly, j+20ila—y,
alj,)e)=0,
c{1)¥2%i)md, /32,
{1, J+11=0,
cCyy 3328, /6,
ply. 11=3ras—abc

elseif(y, eq (inwnd= {i~1))dithen
at e g41t=~1.
aly, j+awid=—1,
clyr3+1)=2, 712,
cty, g+anid=2 712,
cCye 3)¥=4. /4,
bey), t)e2ras—abet

elseift) eq. (iva2))then
atyr g=1)=-1,
aly, y+2wide~1,
ct g g~13m2, /12,
ey, J+2#i0=2 /12,
€l 3)=8. /6
(. 1)= as-abef

elselfli, aq. nithen
acly, 13¥=~1,
aty, tr=-g,
al g, J+290i=1) )=y,
adg, j~2eli=l))=~1.
cly. gr1d=2, 712
clye g=11=2. 212,
cly, 5+20ti-111=2, /12,
Cty, g=2eCi=13)=2, 712,
clye)y=d /b,
by 11=0. ~abef

else
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A}, y+l)m=g '
alys g=1)m=1;
3010 +Qeli-1)42)m~1,
calys J-2eli=-1))=-1,
el g el )= 12,
Ce et e y=1)mQ, /12,
6l s J+28(i-1)4+2)m2, /12
ety y=2elim1))n2. 712,
‘el)s JI24, 26,
b{j. 13m0, ~abce

end if:

. 19((1-12-20(i 1)+l . le. iee2-5). and. (j. ge. iroR-2n(i~1)
&+1))then”
iG(J.eq.a)thcn
€4 s g+20({=1142232, 792,
cly, J+24Li-1)+13=22 12,
c{y, 3)=B, /5.

elseif(). eq. nee2=1)then
clye g4200i-1)-1)m2d /12,
€y, 3-24({-1)2-1)=2, /12,
cly, 3)=8, /6.

elseif( ). eg. n#e2—28(n-11+1) then
cly. J+200i-1)42-13u2, /12,
el)s 3=2rti-1)+1)s2, /12,
cly, J¥=8. /&,

elseift). eq. inw2=-3«a({i—1)+1)then
€l J¥240i~1)1+2+1322 /12,
€(), J420(i-1)42-1)m2, /42,
(g, J=2%(i=1241)=2, /12,
cly., ))=B. /4

elseifly eq. ins2=1)¢then
cly J¥2e(i=13+3)=2 /12,
clry+28(i-1)+1)=2 /12,
el g-280i-11-1)=2, /12
cty, 31=8, r6,

end if
end {Ff

ifline2-2e{i—1)+3 le. ive2 Ythen
LF0C) eg. ieel-2a{{-1)+J4ncont}. and, (4, le. ise2-3r)then
neontencont+2

i#¢i. eq. ndthen
cf g, Je2uLi-1)+1)02, 212,
£y, Je@nli-1)-1=2. /12
cl g J=28(i=1)+1)=2 /12
ey, J~288i-1)-1)=2. /12
cly, J¥=8 /6
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else
€l 30 gr20(i-11+2+1)=2, /12,
el g y+2uii=1)+R~1)m2, 712,
el o J=2ali=1}+1)=2, /12,
cl e ~wli=1)=13=2 /12,
clgs $)=B. /6.

end if
. end if
end i¢

cantinuve
continue

CCCC(CC(:CCI:CCCCC:CIIICEC!CcCCECf.t¢C:CCCC:CC:CCCtCC:CCﬁCCCCCCCECC IR

segunda parte del algoritmo. )
::::ccc:ccccc:::cccccc:cccc:cc:crcccc:ccccccccccccc:c:c:: :cc:

de 48 i=2n
ncon=0 ' :
do 35 J-nﬁ~2+(n—l)-!2—(n-i+l)¢¢2+lan~-2+(n-l) *.
LFC ) eq. (nwa2+in-1)ue2) dthen i
at ), J~2%(n=ivi) o=},
€ J-Re{n-i+1) 32 /12,
el 3)=8, 16,
h(;.])-atas—abcd

elseifly eq. (n‘~2+(n—l15&2—(n-i*1)&¢2*1))thtn
al e p+lye=-y, )
aly g=2ntn~{+1))s=t,
Clys y¢1)=2, /12
clyy p=2eln~-i+1) =2, /13,
[ASTRI L VSN
by, 1)m2eas—abet

elseif{}). oq. (ne»ede(n=1) —{2%(n—i)wsR) /D) dthen
al gy y~1)=—1. .
at ), =28 in~i+1))==1,
<€y, -1)=2, /12,
el y~20Cn~i+12)=2. 712,
oty j)=4, /6.
8¢y, 11=2nas-abet

eise

aCy, yri)r=-1,

al g y~1)m~1.

al g, 20 in~i}i=~1,

al ), J~2ain-i+1)3=~1,
Te (g yr1¥nm2, 212,

g =1)m2, 712,

Th g ¥R In=-111E2 712,
€0y y=2%{n=i+121=2, 712
¢ty Jma, 28,

b4 3. 1020 ~abc#

100




ApT 22 09: %6 1992 elementofinito. £ Page 5

end if

ifinee2ein=1)aud-(n=is1)esds+y, le, n'-2+(n—l)~'"
&- {n=i)ead-1)then -
) PPy e awa2+{n—-1)2ed-2) then
Torelye J=Reln=i+1)+8)=2, /12,
clys g=2o(n=i+1)-1)=2, /13,
clye 3¥=B. /6.

elseifiy. eq.n~-2+(n-1)ur2—(n—i*l)<¢2¢1v1)then
clgs g420(n-i)«1)=2, /12,
el e =% (n—i+t)+1)=2, /12
el jo g=20in—-i+31-11=22 /12
ey g2=B. /6. .

e!seiF(J eq. nee2+{n=§) ea2=-{2% (n-1 Ju82/2)-1)then
clyy g+@u(n—-1)-1)m=2, /12,
€l g, J-2%in=i+1)+1)=2, /12,
clye J=2%in=i+1)-1)=2, /12,
cty. 33¥=B. /6.

endif
endif

TP a2+ {n=1 ) ##2~(n—1+1) 8224143, 1. n#%2+(n-11 %82
Y-{n—id)waZ-1-3)then
ifl). eq. nasdein-1r082={n=i+1)ue2+i+3+ncont-
& and. ), le, neta2+{n~1)and=(n={i) #e2-1-3}then
ncent=ncont+2
€y, J42ein=-{)+1)m2, /12
€y, ) +20i{n=-i)~1)a3, /12,
c{J, J-2uin=i+1)+1)=2 /12,
c{y, g=2nln—i+1)-1)=2, 712,
€y, JImB. /6.

endif
endif
b1-] continue
44 continue

0{43: 1)=0, —ab

nEnRE2+in=1)ee2

men
do 4 i=nlin
do 4 g =i;n
4 cas(i, 3)¥=cli, j)mat
ts=0, 0

call madita,cas, sures.mn)

call minvi(sures,n,y)
[+ ceccecececcecceececceccecceecececLceceeeceEecsaecceccceccecesceeece
< eagefeeeceeacace comienzan iteraciont:. @RRI4LGLRLAGRIALEEAL
3 [ Y T e Y Y A T A Y Y Y I T T T T
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do 71 k=l.ns

ts=ts+at T
prints, ‘etapa de tiempo=‘’, k, ‘tiempo de sim. é_'.‘ts
call wmatmuicas, ap.sur.n.ns 1) < &
call madit(sur,sb, surasn. 1)
call matmuiy. sura.x.n.n. 1)

do 22 i=l.n
write€s, 3i.2045,1)
pyd ’ continue B
- a3 : ) format(7x. ‘potencial en el nodo .‘M fem e

open{i, file="tez ")
do 46 l=l.n
write(1.#)1, xt1, 1}
4s continue
writell, #)"\"_\"*
do 91 i=1.,n
aoldi., 1)=x(4i,1)
a3 continue

7 continue
closely)

prints, * vesultados en la vitima etapa de tiempo’
da, 17 i4=L.N

17 . . writeld, 993i). X410, )
99 format{10X, ‘potencial en el nodo’, 14, '='.F9, 4)
211 print#, ‘se termino la simulacion. ‘
210 stop

END
c ceecceceeceaececcecceeeccceececcceoecceceececcececeeccceccece
[4 ccCctceccoceccece subrutinas cceeeccececccocccece
< B ol ol of od o oY o of 4 ol of of o o of o ol e o o o X o o ol o of o o 0 of od o o o o sl o ol ot o ad ol o o od o ] wd o o ol o
¢ CCCCCCECECELCECECECECECECCEOCCCCECCECCECCELEeCECECCCEcec
< subrutina inversa de una matriz.
[ CCECCCCCECEeECeECEeCCEeCECeeCeCEEECECECCECCEcECECECeeret

SUBROUTINE MINVTLY. B X}
ESTA SURUTINA CALCULA LA INVERSA DE UNA MATRIZ N POR N
DIMENSION X{(150.150), ¥{150,130)
NC=Nw
DO L0 IT=1,N
B0 10 JT=L,N
XCIT. JTr=Y(IT, UT)

10 CONTINUE

3

D0 40 I=1, N
D0 40 J=1,N

JOHN= =N
IF(1-420, 30. 29
.20 X(T, JOHN)=0. O
U G0 TO =0
30 X0l JOHMNY =1, ©

102



Apr 22 0F: 36 199Q elementofinita. £ Page 7

40 . : . CONTINVE

DO 180 L=, N
L=l
NET=L+1
. . TFINST~NI S0, 50, 30
50 . DO 70 I=NST.N .
. B T IR LABS X LM, LY ) ~ADBSIX (1, L) ) )60, 70, 7O
R L=l :
- 70 CONTINUE . o ) S
[={+ BRI IF(ABSCX (LM, L) 1=+, OE~7150. 90, 110 TR e
e . PRUEBA, EL. TAMAND DEL PIVOTE ) :
BT N : PRINTs, ‘EL. PIVOTE ES PEQUENG Y ND HAY INVERSA
e RETURN
110 IF (LM~L) 120, 180, 120
120 - : DG 130 J=b, NC
XLeX L, J)
LN JYmXCLR, )
7130 : X (LM JysXE
140 XLeX (L, L}
XL, L=l O
DO 150 J=NST.NC

150 . RLLa SraXil, JI /XL
. 0O 180 1=1,N
IF{1~L)140. 180, 140

1£0 Xt=X(I, L)
. . D0 170 J=L, HC
170 X{Te SIeXUT, S)-KLaX (L, B
180 CONTINUVE
1CmN+1

B0 190 t=i,N
DO 190 J=1C.NC
JXed-N :
190 XTI, JXImX (T, )
RETURR -
END R

cccccecereccccetLccececCccLoccecegcececacccdcdrcecacenciceceeeeccccecceecee
[ ESTA SUBRUTINA MULTIPLICA rATRICES
I N 1 Y o A 1 N A X L T A Y Y A S Y Y I 113 1 7 7~

SUBROUTINE MATHULA, D. &) My Na K)
C A#B=C DONDE: A ES M PORN Y B ES N POR K'Y C €5 N POR K
DIMENSION AL150, 150}, B(150, 150, {150, 150}, D( 150, 150)
DGO 20 Ie=l. R

DO 20 U=1R
X=0,Q
D0 10 L=1.N
10 X=K4+H{1, L1aD(L, K
< Pll. JI=t

00 30 =1,

DO 30 J=1.W
a0 - SRV 1S ORVE]

RETURN
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END

£ICCECrEeCCEEerCECeciEtcCCrrEteCeracceCeErcELcceLLreccecceeces
t subrutina parva sumar matrices c=ash
BT 13 ¥ 3L A Y I N A L T T Y A T 2 Y T A 1

subrovtine maditi(a.b,c.om. n?

dimension al150,150),b{ 150, 150)::‘150:150)
60 5 imf.m

do 33=1.n
cli- yr=all, Ji+hti, 3
return
end
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CAPITULO VII

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Al comparar los resultados obtenidos por el método del
elemento finito con los resultados obtenidos por el mé&todo
de diferencias finitas, se observé que son muy similares.
En el capitulo V se presentaron resultados de varias
corridas con diferentes condiciones de frontera e
iniciales y se colocaron fuentes en diferentes nodos, para
ver el comportamiento del potencial a través de diferentes
niveles de tiempo; los ejemplos de dicho capitulo muestran
dque tanto por elemento finito como por diferencias finitas
los resultados son muy similares.

En el ejemplo que se ilustra en las Figs.(V.20) y (V.21)
se pueden comparar los resultados para ver en forma amplia
el problema gque se resolvid; las Figs.(V.23) y (V.24)
muestran en tres dimensiones la superficie que representa
al potencial en la regidén estudiada, Las escalas en las
graficas en tres dimensiones se conservan iguales en ambos
casos y se puden ver que los resultados son muy similares

y por lo tanto satisfactorios.
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Otros ejemplos se presentaron donde se resolvio la
ecuacidén de difusi6tn para diferentes condiciones, variando
la posicién de las fuentes y la comparacién de resultados
fue satisfactoria. La aplicacién de los métcdos antes
mencionados da comoc resultadc un sistema de ecuaciones
lineales, cuyo nlGmero de incégnitas estd determinado por
el nimero de nodos en la malla propuesta.En las secciones
precedentes se mencioné que en el elemento finito se
dividié la'regién estudiada en trisngulos , mientras gue
para diferencias finitas, en recténgulos.

Las matrices que representan los sistemas de ecuaciones
lineales son completamente diferentes, tanto en su orden
come el la disposici6n de las diagonales de las mismas;
para dos dimensiones la matriz que resulta en diferencias
finitas es una matriz pentadiagonal; en cambio en el
elemento finito conforme crece el nlmero de elementos en
ambas direcciones el ancho de banda de la matriz aumenta.
En ambos casos se realizaron corridas de prueba, donde se
le dio valor nulo a la fuente,es decir , no exitié ni
extracci6én ni inyeccién, y el potencial a través del
tiempo permanecié sin ningun cambio, lo que indica que el
sistema estaba en equilibrio y 1la igualdad se cumplia,
dando a través de todos los niveles de tiempo el potencial
inicial, Se debe subrayar el aspecto de gue los sistemas
de ecuaciones generados por ambos métodos cubrieron la
misma Area; aungue en le método del elemento finite

proporciond més valores del potencial, ya que é&ste
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proporciona el-valor:de tencialien el vg#;i_e:qgfcgdé

eigmento triSngdlai,fio que’ permite éyo: exdgﬁi@ﬁd{‘;

Conclusiones.

La comparacidén de los dos métodos dio resultados muy
similares, lo que indica que la soluciédn de la ecuacién de
difusién por el método del elemento finito fue
satisfactoria; por lo tanto se alcanzd el objetivo
planteado inicialmente.

El propdsito de utilizar el método del elemento finito
para resolver la ecuaciétn de difusidn fue el de buscar
nuevas alternativas para atacar problemas de Ingenieria de
Yacimentos egdonde se dgeneran ecuaciones diferenciales
parciales que describen el flujo de fluidos en medios
porosos.

Las ventajas principales del método del elemente finito
son las siquientes: permite ajustar una malla a regiones
en el espacio de forma compleja, ya que se puede disefiar
una malla en tri&ngulos de diferentes tamafios gue cubra
una &rea de interés; la afinacién de la malla puede ser
muy dgrande, y en zonas especificas se puede afinar 1la
malla tante come se quiera para tener valores del
potencial més exactos , y se puede obtener una solucién

continua a partir de los valores nodales gue obtenemos en
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diferentes tiempos, ya dque las funciones base en
combinacién con dichos valores generan un polinomio de
aproximacidén en funcién de las coordenadas espaciales, lo
cual permite conocer 1los valores de) potencial en zonas
donde no exista un nodo.

En este trabajo en particular se pueden obtener polinomics
continuos en el espacio para cada At, ya gque como Se
menciond anteriormente, el tiempo s8e discretiz6. En
trabajos pésteriores se podrd tomar el tiempo como una
variable independiente y se logrars obtener un polinomio

que represente la solucién continua en espacio y tiempo.

Cuando hay mds caminos para resolver un problema, mejor
ser8n los resultados que se obtengan, pues se tendrén
elementos de juicio para escoger un método adecuado a las
exigencias de un problema concreto. Proponer un camino
fue la finalidad de esta tesis, para que
posteriormente se utilice este m&todo (elemento finito) en
los problema de Ingenieria de Yacimientos en que se

requiera,
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€ o Z X m o0 o »

AZ
aY
AX
At

NOMENCLATURA

Area.

Matriz de discretizaci6n del tiempd.
Elemento finito.

Vector.

Matriz espacio.

Funcién base.

Tiempo.

Término de adicién o extraccién de masa,

LETRAS GRIEGAS.
Potencial.
Viscosidad.
Porosidad.

Longitud vertical.
Longitud en Y.
Longitud en X.
Intervalo de tiempo.
Densidad.

Regién.

Término de frontera.
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(3¢

5¢

Ly Je

¥, 8,

3

Increpento del funcional.
Incremento de la funcibn.
Funcional general.

Coeficientes de la funcién base.

Constante de propiledades.

SUBINDICES Y SUPERINDICES.

Nodos.

Posicién en la matriz generada.
NGmero de nodos.

NGmero de funciones base,

Elemento finito.
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APENDICE A
METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.
La ecuacién de difusién es una ecuacidn diferencial
parcial continua, que se puede transformar a una discreta
utilizando el método de diferencias finitas; este método
consiste en sustituir las derivadas parciales de 1la
ecuacién por su equivalente en diferencias finitas, 1las
cuales se pueden obtener por medic del polinomio de
Taylor.
La ecuacién ya discretizada permitiri determinar los
valores de la variable dependiente en puntos discretos en
espacio y tiempo. En el espacio se utilizar&n diferencias
centrales y en el tiempo, regresivas. El polinomio de

Taylor se define de la siguiente forma:

£(x) = £(b) + (x-b) £r(b) + (x=b)}% £77(b) + vvuvunrs
2

A partir de la expresién anterior podemos aproximar las
derivadas parciales.

Siguiendo la expansitn de Taylor hacia adelante y hacia
atrés:

B(x,,,)=p(x +hx)=¢ + Ax gg I + ax® d%p
X dxz

2
1 2 1+8x (A.1)

=3 (x —Ax)=d —Ax d + ax® a®
@(x,_,)=¢(x, ~8x) =9, X£ |l ’z‘—d;;L lloAx (A.2)
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Sumando las expresiones (A.1) y (A.2)4 y despejande la

segunda derivada:

a?e | by 28+ 9,
ax® I A ¥

n+l n
gjé 44y,
A e

De forma aniloga para la direccidn Y y reuniendo términos:

n
-1

¢no 1 . ¢n01

n n n
¢ ~2¢ + ¢ 1.4 %y

n
1.J¢1 1, 3=1 ¢101..| 2¢|.]+¢

Ay2 sz

Ae
(A.3)
Aplicando la Ec.(A.3) en una regién determinada , se genera
un sistema de ecuaciones lineales, que en dos dimensiocnes

da origen a una matriz pentadiagonal.
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c234567
IHPLICIT REAL+B(A-H,0-2)
DIMENSION A(1350, 150).,B(150). X(150), Y1150, 150}

(3 i dd i dddbittdtttttittittdbttttttttdtddttittiaded it AT LI LIRS 1 2 1 0
CHEESISERNSHASSUISESRESNNESSERENISERBEESISEISISSSTEIIUSSESLESISISIESS
CESSEESENSSSSEESSASEISEESEBNNEIESESRBAIBEBEI4SSISBIEEESLBEEEEtSESEeS

PROGRAMA DE COMPUTO EN LENGUAJE FORTRAN
QUE RESUELVE LA ECUACION DE DIFUSION POR
DIFERENCIAS FINITAS; TOMANDO En CUENTA
LA CONDICION INICIAL Y tAS CONDICIONES
DE FRONTERA.

noOoOn

CEIREEIERLEASEEISIEIENNISEEEESESELESRFSISSRTCIENTISISETEEISUESEIESEESE
c“lOil“"iitttﬁSt‘it'l‘G‘t‘”t.l‘ﬁ‘t“’:‘ilt“‘tt“i‘tt“t‘ltttstitii‘
CESSSISASSIRLSISSESEESSSSSSEEEINISESSEELEESIESSSEEEESESSTEECISLSEESES

printe, ‘orden de la matriz”’

10 READ(3, =)N
IF (N-99)30.210,210
30 M=N

print#, ‘copdicion inicial”’

read (5. #)pi

prints, ‘presion en la frontera’
read (3, #)pii

printew, pi

print#, ‘long. de calda’
read (D, »)ax

print#,. ax

print#, ‘fuentel: + axtraccion’
Tead (5. #)q

printe, q

print#, ‘fuente central nodo’
Tead (S, wigp

print®, qp

print#, ‘fuente2: + extraccion’
read{35, #)fuentea

printe, fuentea

print#, ‘fuenteld: + extraccion’
Tead (S, #)fuenteb -

print#®, fuenteb .
print®. ‘fuentesd: + extraccion”’
read{3, »iqu

print=, qu

printe, *tiempo de simulacion’
. Tead(5, #ittot

prints, ctot

print®, ‘numero de celdas en 1
read(S5, )i .
printe, ji

print®, ‘numera de celdas en y*
read(S. 2}ii1

printe, iii

~

.
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at=1,

ns=ttot/at
{lmsiieify
iktaii

c fuente = g#vis/{h%per)
fuente=—-q
c alts = 119, S46e{porevisecmpraxeax)/(pereat)
: alfamazwax/at
ara=-alfaepi

CCLLCCCCCCLCCCCLCECCCCCECECCECCECCCECCCCCECCCioCCCCCCeete
CCCCCCCCCCTCCCCLeCC  formacion de la matrir CCICCCCCCCCCC
[ o] ol sl ool o of o o of o o of o o] o o of of o of i W o o o of i o3 of o oL e{ { o o o o o of L o Lt o] o{ o o of o o] ol {3

ano

CCCCCCCCCECECECCCLCtCCCTCCCCECCCCCECECCCOCELCTCCCECCLecece
Llenado de 1a Diagonal Principal ()
CCECCCECCECECCEECCECEECCECaCCCCECCoNCCCCCECLLLECCCCaeecec
nr = ii

Oo0n

Atlal)==(4, +alfa)
Bl1)=-2epii+aza-fuente
do 32 (=2, ii-1 :
A{i,i)=-(4. +alfa)
. Bl{i)=-pii+aza+fuentea
<4 . continue
- . Atil, ji)=~(4, +alfa)
B{ii)=-2#pii+ara+fuented
iqf=iii
do 735 j=i,iqf-2
Alif+t, li+1)=—(4, +alfa)
Blif+1)=—pii+aza+fuentec
do 205 i=ii+2, ij+iqf-1
’ L Ali, )=~(4, +alfa)
201 : B{i)=0. +ara+fuentec
. : X Alii+iqf. 1i+iqf)=—(A, +alfa)
Btii+iqf)m-pii+aza+fuentec
B ’ 1i=ii+iqF
73% | continye
Alifi+l, ii+1)=—(4 +alfa)
Btii+1)=—2«pii+aza+fuentec
do 401 i=ii+2, ilm-1
All,i)=—(4 +alfa)
401 Biit=—pii+aza+fuentec
ACilm, iIm)==(3 +alfa)
Btilmi=—3epiivaza-qu
B(73)=0. O~qp

[a]

cccetcecoeeccececLececCcceccaccccceccoccceececcceccccsecececceceeec ©
Llenado de la Diagonal Superior [+1KI (D)
[ 1 33 L A 4 Y S N L o Y X T I L 1 1T Y1 T 2 4 1.1
do 33 i=l, ilm-ii
Ali,ivikidm]

ann

il6
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ke . continue

c - c:cc::cc:::c:::::c::c:c:::c:c:c:c:cc::ccc:c:::cccc:ce 13
[+ tlenado de la Diagonal Inferiror I+«IKI (E).

c X ’c:cc:cc:c:cc:cc:cc::c:ccc:ccccc:c:c:cccc::c:c:ccc:cc: C

do 34 i=1, fim-ii i
ACl+iki, idng,
4. 0 continue
:ccccccccccccc:ccc::ccc:c:ccccc:cc:cccccccc:ccccccc:ccc:
Llenacdo de la Diagonal Superior I (A) -
c:c:::c:c:ccc::ccc:cc::ccc:cc::c:c:ccc:c::cc:cc::cc:c::::ccc
. 1koiig
R - do 4 i=1, jlm~-|
if(i.eq. lkithen
Ald, 1+12=0,
lk=lk+ii
else
Ali, i+1)=1,
end if
continue :
ECCCCCCCCRCCCCCELCCCECLCCLCCCECCCCLECCECOtCCCcECCCCCCLECCCCCC
R Llenado de la Diagonal Inferior I (B)
:c:cc:cc:cccc:ccc:c::::cc:ccccccc::ccccccc:::cccc:::c:c:cccc
Jk=ii
do 3 {i=g, ilm=1
if(i. eq. Jh)then
Jk= ki
ACi+1,1)=0,
else ..
ACi+1:i)ml,
end Yf
5 continue

nfvé;;

(e XsRelF 3

c CCLCLCCCcLcECCECCLCcaccEccLcCcCcccccLcocgecccnoEcocecgcecccecgeccececce
cccececcceccectccece llamado a subrutinas cececcececcceccece
c cceceeCeecECeceecCcECcEEcEcccEceccecccecegcececeecceceececceececece

H

CALL MINVT(A, N, Y}
CALL MATMUCY, B, X, N/N, L)
ts = 0.0

idmnx
ilmmiieiti

3 QqRtcraceeqeeticeacceeRRREReZ2REERRARAQARACEEARCACRA2RRRCGARER
c egeseoecateet iteraciones en el tlempoA Q!QQQQQQQQQQ&Q&
< ceecer2teceted eeqey eeeceeeeee

dao 71 k=1, ns

ts = ts + at .
printe, ‘Stapa de ‘tiempo »*, k., * Tiempo Sim. = ', ts
CALL MATMUCY, B, X. N. N. 1)

do 1 iy=1,N
1 write{&, 993X (1))
9 format (20X, ‘potencial=", 10F10.3)
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9ug

Te2a

77T

444

210

aoon

n

opentid, Files‘dif )’

do 988 1=t,ilm
write{l. «)1, xt1}

continue

writel{l, #d"\"_\="

ii=nx
iii=ny
ilmeiiesiii
iqf=iii
Bitie~2apiir{—alfaeX(l))-fuente
do 333 =2, ii-1
Biid=-pii+(-alfaelii))+fuentea
Blijte-2upiisi-alfanllii))+fuentes
iqfeiii
do 777 =1.iqf . .
Biiis1)=—pii+(-alfasXtiisl))+fuentec
do 222 {=fi+2, {i+iqf-1
Bli)=0. O+(-alfasXii))+fuentec
Bliiviqfi=—pii+(—alfanxX({ii+iqflr)+fuentec
fimjiviqs
continue .
Blii+1)=2upii+ri-alfaaxXi{ii+i)I+fuentec

do 444 i=ii+2,ilm-1
Blidm=piivl(-alfas¥(i))+fuentec
DCilm)= piiv(-aleasX(ilmdi—qu
BC7)¥=0. O—qp
continue
closetl)

stop
END

odabad BOHRRARARREAGORARDIGIREORREIDH. ARRDORBRIGEID

- =
eteteateanesen SUBRUTINAS Lticeacaceldree
QeetercaeleeqtecreaRRRRRCRQARACARRCICAGEACREACAGRZQARACE

CCEECCECEECECCECCCECCELCCECECECCECCCCEECCCCEERCECCCEELECERC
cccececcecece subrutina inversa de una matri: fcccececcccec
CEECCCEECCECEECECCCCEEEEECLECECCELCEEEECCECLECCECECECEEECE

SUBROUTINE HMINVTIY, N, X)
IMPLICIT REALeB(A-H, O-1)

ESTA SURUTINA CALCULA LA INVERSA DE UNA "aTRIZ N POR N

DIMENSION X¢150, 120}, Y(130. 1500
NC=N#2
DO 10 IT=1,N
DO 10 JT=i. N
XCIT, T =Y (1T, UT )
CONTINUE

PO 40 Ist. N
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DO 40 J=1:N
JOHN=J+N
. IF(1-2)20,30. 20
20 . X{1. JOHN)}=C. O
GO 7O 40
30 . .. X1, JOHN)I=1. O
40 CONTINUVE
c
DO 3180 L=1i.N
=L
NST=L+1
IF (NST-N) 50, 50, 80
50 DO 70 I=NST.N
IF(ABSEX(LIM, L) )=ABS(X(I. L)) }&0. 70- 70
&0 . LH=1
70 CONTINVE
80 IF (ABSIX(LH, L))~1, OE-7)90, 90, 110
c PRUEBA EL TAMANO DEL PIVOTE
0 PRINT», ‘EL PIVOYE ES PEQUEND Y NO HAY INVERSA’
RETURN
110 IF(LM-L) 120, 140, 120
120 DO 130 J=i,NC
XL=X(L, J}
X{L, J¥aX (LM, J}
130 X{LM, J)=XL
140 XL=X{t, L)
X{L,Li=1. 0
DO 150 J=NST, NC
150 XL, JImX (L, I /XL
nO 180 I=i, N
IF(1-L)140, 180, 150
160 X=X, L)
DO 170 J=L,NC
170 XCIy JymXCIe JI~XLOX(L, J)
180 CONT INVE
IC=N+1
DO 190 I=1. N
DO 170 J=IC,NC
JA=J=-N
199 XCI, IX)=X{T, J)
RETURN

END

CCtCCCCECEECOECCCCECECCECECLECCCECERELLCCCRCECETECECacCEcE
" Ceeccgecccce ESTA SUBRUTINA MULTIPLICA MATRICES cccccceccce
CereLCCEEeaECeCtCCrECetCeCCECCCCEECECEECECCCEecCECcetsIcecee

SUBROUTINE MATMU(A. B, C. M 1)
IMPLICIY REAL«B(A-H,0-2)
C Se0sC DONDE: A ES M PORN ¥ B ES N POR X ¥ C ES H PCR K
DIMENSION A(150, 150),B1150), C150). D(150)
DO 20 I=1.H
xX=0.0
00 10 L=iL,N
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10 ) XuX+A{ D, L)BIL)
20 Ditymx .~
. | DO 30 I=).H
a0 . C(L)=DLI) :
, RETURN
END .
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APENDICE B
DEFINICIONES.

La operacién convolucién de dos funciones cualesquiera

£{t) y g(t) sé define como:
. t

f(t)*g(t)'[f(t-l‘) g(r) dr
[+]

donde r es un par&metro que varla en: 0 s r s t,

Definiciones de operaciones:

au . 8y L 8u , &v
* W W et ——e W e
Vu * vv ax, " & ' ox, " ox

g * Tu = div( g % Yu) ~Vg * Vu
g * Vu * J(3u) = Aiv( g * Tu Su) - div( g * vu)* gu

Taorema de Green:
Sea R una regién regqular cerrada, limitada por un conjunto
de curvas suaves a trozos.

si p(x,y), O(x,y), aP/8y, 8P/8x, son continuas en R:
a _ &b
Lfdx+0dy-]lk(—ﬁ- —Fy—dxdy
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