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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

1. 1 MOTIVACION 

La fisica de medios granulados constituye, en términos de su 

fundamentación, un problema abierto; las ecuaciones de movimiento 

con sus relaciones constitutivas y condiciones de frontera aún no 
se establecen con precisión. Con el fin de construir una teoria 

completa, algunos modelos experimentales han sido propuestos con 

anterioridad, más aún, existen modelos muy limitados que explican 

la estática o la dinámica de un medio granulado para estos 
experimentos especificos. Dentro del gran espectro de problemas en 

medios granulados hay uno que debido a su formidable ocurrencia 

tiene un interés sobresaliente: El problema de las avalanchas. 
En efécto, el estudio del origen y evolución de avalanchas es 

ahora un problema clásico en m~dios granulados. En el contexto más 
amplio posible las avalanchas son flujos de material granular 

(seco o mezclado con fluidos) originados por condiciones de 
esfuerzo tales que el material fluye parcial o totalmente. En 

general, la superficie que se "fluidiza" forma 

la horizontal y tiene un caracteristicas respecto a 

uniforme. El tamaño de las avalanchas es variable 

pendientes 

espesor no 

y depende 
basicamente del tamaño de los granos (polvos, arenas o rocas) y de 
las propiedades del fluido si los granos estan inmersos en alguno. 

Ejemplos tipicos de avalanchas naturales de diferentes escalas (de 

magnitud) son los siguientes: al arar los campos agricolas con 
tractores se observa que la cantidad de tierra arrastrada mantiene 
una altura casi constante, pequeñas avalanchas se crean y son las 

que en r~alidad permiten que los montones de tierra arrastrados no 

crezcan indefinidamente. Avalanchas de tamaño intermedio son 
fáciles de observar en las dunas o en los montones de granos 

en las agricolas almacenados. Avalanchas muy grandes 

cadenas montañosas debido a la precipitación de 
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desgajamiento de los cerros bajo intensas lluvias. 

El interés por comprender desde el punto de vista físico la 

formación y evolución de avalanchas es realmente sorprendente y es 
motivado por sistemas como los mencionados arriba, por su gran 

ocurrencia en procesos industriales y de ingeniería, y porque en 

la física actual tiene gran importancia el conocer cómo un sistema 

formado por elementos discretos (granos) llega a adquirir un 

comportamiento organizado (propiedades de bulto), complejo 
(comportamiento como fluido o sólido), y critico (ocurrencia de 

avalanchas). Al menos desde Coulomb [1] se han realizado estudios 

teóricos y experimentales en medios granulados; a la fecha hay un 
conjunto de resultados que conforman un conocimiento limitado a 
condiciones experimentales 

obstante, veremos en los 

muy especificas e 

siguientes capitules 
idealizadas. No 
que una teoría 

general de alcances más amplios se ve aún lejana. Ello motiva un 
estudio que se centre en aspectos básicos comunes a todo tipo de 

medio granulado; la forma, la rugosidad y el tamaño de los granos 

o el contenido de fluido, etc., son propiedades de los medios que 

siempre pueden ser caracterizadas. Nuestro interés será estudiar 
cómo estas propiedades afectan la formación y evolución de 
avalanchas. 

1.2 MEDIOS GRANULADOS 

La abundancia de los medios granulados se pone de manifiesto en 
la constitución de los suelos, en la enorme cantidad de arena en 
las playas y desiertos, en el almacenamiento de granos agricolas, 

en la gran variedad de polvos que usamos en la vida diaria como 
medicinas y alimentos secos, etc .• sin embargo, las leyes físicas 
que gobiernan estos medios no han sido formuladas con precisión y 

aún hoy en dia aparecen fenómenos que no entendemos ni siquiera de 
manera aproximada. 

Pare!;e ser que en medios granulados los fenómenos físicos son 
cualitativamente los mismos independientemente de la escala de 

magnitud de los sistemas (choques entre granos, flujos 

No-Newtonianos, empaquetamientos, etc.); por ejemplo, en el caso 
de avalanchas, éstas ocurren en pequeños montones del orden de 
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centimetros, o en montañas con dimensiones del orden de 
kilómetros. Es asi poco restrictivo trabajar con materiales 
granulares ideales. Un medio granulado ideal es un agregado de 

granos rigidos de igual tamaño, sin cohesión, esto es, donde las 

fuerzas de corto alcance, salvo las de contacto, son despreciables 
(los tamaños de grano en experimentos con materiales granulares 
fluctúan entre 10- 1 mm y l0 3 mm). 

La dinámica de los medios granulados depende críticamente de la 
microestructura; por ejemplo, la forma de los agregados granulares 

no sólo se determina por la forma de los granos (las pendientes 

características cambian para esferas o discos), sino también por 
el proceso mecánico de distribución de esfuerzos y la geometria 

del acomódo o empaquetamiento (fracción del volumen ocupado por 
los granos en un cierto elemento material). 

El empaquetamiento de granos de igual tamaño y forma puede 

generar diferentes arreglos (cristalinos o no cristalinos) con lo 
cual la densidad local media del agregado y la concentración local 

(que en sistemas tridimensionales varia del 13 al 74%) , cambian 
(2-4]. Por ello, para un mismo tipo de grano, podemos tener 

diferentes densidades y concentraciones locales. 

Aqui empaquetamiento y concentración son sinónimos (son la 
medida del volumen ocupado por los granos en un elemento de 

.volumen dado). No obstante, el empaquetamiento puede dar una idea 

geométrica del acomódo de los granos, p.e., un arreglo cristalino 

cúbico centrado en las caras de granos esféricos tiene un valor 
del empaquetamiento ~=0.52 (2]. La densidad de bulto p en sistemas 

ideales es p=~pP donde pP es la densidad de un grano. Si pP=l 

(con sus unidades adecuadas de masa sobre volumen), entonces ~=p. 
La distribución de esfuerzos depende del empaquetamiento mismo 

y en las situaciones estática o dinámica, esta distribución lleva 

a diferentes comportamientos macroscópicos; forma del agregado, 
propied~des de flujo, etc. 

En el caso estático los medios granulados soportan esfuerzos 
cortantes sin deformación hasta ciertos valores criticas, ello 
parece corresponder al comportamiento de sólidos. En el caso 

dinámico los medios granulados se fluidizan, i. e,. se generan 
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gradientes de velocidad bajo la aplicación de esfuerzos. Ocurren 

entonces dos casos limites de comportamiento global, uno el de 

sólido y otro el de fluido (no necesariamente Newtoniano). Cuando 
hay cohesión además de las fuerzas de contacto aparecen fuerzas 

electrostáticas y si las concentraciones son grandes, 

deformaciones en los granos, que nuevamente afectan la 

distribución de esfuerzos y las propiedades macroscópicas. Más 
aün, si los granos estan inmersos en un fluido (cuyo flujo a 
menudo es turbulento), se tiene una situación muchísimo más 

complicada porque las fuerzas hidrodinámicas afectan el movimiento 

de los granos. 
A este nivel sólo teorías semiempiricas son aplicables dada la 

complejidad del tratamiento hidrodinámico [5-11]. Combinaciones de 

las situaciones mencionadas arriba aparecen como las formas más 

comunes de medios granulados en la naturaleza y en la industria. 
sin embargo, por simplicidad experimental, en este trabajo nos 

centraremos en el estudio de medios secos y monodispersos 

(ideales). 

Los intentos por construir ecuaciones dinámicas para los medios 
granulados se basan principalmente en tres enfoques distintos; la 
teoría del medio continuo [ 2, 12-19], la teoría cinética 

(incluyendo simulaciones del tipo de dinámica molecular) [20-24] y 
los autómatas celulares [25-27]. Refiriendonos al caso de fluidos, 
sabemos que para fluidos Newtonianos la aplicación de los primeros 

dos enfoques permite deducir ecuaciones formalmente idénticas 

(ecuaciones de Navier-stokes). La aplicación rigurosa de los 
autómatas celulares a fluidos está en discusión en virtud de que 

un fluido es un medio continuo, es decir, un sistema con un nümero 

infinito de grados de ·libertad, que nunca serán posibles de 

alcanzar a través de simulaciones de computadora. 

Debemos comentar que la naturaleza de los materiales granulares 
es discr,.eta. surge entonces la pregunta de si adecuados procesos 

de promedio, como los del continuo o los de la teoría cinética, 
mantienen la riqueza y complejidad que se ve al considerar la 

microestructura. La construcción de cualquier clase de teorías 
debe ser critica al considerar este hecho. 
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En un medio granulado condiciones similares a las que se 
proponen para deducir las ecuaciones de fluidos Newtonianos son 
dificiles de cumplir, lo que lleva a una considerable complejidad 
en la aplicación de cualquiera de los enfoques (teorias cinéticas 
y del continuo) que hasta ahora no ha sido totalmente superada. 
Existen varias aproximaciones que son válidas en condiciones de 
flujo muy restringidas que desde el punto de vista fundamental no 
constituyen una teoria general. La aplicación de autómatas 
celulares a medios granulados ha originado interesantes modelos 
teóricos que aunque no se ajustan a los resultados experimentales 
han dado un fuerte impulso a las investigaciones sobre avalanchas. 

Debido al carácter de este trabajo, que se centra en un punto 
particular de la dinámica granular (avalanchas), será pertinente, 
por completéz, revisar brevemente los antecedentes históricos que 
llevan al estado actual de investigación teórica y experimental en 
medios granulados. 

1.3 ANTECEDENTES 
La fascinación sobre el hombre de los medios granulados siempre 

ha estado presente. Hay refencias en el Corán de la magnificencia 
de las dunas en los desiertos árabes. Los primeros estudios 
científicos sobre medios granulados se remontan al siglo XVIII y 

son debidos a Coulomb [1], quien estudió el origen de la cedencia 
de los suelos. La cedencia es un concepto básico en la ingeniería 
civil y es simplemente la condición de esfuerzos critica para que, 
un suelo, a una pendiente dada ceda debido a su propio peso. La 
relación que encontró Coulomb es la misma que obedece un cuerpo 
sólido con componente normal N, en un plano inclinado justo antes 
de moverse al vencer la fricción estática, i. e ocurre cedencia 
cuando 

..Ji: 1 a:: N tancP + c = N µ. + c, (1.1) 

donde l i: 1 es la magnitud del esfuerzo fricciona! cortante en la 
dirección tangente al plano (recordemos que el esfuerzo es la 
fuerza que actua sobre un cuerpo por unidad de área), ~ es el 
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ángulo de fricción interna (que en la teoria de Coulomb es una 
cantidad constante para cada material) , µ es el coeficiente de 

fricción estática, y e es la cohesión del material. si C=O se dice 
que el material no contiene cohesión o es no cohesivo. La ecuación 
(1.1) se cumple aproximadamente y surge de suponer que una capa de 

espesor .Sx=cte., que genera un esfuerzo normal N, se desliza 

uniformemente. 
En la actualidad se sabe que la hipótesis del movimiento de una 

capa uniforme no es correcta porque el movimiento de la zona de 

cedencia es mucho más complicado. Debido a los margenes de error 

aceptados en ingenieria, la relación {1), aún hoy, se mantiene 
como una buena y simple aproximación (14, 15] y constituye el 

primer intento por construir ecuaciones para los medios 

granulados. 

interesó por entender el 

de arena y fue el primero en 

Hagen [28], . años después, se 
comportamiento del flujo en relojes 

observar que en contenedores llenos 

grande de material granular la 
independiente de la altura. Esto es 

a una altura suficientemente 

presión en el fondo es 

debido a que los granos en 
contacto transmiten parte de los esfuerzos a las paredes (fenómeno 
conocido como arqueo), lo constituye una diferencia cualitativa 

respecto a fluidos donde la presión en el fondo es una función de 
la altura 

Faraday (29], a principios del siglo XIX encontró que, al 

agitar una caja con arena (cuya superficie libre inicialmente es 
horizontal), cambiaba la pendiente la su superficie hasta un 

ángulo no nulo respecto a la horizontal. Esto constituye una 
diferencia cualitativa respecto a los fluidos y fisicamente 

significa que el material granular soporta esfuerzos cortantes, 

sin movimiento, hasta ciertos limites. Mas aún, la inclinación 

puede ocurrir con igual probabilidad sobre cualquiera de las 

paredes ,.del contenedor originandose con ésto la pregunta de cuál 
es el mecanismo que induce el rompimiento de simetria. 

El concepto de dilatancia fue definido el siglo pasado por 
Reynolds (2) corno una propiedad que tienen los medios granulados 
de alterar su volumen de acuerdo con un cambio en el arreglo de 

6 



sus granos. Por ejemplo, si tenemos una masa de granos en el 
arreglo más denso posible (ordered closed packing) y aplicamos una 
deformación cortante en cualquier lugar, el volumen de la masa 

aumenta, este fenómeno es puramente geométrico y surge del 
reacomodo interno (separación) de los granos. A nivel dinámico, el 

desarrollo de los esfuerzos cortantes origina esfuerzos que· 

tienden a expander el material. Debido a la ocurrencia de 

dilatancia, a pequeños o grandes cortes, los medios granulados 

también se conocen como materiales dilatantes. 
A diferencia de Hagen y Coulomb, que estudiaron las propiedades 

de bulto de materia granular poco caracterizada, Faraday y 

Reynolds realizaron sus experimentos con granos esféricos, esto 
es, caracterizaron una propiedad local del material (la geometría 

de los granos). El cambio cualitativo en el tratamiento puso de 
relieve que los factores geométricos son de primera importancia. 

La base de nuestro entendimiento actual de la dinámica granular 

fue establecida a través de los brillantes trabajos de Bagnold 

[12, 20, 30] realizados a mediados de este siglo. A él se debe la 

caracterización de tres diferentes regímenes de movimiento; el 

régimen friccional (dominado por las fuerzas de fricción entre 
granos), el régimen de inercia de grano o colisional (donde la 

dinámica es principalmente dominada por colisiones no importando 

que haya un fluido intersticial) y el régimen macroviscoso (donde 
la viscosidad del fluido en el que se encuentra el material 

granular domina el movimiento de los granos) • Bagnold [ 2 o, 3 o] 
también encontró que las propiedades de los medios granulados en 
movimiento se alejan de aquellas de los fluidos Newtonianos (esto 

es, el tensor de esfuerzos y el gradiente del campo de velocidades 
no son proporcionales). 

Investigadores de la 
ingeniería quimica [15, 32, 

ingeniería civil [14, 31], 

33], de la hidrodinámica (9, 
de la 

34, 35] 

etc., h~p invertido un esfuerzo considerable en el estudio de los 

medios granulados. La finalidad es la formulación de las 
ecuaciones de movimiento y las relaciones constitutivas con la 

intención de aplicarlas de modo práctico. Por claridad, recordemos 
que las relaciones constitutivas son relaciones entre el esfuerzo 
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y la deformación, p.e., para materiales elásticos se cumple la ley 

de Hooke u x =Ec x, donde u x es el esfuerzo elástico, ex es la 
deformación elástica y E el módulo de elásticidad. 

En medios granulados la parte de investigación básica a seguido 

a partir de Bagnold dos lineas principales de trabajo. La de las 

teorias microestructurales y las de las teorías de continuo. Las 
teorias microestructurales consideran la materia granular en sus 

constituyentes más básicos, los granos. El programa de trabajo a 

partir de estas consideraciones es similar al de la teoria 

cinética [21-23) donde se consideran cierto tipo de propiedades y 
de interacciones de los granos. Ecuaciones de movimiento y 

relaciones constitutivas se han conseguido para ciertos márgenes 

de concentraciones y de gradientes de esfuerzos. No obstante, 
algunas de las hipótesis y conclusiones en estos estudios no son 

satisfactorias. Revisión y criticas de estos modelos serán 
presentadas en el capitulo 3. 

Las teorías del continuo en medios granulados surgen desde 

coulomb y dependiendo de la situación estática [14, 36], o 
dinámica [15, 19, 34), modelan la materia granular como sólido o 
como fluido con propiedades reológicas obtenidas del experimento. 

Exitos parciales de estas teorias aparecen en el caso estático y 

en dos o tres configuraciones dinámicas muy idealizadas 
(específicamente en los sistemas de canal inclinado, arcones de 
almacenamiento i.e., relojes de arena, y cilindros concéntricos) 

[33, 37, 38). Conexiones entre el caso estático (dominado por 
fricción) y el dinámico (dominado por colisiones) son el motivo de 

los estudios más recientes (teorías cinético-friccionales) [32, 
33). En el capitulo 3 presentamos una discusión de las teorias del 

continuo, las teorías cinético-friccionales no se discuten porque 

contienen la misma problemática que las teorias cinéticas, en las 
cuales se basan. 

Recie~temente, a partir de los trabajos sobre criticalidad Auto 
Organizada de Bak, Tang y Wiesenfeld [25) y de otros autores [27], 

el tema de los medios granulados ha sido considerado por la 
comunidad de fisicos. Los estudios en Criticalidad Auto organizada 

suponen que existe una situación critica (el ángulo de reposo en 
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la cual un montón de granos, formado por 
azarosa de granos, produce avalanchas a 

correlacionadas temporal y espacialmente. 

avalanchas, e r) bajo 
agregación discreta y 

ángulos mayores que er, 
Correlación temporal es que la ocurrencia de una avalancha depende 
de las anteriores. En la correlación espacial el movimiento de un 

grano sobre la superficie libre afecta el movimiento de los otros 

(correlación de largo alcance). Más aún, un estado criticamente 
organizado se alcanza cuando ocurren avalanchas de todos los 
tamaños y tiempos de duración. Más claramente, las distribuciones 
de tamaños y de tiempos obedecen leyes de potencias lentamente 

decrecientes. 

Se ha probado a partir de estudios experimentales (39, 40] que 
las avalanchas en medios granulados reales no presentan 

correlaciones y distribuciones de este tipo. Sin embargo, modelos 

de criticalidad Auto organizada son de utilidad en otras áreas de 

la fisica (41] porque introducen autómatas celulares que de otra 
manera hubieran sido difíciles de justificar. Mayor discusión de 

autómatas tipicos en Criticalidad Auto Organizada y en avalanchas 

reales será presentada en el capitulo J. 

La discusión previa ilustra que el interés por los medios 
granulados se ha dado en distintos grados y con diferentes 

enfoques. Una constante en todos los estudios es el papel que ha 
jugado la experimentación, cualitativa y cuantitativa, en la 

formulación o en la critica de las teorias. 

1.4 OBJETIVOS DEL TRABAJO 

Nuestro objetivo central en este trabajo será mostrar la 

dependencia de los ángulos, y de otras cantidades asociadas a 
éstos, respecto de las propiedades microestructurales del material 

como la forma, el empaquetamiento, la rugosidad y el tamaño de los 

granos y del tamaño y dimensionalidad de los contenedores. 
Estudios que hasta ahora no han sido realizados y que mostraremos .. 
son básicos en la formulación de teorias para estos medios. 

Despues de justificar la necesidad de nuevos estudios en 

avalanchas, presentaremos un estudio experimental que, a partir de 
las propiedades de bulto (los ángulos de inclinación de las 
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pendientes), nos permitira entender cualitativamente el origen y 

evolución las avalanchas en términos de variaciones en la 
densidad de bulto (cambio en el arreglo de los granos), y en los 

mecanismos de disipación de energia (friccionales y colisionales). 

Entendemos a los ángulos como una propiedad de bulto ya que se 

requiere de una gran cantidad de granos para hablar de ángulos 

caracteristicos del montón. 

El método que utilizaremos será el del cilindro circular 

giratorio, descrito más adelante, el cual permite la generación de 

avalanchas continuas e intermitentes. Los efectos de 
dimensionalidad, de frontera, y de tamaño finito serán explorados 
para una clase de sistemas. El estudio experimental y su discusión 

lo presentamos en al capítulo 2. En el cápitulo 3 discutiremos las 
teorias básicas que en la 

algunos de los regímenes 
actualidad describen aproximadamente 

estáticos o dinámicos de los medios 
granulados. Mostraremos que las teorías del continuo (teoría de la 

plásticidad), pueden brindar una adecuada descripción del proceso 

de origen y evolución de avalanchas. En este capitulo discutimos 
también, de un modo critico, las teorias cinéticas y de autómatas 

celulares y la aplicación de éstas (bajo ciertas aproximaciones) 
al problema de las avalanchas. Mostramos que dichas teorias no 

permiten aún encontrar buenos resultados al problema. 
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CAPITULO 2 

ESTUDIO EXPERIMENTAL SOBRE LA FORMACION Y EVOLUCION DE AVALANCHAS 

2.1 INTRODUCCION 

La formulación precisa de las ecuaciones dinámicas para medios 

granulados es una meta aún no alcanzada. En el capitulo 1 

mencionamos que la dificultad en el tratamiento teórico y 

experimental puede darse a dos niveles: Uno en el cual la 

composición misma del material es compleja, por ejemplo, en los 

llamados flujos de desechos [10] hay una gran dispersión de 

tamaños y formas de granos que se mezclan con agua y aire de 

manera no homogénea. otro nivel de complejidad se presenta cuando 

el flujo mismo es dificil de caracterizar porque pueden coexistir 

zonas con regimes laminares y turbulentos y al mismo tiempo 

regiones con propiedades reológicas muy diferentes [9, 38]. En 

este capitulo limitaremos experimentalmente esa complejidad de tal 

forma que podamos caracterizar plenamente la composición del medio 

y una vez logrado ésto estudiar la dinámica del flujo. 

El fenómeno que nos ocupa en este trabajo es el de entender y 

explicar, con base en los experimentos, la formación y evolución 

de avalanchas. La ocurrencia de una avalancha es un fenómeno de 

bulto y en él estan 

empaquetamiento granular, 

inelásticas y fricción, 

propiedades del flujo, 

involucrados muchos factores; El 

la disipación de energia por colisiones 

la distribución de esfuerzos, las 

etc •• Por medio de la medición de 

propiedades de bulto investigaremos que influencia tienen algunos 

de estos factores. 

Por claridad, consideremos el caso ideal en el cual tenemos una 

superficie horizontal sobre la que generamos, bajo la acción de la 

graveda~, un montón de granos por apilamiento. observamos que el 

montón forma ángulos respecto a la horizontal. Estos ángulos son 

de dos tipos: aquellos bajo los cuales, si se interrumpe el 

proceso de apilamiento, no ocurre ningun movimiento del montón, y 

otros en los que al interrumpir dicho apilamiento ocurre un 
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deslizamiento de la superficie libre del montón. Más aún, cuando 
ocurre un deslizamiento ,i.e., una avalancha, los ángulos respecto 
a la horizontal son máximos y al terminar el deslizamiento los 

ángulos son minimos. Los valores medios de los ángulos serán 

llamados ángulos máximo (~m} y de reposo (Sr}, respectivamente. 
Como mencionamos anteriormente nuestro interés central será el 

de mostrar la dependencia de los ángulos respecto del tamaño de 

los contenedores y a la s propiedades del material. 

Franklin y Johanson (42] propusieron en 1959 un dispositivo 

para la generación de un gran número de avalanchas (ver más 
adelante, Fig. 4}. Este es un cilindro circular horizontal que 

gira a baja velocidad ángular, y que está lleno a una cierta 

porción de su volumen de material granular seco. En el presente 

capitulo describimos como dicho dispositivo se usa para estudiar 
experimentalmente los ángulos caracteristicos y otras cantidades 

asociadas con las avalanchas. En la ·sección 2. 2 discutimos los 

resultados experimentales hasta ahora conocidos y planteamos la 
necesidad de nuevos estudios. En la sección 2.3 realizamos nuevos 
estudios basados en los eféctos de frontera, dimensionalidad, y 

tamaño finito de los contenedores en el sistema del cilindro 

circular giratorio. Finalmente, en la sección 2.4 discutimos los 
principales resultados encontrados. 

2,2 EL ESTADO DEL ARTE EN ESTUDIOS EXPERIMENTALES SOBRE AVALANCHAS 

A nivel experimental la generación de avalanchas en sistemas 
ideales es muy variada. Historicamente, el primer método de 

generación de avalanchas que conocemos es el propuesto por Faraday 
(29], Su dispositivo consistia en cajas de vidrio con arena que 

agitaba verticalmente a una cierta frecuencia. 
Faraday observó que, dependiendo de la amplitud y de la 

frecuencia de la oscilación (entre 10 y 100 Hertz), la superficie 

libre ~e la arena, que originalmente era horizontal, podia 

cambiar. Primero, al aumentar la frecuemcia ( de o a 20 Hertz} se 
generaban montones sostenidos por alguna de las paredes del 

recipiente, y después, a una frecuencia critica (ligeramente mayor 

que 20 Hertz), aparecian montones simétricos en el centro del 
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Contenedor I que eventualmente alcanzaban el ángUlO de repOSO B r 
(que tiene un valor particular para cada material) • Al alcanzar el 
sistema el ángulo de reposo (con las vibraciones mantenidas) se 

producian avalanchas. Si las vibraciones no se mantuvieran el 
angulo de reposo no permite la generación de avalanchas, son las 

vibraciones la causa de que aún a e. aparezcan avalanchas. En 

nuestros experimentos este efecto no es explorado. 
Faraday y otros autores [43, 44] explicaban este fenómeno cómo 

una convección ascendente de granos desde el fondo producida por 

el agitamiento y por la influencia del aire filtrado· durante la 

agitación. De esta forma ocurriría una corriente de granos, desde 

el fondo, que generan la avalancha, i.e., la inestabilidad en la 

superficie libre. Recientemente [45], se ha mostrado por medio de 
experimentos que el montón central es independiente de la forma 

del contenedor y que la influencia del aire en la generación de 
avalanchas aún a altas frecuencias es despreciable. Estos 

experimentos [45, 46], a diferencia de los resultados previos de 

Faraday [29], Evesque et al [43], y'Laroche et al [44], muestran 

que ocurre una zona de inestabilidad en la parte superior del 
montón y otra zona donde, aún a altas frecuencias, el resto del 
montón se mueve cómo un sólido durante vibraciones, i.e, no hay 

convección o ésta es intermitente. La inestabilidad se origina (en 

un material compuesto de canicas de vidrio de diámetro 2.99 mm)a 

una aceleración de la mesa vibrante de rc=(1.2±0.05)g, i.e., 

ligeramente mayor que la aceleración, g, de la gravedad. La zona 
de inestabilidad durante vibraciones tiene un grosor uniforme dado 

por h,= IT(r), donde IT(r) es el "grosor de movimiento" o "grosor 
de invasión" definido por el grosor de la capa donde hay 
fluidización a la amplitud r > re. El origen de nuevas avalanchas 
es propiciado por disparos cuasiperiódicos hacia arriba de 

material granular en el centro del montón. El mecanismo que limita 

la ampli1ud del disparo involucra a la fricción y a los choques 
entre granos. 

La introducción de vibraciones permite hacer una analogia del 

comportamiento de los medios granulados con el de un gas, es 
decir, es posible tratar el problema del movimiento de un material 
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granular a partir de la teoria cinética. A juicio de algunos 
investigadores (16-18, 21-24] lleva a la aparición de una 
temperatura efectiva o temperatura granular. En efecto, en la 
teoria cinética la temperatura de un gas clásico está relacionada 
con las fluctuaciones en la velocidad respecto a la velocidad de 
la corriente media u. Asi, T=im<C2>, donde T es la temperatura, 
C=c-u es la velocidad peculiar, es decir, la velocidad relativa de 
una particula respecto al flujo macroscópico, e es la velocidad de 
las particulas de masa m respecto a un sistema de referencia, y u 
es la velocidad media de bulto. De acuerdo a los experimentos de 
Evesque et al (45] esta temperatura es nula en la parte que se 
mantiene sólida en los sistemas con vibraciones verticales. De 
esta forma la introducción de teorias cinéticas para describir la 
parte no fluidizada no aporta nada nuevo y simplemente da un 
criterio para formalmente fijar la temperatura granular, en la 
parte con movimiento de sólido, como cero. 

Hay otros experimentos, pero ahora en mesas con vibraciones 
horizontales, en los cuales se producen avalanchas sobre montones 
de granos. De esta forma Goodman et al ( 4 7] , construyeron un 
dispositivo para ver cómo un montón de arena (Monterrey sand) , 
justo a su ángulo de reposo, responde a estas vibraciones. Goodman 
et al encontraron que el desplazamiento, x, medido respecto a la 
base inferior del montón, sigue la ley,· x,.= x

1
/f2

, donde x
1
es el 

desplazamiento para una frecuencia de un ciclo por segundo y, x,. 
es el desplazamiento a una frecuencia f, mayor que un hertz. Una 
revisión critica de este resultado, similar al hecho por Evesque 
et al (45] con vibraciones verticales, no ha sido realizada. 

Mencionamos en la sección 1.3 que uno de los enfoques teóricos 
más atrayentes es el de la Criticalidad Auto Organizada (CAO) 
(25]. Fisicamente, la CAO establece que existe un estado critico 
(ángulo de reposo en el caso de avalanchas) a partir del cual 
ocurren _:ventes de todos los tamaños (un evento en este caso es la 
ocurrencia de una avalancha) • A diferencia de un fenómeno critico 
de segundo orden en el cual la longitud de correlación espacial se 
hace infinita y ocurre a un valor experimental bien caracterizado 
(el punto critico) en CAO existe en punto critico a partir del 
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cual eventos de todos los tamaños pueden ocurrir a distintas 

escalas de tiempo. En la teoria de fenómenos criticos el tiempo no 
aparece, por lo que, corno veremos enseguida, la analogia puede 
esconder la riqueza de la dinámica. 

En CAO la ocurrencia de eventos en todas las escalas de tiempo 

implica que éstas están correlacionadas temporalmente y que el 

punto critico es un atractor, en el espacio fase, para el sistema 

dinámico. El sistema dinámico para avalanchas con CAO tiene la 
peculiaridad de que los eventos son supercriticos ya que estos 

pueden ocurrir a valores mayores o iguales al ángulo de reposo; el 

fenómeno critico no se observa igual arriba del punto critico 

( (El>élr) que abajo de él (El<élr). En el caso de avalanchas el 
atractor seria el ángulo de reposo ar, en la medida de que a 
partir de él la ocurrencia de avalanchas de todos los tamaños, en 

todos los tiempos de duración de avalanchas y entre avalanchas, es 
posible. Modelos de autómatas celulares con CAO [25-27] llevan a 

que la distribución de tamaños (F) y de tiempos (T) de avalanchas 

obedecen, en varias décadas, leyes de potencias de la forma F-a y 
T-b (con a y b>O). 

El comportamiento de estas distribuciones lleva a que el número 

de eventos (tamaños y tiempos de avalanchas) es muy grande cerca 

de e r y a medida que se aleja uno, en varias décadas, de e r. el 
número de eventos disminuye siguiendo una ley de potencias. Puede 
mostrarse [25] que cuando las distribuciones de eventos son leyes 

de potencias, sus espectros de potencia (que de acuerdo el teorema 
de Wiener-Khintchine son la transformada inversa de Fourier de la 

función de correlación) obedecen también una ley de potencias en 
la frecuencia f, del tipo f-a, con a>o. 

Jaeger et: al [ 40] realizaron experimentos de avalanchas en 

cilindros circulares cerrados (llenos hasta la mitad de su volumen 
de material granular seco) que rotaban a baja velocidad angular y 

en sist~mas abiertos que bajo avalanchas vaciaban sus granos en 
capacitores capaces de detectar hasta un grano. El material 

granular consistia de grupos monodispersos de canicas de vidrio de 

diámetros entre 0.07mm y 0.54mm. La distribución de tiempos entre 
avalanchas '1t, y de tiempos de duración de avalanchas '1-r:, para 
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cilindros con razón de aspecto (ancho/largo) desde 1/3 a 3 y 

velocidad angular 0=1.3°/minuto, son mostradas en las figuras 1(a) 
y 1(b). Las distribuciones de los tiempos característicos muestran 

claramente que las distribuciones esperadas de los modelos de CAO 

no ocurren. La distribución de "tamaños" de avalanchas se obtiene 
de mediciones del cambio en la capacitancia; la serie de tiempo 

para un experimento tipico es mostrada en la figura 2. Nótese que 
avalanchas de unos pocos granos son también detectadas ya que el 

cambio en la capacitancia es proporcional a la cantidad de granos 

que caen al capacitar. 

D.(t.:; J 
º·'1 
o.o 

O.OCl:0:----,2'°"0"'-"""="-~~8.,,.JO 
,segs. 

o.-.------~ 
0 ( f.T ) 

0.1 

o. o 

(a) (b) 

segs. 

Fig. 1. (a) Distribución de tiempos entre avalanchas, D(At), y de 
duración de avalanchas, D(Ai:), para un sistema de canicas de 

vidrio de 0.54mm, con 0=1.3°/minuto [40]. 

~[1 1 ' 1 111 fl. 11\\ \il 11 
00~----~,c-------~2 

t (tolseQ) 

Fig. 2. Serie de tiempo para el cambio en la capacitancia en un 
semicilindro con Q=1.3°/minuto y canicas de vidrio de 0.54mm [40]. 

El es¡ectro de potencias, S(f), para la serie de la figura 2 se 
muestra en la figura 3 (en escala log-log). El primer pico de 

derecha a izquierda en el espectro está asociado con la frecuencia 

1/At (At es el tiempo medio entre avalanchas). El ancho en el pico 
para f=1/At esta asociado con la dispersión en los valores de At. 
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La ca1da de la curva a partir de la frecuencia l/ A-r: y mayores 
(donde AT: es el tiempo medio de duración de avalanchas) está 
asociada con la dispersión de los valores individuales de estos 
tiempos. 

Fig. 3. Espectro de potencia para la serie de la figura 2 (curva 
sólida) . l/ At es la frecuencia asociada con el valor medio del 
tiempo entre avalanchas. Corno referencia la linea punteada es el 
espectro l/f (40). 

La aparicion de un ancho en el pico l/At indica desde el punto 
de vista experimental la cuasiperiodicidad para los eventos At 
(tiempos entre avalanchas), que será discutida en la sección 
siguiente en relación con nuestros experimentos. El espectro de 
potencias esperado por la CAO se muestra corno referencia. La 

-·conclusión experimental es que la descripción de avalanchas y sus 
consecuencias a partir de la teor1a de CAO no es correcta, por lo 

· menos para estos exper irnentos. 
Recientemente Held et al (48], construyeron un dispositivo para 

mostrar que pequeñas avalanchas presentan CAO. su dispositivo 
experimental consistió de una placa circular horizontal de 4crn de 
diámetro sostenida por .una balanza capáz de detectar pesos de 
0.0001 gramos. Granos de arena con pesos promedios de 0.0006 
gramos fueron depositados individual y azarozamente desde una 
recipiente que se encuentra a una altura constante. Avalanchas 
hasta de.un grano fueron detectadas. 

Los resultados de la medición de un gran número de eventos 
parecen indicar que ocurren avalanchas de todos los tamaños y 
tiempos, compatibles con el tamaño del sistema. Sin embargo, los 
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mismos autores realizaron el experimento en una placa circular de 

8cm de diámetro y la distribución de eventos fué muy similar a la 

mostrada en la figura 2, con lo cual se origina la pregunta de 
cuál es el efecto del tamaño finito de los contenedores sobre las 

distribuciones de eventos. La pregunta ha merecido al menos dos 

respuestas: Una, conectada con el experimento anterior, es debida 

a Liu et al [49), que argumenta que hay una longitud 

caracteristica L de la superficie libre del montón granular 
(L:sJOd, con d el diámetro de grano), abajo de la cual el tamaño 

finito de los granos no permite distinguir entre el ángulo de 

reposo y cualquier otro ángulo en el que se originan las 

avalanchas. Esta respuesta sólo es válida en contenedores abiertos 
como los del experimento de Held et al [ 48) • Otra respuesta la 

proponemos en este trabajo y es, como veremos en la siguiente 

sección, que en contenedores cerrados, a medida que el sistema 
disminuye su tamaño (relativo a los granos) la diferencia entre 
los ángulos medios er y ~m aumenta. Esto permite inferir que las 
condiciones de esfuerzos en contenedores abiertos o cerrados 

introducen de diferente manera los efectos de tamaño finito. En la 

discusión de la sección 2.4 trataremos nuevamente este punto. 

Otros grupos experimentales [ 3 9, 4 o) han probado que para 
avalanchas grandes (L>30d) no ocurre CAO, sin embargo la pregunta 

de cuál es el efécto del tamaño finito de los contenedores 

cerrados sobre los ángulos permanece aún poco explorada, en la 
sección siguiente discutimos mediante experimentos ésta y otras 
preguntas. 

Los resultados experimentales anteriormente descritos muestran 

claramente que los medios granulados, y en particular, el problema 
de las avalanchas presentan peculiaridades que dificultan la 
formulación precisa de teorías. Nuevos experimentos, presentados 

en este trabajo, permitirán justificar el uso de teorias plásticas 
para modelar el régimen de avalanchas • .. 
2.3 NUEVOS ESTUDIOS EN EL SISTEMA DEL CILINDRO CIRCULAR GIRATORIO 

a) Disefio del Experimento 
En apariencia los ángulos caracteristicos de avalanchas no 
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deben de depender del tamaño de los granos (recordemos el ejemplo 

dado al inicio de la sección anterior en el cual constru1amos 
montones de granos, bajo la acción de la gravedad, sobre una 
superficie horizontal infinita). No obstante, experimentalmente 

los montones de granos están confinados en recipientes de tamaño 

finito. Aparece entonces una relación de la forma (tamaño de 
contenedor)/(tamaño de grano) que, como veremos en este trabajo es 

fundamental en la manera en la que se distribuyen los granos y en 
el origen y evolución dinámica de las avalanchas. Podemos entonces 

plantearnos las siguientes preguntas: 

I. ¿Cómo afecta la relación (tamaño de contenedor/tamaño de grano] 

los ángulos mismos i.e. la distribución de esfuerzos?. 

II. ¿En promedio los ángulos caracteristicos dependen de la forma 

y tamaño de los granos?. 

III.¿Dependen los ángulos de la· dimensionalidad de los 

contenedores, esto es, si los montones estan confinados a 2 o 3 

dimensiones?. 
IV. ¿La rugosidad es un factor esencial?. 
V. ¿Cuál es la zona de movimiento en las avalanchas?. 

VI. ¿Existe alguna correlación entre avalanchas?. 

Cualquier teoria completa de medios granulados debe incluir 
estos factores. 

En la investigación sobre medios granulados es critico el 

contar con experimentos que respalden u orienten las teor1as 
propuestas. Para dar respuesta a las preguntas arriba planteadas 

desarrollamos un conjunto de experimentos en el sistema del 

cilindro circular giratorio (42]. 
El dispositivo experimental, como se ilustra en la figura 4, 

consiste de un cilindro circular horizontal de diámetro D y 

longitus L. El cilindro es girado a velocidades angulares 

constantes muy bajas n, entre 0.03 y Jrpm, y es llenado 
exactamente a la mitad de su volumen de material granular bien 
caracterizado. En nuestro caso trabajamos con dos grupos de 
cilindros circulares de acr1lico. 
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Fig. 4. Dispositivo Experimental: Cilindro circular con eje 
horizontal.En el grupo A (ver texto), Des fijo y L variable. En 

el grupo B, D es variable y L es fijo. 

El grupo A (que llamaremos sistemas tridimensionales) consiste 

de cilindros de diámetro D=14.6cm, con paredes lisas, a los cuales 
se les varió la longitud desde 0.7cm hasta 16cm. 

En el grupo B los cilindros son de diámetro variable, paredes 

rugosas (formadas de granos similares al del material granular) y 

tienen longitud L, que es ligeramente mayor que el diámetro d de 

los granos. Asi, el movimiento de los granos se realiza entre dos 

placas circulares verticales. Los diámetros de estos cilindros se 
variaron entre 14.6cm y 48cm. Para todos los sistemas del grupo B, 

que llamaremos bidimensionales, L=d+0.6mm. 

conviene aclarar, con el fin de evitar confusión, que los 

granos en los sistemas bidimensionales realizan su movimiento, 
durante avalanchas, sobre un plano y en ese sentido entendemos los 

sistemas bidimensionales. En los sistemas tridimensionales los 

granos se mueven 
pendiente cr~tica) 

tridimensionales. 

a lo largo, ancho, 
y en este sentido 

y alto (respecto a la 
entendemos los sistemas 

El material granular consistió de varios grupos de canicas de 

vidrio de diámetros constantes, lisas al tacto o ligeramente 

rugosas!o 
relativa 

con tamaños desde 3.18mm a 6.28mm (con dispersión 

de o. 01%) , fichas circulares de plástico de 2. Jcm de 
diámetro por 2.2mm de espesor y de 2.ascm de diámetro por 2.7mm de 

espesor (con igual porcentaje de dispersión que la canicas) y 

arená redondeada de Ottawa con dispersión de tamaños medios en el 
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interválo de o.54mm a o.84mm. Experimentalmente podemos 
caracterizar dos tipos de densidades; aquella llamada densidad de 
bulto, que es la densidad media de los granos y el medio en el que 

estan contenidas (aire, agua, lodo, etc.) y la densidad de cada 

grano, que en este trabajo denominaremos genéricamente como 
densidad de grano. La densidad de las canicas es de 2.45gr/cm3

, la 

de las fichas de l.. 05gr / cm3 y la de la arena de 2. 58gr / cm3
• La 

elección de canicas y fichas fué hecha para evitar dos de las 

principales dificultades cuando se caracteriza al material 

granular: las definiciones de forma y tamaño [50-53]. 
La dificultad al caracterizar el tamaño de un grano muy 

irregular estriba en el hecho de que pueden haber una longitud 

máxima, una minima y un promedio o combinación de ambas que no han 

sido universalmente aceptadas en la literatura [51, 52]. Más 
dificultades surgen en las definiciones cuantitativas de la forma, 
donde una gran cantidad de parámetros existen para caracterizarla. 

No obstante, la gran mayoria de los autores toman a la esfera o al 

disco como patrones de referencia [51, 53]. La arena de Ottawa, 
que la usamos aqui para comparación, fué tamizada dentro del 

interválo mencionado y muestreada para obtener la distribución de 
tamaños. 

Durante la realización de los experimentos se tuvo especial 
cuidado· de eliminar la grasa de las paredes de los cilindros y en 

mantener las arenas secas para evitar cohesión. Las velocidades 
angulares que se manejaron fueron de o. 06rpm, o. 07rpm, o. oarpm, 

o. lrpm, 1 rpm y 2rpm. Al limitar el espectro de velocidades se 
ganó precisión en éstas; todas las velocidades tienen alrededor de 

O. 01% de error. Con algunos cilidros trabajamos a velocidades 

angulares muy bajas (menores que o. lrpm) con la finalidad de 
evitar efectos inerciales sobre los granos (y sobre los ángulos de 

avalancha) en los sistemas de diámetro muy grande. Asi, los 
valores,. de los ángulos y de los tiempos de avalanchas en los 

sistemas lentos dependen poco del giro de los cilindros. 
El lento giro produjo avalanchas que se filmaron con una cámara 

eco SONY a una velocidad de obturación de 1/60 de segundo. La 
reproducción de la pelicula en nuestra cámara es de 30 cuadros por 
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segundo. La filmación de las avalanchas se realizó después de 

poner a girar los cilindros al menos 10 minutos. Esto tiene como 

objeto eliminar cualquier posible dependencia en las condiciones 
iniciales y eliminar la posible estructuración que puede ocurrir 

aún en pequeñas muestras monodispersas en los sistemas 

bidimensionales [54]. 
El lento giro de los cilindros, a una velocidad angular 

constante dada, tiene la finalidad de cargar los sistemas a razón 
dS/dt=Q=constante y mantener pequeña la velocidad tangencial de 
los granos (v=Qr) con el objeto de no introducir efectos 

inerciales. Ello significa también que el esfuerzo tangencial 
sobre la superficie del montón aumenta y el esfuerzo normal 

disminuye generandose una situación critica de 

origina el movimiento de la superficie libre 

cadencia) 

b) Experimentos en Dos Dimensiones 

esfuerzos que 

(condición de 

Conviene recordar que estamos interesados en caracterizar los 

ángulos y los tiempos (de duración y entre) avalanchas. 

Mostraremos que cuando los efectos de tamaño finito son 

importantes estas cantidades dependen de la microestructura del 

material granular (tamaño y rugosidad de los granos). Por claridad 
debemos hacer ver los siguientes hechos: en todos los experimentos 

en cilindros pueden caracterizarse dos parámetros, uno relacionado 
con el contenedor, que se conoce como la razón de aspecto r, 

definido por r=ancho/largo (en el caso de cilindros r=D/L) y otro 
que da una medida del tamaño del los contenedores en términos de 

diámetros de grano, D/d (un tercer parámetro que depende de r y de 

D/d es la cantidad L/d). 
Para los sistemas bidimensionales, descritos en la sección 

anterior y llenados hasta la mitad, las dimensiones del contenedor 

pueden ~er expresadas a través del cociente s=D/d, que es también 
una medida de cuántos granos caben a lo largo del diámetro de un 

cilindro dado. En los sistemas tridimensionales s es constante 

porque nuestros experimentos fueron hechos en cilindros con 

D=14.3cm y con granos rugosos de diámetro d=3.18mm, en este caso 
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definimos otro parámetro que es l=L/d, que mide cuántos granos 
caben a lo largo de los cilindros. 

En la medición de los ángulos y de los tiempos caracteristicos 

de avalanchas siguimos dos criterios: El primero consiste en que 

avalanchas de muy pocos granos (menos de cuatro) fueron 
despreciadas (debido a la dificultad de su observación, porque son 

eventos muy poco frecuentes y porque no dan cambios significativos 

en los ángulos). El segundo criterio consiste en que el inicio y 

terminación de avalanchas se determina de manera visual cuando el 
primer grano se mueve (inicio) y cuando el tlltimo deja de hacerlo 
(término). Los tiempos de inicio y terminación están determinados 

hasta 1/60 de segundo, que es la resolución de la cámara. La 

resolución en la medición de los ángulos es de 1/2°. La figura 5 

ilustra las cantidades medidas, i.e., el ángulo de reposo ar, que 
es el ángulo al que relaja el sistema después de una avalancha, el 

ángulo <f¡m, que es el ángulo al que se dispara la avalancha, la 

velocidad angular n, el tiempo entre avalanchas, At, y el tiempo 
de duración de avalanchas, A•. 

Fig. 5. Angules y tiempos caracteristicos de avalanchas. A• es el 
tiempo de relajación de una avalancha al pasar de <f¡m a ar. 

En un experimento, en donde los diámetros de canica y de 

cilindro son constantes y la velocidad angular es fija, generamos .. 
un gran ntlmero de avalanchas individuales (del orden de 100). Cada 

valor medio ar y 4i,. de los ángulos y At y A• de los tiempos lo 
conseguimos con alrededor de 100 mediciones individuales de ar, 
<P .. , At y A•. 
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En los sistemas bidimensionales trabajarnos con varios grupos 
rnonodispersos de canicas con diámetros de 3.18mrn, 5.15mrn y 6.2Brnrn, 
por lo cual la l de estos sistemas varia entre 1.09 y 1.18, que 
para propósitos experimentales es constante y no es tornada en 
cuenta en el análisis de los resultados. De igual forma la razón 
de aspecto, r, torna valores entre 20 y 50 que son mayores en un 
orden de magnitud comparados con los valores de r en los 
experimentos de Jaeger et al [40]. 

La medición de los ángulos y de los tiempos para cada avalancha 
da la posibilidad de encontrar distribuciones de ángulos y 
tiempos. La 
tipico bi 

distribución de ángulos para cualquier 
o tridimensional es mostrada en la 

Distribuciones de los ángulos no se encuentran en la 
Estas resultan de nuestro método experimental. 

experimento 
figura 6. 

literatura. 
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Fig. 6. Distribución tipica de los ángulos e, y ~m para 
experimentos en dos o tres dimensiones (las figuras corresponden 
en este caso a un sistema tridimensional con 1=6 y O=O.lrprn). 

Experimentos de Evesque et al [39] y de Jaeger et al [40] 
mostraron que las avalanchas en cilindros rotantes presentan 
cuasiperiodicidad, es decir, At, el tiempo entre avalanchas, y AT, 
el tiern~o de duración de avalanchas, no son constantes sino que 
varian alrededor de un valor medio. En nuestros experimentos los 
mismos resultados de cuasiperiodicidad son reproducidos. 

Durante la generación y evolución de avalanchas intervienen 
muchos factores (reacornodo de granos y disipasión de energia 
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durante el movimiento) que complican la dinámica. Desde un punto 
de vista simple (i.e. prescindiendo de tal complicación) la 
generación y evolución de avalanchas en un experimento a velocidad 
angular constante se verla como el ilustrado en la figura 7. 

<Pm 

e . 

Fig. 7. Modelo simple de la formación y evolución de avalanchas en 
el sistema del cilindro que rota a velocidad angular constante. 

En la figura 7 el paso de e. a tfim se realiza en un cierto 
tiempo At y relaja en otro tiempo A•.· El incremento lineal entre 

er y tfim es debido a que el aumento del ángulo respecto al tiempo 
es constante en los cilindros rotantes. Esto es fácil de 
justificar si tomamos en cuenta que los cilindros estan llenos 
hasta la mitad y que de/dt da el cambio del ángulo en el tiempo, 
que es constante y es la velocidad angular. La evolución de e (el 
ángulo entre e r y tfi m) al pasar de tfi m a e r no necesariamente es 
lineal (no lo podemos medir en los experimentos), pero puede ser 
supuesto lineal si tomamos en cuenta que A• es pequeño respecto a 
At. 

Para el cálculo de los espectros de potencia (que proporcionan 
información sobre la existencia de periódos y frecuencias 
caracteristicas) es preciso contar con valores de los ángulos a 
intervalos de tiempo constantes. En los experimentos reales los 
ángulos varían alrededor de un valor medio (fig.6), también ocurre 
cuasiperiodicidad con lo cual las series de tiempo no son tan 

uniformes como las de la figura 7. Resulta entonces necesario . 
hacer una interpolación para calcular los valores de los ángulos. 
Realizamos una interpolación lineal y elegimos como periodo 
fundamental At, un resultado tipico de una serie de tiempo con 
esta interpolación es el mostrado en la figura a. Experimentos con 
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otros valores de s o de n o con sistemas tridimensionales 
proporcionan series similares. 

sao segs. 

Fig. a. Evolución experimental de los ángulos corno función del 
tiempo para un experimento tipico de avalanchas (en este caso 
Q=0.1rprn y s=84.8). 

A partir de la aproxirnacion experimental antes descrita 
(interpolación) calcularnos los espectros de potencia. 

El espectro de potencia s, de la serie de tiempo {cx(t)} (donde 
t=O, ••• ,N-1, son los tiempos unitarios y ex el ángulo B), se define 
[55] corno la norma de la transformada de Fourier de dicha serie: 

N-1 

F(f)= E cx(t)exp[-2rrift/N], (2 .1) 
t=O 

donde n=o, ••• ,N-1. En 

unitario el valor medio 
una función real de 

el cálculo de F(f) usarnos corno tiempo 
de At. El espectro de potencia S=IF(f) 1 es 

f. Debe observarse que en nuestros 
experimentos los valores que resultan de la interpolación lineal 
son en realidad las derivadas dB/dt, por lo que los espectros de 
potencia para los ángulos se obtienen al multiplicar por 1/ (At) 
los espectros para las derivadas. Los espectros de potencia 
encontr<;_dos tienen la forma del espectro de la figura 9 que no 
muestra una diferencia importante entre los casos bi o 
tridimensionales. 

Nuestros espectros de potencia para los ángulos no muestran una 
diferencia cualitativa respecto a los espectros encontrados por 
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otros autores [40) (fig.3), pero si respecto a criticalidad Auto 
Organizada (CAO). La frecuencia 1/(At) se manifiesta en el primer 
pico, de derecha a izquierda, del espectro; el ancho de este pico 

10 

Fig. 9. Espectro de Potencia para una serie de tiempo tipica bi o 

tridimensional (en este caso Q=0.1rpm, s=70, At=12.6 y 

log[1/At]=-l.1). Como referencia se ilustra el espectro 1/f de la 

CAO. 

muestra la dispersión en los datos (cuasiperiodicidad). La caída 

del espectro para valores mayores que 1/ (Ai:) implica la mayor 
disperión asociada con Ai:. 

El espectro 1/f no se manifiesta para nuestros sistemas, como 
podria esperarse de los argumentos de Liu et al [49). su argumento 
básico consiste en suponer que para sistemas muy pequeños (LsJOd, 

donde L es el diámetro de los cilindros y d el diámetro de grano) 

la diferencia entre er y <fi,. es pequeña y da origen a valores de 
los ángulos casi indistinguibles entre si que siguen 

distribuciones aproximadas por leyes de potencias. En nuestros 

experimentos, como ·veremos adelante, estas diferencias no son 
pequeñas y no siguen leyes de potencias, como se ve de las 

distribuciones de la figura 6. 

En los experimentos en dos dimensiones exploramos varios 

efectos ... Primeramente estudiamos el efecto de cargar los sistemas, 
a velocidad angular constante d8/dt=Q=0.1rpm. como en el modelo de 

la figura 7. Esto fué hecho para diferentes tamaños de contenedor 

y de granos de manera que s fuera creciendo, asimismo la longitud 
de los cilindros l=L/d se mantuvo constante. El cambio en s fué 
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hecho por dos vias alternativas. s puede crecer al aumentar D, el 

diámetro de los contenedores (con d fijo), o disminuyendo el 
diámetro d de las canicas o discos (con D fijo). Realizamos 

experimentos en esta dirección y medimos los ángulos y los tiempos 

de avalanchas para valores de s desde 20 hasta 151 diámetros de 

grano (d=3. lSmm). La figura 10 (pagina siguiente) muestra los 

valores de los ángulos medios ~m, e r y de Cl, la diferencia de 
ángulos, como función des y Q(=O.lrpm=0.6°/seg). Cada valor medio 
es el resultado de promediar ángulos y tiempos en alrededor de 100 

avalanchas individuales con s y a fijos. 
La figura 10 contiene varios hechos interesantes; el ángulo de 

fricción interna ~ es el ángulo, para cada valor de s, a partir 
del cual avalanchas pueden ocurrir. Este valor se calcula de la 

diferencia del ángulo ~m y la desviación estandar u (en la función 

de distribución de ~m los valores experimentales en un interválo 
de ancho 2u, respecto al valor medio,· son los más significativos 

(gr.-.do~) 
40 • ...-·---... 
30 ............. ~ .. ~--.:~""~~~~ ... .. . -~~...==...~ 
20 ............................................................................... er ........................................... .. 

. '-""----- . 
10 ...... : ............................. ~"=~;;,:,:,::,: ...................... / ........................................... . ... _ _,,_ 

-----· 20 40 00 80 100 120 
s(diametros de grano) 

140 160 

-- phi mar. -1.._ t-3itlta min _.._delta ~' ángulo de frlcclón 

Fig. 10;. Angules caracteristicos como función de s en sistemas 

bidimensionales con íl=O. lrpm=O. 6° /seg. La figura con triangules 

corresponde al ángulo de fricción interna (~), i. e. , el ángulo 
(como función de s) a partir del cual avalanchas pueden ocurrir. Cl 

es la diferencia de ángulos medios ~m-er. 
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en el cálculo de los valores medios). Desde el punto de vista 
experimental la cantidad ifim-CT es entonces el valor experimental 

más pequeño de los ángulos ~m· La aparición de este ángulo es el 

resultado de que los valores individuales de ~m no son constantes 
en un sistema con n, s y 1 constantes. 

Experimentalmente encontramos que, para los sistemas 

bidimensionales, <J=<!i/2 para todos los valores de s. Este resultado 

tiene un significado muy importante respecto a la dinámica de los 
sistemas bidimensionales que discutiremos en la sección 2.4. 

De la figura 10 observamos también que ifim y er son funciones 
oscilatorias de s. La cantidad a, que es la diferencia de ángulos 

medios ifim-er, no oscila y decrece su 
para valores grandes de s, lo que 
crece s, con Q=cte. el sistema 

valor asintóticamente a cero 
implicaria que a medida que 

tiende a fluidizarse. La 

exploración de este hecho para valores más grandes que s=l51 

diámetros de grano no fué posible por limitaciones experimentales. 

Debemos observar que las oscilaciones de los ángulos medios 

como función de s no son fluctuaciones porque son resultados 
completamente reproducibles. 

Las curvas de la figura l.O presentan la peculiaridad de que 
cualquier valor de los ángulos obedece un escalamiento. Este 
escalamiento se entiende de la siguiente manera: los valores de 

los ángulos medios, de la diferencia de ángulos medios, y de los 

tiempos medios (que se muestran en la figura l.l.) no cambian cuando 
algún valor de s es alcanzado variando d o D, es decir, ocurre un 

escalamiento geométrico y dinámico para estos sistemas. 

A manera de ejemplo, el punto a la extrema izquierda, que no 
está unido por curvas, corresponde a s=20.86, Q=O.l.rpm y se 

consiguió para fichas de. plástico con diámetro d=2.3cm y diámetro 
de cilindro D=4Bcm o con fichas de diámetro d=2.88cm y diámetro de 

cilindro D=60cm; lo mismo 

curvas que corresponden a . 
ocurre para cualquier 

canicas de vidrio 

punto de 

rugosas • 

las 
Este 

escalamiento puede verse también como un efecto dimensional: los 
discos, moviendose en un plano, y las esferas, con un grado de 

libertad rotacional adicional al de los discos, se comportan de 

igual forma en términos del escalamiento, esto es, la gravedad no 
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es un factor escencial en estos sistemas. 

Dentro de la discusión experimental comviene mencionar que al 
crecer s se observan cambios en los arreglos de granos en el seno 
del material, esto es, cambios en el empaquetamiento, lo que se 

refleja en la variación de los ángulos medios como función de s. 
Mayor discusión de las oscilaciones será presentada en la sección 
2.4. 

Pasamos ahora a discutir la cuestión de los tiempos. 

Mencionamos al inicio de esta sección que las avalanchas 
individuales se presentan a un tiempo entre avalanchas At (tiempo 
entre el fin de una avalancha y el inicio de otra) y tienen una 

duración A-r (tiempo entre el movimiento del primer grano y el 

último en una avalancha) • La figura 11 muestra la dependencia de 
los tiempos medios At y A-r corno función de s. 

(sous) 
26,-~~"""7""~~~~--~~~~~~~~~~~~~ .... 

20 .................... ~~~ ..................................... : .................................. ; .................... . 
16 -.................................... ~.: .... ~ ...... ; ... ;.;.: ... f~t ................................ : ......... : .. .. 

·: ..•••..•...•..•.• : .••.•••.•.••.••.. ··~····· 
o . ..__.___ ....... ~ . 
o 20 40 60 80 100 120 

s(diametros de grano) 
140 160 

-- dEilta-t -'-delta-tau 

Fig. 11. Tiempos caracteristicos de evolución de avalanchas en 
sistemas bidimensionales corno función de s. Q=0.6°/seg. 

Los =iernpos medios At y A-r son también funciones de s. En la 
figura 11 notarnos que a medida que se incrementa el tamaño de los 

cilindros, respecto al tamaño de las canicas, el tiempo medio 
entre avalanchas At 
mientras el tiempo 

disminuye de manera monótona 
de duración de avalanchas 
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uniformemente. Los tiempos caracteristicos están asociados 
probablemente con la estabilidad de las pendientes de granos ya 

que a medida que s crece la longitud de las pendientes es mayor y 

por tanto mayor la probabilidad de que halla más granos en una 
situación inestable, i. e., susceptibles de moverse y disparar la 

avalancha. El que halla más granos en situación inestable para s 

grandes también explica que la duración de las avalanchas sea 

mayor. 
En la figura 12 mostramos la evolución de los cocientes ó/dt y 

ó/d" como función de s. 

La cantidad ó / dt es la variación en el tiempo del ángulo 6 

desde er a ~m y coincide con el valor de n. Constituye también una 
medida de los errores introducidos durante el proceso de medición 

de los ángulos y de los tiempos entre avalanchas. En los 

experimentos, el máximo error relativo respecto a n es del 2%. La 
cantidad ó/d" es una medida del flujo de granos durante 
avalanchas, la curva de la figura 12 muestra que este flujo 
disminuye al aumentar el tamaño de los cilindros. 

20 
{deg•/•ec•) 

.::••············~·~~···························································· .. ....__-..lri.. 

ol_~~--'-.!::=~==:c:~==~==~==::r::=~=---......===-~-=-=~==~=·::::i1:==-:::::~::r===:;;..___1 
o 20 40 60 60 JOQ J2Q HO JilO 

s(grr.in dirtrn eters) 

_..__ delta/del-l"u ~- delt.a/del-t . 

.. 
Fig. 12. cocientes caracteristicos ó/At y ó/d" como funciones de 

s en sistemas bidimensionales, O=O.lrpm. 

El área efectiva movilizada durante avalanchas intermitentes 
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(esto es, cuando o no es cero), es mostrada en la figura 13. En 

estas avalanchas el área de la zona I se traslada a la zona II. 

Esta conclusión se sigue de visualización en experimentos de 

avalanchas pequeñas con granos coloreados. 

Fig. 13. Area efectiva movilizada en una avalancha. 

Siguiendo este criterio podemos construir la curva del área 

movilizada como función de s. El área movilizada e~ el área de un 

sector circular de radio D/2 (o s/2 en unidades de diámetros de 

grano) y arco o, que es n(D/2) 2 o/360 (o n[s/2] 2 o/360). Esta curva 
se ilustra en la figura 14, donde se observa un aumento monótono 

creciente del área para pequeños valores de s y una repentina 

calda para valores de s mayores de 131 diámetros de grano. La 
curva no es una parábola, como se espera de la dependencia 
cuadrática en D (o en s), ésto es debido a que o es una función de 

D (o de s). 

Al observar las figuras 11 y 14 (mostrada más adelante), 

notamos la situación aparentemente contradictoria, que para 
sistemas grandes (s>l30) AT>At, es decir el tiempo de duración de 

avalanchas es mayor que el tiempo entre ellas. En efecto, si 

mantuvieramos el resultado observado en sistemas pequeños, de que 

una avalancha moviliza áreas como en la figura 12, concluiriamos 
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que los granos en 1.a posicion ~., -c5 al.canzan el ángulo máximo ~,. 

antes de que la avalancha finalice, i.e., el sistema debería estar 
fluidizado. 

J50 .:::.:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::.::::::::::::::;:;~~=~~~:s~ ... :::: 
···················································;·······~~ ................................................ : .. . 

. ~¿-· 
50 .... , .......................................................................................................................... . 

. ,,.~ 

2QO 

HlO 

º,__ __ _._ __ ........ ___ ,__ __ ~--~--~'----~--~ 
o 20 60 80 JQO J20 HO 160 

s(grain diametera) 

-·- a.r~a 

Fig. 14. Area movilizada en sistemas bidimensionales con velocidad 
angular constante. 

Ya que esto no se observa en los experimentos con s grande, 
debe ocurrir que el mecanismo de evolución de áreas para estos 
sistemas sea otro. De hecho si durante una aval.ancha seguimos los 
granos que están en la posición ~., -c5 observamos que los granos, 
durante 11-c, no barren el arco c5 sino que se introducen muy 
lentamente (tocando otros granos) en el seno del material y 
reajustan la pendiente de manera que, 
sino 8 • Esto tiene otra consecuencia 

r 

en /1-c>/1t, 

igualmente 
mecanismo de disipasión de energía es friccional.. 

no alcanzan ~., 

importante; el. 

La variación de el. área como función del tiempo (en unidades de 
diámetros de grano) está dada por básicamente por la cantidad 
s 2 c5//1-c que graficamos en la figura 14', esta cantidad también es 
proporc~onal al. flujo promedio de granos movilizados durante 
avalanchas. La figura presenta un comportamiento pecul.iar; al. 
crecer el tamafio de 1.os cilindros el flujo se incrementa hasta un 
máximo y despues disminuye monotónicamente . Los últimos puntos en 
la gráfica deben tomarse con reserva pues el criterio de evolución 
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de áreas presentado en la figura 13 no se mantiene. De cualquier 
forma la disminución del flujo tiene un significado importante: el 

área movilizada durante una avalancha o es menor o se moviliza más 
lentamente. Ambos comportamientos son observados sirnultaneamente 

segun lo ilustran las figuras 11 y 14 para los tiempos y el área, 
respectivamente 

5:l ~/~ CL'1,,\.::c~~\·3 C\.~ b:\(t\1:a.s} 

.. .. 
12 ................................................................... , ....... ,, ............................ · ....................... . 

A A . ~ , 
10 ,.. ............................................... : .................. ; ............................................................. . 

8 ································································································································· 
6 .......................................................... . . .......................... b;''··················· .. 
41- ........................................................................................................... ~·········· .. ··~····· 

2 ................................... ···························································································· 

Q0'--~~2~0~~-4~0'--~~6LQ~~-8~Q.~~-1~0~Q_;_~-12LQ~~-14..L.._0~~1~60 

s(diametros de grano) 

Fig. 14'. Evolución, como función des, de la cantidad s28/~T que 

es proporcional al flujo promedio en sistemas bidimensionales con 
velocidad angular constante (Q=0.1rprn. d=3.1Bmrn) 

Otro tipo de experimentos en dos dimensiones se consiguen al 

aumentar n, a s=cte., para observar la naturaleza de los efectos 
inerciales en los valores de los ángulos y de los tiempos. 

El primer resultado interesante es que en los sistemas de 

canicas la velocidad angular de 1 rprn es suficiente para fluidizar 
los sistemas (8=0), aún los más pequeños. Por esta razón 
trabajarnos con los sistemas de fichas de plástico (s=20.86). La 

figura 15 ilustra los resultados encontrados para los ángulos 

dinárnico,.s medios. La palabra dinámico se refiere explícitamente a 

la dependencia de ~ m o e r en a. 
Los puntos se unieron con rectas que, extrapoladas, se 

intersecan en aproximadamente '1=8. Srprn. Los primeros tres puntos 

para cada cantidad (~m' ar, y 8) obedecen relaciones lineales, la 
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extrapolación se hace suponiendo que esta linealidad se mantiene. 

(grados) 
ro.--~~~~·~~~~~~~~~~~~~~~~--~~~-, 

:~::::::::::::::::::::::::::::~~==~~:::::: 
:~ :=::.;~::::::::::::::::::::::::::::··~~~;~~~;·~~·;~~:::::::::::;::::::::::: 
20 ................................................................................................................................ . 

10 ............... =""'=---~· .............................................. .. 
o 
o 2 3 4 6 6 

velocidad angular(rpm) 

~phi ma:r. ~ tetlla min ~ deltu 

7 a 

Fig. 15. Angulos dinámicos medios caracteristicos como función de 
la velocidad angular (la parte acciurada corresponde a 
extrapolación, dos tercios de esta grafica fueron extrapolados) 
s=20.86. 

La figura 15 claramente indica, para sistemas en los que los 
efectos de tamaño finito son importantes, que los valores medios 
de .los ángulos caracteristicos son función de O. Nótese que las 
figuras 10 y 15 muestran como iS se va a cero de dos formas 
cualitativamente dsitintas: una por el incremento en el tamaño 
(fig. 10) y otra por incremento en la velocidad (fig 15). 

Una última clase de experimentos bidimensionales fueron 
realizados para mantener pequeña la velocidad tangencial de los 
granos, aún para los cilindros más grandes. Por ello, a medida que 
el diámetro de los sistemas bidimensionales se incrementó la 
velocidad angular fué disminuida. 

v=Or, crece 
Esto fué necesario porque la 

si el diámetro aumenta y la rapidéz • tangencial, 
velocidad angular se mantiene fija. Esto 

la 
introduce un efecto 

inercial que -eliminamos disminuyendo velocidad angular de 
manera que la rapidéz tangencial v, en los sistemas grandes, sea 
similar a la de los sistemas pequeños. 
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En la figura 16 graficamos los valores medios de los ángulos 

caracteristicos corno función de s. Todas las avalanchas fueron 
generadas con canicas en sistemas con n=0.6°/seg. salvo las de los 

últimos tres puntos del lado derecho que fueron generadas con 

n=o.5°/seg, 0.43°/seg y 0.37°/seg, para s=ll3, 131.5 y 151, 
respectivamente. Esto se hizo para mantener v~cte. Mantuvimos los 

mismos grupos de valores de s que los usados en los experimentos 

con n=cte. 

grados 
40.----~---~~-------~-~~-------~ 

30 

20 -··-··-··-···-··-·········· ·-·-······-·······----'--------.:-·---·-·· 
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o 20 40 Go so roo ~o 

s(diametros de grano) 
140 

-- phi max _,_ tetha mln _._delta __,.__angulo critico 
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Fig. 16. Variación de los ángulos caracteristicos como función de 

s en sistemas bidimensionales con v=cte., o es la diferencia de 

los ángulos medios ?im -e., ~ es el ángulo de fricción interna. 
Todos los puntos fueron conseguidos con Q=0.67seg salvo los tres 

últimos con s grande que se consiguieron con s=0.5°/seg, 0.43°/seg 

y 0.37°/seg, respectivamente, corno se indica en el texto. 

De la figura 16 nuevamente observarnos diferencias entre a. y ~m 

corno en los experimentos con n=cte. Sin embargo, para valores 

grandes.de s los ángulos máximo y de reposo parecen mantener una 
diferencia casi constante. La constancia de o (s) sugiere que los 
efectos de tarnafio finito se han eliminado para s~l31. Las 

oscilaciones en los valores medios de los ángulos corno función de 

s y el escalamiento de los ángulos y de los tiempos (fig. 17) 
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nuevamente se reproducen en estos experimentos. 

La evolución de los tiempos medios 
bidimensionales como función de s es mostrada 

para sistemas 
en la figura 17. 

Estos son importantes porque dan una medida de los tiempos medios 

de carga (At) y relajación (A1:) como función de la velocidad 
angular y del cociente de tamaños. 

La figura 17 muestra resultados distintos a aquellos 
encontrados con O=cte. En primer lugar al incrementarse el tamaño 
de los cilindros, respecto a los granos, el tiempo de duración de 

avalanchas A1: crece monotonamente mientras la cantidad At se hace 

constante para sistemas grandes, lo que aparentemente confirma la 
independencia respecto al tamaño de los contenedores. El tiempo 

~· 

:: ••• ~::::¡; :::: 
10 ................................................................................................................................ . 

6 ..... , .. : .............................. ==··: ............... :3~ .... .. 
...._...___.... 

O'---~-'-~~~~~~~~~~~~~~~~-'-~~~~~~ 

o 20 40 60 80 100 120 140 160 
s(diametros de grano) 

-- 1folta-t __._ delta-tau 

Fig. 17 Tiempos caracteristicos de avalanchas para sistemas 
bidimensionales (con v=cte.) como función de s, At es el tiempo 

medio entre aval.anchas,. A1: es el tiempo medio de duración de 
avalanchas. Los parámetros experimentales son los mismos que los 
de la figura 16. 

entre avalanchas siempre es mayor que el tiempo de duración de 
avalanchas, por lo que tal vez aqui si se mantiene el resultado 

del traslado de áreas discutido anteriormente (tratamos este punto 
más adelante). Más importante es el hecho de la constancia de~ y 
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Fig. 19. cociente ~m/er para 

velocidad tangencial constante. 

sistemas bidimensionales con 

La curva de la figura 19 muestra cómo los ángulos medios se 

aproximan uno al otro al crecer s y manteniendo l.a velocidad 

tangencial constante. Los últimos dos puntos (s=131.5 y 151) de la 

curva tienen el mismo valor del cociente. Ello confirma que el 

limite de independencia respecto al tamaño de los cilindros tal 

vez ya ha sido alcanzado. 

Con los datos de la figura 16 y con el criterio de movilización 

de áreas de la figura 13 calculamos el área movilizada durante 

avalanchas para los sistemas bidimensionales con velocidad 

tangencial constante y s variable. En la figura 20 mos;tramos la 

variación del área como función de s. 

La figura 20 no muestra una dependencia cuadrática en s (el 

diámetro de los cilindros en unidades de diámetros de grano) como 

deberia esperarse por la relación del área con D (el área de un 

sector c2n arco ó y radio s/2 es rr(s/2) 2ó/360). La diferencia es 

debida a la dependencia de ó en s. La brusca caida que observamos 

en los experimentos con íl=cte. no se observa en estos 

experimentos. 
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de At para valores grandes de s, lo que tal vez implica que una vez 
alcanzada la independencia respecto al tamaño finito de los 
contenedores, los ángulos (cuando s crece) simplemente oscilan 
alrededor de un valor medio y las pendientes del montón toman el 
mismo tiempo en ir de er a ~m· Observamos que las mismas 
limitaciones de tamaños, que en el caso de n=cte., se mantienen en 
estos experimentos. 

otra cantidad de interés para la discusión es el cociente o/A~, 
que como vimos en los experimentos con n constante es proporcional 
al flujo de granos movilizados durante avalanchas, esta cantidad 
se ilustra en la figura 18. 

El cociente o/A" disminuye rapidamente cuando s crece, lo que 
indica que el flujo durante avalanchas disminuye cuando aumenta el 
tamaño del sistema hasta alcanzar un valor casi constante. Una 

medida de la forma en la que se aproxima er a ~m es dada por o, 
sin embargo el cociente ~m/er ilustra esta tendencia más 
claramente. 

20 
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'\,. 
16 ...................... .. ····:·············· .................................................................................... . 

JO 

6 ........................................ . 

o~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

o 20 60 60 JQQ J2<J HO 160 
s(g1·ain <liarneters) 

_.._ del\"-/del-tau 

Cociente característico ó/A" como función Fig. is ... 
sistemas bidimensionales con 
velocidad tangencial constante. 
experimentales de la figura 16 

velocidad angular 
Los valores de los 
se mantienen. 
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Fig. 20. Are a movilizada durante avalanchas en sistemas 

bidimensionales con s variable y velocidad tangencial constante. 

Los experimentos bidimensionales muestran, a través de este 

conjunto de experimentos, una riqueza de resultados que en la 
parte de discusión (sección 2. 4) y en capitulo 3 trataremos de 

entender. Avalanchas bidimensionales no ocurren en la naturaleza, 
sin embargo pueden ser de importanca para entender los mecanismos 

de disipasión de energia u orientar modelos físicos del continuo, 

y de automatas celulares. Pasamos ahora a estudiar sistemas más 
realistas, esto es sistemas en tres dimensiones. 

c) Experimentos en Tres Dimensiones 
Los sistemas tridimensionales que aqui estudiamos pueden tener 

una conexión directa con sistemas de avalanchas naturales. En los 
sistemas tridimensionales el diámetro de los cilindros (14.6cm) y 

el diámetro de las canicas (J.18mm) se mantuvieron constantes y su 

longitud 1 se varió (en lo que sigue 1 la expresamos en cm, o en 

diámetro¡; de grano, lo que haremos explicito). Resultados 
similares a los de los sistemas bidimensionales los discutimos a 

continuación. La velocidad angular se mantuvo en 0.6° /seg. La 

figura 21 muestra el efecto de incrementar 1 desde 2. 22 a 50. 23 
diámetros de grano. 

40 



. 
50 

(dego) 

: ... "'" 
.... "·· : . 

4Q 

2Q 

...... ~ : 

·-........~----=---+------'-lo-..---;.+--~-+ 

-~ 
·-~-+---

Q~----'------'------'------,J'------'------' 
Q lQ 2Q 30 40 

l(grain diamete1·;;) 

-- t .. th .. _._phi -- delta ang 
, . 

- - - : angulo de frlcclÓn 

50 

Fig. 21. Angulos caracteristicos como función de l 

de grano, d=3.18mm), Q=0.6°/seg=O.lrpm. 

fricción interna. 

60 

(en diámetros 

-: ángulo de 

De la figura 21 observamos que ocurre una rápida convergencia 

de los valores de los ángulos en estos sistemas, los últimos 

puntos son practicamente independientes de la longitud de los 

cilindros. El ángulo de fricción interna </>=~m-u (que es el ángulo 
al que pueden iniciarse avalanchas individuales) se comporta, para 

pequeñas longitudes, como en el caso bidimensional (~=~m-o/2). 

Para longitudes mayores o iguales a 15 diámetros de grano el 

ángulo de fricción sigue otro comportamiento; </> coincide con el 
ángulo 0 r (por lo que u=o) • Mostraremos más adelante que el 
movimiento de los granos tiene importantes implicaciones sobre los 

valores de los ángulos medios. En esta parte solamente 
mencionamos, como una observación experimental, que el movimiento 

de los granos (en cilindros con l mayor o igual a 15), justo en al 

inicio q,e la avalancha, se da en la parte inferior de los 
cilindros. 

Similar al caso bidimensional con v=cte., la independencia 

respecto al tamaño finito de los contenedores se alcanza a partir 
de una longitud caracteristica. La figura 22 muestra la evolución 
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de los tiempos caracteristicos como función de la longitud, 

también se observa la rápida independencia de los tiempos medios 

en la longitud de los cilindros. 

(se11sl 
26~~--~~~~~-

20 ............................................................................................................................... . 
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l(diametros de grano) 

~ daJta tau - delta t 

60 60 

Fig. 22. Tiempos caracteristicos de avalanchas como función de 1 
en sistem.as tridimensionales, '1=0. 6° /seg. 

Los cocientes de ángulos a tiempos son graficados en la figura 

23, el cociente a/l!.t mantiene un valor constante igual a o.6°/seg, 

que es el valor de la velocidad angular de. los. cilindros. 
(11rados/se11s) 

Fig. 

20.--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~...., 

16 ............................................................................................................................... .. 

·~.:: 
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10 

23. Cocientes 

= 
20 30 40 

l(diametros de grano) 
de ángulos a tiempos 

60 60 

como función 
'1=0.1rpm. 

de 1, 

El volumen movilizado en avalanchas es graficado como función 
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de 1 en la figura 24. La curva que une los puntos experimentales, 

Fig. 

16·············"""''"""''""""'"'"""""""""""''':··: .. ···~···················· 
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o 
o 

24. 

10 

Volumen 

20 30 40 60 60 
1 (diametros de grano) 

-•1olumen 

movilizado en · avalanchas de 

tridimensionales como función de l. Q=O.lrpm. 

sistemas 

a diferencia del caso bidimensional, es monótona creciente pero, 
en apariencia, no es lineal. Esta curva se obtuvo observando que 
el volumen movilizado en una avalancha es el contenido entre un 

sector circular cilíndrico de radio D/2, amplitud o, y longitud l. 

Asi, el volumen es rr(D/2) 2 lo/360 (o en diámetros de grano 

rr[s/2] 2 lo/360). 
En los sistemas tridimensionales podemos variar también el 

diámetro de las canicas, esta variación lleva a un comportamiento 

esencialmente diferente. Por ejemplo, en la figura 25 mostramos el 

efecto, sobre los ángulos, de cambiar los diámetros de las canicas 
de la siguiente forma: el cuarto punto de izquierda a derecha se 
consiguió con un cilindro de L=5cm y diámetro de canica d=6.2Bmm, 

el sexto punto se obtuvo para un cilindro de L=5cm y canica con 

d=5.15mm" el penúltimo punto se obtuvo para L=13cm y d=3.1Bmm y 
para L=21cm y d=5. 15mm. Los puntos cuarto y sexto muestran una 

fuerte dependencia en el tamafio del contenedor, el penúltimo punto 

conseguido al cambiar en 2mm el diámetro de las canicas originales 
no muestra ninguna dependencia en la longitud del contenedor, lo 
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que confirma que los efectos de tamaño finito se han eliminado. 

(uMdos) 
40 ..... 

. "-..,,._,,_. . 
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o 10 20 30 40 
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-- tetha Olin -'-phi max ~· delta 

60 60 

Fig. 25. Angules caracteristicos, como función de 1, en sistemas 
tridimensionales con cambio en algunos de los valores de los 
diámetros de grano. Q=0.1rpm. 

Como en el caso bidimensional (sección anterior), variamos 
ahora la velocidad angular de los cilindros tridimensionales, la 

figura 26 muestra cómo cambian los ángulos caracteristicos como 
función de O. El sistema tridimensional tiene 1=7.1mm y d=3.1Bmm 
(1=2.23). 

30 

20 

1:~==~========~ª============~::::::=:;::=:::;===:.:===>~~ o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 
velocidad angular(rpm) 

Fig. 26. Angules caracteristicos en sistemas tridimensionales con 
velocidad angular.variable. L=7.1mm (o 1=2.23), d=3.18mm. 
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El aumento en 1 dificulta las mediciones, esto es, a medida que 

- los cilindros se hacen más largos el régimen continuo (ó=O o 

'4í m =ar) se alcanza a menor velocidad angular. En los sistemas 
bidimensionales supusimos un comportamiento lineal de los ángulos 
como función de n (extrapolación lineal), en los sistemas 

tridimensionales se encuentran experimentalmente relaciones 

lineales entre los ángulos y n. 
Las figuras 27 y 28 muestran la evolución de los tiempos y de 

las razones temporales como función de la velocidad angular, 

respectivamente. (segs) 
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Fig. 27 Tiempos caracteristicos en sistemas tridimensionales como 

función de la 

la figura 26. 

velocidad angular, 
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los datos son los mismos que en 
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Fig. 28. Cocientes 'f./dt y "f>/t.-c como función de la velocidad 

angular. Los datos son los mismos que los de la figura 26. 
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El cambio de canicas 
introdujo diferencias 

lisas al tacto por 

cuantitativas en 

canicas rugosas no 

cualquiera de las 
cantidades arriba mencionadas. Esto se debe a la leve diferencia 

entre rugosidades. 

2.4 DISCUSION 
Discutimos ahora los resultados experimentales encontrados en 

los sistemas bi y tridimensionales. Los resultados experimentales 

se refieren a la variación de los ángulos y los de los tiempos de 

avalancha cuando cambiamos alguna propiedad de los sistemas, p.e., 
el tamaño de los cilindros relativo a los granos, la rugosidad de 
los granos, la rugosidad de las paredes o la velocidad ángular de 

los cilindros. 
Los resultados más importantes son los que se refieren a la 

forma en la que ocurren las diferencias entre los ángulos ~m y Sr 
(i.e. existencia de a) respecto al tamaño de los contenedores, la 

dimensionalidad, y la velocidad angular de los cilindros. La 

existencia y comportamiento de ó es de gran importancia para 
proponer modelos o enfoques teóricos para avalanchas. Recordemos 
que en la teoria de Coulomb ó=O y que ésta es la base de muchos 

estudios en Mecánica de suelos). Relacionados con ó diferencias 

cualitativas importantes se presentan en los casos bi y 

tridimensional; discutimos ahora estas diferencias. 

a) Sistemas Bidimensionales 
Los cilindros de longitud muy pequeña, con granos esféricos, 

(en los que la razón experimental de aspecto r=D/L varió entre 20 
y 150) pueden ser considerados como sistemas bidimensionales, 

debido a que los granos tienen movimiento traslacional casi en dos 

dimensiones. En el caso de sistemas con discos los movimientos 
traslacional y rotacional se dan efectivamente en un plano. Más 

. aún, la ..,propiedad de escalamiento ocurre en sistemas plenamente 

bidimensionales (como los sistemas con discos) o en los sistemas 

cuasi bidimensionales de canicas. 
Durante la medición de los ángulos en un experimento con s y n 

constantes encontramos distribuciones para los ángulos máximo y de 
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reposo, esto es, los ángulos no son constantes. En nuestros 
experimentos los ángulos máximos tienen la peculiaridad de ser 

eventos catastróficos en los que ocurren avalanchas que involucran 
a toda la superficie libre, avalanchas de pocos granos casi no 

ocurren. 
Uno de los resultados más interesantes en los sistemas 

bidimensionales (con O=cte. o con v=cte) es el de las oscilaciones 

en los valores medios de los ángulos característicos como función 
de s. Las oscilaciones ocurren a la misma frecuencia espacial y a 

la misma fase, como puede verse en la figura 10 (en donde O=cte.), 

y tienen la peculiaridad de no ser fluctuaciones, porque son 

valores completamente reproducibles. Cada punto es el resultado de 

promediar alrededor de 100 mediciones. 
Más interesante es el hecho de que las oscilaciones se dan en 

cualquier intervalo de s. La cantidad s mide el diámetro de los 
sistemas bidimensionales, por lo cual un intervalo As=s

2
-s

1
, 

contiene sistemas con diámetros entre s
1 

y s
2 

(s
1 
<s

2
). El mayor 

intervalo en nuestros experimentos con canicas es As=sr-s
1
=126.9 

diámetros de grano (sr=151 es el valor mayor de s en las curvas de 
la figura 11, s

1
=24.1 es el primer punto para dichas curvas). En 

este intervalo ocurren oscilaciones; al disminuir As las 
oscilaciones persisten, aún para intervalos muy cortos. 

El que estas oscilaciones se mantengan a cada intervalo As, no 

importando que tan pequeña sea As, implica que existe un 
comportamiento auto semejante. Exploramos, a través del espectro de 

potencia, la posible existencia de frecuencias espaciales 
características, pero no encontramos ninguna de estas, salvo la 

fundamental (As=126.9). Creemos que esto es debido a la poca 
cantidad de datos en nuestras gráficas. 

Refiriendonos a la figura 10 observamos que ó, la diferencia de 

ángulos, es una función monótona decreciente de s, que no oscila y 

tiende a.J'arentemente a cero, lo que implicaría que a medida que s 
crece los sistemas se fluidizan (a 0=0.6°/seg). Observamos. de la 
figura 10 que las oscilaciones en los valores medios de los 

ángulos como función de s están en fase. 
Los sistemas pequeños presentan valores de ó que no están de 
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acuerdo con la conclusión de Liu et al (49] en el sentido de que 8 

disminuye al decrecer s, el diámetro de los contenedores en 

diámetros 

explica 

de grano, 

entendiendo 

en 

que 

contenedores cerrados. Este hecho se 

la condición de esfuerzos para 

contenedores cerrados es diferente a aquella que se presenta en 

sistemas abiertos. 

La disminución (en termines absolutos) en el valor ~ m (s) al 

crecer s (fig. 10) creemos que es debida a que al aumentar el 

tamaño del sistema hay más granos susceptibles de estar en una 

situación inestable y, por tanto, de disparar la avalancha. Lo 

mismo es válido para los tiempos de avalanchas en la figura 11. 

En los sistemas bidimensionales hay un escalamiento para los 

ángulos y para los tiempos ya que es indistinto, los ángulos y 

los tiempos, que s se consiga variando d o D. Estos parámetros no 

son funciones de la gravedad. 

En algunos cilindros cambiamos la· rugosidad de las paredes 

(sobre el diámetro) de los sistemas bi y tridimensionales. 

Encontramos que los valores de los ángulos y de los tiempos no 

cambian lo cual implica que las avalanchas son fenómenos 

principalmente superficiales, ello constituye una diferencia 

importante respecto a los fluidos donde las condiciomes de 

frontera de adherencia o deslizamiento afe·ctan la dinámica de los 

flujos. 

Los ángulos caracteristicos y por consecuencia los tiempos y 

otras cantidades asociadas dependen de la velocidad angular (fig. 

15). Para sistemas con s>20.48 y íl>1 la medición de los ángulos es 

dificil de realizar con lo cual se evidencia que 8 y n no son 

independientes. 

En la figura 15, que corresponde a sistemas con discos y 

s=20. 48, encontramos relaciones aparentemente lineales entre los 

ángulos y la velocidad angular. Conviene mencionar que los 

espectro_;; de potencia para sistemas con n .. o. 6° /seg. no presentan 

diferencias cualitativas comparados los de los sistemas con 

l"l=O. 6° /seg. 

Como 

medición 

una 

de 

conclusión debemos mencionar que en el 

los ángulos individuales de avalancha 
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presentan grandes variaciones alrededor de su valor medio. La 

medida de estas variaciones la da la desviación estandar u. En 
particular, a medida 
contenedores, l (fig. 
cuando los ángulos 
contenedores. La forma 

que 
21), 

dejan 

en la 

U' 

se aumenta la longitud de los 
disminuye hasta un 
de depender del 

valor constante 

tamaño de l.os 
que u varia depende de la dimensión. 

En el caso bidimensional las variaciones respecto a qim van corno 
<r=8/2. En los sistemas tridimensionales inicialmente van corno 

u=a / 2 y para la:l5. 7 como a-=8. Estos resultados experimentales 

tienen una explicación (cambios en la densidad que inducen l.os 

cambios en los ángulos, debido a que las distribuciones de 
esfuerzo cambian con la densidad) propuesta por otros autores 

[57], a partir del cual podemos obtener información sobre las 
caracteristicas del material. Es decir, corno veremos en el 

siguiente capitulo, que 
rnacroscópicarnente como 

fuerzas de fricción. 

éste, durante 
un plástico con 

b) Sistemas Tridimensionales 

avalanchas, se comporta 
cedencia gobernada por 

Los sistemas tridimensionales (fig. 21) presentan una rápida y 
suave independencia de sus propiedades de bulto corno función del 

tamaño de los contenedores. Sin embargo, el cambio en el tamaño de 
los granos, cuando l.os efectos de tamaño finito son importantes, 

puede afectar la suave convergencia; el cambio en las propiedades 
de bulto (fig. 25) es más sensible a pequeñas longitudes del 

contenedor. La velocidad angular, al igual que en sistemas 
bidimensionales, cambia los valores de los ángulos y de los 

tiempos (fig. 26). Aparecen relaciones lineales de los ángulos 
como función de la velocidad angular. 

En los sistemas tridimensionales de menor longitud (1<3.4) los 

ángulos son mayores o iguales que los que aparecen en los sistemas 
bidirnensjonales (fig. 23). Creernos, por los arreglos de granos que 

se dan, que esto es debido a la suma de los efectos de las 

fuerzas de fricción entre los granos y con las paredes. Para 
mayores longitudes, la suma estos efectos deja de ser importante. 

Observarnos que a pequeñas longitudes de cilindro el movimiento 
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inicial de los granos durante avalanchas ocurre en la mitad 
superior de los montones y el los sistemas de longitud grande el 

movimiento inicial ocurre en la mitad inferior de los cilindros. 

El que en los sistemas pequefios el movimiento inicial sea en la 
parte superior implica que los granos gastan gran parte de su 

energía potencial en el contacto con otros granos, i. e., en 
fricción. Para los sistemas de longitud 1 grande, el movimiento de 

los granos en la parte inferior de los montones induce, primero, 
un rápido arribo de los granos a las paredes del contenedor,y 
despues, un continuo choque de los granos que provienen de la 

parte alta del contenedor que frena a los granos, i.e., un regimen 

colisional. Estos resultdos serán discutidos en la discusión de la 
sección 3 . 2 , 

teoría del 
avalanchas. 

donde presentamos una discusión en términos de una 
continuo sobre la aparición de los ángulos de 

El análisis de los cambios en la densidad de bulto 
sera fundamental para entender las oscilaciones en los ángulos 

para diferentes tamafios .. 
En el siguiente capitulo discutiremos los resultados 

encontrados a partir de una de las teorías más exitosas del 

continuo. Mostraremos también que las teorías cinéticas y de 
autómatas celulares aún no son capaces de dar una adecuada 

descripción de la evolución de avalanchas. Más aún, evidenciaremos 
que en apariencia sólo las teorias del continuo describen 

adecuadamente le evolución de avalanchas en sistemas pequefios (bi 
o tridimensionales) de granos secos. 
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CAPITULO 3 

ESTUDIOS TEORICOS SOBRE DINAMICA GRANULAR Y SUS IMPLICACIONES 

EN LA FORMACION Y EVOLUCION DE AVALANCHAS 

3.1 INTRODUCCION 

La descripción teórica del comportamiento de los medios 

granulados, en cualquier régimen, es un problema dificil debido a 

la gran cantidad de fenómenos involucrados (principalmente la 

naturaleza discreta de estos materiales, los fuertes cambios en la 

velocidad de los granos respecto a la velocidad de la corriente 

media, en la concentración o empaquetamiento granular y a la 

aparición de diversos mecanismos de disipación de energia). 

La mayoria .de los modelos teóricos hasta ahora conocidos 

idealizan las condiciones de flujo, la interacción entre granos, 

las condiciones de frontera, y la geometria de los contenedores a 

un grado tal que los modelos tienen poco que ver con sistemas 

reales. 

En el caso de avalanchas hemos observado experimentalmente que 

aparecen tres zonas (no claramente separadas) con propiedades 

distintas: La zona sólida (que soporta esfuerzos sin movimiento), 

la zona fluidizada (en la que aparecen gradientes de velocidad) y 

la zona de transición. Al mismo tiempo, las condiciones de 

frontera en el caso estático son de frontera libre, y en el caso 

dinámico, de fronteras con movimiento relati ve de granos en la 

zona de transición; aparecen también fronteras libres difusas 

debido al movimiento superficial de los granos. 

Desde el punto de vista teórico cada zona puede aproximarse por 

un cierto régimen de movimiento. Como referencia, mencionamos los 

distintos regimenes de flujo que experimentalmente se han 

caracterizado para un medio granulado (aqui la palabra flujo está 

relacionada, como en la teoria de sólidos y fluidos, a las 

deformaciones elásticas y plásticas o al movimiento del material 

como un fluido) • 

Bagnold [12, 20) caracterizó exp~rimentalmente tres diferentes 

51 



regimenes de flujo granulado. A grandes rasgos son: 

El Régimen cuasiestacionario, que se caracteriza por las altas 
concentraciones o empaquetamiento de granos (>O. 5) y pequeñas 

razones de deformación (gradientes del campo de velocidad) ; en 
este régimen los efectos friccionales entre granos son muy 

importantes y ocurre poca influencia de la viscosidad del fluido 

intersticial sobre el movimiento de los granos (no obstante, 
cuando hay humedad en el material granular, i.e., poco contenido 

de agua, aparece fuerzas electrostáticas que mantienen unidos a 
los granos, la manifestación macroscópica de estas fuerzas es 

conocida como cohesión). Por ejemplo, un suelo, seco o humedo, en 
situación estática puede soportar grandes esfuerzos cortantes con 

pequeñas deformaciones; un ejemplo más es el de nuestros montones 

(en 2 o 3 dimensiones) antes de avalanchas. 

El Régimen de . inercia de grano o colisional, en el que hay 
pequeñas a moderadas concentraciones ·de granos (<O. 5) y grandes 

razones de deformación. La influencia de la viscosidad del fluido 

intersticial es despreciable y los granos en este régimen 
transmiten la mayor parte del momento y la energia via colisiones 

elásticas o inelásticas, p. e. , la zona de rápido movimiento de 
nuestros montones granulares durante avalanchas. 

Y el Régimen macroviscoso en el que hay una gran influencia de la 
viscosidad del fluido intersticial sobre el medio que contiene 
pequeñas fracciones de sólido y pequeñas razones de deformación. 

Por ejemplo, en la formacion de dunas por el viento, muy cerca del 

suelo, se crea una capa limite en la cual los granos casi no 
chocan entre si pero sienten la viscosidad del aire [19]. 

Pueden existir otras combinaciones de parámetros 

(concentraciones, gradientes de velocidad, etc.) que corresponden 

a otros regímenes, no obstante, muchas situaciones teóricas y 
experimentales suelen aproximarse por alguno de los anteriores 

regimen~s o por las transiciones entre ellos. 

conviene recordar (para tener una idea de las concentraciones 
involucradas) que en el caso de esferas pueden existir diversos 

tipos de empaquetamientos; por ejemplo, el empaquetamiento de 

minima estabilidad mecánica se conoce como empaquetamiento suelto 
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aleatorio con un valor de o.56 (i.e. dado un volumen sólo el 56% 
de este puede ser ocupado con éste empaquetamiento). El 
empaquetamiento cercano aleatorio se consigue cuando un recipiente 
lleno de esferas se agita hasta lograr un empaquetamiento muy 

estable, su valor es de 0.64. El empaquetamiento cercano ordenado 

es el máximo empaquetamiento posible de alcanzar con esferas, su 

valor preciso no se conoce pero se estima que está alrededor de 
0.74 [4]. En el caso de discos se estima que el empaquetamiento 
aleatorio está entre 0.82 y 0.89 y que el empaquetamiento cercano 

ordenado es 0.9069 [3]. 

En la sección 2. 4 del capitulo anterior discutimos nuestros 
experimentos con canicas. Hicimos un gran número de mediciones de 
los ángulos y los tiempos caracteristicos de avalanchas. El 

estudio estadistico de este gran número de mediciones nos llevo a 

encontrar que las avalanchas en promedio ocurren a un valor medio 

que llamamos ~m (ángulo máximo) y que relajan a un ángulo menor 

que llamamos ar (ángulo de reposo). Notamos también que avalanchas 

a ángulos menores que ~m pueden ocurrir, los valores de estos 

ángulos, que dan una contribución significativa al valor medio, 

tienen como cota minima a la cantidad <P=~ m -cr, donde cr es la 
desviación estandar que es una función de la dimensionalidad, <P es 
llamado el ángulo de fricción interna. 

A través de visualización observamos que previo al inicio de 

una avalancha se mantiene el régimen cuasiestacionario, es decir, 
las pendientes soportan esfuerzos tangenciales sin movimiento 

hasta un limite experimental que llamamos el ángulo máximo ~m (y 

en algunas ocasiones al ángulo <P>· ~m (y <Pl depende del material, 
del tamaño de los cilindros (so 1), de la velocidad angular O de 
los cilindros, y de la dimensionalidad. Durante una avalancha hay 
una clara 

estática; 
separación entre una zona 

en la parte móvil pueden 
con movimiento y una zona 

dominar (dependiendo de la 

dimensi~nalidad) los efectos colisionales o friccionales; al mismo 
tiempo, la parte que no cede se mantiene en un régimen francamente 

estacionario. Finalmente, al terminar la avalancha, el montón 

relaja su pendiente a un ángulo menor que ~m (y que <P) llamado ar. 
Debido a la aparición de varios ángulos que caracterizan las 
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avalanchas podemos preguntarnos: ¿Hay alguna influencia, sobre los 
ángulos, de los efectos friccionales y colisionales en los 
diferentes tipos de avalanchas?. ¿Si la hay, cómo se manifiesta? 

Las respuestas, desde un punto de vista cuantitativo, no se 

conocen. Sin embargo, podemos afirmar que los efectos dominantes 

dependen de la dimensionalidad. Esta afirmación la discutiremos a 
partir de pruebas triaxiales en sistemas con empaquetamientos 

variables [57], que conectamos después con nuestros resultados 

experimentales. 
con miras a la construcción de una teoria y hablando en 

términos generales pueden usarse diferentes enfoques teóricos para 

deducir las ecuaciones de movimiento e introducir o construir las 

relaciones constitutivas. Los modelos para el régimen 

cuasiestacionario son llamados modelos friccionales porque ya sea 

a nivel macroscópico o microestructural se considera la fricción 
como un elemento fundamental. En el· caso macroscópico se usan 

hipótesis del continuo; elementos de volumen interaccionan entre 
si a través de fuerzas de fricción y de cohesión (si hay humedad). 

Las ecuaciones que se obtienen son del tipo de teoria de la 
plasticidad (donde las deformaciones no son linealmente 

proporcionales a los esfuerzos). Las ecuaciones plásticas actuales 
no describen todos los fenómenos en el régimen cuasiestacionario 
(la relación de Coulomb de la sección 1. 3 es el ejemplo más 

acabado de ecuación plástica para medios granulados, no obstante, 

no explica la aparición de diferencias entre ~ y ~m que observamos 
en nuestros experimentos). Extensiones o mejoras pueden ser 

introducidas a partir de nuestra información experimental, estas 

serán discutidas en la sección 3.2. 
En el régimen colisiona! las teorias microestructurales han 

permitido un primer planteamiento del problema de los medios 

granulados en términos de ecuaciones y relaciones constitutivas 

derivad~s de la teoria cinética. La aproximación de la teoria 

cinética para avalanchas consiste en suponer [16, 17, 31, 58] que 
la zona fluidizada mantiene una pendiente constante respecto a la 
horizontal y que el movimiento puede verse como un flujo 

colisiona! en un canal, cuya base es una superficie de granos. 
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Esta aproximación, en el régimen de avalanchas intermitentes (que 

es el de interés para nosotros) , no es correcta debido a la 

ocurrencia simultánea de varios regimenes de flujo y a la continua 
variación de la pendiente de avalancha respecto a la horizontal 
que se observa en experimentos reales. Con el fin de conocer las 

limitaciones de la teoria en el problema de las avalanchas 
intermitentes, en la sección 3.3 presentamos una critica al uso de 

estas teorias. 
En la sección 3.4 discutimos modelos de autómatas celulares que 

presentan criticalidad Auto organizada (CAO), Bak et al [25), 
Kadanoff et al [26). En base a la discusión de la sección 2.2, y a 

los resultados especificas de estos modelos, mostramos que los 
modelos de CAO no constituyen hasta el momento una representación 

realista de la evolución de las avalanchas, pero desde el punto de 

vista teórico-computacional (que nos permite a menudo lograr 

realizaciones similares a las del experimento), son un método que 
en forma más acabada podria permitir un tratamiento más adecuado. 

3.2 PREDICCIONES DE LA TEORIA DEL CONTINUO EN MEDIOS GRANULADOS 

Desde el punto de vista de flujo se ha tratado el problema de 

la descripción de un medio granulado con dos enfoques teóricos 

diferentes; la teoria cinética y la teoria del continuo. El 
propósito final de ambas es formular ecuaciones de movimiento y 
relaciones constitutivas que, al menos de una manera aproximada, 

describan el comportamiento básico de estos medios. 

La teoria del continuo más éxitosa en la descripción de medios 
granulados es la teoria de la plasticidad. En esta teoria es 
fundamental el concepto esfuerzo, que ahora formalizamos. 

Toda teoria del continuo parte de analizar elementos de volumen 

material, que se suponen pequeños desde el punto de vista 
macroscópico y grandes microscópicamente para que contengan un 

gran nú_¡nero de moléculas. En medios granulados una aproximación 

adicional es necesaria; los elementos de volumen contienen 

particulas sólidas y fluido por lo que una densidad (media) de 

bulto debe ser introducida. En nuestros experimentos la densidad 
dominante es la de los sólidos con lo cual la densidad (media) de 
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bulto es casi la de los sólidos. 
Incluyendo esta aproximación podemos calcular la fuerza total 

en una porción del cuerpo. Primero, esta fuerza total es igual a 

la suma de todas las fuerzas en todos los elementos de volumen de 

aquella porción del cuerpo., i. e. esto 

integral de volumen JFdv, donde F es 

volumen y Fdv es la fuerza sobre el 

puede escribirse como la 

la fuerza por unidad de 

elemento de volumen dv. 

Segundo, las fuerzas con las cuales varias partes de la porción 

considerada actuan una sobre otra no pueden dar sino cero en la 
rsultante total, ya que ellas se cancelan por tercera ley de 

Newton. La fuerza requerida, por tanto, puede ser considerada como 

la suma de las fuerzas ejercidas sobre la porción dada del cuerpo 

por las porciones que la rodean. No obstante, estas fuerzas actuan 
sobre la superficie de aquella porción, y asi la fuerza resultante 

puede ser representada como la suma de fuerzas actuando sobre 
todos los elementos de superficie, es decir como una integral 

sobre la superficie. 
Asi, para cualquier porción del cuerpo, cada una de sus tres 

componentes_JF
1
dv de la resultante de todos los esfuerzos internos 

puede ser transformada en una integral sobre la superficie. 
Sabemos de análisis vectorial que la integral de un escalar sobre 

un volumen arbitrario puede ser transformada en una integral sobre 

la superficie si el escalar es la divergencia de un vector. En el 
caso presente tenemos la integral de un vector, no de un escalar. 

De aqui el vector F
1 

debe ser la divergencia de un tensor de rango 
dos, es decir debe ser de la forma 

(3 .1) 

Entonces la fuerza sobre cualquier elemento de volumen puede ser 
escrita como la integral sobre una superficie cerrada rodeando 

aquel vglumen: 

(3. 2) 

donde df
1 

son las componentes del vector elemento de superficie 
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df, dirigida a lo largo de la normal exterior. El tensor cr
1

k es 

llamado el tensor de esfuerzos. Como vemos de (3.2), cr
1
kdfk es la 

i-ésima componente de la fuerza sobre el elemento de superficie 

df. Tomando elementos de area en los planos xy, yz, zx, 

encontramos que la componente cr
1
k del tensor de esfuerzos es la 

i-ésima componente de la fuerza en la unidad del área 

perpendicular al eje xk. Por ejemplo, la fuerza por unidad de 

área, perpendicular al eje x, es crxx' y los esfuerzos tangenciales 

(al área cuya normal esta en x) a lo largo de y y de z son cr~ y 

crzx, respectivamente. En nuestros experimentos los materiales son 

no cohesivos por lo que no soportan esfuerzos tensíles. En lo que 

sigue los esfuerzos normales serán compresivos por lo que las 

fuerzas normales están dadas por cr
11

df
1 

con df
1 

a lo largo de la 

normal interior. 

En las teorías del continuo la deducción de las ecuaciones 

(friccionales) para avalanchas es puramente fenomenológica. El 

modelo de más éxito en estas teorías es el modelo fricciona! de 

Coulomb de la condición critica para la cedencia de un suelo. 

La cedencia es un concepto importante en la teoría de la 

plásticidad, y es la condición para que un material tenga una 

deformación plástica excesiva, en materiales granulados la 

cedencia produce fracturas y, por tanto, un cambio permanente en 

la forma del material. Un problema de gran importancia en 

plasticidad es el de deducir relaciones matemáticas para predecir 

las condiciones a las cuales cedencia plástica comienza cuando un 

material es sujeto a cualquier posible combinación de esfuerzos. 

Vimos en la sección 1.3 que historicamente el primer modelo 

fricciona! del continuo que describe la cedencia de un medio 

granulado es debido a Coulomb [1]. El modelo de Coulomb se basa en 

el criterio de que un bloque de material granular que genera 

esfuerzos normales cr y tangenciales -r se desliza sin separarse 

siguien~o la relación: 

1 -r I "= k + <T tan~ k + crµ, (3. 3) 
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donde (usando la ¡otación estandar de mecánica de suelos (14]) k 

es la cohesión, ~ Jel ángulo de fricción interna, J-c: 1 es el valor 
absoluto del esf erzo tangencial y µ es el coeficiente de 

fricción. La figul1 a 30 aclara de manera gráfica el modelo de 
Coulomb. cuando i: satisface la relación (3. 3) el material se 
deforma permanente ente, es decir, plasticamente. 

(a) 

Fig. 29. 
granular. 

-cohesión ,12 

(b) (c) 

Modelo de Coulomb para la cedencia de un material 

La figura 29 (c) muestra q~e un material granular con cohesión 
puede mantener un esfuerzo friccional cortante, i:, sin originar 
movimiento macroscó ico. 

El movimiento en una avalancha real de granos secos no obedece 

exactamente este m delo. En particular el modelo de Coulomb (1], 
no explica la ex stencia de variaciones en los ángulos de 
avalancha (i.e. e acuerdo a coulomb, para una avalancha 
individual, e r =~ m = , o ó=O) . Estudios en celdas triaxiales nos 
permitirán entender, en términos de cambios en la densidad, las 
variaciones en el á guló ~ • 

Prev~o a la discrsión d; las pruebas triaxiales, discutimos dos 
conceptos important s en la interpretación de estas pruebas; el 
circulo de Mohr y e esfuerzo desviador. 

Tomemos los ejel coordenados en la dirección de los ejes 
principales (esto ,s, un sistema donde cr =O cuando i;0k, por lo 

lk 
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cual no hay componentes cortantes del esfuerzo). Consideremos 
ahora los esfuerzos normal Sn=u, y tangencial s.=•, actuando sobre 
un plano oblicuo al sistema de ejes principales. Estos esfuerzos 
siempre pueden expresarse en términos de las componentes 

principales de esfuerzos ui (u
1
=u

11 
y i=1, 2, 3.) y de sus cosenos 

directores l, m, n, como 

(3.4.a) 

y 

(3 .4 .b) 

Las relaciones (3. 4) junto con la identidad 12 +rn2 + n2 = 1 
constituyen tres ecuaciones para 1 2

, m2
, y n2

, que resolviendo dan 

•
2+ (CT-CT 

3
) (CT-CT 

1
) 

(CT 2 -CT3) (CT2 -q- ) 

•
2+ (u-u 

1
) (u-u 

2
) 

(u 3 -u1) (u3 -~ ) 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 
Entonces, ya que 122::0 y (u

1
-u

2
) (cr

1
-u

3
);i::o, de 1a primera 

(3.5) obtenernos que 

Que P,!lede ser escrita como 
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(3.5) 

cr t >cr 2>cr 3. 

ecuación 

(3. 6) 

(3. 7) 



Si usamos la igualdad en (3. 7), esta ecuación representa un 
circulo en el plano •-u que es mostrado por C

1 
en la figura 31. El 

centro está en (O, (u
2
+u

3
)/2) y cruza el eje u en u=u

2 
y u=u

3
• Por 

tanto, la región definida por la ecuación (3.7), está afuera del 
circulo e incluye a éste como una frontera. 

Considerando la segunda ecuación de (3.5), y ya que (u
2
-u

3
)>0 y 

(u
2
-u

1
)<0, el numerador debe ser menor o igual a cero: 

o 

(3.8) 

que representa una familia de circulas con centros en (O, 
(u

1
+u

3
) /2) y radio igual o menor que (u

1
-u

3
) /2. Esto se ilustra 

por el interior del circulo c
2 

en la· figura 30. Finalmente, la 
tercera ecuación de (3.5) da 

•
2 + (u-u) (u-u )a:o, 

1 2. 

o 

(3. 9) 

que representa la región exterior del circulo C
3 

con centro en (O, 
(u

1
+u

2
)/2) y que cruza el eje u en u

1 
y u

2
• Se sigue de 

(3.7)-(3.9) que los valores admisibles de• y u estan en la región 
sombreada de la figura 3 O, acotada por los circulas C

1
, C

2 
y C

3
• 

El máximo esfuerzo cortante (para una situación dada de 
esfuerzos), como es claro de la figura, está representado por la 
ordenada, AB, que es el radio del circulo C

2 
y es por tanto igual 

a (u
1 
-u.:J /2. El valor de u correspondiente al máximo esfuerzo 

cortante es (u
1
+u

3
)/2 (el centro del circulo C

2
). 

Con la discusión anterior vemos que el llamado diagrama de Mohr 
permite una útil representación de las condiciones de esfuerzos 
máximos normales y tangenciales. 
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a 

Fig. 30. Diagrama de Mohr. 

Es conveniente, para la interpretación de las pruebas 

triaxiales y como una metodologia en teoria de plasticidad [ 14, 
59], dividir el tensor de esfuerzos en dos partes, una llamada 

tensor esférico de esfuerzo y otra que es el tensor de esfuerzo 

desviador. El tensor esférico es el tensor cuyos elementos son 

um~IJ' donde um es el esfuerzo medio, es decir, 

=r:-· ;~ : 1 o e u...,, 
( 3 .10) 

donde 

(3.11) 

I
1 

es el primer invariante del tensor de esfuerzos. De (3.11) es 

claro que um es el mismo para todas las posibles orientaciones de 

los ejes, de ahi su nombre de esfuerzo esférico. Ya que um es el 
mismo en todas direcciones, este puede ser considerado como el 

esfuerzQ hidrostático. 

se encuentra en experimentos [14) de mecánica de suelos que la 
cedencia y el flujo plástico son independientes de la presión 

hidrostática, por lo cual, si se desea, se puede trabajar con un 
sistema de esfuerzos obtenido de restar la parte esférica del 
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esfuerzo real. Definimos tal tensor como el esfuerzo desviador 

S
1
J, que es 

(3.12) 

¡-~ "12 "13 1 m 

"21 
cr -cr ,,, } 2 m 

L "31 "S2 
'1) -crm 

(3.13) 

En el sistema de ejes principales tenemos que 

r·-· 
o o 

1 DI 

SIJ o cr' -u o 
2 m 

o o cr' -cr 
3 m 

(3 .14) 

Podemos ver que que el esfuerzo desviador involucra esfuerzos 

cortantes. Por ejemplo, refiriéndonos al esfuerzo S
11 

en el 

sistema de ejes principales, tenemos que 

2cr -cr -cr 
S _123 2 = [ (cr -cr )+(cr -cr) ]/3=-[cr -cr) /2 + (cr

1
-cr

3
) /2] 

11 3 1 2 1 3 3 1 2 

donde i:
3 

y i:
2 

son los esfuerzos principales cortantes. Desde el 

punto de vista f isico podemos concluir que la componente 

desviad~ra del tensor de esfuerzos involucra esfuerzos cortantes, 
que son importantes en la deformación plástica. Una vez definidos 

el circulo de Mohr y la conexión entre el esfuerzo desviador y los 

esfuerzos cortantes discutimos las pruebas triaxiales. 
Las pruebas triaxiales consisten en aplicar un esfuerzo en la 
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dirección del eje de un cilindro que, en el caso más general, está 
lleno de material granular cohesivo. Después se miden los 
esfuerzos resultantes (a través de la presión hidrostática y el 

esfuerzo desviador). El eje del cilindro se considera como una de 

las direcciones de los ejes principales y se miden los otros dos 
esfuerzos, que por la simetria, son radiales y de igual magnitud. 

En el circulo de Mohr (fig. 30) tendremos entonces dos esfuerzos 

normales, crmax =<T 
1 

y crmln =<F 
2 
=tj 

3
• Esta distribución especifica de 

esfuerzos la ilustramos en la figura 31. 

N 

Fig. 31. Circulo de Mohr para pruebas Triaxiales. ~ es el ángulo 

de fricción interna, k es la cohesión. 

De acuerdo a la figura 31, encontramos que H=kcotan~, asi que 

(Tmax + H JR 
~ (AJPL es similar a AJRN) u+li=JP 

mln 

,.... 
pero MQN 

cr + H 
max 

cr + H 
mln 

MN 
ML (tangentes al circulo entre N y L) 

QM tanMQN 
QM cotMLQ' 

A 
(rr/4+~/2) = MQL, asi que 

tan2 (rr/4 + 0/2) 1 + sen~ 
1 sen~· 

(3 .16) 

En el caso en el que no hay cohesión (i.e., materiales secos) 
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k=O=H. 
Las pruebas triaxiales comunmente son compresivas por lo que en 

el circulo de Mohr podemos suponer que crm•x=CT
1

, Y crmln=cr
2

=cr 3 , Y 
entonces 

(3 .17) 

La presión p, y el esfuerzo desviador q, se calculan a partir 

de (3.11) y de (3.15), respectivamente, por lo que 

p=( 
cr

1 
+ 2CT 

3 ) , 
3 

(3 .18) 

donde hemos usado que cr
1
*cr

2
=cr

3 
y que q=(3/2) s

11
• 

Por otra parte, de (3.17) podemos despejar senrp, por lo cual 

senrp (3.19) 

que relaciona el ángulo de fric_ción interna con los esfuerzos 

normales en el sistema de ejes principales. 

En medios granulados sin cohesión el cociente M=(q/p), puede 

relacionarse con el criterio de estabilidad de coulomb (3.3) 

haciendo p=cr, q=~ y M=tanrp (ver figura 32). En la teoria clásica 
de Coulomb la cantidad M=q/p es una medida del máximo esfuerzo 

cortante que soporta un material antes de una fractura. Este 
cociente puede ser expresado en términos de rp usando las 

relaciones (3.18) y (3.19), de donde obtenernos que 

M= (q/p) max= 
6senrp 

3-senrp (3.20) 

Finalmente, la relación entre rp, el ángulo de fricción interna, 
y M, el,.nivel desviador, la encontramos de (3.20), y resulta ser 

(3.21) 

La figura 32 ilustra el criterio de Mohr-Coulomb para el limite 
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en los tres ejes principales (x
1

, x
2

, x
3
), perpendiculares uno a 

otro (cr
2
=cr

3
, debido a la simetria axial.). En el experimento que 

ahora discutimos [57], cr
1

, el esfuerzo normal compresivo en la 

dirección del eje del cilindro, se varió y se mantuvieron 
constantes CT 

2 
=CT 

3 
=CT 

0 
A partir de esto se midieron las 

deformaciones principales (e
1

, e
2

, e
3

) inducidas por el cambio en 

cr
1

• e
2
=e

3 
cuando el material de prueba es mantenido homogéneo. En 

el experimento hay cuatro parámetros importantes p, q, e
1 

que 

controla la compresión o extensión de la muestra y la extensión 

volumétrica ev=e
1 

+ 2e
2 

que mide el cambio en el volumen de la 
muestra. 

En las pruebas compresivas de Evesque [57] se midió cr
1 

para 
diferentes valores de e

1 
y ·(de

1
/dt) se mantuvo pequeña y 

constante. Durante el experimento también se midieron q, e
1

, y ev 

como funciones del tiempo. Después, se graficaron q/p (el nivel 
desviador) y ev como funciones de e

1 
·con p=q/3+CT

0 
que resulta de 

(3.18). En la figura 33 se reportan tres comportamientos tipicos 
para arena que corresponden a ·tres diferentes pruebas triaxiales 

con la misma muestra granular pero con tres diferentes densidades 
iniciales o empaquetamientos. 

De la figura 33 observamos que las variaciones plásticas (i.e. 

no lineales) de q/p vs e
1 

indican que el cociente del. esfuerzo 

desviador tiende al mismo limite M a grandes c
1 

independientemente 

de la densidad inicial (del empaquetamiento); más aún, una 
investigación experimental sistemática demuestra que M es 

independiente del esfuerzo medio p; M depende de la naturaleza del 

material y puede entonces ser considerada como un parámetro 
intrinseco del material que corresponde al coeficiente de fricción 
macroscópico tan~ de un material dilatante no cohesivo. En 
mecánica de suelos se dice que el material. está en su estado 

critico [14] si q/p=M (ésta es la razón por la que diferentes 

materiales granulares tienen diferentes ángulos caracteristicos). 
A partir de pruebas experimentales 

empaquetamiento ~e del material 
independiente del material mismo y 
medio [14]. 
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en el estado critico es 

depende sólo del. esfuerzo 



La peculiaridad del estado critico consiste en ser un estado 

limite para distintos empaquetamientos y en obedecer un criterio 

de estabilidad de Coulomb con M independiente de p, y ~e 

dependiente de p e independiente del material. Ya que ~e es 

proporcional a la densidad, p y M son independientes en el estado 

critico. 

r~·· º\>-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-
', .......... _ 

E.v --------·------

Fig. 33. Comportamientos tipicos del mismo material con diferentes 

empaquetamientos en una celda triaxial (o-
2
=cr

3
). · (--

empaquetamiento denso; empaquetamiento suelto; 

empaquetamiento intermedio). q y p son los esfuerzos desviador y 

compresivo respectivamente, y c
1 

es la deformación en la dirección 

x
1

• cv es positivo cuando el montón se contrae. (57] 

El modo en que el estado critico se alcanza depende de su 

densidad inicial (i. e empaquetamiento), como se ve en la figura 

33. Para un material inicialmente muy suelto (que es raro), q/p 

crece monotonicamente y el material está siempre contrayendose y 

compactandose (gráfica inferior en la fig. 33). Para un 

empaquetamiento denso, el nivel desviador q/p comienza a crecer, 

cruza M y alcanza un máximo qm/p (que depende de la densidad 

inicial del empaquetamiento) y decrece antes de alcanzar el valor 

M asintóticamente. Las variaciones en la deformación volumétrica .. 
cv indican que el material se contrae primeramente hasta que q/p 

cruza M; entonces se expande hasta que q/p alcanza asintóticamente 

el valor M. 

En el estudio referido conviene enfatizar lo siguiente. 
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a) Las curvas q/p no siempre comienzan en e1 punto (c
1
=0, q=O), 

sino que pueden empezar a a1gún va1or más pequeño que qm(c10 1 q
0

) 

dependiendo de1 modo en que la muestra fué preparada. 

b) Las curvas en 1a figura 33 se obtuvieron manteniendo 1a razón 
dc

1
/dt pequeña y constante. Asi, la fig. 33 da 1as relaciones 

entre c
1

, cv y q/p para una muestra sometida a esfuerzos cortantes 
en equi1ibrio cuasiestático. La fig. 33 indica también que los 
va1ores de q/p en equi1ibrio decrecen a grandes c

1 
para muestras 

suficientemente densas (es decir, en muchos casos). Este hecho 
11eva a predecir que pruebas triaxiales ejecutadas bajo e1 control 

de dc/dt o bajo el contro1 de dcr/dt dan resultados diferentes. 
En 1os experimentos de Evesque [57) se hicieron pruebas triaxiales 

con dcr
1
/dt=cte.; a1 principio de 1a prueba q crece lentamente y 

hay un único conjunto (c
1

, cv) que satisface e1 equi1ibrio y una 
evo1ución continua de1 montón; no obstante cuando q a1canza su 

va1or máximo qm, un ligero·incremento de qm a qm+~q no corresponde 
a cua1quier equi1ibrio, sino que se genera una cedencia que 
incrementa c

1
• Luego, esta cedencia decrece e1 va1or de q en 

equi1ibrio q(c
1

) (con q(c
1
)<qm); esto incrementa 1a diferencia 

qm+~q-q(c 1 ) entre el esfuerzo ap1icado y e1 valor de equi1ibrio, 
1o cua1, fina1mente, acelera 1a dinámica de 1a cedencia y 

amp1ifica cualquier cambio en 1a densidad; e1 materia1 se rompe. 
Otros experimentos [ 14) muestran también que pruebas con 

dcr
1
/dt=cte. sobre un medio denso 11evan siempre a un rompimiento y 

fa1la que no ocurre con pruebas de contro1 de deformación. 

Regresemos 

rotantes. En 

ahora a1 problema de avalanchas en ci1indros 
ci1indros semi 

experimentos, 1a 1ongitud de su 

de gran~) y su 1ongitud axia1 es 

11enos, como 1os de nuestros 

pendiente es D (o s en diámetros 
L (o 1 en diámetros de grano). El 

esfuerzo hidrostático medio p y e1 esfuerzo desviador q tienden a 
cero cerca de 1a superficie inclinada (1o que está de acuerdo con 

1a aproximación de Cou1omb de que la zona que se des1iza tiene un 

cierto grosor) pero su cociente q/p está relacionado a la 
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pendiente a (~sas~m) de la superficie libre de acuerdo a (3.21) o 
a q/p=6sena/(3-sena). Asi, el incrementar a continuamente (lo que 
es posible para empaquetamientos intermedios y grandes) lleva a 

disminuir la estabilidad de la pendiente incrementando q/p en la 

superficie libre, a una razón controlada de crecimiento 
d(q/p)/dt=180cosa/(3-sen0) 2

, con Q=d0/dt la velocidad angular. De 

acuerdo a esto el método del cilindro rotante no funciona 

controlando dc
1
/dt sino como en el caso del comentario b). 

Por tanto, considerando el caso de empaquetamiento denso (que 
se da en los sistemas de cilindro rotante por la compactación 

espontánea debida al giro) y de acuerdo a la figura 3 3, el 

cociente q/p (y el ángulo a) puede crecer continuamente respecto a 

M (y a ~) sin perdida de equilibrio estático; no obstante, el 

montón no es muy estable cuando q/p (y a) es mayor que qm/p (~m), 

(qm/p y ~m dependen de la densidad inicial); ~mes mayor que~ ya 
que qm/p es mayor que M. Como en el comentario b), un ligero 
incremento en a cuando ~m se alcanza genera un movimiento 
macroscópico de canicas, ya que este genera un pequeño 

deslizamiento, que en resumen origina una pequeña dilatación y 
reduce el valor q/p necesario para mantener el montón en 

equilibrio; de aqui que este proceso amplifica la diferencia 

entre el valor aplicado q/p y el de equilibrio y la dinámica se 
acelera; cuando el deslizamiento transcurre, esta diferencia 

alcanza su valor limite (qm/p)-M, como en el caso b) y de acuerdo 
a la fig. 33. El equilibrio del montón puede sólo ser restablecido 
si la cantidad q/p aplicada llega a ser menor que M, lo que 

implica que ar<~. Claramente esto lleva al montón a cambiar de 
forma para restablecer el equilibrio estático y la pendiente final 

ar es menor que ~. Esto también implica que una parte del montón 
fluye hacia abajo en un evento macroscópico (la avalancha). 

Los valores precisos de los ángulos ~, ~ m y ar dependen del 
régimen,. que finaliza la avalancha. De acuerdo a Evesque ( 57), 

Rajchenbach (60], y a nuestras observaciones experimentales, 
ocurren dos principales mecanismos de paro de avalanchas. 

En los sistemas bidimensionales la zona de más inestabilidad, 
esto es, la que origina la avalancha se presenta en la mitad 
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superior del montón. Una vez iniciado el movimiento de los granos 

(que no tienen gran energía cinética) éste se ve frenado por el 
continuo roce de unos con otros lo que implica que gran parte de 

la energía potencial se convierte rapidamente en energía cinética 

y esta a su vez es disipada por fricción. 

En los sistemas tridimensionales de pequeña longitud (menores 
que l.5. 7 diámetros de grano) el movimiento de las avalanchas es 

similar al de los sistemas bidimensionales. Más al la de esta 

longitud, el movimiento en las avalanchas sigue otro 

comportamiento; la zona de más movimiento al principio de la 
avalancha ocurre en la mitad inferior del montón. Los granos de 

esa zona alcanzan más rápido las paredes del contenedor generando 

entonces un frente de choque que se propaga rapidamente hacia 

arriba y que frena a los granos. 

Evesque (57] conjeturó que el ángulo e,. de la nueva pendiente 
estabilizada depende del proceso de ·disipación de energía: e .. 
puede ser el ángulo de fricción <fi (que corresponde a M) si la 

energía cinética de deslizamiento del montón es completamente 
disipada por colisiones contra las paredes del cilindro cuando la 

inclinación del montón llega a <{l; no obstante, e,. también puede 

ser e,.=<fi-(<fim-<fi) si el proceso de disipación ocurre a través de la 
fricción canica-canica, ya que la energía cinética que se almacena 

durante el cambio de la superficie libre de <fim a <fi se disipa a 
través de fricción durante el cambio de pendiente de <fi a e,.. 

La diferencia de ángulos u=<fim-<fi se relaciona entonces al valor 

(qm/p-M) que depende de la densidad del montón (fig. 34); asi que 
las variaciones u del ángulo máximo <fim están relacionadas a las 

variaciones de (qm/p-M) y son inducidas por cambios en la densidad 
en la vecindad de la superficie libre del montón en reposo de una 

avalancha a otra. 
Por tanto, de acuerdo a esta aproximación de estado critico 

( 14] pa~ece que una avalancha es un plástico macroscópico con 

cedencia gobernada por fuerzas de fricción y controlada por el 
deslizamiento de una capa tipica sobre otra; estas dos capas estan 

inclinadas al ángulo <fim que sobrepasa el ángulo de fricción <fi por 

u=<fi,. -<ti. u es entonces <fi m -e r o ( <fi,. -e r) / 2 d~pendiendo del proceso 
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final de disipación. 

Parece ser que a partir de nuestros experimentos ambos 
mecanismos de disipación de energía pueden ser más propiamente 
entendidos. En la figura 10 del capítulo 2 graficamos <f>(s), el 

ángulo de fricción interna para sistemas bidimensionales con 

Q=cte., que concuerda con la conjetura de Evesque [57] mencionada 
arriba; en promedio, durante el proceso de medición de los ángulos 

individuales de avalancha se registraron valores entre </>m y <Pm-u, 
i. e. , valores máximos de ángulos de avalancha iguales a </> m y 

mínimos iguales a </> m -u que claramente sobrepasan e r. En estos 

experimentos u resultó ser igual a (</>;er)/2 por lo que </>= 

</>m-u=</>m-o/2 (o es la diferencia de ángulos medios <f>m-er, que 
manejamos en el capitulo anterior). 

Para los sistemas tridimensionales en la figura 21 graf icamos 

el valor de </> que depende de las variaciones experimentales en los 
ángulos de avalanchas. Hasta el valor de l:Sl5. 7d los valores de 

].os ángulos de avalancha es tan comprendidos entre </> m -u y </> m con 

u=(</>m-er)/2; como en el caso bidimensional </>=</>m-u. Para valores de 
1>15.7d los ángulos de avalancha varian entre ar y </>m=er+u, donde 

u=o=</>m-er y </>=9r. 
Los resultados anteriores permiten afirmar que los efectos 

friccionales al final de las avalanchas son los responsables de 
que los sistemas bidimensionales y tridimensionales cortos 
alcancen el angulo de reposo er. En los sistemas tridimensionales 

largos los ángulos de reposo er(l) son alcanzados por otro 

mecanismo; las colisiones entre granos durante el proceso de 
evolución de avalanchas. 

Resumiendo, parece que los resultados de las celdas triaxiales 
para materiales granulares secos permiten entender nuestros 

experimentos de avalanchas: estos ayudan a pensar que la cadencia 
en montones de granos es gobernada por un coeficiente de fricción 

único (c;¡ue es un valor límite para todos los empaquetamientos, 
µ=tan</>) a grandes deformaciones cuando el montón ha alcanzado una 
densidad bien definida. 

Los experimentos de Evesque [57] permiten también calificar el 
efecto de la dilatancia (cambio en la densidad), sobre los ángulos 
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característicos en nuestros sistemas, y mostrar que el 
empaquetamiento granular puede mantener las razones de corte (que 
son proporcionales a los ángulos) mayores que aquellas calculadas 
con el coeficiente de fricción de Coulomb; los experimentos 
también predicen que un medio denso se rompe cuando su razón 
máxima de corte se alcanza (es decir cuando la diferencia (qm/p)-M 
es máxima). Ello manifiesta la mayor dificultad para obtener 
diferencias notorias entre er y ~m en materiales sueltos (i.e, los 
materiales sueltos obedecen muy aproximadamente el modelo de 
Coulomb (J. J) ) • Nuestros argumentos, para entender los efectos 
dominantes en los experimentos en dos y tres dimensiones, permiten 
suponer que es posible construir un modelo simple basado en la 
deformación plástica controlada por fricción para entender 
primeramente la existencia de eventos catastróficos (avalanchas) y 
después su dinámica. 

3.3 PRINCIPALES RESULTADOS DE LA TEORIA CINETICA DE MEDIOS 

GRANULADOS 
Mencionamos en la introducción de este capitulo que en una 

avalancha en sistemas pequeños existen zonas con diferentes 
características de flujo y diferentes condiciones de frontera. 

Por ejemplo, en los sistemas tridimensionales la zona que se 
fluidiza alcanza, en el caso de esferas, bajas concentraciones, al 
menos más bajas que el .limite mecánicamente estable '1}=0.56, y 
altas razones de corte (gradientes del campo de velocidades). A 

diferencia de las avalanchas que se producen en sistemas con 
vibraciones verticales, las avalanchas en los sistemas de cilindro 
rotante no tienen 
movilizan áreas de 
capitulo 2. 

un grosor 
la ·manera 

uniforme 
ilustrada 

sino 
en 

que en 
la figura 

promedio 
15 del 

Las condiciones de frontera durante avalanchas son básicamente 

de dos ~ipos: fronteras con movimiento relativo entre sólidos y 
fronteras libres. 

Debido a lo anterior, resulta dificil utilizar teorías 
cinéticas para describir la zona fluidizada. No obstante, 
presentamos una revisión de estas teorías para comprender la 
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validéz de sus resultados. 

Dentro de las teorias cinéticas hay diferentes enfoques, 
dependiendo de los supuestos básicos para tratar el problema de 

la dinámica granul.ar (interacciones entre granos, aproximaciones 

de grano grueso, etc.). En esta sección presentamos una discusión 

de la teoria cinética más exitosa (22], haciendo énfasis en sus 
hipótesis y en sus fallas fundamentales. 

Al cuestionar la validéz de las teorias cinéticas, en el 

régimen en el. que en apariencia éstas tienen sentido, debemos 

observar que recientes estudios de computadora [24] y de 

laboratorio [58] han mostrado que existen serias deficiencias en 
sus fundamentos [21-23]. Estas deficiencias se deben 

principalmente a la idealización que se hace para tratar de 
conseguir una descripción aproximada de los medios granulados. 

El uso de las teorias cinética sólo se justifica en el régimen 
colisional, donde la concentración de.granos es muy baja y éstos 

interaccionan a través de choques de corta duración. La 

introducción de razones de corte, necesaria para la aparición del 
flujo granular, permite establecer una analogia con el movimiento 

de las moléculas en un gas. 

La teoria cinética que aqui discutimos es análoga a la teoria 

de Chapman-Enskog para gases densos [22]. En efecto, en la teoria 
cinética de Chapman-Enskog [61, 62] se considera que los gases 
densos estan constituidos por moléculas con tamaño, por lo cual la 

hipótesis de colisiones localizadas debe ser sustituida por otra 

que tome en cuenta la dependencia espacial de las funciones de 
distribución en el término colisional. La dependencia espacial en 

las colisiones sugiere la introducción de una correlación espacial 

entre particulas; se supone, además, que esta correlación tiene la 
misma forma funcional que la encontrada en equilibrio. La densidad 
del gas es tal que la hipótesis de colisiones binarias se 

mantiene;_. De acuerdo a lo anterior, en un sistema fuera de 
equilibrio, l.a probabilidad conjunta de encontrar una particula 
en el elemento de volumen dr

1 
centrada 

velocidad dentro del intervalo e +de • 
1 1 

elemento dr
2 

con velocidad en 
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f< 2 >(r c· 
1, 1, t)= g(r

1
, r • 

2' 
t). 

(3. 22) 

La cantidad g(r
1

, r
2

) es la función de distribución radial que 
depende de la separación entre particulas, y es una función de la 
densidad. f<t> (c, r, t) denota la función de distribución de 
velocidades de una particula, r es el vector de posición y c es 
vector de velocidad, al tiempo t. El producto f<t> (c,r,t)dc es la 
fracción de particulas por unidad de volumen en r, al tiempo t, 
con velocidades entre c y c+dc. La cantidad de es el elemento de 
volumen en el espacio de las velocidades. La integración de 
fu> sobre todas las velocidades da la· densidad numérica local de 
partículas, 

n(r,t). (3.23) 

La aplicación de la teoria cinética de gases densos a medios 
granulados toma las siguientes hipótesis: se consideran sistemas 
diluidos con grados de libertad puramente traslacionales; no hay 
fronteras que contengan al medio; los granos son esféricos, duros 
y lisos; los choques son instantáneos y no necesariamente 
elásticos por lo cual se define un coeficiente de restitución e, 
definido de la manera usual y finalmente, las colisiones son 
binarias. 

De acuerdo a Lun et al ( 2 2 J y a las bases de la teor ia 
cinética, dada la propiedad ~(e), su valor medio está determinado 
en térmiJIOS de fu> por 

! J (1) < ~ >= n f (c,r,t) ~(c)dc. (3. 24) 

Conviene comentar que, para asegurar la validéz de la hipótesis 
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del continuo, el elemento de volumen dr debe simultáneamente 

satisfacer los requerimientos que éste contenga suficientes 
particulas para que .¡., fttl y n sean estadisticamente 

s.ignificativas, y suficientemente pequeñas para que los cambios de 
estas cantidades a través de éste sean despreciables. 

En medios granulados la función de distribución de una 

particula usualmente es supuesta Maxwelliana (en presencia de una 
corriente de bulto u, si tal no ocurre, u=O), por lo que 

(3.25) 

donde T es la temperatura granular (que definimos más adelante), e 
es la magnitud de c y u es la magnitud de la velocidad de la 

corriente macroscópica media. 

Consideremos ahora la propiedad microscópica '11 y veamos como 
cambia la cantidad <n'I'> en el elemento dr, con el tiempo. El 

cambio en <n'11> es fácil de calcular [ 22] y es debido a tres 

razones: porque la velocidad c de las particulas varia (debido a 

la presencia de campos externos); porque particulas que tienen la 
propiedad 11' entran y salen del elemento dr; por las colisiones 

entre particulas en dr, asi 

(3.26) 

donde, D'I' = (dc/dt)•(d'l'/dc) = F/m•(8'1'/ac) y Fes la fuerza externa 
actuando sobre la particula de masa m. <f> e se conoce como el 
término colisiona! y da la rapidéz media de cambio de 11' por 

colisiones en la unidad de volumen. El cálculo de <f>c requiere de 
analizar el detalle de las colisiones. 

El término colisional, que de acuerdo a la teoria de 

Chapman-;.<:nskog debe de tomar en cuenta las correlaciones 

espaciales, se calcula (22] suponiendo colisiones binarias (con 

vector velocidad relativa c
12

) entre granos lisos de diámetro u, 
La hipótesis de inelasticidad se introduce a posteriori. El 

resultado del cálculo de ~e puede ser expresado como 

75 



~e =-V• §! + i; 1 

donde el vector ª es 

El=-(u3 /2)J('11'-'l' ) (c .k) k [1 - !a-
2 

k.V + .!., (uk.17) 2
. + ••• ] 

- 1 1 12 3. 

c
12

• k>O 

y 

t;= (u2 /2) J (.P ~ +.P~ -'11
2 
-.P 

1
) (c

12
• k) f< 2

> (r-uk, c
1 
;r, c

2
;t) dkdc

1
dc

2
, 

c
12

• k>O 

(3. 27) 

(3.28) 

(3. 29) 

las cantidades primadas aparecen cuando se toman en cuenta las 

colisiones inversas, k es vector unitario a lo largo de los 
centros. 

Tomando '11 como m, me y imc2 en las relaciones (3.26)-(3.29) se 
encuentran ecuaciones de la form·a 

dp -dt - -pv.u, (3.30) 

du -Pdt- pb - v.p, (3. 31) 

( I dT =. 3 2)pdt = -p.Vu - V.q-7. (3. 32) 

En estas ecuaciones, d/dt es la derivada material, p=mn=~pP es la 
·masa del bulto, ~ es el empaquetamiento, pP es la densidad de una 

particula individual, u=<c> es la velocidad de bulto, p el tensor 

de presj.6n, 7=-t; <imc2
) es la raz6n colisional de disipación por 

unidad de volumen y b es la fuerza de cuerpo por unidad de masa. 

Finalmente, (3/2)T=l/2<C2 > es la energia cinética que especific<' 

las fluctuaciones de la velocidad traslacional (C=c-u es 
velocidad peculiar) y es conocida como la temperatura granular 
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es el vector de flujo de energ!a. 
El tensor de presión total p es la suma de una parte cinética 

pk= p<CC>, (3. 33) 

y una parte colisiona! 

Similarmente, el flujo de energ!a q es la suma de una parte 
cinética 

(3.35) 

y una parte colisiona! 

(3. 36) 

Hasta aqu1 las ecuaciones son formalmente exactas y ninguna 
aproximación f!sica relacionada con los medios granulados se ha 
introducido. 

El c&lculo del término colisiona! requiere de especificar las 
caracteristicas de las colisiones y las funciones de distribución 
radial y conjunta f 12 >. Relacionados con g (la función de 
distribución radial), sabemos que en avalanchas, y en general, en 
flujos de material granular bajo la acción de la gravedad, hay un 
flujo cortante que introduce un ingrediente de inhomogeneidad en 
la distribución de las colisiones. g debe depender entonces de 
c

1
, c

2 
y.de T. En la literatura éste hecho no es tomado en cuenta, 

tampoco hay un claro acuerdo en la forma en que g depende de la 

concentración granular [15, 22-24) 
Para ilustrar el uso del formalismo anteriormente descrito Lun 

et al [22), propusieron el estudio de una muestra granular bajo la 
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'M .~ .. t. 

acción de un flujo cortante simple. Fig. 35. 
y ~'lll)'l 

Fig. 35 Sistema de referencia para un flujo cortante simple. 

En el flujo cortante simple (i. e. donde 1a razón de corte 

Vu=cte.) que aqui tratamos, hacemos u=u(y)ex y p=cte. Para este 
flujo, T=cte. y q=O, por lo que la ecuación de energia 
traslacional (3.32) se reduce a 

(3 .37) 

Para evaluar p y la razón de disipación 7=i; (!mc2
) se hace uso 

xy 2 
de la función completa· f< 2

l dada por (3.22). En ella debe 
incluirse, además de la anisotropia, e1 hecho de que en genera1 
1as colisiones entre granos son inelásticas (en la evaluación del 
término colisional se consideran las velocidades antes y después 
de las colisiones) por lo que debemos introducir un coeficiente 
normal de restitución definido por 

(3. 38) 

Parte de la anisotropia espacial en f< 2
l es incorporada en la 

expresi~n para g y parte se incluye en las funciones de 
distribución Maxwellianas de una particula alrededor de su 
velocidad local media (ec. 3.23). La expresión de g fué propuesta 
con argumentos dimensionales por Lun et al [22) como 
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• mr 
~lt.C~ 

(3.39) 

donde g0 (~) es la función de distribución radial de contacto para 

un gas de esferas duras, 

(3. 40) 

que se propone para reducir (3.39) a g0 (~) cuando Vu=O, es decir, 

cuando no hay anisotropia introducida por la corriente. 

Bajo estas aproximaciones el cálculo de pxy lleva a que 

donde ux.y=8Ux/8y. En (3.41), 
contribución importante al 

colisiones. 

(3 .41) 

p =P · implica el hecho de que la 
xy Cxy 

esfuerzo cortante es dada por las 

De manera análoga, pero ahora usando la ecuación (3. 31), se 

cálcula la componente normal del esfuerzo pYY, que resulta ser 

p e<p =p =P =~(1+e)~g p<C2>. 
yy Cyy Cxx Czz 3 o 

(3. 42) 

La componente normal del esfuerzo es principalmente colisiona! y 
coincide con las otras componentes colisionales normales del 

esfuerz~. 

La comparación contra experimentos de flujo cortante simple de 
material granular seco, hechos en una celda de couette-Taylor 
[16], es mostrada en la figura 36 y 37. Se usaron canicas de 
vidrio y poliestireno como materiales granulares. La normalización 
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por p~2 (u ) 2 se hace para tener cantidades adimensionales. x,y 

0.3 

o~ ... 
o • l 

O.lt----.------.--------.-------; 
o.3 O,..; o.s 

Fig. 36. Gráfica de pxy como función del empaquetamiento 7J para 
material granular seco.(o) canicas.de poliestireno. (o) canicas de 
vidrio [22]. 

0.3 

0·' ~--,o~.J¡--_ _. __ _,oñ',74---'----.o":.s---'----,,Jo.e "'\. 

Fig. 37. Gráfica de pyy. como función del empaquetamiento 7J• (o) 
canicas de poliestireno. (•) canicas de vidrio, [22]. 

La surva teórica de Lun et al [22] para pxy se ajusta 
adecuadamente a los datos experimentales, mientras la curva para 
pyy no lo hace. El argumento de Lun et al para justificar el 
desacuerdo entre la teor1a y los datos experimentales de la 
componente normal del tensor de esfuerzos, es que no se toma en 
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cuenta la fricción entre granos ni su inercia rotacional durante 

colisiones. La inercia rotacional provocar ia que los granos, al 

chocar unos con otros (con giro), disminuyan su velocidad angular 

de manera que los esfuerzos también disminuirian. La fricción 

durante colisiones puede probablemente incrementar las razones 

impulsivas de corte y amortiguar las fluctuaciones. Estos dos 

efectos dan contribuciones opuestas, 

promedio, para los esfuerzos cortantes. 

que la consideración de la fricción en 

durante un proceso de 

De aqui puede esperarse 

los granos puede reducir 

los esfuerzos normales más que los cortantes. 

Experimentos en el régimen colisiona! [58] muestran, en efecto, 

que la fricción y la rotación de los granos dan contribuciones 

importantes a la pérdida de la energia. otras criticas también son 

propuestas a partir de estos estudios: En el caso de f<z> una 

hipótesis importante es la considerar caos molecular, por lo cual 
f< 2 > se puede expresar como producto de funciones de distribución 

de una particula (independencia estadistica) • Es claro que la 

aparición de inhomogeneidades en las colisiones también conlleva a 

que esta aproximación es comunmente violada. Colisiones binarias 

no son comunes en flujos granulados, como lo probó Drake [58], aún 

para flujos con bajas razones de corte, colisiones de más de tres 

particulas son frecuentes. 

Drake [ 58] probó también que las colisiones tangenciales son 

comunes.Sólo muy recientemente [63], el problema de establecer un 

coeficiente de restitución tangencial ha sido resuelto, por lo que 

la mayoria de los trabajos que lo proponian en analogia con el 

coeficiente normal de la ecuación (3.37) acarrean un inadecuado 

balance de la energia total [15, 23]. 

Los defectos de construcción de las funciones de distribución y 

las simples aproximaciones de despreciar la fricción y los modos 

rotacionales hacen evidente que las teórias cinéticas, hasta el 

momento-' tienen problemas desde el punto de vista fisico por lo 

que subestiman cantidades importantes en la dinámica granular. 

3.4 MODELOS DE AUTOMATAS CELULARES 

Los modelos de autómatas celulares no presentan dificultades 
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como las que aparecen en las teorias cinéticas (porque no se 

consideran interacciones detalladas). Las interacciones detalladas 

entre granos son sustituidas por reglas de autómatas celulares 

(reglas simples, desde el punto de vista fisico, donde los granos 
no tienen tamafio y su evolución se realiza a tiempos discretos en 

una computadora). 
Bak, Tang y Wiesenfeld ( 25) propusieron autómatas celulares 

para, aparentemente,describir la dinámica de avalanchas en medios 
granulados ideales. Los modelos son construidos por una adición 

aleatoria de granos en el sistema hasta que el montón se hace 

inestable y se desliza (o cede). Bak et al (25) afirmaron que de 
este modo la pendiente del montón alcanza un valor critico (el 

ángulo de avalancha er). Asi, el correspondiente estado critico 

Auto Organizado es un atractor para la dinámica del sistema. 

Kadanoff et al (26) construyeron autómatas en dos dimensiones que 
tampoco son realistas, sin embargo, para ilustración discutimos 
uno de estos modelos. En los modelos h(i) es la variable básica, 

i=(x,y) es un indice espacial y h es una variable entera que da la 

altura del montón en un punto dado. Todos los modelos involucran 

dos tipos de pasos. Primero, una particula es afiadida en un sitio 
aleatorio i y entonces 

h ( i ) =h ( i) + l. (3.43) 

Segundo, después de la adición, un conjunto de reglas de autómatas 

celulares son aplicadas, lo que da un algoritmo para determinar si 

las pendientes del montón son suficientemente grandes para que un 

deslizamiento ocurra y cómo exactamente el montón se rearregla a 
si mismo. Estas reglas son aplicadas repetidamente hasta que todas 

las pendientes son lo suficientemente pequeñas en cuyo caso la 

avalancha cesa. El criterio que determina qué es estable y las 

reglas ~ara que un sistema inestable se auto organice a si mismo, 
hasta que alcance la estabilidad, dependerá de las reglas 

particulares del modelo; un grano, si es inestable, se moverá a 

los sitios más cercanos. Si este alcanza una frontera, se elimina 
(i.e. sale del sistema). 
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En estos modelos se examinaron dos funciones de distribución 
diferentes; para cada avalancha, se calcula el número de granos 
que salen de la orilla, D, y el número total de saltos, F. Para 

cada cantidad puede obtenerse la distribución de tales eventos 

para sistemas de diferente tamaño lineal L. Las funciones de 

distribución de probabilidad p(D, L) y p(F, L) varian para 
diferentes modelos (esto es, el conjunto de reglas propuestas para 

cómo un estado inestable se reorganiza). Un sitio aleatoriamente 

escogido i=(x, y) es usado para iniciar la avalancha. Uno añade un 
grano en la red de acuerdo a ( 3. 4 3) • Una vez que la adición es 
realizada, se checa si un deslizamiento puede ocurrir en 

cualquiera de los si tíos de la red i. Diferentes me.delos tienen 

diferentes criterios de deslizamiento. Para todos los sitios i que 
son inestables, las alturas del montón pueden cambiarse de acuerdo 
a 

h(i+r) ---+ h(i+r)-oh(r), (3. 44) 

los valores exactos de oh(r) dependen del modelo. El criterio más 

común es el de imponer las condiciones de frontera abiertas, lo 

que significa que un grano que se mueve a la orilla del sistema 
debe salirse y no contribuye a la altura en ningun lugar. Los 

modelos son locales en el sentido de al moverse los granos caen 

sobre un sitio que es ya sea vecino cercano o próximo cercano del 

sitio i. Aún con estas limitaciones las avalanchas bidimensionales 
son complicadas porque los granos tienen más de una dirección para 
moverse. 

Dos hechos relevantes de estos modelos son la direccionalidad y 
la naturaleza del criterio de deslizamiento. 

En la direccionalidad hay dos grupos de procedimientos de 
disparo que parecen dar dos diferentes resultados en el número 

promedio de saltos. Para describir estas reglas se usa oh(r) 

definid; en (3.44) para cambiar la altura en el sitio r+i en un 
proceso elemental de deslizamiento iniciado en el sitio i. un 

grupo de procedimientos de salto satisface la condición 
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.J=[ cSh(r)r=O, (deslizamientos no dirigidos) (3.45) 

para cada evento de salto dentro del interior del montón. Se llama 
a tal proceso no dirigido para distinguirlo de aquellos en los 

cuales el dislizamiento básico define una dirección, con un vector 

de dirección definido por 

.J=[ cSh (r) ri!O. (deslizamientos dirigidos) (3.46) 

.J es un vector constante que es el mismo para todos los eventos de 

deslizamiento en el interior del montón. 
En el criterio de deslizamiento se calcula una pendiente 

proporcional a la diferencia de alturas entre apilamientos vecinos 

del montón, el símbolo cr se usa para indicar tal pendiente. De 

hecho pueden proponerse diferentes definiciones de cr(x, y). 
Cualquiera que se escoja, si la cantidad es una pendiente, 
cambiando la altura de todos los vecinos cercanos por una cantidad 

fija debera mantenerse invariante cr(x, y). Con la pendiente 
definida de esta forma, el criterio de deslizamiento es 

cr(x, y)> cr
01 

(3.47) 

que corresponde a modelos con pendiente critica. Cuando esta 

condición es satisfecha, el sitio (x, y) es inestable y h deberá 

cambiar. 

Una última constricción en estos modelos es que los granos 

deben fluir, desde 
colineales. De lo 

unidimensional. 

un sitio 

contrario 
inestable, 
se tendría 

en direcciones no 

un comportamiento 

Como ejemplo especificamos ahora un modelo dirigido (.J"O) con 

pendiente critica. Definimos la pendiente como 

cr(x, y) h(x, y) - h(x+1, y) + h(x, y) - h(x, y+1), (3. 48) 

si cr>cr
0 

el punto (x, y) será inestable y habrá un deslizamiento 
desde aquel punto. La regla de deslizamiento es que el punto 
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inestable (x, y) cederá un grano al más bajo de sus dos vecinos 
cercanos (x+1, y) o (x, y+1) . Si los dos vecinos tienen la misma 

altura, el grano se moverá a cualquier sitio con igual 

probabilidad. Después de un gran número de pasos, la pendiente 

local de cualquier sitio será CTc y la forma del montón ya no 
cambiará. Las partículas que se añadan posteriormente saldrán del 
sistema. 

Las distribuciones del tiempo de relajación y del número de 
saltos serán las mismas. Por ejemplo 

[

2 (L-F)+1 
L2 

p(F, L)= 

o 

para 1-"F-"L 

otra cosa 

para una matriz de L X L. 

El modelo anterior fué propuesto 
sistemas dependientes del tiempo 

como 

en 

un ejemplo 
los cuales 

(3. 49) 

simple de 

hay un 
comportamiento invariante de escala generado automaticamente por 
el proceso dinámico. Desde el punto de vista formal la invariancia 
de escala puede ser probada utilizando técnicas de escalamiento de 

tamaño finito y de ajuste multifractal (26). En el caso de 

escalamiento de tamaño finito la función de distribución p es de 
la forma: 

con L, F»1 (3 .50) 

~ y v son indices criticas que describen la probabilidad, y g es 
llamada la función de escalamiento. Para el caso de ajuste 

multifractal la función p obedece la relación: 

( 3. 51) 

donde L
0 

y F
0 

son constantes que dan las unidades apropiadas de la 

longitud y el tamaño de los saltos. Las formas (3. 50) y (3. 51) 

sólo coinciden cuando g es una ley de potencia simple y f es una 
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función lineal, en cuyo caso la función de distribución es 
descrita por sólo dos indices de escalamiento. La función de 
distribución (3 .49), del ejemplo propuesto, satisface la 
invariancia de escala para L,F»1, en donde /3=1 y 11=1. Lo que 
significa que la distribución de de tiempos de relajación y de 
número de saltos es la misma (básicamente una función inversa de 
L) para tamaños grandes de la red. 

El comportamiento para la distribución de tiempos de relajación 
de avalanchas encontrado en el modelo anterior no se observa en 
nuestros experimentos en dos dimensiones, aún en los sistemas 
grandes donde se alcanza la independencia en los efectos de tamaño 
finito. Modelos de autómatas celulares en más de dos dimensiones 
han sido propuestos (64], sin embargo estos presentan CAO y no son 
adecuados para interpretar la dinámica de avalanchas. En 
particular, Lomnitz et al [65] propusieron autómatas que no 
presentan CAO y que pueden constituir una representación que, con 
adecuadas mejoras, podrian describir avalanchas reales. 

3.5 CONCLUSIONES 

En este capitulo hemos presentado una discusión para entender 
las variaciones en los ángulos de avalanchas. Hicimos ver que los 
ángulos a los que se generan las avalanchas pueden ser vistos como 
variaciones respecto al ángulo máximo medio qlm. Las variaciones 
máximas cr, respecto a qlm escencialmente determinan el tipo de 

dinámica que detiene a la avalancha. Nuestros resultados son 
consistentes con la conjetura de Evesque (57] de que hay 
esencialmente dos diferentes mecanismos de detenimiento de 
avalanchas, el friccional, en el caso bidimensional, y el 
colisional, en los sistemas tridimensionales largos. 

Mostramos en la discusión de la sección 3. 3 que las teorias 
cinéticas presentan serias dificultades en su fundamentación y en 
las aproximaciones que se hacen para tomar en cuenta las 
interaci~nes entre granos, lo que afecta criticamente el cálculo 
del término colisional a partir del cual las ecuaciones 
macroscópicas son obtenidas. Modelos más realistas de interacción 
y de funciones de distribución son necesarios con miras a la 
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construcción de una teoria microestructural bien fundamentada. 
Los modelos de autómatas celulares no contienen las 

dificultades que surgen al proponer un cierto tipo de interacción 
detallada y de estadistica en la teoria cinética. Con todo, no hay 
hasta el momento autómatas celulares que reproduzcan la 
estadística de los eventos de avalanchas. Lomnitz et al [65] 
mostraron en un estudio reciente que es posible construir 
aot6matas que no presenten CAO. La mejora de estos modelos puede 
ser orientada, quizá, con experimentos como los aqui realizados. 
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CAPITULO 4 

CONCLUSIONES GENERALES 

En el presente trabajo hemos estudiado el problema de las 

avalanchas desde diferentes perspectivas e imponiendo algunas 

limitaciones de caracter experimental. La limitaciones las basamos 

en el criterio de tener sistemas simples en composición y en la 

dinámica introducida. Nuestra opinión es que los sistemas, aún con 

dichas limitaciones, presentan comportamientos comunes a los 

sistemas con avalanchas reales. 

Desde el punto de vista histórico (capitulo I) mencionamos que 

coulomb (1) propuso un modelo de cedencia en el cual consideraba 

únicamente un ángulo de avalancha (el ángulo de fricción interna 

~) dependiente solo de las propiedades del material, pero no del 

empaquetamiento, ni de las condiciones de frontera, ni de los 

efectos de tamaño finito. Estudios de otros autores (42-49) y los 

presentados .en este trabajo muestran claramente que, al menos para 

sistemas pequeños (con razones de tamaño de contenedor a tamaño de 

grano menores que 1000), se manifiesta claramente la fuerte 

dependencia en el tamaño finito y con ello la aparición de dos 

ángulos caracter1sticos medios: el angulo de reposo e r al que 

relaja una avalancha y el ángulo de avalancha o ángulo máximo' efim 
al que se inicia una avalancha. 

En el presente trabajo estudiamos principalmente los efectos de 

tamaño finito y dimensionalidad sobre los ángulos medios de 

avalancha y sobre sus tiempos caracter1sticos medios. Dichos 

efectos los estudiamos usando contenedores cilíndricos pequeños 

(con diámetros de cilindro menores que 200 diámetros de grano), y 

que giran horizontal~ente a baja velocidad ángular n (0.3°/seg < n 
< 18° /seg). Los cilindros fueron llenados con materiales 

granulares ideales secos (canicas de vidrio de Jmm a 6mm), en los 

que los .. efectos de la polidispersión y el cambio en la forma de 

los granos no fueron introducidos. Recordemos que los sistemas 

bidimensionales consisten de cilindros construidos con dos placas 

circulares con separación entre ellas de casi un diámetro de 
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grano. El diámetro de los cilindros lo medimos en diámetros de 
grano i.e. s=D/d, donde Des el diámetro del cilindro y des el 
diámetro de las canicas (d=J.18mm). Los sistemas tridimensionales 
consistieron de cilindros circulares con diámetro constante 
D=14.6cm y largo variable. La longitud de los cilindros la 
expresamos en diámetros de grano l=L/d, donde L es la longitud del 

cilindro. 
Hemos insistido en que los experimentos son de crucial 

importancia para el conocimiento de éstos medios. Por un lado 
orientan los enfoques teóricos, y por otro, ponen de manifiesto 
cualidades que no aparecen en la mayoría de los materiales. 
Fenómenos como el arqueo, la fluidización, las variaciones en la 
densidad, los efectos del empaquetamiento (que es una función de 
la dimensionalidad), etc., constituyen un conjunto de fenómenos 
dificiles; de imaginar y de explicar sin una previa información 
experimental. 

A manera de conclusión podemos decir que las avalanchas deben 
su origen y su evolución (movimiento de los granos) a las 
variaciones en la densidad granular o empaquetamiento. El modelo 
de Coulomb representa una buena aproximación para la cedencia en 
materiales en el estado critico (esto es un estado en el que el 
empaquetamiento es independiente de la presión), sin embargo no 
explica las variaciones observadas en el ángulo critico o ángulo 
de fricción ~ para materiales con empaquetamiento medio o denso. 

Un efecto que debemos mencionar es que en los sistemas 
bidimensionales al disminuir el tamaño de los cilindros relativo 
a los granos, el empaquetamiento cambia mucho entre una avalancha 
y otra, lo que genera grandes cambios en los ángulos individuales 
de avalancha y por tanto mayor dispersión, u, respecto al valor 
medio ~m· Los sistemas tridimensionales cortos (con longitud menor 
de 15 diámetros de grano) también presentan grandes variaciones en 
el empaquetamiento y por tanto dispersión similar a la de los 
sistemas· bidimensionales. cuantitativamente, en los sistemas 
bidimensionales y en los sistemas tridimensionales cortos, U=~/2. 

Ello, como discutimos en la sección 3.2, indica que el régimen que 
detiene la avalancha está dominado básicamente por la fricción 
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debida al contacto entre granos. En los sistemas tridimensionales 
largos (1~15.7), u=o, por lo que, corno vimos en 3.2, el régimen 
dominante durante la avalancha es colisiona!, es decir, los granos 
pierden la mayor parte de su energia cinética en colisiones. 

Otro resultado de interés es el relacionado con el traslado de 

áreas (o volurnenes) que ocurre durante avalanchas. En los sistemas 
bidimensionales a medida que se aumenta el tamaño de los cilindros 
el. traslado de áreas no es tan simple corno el ilustrado en la 
figura 13 del capitulo II. Más aún, para cilindros grandes los 

granos penetran en el seno del material (lo que puede tornarse como 
una base para elaborar modelos difusivos en sistemas grandes). 

Otra implicación de aumentar el tamaño de los sistemas 

bidimensionales es que en general el flujo de material granular 

durante aval.anchas crece para pequeños valores de s (fig. 14' 
capitulo II), a valores intermedios de s el flujo alcanza un 

máximo y despues disminuye rnonotónicarnente con s(>100). Esto lleva 
a pensar que el área movilizada no es un triángulo inscrito en un 

circulo sino más bien una pequeña zona de longitud s y grosor 
variable y que f inalrnente los modelos de Coulomb pueden ser 

adecuados para describir avalanchas en el limite de sistemas 
bidimensionales de grandes tamaños. otro indicio de la validéz del 

modelo de Coulomb para sistemas bidimensionales es el hecho de que 
para s. grandes aparentemente o---?0 lo cual irnplicaria que existe 

un solo ángulo de avalancha. Las teorias de Criticalidad Auto 

Organizadas que están basadas finalmente en la existencia de dicho 

ángulo pueden posiblemente presentar un adecuado tratamiento para 
este régimen. 

Desde el punto de vista del continuo el origen y evolución de 

las avalanchas pueden ser bien interpretadas via teoria de la 

plásticidad. Para ello introdujimos el concepto de nivel desviador 
q/p cuyo uso facilita el tratamiento teórico y la conexión con 

pruebas experimentales. Recordemos que el nivel desviador se 

define c~rno el cociente de la magnitud del esfuerzo desviador q 

(que es el esfuerzo sin la parte que corresponde a la presión 
hidrostática, es decir, un esfuerzo cortante, y que es basicamente 

el responsable de las deformaciones pláticas y de la cedencia) y 
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el esfuerzo hidróstatico p. Mayor nivel desviador significa mayor 
esfuerzo cortante. 

Las variaciones en los ángulos son debidas a la fuerte 
dependencia del nivel desviador en la densidad; una vez que se 
alcanza un valor critico de q/p el montón cede (esto es, se 

deforma plásticamente). Este valor critico puede sobrepasar el 

llamado estado critico del material. El estado crítico es el 
estado en el cual la tangente del ángulo de fricción 

igual al nivel desviador (qH/p=tanql, que se conoce 

coulomb para la cedencia de los suelos) y en el 

interna ql es 
como ley de 

que, para un 

material poco empaquetado ocurre una avalancha. El valor máximo 
(antes de cedencia) para q/p no siempre es igual a tanql sino que 

puede sobrepasar este valor. Ello depende de l.os valores de la 

densidad. sistemas muy empaquetados llevan a val.ores de q/p 

mayores que los valores de qH/p correspondientes a sistemas 
pobremente empaquetados empaquetados. 

con miras a formal.izar una posible teoria debemos hacer notar 

que l.a forma funcional de q/p debe involucrar, al menos, a l.as 

deformaciones e y a l.a densidad. Una ecuación plástica que 
involucre estos factores está en espera de deducción. 

Posibles orientaciones respecto a la construcción de una teoria 

son l.os efectos de tamaño finito. Ellos siempre deben ser 

considerados como caso limite en la formulación y prueba de las 

teorías. Interesantes propiedades ocurren en nuestros sistemas; el 

escalamiento geométrico y temporal en sistemas bidimensional.es 

consiste en que l.os ángulos y los tiempos caracteristicos de 

avalanchas son funciones del cociente s=D/d donde D es el diámetro 
de los cilindros y d es el diámetro de las canicas. Igual.es 
ángulos o tiempos se alcanzan si los diámetros son multiplicados 

por un factor común. Las distribuciones de ángulos y tiempos para 
un val.ar dado de s que conducen a calcular los valores medios de 
a y ql tambien se escalan. 

r m .., 
En l.os sistemas tridimensionales una 

respecto al tamaño de los contenedores 
rápida independencia 

es alcanzada. En l.os 

sistemas bidimensional.es esta independencia puede ser conseguida 
manteniendo la velocidad tangencial pequeña a fin de no introducir 
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efectos inerciales. 
Los sistemas bidimensionales con velocidad angular constante o 

con velocidad tangencial constan~e presentan fuerte dependencia en 

los ángulos y los tiempos respecto a la cantidad s (el diámetro de 
los contenedores en unidades de diámetros de grano). Esta 
dependencia consiste en funciones oscilatorias de los ángulos con 

diferencia de ángulos <S=~m-er tendiendo rápidamente a cero cuando 
s crece. Las oscilaciones pueden ser debidas a los diferentes 

empaquetamientos que se van dando a medida que s crece. 
otro resultado interesante consiste en que para s~JO las 

diferencias '5 crecen, contrario al resultado de Liu et al [49) que 
para contenedores abiertos '5 se mantiene constante para ese mismo 

interválo de s. Esta diferencia no es necesariamente una 

contradicción puesto que puede estar relacionada con las 

diferentes condiciones de esfuerzos entre sistemas abiertos y 
cerrados. 

Una observación final es que cambiamos la rugosidad de las 
paredes de los cilindros en los casos bi y tridimensionales. 
Notamos que los valores de los ángulos y de los tiempos 

caracteristicos de avalancha no se ven modificados por este hecho 
lo que confirma la naturaleza superficial de la evolución de las 
avalanchas. 

El trabajo futuro y perspectivas tiene varias direcciones; una 

es la construcción de modelos del continuo tipo modelos de 

materiales plásticos a partir de considerar las variaciones en la 

densidad en el nivel desviador. Es posible a través de técnicas de 

digitación evaluar la densidad en cada instante de tiempo durante 

el proceso de formación o evolución de avalanchas. Esto permitiria 
evaluar la densidad y .a partir de ello su relación con la 
deformación. 

La construcción de autómatas más realistas puede ser orientada 

por nuestros experimentos con avalanchas bidimensionales y 

tridimen;ionales de granos de igual tamaño. Observación cuidadosa 
y detallada del movimiento de los granos es necesaria para la 

formulación de estos autómatas. 
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