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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En el presente trabajo se exhibe la existencia de dérbitas periédicas miltiples, en un numero optimo,
sobre una superficie & C RV, sujeta a ciertas condiciones geométricas, para el sistema Hamiltoniano

dz
5= JVH(x(t)) (SH)
0 -I

dundeJ:(I 0

), I es la matriz identidad en Myxn, H € C3 RN, R) y H™1(1) = Z.
Consideremos un caso particular muy sencillo del problema general que nos ocupara.

ay [4]
Sea H : R — R H(z) = :c(‘; g)z‘ donde w = ( ) con ai,....ay > 0,

0 ay
es decir, H(z) = (qy2f + ... +anzd + a1zl + ... + anzdy. H es una funcién C® con H'(x) =
(2a1z1,...,2anzN, 2012041, ... ,2anZan). Porlo que H'(z)# 0 V z # 0. Asi el elipsoide £ = H~!(1)
es una variedad.

Cuéntas curvas periddicas existirdn sobre el elipsoide que satisfagan (SH) ? En forma obvia la respuesta
depende de las a}s. Sitomamos el plano P; , generado por ¢;, eiqny con1 <i < N (dondee; 1 <i<2N
es la base candnica de R?Y), interseccidn con € obtendremos una trayectoria que de ser parametrizada sea
una curva que satisfaga (SH). Si z(f) es una de tales curvas las {inicas reparametrizaciones que satisfacen
(SH) son x(t +0), 0 € [0,T] (donde T es el periodo de z(t) ). Todas estas curvas son en esencia iguales
y definen una tnica drbita de periode T. A dos curvas que determinen diferentes orbitas las llamaremos
independientes.

Si z(t) = (z1(t),...,x2n(t)) es cualquier curva en £ que satisface
Z(t) = JVH(z(1))

entonces .
(1) = ~2a;z N +i(l)

Epn(t) = 2a5xi(t), il <i< N
Por lo tanto
F(t) +4dafz;() =0 si 1<i<N (1)

Esta 1iltima es una ecuacidn lineal homogénea de segundo orden, normal en (--00,00), por lo que su
espacio de soluciones tiene dimensidn 2 y esta generado por

{ cos(2a;t) , sen(2a;t) }
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Asf las soluciones de (1) son de la forma
z;(t) = X;cos(2a;t) + p;sen(2at)

dipn = —g—ii(t)  donde A, mER, 1<ig N
2a;

De la continuidad de z;, zj+n§ se sigue que su periodo minimo de cada z; es

5= pa. GEQ 1<igN
1)

Asi para que la curva se cierre debe pasar que si
Ai#0 6 u; #0,entonces [Tl =c€R /Q™ con ¢ fijo.

donde Q * denota a los racionales menos el cetro y R /Q * denota el grupo cociente tomando como
operacién la multiplicacién. Pero como [T;] = [Tj] si y sélo si aj/a; € Q podemos construir un
elipsoide que tenga exactamente N drbitas periddicas pidiendo que [a;] # [a;] si i # j. Por lo que el
niimero N es dptimo en las condiciones del

TEOREMA Sea H € G(R™ R) tal que

(i) El conjunto A := {z € RN H(z) € 1} es no vacio, compacto,estrictamente es-
trellado (para definicién ver 4.1y y E:= H=!(1) es la frontera de A.

(i) z-VH(z)#£0 Vo€ .

Si R? < 2p* donde Restalque AC {z€ R* : |zJ< R} y p es el maximo niimero para el cual
TZ+z)N{r € R*N: |z| < p} =0 paratodo z € &. Entonces (SH) tiene al menos N distintas orbitas
periddicas en .

La idea de la demostracidn es la siguiente:

Se muestra que las soluciones de (SH) estdn en correspondencia biunivoca con los puntos criticos
de una funcional ¢ definida sobre una variedad de Hilbert M estrictamente estrellada contenida en
HY?(S!  C¥). Utilizando un principio de minimax (tecrema 3.8) se prueba que hay al menos N distin-
tos niveles criticos (un nivel criticoes ¢~'(a) p.a. a € R tal que existe = € $~1(a), x punto critico de ¢)
o un nivel critico con un nimero infinito de puntos criticos independientes (i.e. no son reparametrizaciones
de una misma curva). En la demostracién del teorema 3.8 se utiliza una versién del lema de deformacién
[Su] pigina 246 que echa mano de una condicién C* mds fuerte que la usual de Palais-Smale lo cual
repercute en que la teoria de indice tenga una definicién menos general (definicién 2.1 inciso (iv)) que
l1a desatrollada en {[BLMR]. Por iiltimo se exhibe que en cada uno de los N niveles criticos, los puntas
criticos tiene periodo 27 y asi son independientes, Quedando demostrado el teorema.



CAPITULO 11

TEORIA DE INDICE

En este capitulo se define el indice y el indice relativo como en [BLMR] con la variante introducida
por [Su] (en (iv) de la definicién 2.1 de que K(A) sea acotado), y se prueban algunas propiedades tales
cotno la propiedad de continuidad como lo hace [Be], la propiedad del mapeo en la cual se sigue a [Su], el
calculo del indice para conjuntos radidlmente homeomorfos a ciertas esferas (propiedad No.3) el el cual
se sigue a [BLMR] y la subaditividad en donde se tomaron ideas de [BLMR] y [Su}.

La teoria de indice desarrollada en [BLMR)] para acciones de S! , sobre E un espacio de Hilbert
separable, las cuales tienen un espacio de puntos fijos de dimensidn finita tiene reminiscencias de las
nociones de indice e fndice relativo introducido por E. Fadell, S. Husseini y P.H. Rabinowitz [FER].
Los cuales usando herramientas de topologia algebraica construyen una teoria general de indice relativo
para espacios provistos de alguna G-accién donde G es un grupo de Lie compacto. Beretycki et al. dan’
una construccién geométrica del indice relativo, usando herramienta de andlisis que reduce la topologia
algebraica al uso de una versidn del teorema de Borsuk-Ulam para acciones de S! .

En la propiedad 3 del indice relativo, la cual es més general que la analoga de [BLMR], se usa una
version mas fuerte del teorema de Borsuk-Ulam en donde se permite que los puntos fijos sean mapea-
dos por un homeomorfismo que no necesariamente es la identidad. En el apéndice B se presenta una
demostracion de esta version del teorema de Borsuk-Ulam que se debe a la Dra. Monica Clapp.

§2.1 Notacién y definiciones basicas

Sean E un espacio de Hilbert separable /C e Isom(E) = { L : E — E : L es una isometria lineal
}. Sea T : 8! — Isom(E) una representacién unitaria de S! en E i.e. T es continua y Tpypr =
TeoT) V 8,0’ € S = R/277Z .en adelante se hara referencia a un elemento de S por ¢* o sélo por
0 eR/2rZ (Nétese que ||To(uw)|l =1lu|| Y ue E , VoS! ).

En lo sucesivo se omitird el término unitaria al referirse a una representacion y a lo largo de este
capitulo supondremos que E esta provisto de una representacidn T de S! .

Definiciones:

- Representacidn regular



Una representacion R de S! en C* se dice regular si 0 es el unico punto fijo ,es decir, el inico
u€C* tal que Rg(u)=u V 0 € S!

- Subconjunto T-invariante

Un subconjunto A € E se dice invariante bajo T o T- invariante siTyA=A V0 ¢€S!

+ Funcional T-invariante

Una funcién continua f : E — R es una funcional T-invariante si f(Tp(u)) = f(u) Vu e E
Voes!

Cuando del contexto sea claro que representacion se esta usando, a los conceptos anteriores nos referire-
mos como subconjunto invariante y como funcional invatiante respectivamente.

‘Funcién equivariante

Sea F un espacio de Hilbert y R una representacién de S! en F. Sea A C E un subconjunto in-
variante bajo T. Una funcién ¢ : A — F se dice (T,R.)-equivariante si o7y = Ryog YO €S' .

Cuando del contexto sea claro que representaciones se estdn usando a este concepto nos podremos
referir como funcidn equivariante.

EV={ueE: To(u)=u Y0 €8S}

Es inmediato de la definicién que E° es un espacio vectorial. De aqui en adelante se supondra que el
espacio vectorial de puntos fijos ,E°, ticne dimensién finita .
§2.2 Indice relativo.

Sea E' C E un subespacio vectorial cetrado e invariante. Denotemos por Z = E'NE? ,Y = Z+nE’
donde Z+ denota el complemento ortogonal de Z ,los complementos ortogonales se tomarin siempre en
E, por Py P, las proyecciones ortogonales de E sobre Y y E° respectivamente.

Tomemos

C :={ ACE\E": A es cerrado e invariante bajo T }
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F :={ AC E\{0}: Aes cerrado e invariante bajo T' }

DEFINICION 2.1 Sean A € F y R una representacién regular de S! en C* . Definimos D, (4, E', R)
como el conjunto de las funciones h tales que:

(iyh: A — E'x C* | h(u) = (hy(u),ha(u)) , h es continua y (T, R) equivariante,
(ii) h(u)=(u,0) ¥ ue AN E°,
(iii) (0,0) € I'mh,

(iv) Pyhy = P + K con K : A — Y f[uncidén compacta (i.e. K es una funcién continua que
manda conjuntos acotados en conjuntos con cerradura compacta ) y K(A) es acotado.

DEFINICION 2.2 Sea A € F. El indice de A relativo a E' es
ve:(A)= min{ k€N : Dy(A,E',R) #£ @ para alguna representacién regular R de S! en C* },
7e1(A) = oo si no existe tal k,

1e:(®) =0

Notacién. Sean A € F y R una representacién regular de S* en C¥ .

(A) == 1103 (4)

fijemos X un subespacio cerrado e invariante tal que X+ > E°

Di(A,R) := Di(A, X+, R)
1r(A) 1= yx1(A) .

Observaciones:



(1) 7r() esta bien definido. Ya que X es un subespacio cerrado e invariante si Y solo si X+ es un
subespacio cerrado e invariante.

(2) Como para calcular el indice relativo 7.( )'hemos fijado un subespacio X cerrado e invaria.nie tal
que X1 o E°
E=XaeX'=XoE o(XaE)"

= Xt=Fg(XeEY)"
= E™ =(XoE%)*

Por tanto
Y =(Xo £%L

(3) Sean A € F. Calculemos v (A)

Caso 1. Si AN E® # 0. Es claro que cualquier funcién

h:A— {0} x C*

no satlsface (ii) de la definicién 2.1. Por tanto no existe k€N y R represenhacnon regular
de S' en C* tal que Di(4, {0}, R) # 0.
Por tanto

7A) = oo

Caso 2. Si ANE® = §. Veamos que el conjunto Dx(A, {0}; k) esta en correspondencia biunivoca con

Mp(A R):={¢: A~ C* \ {0} : ¢ escontinuay equivariante tomandoen C* la representacién
regular R}

para todo k € Ny para toda representacién regular R de S! en C* .
Sea h € Di(A, {0}, R),h : A ~— {0} xC*¥  h(u) = (0,h2(u)). Como h satisface (i)
en la definicidn 2.1 h, es equivariante. Porque h satisface (iii) ,de la misma definicién 2.1,
hg 1 A — C¥ \ {0}. Por tanto hy € My(A; R).
E inversamente si ¢ € Mi(A, R) definimos
AtA-— {0} x C*  h(u)=(0,6 (u) ).
Veamos que satisface la definicidn 2.1
(i) @ continua implica h continua,
(ii) se satisface por vacuidad,
(iii) 0¢ Im ¢ implica (0,0)¢ Imh,
(iv) Py =0.
Por tanto



e Dg(4, {o}l R)

Por lo que hubiéramos podido definir y{A) para A€C como
DEFINICION 2.3 Sea A € C. Definimos el indice de A
« (A) := min { k € N : Existe una representacién regular R de S! sobre C* con Mi(A, R) # 0}
7(8) =0

7(A) :=oo si no existe k con la propiedad requerida.

En lo siguiente se exhibirdn algunas propiedades del indice relativo que se necesitardn posteriormente:
1.SideF yAnX =0 entonces v, (A) = 0.

Sea A un subconjunto de E y § > 0. Denotemos por
Ns(A)={zcE: d(=,A) <6}

donde d(z, A) es la distancia de x a A,

2. {Propiedad de continuidad) Si A € C y es compacto entonces

7(A) = v(Ns(A) ) paraalgun § > 0.

3. Sea G C X un subespacio invariante de dimensién finita. Sean S = {z € X+ @G : |zl| =1}
y A€ F tal que A es radidlmente homeomorfo a S. Entonces

1 (A) = dime G.

4.(Propiedad del mapeo) Sean A,B € F yg:A — B funcién continua tal que g(z) = e=¢() Lz~ K(x)
(para definicién de e~¢(®)Lx ver el parrafo anterior a proposicién 2.9) donde

(a) L: E — E es lineal , autoadjunta ( lo cual implica acotado ) , equivariante y LX+ C X+,
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(b) £ ': A— R continua , invariante y £(A) es acotado,

(¢) K : A —= E equivariante compacta'y K(A) acotado.

Si élange =0 y Klange =0-(ie. glango = I|langs donde I es la funcidn identidad) entonces

. '/r(A) < "lr(B)

5.(Subaditividad). Sean A € ¥ y B € C. Entonces

(AU B} £ 7(A) +7(B).

PROPOSICION 2.4 Sea A € F tal que ANX =0 entonces 7,.(A) = 0.

Demostracién
Definimos h: A — X x {0} donde h; es la proyeccién ortogonal sobre X+, hy = 0,
(i} La proyeccién ortogonal sobre un subespacio invariante es equivariante. Por tanto i es equivariante.
(ii) Como E® € X+ h(u) =(u,0) YuecAnE"
(ili) Como ANX =@ y u=hy(u)+ 7x(u) donde 7x es la proyeccidn ortogonal de £ sobre X.

hi(u) #0 Yue A

Por tanto (0,0)¢ h(A).
(iv) Pyhy = Py.
Por tanto 7r(A) =0. g

Si bien la propiedad de monotonia puede ser probada utilizando la propiedad del mapeo, propiedad 4,
resulta mds natural hacer la prueba directamente de las definiciones.

PROPOSICION 2.5 (Monotonia) Si A, BE€F y AC B entonces 7. (A) < 1.(8) .

Demostracién
El resultado es trivial si 4,(B) = 0. Supongamos que ¥-(B) = & < co. Tomando f € Di(B, R) es
inmediato de la definicidén que .
AL pLoct\{0)
estien Dp(A,R). g

En algunas de las proposiciones siguientes se utizari el proceso de integracion para construir funciones
equivariantes. La integral que se usard es la integral de Cauchy-Bochner. Parasu definicién y propiedades
basicas sera suficiente consultar el material que al respecto presenta [AMR] y [Di].

PROPOSICION 2.6 (Propiedad de continuidad) Si A € € y es compacto entonces ¥(A) =
7(Ns(A)) paraalguné > 0. donde Ns(4d) := {z € £ : d(z,A) € 6§} y d(x,A) ¢s la distancia
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de x a A.

Demostracién

Sea A un subconjunto compacto de E tal que A €C. Sea § > 0.

De la definicién de Ns(A) usando que Ty es isometria ¥V 8 y que A es invariante se sigue que Ns(A4) -
es invariante.

Porque d( ,B): E — R es continua para todo subconjunto B C E

Ns(A) = d( ,A)"t{0,8] es cerrado ¥ & > 0.

Por ser A compacto, E® cerradoy ANE’ =0 § = ﬂ%ﬂl > 0. Asi

Ns,(A)NE* = 0.

Por tanto
Ny(A)eC s 6 26>0.

Sea y(A) =k , f=(N,....[r) € Mx(A, R). Aplicando a la parte real y a la parte imaginaria de
cada f; , 1 < i<k el teorema de extensién de Tietze obtenemos una funcién continua f: £ — C*
que extiende a f,

Ahora construyamos a partir de f una funcién en My (Ns(4), R) , para ello consideremos

L(E):={L:E—— E : [ eslincal y continua }

con la norma usual ||Z|| = sup ||E(=)).
Il=ll=t

Definimos

e(~): L(Eyx E— E ,e(L,z)=L(z).
e(:,-) es bilineal y |le(L,2)|| <|IL|| |lz|| V L€ L(E) Yz E

= e(,:) escontinua.

Porque - .
R_ofTs(z) =e(-,)o(Rohomg, foe(- ) o(T x Ig))(0,z)
donde h:8' -+ 8! | 75 :8! x F— S}
e'f e 0,z)—2a
es composicién de continuas
(:ExS! — C* ((2,0) = R_ofTs(x)
es continua. Por tanto

flzyi= & 7" R_ofTo(c) dB ests bien definida.

Ahora ¢ continua y S! compacto y HausdorfT implica que la funcién inducida ¢ : £ — C(s!,c* )
es continua con la topologia compacto abierta en C(S! ,C* ) (ver p.e. [Mu] pagina 287). Porque C* es
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métrico y S! compacto la topologia compacto abxerta comude conlla topologm mducxda por la métrica
uniforme ([Mu] pdgina 283 , 286). . :

A partir de que
fE™ axl0) — al9)) d0ll < f5™ lloa(d) - or(O)| d0 Ve € C(C, C* ) ([Di} pag. 167)
se sigue que la integral [ : C(S! ,C* ) — C* es continua tomando la métrica uniforme en C(S! , C*),
Por tanto R
= [o¢ es continua

Veamos que f es equivariante

ITo.(2) = & [57 RofTose, (<) dO
=& J2% Re,_sfTo(z) d0 cambio de variable ([Dilpag.167)
= Ro, (£ 77" R_ofTo(2) do) ({Dilpag.167)
= Rgxf(z:).

Por ultimo exhibamos una funcién en A (Ns(A), R). Por ser A T-invariante y f extensién de f
RofTo(z) = RosfTo(z) =z Yz €A
Por tanto f(A) S(A).

Como f(A) es compacto (porque A lo es) y 0¢ f(A) , existe V vecindad abierta de f(A) tal que
0¢ V. Asi

0¢ Imle‘(,‘) (lond60$5_<_£@¢—‘2mz‘l—u=
Si ademds pedimos que § < §; (para que Ng(A) € C). Entonces

Flnsay € Me(Ns(4), R)

= 7(Ns(A)) < ¥(4).
Es inmediato de la proposicidn 2.5 que 4{A) < y(Ns(A)). Por tanto

Y(A) = 1(N5(A)) 50 << min(6,6) g

PROPOSICION 2.7 Sea A € F. Supongamos que X = F} -+ F» con Fy y F, subespacios ortogo-
nales invariantes y dimc F1 = k< o0o0. 51 ANF; =0 entonces v.(4) < k.

Demostracién

Si Fy = {0} entonces y.(A) = 0, por la proposicién 2.4. Supongamos que F; contiene propiamente
a {0}. Por ser F; de dimension finita es cetrado. Tomemos My, : E — Fy, Ny+ : E — X4 las
proyecciones ortogonales en F; y X1 respectivamente.
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XL Py invariantes = h : A L X1 xFi h(a)’

;(I'[x.i.(a); I, (a)) es equivarianie. Sea
{v1,...,¥x} una base ortonormal de F;: Entonces ’ “ .

U:F, ——‘Ck 71’(2‘-=1 ,\.-v,~ )’:('\”""’\k),
€s una isometria lineal. oo
Definimos
Rg = VTglF.l/"l Voest.
Ry es isometria lineal por ser composicién de isometrias lineales, Ademds

Rg o Ror = vTy|pv™ vTplp v

1

= vTope|F v~ por ser F| invariante

= RB+D' ’
lIRe = Roell <\ Tolry = Torlmll < 1| To = Tief|
y el tinico punto fijo de Res 0 ya que E® C X1, Asi Res una representacién de S' en C¥. Dela
definicion de v es claro que es (T|f,, R) equivariante. Por lo que

l:(lxa. XV)DII

es equivariante respecto a (T, R). Por lo tanto | satisface (i) de la definicién 2,1. Es inmediato a partir
de la definicién de { = (I;,12) que satisface (ii) e (iii) de la definicién 2.1 ,veamos:
(ii) Sea a € AN EO.
: E'CcXt=lyi(a)=a.
F}CX=>F1HED=@=>HFI(H)=O .
Por tanto I(a) = {a,0).
(iii) Sea a € A.
l{a)=0ae FinX = Fa.
Pero AN Fy = 0.

Por iltimo

Pyl = Pyliys = Py ya que (Y 3] Eu) =Xt
= 1€ Dy(A, R)

Por tanto
1(A) < k. ™

PROPOSICION 2.8 Sea G € X un subespacio invariante de dimension finita. Sean S = {z €
X+®G : ||zll=1} , A€ F radialmente homeomorfo a S. Entonces 4.(A4) = dimc G.

Demostracién )
Notemos que A radialmente homeomorfo a S implica que 4 C X1 ®G. Como E = Xt @ X =
Xt (Ga(XtaG)t) vy AN(NL@G)t =0 por la proposicién 2.7 7, (A) < dime G.

Observemos que:
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Porque E es separable y Y cerrado , Y es un eslpacio de Hilbert separable. Por lo que para Y existe
una base de Hilbert numerable {e;}52; tal que Y’ =< ¢; > sea un subespacio T-invariante.

Sea Y, = @, V. Porser {¢;}{2, base de Hilbert de Y y Y =Y, @ Y/} , VLY tiene a {ei}2n41
como base de Hilbert ( *¥ denota el complemento ortogonal restringuido a ¥ ). Asisiu €Y u=
2;1 aiei = Yo0u @i + Yo 8iti EYn @YY, Seaz € E=Y@®Y , z=u+vcon u=
32 aiei , v € Y. Porque 3°7_, aje;,, ., — u entonces

Pa(z)y0o — Pr(@) n

V z € E, donde P, cs la proyeccién ortogonal de £ sobre Y.

Procedamos por reduccién al absurdo para probar que 7-(4) > dimc G. Supongamos que j =
(A} < dime G = k. Entonces existe R representacion regular de 8! en C/ y h = (b1, h2) € D;(A, R).

Definamos A" = (hf, h3) : Sy,oE096 — Ya & E°x C/ como la composicién de las funciones que
aparece en el primer renglon del siguiente diagrama

(hy,ha) (Pn+Po)x 1
jLEAS —

Sv.eprec —— (Yn@E'@G)NA Xt xd (Y. ® E®) x C
7, 1 T, 1 lTaan 11 lT.an
Sviomee = (h@E°@G)nA ) xixgi MO (v g g x o

donde Sy,pr0ec = {2 €Y@ E° @G :{zl|< 1} p:A—— S plz)=z/llzl| y pop=14a, pop=1s.

Sea r € A.
Ta(p(=) = B8 = 8 = p(Tu(x)) VO & S

= Ly =Tep por ser p inyectiva

= I conmuta.
Il conmuta por definicién de A,

111 conmuta por ser P,, Py proyecciones ortogonales sobre los subespacios invariantes Y?, E9 respecti-
vamente. Por tanto

h*(x) = (Pohy p(x) + Pohy 5(z), hap(z)) es equivariante.
Si z € Sy,groge NE® eutonces

K7 (z) = ((Pa + Po)p(2),0) ya que j(z) € E°
= (p(2),0).

A apartir de A" inducimos un mapeo k" continuo equivariante, respecto a las acciones inducidas por
T, T x R en C"t'*¥ ¢l pregpectivamente,

h™ : Scaxcixcr — C* xC'x C! conk<j y l=dimec E°
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que restringido a los puntos fijos es el homeomorfismo inducido por pls e : Sge —+ AN E® mediante la
identificacion hecha para obtener A™.

Como consecuencia del teorema de Borsuk-Ulam relativo para acciones de S! ( ver apéndice B )
k" tiene al menos un cero.

Asi extiste u, € Sy, gpogg tal que h™(u,) =0 n=1,2,...

Veamos que 1a sucesién (g(un)) tiene una subsucesidn acotada.
Por definicién de A

0= h(un) = Pahip(un) + Pohyp(un)
= Pohj(un) = —Pohip(ua) =0 yaque YN E'= {0}
= 0= Pyh1p(un) = Pu(Py + K)p(us) por (iv) en def 2.1
= Pnplun) + Pnlp(un). (2)

Como K(A)C {z €Y : |lz]l < R} pa. R >0

N Pas(un )} < HPal} 1K A(ua )i} < Ri.

Ahora
. (1) = Py(un) + Po(ua) + Pe(un)-

Porque (Po(un))%%; ¥ (Po(un))3%y pettenecen a esferas unitarias de espacios de dimensidn finita, las
cuales son compactas, tienen subsucesiones convergentes digamos ellas mismas. (3)

Esto implica
(APo(unldazy ¥ (12Pc(ua)l)5zy cstén acotadas
= ()l < P p(un)ll + )| Popun)l + [Paplun)lf S Rz ¥n
ya que Pof = pPo, PP =pPc y (Pnb(un)) esta acotado.

Ahora probemos que la sucesidn (5(u,)) tiene una subsucesién convergente.

Por ser I funcién compacta (K (5(un)))5%, tiene una subsucesién convergente, digamos ella misma.

Asi

—Kpup), o, —y€Y 4)
= Pop(tn)peee — Fr(y) =y (5)
ya que
[1Paplun) = Pr(ylll = || = Pap(un) - yli por (2)
SHIPal  — KA(un) = yll + | Paly) — wl)

esto ltimo por (4) y (1) puede hacerse tan pequefio como se quiera si n es suficientemente grande.
De (3) y (5) se sigue que
Py j(un) + Papun) + Pap(tin) = plun) peoe —+ 5 -
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A cerrado y § biyeccidn = j= ﬁ(u“)b "';;.a. u [SY-H
Por iltimo : : .
0 = h?(un) = Pah1plun) + Poh1p(tn), oo — Pyrh1p(u) + Poh1 () = hi(5(u))
ya que Pohy es continua y

WPak1A(un) — Py hyp(w)ll < || Pabiy Aun) = Pakyd(w)]] + || Paby 5(u) — Py bra(w)il
< |Impun) — b (u)l| -+ || Pahi 5(u) — Pyhyp(u)il
< €

esto iltimo por la continuidad de hy, por (1) y para n suficientemente grande.

Y como 0 = hJ(un) = ha(p(un)) entonces h(p(u)) = (h1(p(u)), ha(f(u))) = 0. Contradiccidn a
que h € Dy (A, R) ( (iii) en definicién 2.1 ). Por tanto

¥e(A) = dimg G. g

Sean h: E — E ,¢£: E — R funciones continuas y L : E — E operador lineal acotado (el
término acotado para operadores lineales es equivalente a continuo). Definimos

ef(')"h(~) BE— F
e“"”"h(z) = Z;o'—l) EN (L (h(z))

n!

Esta funcidn tiene las siguientes propiedades:
- e€Mp(.) es continua, ' (6)

- Si dademas pedimos que £ y h manden acotados en acotados entonces e€()LNi(-) manda acotados
en acotados, ()

+ Si h(x) # 0 entonces efLh(x) £ 0. (8)
PROPOSICION 2.9 (Propiedad del mapeo) Sean A,B € F y g : A — B funcidén continua
tal que g(z) = "¢z . K(z) donde:

(a) L: E — E es lineal, autoadjunta (lo cual implica acotado), equivariante y L{X 1) c X+,
(b) £ : A— R es continua, invariante y {(A) es acotado.

(¢} KK : A—— E esequivariante, compacto y K(A) es acotado.
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Si £lange =0y Klango =0 (ie:glange = langs) entonces

2+(4) < 7:(B).

Demostracién

Si 9 (B} = oo no hay nada que probar.

Sean A,B € F tal que 7(B) = k < oo, f = (f1,f2) € De(B,R) y Py fy = Py + C con C funcién
compacta con imagen acotada. Sea g : A — B como en el enunciado. Definimos

w:A— XL xCt

#(z) = (91(2), p2(2)) = (£ fig(2), faa(2)).

Por (6) ¢ es contihua. Y 2 es composicion de continuas por lo tanto ¢ es continua.
Por ser L equivariante, £ funcional invariante y Ty un operador lineal continuo

HTENLT, () = o0 EUTRENEN(Tu(e

oo Te("{z)L"(x))
- n=0 n!

=Teefg Ygest.

Por lo tanto
et@)Lz  es equivariante.

De que f, efF)Mz K y g sean cquivariantes se sigue que ¢ es equivariante respecto a (T, R). Por tanto
 satisface (i) en definicién 2.1.

(it) Si fag(z) = 0 entonces fig(x) # 0 porque (0,0)¢ f{g(A)) C f(B).

fig(z) #£0 = 8L fg(z) #0 por (8)

(0,0)¢ o(4) .
(iii) Siz € ANE® = g(zx)=x € BNE® por hipéStesis. Asi por definicién de f = (f1, f2) y 6z

olz) = (552, 0) = (2,0).

(iv) Recordemos que E= X ® X1 = X & (Y ® £%) y notemos que de las hipdtesis de que L{X*+) Cc X+
y de que L es autoadjunto tenemos que

L(X)cC X.
ademas por ser L equivariante
L(E®) = E°,
Asi
LPy = PyL.
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Esto y que Py es un operador lineal continuo

= p},ef(&')l-,_‘ =Py (T, {_(ilg(ﬂ )
e _z o £0{z)Py L {z)
- n=

n!
= ef(IL py ().
Ahora
Pypi(z) = (2 (Py 4+ C) (e )z - K(x))
= Py(z) + ) (= Py K (2) + Cy()).
Sea W subconjunto_acotado. Entonces Py(K(W)) es compacto, por ser K funcidn compacta

y Py continua. Y Cg(W) es compacto por (7) y por que C es funcién compacta. Por tanto
e“w)"( —Py K + Cg}(W) tiene cerradura compacta.

Por iiltimo (— Py K 4+ Cg}{A) esta acotado porque K(A), C{B) estan acotados (por definicién de
Ky C). Esto y que £(A) esta acotado implican /m efOE(—Py K + Cg)(-) estd acotada. g

En la siguiente proposicién necesitamos extender una funcién compacta con imagen acotada de tal
forma que preserve estas caracteristicas. En ( [De] pagina 44 ) se prueba un teorema que modificaremos
minimamente para obtener lo que necesitamos.

LEMA 2.10 Sean X y Y espacios normados, A C X cerrado y F : A — ¥ funcién compacta
con imagen acotada. Entonces F' tiene una extension compacta F : X' — Y con imagen acotada.

Demostracion

(Seguiremos la prueba que se hace en [De] pag 44 a la cual remitimos para un mayor detalle).

La cubierta abjerta de X\ A dada por {B:};ex\a con Br=Br(x):={ye X : |le—ylj<r}). (9
r = min{d(x, A)/6,1/2} (pedir r < 1/2 es el dnico ajuste que necesita la demostracidn original del
teorema antes mencionado) admite un refinamiento localmente finito (Ux)aga. Entonces se definen

0 sizg Uy
palz) =
d(z,8U,) sizel,

NEY)
n(z)= =
) eava@
Ahora se cligen ay € A tal que d(as, Uy) < 2d(Us, A) y se define

. F(z) size A
F(z) = {
S valz)F(ax) sizg A.

Es claro que F es una extensién de F'y que F(X) C convF(A).
En [De] se prueba la continuidad de F. Probemos que es compacta.
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Sea B,(0)={ 2 €X : |[z]| < r). Tomemos z'€ Br(0)A(X\NA) y A€ A tal que ¥a(z) £0.

=. z €U\ CB,"p. €X
ya que (Ua)aea es”reﬁnrami‘e.nrtorde (B:)iexy

Porque

d(0,a3) < d(0,x) +d(z,an)
< d(0,z) + d(as, Uy) + diam Uy

d(ax, Ux) € 2d(A,Us) por eleccidn de ax
< 2(d(A,0) +d(0,z))
= d(0.ax) < v +2(d(A,0)+7) + 1 (por (9))

= Cr={arA€A: r(z)#0 pa. z€B.NX\A } ests acotado

= F(C.) es compacto.

Como F-'(B,(O) N(X'\A)) C convF(C;) C convF(C,) y las envolventes convexas de compactos son
compactas
F(Br(0)) = F(B-(0)N A)U F(B-(0)N (X \ A))

tiene cerradura compacta.

Por iiltimo, como 17“(.\’) CeonvF(A) y F(A) esti acotado

F(X) esta acotado. -

PROPOSICION 2.11 (Subaditividad) Si A € F y B € C entonces y.(AU B) < 7+(A) +1(B).
Demastracién

Basta considerar el caso en que 7,.{A4) = k < oo, ¥(B} = m < . Sean [ = (f1,f2) € Dy(AR)
. 9 € Mn(B,S) con Prfi = Py + K, K funcidn compacta con imagen acotada. Notemos que KX es
equivariante pues Py y fi lo son.

Porel lema 2.10 & tienc una extensidn compacta K : E — Y con||K(z)|[<m Yz € E pa.r >0.

Procediendo como en la demostracién de la proposicién 2.6 se prucba que
. 1 .
R(X) = oo J T-sRTo(z) db
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¢s una extension de K continua y equivariante. Que K tiene imagen acotada se sigue de
. 1 .o s
IR < 5= 2 NRTo(z)| O < ru.

Probemos que K es compacta. Sea r > 0. Tomemos z € B.(0)N(X\A),0€S' yAeA tal
que ¥ (To(z)) # 0 (seguiremos la demostracién del lema 2.10 y usaremos la notacién ahi desarrollada).
Entonces Tp(z) € Uy C B, p.a. :€ E\A.

Porque

d(0,a,) < d(0, T(z)) + d(Ts(x), ax)
< d(0,Ts(x)) + d(ax, Ux) + diam U,

d(a).. U,\ S 2d(A,U,\)
< Ad(4,0) + 4(0, Tu (=)
= d(0,a,) £ d(0,Te(x)) + 2(d(A,0) + d(0,Tp(x))) + 1

<r+2d(A,0)+r)+1=6
= Cei={ax A€ A UA(To(2)#0 pa. z€B.(0)N(E\A)} esta acotadopord V 0 eS!?
= Dyp:={Te(ar):as € Cs } estd acotado pord V¥ 6 € S!, dado que T} es isometria V # € S!

= K(Ua st Dg) es compacto, porque /¥ es una funcién compacta. Como T_gf(Ta(x) =
T_o(3\ ¥a(Te(z))K(an) )= 3, va(To(x))K(T_s(as)) entonces

T KTa(z) € conv K Uyest Dy) la cual es compacta, pues la envolvente convexa
de compactos es compacta

= K(z) € convfconv K Ugest Do) =conv K(U, g1 Ds).

Por tanto
K es una funcién compacta

Ahora
f1:4— C* laextendemos a fg : E — C* continua y equivariante,
Pofit A — EY laextendemos a Pofy : £ ~—+ E® continua y equivariante,

g: B — C™\0 laextendemos 3 : E — C™ continua y equivariante, y tal que §(A N E%) = 0.

Las extensiones se hacen en forma andloga a como se hizo en la proposicién 2.6.

Por iltimo definamos
h:AUB — Y x CH™
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h(z) = (h1(z), ha(=)) = (Bofu(z) + Py (2) + K(2), fo(2), §(=)).

(i) Porque todas las funciones involucradas son equivariantes h es equivariante. _

(ii) Seaz € E°N(AUB) = E°n A.

= h(z} = (Pofi(x) + Py fi(2), f2(=), (=)}
= (2:, 0, O)A

(iii) Si z € A entonces

(Pofu(z) + Py fi(2), fa(=)) = (i(z), f2(2)) # (0,0)

entonces

h(zx) #0

Si z € B entonces §(x) = g(z) # 0. Por lo tanto (0,0)¢ Im h.
(iv) Pyhy = Py + K con I funcién compacta con Im K& acotada.

Por tanto
(AU B) < v (A) +7(B). ™

COROLARIO 2.12 Sean A € F y B€C con y(B) < co. Entonces A\B &€ F y»(A\B) >
7r(4) — ¥(B).
Demostracién
Es claro que 0¢ A A\ B C A. Que A\ B sea T-invariante implica que A\ B es T-invariante, Por tanto
A\ B ¢ F. Por la propesicién 2.11 y 2.5

¥r(A) S 7 (AUB) S 3% (A\ B UB) <7 (A\ B )+ ~(B)

= (A)~-AB) <1 (A\B ). o
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CAPITULO 3.

UN PRINCIPIO DE MINIMAX

§3.1 Resultados preliminares de sistemas dindmicos

En la prueba del lema de deformacidn, seccién 3.2, necesitamos encontrar solucién al problema de
valor inicial

d .

?7 = A((t, £)) WO,z)=z z&M C" variedad

para un campo X localmente lipschitz. Exhibir que bajo las condicicnes que s¢ presentaran en el lema de
deformacion tal problema tiene solucién iinica es el objetivo de estas consideraciones preliminares, que
en esencia es el material presentado por [AMR] en la seccion 4.1 y a la cual remitimos para un mayor
detalle. En este capitulo cuando se haga referencia a una variedad sera una variedad de Hilbert ( ver p.e.

[AMR] capitulo 2).

DEFINICION 3.1 (Curva en un punto m) Sea Jun subconjunto abierto de un espacio de Banach E.
Una curva ¢ en un punto m de Ues un funcién ¢ : I — U de clase C! con 0 € I , intervalo abierto de
R, tal que ¢(0) = m.

DEFINICION 3,2 (Curva integral) Sea Uun subconjunto abierto de un espacio de Banach Ey
X: U — F un campo vectorial . Una curva integral del campo vectorial X en m € U es una curva c
en m tal que ¢/(t) = X(c(l)) paracadate .

TEOREMA 3.3 Sean £ un espacio de Banach, ! C E subconjunto abiertoy X: U C E— Eum
campo localmente lipschitz tal que |[X(z)]] S A Vz € U y p.a. A > 0. Entonces para cada x0 € U
existe una curva ¢ : [ — U en zg tal que ¢/(¢) = A(c(t)) Vig L

Cualesquiera dos de tales curvas son iguales en la interseccién de sus dominios. Ademas existe una
vecindad Uy C U de zg, un real o« > 0 y una funcién

F:lgxI —U = (—a,a), tal que

(i) Cc(t) := F(x,t) es una curvaen x que satisface la ecuacidn diferencial cl.(t) = X(c (1)) YVt € I,
(ii) F es continua,

(iii) F(-,t) : Ug — U es localmente lipschitz V ¢ € I.

Demostracién

Sea zo € U. Por ser U abierto y X localmente lipschitz existen K > 0 y By, (z0) '={z € E :
[le —zoll < by } € U tal que ||¥(z) — A(w)|| < Kllz —y|| V2, € By,(x0). Sean Up = Bs(z0) ¥
a = min{(1/2)K,b/(2A)}* donde b = b;/2. Se toma y € By(zg) y se construyen las curvas x,(1)
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inductivamente -

zo(t) =y " ,

e pnhe L e ",‘l'-' g :,»—,' =t le [—:Cl,(!l
zns1lt) =y + fy Men(s)) ds :

y se prueba que:

- za(t) € By, {x0) Vit € [-&,a],Y n = 1,2,... (aqui se usa que [|X(z}|| < A Vz € By, (x0) y que

¥ € By(z0)),

- (zn) es una sucesién de Cauchy en C([—a,a],B;,(zg)) con la métrica uniforme (usando que

I 41(t) — zn(t)| S AKP| - to]?+1).

Por lo que
ry, —ZE C([—ﬂ;a]- Bbl (10))-

Después usando que el limite es unico se muestra que la curva r(t) satisface

z(t) =y + f; X(z(s)) ds .

Esto es equivalente, por el teorema fundamental def calculo (ver {fAMR] pagina 73), a que

2(t) = X(x(t) Vi€ (-a,a)
z(0) = y. .

(&)

Sea z : [~a,a] — By, (o) continua tal que z{(_q o) es una curva integral en y. Utilizando el teorema

fundamental del célculo y la definicién de z,(¢) se prueba que

12(8) = za ()] £ AK"|t]” < A4/2" Yig[-a0]
=z(1) = z(t) Vi€ [~a,al

Con este argumento local probamos en particular que para cada zg € U cualesquiera dos curvas

integrales de ¥ en z¢ son iguales en la interseccidén de sus dominios.

Definarmos
F:lUgx1—U F(y,t) = cy(t) donde I = (~a,a},

¥ cy () es la inica curva integral que satisface

cp(8) = Ay (1)) Vtg(—a,a),
Cy(o) =y.

Demostremos (ii). Sea t > t'. Porque

1F (2, t) = F(u, )N < IF(z,8) = Fy, Ol + 1P (. 8) — Fly,2)]l,

b
IF (1) - Fly, )] < / || 4eg () d
< Al — ¢
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IF(z,8) = F(u, DIl = Il Me=(s)) = Hey(s)) ds ll + llz ~ ]
<l = yll + K [ I1F (2,5) - F(u, 8)]| ds
< eFPljje — g por la desigualdad de Gronwall([AMR] 4.1.7).

entonees £ es continua.

De la iltima designaldad se desprende que F(-,1) : Uy — U es localmente lipschitz ¥ t € (~a, ).
Por lo que queda demostrado (iii). g

PROPOSICION 3.4 Sean (E< - >) un espacio de Hilbert, U C E un subconjunto abierto y
X:UcCE— £ un campo vecLonal ]ocalmente lipschitz tal que ||A(z)” <AVYzelU ypa A>0.
Sean ¥ € C!(£,R ) tal que M = /~1(1) £ 0.

Supongamos que M C U, Vii(z) #0 y que < Vi(z),&(2) >=0 Vz € U. Entonces existe

7:MxR —M tal que

(.i) n(m,-) es una curva integral de Xen m,
(it) n(-yt) : M — M esun homeomorfismo ¥ 1 eER,
(iii) n(-,0) = 1.

Demostracién

Definamos Py = { (m,?) : existe una curva integral ¢ : ] — M C U deXYenmeceont €1},

Sea m € M. Como M C U por el tecrema 3.3 existe ¢ : ] —+ U curva integral de A’ en m.
Asi
d de
o elt) =< VH(e(t)), T(O) >
=< Vi(c(t)), X(c(t)) >

=0 por hipdtesis
=> Y oc(t) =cle
= Yoe()=voc(0)=1 Vtel.
Por tanto si m € M y ccs una curva integral de A’en mentonces c(t) e M Vig . 2)
Por tanto
Do ?(-' 0.

Ademds por el teorema 3.3 y por (2) para m € M existen una vecindad Uy de m en U y un real
a >0 tal que (UpN M) x IC Dy donde i = (—a,a). Por tanto D, es abierto.

Ahora sea (m,t) € Dy . Por de definicién de Dy existe una curva integral ¢ : (a,b) — M, de
Xenm conté€ (ab).
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Seatn /b Simzn
. ~ "Porel teoi'ema fundamental
S el edleulo

lete) = eltall € [ IO e

o= (¢(tn)). es de Cauchy.

Porque M es cerrada en Ey E es un Hilbert 3z'e M C U tal ‘que ct, ) —_— . Porque Dx €3
abierto y (z,0) € Dy existe una curva integral ¢, : (—=7, 1) —> M de R:’en x

Definimos

(1) si t € (a,b)
o‘(t) = °
c(t—0b) site(b-rb+r)

Por el teorema 3.3 dos curvas integrales son iguales en la interseccién de sus dominios. Asi o(t)
esta bien definida y es una curva integral en m. Por tanto el dominio de la curva integral de X' en m lo
podemos extender tanto como se quiera. Por tanto

Dy =MxR..

Definamos
n MxR —— M

7(m, £) = ca(t) ='la tinica curva integral ¢, de X en m recorrida hasta el tiempo t.

Observemos que:
- n es continua por el teorema 3.3,

+ 1(s, =t} o y{+, £)(m) = recorrer la iinica curva integral de X’ en m hasta el tiempo t y después
partiendo de ese punto, n(m, t), recorrer la misma curva integral hasta el tiempo —t =m
Por tanto

n(t) : M — M es un homeomorfismo ¥V tE€R yn(-,0) = ly. g

LEMA 3.5 Sean (E,< .+ >) un espacio de Hilbert, U C E un subconjunto abierto y A:U — £
un campo Jocalmente lipschitz tal que ||¥(z)]| £ A Vz €Uy p.a. 4> 0. Entonces existe

NEXxR — E tal que
(i) 7(om,+) es una curva integral de Xen m,
(ii) n(-,t): £ — £ es un homeomorfismo ¥Vt € R,
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(i) (-, 0) = 1.

Demostracién
Es la misma que la de la proposicién 3.4 con los cambios obvios. g

Necesitaremos saber cuando un campo es localmente lipschitz, por lo que se dardn algunos criterios
elementales

PROPOSICION 3.6 Sea U subconjunto abierto de un espacio de Hilbert (E,<,>). Sean f,g,k
U— R ,G,H:U — E f{unciones localmente lipschitz. Ademés h es tal que para cada zp € U
existen Us vecindad de o y un nimero real a(zo) > 0 tal que a(zo) < |h(z)| ¥V z € Up.

Entonces
- f+g, f-g y f/h son localmente lipschitz,
+ fG,G + H son localmente lipschitz,

« < G,H > es localmente lipschitz.

Demostracién
Sea xp € U.

'f(r J) 1), o LS NIAC) = h(z)] + lh() 1 f(x) = f(u)]
A(z)  h(y) A=) i1h ()]
< ((lf(z)I/lh(za)l)Kh + K;) Iz - uil

< Kslle ~- yl| por continuidad de f/h en zo.

para todo z,y en una vecindad adecuada de 0. g

§3.2 Lema de deformacién y principio de minimax.

En esta seccidn probamos el lema de deformacién y un principio de minimax como lo presenta y
prueba [Zu], siguiendo las referencias que hace a [Ral] en la demostracién del lema de deformacién. Una
referencia mds extensa para los metodos de minimax y el lema de deformacidn es [Ral).

Sean E un espacio de Hilbert /R.  con producto interior <,> y T una representacion de S$! en E.
Sea L : E — E un operador linea!l acotado, equivariante y autoadjunto.
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Definamos 1
#(z) = 3 < Lz,z>.

Sean p : £ — R, ¥ € C*(E,R ) una funcional invariante positivo homogenea de grado 2 (i.e.
P(tz) =t2yP(z) Yt >0,V r € F)tal que ¢’ es una funcién compactay =1 (1) £ 0 y M =y~ 1(1).

Sea 1
W={zeFE: ¢(w)2-2-}.

Y definamos
< Lz, ¢'(z) >
1’ ()12

¢, ¥, M M) tienen las siguientes propiedades:

Alz) = reEW.

(i) ¢ es una funcional invariante,
(ii) ¢'(z) = Lz (via el teorema de representacién de Riez),

(iti) < ¥'(z),z >=2¢(z) Vz € W. Y si B es un subconjunto acotado de W entonces existe a > 0
tal que a < ||¢'(z)]| Vze WV,

{iv) A esta bien definida y es localimente lipschitz,
(v) M es una C'! variedad y Lz — A(2)¢'(z) € T M.

Demostracién
(i) Sea 0 € S!?

qﬁ(Ts(Z)) = l < LTz, Tox >

2
= -;- < TyLz, Thx > L es equivariante
= ¢(z) Ty es isometria.

(ii) P.D. Dé(z) =< Lz,->. Porque ¢ = ; < -,-> o(L % lg). Ycomo L X 1g es C™ ya que es lineal y
continua. Y § <., > es bilineal y continua por tanto C*. Por la regla de la cadena ¢ es C® y

1]

Dg(x) %[D < o> (Lz,z)) o D(L % 1g)(=)

1
§[<Lx,~>+<~,x>]oLx g

Dé(z)(v) = %(< Lz,v>+ < Lv,z>)
=< Lz,v> VveE (Por ser L autoadjunta).
Por el teorema de representacion de Riez
Le=¢'(z)e E.
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(iid) < ¥(2),z > = Di(a)(x) R
PR d—‘:w o f(0) . donde B(t) = (1 + 1)z
< iy $1+05)~ vtz)

=y, FE
= 2¥(z) ¥ es positivo homogenea de grado 2.
Por tanto
< ¥'(z),z > = 2¢(x) YzeW

Ahorasea B, ={zeW:|z[|<r}.
1
Le<¢'(@),z>< W@ el YeeW = <[¢'() V=zeB.

(iv) Porque
<ylz)z>=2¢(z)2 1 VeeW

entonces Y'(z) # 0 Vx € W. Por tanto A(x) esté bien definida.

Porque ||Lz — Ly|| < |IL|| |lz ~ || y porque ¢’ por hipdtesis es localmente lipschitz es inmediato
de (iil) y proposicién 3.6 que A es localmente lipschitz.

(v) Por (iii)
<¢r'(z),x >=12 VYVzeM
=1 es un valor regular de ¥
=y~ (1) = M es una C'! variedad (ver p.e, [AMR] pag. 162).

En lo que sigue se necesitard que ¢, satiafaga una condicién mas fuerte que la usual de Palais-
Smale.

(C*) Si (z,) € M es una sucesidn tal que ¢(z,) — c€R ¥y L’E'"';':”’;l;t;‘f" — 0 entonces (z,)

tiene una subsucesion convergente.

Por tltimo sean

ge={zeM : d(z)<c}

K.={zeM : ¢(x) =c Lz = MNz)¢'(x) }.

LEMA 3.7 (Lema de deformacién) Sean ¢, 3 , y M como al comienzo de esta seccién 3.2 y supongamos
que ¢|r¢ satisface (C*). Dadose € R , € > 0 y una vecindad U de K, en M existen ¢ € (0,€) y una
funcidén 7 : [0,1] x M — A que satisfacen:

(i) n(1,+) es un homeomorfismo V ¢ € [0,1],
(i) n(0,z)== Yz e M

(iii) 7(1,z) = = ¥z € M, tal que ¢(z) & (c—F,c+€),
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(i) lnct, =)

Y g\

vy (L 2) ==t g I((é:) donde #(z) € [0,1] ¥V z € M, K es compacto y /(M) es acotado.
(vii) 7{t, ) -es equivariante para todo 1 € (0,1}

Demostracién
Porque ¢| . satisface (C”) K. es compacto.
K. compactoy 8U cerrado = & = ﬂﬂ"—.‘f-"—”l >0
= Ns(R):={zeM: dz,K)<s}CU.

Si probaramos el lema para Ns(K.), (v) seguiria siendo vdlida para la U original. Asi, tomemos
U = Ng(K,).

Se afirma que existe € € (0,€) y b > 0tal que
1Lz — AW ()] 2 bllizti + 1)Y? ¥ 2 € pere \ ($ee U Nya(Ke) (3)
En caso contrario existirian bp — 0 , &n —=.0 ¥ T € desen \ (Bemvn U NyjalKe)) tal que
HEzn = Aza)¥ (za)ll < Ballleall +1)1/?
entonces (z,) satisface las hipétesis de la condicién (C*). Por tanto (z,) tiene una subsucesién conver-

gente, digamos ella misma.
Ty — T

Ademias es inmediato que = € K. Pero z,¢ Ngya(K) paran=1,2,... por tanto
z¢ Npg(Ke) .
Contradiccién. Asi existen £, b > 0 como se afirmaba en (3). Elijamos
é,btalque b2 > 2, b< §/8 y £ e(0,8). 1)
Sean E' un subconjunto del espacio de Hilbert £ y
Ns (E'Y:={zeFE : d=z,E)<é}
Sean C:= ¢~ c—¢e,c+e] y Vi=¢"Yc—¢c+é). Definamos
X1 X2 E—[0,1]

dz, E\ V) (@) = d(z, Ngys (Kc))
d(z, E\V) +d(z,C) X A=, Najs (Ke)) + d(z, B\ N, (o)

Observemos que;

xi(z) =
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+ X1, X2 “son funcionales invariantes localmente lipschitz,
x1=1 si £€C, x1(z) =0 si z¢ ¢~ e —£&,c+E).

- Y xz(z) = 1 sizg NG, (Ke), x2(2) = 0 si 2 € Ngys(Iie).

¢ funcional invariante = E \ V,C son subconjuntos invariantes
= la funcion distancia es invariante
= X1, X2 son funcionales invariantes.
Que son localmente lipschitz se sigue de que la funcidn distancia es uniformemente continua y de -
la proposicion 3.6. La segunda observacion es inmediata de las definiciones de xi1, x2 y de que
Ns (K.)N M = Ns(K.). Sean
x(z) = x1(z)x2(x)

. x(z) s
A(z) = m=—=——(Lz = M)V (2)) 2 W
() = PRI (e = M) (@)
Consideremos el problema de valor inicial

d
d—’t’ =-A(y(t,2) w0E)=2r YzeW. (5)
Veamos que A satisface las hipétesis dela proposicién 3.4.

Porque ¥ € CV/(£,R ), x1 ¥ x2 son localmente lipschitz, [|[Lz — Ly|| < ||Z]] [lz = yll ¥ por (iv)
al principio de la seccién 3.2 se sigue de la proposicion 3.6 que A’ es localmente lipschitz en W.

Ahora

@ < rlies - AW @I

lLz = M)W (2)]? =< Lz, Lz > —20%(2) ||’ ()I* + X[l (2)]]*
=< Lz, Lz = Mzx)¥'(z) > por definicion de A
< Lzl [|om = M)W ()|

AN
= Mo € o L |IE])-
e < (e < e
Por tanto A': W C £ — E es un campo vectorial localmente lipschitz tal que
[ < |IL)) VzeW.
Ademads por (iii) y (v) al principio de esta seccidn 3.2 se satisface las hipdtesis de la proposicién
3.4. Asi existe una tnica funcién 5:(0,1) x M — M tal que
) n(t, ) : M — M es un homeomorfismo V t € [0,1].
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(i) 7(0,z) ==z VzeM.

Ademds

@ lIn(La) = ol < f2 Il ds < IIEI Ve M.

() #9(0(t,2)) =< In, § >= GG < Ln, Ly - Am¥(n) >

= Ly - A (P 0. (6)
Asi ¢(n(t,z)) es decreciente conforme ¢ crece.

Ser z € et \U. Si z € $._, entonces
¢(n(1,z)) < #(n{0,2)) S c—e.

Si y{t,z} € dege \ (pe=c UU) Vi € [0,1] entonces tenemos, por definicién de X , que
Xn(t,z)) =1 V1 €[0,1]. De esto, por (6) y de la eleccidn de b tenemos

B20(t,) < 17
= b £ é(x) — ¢(u(1, z)).

Ahora cuando ¢(5(1, z)) £ ¢ — ¢ no hay nada que probar. Supongamos que ¢((1, z)) > c—¢.
Entonces

B < g(z) — d(n(Lz)) < c+e=(e—€) = 2.

Contradiccién a la eleccion de € y b (ver 4).

Por tiltimo veamos que para £ € depe \(Pe-e UU) la curva integral n(¢,z) no puede adentrarse
en Nssa( Ke) porlo que A(n(t,z)) <1 pa.t€[0,1] siysdlosin(t,z) Egee \{z : #z)=c}
En cuyo caso 5(1, x) € ¢,...

Asisea £ € dope \(Pe—e WU} ¥y 91, 2) € Pege \ (Beme U N&/:(I\'C))
= ¢(z) — d(n(t, z)) < 2¢ < 2¢.

29



Ahora

binte, =) =1 < b [ 1¥Cats, =) ds

/ X(MIEC) = A’ l?
~Jo finll +1

t . o
= —f < Lp, X(n) > ds por (6)
o

por la eleccion de b

0 o
=[ -d—s-daor;(s,z)ds

= ¢(z) — ¢(n(t. z))
< 2%

por lo que

mIO\

llnte, ) — ) < 32 < por (4)

Por tanto
7(t, ) nunca entra en Ngsa( Ke).

(vi) La solucién a la ecuacién diferencial (5) puede ser representada de la forma
n(1,z) = e~z _ K(z)
. =t _ . xl=)
donde 0(z)=0(1,x), 0(t,z) = ffwin(s,z))ds €0, parate(0,1}, w(z)= Tel+1

y  K(2) = — [ lezp(6(t, z) - 0(L, 2)) Llw(n(t, 2))Mn(t, )¢ (nft, =) dt

Veamos que [{(M) es acotada.

(2) | < Lz.y'(=z) > |
el 1 (=)

= K (@)} £ fy el?e)=e0aiei bzl gy < L)l vz e M

iy @ < L=l < gy

(@A@Y @)l = TEES

Por dltimo probemos que K es una funcién compacta. Para ello comencemos probando que
AY' es una funcién compacta. Sea B, = {z €M : ||zl £} con ro>0.

E=i v (=) . (LS
e = 2

por (iii) al principio de esta seccién. Como

(M=)l < Yz€ B,
OB=) - Wi

y por hipdtesis Y’ es una funcién compacta entonces A’ es una funcién compacta.
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Analicemos 6(t,z). Seant < { < 1 y z,% € M. Entonces

3 ¢ . .
[ wtats, 20 ds = [ wtats,2) ds < lota, 2) = i )les
[+] 1]
+1t = 81 1w(1C 8Dl

De esto y de la continuidad de & +— w(n(-,z)) € C([0,1],[0,1]) con la topologia de la metrica
uniforme en C([0,1],[0,1]) (para la continuidad de esta funcién ver en la proposicién 2.6 la demostracién
de la continuidad de () se sigue la continnidad de 6(-, -).

SeaY ={e?L8z : a€[-1,0], B€[0,1] ¥y =€ AH'(n([0,1] x B,,)} }. Como
t
e, 2l =lle+ [ Mas,2) dsl| < ro +IIL] Ve€[o1] y Va & B,
o
y Ay’ es una funcién compacta entonces AY/(5([0,1] x B,,}) es compacto.

Porque (&, 3, ) e*l Az es continua entonces Y es compacto. Tomemos
a(t) = 0(t,z) — 0(1,z)
At} = winlt, z)),
(&) = Mn(t, 2))'(n(t, 2))-

Por la continuidad de a, 3, z €°%8: es continua. Ahora como K(z) € convY VY z € B,, y como
la envolvente convexa de compactos es compacto entonces K(B,,) es compacto. Por lo tanto

K es una funcién compacta.

(vii) Porque en la definicién del campo X estan involucradas sdlo funciones equivariantes y fun-
cionales invariantes, ¥ es equivariante .

A(Ton(t,z)) = ToA(n(t, z)) = Tg%(t, z)= d—‘iqu(l,:)

=Tpn(t, z) es una curva integral en Tp(z).

Por la unicidad de la curva integral

Ta’)(-,l‘) = "(:T‘U(I)) VzeM

Por Lanto
n(t,-) es equivariante. -

TEOREMA 3.8 Sean L, ¢, ¢ , M como antes y supongamos que @| 4 satisface (C*). Sea E = X+ @ X,
X subespacio cerrado T-invariante tal que X+ D> E% y LX+ C XL. Tomemos +-(-) el indice relativo
a Xt y definamos

Ij={A€F: ACM, 1(A)2j}
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cj:ftl'e]{‘,-i:g'#(:) j=1...N.

Supéngase ademds que existen a, & € R tal que ¢; € (a,b) para 1 S j < N y E°Né o, 0] =0
. Entonces ¢; es un valor critico de ¢| para 1< j < N. Ademss si ¢;j = ... = ¢j4p para algin jy
algin p > 0 entonces y(K,,;) 2 p+ L.

Demostracién

Es suficiente probar la segunda afirmacidn, ya que tomando p = 0 tenemos que ¥(K.;) > 1 para
V 1<j < N. Entonces K, #0 paratodo j =1,...,N por definicién de indice.

Seae; = .,.=cj4p = ¢, p2 0. Notemos que . € C ya que:
cK.NE°C ¢~ a,b] N E° =0,

- K, es compacto por (C*) y

« K. es T-invariante porque M es T-invariante, ¢ es funcional invariante y L, Ay’ son equivariantes.

Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que y(K,) € p. Por la proposicion 2.6 existe § > 0
tal que

7(He) = 7(N, (K.)).

Porque M es i;lvariant.e y cerrada Ny(K.) = N, (K)NM € €. Ademds porque K, C Ns(K.) C
N, (K.) por proposicién 2.5

(Ke) = 7(Ns(Ke)).
Sean £ < min{b—ec,e—a}, U = Ns(I:) ye€, n como en la conclucién de lema 3.7. Por definicion de
¢ y de cj4p podemos encontrar A € Tjy, tal que ¢(A) C ¢eie. Por el corolario 2.12

V(AN Ng(Ke)y Z 7:(A) —1(Ns(Ke)) 2 i +p—p=1]

= A\Ny(K)ET;.
Sea B = n(1, A\ Ns(I.)). Por definicién de &£

¢~ He=E,c+E)NE°C ¢~ (a,})NE° =0  (por hipétesis)
2p(l,z)=2 YzeA\Ns(Kc)nE® {por (iii} del lema 3.7) (7
Ahora veamos que g = 5(1, -)im satisface las hipdtesis de la propiedad del mapeo (proposicién
2.9).
g(z) = ez — K(x)
(a) Se satisface por hipdtesis,
(b) (=) €[0,1] VY =z e A\ Ns{(LK.), por (vi)en lema 3.7. Y

por (vi) lema 3.7

0, To(2)) = Jy win(s, To(z))) ds
= fotw(Tm(s, z)) ds por (vii) en lema 3.7

= 6(t,z) porque w es funcional invariante
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Por tanto 8(z) = #(1,z) es funcional invariante.

(c) Por (vi) en lema 3.7 K es compacto y tiene imagen acotada. Y se checa fdcilmente que K es equiv-
atiante.
Ademis por (7)

SN Ronee = iNamonee-

Asi por la proposicidn 2.9
w(B) 2 (AN Ns(Kc)) 2 5
=3z € B tal que ¢(z) 2 ¢

Contradiccion ya que por (v) del lema 3.7 B C ¢e—r. g
Comentario:

Si 7(K.;) > 2 entonces K.; tiene un nimero infinto de érbitas (la orbita de un punto x es {Ti(z)}sest
) ver {Be].
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CAPITULO 4.

EXISTENCIA DE ORBITAS

§4,1 Enunciado del teorema principal

DEFINICION 4.1 (Vecindad est.nctamente estrellada) Sea U C R una vecindad del cero. U se dice
estrictamente estrellada si € : U — S®N-! ((z) = z/|z] estd bien definida y es un difeomorfismo de
clase C? (i.e. ¢ tiene inversa y ambas son de clase c?).

Sea H € C2(R*¥, R ) tal que
(i) = H-!(1) es compacta,
(ii) £ acota una vecindad estrictamente estrellada del origen (i.e. £ es su frontera), y

(iii) z - VH(x) # 0 ¥ = € £, donde ”-* denota el producto interior usual de R*V.

Notemos que de estas hipdtesis se desprende que:

- 1 es valor regularde H i.e.
VH(z)#0 VzeZ=H"! (1)

« Existe p > 0 con la propiedad de ser el mayor mimero para el cual
T.E+zn{yeR®™ : [yl<p}=0 ¥zeZ. {2)

Porque la distancia del hiperplane 7, + z al origen esta dada por
§:T—R () = [VH() - ol/IVH(=)] (3)

, que por (iii) esta bien definida y es diferente de cero, y porque £ es continua y £ compacto existe
0 < p=min;ex &(z) con la propiedad requerida.

- Por la compacidad de £ y continuidad de |-| existen r, 2> 0 tal que

r<|z|<R Vzex )

En lo siguiente se exhibira la existencia de orbitas periddicas en £ para el sisterna Hamiltoniano
. 1 0
i =JVH(), J,=(I P ) con 1:( ) (SH)
0 1/ nxn
El objetivo es probar el siguiente
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TEOREMA 4.2 Sea H € (R*M,R.) tal que: -

(i) El conjunto A = { # € R*™ : H(z) €1 }.e5 no, va&io, co'mpicto, _ésti‘ictamente estrellado y
= H~1(1) es la frontera de A. . LR T :

(i) z-VH(z) £0 Vz € 5. - , ‘

Si R? < 2p?, donde R, p son las definidas en (2) y (4), entonces (SH) tiene al menos N distintas
orbitas periddicas en E. -

§4.2 El problema variacional

En esta seccidn exhibiremos que existe una correspondencia biunivoca entre las érbitas periddicas de
(SH) y los puntos criticos de una cierta funciondl @|as.

En lo sucesivo sera util identificar a R2¥ con C¥ via
z=(p,q) e R¥ — p+ige XCXV

Asi
Jz — i(p + ig).

Aunque la notacién no sea convencional podemos usar s6lo la notacién = = (p,g) para ambas formas
de visualizar un elemento, yasea en R?¥ oen CV, del contexto sera claro cual de las dos se esta elijiendo.
Cuando utilicemos en las ccuaciones siguientes ” - nos referiremos al producto interior usual de R2V,

Comencémaos introduciendo los espacios de Hilbert L3(S! , CV), H1/2(8! ,cM)y HI(S!,CN).
El espacio de Hilbert
N
L3(S' ,CY) =@l L}(S! ,C ) con (u,v)ra := 3 {ui,vi)s u,v € LS} ,C ).
i=1

Notemos que dado = € L3(S! ,CV) podemos definir :S! — CV por £(8) = (£1(),...,en (D))

E inversamente dade #:S! — CV podemos definir ¢ = (m#,...,7n&) € LE(8',CV) donde
7;:CN — C es la proyeccion j-esima. Y mediante la identificacién de C¥ y RZ2¥ a un elemento
z € LYS!' ,C") lo podemos ver como una curva en R?¥ donde cada una de sus curvas coordenadas
son funciones de L?(S! ,R. ) e inversamente.

Observemos que si u, v € L*(S! ,CV)
Il 1
L . 2
(u,v)p2 = ,-E=1 ﬂfo ul; dt = Er-fo (4, v)on dt .

Por el corolaric A.6, en el apéndice A, si u € L2(S!, CV)

us= E we'™  donde ur € CV , &t = (¥, ..., %) € L3S ,CM). (5)
kez
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Ahora a partir de esta expresién tinica de los elementos de L2(S! , C") definimos los espacios de Sobolev
HY2(S,CN)i= { u € L3(S' ,CV) : Thez (14 [KD|uel? < 00 }
HY(S',CVyi={ve L¥sL,C¥) : Z(l + k)| ue]? < 00 }

rez
provistos con el producto interiér

< Uy U Dpypai= E(l + [kDurde u, v e HV?(S! ,CV)
kez

<uusge= 3 (1+[Pude u,ve H(S!,CY)
k€z
que los hacen espacios de Hilbert,

Una norma equivalente a la #Y/? es

lfull® = 2n(luol® + 3 Wklluel®) u e #'2(S',CY)
, kez

la cual proviene del producto interior

<u,v>=2n(uoBa+ P lkludy) u,ve€ HVH(S GV,
kez

Que || «||g1sa ¥ || - || son equivalentes es simple de comprobar.

Claramente

1
(2m)ir2 Nullasra < llufl < (2m)' 2]l r2

por lo tanto las normas son equivalentes.

Denotemos por F a (HY/?(S! ,C), Re <,>). De aqui en adelante a la parte real de
denotaremos <, >.

<,>la

Sea £E=E~ @® E°® Et la descomposicién ortogonal de E correspondiente a la parte k <0, k=0 y
k>0 de(5). Seax€E =z 427+ 2t y definamos

Y:E—R ()= 2—17; J2 H(=z(1)) dt
L:E—E L(z):=z* -z~

1 a 1
$:E—R  éz):= gl - Iz7I") = 5 < L,z >

M = y~l(1).
Es inmediato de la definicion de L que es un operador lineal acotado y autoadjunto. Y ademas
Do(z)() =< Lz,- > (esto se probd al principio de la seccidn 3.2).
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Supongamos que H 3% y M satisfacen las siguientes condiciones ,(*),:
L VH) -y =2H() WeR® y|VH@I/MSK pa K>0 yVyeR®
C < Vi(z)w >=2Y(z) Y2 € E, Mesuna C! variedady Vyp(z) LTeM YzeM, (M)
- < U(2),E >= Dy(a)e) = L [TT VH(2(t)) - £(t) dt YEE E,Vz€E.

Ahora exhibamos la correspondencia biunivoca entre las érbitas periodicas de (SH) y los puntos criticos
de la funcional ¢|, atravez de las dos siguiente proposiciones.

PROPOSICION 4.3 Existe una correspondencia biunivoca entre las soluciones de (SH) de periodo T
contenidas en £ y las soluciones de periodo 27 de

z=AJVH(z) A>0 (SH)
, donde A depende de T, contenidasen &

PROPOSICION 4.4 z es solucion de
£=AJVH(z) donde A=¢(z)/2r
contenida en L si y s6lo si x es punto critico de ¢| .
Demostracion de proposicién 4.3
Sea z(t) una solucién de (SH) de periodo T, tomando ¢(r) = 37—’.-'-1-, z(r) :=zot(r) tenemos

L(n = Leir = Zavaie)).

E inversamente tomando 7(t) = (T/2m), y(t) := z o 7(t) tenemos

% = %é(r(t)) = JVH(y(t)

Ademis y(t) = z(t). 4

Para la demostracion de la proposicién 4.4 necesitamos las siguientes proposiciones.

PROPOSICION 4.5 Sea z € HY(S!,C¥) entonces
<Lré>=— [ZTJH) - E@)dl VEEE
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PROPOSICION 4.6 S$ea x punto critico de ¢]4; ¥y A > 0 entonces existe un dnico £ = (p,q) €
HY(S8',CN) tal que

#=AJVH(z) casidonde quiera (c.d.q.)

. 1 o N 1 ax.
&= o 02 z(t) dt donde [&] := 2_7rf° £(t) dt .

Demostracién de la proposicion 4.4
=) Sea z solucién de
# = AJH'(z) donde A = ¢(z)/27

<TUE> = T AVGW) £ & por (9
1 .
= -5l Ja(t)-&(t) &t
1
=< m,f> VEEE por 4.5
= < Vi(z) - #’-\-L:,g >=0 VEE€E

1
SVi(z) = mb:

=dé|m(z)(y) = Dé(z)(v)
=< Lz,y >
=< 2mAVY(z),y >=0 Vye TeM por (*).

<=) Sea z un punto critico de ¢|.. Entonces

0 = d@lm(=)(y) = De(x)y) =< Lz,y> VyeTM
=Lz = Mz)V¢(z) ya que por (*) V¥(z) L Tz M.

Tomemos A = 1/2x. Por la proposicion 4.6 existe un tnico # = (p,§} € H'(S! ,CY) tal que
#=AJVH(z) cdaq (6)

(5] = Lﬂj;"'z(t) dt

Ahora sea £ = (£;,£2) € C*(S!, CN) ¥ tomemos el producto interior de J& con (6)
AP VHz@®) £y dt = [T(—E2-h+E4) dt
= foz'(éz p-E-§) dt
= 27!'RE(5.',€.)L2 donde E- = (€2,61).
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En la peniltima igualdad se aplico integracidn por partes, valido porque j, § son absolutamente con-
tinuas (ver [Co} pagina 189).

Por otra parte

o [T VH(W) £ dt =< AVe()LE>  por (*)
=< Lz, > por ser x pto critico
=< L&,z > por ser L autoadjunto
= — [ () -2() dt  por 4.5
= 2wRe(z, )2

por tanto R R
Re(#,6)1> = Re(z,€)s V&€ C®(8!,CY)
como C°{S! ,CV) es denso en L%5! ,CN)
==z cd.q.

Asi z, # tienen los mismos coeficientes de la expresién (5). Entonces z € H(S',CY), y por el
corolario A.10, en el apéndice A, x es continua.

x continua =>zr =1
=z eC(8',cN)

esto dltimo por ser & solucién de (8) y por ser AJVH(z(1)) continua. Por tanto x € C}(8! ,CM)y
satiaface (5H).

Por iltimo por ser # solucidn de (SH)

d—‘il!(::(l)) = VH(z(t)) - \JVH(z(t)) =0

= H(z(t)) = cte.

Comoz e M
1= L~

250 H(z(t)) dt = H(z(1))

por definicion de 2
z(t)e T Vie[0,27].

Solo resta calcular el valor de A.

2x
¢(z) = %/ =Ji.zdt por proposicién 4.5
o

= %jh AVH(z(1) - z(2) dt
0

H]

% ]0 T oAH(2(1) dt por (*)

=27 porque z(t) estd contenidaen I,
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Demostracidn de la proposicién 4.5
Sea z € H1(S? ,CN) y £ € E. Expresemos o

= 2 ape’tt | £ = Z bpeitt
kez Ckgm, T
como en (5). Y calculemos
(3,6 = %f:' etk gy
1 o

= 2—1r A
= ikag.

z(t)ike~"** di integracién por partes

Por ¢l teorema A.2 (b) (apéndice A)
iz ikaget*,
kez
Ahota por definicionde < -, > en F
< Lz,£ >= 2nRe( z ka,,l;;,).
k€z
Por otro lado an o
—fo Jit) &) dt = - o i3(t) - &(t) dt
= 2rRe(—i(2(2),£(t))La)

= 27 lRte Z kapby.
EEZ
Por tanto
< Lz, 5= —[ET (1) - £(t) dt. o

Demostracién de la proposicién 4.6
Veamos que se satisfacen las hipdtesis de la proposicion A.11, en ¢l apéndice A.

Sea & = (0,...,1,0,...0) € L¥S!,CV). Porque Lz = A(2)Vi(z)
0=< Lz,§ >= AMz) < Vy(z),§; >
= 0= %ﬁ'vn(z(«‘.)) - &(t) dt 1<Ji<N por (*)
1 2w
= 0= [0 VH(x(t)) dt .

Por tanto [AJVH(z)] = 0.

Ahora |[VH|? continua y z € HY/2(S! ,cV) c L¥(s! ,cM)
= |VH((t)® es medible
= [FIVHEON?dt S [Fbdl <oo b=cte
= VH(z(t)) € L*(S! ,CM).
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La pentltima afirmacion es debido a que VH es acotada en acotados, por una de las condiciones (*).

Porque V H(z(t)) € L?(s! ,QN) y [MJVH{(z)] = 0 , por proposicién A.ll, exXiste un inico
&=(p§) € HY(S! ,CV) talque £ = AJVH(z) cdq. y [E]l= &[5 z(t) dt . o

§4.3 Cambiando el hamiltoniano

Antes de demostrar el teorema principal, teorema 4.2, cambiaremos la funcion H € C*(R*™,R.)
original por una muy particular que satisface las condiciones (*) y cuyas drbitas periédicas en T estan en
correspondencia biunivoca con las del hamiltoniano original Ademads se hardn algunas pruebas técnicas
necesarias para aplicar la herramienta desarrollada en los capitulos 2 y 3, para la demostracion del teorema
4.2, Cambiemos la funcién H por una mds conveniente, definamos

0 siz=0
H(z):= ze R (M

2
e ST #0

l)-‘\ ¢<¥/m)-“ ¥
\a(ﬁllx\)\

donde ¢ : §*M~! — ¥ es la inversa del C2-difeomorfismo

C:Z —8W-1 ons®W-lz{zecR™ : |2|=1}, {(2) = z/iz|.
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H(z) es el cuadrado "de lo que tendriamos que dllata.r o contraer radialmente a T para que contu-
viera a x”, ver figura 1.

Notemos que A-1(1) = X,

Ejemplo. Una de las condiciones geometricas de £ es que existan r, R > 0 tal que
r<lef<R VzeX (ver 4).

Definamos [Ty, f1; como definimos /I usando las superficies 5o = { z € RV : |z| = ¢ }, B1 = {
z€ R : |z|= R} respectivamente. Entonces

x2
lI_{L = H\(z) < H(z) < Ho(z) = |,~_=| ®

Supongamos probadas las siguientes propiedades de f (propiedades que se probardn en la proposicidn
4.8)
VH(z) z =2H(z),
"W H es localmente lipschitz.

De la primera propiedad se desprende que 1 es un valor regular de H. Como H~!(1) = & entonces
VH(z) LT:T V z € £. Pero por definicion de & VH(z) L 7:T. Por tanto

V H(z) es paralelo a VA(z). 9)

Notemos que las soluciones de
=JVH(z) (10}

pueden ser reparametrizadas y ser soluciones de
= JVA(z) (11}

e inversamente. Mas precisamente

PROPOSICION 4.7 Las curvas z(f) contenidas en ¥ que satisfacen z = JVH(x) estan en cor-
respondencia biunivoca con las curvas y(t) contenidas en ¥ y que satisfacen y = JVH(y).

Demostracién
Sea z(f) una curva contenida en £ que es solucidn de (10). Y sea A la funcién definida por

VA(z) = Mz)VH(z) zeX.

Por (9) A esta bien definida y porque 1 es valor regular de A X nose anulaen £ . Utilizando que
VH, VH son localmente lipschitz, que A no se anula y los criterios de la proposicién 3.6 es facil ver que
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Mz) es localmente lipschitz.

Ahora concideremos el campo
YiR —R x()=Ao=().

Porque z es de clase C?, = es localmente lipshitz. Asi por proposicidn 3.6 y es localmente lipschitz.
Ademas |x(t))] <c YVi€eR yp.a c>0 yaqueXZ escompactoy A escontinua. Por el lema 3.5 existe
una funcién r tal que

dr

a—[—:z\ozor(t) YIER,
¥ proponemos para la reparametrizacién a r y y(t) := z{r(1)).
Asi

‘;—7 = Ao z(r())J VH (2(r(1)))

= JVH®)

=> y(t) es solucién de (11).

La inversa se hace en forma analega. g

H tiene las siguientes propiedades, dentro de las cuales estan las condiciones (¥) impuestas a H en
la seccion anterior :

PROPOSICION 4.8 Sca 7 :R* — R definida como en (7). Entonces
(i) # es positivo homogenea de grado 2. Y VH(z) - z = 2H(z),

(ii) Si z € R* — {0} entonces

VA(z)= A(z)/*VH(E) con z = A(z)'/*3,2€ L

(iii) A € C2(®R¥™ - {0}, R )N CLYRN,R)

(iv) |[VH(z)}/|z| esta acotado, z # 0.

Demostracién _ i

(i) Es inmediato de la definicion de I que es positiva homogenea de grado 2 (i.e. H(tz) = t?A(z),
t>0). :
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Ademas : ‘
vﬁ(,).;;:‘li_{%w :
i L DA (@) — A(a)

t—0 t
=2/(z) i S
por tanto VH(z) z=2H(z) YzeR¥ (12)

(ii) Sean zp € R*™ — {0} y o= H(z0)'/?. Definamos
B, ={az:z€B}.
A partir de a transformacién lineal
x:R¥ —R®™ y(z)=oz

restringuida a
Xl B — Ly

podemos ver que
TeX + Z es paraleloa TypB, +af VEET. (13)

Por (i) @? es un valor regular de # y como
H Y (a¥) =%,
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entonces VH(az) # 0 y VH(af) L TwsEa VE € . Por tanto por (13) VH(z) es paralelo a

VH(Z) VI € £ donde z = af. Definamos H)(z) como se definio H(x) pero usando la superficie
Ba. Sea : € R* — {0} entonces

2= /()% definicién de H)(=)
= Hy(z)"?%az
= H(z) = a*Mi(7) por definicién de A
= VH(z) = eV H\(2) donde %, z son como en la figura 2.
Por (12) _
Z . E) 2
VH(Z) o = 2ot = o Vel
@ &=
Tomando z = =
V!?(a:)-% =cx2V!?1(x)-|:T| dondez =a% yzeZ
= 2a" {1 (2)/]3]
= 2a/|E|. porque z € Z,.

Porser VH(Z) y VH(z) paralelosy saber cual es su proyeccion sobre el vector unitario z/|z| tenemos:

Vi(z)=aVA(z)= H)YV*VH(Z) , 2= H(2) V% ,Vz €,
= VH(z)= H(z)Y/*VHE) , 8= H(z) Y%, ¥z e R¥ - {0}

(iii) Hln:N_(o) es C? porque es composicin de {unciones C>
de la definicién que DH(0) = 0. Por (ii)

y C? entre variedades. Ahora es inmediato

lim VA(z) =0

HeCYR™,R).

Porque C? = C'! f|paw_(q} es localmente lipschitz. Ademds f es lipschitz en 0 ya que

[VH(0)— VA(z)| = A(=)'/?VH(z)|

por (ii)
:i:WH( ) definicién de #(x)
< |z|K K=cte por ser £ compacto.

(iv) De la viltima desigualdad de (iii) se sigue

VA@N . o oo 2N
= <K K=cte YzeR {0}- o

De aqui en adelante denotaremos ad por H.
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Ahora probemos que usando esta H, @ y M satisfacen las restantes condiciones ()} de la seccion
anterior.

PROPOSICION 4.9 Sean ¢ , ¥ y M como antes. Entonces
(i) Dé(z)(-) =< Lz,- > (via el teorema de representacion de Riez),
(ii) ¥ es positiva homogenea de grado 2 y < Vi(z),z >=2¢(z) Vz € E,
(iii) y e CLYE, R} y ' es compacta,

(v) < Ve(z)y >= D)) = F J5 " VH(() - y(t) dt
(v) M es una C'+! variedad,

{vi) M es estrictamente estrellada.

Demostracion
(i) Ver prueba de (ii) al principio de la seccién 3.2

(i1) Porque H es positivo homogenea de grado 2 ( proposicién 4.8 (i)) ¢ tambien lo es. El resto ya
se probd en (iii) al principio de fa seccién 3.2.

(iii) Concideremos_primero algunos aspcctos geometricos que nos permitiran hacer caleulos. Defi-
namos la funcién £ como la proyeccidn radial sobre & i.e.

R2V\{0} £ =&

VS

V4l conmuta,

N
z/xli S

Denotemos por az = H(z)/2. Y definamos T,, = o, para £ 0, ¥
€18, —T ) i=g=yles

Claramente

€ls., =&,
1
déy TpS — TpE |, déj(u) = a—£uy
RN =Tre<z>,:=£(z), Yz #0.
Seaw=1u-+v e T:L® < z >. Entonces

DE(x)(w) = DE(x)(u) + DE(x)(v)
= d&Z (u)



Regresando al aspecto central dela prueba, por Taylor
|H(z + &) — H(x) = VH(z)(h)| 5 %lDEH(c)(h,hH e=tz+(1—t)(z+h) p.é. tefo, l]

1
< gD H(IAP

donde |[D?H(c)|| 1= sup|n,|=|ns)=1 1D H(e)(h1, h2)).
El objetivo es encontrar una cota de ||D?H(c)|| independiente de z, k € R™ — {0}. (Aqui,

en R?*¥ — {0}, es donde H es C? ver (iii) proposicién 4.8 ). Porque VH(z) = H(z)/*VH(z) ((ii)
proposicion 4.8)

(355) = (M@ + e (1) )

_ (1 H(z)'/® 8K

_OH ,_ g ,0 ,_
E_—H(z)llz a—ﬁ'(z)a—h(z‘) + H(z)l/?a_zj_(%(z))) .

g—f‘_’(i) es una funcion continua sobre un compacto, por tanto acotada para 1 £ i < 2N. Por lo
que
8H _OH  _
e (F)— < .
(335 @)1 < 2

Ahora sea w = (wy,..., wan), flufi =1

w

(5% = H(2))) ( : ) = D(VH 0 §)(z)(w) = DVH(E(z)) o D(=)(w)
way

= DVH(.E_(:I:))(;l-u) w=u4+vETEDB <z >
O*H 1 ¢
= (@) ()
11 5o (Go@ I < b
1|5 I <

dzj0x;

Por tanto
H(z + h) — H(z) — VH(z)(M)l| < BIA|%
=[x + h) — ¥(z) — Re(VH oz, h)a} < él; 02' |[H(z + h)— H(z)—(VHoz) -h|dl
B
< 2l

B
< =||h||*
< ool

= DyY(z) = Re(VH oz, ). (14)
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Utilizando el teoréma del valor medio y que | D?H(z)]| < B8 V= € R*Y - {0} 75;3 p:rueﬁba,qu_g_'.,

|VH(z + h) - VH(z)| < Bolh| . . .Yz, heR*?¥— )RR
i’or lo que »
I (= + &) = ¥ (@Nle- = 525 I% 2%(VH(z + h) — VH(z)) = di |
HER o
BO 2x
< sup o o [A(t)|[=(e)] dt |
e E i,
li=ll<t
< sup Boll (4] 21l 121 llea
=]l <1
< Bollhl(zs < BollAll. (15)
Por tanto

v e CYYER).

Sea (x;) una sucesion acotada en £. Porque E esta compactamente encajada en L2(S?, CN) hay una
subsucesién de {z;) que converge en L3(S!, CM). Supongamos que zj — z en L3(S!, CN)

Esto y (15) implican 5
i¥'(z;) = ¥'(=)lie- < —::sz —zlga ~0

Por tanto ¢ es co.mpacta.
(iv) Utilizando el teorema de representacion de Riez y (14).
(v) Ver prueba de (v) al principio de la seccion 3.2.

(vi) Ver [Ra2] 2.18 pégina 603. 4

Por (8)
Nz|3s < 27R? [T H(x) dt <47R® sip(z) < 1. (16)

En particular M estd acotada en L2,

§4.4 Condicién C*

(C") Si (xs) C M ces una sucesidn tal que d(zn) — c€R ¥y

Lan — Mza)¥'(2n) —0
(lleall + 1)1/2
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a . ’,
entonces (z,) tiene una subsucesion convergente donde M(zn.) = <Ll’¢,.(:°_._‘)’“, 2,

LEMA 4.10 ¢|ar satisface la condicién C*.

Demostracién
Sea
Lrn — Man )Y (24) L
(zn) C M tal que ¢(zn) —c. ¥ = (el + D2 0. . (17) )
Como ;
—ap < 2(zn)< a0 ag>0 P (18)
Y
= Lygtne = Ly
$lzn) = llz*I? = Zl="l
entonces
Wil < (a0 + ez U2 < ayf? + |lz7 ]
Y
llzz || < (a0 + =12 < ap”® + 124 -
Por tahto e
—a+ et < =gl <atilztll Vi (a>1). (19

De < ¥/ (zn), 2y >= 2, < Lzn,z, >= 2¢(z,) y (17) se tiene que
l b3
|'\(In)| = lé(rn) - E(lltn" + 1)”- < Zny&n > |
1
< 19z + g(lzall + Dzl llzall

(zn) no tiene una subsucesion convergente a cero, ya que M es cerrada y 0¢ M , por lo que existe
a; > 0 tal que ||lza]| + L < aillza]l V n. Esto, (18) y que (ljzn]]) esté acotada (por (17) )

= 1M@n)i € 02 + agljza |2 ' (20
La multiplicacién escalar de (17) por =} da
Bt = (llznll + DYH(< 20,28 > +2M20) < ¥ (mn), 25 >)
= (leall + VY2 2zt > + 252 27 G h (2 ot ).

Como |V H(z{t))|/lx(t)} esta acotado (proposicién 4.8 (iv)) y M esta acotado en L(S!,CN) (por
(16))

S 2TV () - 2 (0) dU < 5 om0 e 20 a
(l x..(:);eo}
" a3 (0} de
< E; fo Ixn(t)l- di <b.
Por tanto
Nzt 1| < aa + as|lzalf 2. (21
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Dado que ||z3{|z2 = ||z3]|, entonces (z8) estd acotada en E digamos
[|=2]] < & Yn=12.. b>0. (22)

Esto y un cdlculo utilizando (19) y (21) nos da que (z,) estd acotada en . Veamos : si zn es tal que
[lz}]| = a entonces

llznll® = =5 1% + Y2l + Nl

<8+ (a+ |l=F]P) + Il=31° por (19) y (22)
< 2+ 3zl
< b + 3aq + 3as||z.]|3/? por (21)

= [lzall(llznll ~ 3aslizall*/?) < b7 + 3aa.

En caso de que ||z,]] — 3as||zna||)/2 < 1 entonces
llxal} < (1 + 3as)?.
En caso contrario ||zalj — 3as)|za]j'/2 > 1 entonces
llznll < 8% + Bas.
Por tanto ||z,|| esta acotada por My = maz{(1+3a;5)%, b2+ 3a4} si[|z}|| > a. Si||z}|| £ a entonces
llzzll S o+ lled1l < 2a por (19)

esto y (22) implican que z, estd acotado por M; = 3a + b. Por lo tanto (f|za]]) estd acotada por
M = maz{Mo, M1 }.

Ahora L2(S!,CV) es un espacio de Hilbert separable, por tanto la sucesién acotada (z2) tiene una
subsucesién convergente en L2(S! ,CN) pero || -||z= es igual a || - || en E°. Por tanto

20 — 20 en E. (23)
De (20) y de que (x,) esté acotada en E se sigue que la sucesidn (A(z,)) tiene una subsucesién

convergente, digamos ella misma

Mzy) — A
Por la compacidad de ', (¢'(z,)) tiene una subsucesién convergente digamos ella misma
Y(za) — y.

Asi de (17) se tiene que
L(za) =} —z; converge en E

ComoT :E-@E'@Et — E-@E'"@Et , T(2~ +z%+2t)= -z~ 4 2% + z¥ es una isométria
(=} +z;) converge en E.

Esto y (23) = z,, convergeen E. g

§4.5 Demostracién del teorema principal
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En esta seccién tomaremos el producto interior en L? sin normalizar p.e. si u,v € L2([0.7],C)
entonces )

T
(u,v)p=/n w(t)o(2) dt

. Definamos
Ty:E— E Te(x(t)) = x(t+9).

Es inmediato checar que T es una accién de S! sobre £,

Tomemos la descomposicién ortogonal de £ = E~ & E° @ Et debida a (5) correspondiente a k <0,
k=0, k>0 respectivamente. Notemos que » € £ es un punte fijo

= Tp(z)=z VHeS!

= () =z(f+t) VoS! Vi

¢ £:S! — E cs una funcién constante
< r e B

Por tanto dimeg E° = N < co.

Definamos L : E — E , Lz :=z* =z~ donde z =z~ +z%+zt € E- ®E @ E*. L es autoadjunta
y equivariante, Que es equivariante se checa en forma inmediata expresando z(2) = 3, ageikt,

Tomemos  : £ — Ry M como antes ¢ := 3= 57 H(z(t)) dt M := ¢~!(1). Entonces

W To(2) = 51; T Hoz(l+0) dl = El;f‘f"‘" Hoz(t)ydt = ().
Por tanto ¥ es una funcional invariante.
Tomemos, 7-(-), el indice relativo al subespacio cerrado e invariante £+ i.e.
() = vg+s ()

¥y como antes tomemos

Fr={A€F:ACM (4)2j}, i1

ej = infaer,sup-ead(z)
Sea A € I';. Entonces 9.(A) > 1. Por lo que por la propiedad 2.4 del indice relativoy, AN E+ #0
Sea z € AN EY Cc Mn E*Y. Entonces
8(z) = Sllell* 2 Jllels 2 5 27 H(e(0) a por (8)
=

Por tanto
¢go>ar? 1<j<N.

Sea E) el subespacio N dimensional de E+ correspondientea k= 1. Ysca A = MN(E~® E°® E)).
M estrictament estrellada (proposicién 4.9 (vi) Jimplica A estrictamente estrellado. Por proposicién 2.8
(de indice para esferas ) 7,.(A) = N.
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Sig==z7 4z + =+ e“A entonces _ )
MztlEs < Nellfs < B? [T H(2() dt ~por(8)
= 2nR2.

Como z+ € B entonces ||z*|| = [l*||za.
' IR IR |
= 8(z) = Sl - eI < Slle* < nR?
=c; < TR?
¢ €fard,nR*] 1<j<N.

Siz € E° entonces ¢(z) = Lllet||* — 1|lz~||* = 0. Por lo que E° N ¢~}{rr*, wR¥ = 0.

" Asi se satisfacen todas las hipétesis del teorema 3.7. Por lo tanto e,...,en son valores criticos. Y

sici =c¢ig1 = ... =¢ci4p P> 1 entonces 4(K. ) > 2. Por lo que existird una infinidad de drbitas inde-

pendientes. Sie; # cj sii# j basta probar que en cada K,; existe una solucién de periodo minimo 2.
Sea z € K¢; (p.a. 1< J < N)de periodo T = f—:— m > 1. Entonces por proposicion 4.4 z estd

contenida en X y satisface
2 =AJVH(z) con &(z)=2x\.

Sea z(t) = T+ &(t) con Z€ E* y E(1) tal que [§ £(t) di=0 (£(t) = Tppo are’®). Como

Ji.z=Ji. 24 JE 245 3
=Ji-3+Ji-i
2 . .
J&. 3 dt = Re(i%, )12 = 0.
0
Entonces
#(z) = %fo’” —Ji zdt por proposicién 4.5

% *_gi- £ dt
Sz lElze

[7aY

< ’le“é“lﬂ Por la desigualdad de Wirtinger
(2lz|s S T 6i = € HY(Sr, R?Y)

1. L.
= ﬁ‘“*“i: ver [LP] pdgina 91)

1 )
= 5 fo NV H () dt
Por (3) y por proposicion 4.8 (i)

PIVH({Y)| L |VH(y) y| £2 VyeED

por tanto
IVH( <2/p VyeX.
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QR L2 S

¢ £¢(x)$ ey
= mpPd(z) < dnd? = 22—’(rz—)

= d(z) 2 mp®n.

Se sigue de la hipétesis R? < 2p® que
Tmp® < ¢; < 7R? < 2mp?

=>m<?2

Por tanto el periodo minimo de x es 2. g
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APENDICE A

DEFINICION (base de Hilbert) Sean (£, < - >) un espacio de Hilbert /K (K =R oC )}y
{u;};er C E es una base de Hilbert de E si :

(a) {u;}ieres un conjunto ortonormal ie. < uj,u; >=8; Vi jel.
(b) £ = < {ui}ier > donde < {wligr >={u € E : u=3]_Mujcond €K, u €
{vi}ier 1< j < n yn algun natural }.
TEOREMA A.1 (Riez-Fischer) Sea {u;}%2, un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert
3lj=1
(E, < - >). Para la sucesion de escalares {k;} las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) Existe u € E tal que < u,u; >=k; j=1,2,...
o3
(b) k12 < o0
(¢) 3 kju; convergeen E. g
=
Para su demostracién ver p.e. [Li] pagina 191.

TEOREMA A.2 (Caracterizacion de bases de Hilbert) Sea {ui}ies un subconjunto ortonormal del
espacio de Hilbert E. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) {ui}ies es una base de Hilbert de £

(b) Para cada u € Eu = f: < uwuj > u; donde {u; i €1 :<uu; >0} ={u:
j=1
i=L2..}

(c})SiuefE y<uu;>=0Viel entoncesu=0.4

Para la demostracion ver [Li] pdgina 193.
PROPOSICION A.3 Seaz g L!(S!,C). Si :’ z()e~"dt =0 ¥Yn=12,... entonces z =0
casi donde quiera (¢.d.q.). g

Para su demostracidn ver (Li] pdgina 31.

PROPOSICION A.4 Size L*S',C) entonces r € L}(S!,C ).

Demostracién
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Es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Hélder.: Tomando y(t) igual a la funcién constante
1, por Hélder tenemos

2% 2!7 - 2% 2x
. —_ 1 2 2 s
/0 z(t) dz_/o :z:(rtr).;(t) dts/q ‘lz(t)l gz/u [w()I® di < co

Por tanto
z € L}(s',C). n

COROLARIO A.5 {e'*'}1¢z es una base de Hilbert de L?*(S!,C ).

Demostracidén
El producto interior para =, y € L?(S! ,C } esta definido por

(z.y) = % /DJ z(t)g{t) dt.

Sea z € L?(S!,CV) tal que (x,e't') = 0 para k = 1,2,... . Entonces z € L'(S! ,C ) porla
proposicion A.4, Asi por la proposicién A.3

z=0 cdg.

Por tanto )
{e"**}kez  es una base de Hilbert (por proposicion A.2). g

Definamos

N
L¥s!,cV) = PList.c)
&;1
(w o)z = D (ur, ) u,v-g L3(s',C%)

i=1

Sea m; : L%(S?! ,CN) — L¥(S',C ), mj(uy,..., un) = uj. Y sea (u,) una sucesisn en L2(S! ,CN).
Observemos que:

- (un) es de Cauchy si y sélo si (7j(un)) es de Cauchyparal <j< N,

- (un) converge si y sélosi (wj{u,)) converge para 1< i< N,

- Por lo anterior y porque L*(S! ,C ) es completo, L*(5! ,C¥) es un espacio de Hilbert.
COROLARIO A.6 Six e L*(S',C") entonces se puede expresar en forma tinica como

= » aie™! donde a; = (al,...,aV) € CV y e = (M ... &Fy e L2(S!,CN).
kEZ
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Demostracién . ) L i
Basta probar que {ef**}, o L<jgn € una base de Hilbert de L*(S! ,C") donde ef**= (e***,0,...,0)
eh=(0,...,0,&*). lo cual es inmediato del teorema A.2, (c) y del corolario A.5. g

Notemos que los elementos de L?(S!,C"V) no son més que funciénes z : ! — C z(t) =
(212}, ..., zn(t)) tal que zi(t) € L3S} ,C)1Ki<N. ’

DEFINICION A.7 (funcién absolutamente continua) Una funcién f: R — C se dice absoluta-
mente continua si para cada € > 0 existe § > 0 tal que:

S8 —ai) <6 implica Y 1F(B) = fla)| < €
i=1

i=i

donde (ai,01),...,(@n, Fn) son intervalos disjuntos.

TEOREMA A.8 Sige L'(R,C) ysi

t
= [aod (ro<t<oo)
(==}
entonces f es absolutamente continua y

F1(8) = g(t) cd.g. g

Para su demostracién ver [Ru) pdgina 176.
Definamos ¢l espacio de Sobolev

HY(S',C)={zeL*8',C): 5 (L 1k[*)|ag}? < oo donde z = b age™ }
kez kEZ

HY(s' , cM)=el HY(S' ,C).
Observemos que x € H'(S! ,CV) ¢ L¥S! ,C¥) siy sélosi

T 1+ |E[*)lak|3n < oo donde & = b age'tt,

kEZ kg2

PROPOSICION A.9 z € HY(S'!,C ) sisolosiz es absolutamente continua y z€ L?*(S},C ).
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Demostracidn
<) Sea z absolutamente continua con & € L?(S! ,C ),z = ¥ age'kt,
rez

L oakny _ 1 /2x YT T]
(z,e*) = 2% Jo z(l)e dt
ik

2m o

z(t)e™ ™ di
= ikag
en la peniltima igualdad se aplico integracién por partes, valido porque ambas funciones son absoluta-
mente continuas (ver por ejemplo [Co]). Por el teorema A.2 (b)
&= > ikay ef¥t.
kez
Por Riez-Fischer
3 ePlael? < oo y 3 el <0
kEZ kEZ

= 3 (1+ [k*)]ax? < o
ez
Por tanto r € H!(S!,C).

=) Seaz g L}S',C), 3 are™ talque 3= (1 +[k})af? < co.
KEZ K€z
Probemos
(@ y= 3 ikaxe®t € L¥(S!,C),
ke€Z

(b) § aie™*! converge uniformemente a # funcién continuay # =z € L*(S*,C),
kEZ

(c) J§ w(s) ds= z(t) + £(0).

. Antes de empezar la prueba notemos que de (¢) y teorema A.8 se sigue que x es absolutamente continua
yé=yeL¥(s',C).

(a) Es consecuencia inmediata de Riez-Fischer.

(b} E[a,,e““"m = Sﬂpte[o,zwllﬂkﬂm| = ag.

Como

(1+ |k|2)1/2!ﬂk| a axif2 1 1/2
Dolml= Y e < (O (L P (Y ) < o
2= 2 T S (2 2 TR
para la desigualdad se aplica Schwartz. Por el criterio M de Weierstrass

E age'kt converge uniformemente a ¥ funcién continua.
kez
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Porque convergencia uniforme implica convergencia'en L(8!,C ) y porque convergencia en
L3(8! ,C ) implica convergenciaen L!(S! ,C ), por H'older y porque [0,27] tiene medida finita, se tiene
que ¥ = re L¥S!,C ).

{c) Sea y(t) = tka,e*t. Dado que y € L*(S! ,C ) por la proposicion A4 y € LY(8! ,C ). Con-
K
cideremos €

2 t
[ 020 - [ s s a
2 t n 13 n t
=‘/0 |;r:(i)-—-:1:(0)—/0 Z ikaye'®* ds—/ol Z ikage'* ds—L y(s) ds)? dt

k=—n k=—n

£l n 2w n
< 2’/.02 |z(t) — z(0) — Z (are™®t + az))? dt + Q.L !’/D‘ Z ikape'® — y(s)) dsf? dt

k=-n k=-n

para la iltima desigualdad se usa que ja + 8] < 2|a|2+2|4|%. Por (b) el primer sumando es tan pequeiio
como se quiera si n es suficientemente grande.

Ademas por la desigualdad de Jensen (ver p.e. [Ru] pagina 63)

2% ¢ n ) 2x st n A
2/ |/ ( E ikape™ — y(s)) dsf® dt < 2/ / | Z ikape't® — y(s)]? ds dt
o o k=-n 0 a k=w=n
2%
< 47rj EZL = —nnikaye** — y(s)? ds
o
n
= 8x7| Z kage'® = y(s)||p2 < € sines

k==n
suficientemente grande.

= /02. |=(t) = z(0) - fo‘ y(s) ds|* dt =0

= z(t) — z(0) =/0 y(s)ds cdq. g

COROLARIO A.10 Seaz:S' — CV, z(t) = (21(t),...,2n(t)). = € H1(S' ,C™) siy sélo si zi{t)
es absolutamente continua y 2;(1) € L3(S' ,C ) para 1< i< N.

Demostracién
Es inmediato de la proposicién A.9. g

PROPOSICION A.11 Sea z € L*(S!,C ) tal que [z] = 0. Entonces existe y € H}(S! ,C ) tal que

z =y, y y esta determinado en forma tnica st su valor medio es especificado.

Demostracidn
Por proposicién A.d z € L3(S! ,C )=z € L}(S? ,C ). Definamos

¢
y(i)=-/l; z(s) ds.
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Por proposicién A.8 y(¢) es absolutamente continua y (¢} = z(t) € L?(S',C ). Ahora si el valor
medio de la solucién esta especificado (i.e. [y] 1= 7= foz" y(t) di esta dado) la solucidn es iinica, ya que si
z€ HYS!,C ) estal que 3 =y c.d.q. z es absolutamente continua

= z(t) = z(0) + /‘ (L) dt [Co) pagina 188
[
=:(0)=0

Por tanto
() =y(t) Vie[0,27]. g
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APENDICE B

§Cohomologia de Borel.

Para cualquier grupo G de Lie compacto existe un G-haz universal p : EG — BG, i.e. un haz
localmente trivial cuyo espacio total EG es contractil y un G-espacio libre y BG es el espacio de orbitas
de EG [Hu]. BG es llamado el espacio de clasificacidn de G y es unico salvo homotopias.

Dado un G-espacio X concideremos el producto £G x X con la accién diagonal y sea EG xg X su
espacio de orbitas. La proyeccién EG x X — EG induce un mapeo px : £G x¢ X — BG el cual
es un haz fibrado con fibra X. Esta es llamada la construccién de Borel. Asociado a cada G-espacio
X un espacio EG xg X sobre BG y a cada G-mapeo X — ¥ un mapeo, que preserva la fibra,
EG xg X — EG x¢ Y sobre BG.

Tomemos ahora la cohomologia singular H* {con coeficientes en algun anillo R y apliquemosle la
construccion de Borel:
HE = H(EG x¢g X).
Esta es llamada la cohomologia de Borel. Y es una teoria de cohomologia multiplicativa G-equivariante.
Su anillo de coeficientes es HG(pt) = H*(BG), la cohomologia de el espacio de clasificacion de G.

§Teorema de Borsuk-Ulam relative para acciones de S
TEOREMA B.1 Sean V y IV representaciones de 8! y supongamos que existe
¢:SV — SW

S! _equivariantes y tal que ¢ : 5vs' = SWS', Entonces dim V < dim W,

Sean I = dim VS = dim WS, 2n4+l=dimV y 2%k +!=dimW. Y sea h = H (- XQX) la
§! _cohomologia de Borel con coeficientes racionales.

PROPOSICION B.2 Existe v € h'(SV,SVSI) tal que para cualesquiera wi,...,wn_1 € h3(pt), el
producto ywy ++ wy—y # 0.

PROPOSICION B.3 Sin > k>0 entonces ¢° : A{SW,SW®') — hI(SV,5VS'} es suprayectiva.

PROPOSICION B.4 Existe wy,..., we € h3(pt) cuyo producto anula a h*(SW,SWS').
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Demostracion del teorema B.1 : . : o A
Sea v comoen B2y wy,...,w; comoen B.4. Sea 7 € h!(SW,SW3") tal que ¢°¥ = 7. Entonces -

0=¢"(Fwy v wp) = ywy oo Wy
=k>n-1
Por tanto
dim W > dim V. g

Demostracidn de la proposicién B.4

SW se puede escribir como la unién de abiertos Xg, X1,...,.Xi tales que Xp contienea SWS* como
8! .retracto fuerte por deformacién y X; contiene a una érbita de tipo S! /H;, H; finito, como retracto
fuerte por deformacién.

Comeo h(S! /H;) = H*(BH;; XQX) = (XQX,0), el generador w de h*(pt) = H2(BS! ; XQX)
esta en el kernel de h?(pt) — R%(S! /H.). Sea w; = w. Sea vy € h*(SW,SW=') un elemento arbitrario.
De la sucesion exacta de la terna (SW, Xg, SWS')

— h(SW,Xg) — h(SW,SW¥) L. h(Xp,SWS') —

se tiene que v tiene una preimagen ¥ € h*(SW, Xp). Como w; = 0 en h*(X;), w; € h?*(SW) tiene una
preimagen w; € h%(SW,X;). Entonces §1; + -+ iy € h(SW,XoUN U -UXz) = 0. Por tanto su imagen
ywy - wy € h(SW,SW') es cero. -

Demostracién de la proposicién B.3
Concideremos la fibracién SV — SV xg ES! £ BS! . como SV es (2n+!— 1)- conexa, p es una
(2n + l)-equivalencia. Del diagrama

rsVy 2 Ri(SW)
hi(pt)

se tiene que ¢° es un epimorfismo para i € 2n 4 — 1, ya que en ¢se rango p* es un isomorfismo.
Consideremos ahora

— WNSV) e WSNSVESY) . B(SV,SVESY) s RI(SV) — KNSVS) —
[ = ¢* Td‘ »° = °
— WTYSW) = RITNSWESL) . R(SW,SWESYYy — R(SW) — W(SWZ) —

Este es un diagrama conmutativo con renglones exactos. De ahi se sigue el resultado. g
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Demostracién‘ de la proposicion B.2 )
Sea V5 = VS ysea V¥, el complemento ortogonal de 15 en V. Entonces

(5V,5Va) ) (SV, x DVi U DV, x §V3,5Vo % DVA)

EXC (DV4,SVa) x SV
= (DVQ,SV(,) x SV[

Entonces la multiplicacién con la clase de Thom u € A}(DV,,SV) induce un isomorfismo
T hi(SW) — hiHH(SV,5V)
de h(pt)-modulos.

Como p* : hi(pt) — h'(SV;) es un isomorfismo para i < 2n ~ 1, el producto de cualesquiera n — 1
clases de cohomologia wy, ..., w,—1 € h*(pt) es distinto de cero en A?"=2(51}).

" Sea vy :=1(l) € k'(SV,SVS'). Como 7 es un isomorfismo 7(wy -+ wp_1) = 7wy Waey F 0
en h(SV,S5V%'). g
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