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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

En el presente trabajo se exhibe la existencia de órbitas periódicas múltiples, en un numero optimo, 
sobre una superficie E e R 2N, sujeta a ciertas condiciones geométricas, para el sistema Hamiltoniano 

d;i; dt = J\T H(;i;(t)) (SH) 

donde J = (~ -
0
1 ). I es la matriz identidad en MNxN, HE C 2(R2N,R) y H- 1(1) =E. 

Consideremos un caso particular muy sencillo del problema general que nos ocupará. 

SeaH:R2N-R Il(;i;):=;i;(~ ~)"'' dondew= (ª' º) cona¡, ... ,aN>O, 

0 ªN 
es decir, H(:z:) = (a1:z:[ + ... + aN:z:'j., + a¡;i;'j.,+l + ... + ªN"1iN· H es una función C 00 con H'(x) = 
(2a¡;i;¡, ... '2aN"N· 2a1"N+1 •... '2aN"2Nl· Por lo que H'(.J:) #o \1 ;¡;#o. Así el elipsoide~= u-1(1) 
es una variedad. 

Cuántas curvas periódicas existirán sobre el elipsoide que satisfagan (Sil) ? En forma obvia la respuesta 
depende de las a;s. Si tomamos el plano P; , generado por e;, e;+N con 1 :5 i :5 N (donde e¡ 1 :5 i :5 2N 
es la base canónica de R 2N), intersección con e obtendremos una trayectoria que de ser pnrametrizada sea 
una curva que satisfaga (SU). Si x(t) es una de tales curvas las únicas reparametrizaciones que satisfacen 
(SH) son x(t +O), O E [O, T] (donde Tes el periodo de ;i;(t) ). Todas estas curvas son en esencia iguales 
y definen una única órbita de period<> T. A dos curvas que determinen diferentes órbitas las llamaremos 
independientes. 

Si x(t) = (xi(t), ..• , :z:2N(t)) es cualquier curva en~ que satisface 

i(t) = J\T H(;i;(t)) 

entonces 
i1(t) = -2a;XN+1(t) 

y 

x;+N(t) = 2a¡x¡(t), si 1 :5 i::; N 

Por lo tanto 
x;(t) + 4arz;(t) =O si 1 :5 i :5 N (1) 

Esta última es una ecuación lineal homogénea de segundo orden, normal en (-00,00), por lo que su 
espacio de soluciones tiene dimensión 2 y está generado por 

{ cos(2a;!) , sen(2a;t) } 



Así las soluciones de (1) son de la forma 

x¡(t) = ,\¡ cos(2a¡l) + µ;sen(2a¡t) 

x;+N = --
2
1 

i:;(!) donde ,\¡,µ¡E R, 1 $ i $ N. 
a; 

De la continuidad de :r¡, Xi+N se sigue que su periodo mínimo de cada x¡ es 

'1".- q¡ir ,, -
a¡ 

p.a. q¡ E Q 1 $ i $ N 

Así para que la curva se cierre debe pasar que si 

A¡ 1 O ó ¡1¡ 1 O, entonces [T;] = e E R /Q • con e fijo. 

donde Q • denota a los racionales menos el cero y R /Q • denota el grupo cociente tomando como 
operación la multiplicación. Pero como [T;] = [T;] si y sólo si a;/a; E Q podemos construir un 
elipsoide que tenga exactamente N órbitas periódicas pidiendo que [a;] ¡ [a¡] si i 1 j. Por lo que el 
número N es óptimo en las condiciones del 

TEOREMA Sea HE C 2(R2N,R) tal que 

(i) El conjunto A := { x E R 2N : H(x) $ 1 } es no vacio, compacto,estrictamente es
trellado (Pª'.ª definición ver 4.1) y E:= /f" 1(1) es la frontera de A. 

(ii) x "Y' H(x) ¡O V x E E. 

Si R2 < 2p2 donde Res tal que A C {x E R 2N : !xi :5 R} y p es el maximo número para el cual 
(T,E + x) n {x E R 2N : !xi :5 p } = 0 para todo x E E. Entonces (SH) tiene al menos N distintas órbitas 
periódicas en E. 

La idea de la demostración es la siguiente: 

Se muestra que las ~oluciones de (SH) están en correspondencia biunívoca con los puntos críticos 
de una funcional <P definida sobre una variedad de Hilbert M estrictamente estrellada contenida en 
/f 112(S1 , cN). Utilizando un principio de minimax (teorema 3.8) se prueba que hay al menos N distin
tos niveles críticos (un nivel crítico es ,p- 1(a) p.a. a E R tal que existe x E ,,;- 1(a), x punto crítico de ,P) 
o un nivel crítico con un número infinito de puntos críticos independientes (i.e. no son reparametrizaciones 
de una misma curva). En la demostraci"ón del teorema 3.8 se utiliza una versión del lema de deformación 
[Su] página 246 que echa mano de una condición e· más fuerte que la usual de Palais-Smale lo cual 
repercute en que la teoría de índice tenga una definición menos general (definición 2.1 inciso (iv)) que 
la desarrollada en [BLl\IR). Por último se exhibe que en cada uno de los N niveles críticos, los puntos 
críticos tiene periodo 2;r y así son independientes. Quedando demostrado el teorema. 
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CAPITULO 11 

TEORIA DE INDICE 

En este capítulo se define el índice y el índice relativo como en [BLMR] con la variante introducida 
por [Su] (en (iv) de la definición 2.1 de que l\(A) sea acotado), y se prueban algunas propiedades tales 
como la propiedad de continuidad como lo hace [Be], la propiedad del mapeo en la cual se sigue a [Su], el 
cálculo del índice para conjuntos radiálmente homeomorfos a ciertas esferas (propiedad No.3) el el cual 
se sigue a [BLMR] y la subaditividad en donde se tomaron ideas de [BLMR] y [Su]. 

La teoría de índice desarrollada en [BLMR] para acciones de S 1 , sobre E un espacio de Uilbert 
separable, las cuales tienen un espacio de puntos fijos de dimensión finita tiene reminiscencias de las 
nociones de índice e indice relativo introducido por E. Fadell, S. Husseini y P.H. Rabinowitz [FHR]. 
Los cuales usando herramientas de topología algebraica construyen una teoría general de índice relativo 
para espacios provistos de alguna G-acción donde G es un grupo de Lie compacto. Beretycki et al. dan 
una construcción geométrica del índice relativo, usando herramienta de análisis que reduce la topología 
algebraica al uso de una versión del teorema de Borsuk-Ulam para acciones de S 1 • 

En la propiedad 3 del índice relativo, la cual es más general que la analoga de [BLMR], se usa una 
versión más fuerte del teorema de Borsuk-Ulam en donde se permite que los puntos fijos sean mapea· 
dos por un homeomorfismo que no necesariamente es la identidad. En el apéndice B se presenta una 
demostración de esta versión del teorema de Borsuk-Ulam que se debe a la Dra. Monica Clapp. 

§2.1 Notación y definiciones básicas 

Sean E un espacio de llilbert separable /C e Jsom(E) = { L : E - E : L es una isometría lineal 
}. Sea T : 5 1 - Isom(E) una representación unitaria de 51 en E i.e. Tes continua y Te+o• = 
Te o T~ V O, O' E S 1 = R/2rrZ ,en adelante se hara referencia a un elemento de 5 1 por e•• o sólo por 
O E R/2rrZ (Nótese que \\T8 (u)\\ =\\u\\ V u E E, V O E S 1 ). 

En lo sucesivo se omitirá el término unitaria al referirse a una representación y a lo largo de este 
capitulo supondremos que E está provisto de una representación T de S 1 . 

Definiciones: 

· Representación regular 
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Una representación R de S 1 en Ck se dice regular si O es el único punto fijo ,es decir, el único 
u E ck tal que Re( u)= u V 9 E 5 1 

· Subconjunto T-invariante 

Un subconjunto A E E se dice invariante bajo T o T- invariante si Te A= A V O E 5 1 

· Funcional T-invarianle 

Una función continua f: E - Res una funcional T-invariante si /(Te( u)) = f(u) V u E E 
'V O E 5 1 

Cuando del contexto sea claro que representación se esta usando, a los conceptos anteriores nos referire
mos como subconjunto invariante y como funcional invariante respectivamente. 

·Función cquivariante 

Sea F un espacio de Hilbert y Runa representación de 5 1 en F. Sea A C E un subconjunto in
variante bajo T. Una función ,¡, : A - F se dice (T,R)·equivariante si ,¡,o Te = Re o,¡, V 9 E 5 1 • 

Cuando del contexto sea claro que representaciones se están usando a este concepto nos podremos 
referir como función equivariante. 

Eº:= { u E E: T9 (u) =u V O E 5 1 } 

Es inmediato de la definición que Eº es un espacio vectorial. De aquí en adelante se supondrá que el 
espacio vectorial de puntos fijos ,Eº, tiene dimensión finita . 

§2.2 Indice relativo. 

Sea E' e E un subespacio vectorial cerrado e invariante. Denotemos por Z = E' n Eº , Y = ZJ. n E' 
donde Z .1. denota el complemento ortogonal de Z ,los complementos ortogonales se tomarán siempre en 
E, por Py Po las proyecciones ortogonales de E sobre Y y Eº respectivamente. 

Tomemos 

C := { A e E \ Eº : A es cerrado e invariante bajo T } 
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:F := { A C E\ {O} : A es cerrado e invariante bajo T } 

DEFINICION 2.1 S!!an A E :F y Runa representación regular de 5 1 en e• . Definimos D•(A, E', R) 
como el conjunto de las funciones h tales que: 

(i) h: A -->E' x e• , h(u) = (h 1( u), h2 (u)) , hes continua y (T, R) equivariante, 

(ii) h(u)=(u,O) V u E A n Eº, 

(iii) (0,0) E lmh, 

(iv) Py h1 = !\· + I< con K : A - Y función compacta (i.e. /( es una función continua que 
manda conjuntos acotados en conjuntos con cerradura compacta) y K(A) es acotado. 

DEFINICION 2.2 Sea A E :F . El índice de A relativo a E' es 

')'E•(A)= min{kEN :Dk(A,E',R)-10 paraalgunarepresentaciónregularRde51 ene•}, 

')'E•(A) = oo si no existe tal k, 

')'E•(0) = 0. 

Notación. Sean A E :F y R una representación regular de 5 1 en e• . 

"Y(A) :=/{o) (A) , 

fijemos X un subespacio cerrado e invariante tal que x.t. :::> Eº 

Observaciones: 

D<(A,R) := D<(A,X.L,R) 

")',(A):=¡x ... (A). 
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(1) 'Yr() está bien definido. Ya que X es un subespacio cerrado e invariante si y. sólo si XJ. es un 
subespacio cerrado e invariante. 

(2) Como para calcular el índice relativo r,( ) hemos fijado un subespacio X cerrado e invariante tal 
que X.L :i Eº 

E= X$X.L =X$E0 $(X$E0
/ 

=> x.L =Eº$ (X$ Eº)J. 

=> EºJ. = (X$ Eº).L 

Por tanto 

(3) Sean A E :F. Calculemos r (A) 

Caso l. Si A n Eº f 0. Es claro que cualquier función 

h :A- {O} x e• 

no satisface (ii) de la definición 2.1. Por tanto no existe k E N y R representación regular 
de S 1 en e• tal que D,(A, {O}, R) f 0. 
Por tanto 

1(A) =oo 

Caso 2. Si An Eº = 0. Veamos que el conjunto D,(A, {O}; R) está en correspondencia biunívoca con 

.M,(A, R) := {.¡,:A - e• \{O} : .¡, es continua y equivariante tomando en e• la representación 
regular R} 

para todo k E N y para toda representación regular R de S 1 en e• . 
Sea h E D>(A, {O},R), h : A - {O} x C* h(u) = (O,h2(u) ). Como h satisface (i) 
en la definición 2.1 h2 es equivariante. Porque h satisface (iii) ,de la misma definición 2.1, 
h2: A - e• \{O}. Por tanto h2 E .M,(A;R). 
E inversamente si .¡,E .M,(A, R) definimos 

h : A - {O} x C* h(u)=(O,<jJ (u) ). 
Veamos que satisface la definición 2.1 
(i) .¡, continua implica h continua, 
(ii) se satisface por vacuidad, 
(iii) O~ Im 4' implica (O, O)~ Im h, 
(iv) Pi·= O. 
Por tanto 
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/& E D<(A, {O}, R) 

Por lo que hubiéramos podido definir -y(A) para A E C como 

DEFINICION 2.3 Sea A E C . Definimos el índice de A 

'Y (A) := min { k EN Existe una representación regular R de S1 sobre e• con Mk(A, R) f. 0} 

1(0) :=o 

-y(A) :=oo si no existe k con la propiedad requerida. 

En lo siguiente se exhibirán algunas propiedades del índice relativo que se necesitarán posteriormente: 

l.SiAE:F yAflX=0 entonces-y,(A)=O. 

Sea A un subconjunto de E y 6 > O. Denotemos por 

N.(A) = { x E E: d(;i:,A) :S 6) 

donde d(x, A) es la distancia de x a A. 

2. (Propiedad de continuidad) Si A E C y es compacto entonces 

'J'(A) = ')'(N6(A)) para a/gun 6 >O . 

3. Sea G e }( un subespacio invariante de dimensión finita. Sean S 
y 11 E :F tal que A es radiálmente homeornorfo a S. Entonces 

'J',(A) = dime G. 

4.(Propiedad del mapeo) Sean 1\,8 E :F y g: A - B función continua tal que g(;i:) = e-{(r) L;i:-J((;i:) 
(para definición de e-HrJL,, ver el párrafo anterior a proposición 2.9) donde 

(a) L: E - E es lineal, autoadjunta (lo cual implica acotado) , equivariante y LXl. e XL , 
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(b) ~ : A - R continua, invariante y ~(A) es acotado, 

(c) J( : A - E equivariante compacta y K(A) acotado. 

Si ~IAnEº = O y IqAnE• = O (i.e. UIAnE" = IIAnE" donde l es la función identidad) entonces 

/'r(A) $ /'r(B) 

5.(Subaditividad). Sean A E :F y B E C . Entonces 

l'r(A U B) $ /'r(A) + 7(B). 

PROPOSICION 2.4 Sea A E :F tal que A n X= 0 entonces /'r(A) =O. 

Demostración 
Definimos h: A - xJ. X {O} donde h1 es la proyección ortogonal sobre XJ.' h, =o. 

(i) La proyección ortogonal sobre un subespacio invariante es equivariante. Por tanto h es equivariante. 
(ii) Como Eº e XJ. /a(u) = (u,O) V u E A n Eº. 
(iii) Como A n X= 0 ·y u= h1(u) + irx(u) donde irx es la proyección ortogonal de E sobre X. 

Por tanto (0,0)~ h(A). 
(iv) Pi•h1 = Py. 

Por tanto l'r(A) =O. 11 

h1(u) f O V u E A 

Si bien la propiedad de monotonia puede ser probada utilizando la propiedad del mapeo, propiedad 4, 
resulta más natural hacer la prueba directamente de las definiciones. 

PROPOSICION 2.5 (Monotonía) Si A,B E :F y A C B entonces l'r(A) $ /'r(B) . 

Dentostración 
El resultado es trivial si "'fr(B) = oo. Supongamos que 7,(B) = k < oo. Tomando f E D•(B, R) es 

inmediato de la definición que 

está en D•(A, R). 11 

En algunas de las proposiciones siguientes se utizará el proceso de integración para construir funciones 
equivariantes. La integral que se usará es la integral de Cauchy-Bochner. Para su definición y propiedades 
básicas sera suficiente consultar el material que al respecto presenta [AMR] y [Di]. 

PROPOSICION 2.6 (Propiedad de continuidad) Si A E C y es compacto entonces 7(A) = 
7(No(,1)) para algun 6 > O. donde No(A) := { x E E d(x,A) $ 6} y d(x,A) es la distancia 
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de x a A. 

Demostración 
Sea A un subconjunto compacto de E tal que A E C . Sea 6 ~ O. 
De la definición de N•(A) usando que T, es isometría Y O y que A es invariante se sigue que N6 (A) 

es invariante. 

Porque d( , B) : E - R es continua para todo subconjunto B C E 

N•(A) = d( ,A)- 1[0,6] es cerrado Y 6 ~O. 

Por ser A compacto, Eº cerrado y A n Eº = 0 61 = d(A2E'l > O. Así 

N• 1 (A) nEº = 0. 

Por tanto 
N•(A) E C si 61 ~ 6 >O. 

Sea r(A) = k , f = (/1, ... , fk) E Ah(A, R). Aplicando a la parte real y a la parte imaginaria de 
cada /¡ 1 1 ::S i :5 k el teorema de extensión de Tietze obtenemos una función continua i : E - ck 
que extiende a f. 

Ahora construyamos a partir de j una función en Af,(N•(A), R) , para ello consideremos 

Definimos 

L(E) :={ L : E - E : Les lineal y continua } 

con la norma usual llLJI = sup llL(x)ll. 
11•11=1 

e(.,·): L(E) X E - E , e(L,x) = L(x). 

e(·,-) es bilineal y lle(L,xJll :S llLll llxll Y LE L(E) Y x E E 

Porque 

~ e(·,·) es continua. 

n_,jT,(x) =e(.,·) o (Ro h o "s•.i o e(.,·) o (T X ls))(O,x) 

donde /¡ : S1 - S1 , "s' : S1 x E - S1 

ei6 1-+ eiB (O, J:) 1-+ O 

es composición de continuas 

es continua. Por tanto 

j(x) := t;¡ ¡¿• R_,jT,(x) dO está bien definida. 

Ahora ( continua y S 1 compacto y Jlausdorlf implica que la función inducida ( : E - C(S1 , e• ) 
es continua con la topología compacto abierta en C(S 1 , Ck ) (ver p.e. [Mu] página 287). Porque Ck es 
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métrico y s1 compacto la topología compacto abierta coincide con IR topología inducida por la métrica 
uniforme ([Mu] página 283 , 286). 

A partir de que 

llJo"' o¡(O) - 02(0)) dOll :5 Jo"' Jlo1(8) - 02(8)JI dO V O¡, 02 E C(C1 • e• ) ([Di] pag. 167) 

se sigue que la integral J : C(S1 'e• ) - e• es continua tomando la métrica uniforme en C(S1 'e• ). 
Por tanto 

j = Jo ( es continua 

Veamos que Í es equivariante 

ÍTa.(x) = f;Jo"' RaÍTs+s 1 (x) dO 

= f¡ J.~•+si Rs,-sÍTa(x) dO cambio de variable 

=Re, (f¡J.2,•+•• R-sÍTa(x) dO) 

= Re,Í(x). 

([Di]pag.167) 

([Di]pag.167) 

Por último exhibamos una función en i\f>(N,(A), R). Por ser A T-invariante y f extensión de f 

ReÍTa(x) = R-afTs(x) = x V x E A. 

Por tanto /(A).= f(A). 

Como f(A) es compacto (porque A lo es) y O<¡! f(A) , existe V vecindad abierta de f(A) tal que 
O<¡! V. Así 

O<¡! lmÍIN,(A) donde O :5 6 ::; d(a(j-~(V)),,\) = 6,. 

Si además pedimos que 6 < 61 (para que N,(A) E C ). Entonces 

ÍIN,(A) E Ah(N,(A), R) 

~ 1(N,(A)) :5 1(A). 

Es inmediato de la proposición 2.5 que 1(A) :5 1(N6 (A)). Por tanto 

1(A) = 1(N,(A)) si O< 6 :5 min{61, 62}. • 

PROPOSICION 2. 7 Sea A E :F. Supongamos que X = F1 + F2 con F 1 y F 2 sub espacios ortogo
nales invariantes y dime Fi = k < oo. Si A n F2 = 0 entonces 1'r(A) :5 k. 

Den1ostrnción 
Si F1 = {O} entonces ')',(A) = O , por la proposición 2.4. Supongamos que F1 contiene propiamente 
a {O}. Por ser F1 de dimensión finita es cerrado. Tomemos IIF, : E - Fi , IIx ... : E - XJ. las 
proyecciones ortogonales en F1 y X l. respectivamente. 
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XJ.,F1 invariantes =:> h : A - XJ. x F 1 h(ar 
{vi. ... , V•} una base ortonormal de F1. Entonces 

.(Ilx.o.(a), Ilp,(a)) es equivariante. Sea 

es una isometría lineal. 

Definimos 
Re=vTelp,v- 1 VOES1 • 

Rs es isometría lineal por ser composición de isometrias lineales. Además 

Re o Re•= vTelF,v- 1vTe•IF,v- 1 

= vTs+s 1 Jp1v- 1 

= Rs+s' 1 

llRe - Re· 11 :5 llTe IF, - Te· IF, 11 :5 llTe - Te· 11 ' 

por ser F 1 invariante 

y el único punto fijo de Res O ya que Eº ~ XJ.. Asi Res una representación de 5 1 en e• . De la 
definición de v es claro que es (TIF,, R) equivariante. Por lo que 

1 = (lx.o. x v) oh 

es equivariante respecto a (T, R). Por lo tanto 1 satisface (i) de la definición 2.1. Es inmediato a partir 
de la definición de 1 = (1¡,12) que satisface (ii) e (iii) de la definición 2.1 ,veamos: 
(ii) Sea a E AnEº. 

Por tanto 

(iii) Sea a E A. 

Pero A n F, = 0. 

Por último 

Por tanto 

Eº e XJ. =:> Ilx.o.(a) =a. 
F1 eX=:>F1nEº=0 ~ Ilp,(a) =O 

l(a) = (a,O). 

l(a) =O~ a E F1J. nX = F,. 

Pyl1 = Py Ilx.o. = P,. 

=:> 1 E D•(A, R) 

/'r(A) :5 k. • 

ya que (Y$ Eº)= XJ. 

PROPOSICION 2.8 Sea G E X un subespacio invariante de dimension finita. Sean S = { "' E 
XJ. $ G : 11"'11=1 } , A E :F radialmente homeomorfo a S. Entonces l'r(A) =dime G. 

Den1ostración 
Notemos que A radialmente homeomorfo a S implica que A e XJ. $ G. Como E = XJ. $X 

XJ. Ell (G $ (XJ. $ G)J.) y A n (}{J.$ G)J. = 0 por la proposición 2.7 1,(A) :5 dime G. 

Observemos que: 
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Porque E es separable y Y cerrado , Y es un espacio de Hilbert separable. Por lo que para Y existe 
una base de Hilbert numerable {e¡ }~ 1 tal que yi =< e¡ > sea un subespacio T-invariante. 

Sea Yn = Ell?= 1Y'. Por ser {e¡}~ 1 base de Hilbert de Y y Y= Yn El) Yn.Ly , Yn.Lv tiene a {e¡}~n+l 

como base de llilbert ( .Ly denota el complemento ortogonal restringuido a Y ). Asi si u E Y u = 
E~1 a¡e¡ = L:?:t a¡e¡ + L~n+l a¡e¡ E Yn Ef) Y,fY. Sea x E E = Y $ yl. , x = u+ v con u = 
2:~ 1 a¡e¡ 1 V E Y.L. Porque L?=t a¡e¡:

0
_

00 
- u entonces 

Pn(xln-~ - Pv(x) (1) 

V x E E, donde Pn es la proyección ortogonal de E sobre Yn. 

Procedamos por reducción al absurdo para probar que 1'r(A) ;:: dime G. Supongamos que j 
1'r(A) <dime G = k. Entonces existe R representación regular de S1 en ci y h = (h1,li2) E D1(A,R). 

Definamos h" = (h?,h~): S 1'nli!Eº$G - Yn EBEº x C; como la composición de las funciones que 
aparece en el primer rcnglon del siguiente diagrama 

Sl'.GlEº(J)G 

lT• 
Sl'.GJEº(J)G 

(Yn $Eº$ G) n A <•..!..!.~,» 
lT, 11 

(}'n Ell Eº $G) nA ¡~,¡ 

x.L x ci CP .. +~><tci 

l T.xR, 111 
X.LX CÍ (P.+~xlo 

(Yn EllEº) x Ci 

lT,xR, 

(Yn $Eº) X ci 

donde Si·.se•eo = { x E Y,, Ell Eº$ G: IJxlJ :5 1} p: A- S p(x) = x/llxl\ y pop= lA, pop= Is. 

Sea x E A. 
Ts(p(x)) = 1ifW = ufü:lu = p(Ts(x)) V(} E S 1 

=? ¡;Tg = Tsp por ser p inyectiva 

=> 1 conmuta. 

II conmuta por definición de h, 

III conmuta por ser Pn, Po proyecciones ortogonales sobre los subespacios invariantes Y" 1 Eº respecti-
vamente. Por tanto 

h"(x) = (Pnhip(x) + P0h1p(x), h2p(x)) es equivariante. 

Si X E S1·.eEº(J)G n Eº entonces 

h"(x) = ((Pn + Po)p(x),O) 
=(p(x),O). 

ya que p(x) E Eº 

A apartir de h" inducimos un mapeo h" continuo equivariante, respecto a las acciones inducidas por 
T, T X R en cn+t+k 1 cn+l+i respectivamente, 

/,n :Se•xdxe• -e· X e' X Ci con k<j y /=dime Eº 
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que restringido a los puntos fijos e~ el homeomorfismo inducido por p\s
8

, : Se• - A n Eº mediante la 
identificación hecha para obtener h n. 

Como consecuencia del teorema de Borsuk-Ulam relativo para acciones de S 1 ( ver apéndice B ) 
h" tiene al menos un cero. 

Así existe Un E sY.ee•ea tal que hn(unl =o n = 1, 2, ... 

Veamos que la sucesión (p(un)) ti~ne una subsucesión acotada. 

Por definición de hr 
O= hr(un) = Pnh1p(un) + Pol11p(un) 

=> Pnh1p(u,.) = -Poh1p(un) =O ya que Yn n Eº= {O} 

=> O= Pnh1p(un) = P,.(Py + I\)p(un) por (iv) en def 2.1 

= P,.¡;(un) + P,.I\¡;(un)· 

Como !\(A) C {:r E Y llxll $ R1} p.a. R, > O 

llPnp(un)ll $ \IPnll ll[(p(un)ll $ R¡. 

Ahora 
(un)= P,.(un) + Po(ttn) + Pa(ttn)· 

(2) 

Porque (Po(un)):;'=1 y (Pa(un)):;'=1 pertenecen a esferas unitarias de espacios de dimensión finita, las 
cuales son compactás, tienen subsucesiones convergentes <ligamos ellas mismas. (3) 

Esto implica 
(l\¡;?0(11,.)!1)~=1 Y (li¡;Pa(un)lll~=l están acotadas 

=> lip(un)ll $ llPnp(u,.)11 + llPop(un)ll + llPap(ttn)ll $ R, V n 

ya que Pop= ¡}Po, Pap = pPa y (Pnp(ttn)) está acotado. 

Ahora probemos que la sucesión (p(ttn)) tiene una subsucesión convergente. 

Por ser [(función compacta (K(¡i(un))):;'=1 tiene una subsucesión convergente, digamos ella misma. 
Así 

-J(p(un)n-oo -Y E Y 

=> Pnp(un)n-<0 - Py(y) =Y 

ya que 

l\Pnp(u,.) - P¡'(y)ll = 11- P,.K¡;(un) -yll por (2) 

$ llPnll il- J(¡i(un) - Yil + l!Pn(Y) - Yil 

esto último por (4) y (1) puede hacerse tan pequeño como se quiera sin es suficientemente grande. 

De (3) y (5) se sigue que 

Pnp(un) + Pop(u,.) + Pap{un) = p{ttn) n-oo - ii · 
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A cerrado y ¡; biyección => ii = ¡i( u) p.a. u E S. 

Por último 

O= h7(un) = Pnh¡p(un) + Poh1p(un)"_"' - Pyh¡p(u) + Poh1p(u) = h1(p(u)) 

ya que Poh1 es continua y 

llPnh¡p(un) - Pyh¡p(u)ll $ llPnh1p(un) - Pnh1p(u)ll + llPnhip(u) - Pyh,¡;(u)ll 

$ Jlh1p(un) - h¡p(u)JI + JIPnhip(u) - Pyli,p(u)ll 

<< 

esto último por la continuidad de h1, por (1) y paran suficientemente grande. 

Y como O = h~(un) = h 2 (p(u.)) entonces h(p(u)) = (h1(p(u)),h2(p(u))) 
que h E D;(A, R) ( (iii) en definición 2.1 ). Por tanto 

O. Contradicción a 

r,(A) =dime G. • 

Sean h : E - E , e : E - R funciones continuas y L : E - E operador lineal acotado (el 
término acotado para operadores lineales es equivalente a continuo). Definimos 

e'(r)L/¡(x) = I:;:;'=O f"(rl~1~(h(r)) 
Esta función tiene las siguientes propiedades: 

(6) 

. Si ádemas pedimos que e y /¡ manden acotados en acotados entonces efC·)L/1(·) manda acotados 
en acotados, (7) 

Si h(x) Í' O entonces efCr)Lh(x) Í' O. (8) 

PROPOSICION 2.9 (Propiedad del mapeo) Sean A, B E :F y !1 : A - B función continua 
tal que g(x) = e-f(r)Lx - I\(.r) donde: 

(a) L: E - E es lineal, autoadjunta (lo cual implica acotado), equivarianle y L(X.l) e X.L. 

(b) e : A - R es continua, invariante y e(A) es acotado. 

(c) /( : A - E es equivariante, compacto y l\(A) es acotado. 
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Si ~IAnB" =O Y KIAnE• =O (i.e. ulAnB" = lAnE•) entonces 

'Yr(A) $ 'Yr(B). 

Demostración 
Si 'Yr(B) = oo no hay nada que probar. 
Sean A,B E :F tal que 'Yr(B) = k < oo, f = (/1,/2) E D•(B, R) y P.,• /1 = Py + C con C función 

compacta con imagen acotada. Sea g : A - B como en el enunciado. Definimos 

'P' A-xl. x e• 

<p(x) = (<p1(x),<p2(x)) = (efCr)L f1g(x),hg(x)). 

Por (6) <p1 es continua. Y 1P2 es composicion de continuas por lo tanto r.p es continua. 
Por ser L cquivariante, ~ funcional invariante y T9 un operador lineal continuo 

Por lo tanto 

0((T,(r))LT8 (x) = E::"=o {"CT,(Xl~f"CT,(r)) 
= ¿~=O T•<e"<~JL"(r)) 

= T,e<<•>Lx 'I O E 5 1 . 

eH.r)Lx es equivariante. 

De que/, e~'(.r)L x, /( y g sean cquivariantes se sigue que ¡pes equivariante respecto a (T, R). Por tanto 
<p satisface ( i) en definición 2.1. 

(ii) Si hu(x) =O entonces /1u(x) f. O porque (O,O)í f(g(A)) e f(B). 

f1g(x) f. O => e«•>L f¡g(x) f. O por (8) 

(O,O)i <p(A). 

(iii) Si x E A n Eº => g(x) = x E B n Eº por hipótesis. Así por definición de f = (/1, /2) y efCr)L;r 

<p(x) = (efCr)Lx,O) = (x,O). 

(iv) Recordemos que E= X©Xl. =X $(Y ©Eº) y notemos que de las hipótesis de que L(Xl.) e Xl. 
y de que L es autoadjunto tenemos que 

L(X)cX. 

ádemas por ser L equivariante 
L(Eº) =Eº. 

Así 
LP1· = P.,· L. 
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Esto y que Py es un operador lineal continuo 

Ahora 

:} PyeH•lL,, = Py (L:::'=o {" C·~~·r·> 
=¿~=O f'Cr)':'fL"(r) 

= ef(•)L Py(x). 

Pyip1(x) = (efC•lL(l'¡• + C)(e-f(:)Lx - K(x)) 

= Pi•(x) + eH•>L(-PyK(x) + Cg(x)). 

Sea W subconjunto acotado. Entonces Py(K(W) ) es compacto, por ser [( función compacta 
y Py continua. Y Cg(W) es compacto por (7) y por que Ces función compacta. Por tanto 
eHW)L(-Py !\ + Cg)(W) tiene cerradura compacta. 

Por último (-PYI< + Cg)(A) está acotado porque K(A), C(B) están acotados (por definición de 
[(y C). Esto y que ~(A) está acotado implican Im ef(-lL(-Py [( + Cg)(·) está acotada. • 

En la siguiente proposición necesitamos extender una función compacta con imagen acotada de tal 
forma que preserve estas características. En ( [De] pagina 44 ) se prueba un teorema que modificaremos 
minimamente para obtener lo que necesitamos. 

LEMA 2.10 Sean X y Y espacios normados, A C X cerrado y F : A -' Y función compacta 
con imagen acotada. Entonces F tiene una extensión compacta F : )( - Y con imagen acotada. 

Dmnostración 
(Seguiremos la prueba que se hace en [De] pag 44 a la cual remitimos para un mayor detalle). 
La cubierta abierta de X\ A dada por {B, }:GX\A con 8, = Br(x) := { y E X : llx - vil < r}. (9) 
r = min{d(x,A)/6, 1/2} (pedir r < 1/2 es el único ajuste que necesita la demostración original del 
teorema antes mencionado) admite un refinamiento localmente finito (U>.h.eA· Entonces se definen 

{

O si xí/. U,. 
<p>.(x) = 

d(x,8U,.) si x E u,. 

1/J>(x) = ip>.(X) 
LµeA 'Pµ(x) 

Ahora se eligenª" E A tal que d(a,., U,.)< 2d(U,., A) y se define 

{ 

F(x) 
f(xl = 

¿:,. .p,.(x)F(a,.) 

si x E A 

si x<t A . 

Es claro que F es una extensión de F y que F(X) C convF(A). 
En [De] se prueba la continuidad de fr. Probemos que es compacta. 
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SeaB.(O) = { x EX llxll < r}. Tomemos>:€ Br(O)ri(X.\A) •yXE A .tal que !/IA(:r) f.O. 

:} "'E UA CB~ p:a. :;:ex\A, 
\_.----_· :·.::-.~ ";;:o>.::--=;::o-,, -e-:'~-,-, 

ya que {UA)AEA es refinamiento de (B,),eX\A•cc· :. .'.]\'.~ }:';~. 

Porque 

y 

d(O, a,) $ d(O,:r) + d(,,, a~) 
s d(O,:r) +·d(aA, u,¡+ diam UA 

d(aA, UA) S 2d(A, UA) 
S 2(d(A, O)+ d(O, :r)) 

=? d(O.aA) Sr+ 2(d(A,O) + r) + 1 

por elección de ªA 

=? Gr= { aA ,\E A: !/IA(:r) f. O p.a. x E Br n X\ A } está acotado 

=? F(Cr) es compacto. 

(por (9)) 

Como F(Br(O) n (X\ A)) e convF(Cr) e convF(Cr) y las envolventes convexas de compactos son 
compactas 

F(B.(O)) = F(B.(O) n A) u F(B.(O) n (X\ A)) 

tiene cerradura compacta. 

Por último, como F(X) C convF(A) y F(A) está acotado 

F(X) está acotado. • 

PROPOSICION 2.11 (Subaditividad) Si ;1 E :F y BE C entonces 'l'r(A U B) S 'l'r(A) + 1(B). 

Demostración 
Basta considerar el caso en que 'l'r(A) = k < oo, 1(B) = m < oo. Sean f = (/¡, h) E Dk(A, R) 

, g E /11,.(B,S) con Pi-ft =Pi-+/(, [(función compacta con imagen acotada. Notemos que [( es 
equivariante pues Pi- y /1 lo son. 

Por el lema 2.10 l\ tiene un a extensión compacta ii:: E - Y con llii:(x)ll S r¡ Y x E E p.a. r¡ >O. 

Procediendo como en la demostración de la proposición 2.6 se prueba que 

~ 1 271" -
f((X) := 

2
,,. fo T-sKTs(:r) dO 
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es una extensión de K continua y equivariante. Que J( tiene imagen acotada se sigue de 

Probemos que i( es compacta. Sea r > O. Tomemos x E B,(O) n (X\ A) , O E S 1 y A E A tal 
que \&J.(Te(x)) #O (seguiremos la demostración del lema 2.10 y usaremos la notación ahí desarrollada). 
Entonces Te(x) E UJ. e B, p.a. z E E\ A. 

Porque 
d(O, aJ.) $ d(O, Te(x)) + d(Te(x), aJ.) 

$ d(O, Te(x)) + d(aJ., UJ.) + díam UJ. 

y 

d(aJ., UJ. $ 2d(A, UJ.) 

$ 2(d(A,O) + d(O, Te(x))) 

=l- d(O, aJ.) $ d(O, Te(x)) + 2(d(A,O) + d(O, Te(x))) + 1 

$ r+2(d(A,0)+r) +1 = b 

~ Ce:= {ªJ. A E A: 1/!J.(Te(x)) #O p.a. x E B,(O)n(E\ A)} está acotado por b V O E S 1 

~ De := { Te(aJ.) : aJ. E Ce } está acotado por b V O E S 1 , dado que Te es isometría V O E S 1 

~ K( U •eS' De) es compacto, porque [(es una función compacta. Como T_ 9 kT9 (x) 
T_e(L:, 1/J>(Te(x))K(aJ.) ) = LJ. 1/!>(Te(x))[((T-e(a>)) entonces 

T_,F:Te(x) E conv I<( U •eS' D,) la cual es compacta, pues la envolvente convexa 
de compactos es compacta 

=l- k(x) E conv(conv K(U•eS' De) = conv /\(U 9es' D,). 

Por tanto 
J{ es una función compacta 

Ahora 

/2 : A ---+ ck la extendemos a i2 : E - ck continua y equivariante, 

Po/1 : A - Eº la extendemos a N 1 : E - Eº continua y equivariante, 

g : B - C"' \ O la extendemos ¡¡ : E - cm continua y equivariante, y tal que ii(A n Eº) = O. 

Las extensiones se hacen en forma análoga a como se hizo en la proposición 2.6. 

Por último definamos 
h : A U B - Y x ck+m 
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h(:z:) = (h1(:z:). h•(:z:)) = CP.71(:z:) + Py(:z:) + k(:z:J.i2(:z:).fr(:z:)). 

(i) Porque todas las funciones involucradas son equivariantes h es equivariante. 

(ii) Sea"' E Eº n(A u B) =Eº nA. 

~ h(:z:) = (Po/1(:z:) + Pyf¡(:z:),h(x),g(x)) 
= (:z:,0,0). 

(iii) Si x E A entonces 

(Po/¡(x) + Py /¡(x), h(x)) = (/1(x),/2(:z:)) 'fi (O, O) 

entonces 
h(x) ,PO 

Si x E B entonces ii(x) = y(x) 'fi O. Por lo tanto (O, O)t¡:! Jm h. 

(iv) Pyh 1 = P1• + k con k función compacta con Im R acotada. 

Por tanto 

i'r(A u B) s i'r(A) + 1(B) .• 

COROLARIO 2.12 Sean A E :F y B E C con 1(B) < oo. Entonces A\ B E :F y i'r(A \ B ) ;:: 
i'r(A)-1(B). 

De1nostración 
Es claro que Ot¡:! A\ B CA. Que A\ B sea T-invariante implica que A\ B es T-invariante. Por tanto 
A\ BE :F. Por la proposición 2.11 y 2.5 

i'r(A) S i'r(A U B) S i'r(A \ B U B) S i'r(A \ B ) + 1(B) 

~ i'r(A) - 1(B) S i'r(A \ B ). • 
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CAPITULO 3. 

UN PRINCIPIO DE MINIMAX 

§3.1 Resultados preliminares de sistemas dinámicos 

En la prueba del lema de deformación, sección 3.2, necesitamos encontrar solución al problema de 
valor inicial 

dq dt = ,l'(q(t, .r)) 11(0,x)=x X E M C 1•1 variedad 

para un campo X localmente lipschitz. Exhibir que bajo las condiciones que se presentarán en el lema de 
deformación tal problema tiene solución única es el objetivo de estas consideraciones preliminares, que 
en esencia es el material presentado por (AMR] en la seccion 4.1 y a la cual remitimos para un mayor 
detalle. En este capitulo cuando se haga referencia a una variedad será una variedad de Hilbert ( ver p.e. 
[AMR] capítulo 2). 

DEFINICION 3.1 (Curva en un punto m) Sea Uun subconjunto abierto de un espacio de Banach E. 
Una curva c en un punto m de Ues un función c: J - U de clase C 1 con O E I , intervalo abierto de 
R , tal que c(O) = m. 

DEFINICION 3.2 (Curva integral) Sea Uun subconjunto abierto de un espacio de Banach E y 
.-Y: U - E un campo vectorial . Una curva integral del campo vectorial X en m E U es una curva e 
en m tal que c'(t) = ,\'(c(t)) para cada 1 E I . 

TEOREMA 3.3 Sean E un espacio de Banach, U C E subconjunto abierto y X: U C E ----> E un 
campo localmente lipschitz tal que ll•\'(x)I! ::; A V x E U y p.a. A > O. Entonces para cada xo E U 
existe una curva c: I - U en xo tal que c'(t) = .l'(c(I)) V t E/. 

Cualesquiera dos de tales curvas son iguales en la intersección de sus dominios. Ademas existe una 
vecindad Uo C U de xo, un real a > O y una función 

F:Uo x 1-u I = (-<>, n), tal que 

(i) Cz(I) := F(x, t) es una curva en x que satisface la ecuación diferencial c~(I) = ,l'(cz(l)) V t E/, 

(ii) F es continua, 

(iii) F(.,t): Uo - U es localmente lipschitz V t E/. 

De1nostración 
Sea"'º E U. Por ser U abierto y X localmente lipschitz existen K >O y B1,(xo) := {x E E 

llx - xoll ::; b¡ } C U tal que 11·\'(x) - .l'(y)ll ::; Kllx - Yll V x, y E 81 1 (xo). Sean Uo = Bi(ro) y 
<> = min{(l/2)K, b/(2A)}" donde b = b¡/2. Se toma y E B•(xo) y se construyen las curvas xn(t) 
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inductivamente 

2'o(t) =y 

LE [-o,o] 

"'n+1(t) =y+ J~ X(;z:n(s)) ds 

y se prueba que: 

.:rn(t) E B&,(;z:o) V t E [-o,o], V n = 1,2,. .. (aquí se usa que llX(;z:)ll $A V ;z: E B&,("'o) y que 
y E B&(,,o)), 

(;z:n) es una sucesión de Cauchy en C([-cr, cr], B&, (2: 0 )} con la métrica uniforme (usando que 
ll"'n+i(t) - 2'n(!)ll $ AI\"lt - lol"+l), 

Por lo que 
"'• - .:r E C([-o,o],B&,("'o)). 

Después usando que el limite es único se muestra que la curva J:(t) satisface 

x(t) =y+ J~ .l'(;z:(s)) ds . 

Esto es equivalente, por el teorema fundamental del cálculo (ver [AMR] pagina 73). a que 

x'(t) = X(;z:(t)) 

x(O) =y. 
VI E(-o,o) 

(1) 

Sea z: [-o, o] - B&, (;z:o) continua t.al que zlc-a,a) es una curva integral en y. Utilizando el teorema 
fundamental del cálculo y la definición de .:rn(t) se prueba que 

iiz(t) - "'n(tlll $ AK"ltl" $ A/2" V t E [-o,o] 

=>z(!) = x(t) V t E [-o,o]. 

Con este argumento local probarnos en particular que para cada xo e U cualesquiera dos curvas 
integrales de ..-Y en x0 son iguales en la intersección de sus dominia;. 

Definamos 
F:Uo x 1-u F(y,t) = cy(I) donde/= (-o,o), 

y c,(t) es la única curva integral que satisface 

e~(!) = ,l'(cy(t)) 

cy(O) =y. 

Demostremos (ii). Sea t > t'. Porque 

VI E(-o,cr). 

ilF(x, t) - F(y, t')il $ llF(.:r, t) - F(y, 1)11 + llF(y, t) - F(y, t')ll, 

llF(y, t) - F(y, t')ll :s [' llX(c,(s))ll ds 

$Alt'-t1 
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y 

IJF(z, t) - F(y, t)ll = IJJ; ,\'(cr(s)) - X(c,(s)) ds 11 + IJz - Yll 

:;; llz -Yll + KJ; llF(z,s)-F(y,s)ll ds 

:;; eKl•lll:r - Yll por la desigualdad de Gronwall([AMR] 4.1.7). 

entonces F es continua. 

De la última desigualdad se desprende que F(-, t) : U0 - U es localmente lipschitz V t E(-<>, a). 
Por lo que queda demostrado (iii). • 

PROPOSICION 3.4 Sean (E,< ·, · >) un espacio de Hilbert, U C E un subconjunto abierto y 
X: U CE - E un campo vectorial localmente lipschitz tal que IJX("')ll:;; A V z E U y p.a. A> O. 
Sean.PeC1(E,R) talqueM=.P- 1(1)#0. 

Supongamos que M CU, V'.P(x) i O y que< V'!/J(.,),X(x) >=O V x E U. Entonces existe 

r¡ : M x R - M tal que 

(i) r¡(m, ·) es una curva integral de ,\'en m, 

(ii) r¡(-, t) : M - M es un homeomorfismo V t E R , 

(iii) r¡(-,0)= lM• 

Den1ostració11 
Definamos v.. = { (m, t) : existe una curva integral e: I - M C U de,\' en m con t E I }. 

Sea m E M. Como M C U por el teorema 3.3 existe e : I - U curva integral de ,y en m. 
Así 

d de dt.p o c(t) =< V'.P(c(t)), dt(t) > 

=< V'!/J(c(!)), ,\'(e(!)) > 

= O por hipótesis 

~ .Po c(t) = cte 

~ V' o c(t) = .Po c(O) = l Vt E /. 

Por tanto si m E M y e es una curva integral de ,\'en m entonces e(!) E ;\1 V t E I . 
Por tanto 

v.., i 0. 

(2) 

Además por el teorema 3.3 y por (2) para m E M existen una vecindad Uo de m en U y un real 
"'>o tal que (UonM) XI e 'Dx donde I = (-a,a). Por tanto 'Dx es abierto. 

Ahora sea (m,t) E 'Dx. Por de definición de 'Dx existe una curva integral e: (a,b) - M, de 
Xen m con t E (a,b). 
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Sea tn /' b. Si m ~ n 

(c(tn)) es de Cauchy. 

Uc(tn) - c(tm)ll $.J,'.m llc'(t)IJ dt Por el teorema fundamental 

del cálculo 

Porque M es cerrada en E y E es un Hilbert 3x E M e U tal que' c(t.) - x. Porque Vx es 
abierto y (x, O) E Vx existe una curva integral c1 : (-r, r)----+ M dé X en x. 

Definimos 

u(t) = { c(t) 

c1 (t -b) si 

si t E (a,b) 

te(b-r,b+r). 

Por el teorema 3.3 dos curvas integrales son iguales en la intersección de sus dominios. Así u(t) 
está bien definida y es una curva integral en m. Por tanto el dominio de la curva integral de X en m lo 
podemos extender t8.nto como se quiera. Por tanto 

'Dx=MxR. 

Definamos 
r¡:MxR -M 

r¡(m, t) = Cm(t) ="la única curva integral Cm de,\' en m recorrida hasta el tiempo t. 

Observemos que: 

· 11 es continua por el teorema 3.3. 

r¡(·, -t) o r¡(·, t)(m) = recorrer la única curva integral de ,\'en m hasta el tiempo t y después 
partiendo de ese punto, 17(m 1 t), recorrer la misma curva integral hasta el tiempo -t = m. 

Por tanto 

r¡(·,t) :M ----+M es un homeomorfismo V t E R y r¡(·,O)= lM. • 

LEMA 3.5 Sean (E,< ·, · >) un espacio de Jlilbert, U C E un subconjunto abierto y ,l:: U ----+ E 
un campo localmente lipschitz tal que llX(x)ll $.A V x E U y p.a. A >O. Entonces existe 

r¡:ExR ---+E tal que 

(i) r¡(m, ·) es una curva integral de ,\'en m, 

(ii) r¡(., t): E ----+ E es un homeomorfismo V t E R , 
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(iii) 11(·, O)= 1¿. 

Demostración 
Es la misma que la de la proposición 3.4 con los cambios obvios. • 

Necesitaremos saber cuando un campo es localmente lipschitz, por lo que se darán algunos criterios 
elementales 

PROPOSICION 3.6 Sea U subconjunto abierto de un espacio de Hilbert (E,<,>). Sean f,g, h : 
U - R , G,Jf : U - E funciones localmente lipschitz. Además hes tal que para cada x 0 E U 
existen Uo vecindad de x 0 y un número real a(xo) >O tal que a(xo) ::; lh(x)I V x E Uo. 

Entonces 

· f + g , f · g y f / h son localmente lipschitz, 

· JG, G + H son localmente lipschitz, 

< G, H > es· localmente lipschitz. 

Demostración 
Seaxo E U. 

¡f(x) _ f(y) I < IJ(x)llh(y) - h(z)I + jh(z)ll/(x) - /(y)j 
h(x) h(y) - jh(x)llh(y)j 

::; ((lf(x)l/lh(~l)f(h + K1) llx _ Yll 

::; K,llr - Yll por continuidad de f /h en ro. 

para todo x, y en una vecindad adecuada de x0 . • 

§3.2 Lema de deformación y principio de minimax. 

En esta sección probamos el lema de deformación y un principio de minimax como lo presenta y 
prueba [Zu], siguiendo las referencias que hace a [Ral] en la demostración del lema de deformación. Una 
referencia más extensa para los metodos de minimax y el lema de deformación es [Ral]. 

Sean E un espacio de Ililbert /R con producto interior <, > y T una representación de S1 en E. 
Sea L : E - E un operador lineal acotado, equivariante y autoadjunto. 
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Definamos 
1 

r/>(x) = 2 < Lx,x >. 

Sean ifJ: E - R, ifJ E C1•1(E,R) una funcional invariante positivo homogenea de grado 2 (i.e. 
ifJ(lx) = 12 !/J(x) 1/ 1>O,1/ x E E) tal que !/J' es una función compacta y efJ- 1 (1) ,P 0 y M := efJ- 1 (1). 

Sea 

Y definamos 

1 
W = { x E E : l/J(x) ;:: 2 }. 

< Lx,ifJ'(x) > 
A(x) = lll/l'(x)Jl2 :reW. 

r/> , ifJ , M A(x). tienen las siguientes propiedades: 

(i) r/> es una funcional invariante, 

(ii) r/>'(:r) = Lx (via el teorema de representación de Riez), 

(iii) < ifJ'(x), x >= 2ifJ(x) 1/ x E W. Y si Bes un subconjunto acotado de W entonces existe a> O 
tal que a :5 IJ!/J'(x)IJ 1/ x E W, 

(iv) A esta bi~n definida y es localmente lipschitz, 

(v) M es una C 1•1 variedad y Lx - A(x)ifJ'(x) E T,M. 

Den1ostraci6n 
(i) Sea O E S 1 

1 
.P(Ts(x)) = 2 < LTax, Tsx > 

1 
= 2 < TaLx, Tsx > Les equivariante 

= .P(x) r, es isometria. 

(ii) P.D. Dr/>(x) =< Lx, · >. Porque r/> = ~ < ·, · > o(L x lE)· Y como L x lE es C00 ya que es lineal y 
continua. Y ! < ., · > es bilineal y continua por tanto C00

• Por la regla de la cadena r/> es C00 y 

1 
Di,6(x) = 2fD < ·, · > (Lx,x)] o D(L x lE)(x) 

1 
= 2f< Lx, ·>+<·,X>) o LX lE 

Asi 

1 
Dr/>(x)(v) = 2(< Lx,v > + < Lv,x >) 

=< Lx, v > V v E E (Por ser L autoadjunta). 

Por el teorema de representación de Riez 

Lx = r/>'(x) E E. 
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(iii) < ,P'(x),x > = D,P(x)(x) 
d 

= -;¡¡Vi o /1(0) donde ¡J(t) = (1 + t)x 

= lim t/i((l+ t)x) - 1/i(x) 
r-o t 

= 2t/i{x) 1f¡ es positivo homogenea de grado 2. 
Por tanto 

< tli'(x),x>=2t/i(x) 

Ahora sea B, = { x E W : IJxll :S r } . 

'lxEW 

1 
1 :S< ,P'(x), x >S 111/>'(x)Jl Jlxll V x E W ~;: :S Jlt/i'(x)JI V x E B,. 

(iv) Porque 
< ,P'(x),x >= 2t/i(x);::: 1 VxE W 

entonces ,P'(x) f. O V x E W. Por tanto ,\(.i:) está bien definida. 

Porque llLx - LyJI :S llLJl llx - yJI y porque t/i' por hipótesis es localmente lipschitz es inmediato 
de (iii) y proposición 3.6 que ,\ es localmente lipschitz. 

(v) Por (iii) 
< tli'(x),x >= 2 'lxEM 

=:> 1 es un valor regular de t/i 

=:.t/i- 1 (1) = ;\.1 es una C 1•1 variedad (ver p.e. [AMR] pag. 162). 

En lo que sigue se necesitará que 4'M satiafaga una condición mas fuerte que la usual de Palais
Smale. 

(C") Si (xn) C M es una sucesión tal que t/i(xn) - e E R 
tiene una subsucesión convergente. 

Por último sean 
t/i,={xEM t/i(x)Sc) 

y 

y Lr(¡j:.~\j.;/j./;·> - O entonces (xn) 

I<, = { x E M t/i(x) = c,Lx = ,\(x)t/i'(.i:) }. 

LEMA 3. 7 (Lema de deformación) Sean t,6 , 1f¡ , y M como al comienzo de esta sección 3.2 y supongamos 
que .PIM satisface (Cº). Dados e E R , € > O y una vecindad U de K, en M existen e E (O,€) y una 
función r¡ : [O, l] x M - M que satisfacen: 

(i) r¡(t,-) es un homeomorfismo V t E [O, l], 

(ii) r¡(O, x) = x V x E M 

(iii) r¡(l,x) = x V x E M, tal que t/i(x) ~ (c-!,c+t), 
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. . 

(iv)liq(l,x)""'.."'ll!>llLllVx_EM (llLll eslanormadeloperador), 

(vi) q(l,"x) = e-e(z)Lx - K(x) donde O(x) E [O, l] V x e M, [(es compacto y K(M) es acotado. 

(vii) q(t, ·) es equivariante para todo t E [O, l] 

Demostración 
Porque 4'1M satisface (C") Ke es compacto. 
Kc compacto y {)U cerrado=> 6 = d(BKi'ou1 >O 

=> N,(I\e) := {X E M : d(x,I<e) :s; 6 } e u. 

Si probáramos el lema para N,(I<e), (v) seguiría siendo válida para la U original. Así, tomemos 
U= N,(I\e)· 

Se afirma que existe i E (O, t) y b > O tal que 

(3) 

En caso contrar~o existirían bn - O , i,, --0 y Xn E 4'c+i. \ (4'e-i. U N,¡ 8 (J(e)) tal que 

entonces (xn) satisface las hipótesis de la condición (C•). Por tanto (xn) tiene una subsucesión conver~ 
gente, digamos ella misma. 

Xn-x 

Además es inmediato que x E K,. Pero x .. (/. N6¡8(J(,) paran= 1,2,. .. por tanto 

Contradicción. Así existen i, b > O como se afirmaba en (3). Elijamos 

i , b tal que b2 > 2€, b < 6/8 y e E (O, i). 

Sean E' un subconjunto del espacio de !lilbert E y 

N, (E'):={xEE: d(x,E')$;6}. 

Sean C:= .¡.- 1¡c-e,c+e] y V :=4o- 1(c-i,c+i). Definamos 

Xi, X2 : E - [O, 1) 

d(x, E\ V) 
Xi(x) = d{x, E\ V)+ d(x, C) 

( ) d(x,N 6¡8 (K,)) 
X, X = d(x,N,¡s (Ke))+d(x,E\ Nº (J<e)) .,. 

Observemos que: 
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y 

· x1, X2 son funcionales invariantes localmente lipschitz, 

· x1=l si .reC,x1(.r)=O si .rrf, .¡,- 1(c-t,c+i). 

<P funcional invariante=> E\ V,C son subconjuntos invariantes 
=> la función distancia es invariante 

=> Xt, X2 son funcionales invariantes. 

Que son localmente tipschitz se sigue de que la función distancia es uniformemente continua y de 
la proposición 3.6. La segunda observación es inmediata de las definiciones de Xt, x2 y de que 
N6 (!<e) n M = N6(I<e). Sean 

x(x) = x1(.r)x2(.r) 

y 

X(x) = 11:i¡~ l (L.r - .\(:c),P'(x)) x E W. 

Consideremos el problema de valor inicial * = -X(r¡(t,x)) r¡(O,x) = x V :e E W. (5) 

Veamos que X satisface las hipótesis de la proposición 3.4. 

Porque 1/i E C 1•1(E,R ), X1 y x2 son localmente lipschitz, l/Lx -Lyl/ :5 l/LI/ l/x- vll y por (iv) 
al principio de la sección 3.2 se sigue de la proposición 3.6 que X es localmente lipschitz en W. 

Ahora 

11,l'(x)ll :5 llx/t+ 11/Lx - .\(x),P'(x)ll 

llLx - .\(.r)1/i'(x)ll2 =< Lx, Lx > -2.\2 (x)ll1/i'(x)ll2 + .\2 1/,P(x)l/2 

=< Lx, Lx - .\(x),P'(x) > por definición de.\ 

::; l/Lxl/ l/Lx - .\(x)l/!'(x)I/ 

~ l/•l'(.r)ll :5 I///~\\ ~:/ :5 llL//. 

Por tanto X: W C E - E es un campo vectorial localmente tipschitz tal que 

//X(x)I/ < llLI/ V x E W. 

Además por (iii) y (v) al principio de esta sección 3.2 se satisface las hipótesis de la proposición 
3.4. Así existe una única función r¡: [O, l] x M - M tal que 

(i) r¡(t, ·): M - M es un homeomorfismo V t E [O, l]. 
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(ii) r¡(O,x)= x Vx E M. 

Además 

(iii) Porque X(x) =O, si x1,(_.,;- 1(c-t,c+t), por (1) y definición de r¡ 
. - -----

-~(l;x)=c¡,(l)=x VxEM talque if¡(x)ft (c-t,c+t). 

(iv) lir¡(l, x) __- ~ÍI :5}; ll•Y(c,(s))li ds :5 llLll V x E M. 

(v) f..p(r¡(t,x)) =< Lr¡, 1{f >= jj,Wl < Lr¡,Lr¡ - .\(r¡)!/f(r¡) > 

= ll•~~/ llLr¡ - .\(r¡)t//(r¡)ll2 :5 O · (6) 

Así if¡(r¡(!, x)) es decreciente conforme t crece. 

Sea x E \Óc+< \U. Si x E.¡,,_, entonces 

if¡(r¡(l, x)) :5 .P(r¡(O, x)) :5 e - e. 

Si r¡(t, x) E \Óc+< \ (.¡,,_, U U) V t E (O,!] entonces tenemos, por definición de ,y , que 
,Y(r¡(t, x)) = 1 V t E [O,!]. De esto, por (6) y de la elección de b tenemos 

dif¡ o r¡ ( t "') < -b' 
dt ' -

=> b2 :5 if¡(x) - if¡(r¡(l, x)). 

Ahora cuando if¡(r¡(l, x)) :5 e- e no hay nada que probar. Supongamos que if¡(r¡(l, x)) >e - e. 
Entonces 

b2 :5 .P( x'¡ - .P( r¡( 1, x) )_ < e +e - (e - e) = 2e. 

Contradicción a la elección de e y b (ver 4). 

Por último veamos que para x E \Óc+< \ (if¡,_, UU) la curva integral r¡(!, x) no puede adentrarse 
en N,¡2(1\,) por lo que ,t(r¡(!,x)) < l p.a. t E (O,!] si y sólo si r¡(t,x) E.¡,,_,\ { x : if¡(x) =e}. 
En cuyo caso r¡(l, x) E.¡,,_,. 

Así sea X E </Je+<\(.¡,,_, U U) y r¡(!, x) E \Óc+c \ (if¡,_, U N,¡2 (1\,)) 

=> .P(x) - .P(r¡(t, x)) :5 2e < 2t. 
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Ahora 

bi111(t, .r) - .rii $ b J.' ll•l'(11(s, .r))I\ ds 

<J.' x(11)llL(11) - .X(11),P'(11lll
2 

ds por la elección de b 
- o 11111\ + 1 

= - l < L11,,l'(11) > ds por (6) 

1
0 d 

= 
1 

;¡;<Po11(s,.r)ds 

= <P(x)-<P(11(t,x)) 

< 2t 

por lo que 
2€ ó 

ll11(t,x)-xll$ b < S por (4) 

Por tanto 
11(t, x) nunca entra en N6¡2(I(,). 

(vi) La solución a la ecuación diferencial (5) puede ser representada de la forma 

11(1, x) = ,-•(r)Lx - K(x) 

, x(x) 
donde O(x) = 0(1, .r), O(t, x) =fo w(l}(s, .r)) ds E [O, l] para t E [O, l], w(x) = ll.rll + 1 

y l<(x) = - J0
1 [c.rp(O(t, x) - 0(1, x))L]w(11(t, .r)).X(IJ(!, x)),P'(11(t, .r)) dt 

Veamos que l\(M) es acotada. 

llw(.r).X(x),P'(.r)ll = lx(.r)I 1<Lx,,P'(x)>11\,P'(x)ll < llLll 11.rll < llLll 
11.rll + 1 l\#"(.r)ll2 - 11.rll + 1 -

Por último proben1os que /( es una función compacta. Para ello comencemos probando que 
.X,P' es una función compacta. Sea B,0 = { .r E M : 11.rll $ r 0 } con ro >O. 

l.X(.r}I < llL.rll 11.P'(x)ll < llLllril 
- 11""(.r)ll2 - 2 

V .r E B,0 

por (iii) al principio de esta sección. Como 

y por hipótesis ,P' es una función compacta entonces )u/l es una función compacta. 
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Analicemos O(t, x). Sean t < i < 1 y x,;; E M. Entonces 

l w(r¡(s, .E)) ds - l w(r¡(s, x)) ds :S llw(r¡(., i)) - w(r¡(., x))ll"' 

+ lt - il llw(r¡(., i))ll ... 

De esto y de la continuidad de .r i- w(r¡(., x)) E C([0, 1], [0, 1]) con la topología de la metrica 
uniforme en C([0, 1], [0, 1]) (para la continuidad de esta función ver en la proposición 2.6 la demostración 
de la continuidad de() se sigue la continuidad de O(.,·). 

Sea Y= { e"Lf3z : o E [-1,0], {3E[O,1] y z E A1/>'(r¡([O, 1] x B,,)) }. Como 

ll11(t, x)ll = llx + l ·'l'(r¡(s, x)) dsll :S ro+ llLll V t E [O, I] y Vx E B,,. 

y A,P' es una función compacta entonces A,P'(r¡([O, !] x B,,)) es compacto. 

Porque (o:,/3, z) ....._ eºLf1z es continua entonces Y es compacto.Tomemos 

o(t) = O(t,x)- 0(1,x) 

¡J(t) = w(r¡(t,x)), 

z(t) = A(r¡(t,x)).P'(r¡(t,x)). 

Por la continuidad de o, {3, z e"Lf3z es continua. Ahora como K(x) E convY V x E B,, y como 
la envolvente convexa de compactos es compacto entonces /((Br0 ) es compacto. Por lo tanto 

/\ es una función compacta. 

(vii) Porque en la definición del campo ;y estan involucradas sólo funciones equivariantcs y fun~ 
cionales invariantes, .Y es cquivariante . 

,'l'(Tar¡(t,x)) = Ta,'l'(r¡(t, x)) = Ta~(t, x) = ~T9r¡(t,x) 
~Tar¡(t, x) es una cur~a integral en Ta(x). 

Por la unicidad de la curva integral 

Por tanto 
r¡(t,.) es equivariante. • 

TEOREMA 3.8 Sean L, ef>, ,¡., M como antes y supongamos que ef>IM satisface (C"). Sea E= X.L$X, 
X subespacio cerrado T-invariante tal que ,y.L :::>Eº, y LX.Le X.L. Tomemos 'Yr(·) el indice relativo 
a x.L y definamos 

f; = {A E :F : ACM , 'Yr(A) ;o: j } 
y 
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e; = inf sup </>(;i:) 
AEr; rEA 

i= l ... N. 

Supóngase además que existen a, b E R tal que e¡ E (a,b) para l 5 j 5 N y Eº n.P-'[a,b] = 0 
Entonces e; es un valor critico de 1>\M para 1 5 j 5 N. Además si e¡ = ... = c;+p para algún j y 

algún p 2: O entonces -¡(Ke,) 2: p + l. 

Demostración 
Es suficiente probar la segunda afirmación, ya que tomando p = O tenemos que -¡(I<e,) 2: 1 para 

V 1 5 j :S N. Entonces Ke, # 0 para todo j = l, ... , N por definición de índice. 

Sea e; = ... = Cj+p = e, p 2: o. Notemos que I<e E e ya que: 

. I<e n Eº e .P-'[a,b] n Eº= 0, 

· Kc es compacto por (Cº) y 

· f(e es T-invariante porque M es T-invariante, <P es funcional invariante y L, A,P' son equivariantes. 

Procedamos por reducción al absurdo. Supongamos que -¡(I<e) :S p. Por la proposición 2.6 existe 6 >O 
tal que 

-¡(I<,) = -¡(N, (I<c)). 

Porque M es invariante y cerrada N,(Ke) = N, (K,) n M E C. Además porque Kc C N,(I<.) e 
N, (Ke) por proposición 2.5 

-¡(/\,) = -¡(N,(I<,)). 

Sean t < min{b- c,c- a}, U= N,(K,) y e, r¡ como en la conclución de lema 3.7. Por definición de 
e y de Cj+p podemos encontrar A E ri+P tal que </>(A) e .Pe+•· Por el corolario 2.12 

=> A\ N,(I\e) E f;. 

Sea B = r¡(l, A\ N,(I<,)). Por definición de t 

<P- 1(c- <,e+ t) n Eº e .¡,- 1(a, b) n Eº= 0 (por hipótesis) 

=>7/(1,x) ="' V ;i: E A\ N,(I<c) n Eº (por (iii) del lema 3.7) (7) 

Ahora veamos que g = r¡(l, -J\,.\N,(K.J satisface las hipótesis de la propiedad del mapeo (proposición 
2.9). 

g(x) = .-•(rJL., - K(x) por (vi) lema 3.7 

(a) Se satisface por hipótesis, 
(b) O(;i:) E [O, l] V x E A\ Ni(I<.), por (vi) en lema 3.7. Y 

O(t, Ts(;r)) = 1; w('l(s, Ts(;r))) ds 

= 1; w(Ts'I(•, ;i:)) ds por (vii) en lema 3.7 
= O(t, x) porque w es funcional invariante 
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Por tanto O(:z:) = 0(1,:z:) es funcional invariante. 

(c) Por (vi) en lema 3.7 I< es compacto y tiene imagen acotada. Y se checa fácilmente que K es equiv
ariante. 

Además por (7) 

Así por la proposición 2.9 
-¡,(B) 2: ')",(A\ N6(/<c)) 2: j 

:l-3 x E B tal que .P(x) ;:::_e 

Contradicción ya que por (v) del lema 3.7 Be .Pe-•·• 

Comentario: 

Si -r(I<e;) ;:::_ 2 entonces Kc; tiene un número infinto de órbitas (la órbita de un punto x es {To(x)} 9es• 
) ver [Be]. 
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CAPITULO 4. 

EXISTENCIA DE ORBITAS 

§4.1 Enunciado del teorema principal 

DEFINICION 4.1 (Vecindad estrictamente estrellada) Sea U C R 2N una vecindad del cero. U se dice 
estrictamente estrellada si (:{)U - S2N-l, ((x) = xflxi está. bien definida y es un difeomorfismo de 
clase C 2 (i.e. ( tiene inversa y ambas son de clase C2 ). 

Sea HE C 2 (R2N, R) tal que 

(i) E= H- 1(1) es compacta, 

(ii) E acota una vecindad estrictamente estrellada del origen (i.e. E es su frontera), y 

(iii) X. 'V H(x) .¡o V X E E, donde"·" denota el producto interior usual de R 2N. 

Notemos que de estas hipótesis se desprende que: 

1 es valor regular de JI i.e. 
'V H(x) #O V x E E= ¡¡- 1 

· Existe p > O con la propiedad de ser el mayor número para el cual 

T,E+xn{ yER2
N : IYI < p} = 0 Vx e E. 

Porque la distancia del hiperplano T,E + x al origen está. dada por 

e : E - R e(x) = i'V H(x) · xl/l'V H(x)i 

(1) 

(2) 

(3) 

, que por (iii) está bien definida y es diferente de cero, y porque e es continua y E compacto existe 
o < p = min,e:.: ecx) con la propiedad requerida. 

· Por la compacidad de E y continuidad de l · I existen r, R > O tal que 

r :5 ixi :5 R V x E E (4) 

En lo siguiente se exhibira la existencia de orbitas periódicas en E para el sistema Hamiltoniano 

x=J'VJl(x), J=(~ -;n con I=C (SH) 

El objetivo es probar el siguiente 
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TEOREMA 4.2 Sea HE (R2N,R) tal que: 

(i) El conjunto A = { x E R 2N : H(z) ::; 1 } es no_ vacío, compacto, estrictamente estrellado y 
E:= n- 1(1) es la frontera de A. 

(ii) z ·V H(z) #O V z E E. 

Si R 2 < 2p2, donde R, p son las definidas en (2) y (4), entonces (SH) tiene al menos N distintas 
órbitas periódicas en E. 

§4.2 El problema variacionnl 

En esta sección exhibiremos que existe una correspondencia biunívoca entre las órbitas periódicas de 
(SH) y los puntos críticos de una cierta funcionál .PIM· 

En lo sucesivo sera util identificar a R 2N con cN vía 

z = (p,q) E R'N -P+ iq E xcxN. 

Así 
Jz - i(p + iq). 

Aunque la notación no sea convencional podemos usar sólo la notación x = (p, q) para ambas formas 
de visualizar un elemento, ya sea en R 2N o en cN, del contexto sera claro cual de las dos se está elijiendo. 
Cuando utilicemol; en las ecuaciones siguientes " ·" nos referiremos al producto interior usual de R.2N. 

Comencémos introduciendo los espacios de Hilbert L2(S 1 • cN), H 112(S 1 • cN) y H 1(S 1 • cN). 

El espacio de llilbert 

N 

L2(S 1 • cN¡ := ©f..1 L2(S 1 • e ) con (u, v)L• := í:)u;, v;)L• u, V E L2(S 1 • e ). 
i=l 

Notemos que dado z E L2 (S 1 ,C.v) podemos definir i:S1 - CN por i(O) = (z1(0), .. • ,zN(O)) 
. E inversamente dado i: S 1 - cN podemos definir X = (ir¡i, ...• 1'Ni) E L2 (S 1 • cN¡ donde 
"J' cN - e es In proyección j-esima. y mediante la identificación de cN y n•N a un elemento 
x E L2(S1 , cN) Jo podemos ver como una curva en R 2N donde cada una de sus curvas coordenadas 
son funciones de L2 (S 1 , R ) e inversamente. 

Observemos que si u. V E L2(S 1 • e.V) 

N 

(u, v)L• := E-
2
1 ¡g• u;ii; clt = _!_ ¡g• (u, v)cN dt . 

i=l 7r 27r 

Por el corolario A.6, en el apéndice A, si u E L2(S 1 , cN) 

u= L u,e;kl donde U• E cN. e; .. =(•;" ...... ;••¡ E L2(S1 ,cN). 
•ez 
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Ahora a partir de esta expresión única de los elementos de L2(S1 'cN) definimos los espacios de Sobolev 

H 112(S 1 'cN) := { u E L2 (S 1 'cN) : Ekez (! + lkJllu<l2 < 00 } 

H 1(S 1 ,cN) := {u E L2(S1 ,CN) L::<I+lkl2)lu<l2 < 00} 

kEZ 

provistos con el producto interiór 

<u,v>n•n:= L(I+lkJlu<ii< u,vEH112(S 1 ,CN) 
kEZ 

<u,v>u•:= L::<I+lkl2Ju<ii< u,vEJ/1(S 1 ,CN) 
<ez 

que los hacen espacios de llilbert. 

Una norma equivalente a la H 112 es 

llulJ2 := 2ir(luol2 + L lkllu<l2) u E ¡¡ 1l 2(S 1 'cN) 
kEZ 

la cual proviene del producto interior 

<u, V>= 2ir(uoiio + L lklu<ii<) u, V E ¡¡1i'(S 1 • cN¡. 
<ez 

Que ll · lln•/' y 11 • ll son equivalentes es simple de comprobar. 

Claramente 

( 2 ir~1¡2 llull11•/' ::; llull :5 (2ir)1121iulln•/' 

por lo tanto las normas son equivalentes. 

Denotemos por E a (J/ 1l 2(S 1 'cN¡, Re <, > ). De aqui en adelante 1\ In parte renl de <, > la 
denotnre111os <, >. 

Sea E= E- E!l Eº E!l E+ la descomposición ortogonal de E correspondiente a la parte k < O, k = O y 
k > O de (5). Sea x E E x = x- + x 0 + x+ y definamos 

!/J:E-R !/J(x) := 1.. ¡;:• l/(x(t)) dt 
271' 

L: E - E L(x) := ,,+ - ,,-

q,: E - R .P(x) := ~(llx+112 - llx-112) = ~ < Lx,x > 

M:=1P- 1(1). 

Es inmediato de la definición de L que es un operador lineal acotado y autoadjunto. Y además 
D,P(x)(·) =< Lx, · > (esto se probó al principio de la sección 3.2). 
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Supongamos que H .P y M satisfacen las siguientes condiciones ,(*),: 

· 'V H(y) ·y= 2H(y) \ly E R 2"' y IV' ll(y)l/IYI ::; J( p.a. J( > O y V y E R 2"' 

< V',P(,,),,, >= 21"(") V" E E, ,\,1 es una C 1 variedad y 'V,P(") .l TrM V" E JW, (*) 

. < 'V,P(,,),e >= D.P(,,)(O = .,¡.¡;·'V ll(,,(t)). e{!) dt V e E E, V" E E. 

Ahora exhibamos la correspondencia biunívoca entre las órbitas periodicas de (SH) y los puntos críticos 
de la funcional t/>IM atravez de las dos siguiente proposiciones. 

PROPOSICION 4.3 Existe una correspondencia biunívoca entre las soluciones de (SH) de periodo T 
contenidas en E y las soluciones de periodo 2,,. de 

:i: = >.JV' ll(:r) ,\>O 

, donde ,\ depende de T, contenidas en E 

PROPOSICION 4.4 " es solución de 

:i: = >.J'V H(:r) donde ,\ = t,f>(,,)/27r 

contenida en E si y sólo si x es punt.o critico de 4>IM· 

Demostración de proposición 4.3 
Sea "(t) una solución de (SH) de periodo T, tomando t(r) = ?r, z(r) :="o t(r) tenemos 

dz 211". 2,,. 
;¡;:(r) = r"(t(r)) = TJV'H(z(r)). 

E inversamente tomando r(t) = (T/27r)t, y(t) := z o r(t) tenemos 

;¡¡ = ~i(r(t)) = J'VH(y(t)) 

Además y(t) = "(t). • 

Para la demostración de la proposición 4.4 necesitamos las siguientes proposiciones. 

PROPOSICION 4.5 Sea z E H 1(S 1 , C"') entonces 

< Lz,e >= - ¡;• Ji(t) ·W) dt V e E E 

37 

(SH) 



PROPOSICION 4.6 Sea x punto crítico de tf>I..:. y ,\ > O entonces existe un único i; = (p, q) E 
H 1(SI , CN) tal que 

Í: = ,\J\T H(x) casi donde quiera (c.d.q.) 

y 

(i;] = ...!... f0
2

' x(t) dt donde (i;] := -
2
1 f0

2
• i;(t) dt . 

'}.;r 1t" 

Demostración de la proposición 4.4 
=>) Sea :r: solución de 

:i: = ,\J H'(x) donde ,\ = t/>(:r:)/211' 

1 r2• < 'V!/i(:r:),e > = 271'.\ Jo .\'V(x(t)) ·e(!) dt 

= - 2!.\f02• Ji:(t) ·e(t) dt 

1 
=< 211'.\'e > Ve e E por 4.5 

1 
=> < 'V!/i(x) - 2ir,\ L:r:,e >=o V e E E 

1 
=>'Vi/i(x) = 2,,.,\ Lx 

=>dq\jM(:r:)(y) = Dq\(:r:)(y) 

=< Lx,y > 

por(*) 

=< 2ir.\'V!/i(x),y >=O V y E TrM por(*). 

~) Sea :r: un punto crítico de tf>IM· Entonces 

O= dtf>IM(x)(y) = Dq\(:r:)(y) =< Lx, y> V y E TrM 
=>Lx = ..\(x)'Vi/i(x) ya que por (*) 'V!/i(x) .L TzM. 

Tomemos,\= ..\/211'. Por la proposición 4.6 existe un único :i; = (p,q) E H 1(S 1 ,CN) tal que 

Í: = ,\J\T H(x) c.d.q. 

y 

[z] = 2~¡02• x(t) dt 

Ahora sea e= (e1,e2) E C 00 (S1 , CN) y tomemos el producto interior de Je con (6) 

.\f;''VH(:r:(t))·e(t)dt = ¡;·c-6·PH14)dt 

= 1;«e2 . v - e1 . <il dt 

= 2irRe(i,{)p donde { = (6,et). 
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En la penúltima igualdad se aplico integración por partes, valido porque fi 1 q son absolutamente con· 
tinuas (ver [Co] página 189). 

Por otra parte 

/;J;"'ilH(x(t)) ·W) dt =< XV,P(x),{ > por(*) 

=< Lx,{ > por ser x pto crítico 

=< L{, x > por ser L autoadjunto 

= - ¡;• J~(t) · x(t) dt por 4.5 

= 2irRe(x,ÜL' 

por tanto 

Re(i:,t)L, = Re(x,t)L, 1/ ~E C"'(S1 ,cN¡ 
como C"'(S1 'cN¡ es denso en L2(Sl • cN¡ 

i: = x c.d.q. 

Así x, i: tienen los mismos coeficientes de la expresión (5). Entonces x E H 1(S 1 , CN), y por el 
corolario A.10 1 en el apéndice A, x es continua. 

x continua=> x = X 

=>;;e cicsi ,cN¡ 

esto último por ser i: solución de (6) y por ser >.JV H(x(t)) continua. Por tanto x e C 1(S 1 , cN¡ y 
satiaface (Sil). 

Por último por ser x solución de (SH) 

fill(x(t)) =V H(x(t)) · >.JV H(x(t)) =O 

=> H(x(t)) =cte. 

ComoxeM 

1 = 2~¡;• H(x(t)) dt = H(x(t)) 

por definición de E 
x(t) E E 1/ t E [0,2ir]. 

Solo resta calcular el valor de >.. 

11" t/i(x) = - -Ji:.,, dt 
2 o 

por proposición 4.5 

11'· = 2 
0 

>.V H(x(t)) · x(t) dt 

11" = 2' 
0 

2>.H(x(t)) dt por(*) 

=2ir>. porque x(t) está contenida en E. • 
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Demostración de la proposición 4.5 
Sea z E H 1(S 1 , CN) y e E E. Expresemos a 

= = ¿:: akei'=t , ~ = 2: b1:eikr 
A::ez kez 

como en (5). Y calculemos 

( . ikt) 1 J.'' . -ikt dt z, e ¿1 = 
2

7r 0 ze 

= _.!... ¡;• z(t)ike-ikt dt integración por partes 
271" 

= ikak. 

Por el teorema A.2 (b) (apéndice A) 

.: = L ikakeikt. 
kEZ 

Ahora por definición de < ·, · > en E 

Por otro lado 

Por tanto 

< Lz,e >= 2,,.Re( L:; kakbk)· 
kEZ 

- fo2
' JZ(t). e(t) dt = - ¡;· iz(t) . e(t) dt 

= 211"Re(-i(Z(t),e(t))L.) 

= 2:rRe L:; kakbk. 
kEZ 

< Lz,e >= - ¡;· Ji(t) · Wl dt. • 

Demostración de la proposición 4.6 
Veamos que se satisfacen las hipótesis de la proposición A.11, en el apéndice A. 

Sea e; = (O, ... , 1, O, ... O) E L2(S 1 , cN¡ . Porque Lx = Á(x)Vl/>(x) 

o=< Lx,e; >= X(x) < ViJ>(x),e; > 
1 ¡."• => o= 2; o" V ll(x(t)). e;(!) dt 

1 ¡."• => O= 2; ; 'V ll(x(t)) dt . 

Por tanto (,\JV H(x)] =O. 

Ahora IV Hl2 continua y X E H 112(S 1 'cN) e L2(S1 'cN¡ 

=> IV ll(x(t))l2 es medible 

=> ¡;• 1v H(x(t))1 2 dt ::; ¡;• b dt < oo b=cte 

=> V H(x(t)) E L2 (S 1 , CN). 
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La penúltima afirmación es debido a que V H es acotada en acotados, por una de las condiciones (*). 

Porque V' H(z(t)) E L2(S1 , cN) y [AJV H(z)) = O , por proposición A.11, existe un único 
.i: = (p, q) E H 1(S 1 , CN) tal que i: = MV H(z) c.d.q. y (.i:J = ,J. ¡g~ ;r(t) dt . • 

§4.3 Cambiando el hamiltoniano 

Antes de demostrar el teorema principal, teorema 4.2, cambiaremos la función H E C 2(R2N, R ) 
original por una muy particular que satisface las condiciones (*) y cuyas órbitas periódicas en E están en 
correspondencia biunívoca con las del hamiltoniano original Además se harán algunas pruebas técnicas 
necesarias para aplicar la herramienta desarrollada en los capítulos 2 y 3, para la demostracíon del teorema 
4.2. Cambiemos la función H por una más con\'enientc, definamos 

¡o 
H(;r):= 

k(2¡1:,)1~ 

si"= O 

(7) 

si" ;é O 

donde (: s•N-l - E es la inversa del C2-difeomorfismo 

(: :!:: - s•N-l con s•N-l := { ;r E R2N \z\ = 1} , ((.r) = z/\,,\. 

41 



Íl(x) es el cuadrado "de lo que tendriamos que dilatar o contraer radialmente a E para que contu
viera a x" 1 ver figura 1. 

Notemos que fl- 1(1) =E. 

Ejemplo. Una de las condiciones gcometricas de E es que existan r 1 R > O tal que 

r $ lxl $ R V x E E (ver 4 ). 

Definamos Íl0 , Íl1 como definimos ÍI usando las superficies Eo = { x E R 2
N lxl = r }, E1 = { 

x E R 2N : lxl = R } respectivamente. Entonces 

I~~ = fl,(x)::; fl(x)::; flo(x) = 1 ~!'. (8) 

Supongamos probadas las siguientes propiedades de ÍI (propiedades que se probarán en la proposición 
4.8) 

·"VÍl(x) ·X= 2Íl(x), 

·'V ÍI es localmente lipschitz. 

De la primera propiedad se desprende que 1 es un valor regular de ÍI. Como fl- 1(1) =E entonces 
"VÍl(x) ..L T,E V;, E E. Pero por definicion de E "Vll(x) ..l T,E. Por tanto 

\7 H(x) es paralelo a '1 Íl(x). (9) 

Notemos que las soluciones de 
i: = J"Vll(z) (10) 

pueden ser reparamctrizadas y ser soluciones de 

i: = J\7 Íl(z) (11) 

e inversamente. ~lás precisamente 

PROPOSICION 4. 7 Las curvas :{!) contenidas en E que satisfacen i: = J"V H(:) estan en cor
respondencia biunivoca con las curvas y(t) contenidas en E y que satisfacen f¡ = J"V H(y). 

Dc1nostración 
Sea :(t) una curva contenida en E que es solución de (10). Y sea..\ la función definida por 

'1 Íl(x) = ..\(x)"V H(x) X E E. 

Por (9) ..\ está bien definida y porque 1 es valor regular de ÍI ..\ no se anula en E . Utilizando que 
'1 JI, '1 ÍI son localmente lipschitz, que ..\ no se anula y los criterios de la proposición 3.6 es facil ver que 
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,\( z) es localmente lipschitz. 

Ahora concideremos el campo 

x:R -R x(t)=-\oz(t). 

Porque z es de clase C 1 , : es localmente lipshitz. Así por proposición 3.6 X es localmente lipschitz. 
Además lx(t)I <e V t E R y p.a. e> O ya que E es compacto y,\ es continua. Por el lema 3.5 existe 
una función r tal que 

dr 
dt=,\ozor(t) VIER, 

y proponemos para la reparametrización a r y y(t) := z(r(t)). 

Así 
dy 
dt =,\o z(r(t))J\7H(z{r(t))) 

= J\7 fl(v(t)) 

~ y(t) es solución de (11). 

La inversa se hace en forma analoga. • 

fl tiene las siguientes propiedades, dentro de las cuales están las condiciones (*) impuestas a H en 
la sección anterior : 

PROPOSICION 4.8 Sea fl: R 2
N - R definida como en (7). Entonces 

(i) fI es positivo homogenea de grado 2. Y \7 fl(z) · z = 2H(z), 

(ii) Si z E R 2N - {O} entonces 

\7 f/(z) = f/(z) 112\7 ii(x) con x = ii(z) 112x, x E E 

(iii) fl E C 2 (R2N -{O},R )nC1•1(R2N,R) 

(iv) l\7H(z)lflxl está acotado, x #O. 

De111ostración 
(i) Es inmediato de la definición de ii que es positiva homogenea de grado 2 (i.e. H{lz) = 12 f/(z), 
t >O). 

43 



Además 

V ff(x).,, = lim ff((l + t)x) - ff(x) 
1-0 t 

= lim (1 + !) 2 ff(x) - ff(x) 
e-o t 

= 2ff(x) 
por tanto V H(x)." = 2ff(x) V X E R 2N (12) 

(ii) Sean "ºE R 2N - {O) y n = ff(xo) 112. Definamos 

E 0 = { nx : x E E ) . 

A partir de la transformación lineal 

X: R 2N -R2N X(X) =ax 

restringuida a 
xl:E-Ea 

podemos ver que 
T,E + i es paralelo a T0 ,E0 +ni Vi E E. (13) 

Por (i) n 2 es un valor regular de ff y como 
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entonces V i'i(etx) # O y V i'i(etx) .L Ta~Ea 'V x E E. Por tanto por (13) V i'i(z) es paralelo a 
V i'i(x) V x E E donde z = 0<x. Definamos i'i1(z) como se definio i'i(z) pero usando la superficie 
Ea. Sea z E R 2N - {O} entonces 

Por (12) 

z = i'i1(z) 1l 2z 

= H1(z)1/20<x 

=? i'i(z) = et2i'i1(z) 
=?V i'i(z) = et2V i'i1(z) 

- _ x H(x) 2 
V H(z). !xi = 2Trl = !xi 

definición de i'i 1 ( z) 

por definición de i'i 

donde .r, x son como en la figura 2. 

'V x E E. 

Tomando z = z 

V i'i(z) · ..=_ = n 2V i'i1(z) · ~ donde z = 0<x y x E E 
!zl !zl 

= 2et
2 i'i1(z)/lxl 

= 2o/!x!. porque z E Ea. 

Por ser V i'i(x) y V i'i(z) paralelos y saber cual es su proyección sobre el vector unitario x/!zl tenemos: 

V i'i(z) =et V i'i(x) = i'i(x)1l 2v i'i(x) , x = i'i(x)- 1l 2x , V x E Ea 
=?V H(x) = H(x) 112V H(x) , x = H(x)- 112x , 'V x E R 2N - {O}. 

(iii) i'iln'"'-{o) es C2 ~orque es composición de funciones C00 y C2 entre variedades. Ahornes inmediato 
de la definición que DH(O) = O. Por (ii) 

limVi'i(x) =0 
r-o 

i'i e c1cn2N,n J. 

Porque C2 =? C1•1 Hla'"'-{O} es localmente lipschitz. Además[¡ es lipschitz en o ya que 

!Vi'i(O)- Vi'i(x)I = i'i(x)1121Vi'i(xJI 

(iv) De la última desigualdad de (iii) se sigue 

IVH(z)I ,. -,-x-1 - :5 ,, 

= :;:1vi'i(xJI 

:5 lxlK 

!\=ele 'V z E R 2
N - {O}.• 

De aquí en adelante denotaremos ai'i por Jl. 
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Ahora probemos que usando esta H, l/J y M satisfacen las restantes condiciones ( •) de la sección 
anterior. 

PROPOSICION 4.9 Sean </i , .P y M como antes. Entonces 

(i) D</i(x)(-) =< Lx, · > (via el teorema de representación de Riez), 

(ii) l/J es positiva homogenea de grado 2 y < V',P(x), x >= 2,P(x) 1/ x E E, 

(iii) l/J E C 1•1(E,R) y lf¡' es compacta, 

(iv) < V'l/!(x),y>= D,P(x)(y) = ,¡.¡;•vn(x(t)) ·y(t) dt, 

(v) M es una C 1•1 variedad, 

(vi) M es estrictamente estrellada. 

Demostración 
(i) Ver prueba de (ii) al principio de la sección 3.2 

(ii) Porque H es positivo homogenea de grado 2 ( proposición 4.8 (i)) lf¡ tambien lo es. El resto ya 
se probó en (iii) al principio de la sección 3.2. 

(iii) Concideremos primero algunos aspectos geometricos que nos permitiran hacer calculas. Defi~ 
namos Ja función t como la proyección radial sobre E i.e. 

n2N \{O} 

conmuta. 

Denotemos por a,= H(x) 112 • Y definamos Ea,= a,E, para x #O, y 

Claramente 
eli;., =e, 
de:: TgE - TgE , de;Cu) = _!_uy 

"· 
R 2N = T,EE!) < x > , x = {(x), 1/ x #O. 

Sea w =u+ v E T,EE!l < x >. Entonces 

D{(x)(w) = D{(x)(u) + D((x)(v) 

= de;(u) 
1 

=-u. 
"• 
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Regresando al aspecto central de la prueba, por Taylor 

IH(.r + h) - H(.r) - V H(.r)(h)I ::; ~102 H(c)(h,h)I e= tx + (1 - t)(.r + h) p.a. t E [O, 1) 

S ~1102 H(c)lllhl2 

donde 1102 H(c)ll := suplhd=lh,l=l ID2 H(c)(h¡, h2)I. 

El objetivo es encontrar una cota de 1102 H(c)ll independiente de .r, h E R 2N - {O}. (Aquí, 
en R 2N - {O}, es donde Hes C 2 ver (iii) proposición 4.8 ). Porque V /f(.r) = H(.r) 112V H(x) ((ii) 
proposición 4.8) 

g~ (X) es una función continua sobre un compacto, por tanto acotada para 1 :5 i :5 2N. Por lo 
que 

11 (~~ (x)~:. (x)) 11::; 81. 

Ahora sea w = (tv1, ... , w2N), llwll = 1 

Por tanto 

-(-H(x)) : ( 
{) {) ) ( w1 

8>!; 8.r; . 
W2N 

) = D("il Jf o e)(x)(w) = D'V H(e(.r)) o oe(x)(w) 

= D'VH(e(x))(...!..u) w= u+v eT,E$ <.r > 
O'r 

= (o 8'8H· (x>) (_!_u)' 
:CJ .r, O'z 

( 
~ 8 ({)/{ - l) => 11 H(x)' fJ.r; 8,,,, (.r) 11 S 82 

( 
8

2/f) 
=> 11 8x;D.r; 11 S B. 

llH(x + h) - //(.r) - V //(.r)(h)ll S Blhl'. 

1 r'• => 11/J(.r + h)- 1/l(x) - Re('V //o .r,h)L'I S 
2

'11'J; lll(.r + h) - H(.r) - (V H o x) · hl clt 

s !11h11¿, 

::; !111i112 

=> 01/J(.r) = Re('Vlf ox,.)L" 
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Utilizando el teoréma del valor medio y que /ID2 H(z)/I:;; B V x E R 2N - {O} se prueba que 

Por lo que 

Por tanto 

IVH(x + h)- VH(x)I $ Bolhl V x, h E R 2N - {O}. 

/l.P'(:r + h) - ,P'(x)/IE· := sup ¡-
2
1 J;;'(v H(x + h) - V H(x)) · z dt 1 

zEE 7r 
11,1151 

$ sup 1
8
2 
° f0

2
' ih(t)liz(!)I dt 1 

zEE 7r 
11,1151 

$ sup Bo/l l'1l llL 2 /l lzl /IL• 
11~fff1 

:5 Bollh/IL• :5 Bo/lhll. 

,¡,'ec1
•1(E,RJ. 

(15) 

Sea (:r;) una sucesión acotada en E. Porque E está compactamente encajada en L2(S 1 , CN) hay una 
subsucesión de (:r¡) que converge en L2 (S 1 'cN). Supongamos que :r; - X en L2 (S 1 'cN). 

Esto y (15) implican 

11.P'(:r¡) - .P'(:r)llE· :5 :;llx; - x!IL• - O 

Por tanto l/J' es compacta. 

(iv) Utilizando el teorema de representación de Riez y (14). 

(v) Ver prueba de (v) al principio de la sección 3.2. 

(vi) Ver (Ra2] 2.18 página 603. • 

Por (8) 
llzlli,, $ 27rR2 fo2

' H(x) dt :5 47rR2 si ,P(x) :5 l. 

En particular .i\.-1 está acotada en L2 . 

§4.4 Condición e· 

(C") Si (xn) CM es una sucesión tal que ,P(xn) - c E R y 

Lxn - A(:rn).P'(zn) _O 
(llxnll + !)1/2 
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entonces (xn) tiene una subsucesión convergente donde ,\(x0 ) = <~¡~1(~:~¡,l>. 

LEMA 4.10 .PIM satisface la condición C". 

Demostraci6n 
Sea 

Como 

entonces 

Por tanto 

Lxn - ,\(:rn),¡,'(:tn) 
(xn) e M tal que ef¡(xn) - e y Zn = (ilxnll + 1)1/2 - o. 

-ao S 2ef¡(xn) S ao ao > O 

y 

y 

-a+ llx;l'll S llx;;-11 $a+ llx;l'll V n (a> 1). 

De< 1//(x0 ),x0 >= 2, < Lxn,Xn >= 2ef¡(x,.) y (17) se tiene que 

l.\(:rn)I = l.P(xn) - ~(lixnll + 1)112 < Zn,Xn > 1 

1 
S l.P(xn)I + 2(1ixnll + 1) 112ll:nll llxnll· 

(17) 

(18) 

(19) 

(.r0 ) no tiene una subsuccsión convergente a cero, ya que M es cerrada y O~ M , por lo que existe 
a1 >O tal que llxnll + 1 $ adlxnll V n. Esto, (18) y que (liz0 llJ esté acotada (por (17)) 

(20) 

La multiplicación escalar de (17) por x;t da 

Como l'V fl(x(t))l/lx(t)i está acotado (proposición 4.8 (iv)) y M está acotado en L2(S1 , cN) (por 
(16)) 

Por tanto 

2
1.,J;• 'V II(x0 (t)) · x;t(t) dt S -i;; J lxn(t)i l'V ~~~;~t))l lx;l'(t)i dt 

{"r.(l);tD} 

I\ r'• + S 2,;"Ja" lxn(tll!x,. (t)i dt 

S ~ f0
2

' lxn(t)l 2 dt S b. 

1ix;l'i12 $ a4 + a51i:rni1312 . 
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Dado que llz~llL' = llz~ll. entonces (z~) está acotada en E digamos 

l/n = 1, 2, . . . b > O. (22) 

Esto y un cálculo utilizando (19) y (21) nos da que (zn) está acotada en E. Veamos: si Zn es tal que 
llz;\"11 2'. a entonces 

llxnll 2 = llz;;-11 2 + llz~ll 2 + llr;\"112 

:5 b2 +(a+ llz;\"11 2
) + llz;\"11 2 

:5 b2 + 3llz;t°ll' 
:5 b2 + 3a4 + 3asllznll3

/
2 

:} llznll(llznll - 3asllznll 112
) :5 b2 + 3a4. 

En caso de que llznll - 3asllznll 112 < 1 entonces 

llznll < (1+3as)2. 

En caso contrario llrnll - 3asllrnll 112 2'. 1 entonces 

llrnll :5 b2 + 3a4. 

por ( 19) y {22) 

por (21) 

Por tanto llrnll está acotada por Mo = mar{ (1+3a5 )2, b2 + 3a4} si llr;\"11 > a. Si llr;\"11 :5 a entonces 

llx;;-11 :5 a+ llx;\"11 :5 2a por {19) 

esto y (22) implic~n que rn está acotado por M 1 = 3a + b. Por lo tanto (llznlll está acotada por 
M = max{Mo, Mi}. 

Ahora L2 (S 1 
1 CN) es un espacio de Hilbert separable, por tanto la sucesión acotada (x~) tiene una 

subsucesión convergente en L2(S1 , cN) pero 11 · llL' es igual a 11 · ll en Eº. Por tanto 

x~-xº en E. (23) 

De {20) y de que (xn) esté acotada en E se sigue que la sucesión (,\(xn )) tiene una subsucesión 
convergente, digamos ella misma 

,\(x.)-,\. 

Por la compacidad de,¡/, (,P'(xn)) tiene una subsucesión convergente digamos ella misma 

,P'(x.)-y. 

Asi de ( 17) se tiene que 
L(xn) = x~ - x;; converge en E 

Como T : E- al Eº al E+ - E- al Eº al E+ , T(,,- +,,o+,,+¡= -x- + x0 + x+ 
(x;t" + z;;) converge en E. 

Esto y (23) :} Xn converge en E. • 

§4.5 De1nostraci6n del teorcrna principal 
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En esta sección tomaremos el producto interior en L2 sin normalizar p.e. si u, v E L2 ([0.T], C ) 
entonces 

(u, v)L• = 1T u(t)ii(t) dt 

Definamos 
Te : E - E Te(x(t)) = x(t +O). 

Es inmediato checar que Tes una acción de S 1 sobre E. 

Tomemos la descomposición ortogonal de E = E- 6l Eº 6l E+ debida a ( 5) correspondiente a k < O, 
k = O, k > O respectivamente. Notemos que x E E es un punto fijo 

= Te(x) = x V O E S1 

= .r(t) = .r(O+t) VO E S1 V t 
<==> x: S 1 - E es una función constante 

= xe Eº. 

Por tanto dime Eº = N < oo. 

Definamos L : E - E , lx := .r+ - ,,- donde x = ,,- + xº + x+ E E- 6l Eº 6l E+. L es autoadjunta 
y equivariante. Que es equivariante se checa en forma inmediata expresando .x(t) = L:kez akeil:t. 

Tomemos,¡,: E - R y M como antes,¡,:= :];Jo'' H(x(t)) dt M := ,¡,- 1 (1). Entonces 

1 r•• 1 r••+e Y'(Te(x)) = 271"Jo H o x(t +O) dt = 2,;Jo H o x(t) dt = i/J(x). 

Por tanto t/J es una funcional invariante. 

Tomemos, "Yr( · ) 1 el índice relativo al subespacio cerrado e invariante E+ i.e. 

y como antes tomemos 

r = { A E :F: A e M 1r(A) 2:. j } , j 2:. l. 
y 

c; = infAer,sup,eA4i(x) 

Sea A E r;. Entonces 1r(A) ;:::_l. Por lo que por la propiedad 2.4 del índice relativo 1r A n E+~ 0 

Sea X E A n E+ e "" n E+. Entonces 

Por tanto 

4i(x) = ~llxlJ 2 ~ ~llxlJz, ~ ~Jo'' H(x(t)) dt . = ¡rr~. 

c; ~ 7rr2 1 ~ j ~ N. 

por (8) 

Sea E 1 el subespacio N dimensional de E+ correspondiente a k = l. Y sea A= M n(E- 6l Eº 6l E1). 
M estrictament estrellada (proposición 4.9 (vi) )implica A estrictamente estrellado. Por proposición 2.8 
(de indice para esferas) ")'r(A) = N. 
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Si x = .,- + x0 + x+ E A entonces 

l\.z:+l\h :5 l\x\11• :5 R2 f0
2

' H(x(t)) dt 

= 2rrR'. 
por (8) 

Como x+ E E1 entonces \\él\= l\x+\\L'· 

~ </>(x) = ~l\.r+I\' - ~\\x-\\' :5 ~l\éll' :5 rrR' 

=> Cj s ttR2 

e; E [rrr2 ,rrR2
] 1 :5i:5 N. 

Si x E Eº entonces </>(x) = tl\z+\12 - tl\x-1\2 =O. Por lo que Eº n.p- 1[rrr2 0irR2
] = 0. 

Así se satisfacen todas las hipótesis del teorema 3.7. Por lo tanto c1, •. . ,cN son valores criticas. Y 
si e¡ = Ci+l = ... = Ci+p p ~ 1 entonces 7(I<c

1
) ~ 2. Por lo que existirá una infinidad de órbitas inde

pendientes. Si e¡ f:. e; si i f:. j basta probar que en cada I<c; existe una solución de periodo mínimo 27r. 

Sea x E K,, (p.a. 1 :5 i :5 N) de periodo T = ~ m 2! l. Entonces por proposición 4.4 x está 
contenida en E y satisface 

x = >.J'il Il(x) con </>(x) = 2ir,\. 

Sea x(t) =X+ x(t) con X E Eº y x(t) tal que f[ x(t) dt= o (x(t) = Lk;to Oke;kt). Como 

y 

Entonces 

Por (3) y por proposición 4.8 (i) 

por tanto 

Jx·x =Ji ·x+ú ·x +Ji· x 
=Ú·x+Ú·x 

¡'• lo J.i:. ¡; dt = Re(i.i:,x)L• =o. 

</>(x) = ~f02' -Ji:· x dt 

= !¡,2
• -J!i: . ¡; dt 

2 o 

:5 ~l\.i:llL•llxl\L• 
1 . 

:5 2m\\x\\L• 

= 2~1\xl\h 
1 ¡,•· • = 2m 0 l.\'VH(x(t))I· dt 

por proposición 4.5 

Por la desigualdad de Wirtinger 

(2rrlzlL• :5 Tlzl si z E IJ 1 (ST, R 2N) 

ver [LP] página 91) 

pl'il Il(y)I :5 IV H(y). YI :5 2 V y E E 

i'il II(y)I :5 2/p V y E E. 
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Así 

* mp2,P(:r) < 4ir,\2 = .P'(x) 
- " * ,P(x) ~ mp2 ir. 

Se sigue de la hipótesis R 2 < 2p2 que 

Por tanto el periodo mínimo de x es 2;r. • 
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APENDICE A 

DEFINICION (base de Hilbert) Sean (E,< · >) un espacio de Hilbert /K (K =R o C ) y 
{ u;};er C E es una base de llilbert de E si : 

(a) {u¡}¡e1es un conjunto ortonormal i.e. < u¡ 1 u; >= 6¡; V i,j E J. 

(b) E=< {u;};er > donde< {u;};er >:={u E E 
{u;};er 1 :5 j :5 n y n algun natural}. 

u = LJ=l >.;u; con >.; E K , u; E 

TEOREMA A.l (Riez-Fischer) Sea {u;}~ 1 un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert 
(E 1 < · > ). Para la sucesión de escalares {k;} las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) Existe u E E tal que < u, u; >= k; j = 1, 2, ... 

(b) f; lk;l2 < co 
J=l 

(c) f: k;u; converge en E.• 
j=l 

Para su demostración ver p.e. [Li] página 191. 

TEOREMA A.2 (Caracterización de bases de Hilbert) Sea {u1};e1 un subconjunto ortonormal del 
espacio de Hilbcrt E. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) {u;};er es una base de llilbert de E 

(b) Para cada u E E u = f: < u, u; > u; donde {u; E I : < u, u; >f. O } { u; 
j=l 

i= 1,2, ... }. 

( c) Si u E E y < u, u; >= O V i E I entonces u = O. • 

Para la demostracioú ver [Li] página 193. 

PROPOSICION A.3 Sea" E L 1(S 1 ,C ). Si ~ ¡;• ;i:(!)e-int dt =O V n = 1, 2,. .. entonces x =O 
casi donde quiera (c.d.q.). • 

Para su demostración ver [Li] página 31. 

PROPOSICION A.4 Si x E L2 (S 1 ,C) entonces x E L1(S 1 ,C ). 

Demostración 
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Es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Holder. Tomando y(t) igual a la función constante 
1, por Holder tenemos 

r2
• r•· r•· r· lo x(t) dt =lo x(t)y(t) dt :5 lo lx(t)l2 dt lo ly(t)l2 dt < oo. 

Por tanto 
x E L1(S 1 ,C ). • 

COROLARIO A.5 {eiklhez es una base de Hilbert de L2 (S 1 ,C ). 

Demostraci6n 
El producto interior para x, y E L2 (S 1 , C ) esta definido por 

1 r· (.r,y) = 2;;: lo .r(t)y(t) dt. 

Sea x E L2 (S 1 ,CN) tal que (x,e1"J =O para k = 1,2, .... Entonces x E L 1(S1 ,C) por la 
proposición A.4. Asi por la proposición A.3 

Por tanto 

Definamos 

x =O c.d.q. 

{ e1•• hez es una base de llilbert (por proposición A.2). • 

N 

L2 (S 1 'cN¡ :=Et) L2(S 1 'c ) 
i=t 

N 

(u, v)¿> := L(u;, v¡) 
i=l 

Sea 1fj: L2(S 1 ,CN)- L2 (S 1 ,C), 7r;(u1, •• .,uN) =u;. Y sea (ttn) una sucesión en L2 (S 1 ,CN). 
Observemos que: 

· (un) es de Cauchy si y sólo si (ir;(ttn)) es de Cauchy para 1 :5 j :5 N, 

(un) converge si y sólo si (rr;(un)) converge para 1 :5 j :5 N, 

Por lo anterior y porque L2 (S 1 , C ) es completo, L2(S 1 , CN) es un espacio de Hilbert. 

COROLARIO A.6 Si x E L2 (S 1 , CN) entonces se puede expresar en forma única como 

"'= E akeik• dondeª•= (a 1,. . .,aN) E cN y eik• = (eik•,. . .,e .. 1) E L2(S 1 ,CN). 
kez 

55 



Demostración 
Basta probar que {e}°'}•eZ i<;<N es una base de Hilbert de L2(S1 , CN) donde e\"= (e;kt ,O, •.. , O) 

eW= (O, ... , O, e;"). lo cual es inm-;;diato del teorema A.2, (c) y del corolario A.5. • 

Notemos que los elementos de L2(S 1 , CN) no son más que funciónes :i: S 1 - C x(t) 
(x¡(t), ... ,xN(t)) tal que :i:;(t) E L2 (S 1 , C ) 1 5 i 5 N. 

DEFINICION A.7 (función absolutamente continua) Una función f: R - C se dice absoluta
mente continua si para cada e > O existe 6 > O tal que: 

n 

L(.81 - et¡) < 6 implica 
i=l 

n 

¿ 11c.a;¡ - J(et;JJ < , 
i=l 

donde (et¡, ¡Ji),. .. , (etn, .Bn) son intervalos disjuntos. 

TEOREMA A.8 Si o E L1(R ,e) y si 

J(t) = [, g(s) ds (-oo<t<oo) 

entonces / es absolutamente continua y 

!'(t) =g(t) c.d.q. • 

Para su demostración ver (Ru] página 176. 

Definamos el espacio de Sobolev 

H 1(S 1 ,e):= {X E L2(S 1 ,e) ¿; ( 1 + JkJ2) la• J' < oo donde :i: = ¿; ª'e"' } 
kEZ A:EZ 

y 

H'(s' , cN¡ = $f;,.,H 1(s 1 , e ). 

Observemos que :i: E H 1(S' , CN) C L2(S 1 , CN) si y sólo si 

¿; (1 + lkl'lla•l~N < oo donde x = ¿; a,e'" 
kEZ kEZ 

PROPOSICION A.9 x E H 1(S 1 , C ) si sólo si x es absolutamente continua y i:E L 2 (S 1 , C ). 
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Demostración 
-:=) Sea x absolutamente continua con i: E L2 (Sl , C ), x = ¿; ake;kt. 

kEZ 

(i:, e'k') = _.!_ ['' i:(t)e_;kt dt 
21" lo 
ik ¡2

• . = - x(t)e-•kt dt 
21" o 

= ikak 

en la penúltima igualdad se aplico integración por partes, valido porque ambas funciones son absoluta
mente continuas (ver por ejemplo (Co]). Por el teorema A.2 (b) 

Z= 

Por Riez-Fischer 

y 
kEZ 

=? L: (! + lkl2)lakl2 
<OO. 

kEZ 
Por tanto X E H 1(S 1 'e ). 

=?) Sea X E L2(S 1 'e ), k~ akeikt tal que k~ (1 + lki2)1akl2 
<OO. 

Probemos 

(a) y= E ikake;kt E L2 (S 1 'e ), 
kEZ 

(b) ¿: ake;kt converge uniformemente ax función continua y x = x E L2 (S 1 , C ), 
kEZ 

(e) J; y(s) ds= x(t) + x(O). 

. Antes de empezar la prueba notemos que de (e) y teorema A.8 se sigue que x es absolutamente continua 
y i: = y E L2 (S 1 , C ). 

(a) Es consecuencia inmediata de Riez-Fischcr. 

Como 

""" _ """ (1 + lkl2) '''lak 1 """ • 2 2 1/2 (""" 1 1/2 ~ lakl - ~ (l + lkl'l''' $ ( ~ (! + lkl )lakl ) ~ l + lkl,) < oo 
kez .tez .1:ez A:ez 

para la desigualdad se aplica Schwartz. Por el criterio M de Weierstrass 

E akeikr converge uniformemente a X función continua. 
kez 
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Porque convergencia uniforme implica convergencia en L1(S 1 , C ) y porque convergencia en 
L2 (S 1 , C ) implica convergencia en L 1 (S 1 , C ), por H1older y porque [O, 2rr] tiene medida finita, se tiene 
que x = ;rE L2(S 1 ,C ). 

(c) Sea y(t) = 

cid eremos 

L ika••"'. Dado que y E L2(S 1 'e ) por la proposición A.4 y E L 1(S1 'e ). Con
kEZ 

J.2

' J;r(!) - ;r(Q) - J.' y(s) dsJ2 dt 

Lb L'" L'" L' = J;r(!) - ;r(O) - L ika,e;" ds - L ikake;" ds - y(s) dsJ2 dt 
O O k=-n O k=-n O 

::; 2 J.2
' ¡.,(t) - ;r(Q) - .t. (akeikl + ak)J2 dt + 2 J.2' J J.' .t. ika,eib - y(s)) dsJ2 dt 

para la última desigualdad se usa que Ja+ tW ::; 2JaJ2 + 2JPJ2 • Por (b) el primer sumando es tan pequeño 
como se quiera si n es suficientemente grande. 

Además por la desigualdad de Jensen (ver p.e. [Ru] página 63) 

212
' ¡ L' <.t. ikakefü - y(s)) dsJ

2 
dt::; 212

' L' 1.t. ika,e;" - y(s)J
2 

ds dt 

::; 4rr J.2

' J L k = -nnika•e'., - y(s)J2 ds 

n 

= 8rr2 Jl L ikakeib - y(s)!IL' < < sin es 
k=-n 

suficientemente grande. 

r2· r' =>lo Jx(t) - ;r(O) - lo y(s) dsJ2 dt =O 

=> ;r(t) - ;r(O) =fo' y(s) ds c.d.q. • 

COROLARIO A.to Sea X: S 1 - cN, x(t) = (x1(t), .. . ,XN(t)). X E H 1 (S 1 ,cN¡ si y sólo si x;(t) 
es absolutamente continua y i:;(!) E L2 (S 1 , C ) para 1::; i::; N. 

Den1ostraci6n 
Es inmediato de la proposición A.9. • 

PROPOSICION A.11 Sea,, E L2 (S 1 , C) tal que [x] =O. Entonces existe y E H 1(S' ,C) tal que 
x = y, y y está determinado en forma única si su valor medio es especificado. 

Demostración 
Por proposición A.4 x E I-2(S 1 ,C) => x E L1 (S 1 ,C ). Definamos 

y(t) = l x(s) ds. 
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Por proposición A.8 y(t) es absolutamente continua y y(t) = x(t) E L2 (S1 , C ). Ahora si el valor 
medio de la solución está especificado (i.e. [y] := f; J~' y(t) dt está dado) la solución es única, ya que si 
z E H 1 (S 1 , C ) es tal que i: =y c.d.q. z es absolutamente continua 

Por tanto 

=> :(t) =:(O)+ 1' i:(t) dt 

=>:(O)= O 

(Co] página 188 

z(t) = y(t) V t E (O, 21T]. • 
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APENDICE B 

§Cohomologia de Borel. 

Para cualquier grupo G de Lie compacto existe un G-haz universal p : EG - BG, i.e. un haz 
localmente trivial cuyo espacio total EG es contractil y un G-espacio libre y BG es el espacio de orbitas 
de EG [Hu]. BG es llamado el espacio de clasificación de G y es único salvo homotopias. 

Dado un G-cspacio X concideremos el producto EG x X con la acción diagonal y sea EG x G X su 
espacio de órbitas. La proyección EG x X - EG induce un mapeo PX : EG xa X - BG el cual 
es un haz librado con fibra X. Esta es llamada la construcción de Borel. Asociado a cada G-espacio 
X un espacio EG xa X sobre BG y a cada G-mapeo X - Y un mapeo, que preserva la fibra, 
EG xa X - EG Xa Y sobre BG. 

Tomemos ahora la cohomologia singular H• (con coeficientes en algun anillo R y apliquemosle la 
construcción de Borel: 

Ha:= W(EG Xa X). 

Esta es llamada la cohomologia de Borel. Y es una teoría de cohomologia multiplicativa G-equivariante. 
Su anillo de coefici~ntes es H(;(pt) = H•(BG), la cohomología de el espacio de clasificación de G. 

§Teorema de Borsuk-Ulam relativo para acciones de S 1 

TEOREMA B.1 Sean V y W representaciones de S 1 y supongamos que existe 

.P:SV-SW 

S1 -equivariantes y tal que q, : svs' ~ sws'. Entonces dim V~ dim W. 

Sean I = dim ys' = dim ¡.vs', 2n + I = dim V y 2k + I = dim W. Y sea /1 
S1 -cohomologla de Borel con coeficientes racionales. 

11;,(·;XQX) la 

PROPOSICION B.2 Existe -y E h1(SV,svs') tal que para cualesquiera w,, ... ,wn-1 E la2(pt), el 
producto ")'W¡ • • • Wn-1 i' O. 

PROPOSICION B.3 Sin> k 2:: O entonces q,·: h1(SW,SWs') -111(SV,SVs') es suprayectiva. 

PROPOSICION B.4 Existe w1, ••• , w• E h2(pt) cuyo producto anula a 1a·(sw,sws' ). 
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Demostración del teorema B.l 
Sea"'! como en B.2 y w¡, •.. , Wk como en B.4. Sea i' E h1(SW,sws') tal que </>"i' = "'f· Entonces 

Por tanto 

0 = </>"(i'W¡ • • • Wk) = "'(W¡ • • • Wk 

::>k>n-1 

dim W ~ dim V.• 

Demostración de la proposición B.4 
SW se puede escribir como la unión de abiertos Xa, Xi, ... , ){k tales que .X.o contiene a SW51 como 

S 1 ·retracto fuerte por deformación y X¡ contiene a una órbita de tipo S 1 / H¡ 1 H¡ finito, como retracto 
fuerte por deformación. 

Como h(S 1 /H;) = H"(BH;;XQX) = (XQX,O), el generador w de h2 (pt) = H 2(BS 1 ;XQX) 
está en el kernel de /1 2 (pt) - h2(S1 /H;). Sea w; = w. Sea"'! E h"(SW,SW8') un elemento arbitrario. 
De la sucesión exacta de la terna (SW,X0 ,SWs') 

- h(SW,Xo) - h(Sw,sws') ...!.. h(Xo,sws') 

se t.iene que"'! tien,e una preimagen i' E hº(SW,X0 ). Como w; =O en h2 (X;), w; E /1 2(SW) tiene una 
preimagen ÜJ¡ E h2 (SW,X;). Entonces tw1 · .. Wk E h(SW,Xo UX1 U .. ·UXk) =O. Por tanto su imagen 
"'fWt • • • Wk E h(SW,sws') es cero. • 

Demostración de la proposición B.3 
Concideremos la libración SV - SV Xs• ES1 L BS 1 • como SV es (2n+/- 1)- conexa, pes una 

(2n + /)-equivalencia. Del diagrama 

se tiene que 9· es un epimorfismo para i :5 2n + l..:.. 11 ya que en ese rango p· es un isomorfismo. 
Consideremos ahora 

h1(SV) 

T 9· 

h1(SW) 

Este es un diagrama conmutativo con renglones exactos. De ahí se sigue el resultado. • 
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h1(SVs'¡ 

T"' ~· 
h1(SW8') 

... 1 

... 



Demostración de la proposición B.2 
Sea Vo = vs' y sea Vi el complemento ortogonal de Vo en V. Entonces 

(SV,SVo) (!!_l (SVo x DV¡ U DVo x SV¡,SVo x DV¡) 
EXC 

- (DVo,SVo) X SV¡ 

= (DVo,SVo) x SVi 

Entonces la multiplicación con la clase de Thom u E h1(DV0 ,SVo) induce un isomorfismo 

r: h1(SVi) - h1+1(SV,SVo) 

de h(pt )-modulos. 

Como p• : h'(pt) - h'(SV;) es un isomorfismo para i $ 2n - !, el producto de cualesquiera n - 1 
clases de cohomología w1 , ••• , w.,_¡ E /1 2(pt) es distinto de cero en h2"-2 (SV¡). 

Sea 'Y := r(l) E h1(SV,svs' ). Como r es un isomorfismo r(w1 • · · Wn-il = 'l' • w1 • • ·Wn-I # O 
en h(SV,sv•'¡. • 
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