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CAPITULO l. 

INTRODUCCION. 



La técnica de Estimulación de Pozos por medio del Fracturamiento 

Hidráulico se empe:.o a aplu:ar en la década de las so·s. Un 

tratamiento de fracturamiento consiste esencialmente en producir 

una fractura hidráulicamente con un 1 J.u1da inyectado a alta presión 

y alto gasto hacia la formación de interés; dicho fluido recibe el 

nombre de Fluido Fracturante y es acarreador de un agente, llamado 

Sus ten tan te, el cual permite mantener abierta la fractura 

resultan te .. 

El objetivo principal del Fracturamiento es crear un canal 

altamente ~ermeable para permi t l r la conduce ión de los fluidos del 

yacimiento al pozo o del pozo al yacim.1.ento. La fractura creada 

tendrá una marr::ada influencia en el patrón de flujo y le.. 

distribución de presiones en la formación. el efecto inmediato será 

una considerable reducción en la resistencia al flujo .. 

Las altas r-ecuperac::1ones en formaciones de muy bajas 

permeabilidades son resultado del cambio en el patrón de flujo en 

la mayor parte del radio de drene, de tal modo que el "fluido fluye 

solo una peque~a distancia a través de la roca compactada, hasta 

que alc::an;:a el canal altamente permeable y de allí al pozo. 

Un tratamiento de Fracturamiento Hidráulico constituye una ta.rea 

sumamente compleja, por lo que el objetivo principal de este 

trabajo es la Predicción de la Geometría de la Fractura mediante 

los diversos modelos desarrolladas a través de los af'íos .. 

Para tener un concapto más claro del tema se hace indispensable 

llevar a cabo una revisión de algunas de las principales 

formulaciones matemáticas conocidas como: LEYES FUNDAMENTALES Y 

LEYES CONSTITUTIVAS. 



Los estudios de la Mecánica de la Fractura Linealmente Elástica 

<LEFM), los Criterios de Propagación de Fractura y las 

Consideraciones Gene.t·ales para un Modelo de Propagación de Fractura 

son analizados antes de entrar de lleno a lo= Modelos de Pred1c:c1ón 

de las Dimensiones de la Fractura. 

Los primeros Modelos de Predicción de las Dimensiones de la 

Fractura dentro de este trabajo son los así llamados 
11 BIDIMENSIONA.LES" (20), los cuales consideran una al tura de 

fractura constante en cualquier punto a lo largo de la longitud de 

la misma. Dentro de estos modelos se encuentran: El Modelo PKN~ El 

Modelo GDK y los Modelos RADIALES; un aspecto importante tomado en 

cuenta para dichos modelos fue la consideración de la Pérdida y la 

No Pérdida de Fluido. 

Otras alternativas para predecir las dimensiones de la fractura 

amplitud, loneitud y alt~ra las constituyen los Modelos 

Pseudotridimensionales <P-30) y los Modelos Tridimensionales C3D>, 

los cuales son abordados en la última parte de este trabajo. Las 

características que los diferencian de los Modelos 20 son: La 

variacidn de la altura de la fractura con respecto al tiempo de 

inyección y a la longitud de la misma, y los Tiempos de Cómputo 

para dar solución que son excesivamente altos. Su aparición en la 

Literatura es reciente. 

Finalmente, dentro del Capitulo V se hacen comparaciones entre 

las predicciones realizadas por lo& Modelos 20, P-30 y 30; 

mostrando que para diferentes casos, alguno de ellas lleva a cabo 

una mejor predicción que la real1~ada por los otros das. 

entonces, con lo anterior un nuevo criterio para la 

adecuada del modelo a emplear. 
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C A P 1 T U L O 11. 

ANTECEDENTES. 



La necesidad de predecir el comportamiento de un sistema o la 

interpretación de éste, nos lleva a describir la estructura y el 

desarrollo de un modelo el cual puede ser usado como una 

herramienta de predicción o interpretación. En general, un sistema 

puede ser descrito por un observador externo como un can Junto de 

datos de entrada (ejem: el gasto de inyección en un tratamiento o 

la concentración de un polímero> y un conjunto de medidas de salida 

<presión en la cabeza del pozo). Comúnmente el problema es predecir 

los valores de salida o las respuestas correspondientes a una 

acción dada, o bien, mantener a éstos en un nivel ·deseado •• ,, 

El modelado describe el contenido de la "caja negra"; la 

/is. 11-1 permite con buena exactitud una razonable predicción o 

control del sistema. 1 

Entrados 
(Acciones} 

Modelo 

(Conjunto de ecs.) --- Salidos 
Variables de Estado 

Procesos 
Ffsicas 

Solidos 
Observadas 

Fi.g. 11-1. Fi.lo•of\a. d•l proc••o de MocS.la.do. 
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Un esquema más completo es mostrado en la /is. II-2, donde el 

operador requiere controlBir el proceso para medir algunos de los 

parámetros del sistema <presiones de inyección, viscosidad de 

polímeros y pH del fluidai y así procesar el tratamiento deseado 

(ejem: longitud de la fractura o conductividad1. 1 

Acciones• Gasto, 

Esquema del Sustentante, --.--""Tratamiento ___ __, 
P•rdido, Aditivos 

(Diseño) 

Modelo de 
Estimulación, 
Mecánica de 

Rocas I fluidos. 

Filtrados- Opflmlzocil>n 
Estimación-Rediseño 

Presiones 
Medidos 

Presiones 
Predichas 

FLg. II-2. Uao del dLa•ña y rnon .. L-oreo er •L modela.do de una. 
ai.mulo.eién 

e 
':!? 
o 
~ 
o 
Cl. 
E o 

(.) 

Para el tratamiento de estimulación, el modelado del contenido 

de la caja negra incluye un grupo de diferentes componentes tales 

como la mecánica de rocas, mecánica de fluidos, reolog.ía, calor 

transferido y reacciones cinéticas. Se requieren dos conjuntos da 

leyes: a. 

• Leyes Fundamentales (conservación de mas~, de momentos y 

de energía>. 

•Leyes Constitutivas 
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El primer conjunto de leyes relac&ona principios físicos; el 

segundo incluye la elasticidad de la roca y la reologia del fluido 

y describe el comportamiento de un sistema bajo cierto número de 

condiciones. Estas leyes son derivadas de suposiciones físicas o de 

observaciones experimentales. 1 

Combinando estos dos conjuntos de ecuaciones "con las 

condiciones apropiadas de frontera'', las 

típicamente las acciones externas, dan 

cuales representan 

como resultado una 

formulación matemática muy compleja. Para resolver el problema en 

su conjunto, es necesario realizar una discretización del dominio o 

de su frontera Ctal como el yacimiento o una fractura>, así como 

escribir las ecuaciones en una forma tal que puedan ser resueltas 

en una computadora digital.~ 

Antes de entrar en el tema principal del cap1tulo, vamos a 

detenernos brevemente para hacer algunos comentarios acerca de los 

tres tipos de derivadas con respecto al tiempo que se utilizan en 

el presente trabajo. Para ilustrar esto utilizaremos un ejempla 

simplista, como es el problema de referir la concentración de peces 

en un ría·. Puesto que las peces se están moviendo, su concentración 

C ser' una función de la posición Cx.~.2> y del tiempo Ct>. 2 

11.1. Derivada parcial con respeclo al Liempo. bc/~t. 2 

Supongamos que observamos en un puente cdmo varia la 

concentración de peces exactamente debajo de nosotras con el 

tiempo. Estamos observando cómo varía la concentración can el 

tiempo, para una posición fija en el espacio. De acuerdo con esto, 

de/lit indica la « parcial de e can respecta a t, manteniendo 

constantes x, y. z » . 

7 



II. 2. Derivada total con respecto al tiempo. dc/dt. 
2 

Supongamos ahora Que en vez de estar en el puente vamos en una 

lancha que se mueve en el río en todas direcciones,. unas veces en 

contra de la corriente, otras a través y tal vez otras a favot~ de 

la corriente. Al referir la variación de la concentración de peces 

con respecto al tiempo, los números que resultan han de reflejar 

también el movimiento de la lancha. La derivada total con respecto 

al tiempo est~ dada por : 

(Je éJc dx éle dy éle dz 
+ + ..• ( Il-ll 

dt élt ax dt ay dt ª" dt 

en la que dx/dt, dy/dt y dz,..dt son los componentes de la velocidad 

de 1 a lancha. 

II.3. Derivada substancial con respecto al tiempo, Dc/Dt. 2 

Supongamos que vamos en una canoa a la que no se comunica 

energía, sino que simplemente flota. En este caso 9 la velocidad del 

obervador es exactamente la misma que la velocidad de la corriente 

u. Al referir la variación de la cancentr·ac:ión de peces con 

respecto al tiempo, los números dependen de la velocidad local de 

la corriente. Esta derivada es una clase especial de derivada total 

con respecta al tiempo que se denomina « derivada substancial ». 

Está relaciona.da can la derivada. parcial con respecto al tiempo de 

la forma siguiente: 

De iJc ae éle ae 
+tJ-+V +v-

Dt iJt "8x Y .ty ~"2 

en la que vM" "y y uz. son los componentes de 

del fluido v. 

e 

••• ( 11-2> 

la velocidad local 



Se deberá de entender perfectamente el significado físico de 

estas tres derivadas. Recordando que 8c/at es la derivada para un 

punto fijo en el espacio y Dc/Dt es la derivada calculada par un 

observador que flota corriente abajo con el fluido. 

II.4. LEYES FUHDAMENTALES. 2 

rr. 4. t. ECUACION DE CONTINUIDAD. 2 

Esta ecuación se deduce aplicando un Balance de Materia a un 

elemento estacionario de volumen bx6yAz, a través del que está 

circulando el fluido <"er /Lt!f. II-3). 

y 

1 
(pu x> 

1 
1 <rux>lx1-~x 
1 l:u 

---- ______ J, J 
L:,-J""·'' ~ 4 /::;.x 

Fi.g. 11-1, ••gLÓn d• voturn•n Ax Ay /u rL ja •n •l ••pQ.C";lO• 
o. t.rQv•• de la. cUQl ••t.á ci.rculando un flui.do. 

g 



{
Vel.de acumu- } {Vel. ent. } {Vel. salida } 
lación de mat. = de materia - de materia 

••• <lI-3) 

Considerando las caras perpendiculares a cada eje, tenemos que: 2 

Vel. de entrada de materia 

CARA 

X 

y 

2 

EC. VELOCIDAD 

<pv.> 1. t.yt.2 

Vel. de salida de materia 

CARA 

x+t.x 

y+t.y 

EC. VELOCIDAD 

(p>J.> 1 H+i.H t.y/>z 

• (!l-4) 

Por otra parte, la velocidad de acumulación de materia en el 

elemento de volumen diferencial es igual al volumen diferencial por 

Ja variación de la densidad con respecto al tiempo, esto es: 

Velocidad de Acumulación de Materia= <t.xt.y&z)(8p/8tl ••• < I I-5l 

Desarrollando y aplicando el concepto de derivada se obtiene la 

Ecuación de Continuidad. (V9r APENDICE A> 

••• <II-6l 

La definición de la divergencia de un campo vectorial es un 

escalar, definido en cada punto del campa y se denota como sigue:ª 

--+--+ 
ax 

10 



Considerando en este caso que p es una funcidn escalar y que " 

~s una función vectorial y aplicando la definicidn de divergencia a 

la Ec. Il-6 se obtiene: 

"P 
- ( 'l • pv ) .•• <II-7> 

/Jt 

Donde CV' • pu), representa la velocidad neta con que disminuye 

la velocidad de flujo de materia por unidad de volumen .. Siendo una 

natación equivalente de la Ecuación de Continuidad. 

Teniendo presente la propiedad de la derivación que dice: 11 ~a. 

a.. la. Ot.un.a. del 

cte lo. oe¡¡1.U'ld4. 

d~ad.a. tUl (Vl4dtiGM d.e ""º /~n&>. "" igtuU 

(IA4dud4 tú la. ~ /uru:.Un ""'" la, d~ad<> 

/\UIC.i,,fn, tn<Í,ó el (Vl4d'UM tú lo. <>~ /....,,,,;Un, fl4" la. cte'!fo ad.a. cte 

la. ~ .f.u,n,,c,.i,Jn.. 11
• Del enunciado anterior expresándolo en 

función de derivadas parciales y considerando a u como una función 

escalar y a u como una func:idn vectorial, obtenemos: 3 

(t.<V) 'l.I -- + " 
ilx ax l( fJx 

an1'lo9amente se obtiene para las direcciones 11 y" y 11 2 11
• 

Aplicando la anterior al segundo miembro de la Ec. II-7, 

tenemos: 

itv /Jp "" iJp iJv iJp .. y . • •• <II-B> 
('l • pv) p + v- +p + u-+ p + v-

/Jx "8x lfy y iJy "" zdz 

Sí se factori za la Ec. II-B con respecto a p, tenemos: 

[ ""· °"y iJv 
% ] 

"P iJp /Jp 
••• <Il-9) 

('l • pv) e p ilx - + ;;;-- + + u-+ V + v-

"" "IJx yify %"" 



Sustituyendo la Ec. II-9 en la Ec. 11-7 , obtenemos: 

] •• <I 1-!0l 

Ordenando la Ec .. Il-10 de manera que el primer miembro contenga 

todos las términos de las derivadas de p, tenemos : 

En el primer miembro de la Ec. 

derivada con respecto al tiempo para 

movimiento del fluido. De acuerdo con 

••• <II-11> 

II-11 tenemos la 

e& decir, la 

un recorrido que sigue el 

esto, la Ec. II-11 puede 

expresarse abreviadamente de la siguiente forma: 

Dp "" y 
- p [ 8v, + + :z ] ••• ( 11-121 

Dt iJx iJy 

El se~undo miembro de la Ec. II-12 es la multiplicación de una 

función escalar por la divergencia de un campo vectorial; por lo 

que esta ecuacidn puede abreviarse como sigue: 

Dp 
::: -p ( 9 • 'U 

••• < II-13> Dt 
La Ec. 11-13 describe la velocidad de variac: ión de la densidad 

tal como la ve un observador que flota con el fluida, es decir, lo 

que sucede en la superficie del fluido en movimiento. 

Una forma especial muy importante de la Ecuación de Continuidad, 

que se utilizará posteriormente, es la correspondiente a un fluido 

de densidad constante para el que se obtiene la 

expresión: 

12 

siguiente 



( V • V ) o ••• (ll-14> 

La Ec. II-14 se puede comprobar viendo lB Ec. I 1-11 en la cual 

aparec:en las derivadas parciales de la densidad con respecto a "x11
, 

11 y 11
., "z" y t; pero por las propiedades de la derivación sabemos que ..• 

' entonces todo el primer 

miembro de la Ec. 11-11 se hace cero; teniendo así lo siguiente: 

o 
[ 

..,,, <hi ..,,, ) 
M y Z 

-p -- + - + --
/Jx /Jy i'2 

/Jv M ihJ 
.. -- + __.!., + 

<hi . o 
/Jx /Jy 

Donde por la definicidn de la divergencia tenemos: 

(Q' • V) O, 

quedando así demostrado. 

II.4.2. ECUACION DE MOVIMIENT0. 2 

Para un elemento de volumen Axb.yóz., como el utilizado 

anteriormente, se puede escribir el siguiente Balance de Cantidad 

de Movimiento: 

{ 

Vel. de acu­
mulación de 
cantidad de 
movimiento } { 

{ 

Val. entrada 

de cantidad 

de movimiento 

Suma de las 
'fu•rzas que 
actúan sobre 
el sistema 

13 

} { Vel. salida } 
de cantidad 

de movimiento 

+ 

} ••• <II-15> 



Es importante hacer notar que la Ec. II-15 est~ referida para 

sistemas en estado estacionaria. 

Teniendo en cuenta el estado no estacicnar10, se supondrá que el 

fluido se mueve en una dirección arbitraria. a través de las seis 

caras del elemento de volumen. Es preciso resaltar que la Ec:. II-15 

es la ecuacidn de un vector, con componentes para cada una de las 

tres direcciones coordenadas, ''x", "y" y 11
2

11
• 

Para mayor sencillez, se comenzará considerando el componente 

"x .. de cada una de los términos de la Ec. I I-15; los componentes 

"y 11 y 11 2 11 se pueden obtener por analogía. 

z 

-:'yxly+/'J.y: 
' 1 

1 
1 ----

_______ :}.x¡~ 
,, 

...... 

F1.9. 11-4. Elemento d• volumon ~ó.y~z. en el qu.• •• •eMla. con 
rtecha• la. d1.r•cci..Ón •n qu• •• lro.naporla. ol compo­
n•nL• 11 x 11 de la ca.nlida.d de movi.mlenlo a. lra.v4'• d• 

lo.a •up•rrLci.••· 

14 
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En primer Jugar se consideran las velocidades de fluJa del 

componente "x" de la cantidad de movimiento que entra y sale del 

elemento de volumen que se indica en la fie. II-4. La cantidad de 

movimiento entra y sale del elemento de volumen en virtud de dos 

mecanismos: por convección Ces decir, debido al flujo global del 

fluido> y por transporte molecular Co sea, a causa de los 

gradientes de velocidad>. 

Vel. entrada por convección. Vel. salida por convección. 

CARA Ec. Q.e. Velocid@d ~ ~ de Velocidad 

X (pv"u") l.AyAz x+Ax (pvM u,,> 1 M•AxAyA:z 

y (pvYu•l iyAxAz y+Ay (puyu,.> ly+t.yAxA2 

2 (pt>z ux) 1 zAxll.y a+Aa Cpt>z v)() 1 z•AzAxAy 

Por lo tanto, es preciso considerar el flujo convectivo de la 

Cantidad de Movimiento "x" a través de las seis caras y que el 

flujo convec:tiva neto de la Cantidad de Movimiento "x", en el 

elemento de volumen es: 

+ 

••• < II-161 

De igual for111a, la velocidad con la que eJ componente "x 11 de l i' 

Cantidad de Movimiento entra por transporte molecular por las seis 

caras se puede expresar de l• siguiente forma: 

16 



Vel. entrada transporte 

molecular .. 

X 

y 

z 

~ ~ Velcc~dad 

(T MM lx>Ay62 

Cry.iy>t.xA2 

<r,. i,>t.xAy 

Vel. sal ida transporte 

molecular. 

x+t:J.x 

y+Ay 

Ec. ~Velocidad 

(T K x, x +AM) /:a.y&z 

(Tyx iy+Ay)AxA2 

(T:r:x lz+Ó.z).6.x.ó:y 

Teniendo en cuenta que ryx es la densidad de flujo de Cantidad de 

Movimiento "x 11 a través de una cara perpendicular al eje "y". 

Sumando estas seis contribuciones, se obtiene: 

l:lxl:J.y (T :&X lz - T%H 1 z+~) ••• CII-171 

Observando que de igual forma que antes, estas densidades de 

flujo de Cantidad de Movimiento pueden considerarse como 

esfuerzos. Por lo tanto T xx es el esfuerzo normal que actúa sobre 

la cara 11 x 11 y T>ex es el esfuerzo tan6encial <o cortante> que 

actúa sobre la cara 11 y 11 en la dirección "x" y que resulta como 

consecuencia de las fuerzas viscosas. 

En la mayoría de las casos, las únicas fuerzas importantes serán 

las procedentes de la presión del fluido P y la fuerza 

gravitacional por unidad de masa 6· La resultante de estas 

fuerzas en la dirección "x" será, evidentemente: 

••• CII-18> 

La presión de un fluido en movimiento está definida por la 

Ecuación de Estado P = P <p, T>, y es una magnitud escalar. 
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Finalmente, la velocidad de acumulación de cantidad 

movimiento '':-...:" en el elemento es llXJ.\y.6.z<dpv"jdt>. Sust1tuyen~c 

ahora J.as anteriores expresiones en ta Ec. li--15 ,,. oi .... idienao toca 

la ecua el ón que resulta oor llxil.yb:2 y tomando el li ;ni te cuando tl' • 

.dy y 6.2', tienden a cero. se obtiene el componente "x" de la 

Ecuación de Mov1m1ento: 

-[ 

il 
-pv V 
r1x x '< 

+ 
a 
ily pvyvjl( + :'.'._ P'' '-' ] 

82 z >e 

[ ~ T 

a a 
] 

ao ••• <II-19> - + T + T - :;: + P<S>c '3x x>e ity y• 6z 
.. 

Los componentes "y" y "z"., pueden obterierse de una forma 

análoga, como: 

a 
pvy= -[ 

it a a 
pv V + pvy V + P'-• V J 

at Ox • y 
ify 

y 
Ü-<! 

% y 

-[:X it i1 

] 
ap 

••• <Il-20> 
T + T + T - ~+ p~y •y ity 

yy 

'"" 
zy 

éfy 

it -[ ~ i1 i1 

] pt>z::. pv V + pv V + fYt-' '% "-'z 
ilt 

• z .Jy 
y z 

""' il.>< 

-[ ~ T + 
i1 il 

] 
clP ••• (lI-21) 

T + T - ,J;z + P'S2 8x xz c'ly 
yz 

i1z 
zz 

Las magnitudes pu><, pvy., pt>:r: son 

velocidad másica pu; igualmente 

los comoonentes del vector 

componentes de la aceleración 

llP/ilx, llP/ ity, llPI 112, son 

para 

9ravitac:1onal 

los componentes 

denominado « Qradiente de P ». 
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Los términos pvxux, pv><vy, pvxv:z::, puyux, etc., 

componentes de la densidad de flujo convectivo 

son 

de 

los nueve 

Movimiento puu, que es el «producto diádico * » de 

Cantidad de 

pu y de v. 

Análogamente, TKx' Txy' Txz .. Tyz' etc. , son los nueve componentes 

de T, que es el « tensor esfuerzo ». 

Como las Ecs. II-19, I l-20, I 1-21 ocupan mucho espacio es 

conveniente combinarlas con el fin de obtener una 

vectorial más sencilla: 

ecuación 

P'U = 
8t 
ve l. de a.um•nlo 
de e o.nt i.do.d de 
movi. m\. •nt.o por­
uni.dad d• volu-

- t'7 • pvvl 

ve l. de ga.no.nc ia 
de cantidad de mo­
VLm\. •nlo por eonvec­
CLÓn por 1.1n-.da.d d• 

volum•n. 

- [9 • T] 

vel. d• ga.na.ne-.o. d• 
canl Lda.d do movi.m\.Gn­
to por l ro.n•porle 

por unL da.d d•­
volum•n. 

íu•rza. d• pr••'-Ón 
q1.1• actúa •obre 
•l elem•nto por 

unLdQd de vol~men, 

+ PtJ 
fu•r~a. d• gro.vi.­
t.a.ei.ón que a.etúo. 
•obro •L elemento 
por Un\.da.d de 

volurn•n. 

• •• <II-22> 

Hay que tener presente que [9 puvl y [17 T] na son 

divergencias simples, debido a la naturaleza tensorial de pt1v y T • 

Sin embargo, la interpretación física es análoga a la de (V pu> 
en el desarrollo de la Ecuación de Continuidad; mientras que 

(17 • pu) representa la velocidad de pérdida de materia lun escalar) 

por unidad de volumen debida al flujo del fluido, la magnitud 

[17 • pvvl representa la velocidad de pérdida de Cantidad de 

Movifl'liento <un vector> por unidad de volumen debida al flujo 

del fluido. La Ec. II-19 puede reordenarse, can ayuda de la 

Ecuación de Cont1nu1dad para obtener: 
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Du . lh 
Y• 

{h .. 
Dt 

p + -- + ••• <II-23> 

Para las componentes "y 11 y "2 11 se obtienen e,.:presiones análogas. 

Sumando vectorialmente los tres componentes, se llega a: 

Du 
p-= 

Dt 
ma.ea. por uni.da.d 

d• volumen. mul 
t.i.pli.ca.da.por -
a.c•lera.ei.ón~ 

fuerzo. de 

pr•• L ón aobr• 
el •l•menlo -
por un1.da.d d• 
volumen. 

+ P8 

fuerza. gra.v1.tae1.onal 
•obr• el •L•m•nto por 
uni.da.d do volumen. 

(11 • T) 

fuerza. vi.aeoaa. 

aobr• •l •l•m•n­
lo por uni.da.d d• 
volumen. 

••• <II-24> 

La Ecuación de Movimiento 1 expresada en esta forma establece 

que un peque~o elemento de volumen que se mueve con un fluido es 

acelerado por las fuerzas que actúan sobre él. En otras palabras, 

es una expresión de la Segunda Ley de Newton, según la cual; 

masa x a.G"s- le rae i tln = suma d9 fuer2as. 

Par la tanto, el Balance de Cantidad de Movimiento es total~ente 

equivalente a la Segunda Ley de Newton del Movimiento. Las dos 

formas de la Ecuacidn de Movimiento que se dan en las Ecs. II-22 y 

II-24, corresponden a las dos formas de la Ecuación de Continuidad 

de las Ecs. II-7 y II-9. En cada caso la primera forma 

representa un balance aplicado a un elemento de volumen fijo en el 

espacio y la se9unda es una descripción de las variaciones que 

tienen lugar en un elemento que sigue el movimiento del fluido. Es 

necesaria tener en cuenta que las Ecs. II-19 a la II-24 son v~lidas 

para cualquier medio continuo. 
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Con el fin de utilizar e&tas ecuaciones para determinar las 

distribuciones de velocidad, hay que expresar los distintos 

esfuerzos en tunción de gradientes de velocidad y las propiedades 

del fluido. Para fluidos Newtonianos, estas ev.presione& son: 

ltu 
2 X 

T =-2µ + µ ( '1 • V ) ••• < II-251 
XX llx 3 

"" 2 y 
T =-2µ + µ ( '1 • V ) ••• (ll-26) 

yy by 3 

ltu 
2 . 

T =-2µ + µ ( '1 . u 1 ••• <II-27) 
zz "2 3 

llv 8v 

T T - µ [ by. + 8xy ] ••• <II-28) 
xy yx 

ltu 8v 

[ 
y 

by. ] T T - µ + ••• <II-291 
yz zy "2 

ltu ifu 

[ 
. .,.,· ] T T = - µ + ••• <II··30l 

zx .. 
llx 

En realidad, los esfuerzos normales deberían contener un término 

adicional; por ejemplo la Ec. II-25 debería ser: 

T 
XX 

.ro. 
-2µ -- + 

llx 
• •• < II-25al 

En la que k es la « viscosidad de conjunto ». La viscosidad de 

conjunto es cero para los gases monoatómicos a baja densidad y 

probablemente no es demasiado importante pAra los gases densos y 

los UQuidos. 
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Las Ecs. II-25 a II-30 se han expuesto aquí sin demostración, 

debido a que es demasiado laroa. Estas ecuaciones, que constituyen 

un planteamiento más general de la Ley de Newton de la Viscosidad, 

se aplican a los casos comolejos de flujo, en los que el fluido 

circula en todas las direcciones. 

Cuando el fluido circula en la d1recc1ón ".x 11
, entre dos láminas 

perpendiculares a la dirección "y" de forma que u»c es una función 

exclusiva de 11 y 11
, de esta serie de seis ecuaciones se obtiene: 

T 
XX 

T 
YY 

T 
zz 

T 
yz 

o y T 
yx 

Sustituyendo las Ecs. II-25 a II-30 en la Ec. II-23 y las 

ecuaciones correspondientes para "y" y 11 2", se obtienen las 

ecuaciones generales de movimiento para un Fluido Newtoniano que 

presenta variación de la densidad y la viscosidad: 

Du . 
p-­

Dt 

p 

Du 
y 

Dt 

" 
dx 

+ 
Ox Ox 

+ 

21 

2 

3 
µ (V • vl ] + 

+ ] ] + 

••• <II-31> 

2 

3 
µ <V • vl ] + 

+ ] ] + 

••• <II-32l 



Dv 8F' él 

[ 2µ élv. 

2 

µ (17 • u> ] 
. 

p + 
Dt 8:z ""' éJ:z 3 

8 

[ µ [ 

éJv 8v 

] ] + 

J 

[ µ [ 

éJv élu 

] ] + 

z M z y 
+ -- + Pt!• •• CII-33) 

ilx 8x iJ:a ily éJy Da 

Estas ecuaciones conjuntamente con la Ecuación de Continuidad, 

la Ecuación de Estado P ~ P Cpl, la variación de la viscosidad con 

la densidad µ µ(p) y las cond1ciones iniciales y límite, 

determinan completamente la presión, densidad y los componentes de 

la velocidad para el flujo isotérmico de un fluido. 

Rara vez se utilizan estas ecuaciones en su forma completa para 

el planteamiento de problemas de flujo, generalmente resulta más 

conveniente emplear fórmulas simplificadas de las mtsmas. <Ver 

APENDICE A> 

~a.ó<t<) f"<lAUc\Útvt.e<> 

U.) Para p constante yµ constante, las Ec:s. 11-31, II-32 y 

Il-33 pueden simplificarse mediante la Ecuacidn de Continuidad 

[ (9 • vl = OJ para obtener: 

Dv 
p 

Dt 

2 
-11P+µl7u+pt1 

(iil Para [17 • TJ = O, la Ec. II-24 se reduce a: 

Du 
p - l7P + Ptl 

Dt 

rr .•. 3. ECUACION DE ENERGIA HECANICA. 2 

••• CII-34> 

••• <II-35> 

En esta parte se demostrará como utilizar la Ecuación de 

Movimiento para obtener una descripción de las interconversiones de 

Energía Mecánica que tienen lugar en un fluido en movimiento. Se 

inicia por formar el producto escalar de la velocidad v 

Ecuación de Movimiento correspondiente a la Ec. II-24: 
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D 
p ( 1 /2 u2 - (v • WI - (v • [17 • rll + p(v • 81 ••• <II-36) 

Dt 

Esta ecuación escalar describe la velocidad de variación de la 

Energía Cinética por unidad de masa Cl/2 i.l> para un elemento de 

fluido que se mueve con la corriente. Para el tratamiento que se 

hace a continuación, resulta más conveniente escribir esta ecuación 

en función de O/at, utilizando la Ecuación da Continuidad; se 

separará también en dos términos cada una de las contribuciones, 

viscosa y de presión. Los términos de la ecuación que resultan 

pueden interpretarse en función de un elemento estacionario de 

volumen a través del que circula el fluido. 

Cl/2 pv'I 
lit 
v• l oc\. da.d d• L ne rernenl o 
d• energla cinéLicB po r 
unLdad de volurn.n. 

- (17 • Pvl 
V•loc\.da.d d• lra.ba.Jo 
produc\.da. por la. pr•­
aión d• lo• alr•d•do­
re• •obr• el •lemenLo 
de volumen, 

- (17 • rr • vl l 

velocLdad d• trabajo 
producida por la• -­
fuerza• vL•co•a• que 
acLÚan eobr• el el•­
menL o de vol urnen, 

+ P <v • ir> 
velocLdod d• Lrobajo 
producido por la --­
fuerza de gravedad -
que acLÚa •obre el -
elernenlo de volumen. 

- <9' • 1 /2 P"}u> 

velocLda.d neta d• •nlrada 
d• •n•r9ia. cinética d•bLda 
al flujo 9Loba.l. 

- P (- 17 • v> 
velocidad de conver•LÓn 
rev•r•lbl• •n •n•rg(a. -
Lnl.•rna.. 

- (-r : 17vl 

velocidad de converaión 
lrreveralble en energía 
interna.. 

••• <II-371 
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En este momento no se ve con claridad la razdn de habi::r 

atribuido el mencionado significado física a los términos PCQ' , v> 

y (T : ~u>; dicho significado no puede apreciarse de una forma 

adecuada por lo que se pide que por el momento se acepte tal y como 

se propone. 

Es preciso hacer notar que para Fluidos Newtonianos <-r : Vv> es 

siempre pas1t1vo ya que puede expresarse como una suma de términos 

elevada al cuadrado: 

'7vl µili 
V 

., ]2 
3 !'7 • vlóij •• CII-38) 

en la que ~y .1 afectan a los valares de ºx", 11 y" y "211
, siendo: 

6.. para i = J • ,, 
6tj -= O para L -. J 

Esto indica que en todos los sistemas de flujo existe una 

degradación de Energía Mecánica o Energía Calorífica y que por lo 

tanto, los procesos reales no son reversibles. En ausencia del 

término <r : 9v> todas las formas de energía comprendidas en la Ec. 

II-37 <Cinética, Interna y Potencial> serían completamente 

convertibles entre sí. 

Debido a los términos P<<7 • v) y (T : '7vl, el fluido puede 

calentarse (o enfriarse> internamente. Por lo tanto, cuando se 

habla de un «sistema isotérmico », en realidad nos referimos a un 

sistema en el que el calor generado <o absorbido> no da lugar a una 

variación apreciable de temperatura. 



La var1ac1ón de temoeratura debido al término P<~ v> es 

c:ons1derable en el caso de gases que suf,.en una e>:pansiór: o 

compresión brusca., como en compresores, turb1;1as, etc. 

La Yiiriac.idn de temperatura que se proGuce a causa del término 

<1 : '91.') :dlo puede apreciarse en sistemas con elevc:1da veloc1d.:id .:Je 

flt.do, en los que los gradientes de velocidad son grandes como 

ocLu re en el vt.1elo a alta velocidad y extrusión rápida. 

II.s.- LEYES CONSTITUTIVAS.' 

II. S.1. - INCOMPRESIBILIDAD.' 

Para un Qran número de fluidos. la densidad p no v2ríca. 

s19nif1cat1vamente con el tiempo, con la presión o con l~ 

tempEratura. Por lo tanto, para una densidad constante, por ejemplo 

un /luido incompresible, la Ecuación de Continuidad se simplifica y 

se convierte: 

'\/ o ü o ••• < II-39> 

II.s.z.- LEY DE HOOKE.' 

Los esfuerzos y deformaciones internas de un cuerpo, cuando no 

son excesivamente grandes, san proporcionales a las cargas o 

fuerzas soportadas por el mismo, lo cual 1mpl1ca und compresión 

elástica que desaparece si se suprime la cargci o anula la fuerza. 



Sí al graficar el comportamiento Esfuerzo-Deformación, de 

cualquier cuerpo que se somete a un esfuerzo, se puede aJustar al 

indicado en la /ie. II-5, el material sigue la LEY DE HODKE. Donde 

m (pendiente de la recta>, es la constante de proporcionalidad 

conocida como Módulo de Young o de Elasticidad <E>. 

El término F/A es conocido como esfuerzo (T), para cada material 

se tiene un valor diferente de E; por lo que el Módulo de Young es 

una propiedad intrínseca del material. 

o 
N 
n:: 
w 
:::> 
lL 
Ul 
w 

m LEY DE HOOKE: 

G :Ecf 

---------------------D-E-F-OR-M--AC_l_O_N ______ ,.Ó 

rig. 11-:1. ri.gura. de la. Ley de Hook•. 



No todos los materiales 

Esfuerzo-Deformación antes indicado, 

tienen dos casos: MATERIAL ELASTICO 

MATERIAL PLASTICO. (ver fi6s. Il-6A 

siguen el 

por la que 

comportamiento 

básicamente se 

<sigue la LEY DE HOOKEl y 

y II-6B, respectivamente> 

Los Materiales Elásticos, al ce~ar la fuerza que los deforma. 

tienden a recuperar sus dimensiones originales; sí la fuerza se 

incrementa paulatinamente se alcanzará un valor para el cual ya no 

se recuperará su forma original. Este valor se llama límite 

Elástico. 

Sí se continúa aumentando la fuerza aplicada, el material falla 

(se rompe>; con lo cual se llega al Límite de Ruptura. La falla del 

material puede presentarse de inmediato al Limite Elástico, caso en 

el cual se llama falla frágil <ver fi6. II-7A>, o puede tolerar 

mayor esfuerzo después del Límite Elástico <ver /is. II-7Bl, 

denominándose Falla Dúctil. 

FiCJ. 11 - 6A Material Elástico.. FiCJ. 11 -68 Material Plástica. 
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Flo. 11 - 7A Folla Frágil. 

L.E. Límite Elástico. 
L.R. L(miie de Ruptura. 

v 
L.R ---------------

Fig. ll - 78 Fallo .Dúctil. 

II. 5. 3. LE'{ DE NEWTON DE LA VISCOSIDAD. 5 

Un flu1do ideal se define c:omo aquel en el cual no existe 

fricción entre sus par·tículas, o sea sin viscosidad <µ Ol. Un 

fluido de este tipo es solo una idealización, puesto que todos los 

fluidos, de una forma u otra, son viscosc..s y compresibles. 

En el caso de un fluido real, siempre actúan fuerzas 

tangenciales o cortantes cuando hay movimiento, dando lugar a las 

fuerzas de fricción las cuales se deben a la propiedad de los 

fluidos llamada víscusidad. 

Básicamente los fluidos se clasifican en dos grupos: 6 

eII.5.3.1. Newtonianos. 

•II.5.3.2. No-Nowtonianos. 

II.5.3.2.1. Independientes del Tiempo. 

Al Plástico de Bingham. 

B> Pseudo-Plásticos y Di latantes. 
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II.5.3,2.2. Dependientes del Tiempo. 

A> Tixotrópicos. 

8) Reopéc:ticos 

C> Viscoelásticos 

Dl Fluidos Complejos. 

•II.5.3.1. Newtonianos. 0 

Son aquel los fluidos cuyo comportamiento de flujo está descrito 

por la "Ley d9 Resistencia de Viscosidad d9 N•wton". Esta Ley 

establece que a una Temperatura y Presión dadas, el esfuerzo de 

corte es directamente proporcional a la velocidad de corte. Esta 

constante de proporcionalidad es la Viscosidad Verdadera de los 

fluidos Newtonianos. <Ver /Ls.II-8> 

Matemáticamente: 

esfuerzo de corte (T) 

2-' 
.. 
q:: 

8 ..--
Q.¡ ......... ...., :B l.. o u 
CIJ 

"U 

o 
N 
l.... 
CIJ 
::i ..._ 
VJ 
w 

visc:osidad CµI X velocidad de c:orte Cól. 

Fluido Newtoniano . 

Pendiente=Viscosicbd Verd::!dera. )J. 

VELOCIDAD DE CORTE ._ -1 

Fig. u-a Relación de la veloc\do.d de corL• y ••íu•n:o 
d• cor Lo d• r tui.do N•vLoni.ano. 
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La Ley de Newton de la Viscosidad se obtuvo considerando un 

fluido alojado entre dos grandes placas planas y paralelas, de área 

A, separadas por una distancia muy pequef-l'a 11 y" <Ver fitf. Il-9). 

Suponiendo aue el sistema está inicialmente en reposo, (al; en el 

tiempo t ;;::; O, la lámina inferior se pone en movimiento en la 

dirección del eje "x", con Llna velocidad constante 1.1, <b>; conforme 

transcur1·e el tiempo Ce>; el fluido gana cantidad de movimiento y 

finalmente se establece el perfil de velocidad en régimen 

estacionario. (d). Una ve;: qtte se alcanza este estado estacionario 

de movimiento, es preciso aplicar una fuerza constante F para 

conservar el movimiento de la placa inferior. Esta fuerza está dada 

por la siQu1ente expresidn, si se supone flujo laminar: 

V 

F ""A y 
F µ A 

y 

donde µes la constante de proporcionalidad, llamada viscosidad del 

fluido.~ 

El esfuerzo cortante que se ejerce en la dirección "x", 

sobre la superficie del fluido fue1"za por unidad de área &ituada 

a una distancia constante "y", por el fluido existente en lu región 

donde 11 ,y" es menor, se des19na por T xy: 

F dv 

' .. T • µ 
•Y dy A 

Esta última expresión repr""esenta la Ley de NewLon de la 

Viscosidad y los fluidos que la cumplen se denominan Newtonianos.~ 
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1 1 

Fluido inico'.mente 
t<O en reooso 

1 
t=O 

Lámina 1nfercr puesta 

V en movmiento. 
! l]y,t) ¡ t pequeño Forrrockín de la veloci-

cbd en flujo no esta-
conano. 

~ t grande 
Distribuckín final de la 
velocd:x:i para flujo Yt 

" es:Ocionario. 
X 

Fi.9. II-P. Forrna.eté.n d~l porftl d• volc·=ida.d ~n •ala.do 

oalactonarto paro. u" flu\do co,.1l•nLdo enlre 

dos lCÍmLna.a. 

eII.5.3.2. No-Newtonianos. 6 

Son aquellos fluidos que no manifiestan una relación lineal en­

tre la velocidad de c:orte y el esfuerzo de corte y no pueden reore­

sentarse por la Ecuación de la Viscosidad, los cuales se camportdn 

de acuerdo a la 11 Reoloela" de cada uno. CVer fie. I 1-lú) 

Fluido Plástico de Birgharn. 

Fluidl 
Diletante. 

Velocidad de Corte se -
1 

FLg. Jl-10, R•\acaón d• la veloct.dad dol:I' corl• y ••Íu•rzo d• 
corl• d• Lo• fluido• No-N•vloru.a.no• independter"lea 
del h•tnpo. 
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•II.5 .. ~.2.1.- Independientes del Til=-mpo. 6 

Son aq~ell~~ cuyo valor de corte y esfuEt·zo de corte no cambian 

con 2-l tiempo. La /1e. !1-JO mue:tra la 1'elac1dn entre veloc:i~ad de 

corte y e~fue1·:0 oe co1·te de tres tipos de f lutdos independientes 

.l¿J tiempo, No-Nawtonianos. 

A)-Plá!'iticr:) de Bingham. 6 

Son aQuellos cuya relación de velocidad de corte-esfuerzo 

cortante, est~ representado por una línea recta; ~sta na pasa por 

el origen > oor lo tanto intet·sec:ta el eJe de los esfuer:.os en un 

punte diferente del 01~19en. La impl1cacidn física de este 

comportamiento e~ (iue el fluido Bingham requiere un valor· finito 

del esfuerzo de corte para iniciar su flujo. Este valar mínimo del 

esfuerzo de corte se denomina f'unta de Cedencia, el cual es un 

pseudo-número obtenido de a.cuerdo al modelo de Bingham. 

En el campo el valor del Punto de Cedencia dá una indicación de 

las fuerzas de atracción entre los sólidos y par lo tanto de la 

desviación del comportamiento Na-Newtoniano del f !u.ido. La 

pendiente de la línea que parte del valor del Punto de Cedencia, se 

llama Viscosidad Plástica., <µP) y es una medida del espesamiento 

del fluido y depende del contenido de sólidos, su tamaNo y de la 

temperatura. 

B>-Pseudoplástico~ y Dllatanles. 6 

Estos fluidos se caracterizan por las relaciones de velocidad de 

corte y esfuerzo de corte que se muestran en la fi~. 11-11. Ambas 

curvas, dibujadas en una gráfica. logarítmica (loe-los> proporcionan 

líneas rectas. El comportamiento de los fluidas Pseudoplást1cos y 

Dila.ta.ntes, matemáticamente se pueden expresar a través de la 

siguiente ecuación empírica, conocida como Ley de Potenctos. 
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esfuerzo de corte (T) k · X veloc:1dad de corte <6>"' • 

La expresión anterior describe el esfuerzo de corte en función 

de dos constantes k. y n·. La constante ~~·, representa el 

coeficiente de la viscosidad del fluido, la cual es uniforme para 

un fluido dado y se determina por la intersección al extrapolar la 

recta con el va.lar del l.oe 1 en la escala logar·! tm1ca de la fi6. 

11-11. El factor de potencia n·, es el exponente de la viscosidad 

y es una medida del grado de desviación del comportamiento de un 

flujo Newtoniano, el cual es uniforme para un flujo dado y se 

determina por la pendiente de la recta </is. 11-11>. 

Si el valor de n· es igual a el fluido es Newtoniano. Si n• 

es mayor que el fluido es Di latan te y sí n es menor que 

el fluido es Pseudoplást1co. 

Pendiente = n' 

------. ----------- : 
1 
1 
1 

o 
__, K'=lntersección 

1 
1 
1 
1 

300 rpm 000 rprn 

log Velocidad de Corte. 
Fi.9, 11-tt, R•lo.ci.Ón de to. v•toc1..dnd d• corle y ••Íu•r%o d• 

cort• d• la. fu•rsa de f'lujo deo to• fhn.do• 
••ca.la loga.rt'lmi.ca.. 
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•II.5.3.2.2. Dependientes del Tiempo. 6 

Son aquellas que exhiben un comportamiento no lineal dependiendo 

del tiempo para un valor constante del esfu.erzo cortante. 

Al Tixotrdpicos.ª 

La Tixotropía se puede definir e.amo: "el .fentfm.s.no exhibido por 

aleunos eeles que se hacen /luidos con ol movimiento. siendo ~ste 

cambio reversible". Los fluidos Tixotrópicos tienen una estructura 

interna que aumenta su resistencia al esfuerzo cortante 

(gelatinosidad) mientras se encuentran en reposo. Las ecuaciones 

para los fluidos Plásticos de Bingham y la Ley de Potencias pueden 

ser utiliz:adas para el comportamiento del fluido Ti>:otrópico una 

vez que los efectos de la estructura gel ha desaparecidoª 

8) Reopécticos. 6 

Estos fluidos, al contrario de los fluidos Ti xotrópicos, 

tienden a aumentar los esfuerzos estructurados <arriba de un 

límite> bajo un valor de velocidad de corte. Una característica de 

éstos es el incr·emento del esfuerzo cortante con respecta a.l 

tiempo, a una velocidad de corte constante. <Ver /i.e. I I-ta> 

Tiempo de Corte. 
ll'i.g. :r:r-.tz. En un tlu\do Reopécti.co •L ••fuerzo corl4nl• 

aumenta. con •l ll•mpo cua.ndo el t\uldo •otá: 
eujeto a. una. veloclded d• corl• co~ta.nl•. 
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C) Viscoelástlcos.d 

Son aquellos cuyas propiedades viscosa5 muestran cierto grado de 

elasticidad, tienden a producir elongaciones cuando están sujetas a 

altos valores de velocidad de corte y a regresar a su condición 

inicial cuando dichos valores descienden a su nivel normal. 

Dl Complejos." 

Son aquellos que muestran en su comportamiento más de un tipo de 

los demás fluidos, es decir, fluidos que bajo condiciones variables 

de valor de velocidad de corte, temperatura, presión y tiempo 

muestran propiedades tixotr·ópicas, visc:oelásticas y también se 

comportan como fluidas Plásticos de B1ngham y Pseudoplásticos. 

Tomando en cuenta lo expresado anteriormente, la Ley de Newton 

para fluidos Viscosos <dependientes del tiempo> se puede expresar 

de la siguiente manera: 1 

[T] = - µ 
2 

µ - µ» <<7 ii>I •• < 11-40> 
3 

El coeficiente µ es la viscosidad del fluido y es un 

término adicional llamado viscosidad dil&tacional. Para fluido5 

incompresibles, el segundo término en el lado derecho de la Ec. 

II-40 es igual a cero <Ver Ec. II-39l¡ por lo tanto, para fluidos 

incompresibles:' 

cv ~ + l (~ ~)] 
T - µ µy ••• ( 11-411 

2 

donde Y es el tensor de la velocidad de corte. 

Para los modelos de fractura en dos dimensiones el flujo se 

supone en una dirección, por ejemplo en la dirección "x•; por la 

tanto, la velocidad u es de la siguiente forma:' 

µ ~ o 
y 
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El esfuerzo de corte está definido para un componente (Txy> y es 

igual a 1/2 dux/dy, mientras la velocidad de deformación est~ dada 

por un escalar, rxy ' expresado de la siguiente manera::l 

T 
xy 

- µy 
xy 

••• ( Il-43) 

Para un fluido Newtoniano, juntando las dos primeras Relaciones 

de Conservacidn con las Leyes Constitutivas se obtiene la Ley 

Navier-Stokes expresada de la siguiente forma:• 

2 

9P + P8 + µ Q ;j 

donde PB es la fuerza gravitacional del cuerpo. 

La Ley de Newton representa las relaciones simples 

••• ( II-44> 

reoltlBicas 

aplicadas para algunos fluidos. Las fluidos No-Newtonianos <los 

cuales incluyen algunos polímeros y cementos> son incompresibles y 

presentan un comportamiento similar a un fluido Newtoniano simple, 

pero con una velocidad de corte dependiente de la viscosidad como 

se expresa a continuación: 

••• < II-45> 

Donde µ depende de los componentes del tensor velocidad de 

corte., ;.. Diferentes modelos han sido desarrollados para describir 

el comportamiento de los fluidos fracturantes. Los modelos más 

comunes para flujo en una dirección son expresados a continuación. 

•Modelo de la Ley de Potencias. 1 

La viscosidad es una funcidn de La Ley de Potencias de la 

velocidad de corte expresada en la siguiente forma: 

µ K y n-• <II-46) 

36 



•Fluidos Plást.icos de Bingham. 1 

Estos fluidos presentan un punto de cedencia, 

T 
yp 

µ µo + para T 2: T 
y yp 

y 

µ to para T s T 
YP 
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C A P 1 T U L O 111. 

MODELOS DE PROPAGACION 

DE FRACTURAS. 



El modelado de los procesos de Estimulación es una labcr· 

compleja 

descritos .. 

y 

Un 

ésta incluye todos los componentes 

fluido inyectado en la formación 

previamente 

modifica la 

distribución de presión y la del esfuerzo en la formación, creando 

condiciones favorables para la propagación de una fractura, que 

consiste de un angosto y largo canal, en el cual el fluiCa 

inyectado fluye; éste último intercambia calor con la formación y 

una parte fluye dentr-o de la formación no fracturada <Pérdida). 1 

El fluido inyectado, debido a las partículas del sustentante, es 

multifásico y finalmente, puede ocurrir una reacción química entre 

el fluido <si éste es un ácido> y la formación. La fi9. 111-1 

muestra la interacción entre los diferentes componentes del 

modelado. 
1 

Mecdnica de 
fluidos 

Transporte del 
sustentante 

Velocidad de reacción 
Modelado del dcido 

Transferencia de 
calor 

F\.gura. 111-1.. Uni.Ón entre \o• dLí•r•nl•• compon•nl•• 
un mod.lo d• propa.go.ci.Ón d• r ra.clura.. 
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111.1. Mecánica de Fractura Linealmenle E:lásllca CLE:FM>. 1 

Los esfuerzos en la formación, debidos a la deformación da una 

fractura hidráulicamente inducida, son relativamente pequerios. Como 

resultado. la formación puede suponerse que se deforma de una 

manera linealmente elástica. Una fractura en un medio linealmente 

elástico puede considerarse como una idealización del problema de 

la elipse (o elipsoide) con su excentricidad tendiendo a cero. 

111.1.1. Factores de In~ensidad de EsCuerzos. 1 

Para una elipse uniformemente presurizada con semiejes a. y b,-=:n 
un campo de esfuerzo uniforme, puede demostrarse que cuando la 

relación de ejes tiende a cero tbla...-. O>, los esfuerzos cerca del 

extremo de 

esto 

y 

es: 

cr 
KK 

cr 
yy 

T 
xy 

la fractura llegan a presentarse en 

K, e e 
cos (1 - sen -- sen -rznr:.- 2 2 

K e e • cos ( 1 + sen -- sen 
-rznr:.- 2 2 

e e 3 
cos sen cos e 

2 2 2 

un sólo sentido, 

3 
el ••• !III-1> 

2 

3 
el ••• !III-21 

2 

••• <III-31 

donde r es la distancia a partir del extremo de la fractura y e es 

el án9ulo de los eje& de la fractura. 



En la vecindad del extremo de la fractura la velocidad de 

propagacidn de la fractura está dada por: 

" . 

" y 

K ]¿ I r 
--- --- CDS 

G 2rt 

e 

2 

r;-sen ~ J2n"' 2 

e 
< 1 - 2v + sen 2 ••• <III-4> 

2 

e 
( 1 - 2v + cas2 ••• llll-51 

2 

donde G es el módulo de corte y v la relación de Po1ssan. 

El factor K
1 

es llamado un /actor de intensidad ds ssfuerao para 

la forma de apertura y caracteriza la magnitud de los esfuerzos 

cerca del extremo de la fractura; este factor depende de la 

geometría de la fractura, del medio circundante y de las cargas 

aplicadas. 

Más generalmente para un cuerpo arbitrariamente homogéneo 

tridimensional, tres formas fundamentales de cargas pueden ser 

definidas para una fractura <ver f<tJ. I 11-21: 

• Forma I o de apertura, corresponde a una tensión normal en el 

frente de la fractura. 

• Far.a II o de deslizamiento, asociado con un corte transversal 

<con un factor Knl. 

• ForA1a Il I o de torsidn, para un corte long! tudinal IK
111

1. 



I. Forma d• aportura. 

JL Forma d• Ouplazamlento. 

fil. Forma do Tonlón. 

p 

m 

FLgura. :r11-2. Formo.a Fundo.m•nla.letA do F'ro.clura.mL•nLo 



En qeneral, únicamente la Forma I o de ape1·tura es a.plica.da para 

un plano de fractura creada por el fluido 1nyect._,do. Sin embargo, 

un fracturam1ento co~plejo fuera del plano o ce1·ca de las f1su1·as 

natural-=-s puede c:ond·-1c1r a las otri's formas de frac:turamiento .. 

llI-t-2.- Energia Superflcial. 1 

Dado un sistema de esfuerzos, es impartan-t;e determinar s1 una 

ft·C\ctura s~ iniciará y después se propac;iará en cualquier dirección 

y a partir de cualquier punto en la f1·actura creada. Griffith defi­

nió la energía superficial de una fractura, la cual puede ser aso­

ciada a la fuerza de cohesión atómica en el material. 

Cuando una ft·actura se desarrolla es necesario considerar 

diferentes tipos Ce variación de energía, por ejemplo: 

o t.i.EP: es la variación de energía potencial a partir de la 

superficie de desplazamiento. 

• AE:e: es la variación en presidn o energía elástica contenida en 

el cuerpo < t.PV l • 

• AEr: es la variación de energía superficial <yAA> asociada con 

un incrementa AA del área de fractura; y 

superficial específica. 

es la energía 

El criterio de Griffith enuncia que se está en equilibrio si la 

energía superficial está relacionada con la variación de la energía 

interna U a través de la siguiente e>:presión: 

au 
2r = - ••• <I I I-6> 

En el caso de una ft"actura bajo una carc;,a uniforme, la carga 

crítica 

de: 

y la energía superficia~ están relacionadas a través 

cr 
e 

2 E 1/2 

[ -rr-x-,--< _r_l--v-:2- ] 
••. <III-7) 



donde xf es la mi t:1.d de la lang1 tud de la fractura, E y v son las 

constantes elásticas. 

Otra noción importante! es el factor de intensuJad de esfuer'ZO 

crítico: 

11 Bajo una forma dada la condición pat'a que una fractura este en 

equi l ibr10 requiere que el factor de intensidad de esfuerzo 

asociado con la carga se"' igual a un valor crítico k
1
c, el cual se 

considera como una propiedad del material y también es llamada la 

reslstencia a. J.a fractll.ra". 1 

Para la fractura presurizada uniformemente una relación simple 

puede ser desarrollada entre la energía superficial y 

<1 - vz> K2 
le 

K : 
k 

Y ••• <III-81 
E 

De esta manera, para un comportamiento linealmente elástico, 

esta última expresión indica que el criterio de la energía 

superficial y y el far:tor de intensidad de esfuerzo crítico K 
le 

están relacionado~ y junto<:-> conforman un criterio unificado para. 

la propagación. 

III.2. Criterios de Propagación de la Fraclura. 1 

Se consideran dos tipos g:c::inerale5 de criterios de propagación de 

fracturas para describir las r:ondic:,ones baJo 1as cuales éstas se 

desarrollan: 

•El Criterio Local (e:<tremo de la fractu1~a) que relaciona magnitu­

des definidas cerca del e~·tremo de la fractura <-factores de in­

tensidad de esfuer·;:o). 
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•Los Criterios Globales los cuales están expresados como-:,func.ioriEs 

de la ener·gía del sdlido. 

Para una forma de fractura mezclada, fueron definidos tres 

criterios en la literatura: 

• Máximo Esfuerzo Circunferencial. 

Sef'lalado primero por Erdo9an y Sih • éste e~ un criterio local :· 

establece que una fractura se desarrollará en una dirección normal 

al mínimo esfuerzo principal. BaJo las siguientes tres condiciones: 

La Fractura in1c1a extendiéndose cerca del er.tremo de la misma. 

La extensión ocurre en un plana normal a la dirección de la 

mayor tensión. 

La extensión se inicia cuando el má~:1mo esfuerzo tangencial 

alcanza una constante crítica. ~ec· 

De lo anterior los esfuerzos son en un solo sentida en el 

extremo de la fractura, aplicando un cr•i terio tal que los valores 

deben ser considerados a una distancia 6
0 

a partir del extremo de 

la fractura la cual otra vez está siendo c:onsider·ada como 

constante. 

• Velocidad Mínima de la Energía del Esfuerzo. 

Este principio introducido por Sih considera la velocidad mínima 

de energía del esfuerzo definida en un punto a una distancia 6
0 

a 

partir del extremo de la fractura como: 

él <;/ u 
••• (111-9) 

él V 

De acuerdo a este principio, la fractura debe extenderse: 

En la dirección a lo largo de la cual Sr es mínima. 

Cuando Sr alcanza un valer crítico el cual depende del material. 
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• Velocidad Máxima de Liberación de la Energia del Esfuerzo. 

El anterior criterio, el cual fue discutido extensamente par 

Hussain y colaboradores considera una cantidad global (velocidad 

máxima de liberac:ión de la energía del esfuerza> y supone que la 

fractura debe: 

Crecer en la dirección para la cual la velocidad máxima de 

liberación de la energia del esfuerzo es máxima. 

Iniciar extendiéndose cuando la velocidad máxima de liberación 

de la energía del esfuerzo alcanza un valor critica. 

Debido a los problemas asociados con experimentos de "forma 

mezclada 11
, se ha determinado que las tres criterios previos no han 

sido universalmente aceptados como válidos. 

De una manera similar a los criterios de plasticidad, se puede 

definir una superficie de propagación como sigue: 

••• <I II-10> 

El problema principal asociado con tal formulación es que la 

precisión da la función, FK, depende del tipo del material. 

En el caso de una propagación de fractura en un solo plano ya 

sea el factor de intensidad crítico, K
1
c., o el valor de la energía 

superficial, y, fijan las bases para el desarrollo de la fractura. 

111.3. Consideraciones Generales para un Modelo de Propagación de 

Fract.ura. 1 

Al simular la propagación de una fractura inducida 

hidráulicamente, se deben considerar fundamentalmente tres tipos de 

relaciones (excluyendo transferencia de calor o cualquier reacción 

química>, la formulación de la Mec~nica de Fractura Linealmente 

Elástica <LEFM>, el Flujo del Fluido Fracturante y la Ecuación de 

Continuidad.• 



La mayoría de los Modelos de Fracturamiento Hidráulico 

consideran que la fractura se propaga en la Forma I, ver /LB. 

III-2, aunque los Modelos Tridimensionales tienen la capacidad para 

simular las otras formas. 

III.3.t. Problelnática de la Mecánica de la Frac~ura Linealmente 

Elás:lica. 1 

Dado un estado de esfuerzos <o presiones) inducidas por el 

fluido en la fractura y un conjunto de condiciones de frontera 

(esfuerzos confinados> se pueden calcular los desplazamientos <o la 

amplitud de la fractura>. Debido a la singularidad del esfuerzo 

cerca de la fractura, las técnicas clásicas en la elasticidad 

tienen varias limitaciones y Barsoum usó elementos especiales en el 

extremo de la fractura para mejorar la exactitud del cálculo de los 

factores de intensidad de esfuerzo. 

Algunas versiones de técnicas de Integrales de Frontera fueran 

más populares porque solucionaban el problema solamente en esta 

región <reduciéndose la dimensión del problema>, llegando a una 

si•ple determinación de los factores de intensidad de esfuerzo. Su 

principal limitación radica en la dificultad de implementarse en 

madios no-homogéneos <con módulos de elasticidad variables>. 

El caso más sencillo es una superficie elíptica uniformemente 

presurizada con semi ejes a. y b (problema de Sneddon>, la fractura 

tiene una geometría elíptica, el problema de presión uniforme 

corresponde a una situación donde no hay caída de presión ni flujo 

de fluido. La solución para la distribución de la amplitud de la 

fractura está dada como: 

b M' 
W<xl = 

E E<k> 

2 
X 

7 ••• IIII-11l 



donde E<k> es la integral elíptica completa del extremo estudiado, 

según Abramowitz y Stegun, k = <1 - b 2 ,,,.a2 > ..... z y AP es la diferencia 

entre la presión aplicada y el esfuerzo confinante. 

En realidc.d se puede ver que para un medio isotrópico solamente 

es necesaria una combinación del Módulo de Young y Relación de 

Poisson, es decir, E/ (1 - v 2 >, la cual es conocida como el Módulo 

del esfuerzo plano , E'. 

Otro punto importante es que para un medio homogéneo, el valar 

preciso de la relación de Poisson en el rango normal de rocas no 

afecta significativamente la solución. 

Diferentes casos pueden ser desarrollados partiendo de la 

solución de Sneddon. 

•a < < b (fractur·as de Griffithl 

W<x> 4 ••• <I II-12> 
E' 

•a b R Cfractura circular o forma de penny> 

B •.• ( II 1-13) 
E' 

III.3.2. Ecuaciones de Flujo del Fluido F~acluranle. 1 

La determinación de la distribución de presión en la fractura. 

debida al flujo de fluido, es necesaria para determinar la longitud 

de la fractura. En lugar de la solucLón de las ecuaciones generales 

de Navier-Stokes, las cuales pueden requeri f"' un tiempo de cálculo 

considerable, la fractura es discretizada en una serie de líneas 

paralelas <o superficies> y el flujo es considerado cuasi-estático. 

La relación entre los ritmos de flujo y las caídas de presión en 

el caso de una fractura plana puede ser expresada comoz 



kf iJP 
Q . -µ--

<>x 
••• !III-14) 

k 
f m> 

Q µ y <)y 
••• <III-15) 

donde k/ es proporcional al cuadrado de la amplitud de la fractura 

local <k¡= w2t12> y puede ser interpretada como el canal 

altamente permeable y µ es la viscosidad efectiva del fluido en 

el canal fracturado. 
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C A P 1 T U L O IV. 

MODELOS 

BIDIMENSIONALES. 



El primer Modelo para Simular la Propagación de Fracturas fue 

desa.rrol lado por Khrist ianovi tch y Zhel tov. Esta formulació:i 

Bidimensional está basada sobre la consideración de esfuerzo plano 

y pueden ser distinguidos dos tipos~' 

•Condición de esfuerzo plano en planos horizontales. 

• Condicidn de esfuerzo plano en planos verticales. 

Los Modelos Bidimensionales aparecen por la necesidad de obtener 

soluciones aproximadas a problemas complejos que involucran una 

interacción mecánica sólido/fluido. Dichas mod2los requieren que 13 

frontera de la fractura en el plano de propagacidn esi;.ecif1quo: 
7 

su avance .. 

En este capítulo se hace mención de los Modelos de Propagación 

de Fractura que suponen: 

9Extensión Lineal. 

eExtensión Radial. 

Siendo los primeros los más ampliamente uti 1i;:ados. 7 

IV.1. - Condiciones de Esf'uerzos Planos. 1 

Si se considera a la zona productora como un medio elástic:o 

infinito, y que cada sección horizontal se deforma independiente­

mente de las otras sin deformación ... e1-tical, entonces la condición 

de esfuerzo plano horizontal prevalece. La deformación correspon­

diente a los componentes z del tensor e, se desprecian, aunque los 

esfuerzos en las tres direcciones x, y y z siguen actuandG; 

quedando los componentes del tensor en las s19uientes direcciones: 

" XX 

1 + .... 

E 
[ (1 - vl o - V<> ] 

>lM yy 
•.• ( IV-ll 
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1 + .... [11 .. - ,..., a - VO' ] ••• <IV-2> 
yy E yy .. 

+ ... 
& T • •• CIV-3) 

xy 
E 

xy 

y 

& & m & o ••• <IV-4> 
xz yz %Z 

Para la geometría del plano horizontal de esfuerzos, la zona de 

fractura debe deformarse independientemente del estrato superior e 

inferior. Esto podría ocurrir para un desplazamiento libre sobre 

estos estratos y representar apro>:imadamente una frac tura con una 

penetración horizontal mucho menor que la vertical. La forma de la 

fractura no deberá depender de la posición vertical. 

IV.1.1. Principios Mecánicos de Fracturas Inducidas 

Hidráulicamente. ?,o 

Las teorías para la amplitud de la fractura están basadas en la 

suposición de que la superficie de la fractura se deforma de una 

manera linealmente elástica. Para las condiciones de un esfuerzo 

plano, Englan y Green desarrollaron unB ecuación para la amplitud 

de la fractura que es la siguiente: 

W(x) 
4 C1 - vl L 

" G [J /2df2 

(/. - t'> ..... 
I L • L 

" ,,,.. ] s 11 - /~) 

6Z 

1. 

J 
o 

P<f,ld f, 

<1: - /~> t./2 

••• <IV-5> 



donde: 

/L = x I L, representa la fracción de la e~tensión de la 

fractura, L. 

P = presión local del fluido. 

W amplitud de la fractura. 

G módulo de corte. 

v = relación de Poisson. 

L longitud de la fractura. <un ala) 

1
1 

Y /
2 

=fracciones de la extensión de la fractura. 

5 = e5fuerzo tectónico normal al plano de fractura. 

La distribuc:ión de presión M'<f.> = P(/1l - S</L> sabre la 

fractura es la diferencia entre la presión hidráulica del fluido. 

P, en la fractura y el componente normal del esfuerzo tectónico 

in-situ, S, de la formación antes del tracturamiento y 

perpendicular a las paredes de la fractura; esto es, el mínimo 

esfuerzo horizontal. Esta complicada integral doble dá mucha 

información sobre la amplitud de la fractura y la condición de 

equilibrio de la misma. 7 

El caso más simple es una distribución de carga uniforme, 6P 

constante, sobre la longitud total de la fractura, 2L, esto es: 

2 (1 - vl L M' 
••• <IV-6l ll'<x> --------- '{ ( 1 - / 2 ) 

G L 

El proceso de Fracturamiento Hidráulico en un material frágil 

tal como la roca del yacimiento requiere una condición de frontera 

particular en el extremo de la fractura. Esta condición, 

primeramente sugerida por Zheltov y Khristianovitch, y más tarde 

detallada por Barenblatt, establece que en el caso de una fractura 

en equilibrio en movimiento propagándose en un sólido frágil, la 

distribución normal de la presión ejercida pot' el fluido 

fracturante sobre las paredes de la fractura debe ser de tal forma 

que las caras de la misma cierren suavemente en las orillas. Dicha 

condición implica que:ª 
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o 

Barenblatt preveé que ésto asegura que el componente de esfuerzo 

normal en el extremo de la fractura es finito e igual a la 

resistencia a la tensión de la roca .. La resistencia a la tensión 

puede ser considerada que es de influencia despreciable para 

fracturas de grandes dimensiones en el rango práctico de presiones 

de sobrecarga. Sustituyendo la condición de frontera anterior en 

la Ec. IV-5 se tiene lo siguiente:ª 

cambiando l.as tJariabl.es en l.a Ec. IV-5 corno SitfU.e. -

I L = 1. = o ; 

4 (1 - v) L 

f. = /L 

d 12 P(/L)d /L 

I = 
2 

WCxl= n G [ J (12 - o ) l/Z J (12 - /~> t/2 

o o 

ft 
i/2 ] s (1 - 0) 

2 

de la condición de Barenblatt dW/dL = O; entonces 

dW 4 ( 1 - v) [ J PC/L)d /L IT 

dL IT G (12 - 1:>i./'2 2 
o 

Finalmente se obtiene: 

J P</L)d /L n 
s 

( 1 _ /~) A/Z 2 
o 

••• <IV-5a> 

••• <IV-7> 

Tomando en cuenta la resistencia a la tensión, la Ec. IV-7 puede 

ser escrita de la siguiente manera: 

J 
PC/L)d /L n K 

s + ••• <IV-7a> 
(1 /2) i/Z 2 C2L> .,. 2 

L o 



donde: K=/ Módulo de Cohesión de Barenblatt. 

En la. expresión anterior E es el Módulo de Young y )"' es la Ener­

gía Superficial Especifica. Geertsma y de Klerk suponen que: 8 

2L 2: 

K también se puede relacionar con el factor de intensidad de 

esfuerzos critico, Krc' a través de la ecuación que propone Irwin:
7 

K 
lo 

K ••• <IV-Bl 
rr 

Trabajando la candiciOn estátiCa de equilibrio para lo cual se 

presenta una función seccionada para las siguientes condiciones de 

carga, prevaleciendo como sigue: 

llP
1 

para 

y 

bP
2 

para 

o < >.. < >.. o 

>.. < >.. < o 

Ajustando las expresiones anteriores a la Ecuación 

donde se tiene implici ta dicha condición se obtiene: 

r d>.. ' d>.. K 
N' L 1 11 _

0

>..z> 
+ AP l o -----

' z 
~) m 

de Barenblatt 

IT K 
le 

2 ..¡¡:-

Resolviendo las integrales por sustitución trigonométrica se 

obtiene• 

N>, !an9 sen /l + AP
2 

<an9 sen 1 - ang sen /> 
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Desarrollando y despejando se lle9a a: 

AP 

( ¿- AP,) . 
2 

(an9 sen /) 
rr 

IV. a. Modelos: Bidimensionales. 7 

+ M' 
2 

Los Modelos Bidimensionales describen la Propagación de Fractu­

ras Inducidas Hidráulicamente; se incluyen dos formas de propaga­

ción, rectangular y radial. La mayoría de las fracturas inducidas 

hidráulicamente se propagan en un plano vertical, debido a la in­

yección de un Fluido Fracturante sobre un jntervalo considerable. 

Los modelos conocidos más ampl ta.mente son los desarrollados por 

Perkins y Kern <Modelo PIOI"> y por Geertsma de l<lerk <Modelo 

GDK8 >. Una importante consideración en el Modelo GDK es el trabajo 

realizado por Zheltov y Khristianovitch 1 º, quienes introdujeron el 

concepto de equilibrio en movimiento; es decir, la propagación de 

una fractura moviéndose lentamente como resultado de una acción 

hidráulica. Nordgren11 se basa considerablemente en el trabajo 

desarrollado por Perkins y Kern y con esto da lugar al modelo PKN. 

IV. 2.1. Modelo PKN. 7 .<> 

IV.2.1.1. Sin Considerar Pérdida de F'lU.ldo. 7 ·<> 

La propagación Lineal de una Fractura Vertical, segtii este 

Modelo CVer /Ls. JV-1>, considera las siguientes suposiciones: 

11 La fractura tiene una al tura constante, h
1

, 

de la lon9i tud de la fractura. 

independiente 

2) La presido del Fluido Fracturante, P, es constante en las 

secciones transversales verticales y perpendiculares a la 

direc:c:ión de la propa9acidn. 



3) la dureza de le;. roca del yacimiento., su resistencia a la 

deformación baJo la acción de P. prevalece en el plano 

vertical. Es dec:1r, cada sección transversal vertical se 

deforma individualmente y no es afectada 001· los estr·~to~ 

c 1rcund antes. 

4) De acuerdo a lo expuesto anteriormente. la Ec. IV-6 

relc3c1ona la alt:ura. h
1

• la ores1ón oel fluido. P, y l~ 

amplitud local de la fractura. Las secciones verticales oue 

se obtienen tienen una forma elíptica con una amplitud 

máHima en el centro. 

Se9ún la última consideración se puede escribir la siguiente 

ecuación: 

lr'(x, t) 

11 - vl h
1 

<P - S1 

G 
••• <IV-9l 

Sl El gradiente de presión del fluido en la prapa9ac1ón o en 

la dirección "x .. está determinado por la resistencia al 

flujo en un angosto canal de far·ma elíptica. 

Para el comportamiento de flujo Newtoniano <con viscosidad. 

µ, y gasto, Q>, se puede escribir la siguiente ecuación: 

cJ<P S) 64 Q µ 

ax " ~ 
••• <IV-10> 

ó) La presión del fluido se abate desde el pozo hasta el 

extremo de la t1~actura a hasta Gue alcanza los límites, 

X = L y P = S, para una razón no espec1 fica.da. 

la teoría original desprecia la 1nfluenc1a de la veloc1d3d de 

crecimiento de la amplitud de la fractura en tunc1ón del gasto d~ 

fluJo; esto es. se supone que en ausencia de pérdida de fluido: 

o 



Figuro JV-i. Ropreumlo.e\.Ón Eaquetná'.\.l.cO. de uno. Fract.uro. 
propo.gcindoag. l.i.ne<ilmente con flujo lom\.no.r 
de a.cuerdo con P•rk i na-K•rn. 

Con la anterior suposición es razonable el hecho de que la pér­

dida de fluido domine la Ecuación de Balance de Materia creando con 

esto un error numérico notable en el caso de una pequeNa pérdida de 

fluido. Nordqren corrigió este efecto de la velocidad de crecimien­

to y reescribe la Ecuación de Continuidad de la siguiente forma: 7 

rr h, 8W 
••• <IV-11> 

llx 4 "' 
La eliminación de <P - Sl = lJ.P y Q desde la Ec. lV-9, la Ec. 

IV-10 y la Ec. IV-11 se llega a una ecuación diferencial parcial 

no-lineal en términos de W<x, t), la cual es: 7 

G 
O ••• (IV-121 
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sujeta a la condición inicial: 

y las condic1or.es de fr·onteri': 

W<x, O> 

W<x, t> 
Q<O, t.) 

(l 

(l 

La amp 1 i tud de la frac tura entonces qweda: 

Woc, t) = W<x, O> (1 - x/L) 1
..,.

4 

El volumen de la fractura entonces queda: 

" V = S L he W<O, t> = (;)
0 

t. 

para t IJ 

cara x ) L í.t ' • 

para un ala d-3 

la fractura. 

Perl~ins y Kern trabajaron también para encontrar las amp 11 tudes 

de las fracturas para diferentes tipos de flujo <1.r.r.m.t.na.r y 

turbulento). <Ver APENDlCES By C~. 

• Amplitud de una fractura resultante del flUJO laminar de un 

fluida Newtan1ano: 

W<pgl 
[ 

Q<bltminl µ(cp) L<piel ] = 0.38 ~~~~~~ ..... E~<-p~s-i-)~~~~-

t/4 

••• <IV-13) 

• Amplitud de una fractura resultante del flujo turbulento de un 

fluido Newtoniano: 

lt'(pgl = O.b 
[ 

Q2 tbl/min) Sp Gr L<pie> ] 
E lps1 l l'Llp1e) 

t/4 

••• (!V-14) 

• AIRplitud de una fractura resultante del flujo laminar de un 

fluido No-Newtoniana: 

n' 

\ti 12 [ (§:) <n'+ 1l ( 2n·~.1) 

. 
( º¡:¡75) ( 5¿®1) n• ]~ 
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IV.2.t.2. Considerando la Pérdida de Fluido. 7 '" 

F'E:r"\'1r.: ·.· Ker·n no c.ons1deraron en EU trabajo ori¡;,1nal la pérdida 

de fluido en 113 formación, Nordgren da la solución a este prüblema 

que es más real en la prác.ti.c.a. ManejanCo la Ecuación de 

Contin~ndad Pat·ticular para esta situación. se tiene:" 

+-~ 8W 
t) ••• < IV-16! 

él.>: 4 ª' 
El gasto de pérdida ra\. es considerado como la pérdida por unidad 

de longitud de fractura, el cual está dada: 7 

2 h e 
' Q = 

l 
Yt-Ton 

Desat·rol lando la Ec. I\1-12 se lleqa a: 

suJeta a: 

cond1ción inicial.­

c.ond1ciones de frontera.-

y 

aw 

ª' 

a e 

n -( t - Te X1 

\V(x. l)) 

Wtx, t) =O 

••• <IV-171 

O ••• <IV-lSl 

o 
para x :~ L 

256 µ ( l - vl Q 

n G 
para una sola ala de la fractura. 

Este conJunto de ecuaciones OLlede solucionarse numéricamente. 

Porque el Modelo PK parece ser el más aplicable para tratamientos 

de lar~a duración, la aprox1macidn queda: 

60 



la cual parece apropiada bajo estas circunstancias. Así, se llega: 

• 8).. 

L J --:f::=t==-==T=,=x=,~ 
o 2 1i.

1 
e 

donde T depende de~= x/L tal que T[L(t ')]: t oar·a O< t' < t. 

La solución anterior es similar a la obtenida por Carter. esto es 

y 1 - ang sen O. .. >. 
rr rr 

Esta es una buena apro>amac ión para: 

Por esta condición se tiene: 

2 
M' .. (0) = ang sen ()..) ) d>... 

n n 

Finalmente se tienen las siguientes ecuaciones: 

...... 
WIO> 4 ( 

2 i/4 

) ] ti/O 

fJ'(O) 

IV. 2. 2. Modelo GDK. 7
•
8 

µ G Q: t/4 

-------- ] t t/0 

1i./' <1 - v> 9 e 

IV.2.2.1. Sin Considerar Pérdida de Fluido. 
7

'
8 

•• <IV-19> 

•• IIV-20> 

La propagación Lineal de una Fractura Vertical, según este 

modelo <Ver /(5. IV-2), hasta cierto punto representa la 

contraparte de la teoría del Modelo PK. F'or la tanto, las 

suposiciones ahora son las siguientes: 

1 > La al tura de la fractura es constante, h
1

• 

2) La dureza de la roca de la fc.rmación es tomada en cuenta en 

un plana horizontal únicamente. 
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3) El 9rad 1 ente de presión del t luido en la dirección de 

propaqac1ón está determinado por le resistencia a.l fluJO en 

una abertura r·ec ta.ngular an;,os ta de amp 11 tud constante 

en la dirección vertical: 

P<O. tl - F'<x. !) f' - p 
f 

••• C IV-211 
t ) 

Con la cond1c1ón de equilibrio en movimiento de la fractura. 

desarrollada oor Ba.renblatt se tiene: 

L P(x, t) dx 

J ~; ... :2.ll/2 

rr K. 

2 <2L> t/2 

••• <IV-7bJ s + 

La ecuación anterior es aplicada para una sola ala de la 

fractura y ccmsiderando un gasto de inyección total 0
0

• 

1 
1 
1 
1 
1 

r 
1 

--- __ ¡ 
...... ,' 

.,. ... -' ,' 
__ ..... ,,., ..... ---__ -- Aproximadamente 

Forma Elíptica de 
la Fractura. 

F1.9ura. rv-2. R•pr•••nloc:t.Ón •squ•mcÍlLc:a. de una. fra.clura 
propagcindos• l\.nealm•nl• c:on flujo La.mlnar 
de acuerdo al modolo do O••rl•ma-do IClork. 
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Zheltov y Khristianovitch proponen oue la distribución de 

presidn del fluido que satisface la ecL1ac1dn antEr1or se oueGe 

aproxima1' por medio de: 

p para 
o 

o para 

donde L
0

/L ;:;; A
0 

se cierra para la unidad. Esta suministt~a la 

condición de la longitud de la fractura "humedecida"; esto es: 

••• C IV-22l 
P,rL 

La fórmula anterior se utiliza cara iniciar el cálculo de la 

amplitud de la fractu1'a. Esta aproximación es suficientemente buena 

cara prevenir más simplificaciones tales como las realizadas por 

Daneshy. Además, en la formulación del Modelo GOK se desprecia el 

'factor de intensidad de esfuerzos crítico, t(rc' Para L
0
IL. 

Con la excepción de los alrededores inmediatos del extremo de la 

fractura, la forma de ésta en el plano horizontal es elíptica con 

una amplitud má>:ima en la pared del pozo y expresada a través de la 

siguiente ecuación: 

wco, t) 

2 <1 - vl L CP/ - S) 

G 
••• < IV-23) 

(Nota~ la e-cuacitfn an.teri.or es sim.l tar .::z ta Ec. IV-9 de ta 

teorl.a de! Hode!o PK, tomando L = l /2 h
1
l. 

Lo que resta es la. determinación del nivel de Pr da.do por la 

repentina caída de presión del fluido cerca del extremo de la 

fractura que cierra en forma de cuf'S'a. Una buena aproximación para 

determinar la resistencia al flujo de fluido en la fractura es: 

Xo w" (0, tl 

Io w" cx, tl 
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Sustituyendo la ecuación anterior en la Ec. IV-21 y considerando 

además el volumen de la fractura para una sola ala de la misma se 

llega a: 
t 

rr 
V= "r L w<o, !) J (l - X2)t/2 dX 

o 
4 

h
1 

L W<O, tl 

••• ! IV-25l 

finalmente se obtienen las ecuaciones para calcular la amplitud y 

longitud de la fractura. 

y 

L!tl = 0.68 
G Qo3 

! 1 + vl h • ] 
r 

[ 

( 1 + v> µ Qo 9 

W(O, tl = 1.87 ] 
G h 

9 

r 

t2/9 ••• (!V-26) 

tf./3 •• !IV-27l 

Geertsma y de Klerk trabajaron en la formulación de la máxima 

amplitud en el origen de una fractura que se propaga linealmente y 

que tiene una geometría muy cercana a una elipse a lo largo del 

plano de propagación excepto en el e:,tremo de la fractura.º 

La ecuación que estos autores desarrollaron es la siguiente: 

<VER APENDICE D> 

w (! - V) 

ll 

IV. 2. 2. a. Considerando la Pérdida de Fluido?·ª 

••• !IV-28> 

El modelo original de Geertsma y de Klerk está desarrollado para 

simular de una mejor manera las condiciones de campo para valores 

peque~os de a CVER APENDICE E>; esto es, bajos coeficientes de 

pérdida y tiempos pequenos de tratamiento. La Ecuación de Balance 

de Materia según Carter", incluyendo la pérdida instantánea de 

fluido queda: 

dV dL 

d t = Q o - Ql - 2V •P h! d t 
••• !IV-29) 

El volumen de la fractura difiere de la fórmula de Carter debido 



a la forma elíptica en las secciones transversales horizontales. 

Por lo tanto, la ecuación queda: 

dV n 
"-r rW(O) dL + r dt dt 4 

y 

dW(O)] 
L ---

dt 

n 
--h 

4 t 

l dL dT 
c;i, = 2 e\ I _ 

o dr y-¡-=-:r 

Para el Modelo GDK se encontrd que: 

dW<O> 
L = 112 W<Ol 

dL 

Haciendo L = e t2/3 y l+'(Ol =C 
' 2 

siguientes ecuaciones: 

e 1/2 dW<O> 
W<Ol = 2 L y 

-(CI dL 
' 

donde e 0.48 y e 1.32. 

' 2 

Por lo que se llega a: 

dW<O) ...... 
L L 

dL 2 2 

dW<O)] dL 

dL dt 

••• <IV-30> 

••• <IV-31> 

tl/9' se tienen las 

e -1/2 
2 

L 
2 ......-ci 

' 

W<O> 

Reacomodando la Ecuación de Balance de Materia se llega a la 

siguiente ecuación: 

B 

dL I' dL 
W<O, t l + 2 V ] - + 2 C -

ap dt O dT fT-=-T 

dT 
= [ 

3n 
•• <IV-32) 

Si la amplitud, w, fuese independiente de la longitud de la 

fractura, L, la solución de la Ec. IV-32 podría ser similar a la 

que obtuvo Carter. Esta solución puede aúi ser usada porque en el 

producto W <dL)/dt, las variaciones en W como funciones del 

tiempo son mucho más peque~as que aquellas de dL/dt. 



El valor 11 constante 11 de W ha sido elegido de tal forma que la 

solución real para la no pérdida sea conocida. Por lo tanto, W<O,t> 

en la Ec. IV-32 debe ser sustituido por 2/3 W<O, t l, donde t 
p p 

representa el tiempo al cual el bombeo se suspende. Mediante el 

factor 2/3 se obtiene la solución aproximada numéricamente igual 

a la 11 exacta 11
, para e = V

51
P = o. Para W<O, tP> constante la Ec. 

IV-32 es similar a la obtenida por C::arter <VER APENDICE E>; por lo 

que se obtiene: 

dL Q 4 "' 
2 

o 

[ rr 
e 

L ertc: "' dt "r W<O, t ) + 8 V L 

p •p 

••• < IV-33> 

donde: 

8 e -rrrt 
"' L 

rt W<O, t ) + 8 V 
p ap 

Integrando la Ec. IV-33 se obtiene: <VER APENDZCE D> 

L 

••• (IV-34l 

La amplitud para una sola ala de la fractura está dada por: 

W<O, t ) 
p 

2.27 

IV. a. 3. Modolos Radiales. 
1
·' 

L
2 t/• 

[ 

( 1 - ¡;) µ Qo ] 

G hr 

IV.a.3.1. Sin Considerar Pt>rdida d<> Fluido."' 

••• <IV-35) 

Los dos modelos anteriormente vistos consideran la propagación 

de una fractura vertical con una altura constante. Para formaciones 

duras (sin barreras>, las fracturas verticales se propagan 

radialmente; por lo que se utilizün algunas de las ecuaciones ya 

manejadas, sí el intervalo de inyección es peque~o comparado con la 

extensión de la fractura. Nuevamente se emplean las ecuaciones de 

Continuidad, Elasticidad y de Flujo de Fluido.' 
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En una geometría radiQl, la amplitud de la fractura W!r, t) 

está relacionada con la distribución de presión <VER /itf. 

según la siguiente ecuac1ón: 1 
IV-3>, 

8(1-1.!> 

" E 

R4 L > r dr t. ~ 

I ~~~~~~- J ~~~~~~- 6P({rl d{ 
r.., CR2 r2) 1/2 r/R Cl - ~2) f./2 

W<R, t) 

••• ( IV-36> 

La Ecuación de Continuidad en un sistema de Coordenadas Radiales 

puede ser escrita como:~ 

il(it') 

ilt 

Areo de mayor 
reslst1ncla al flujo 
de nuldo. 

+ 
il(rQl 

,.. dr 

Apro•lmodomente formo 
porobóhco de lo fracturo. 

Vi.guro. IV-:a. Repro••nlación e11quemd'Lico. do uno froc:lura. 
propa.gci'.ndoa• ra.di.a.lm•nle con flu JO la."'tno.r. 

Para el caso de los modelos radiales, la presión del fluido 

avanza lagarítmicamente en el sentido del 11ujo a partir de la 

presión P
0 

a la entrada <r = rv) como resultado de la resistencia 

viscosa al flujo, hasta la presión P al extremo de la fractura <r = 

rv>, como se eMpresa a través de la siQuiente ecuación: 7 
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6 µ Q r 
p p ln ••• CIV-37> 

o 3 
r rr"' V 

En el Modelo PKN, la presión en el extremo de la fractura se 

supone es igual al esfuerzo tectónico perpendicular al plano de 

fractura. s. En el Modelo GDK, la oresión se reduce a cero cuando 

no hay pérdida de fluido en r = R
0

, a un valor cercano a 

es el radio real de la fractura. 7 

R, que 

El esfuerzo tectónico siguiendo la teoría de Barenblatt par·a 

r =P. está dado por: 7 

s 

donde: p = r!R. 

Para tener una idea aproximada del valor de R
0

/R 

utilizar"' la siguiente ecuación:. 7 

G µ Gi 
) t/9 

10 (1 - z..,) R 

••• < IV-38> 

p
0

., se puede 

••• < IV-39> 

La caída de presión total del fluido en la fractura es mucho 

mayor en el Modelo GDK qu~ en el PKN. El efecto de palanca es mucho 

más pronunciado en el Modelo GDK. Como resultado de lo expuesto 

anteriormente, fracturas más angostas son predec1das por el Modelo 

Radial de GDK; aunque se encuentra una dependencia similar entre 

las variables. Por lo que se obtiene: 7 

[ 

( 1 - ,,¡ µ Q
0 

R ] 
W<O> = C 

7 G 

.,, .. 

donde para el Modelo PKH se obtiene un valor de 

que para el Modelo GDK el valor es de 2.15. 
7 
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••• <JV-40> 
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En el Modelo PICN, la amplitud promedio de la fractura está dada 

por: 7 

¡¡; 2/3 WCOl, 

para el Modelo GDK se tiene: 

W B/15 W<Ol, 

considerando: 

Debido a que V = Q t, finalmente las ecuaciones para los 

Modelas GDK y PKN san respectivamente las siguientes? 

R [ 
8 15 Q t 

"W(O) 

V2 

] 
para el Modelo GDK 

y R 

t/2 

[ 
2

3 Q t ] 

ff ltl(Q) 

para el Modelo PKN 

IV.a.a.a. Considerando la Pérdida de Fluido.' 

Para una fractura orooagándose radialmente, la Ec. IV-32 se 

convierte en: 

dt 

l dR2 dT 

+ 2rTC J ----- .<IV-4ll 
dT -rt=T 

u 

Para obtener la solución 11 real 11
, en el caso de no pérdida de 

fluido, se sustituiye kl<O, t> en la ecuación anterior por 

8/9 W<O, tp) con lo que la solución está dad:1. por: 

R 

donde: 

dR Q 15 el 
_o[~~~~~~] e• 

dt 4rT 4 WCO, t > + 15 V 
p ap 

OI 
r 

15 e y-;:¡-¡: 

4 W<O, t l + 15 V 
p op 
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Integrando la e~pres1ón antel""iar se llec;¡a a la si9uiente 

ecuación: 

Q 2 oc a 2 

Rz = o 
(4 WIO, t ) + 15 V ] ( r - 1 + e r erfc "•) 30 " 

2 e• p •P -rrr 
••• 1 IV-42) 

Debido a que la forma de propagación radial de una fractut"a 

usualmente ocurre durante las etapas iniciales del crec:im1ento de 

la misma, por ejemplo para pequeffas valores de tiempo tales como 

aquellos usadas en las pruebas de mini-fracturamiento .. Haciendo usa 

de la Ec .. IV-40 se puede obtener una ecuación que relacione 

WCO) de la siquiente manera: 

[ 

µ Q
0 

R 11 
l+'IO) « 2.15 

G 
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CAP 1 TUL O V. 

MODELOS 

TRIDIMENSIONALES. 



Los Modelos Pseudo-tridimensionales <P-30) simulan la 

propagación vertical y lateral de una fractura vertical. en éstos 

se desecha la suposición de una altura constante y uniforme. Por lo 

tanto, el problema debe ser resuelto en el espacio tridimensional, 

el cual requiere de grandes tiempos de cómputo. 12 

V.1.t. Concepto del Modelo P-30. 1 

El concepto básico del Modelo P-30 es el mismo que el del Modela 

PKN; esto es, los planos verticales se deforma~ independientemente, 

pero la altura de la fractura depende de la posición a lo largo de 

la misma y del tiempo. Asociado con el cambio de la altura, existe 

un componente vertical del flujo del fluido, pero es considerado 

como secundario con respecto a la dirección principal Cve.r /is. 
V-1>. La suposición más importante es que la longitud de la 

fractura es suficientemente más grande que la altura de la misma. 

Una fractura vertical puede desarrollarse en un medio 

estrati1icado como una función de las propiedades de los estratos, 

así cama de las características del fluido inyectado. Los 

siguientes factores afectan el crecimiento de la fractura: 

Médula; Esfuerzos Inyección 

Es troto Ad)'Ocente 

F\.9. v .. 1. Propc;igClci.Ón do lo. Fracturo. o \.ro.véa dg loa 

••l ra.lo• u•ondo un Modelo P-!ID. 
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• Esfuerzos de Cierre. 

Debido a los gradientes de presión e;~1sten variaciones lineales 

en los esfuerzos can la profundidad~ las esfuerzos in-situ dependen 

también de la litología de la formación, de los componentes 

tectónicos y de la presión de poro. Las variaciones de las 

esfuerzos son genet~atmente el principal factor que afecta la 

extensión vertical de la fractura, debido a que la fractLo~a se 

propaga en la dirección del mínimo esfuerzo. 

• Rigidez. 

Los contrastes en la rigidez de los estratos tienen 

importantes efectos sobre el crecimiento de la altura de la 

fractura para valores de rigidez mayares de 2000 a 3000 psi/pg1
,...

2
• 

• Pérdida. 

Cuando la altura de la fractura crece dentro de un estrato con 

una pérdida de fluido relatívamente alta, el ritmo de la pórdida 

adicionalmente retardará la propagación de la. fractura a través de 

la zona .. 

• Módulos Elásticos. 

Las contrastes en los Módulos de Yaung y las Relaciones de 

Pcisson en los estratos adyacentes generalmente restringen el cre­

cimiento de la al tura de la fractur-a, para que dichas propiedades 

elásticas detengan el crecimiento de la fractura es necesar'"io que 

se presenten combinados las factores antes citados <la extens16n 

vertical es restt"ingida sí los estratos adyacentes son ri9idos>. 

Como en el caso de los Modelos 2D, la Ecuación de Continuidad 

puede expresar-se para los Modelos P-30 como una función de la 

posición latet"'al 'ºx" de la siguiente forma: 

" !pQl /1 
-----+ 

lit 

••• <V-1 > 
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La diferencia primordial de los Modelos 20 con los Modelos P-30 

es la estimación del término vertical del flujo de fluido. Sí los 

esfuerzos en los estratos adyacentes son significativamente mayores 

que en la zona productora esta condición favorece el desarrollo 

efectivo de una altura de equilibrio debido a una presión 

prácticamente constante en la sección transversal de la fractura 

<El término vertical del flujo de fluido es despreciable). 

Para la anterior suposicidn, el caso de tres estratos puede ser 

generalizado para estratos múltiples con diferentes esfuerzos y 

módulos para definir la altura y amplitud de la fractura, las 

cuales dependen de un exceso de presión para ser usada la 

suposición en un modelo P-30 .. 

Para el caso más general, Settari y Cleary dan saluc iones para 

el crecimiento de la al tura de la fractura, basándose en el flujo 

del fluido en una sección transver~al vertical. Las variaciones de 

la al tura y la amplitud son entonces consideradas para el modelo 

lateral, con lo cua.l se obtiene un sistema no-lineal complejo. 

V.1.2. Efectos de los Diterontes Parám&lros de la Formación en 

el. Flujo Vertical. l 

Generalmente, el flujo de fluido vertical será gobernado por la 

formación y las propiedades del fluido. En un sistema homogéneo 

<sin contraste de esfuerzos>, la componente vertical del flujo de 

fluido puede ser simulada con el Modelo GDK. 

La e>ctensión de la al tura de la fractura está dada por la 

relación del crecimiento de la longitud en el Modelo GDK, la cual 

puede ser reescrita en términos del crecimiento de la al tura, h, 

segÚ'l la siguiente ecuación: 

h <x, t> >.. 
e ••• <V-2> 
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donde Ac es la velocidad de propagación adimensional y Te es el 

tiempo característico para la propagación (cerca de la altura de 

equilibrio >..
0 

debe tender a cero>. Ambos factores dependen de las 

propiedades elásticas de la formación y de las características del 

fluido inyectado !gasto, reclogía). 

Debido al efecto de las diferentes propiedades del estrato, la 

sección transversal de la fractura no es elíptica. Sí la formación 

superior es rígida; esto es, tiene un mayor E' o tiene un esfuerzo 

muy alto, la fractura es más angosta en este estrato. Settar1 

obtiene una expresi6n aproximada para .\.e y Te como una función 

de las propiedades de los diferentes estratos. 

Como previamente se mencionó, el factor principal para contener 

la fractura es el contraste de esfuerzos. El efecto es local, así 

que la fractura esta afectada únicamente por los esfuerzos cuando 

la fractura se desarrolla en los estratos. Por otro lado, los 

cambios en la elasticidad afectan la fractura antes que ésta 

alcance la interfase entt,e los estratos. 

v.1.a. Contención de la Fractt.D"a. 4 

La geometría obtenida con un Fluido Newtoniano,para tres casos 

de contención está representada en Ja fíe. V-2, con SO, 200 y 500 

psi de contraste de esfuerzos entre la zona productora y el estrato 

adyacente CVER TABLA V-1>. La fractura crece radialmente en la zona 

productora hasta que ésta alcanza las estratos adyacentes y 

posteriormente crece en longitud; esto es, en forma elongada. 
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Productora 200 pie 
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La evolucidn del exceso de presión en la pared del pozo es 

mostrada en la /itJ. V-3 • En la primera parte, el exceso de r.resión 

decrece, indicando una propagación radial con una pendiente de 

-1/4. Una vez que la fractura alcanza la barrera, la pendiente dG 

la presidn cambia. En el caso de la altura de la fractu1·a 

contenida, la presión se incrementa como lo predice el Modelo PKN. 
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F'ig. v-a. E>eco•o d• Pro&\.Ón en la. po.red del pozo 
po.ra direrenleo nivel•• do Conl•nc\.Ón. 

V.1. 4. Elast.icidad. 12 

En los Modelos P-3D, la elasticidad de la formación está 

aproximada por la suposición de que la longitud de la fractura es 

suficientemente más grande respecto a la al tura. que lo que es la 

rigidez elástica efectiva (la relación entre la presión y la 

amplitud de la fractura>, en todas las secciones transversales de 

x = cte, la elasticidad es independiente de la longitud de la 

fractura y la distancia horizontal desde la sección transversal al 

frente de la misma. 
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Bajo estas condiciones la amplitud de la fractura W<x, y> en 

cada "><" es obtenida a partir de la solución de elasticidad de 

deformación plana para una altura de la fractura h<x> sujeta a unü 

distribución de presión AP(x, y). 

El problema de elasticidad de deformación plana involucra 

únicamente la deformación en el plano ye, la coordenada '"x.. juega 

el papel de un parámetro que cuantifica las variaciones en la 

altura de la fractura y la pr•esi6n a lo largo de la longitud de la 

misma. Para el caso homogénea, isatrópico y linealmente elástico 

los investigadores R.J. Clifton y Brown U. dicen que: "la amplitud 

de la fractura W<x, y) está relacionada con la diferencia de 

presión mediante la siguiente ecuac1ón:tz 

h/2 { <1-vl } 
W<x, y) ; f AP<x, y

0 
+y') ~ ln [Ry <y, y') l dy · 

-h/2 • • • <V-3> 

Donde 

Ry<y, :y') 

(h/2 + y')l/2 (h/2 + yO-y)S/2+ (h/2 - y'>'" 2 (h/2 +:y 

La elevación "y" es medida a partir de la mitad de la altura de 

la zona productora, la elevación y· es medida a partir de la mitad 

de la altura de la fractura. El término dentro de las llaves en la 

Ec. V-3 representa la solución fundamental para amplitud de la 

fractura resultante a partir de un par de fuerzas lineales opuestas 

actuando sobre la cara de la fractura en y·. 

La altura de la fractura h(x) = H + Ahª<x> + Ahb<x>, 

es la altura de la zona productora y flhª y IJ.h.b 

donde H 

son las 

distancias a las que la fractura se extiende dentro de los estratos 

superior e inferior de la zona productora, respectivamente. 

y
0 

= <Ahª - Ahb) / 2 es la localización de la altura media de la 

fractura relacionada con la altura media de la zona productora. 
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La diferencia de presión se expresa generalmente como: 

AP<x, y> = P<x> - o<y> ... <V-4> 

Donde P<x> es la presión del fluido fracturante supuesta como 

constante sobre la altura de la fractura y a(y) es el esfuerzo 

normal in-situ al plano de la fractura. Los gradientes de presió:·1 

an la dirección 11 y 11
, requeridos para que el flujo vertical ce 

fluido llene la extensión vertical de la fractura, son a msnudo 

despreciables. Esta suposición es apropiada para aplicaciones en 

las cuales la extensión vertical de la fractura es baja en relación 

a la extensión horizontal. 

Medidas aproximadas para incluir los gradientes de presión en la 

dirección "yº han sido introducidas en algunos Modelos P-3D. 

Dentro de cada estrato de la formación, el esfuerzo in-situ o<y> de 

la Ec. V-4 es usualmente tomado ya sea como una constante o de 

variación lineal con respecto a la profundidad del estrato. Altos 

esfuerzos in-situ en los estratos limitantes en la zona productora 

proveen un mecanismo para contener la fractura vertical. 

La integración de la Ec. V-3 es posible debido a la forma sim­

ple de la diferencia de presión P<xy y>. La forma general de las 

expresiones que obtuvieron Clifton y Brown es como sigue: 

W(x, yl = f [y; P<x>, hCxl l ••• CV-5> 

<Nota : et factor f está. definido en !a Ec. v-::;u 

Para el caso comúnmente supuesto de esfuerzo in-situ uniforme 

dentro de cada estrato, la Ec. V-5 puede ser escrita como: 

W<x, y) = "' - "' - w ••• <V-6> 
I u 111 

Donde: 
4 

w p cn2 /4 - (y -yo 
) Z]t/2 

I 
E" 
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w 
II E. n 

[ ~ X cosh -• ",. 

2 Y - Yo - ~ + Ah Q 1 

-· - sen 
[ 

h./2 - t:.h. Q ] ] 

h/2 

y 

w = 
III 

X 

-· sen 

E• n 

En la cual E·= E / 11 - v 2 J 
Q p b 

y a , o- u son 

] + 

las esfuerzos 

in-si tu en el estrato superior, la zona productora y el estrato 

inferior, respectivamente. Para íormas más complicadas de variación 

del esfuerzo in-situ con la profundidad, puede ser necesario 

integrar numóricamente la Ec. V-3. En cualquier caso, la 

formación linealmente elástica en las formulaciones P-30 es 

modelada por una relación de Ja forma dada en la Ec. V-5. 

La extensión vertical de la fractura está controlada por el 

requerimiento de que el factor de intensidad de esfuerzo, K
1

, cerca 

del extremo de la fractura sea igual al valor crítico, K:rc· En cada 

sección transversal nx", aste valor es considerada para la cima y 

la base de la fractura. 
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El factor de intensidad de esfuerzo en los estratos superior e 

inferior, Clifton y Brown lo definen mediante 

expresión: 

<1,b 
h/2 

yo+y')( 
h 

. 
2y' r· I 

-
K1 ~P<x, - dy' 

rñ/\12 
-h/2 

h . 2y 

Sustituyendo la Ec. V-4 dentro de la Ec. 

igual a los valores críticos para el avance 

V-7, 

de la 

la siguiente 

••• (V-7) 

con K; y 

fractura, 

1::" 
I 

se 

obtiene un sistema 

distancias Ah.0
(>:) y 

de dos ecuaciones No-lineales 

Ahb<x>. Estas ecuaciones pueden 

para las 

simpl 1fica.rse 

observando que las contribuciones de las diferencias de presión 

cerca de uno de los e~<tremos de la fractura tienen un efecto 

relativamente peque~o sobre el factor de intensidad de esfuerzo del 

otro e~tremo. Cuando el esfuerzo in-si tu es uniforme dentro de cada 

estrato, esta simplificación permite escribir la Ec. V-7 de la 

siguiente manera: 

" " ( (-->1/2 1 

2 

_ 2_ ( "'Q,b_ "'P] ( H J] 
n P - c;P cos -1 h ••• tV-8) 

La Ec. V-8 se obtiene de la integración exacta de la Ec.. V-7 

para el caso simétrico en el cual los esfuerzos in-si tu y las 

distancias de penetracidn de la fractura son las mismas para los 

dos estratos 1 imitan tes de la zona productora. Para casos 

asimétricos, la Ec. V-8 da una buena aproximación tan grande como 

la diferencia en los productos (P - c/~)l:Jl.ª y <P ob)Ah..b sea 

peque~a comparada con sus sumas. Cuando este no es el caso~ es ne­

cesario integrar la Ec. V-7 para la distribucidn preescrita del 

esfuerzo in-situ o(y). 

En cualquier caso, se obtiene un sistema de dos ecuaciones para 

relacionar Ah"<x> y Ahb<xl con la presión del fluido P(x) .Por 

otro lado, .Ah.ª<x> y Ahb<x> pueden ser obtenidas por la integración 

de ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de la 

di 1erenciación de la Ec. V-7 con respecto a .. x .. para K;' b iguales 
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a los valores critico& constantes. Estas ecuaciones son integradas 

desde el frente de la fractura x = L/2 y hasta la pared del Pº"º 
x = O; las condic1ones iniciales óhª = O y /:J.h.b = O son usadas 

en x = L/2. 

Los valores negativos que SEl observen indicarán que la fractura 

no se propaga dentro del estrato limitante correspondiente. Se 

supone que en los Modelos P-30 la altura de la fractura es siempre 

por lo menos tan grande como la al tura de la zona productora h. 

V.1. 5. Flujo de Fluido 10. 12 

En las Modelos P-301 el flujo de fluido es idealizado como un 

flujo 1D a lo largo de la longitud de la fra~tura. La ecuación Que 

gobiernn el gasto de flujo Q(x,t> es obtenida integrando el gasto 

de flujo QCx,y, t> por unidad de altura sobre la altura de la 

fractura. Clifton y Brown desarrollan la expresión resultante para 

el gasto de flujo total en '"x .. , la cual es: 12 

Q<x, t) 

h/Z 

J 
-h./2: 

w2n' + 1 

11· 
1 

] 

t/O" 

dy" ••• (V-9> 

El fluido sigue la Ley de Potencias caracterizada por los 

parámetros n· y n <Nota: ei pa.rámetro n' estd definido en ta Ec. 

V-37). La ecuación anterior es resuelta para obtener el gradiente 

de presión como: 

8P 
n"CQ(x, t>l". 

iJX h./Z J w''2n·+t)./n
1

l dy· 

-h./2: 

El cual tiene la forma: 

8P <x, tl 
ilx 

t!f CP <x,tl, Q <x,tll 

02 

... <V-10> 

••• <V-lll 



Una vez que las Ecs. V-5 y V-7 son usadas para expresar la 

amplitud WCx,y, tl y la altura h!><, t> ·en términos de la presión 

P<x, O [o bien, 6hªCx, t> y ~hb(x, t) son obtenidas integrando sus 

ecuaciones diferenciales ordinarias a partir de la Ec. V-7). La 

condición física restante es la Conservación de la Masa del fluidc 

fracturante, el cual se supone es incompresible. Esta condición se 

puede expresar como: 

élQ<x, t) él Ac Cx, t) 
= Qt <x, t) + 

8x élt 
••• <V-12) 

Donde Q
1 

<x, tl es el gasto de pérdida en 

longitud en la di rece ión "x ... Normalmente se 

.. x" por unidad de 

supone que lá p~rdida 

ocurre sólo en la altura de la zona productora. Entoces, la 

expresión clásica de la pérdida tiene la forma: 

... <v-q> 
-f t - T(Xl 

Donde Kt es el coeficiente de la pérdida y T(X) es el tiempo 

al cual la fractura alcanza la posición "x". El 1.fltimo término en 

la Ec:. V-12 es el "almacenamiento" correspondiente al ritmo de 

cambio de la sección transversal de área AcCx,t>, donde: 

hn 

Ac<x,t> = J W <x, y
0
+y·, t) dy' 

-lv'2 

.•• <V-14) 

Diferenciando la Ec. V-14 con respecto al tiempo, usando la Ec. 

V-3 y la expresión para Wr de la Ec. V-6 se obtiene la Ec. V-12 

la cual puede ser escrita como: 

-'O<x, t) nh2 llP<x, tl 

ax 
Q

1
<x, tl + ••• CV-15) 

2E' lit 

Las Ecs. V-10 y V-15 constituyen un sistema de dos ecuaciones 

diferenciales parciales No-lineales para la presión P<x,tl y el 

gasto de flujo Q<x,tl. 
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V.1.6. Solución al Conjunto de Ecuaciones.•2 

Las soluciones de las Ec:s. V-10 y V-15 tratan de satisfacer las 

condiciones de frontera siguientes: 

Q(O, t) = Q
1 

Ctl/2 ••• <V-lbl 

y 

6P (L(t)/2, t) = PL ••• <V-171 

Donde QI <t> es el gasto de inyecc:idn y PL es el esfuerzo di­

ferencial ....equerido para abrir la fractura una amplitud nominal en 

el frente de la misma. La Ec:. V-16 se obtiene a partir de la supo­

sición de la simetría de la fractura con respecto a x = O. La Ec. 

V-17 es más difícil de calcular, parque las suposiciones del Mode­

lo P-30 na se aplican cerca del frente de la fractura en x :: L/2. 

Sí la amplitud de la fractura se supone cero en el frente de la 

misma en x = L/2, entonces la Ecuación del Flujo de Fluido Ec:. 

V-10 no puede ser usada al apro>.:imarse "x,. al valor de L/2 

debido a la singularidad en W = O. 

Esta dificultad puede superarse a pesar de que la fractura se 

extienda una pequeKa distancia más allá de x = L/2. Entonces, la 

presión en x = L/2 puede tomar un valor que es aproximadamente el 

nivel correcto para el factor de intensidad de esfuerzos a lo 

largo del frente de la fractura supuesto a ser comparado con el 

valor crítico, K
1
c. 

Una elección conveniente es la presión, PL, a la cual los 

factores de intensidad de esfuerzos &e obtienen a partir de la 

Ec. V-7 (o equivalente), par-a M"'!L/2l = O y Ah.b(L/2) = O dichos 

factores son iguales a K
1
c. 

Varios métodos fueron usados para resolver el conjunto de ecua­

ciones de los Modelos P-30. Un método satisfactorio, es el Avance 

del Frente de la Fractura a una distancia AL/2 durante el interva­

lo de tiempo de t a t + At. 
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El intervalo á.t se refiere a un término desconocido a ser 

determinado por la condición de frontera de la Ec. V-16. Para un 

intervalo de tiempo ~t supuesto, el flujo en el frente x = L/2 al 

tiempo t puede ser obtenido a partir del requerimiento de que el 

gasta neto de flujo a través de x = L<t>/2 debe ser igual al gasta 

de pérdida en la región del frente más allá de x 

reQuerimienta se puede expresar como: 

2c.Hv o 

L/2. Este 

••• (V-18) 

Donde v es la velocidad del frente y c. es el caef iciente de 

pérdida instantánea. El tercer término en la Ec. V-18 es obtenido 

para un frente parabólico en el plano xy y se extiende una 

distancia <Hl2> en frente de x L/2. Las Ecs. V-17 y V-18 dan 

valares iniciales para P<x,t) y QCx, t> y su evaluación se obtiene 

mediante la integración de las Ecs. V-11 y V-15 desde el frente 

x = L/2 y hasta la pared del pozo x = o. El tórmino Qt <x, t) 

en el lado derecha de la Ec. V-15 puede ser evaluado para un inter­

valo At supuesta. 

El término que contiene a iJP/8t puede ser sustituido por la 

relación de diferencias de presión c:ama sigue: 

':; <x, t> = CP<x, t+l>.t) - P<x, t) J/l>.t ••• <V-19) 

Debido a que PCx, t) es conocida de la solución del intervalo de 

tiempo previo. 

La Ec. V-15 se convierte en una ecuación diferencial ordinaria 

con "·"" como la variable independiente. Las Ecs. V-11 y V-15 

pueden ser integradas y, el valor de Q(O, t> obtenído puede ser 

comparada con el valar requerido de Q
1
Ct)/2 

S! les des valores no concuerdan, entonces se supone un nuevo 

valor de At. La selección de nuevos valores de At que den mejores 

aproximaciones se facilita debido a que el valor calculado para 

QCO, t> decrece monótonamente conforme se incrementa At. 
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V. 2.1. MODELOS 30. t 

Se deben consíderar :os siQuientes componentes para simular la 

extensión general de la fractura: 

• Distribución de Esfuerzas 30 .. 

• FluJo del Fluido en la Fractura e localmente 20). 

•Transporte del Sustentante (localmente 20). 

• Transferencia de Calor. 

• Pérdida de Fluido en la Formación. 

El Problema en forma global conduce a un conjunto de fórmulas 

matemáticas con los siguientes tipos de ecuaciones diferenciales: 

• Elípticas para el Sistema Elástico. 

• Convectivas-Difusivas para la Transferencia de Calor. 

• Hiperból ic::as para el Transporte del Sustentante. 

•Parabólicas para la Pérdida de Fluido. 

El conjunto de fórmulas conduce a un sistema matemático 

complejo. Diferentes técnicas numéricas pueden usarse para resolver 

el problema de la mecánica de la fractura linealmente elástica. Las 

técnicas más efectivas san el Método del Elemento Finito y las 

éc'Uaciones lnt.eerales de Frontera. 

El M9todo del Elemento Finito corresponde a una discretización 

de toda la formacidn en eolementos; 

<esfuerzos y desplazamientos) son 

las incógnitas del problema 

calculadas a través de un 

conjunto de nodos. En el caso de los Modelos 3D, miles de elementos 

tienen que ser usados para resolver el problema, conduciendo esto a 

un complejo sistema algeb1·aico. 
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Las técnicas de Integrales de Frontera corresponden a la formulc.1-

ción natural de un problema con valores de frontet·a. Las Integr·ales 

de Frontera en un sistema elástico conducen a un conjunto de 

rela-ciones implícitas entre las incógnitas (desplazamientos> en la 

frontera y las cargas aplicadas o las condiciones de 

desplazamiento. La frontera es discretizada en segmentos (para 

problemas 2D>, conduciendo a un sistema de ecuaciones algebraicas 
para las cuales los esfuerzos y despla=:amientas dentro del dominio 

pueden ser calculados explícitamente. 

Usando estas técnicas la dimensidn del problema disminuye, 

conduciendo a un número mucho menor de incógnitas. La principal 

desventaja del Método de Integrales de Frontera es inherente a la 

técnica. Esta dificultad toma en cuenta las heterogeneidades dentro 

del medio (tales como las variaciones de los Nódulos Elásticos>. 

Ciertas formulaciones de las Integrales de Frontera representan 

la fractura como una superficie discontinua. La amplitud de la 

fractura puede entonces ser asimilada como una discontinuidad en 

los desplazamientos de una línea Cen 2D> o una superficie <en 30). 

Las técnicas generales para la propagación de la fractura en los 

Modelos 30 <incluyendo el crecimiento fuera del plano> han sido 

presentadas por Lam y colaboradores, Toubaul y colaboradores, y 

Vandamme y Jeffrey. Estas técnicas están basadas en la representa­

cidn de Integrales de Frontera de las ecuaciones linealmente 

elásticas. Kamel Ben-Nac:eur propone que el sistema de ecuaciones 

consiste generalmente de los siguientes puntos:
1 

• Una relación Esfuerza/Desplazamiento: 

[uJ <Hl = J .. r [u ( H, H') J AP CH, H') dN' ••• <V-:ZOl 

donde r es una ~unción de influencia y S es la superf ic:ie de la 

fractura, la cual está discretizada en elementos. 



•Criterio de Propagación. 

Los factores de Lntensid:id de esfuerzos proveen el criterio da 

propagación de la fractura. Otro criterio tal como el máximo 

esfuerzo de tensión dicta la dirección de la extensión. 

• Relación Fluido/Flujo. 

Las veinte ecuaciones fluido/flujo son aproximadas mediante una 

serie de elementos paralelos <lo c.ual corresponde a la 

discretizac1ón de la frontera). El gasto de flujo en cada elemento 

es una función de la caída de presión a travris de la fractura. 

• Relación de Conservación. 

Varias fluidos pueden presentarse en la fractura, se necesita 

escribir para cada uno de los tipas una relación de Conservación de 

Masa. En cada elemento, el gasto de flujo entrante tiene que ser 

igual a la suma del término del almacenamiento (variaciones en la 

amplitud>, más el gasto de salida <para. los otros elementos), más 

el gasto de pérdida y más el intercambio can otros tipos de fluidos~ 

v.2.2. Elasticidad. 
12 

Como en los Modelos 20 discutidos en el Cüpítulo IV la formación 

se supone que se comparta cama un sólido linealmente elástico en 

respuesta a los cambios de las presiones introducidos por el 

Fracturamiento Hidrá1Jlico en la cara de la fractura. 

Debido a que el Fracturam1ento Hidráulico es realizada en 

yacimientos d~ baja permeabilidad, los cambias en elasticidad que 

responden como resultado de la migración de los fluidos dentro de 

la formación están restringidos a un estrato suficientemente 

delgado adyacente a las caras de la fractura por lo que estos 

cambios se suponen tienen una influencia despreciable en la rigidez 

efectiva de la farmacidn. 

Por la tanto, los efectos poroelásticos son despreciables y los 

Módulos El.ást.icos están destinados a ser los Módulos de la roca "no 

drenada". Se supone elasticidad isotrópica. 
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Para el Frac:turamiento Hidráulico de yac1mient-os de gas y de 

aceite, las profundidades de las formaciones a ser fracturadas son 

por lo general más grandes, en comparación con las d1mensior.es de 

la fractura .. Por eso, la formación se supone es infinita en 

extensión .. 

La fractura se supone se desarrolla como un plano, la fra.::t~1ru 

vertical y se orienta perpendicularmente a la dirección del mínimo 

esfuerzo compresivo in-situ. 

El problema de elasticidad es resuelto considerando el cambio de 

los esfuerzos y las velocidades de desplazamiento causadas por el 

incremento del esfuerzo compres1onal normal ªzz Cx,y.O> en el área A 

de la fractura Cver /ie. V-4) a 

0;2cx.y.O) y hasta la presión en 

partir de sus valores 

curso P Cx.y.t) en 

iniciales 

el fluido 

fracturante. Los esfuerzos de corte en la superficie de la fractura 

se suponen cero .. 

A=A+oA 

eo 



La consideración anterior 1ue realizada por Cl1fton y Brown, y 

con ello lograron que se simplificar-a el problema 30 elástico para 

un medio infinito a un problema 20 para una región finita mediante 

el uso de integrales de superficie. Con esta formulación, el cambio 

en el e=.fuerzo normal sobre el plano de la fractura esta relaciona­

do con la amplitud de la fractura, kl(x,y.>, por una integral de la 

forma~ 12 

LlP<x.y>= P<x.y) - q~2 (x,y,O>= E. J J 9'~ .. 9 'il/Rl dA' ••• <V-21> 

donde el Módulo Elástico Efectivo, E•' es: 

E.= G / 4 n (1-vl ••• <V-~2> 

el Operador Gradiente, ~', es: 

Q' = l + j ••• <V-23> 

élx' iJy' 

y la distancia, R, entre el punto cx·,y•> al cual el integrando es 

evaluado y el punto Cx,y) al cual la presión es evaluada. 

R = [(x-x')2 + (y-y')2]1,..2 ••• <V-24> 

La Ec. V-21 es la forma general que usaron Clifton y Brown en el 

método numérico que desarrollaron para evaluar las amplitudes de la 

fractura para una distribución de presiones dadas siempre y cuando 

sean uniformes los Módulos Elásticos. Tal uniformidad de los 

módulos será supuesta al ccms1derar las características principales 

del método numérico. t.Z 

En el método numérico desarrollado por Cli·ftan y Brown para 

encontrar una solución aproximada para W<x.y) utilizaron una malla 

cuadrilateral para. cubrir la superficie de la fractura, como se 

muestra en la /itJ. V-5. La amplitud de la fractura WCx,y) está 

representada en términos de las funciones ensaye local, ~L Cx,y>, 

por la siguiente ecuacidn:
12 
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W<x,y> = ~ W ,P. <x,yl 
l ' L 

donde W. es el desplazamiento del nodo i-ésimo .. 
' 

••• ('l-25) 

Fl.9. V-5. Mallo. Cuo.dd.lol•ra.l con Elemenloa Tn.o.ngula.rea. 

La función ~L <x,y) toma el valor de la unidad en el nodo 

i-ésimo, la cual varía l inelamente sobre los triángulos adyacentes. 

disminuyendo a lo largo del lado opuesta de éstos y hacia fuera de 

los triángulos adyacentes al nodo. 

Para un nodo i a lo largo de la frontera interior de la zona 

cercana al extremo de la fractura de amplitud a en la /is. V-4, la 

función </>\. <x~:y> varia con respecto a la raíz cuadrada de la 

distancia a partir del extremo de la fractura para los puntos tx,~) 

en la región cercana al extremo de la fractura, de acuerdo can la 

variación de la amplitud de la fractura cerca del extremo de la 

misma en las sólidas elásticas. 

La presión diferencial es representada como: 

M'tx,y) = 'M' "i> <x,y> 
L. ' ' ••• (V-26> 

donde la función ensaye local ~L (x,y>, es la misma que ~L ex.y) 

excepto para los puntos <x,y) en la región del extremo de la 

fractura. En esta región, la función ~;,. (x,y) se toma como uni1orme 

a un valor u itario, considerando que las condiciones de frontera 
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de la presión no se conoce~ .. pero éstas serán determinadas como 

parte de la solución. 

Multiplicando la Ec. V-21 por <P ... (x,y) e integrando sobre la 

superficie A de la fractura, se obtiene el siguente sistema lineal 

de ecuaciones algebraicas: 

••• CV-27> 

donde w columna vector de los desplazamientos nada les. 

K matriz de la rigidez. 

T ~ columna vector de las fuerzas nodales .. con 

A~ columna vector de las pf'esiones nada les 

T matriz simétrica de las áreas elementales. 

Clifton y Brown definen a la matriz ~< como simétrica y positiva. 

Cuando los puntos Cx,y) y Cx',y') están en diferentes triángulos, 

la contribución Al<jk hasta KJk obtenida a partir de (x.,y) barriendo 

sobre el j-ésimo triángulo y <x' ,y·) barriendo sobre el k.-ésimo 

tridngulo es: 12 

AKik 
2 I I "'/"·::.» 

dS 
] dx d:Y 

R 
A. 

J 

donde A es el área 
J 

del triángulo _1-ésimo y 

gradiente de la función ens.:J.ye para el triángulo k-ésimo, 

• <V-28> 

es el 

el cual 

tiene un vector unitario normal ~k y el perímetro Sk. La integral 

de la Ec. V-28 es evaluada por integración exacta, la cual depende 

de las coordenadas (x',y') seguida por la cuadratura de un tercer 

punto para evaluar el área integral. 

Cuando los puntos <x,y> y (x',y'> están en el mismo triángulo es 

ventajoso evaluar las integt"ales en la Ec. V-27 usando valores 

exactos de éstas para triángulos isósceles y haciendo en primer 

orden las correcciones para cuantificar las desviaciones a partir 

de los triángulos anteriores. 
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Los coeficientes requeridos para estas integrales pueden ser 

tabulados como funciones de la relación al tura/base del triángulo 

para eliminar la reevaluación de las integrales. Cuando <x,y>. 

Cxº,y'> o ambos están cerca de la región del e:·~tremo de la fractura 

8.A, entonces la integral es evaluada +sobre esta región sus ti tuye;1do 

las expresiones para et> J Cx, y> o 9' <Pk <x· ,y·> sobre las bases de 

las funciones ensaye para la región del extremo de la fractura de 

la siguiente forma: 

••• <V-29> 

donde { es la distancia a partir del extremo de la fractura en la 

direcci6n interna normal, {=a<S> es la distancia en el interior de 

la frontera en la región del extremo de la fractura y tl>j<S>= 1 es 

la distancia en el j-ésimo nodo y decrec:e 1 inealmente hasta cero en 

los nodos adyacentes a lo largo del trente de la fractura. 

La matriz T en el lado derecho de la Ec. V-27 se obtiene por 

integración de las respectivas funciones ensaye para W(x,y) y 

AP<x,y>. 

La contribucidn .6.TJk del j-ésimo triángulo esta dada por: 

donde 

AT 
Jk 

ª• = 1 para k = j. 

••• <V-30) 

ak= 1/2 para k correspondiente a los otros dos 

vértices del triángulo J-ésimo 

ak= O para cualquier otro caso. 

cuando (x,y) está en la zona cercana al extremo de la fractura~ 

la contribución de Tjk es obtenida tomando W<x, y> la forma 

Ec. V-29 y suponer P<x,yl uniforme sobre la amplitud a<S>. 
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Las diferencias de los Módulos Elásticos de estrato a estrato 

son contabilizadas a través de la solución fundamental para una 

curva cerrada. Esta solución fundamentdl fue obtenida en forma 

aproximada por Lee y Kern. Para. usar este método numérico~ es 

conveniente expresar esta solución como un factor f veces la 

soluci6n fundamental para un medio infinito homogéneo .. 

Entonces la contr1buc1ón a la matriz de rigidez de los puntos 

tx,:y) en el triángulo J y los puntos (x',y') en el tri.ángulo k 

puede ser aproximada multiplicando la contribución tJ(Jk para 

medio homogéneo por el factor f qplícable al esfuerzo normal en 

un 

el 

plano de la fractura. eri <x;',y/ resultante 

infinitesimal de amplitud de la fractura en (x~,y~). 

tíene la forma (ver Ec. V-34): 

de 

El 

un disco 

factor / 

"') 
2 

••• <V-31> 

Donde >'" es la c:oordena.da 11 y 11 de la inter"fase y G
2

/G
1 

es la 

relación de los Módulos de Corte Elástico de los estratos. G~ es el 

Módulo del Estrato que contiene el punto de origen cx·,y') ; G
2 

es 

el Módulo del otro estrato. 

El factor f es f1ni to y es una función suave de sus argumentos, 

exc~pto para un salto a tr~a~ds de la lnterfase. Cuando la distancia 

R entre (x,y> y (x',y') lleqa a ser pequer'ía compara.da con la. dis­

tanc:ia a. partir de la interfase, f se apro:-:ima a la unidad. Expre­

siones explícitas para f en la Ec .. V-31 pueden ser dadas en termi­

nas de la distancia R <ue~ Ec. V-24), donde la distancia Res: 

R; r< x - x'l 2 + <y ••• CV-32> 

donde Y = y - y", 

materiales: 

Y·= y·- y 11
, y los sig:uientes parámetros 

k.=3 - 4v , 
' ' 

S= <1-r> I ( 1 +rl , 

"' =<1-r> / u+r.i.,>. ••• CV-33> 



Las expresiones para 

siguientes: 
I considerando dos casos son las 

Caso 1 ( ptJnto de orieen y punto del cam.po en ei mismo medio 

espacio ) : 

I = 1 + 

3 R3 

2 

[ S< 1 + !t ) -. 3 
-- C< 

2 
(!t

2 
- 2!t + 3>] • • + 

[12 "'y y'-" (3 - ><,> º" - 1) (y+ y·>21 

<(1 - 25 + Ol!t, + a!t: - 2s1t,> ••• <V-34a> 
2R <R + 1 y + y• 1 l z 

+ 

Caso 2 ( punto de orieen y punto del cam.po en diferente medio 

espacio ) : 

f 1 + [<> (}t - 3l + ¡1(k2 -3) + (}t -i.. ) 2S(1+!tl J + • • 2 • 
2 

3 R
2 

[-!t (1+<>) + !t2 (1-¡1) + 2S(!+k) + 
2 <R + 1 y + y. I> 2 • . 

3 2R + 1 y + y' 1 

R + 1 Y + y' 1 ¡2 
l<>y'- 11YI ••• (V-34bl 

Debido a la suavidad de /, la aproximación mencionada en la 

introducción del factor f es muy buena, siempre y cuando los puntos 

Cx. y) y ex•. y•> no estén cerca de la interfase de los triányulos 

a los que pertenecen a lo largo de la misma interfase. Aún cuando 

los triángulos cruzan la interfase, ésta aproximación <Ec. V-31) se 

espera sea adecuada para obtener los coeficientes de la rigidez que 

dan una aproximación satisfactoria para la amplitud de la fractura. 
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Las soluciones fundamentales no han sido obtenidas para casos de 

interfases múltiples separando los estratos de diferentes Mddulos 

Elásticos. Consecuentemente, en estos casos los coeficientes de 

rigidez no pueden ser modificados en la forma directa de:;crita para 

el caso de una sola interfase. 

No obstante, los procedim1entos de mod1 ficación pueden ser intro­

ducidos debido a que involucran promedios dominantes de soluciones 

fundamentales de cada interfase referida como la interfase única .. 

V. 2. 3. Flujo de Fluido 20. u 

El Flujo de Fluido es generalmente idealizado como un Flujo 

Laminar de un fluido incompresible que siQue la Ley de Potencias. 

Se supone que el fluido fluye esencialmente entre paredes porosas 

paralelas. 

La pérdida a través de las paredes ocurre a un gasto determinado 

por la diferencia entre la presión del Fluido Fracturante y la pre­

sión del fluido en el poro, así como por el tiempo transcurrido a 

que fue expuesta la superficie de la fractura al Fluido Fracturante 

Clifton y Brown integraron las 

amplitud de la fractura y obtuvieron 

a través de la siguiente Ecuación de 

ecuaciones que gobiernan 

las ecuaciones de flujo en 

Continuidad: 12 

8Q aQ 

-2'..=-Q-
81+' 

_x_ + 
llx qy l llt 

+ Q • 
Y l.a.s ecuaciones del gradiente de presión: 12 

o 

••• <V-35) 

••• <V-36al 

••• <V-36bl 

la 
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Dende: 

Qx Gasto de fluido en la dirección "x" por unidad de lon­

gitud en la dirección 11 y 11
• 

QY Gasto de fluido en la dirección "y" par unidad de lon-

gitud en la dirección "x 11
• 

IQI; (Qx 2 
+ QY2>~/Z; Gasto de flµjo resultante. 

Ql; Gasto de pérdida por unidad de área de la fractura. 

Q
1

; Gasto de inyección por unidad de área de la fractura 

(cero excepto para regiones cercanas a la pared del 

pazo y la zona adyacente al intervalo disparado). 

La fuerza del cuerpo causada por el peso del fluido, por unidad 

de volumen, es representada por pFY. El parámetro de viscosidad, 

n·, Clifton y Brown lo relacionan con los coeficientes usuales de 

la Ley de Potencias, k' y n·, por medio de la siguiente ecuación:t2 

' k' (2 + l/n')n ..• CV-37) 

Las suposiciones principales hechas en el desarrollo de las Ecs. 

V-35 y V-36 son que los efectos de inercia son despreciables y los 

gradientes de velocidad en el plana ~ son despreciables comparados 

con los gradientes a través de la amplitud de la fractura. 

A valeres suficientemente pequel'ícs del gasto de corte C (Q (IV>, 
el fluido se comporta según la Ley de Potencias, par lo que es 

sustituido por un fluido Newtoniano tn· 1) para evitar 

coeficientes singulares en las Ecs. V-36. El término de la pérdida 

de fluido, Qt' es obtenido a partir de un tiempo dependiente de la 

pérdida relacionada de la siguiente forma: 

Qt Cx, y, t) = 
2 et CP - Pr) 

••• CV-38) 

f t - TCx, yl 

Donde T(x, y) es el tiempo en el cual la posición Cx, y> fue 

primeramente expuesta al fluido fracturante. El coeficiente et es 

el coeficiente de la pérdida, K
1 

<VER APENDICE El, es normalizado 

con respecto al estado de esfuerzos a la profundidad dividido por 
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la diferencia entre el mínimo esfuerzo compresivo in-situ y la 

presión de paro del fluido in-situ. La dependencia del gasto de 

pérdida del fluido sobre la presión diferencial tP Pr> es 

consistente con la solución de flujo en una dimensión, dentr~o de un 

medio poroso semi-infinito con una presión de poro P r, y una 

presión constante P, mantenida en el plano de inyección. 

Debido a que el cambio en la presión, F' - e::' es generalmente 

mucho menor que la diferencia de presión, P Pf, la pérdida 

obtenida a partir de la Ecª V-38 es aproximadamente la misma que la 

obtenida en el Apéndice E .. Sin embargo, usar la Ec. V-38 permite 

distribuir a la pérdida sobre el área de la fractura para 

contab i 1 izarla. 

La normalización particular usada <esto es, dividir por 

ra:zco,o> - pr]) no implica ninguna dependencia particular del 

coeficiente de pérdida sobre el estado de esfuerzos y/a la presión 

del fluido en el poro. 

La anterior simpl~mente enuncia que la pérdida calculada por la 

Ec. V-38 será muy parecida a las medidas realizadas en experimentos 

para determinar Kl lver APENDICE E>, cuando estos experimentas 

están hechos bajo condiciones de esfuer~o in-situ, presión de poro 

y la presión en la cara de inyección de la muestra es a:z <0,0>. 

Para fines de cómputo, es conveniente reescribir las Ecs. V-35 y 

V-36 en términos de una sola ecuación para la distribución de la 

presión. De la misma forma una ecuación puede ser obtenida 

sustituyendo Q~ y QY de la Ec. V-36 dentro de la Ec. V-35. Es más 

conveniente, s1n embargo, introducir un procedimiento variacianal 

en el cual las ecuaciones para las pre5iones desconocidas en el 

nodo sean obtenidas como las condiciones para una función de estas 

presiones para mantenerlas en su valor mínimo. 
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Una función J<P> para tal procedimiento variacional puede ser 

escrita en la siguiente forma: 

J(P) ~ ] dxdy + J (a et 

.. r, 

• ••• <V-39> 
3 

Donde: 

F [P, ""' ~] et <P-P r ¡2 + P[: -Qt] +(n·~· .] w" 7iX 

X [ ~.r/n' [ [ ""' r + r ~ - P' y 
rr··wzn· 

élx ... <V-40) 

Los dos primeros términos en la integral lineal de la Ec. V-39 

calculan el flujo de potencia de la presión actuando sobre el 

fluido que está siendo perdido en la zona cercana al extremo de la 

fractura de amplitud a. 

El segundo de estas términos corresponde la pérdida 

instantánea de fluido, la cual se supone ocurre instantáneamente 

cuando la roca es expuesta al fluido fracturante. El coeficiente 

de la pérdida instantánea, C
8

, es un valor específico de la pérdida 

instantánea por unidad de área; v es la velocidad del frente de la. 

fractura en la dirección normal hacia afuera y Wa es la amplitud en 

la distancia a desde el frente. 

La función J(P) tiene unidades de potencia. Los inteqrandos 

representan flujos de potencia. Los tres primeros términos en F 

representan las flujos de potencia causados por la inyección del 

fluido hacia el yacimiento a través de las paredes de la fractura, 

cuando se abre la fractura y se inyecta fluido hacia la misma en la 

vecindad del intervalo disparado. El término final en F es la 

disipación de la potencia causada por el flujo del fluido viscoso 

en la fractura. 
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La Ec. V-39 puede ser verificada confirmando que alguna distri­

bución de presión P<x, y>, que minimice J<P> tiene que sati5facer 

las Ecs. V-3.5 y V-36. Clifton y Brown dicen: sí P<x, yl no está 

preescrita en el interior' de la frontera ri <x. y) de li:i. región del 

eKtrema de la fractura, entonces J<P> es un mínimo sólo sí:'2 

2a dW
0 o •• <V-41> 

3 dt 

Donde Qr. es el gasto de fluJo en la dirección normal a. la 

frontera.. Esta "condición natural de frontera" es e1mplemente la 

condición de que el gasto neto de flujo dentro de la región cerc~na 

al extremo de la fra~tura estrl balanceada pot· el Qasto de p6rdida y 

la expansión del valumen de esa región. 

Pa1~a incluir más detalles del 'flujo en la región cercana al 

e~;tremo de la fr·ac.:turrJ, Clifton y Brown recomiendan considerar la 

comoc.nente perpencJ1cular de la veloc1dad en el pl .. ".no de fri'tctura. 

Los resul tadws inic1nles para las velocidade'i'i de flujo que 

'Sat1sfacen r¡gurosament~ la::> c:anóic:iones de frontera para un avance 

de la 1rActura sin pét•dida, indican que presiones y gradientes de 

presión se comportan aceptablecnentc- en la vecindad del extremo de 

la misma. 

Clifton y Brown proponen un método nllmérico para obtener la 

presión P(x, y) en los nodos de la mallit Cvef' /ie .. V-5)., considet"'vn 

que la función J<P> ~e minimiza para Pt.'<, y>., la cual varía 

linealmente sobre cada elem~nto tria.n9ular .. Resolviendo las 

integrales en la Ec. V-39 sobre el .área A y la curva límite 

r1. Cx,. y> = o, respectivamente .. 
12 

A continuación se diferencia con respecto a las presiones noda­

les. obteniéndose un sistema de ecuaciones de la siguiente forma: 

••• <V-42> 
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Donde: 
~ Vector de presiones noddles. 

O O [ !; , ~ - pF y' W ] = matriz que mide la resisten­

cia viscosa del flujo del fluido. 

T Matriz de áreas obtenida previamente en el problema 

de elasticidad. 

""'g Vector de los efectos compresionales de la inyección 

del fluido en la pared del pozo, pérdida instantánea 

en el extremo de la fractura y viva. asociado con el 

movimiento dentro de la frontera en la zona del 

extremo de la fractura. 

Para un fluido Newtoniano, el coeficiente D es independiente de 

los gradientes de presión OP/Dx y i/P/8-y - pF • En este caso, la 

Ec. V-42 es lineal en P para valores dados de Wyy 0~/8t. 

Para un fluido No-Newtoniano, la matriz D depende de las 

presiones nada.les, asi que el sistema de ecuaciones es No-lineal en 

las presiones nada.les, aún cuando ~ y 8W1at estén dados. En 

cualquier caso, P y W están unidos fuertemente y No-linealmente a 

través de las condiciones elásticas lEc. V-27) y las condiciones 

de Flujo de Fluido (Ec. V-42>. 

V.2.4. Avance de la Fractura. 12 

El Avance de la Fractura está controlado por los criterios de la 

Mecánica de la Fractura Linealmente Elástica. Es decir, el Avance 

de la Fractura ocurre siguiendo un camino tal que el factor de 

intensidad de esfuerzo K
1

, se mantiene cercanamente igual al factor 

de intensidad critico Ktc, durante la extensión de la fractura en 

cada nodo. Debido a que la amplitud de la fractura kla.. <S>, en el 

interior de la frontera de la región cercana al extremo de la 

fractura es proporcional al factor de intensidad de esfuerzo en la 

frontera, la condición para el Avance de la Fractura puede ser 

expresada en términos de k/
4

($) como sigue: 
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1\1 (5) .. klc . para que no avance la fractura •••• CV-43al 

y 

111.,<S> > "' e . para qua avance la fractura •••• <V-43b> 

donde 

2 <1-v) K 
Ce [ :!a(5) rn "' e 

G rt •••• <V-44> 

K es una medida d~ la intensidad del 
te 

campo da esfuet•zo 

elástico cerca del en-:tt~emo de la ·fractura que es requerida para 

extender la misma .. Para un s6lido elástico frágil, este valor puede 

obtenerse a. partir de pruebas de laborator10 de muestras 

prefracturadas siempre y cuando éstas sean la suficientemente 

grandes para la int?lasticidad~ la región microfracturada cel"'c.ana al 

ex tremo de la f rae tura es pequefía can relación a todas 1 as 

longitudes caracteristicas de la muestra. 

La rigidez de la fractura de exper·imentos eri rocas indica que 

K
1

c es del orden de 103 p:::;.i/pg 1
/

2 par-a muchas rocas de interé~. 

Tales valores son comúnmente usados en la simulación del 

Fracturamiento Hidrául ic:tJ por medio de los Modelos 2D vistos en el 

capítulo IV, así como los Modelos 30 y P-30 analizados en este 

capítulo. 

Se ha demostr·ado que la presión hidrO!;tátic.a inc:rementa el valor 

distancias de K
1
.::. La propagación de fru.cturas a trclvés de lacga$ 

puede incrementar el tama.?lo de la :ona de trabajo, por lo que se 

incrementan los valores para. •~te' Tales incremento$ en K
1
c pueden 

explicar la observación de que las presiones medidas en la pared 

del pozo son algunas veces mayores que las culculadas por los 

análisis de frtlcturamíento. Por otro lado, la. presencia de 

fracturas natur'alqs y la probabi l 1dad del incremento de la fractura 

permite seguir un camino para reducir la resistencia causada por la 

presencia. de las re~iones fracturadas y débiles que tienden a 

reducir el valor efecti~a de K • 
le 



Afortunadamente para muchas apl icac1ones, la geometría de loa 

fractura predicha es relativamente insen5ible al valor de K
1

-= Sin 

embargo, para casos con 91 .. a.dientes de presión i-elat i vamen te 

pequei'Sos en el Fluido Fracturante tpot· eJemplo, para grandes 

amplitudes de las fracturas resultan tes de pequef'ías Módulos 

Elásticos o por el uso de fluidos de baja. viscosidad), la 9eometr·Ia 

de la fra.ttLtr~a depende grandemente del valot• de t<
1

c .. 

Idealmente, los valores para la velocidad en cada nodo a lo 

largo del fpente de la fractu1"a son aquellos para las cu~les la 

amplitud de la misma a una dístancia a desde el frente alcanza el 

valor crítico, Wc .. Sin embargo, tales valores de v pueden obtenerse 

iterativ~mente debido a la necesidad de conocer la amplitud de ta 

fractura ab1~iendo al tiempo tr."1-:l. Estas iteraciones podrían ser 

extr~madamente consumidoras de tiempo porque cada cambio en la 

geometría de la fractura. requerirá una reeva.luación de la matri-:. de 

ri9idez el~stica, K. 

Clifton y Brown util1~.tJ.n va.lores estimados para u en cada etapa 

y resuelven la.s Ecs. V-27 y V-42 para la presión y la amplitud de 

la frac:t.ura en t,.,.._
1 

para el cambio estimado en el lugar del fr·ente 

de la misma durante el intervalo de tiempo. Valores estimados p:a.ra 

v pueden obtenerse usando la amplitud del extremo de la fractura al 

tiempo t.n para indicür si la velocidad 

incrementada o disminuida durante el 

de la frilctu1~a. d~be ser 

siguiente intervalo 

alcanzar la a.mpl i tud del extremo de la fractura. en el tiempo 

más cercano al valor critico, wc:. 12 

Durante el intervalo de tiempo, la fractura está avanzando una 

distancia para la cual el volumen proyectado en un elemento anular 

cerca del frente de la fractura llegar~ a ser í9ual al volumen 

correspondiente al perfil de la amplitud de la fractura con 

kla. (S) ::::: W'c. La velocidad normal de un segmento de frontera es 

calculada a partir de la Ecuación de Conservación de Volumen, 

esta ecuación, cuando se resuelve para la velocidad normal, ves la 

siguiente: 12 
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ti = ••• <V-45> 

Donde ~d es la amplitud promedio de la fractura en el interior 

del elemento anular y dV/dt es la velocidad requerida del cambio 

de volumen del elemento anular si el volL1men despu..,;s del avance de 

la fractura es igual al volumen deseado correspondiente a la 

Amplitud de la Fractura W
0 

<S> W
0

• 

Los términos testados indican las cantidades promedio sobre la 

longitud 6S del elemento anL1lar. La Ec. V-45 se pu:ede interpretar 

como una ecuación para calcular un parámetro de control v. tal que 

el volumen de corrección dV, es mantenido cercfü10 a cero. Una vez 

que la velocidad de la fractura es calculada. el avance de cada 

nado es calculada multiplicando v por el lncremento de tiempo. 

V. 2. 5. Solución. al Conjunto de Ecuaclonas. :tz 

La solución al conjunto del sistema de ecuaciones <Ecn.. V-27 y 

Ec V-42) es obtenida al tiempo t ~ t + At 
ri.+l " 

a. partir de la 

solución en el tiempo tn, el gasto de inyección es conocido y el 

Avance de la Fractura correspondiente a la velocidad de la misma se 

obtiene con la Ec .. V-45. 

Integrando la Ec~ V-42 sobre el intarvalo de tiempo ó.t puede ser 

aproximada la solución sustituyendo la derivada aitt/bt por la 

siguiente aproximación diferencial: 

oWcx, y, t> 
étt 

W<x, y, tn+t> - ~Cx, y, 

A t 

t ) 
n ••• <V-46> 

Y evaluando los términos restantes en un tiempo intermedio, 

tn+ 9~t, donde 8 es un parámetro que satisface O< 9 < Las 

amplitude~ de la fractura en la Ec:. V-46 san evaluadas en los nodos 

con las mismas coordenadas <x,y>, a los dos tiempos. 



Por definición, estos nodos son vistos como las posiciones 

nodales al tiempo tn+ e~t. Las amplitudes de la fractura a esas 

posiciones al tiempo tn son obtenidas por interpolación a partir df~ 

las amplitudes nodales de la fractura al tiempo tn. 

Integrando la Ec. V-42 sobre el intervalo de tiempo ht se obtiene 

una relación de la siguiente forma: 

<D + C Tl "¡s + __ l_ T ¡;, 
l n+8 28.6. t n+e 

••• CV-47) 

Donde: 

y 

Donde Oº es un vector constante con valores nodales iguales a .. 
los esfuerzos in-situ en el origen x==O, y=O, y el subíndice " + a 
denota la evaluación al tiempo tn+ 9~t. 

La Ec. V-27, aplicada nl tiempo tn+G' puede usarse para eliminar 

la amplitud de la fractura desconocida it' 
9

, en la Ec. V-47. Para 

la presión "'p: se presenta la siguient;+ecuación: 
n+i9 

]
A¡s = ¡; + 

n+i9 
•• CV-48) 

A~ 

K y ªz es el vector 

el esfuerzo oº <0,0,0). 
zz 

Donde I<-• es la matriz inversa de 

esfuerzos in-situ a:z reducido por 

matriz (] es simétrica y puede ser compatible acondicionando 

de 

La 

el 

pozo, controlando el intervalo de tiempo dt y siempre y cuando la 

malla sea satisfactoria. 

La Ec. V-48 puede solucionarse iterativamente comenzando con: 
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V.3. Ejemplos de Simulaciones. 12 

El análisis de los Modelos 30 hace posible examinar la validez 

de los Modelos 20 presentados en el Capítulo IV; para simular el 

crecimiento de la fractura para casos fuera de sus límites. En esta 

sección se indican algunas d~ las características obtenidas con 

Modelas 30, los ejemplos de las simulaciones real izadas son 

ilust1-ados con la referencia geomdtrica de la /ie. V-6. 

Para cada uno de los casos, la suposiciones del frente de la 

fractura se muestran en etapas sucesivas del crec1m1ento de la 

misma. 

Longitud de 
ala. 

Pare::! 
de( 

Pozo 

Barrera 
superior: 

Zona B 
Product: B 
Barrera Presi • 
inferior. Estútica 

en la Esfuerzo 
Cabeza. in-situ 

Ft.9. V-d. RoJferoncta. OeomÓlnco. 

La evolución de las cuatro cantidades principales tambión se 

muestra a continuación: 

La longitud de la fractura, L (dos veces un ala de la 

longitud en la fi¡g. V-6l. 

2 La altura total de la fractura h. 

3 La amplitud de la fractura en la pared del pozo en el 

centro del intervalo disparado. 

4 La presión diferencial llP =-= P - o-0 en la misma posición • .. 
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En todos los ejemplos, el centro del intervalo disparado está en 

el centro de la fractura inicial. J.Z 

CASOS DE LAS SIMULACIONES. 12 

Propl.eda.d•a d• la F'orma.ci.ón. 
A B e D E F 

NÓdu lo d• 10 -· tOOO Young. pu 

Relación do P01. U•On. .... ,, 
Orad. d• &:afu•rzou, p¡¡, l./pl. •. o ...... 
Conlro.•l• do Eeruerzo•. P•' 200 20 20 

Rl. g-.d•:t do Fra.e. 
t/2 

p• l. /pg 1000 

Prop1.edade• dol F"l ul.do. 

k •• Lb(/aeg 
.... • 2•.to 

_,, 
1/40 /p\. 
1 /2 

Orad. Hidroalci'l-.co, pa1./p1..•. 0.43 

PÓrd\do. d• Flu\.do, pie/mi.n 
1/2 

o 4/!500 

Pérdi.do. .In11 t a.nl d'.n•u do 
Flu-.do .. go.l/pl. e 

2 

P•ríora.C\.on••· 
.Int•rva.lo Perfora.do, pie, 200 

# d• P•r f ora.e i. on•a. 200 

Da.toa de I nye-:::c \ ón. 

Oa.oto do Bombeo, bl/rn\. n. 40 

Volum•n Tol a.l, b l. 172? 1tR3 t4ZO "" td40 .... 
Da.lo• de zona. Productora.. 

E'ap••or Zona. Productora., pi •. 200 NA NA 

a•om•t rCa. Inicial do Fractura.. 

A. l l ura. Total, Pl.•. '"º "º 
Longi.tud do wn a.la., pl.O. 90 .,, 

Ta.blo. S.2.- Da.lo• de lo• •J•mplo• do la.• Sl.mula.cionea. 

CASO A de la Tabla 5.2. Este caso es analizado con el objeto de 

proveer una comparación directa con las predicciones de los Modt?los 

2D. Por esta razón, la barrera de esfuerzos es incluida pa~a 

mantener una altura de fractura constante. el fluido se supone 

Newtoniano. Además, para simplificar la comparación inicial se 

supone que la pérdida de fluido es despreciable. Son eliminadas las 

diferencias entre el Gradiente de la Presión Hidrostática del 

Fluido Fracturante y del esfuerzo in-situ. El intervalo disparado 

se considera es la altura completa de la zona productora para 

simular flujo horizontal en la pared del pozo. 
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Los frentes de la fractura a varios tiempos son mostrados en la 

/i6. V-7A. EKcepto cerca del e~tremo de la fractura a la lat·go del 

eje ''x", la altura de la fractura es cercanamente igual a la altu~·a 

'de la zona produc lo1·a. 

Las evoluciones d& varias parámetros característu:.as de la 

1ractu1·0 son mostradas en la /L8. V-7B, en la cual l~s predicciones 

de los Modelos 30 tcu1·vas sin símbolos), son comparadas can 

aquel las de los Modelos 20. Se Llsan escalas logar! tmicas con el 

mismo número de ciclos por pulguda para ambos eJes, ho1·1:;:antal y 

vert1c.al, dl:o' tal forma. que una lfne-a con pendiente m co1·responde a 

una cant1dad que está variando según l ..... 

600 

400 

200 

Caso A 

o 
·0 
e 

~ 
o 

o 200 600 800 1600 2000 
Distancia x, pie 

F1g. V-7A. Propagación de\ frente de 
fractura. CASO A. 

t, min. 
0 Mode\o GDK 
6Modelo PKN 

F ,g V-76 Tiempo dependiente de la 
presión en la pared del pozo y 
de la geornetná <!le la fractura. 
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En todas las figuras, la historia del tiempo para tiempos 

iniciales <esto es, t <. 25 minutas en la fi8 .. V-7B> está asociada 

con el inicio de la ir1yecc1dn de un fluido presurtzado hacia el 

interior de una fractur·a. 

Las osc1laciones de las soluciones obtenidas por las 

simulaciones san consecuencia de la naturaleza aproximada de les 

pred1cc1ones del avance de la fractura durante un intervalo de 

tiempo dado. Estas osc1lac1ones tienden"' ser mayores para casos 

como el Caso A, donde hay un fuerte salto en el mínimo esfuerzo 

compresivo in-s1tu a través de la interfase entre la 

productora y las estratos limitan tes. 

=ona 

Para estos casos los er·rores son menores al predecir el avance 

de la "fractura dentro de los estratos 1 imitan tes obteniendo como 

resultado cambios significantes en las presiones y en la amplitud 

de la fractura. En estos casos la fractura es altamente elangada 

como se muestra en la /l9. V-7A, y pocos nodos están disponibles 

para describir el frente de la misma en la zona productora. 

Consecuentemente, el frente llega a ser puntiagudo y los errot·es 

en la predicción del avance en un solo nodo en el centro de la ;:ona 

pr-oductora pueden tener un efecto significativo en la longitud, en 

la presión y en la amplitud graficadas en la /Le. V-78. 

La oscilación puede reducirse disminuyendo el intervalo de 

tiempo y el tamaf'(o de la malla; sin embargo, cuando las tendencias 

de la solución son el aras <como en la fi.B. V-7B>, el esfuerzo 

adicional de cálculo requerido es innecesario. Oscilaciones 

relativamente pequef'ras ocurren en las simulaciones 30 en casos que 

involucran un pequef'(o contr-aste de esfuerzos y una m1gr,ac1ón 

vertical apreciable, lo que da coma resultado fracturas de una 

relación de aspecto modesto de L/h .. 

Como se muestra an la /ie .. V-78~ una vez que la longitud de la 

fractura llega a ser mayor que la altura, las predicciones del 

Modelo PKN para la presión y la amplitud de la fractura en la par,ed 
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del pozo concuerdan muy bien con las predicciones del Modelo 30 .. En 

particular en la Rigidez Elástica Efectiva en la pared del pozo, 

esto es, presión dividida por la amplitud de la fractura, es casi 

la misma para los dos modelos. 

Estos resultados confirman la aplicabilidad en la pared del pozo 

del modelo para la Rigidez Elástica. introducida por 

Perk ins-kern /Nord9ren. 

Para l.lh >> 1, sin embargo, la longitud de la fractura calculada 

por el Modelo PKN resulta significativamente mayor que la 

calculada por el Modelo 30. Una forma cualitativa de entender esta 

diferencia es la siguiente: 

El Modelo PKN s~breest1mil el vJlor de la ~mplitL1d de la fractura 

en la rcqión cercana al frente de la misma. Porque las a.inplitudes a 

una posición, digamos x
1

, son calculadas a partir de la diferencia 

de presión actuando sobre el plano de la fractura en x
1

, puesto que 

las diferencias rte presión en las posiciones cercanas a x 

considerablemente menores (u menudo neya,tiva dentro de la 

::: x son 

' frac tura 

y ciet·tament~ negativa para x ~ L/2) .. Puesto que las amplitudes son 

sobreestima.das, el Gradiente de Presión es fuertemente subestimado. 

La integración de tal subestimación de los Gradientes de Presión 

da pr·es iones en la µa red del po:!a que son menor·es que aquel 1 as 

obtenidas a part1r del Modelo 30, cama se muestra en la /l6· V-7B. 

De esta manera con el Modelo PKN se obtienen amplitudes en la pared 

del pozo y sobre algún intet·valo x << L/2 menores a aquel las 

predichas por el Modela 30 .. Estas pequef'iisimas amplitudes en las 

regiones cer·canas a la pared del pozo originan un menor 

almacenamiento de fluido segW1 el Modelo PKN comparado con los 

Modelos 30. 

La subestimación del volumen de la fractura cerca de la pared 

del pozo provoca que se requiera de un volumen adicional mucho 

mayor que el requerido por la sobreestimación de las amplitudes 

cerca del frente de la fractura. Por lo tanto. se requiere una 
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longitud de la fractura adicional en el Modelo PKN para justificar 

el fluido inyectado. 

A tiempos iniciales, cuando L/h << 1, la Rigidez El~stica 

Principal es asociada con la dirección "x", como se supone en el 

Modelo GDK. Sin embargo, la fractura no se propaga en línea recta, 

en el frente vertical como se supone en el Modelo GOK. 

En lugar de esto, la fractura se expande desde su for·ma 

inicialmente elíptica hasta una forma aproximadamente circular· con 

radio h/2 antes de que la fractura comience a propagarse en la 

dirección "x", sin cambiar esencialmente la forma del frente de la 

misma. La expansión inicial de la fractura desde una elipse hasta 

un círculo se puede entender notando que para una fractura elíptica 

sujeta a una presión uniforme, el Factor de Intensidad de Esfuerzo 

es mucha mayor en el eje menar de la misma. Debido a esto, la 

fractura tiende a avanzar a lo largo del eje menor hasta que la 

misma llega a ser ap1·o~imadamente circular. 

Durante las etapas iniciales, cuando Llh << 1, el Modelo GDK 

exhibe una Riqidez Elástica Efectiva en la pared del pozo que es 

comparable con la obtenida del Modelo 30. En el Modelo GOK, sin 

embargo, la presión decrece monótonamente con el incremento del 

tiempo y la Rigidez Elástica Efectiva en la pared del poza resulta 

mucho menor que en el caso del Modelo 30. 

Este compartamiento es debido a que Llh es mucho mayor a 1, la 

Rigidez Elástica es asociada primeramente con la altura de la 

fractura, no con su longitud, como se supone en el Modelo GDK. No 

obstante de su pobre predicción de la Rigidez Elástica para tiempos 

prolongados, la longitud de la fractura calculada por el Modelo GOK 

corresponde notablemente bien con la calculada por el Modelo 30. 

Esta correspondencia se mantuvo por más de dos décadas en el 

estudio del Fractura.miento Hidráulico. 

Además, otras simulaciones han mostrado 

razonablemente buena entre la longitud calculada 
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GDK y 30. De esta manera, parece que el Modelo GDK da una muy buena 

indicación de la longitud de la fractura en pozos de fracturas 

conten1das (Caso A>. 

Un segundo ejemplo, es el Caso B de la Tabla 5.2 el cual fue 

d1sef"iado para representar el caso del crecimiento de la fractura de 

eje sim~trico analizado pot· Peri,in5-Kern, Geertsma y De Kler~ y Abe 

y colaboradores. 

Los datos para est~ caso son los mismos que pe.ra el Caso A, 

excepto la barrera de esfuerzos, la cu~l es ignor•ada y el intervalo 

perforado es reducido a una pequef'ía región en el origen para 

simular el punto origen. Como se esperaba, los frentes avanzan 

siguiendo una conf19urac1ón de eje s1mcitr1co <ver /i.6. V-8A). 

Una buena similitud (fie. V-8BJ es obtenida er1tre los valores da 

la longitud de la fractu1·a, la presicin en la pa1·ed del pozo y la 

amplitud de la fractura abter.ida de la simulación 3D. Una mejor 

correspondencia tanto En radios y la amplitud de lil fractura e!:> 

obtenida con el Modelo GDK. 

(j)Q ~------~ 

B 

o 
'ü 
e 
o ...... 
V) 

i:5 

200 400 600 000 
Distancia x, pie 

Fig. V·BA. Propagación det frente de 
fractura. CASO B. 

10" 

tf1 

-P, psi 
········L. pie/m 
--<>- h, pie/100 
--\/11, P9*lJO 

Fíg.V·ll8. Tiernpo depend!ente de la presión 
en la pared del pozo y de la 
90'ometriá de la fractura. 
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El Caso C de la Tabla 5.2 es un eJemplu en el cual la fractura 

es confinada longitudinalmente en la zona productora, pera el 

crecimiento vet•tical de la fractua tiene un efecto s1gn1ficat1vo 

sobre la geometría de la misma. Este caso es el mismo que ~l Caso 

A, excepto que la ba1 .. rera de esfuerzos se reduce de 200 a 20 p~d.. 

Las posiciones de las fracturas a varios tiempos son mostradas en 

la /ifS. V-9A. 

Las historias del tiempo correspondiente de la presión en la 

pared del pozo y las dimensiones características de la fractura san 

mostradas en la fi.8· V-9B. La comparación de las fisuras V-7A y 

V-9A muestra que la ·migración vertical de la fractura reduce 

fuertemente el t"'i tmo de crecimiento de la longitud de la misma. 

o 

Caso e 
OJ 
'5.. 

:;>:. 

.Q 

~ 
.!!:! 
o 

zoo 400 roo ooo 1000 12m 
Distancia x, pie 

Fig. V-9A. Propagación del frente de fractura. 

113 

10° 

- Presión, psi 
--··· Longitud, pie/"CO 
-Altura, pie/100 
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.···· 

_ .. · 
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Fig. V-98. Tierrpo dependien~e de fa 

¡:resión en la pared del pozo 
y de la geornetná de la 
fractura. 



La migración vertical de la fractura tiene un efecto mucho más 

débil sobre la amplitud de la misma. También cuando ocurre una 

migración vertical considerable la presión en las etapas 

posteriores no se incrementa tan grandemente como para el caso del 

pozo contenido en el Caso A. 

En el Caso C, ocurre una migración verticdl impor•tante, pero la 

relación h/L es muy peQueria, por lo que los Modelos P-30 ofrecen 

una atractiva. a.lter·nativa a los Modelos 30. 

En los Modelos P-30, las variaciones de la altura de la fractura 

son contabilizados par aproximac1dn. Una ventaja importante de las 

Modelos P-30 es la inminente reducción del tiempo de cómputo 

requerido. 

Un ejemplo de la migración vertical de la fractura con un fuerte 

Gradiente de Esfuer::.os es contemplado en el Caso D de la Tabla 5.2. 

El Gradiente de E~fuerzos (0.8 psL/pLe) para el minimo esfuerzo 

in-si tu en la formación es mucho más grande que el Gradiente de la 

Presión Hidrostática <0.'13 p5·L/pLE.) del Fluido Fracturante. Sin 

otra barr·era presente, la fractura migru con mayor intensidad hacia 

arriba como se muestril en la /LfS. \/-lOA. 

Las historias del tiempo de la presión y la al tura, y la de la 

longitud y amplitud de la fractura para éste caso de migración 

vertical fugitiva son mostt~adas en la /l.9. V-lOB. Para tiempos 

iniciales la pres1dn dccre.-ce conforme Ja fractura migra 

verticalmente dentro de las regiones de bajo es1uerzo in-situ. 

Sin embargo, debido a lo anterior la fractura adopta una forma 

elangada debido a que las Gradientes de Presión par fricción en la 

dirección vertical llegan a ser muy grandes, por lo que la presión 

en la pared del pozo tiene que incrementarse para mantener el gasto 

de inyecc1ón. 
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100 200 300 
Distancia x, pie 

Flg.V-10A. Propagación del frente 
de fractura. 

Fig. V·108. Tiempo dependiente de la presión 
en la pared del pozo y de la 
geometría de la fracturn. 

Cualitativamente, las historias presión/t1empo para el Caso A 

y el Caso C son similares cuando decrece la presión durante el 

Avance de la Fractura a lo larga de una considerable fracción de su 

frente, pero aumenta conforme la fractura toma una forma al ta.mente 

elongada. 

De la misma forma, a tiempos mayores el Avance Vertical de lA 

Fractura para el Caso C resulta a.nálo90 al Avance Horizontal de la 

Fractura del Caso A. 

Los Casos A, B y C dan una indicación de la relación de los 

Modelos 3D para simplificar más los Modelos idealizados. El 

análisis de las limitac1ones de los Modelos idealizados es 

ciertamente una. aplicación de los Modelas 30, pero la aplicación 

primaria de estos modelos es para casos en los cuales los modelas 

elementales no son aplicables. 
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Los Modelos 30 incluyen en su estudio, 

transporte del sustentante y los efectos de 

fluidos múltiples, 

la var•iación de la 

temperatura sobt~e las Fluidos Fracturan tes. Tres ejemplos 

adicionales son incluidas en la Tabla 5.2 para ilustrar all:;~unos de 

los efectos, como es el caso de Fluidos No-Newtonianos con Pórdida 

de Fluido. 

El Caso E, es el mismo que el Caso A, excepta que se supone que 

ocurre una importante pÁrdida de fluido. Cuando ocurre la pérdida, 

el efecto principal es una reducción en la Velocidad del Avance de 

la Fractura en la dirección horizontal <ver .f'-6· V-11). A tiempos 

mayores la presión y la amplitud de la. fractur~ en la pared del 

pozo también se incrementan, pero más lentamente que para el 

Caso A. 

El Caso F es el mismo que el Caso C, excepto que se emplea un 

fluido más viscoso y No-Ne.-1taniana. Debido a la alta viscosidad 

efectiva, las presiones y las amplitudes de la fractura san mucho 

mayores (ver fi6. V-12l. 

La presión aumenta originando un incremento en la migración 

vertical de la ·fractura, dando como t .. esul tado grandes amplitudes y 

mayores alturas. La longitud se ve -fuertemente reducida para el 

mismo volumen de fluido inyectado. 
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__..,,,,. .. ------· .... · ,,.,,,... . ....... .... 

.... ··········· 
.· ... ~ .. 

10-1 10\, min 101 
Fig. v-n Tiempo dependiente ae la presión 

en la pared Qiel pozo y de la geo­
metrra de la fractura. 

( ~------

10° 

------·-· -· 
~ ,.. .... -··············/·· 
.......... Caso F 

1Ó
1 

10° t,min 101 

Fig. V·12. Tiempo dependiente de la presión 
en la pare d del pazo y de la geo­
metriá de la fractura. 
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Una comparación de las dimensiones finales de la fractura con 

los valores obtenidos por los Modelos ZD esta dada en la Tabla 5.3. 

El Modalo Pk"'N tiende a predecir una mayor fractura que la obtenida 

en los Modelos 3D. De los Modelos 20 listados el que mejor 

concuerda con los Modelos 30 es el obtenido por el Modela GDK. 

1100ELO 
Long. de la 

Fract..u.ra. 
(pie) 

11á><ima l'impl u.ud en la 
Pared del Po~o. 

(pg) 

--------+---------
30 1800 0.224 

PKN 2305 0.212 

GDK 1662 0.239 
-----------L------------------

To.bla. !l. 3. Compo.ro.c\.onc.a de la..a. Dun .. n1non"-a Flna.le11 
do lo. Fra.cluro. 

Las comparaciones de las predicciones de un Modelo P-30 con las 

de un Modelo 30 son mostradas en las /Les. V-13 y V-14 para los 

Casos A y C de la Tabla 5.2, respectivamente. Para el caso del pozo 

contenido, Caso A, el Modelo P-30 da predicciones similares a las 

del Modelo PKN. Una buena similitud está dada en la tendencia y la 

amplitud de la fractura. Sin embargo, para un Modela PKN, la 

lon91tud de la fractura es mayar que la obtenida por un Modelo 30. 

101 -

.... ······· 10' : ...... Caso A •Modelo P-30 

. 161 1'o• t,min 1'cJ 
Fig. V-13. llempo dependiente de la pre­

~ión en la pared del pozo y de 
la geometría de la fractura. 
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1ó1 

10° 

Presión, psi 
==Longitud, pie/100 
-:::::-AAlturo1 pje/100

100 
~ 

.....-"~-~ 

~ 
.. -·'/, .. -~·:s·o C º Modelo P-3[ 

10
1 

10º t,min 101 
Fig. V-14. Tiempo dependiente de la presión 

en la ¡:Ered del pozo y de la g?O­
metrlá d? la fractura. 

Para el Caso e, el Modelo P-30 proporciona una aproximación 

razonable al Modelo de migración vertical de la fractura durante 

las primeras etapas del tratamiento. A un tiempo mayar, sin 

embargo, cuando la diferencia de presión en la pared del pozo 

excede las 20 psi de la barrera de esfuerzos. la altura calculada 

por el Modelo P-30 se vuelve infinita. Por esta razón los cálculos 

de los Modelos P-30 terminan en el tiempo mostrado en la fi8· V-14. 

Cuando la barrera de esfuerzos es mayor a la calculada por el 

Modelo P-30 se establece el crecimiento de la altura de la 

fractura. Se han hecho esfuerzos para extender el rango de 

aplicación de los Modelos P-30 para casos can peque~as barreras de 

esfuerzos (para usar las aproximaciones de un Gradiente Vertical de 

Presión en la Fractura>. Sin embargo, hasta ahora no existen 

correlaciones adecuadas que sirvan como punto de comparación con 

los Modelos 30. 

Finalmente, la /Ls. V-15 muestra la geometría de cada uno de los 

modelos y sus respectivas alturas de Migración en los Estratos 

Adyacentes. 

110 



1 
1 
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1 
1 

Modelo GDK (L/h<1) 

1 T 
zona h{x) 

,,,,1 _______ _ roduc-1 
toro. 

\ 
\ 
\ 
1 
I 
I 

I 

Modelo 30 (altura variable) 

Flg. V-:1.~. Repr•o•nlcicLÓn E•qu•mCÍLica. do lo• Modelo• 
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CONCLUSIONES 

y 

RECOMENDACIONES. 



Las predicciones· de la Geometría de una Fractura están basadas 

en modelos simples y homegéneos adecuados para la mayoría de los 

casos. En este Trabajo de Tesis se presentaron algunos de los 

principales Modelos Teóricos para predecir las dimensiones de una 

Fractura Hidr4ulicamente Inducida desarrollados hasta la 

actualidad. 

En el Fracturamiento Hidráulico de un pozo de aceite o gas, la 

presión del Fluido Fracturante en la vecindad del pozo se 

incrementa hasta exceder la resistencia de la roca en la formación 

alrededor del pozo. Una vez que se ha iniciado la Fractura, ésta se 

propagará en la dirección del mínimo esfuerzo horizontal efectivo 

in-situ debido a la acción continua del Fluido Fracturante. Cabe 

recordar que la Fractura Vertical se crea en un plano perpendicular 

a dicho esfuerzo. 

Los principales Modelos Teóricas de predicción de las 

dimensiones de la Fractura abordadas en este trabajo fueron los 

conocidos como de la primera y segunda generación; esto es, los 

Modelos 2D desarrollados por Perkins:-Kern y Geerlsma-de Klerk, y 

los Modelos P-30 y 30, respectivamente. 

Respecto a los Modelos de la primera generación, 20, se tiene: 

• La Geometría del tipo P&rkins-Kern~Hordgron (PIOI) es un Modelo 

que considera una altura constante, pera tiene una amplitud 

vertical de forma elíptica <geometría vertical limitada). 

• La Geometría del tipo Geertsma-de ICl&rk <GOK> es también un 

Modelo que considera una altura y una amplitud constantes 

(geometría verticalmente limitada). 

•La Geometría de tipo Radial, está basada en el Modelo GDK, 

pero se puede ajustar a la Geometría del Modelo PKN; por lo 

que las características principales de dichos Modelos aún 

siguen siendo válidas. 
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Una aportación importante de este trabajo es la presentación de 

los anteriores Modelos considerando la Pérdida de Fluido hacia la 

1ormación. Con el trabajo realizado por C&rter para determinar el 

Coeficiente de Pérdida se obtiene un valor de las dimensiones de la 

Fractura más cercano a la realidad. 

Con respecto a los Modelos de la segunda generación, P-30 y 30, 

se concluye que son modelos que simulan la propagación vertical y 

lateral de una Fractura Vertical, en ambos modelos se desecha la 

suposición de una altura constante y uniforme • En estas modelos se 

supone que los planos verticales se deforman independientemente, la 

altura de la Fractura depende de la posición a lo largo de la misma 

y del tiempo, se toma en cuenta un componente vertical del Flujo de 

Fluido y además la lom:}itud de la Fractura es mayor que su altura. 

En la realidad una Fractura Vertical puede desarrollarse en un 

medio estratificado, como un función de las propiedades de los 

estratos, así como de las características del Fluido Fracturante; 

por lo anterior, los Modelos P-3D y 30 consideran la Distribución 

de Esfuerzos en el espacio, el Flujo de Fluido en la Fractura, la 

Pérdida de Fluido, el Transporte del Sustentante y la TransferP~cia 

de Calor. Los dos últimos conceptos por su importancia, complejidad 

y extenso desarrollo no son tema de este trabajo. 

En la Distribución de los Esfuerzos en el espacia se hace notar 

que la diferencia de éstos en el estrato productor y adyacentes es 

de gran influencia en la Geometría resultante de la Fractura. A la 

diferencia entre los Esfuerzos se le denomina Contraste de 

Esfuer~os. A mayor Contraste de Esfuerzos existe una 

restricción Rn el crecimiento vertical de la Fractura. 

m·ayor 

El Flujo de Fluido se trabajó diferente en estos modelos porque 

en los P-3D se consid11ra Flujo Laminar en la dirección ••x", 

mientras que en los 30 ioualmente se considera Flujo Laminar pero 

en l.as direcciones "xº y "y". En &mbos modelos el flujo sigue la 

Ley de Potencias y además se considera la Pérdida de Fluido. 
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Los métodos de solución en los Modelos 20 son relativamente más 

sencillos en comparación con los métodos de los Modelos P-30 y 30, 

debido principalmente a que en los últimos, los tiempos de cómputo 

son muy altos dado que el área de fractura se tiene que discl"etizar 

en una malla, lo cual equivale a realizar más veces los cálculos en 

base a matem~tic&s muy avanzadas y métodos numéricos muy complejos. 

Cabe se~alar que en las simulaciones presentadas se tomaron los 

datas proporcionados por los autores; sin embargo, se debe 

estar conciente que en la realidad la obtención de los datos 

constituye una tarea difícil por lo que en algunas ocasiones se 

tienen que ~uponer. 

En la práctica la experiencia constituye el punto de partida 

para predecir los resultados de una manera más precisa~ por 

lo que en base a esta se han podido deducir ciertas recomendaciones 

fundamentales, tales como: 

- Una fratura se trabajará como vertical cuando la profundidad 

del estrato productor exceda los 3000 pies y., se manejarán 

presiones de fracturamiento por lo general mayores de 2500 psi. P 

- Se tendrá una geometría radial cuando el intervalo inyector sea 

pequeffo comparado con la extensión de la Fractura. 

- Si la heterogeneidad del yacimiento no se analiza correctamente, 

el diseno de las dimensiones de la Fractut"'a no será 

representativo de la realidad. Por lo que se deberá hacer uso de 

toda la información fisica disponible. 

Finalmente, la aportación de esta Tesis 

nivel licenciatura de los Modelas P-30 

es la presentación a 

y 30 por lo que las 

formulaciones correspondientes a matemáticas avanzadas ~ueran 

tratadas superficialmente., siendo básicamente una introducción para 

el estudio a niveles superiores del tema. 



APENDICES. 



APENDICE A. 

y 

ECUilCION FUNOl\MENíilL O E FLUJO. 

Se basa en: 

- Princio10 de Conservac1dn de Masa. 

- Ecuación de Movimiento <LEY DE DARCY>. 

Ecuación de Estado <ABARCA EL TIPO DE FLUIDO A MANEJAR>. 

A) Principia de Conservación de Masa. 

ESTABLECE QUE: 

[

Canl( dad d• ] 
Maao. que •n­

l raen ~t. 
- Mo.aa que ductdo. Cu•nl• o 

[

Can<> dad do] + [Ma•o n•la •nl ro] 

Sale •n Al. - •um1,dero on Al. 

z ( x+6x,y+6y,z +.6,,z)\ 

[

Canl •dad do] 
• Ma.aa. Acumu­

lo.d<3. •n .b.t. 

X 

Fl.9. A-a. Volum•n Elemenla.l qu• muealta lo• fluJo•. 
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APENDICE A. 

Todo Aquel lo que Aporta una Masa 

Todo Aquello que Extrae una Masa 

(
Oa.•lo Má&\CO) _ 

qu• •nLra (
Oo•lo MÓ8LCO) 

q•.a• •':lle 

FUENTE lPozo inyecte"'. ) 

SUl11DERO (Pozo productor.> 

~lJxAyAz 

tJ.xlllz - A (pv ) tJ.xl'l.y = tJ.xtJ.yt= [
P9'>1, - P9'>ll+At] 

z "' 

Dividiendo todos los miembros entre; AxAyAz así como multi-

plicandolos por (-1> y obteniendo sus respectivos límites se ob­
tiene el equivalente al concepto de derivada. 

A<pu l A<pu > 
lim ---"- + lim ___ Y_ 

Ax .. o Ax Ay .. o Ay 

+ lim l'l.(pvz) = lim [ P9'>lt+Al - P<Pf, ] 
Az .. o ~ 6.t.-.o At 

Esto es, la Ecuación de 

cartesianas. 

Continuidad 

élt 

en coordenadas 

•Nota cambiando el sentido de Clujo, esto es, en el sentido en el 

que se incrementa se tendrá1 

él <pv.> + 8 <pvy) + él <pv_> 

8x 8t 
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APENDICE A. 

z 

Fi.g AZ. Yolum•n E\.emonla.l ulLl\za.do on la. derLva.cLÓn de 

l (J. ECUOCLÓn de C<OnL\.nuido.d pa.ro. FLUJO Ra.dia.l. 

pVr 

y 

Para el caso de Coordenadas Cilíndricas <Flujo Radial>, se 

utilizar~ la fie. A2, con el siguiente desarrollo. 

[ 049'0 ] 
MICÍ•l.CO 

qu• ea.le 

( pu,. (r 

[ Ocalo ] 
[ rvr - A!pvr>] r M!Az] - M.CÍ&t.c..:. = - plJr (r+Ar) .6.Sóz 

qu• •nlra. 

/¡.(}.l.z) - pvr (Ar A€1Azl ) + 

[

p<f>l+Ál -

Áf 

P'I>' ] r A€1AzAr 

( - pvr rA€1Az -

para á.reas 
pequeffas. 

A!pv lrA€1Az 
r ) 

r:n/Lnltamente 

Dividiendo todos los miembros entre rA9AzAr, así como obteniendo 

sus respectivos límites, obtenemos: 
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APENDICE A. 

- lim [ p:•] - lim [ t:. _::v.> ] = lim ( P1>l,.t:.~t- P'PI, ] 
Ar .. o Ar .. O .6.t .. o 

Resul tanda entonces: 

" (p</>) 
__ ll_t_ 

Multiplicando por <-1>, se tiene: 

Cpv r ) + ll Cpv r ) 

r llr 

+ O (pvr) 

--",.-- = 
" (P,P) 
__ ll_t_ 

r 
~vr + r 

81
:•)] = [ -

8:~) ] 

Donde la anterior ecuación es conocida como la Ecuación de 

Continuidad para Flujo Radial. Esta se puede escribir como: 

_1_ [ 8 Cr pvr) ] 
••• <2Al 

Donde: 

r llr 

ECUl\CION DE 110'l/U11ENi"O (LEY DE Df\RCV) • 

. 
V 

~ - ~ 
2 ' 

Haciendo un análisis de Energía por Unidad de Masa y 

despreciando las variaciones 

estar elevadas al cuadrado. 

de velocidad por ser peque"as y 

h) + 
' 2 

V 
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APENDICE A. 

Sí p 

~ 
T 

V 

V 
ti lt.h) + (t.f>) 

entonces; 

( l>f') 
e <l>h> + 

Utilizando diferenciales 

parciales e integrando. 
p 

~T = Je 8h + J (!Jf') 

p 

La anterior expresión se conoce como POTENCIAL DE HUBBERT. 

Sustituyendo en: 

Si además: h 

+ 
V 

Sen e (Me) 

I< p 

µ 

Donde: Ax es la lon~itud del desplazamiento <+>, o sea, <x~-x2 >, 
y Sen e está medido en la dirección de las manecillas del 

reloj, representando la dirección del flujo y h = O es el 

Nivel de Referencia, entonces se obtiene: 

l<p ""' v = - µ <l [ f t1 º" + f--¡;- ] •.• <3Al 

Obteniendo para cada Dirección: 

v 
I< p 8h 

+ 
" µ 8x 
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APENDICE A. 

k. p 

[ 6 

iJx <-Sen e> iJP ] .. . 
V + . µ iJx p iJx 

k. p [ ap 

e> ] 
.. . 

- P6 CSen • •• C4Al V . µ iJx 

De manera. an;Ooga para las otras direcciones se tiene: 

.. k. p [ llP 
V 

_Y __ 
- pe csen e> 

y µ (fy 
••• (!JA) 

k. p [ di' 
- P6 CSen 9) ] 

.. z 
V 

z µ 82 
• •• C6Al 

Se observa que para 3A y 4A, los términos correspondientes a los 

efectos gravitacionales valen cero. Si además en la direc:ción "z" 

se desprecia dicho término, tenemos: 

,. 8P .. . 
V . -µ-

8x 
• •• <4A'l 

,. l1P .. __ Y_ 
V • •• <SA') 

y µ 
8y ,. i1P .. z 

V • •• <6A' > 
z µ 

"" 
De la misma forma para Flujo Radial, se tendrá: 

••• 17A> 
iJr 

La Ecuación de Darcy para Flujo Turbulenta es: 

Bu2 + . V . ,._ iJP 

µ ax 
donde B Factor de Turbulencia. 
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APENDICE A. 

ECUllCION DE EStl'IDO. 

Representa la variación de la densidad de un fluido con respecto 

a los cambios de presión y temperatura. 

A partir de; e 
V 

Si V= Cm I p> , entonces; 

C = - ~l- [ 81...:..p>]T 
(m/p) ~ 

Como: 

(m/p) [ 
m 8~/p) ]T = _ m 

(1n/p) [ - ~] = 
<'lP P T p 

e 

Esta ecuación es válida para temperatura constante. 

p p 8p 
e J dP J 

p Po 
p 

o 

e ( p - p = Ln pipo o 

Si se apro:nma el término eC<P-Po) con la Serie de Taylor, 

usando sólo los dos primeros términos se simula un comportamiento 

lineal (fluidos prácticamente incompresibles>, con la que se 

tiene: 
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APENDICE B. T, K. .PERKINS y L. R. KERN. 

AMPLliUDES DE FRACiURA RESUL'l"ANiES A PARilR DE FLUIDOS NEl,fiOMl\NOS 

EN FLUJO Li\111Nl\R V 'l"URBULEN'l"O. 

FLUJO LAMINAR: 

La amplitud puede ser estimada haciendo las s1gu1entes 

consideraciones, en el caso de amplitudes restringidas: 

1. Considerar que la fractura es vertical y de una altura h.. 

constante <la altura es independiente de la distancia a partir de 

l~ pared del pozo). 

2. Considerar que la forma de la sección transversal de la 

fractura en cualquier punto es esencialmente elíptica y que la 

máxima amplitud en ese punto es proporcional a la diferencia entre 

la presión y el esfuerzo en ese punto. La Ecuación de la Elipse es 

tomada como la Ecuación de Sneddon para un sistema Bi-d1mensional. 

3 .. Considerar Que la ca.ida de presión puede ser estimada por 

medio de la Ecuación de Fann1ng en la cual el Radio Hidráulico para 

una elipse es sustituido. 

4. Considerar que la presión del fluido en los límites de la 

fractura es igual al esfuerzo tectónico total perpendicular al 

plano de la fractura. 

5. Considerar que no se tiene fuga del fluido inyectado. 

La Ecuación de Fanninq puede ser escrita como: 

dP 
dx 

2 f v
2 

p 

D. 9c 
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APENDICE B. T. K. PERKINS y L. R. KERN. 

lbm p'i..9 
donde 9< 32.2 

donde para flujo laminar: 

16 µ 
f = 

De " P 

µ = vi.sr:osi.dad. lbm / Cpi.9 - see:>. 

D. :: diámetro eqt.n.vaLente. pi.e. 

v = v9loci.dad, CpLe/s9s:>. 

p = denstdad, e lbm/pie
3
.). 

••• (28) 

Para una elipse de excentricidad prácticamente cero Perry tiene 

desarrollado: 

donde: 

Do = r R" = r [ 2.~46] 
r constante de proporctonalidad. 

R
0 

radio hidrá:ul Leo, pi.e. 

Are a 

Peri.metro Hojado. 

n W h 

4 

2h 

••• (38) 

) 

W dtámetro menor de la elipse Ci.61.J.at a La amplitud 

máxima de La fractura). pie. 

Lamb tiene desarrollado para una elipse de excentricidad cercana 

a cero y para Flujo Laminar: 

Pero se sabe que: 

dP 
dx 

32 Q µ 
••• (48) 
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APENDICE B. T. K. PERKINS y L. R. KERN • 

dP 
dx 

V = 

h al. tura. pie. 

Sustituyendo las Ecs. 28, 38 y 58 en la Ec. 18. 

2 [ 16 µ ] 
D. V p 

,,z p [ . 2 Q ] 
_3_2_µ~-"~ =32 µ -;;¡;-;:;-

6 [r W ]
2 

e 2.546 
~cD•z o. 

Igualando la expresión anterior con la Ec. 48 

64 µ Q <2. 546>2 

por lo tanto: 

y 2 = 12. 96¡ o sea y = 3.6 

• • • (56) 

64µQ <2.546) 2 

yz w" !T h (!e 

••• (68 

Considerando Que y = 3.6 es el valor que debe ser usada para 

todos los casos en adelante, para ambos Flujos Turbulentos y 

Laminar. El Número de Reynolds del fluido fluyendo en la fractura 

puede escribirse comat 

D• V p 
N ... µ 

pero Q = v A , por la tanto Q/A y el área de una elipse es 

A = n a b, donde a y b son los radios mayor y menor, 

respectivamente, que a su vez equivalen a un medio de la altura y 

un medio de la amplitud de la fractura, entone.es: 
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Y ~•rL:~e~umed.J [{¡-] P 
µ 

Haciéndose notar que Ar difiere del área de la elipse, siendo: 

rr W h 
Ar e ti.rea de f t ujo:J 

2 

Como es una elipse de excentricidad cercana a cero, el perímetro 

humedecido es dos veces la altura, por lo tanto: 

3.6 Q p 
N .. 

4 h µ 

Hasta la ecuación anterior se manejaron las respectivas unidades 

de cada una de la variables mencionadas con anterioridad. Para 

utilizar unidades prácticas de campo se obtiene: 

N = 7 .81 * 10• 
R• 

GJ(bl/min) SP Gr 

h<piel µ<cp) 
••• (78) 

Afortunadamente, es bastante sencillo de predecir sí un Fluido 

Newtoniano estará en Flujo Turbulento o Laminar. En un trabajo 

clásico, Reynolds descubrió que la turbulencia c:omenzará cuando el 

Número de Reynolds Cla relación de fL1erzas inerciales y viscosas> 

excede un cierto valor. 

El fluido estará en Flujo Laminar en la fractura s1 el Número de 

Reynolds es menor de 25(10. Sustituyendo Nh < 2500 en la Ec. 78 se 

observa que el FluJo Laminar se tendrá si: 

2500 ( 7.81 * 10ª Q <Sp Gr> 
h µ 

2500 < Q (Sp Grl 
h µ 

0.32 
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En la región laminar, el Factor de Fru:c ión está dado por la Ec. 

28. Se puede comparar la relación de este Factor de Fricción para 

placas paralelas con datos experimentales los cuales han su:lo 

reportados en la literatura. 

Sustituyendo las Ecs 28, 3B y óB en la 18, se obtiene: 

dP = 
dx 

32 (2.546) 2 Q V µ 

(3.6) 2 V tic 

••• (88) 

Sustituyendo la ecuac1dn correspondiente a la velocidad en la 

anterior obtenemos: 

Donde: 

dP 
dX 

dP 
ax 

2( 
16 µ 

] 2 o. u p V p 32 µ \} 

o. tic o.z ec 

2 Q 

) 32 µ (~ 
0.3164 

( 3.6 r w" 
~ tic 

p presión, e l.bt/pi.e
2 :> 

x distancia, pie. 

µ viscosidad, Clbm/pie-ses). 

h = al. tura, pie. 

W ainp!<tud. pie. 

Q 6asto, Cpie
9
/se6>· 

µ Q 

w3 h 

Convirtiendo la presic:Sn a ClbC/p62 :> para trabajar en lo sucesivo 

en unidades consistentes con los esfuerzos o y el Módulo de Voun9 

que se trabajarán también en Ctbt/ps
2 >, quedando la anterior 

expresión: 

dP µ Q 
0.0022 ••••••• (981 

dx 
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F'ara una fractura restringida en la cima y en la base Sneddon 

desarrolló: 
2 11 - v

2
l IP• - ol h. 

••• < 10Bl 
E 

Sustituyendo la Ec. 108 en la Ec~ 98. se obtir.ne: 

dP µ Q E" 
0.0022 

dx 

Integrando la expresión antet .. 1or a partir del ewtremo de la 

fractur"a donde IP - O') = o, o sea, F' = "'· 
p 

Q Eª 

J I 
µ 

IP cr) • dF' = I0.000274) dx ,,_ .. ( 1 - J..12)3 

"' o 

Resolviendo el miembro izquierdo de la igualdad, se obtiene: 

.. J IP - .,,¡ 
9 

dP = 
( p O' ) " 

4 
"' 

Resolviendo también el lada derecho, finalmente se obtiene: 

( p - "' ) .. µ Q E' 
(0. 000274> X 

4 

Despejando Ja presión de la eHpresión anterior: 

=[ 
4 Q E' r· µ 

F' (0.000274) X + "' ,,_. 11 - i..-2) 3 

Sustituyendo la presión obtenida en la Ec. lOB 

211 - v
2 > [ [ 10.000274> 

4 µ Q Eª ]..,. ] 
X +e-a h. 

w 
E 

1 '.llQ 
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Considerando v 0.15., la expresión anterior se reduce a: 

[ 

µ Q X ] V• 

W = 0.3618 ~-E~~ 

Convirtiendo la expresión anterior a unidades prácticas se llega 

finalmente a la siguiente ecuación: 

...... 
W<pgl = O.:'IB [ Q!bl/m1nl µ!cpl L<piel ] (llBl 

- E(psi> • • • 

FLUJO TURBULENTO: 

Las suposiciones básicas para este caso son los mismas que las 

manejadas en el caso anterior. Si el Número de Reynolds es mayor a 

2500, se puede considerar: 

¡ = o.012s 

El Factor de Fricción depende de la rugosidad de las paredes de 

la fractura; al valor de f = 0.0125 le corresponde un valor de 

rugosidad de alrededor de 0.02. 

Sustituyendo las Ecs. 38, 58., bB y 108; junto con el valor dado 

de f en la Ec. 18, se obtiene: 

dP 2 <0.0125> <2 Q I n W hl 2 p 
ClX 3.6 <W I 2.546) 6c 

Q' p 
..... <128> 

Donde: p 

x distancia, ple. 

Q sasto, Cpie8/see~ 

p densi.d.ad, Clbm/pie
9
). 

W amplitud, pie. 

h. al tura. pi.e. 
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Siguiendo la misma secuencia utilizada para. flujo laminar, se 

procederá a sustituir la Ec. 108 en la Ec. 128: 

dP 
1.545 )( 10 -d 

dx 

Integrando la expresión anterior a partir del extremo 

fractura donde CP - o) = o, o sea, P =: r:Y. 

p J <P-ol
9

dP=J C193K!0-Pl 

o 

de 

dx 

Resolviendo el miembro izquierdo de la 2gualddd,. se obtiene: 
p 

( p o,. 

J (p - ol 9 dP = 
CT 

4 

Resolviendo también el lado derecho, finalmente se obtiene: 

e P - o >' 
X 

4 

Despejando la presión de la expresidn anterior: 

=[ 
p Qz Eª 

X r• p C0.0301:58) + " h~ C1 _ ¡..z) a 

Sustituyendo la presión obtenida en la Ec. 108; 

2(1 - .... , [ [ <0.030158) 
p ],,,. ] 

X +e-o 

E 
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Considerando v 

T. IC. PERKI NS y L. R. ICERN. 

0.15, la expresión anterior se reduce a: 

[ 

p Q'.. ] ,,,. 
w = 0.05896 ~~~­

En. 

Convirtiendo la expresión anterior a unidades prácticas se llega 

finalmente a la siguiente ecuación: 

.,,. 
kl!p9) O 60 [ 

Q
2

!bl/min) Sp Gr L<pie)] 
• Etps1> h(p1el • •• !l3 Bl 

Dende; Sp Gr era.vedad esFJ6cljt.ca del Fluido Frac turan.tE?, 

h altura de una /ractt.t.ra restrin.~ida, ple. 
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AMPLlaUD DE FRACaURAS U>ILIZANDO FLUIDOS NO NEWaONIANOS 
EN FLUJO LAMINAR. 

Si son usados Fluidos No-Newtonianos tales como Geles o 

Emulsiones, entonces es nec:esar10 determinar las propiedades de 

flujo de dichos fluidos antes de determ1anar la amplitud de la 

fractura. 

La relación entre el esfuerzo cortante y la velocidad de corte 

para muchos Fluidos No-Newtonianos se puede e><presar de la 

siguiente forma: 

Donde 

du 
r=k"ldy 

u 'l•elocldad = /<y>. 

k', n' =constantes. 

( du ) = velocidad de corte. 
dy 

••• (lCJ 

El comportamiento de corte de la mayoría de los Fluidos 

Fr·acturantes, de hecho puede ser· !'~presentado oo r la e,.;pres1ón 

anterior. Las constantes k • y n · se pueder obtener can el 

Viscosímetro de Fann. O bien, trabaJando la Ec. !C.: analíticamente 

empleando logaritmos en ambos miembros de la i9ualdad, observándose 

que el término n · corresponde a la pendiente y k · a la ordenada 

de una recta. Dicha recta se encuentra en un plano~ en el cual la 

abscisa representa la velocidad de corte y la ordenada al esfuerzo 

cortante (T). 

La amplitud de la fractura so derivara en términos de las 

constantes k. y n·, con ayuda de la / 1.~. C-1. 
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/,.__,.__,.__,.~?.f__,.---...;ff_/__,.___"w~ 
!# \. !""- - - - - - - - -...,,-,.,y,.......,,... 

- -~w 
-------~~ 

1 
1 1 1 1 

~ ~H 1 J~,1 
ti r L I~ 
1 1 ' : 

1 1 
1 1 ,¿ 

,fj' ~---------fjl 

Fig. C-t. Flujo la.m\.no.r del Clu\.do •r"llre p\.a..;<18 pa.ra.l.la.•. 

Por conveniencia no hay aceleración., la fuerza por un1dad de 

altura actuando a la derecha del elemento del fluido de espesor 11 y" 

y lonl)itud L se igualará a la fuerza por unidad de altura 

actuando hacia la izquierda como se muestra en la siguiente 

ecuación: 

yAP=LT ••• <2C) 

Sustituyendo la Ec. te en 2C se tiene: 

y M' = L [ k' (du/dyln•] ••• <3Cl 

, ... ca 
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Trabajando la expresión anterior para obtener una ecuación para 

la amplitud en términos de n· y k', además considerando flujo 

estacionario. Despejando 11 du" de la Ec- 3C e intec;,rando: 

dy 

Resolviendo: 

t:.P 
.,.n 1 n· • t) /f\' r .... 2 ( ) [ y 

u = 
en ·+u In• L k• y 

n•+ t 

t.I (~) ( k~PL) [ (+) y ] •• C4Cl 

El gasto total dentro de las dos alas de la fractura está dado 

por la siguiente ecuacidn: 

Q 

V/2 

Q = 4 J" t.I dy 

o 

Sustituyendo la velocidad y resolviendo, se obtiene: 

t/n' 

Q 4 "(n~'i)(k~L) [(~) 

n • + :1 

4'1. 
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Q 

Zn" + 1 
t/n" 

4h (n+-r-) ( /'PL ) [ g ) 
2n • + :l. 

(+) 
zn• + t. 

n• 

n • + 2n" - n' + n· 
Si; 

1 + 2n· + 2n" 

• 
n• 

Q 4 (~ni+\) ( k~L) 

• 
n• 

Q =4 (~) (~) h (;) 

+ 2n' 

:Zn" + :l. 

n• 

(~) 

2n • + t 
n• 

••• <5Cl 

Reagrupando la anterior ecuación se obtiene el Gradiente de 

Presidn en forma explícita: 
n• 

•• (6C) 

El Gradiente de Presión cuando fluyen Fluidos Newtonianos en un 

conducta elíptico de excentricidad cero es 1b/3n veces más grande 

que el Gradiente de Presión cuando fluye el mismo fluido entre 

placas paralelas bajo las mismas condiciones de altura, máxima 

amplitud y gasto. Se supone que esta misma relación se ajusta 

aproximadamente para Fluidos No-Newtonianos, entonces la siguiente 

ecuación se aplica a fracturas elípticas: 

n• 

(
- dP ) "" 2 k. 16 ( 2n • + 1 ) 

<IX 3n n· ••• <7Cl 

Sustituyendo en la Ecuacidn de Sneddon para la amplitud de una 

fractura elíptica en Dos-dimensiones (108) y suponiendo que el 
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gasto es independiente de "x11 e integrando la ecuación anterior y 

sustituyendo el resultado de CP - .,.¡ dentro de la 

obtiene la siguiente ecuación: . 
2".... 2 

} 
Donde: 

,p = 32/3n k • ( 2n ·-. 1 ) 
n' 

Ec. 108 se 

••• IBC> 

La Ec. BC puede ser escrita de una manera más conveniente usando 

unidades prácticas como se muestra finalmente en la siguiente 

ecuación: 

n• 

W= 12 [ H:) <n'+ 1> ( 2"'~. 1 J X 

• 
( ºi!~75] ( 5b~1) n• ]~ 

Donde: 

W =máxima om.plitud d9 la fractura en la pared del po2o, P6• 

k'= madida de Las propiodades de /Lujo d9 un Fluido 

No-Newtoniano, lb set!n•lpie2
• 

n"= medida de las propiedades de flujo de un Fl.uido 

No-Newtonian.o, adim.. 

Q = ~asto total de inyección, bl/min. 

L lonsitud de la fract~ra medida desde ta pared del pozo, 

pie. 

h =altura de la fractura, pie. 

E Hddu.l.o de Youn6 de la formación, psi.. 
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EFECl"O OE L,P, PERNE,P,BILIO,P,0 OE LA FDRMACION SOBRE 

L,P,S OINENSIONES OE L,P, FRACl"URA.' 

LDNGI l"UO DE L,P, FRACl"URA. 

De la c.amun1cac.1dn ¿r,.;r'~ el ..,o ... umen oe la tractura v el espacio 

poroso de una formac1dn permeaol.e resulta. la cérd1oa de ilu1áo y 

entre otras cosas. un incremento de la oresión ae ooro en la 

zona inmediata a la fractura. úe esta 1orma la Torma;:1ón se e>:cande­

localmente, reduciendo la amolitud de la fractura. Sin embarga. en 

la mayoría de los casos or'ác~1cos este efecto de exoans1ón sobre la 

amplitud de la fractura es insi9nif1car1temente oeouef'ia. 

Aunque, para una longitud dada tLJ, el efecto oe oér't.lda de 

fluido sobre la amplitud de la fractura es oor !o tanto peauef'io., 1a 

oérdida de f lu1do definitivamente reduce 1a BNtens1ón de la 

fractura para un tiempo de bombeo dado. Con .lo anterJ..or se ouede­

decir Que el conoc.1miento del gasto de inyección y el tiemoo de 

bombeo.. na son suf1c.1entes oara determi.nar c.on exacti.tud la 

ored1cción de la extensión de una fractura. 

El volumen de fractura para cualquier tiempo t 9 se determina 

med1ante: 

cara un ala de la fractura; teniéndose entonces: 

cuando la fractura se extiende para ambos lados. 

El Balance de Materia enuncia: 

dV 
dT 

••• tlt<l 

... t2lll 

donde Gasto de oérc.11da par f1ltrac1ón hacia la formación. 
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S = f'érd ida Instantánea. 
p 

P. de KLERIC. 

A = Suoerf1c1e total exouesta tincrementtlndose con el 

tiempo) de la fractura. 

A :l; 4 L h <Fractura de dos Alas>. 

El gasto de pérdida oor f1ltrac1ón oor unidad de suoerf1c1e 

exouesta, está indicado oor u. teniendo: 

t 

dA f " o 

Para situaciones más oráct1cas: 

e u ; 
~ 

dA 
élt: d\. 

donde: e Coeficiente de Fluido Fracturante. 

.... \3D> 

••• C4Dl 

At t - T = T1emoo de exposición del fluido en la 
superficie permeable de A. 

Sustituyendo la Ec. 4D en la 3D. se obtiene: 

Q; 
l 

e 
l 

f 
o 

dA 
dT •••<:SO> 

De la sustitución de las ecuac1ones del volumen de la frac.tura y 

la pérdida por filtrac1ón, lD y 5D resoe-ct1vamente, en la Ecuación 

de Balance de Materia 2D, se obtiene: 

~ w dL 
2 ·- .... dt 

S1; A = 4 L h 

Q 
¡:¡ 

- ~· 

entonces, 

l 

4Ch f 
o 

4& ) ~ p d< + 

dl __ d_T_ 

ilT fT=T 

l 

4C f 
o 

dl OT 

dT Í (-T 

4h5p ~~ 

••• CbDI 

Observándose Que la amplitud de la fractura fue 1ndepend1ente 

1'8 
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de la longitud de la misma. la solución oudo ser relativamente 

sencilla. 

El valor w...,. ''constante" está elegido de tal forma oue la 

solución verdadera está apro}'.imada. Por lo tanto. Wv en la 

ecuación an'\.erior es sust:1tu1do par ¡,.· dona e es la 
Ve 

ampl1 tud c:erca de la pared de.1. pozo al momento de parar el bombeo y 

f1 es un factor que ajusta la solución aorox1mada oe la Ec .. 6D. 

haciéndola numéricamente igual a la e){ac ta pai-a el caso conde s = 
p 

o y C = o. La solucidn exacta se obt1enede la Ecuación de Balance 

de Materia dV/dt = Q. La integración directa nos lleva a. V Q 

t. utilizando la Ec. lD se obtiene Ja longitud de la 

daoa como:. 

Q ' 
n h L "' o sea. . 2 . ve 

Lo 2 Q ,. 
" h 

"'v• 

trac:tLu-a. 

Considerando e= º· s = o y w como constante e integrando la 
"' Ec. bD se ti eme la 

p 
siguiente 

Lo 

expresión: 

4 Q t• 
3n h Wv 

Notando que donde a.parece el valor de (rr/2J W "'º a partir de la 

Ec. 6D el valor correcto es C3n/4) ~.... y maneJando el factor 

(3 = 213 como la solución aproximada. Apl1ca.ndo la Transformada de 

Laplace y el Teorema de Convolución a la Ec. óD se tiene la 

s1gu1ente ecuación: 

dL 
dl 

en la cual 

erre ix 
L 

••• ( 70• 

La Transformada de Laplace L ~ F<t l ¡- de cualquie..- tune ión FC t l 
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está definida como: 9 

J. GEERTSMA P. de KL.ERK. 

L iF< t > f-
00 

J e -al F ( t ) d t 
o 

••• <EID> 

Esta integral es fácilmente evaluada v su soluc: 1.ón para varias 

funciones F<t> se encuentran 

lransformadas de Laolace. 3 

en tablas es tan dar izadas de 

Una propiedad import;ante de la Transformada de Laolace es que se 

puede expresar como un oroducto de dos funciones como lo enuncia el 

Teorema de Convaluc1ón. El Teorema de Convolución de dos funciones 

F<tJ y G<t> está def1n1do como: 9 

Fii> * G«> 
l J F<ó> G<t - ói do 
o 

••• <9D) 

Se puede demostr·ar que la Transformada de Laolace del producto 

anterior esta dada como: 

L 

••• !lOD> 

Integrando la Ec:. 7D se obtiene: 

Q 

32 rr h c 2 
(rrko-..,.+BSP> 

• 
Para el producto e·~L ertc ~ 

L 

2 

- 1 + e~L erfc ~L ) 

••• !llDl 

se conocen varias exores1anes para 

el rango de valores de o... Por e3emplo para "' 2, la expansión 

asintótica es de la s19u1ente forma: 

[ 1 

ro 1 .:; <2m -11 ] OCL 
erfc "' + }; (-llm .. "' L 

OI -rrr (2 OC Z) m m=:a. 
L 

la expansión asintótica anterior es una de las más aceptables. 
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También se demuestra que para 

2 "' 
donde #>> l. Así que para 0t >> 1, la Ec. 110 se reduce 

finalmente a la siguiente ecuación: 

L + 
1 

2iT 
GI -rt 

h. e ••• ( 120) 

Este resultado es independiente de Sp v esta fórmula práctica 

permite estimar la extensión del tamano de la longitud de la 

fractura. 

lli1PLI U.ID CE Lll FR ... CiURll. 

La distribución de presión en una fractura Que se propaga de un 

Modo Linealmente Elástico está dada por las s1gu1entes relaciones: 

P = P para OS /L S ¡Lo 

P = O para f Lo S f L S 1 

Considerando la Condición de Barenblatt y Que /Lo 

obtiene:ª 

f = Sen Lo 

fT s 

2 

1, se 

••• t13Dl 

La forma de la fractura resultante de la distribución de presi.ón 

anterior est~ dada por la s19uiente ecuación: 

l/Z 

11 -
/Lo [ - /LZ 

J l 2 (1 - V) /L - /Lo 
z 

w p L /L ln 
G 

l/Z 
fT 

/LO [ 1 - f z 

] 1 + 
L 

/L - /,_º 
z 
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- f 
2 

] 

•. ,.z 

11 ( - /LLo2 1 
/Lc ln 

••• (14Dl ..... 
+ [ - /L 2 ] 

1 -
. 2 

/Lo 

Se puede demostrar cue la Máxima Amplitud de la Fractura en la 

cared del µozo está dada por la s19u1ente ecuación: 

2 11 - ,,¡ 

--n--G-- p L /Lo ln 
( 1 + 

••• <15Dl 
( 1 - /Leo 2) - t,/2 

Cuando /Lo .. la ecuación anterior se reduce a: 

4 (!- V) "',,.,. ____ _ 
n G 

/_ / / 1 / 
2 

Lo - Lo 
••• <160) 

Donde se tiene una buena Condición de Equ1l1brio, la cuál está 

dada por: 

••• <1701 

Combinando las dos últimas ecuaciones <Ecs. 160 y 17D>, 

se obtiene: 
2 !I - ,,, 

lt',, "' L ( p - 5 l 
G 

donde: 
E: 

G ~ L p - 5 ) 

2 Cl ,,_ vi 

Por lo tanto. la Ec. 17D se puede expresar como: 

4 (! - ,,•¡ 
lt',, ::. ------ L l P - S ) 

G 

••• ClBOl 

••• (190l 

••• <200) 

Para un exceso de presión en la fractura dado por el Esfuerzo 

Tectón1co, la Amol1tud de la Fractura en el origen es de está 

152 
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manera una primera aproximación independiente de /L
0

; esto es, no 

depende de la extensión de la región donde la presión es igual a 

cera. A continuacicSn se verá sí la distribución de presión en una 

fractura de la forma dada en la Ec. 14D </te- IV-2> corresponde a 

la distribución supuesta y que valor deberá ser' dado para P. 

Se tiene que: /L 

L 
d /L 

F' 
/L 

1 - ---¡;;;--
p 

/Lo 
••• !21Dl 

V 

d /Lo L ~ 
Donde: "' = w I wv. 

La presión en la pared del pozo está dada por la siguiente 

ecuación: 

12 µ Q L 
••• 1220> 

Al igual que como en la Ec.. 160, cuando f Lo una buena 

aproximacidn para evaluar la integral de la Ec. 220 está dada por 

la siguiente expresión: 

7 

4/1 
Sustituyendo la expresión anterior en la Ec. 220 se obtiene la 

siguiente ecuación para la evaluación de Pv: 

21 µ Q L 

w,,ª h / 1 f 2 1 
- Lo 

••• t23Dl 

Despejando 'Wv9 de la Ec. 23D se obtiene la siguiente ecuación: 

153 
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Despejando el radical de la Ec. 170 se obtiene: 

\. p - 5 ) fT 

2 p /Lo 

Sus ti tuyenoo en la Ec:. 24D las E.es. 15D y 1Bl1 se 

[ 2 
( l - "' r 21 µ Q L 

L ( p - s ) "" G IP - SI 
h 

2 p 
/LO 
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Despejando de la Ec:. 1BD el término de 

sustituyendo en la Ec. 26D, se obtiene: 
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Despejando w.., de la e~pres1ón anterior e 1ntroduciendo el 

denominador en el raoical, finalmente se obtiene: 
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La anterior ecuación esta expresada en el Capitulo IV como la 

Ec:. lV-28. 



APENDICE E. CARTER. 

ECLJllCION DE Cl'IRiER CUE CONSIDERl'I LOS EFECiOS DE Ll'I 

PERDIDl'I SOBRE Lf'IS DU1ENSIONES DE Lll FRllCoURll. 

Carter estudió los elementos básicos para describir los efectos 

de la Pérdida de Fluido sobre la orooagac1ón de la Fractura. Las 

suposic1ones QUe él hace son aue la amplitud y la altura de la 

fractura son constantes, así como también lo es el gasto: entonces, 

sólo la longitud L(t) es var1aole. La función de la velocidad 

de la pérdida de fluido. normal a las caras de la fractura, tiene 

la siguiente forma: 

••• ( 1 El 

Donde el es el Coef1c1ente de Pérdida de Fluido y 9eneralmente 

es medido a través de pruebas de filtración y T representa el 

tiempo al cual se inicia la f1 l tración. Haciendo un Balance de 

Matet"'ia se tiene: 
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APENDICE E. CARTER. 

Y Afl = 2 hr L, con lo cual se tiene: 

Q dT dL 

+ "' 
••• <4E:l 

dT _¡-;-::--;1 dt 

con lo cual se llega a la siguiente exoresión: 
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donde: 

Una aproximación matemática stmi lar ha sido usada por Mari< y 

Langenheim para predecir las pérdidas de calor oor conducción para 

la cima y la base de la formación durante la inyección del fluido 

caliente dentro del yacimiento. El los presentaron valores tabulados 

para la expresión entre paréntesis en la Ec. 5E' para su rango de 

valores de O a to. Por ejemplo oara a > 4 se tiene: 
7 

z r 
00t erfc oi 

Para valores grandes de o se tiene: 
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APENDICE E. CARTER. 

Entonces: 

L .. 

Para grandes valores de ce la Ef1c1enc1a del Fluido Fracturante 

es baja. Sí se oef ine la Ef1cienc1a del Fluido como la relación 

entre el volumen de la fractura. k' hn y el volumen inyectado, Q
0 

para valores altos de o se obtiene: 

W hr \. 2 ----+ ••• <8!"1 
Qo O r;--

Para o. = lo, la eficiencia es sólo del 11'l.. La mayor oat~te del 

fluido inyectado es aprisionada dentro de la formación, causando 

solo problemas de energía potencial. 

Además, la distr1ouc1ón de velocidad en la fractura depende 

fuertemente de la Eficiencia del Fluido,. la distríbuctdn de ores1ón 

es mostrada en la /t~. E-1 donde se puede ver la distribución de la 

velocidad del fluido en la fractura entre placas paralelas como una 

función de les oarámetres ad1mensionales A, "' h 1 L c«z I Q
0 

W. 

Para A
1 

> t, la teeria muestra aue el gaste de flujo decrece 

rápidamente de a.cuerdo con la s1r;Juiente expresión: 
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APENDICE E. 

v(x} 
v(Q) 
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CARTER. 

Para es .tas condiciones, el factor Al relaciona la Eficienc1a. del 

Fluido a través de la s1gu1ente ecuación: 
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APENDICE E. CARTER. 

Inc.luyendo la F'érd1da Instantánea de Fluido. ll se obtiene lo. 
9p 

si9u1emte ecuac1dn: 

dV 

dt 

Por lo tanto, se llega a la s19uiente ecuación: 

Q dL t dL 

J dT 
o 

••• { 11 E:> {111 + 2 V ) 
•p dt "r 

Comparando las Ecs. 3C y 10E' se muestra Que las Pérdidas 

Instantáneas de Fluido pueden ser contabilizadas cara reemplazar el 

término de W por una amplitud el'ec:tiva de la fractura daoa como 

<W + 2 v.P> • con la que finalmente se l leQa a la s19u1ente 

expresión: 

OI 
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A 

A 

A 
e 

A 

A 

a 

'\, 

il. G 

e 

c1 

e . 
D 

d 

E 

E. 

E . 
F 

Area Total de la fractura, <pie2 >. 

Araa <en la Ley de Hookel, <pie'i. 

Area Vertical de la Sección Transversal de 

la Fractura, (pie2 >. 

Area de la Región Oisc:retizada de la Fractura, 

(piez). 

Amplitud de la zona cercana al Extremo de 

la Fractura, (piez>. 

Factores de Peso en la Ec. V-30. 

Vectores en las Ec9. V-42 y V-47. 

Coeficiente de Pérdida de Fluido, (pie/seg> 

Coeficiente Normalizado de la Pérdida., 

<pie/seg 1
,....

2-psi >. 

Coeficiente de Pérdioa Instantánea., <pie/seg> • 

Na tri:;: de Disipación, tp1e~/se9-psi>. 

Amplitud de la Región Anular en la /L~. V-5, 

(pie>. 

l"fódulo de Young, (psi>. 

Módulo Elástico del Esfuerzo Plano, (psil. 

Módulo El~stico Efectivo en la Ec. V-22, <ps1) • 

Integr.ando Para la Función J en la Ec. V-39. 
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F 

G 

H 

h 

J 

I<. 

K 

K-< 

K19 K;, ~~~ 

Fuerza <en la Ley de Hookel, Clbl. 

Fracciones de la Extensión de la Fractura 

en la Ec:. IV-5. 

Módulo Elástico de Corte de la Formación, (psi> .. 

Módulos Elásticos de Corte del E5trato 1 y 2, 

respectivamente. 

Fuerza Gravitacional por Unidad de Masa en la 

Ec. II-18. 

Espesor de la Zona Productora, (pie) .. 

Al tura de la Fractur~a <Propagación Lineal>, (pie>. 

Altura de la Fractura en la Ec. IV-9, <pie> 

Mi9ración Vertical de la Fractura arriba y abajo 

de la zona Productora, (pie>. 

Función de la Variación de la Fórmula de Flujo 

de Fluido. 

Módulo de Cohesión de Barenblatt. 

Matriz de Rigidez Eldstica en la Ec. V-27, 

<psi-pie>. 

Matriz Inversa de K en la Ec. V-48, Cpsi-pie)-1 

Fa.ctores de Intensidad de Esfuerzo, Cpsi-pie 1
,...

2 >. 

Factor de Intensidad de Esfuerzo Crítico requerido 

para el Avance de la Fractura, <psi-pie',....2 >. 

Coeficiente de Pérdida en la Ec. V-13, (pie/seg1
/

2 l. 
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Coeficiente de la Viscosidad de la Ley de F'otencic-.s, 

<psi-se!'t°> 

Parámetros Adimensionales Definidos en la Ec. V-33. 

Longitud Total de la Fractura, <piel. 

Pendiente en la Gráfica !oe-!06 de la fie. V-3. 

Número de Reynolds, (adim). 

Indice del Intervalo de Tiempo. 

Exponente de la Viscosidad de la Ley de Potencia~. 

Vector Unitario Normal E>:terior al k-ésimo Triángulo~ 

Presión del Fluido en la Fractura, (ps1). 

Vector de Presión del Fluido en los Nodos, (psi> .. 

Presión de Poro del Fluido en la Formación, tpsi). 

Presión del Fluido en el (-ésimo Nodo, <psil. 

Presión Diferencial requerida para abrir la Fractura 

en el Frente de la misma en los Modelos P-30, <psi>. 

Basto Constante dentro de la Fractura, lpie9 /seg>. 

Gasto Total de InyeccicSn, <pie9 /seg). 

Gasto de Pérdida en el Modelo P-30, <pie3 /seg). 

Gasto de Flujo en la Dirección Normal al Frente 

de la Fractura por unidad de Longitud del Frente, 

Cpie9 /seg>. 

Gasto de Flujo a la entrada de la Fractura, 

lpie9 /minl. 
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R 
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s 

As 

T 

l 
p 

At 

Radio de la Fractura en los Modelos Radiales en 

la Ec. IV-36, !pie>. 

Distancia desde el Punto de Origen (x',y') al Punto 

de Campo Cx,y>, en la Ec. V-24, Cpie>. 

Distancia en el Cálculo de los Efectos de las 

Diferencias en lo~ Módulos Elásticos de Estrato 

a Estrato, Cpie>. 

Radio Humedecido de la Fractura en los Modelos 

Radiales, !pie). 

Cociente de la Altura usa.da para Calcular las 

Amplitudes de la Fractura en el Modelo P-30 en 

la Ec. V-3. 

Coordenada Radial en Ja Ec. IV-36. 

Radio del Pozo en la Ec. IV-37., (pie). 

Esfuerzo Tectónico Normal al Plano de Fractura 

antes del Fracturumiento, Cpsi>. 

Perímetro del k.-ésimo Triángulo. Cpie) .. 

Velocidad Mínima de la Energía del Esfuerzo en 

la Ec. 111-9, lpie/segl. 

Distancia a lo Larga del Frente de Fractura, (pie) .. 

Matriz de Peso de las Areas de los Elementos 

T1"iangulares. 

Tiempo, <seg). 

Tiempo al cual se suspende el Bombeo, Cmin>. 

Intervalo de Tiempo, Cse9). 
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V 

V 

V 
•p 

V 

w 

w 
"' 

w 
e 

x,y,:z 

a,(1, r, s 

"' ... 

Volumen de la Región Anular de la Fractura por 

unidad de Longitud del Frente de la FractLtra, <pie ) • 

Volumen de la Fractura, (pie3
). 

Pérdida Instantánea de Fluido, <pie3 l. 

Velocidad Normal dal Frente de la Fractura, 

(pie/segl. 

Velocidades en los respectivos ejes, Cpie/seg> .. 

Amplitud de la Fractura, <pie). 

Vector de Amplitudes de la Fractura en los Nodos, 
<pie>. 

Amplitud Promedio de una Fractura Radial, Cpie~. 

Amplitud de la Fractura a una Distancia '1a 1
' del 

Frente de la misma, (pie~. 

Amplitud Critica de la Fractura para el Avance de 

la misma, <pie> .. 

Amplitud de la Fractura en el Nodo i-ésimo, (pie> .. 

Amplitudes de la Fractura resultantes de una Presión 

Uniforme sobre las alturas h, Ah , Ah , respectiva­

mente, <pie) .. 

Coordenadas Cartesianas Rectangulares. 

Mitad de la Longitud de la Fractura en la 

Ec. Ill-7, (piel. 

Altura Media de la Fractura relativa a la Altura 

Media de la Zona F·roductora, <pie). 

Parámetros Adimensionales en la Ec. V-33. 

Parámetro Adimensional de la Pérdida de Fluido que 

incluye la Pérdida Instantánea para Fracturas 

Lineales. 
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Parámetro Adimensional de la Pérdida de Fluido 

que incluye la Pérdida Instantánea para Fracturas 

Radiales. 

Región Discretizada de la Frontera de la Superficie 

de la Fractura 

Energía Superficial Específica en la Ec. III-ó. 

Tensor de la Velocidad de Corte en la Ec. 11-41. 

Deformación <en la Ley de Hooke). 

Velocidad de Corte en la Ley de Viscosidad de Newton. 

Profundidad de Penetración del Fluido Fracturante en 

la Formación, (pie). 

Tensor de Esfuerzos en la Ec. IV-1. 

Distancia desde el Extremo de la Fractura en 

Dirección Normal hacia dentro, (pie>. 

Parámetro de Viscosidad, Cpsi-segn·>. 

Parámetro Ad1mensional que caracteriza las Fracciones 

del Incremento de Tiempo al cual las Ecuaciones 

Gobernantes son Resueltas. 

Viscosid21d del Fluido Ft~a.cturante, Ccp>. 

Relación de Poisson. 

Relaciones de Poissan para los Estratos 1 y 2, 

respectivamente. 

3.1416. 

Densidad del Fluido Fracturan te, Obm/pie3 >. 

Densidad de Peso del Fluido, (psi/piel. 
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O' 

o. b p 
a ,a ,o 

T 

T(X) 

Esfuerzo (en la Ley de Hooke). 

Esfuerzos Compresivos in-situ en los Estratos 

Superior, Inferior y Zona Productora., respectivamente 

en la Ec. V-6, <psi l. 

Esfuerzos Compresivos Perpend ic:.ulares al Plano d~ 

Fractura antes del Fracturamiento en la Ec. v-21. 

<psi>. 

Tiempo al cual la Posición de la Fractura en el Plano 

es primeramente expuesta al Fluido Fracturan te, (seg). 

Esfuerzo de Corte <en la Ley de Viscosidad de Newton). 

Densidades de Flujo de Cantidad de Movimiento 11 x" a 

través de la Cara Perpendicular correspondiente 

al primer subindice en la Ec. 11-17. 

Tiempo al cual se inicia la Pérdida de Fluido hacLa 

la Formación a una Distancia 11 x 11 del Poza. 

Funciones de Ensaye Local en las Ecs. V-25 y V-26. 

Operador Gradiente. 
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