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calor especifico del fluido

calor especifico del material de la placa
densidad del fluido

densidad del material de la placa

conductividad térmica del material de lalplaca
conductividad térmica del fluido

coeficiente de expansién volumétrica del fluido
viscosidad dindmica del fluido

temperatura

componente de velocidad longitudinal

componente de velocidad transversal
semiespesor de la placa

longitud de la placa

coordenada cartesiana longitudinal

coordenada cartesiana transversal

presién

nimero de Prandtl,,(ucp/Aﬁ

nimero de Grashof basado en la longitud de la placa
nimero de Reynolds

pardmetro adimensional definido en la ecuacién (42)
tiempo adimensional

tiempo

tiempo caracteristico

funcién de corriente adimensional

temperatura adimensional del fluido

temperatura adimensional de la placa
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coordenada transversal adimensional

coordenada longitudinal adimensional

funcién de corriente que satisface la ecuacién
de continuidad

constante gravitacional



INTRODUCCION

El estudio de formas acopladas de transferencia de calor por
conveccién y conduccién es muy importante en el andlisis de
dispositivos sujetos a sus efectos simultdneos. El efecto de
la conduccién de calor acoplado a la transferencia de calor
convectiva ha sido el objeto de varios estudios tanto

numéricos como analiticos [1-11].

Luikov [2) y Payvar (3} analizaron el problema donde 1la
superficie inferior de una placa plana de espesor finito, se
mantiene a una temperatura constante y uniforme. Por la parte
superjor, se transfiere calor por conveccién. Luikov [2]
obtuvo dos soluciones aproximadas, una basada en un andlisis
diferencial con bajos nimeros de Prandtl y otra basada en un
andlisis integral con los perfiles de velocidad y temperatura
dados en formas polinomiales. Payvar (3] utilizé la técnica de
Lighthill (4] para obtener una ecuacién integral que ha sido
resuelta numéricamente. Obtuvo soluciones asintéticas para
nadmeros de Brun grandes y pequefios. Kelleher (5] y Messiter y
Lifidn (6], obtuvieron soluciones asintéticas al problema con
una discontinuidad en el perfil de temperatura en la placa.
Los flujos de calor axiales no se consideraron en ninguno de
los trabajos citados; los autores se limitaron a analizar el
comportamiento del fluido debido a condiciones de frontera

constantes.



sohal y Howell [7] y Karvinen [8] analizaron el enfriamiento o
calentamiento de una placa plana en un flujo convectivo
forzado. En ambos trabajos se empleé la aproximaci6én de
Lighthill para deducir la ecuacién integro-diferencial de la
evolucién de la temperatura de la placa. En [7], se utilizé un
esquema numérico para integrar dicha ecuacién. Karvinen [8)
utilizé un método iterativo. Trevifio y Lifisn [9] emplearon
técnicas de perturbacién para resolver analiticamente 1la
ecuacién de la evolucién de la temperatura de una placa
calentada en un flujo convectivo forzado. La ecuacién de
evolucién de la temperatura contiene sé6lo un parametro que
tiene en cuenta la capacidad de la placa para conducir calor
en la direccién longitudinal. vVvallejo y Trevifio [10]
extendieron el anAlisis para el enfriamiento de la placa
utilizando técnicas de escalas miltiples. Todos estos trabajos
se concretaron a resolver el problema para flujos convectivos

forzados.

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar, de manera
numérica, el enfriamiento de una placa plana con conductividad
térmica y dimensiones finitas, en un ambiente en reposo, es
decir a causa de un flujo convectivo natural. Este trabajo es
inovador, ya que aparentemente no existe un estudio similar en

la literatura.

Debido a la conductividad de la placa, se genera un gradiente



de temperatura dentro de ésta que invalida cualquier intento
de obtener una solucién de semejanza en la capa limite. El
problema transitorio en 1la placa se acopla al problema
pseudoestacionario en el fluido; el sistema de ecuaciones
resultante se integra empleando las técnicas numéricas
analizadas en el libro de Cebeci y Bradshaw {11}, de manera
que se obtiene la evolucién de la temperatura de la placa como
una funcién del tiempo y de la posicién. Se plantea el modelo
matemético de modo que el fenbémeno s86lo depende de dos
parimetros, el nfimero de Prandtl, y un pardmetro adimensional
que relaciona las propiedades y las caracteristicas de la

placa con las del fluido.

El trabajo consistié especificamente en formular un modelo
matem&tico que describiera el fenSmeno, y manipularlo de
. manera que pudiera resolverse con el planteamiento de
diferencias finitas analizado en 1la referencia (11). Para
esto, fue necesarjo elaborar un programa de computadora. Se
generan soluciones para el caso de una placa con conductividad
finita sujeta a enfriamiento por fluido con distintos nGmeros

de Prandtl caracteristicos.



FORMULACION DEL PROBLEMA

El problema por resolver es el siguience: se tiene una placa
vertical delgada que en un tiempo inicial se encuentra a una
temperatura uniforme conocida y se coloca en un medic fluido
estdtico a una temperatura diferente. La éxperiencia indica
que se originard una corriente convectiva natural que tendera
a uniformizar la temperatura de la placa con la del ambiente,
es decir, el perfil de temperatura dentro de la placa cambiari
en el tiempo conforme se llega a la condicién de equilibrio.
Esto implica que para conocer la temperatura de la placa en
cualquier punto e instante, serd necesario plantear y resolver
un modelo matematico que simule de manera aproximada el

fenémeno.

El origen de los ejes coordenados se fija en una de las
esquinas inferiores de la placa. Se seleccionan los ejes de
manera que el eje « coincida con una de las superficies de la
placa y el eje y sefiale la direccién normal alejdndose de
ésta. El problema se plantea de manera que el movimiento del
fluido y su distribucién de temperaturas obedezcan a un modelo
bidimensional, mientras que la distribucién de temperaturas de
la placa se rija por uno unidimensional. Para lograr esto se
hacen 1las sigulentes consideraciones: la placa tiene una
longitud L y un espesor 2h; la relacién de longitud a espesor,
debe ser grande, es decir L >> 2h, ya que de esta manera se

cumple la suposicién de distribucién de temperaturas



unidimensional dentro del sélido; el ancho de la placa se
supone infinito, de manera que no existiradn gradientes de
temperatura ni en el fluido ni en la placa en la direccidn %,
con 1o cual no podran existir ni flujos de calor ni de masa en
esa direccidén; el ambiente en el que se encuentra inmersa la
placa es infinito, asi que el fluido no tiene restricciones de
movimiento distintas a la superficie de 1la placa. La
temperatura inicial de la placa es T, ¥ la temperatura del
ambiente es T,- Los extremos de la placa se consideran
adiabaticos para simplificar el modelo. Todo el arreglo se

muestra de manera esquemdtica en la figura 1.

f— LI
L » 2h
L To T ® To
u =v =20
[ 0w
[
i1]]] Frontera
Adiab&tica
L > 4
b-2h—

Figura 1



MODELO MATEMATICO

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del fluido son
las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento vy
energia. Se supone gque, con una excepcién, el fluido es
incompresiblg; esta excepcién corresponde al efecto de
densidad variable de la fuerza de flotacién que induce el
movimiento, y se conoce como Aproximacion de Boussinesq. Para
el caso del modelo bidimensional y para un fluido newtoniano,
no reactivo, incompresible y con propiedades constantes, las

ecuaciones se reducen a:

g% + g¥ =0 (1)
p[§%+ug71:+vg—‘;]=u[£§+$-$-nq (2)

g+ug+v%]=u[§g+§;]_g§ . (3)
pcp(g% + u%% + Vg% = A(ii% + 35%] + U (4)

Se considera que dadas las bajas velocidades del fendémeno, el
término u¢ - 0. Adem&s se supone que la teoria de capa limite
describe al fendmeno con precisién, con 1o que los términos de

la variacién de u son mucho mayores que los de v, es decir:

gu ou du  ov oV v
éx ' dy ' &t ax ' gy ' 8t

y el sistema de ecuaciones (1) a (4) se transforma en:

au v _
=ty O (5)




au ou au) _ a%u a%u _ 8
P[gE + uze + Va—i] = H[a—x—z' + 'a—y—;] 55 - P9 (6)
op _ . )
ay - © (7)
aT aT ary _ , fa%r , a7
pcp[EE +ougp + ng] = A[;;E + 5;3] (8)

Se deben cumplir las condiciones de no 'deslizamiento del
fluido sobre 1la superficie de la placa y la condicién de
atmésfera en reposo lejos de la placa. Ademds, la temperatura
del fluido en contacto con la superficie de la placa es 1la
misma que la de la placa, Yy la temperatura lejos de la placa
es la de la atmésfera. Lo anterior fija las siguientes

condiciones de frontera para el sistema de ecuaciones (5) a

y = 0: us=v=20 'I‘=Tw
Yy & =2 u-20 'I‘—)Tm (9)
t = 0: u=20 T=T

De la ecuacién (7), se observa que p=p(x) exclusivamente, esto
significa que el gradiente de presién en la direccién « en
cualquier punto dentro de la capa limite debe ser igual al
gradiente de presién en cualquier punto fuera de la capa
limite, pero como en esta regién u = v = 0; la ecuacién de
cantidad de movimiento fuera de la capa limite se reduce a:

&= -pg (10)

sl se sustituye (10) en (6) y se reagrupan términos, se

obtiene:
au 3u au a%u _ a%u

p[._ + u— + V—] = u[._ + —{ + g(p. - p) (11)
at 8x ay ax? ayz o N



El segundo término del 1lado derecho de 1la ecuacién (11)
representa la fuerza de flotacién que produce el movimiento
convectivo. Esta fuerza se origina debido a la variacién de la
densidad del fluido. Para representar la variacién de 1la
densidad p se introdue el coeficiente térmico de expansién
volumétrica, 'que se define como:

8 =--1(% (12)

P

Esta propiedad termodin&mjica proporciona una medida del cambio
de & densidad de un fluido con respecto a su cambio en

temperatura, y se puede expresar de manera aproximada como:

1(p, - p
8 ~ BT =T (13)

o bien
(P, = P) ~ pPB(T - T)

y s8i se sustituye en la ecuacién (11) se obtiene:

2 2
8u au du) _ (8 u 87u -
P[at + Ugx * Vay) T “[ax—z * g;] * PIR(T = T,) (14)

Es posible definir una velocidad caracteristica si se
consideran los o6rdenes de magnitud de los términos de 1la
ecuacién de la siguiente manera:

u
Pa—; ~ gp B(T~T,) (15)

de donde
u -~ [g8(T-T,))"? (16)



Se definen las siguientes variables adimensionales:

T-Tm
0 =

T-T c c
o ]

- X _ _t
x=f &£=£,t =% (17)

Al sustituir la ecuacién (16) en la ecuacidn (14), se obtiene:

2
u . u . .
c du c( e3u *du
e, oL ¢ VR
_ Y 18%u" 62u'
SU—|l— +— + pgfj(']‘o - T,) @ (18)
L™ ‘\ax ;13

(M)

y de dividir entre p-< se obtiene:

L
L -
au *3u *3u
—uctcf;ﬁl‘ + Uz + Vgé- =
B ora2u® a%u” 9BL '
= ——(_5 + -—2] + —= (T, =~ T)6 (19)
pucL ax 13 u,

Se puede definir el tiempo caracteristico del fluido de manera

que é&ste se absorba como parémetro de la siguiente manera:

L

te =3 (20)
¢ pulL

Si se define el namero de Reynolds comoc Re = —“5- ., Y se

sustituye la definicién del tiempo caracteristico del fluido
dada por la ecuacién (20) y el orden de magnitud de 1la

velocidad caracteristica de la ecuacién (16) en (19), se

obtiene:

au’ egu’ egu’ 1(8%u" a%u”

A s s v = Re” {—-—— +—-—-]+9 (21)
atf ax EIS azz a€2

con el fin de absorber el nimero de Reynolds comc parémetro,



se definen dos nuevas coordenadas adimensionales:

.

s = £-Re'? v = v.Re'? (22)
Al sustituir las ecuaciones (22) en (21), se llega a:
. . . 2 » 2 .
g—: + u'g—; + V-glsl =Re™! (a—% + Rea—": ] +6 | (23)
£ oy as

Para valores grandes de Re, la ecuacidén (23) se reduce a:

. . « 2.
au *3u du _d"u
Er + ugs + Vis pue: + 0 (24)

La ecuacién (24) es la ecuacién de cantidad de movimiento
adimensionalizada. Se hard un manejo similar con la ecuacién

de la energia (8).

2 2
aT aT aT a'r aT
pC [_ + u=— + V—] = A[—— + __..] (8)
plot ax ay ax? ay2

Si se sustituyen las ecuaciones (17) y (20) en (8) y se divide

entre ('I‘0 - T, se obtiene:

pu C 2 2
= "(g—g— u'%—e- + v'%g-] = %(___a g +28 g] (25)
L x tlax®  ag
pu C
si se divide todo entre —= £ , se obtiene:
L,
2 2
J:L2) 30 30 _ A . u (ae ae]
=+t U + V = e —_— (26)
5T, 3x 3E uc'J Lpu_ . ae?

al sustituir la primera ecuacién (22) en (26)

2 2
ae *36 1/2_ %360 A -1 (a ] a 6]
= +U—=— + Re'"“v = = —2-'Re {—— + Re-— (27)
atr ax as ucp axz asz

Si se sustituye la segunda ecuacién de (22) en (27) y se

consideran valores grandes de Re, se obtiene:

2
a8 *38 38 A 8@
EZ 4 vy =42 (28)
ar‘_ ax ds ucp 852



uc

El nlmerc de Prandtl se define como Pr = —2 , con lo que (28)
A
se puede rescribir como:
2
a8 *36 38 _ -1,876
Er+ ua + vgg = Pr -—as2 (29)

Andlogamente, en la ecuacién de continuidad (5), se sustituyen

las ecuaciones (17) y (22) y se obtiene:
M X
au av
% tEm =0 20)

Las ecuaciones (24), (29) y (30) constituyen el sistema de
ecuaciones adimensionales que modelan el comportamiento del

fluido. Las condiciones de frontera adimensicnales son:

s = 0: u =v =20 6=8u
s - o! u -0 8 >0 (31)
Tt = 0: u' =0 8 =0

La ecuacién que describe el perfil de temperaturas dentro del

2

aT a’p
A —"+ 2 —2"
ax Yax

1

dx q.¢ «2hs 1> q

* a7
A"

ax
Figura 2



sb6lido es la ecuacién de difusién, que en el caso
unidimensional, con una placa de espésor 2h, propiedades

constantes y un flujo convectivo en la frbntera q.. toma la

forma

[ a’r, aT,

A ]zhdx - 2qdx = p C—"+2hdx (32)
uaxz c L uat

donde se hace referencia a la figura 2, gque muestra el balance
de energia dentro de un elemento diferencial de la placa de
espesor 2h. Este espesor es posible de suponer dado dque se
considera en el modelo que no existen los flujos de calor en

la direccién normal a la placa. La ecuacidén (32) se reduce a:

3 T' BTH
ha -q =pCh— (33)
vaxz c LT

donde el flujo de calor q, se evalGta a partir de las

ecuaciones del fluido segGn la ley de Fourier:

a7

= 22T 12
q. = 3y |y=0

-1 a8
= =aReSLTHT, - T (34)
Las condiciones inicial y de frontera para esta ecuacién
corresponden a la de temperatura inicial uniforme en toda 1la
placa y a las de fronteras adiabiticas en los extremos de la
placa. Es decir:

t = 0: T =T



X = 0, L: —' =0 (35)
ax

Si se sustituyen (34) y las variables adimensionales definidas
por (17) en (33), se obtiene:
(T -T ) 8%e
0 o w -1 ae _
hh"————-— ——a > + A‘Re L (To - Tm)?)_s' w0
x (T ~T) 8@
0 « w

= pvcuh—t——ua—t (36)

172,

LZ

[]

donde T es el tiempo adimensional definido de la forma t/tc y

t el tiempo caracteristico del sé6lido, que se definird més

(T, - T,)
adelante. Si se divide (36) entre pqu-g———f—, la ecuacién
tc
se convierte en:
At 8% Re'’?at 80
LACENR S c 22 - __¥ (37)
L0 c 8° Lpch 98150 4
pl' w x p" L]
Re'/Zat
Para definir t se supone que ——= ~ 1, de donde
¢ Lpc h
Lp"cuh
- ’ (38)
c Re1/2A

y sustituyendo la definicién de Re junto con la definicién de
la velocidad caracteristica dada por la ecuacién (16), se

obtiene:

t - (39)

donde Gx" es el nGmero de Grashof, gque se define como:

3
_ 98LT, - T,IL

I'.2

Ahora es posible definir un nuevo parametro. Sea

Gr (40)

Avt
o = __Z_'i_. (41)
L% C,

13



y de sustituir el valor de t dado por (39), se tiene:
Ah .
R ) (42
La relevancia de este par&metro radica en el hecho que engloba
tanto las caracteristicas del fluido como las geométricas del
problema, y ademds, proporciona wuna relécién entre la
conductividad térmica de la placa y 1la del fluido. Al
sustituir (42) en (37), se obtiene:
a%e 20

a;;;" B = ;" (43)
Las condiciones de frontera (35) se convierten, al

adimensionalizarlas, en:

T = 0z e =1
o
88"

x =0, 1: =0 (44)
ax

Las ecuaciones (24), (29), (30) y (43), con las condiciones
iniciales y de frontera (31) y (44) constituyen el modelo
matematico adimensional correspondiente al problema bajo
andlisis, sin embargo, las ecuaciones en el fluido (24), (29)
Y (30), estan basadas en un tiempo caracteristico tCr propio
del fluido, mientras que la ecuacién (43) correspondiente al
sélido, estd basada en el tiempo caracteristico t del sélido.
Es necesario uniformar las escalas de tiempo en las que estas
se basan, de modo que las derivadas respecto a los distintos
tiempos adimensionales T Yy T, gqueden como derivadas con
respecto a un solo tiempo adimensional. El operador derivada

respecto al tiempo se puede representar como:



8 1

N 2
cat tcl‘ ar‘_

(45)

mlm
(23

1
ot

de modo que tomando como escala de tiempo el tiempo

caracteristico del sélido:

a a
a,~ € o (48

Si se sustituye el operador derivada respecto al tiempo
definido por la ecuacién (46) en las ecuaciones (24), (29) y
(30), el sistema de 4 ecuaciones se encuentra ahora todo
basado en la misma escala de tiempo. Si se analizan las
definiciones de t . Y t. dadas por las ecuaciones (20) y (38)
respectivamente, se puede observar, que el coeficiente t”/tc
<< 1, con lo que los traﬁsitorios dentro de las ecuaciones
(24) y (29) se vuelven insignificantes. El1 sistema se

transforma en:

. .
au av
% *awm="° (47)
oau’ su’ _ a°u’
W gl 88 g (48)
5% as 282
2
38 a6 -1 876
U + Vo= = pr -2 2 (49)
ax as asz
2
a‘e ae
“ a6 [
a—" + & = (43)
azz as|s=0 ar

Sujeto a las mismas condiciones de frontera dadas por (31) sin
considerar las condiciones iniciales, y a las condiciones
inicial y de frontera dadas por (44). Estas ecuaciones

constituyen el modelo matematico del fenémeno.



RELACIONES DE SEMEJANZA

Dado que el sistema de ecuaciones que rige el fenémeno es
parabélico con respecto al tiempo y que no existe una escala
geométrica que acote al fenémeno en la difeccién 4y, es posible
suponer que las capas limite, tanto térmica como viscosa, se
comportan siguiendo una relacién de semejanza. Al introducir
la relacién Ae semejanza, el modelo matemitico se transforma

de manera que su solucién se simplifica.

Se definen los componentes de velocidad en términos de una

funcién de corriente ¥(x,s) de manera que

ue 2y VE-% (50)

con lo que la ecuacién (47) de continuidad se satisface
automdticamente, y se vuelve inecesaria. Luego se definen
nuevas variables, una funcién de corriente adimensional y una

coordenada independiente, tales gque:

374

Vo= 7 £(x,m) (51)

S
nE— (52)
X

De la sustitucién de la ecuacién (50) en (48), se obtiene:

2 3
e sty oW, , (53)
8s 8xds ax 8s as

donde seglin la regla de la cadena:



8y _ gv.am _ -V‘[ Y 3 %,-,.E] (54)

8x 9m 8x ax an
8% _ a¥ an _ ,1/28f (55)
a8 an 8s an
%% _ 8 (._128F) 8n 1,48%F
o == = = (56)
as an an) s an
%y _ s ag) am _ a8t
A ¥ . 8 [y1e8f].8n o = (57)
s’ oy an} a8 om
o
v 3. -m[a + a_ - 1 at] -
amox an

x—— - e - (58)

- x-uz[_:l_a_g 2%t _ 1 8%t _ 1.0¢
4 an axaén an2 an

81 se sustituyen las ecuaciones (54) a (58) en la ecuacién (4)

y se reordena, se obtiene:

s 2 2 2 2
o+ £f _1fof)°  3,0% foro’e _ofa’t (59)
a an an dxan 8y on

Se sustituye (50) en (49) y se obtiene:

2
8% 86 _ a¥ 88 pr".a_.g . (60)

as a8y ax os as
donde

2, 28.0n _ 1408
as an as an

(61)
2 2
-] : - 9 z-lug_e_ am z-x/za : (62)
as an an)és an

8 .98 L 30 dn 88 _11nd8
X 3

(63)
o 8x om ox ax )

]



Sustituyendo (55) y (61) a (62) en (60) y reordenando se

obtiene:

P

2
r1.8°8 3,688 _ x[éE.éQ - QE.QQJ (64)

2+ 3E

an an an 8x  9x an

Para completar el sistema de ecuaciones, se hace 1la
sustitucién de la definicién de 7 dada por la ecuacién (52) en

la ecuacién (43), con lo que se obtiene:
a— + ——— = — (65)

Las condiciones de frontera para las ecuaciones (59), (64) y

(65) se transforman en:

n = 0: f = fﬂ =0 e = e"

N 2 o fn <+ 0 e->0

T = 0: e,=1 (66)
ae

x =0, 1: — =0
ax

El sistema constituido por las ecuaciones (59), (64), (65) y
las condiciones iniciales y de frontera dadas por (66)
conforma el modelo matematico por resolver. Es importante
sefialar, que las ecuaciones (59), (64) y (65) dependen sélo de
dos parametros, que son ei nimero de Prandtl, y el paréametro
a«. El Pr es suficiente para describir las propiedades del

fluido, sin importar su naturaleza; el parametro «, como se



mencioné anteriormente, describe tanto las caracteristicas
geométricas del fenémeno, como las condiciones bajo las que
éste ocurre (ya gque engloba al Gr) y ademds relaciona las
conductividades térmicas de la placa y del fluido. El problema
de enfriamiento convectivo de una placa vertical, puede
resolverse para cualgquier conjunto de condiciones, si é&stas se

adimensionalizan correctamente.



SOLUCION NUMERICA

Dado que las ecuaciones (59) y (64) son independientes de la
ecuacién (65) debido a la aproximacién cuasiestdtica del
comportamiento del fluido, el sistema se puede resolver de
acuerdo con el siguiente esquema: en el 'ti.empo T = 0, la
temperatura de la placa es uniforme e igual a 1. Esto permite
resolver las ecuaciones del fluido como en el caso de la placa
isotérmica descrito en la literatura [12]. El flujo de calor

calculado 28 se sustituye en la ecuacién (65). Se procede

anln=o
a resolver la ecuacién (65), y se obtiene el nuevo perfil de

temperaturas de la placa 9", el cual constituye a su vez la
condicién de frontera 9 = 6,. Esto permite resolver nuevamente
las ecuaciones (59) y (64), para continuar el proceso hasta

que 9" se aproxime el valor de la temperatura ambiente 6 = 0.

El esquema numérico que se emplea es el Método de Keller, que
se explica detalladamente en la referencia [11]. Este método
permite resolver con relativa facilidad sistemas de ecuaciones
tanto lineales como no lineales mediante una transformacién de
las ecuaciones diferenciales a ecuaciones algebraicas
empleando unha representacién en diferencias finitas. La
solucién del sistema de ecuaciones por este método se obtiene

siguiendo los pasos que a continuacién se describen:

1) Reducir el sistema de ecuaciones a un sistema de primer
orden.

2) Expresar las ecuaciones como ecuaciones en diferencias
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finitas utilizando diferencias centrales.

3) Linearizar el sistema de ecuaciones algebraicas resultantes
Yy expresarlo como un sistema matricial.

4) Resolver el sistema lineal por el método de eliminacién
tridiagonal.

5) Iterar sobre la solucién hasta cumplir con el criterio de

convergencia.

El primer paso consiste en transformar las ecuaciones (59) y
(64) en un sistema de primer orden introduciendo variables

auxiliares como a continuacién se muestra:

8 _ g (67)

du _ (68)

3.0 . 1.2 au af ‘
=8 - FEVt Uty Uz T XV . (69)

P =q . (70)
3 ae
8

a of
3= - 3Prfq + XPreug; - xPrqg (71)

Con las condiciones de frontera dadas por:
m=0:  f£=u=0 6 =8
L EXCH u-0 ‘820 (72)

Segin el paso 2, se discretiza el espacio de solucién y se
procede a escribir las ecuaciones (67) a (72) en diferencias

finitas empleando la malla que se muestra a continuacién:
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P ]
m, Ao !
1 | ]
R SR
1172
i i
M PysT %,
—x—
N | i x
1 1 1
xl-l xl-l/z xl
Figura 3

El valor de j representa la posicién transversal a la placa.
Se define n como el miximo valor de j, que corresponde a Mw;
§=0 representa la superficie de la placa. La relacién entre la
malla finita y la coordenada real la da la expresiédn u = jh,
por consiguiente 7o se aproxima como n_“=jn. La coordenada %
se representa por ¥ = ik, y dado que no se requiere conocer
m&s que la posiciébn de x previa para obtener- la nueva, los
valores que tomard el iIndice de x ser&n s6lo 1 y 2. Las
ecuaciones (67), (68) y (70), gue son ordinarias, se centran
en el punto medio del segmento PP, mientras que las
ecuaciones (69) y (71) se expresan como diferencias con

respecto al centro del recténgulo P‘PZPSP‘.

El paso 3 consiste en linearizar el sistema de ecuaciones y
expresarlo en forma matricial. Si se supone que los valores de

£ u -]

VR AT - Y q, se conocen para 0 = j = n, el

1,3
sistema de 5n+5 ecuaciones algebraicas resultantes serd no

lineal con respecto a las 5n+5 incbgnitas fz_\' u v

21" T2,
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8 b4 qz.J' Para resolver el sistema se emplea el método de

2
e(l)

Newton; se introducen las variables Tl n ;':, 2

23" Yoy VY ¥

qa(:;, con 1 = 0,1,2,..., donde 1 representa el indice de

iteracién; 1las nuevas variables tendran valores iniciales

iguales a los de la posicién de x anterior, de modo gue:

PAEEARE wly = ol v o)
v = v+ e, ol = ol + o6)
WYl - e 2
donde los términos SE:, Sulj, etc., representan las

correcciones sucesivas que debe de sufrir el valor de las
variables en la nueva posicién de x; estas nuevas variables
pasan a ocupar el lugar de las incégnitas, ya que los valores
de las funciones f, u, v, 8, Y q en la nueva posicién en x se
expresan como valores conocidos mé&s las correcciones. En
adelante, se onitirdn 1los superindices ya que éstos se
sobrentienden. Al aplicar la representacién en diferencias
finitas al sistema de ecuaciones, las potencias de ij, 5u1,
etc., se desprecian, ya que é&stas son muy pequefias. De esta
manera, el sistema de ecuaciones por resolver, es lineal con
respecto a las variables «Sfj, su, etc.. De acuerdo con estas

consideraciones, la ecuacién (67) se puede escribir como:

(fz,j+ ij)-(fad_l#- 6fj-1)

=1
" = 2[(uzh‘+ 8uj) + (u2'1_1+ 6u’_l)]
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Reordenando, de modo que las §’s desconocidas gueden del lado
izquierdo de la ecuacién, y los valores conocidos del lado

derecho. la ecuacién se transforma en:

h =
z8u =

h
8 - 8f - z'8u - "

J-1 J

N4

(U F Yy pd = (5= 500 =71y, (67d)

De manera andloga, las ecuaciones (68) y (70) son en

diferencias finitas:

h h _
auJ 5“;-1 -3 SVJ -3 6v]_1 =
=By +v. ) (u-u J=r (684)
22,1 T2 2,3 2m1 ha
- h, - b =
68J 661_1 -3 GqJ 3 GqH =
=8, +q, )-t(s,~86 )=t " (700)
27, 2,41 2,1 2,41 1.5

La ecuacién (69) se expresa de la siguiente manera:

: _.h
vz'J+<SvJ vz“‘_‘ GVJ = 2(82'14- 89] + ez.;-l"‘ 69]_1) +

h 2
+ E(uz.j+ 5u’ oy, e 0" -

3h
Je(f, * 8 + £+ 8f )

(v + 5v] + vz,

3,3 -1+ GVJ_I) +

J

hx .
+ W(uz"+ éuj + uz’j_l+ auj_l)

(U, g sup b, Yty Ty )

hy .
W(V2.1+ <SvJ + vz'J_]+ 6‘,]-1)
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'(f2.1+ ij + fZ'J_lt'éfJ_l- fl,j- fl.)-l)

Al reordenar, la ecuacién queda de la siguiente manera:

aj,z.iafj + bLz.lM’J_l + a;,z.z‘suj + bJ.z,zqu-x +

MELTTPRCL R P AR S TP LTI TIPLL T P

(694)

donde los coeficientes a y el término r estdn dados por:

- (3h xh
821" [16(V2.J+ Vo) ¥ aR(Vo, Vz.;-x)]

- [3h xh
b;,z.t_ [16(Vz.j+ Vz,J-x) +ax(Va,,* VZ.J-I)]

= [-B . 2h -
a],z.z_ [ 4(u2.1+u2.j-1) 4k[2 (uz.1+u2.1-1) (ux.;*ut,J-x)]]

= [b _xh -
I [ 3(Uy M, ) - G [2(“2.1“’2.1-1) (u\.wa.J-x)]]
3h xh -f -
a),2.::= [1 + '].—G(fz.J+fz.j-t) + W(fz.)*‘fzu-l fl.l fl.J-l)]

3h xh -f -
b, 54 [-1 e, ve, 0+ Xe, e, of fm_l)]

_h
3,24 " 2

_h
bj,z,A -2
ro==(v, -v, )-D,  +6 )+
e 2,5 2,j)-1 2'72,) 2,J-1

h, 2 2
+ —8-(u2.J + 2“2.]“2,]-1 + uad_])
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3h
Tyt By oy F V)

xh -} -
ARy YY) Y, T )

_2xh - -
TR Ve Y Vo By Y B 0 T By T B

(74)
La ecuacién '(71) se expresa en diferencias finitas como:
q, +6q -q, . ~8q = - B.pr(f. + f + £+ 5F )~
2, ) J 7211 b 16 2,) J 2,)-1 )=
'(qa.1+ qu + qz"_,-ﬁ- Sq,_‘) +
+!K~Pr(u +38u,_ +u + du, )
4k 2,) | 2, -1 31
. (92.J+66J+82'J_1+ 89]_‘- 91“‘"81,]_1)-
-bxp +8q. + + 5q, )
AP, 8y g, 8y ,)
'(faj+6fj+fajq+5514- fhj_'fh)ﬂ)
Al reordenar, la ecuacidén se puede escribir como:
ah:méf‘| + lea'lﬁfj_‘ + alj,:"zéuJ + l:nj’:hzéuj_1 +
+ aJ,:’.l‘seJ + b.h:hlael-l + a) ,3.55q.| + b1.3.56q1-1 = l:J.:t
(714)

donde los coeficientes a y el término r son:

- ov. [3h xh
3= FY [Tg(qz.1+ 4 )+ IRt qz.)-\)]

a
3 2, 1-1

= pr- (3B xh
b,\,:,:_ Pr (16(q2,1+ qz.;-x) + Tﬁ(qz,1+ qa,]-x)]
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= _xh -

ay,3,2" Tﬁpr[(ez.1+92.1-1) (91.1+81.J-1)]
= N .

Py,3,2" 4kp’[(92.1+ea.1-1) (9:.1“91.1-1)}

aha" —EPr(u 21_ )

by 2™ 7% Pr("z st )
a . =1+pc[Wee 45 (f £ -f )
1,3,5 16'72,) 2,11 T fo ™5

- . 3h xh e - :
=i Pr[Tg(fz.J+f2.J-l) * AR M R f:.;-x)]

TaoS T (G, t 9,0

3h
- gerrif, , * £, (e, ta, )

xh - -
HARPE My, t Uy (8, 0y T 8 T 8]

xh - -
TERET(S,, a4, ), TR T )
(75)

Las ecuaciones (67d) a (71d) y (74) y (75) representan el
sistema de ecuaciones diferenciales que describen e.
comportamiento del fluido comoe un sistema de ecuaciones
lineales algebraicas; este sistema estd compuesto por n+l
subsistemas de ecuaciones, es decir, a cada valor de 3j

corresponde un sistema de ecuaciones acoplado con los deméds

valores de j. Esto hace posible que el sistema sea expresable
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como un sistema de sistemas de ecuaciones que tenga 1la

siguiente estructura:

AS = (786)

donde los miembros de la ecuacién se definen como:

r B r b r b
Ao % éo N 5
B, A € Y g L
A= B, A’ CJ ; & = g, I L § - (77)
BJ-IAJ-ICJ-I ' 2y 53-1 .
0 B a s, £,
L " n o L J L J

Cabe enfatizar que los elementos de la matriz A son matrices
de 5x5 elementos por siI mismos, y los elementos de 1los
vectores 8§ y r son vectores de 5 elementos también. Segiin las
ecuaciones (67d) a (70d), éstos se definen como a continuacién
se indica:

para j = 0:

1 0 0 o 0 0
0 1 0 0 o o]

A, = 0 [} 0 1 o, I, = o '
0 -1 =~h/2 0 0 LI
(s} (o} i} -1 ~h/2 r
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para j

para 0

=3
-1
aj' 1
aj,a.‘l
V]
o]
= n:
-1
an.z.l
an,:l.l
0
1]
s j
0 0
0 0
V] 0
0 1
0. 0

~h/2

a
n,2,2

an.:!,z
1

0

0
-h/2

0

0 0 0 r

Jat
5,2,3 T),2,18 0 L
0 a),a,a a).a,s =y = rj.J
~h/2 0 0 T,
0 -1 -h/2 ris
0 4] 0 rn’I
2,23 2n,2,4 0 To.2
0 an,:.: n,3,5{" =n 2 rn,J'
0 0 [
[ 1 0 o
o [+]
(o} (]
0 o |,
1] [+]
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ypara 1 = j s n:

-1 -h/2 0 0 0
1oz, Pria,e P2 Py °
By= IPys,i Prs,2 0 PyaaPias
0 0 0 0 o
0 o 0 0 0

y finalmente para 0 = j s n:
5fj
Guj
E) 5vJ (78)

GBJ

SqJ
La solucién de la ecuacién (76) definida por las ecuaciones
(77) y (78), se obtiene, segln el paso 4 por el método de
eliminacién tridiagonal, ya que la matriz XK es una matriz
tridiagonal. El1 método consiste en dos barridos, uno hacia
adelante, y otro hacia atr&s. En el barrido hacia delante, se

definen las siguientes matrices y vectores:

A = A

r =a's

) -1 }15j5n
=a ~-T

AJ AJ Jcl'l

¥, =x

woe=r -Tw. 1=3sn

-
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En el barrido hacia atras, se obtienen los valores de los
vectores de incégnitas de la siguiente manera:

5 = Alw

-n n =-n

- e _
8, =A(w,-c8 )i J=n1, n2,...,0 (79)

Una vez calculado el vector §, se modifican los valores de las

variables segln se indicé en la ecuacién (73}.

De acuerdo con el paso 5, se itera, hasta que el valor de la

correccién del término sea menor gque una cierta

Ylno
tolerancia, lo que es equivalente a decir que ISVOI s tol.
Este criterio garantiza que la mayoria de los |6x,| también
ser&n menores que la tolerancia, y el error general de 1la
solucién es minimo. En la primera iteracién sobre el borde
inferior de la placa, osea ¥ = 0, todos los té&rminos cruzados
de las ecuaciones (67) a (71) se anulan. Esto implica que en
las ecuaciones (67d) a (71d) y (74) y (75), los valores de las

variables fl v ] Y q,, no existen, por lo que

3t Yy Ve 8y,

los valores de f, , 6,, ¥ 4,, deben suponerse,

U, e Vo
ya que no hay estacién anterior de la cual asignarles valores.
Estos valores los corrige el algoritmo siguiendo el mismo
método iterativo descrito, y de esta manera se barre toda la
longitud de la placa. Se proponen como valores iniciales 1los

siguientes perfiles:

£(n) = —gp—n’ + 30
max

3



u(m) = =p=n" + v
max
2 X
vn) = -g=m + i (80)
max
n
t(n) =6 - 3".__
nmax
GH
a(mn) = -—
n

Estos perfiles son continuos y cumplen con las condiciones de
frontera (72). La convergencia se logra generalmente en menos

de § iteraciones. En diferencias finitas, se representan como:

b}

(3h) 1
= 1. . 2
£,,="3 + —(3h)
2
m? s
u, = +
2 nh
3
Vo = -2; + 1 (81)
J
ty=t-&
1
q =
2,3 nh

Una vez resuelto el problema en la capa limite, se procede a
resolver la ecuacién de conduccién en el sdlido, de manera gue

se conozca su nueva distribucién de temperaturas. La solucién
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de la capa limite generé un par&metro importante, que es el
flujo de calor desde _la superficie de la placa hacia el
fluido. De la primera ley de la termodin&mica, ese flujo de
calor, es la cantidad de calor que el sdlido pierde, gue es lo

que ocasiona su cambio de temperatura. El término L1 de la

an{n=o0
ecuacién (65) corresponde al valor calculado q Este se

obtuvo para todos los nodos de la malla en la direccidn de x.

Cabe sefialar que aungue este proceso se repite para cada
incremento de tiempo, los finicos resultados necesarios en el
siguiente tiempo son los valores de la temperatura y del flujo
de calor en la superficie de la placa, por 1o que se omitié,
por simplicidad, el indice correspondiente a la coordenada
tiempo. Rigurosamente, el flujo de calor (y el resto dé las

variables) se deberia expresar como g pero esto no es

1)k
necesario hasta gque se trabaje con la ecuacién (65). En la
ecuacién (65), no importa lo que sucede lejos de la placa, por
lo que el indice j se puede omitir, de forma andloga con lo
anteriormente explicado. Por comodidad, se invertird el orden

de los Iindices i y k de aqui en adelante.

Para resolver la ecuacién (65), se emplea el mismo método, que
para el sistema de ecuaciones en el fluido, aungue esta vez,
la ecuacién es lineal y por consiguiente no es necesario
iterar. Se siguen nuevamente los pasos ya descritos. Segun el

paso 1, se debe escribir la ecuacién como sistema de primer
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aew

o g (82)
3x b

6_q" = l.f" - 1 .36 (83)
8x - az”“ ani{mn=0

Las condiciones 1inicial y de frontera dadas por (66) se
transforman en:

T = 0: g =1

(84)

]
o
I

[1e]

]

(=3

x

Segin el paso 2, se discretiza el espacio de solucidén y se
procede a escribir las ecuaciones (82) a (84) en diferencias

finitas empleando la malla que se muestra a continuacién:

x

s "
x 0 m—rrr. § re——e—— €
‘ ! ! Hl
B B e I
¥ Loz . .____;______‘ p L
E AT 2
! 1 y 3 1:
4 1 1
Tim1 Teerrz T
Figura 4

El valor de i representa la posicién longitudinal scbre la
superficie de la placa. Se define m como el maximo.va.or de i,
que corresponde a y = 1; i=0 representa el borde inferior re

la placa. La relacién =ntre la mal.a finita y la coordenada



real la da la expresién x = iAx, por consiguiente X . se
representa como xmx=im. La coordenada t se representa por T =
kAT, y dado que no se requiere conocer mas gue los valores de
los perfiles de temperatura y de flujo de calor en la placa en
el tiempo T previo para obtener los valores en el nuevo, los
valores que tomard el indice de T serdn sélo 1 y 2. La
ecuacidn (82), que es ordinaria, se centra en el punto medio
del segmento PIPE, mientras que la ecuacién (83) se expresa
como diferencias con respecto al centro del recténgulo
P,P,ngpr Los valores de los perfiles se conocen en k = 1, y
las incégnitas del sistema son los valores en k=2. De esta

manera, el sistema en diferencias finitas se expresa como:

1 1 _
FERY 2,11 T AR 9 - Fhx 9 = 0 (85)

1 . 1 . -
92,1 Dz, 141 aATd euz.x - wATi¥ ewZ,l-X .

= - +
qu!, ) qlll, =1

1
- (!A'l:Az (ewl,l + euz.l-l)

ZA;zql .
- ____;“ =r, (86)
a(idx)
Yy las condiciones (84) se transforman en:
qu,O =0
quz,m =0 (87)

Para expresar las ecuaciones (85) a (87) en forma matricial
segin las ecuaciones (76) y (77), es necesario redefinir las

matrices ~omponentes de A y los vectores componentes de § y r



de la siguiente manera:

para i=0:
[} 1 0
A = B r, = ’
o Ax 20
-1 -—— 0
2
para 1 s i s m=-1:
_ 1 ] [
- @A 1 T,
A’ = ax ’ L= r
-1 -— o
L 2 L
para i=m:
[ _% ] ]
7 Car -,
A- = B EO - .
[+] 1 0
para 1 = i s m: para 0 s i s m-1:
-2 :
aachx -1 e o
Bl = , (:l =
Ay
i o] 0 ] 1 “a
y para 0si s m:
euz.l
8, = (88)
q
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La solucién al sistema de ecuaciones (76) definido por (88),
se hace de acuerdo con el esdquema dé eliminacién tridiagonal
descrito por las ecuaciones (79), aungue en esta ocasidén el
sistema es lineal, y lo que se obtiene en el vector gl es
directamente la solucién que se requeria. Con este
procedimiento se avanza en el tiempo, hasta éue el perfil de
temperaturas en la placa es en promedio alrededor del 10% del

valor inicial.

Se elabord un programa gque resuelve la ecuacién (76) definida
por (88) acoplado a (76) definida por (78). En el apéndice se
muestra el programa. En la siguiente seccién se muestran las
grificas de resultados para diferentes valores de o Y
diferentes valores de Pr (que son los dos pardmetros de los

que depende la solucién del problema).

a7



RESULTADOS

En esta seccién se presentan las gr&ficas de las soluciones
del problema analizado para diferentes valores de los
parémetros de los que depende. El grupo de gr&ficas presenta
los valores de la temperatura adimensional 8 en la placa como
funcién de ¥ y T para todos 165 pares de valores de Pr y o que
se pueden formar a partir de los siguientés conjuntos:

a = {0.001, 0.01, 0.1, 1.0}

Pr = {0.01, 0.1, 0.72, 10, 20}
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CONCLUSIONES

En este trabajo se analizé la influencia de dos parametros
sobre el comportamiento din&mico del enfriamiento de una placa
vertical en la que se considera la conducci:Gn longitudinal de
calor. Se obtuvieron 1los resultados correspondientes a
diferentes valores del parimetro adimensional « y distintos
nimeros de Prandtl, de manera que se ha representado una
amplisima gama de casos fisicos en forma adimensional. Con los
resultados obtenidos, es posible determinar la influencia de
los valores de los dos parameros sobre la dinamica del

fenémeno.

La influencia del valor de a sobre los perfiles de temperatura
es muy clara a partir de las gradficas de resultados y de un
anilisis de la ecuacién (42). Esta ecuacién permite observar
que el término dominante en la definicién del parametro « es
la relacién de las conductividades térmicas del sélido y del
fluido. Por esto, es posible considerar a « como a una
conductividad adimensional de la placa, evidentemente referida
a la conductividad del fluido. Si la conductividad
adimensional es grande, ocurren grandes flujos de calor dentro
de la placa en la direccién longitudinal que tienden a
uniformar la temperatura de la placa. En pocas palabras, se
observa en las graficas que mientras mayor sea el valor de a,

mis planos serdn los perfiles de temperatura de la placa.
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De manera mds clara, si el valor de a es muy pequefio (a =
0.001), el flujo de calor en la direccién axial -entro de la
placa es tan pequefio que, el perfil de temperatura dentro de
ésta se vuelve fuertemente dependiente de la posicién; si se
analiza la ecuacién (43), se observa gue en y=0, osea en el
borde inferior de 1la placa, hay wuna singularidad, gque
fisicamente representa un flujo de calor muy grande, lo cual
hace que la temperatura de la placa baje ripidamente en un
breve lapso de tiempo, ya que el espesor de la capa limite es
muy pequefio, y el gradiente de temperatura entre la placa y el
fluido es muy grande. Conforme se avanza en la direccién
longitudinal, el espesor de la capa limite crece, con lo que
el flujo de calor disminuye, y la temperatura de la placa baja
mds lentamente. Para el caso de conductividad adimensional
grande (a2 = 1), la temperatura de la placa se mantiene

practicamente uniforme.

Los efectos del nGmero de Prandtl son evidentes al observar
las escalas de tiempo en las grédficas. Mientras menor es el
valor de Pr, el enfriamiento de la placa es mas lento. Esto es
claro si se observa la definicién de Pr dada después de 1la
ecuacién (28). Si su valor es chico, significa que domina el
efecto de conductividad del fluido sobre su capacitancia

térmica, y esto hace que el espesor de la capa limite térmica
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sea relativamente grande. Esto hace gque el gradiente de
temperatura entre el fluido y la placa sea pequeiio y por lo

tanto el flujo de calor de la placa al fluido se dificulte.
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APENDICE: PROGRAMA

Aqui se muestra el programa en lenguaje PASCAL empleado para
resolver el sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones (76)
Yy (88). El programa es particularmente grande. Esto se debe a
que para evitar los graves problemas de cbnyergencia que se
habian presentado, las matrices de 5x5 y de 2x2 se invirtieron
recurriendo a férmulas analiticas, especificamente al método
de la obtencidn de la adjunta multiplicada por el inverso del
determinante. A continuacién aparece 1la impresién del

programa:

program coupled_keller {input,output);

type mat = array[0..1000,1..5,1..5] of double;
vec = array(0..1000,1..5] of double;
vai = array(1..2,0..1000] of double;
ma = array(l..5,1..5] of double;
ve = array[l..5)] of double;
vic = array(1..2,0..110} of double;
vi = array[0..110} of double;

var A,B,C,Delta,Delinv,tau:mat;
r,w,increm:vec;
f,u,v,t,q:vai;
prod:ve;
pro:ma;
tw,qw:vic;
calor:vi;

cont,i,j,k,1,n,orden, itcount,numest,ene, ifrec: integer;
inte, tol,h,Pr,d22,d55,X,d, tiempo,dtiempo,alfa:double;
procedure sweeps;

{rutina que invierte la matriz de 5x5}
procedure invss;

{Determinante de la matriz de 5x5}

function
det55(b1il,b12,b13,b14,b15,b21,b22,b23,b24,b25,b31,b32,b33,
b34,b35,b41,b42,b43,b44,b45,b51,b52,b53,b54,b55:double) :double

39



[

begin .

det55:=bl1*(b22*(b33* (b44*b55-~b45%b54) +b34* (b45*b53-b43*b55) +b

35% (b43*b54~-b4d* b53)) -

+h23* (b32*% (b45%b54-B44*b55) +b34* (b42*b55-b45%b52) +h35* (b44*b52

~b42+%b54))

+h24*% (b32* (b43*b55-b454b53) +b33* (b45*b52-b42*b55) +h35% (b42*b53

-b43+*b52))

+b25% (b32*% (b44*b53-b43%b54) +b33* (b42*b54~-b44+*b52) +b34* (b43%b52

-b42+b53)))

+h1l2% (b21*% (b33% (b45*h54-b44*b55) +b34* (b43*b55-b45%b53) +b35*% (b4

4*b53-b43*%b54))

+b23% (b31% (b44*b55-B45+*b54) +b34* (b4S*b51-b41*b55) +b35*% (b41+b54

-bd44+%*b51))

+b24* (b31*(b45*%b53-b43*b55) +b33% (b41%b55-b45%b51) +b35*% (b43+b51

~b41*b53))

+b25% (b31* (b4a3*b54~b44*b53) +b33% (b44*b51~b41*b54)+b34*% (b41*b53

-b43*b51)))

+b13% (b21* (b32% (b44*b55-b45%b54) +b34* (b45*b52-b42*b55) +b35* (b4

24b54~b44+b52) )

+b22% (b31* (b45%b54-B44*%b55) +b34* (b41*#b55-b45*%b51) +b35% (b44*b51

~b41%b54))

+b24% (b31*(b42*h55-b45%b52) +b32% (b45%b51~-b41%*b55) +b35* (b41%b52

-b42*b51))

+b25% (b31*(b44*b52-b42%b54) +b32* (b414bS54-b44*b51)+b34* (b424b51

-b41*b52)))

+b14* (b21*(b32% (b45*b53-b43*b55)+b33*(b424b55-b45+*b52) +b35* (b4

3%b52-b42%b53) )

+b22% (b31* (b43%*b55~B45%b53) +b33*(b45*b51~b41*b55) +b35*% (b41+b53

~b43%b5S1))

+b23#%(b31%(b45%b52-b42+*b55)+b32* (b41*b55-b45%b51) +b35* (b42%b51

-b41%b52))

+b25*% (b31% (b42*b53~b43%b52) +b32+% (b434bS1-b4a1*b53) +b33* (b41%b52

-b4a2+*b51)))

+b15% (b21% (b32*(b43*b54-b44*b53) +b33#* (b44*b52-b424b54) +b34* (b4

2*b53=-b43%b52))

+h22%* (b31* (b44*b53-B43+b54) +b33* (b41*b54-b44*b51) +h34*(b43+b51
© ~b41*b53))

+b23% (b31% (b42*b54-b444b52)+b32*% (b44*bS1-b41*%b54) +b34* (b4 1*b52

=b42%b51))

+b24% (b31%(b43*b52~-b42%b53) +b32% (b41*b53-b43*b51) +b33* (b42+b51

-b41%b52})));

end;

{Fin de determinante de 5x5}

{Determinante de 4x4}

function

det44 (all,al2,all,als,a2l,a22,
a23,a24,a3l1,a32,a33,a34,a4l,a42,a43,a44:double) :double;

begin

det4d:=all*(a22*(all3*a44-al34*a43)+a2l3*(-a32*aq4+a3q*ad2)+a24*(
ald2*a43-al3l3*aqz) )
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+al2*(a2l*(-a33*ad44+a34*a43)+a23*(al3l*ad4-a34*adl)+az24*(-all*a
43+a33*a4l))
+al3*(a2l*(a32*%a4d4-al4*ad2)+a22*(-a31l*add4+a34*adl)+a24*(all*aq
2-a32%*a4l))

+al4*(a2l* (-a32*a43+a33*ad2)+a22*(a31l*aq43-a33*aql)+a23*(~-all*a
42+a32+%a4l));

end;

{Fin de determinante 4x4}

begin
d55:=det55(delta[i,1,1],delta[i,,2],delta(i,1,3],deltal[i,1,4]

deltari,1,5],deltafi,2,1],delta[i,2,2],delta[i,2,3], ,delta[d,2,

glita[i,z,SJ,delta[i,J,l],delta[i,3,2],delta[i,3,3],de1ta[i,3,

géita[i,B,S],delta[i,4,1],delta[i,4,2],delta[i,4,3],delta(i,d,

géita[i,4,5],delta[i,S,1J,delta[i,5,2],delta[i,5,3],delta[i,s,

R delta([i,5,51);

DELINV([i,1,1]:=

det4d (deltafi,2,2),delta[i,2,3],delta(i,2,4],

delta[i,2,5],delta(i,3,2],delta[i,3,3],delta[i,3,4],deltafi,3,

glita[i,4,2],delta[i,4,3],delta[i,4,4],delta[i,4,5],delta[i,s,
delta[i,5,3],delta[i,5,4],deltali,5,5])/d55;

DELINV[i,1,2]:=-det44 (delta[i,1,2],delta(i,1,3],deltali, 1,4],
delta(i,1,5),delta(i,3,2],delta(i,3,3],delta(i,3,4],delta(i,3,

5]
deita[i,4,2],delta[i,4,3],delta[i,4,4],delta[i,4,5],delta[i,s,
delta[i,5,3],delta[i,5,4],delta[i,5,5])/d55;

DELINV([i, 1,3]:=
det44 (delta(i,1,2],delta{i,1,3},delta[i, 1,4),
delta{i,1,5),delta(i,2,2],delta(i,2,3],delta(i,2,4],deltali,z2,
5]
deita[i,A,Z],delta[i,4,3],delta[i,4,4],delta[i,4,5],delta[i,5,
2)

' delta(i,s,3],delta[i;5,4],delta[i,s,5])/d55;

DELINV[i,1,4]):=~~det44 (delta[i,1,2},deltaf{i,1,3],delta[i,1,4],
delta(i,1,5),delta[i,2,2],delta[i,2,3],delta[i,2,4],delta[i,2,

5)
deltari,3,2),delta(i,3,3],delta[i,3,4],delta(i,3,5],delta(i,s,
2}

' deltafi,s,3],delta[i,5,4],delta[i,5,5])/d55;

DELINV[i,1,5]:=
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det44(delta[1 1,2},deltafi,1,3],delta[i,1,4],
delta[l 1,5], delta[l 2,2],delta(i,2,3), delta[1,2 4),delta(i,2,

5],
delta[l 3,2),delta(i,3,3],delta(i,3,4),delta[i,3,5),delta(i,4,

2],
delta(i,4,3],delta[i,4,4],delta[i,4,5])/d55;

DELINV([i,2,1]:=-det44(delta(i,2,1],delta[i, 2,3],delta[i,2,4],
delta[l 2, 5] delta(i,3,1], delta[1 3,31, delta[x,s 4], delta[1 3,

51,
delta[x 4,1),delta[i,4,3],deltali,4,4],delta[i,4,5],delta(i,s,
1]

! delta(i,5,3),delta[i,5,4],delta{i,5,5])/d55;

DELINV({i,2,2]:=
detd4 (delta[i,1,1),delta[i,1,3],delta(i,1,4],
delta({i,1,5},delta[i,3,1],delta[i,3,3],delta[i,3,4]),delta(i,3,

5]
deita[i,4,1],delta[i,4,3],delta[i,4,4],delta[i,4,5],delta[i,s,
1]

! delta[i,5,3},delta(i,5,4]),delta(i,5,5])/d55;

DELINV([i,2,3):= -det44 (delta(i,1,1],delta[i,1,3]),delta[i,1,4],
delta(i,1,5],delta[i,2,1],delta(i,2,3),delta[i,2,4],deltali,2,

5]
deltari,4,1],delta(i,4,3],delta[i,4,4]),delta(i,4,5], delta(i,5,
1)

' dgelta[i,s,3],delta[i,5,4],delta[i,5,5])/d55;

DELINV[i,2,4):=
detd44 (deltafi,1,1],deltaf{i,1,3),deltafi,1,4],
delta[i,1,5),delta[i,2,1]),delta(i,2,3],de)tafi,2,4],delta(i,z2,

5]
deita[i,3,1],de1ta[i,3,3],delta[i,3,4],delta[i,3,5],delta[i,s,
1

' delta(i,s,3],delta{i,5,4],delta[i,5,5))/d55;

DELINV[i,2,5}:=-detdd (deltafi,1,1),delta(i,1,3],delta{i, 1,4],
delta[i,1,5],delta[i,2,1],delta[i,2,3],delta(i,2,4],delta[i,2,

5],
delta{i,3,1),deltali,3,3],delta[i,3,4],delta[i,3,5],delta[i, 4,
1]

' delta[i,4,3],delta[i,4,4],delta(i,4,5])/d55;
. DELINV(i,3,1]:=
det44 (delta[i,2,1],delta(i,2,2]),delta[i,2,4],
delta[i,2,5],deltali,3,1),delta(i,3,2],delta[i,3,4]},deltali,3,
5),
delta{i,4,1),delta{i,4,2],delta(i,4,4),delta(i, 4,5),deltali,s5,

deltali,5,2],delta[i,5,4],deltafi,5,5])/d55;
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DELINV{i,3,2]:=-det44 (delta(i,1,1],delta[i,1,2],delta[i, 1,4],
delta(i,1,5],delta[i,3,1],delta[i,3,2],delta[i,3,4],delta[i,3,

5],
delta(i,4,1),delta(i,4,2]),delta{i, 4,4],delta(i, 4,5],delta{i,s5,
delta(i,5,2],delta[i,5,4],delta[i,5,5])/d55;
DELINV[i, 3,3}:=
det44 (delta(i,1,1],deltaf{i,1,2),dekta(i,1,4],
deltafi,1,5],deltafi,2,1],delta[i,2,2],delta(i,2,4],delta(i,z2,
5],
delta(i,4,1]),delta({i,4,2],delta(i, 4,4],delta(i, 4,5]),delta(i,s,
13,
delta(i,5,2],delta{i,5,4],delta[i,5,5])/d55;

DELINV{i,3,4]:=-det44 (deltafi,1,1”,deltai,1,2]),delta(i,1,4],
delta(i,1,5],deltafi,2,1],delta(i,2,2],delta(i,2,4],delta[i,2,
5],
delta(i,3,1]),delta(i,3,2],delta[i,3,4],delta[i,3,5],delta{i,s,
1]

! delta(i,5,2],delta(i,5,4),delta[i,5,5})/d55;
DELINV{i,3,5}:=
det44 (deltaf{i,1,1],delta[i,1,2],delta(i,1,4],
deltafi,1,5],delta[i,2,1]),delta{i,2,2],delta[i,2,4],deltali,2,
5]
deita[i,3,1],delta[i,3,2],delta[i,3,4],delta[i,3,5],de1ta[1,4,
1], .

delta[i,4,2},delta(i,4,4),delta[i,4,5]))/d55;

DELINV(i,4,1):=-det44 (delta[i,2,1],delta[i,2,2],delta[i,2,3],
deltafi,2,5],deltafi,3,1],delta{i,3,2],delta[i,3,3],delta[i,3,

5]
deita[i,d,l],delta[i,4,2],delta[i,4,3],delta[i,d,S],delta[i,s,
deltafi,5,2],delta(i,5,3]),delta{i,5,5])/d55;

DELINV[i,4,2]:=

detd4 (delta[i,1,1],delta{i,1,2],deltai, 1,3},
delta{i,1,5),delta[i,3,1],delta(i,3,2],delta(i,3,3],delta(i,3,

5] .
deita[i,4,1],delta[i,4,2],delta[i,4,3],delta[i,4,5],de1ta[i,5,
delta[i,5,2],delta(i,5,3),delta(i,5,5]))/d55;

DELINV[i,4,3]:=-detdd (delta[i,1,1]),deltafi,,2],deltafi,1,3],
delta[i,1,5),delta(i,2,1]),delta[i,2,2],delta{i, 2,3],deltal4,2,

5]
deita[i,4,1],delta[i,4,2],delta[i,d,s],delta[i,4,5],de1ta[i,5,

1),
deltafi,5,2],deltaf{i,5,3],delta[i,5,5])/d55;

53



DELINV[i, 4,4]:=
det44 (delta(i,1,1),delta[i,1,2],delta(i,1,3],
delta[1 1,51, delta[1 2, 1] delta[i 2,27, délta[i 2,3),delta[i,2,

5],
delta[1 3,1],delta{i,3,2],delta[i,3,3),delta[i,3,5},deltali,s5,
1]
delta(i,5,2],delta[i,5,3},delta[i,5,5))/d55;

DELINV[i,4,5):=-det44(delta[i,1,1],delta[i,1,2],deltali,1,3],
delta(i,1,5],delta(i,2,1],deltal(i,2,2],delta(i,2,3],deltali,z2,

5]
deltari,3,1],delta[i,3,2],deltafi,3,3],delta[i,3,5],delta[i, 4,
1;,

delta(i,4,2),delta(i,4,3],delta(i, 4,5])/d55;

DELINV[i,5,1]:=
det44 (delta[i,2,1],deltali,2,2],delta(i,2,3],
delta[i,2,4),delta(i,3,1],delta{i,3,2]},delta(i,3,3],delta(i,3,

41
deita[i,4,1],delta[i,4,2],delta[i,4,3],delta[i,4,4],delta[i,5,
1]

! delta(i,5,2},delta(i,5,3),delta[i,5,4})/d55;

DELINV[i,5,2]:=~detd4 (delta[i,1,1],delta(i,1,2],delta[i,1,3],
delta{i,1,4],delta(i,3,1],delta(i,3,2],delta[i,3,3],delta[i,3

4],
delta(i,4,1),delta[i,4,2],delta[i,4,3],delta(i,4,4),delta(i,s,
delta[i,5,2],delta({i,5,3),delta[i,5,4]))/d55;

DELINV([i,5,3]:=
det44 (deltafi,1,1],delta[i,1,2],delta{i,1,3],
delta[i,1,4],deltafi,2,1],delta(i,2,2],delta[i,2,3],delta[i,z2,

4]
delta[i,4,1),delta[i,4,2],delta[4,4,3],delta[i, 4,4],delta[i,5,
1]

" Qeltari,s,2],delta[i,5,3],delta[i,5,4])/d55;

DELINV[i,5,4]:=-detd4 (delta(i,1,1],delta[i,1,2],deltali,1,3],
delta(i,1,4],delta(i,2,1],delta(i,2,2],delta[i,2,3],delta(i,2,

4]
deltari,3,1],delta[d,3,2],delta[i,3,3],delta[i,3,4],delta(i,5,

1],

delta(i,5,2},delta(i,5,3),delta[i,5,4])/d55;

DELINV([i,5,5]:=
det44 (deltaf{i,1,1),delta[i,1,2],delta(i,,3],
deltafi,1,4),delta(i,2,1]),deltaf{i,2,2],delta[i,2,3],delta(i,2,

4],
delta(i,3,1),delta(i,3,2),delta[i,3,3],delta[i,3,4]),delta(i,4,
1}

" delta[i,4,2].delta[i,4,3],delta[i, 4,4])/d55;
end;
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procedure inv22;

begin

d22:=deltali,1,1]*delta(i,2,2]~delta[i,2,1]*delta[i, 1,2];
delinv{i,1,1}j:=delta(i,2,2)/d422;

! delinv([i,1,2):=-delta(i,1,2]/d22;

: delinv[i,2,1):=-deltafi,2,1]/d22;

i delinv[i,2,2]:=delta([i,1,1]/d22;

end;

begin

{principio del forward sweep}
{delta 0}

for i:=1 to orden do

i begin

! for k:=1 to orden do

{ delta{o0,i,k}:=afo,1i,k);

| end;

{w 0}
. for i:=1 to orden do w[0,i]:=r[0,i];

i for j:=1 to n do
! begin
‘ i:=j-1;
; if orden=5 then
i invss
else
inv22;

for i:=1 to orden do
begin
for 1l:=1 to orden do
begin
tau(j,i,1]:=0;
for k:=1 to orden do
taulj,i,1}:=b[j,i,k}*delinv[j-1,k,1]+tau(i,i,1]);
end;
end;

for i:=1 to orden do
begin
for 1l:=1 to orden do
begin
pro[i,1]:=0;
for ki:=1 to orden do
pro[i,1):=tau(j,i,k)*c(j-1,k,1]+pro[i,l]);
end;
end;

for i:=1 to orden do

begin
for 1:=1 to orden do
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delta(j,i,1):=a{j,i,1)-proli,1];
end;

for i:=1 to orden do
begin
prod[i}:=0;
for k:=1 to orden do
prod[i]:=tau[j,i,k]*w[j~1,k]+prod[i];

end;
for i:=1 to orden do
begin .
wlii,i):=r(j,i]-prod(i];
end;
end;

{fin del forward sweep}

{principio del backward sweep}
:=n;
if oéden=5 then
invss
else
inv22;

for i:=1 to orden do
begin
increm{n,i]:=0;
for k:=1 to orden do
increm{n,i):=delinv[n,i,k]j*w(n,k]+increm[n,i];
end; .

for j:=n-1 downto 0 do
begin

for i:=1 to orden do
begin
prod[i]:=0;
for k:=1 to orden do
prod{ij:=c{j,i,k]*increm[j+1,k]+prod(i];
end; '

for i:=1 to orden do
begin

increm([j,1]):=0;

for k:=1 to orden do

increm(j,i]:=delinv{j,i,k}*(w[j, k]-prod(k])+increm[j, i];
end;

end;
{£fin del backward sweep}
end;
{fin de sweeps}
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{PROGRAMA PRINCIPAL}

begin

{parametros de entrada} -
readln(ene) ;
readln(h);
readln(Pr) ;
readln(tol);
readln(d) ;
readln(dtiempo) ;
readln(alfa);

x:=0;numest:=0;

repeat
numest:=numest+1;
xi=x+d;

until x>=1;

tiempo:=0;ifrec:=0;

for cont:=0 to numest do
begin
tw(l,cont]:=1;tw[2,cont]
qwi{l,cont}:=0;qw(2,cont)

e o

end;
repeat
{Primera aproximacion}
n:=ene;
for j:=0 to n do
begin
£02,3]2==(3*h) * (3*h) * (3*h) / (3*n*h) +(I*h) * (3*h) /2;
u[2,3j]:=j%h=-(j*h) *(j*h)/(n*h) ;
v[2,}]s=1-2%*j/n;
t[2,j):=tw[2,0])*(1-j/n);
qa(2,j):=-tw[2,0]/(h*n);
£(1,3]):=0;
ufl,j}:=0;
v{1,j):=0;
t(1,3):=0;
qi{l,j}:=0;
end;
=0;cont:=0;
repeat
itcount:=
repeat

itcount:=itcount+1;

{formacion de las n+l matrices y vectores independientes}
J3=0;
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i==(u[2,j+1]=uf2,j])+h*(v(2,j+1)+v([2,]])/2;
1=-(t[2,j+1]-t[2,j])+h*(q[2,5+1]+q[2,3]) /2;

.

to n-1 do

1=0;
:=0;
:=0;
1=0;

=0,'

:=0;
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€[j,5,2):=0;
€[j,5,3):=0;
C{j,5,4]:=1;
c[j,5,5]:=-h/2;
end;

(1
o]
3
3
o

for j:=1
begin

B(j,1,1]:
B{j,1,2]:
B(},1,3]:
B[j,1,4):
B[},1,5]:
B[),2,1]:
B[),2,2}:

TR
~
N

~

0;
0;
0;
(

3*h/16+x*h/(4*d))*(VI2,J]+V[2,J 1));
~h*(u[2,j]+u(2,j-1])/
-X*h*(2*(u[2,j]+u[2,j-ll)-(u[1,J]+“[1,j-1]))/(4*d);
B[j,2,3]:=-1+3*h'(f[2,j]+f[2,j—1])/16
+x*h*(£(2,31+£(2,3-1]-€[1,F1~£[1,]-1])/(4*d);
B[(j,2,4]):=h/2;
B(j,2,5]:=0;
B(j,3,1):=(3*%h*Pr/16+x*h#Pr/ (4*d)

) * 213]""][2:)-1]
B(3,3,2):=-x*h*pPr*(t[2,j]+t[2,j~1]
]

(af
-t[1 rJ]'t[lrJ‘ll)/(4*d),
B[j1313] =0;
) (
1])
£{

B{j,3,4]: =—x*h*pPr*(uf2,jj+u[2,j-1 a*d);
B[J,3,5]:=-1+3*h*Pr*(£[2,j]+£[2,j~1])/16
+X*h*Pr*(f[2.JJ+f[2,J-1] 1,3)1-£(1,3-1])/(4%d);

B(},4,2):=0;
B[j,4,3):=0;
B(3,4,4]):=0;
B[{j,4,5]:=~0;
B(]},5,1):=0;
B[j,5,2]):=0;
B{},5,3):=0;
B(3,5,4):=0;
B(3,5,5]):=0;
end;

for j:=1 to n-1 do
begin
A[j,1,11:=1;

h/2;
Al(3,2,3):=0;
A[jlll4]==°7
A[j,1,5):=0;
A[d,2,1): -(3*h/16+X*h/(4*d))*(V[2,31+VE2,J-1]),
Afj,2,2]t==h*(u[2,3]+uf2,j-1))
*x*h*(Z*(u[Z,JJ+u[2,J 1])-(0[1.J]+u[1,3-1]))/(4*d),
A[j,2,3]:=1+3*h*(f[2,)])+£[2,]-1])/16
+x*h*(£[2,J]+£[2,5-11-£({1,3]1~£(1,3-1])/(4*d);
Alj.2,4]:=h/2;
A[j,2,5):=0;
A[3,3,1]: —(3*h*Pr/16+x*h*Pr/(4*d))*(q[2,J]+q[2,J 11);
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A[J,3,2] t==-x*h*Pr* (t[2,j]1+t[2,j-1]-t[1,3)-t(1,3-1])/(4*d);

A(j,3,3]):=0;

A[j,3,4]:—-x*h*Pr*(u[Z,J]+u[2,]—l])/(4*d0,

A[3,3,5):=1+3%h#*Pr*(f[2;j)+£(2,]-1])/16
+x*h*Pr*(f[2,j]+f[2,j-l]-f[l,J]-f[l,j-l])/(d*d);

A[},4,1):=0;

Al[j,4,2]:=-1;

A[j,4,3):=-h/2;

Alj,4,4):=0;

Al[]3,4,5):=0;

Alj,5,1]):=0;

Al3,5,2]:=0;

A[}),5,3]):=0;

Alj,5,4]):="1;

A[j,5,5]:=-h/2;

r[j,1]==-(f[2,j]-f[le-1])+h'(u[2,j]+u[2.j-1])/2;

r(j,2):==(v{2,j1-v[2,3-11)-h*(t[2,3]+t[2,]-1])/2
+h*(uf2,j)+uf2,3j-11)*(u[2,j1+ul2,3~1])/8
=3%h#(£[2,3]+£(2,-1])*(v[2,]]1+v[2,3~1])/16

+x*h*(u(2,j1+uf2,j-11) *(uf2,j)+uf2,j-1]1-ul1,j]-ul1,3-11)/(4*d)
-x*h* (v(2,3]+v[2,5=1]) *(£(2,31+£[2,3-2]1-£[1,51-£[1,]-2])/(4*d)

£03,31:==(a[2,3]~q[2,3-1])
—3*h*PrH(£(2,31+£02,3-1]) *(al2,3]+q(2,3~1]1) /16

+x*h*Pr*(uf2,jI+ul2,3~1]) *(t{2,j)+t[2,3-1]~t{1,3])-t(1,3-1])/(4
*d)

-x*h*Pr*(ql2,3j)+q(2,3=-11)*(£[2,31+£(2,)~-1]1-£[1,F]-£(1,5-1])/(4
*d) ;

r[j14] -(u[zlJ+1]-u[21J])+h*(v[2lj+1]+v[21J])/21
r{j,51:==(t[2,3+1]-t[2,]])+h*(q(2,+1]+q(2,3]))/2;

end;

Ji=n;
Al(j,1,1]:
aAfi,1,2]
afj,1,3]:
A(j,1,4]:
Alj,1,5]:
A[3,2,1]:=(3*h/16+x*n/ (4%d)) *(v[2,5]+v[2,]-1])¢
Alj,2,2):==h*(u[2,j)+u[2,j~1]) /4
=x*h*(2%(u[2,3]+u[2,j~1])=(u(1,3]1+ull,j=1]))/(4*d);
A[j,2,3):=14+3*h*(f[2,j])+£[2,]~1})/16
+x*h* (£[2,j1+£(2,3~11-£[1,3]1-£[1,3-2])/(4*d);
Alj,2,4]):=h/2;
Al),2,5):=0;
aA[3,3,1): —(3*h*Pr/l6+X*h*Pr/(4*d))*(q[2131+q[2,3 1]);
A{j,3,2]: X*h*Pr*(t[2,3J+t[2:J 1)-t[1,31-t(1,3- 1])/(4*d),
A[j,3,3):
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s==x*h*Pr(u[2,3]+u[2,3-1])/(4*d);

:=1+3*h*Pr*(£(2,j]+£{2,3~1]) /16
+X*h*Pr (£(2,31+£[2,3-1]~£(1,3~£[1,3-1])/ (4%d);

:=0; B

=1

1=0;

£+=0;

:=0;

:=0;

1=0;

=07

i=1;

1=0;

(-3
—ea
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r[j,1]:=-(£[2,3)-£[2,j-1])+h*(u[2,j]+u[2,]j-1])/2;

r{j,2]:==(v[2,]]-v[2,3-1]))-h*(t[2,]]+t[2,]-1])/2
+h*(u{2,j1+u{2,j~1])*(uf2,j1+u[2,])-1])/8
=3*h* (£[2,J)+£(2,3-1]) *(v{2,]]+v[2,]-1])/16

+x*h*(uf2,3)1+uf2,3-11)*(uf2,31+uf2,3-11~-ul1,j)~ull,j-1])/(4*d)
~x*h*(V[2,31+v[2,J-1]) *(£(2,3)+£[2,3~1]~£(1,3]-£[1,3~1])/(4*d)

13
r(,3):=-(a(2,31-q[(2,3=1]) _ ,
-3%h#Pr* (£{2,3)+£[2,3-1]) *(q[2,3)+a(2,3-1]) /16

+x*h#*Pr#(uf2,j)+u[2,j~1])*(t{2,31+t(2,3-2]-t[1,3)-t[1,]-1]) /(4
*d)

:s;h*Pr*(q[z,j]+q[2,j-1])*(f[z,j]+f[2,j-1]-f[1,j]-f[1,j-l])/(4
r(j,4]:=0;

t[j 15]3=0;

{matrices definidas}

orden:=5;ni=ene;
SWEEPS;

for j:=0 to n do

begin
f£r2,3):=£(2,j]+increm{j,1];
uf2,j):=uf2,jl+increm[j,2);
v[2,3):=v[2,j)+increm[},3);
t{2,3):=t[2,]})+increm(j,4];
qf{2,3):=q[2,3]+increm(],5};
end;

Until abs(increm[0,3])<=tol;
for j:=0 to n do
begin

£[1,3]1:=£[2,3];
uf1,jj:=uf2,31;
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vi{1,3):=v([2,]];
t[1,3):=tl2,3);
Q[1:J] =af2,3};
end

calor([cont]:=q(2,0];
x:=x+d;
t[2,0]:=tw(2,cont+1];
cont:=cont+1;

until cont>numest;

{redefinicion de matrices}
1:=0;%x:=0;
A(i,1,1):=
Afi,1,2]:=
Afi,2,1]: ;
A(i,2,2]:==d/2;

c[i,1,1):=0;
C[i,1,2]:= i
Ccli,2,1]:= 1,
c[i,2,2):=-d/2;

rgi,11:=0;r(i,2]1:=0;

for i:=1 to numest-1 do

rli,1)i=-qw(1l,i]+qu[2,i~1]~d*(tw[1,i]+tw(1,i-1])/(alfa*dtiempo
)

-2*d*calor[i)/(alfa*(exp(0.25*%1n(i*d))})));
r(i,2):=0;

B[i,1,1):=-d/(alfa*dtiempo);
B{i,1,2]):=-1;

B[i,2,1]:=0;

B[i,2,2):=0;

c[i,2,2): ——d/z,
end;

i:=numest;
A[i,1,1):=-d/(alfa*dtiempo) ;
Afi,1,2]:=1;

Afi, 2,1):=
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Afi,2,2]:=1;
i[i,l]:=—qw[1,i]+qw[2,ijlj-d*(tw[l,i]+thl,i—1])/(alfa*dtiempo

—2*d*calor[i]/(alfa*(exp(0.25%1ln(i*d))));
r(i,2]:=0;

B[i,1,1]:=-d/(alfa*dtiempo) ;
B(i,1,2):=-1;

B[i,2,1]):=0;

B(i,2,2]:=0;

{matrices redefinidas}

orden:=2;n:=numest;
sweeps;

inte:=0;
tiempo:=ciempo+dtiempo;ifrec:=ifrec+l;
if (ifrec=2) or (ifrec=10) or (ifrec=20)
or (ifrec=50) or (ifrec=100) or (ifrec=200) then
begin
writeln;
writeln(/tau = /,tiempo:5:3);
end;

x:=0;
for i:=0 to numest do
begin
tw(2,i):=increm[i,1];tw[1l,1i]):=tw[2,i];
qw[2,i]:=increm{i,2]);qw(1,i):=qw(2,1];
if (ifrec=2) or (ifrec=10) or (ifrec=20)
or (ifrec=50) or (ifrec=100) or (ifrec=200) then
writeln(x:5:3,¢ /,tw[2,i]:11:8);
xX:i=x+d;
end;

for i:=0 to numest-1 do
inte:=inte+(tw[2,i+1]+tw[2,1])*d/2;

if (ifrec=2) or (ifrec=10) or (ifrec=20)
or (ifrec=50) or (ifrec=100) or (ifrec=200) then
writeln(inte:11:8);
until tiempo>10;

end.
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