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I NTRODUCCION

En el uitimo congrese ae escuelas de Actuaria se planted una
reestructuracién de los planes de estudio de la carrera, pero sola
se hablé con algunas excepciones siempre alrededor del trabajo del
Actuario con la Unica prespectiva de aplicacion en las compaRias
aseguradoras, lo cual me hace diferir de esta conceptualizacién de
la carrera, siendo que 1la aplicacién de los conocimientos
adguiridos en el perfodo académico de la carrera son de diversa
tndole y por ende de una gama amplia Y can diferentes
posibilidades de aplicaciédn. Sin menospreciar el  trabajo del
Actuario en la parte técnica y administrativa del segura, se puede
pensar no solo en la formacidn encausada a este sector, sino hacia
otros sectores, comc la participacién en el sector publico, o en
el sector industrial entre otros. Es por esta razén, que presento
una tesis donde se apoye la formacién en otras actividades con
pnerspectivas de trabajo de la vida profesional del Actuarilo.

Esta tesis hace una modesta propuesta para fortalecer algunas
Areas en la reestructuracién del plan de estudios de la carrera,
en particular dar una <ormacion bien cimentada en el Aarea
econdmica. can esto no quierc decir que se desvie la potencialidad
s6lo a esta Area, sino simplemente gue se trate con un poco de mas
cuidade vy detenimiento, ya qQue el conocimiento de la economia es
una exigencia de las politicas de crecimiento econdmico del pats.
€l estudio ce técnicas ecormdmicas en el periode de preparacisn del
Actuaric no es diff{cil, a causa del herramental basico del gque se
dispone en nuestra formacidn, y es par esto que tenemos la

poeibilidad de una rapida comprensidén o= la parte técnica de estas



Areas.

Cﬁn'lo anteriﬁr estarémas en la posibilidad de diversificar
nuestras actividades profesionales, lo que consecuentemente traera
una - mejor valoracién ce nuestros conocimientos aunadoc a un
crecimiento en la fuentes de trabajo. Pensando en esto estaremos
en mejor posicién para ser de mayor utilidad y con mAs
participacién en el crecimiento econdmico vy politico del pats, lo
cual le dard a la sociedad un conocimiento mas exacto de la
carrera, ya gue en muchos lugares ni siquiera se llega a conocer
la existencia de la ella y mucho menos las actividades que podemos

realizar, lo cual repercute en la falta de fuentes de trabajo.



CAPITULO 1
ALGUNOS CONCEPTOS DE ECONOMIA MATEMATICA.



1.1 Aigunos cancéptns econsmicos

Aun cuando algunos estudiantes dé ‘economt a qt{isieran
encontrarse con una definicien concreta de econom{ a, esta
disciplina tiene diversas dernicic;nes- A continuacién se citan
algunas de ellas.

% La economta es el estudio de la actividades relacionadas
con la produccién y el intercambio entre las mercancias.

¥ La economi a analiza los movimientos globalest las
tendencias de los precios, la produccién y el desempleo y ayuda a
elaborar madidas con las que los gobiernos pue.den influir en la
evolucien econdmica global.

¥ La economi a es la ciencia de la eleccién. Estudia la forma
en que los individuos pueden utilizar los recursos productivos
escasos o limitados (la tierra, el trabajo, el equipe y los
conocimientos técnicos) para producir diversos bienes (:umf: trigo,
carne, abrigos, concierteos, carreteras, armas) distribuirlas vy
consumirlas.

% La economia analiza el modo en que los seres  humanos
organizan las actividades relacionadas con el caonsumo y 1la
produccidn.

¥ La economia es el estudio del dinero, las tasas de. ynterés.
el capital y la rique:ca.

Compo se puede observar la lista es larga y puede serlo aun
ma.s. ya gue la economia es una disiplina que estudia muchos temas

evoluciona rapidamente. Far ello, siempre es muy dificil escribir

en pocas lineas una definicidn que la diferencie de otras
ci1e~11as. Sin embargo., una de las definiciones mas aceptada por un

buen numero de autores es lz s:guiente:

1



¥ La’ economia .es el estudio de la manera en que Llos
© individuos y la sociedad decid;;:‘emplear los recursos escasos que
podrian tener usos alternattivos para productr diversos bienes y
distri.bm.rlos para su consuno, presente o futuro, entre las
diferentes personas y grupes de la socredad. ?

La definicién anterior hace referencia al estudio de la
distribucién de los bienes y servicios producidos en una sociedad.
A partir de ella se intuye directamente que su estudio debe
principiar en dos niveles, el primero es la repercucion de esta
distribucién en toda la sociedad y, el segundo, sus repercuciones
en la base (la familia o 1la empresaly esto es, el nivel
macroecondmicao vy &1 nivel microecondmico, respectivamente. De
estos dos niveles se trataran los apartados 1.1.2 v 1.1.3.

De esta definicicn también se desprenden dos imoortantes
conceptos de la economia, la oferta y la demanda, los cuales nos
llevan directamente a DtFD' relevante concento econdmico el:
sistema de mercado. Su primer atributo es el precio. Con el que se
regula la capacidad de adquirir bienes o servicios en determinado
tiempo (demanda) y el costo de estos bienes v servicios
(oferta).

€1 trabajo es otro punto de interés de la economia ya que es
considerado como una de la principales variables en el proceso de
asignacion de precios., £En otra perspectaiva karl marx le deoica
especial interés a este factor v le denomina fuerza de trabajo
debido a que, para ¢1, el trabajo es 1la fuente esencial de la

rigueza econdmica.

1
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En el enfogue neoclasico los conceptos de oferta v ‘demanda
permiten analizar como se logra un egquilibrio. como es que la
interaccidn de la oferta y la demanda provoca el estableclm:enfo
de un precio al cual tanto los oferentes como los demanﬂ‘antes
estan dispuestos y en posibilidades de vender y comprar la misma
cantioad de bienes.

A continuacidén se analizardn con mavor detalle estas

conceptos.



1.1.1 Los grandes economistas: Smith, Ricardo, Marx, Kevnes.

La economia politica tuvo su cuna en los cambios sociales.
econdmicos e :rdeolégicos, gque marcaron la transicidn de La Europa
Occidental hacia la era burguesa. En Francia y Alemania los restos
del feudalismo estaban a puntn de desaparecer. Hacia fines del
siglo XV!III aparecid una nueva secci1dn de la clase burguesa: una
clase de capitalistas 1ndustriales cuyos i1ntereses estaban en
contra del sistema vigente, establecido por los i1ntereses agrarios
y comerciales de la aristocracia conservadora del saglo XVIII. Fue
en Francia, mas que en Inglaterra, en donde el concepto unificado
de una sociedad econdmica aparecid por pramera vez como el  oboeto
de !la economia politica. Los fisidcratas franceces del saglo XVIEIQI
bosquejaron los perfiles que Adam Smith (1723-1790) fue llenando
en su obra "La rigueza de l!a nactones™, publicada en 1776, el afio
de la declaracion de la 1ndependencia de los Estados Unidos.
Tomando en cuenta todos los factores, no es facil decir cyal de
los dos documentos tiene mayar importancia haistorica:r la obra
cumbre de Smith o ta declaracién de independencia en esta yltima
se hi1zo un nuevo 1lamado para crear una sociedad dedicada a “la
vida, la libertad, v la busaurda de la felicidad". "la rigueza de
tas nactones" exnlics como trabajaba este tipo de sociedad.?

Smith, se preccupd mucho mas en escribir sobre cuestiones
econdmicas espect ficas y Pproponer una tesis practica,ague en
establecer una unidad de concepto. En esto seguia plenamente la
tradicion del empirismog 1nglés. Al mismo tiempo, su exbDosicién era

mas comprensiva en el campo de las soluciones practicas que

Zsmith, 177



considers, mas completa en sus detalles. y su.cefensa de:la: nueva

filosot+ta burguesa de 11bertad E;nmmlcai ‘muchao mas pracisa. bu

investigacion sobre la causa .Oe “la” rxéue?;é ;'v'm;” Vl'as nacianes
presents variadas y solidas ;;eneral 1’:ac‘|bnes ,empxbru:as respecto a
la division del trabajo .y a la aﬁumula:xﬁn ‘dex :'apn-.al, una
vigorosa critica del mercantilismo v un profundo anilis:s de  los
efectos de las diversas formas de tributac:ion, ' Estaba siempre
dispuesto a ser conciliador entre las diferentes doctrinasy cuando
la oportunidad parecia exigirlo. El Gmco  punto doctrinal ae
consi1deracitn en que diferta de los F)Slm:ratas, era en la
atirmacion de estos de que solo la agricultura era "productaiva®.

Smith se propuso resolver dos problemas: uno en 1o que
actualmente se conoce como el nivel micro y el otro en lo oue los
economistas ge hoy llaman e! nivel macro. El primer probiema era
determinar como se conformaba un si1stema econdmico reglida por el
mercado.

Dado que los factores del mercado estan 1impulsagos por el
deseo egoista de mejorar cada unc su condicidn., como dice Smith, .a
continuacidn se pregunta : .Como evita una sociledad de mercado que
las personas egolstas, Aavidas de utilidades, conviertan en
cautivos a sus canciudadanos?’

La respuesta nos 1ntroguce a cons:derar un mecanismo  central
del si1stema de mercado. el mecanismo de la competencia. Ccada
1ndividua buscando s6lo su mejoramiento Dropio. S1N  preocuparse
por los demas, se enfrenta a una multitud de persgnas con
motivaciones similares. A causa de esto. cada participante en el

mercado se ve obligado a adaptarse a los precios Que oOfrecen  sus

3
Smith, 1774507,



:ompetidnres.' Esta es la primera funcién del mecamsmo de
mercadae. &n otras palawvras, ©n el tipo de competencia que subone
Smith. el fabricante que trata de cobrar mas que OTros, No loarar
encontrar compradares. De esta manera, el mecanism? de mercado
impone una disciplina a sus participantes. Los compradares tienen
que demandar sus mercancias contra las de otros mandos de
compradoras Y. por consiguiente, no  pueden agruparse. Ltos
vendedares tienen que luchar contra oktros vendedares vy, en
consecuencia, no pueden imponer su voluntad a los compradores.

El sistema deinercadu tiene una segunda funcidn y ésta se
conforma por las presionrs del mercado que logran dirigar las
actividades egoalstas de las personas, como si estuvieran
controladas por una mano invisidle, hacia caminos socialmente
responsables. La mano invisible transforma los motivos privados.
mgol stas, en un compartamiento pablico, eraentado hacia la
sociedad. E1 mercado se convierte en un mecanismo de distribucien
de recursos a las canales deseados por la scciedad. Smith gfambién
demostréd gue este mecanismo s» autarregulabay es  decir, ciue el
mercado se vigila €1 msmo. S1  los salarios y utilidades de
alguien se alejan de los niveles que han sido fisados para todos,
la fuerza de la competencia los hara regresar. Por esto, existe
una paradojar “YEl mercado gue es la cumbre de la libertad
Bconsmica, resulta ser e} mids estricto de los controladores
ecomrsmicos™., Es  decir, Ja mana invisible es precisamente el
mecanismp de formacion de precios ya que el mercado, al  ser
autorregulador, fijarad los precios de los productas.

Debido a Qque en la teorta de Swmith el mercado es

.
Smith, 177a50.



. autoregulador, se opone a la intervencién del gobierno por gque
interferiria con la obtenci¢n del 1nterés propio y la competencia.
Es por ello que el laissez faire - laissez passer (dejar hacer.
dejar pasar) se convierte en su filosgfla fundamental: no porgue
Smith se opanga a la i1dea de responsabilidad social si1no porgue
piensa que el bienestar se logra mAs eticazmente con la
autorregulacién y no por los esfuerzos del gobierno. Smith crela
que el sistema de mercado, sS1 se le dejaba por completo en
libertad, creceria y que la riqueza de una nacién bajo el sistema
de "libertad natural” aumentaria en forma continua.®

£n un segundo punto importante, Smith también se refiric a la
divisidn del trabajo como un factor para aumentar la productividad
de la fuerza de trabajo y es por esto que, en el primer cajitulo
de La rigueza de la naciones, Smith nos ilustra este concepto con
un ejemplo de fabricacién de alfileres.

Un trabajador no preparado para este ofictio... podria
escasamente fabricar un alfiler por dia y clertamente no vetinte.
Pero en la forma en Que se practica esta actividad, no solamenle
este trabajo total constituye un oficio particular, sino Que esta
dividido en vartias operactones,.. Una . persona prepara el hiulo
metalico, otra lo endereza., una tercera lo corta., una cuarta lo
afila, una guinta lo pule para fijar la cabeza... Por lo tanto,
diez personas podrian fabricar mAs de 48,000 . alftleres per dia.
Puede considerarse gue cvada uno produce 4800 alfileres al dia.®

Aungue Smith realizd comentarios encaminados a defenader al

trabajador (lo cual no era muy comian en sSu  €epocal, no era

3_ .
Smith, 17?x56-07
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partidario de apoyar ninguno de los intereses mezquinos de
cualguier clase i1ndividual. La divisién del trabajo de Smith
tambien provoca en el maécado de trabajo 1la autorrequlacién, ya
que la mano de obra especializada sera, un ingrediente esencial en
el .umnnt;: de la produccidn y detl ‘beneficio, que lleva CDI;\SIQD el
aumento de la productividad, entonces la mano de obra podra ser
mejor cotizada. Es decir, al haber un aumento dge los beneFx;:os.
la mano de obra no podra estar por debajo de cierto nivel de valor
que el mismo mercado le dara. A este respecto, Smith nos dice:“Los
mayores adelantos en las Fa:\.;]tades o principiaos productivos del
trabajo y la destreza y pericia y acierto con gue ¢ste se aplica y
gse dirige en la sociedad, no parecen efectos de otra causa gque de
la division del trabajo mismcx".7

El segundo tedrico de la economia politica clasica inglesa es
David Ricardo (1772-1823), nacido en Londres. Ricardo tiene
influencia sobre todas las escuelas econdmicas que le sucedieron.
Por ello,sus principios de eccnomia politica vy tributacion
constituyen el fundamento de la economia politica. Sin emibargo,
contrariamente a sus ideas manetarias que tuvaeron una influencia
decisiva en Inglaterra y que fueron el resultado de una lucha
contra la inflacién, a fin de evitar una axagerad; expansién del
credito bancario, sus concepclones tedricas, adlejadas muchas veces
de la realidad, crearon un munde Atipotético.

Los puntos mas importantes de la teorla de Ricardo son lea
renta de la tierra, el trabajo y la moneda. Respecto a la renta de
la tierra, Ricardo sefala que depende del aumento de la poblacion,

el cual obliga a recurrir al cultivo de terrenas cada vez menos

?,
Smth, 177a2
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fortiles. Cuando un pals estiA despoblado y hay.una abundancia oe
buenas tierras la renta no existe y el precio del producto esta
determinado por 21 costo de la producciéng pero al aumentar ia
poblacién, crece la demanda de productos alimenticios y los
precios aumentan, con lo que resulta beneficioso trabajar las
tierras menos fértiles. A medida que se recurre a terrenos menos
fertiles surge la renta diferencial a +favor de los primeros
propietarios de tierras mas fértiles y de costo de produccidn mas
vajo.®

Para Ricardo, el trabajo es el fundamento del valor. El valaor
de cambio esti determinado por 1la mayor cantidad de trabajo
aplicado necesariamente a la producciéon de mercanclas por aquéllos
que contintan produciéndolas en condicianes y circunstanclas mas
désfqvarables. €1 valor de cambio de la mercancias producidas no
estiA en proporcion inmediata del trabajo empleado en su produccion
sino en todos aguellos instrumentos y miquinas que sSan necesarios
para dar efecto al particular trabajo al cual son aplu:zn:ms.p Las
diferentes proporciones en que se utilizan en las distintas
industrias, el capital fijo y el circulante como dice Kicardo,
"Segin la rapidez con que parece el capital y requiere frecuentes
producciones, o es de consuno lenlo, se lg clasifica como captital
circulante o fijo. Un cervecerc, cuyos edificios y magutnaria son
valiosos y durables, emplea una considerable c;nttdad de lo que
Llamaremos capital fijo: por el contrarie, wun fadbricante de
calzado., cuyo capital se utiliza principalmente para pagar

salartos Que se gastan alimentos ¢ indumsntaric, bienes, eastos,

.
Ricardo, 1821:51-a3

°
Ricardo, 182110
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mAs perecederos que los edificios y la magutnaria, utiliza una
gran porctén de su capital Que denominames capital circulante.
Tanbién debe observarse gue el capital circulante puede circular o
ser devuslto a su usuario...Dos industrias pueden entonces emplear
la misma cantidad de capttal; pero éste puede estar muy

diversamente repartido con respecto a la percion fija y a la

circulante””, introducen una notable modificacién en la regla, que
seria umiversalmente aplicable s: se tratara ae una proguccidén
debida exclusivamente al trabajo. Y ello por que en aguellas
grandes industrias donde se han invertido grandes capitales, por
un tiempo considerable y que tienen un largo periodo de
productién, los productos se venden a un precio Superior al
valor-trabajo contemido en ello, por que hay una Justa
compensacion por el tiempo en que se dejd de gozar de los
beneficios acumulados como :apital."

Ricardo considera que no es necesario que una moneda de papel
sea reembolsable en moneda metalica para asegurar su valor: es
suficiente que su cant:dad esté regulada conforme al valor .de un
metal que sirve de patrén. Aunque el papel moneda no tenga valor
intrinseco, la limitacidn de su cantidad puede darle el mismo
valor de cambio que una moneda metalica de la misma denominacion.'?
Con respecto a la teorla de la moneda, expresa que su pader
adquisitivo depende de la cantidad de moneda en circulacién, por
lo que su valor varla en proporcién inversa a la cantidad

circulante. Si la cantidad crece, los precios aumentan; es decir,

*Ricordo, 1824:24
1z
Ricardo, 1828:27~3¢
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estan en proporcién directa con el crecimiento de moneda.*®

Todo economista esta en cierta forma i siliarizade con 1ias
ideas de Smith y Ricardo. No muchos reconocen en que medida la
econaomia tambié#n esta en deuda con karl Marx (1818-1883), no como
fundador del movimiento polltico mas importante del s:iglo Xx, Sino
como el critico mas agudo de la economia politica clasica.

Marx fue el primero en seffalar que el motor de la mistoria de
las sociedades en la lucha entre c¢lases socilales antagonicas:
también veia la tensién y el antagonismo  como resultados de la
lucha de clases y no consideraba permanente el establecimiento de
la sociedad capitalista. Desde luego la propia lucha de clases,
expresada como la oposicidn entre salarios y utilidades, seria la
fuerza principal para cambiar el capitalismo y, con el tiempo,
aniquilarlo.

Gran parte del interés por el trabajo de Marx se centra en el
mercado como‘una fuerza poderosa en la acumulacién de capaital vy
r;queza. Sin embargo, desde otro punto de vaista, enfocaba el
proceso de un modo bastante diferente al de Smith, que como  va
vimos 1nsistia sobre el proceso de autorregulacidn, su  ruta
continua y libre de ataduras. El concepto de Harx es justo lo
opuesto. Para ¢l, el crecimiento es un proceso ileno de escollos.
un proceso en el cual a cada momepto se encuesntran crisis Y
fallas.

Marx comienza con una v1s16n del procesc de acumulacion que
se parece mucho al de un hombre de neqgocios. Segun Marx, Geodmd  es
qQque M (una cantidad de dxpero) se convierte en M, una cant:cad

mayor?

13
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La respuesta de Marx comienza diciendo que los capitalistas
usan su dinero para comprar mercancias y Fuerza_ laboral vy .asl
preparan el proceso de produccidn, obteniendo las materias primas
o semiterminadas que necesitan y contratando 1la capacidad de
trabajo de una fuerza laboral. Aqui, la posibilidad de crisis se
encuentra @n la dificultad que pueden tener los capitalistas para
obtener sus materiales o su fuerza de trabajo al precio adecuado.
Si esto llegara a ocurrir, M permaneceria i1nmédvii y el procesa de
acumulacidn nunea se iniciarta.*

Seqgtn su punto de vista, la wutilidad se encuentra en la
capacidad que tengan los capitalistas de pagar menos por la fuerza
laboral (par las capacidades de trabajo de su fuerza laboral) que
el valor real que los trabajadores affadiran a las mercancias que
producen. Esta teoria de la plusvalia, coso la fuente de
utilidades, es muy importante en el anilisis del capitalismo que
hace Marx.'? El proceso laboral es otro punto donde se puede
interrumpir 1la acumulacién:s si existe una huelga o si la
produccién afronta problemas, el M que ha sido inverttd& an
bienes vy en mano de obra no se movera hacia el objetavo, H'.‘d

Si todo va bien se venderan las mercancias Yy se venderan en
H’, que es mayor que M. En este caso, esti completo el circuito de
acumulaci1on y los capitalistas tendran una nueva cantidad M', que
estaran dispuestos a poner en movimiento otra vez con la egperanza
de ganar M". Pero a diferencia del modelo de crecimiento

inminterrumpido de Smith, podemos ver gue ! concepto de acumula-
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cién de Marx esta lleno de escollos v peligros. én cuéluuxe;' etapa
&s posible que se produzcan crisis. Desde luego. en ‘la teorta
compleja que presenta Marx en £l capital, la tendencia inherente
del sistema es generar crisis, no evitarlas.

En E! capital, Marx ve que la inestabilidad va en aumento
hasta que por fin el sistema se desploma. En su razonamiento se
incluyen dos prénosticos mas, muy importantes para el sistema. Gl
primero es que el tamafo de las empresas crece en forma continua a
consecuencia de las crisis respectivas que arruinan la economia.
Con cada crisis gquiebran las pequefas empresas y las compaff!las
sobrevivientes adquieren sus activos. Por lo tanto, la tendencia a
los grandes negocios es una parte 1ntegral en el :apxtallsmnx'7 La
concentracion y la centralirzacién del capital respecto al segunda,
Marx espera una intensificacién de las luchas de clases como
resultado de la "proletarizacion” de la fuerza laboral. Cada vez
sgrlan mis los dueffos de pequefios negocios que son eliminados en
el proceso. Por consiguiente, la estructura social quedari
reduciqa a dos clases, un pequeffo grupo de magnates capitalistas y
un gran grupo de prnletar:ns.“

Si Marx fue el profeta intelectual del capitalitaio coma
sistema autodestructivo, John Maynard Keynes (1883-1946) se puede
consaderar como el i1ngeniero del capatalismo restaurado, va que
para algunas personas las doctrinas de Keynes se pueden consaiderar
tan peligrosas y subversivas como las de Marx. Una curiosa
ironia, ya que keynes se oponia totalmente al pensamiento marxista

y estaba totalmente en favor de apoyar v mejorar el sistema
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capitalista.

Keynes fue el padre de la “econpmia mixta", en la cual el
gobierno juega un papel crucial. Seis affos después de la Gran
Depresion en los Estados Unidos, apareci® su libro Teoria general
del empleo., del interés y del dinerc. El propdsioc primordial de la
teoria de Lord Keynes ec - explicar las variaciones del nivel de
empleo. A su Jjuicio, los economistas clasicos no se preocuparon
mucho de este problema pues sus razonamientos partian, mas bien,
del supuesto de un nivel Fijﬁ de ocupacién de los factores
productivos y se limitaban a averiguar cémo se distribuian éstos
entre sus distintas aplicaciones y la forma en gue se determinaban
sus respectivas remuneraciones y el valor de los productos
obtenidos. Hay, sin embargo, cierta coincidencia téoru:a entre
Keynes y los clasicos. Ambas escuelas aceptan que los salarios
correponden a la productividad marginal del trabajo y gue ésta es
decreciente conforime aumenta la cantidad de produccién. Recordemas
brevemente estos dos principios.

El primero nos dice que el salario es igual al producto
marginal del trabajo; esto es, al itncremento del producto
correspondiente al incremento del emplen, previa deduccién de los
otros costos. Por cierto que esta igualdad no se cumple como tal
si la competencia o los mercados son imperfectos.

El segundo principio sostiene que el producto marg:inal del
trabajo disminuye a med:ida que aumenta l1a ocupacién, debido a que
"la industria esti sujeta normalmente a rendimientos decrecientes
en periodos cortos®, en los gue se suponen constantes el equipo de
capital y la técnica y organizacidn productivas. Y como el salario

depende del producto marginal, al disminuir e:re, tiene también
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que disminuir aquél; de manera que "un aumento de ocupacién sélao
puede ocurrir si declina simultaneamente el nivel de los salarios

*® pecia Keynes que el nivel global de activadad econémica

reales.
en un sistema capitalista dependia del deseo de sus empresarios de
realizar inversiones de capital. De vez en cuando este desec era
obstruido por consideraciones que hacian dificil o© imposible la
acumulacisan del capital: “no solamente es mas dédbil la propenstédn
marginal a consumir en una comunidad rica, stno que, dedido a Que
su acunulacién es ya grande, Llas oportunidades para nuevas
tnuersiones son menos alracliuas“z Keynes consideraba que esta
etapa era transitoria y que se elimaria por sf{ sola.

Las definiciones de ingreso y chorro, en la aobra de Keynes,
son las siguientes: “En un periodo cualesquiera, todo empresario
habra vendido cierta cantidad de productos terminados a laos
cunsqmidores o a otros por una suma que llamaremos A.. y también
habra gastado otra, que designaremos Ak, para comprar articulos
acabados a otros empresarios; tentendo al final un equipo
productor, que incluye tanto sus existencias on articulos no
terminados o capital circulante como las de los acabados, teniendo
ambos un valor 6.7

Sin embargo, una parte de A + G - Ay no serd atribuible a las
actividades del periodo en cuestidn sinoc al equipo productor que
poseia al principiar el periodo. Por tanto, con el fin de 1llegar
al concepto de ingreso del periodo considerado, debemos restar de

A + G -~ A1 caerta suma gque represente la parte de su valor que ha

1 )
Keynea, 193530
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sido producida (en cierto sentido) por el equipo heredado del
periodo anterxcr.u

Con respecto al ahorro Keynes comenta: “Oue yo sepa, todo el
mundo estA de acuerdo en que chorro sxgnl’F!ca el excedente sobre
los gastos de consumo. AsL, pues, cualquier duda respecto del
significado de chorro tiene que surgir de dudas respecto a los
conceptos de ingreso o de :cn.swno"z'

Keynes mostré que un sistema de mercado podria llegar a una
posicién de “equilibrio con desempleo” por la presencia de
desempleados y equipo industrial ocioso. La importancia de la
teoria de Keynes era que, segun é¢l, no existla la propiedad de
autoconservacion en el sistema de wmercado que mantuviera en
crecimiento al capitalismo. 81 no habfa nada que pudiera brinaar
en forma automitica la acumulacion de capitales, una economfia bajo
una fuerte depresidn podria permanecer estancada, a menos de que
encontrara alggn sustituto para las inversiones de capital de las
empresas. S6lo existlia una posible fuente de estimulo y ésta era
@1 gobierno. El punto crucial del mensaje de Keynes era, pues, gque
©] gasto del gobierno podria ser la politica econdmica esencial
para un capitalismo deprimido que tratara de recuperar su

vitalidad.

22
Keynes, 193&S3

23
Keynes, 103c02-3



t.1.2 Tearia microecondmica ortodoxa.

La microeconomia tiene como funcion el estudio de el
comportamiento econdmico de las umdades oecisorias andividuales,
como son los consumidores, los propietarios de los recursos y las
sociedades caomerciales en una economia de libre empresa. La
microeconom{a estudia bajo las teorias de la demanda y de la
oferta, un sistema de libre mercado. Desde el punto de vista de la
demanda, esta teorlia nos determina que Bl nimero de empleados en
un proceso productivo nos reducira el producto marginal dabido a
los rendimientos marginales decrecientes. Si las fuerzas de la
oferta y la demanda se establecen en cierta tasa salarial, laos
trabajadores seran contratadgs hasta que e_l valor de su [ -oducto
fisico marginal sea i1gual al valor de la tasa salarial! vigente.
Después se detendra la cantratacién. Este anilisis sugfulere que
todos los trabajadores esparan ser piqnnns en @] mercado de
trabajo, cada uno de ellos puede esperar recibir el wvalor de su
producto marginal, suponiendo, por sSupuesto que hay flujos de
informacidn de bajo costo y que 1los mercados de trabajo y de
productos son competitivas. Por otro lado, decde el punto de vista
oferta los tipos de productares y :onsumiuores que pueden subsitir
en una soqiedad de consumo algunos tjpos de ellos son: los
monopolics, que se definirian como la estructura de mercado en la
que existe un numero relativamente grande de productores que
ofrecen semejantes pero diferentes bienes © serviclos. Por
consaguliente, la competicién monopdlica tiene las sigulentes
caracteristicas: cantidades significativas de vendedores en un
mercado altamente compet:itivoj productos diferenciadas: la

existencia de publicidad. Tal vez la caracteristica mias i1mportante
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del mercado monopdlico compet:itivo es la diterenciacién  del
producto. En ciero sentido. se puede decir que caca fabricante de
un producto tiene un monopolio absoluto sobre su propio producto,
el cual es levemer‘\te »dxFerente al de atroé productos semejantes.
Otra estructura‘ existente en la soCiedad de mercado es la de los
oligopolios que como su hambre nos lo indica es la contraparte de
los monopolios, ya que es aqui donde se encuentra que la
produccison de productos semejantes esta distriﬁuu}a entre una
serie de fabricantes. Esto es por el lado de 1los productores,
ahora entre los consumidores encontramos el monopsonio, donde un
consumidor tiene cautiva toda 1la produccién de uno o© varios
productores de un articulo especifico. También se ocupa de la
conducta de cada precio y cada cantidad, de cédmo suben los precios
del maiz mientras que basan los del algodon, y como se dijo
anterirmente estudia el mecanismo de mercado“. Actualmente, la
microeconomia abarca muchas de las cuestiones mas controvertidas e
wmportantes & las que se enfrenta uUna nacidn. Utilizando sus
instrumentos podemos ver por qué la 1ndustria del acero vy
automoviles de EEUU han s1do acosadas por la competencia
extranijera y por que algunas personas desean restringir la
importancién de estos hlenes’s. La compresién de la distribucidn de
la renta seria imposible sin el conocimiento de ta microeconomia.
No podemos entender por qué los medicos ganan diez veces mAs que
sus secretarias o por Qqué las mujeres reciben solamente el o0% del
salario de los varones s1 no estudiamos la oferta y la demanda de

los servicios de estos grupos. Tampoco paodemos esperar  elaborar
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‘unos planes eficaces y eficientes para aliviar la  pobreza si no
estudiamos detenidamente_la base econdmica de las desigualdades de
la renta.

En la década de 1870. un nueve punto de vista desplazé en
forma brusca el paradigma clasico que sg relacionaba con las
grandes temas de crecimiento nacional vy trataba la suerte de las
clases sociales. Tenla numerosos detensores eUuropeas, entre los
cuales destacan wWalras y Jevons. Al grupo se le conocio como los
margtnalistas. pues el centro de investigacién econdmica ya no fue
el crecimiento y el conflicto de clases 8i1no el estudio de las
interecciones de los individuos.

El nuevo paradigma explicoé muchas cosas que no habia logradso
el anterior, en especial los puntos tan delicados del sistemas de
precios}y pero, al igual que los paradigmas clasicos y marxistas
habi an perdido todo interés en los precios Justos de los
mgdinvaleg también los marginalistas presentaron poca atencion a
los temas del crecimiento y de la lucha de ciases que tanto habila

preocupado a 10s clisicos y marxistas.

La compresién de éstas y otras cuestiones es la recompensa

del estudio de la microeconomia.
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1.1.3 Sintesis neoclasica y teorla macroecondmica.

En la actualidad existen corrientes divergentes respecto a la
macroeconomi a moderna. Al igual gque los uwltimos cincuenta affos,
uno de ellos se denomina clasico y hace hincapie en el papel del
ajuste de los precios en los mercados competitivos. Pone de
relieve la forma en que los precios Yy los salarios puecen variar
para eliminar el exceso de demanda y oferta elevando o reduciendo
el precio de un- factor o de un producto. El enfoque clasico ha
predominado durante una gran parte del pensamiento econdmico vy ha
resurgido &n las décadas de 1970 y 1780.

Camo  veremos, este enfoque tuvo que enfrentarse a dos
“contratiempos" durante la década de 1930, En este periodo el
desempleo fue muy elevado Yy persistid en unos altos niveles
durante mis de una década. Todo el mundo viéd que el mercado de
trabajo no estaba vaciindose, sino que estaba produciéndose alguna
falla econdmica.

El seqgundo “contratiempo" fue el desarrollo del enfoque
keynestiano. ha Teoria general de Keynes, publicada por prisera vez
en 1936, presentaba upa forma alternativa de comprentder la
macroeconomi a. Reconocia gue los periodos de prolongado desempieo
son propiedades 1ntrinsecas de una economia capitalista. La
diferenci1a cruclal entre el modelo Keynesliano y el clasico era el
argumento de Keynes de que los salarios vy los prec»xos son
inflexibles. Dicho de otra forma, los mercados no se vacian porque
los salarios y los precios se desplazan lentamente hacia el punto

en el que se igualan la oferta y la demanda.*®
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Los E:onhmxstas de la década de 193U arficaimente no puaieron
darse cuenta del enorme ejército oe trabajadores dgsempleauns aue
solitaban trabajar y vendian lapices en las esﬁulnas de las
calles, Las terarlias macroecondmicas clasicas no ofrecian mihguna
via para comprender este enorme y persistente desempleo.

E1 momento gue llega Keynes, dificilmente podria haber sido
mejor. Pero miAs importante es el hecho de que ofrecia por praimera
vez una cuncepcién‘ totalmente nueva de la forma en que
evolucionaria la economia a lo largo del tiempo y anunciaba la era
de la macroecondmia moderna. Como se dijo lineas atras, 1la pieza
central de las ideas de keynes era el rechazo del postulado de los
salarios y los precios flexibles.

La definicidn de macroeconomia moderna es la wvisidn qlaobal
del proceso de distribucion de los bienes y servicilos producidos
por una nacién. £l sistema de precios es un concepto 1mportante va
que resuelve tres cuestiones basicas acerca de la asighacién ' de
recursos para la produccaion de los bienes a distribuir en la
nacidn: g,Bué bienes se produciran?, Jscomo se produciran? y gpara
qQuién se produciran? Las fuerzas de la oferta y la demanda que
actdan a travées del sistema de precios influyen en la mayoria de
las decisiones que responﬁen a estas ainterrogantes. Si1n embargo,
no sdlo existe el mundo mercantii.. Ademas de las fuerzas de
mercado, existen muchas otras que afectan la asignacidn de
recursos. Una de las mas importantes., ajenas al mercado, es el
gobierno, el cual realiza muchas funciones esenclalmente
econdmicas, como:

1) establecimiento de u; sistema legalty es decar, los

tribunales. servicios reguladores y vigilantes oe toco tipo de



_ transaccisn entre individuos de la misma sociedad:

2) Promocton de la competencia. una de las funciones del
gobierno es seryir como protecéor del’ sistema competitivo. El
gobierno intenta

3) estabilizar la economia al suwavizar las altas y las bajas
de la actividad empresartal, otra funcién es la de

4) redistribuir el ingresa. Dicha redistribucien utiliza dos
sistemas: el impuesto progresivo sobre bienes y 1los pagos de
transferenciaj es decir, que pague mas impuestos guien mas tiene o
mas gana. Estos pagas son efectuados a individuos que no
realizaron ningun bien o servicio. Los tres pagos de transferencia
monetaria mas importante en un sistema capitalista suele ser la
asistencia publica. el seguro social y en algunos otros patses el
seguro contra desempleo. Una de las principales concecuencias de
que oscile la actividad empresarial es el desempleo resultante,
particularmente de los obreros, pero tambiéen de los demas factores
de produccion. Dos conceptos 1importantes en el estudio de 1la
macroecohoml a son el ahorro y la tnversidén. El aharro .puede
definirse como el acto de no consumir, ya que todo lo que no se
consume, por definicion, se ahorra. La inversién puede
considerarse como una actividad que emplea recursos en tal forma
que permitan mayor produccién, y por ende, mayor conhsumo en el
futuro. Como podemos ver e1 gobierno es responsable del buen
funcionamiento de la estabillidad econdmica de su naciédn, ya que
por medio de su politica y sus departamentos, ellos regulan la
actividad economica. Parte esencial de la evaluagion del
funcionamemto de la macroeconomia. es descrita por indices

matematicos, como puede ser el PIBR (Producto Interno Bruto), el



PNN (Producto Naciona! Neto), el PP (indice: de. Frecios. -al
Poductor), el IPC (Indice de Precios al Consumidor), ei Desempleo.
el IN (Ingreso Nacional), el IP (Ingreso Personali)., el Ahorro, la
Inversiédn, Todo estos estudios se realizan con la perspectiva de
ser un pais mAs competitivo (comercialmente hablando) a nivel
1nternacionatl.

El calculo infimitesimal, tal como se aplica en el analisis
econdmico, como uso corriete hace referencia a u tipo de analisis
cuyo objeto es, o bien puede ser, trazar y estuogiar las
trayectorias temporales espect ficas de las variables, o bien.
determinar para un tiempo dado., s1 esas varlables tenderan a
converger hacia ciertos valores (de equilibrio). Este tipo oe
informacioen es importante porque viene a cubrir una laguna muy

significativa no abordad en los estudios de sconomia clasica.



1.2 Dos pilares matematicos de la economia.

A pesar de que la teorf{a econdmica ortodoxa se apoya, desde
la revoluciédn marginal  (Walras, Jevons Menger) hasta nuestros
dias, en cAlculo infinitesimal, una importante corriente del
p;nsamiento econdmico moderno esta orientada a cuestionar tanto
los aspectos microecandmicos, como 1os aspectos macroecondmicos de
la teoria ortodoxa.

Instrumentos esenciales de esta critica devastadora son el
Algebra lineal y métodos estads sticos, pitares para el
cuestionamiento de algunas teorias econdmicas no convecionales,
como los que se analizan en el capitulo 2.

Este inciso aporta los elementos del algebra lineal y de los
mdtodos estadisticos baAsicos para desarrollar las teorlas

econdmicas alternativas.
1.2.1 Algebra Lineal.

£l Algebra lineal es fundamental en el estudio de modelos
econométricos ya que estos se describen como matrices (espacios
vectoriales). Y en esta disciplina de las matemiticas nosotros nos

familiarizaremos con estos aspectos.
1. Espacios vector:ales

Iniciaremos revisando las propiedades del camps de los

eros reales R.

-3 La terradura en la adicién,
Para todo x,y € R e+ x+y ¢ R

&) La adicién es conmutativa.
Para todo x,y € R e x+y=y+x
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c) La adicion es asociativa, v
Para todo x,y,z & R e (x+y) +22x+ (y+Z)

a> Elemento neutro aditivo.
Para todo x ¢ R , existe un elemento dnico "G"' @ R‘tgl‘ que
w40 = » R . X

e) Elemento inverso aditivo,. S e
Para todo x e R, existe un unico elemento x* (-x) &€ R tal gue
x+x'= O, - e

n La cerradura en el producto.
Para todo x,y € R eup X2y € R

&) El producto es conmutativo.
Para todo x,y € R e %ty = y#x

h) EL producto es asociativo.
Para todo x,y:2 € R ¢+ xk(y&kz) = (xty)sz

) Elemento neutro en el producto.
Para todo x ¢ R, existe un elemento unico "i" e R, tal que
x¥1 = %

T Elemento i1nverso en el producta.

Para tado x e R, existe un tnico elemento x’ (1/x) € R tal que

XEx’ = 1

) El producto es distributivo respecto a la ad;CXOn.

Para todo X,y,z € R - x$({y+z) = x%y + x&z

Definicion: Tado conjunto F para el cual se definan dos
operaciones que satisfagan las condiciones anteriores se llama
campo.

De/im:cién:' Un espacico vectorial V es la estructura
algebraica que contiene a un conjunto de, slementos de la forma
(X1,X2,...¢Xn) COn n € N. Estos elemantos se denomiaran vectores.
los Xi pertenecen a un campo F. El conjunto es cerrado bajo dos
operaciones definidas llamadas aoicién vectorial vy producto
escatar:

a) Adicidn: Se asocia a tada par de vectores a,/f de V¥ un

vector a+3 de ¥V, llamado suma de o y 3, de tal modo que:

i) La adicién es conmutativa, o + 3 =773 + o
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te) La adici1én es asociativa, a +{3+y) = (a+3) + 3

tey) Existe un unico vector 0 de V., 1lamado vector
nulo, tal que a + O = a, para cada o € V3

v fara cada vector « de V¥, existe un unico vegtur
-a de ¥V, tal que a + (-a) = 6;

b) Producto escalar: Se asocia a cada escalar cde F y a
cada vector a de ¥ a un vector ca en ¥, llamado producto
de ¢ y a, de tal modo que:

) la = &, para todo a de Vj
ti) (eddax = clda), para todo c,d de F y a de V3
tit) cla+fl) = ca + ¢3, para todo ¢ de F y a,f3 de V3

tv) (c+dda = ca + day, para todo c.d de F y a de V.

Ejémplo. Sea F cualquier campao y sea V el conjunto de todas
las n-adag & = (Xt,....,Xn) y 3 = (Yi.....,.¥n) con K,Yi de F.

La suma de a + /7 se define por:

a + 3 = (Xt+Ys, Xz+¥Yz2,....,.XntY¥n),

El producta de un escalar ¢ y el vector a se define por:

co % (cXtyeeeyEXn).

Gue esta adicién y producto cumplen con las propiedades a v b
es un hecho facil de demostrar utilizando las propiedades de el
campo F.

A continuacidén demostraremnos solamente algunas

ta.t La adicion es conmutativa, a + 3 = 3 + a.

Sea an(Xty.ea9Xn)y B3=(Y1..0.,¥n).

A+ 3= (X % Yi,ueag¥Xn + ¥n) Por definicidén de
adicién,

(XK14Y8y e v ao g Xnt¥n) B8 (Yi+X1y. 00y YntXr) Propiedades del
campo F.
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(Y;+XA,...-Yn+Xn)“= ni+a ‘; ; ’ L Oueda demostrado.

‘& Fy a.BeV.

Por def. del

producto.

; . 3 campo F.
(cX:*cY;.;..;:Xﬂ#éY;i-kex{,:..,ckn)+(:¥:....,:Yn)
c(x:,...,Xn)+c(Yg,-;.;Yn)-ca + Eﬁ. Queda demostrado
Defintctén: Una mairiz m x n sobre el compo F @8 una

Funcibq A de los elementos del campo £ al conjunto de 108 pares

ordenados (,}), 1S i Sm, 15 j; Sn. Se escribe de la forma

- TTP e
A= . B = (a 2

amiy . . o, 0mn

cada elemento oij se denomina entraﬁa de la matriz, \'Z se
localiza en el correpondiente renglon « y en la columna j de la
matriz,

Se definen tres Operaciones elementales de renglones,
que pueden efectuarse sobre una matriz:

) Producto de un renglén de A por un escalar ¢ no nulo de

L) Remplazo del r—¢simo renglédn de A por el rengleon dado

par (br + cs), donde & y ¢ son elementos de F diferentes de cero vy
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r® 5.

tit) Intercambio de dos renglones de A.

Ahora definiremos Operaciones elemsntales entre matrices.

La adicién de matrices estd dada por la regla

Qly . « =g0Un Bitse o ooftin -’
A+B = . I TR =
Gmiye « «jy0mn miy e o oafimn

s tFtsy e = o = gQUNHUN

CtmatfImig e o o = cCmntImn

El producteo de matrices esta dado por

CUtye +» o sOEN 1,6 o ogfian
AxB = A ‘ T ox s . =€ =gl
CtMis s » »p0tmn fimtye o »yfimn

n
Donde Cij = F atrfirj.
r=s

Observaciones:

£) En la adicion debemos tener cuidado de que las

matrices

a sumar sean del mismo tamafio, es decir que tengan el mismo numero

de renglones y columnas,
to) En el producto debemos cuidar que el numero de
de la primera matriz sea igual al nmumero de renglones de
matriz. De otra manera, no podrAa efectuarse el producto.
Definicidn: Una matriz A se denomina cuadrada si
En particular, S1 se satisface oij = aji para cada
entonces se denomina matriz simetrica.

La matriz cuyos elementos satisfacen alj = 1 con t=J,
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ia segunda

n = m.
entrada
au = 0,



con (®;, se denomina matria tdentidad, Esfa matr1z es muy utit oy

se denata por [/ .
nxn

Defintcidn: Sea A una matriz  socbre un kcampo £ se
dice que esta matriz es tnversidle si por medio de aperaciones

elementales se puede hacer una matriz identica.

Propiedad: Es facil verificar que el conjunto de las

matrices de m x n es un espacio vectorial.

Definicidn: Un vector 2 de V se dice combinaciédn lineal de
los vectores aty,...,on en V, si existen escalares ci1.....cn de tail

forma que

n
3 = cioud...+cnan = F cion,
i=a

Ejemplo. Sea el vector 7 = (12,3,-4) y 1los vectores
au=(1,0,0), ca=(0,1,0), oa=(0,0,1), mostraremos que B -1}

combinacién lineal de los vectores o, oz, oa.

Sabemos por hipotesis que
€12,3,~8) = ¢1(1,0,0)+c2(0,1,0) +c3(0,0,1)
Igualando elemento a elemento tenemos que:
12 = c1(1)+c2(0) +ca Q)
3 = e1(0)+c2ll)+c3(0)
=4 = c1(Q)+c2(0) +ca (1)
De donde:

€1 = 123 ¢z = 33 c3 = -4

Por lo que f# es combinacién lineal de cu, az., ca.

Definicidn: Sea V un espacio vectorial sabre el ‘campo F.

33



Un subespactio vectorial de V es un subconjunto W de V que, con las
operaciones de adicion vectorial y prooucto escalar sobre V. es

también un espacio vectorial sobre F.

teorema: Un subconjunto no vacio W de ¥V es un subespacio de
vV si, y solo si1, para todo par de vectores a, (3 de W y todo

escalar ¢ de F, el vector ca + 3 esta en W.

Demastracién: Supdngase que W sea un subconjunto no vaclio de
VvV tal que ca + 2 pertenezca a ¥ para todos los vectores o, 3 de W
y todos los escalares ¢ de F. Como no es vacio, existe un vector p

en ¥ y, por tanto

-1¢(p) + p = O esta en W.
Ahora bien, %1 a es cualquier vector
ca = ca + O esta en W.
En particular,
(-a = ~a esta en W.
Finalmaente, 81 a y # estdn en ¥, entonces
a + 1= ila + 3 ests en W,
Asl, W es un subespacio de V.

Ejemplo. En F", el conjunto Oe las n-adas (Xtye.es%n) con X
= 0 es un subespacio, pero el conjunto de las n-adas con Xs = +

X2 no es un subespacio (n =2 2).

Prueba:
Sea a = (0,Xzy...,Xn): 2 = (0,¥2,.0.,Yn).

C(0yX2s000gXn) + (O,¥2,.0.,¥n) = (€0, X2y30e0,Xn) + (O,¥2,...,Yn) =

= (cO+0,X24Y2,...4Xnt¥n) = (0,22,.00eln)
Como (0,Z2,...,In) pertenece a el subespacio entonces . el
conjunto de las n~adas (0,X2,...,Xn) es un subespacio sobre Fo.

Sea o = (1+X2,X2,...4Xn}3 3 = (1+¥Y2,¥2,...,¥Yn).

Cl14X2 X2Zs0neykn) + {14Y2,Y2,. sYn) =

(C(14+X2) X2y oo Xns + (14Y¥Y2,¥2,..0.Yn) =
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= telteXatleYa, XatVa, 00y Xnd¥n) = (et1+Za,2a, .00,y 2nbi,

Como el elemento  (c+1+22,22y...,2Zn) . ‘no ‘s’ de..

{1+X2,X2,. Xn) entonces este conjunto de elémentns ‘de FT

un. subespacio de Fo

Ejemplo. El conjunto W de las matrices cuadkadas .slaietFlcés
de 2 x 2 forman un subespacio del espacio de las matrices. de-n x n

vV sobre el campo F.
Prueba.

Sean A,B e W, dos matrices sSimétricas de 2 x 2
por demostrar que D = ¢cA + B c W (es simétrical.
Como A, B son matrices simétricas cumplen con

hipétesis a1 = cus; (1 = 1 @ F
Uz = o213 M2 = 21 @ F
oczs = ocuzy fizr ¥ 12 @ F
2z = o223 f322 = fi2z € F

catg,couz 11, (12

ch + B = + =
cozl,co22 1y 322

. [r:cu.ﬂ-ﬂu. casz+{iaz ] S11, b2

cozL+izs, cozzefzz &21, S22

Como cout+fi11 = cous+fitr = S
cazs+fizs = caa+Nz = Sz = 512
cozz+fizz = cozz+fizz = b1z

por hipdtesis.

Entonces la matriz D es simétrica de 2 x 2, por lo tanto

el cenjunto de todas las matrices sipétricas de 2 x 2 forman un

subespacio vectorial del espacio vectorial de todas la matrices de

n % n sobre el campo F.

Definicidn: Cuando todos los vectores de un espacio V

pueden obtenerse mediante un conjunto finito de vectores, se dice

que tal conjunto es un conjunto generador del espacio V.
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Ejemplo. . Los vectores dé R’pueden ser expresados como
cambinaciones lineales de 1os cuatro vectores del conjunto
W = {(-2,0,0), (0,1,00, (0,0,-1)2
coma se muestra a continuacidn.
Sea (X,Y,2) un vector cualquiera de R®. Dicho vector sera una
combinacién lineal de los vectores de W si existen escalares ci1,

czy c3, tales gue
(X,¥,2) = c1(~2,0.,0)+4c2{0, 1,0)+c0 (0,0,-1) 1)

Para la adicié6n y el producto por un escalar y 1la igualdad

usuales en R'. la expresién (1) es equivalente a) sistema

—2c1 =
=
13

N x

cz
2ez—<¢s
De donde:

et =~ i c2 = ¥p en m —Z42Y.

En consecuencia, existen escalares c¢i1, cz, ¢3 que satisfacen
la expresion (1) para cualquier valor de X, ¥, Z, por lo tanto W

es un conjunto generador de R®.
Defintcidn: Sea W a {(aa,...y0n} un conjunto de vectores:

1) W es linealmente dependiente si existen escalares

€Ly...y¢n NO tados iguales a cero, tales que

Crou+a s +Cnon = O

i) W es linealmente tndependiente si la igualdad
cioa+. .. *cnan = O

sdlo se satisface coneci = c2 =. , . = ¢cn =0,
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Ejemplo. Sea el cun;untu woET(=2,0,0) 7 W e (0.0.:—‘1)) v

el conjunto Wi = €(~2,0,0) " 1,0). S0, U= ) (O 1.-1;} mostrar

que W es linealmente lndenendxente vy h‘/x" es lxnealmente

dependiente.

i)

(0;0,0) = ci(-2 0 0)+cz(0,l 0)-":!(0 0,—1)

1gualandn términa a termino

~2c4 20
c2 =0
3 =0

De donde: R
c-=-——%—; cz = 03 c3 = =0,
Como c1= cz= ca= O entonces ¥ es linealmente independiente.
Te)
(0,0,0) = c£(~2,0,0)+c2(0,1,0)+ca(U,0,~2)+ca (01,1}

igualando término a término

=2c1 = 0
c2tce = O
2cz2~ca~ce = 0
De donde:
ct = Q3 2 = =C43 C3 = Ce} C4 = Ao
Como k es cualquier elemento diferénte de cero de R entonces
existe al menos ce » O, por lo que Wi es '.llnea]mente dependiente.
Definrction: Se llama base de un espacio vectorial ¥V a un

conjunto generador de V que ademis es linealmente independiente.

En los e)emplos anteri1ores vimas que el canjunto B=((-2,0,0),
(0,1, (Q,0,-1)3, genera el espacio vectortial 8 v ademas aue es
un conjunto linealmente 1ndepenoiente, por 1o anterior sabemos

entances que 3 es una base del espacio vectorial ®?.
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Definicion: Sea ¥ un espacio vectorial’ sob
{es,....an) @5 una base de V se dice que V eside di

cual se denota con

dim({(¥}) = n

en particular, si1 ¥V = (0}, dim(¥) = 0, -

Ejemplo. La dimensién de R es dimiR" = 33
La dimension de L = { (X,2%,3X) | X eR } @s:
dim(L) = 1. Puesto que el conjunto «i,2,3)) es Vuﬁa

base de L.

Definicidn: S1 ¥V es un espacio vectorial  de. . dimension
finita, una dase ordenada de ¥ es una sucesion finita de Vv'e'ctur'es :

linealmente independientes y que genera V.

Esto es que para vector (3 en V existira una base (g eeeeand
vy 50l0 una n-ada (X1,...,Xn) cuyo producto vectorial con la  base

cumpla can

n
$3 = 5 Xiew
=g

y ademas a cada X se le llamara Hia i=ésima " coordenada de  a

respecto a la base ordenada.

Defintcidn: A el conjunto de ve .y &n} de el

espacio ¥ = F", se le llama base candnica . si’ ‘para caoa ei. la
entrada t—¢sima de el vector es igual a‘ vy cero en todas . las

demids entradas.
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Ejemplo. Sea (os,es,es} la’ base canonica de F* entonces

o1 =.(1,0,0)
ez = (0,1,0)
es = (0,0,1)



Il. Transformaciones Lineales.

Dé/inicibn: Sean V y W dos espacios vectoriales  sobre el
campa F.:Una Transformacion Lineal de V en W es una funcion 7 de Vv
en ¥ tal gue

Tica+3) = cTila) + T3}

para todos los vectores a, 7 de V y todos los escalares ¢ del
campa F.

Defintcion: La transformacidén lineal T sobre el campo £,

tal que 7o = a, me denomina la transformacidn lineal identica (I).

Ejemplo. Si 4 as cualquier espacio vectorial. la
transformacién identidad 1. definida por la = a, es una
transformacion lineal de VYV en V. La transformacién cero O,

definida por Oa = 0, es una transformacidén lineal de V en V.

Ejemplo. Sea F un campa y sea ¥ el espacio vectorial dge 1la

funciones polinomios / de i‘ en F, dado por
S} = co + CaX * aneuvnt ckxk.

DFIR) = €3 + 262X + avuu.t+ KekeaXENL
Dande D s la derivada de la funcidn polinomio.

Demastracién. Mostraremos gque D es una transformaciéen lineal

de V en V.
Sean las polincmios
SR = bo + BaX 4 eae..+ bEXS.
BUx) = do + duX + .....+ kXS,

Con &i, dv en el campo F.
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por demostrar

Tic/ + g) =cltf) +Tg

La demostracién se hara observando el resultado. de . cada  una

de las partes de la igualdad.

2.- Tlcf + g) =

T Cotbo + b1X + coneet BKX) + (do + daX + aouvot kX3 =
T (cbo + cBsX + weeent cOKXX + do + daX + .oueot deX) =

T ELlcbo +do) + (cbsX + diX}) + .

Como ¢, bi, di pertenecen a un campo, ocurre
adiciones entre ellos pertenece el campo, por lo que la

anterior se reduce a

T [(ao) + (atX) + .....+ (@xX)3 =
Donde ai = cbi + di
T flao) + (aaX) + .

(U).— c(Tf) + Tg =

vot (ebrX4aex*)1 =

que las

exprasiodn

cet (@R m o+ ZarX 4 .o tkakeeXT,

€ To + BiX + cuvaat bEX) + Tido + diX + .ouout X521 =

{cbs + 2cba2X + .
(Cbt + di) +2(cba+dadX + ....+ K{Ck-ttck-1) X< =

Como ¢, &i, di pertenecen a un campo, ocurre
adiciones entre ellos pertenece el campo, por esto la

anterior se reduce a

@+ 2azX + ...l it Kak-ax¥?

Dande a. = ¢cbi + i

Ahora como

Ed.~ Tlef + &) = a1 + 2a2X + eh e tkaxetn¥?

y tambieén

Lt).~ cltf) + Tg = a1 + 202K +

crka-a X

a1

ot ckok-1X5) & At 4 2d2X ¢ .a..t KoBe-tXKT

l)-

que las

expresion



la igualdad se cumple, por lro‘ qt.'qe la funcién derivada de

polinomios s una transformacién lineal.

Teorema: Sea V un espacio vectorial de dimensién Ffinita

sobre el campo F,

sea (a4,....an} una base ordenada de V. Sean W

un espacio vectorial sobre el mismo campo F y' fBi,..e50n vectores

cualesquiera de W.

de T de Vv en ¥ tal

Toi = [,

Demostracien:

Entonces existe una dnica transformacion lineatl

que

: = Lyesehe

Para demostrar dque existe una transformacién

lineal 7 tal que Tai = i, se sigue

Dado a de ¥V, existe una Unica n-ada (a1,...,an) tal que

a = qou + . . . + anan.

Para este vector a se define

Entnces,

Ta = cuftt + . o+ + + anfin.

T es una correspondencia bien definida que

asocia a cada vector a de V¥ un vector Ta de W. De la definicidn

queda claro que Taw = (R para cada i.

Para ver que T es lineal, sea

3 = diau + . . . + dnan

De Vv y sea ¢ cualquier escalar de £. Ahora

ca + 3= (cat+d1dat + .eees + (Cantdndan

De donde,

por definicion

Tlca + 3} = (caa+d1)fit + ..... + (can+dn)fin

Par otra parte,

" n n )
T(a) + TR = cT aifh + T difi = § (cai + dh) fi.

i=4 v=1 izg
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T(ca + M) = c(Ta) +. T
Si U es una transfarmacion lineal de V' en'W can Ucis_  fi,

L= L, deey Ny entonces para-el vector

n
a = ¥ bial
i=1

Se tiene

n n "
Ua = UE bici = [ billoi) = £ b,

img XY i=s

Con 1o que U es exactamente la misma correspondencia T
que se definié antes, lo que demuestra que 1la transformac:ion

lineal T con Toi = 3i, es anica.

Ejempla. Los vectores ou=(},2), cawx(3,4) son limealmente
independientes y, por tanto, forman una base de ®*. De acuerdo con
el teorema anterior, existe una Unica transformacion lineal de Rz

en RY tal que

Tleu) = (3,2,1)
Tlo2) = (4,5,4),

De ser asi, se debe poder encontrar Tie1). Encontrados los
escalares ci1,cz tales que e1 = ciou + czuz: Se sabe entonces que
Tes = caTos + caTaz. 51 (1,0) = cz(l,Z‘) + ¢2(3,4), entonces c1=-2
y c2= t. Con lo que

T(1,0) = ~2(3,2,1)+(6,5,4) = (0,1,2).

Definicitn: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el
campo F y sea T una transformacidén lineal de V en W, El1 espacio
nulo de T es el conjunto de taodos los vectores o de V tales que Ta

= 0,
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51 ¥ es'de dimé’nsxén Ginita“ ’kel/'rvango de 7T es la dimensidn de
la imagen’de.T y la nulided de T es la dimensién del espacio nulo

de T.

Teorema:;. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el campo
F y sea T una transformacidn lineal de v en W. supongase que V es

de dimension finita. Entonces
range(T) + nulidad(T) = dim(V}.

Demostracian: Sea {(c4,....,0k} una base de N, el espacio
nulo de T. Existen vectores ok+ty,.....0n ©n 14 t...ales que
{cu,...5an) €5 una base de V. FPodemos demostrar ahora que
{Tokstyee..Ton) €5 una base para la 1magen de T, ¥y como Toi = [V
para ;3 < k, se ve gue Toak+si,...,70n genera 1 imagen. Para ver que
estos vectores son linealmente i1ndependientes. supéngase gue Se

tienen escalares ci. tales que

n
L cidTai) = 0O
irkes -

Esto dice que
n
T cilxi) = O
izket

Y en consecuencia. el vector

n
Ecwi =«
izkeyt

pertenece al espacio nulo de I'. Comb oue...,0tk Forman una
base de N, deben existir escalares biv.....bk tales gue
k
L b = &

iz

Con lo que

a4



k L
i bial +Licjajie 0
i=s jrkes

y‘cumn Ay .eengOin SON lxﬁeaimente independientes. e debe
tener b1 = . . . = bk = cker = . ; . =¢cn = 0, 81 el rango de T es
r, el hecho de que Tok+s,...,Tan formen una base de la imagen aoe I
nos dice que r = n — k. Como k es la nulidad de 7T y n es la

dimension de ¥V, esta demostrado.

Teorema: Sean ¥V y W dos espacios vectoriales sobre el campo
F y sean T y U transformaciones lineales de ¥ en W. La funcion (7

+ ) definida por
(T + W) = Ta + U

es una transfarmacidn lineal de VYV en W. S1 ¢ es

cualquier elemento de ¥, la funcidn (¢T) definida por

eMa = c(Tax)

es una transformacién lineal de ¥V en W. E1 caonjunto de
todas las transfarmaciones lineales de V en W, Junto con la
adicién y el producto escalar aqui definidas, es un espaciao

vectorial sobre el campo F.

Demostracién: Supongase que T v U son transt+ormaciones

lineales de V en W, que se define (T + U) como se 1ndicd. Entances

(T + Ultca + ) = Tilca + (3) + Ulcaw + (1)
clTey + I3 + c(Uo) + U
ctTa + U + (T Uy
(T + Wa + T +up

Que dice que (T + U} es una transfcrmacién lineal. En  forma

analoga.
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eTiwda +.-03). = clT(da + 1)1 g
clad(Ta) + T3

cd(Ta) + ciT)

ale«Tad 3 + eI

dE{eTrald '+ (T3

nnon

Oue ‘dice que (¢7) es una transformacisdn lineal.

Para demostrar que es un espacio vectorial se tiene que
comprobar  que cumple las propiedades antes mencionadas de espacio

vectorial para la adicién vectorial y el proaucto escalar.

Teorema: Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre el campo
F. Sea T una transformacién lineal de V en W y u una
transformacién lineal de W en Z. Entonces la funcién compuesta UT
definida por UT(a) = U(T{a)) es una transformacidn lineal de V en

2.

Demostracion:
Writca + ) = ULlTtcax + 1311
= Utc(Ta) + T(3)]
= clUTed ) + T(3)

A = cLU(Tal ) + UTR
s cL(WTiad + (UTI3.

Defintecidn; 81 V es un espacio vectorial sobre el campo F,.
un operador lineal sobre V¥V es una transformaciéon lineal de V en Vv,

LV,¥).

En el caso del teorema anterior, cuando ¥ = W = 2, en que U vy
T - son operadores lineales en el espaclo ¥, se ve que la
compasicidn UT es también un operador l:i:neal sobre V. Ast. el
espacio L(V.V) tiene un «productad» definido por4 composicidn. E£n
este caso el operador TU también esta gefinido, v oebe observarse
que en general UT » TU. es decair. UT =~ UT = 0. Fara la composicien

T con I« se usara la notacién 72. y en general "= T



veces). Se ‘define I°='7 s1. I = U,

Una funcion-T de'V en' W se dice tnversible . s1

; -De/‘x,ﬁtc 'on.vfr

exns’cé una . fURCIén U de W en. V- tal que U7 es ‘la fuhctén -~ 10enti1oao

de v v . TU esila funcién 1dentidad. de W. S1 7. es. xnyersvjb[e, la

funcion U 'es-unica y: se representa por 7 .’Mas ‘aun. r es

“Inversible.s1 y. solo s1,
i) T es 1nyectiva., esto es, 8i Ta =77 implica a = [3

(%) T es sobrevectiva, esto es, ta amagen de I
cotncide con W.

Teorema: Sean ¥V y W dos espacios vectoriales. sobre el campo
F y sea T una transformacidn lineal de ¥ en W. S:1 . I es i1nversible,
entbnces la funcion reciproca T es una transformacicen lineal der

W sobre V.
Demostracion:
Sean {31 v {32 dos vectores de ¥ vy aéa e un Vescalar.
Gueremos demostrar que
T ep + P2y o= T+ T2,

Sea o = T'llis. v = 1,23 esto es, sea o el unico vector
de ¥V, tal que Taw = fh. ’ AN
Como T es lineal,
T(cou + oz) = cTas + Taz = o + ffz.
Asl, cou + az e5 @l unico vector oe V gque es aplicado

por T en.c/i + (32, y asl .

I epr + A2) = cau + o2 = T s o+ (TT02)

v 't es lineal.
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Defini&iéh:‘ Se dice que la transformacidn lineal T es no
singutar 51 Ta = 9 amplica o = 0;-es ué:xr.' s :el,'espacxu nule de

T es.(0). Evidentemente. T es inyectiva si'y. solo’ 81, T es no

singular.

T es no singular s1 y, solo -ada subconiunto

li1nealmente i1ndependiente ae V sovbre ';un"" sunéon:unto linealmente
1noependiente de W.
Demostracién: Supongase pramero que 7 es no singular. Sea 3

un subconjunto linealmente 1ndependiente de V. Si1 o, ok son

vectores pertenecientes a 8. entonces los vectores Tau, Tak  son

linealmente independientes; si

C1lToul+. s tckiTak) = Q
Entonces
Ttetou+, . . +ckak) = O
y como T es no singular

ciet, . +ckok = O

de lo gue se sigue con cada c¢i = O, pues '3 es un
conjunto 1ndependiente. Este razonamtento muestra oue la i1magen de
3 por [I' es 1ndependiente.

Supongase que T aplica subconjuntos i1ndependientes sopre
subconjuntos 1ndependientes. Sea o« un vector no nuio de V.
Entonces el conjunto X que consta del solo wvector o es
independiente. La 1magen de B es €] copjlunto Que consta dei solo
vector Ta. Por tanto, Ta = O, pues el conjunto que consta cel solo

vector nulo es dependiente: lo que muestra que el espacio nulo - de
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I es el espacio :erb.,ves,uecxr.' es:no.sinquta

Ejémplu., 'S'ea F 'un«éampo v.sea: T el operaoor lineal sobre #?

‘gefipido. por T (. X2S 7= (Xe X2y A0 0 Entr::nces “Tiiess no il sinqulary
pues si T(Xi.X2) .= 0'se ti/e}\e, EER :
X+ X2 =0
X = Q
Con lo que Xs = X2 = Q. También se ve que 7T es sobreyectiva,
pues s1 (Z1,Z2) es cualawmier vector de Fz. para ver que (21,222

pertenece a la imagen de T se han de encontrar escalares X v A2

tales que

Xs + Xz ®m 21
X1 = 22

v la soiucxén obvia ' es X1 = 2. X2 = 21 =~ 2. Este ultimo

calculo de una formula explicita para 7"". a saber,

T™2s,22) = (22,2s-220.

Definticiodn: Sea V un espacio vectorial de dimensien n
sobre el campo F, y sea W un espacio vectorial ae dimensién m
sobre el campo F. Sea B = (ai.....0n} una base ordenada de V, v
sea B’ (M....,{in} una base ordenada de W¥W. 51 T es culagquier
transformacion ltneal de V en W, entonces T esti determinada por
54 efecto sobre los vectores . Caca uno ae los n vectores I'ow e .
expresa de manera Unica como combinacién tineal

n

Travr = F Ay
vz

de los /4., Los escalares Aij.....HAm; son las cooroenaocas ae Tz en

la base ordenada 3‘. For consicuiente, transformacien esta
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determinada = por

expresion

se 11ama’

determina ‘la

SIB1 e = Kol T + %¥non @S un vector de ¥V, entonces

N RS ) e m, m n
Ta' = T AR Xjaj) '="8 X(Tajd) ‘=L X D Ajsi = & (L AuXj ) Bie
i=t i=1 izt i= izt

Si X es la matriz de las coérdenadas de « en la base ordenada
B, entonces el cAlculo anterior muestra que AX es la matriz de las
coordenadas del vector Ta en la base B’, ya que el escalar
n
T AX)
i=2
Es el elemento de la t—ésima renglén de la matriz AX.
Obsérvese también que s1 A es culaquier matriz m x n sobre el
campo £, entonces

n m n
T (F Xjeg) = (5 Mix; ) i
j=a j=a

define una transformacién lineal 7 de V en W, ita matriz de la

cual es A respecto a 3, B’. escribi¢ndolo formalmente se tiene:

teorema: Sean V un espacio vectorial de dimension n
sobre el campo F, y ¥ un espacio vectorial de dimensi®dn m sobre el
campo £, Sean B una base ordenada de V y 3” una base ordenada de
W. Para cada transformacién lineatl T de V en W. existe una matriz

m x n, A, Ccuyos elementos pertenecen a £, tal que

[Tcn]:s‘ = ti\[r:d_,8



Para todo vector a en V.

correspondencia biyectiva entre @liile
transformaciones lineales de V. . en w}lyr‘e;-

matrices m x n sobre el campo F.

Ejemplo. Sea V el espacio de todas las‘ful_'n:u:mes 'p'o‘l'x,'nomios

de R en R de la forma

F(X) = co + c1X + c2x® + ean®

esto es, el espacio de las funciones polinomias de grado tres
o menor. £1 operador derivacién {(antes yva definidot, aplica "V ‘en
¥V, va que D «decrece el grado». Sea B la base ordenada de V que’

consta de cuatro funciones fi1, f2. fa. fe definidas por fi = x"‘.

Entonces
D(f1) = o, Dft = Of1 + Ofz + Ofa + Gfae
D(fs) = 1. Df1 = 1f1 + Of2 + Ufs + Ofe
D(f1) = 22X, Dft = Ofs + 272 + Ofs + Ofs
D(Fey = 3X°5, Dft = Of1 + Of2 + Ifs + Of«

con lo que la matriz de D en la base ordenada % es

[¥) v (¢} (V)
{Dls = 1 7] O [
[ 2 (4] 0
o V] 3 o
Definicion: Sean A y B dos _matrices icuadraagas;s n x n

sabre el campo F. Se dice que H es semejante a A sobre F s1 existe

una matriz inversible n x n, F sobre £ tal que B = P-'AP.

Definicion: S1 V es un espacio vectorial sobre el campo F.
una transformacién lineal f de ¥V en el campo de escatares F se

llama tambien un funcional lineal sobre ¥. Hi se comienca aesde el



prxnc:pio. esto quaiere decir gue. es una funcien de V en F, tal

que
flea + 3) = cfta) + (M

para todos los vectores a y (3 de V y todos los escalares c de
F. El concepto de funcional lineal &s amportante para el estudio
de los espacios vectoriales de dimensién finita, pues ayuda a
organxzér y clarificar el estudio de los subespacios. ) las

ecuaciones lineales y las coordenadas.

Ejemplo. Sea F un campo Yy sean [-3 S ) escalares

pertenecientes a F. Definase una funcién f en F por
FXtyavasXn) = 51Xt + . o . + Xnbn.

Entonces f es funcional linea sobre F". Es el funcionai
lineal representado por la matriz (b1,....bn 1 respecto a la base
ordenada candnica de F" y la base (1} de F:

bi o= fleid, L= lyeeaegne

Todo funcional lineal sobre F" es de esta forma para ciertos

escalares b1,....5n. Ell0 se sigue de la definicidén de funcional

{1neal, ya que definimos bt = fle.) v empleando la linealidaag

FXtgueuaXn) = fU PXiei ) = TDXufleltr = Ibiki.
i

i i

Defintecidén: Si A es una matriz de m x n sabre el campo F.
la transpueste de A €5 la matriz de m X n. A‘. getinida pnr.ﬂ"ij =

Aji.
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111, Pol1inom1os.

Defintcidn: Sea F un campo. Un Algebra tineal sobre el
campo F es un espacio vectorial & sobre £ con otra operacisn,
llamada preducto de vectores, QUE asocla a cada par. de vectores o,
3 de & un vector o en ¥ llamada el producto de a y /3, de tal modo

que

L) El producto es asociativo,
alfir) = oMy

tY) . El producto es distributivo con respecto  a’ la
- adicién,

alfi + y) = oy + oy
iie) Para todo escalar c¢ de £,

clafl) = tcalft = alefdr.

Si existe un elemento 1| en «J tal que fa = o] = o para todo «
de &, ¥ se llama un Algedbra lineal con unidad sobre £, v a | se le
llama la unidad de &. El aAlgebra & se dice cennutativa si off = flo

de «.

gjemplo. El conjunto de las matrices n x n sobre un tampo,
con las operaciones comunes, &5 un aAlgebra lineal con unidad, en
particular el campo mismo es un algebra lineal con unidad. k&kste

aAlgebra no es conmutativa s1 n = 2.,

Definicidn: E1  vector (U.l.04....0..) Jueqa un papei
destacado en lo gue siqQue y S8 representari  siempre  por X, (-8}
producto de x poar si mismo n veces se representard por x v s

hara que xo = 1, Entonces

2 . PR .
= 001 00eaaars s (00,0, 10l )
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Y« &n general, para todo entero k = 0. (zk)l: =1y (:rk)n = 0
para tode entero n # k. Para concluir observamos que €1 conjunto
formado por 1, =x, m}, . .A., es i1ndepengiente e infinito. Asy que
el algebra £® no es de dimensién finita.

El algebra F® se llama tambien algebra de L.as series formales
de potenctas sobre F. El elemento f = (f, fi1, f2, « . ) se suele
escribir

(-]
f = E o
n=0 .
Ahora estamos en condiciones de definir un polinomio sobre

el campo F.

Defintcidn: Sea Flx] es subespacio de F® generado por las
vectores 1, =x, 1?, « + « Un elemento de FIx]l se 1llama poLtﬁomto

sobre £,

Como Fixl consta de todas las combinacaiones libeales
tfinitas) de x y sus potencias, un vectaor no nulo f de F® es un
polinomio si, y solo si, existe un epnteron > o tal que fn ® G vy
tal que fk = O para todos los enteros A > n; este entero (cuando
existe) es obviamente Gnico y se llama grado de f. Se representara

el grado de un polinomio f por grd fc. y no se asignariA grado al

polinamio 0. Si f es un polinomio no hulo de grado n se tiene que

o -

f = fox + fix + fzxz + ..+ jnx". Sn =20
Los escalares fo, fi. f3. - . . ~ Jfn son llamagos los
coeficientes oe f, vy se dira que § es un polinomaoa con

coeficientes en .
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Teorema: Sean f,g polinomios no nulos sobre £, Entances

) f#£ es un polinamio no nulo;
i) . grd(fg) = grd(f) + grdig):
ie) Si f + g = O, = grd(f + g) <

< max.(grd f. ard g).

Coreolartio: Supdngase que f, ¢ ¥ A son polinomios sobre el

campo F tales que f # O v fg = fh =» g = h.)

Demostracién:

Como fg = fh entonces

f{g = h) = U entances

8 —h =0, ya que f = O.
Otros mas se desprenden facilmente de la demostracidn del

teorema anterior, y algunos de ellos haremos mencidn. Supdngase

/=L s y & = L sd.

izo j=o
Entonces se tiene que

men .
f& = L (L fras-rix".

=20 r=o

El caso particular se f = cxm. g = dx" con c. o en F se

reduce a

(ex™ (@) = cax™",

Ahaora el producte esta dado por

f =L frgie™

[

Donde la suma se extiende sobre todos los pares de ordenados

te S tales gque O S ¢t S my 05 5 < n.

Definicion: Sea & un Algebra lineal con umidad sabre et
campo F.

°
Se 1ndicard la unidadg 4 por | y se canviene que o = 1

U
[}



para todo a de‘.d. Entonces ‘a cada ‘polinomio f = b} /'ux‘ sobre F vy o

de # se asocia un elemento f(a) ‘de s pOFito

entonces B
1 1]} T 0 2 3 o
fB)y =2 + =
- 0 1 -1 2 -3 &
tie) S8i & es un algebra de todos los operadores lineales en
< y T es el elemento de & dado por
Ttcs, ¢z, ea) = (1¥Z2c1, c2, 1v7Zcw)
entonces f(T) es el operador lineal sabre <® definido
por

S {Trics, cz. e8) = (O, 3cz, 0).

Teorema: Sea F un campo vy & un Algebra lineal con unidao



~ sobre £. Supéngase que f v g son polinamios: sobre Fique o es  un

elemento de & v que c pertenece a f. En‘t‘pnces;'

) etf + grta) = af (o) i+ig )
i) (fg) ta) = fledgic) L i

Demostraciédn: Agui demostrarein’qsk

Supédngase que

m
f =L fix
i3
sg =
y luego por ¢
. m . n . E
&) ) = F figiatti = [ 5 it { ) g'\u"] = 4 te) glad.
vl img i=a B

Ahora hablaremos de aquellos temas que dependen ante:todo ,ldé

la estructura multiplicativa del algebra de los polinomios
un campo.

Lema: Supsdngase que f y A son polinomios no” nulos sdbré
un campo F tal que grdfh) = grd{f). Entonces existe un polinamio g

de FLx] tal que

f —hg =0 o grd(f - hg) < qgrd f

Demostracion: Supdngase que

m-1

/ = amx” + § aix’, am = U °
iz=o
Y que
n-z
h = bnx + L bixt, bn = O,
t=o

Entonces m 2 n., vy

f - am] & Th = 0O o grcil” 1~ fam :z"'":h;] <ardf)
- &n 4

a7



'r‘car;npo F y h .es

diferente de’U, en: Fix] tales que

0 y @l IR
tE) i oe,id. = 0'o.grd d'< grd-h”

t.os pnl‘inomins que satisfacen £y T son anicos.

Defintcién: Sea A un polinomio no nulo sobre el campo F.
S1 f pertenece a Flxl, el teorema anterior dice que existe, a lo
maAs, un polinomioc g en Flxl tal que f = Ag. §i° tal ‘g existe se
dice que h divide a f, que f es divisible por h, que f es un
maltiplo de h y que g es el cocliente de f por h. Se escribira,

pues, g = f/h.

Corolarto: Sea f un polinomio sobre el campo F y sea ¢ un
elemaento dé F. Entonces f es divisible por x - ¢ si. y S0lo si.

fler = o,

Defintction: Sea £ un campo. Un elemento ¢ de F se dice

ralz, o un cero, de un paolinomio dado f sobre F s1 fic) = O.

Corolartio: Un polinomio f de grado n sobre el campo F

tiene a lo mas n raices en F.

Demostracién: La tesis es obviamente para los polinomios de
grado 0y t de grado L. Supdngase que es cirerta para los
polinomios de grado n~1. Sl1u a es una railz de f. f = (x =~ aiq.
aonde @ tiene grado n—t. Como f) = u 51, v s@lo S1. 2 = b 0 qid)

= U, se sique por la Mipdtesis de i1nduccion que f tiene a io mas n



raices. Mas adelante se verad como la operador aerxvada nos ayuodara

para encontrar las n raices del Dolxnumxu.

Definticion: Sea £ un campo. Un polinom:io f de Flxl se dice .
reducible sobre £ s1 existen polinomios g, h . en Flxl de grago 2 1
tales que f = gh, y sS1 no. se dice que es ﬁrreducltblé sobre £. Un
polinomio no escalar irreductible sobre F se llama polinomio prime
sobre F y a veces se dice solamente que es primo en Flxl].

Ejemplo. El polinomio »* + 1 es reducible sobre el campo <€

de los numeros complejos. En efecto

el =mdx o+ L) x - )

Y los polinomios x + &, x — { pertenecen a los Clxj. Por otra
parte, &+ 1 es irreducible sobre el campa' R de los numeros
reales. Pues si

X+ 1 = (ax + bita’x + &)

con a, a’, b, &' en R, entonces
aa’ =1, ad’ + ba’ = O, bb? = 1.
Estas relaciones implican que & o+ b’ = Q. lo que es

imposible con numeros reales ¢ y &, amenos que a = & = Q.



1v., Determinantes

Definticiodn: Un antlio es un conjunta K, Jjunto con dos

operaciones (x, p} ~— x + y ¥ (x, y) ~—» xp que satisfacen:

L) K es un campo conmutativo para la operacién adicién
(x, p*¥ — = + y3
tL) o) 7 = x(yz), el producto es asoiciativo;
L) x{y + ) = xy + xz7 (x + Plg = x3 +yz. se cumplen las

dos leyes distriputivas.

S1 xy = ¢ para todo x e y de F, se dice que el anillo es
conmutativeo. 51 existe un elemento 1 en X tal gue xl = Ilx = x para

todo x, se dice que K as un antillo con unidad, v 1 es la untidad de
K.
Defintcion: Sea X un amillo comnmutativo con umdad, n un

entero positivo y sea D es una funcién que asigna a cada matriz n

x n sobre K un escalar D(A) en K. Se dice que D es n-lineal 51

para cada t, 1 € ¢ £ n, D es una funcién lineal del t~é4s1Mm0

rengldn cuando las otras (n - 1) filas se dejan fi1jas.

Esta'def-lnicxon requiere una explicacidn miAs detallada. S1 2D

es una funcien de K™ en K, Y 81 a4, . -« . 4an 50N los renglones

de la matriz A, se puede escribir también

DAy = Dtate » o » JOWN)

Esto es, se puede consigerar D como la funcion de los
renglones de A. La afirmacidn de agque D es n—-lineal quiere decar
entances

Dicts; + o o gCONFCRT, o . 4 gon)} = DM, L. 4 4Oy, » . eON) +

Dl o+ « qai’, o . Jon).

(1N



Si se fijan .los. rénglnr\es{ ‘excepto’. el

considera D como: la;’funcieni‘de :efl

conveniente escribtir D (ot

abrevia como: sigue
D(caii

Siempre gue quedé claro ‘su'sxgnificadb.
Ejemplo. - Sean ki, -.. .7« -skn enteros positivos, | £ kR Sn, vy
seaa un elemento de K. Para. toda matriz n x n sobre X, se define

DIA) = afll,kade » AN AN .

Entonces la funcidn D defimda es n-lineal. Esto es cierto sa
se toma en cuenta que D €s uha Funciodh de el renglon . dejando
fijas las otras, se tiene

Diai) = AL Ki}d

dande b es un elemento fijo de K. Sea ev = (MAn’. ... «Pun)

entonces se tiene
Dicai + ai’) = [eA(L, ki) + A’ (ki) IO = eDlaw) + Dial’).

Con 1llo que D es una funcién lineal de cada una de los
renglones de A.

Una funcién n-lineal particular de este tipo &s

DAY = A1tA22e « ~Ann.
Es decir, el producto de los elementos de la diagonal es una

funcién n-lineal sabre K™,

Definicidn; Sea D una funcién n—linesi. Se oice que D es

alternada si se cumplen las siguientes condgiciones:



t) D(A) = ¢ cuando dos rengloness

(X9 S1 A’ es una matriz que se obtiensg 1ntercambianao dos
renglones oce A, entonces DiA7) = —D(A).
Defintcidn: Sea X un anillo conmutativo con untidad vy sea n

un entero pasitivo. Supéngase que D es una funcion de ‘matrices n x
n sobre X en XK. Decimos gque D es una funcién determinante s: D .es

n-lineal, alternada, y si1 D<) = L.

Ahora mostraremos que existe exactemente una . funcidén
determinante sobre las matrices de n x n sobre K. Ello se ve
facilmente para las matrices 1 x 1, A = [al, sobre K. La funcién
dada por D(A) = a es una Fun:ién'determinante v, evidentemente, es
!a Unica funci1on determinante de las matrices 1 x 1. Estamos,
pues, en condiciones de considerar el casc n = 2. La funcion

DAY = Aifzz - A12A21
es una funcidn determinante.

Definticion: Sea A la matriz de n x n sobre X, se dice que
A e@s no singular si1 D(A) <> O, de suceder que DLA) = O entonces

se dice que A es singular

Calculo de determinantes

El método mias sencillo para resolver determinantes se conoce
como "regla de Sarrus", Este método se emplea para calcular
determinantes de segundo y tercer orden.

Para calcular el valor de un determinante de segundo orden
empleando la regla de Sarrus. se efectta el producto de los
elementos de la diagonal principal v a éste se resta el producto

de los elementos ¢ la diagonal secuncaria. En forma esquematicas

a a1z

= aita@zz - a4za2
azs  az2

o2



Como se ve, el repultado que arrola la reqia de Sarrus

coincide con la definicién de determinante.

Para calcular el valor de un determinante de tercer orogen
empleando la regla de Sarrus, se' efectua el producto de la
diagonal principal y de ias dos diagonales paralelas a eila: el
término diagonales paralelas se debe a que, cuando se emplea el
artificio que consiste en valver a escribar los dos praimeros
regliones a continuacidn del tercero, los elementos en cuestion
aparecen formando diagonales paralelas a la princapal. A ta suma
de dichos productos se le restan los productos de la diagonal

secundaria y de las dos paralelas a ella. &En forma esgauematica:

air a1z aas
a2 a2z az’ = [aiiazzass + az1q92a43 + qQssaszazsl} -
ass asz aqs3 ~ [ai1sazzas: + azsaszais + assaizazsl
ait a1z asa
azs  azz  qz3

Defintcion: Se llama cofactor de una matriz A a el
elemento Cij = D{Ara) donde r,s # {, ). esto lo podemos 1lustrar

en un ejemplo
Sea la matriz de 3 x 3, A sobre F.

azz azs
asz aas

Cu=

Dfinicidn: Se llama matriz adjunta de A. a la matriz de
transpuesta de los cofactores de A. Formalmente, sea A = faij) una
matriz de n x n sohre F, y éea Ci) el cofactor del elemento aij.

se llama ad)unta de A a la matriz

Adl(A) = [&ij], donde by = Ci

Calcuio de i1a matriz inversa por medio de la adjunta v el
determinante.



Teorema:  “S1'A ®s -una matrizide n'x n con  elementos de  F.

entonces

= DAY In

Demoétkgéié

“dande bij = Cij

Por 1o que i’ L : .
(Ad3 A). = LR

: RPN n
Fij's L aik bkj = T aik Cik
- k=1 ke

Donde

En consecuencia para t = J se tiene gue

n
Fiy = PiL = § aik Cik
k=1

Oue es el desarvollo por cofactores. segun el i—¢simo renglén

del determinante de A; por lo que,
Pii = D(A)

Aqur omitiremos la prueba de Pij = 0, para ¢ # J, pero
adelante lo tomaremos por hecho.
Teorema: Sea A una matriz de n x n sobre F: A

solo si1. D(A) = O

Demostracion:
for el tearema anterior tenemos que
AlAd) A) = DWA)In

Por lo que, si D(A) # 0 de la expresion anterior ,se
que
1 =
mtﬂ(ﬁd.‘ A)) = UIn

esto es

1
A[D-—m—’—“\d.! Al In

mas

existe si, vy

sigue



En consecuencia

-1 1
A = BTAT (Ady ' A)

y a™t existe, ya que la adjunta de A existe para inda_' matels
A. Entonces si B : o :

D(A) %0 la matriz A existe y se l:a(l’l:u;‘a“dve 1a f‘brﬁné

At =

1 .
BTAT (Ad3 A}

Ejenﬁ:llo. Sea la matriz

1 0 2
A= 3 -1 4
2 1 0

calcular la matriz inversa por el método de la Ad) 'y el .

-1 4 3 4 3 -
Cnul 10! = -4 Caz =(-l)| 20' 2 ~8 Cia = Iz 1 =. 5
~ - 02 12 : - Vo] oo
m-(1)|10|=2 sz=|2°| 4 c:-=(n,21|-j

2l1ez2 o _ _ 12| L _]-tho "
Cas -1 4| 2 t:az=(n, 341 2 Cas |3"1| ey

Por lo tanto
-4 2 2
Adj A = 8 -4 2
S -1

y el D{A) = l; Por lo que

—2/5 1/3 18
=, |4s8 ~2,3 t/3
TS ~sS -1/0

Defintcion: Sea ¥ un espaci1o vectorial sobre el campo F

\4

sea T un operador lineal sobre V. Un wvalor propto de T es un

escalar ¢ de F tal que pxiste un vector no nulo a con Ta = ca. Si

¢ es un valor propilo de 7, entonces
L) cualquier a tal que Ta = ca se llama vector propte oe I

asociado al valor propia ci

65



i) .- la coleccién de todos los o tales que.Ta = ca se 1lama

espacio propio asociado & 'c.

vTeorama;f‘Séa 7 un operador lineal sobre un espacio V¥V  de
dimension finita 9 seé ¢ un escalar. Es facil comprobar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

t)‘ c.es un valor propio de 7.

v‘ﬁﬂ) El operador (T. - cl) es singular (no inversaible).
i) DT — ¢cl) = 0.
Defintctidn: Si A es una matriz n x n sobre el campo £, un

valor propto de A en F es un escalar ¢ de F tal que 1la matriz
(A = cl) es singular (ﬁo 1inversible).

Esta definicién es clara ya que se sigue del teorema anterior
que s1 el D de una matriz es cero entonces la matriz es singular
como se vio anteriormente. Como ¢ es un valor propio de A si. Vv
soio s1, DA — ¢l) = 0, o en forma equivalente s1, vy solo Si
Dicl -~ A) = O, se puede construir la matriz (xI - A) con e]eﬁentus
polindmicos y considerar el polinomio f = Dixl - A). En tal caso
los valores propios de A en £ son los escalares ¢ de F tales que
f{c) = 0. Por esta razén se sigue la siguiente definicion

Definicton: af =Dixl - A) se le llama el polinomio
caracteristico de A.

Es importante observar que f es un polinomio con fm = 1 de
grado n. Lo cual es facilmente compraobable pnor la formula para el
determinante ge una matriz en términos de sus elementos.

Lema: Las matrices semejantes tienen el mesmo polinomio

caracteristico.

bo



Demostracien. . Si-B = P"Al?,,re_r?tqm:es
Dixl - BY = Dxl = FLAE) = D (P I S )P

= DPTYDxl = AIDIP) = Dl = h

Ejemplo. Sea T el nbev{ador' lineal sobre. R* rep?ésentaﬁo_ por
la matriz A en la base candmca S i E
Cfo -1
A= [1 0]'
El polinomio caracteristico de T (o de A) es

x 1 r3
Dixl A) = [_1 x] = + 1.
Como este polinomio tiene raices no reales. - T no tiene
valores propios. Si U es el operador lineal definido sobre c* v

representado por A en la base ordenada canénica, entonces U s: tiene

dos valores propios, ¢ y -t en C.
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V. Sistemas de ecuaciones lineales.
Supsdngase que F es un campo, Se conéiderau~e1 problema de
encontrar n escalares (elementos de &) m,xz,...,%xn gue satisfagan

las condiciones.

osexs + cuza2 + ...+ ounxn = 8
azixy + a22x2 + ... + oznxn = Y
. . . . (1-1)

amixs + am2x2 + ... + dmnxn = pm

donde Y1, ...3pm Y oy, cON 15iEm, 1£i%n, son elementos de F.
Bonde (l-1)} se la llama un sistama de m ecuaciones lineales con n
incdgnitas, Todo vector de n elementos de F que satisfaga cada una
de las‘ecuacxcnes de (i1~1) se llama solucion del sistema. 61
Wm=R=,, . Spm= 0, se dice que el sistema es homogéneo , o0 que cada
una de las ecuaciones &5 homogénea.

La técnica que utilizaremos para vesolver este tipo de
problemas es la técnica matricial, ya que coma s ve un sistema de
ecuaciones lineales &s un espacio vectorial, por 1o que - ahora

apreviaremos el sistema de ecuaciones de la siguiente manera:

Ax = y
dande
ity s « «q0Un x4 wn
A = . : 1 : H ¥ = : .
a;s.. N ..am; u; ll':l

A.se llama matriz de los coeficientes del sistema: X es el
vector de incédgnitas v ¥ es vector de términps 1ndependientes

conocidos.

Teprema: Si A es una matriz de8 n X TN los siguientes

enunciados son equivalentes:
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¢y “RangotA) =n
L)V A In
i) "’Exi:s’te A
vyl EL D(A) = O
‘v) 'Los renglones de A son linealmente independientes.

vt).  Las columnas de A son linealmente independientes.

En lo anterior se establece una condicidén necesaria vy
suficiente para la existencia de solugiones de un sistema de
ecuaciones  lineales, utilizando el concepto de rango. Dicho
concepto también se utiliza para observar la um.cxdad o
multiplicidad de saluciones.

Para ello consi‘deremcs el sistema anteraior. Definamos ahara
una nueva matriz, a la que llamaremos matriz aumentada el si1stema

y representaremos con A’, de la siguiente manera:

[ 7Y S ) W
Ar= . . .
Omiee o+ +y0mn vm

Para e] analisis que se desarrolla a continuacidn nos
apoyaremos en la siguiente expresién ve;t:nria.l sobre F". La cual

es también ec 'ivalente a la expresisn anterior,

cug [-Tt3 agn w
oz o2z ozn

21 . +  x2 - . .+ XN . = . « 1a k1
am amz ctnm ym

De esta expresiédn se slgue gue et sistema tiene solucidn g1,
y solo si1, existen escalares x.a2.....%n gue expresen a y como

combinacién lineal de las columnas de A. £sto es si1., Yy solo si, ¥
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pertenece al espac]c generado por las columnas de A.

Para enunciar esta condiciédn en términos de el ramno de Ay
A’ bastard observar que s1 y es una combinacion lineal de las
columnas de A el rangé de A’no varia, pero si Yy es linealmente
independiente de las columnas de A el rango se 1ncrementa en 1. es

decir, rango A’ = n + 1. En consecuencia, podemos concluir que

Teorema: El sistema de ecuaciones lineales Ax = py es
compatible, es decir, tiene solucién si, vy solo si, rango{A) =

rango(A’}).

Supongamos ahora que £] sistema es compatible y veamos bajo
que condicioies es determinado, comparando el rango de A con el

namero de i1ncdgnitas del sistema:s

S1 el rango(A) = n el conjunto formado por las n columnas de
A es 1xnéa1mente independiente y, por lo tanto, constitdye una
base del espacio generado por las columnas de A3 entonces los
escalares x1,x,....2n son las coordenacas del vectar Yy en dicha
base. y sabemos ademas gque cualquier vector coordenada en una base
es unico, por 1o que la solucidn del sistema es unica.

Supongamos ahora que rango(A) = r < n£ entonces cualquier
base del espacio generador de columnas de A contiene r columnas de
A. Consideremos. si1n pardida de generalidad, que las r primeras
columnas de A forman una base de dicho espacio: de esta manera la

expresion 1.1l se puede escribir

N1C1 + A2CZ + ... + XXCr + XreaCret + ... 4+XNCn =y



donde (€. Tz, 'c'}r)‘:f:orman unérbqéé ‘del espacio  generado

por las columnas:de " A. i de ‘un ‘espacio

roducto poriun escalar sé' tiene

escalares’

vector

es un elemento-del espaci

como tambien lo es el vectar

Y = 2reiCres’ #

:'.. 'f:ann‘
Debido a la cerradura Ven .\ar adicién.. En consecuencia,, para
culaquier valor de 2r+ty, . ... s =n la ecuacidn 7
P — 2rstCret + ..o +XnCn = xaCt + 2262 + ... + Cr

tiene solucidn Gnica para las variables xa, a2, +y 2. Esto

implica que el sistema 1.Il es indeterminado, puesto qu:: podemos
asignar valores arbitrarios a las aincégnitas axret, ... « ® ¥
obtener los correspondientes valores de ' X, 2. - « T ogue
satisfacen la expresién i.l. En resumen puede concluirse  lo

siguientes

Teorema: Sea fAx = y un sistema compat:ible de m ecuaciones
lineales con n 1ncégnitas: S ranqp\A) = n el sigtema es
determinado y s1 rango{(A) < n el sistema es 1ndetermipado.

fara resolver un sistema de ecuaclones lineales, observaremos
si el D(A) ® 0 ya que si1 esto no sucede el sistema de ecuaci1ones
no tiene solucién y se dice que la matriz A es singular, -3}
DA} # O, tomaremos la matriz aumentada A’ y le aplicaremos
operaciones elementales de renglones hasta que sea de la forma

escalonada como S€ muestra a contlnuacidan:



ﬁu.. i e sfan | ba
‘.(?zz.. - . .

Wog, oy Oyf3mn &m

Donde ﬂu puede ser xgual a cero para ¢ <) J y mayor que cero

para t = j. 'Si esto nu sut:ede el sistema no tiene una solucién

unica, si sucede la snlucxon es

-1 b1
4l s
xn om

+ fanxn = bs
+ fiznoen = b2

ﬂm-xn-xxh-: + ﬁm-xn:r:n = bm-A
< e fmnaxn = bm

‘Esto se simpl )fu:é

&j = Epiixi

(o3} .
x) H——-—'ﬂ:l’ . Donde [irj es el coeficiente de x)
Y 1 ¢ 2m 1= j)=n

Por 1o que el conlunto de (X3, .... XJ. ...y *n} B85 1 vector

soluciéon de el sistema de ecuac:iones lineales.

Geaomotricamente el vector resultante es el punto de

interseccidn, de los planos que forman caga una de tas tunciones

definidas por el sistema, estas funciones ho  Selo pueden ser

planos, también podrian forman cuerpos en el espacio. Ahora cuandgo

nosotraos encontramos gque e! vector solucidn ge nuestro sistema no

es un:ico podemos tener como solucidn una recta, un plano 6 tai ve:r
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un cuerpo, es decir, que la 1Aterseccidn - ge | nuestras - ecuaciones
podrian ser los elementos ‘antes mencionados ;re:ias.. planos. O

cuerpos). i : L



VI _‘El ‘espacic o6 FUNC1ONes  conti nuas.:

Dominio : Codominio

Ejemplo. Sea la regla de asociacidn, gque para cada elemento

en el conjunto A se le asocia el duplo de este mismo. S1 x & A

entonces
flx) = 2x
Defintciéon de limite: Sea fi(x) uma funcidén gue estay
defimiga en todos los valores de x cerca de o, con la

excepcidn posible de xo mismo. Se dice que & es el limite de fCx
cuando x tiende a x, 51 la diferencia entre fix) y & pueden
hacerse tan pequeffa como se desee con solo restringir a x a - estar.

lo suficientemente cerca de . Simbolicamente es

Zim fix) = b o f({x) — b cuando x — xo
x —» XO

Ademas el limite es un operador lineal, por -lo _-que conserva
todas las propiedades de ellos.
Ejemplo. Sea f(x) = (& + 91/4ix ~ 3). evaldérﬁémés‘,'el limite

cuando x tiende a 3

Lim fix) = tim LG + 91/ (% = 3)17 ="
X ~» 3 x —» 3 o o

= tim (e + 3)ix = 3)/txi = 3] =
XX - a 3
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= fim (e + 3) = 3 4.3 &
X~ 3 g i

Para nuestro estudio tienen esne::a.l . .lnteres "flas funcaianes

continuas. estas son las funciones ‘uue no .- esentan en: ningun

punto 1nterrupciones N1 saltos abruptos ue la curv ue‘ descrioen,

De manera formal se escribiria:

Definiction: tUna funcadn y es conum.m en -vz =70 sx tanto

f(x0) como {tm f{x) exxsten Yy son 1guales.

X0 .
tim_ f(x) = fixo).
x— X0

Ejemplo. Una funcién continua en 1 punto x =:U es’la’“recta

fix) = 2x + 3, va que:

Zim f(x) = Lim Px + 3 = 200) + 3 =3
K-y O x—0

y ademas
fUuy = 2t + 3 = 3.
Como fim fi(x) y f(0) existen y son 1quales la. funcion
2x + SX—;: continua en el punto x = O. ’

Una funcién no continua (o discontlinua) serla

-1 81 x < U
fix) = Q s1r x = Q -
1 S1x > Q

ya que en el punto x = 0 Jla funcién da un salto abrupto

y rampe la curva descrita.
Teorema: Sean f y g dos funciones cuyo dominio esta- gefindo
en B € R v cuyo codominio es R™, entonces

L) S1 f/ es continua en xo € & y ¢ un escalar. tambien: lo
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tit)

v}

es cf,. .donde (cfOC(x) = cCflxD)

S1°f y g son continuas en xo, tambien lo es  f -+ g

donde (f 4+ g) (x) = flx) + gix)

Si'f y g son continuas en xo y m = .1, entonces la
funcisn producto fg definida por (fg)(x) = fixig(x)-es

contf nea en xo

. 81.f es continua en x0 y f ® O para todo elemento de

B, -entoneces el cociente 1/f es continuo en xo. conae
{(1/7)4x)=1//¢x)

S1 filx) = (f1(x)y ... fmix)), donde fi son las
Fu;v::unes componentes de f, entonces

Zim fix) = b = (D1, vsuy Dm)
x — zo

si, y solo si1

fim fi(x) = bi para cada €. = 1, ...y M
xX — X0

Fara ver que el conjunto de las funciones continuas s un

espacio vector:al. basta demostrar que es cerrado bajo las

operaciones adicién y producto, es decair, basta demostrar las

propiedades L y 1t del teorema anterior.

Demostracion:

Sea f y g dos funciones contlnuas en xo, y ademis

)

conti nua.

Zim fix) = b y tim gix) = 1
X —» XO x -— Xo

Por demostrar que la funcion htx) = (f + g)(x) es
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“del’ ‘¢im - sanemos

que

L eim g g) txd =b +1
x .~ X0

Por el otro lado sabemos que

tf + g)loo) = fo) + glom) = b + L

Ahara, comn el limite existe y es igual' a'b -0-"!.. “Fla adu::an

de dos funciones cont{nuas es continua.
Tit) Por dempstrar que la ~funcioén. hix)= '(15)(::) es

conti nua.

{tm (fg) (x) existe, Por las propiedades del <{im sabemos
x —r X0

Lim (fg)(x) = lim (fixIg(x)) =
x ~—~ X0 x — XO

Por ser el limite un operador hneal

= [Lim fix)ILlim gix)] = bl
x - X0 x —» x0

entonces

Em (fgrix) = bl
x —» XO

FPor el otro lado sapemos que

(fg)ixo) = [f (o) Ilgino)] = bL

77



Ahora, :nmn‘el»llmi:e'ékxsté'y es”iglial a bt. el prooucto oe

dos funciones cbhtlnuaéfeé ﬁbnﬁlruo'véﬁiparil:uiar;.el producto de
una funciédn no cnnséan:e#pn&‘uné'Fdnéxﬁﬁ constante gtx) = ¢ es
contl Nnuo. i : ‘ :

Lomo vimos | anteriormente el ':on;untn de ‘las tunciones
continuas de R a R™  forma un espacio - vectorial soore R, En

general, las funciones de R" a R™ farman un espacio vectorial

sobre R.

Ejemplo. Sea una func:idn continua fix,y) = (z?. X+ P Py

agui cada una de las componentes de f son cantlnuas.

Definicion: Se llama a la funcién gque asocia a un elemento
el mismo, funcidn ldéntica., es5 decir fi{x) = x y se denota f = [,
Corolarto: fodas las funciones resultado de operaciones

adici1on o producto de la runcién idéntica son contlinuas.
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VIi]. E]l espacio de la funciones derivables.
De/fm.cién.- La tasa de cambio promedio de una funcion . f
sobre ‘un ‘intervalo de x a x + Ax se detine por la razén Ay  /  Ax.

Ay  fix * Ax) — S (x)
Ax Ax

Ahorai s1 nosotros hacemos que Ax sSea 1o mas peauefia posible.
es,detir fim Ay / Ax, nos dara como resuitado la derivada .oe la
Ax~—r0 o

funcxan J 'y se denota por df

dx °

Ejemplo. Sea f(x) = 2 + 2, probaremos que la tuncion x| es -

su derivada.

Prueba. e AR e e
T 2 2 ;
tim /('x+A§; /(z)_= im [£3 *,Ax;a:z (X +z:_=
Ax—0 Ax—r0
tim Tt fofe 2 = 2 w2, 2ebx v st
Lx—0 Ax Ax-—0 ox

(,;m_(_z’_‘_l_A_;‘%"_= (Zx + 0)1 = 2x

Ax~s0

por 1o que, la gerivaca dge xz + 2 es 1qual a 2x.

Defintcidn: Sea la funcion /. s1 exirste su gerivada en

cada punto de su dominmo se dice que ;y s una funcion dertvable.

Propiedad Todas las funciones derivables son  continuas,
pero no todas las funciones continuas son derivables.

Con lo anterior, se deduce que:

Teorema: El conjunto de las +unciones derivables es un
espacio vectorial sobre R.

Demostracion:

A TESIS WD DEBE
. SE DR LA BiBURTERA




Se considera que el conjunto de tas funciones derivables es
un subconjunto de las funciones contlnuas. como se conservan tooas
las propiedades del espacio de las <funciones contlnuas, el
conjunto de las funciones derivables es un subespacio del conjunto
de las funciones continuas. Por lo tanto. es un espacio vectorial
de R,

La derivada para funciones vectoriales f = (fi, ...,y fn) es
afix) [d/n (x) d/n\z)]
dx dx ’ dx

crea

'La derivada formal de un polinomio es de gran utilivad en el
estudio de las raices multiples de los polinomios que se vieron
anteriormente, tLa derivada oe un polinomio

J = co ¥ cix + . . .+ enx”
es el polinomio
f? =S e+ 2c2x . . . o+ ncn-1x""t

También se usa la notacidén Df = f'. La funcidn derivada es
lineal, esto es, D es un operador lineal sobre Flxl. Se tienen las
derivadas formales de arden superior f" = Dz/, e o= D’/. ¥ asi

sucrsivamente.

Teorema C(Formula de Taylord: Sea F un campo. ¢ un
eiemento de £ y n un entero positivo. S1 f es un polinomo sobre £
con grd f £ n entonces

td
f=r i crix - erk.

:
K=o X!

Demostracién: La formula de Taylor es una consecuencia del
teorema del binomio v la linealidad de los operadores D, p2.....07
El teorema del binomio es facilmente demostrable por 1nduccion vy

dice que

au



Donde

(mobi+1)

[k], (3] (m—L)
Son’ los conuc1dn5 cceFlcientes binomiales que oan ‘el numero

de :nmbxnacianes de-m ob:etus tomadus de k en k. Por- el  teorema
del binomio
" =l +ix - 11" = }: [’“] ™ ix - er¥

Que es la formula de Taylor para f = x". S1

f = ;: amx™

mI0
entaonces
*fic) = }: am (D™ ) 1)
Y
ropky % (D x )
E"ET(':’(""C) = L L am - ) (x ~ ¥
k=0 N k m

it}

zam: ) tx ~ )= Fam™ = £

la modelaciéon de situaciones econdmicas dan fugar en general
a funciones Yy sistemas de ecuaciones. el analisis de los aspectos
tedricos de estos entes matematicos nos permite 1naucIr

aplicaciaones en el mundo econdmico.
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1.2.2 "Estaotstica

£l segundo elemento esencial para el desarrolio de teorias
econédmicas no convencionales estA representado como sé seffale  al
1nicio de este 1nciso, por los métodos estadisticos.

El estudio de la estadistica tiene un lugar escencial en la
formacidn de estas nuevas teorias ectondmicas porque ya que las
variables que incluyen tienen una clara relacidn con los fendmenos
reales. En consecuencia el estudio de esta discaiplina de las
matemAticas, lo haremos partiendo de la estadistica descriptiva
hasta llegar a la inferencia estadistica, definigndo asl su parte
probabili stica,

Iniciraremos definiendo algunos conceptos basicos.

Dejfintcion: La probabilidad de gue ocurra un evento Y se
define por el numero de casos favorables entre el numero de casos
totales, también se llama funcidn de prebabilided de Y y se denota
por P(Y = ).

Defintcion: Sea S un espacio muestral sobre el que se
encuentra definida una funcidn de probabilidad. Sea X una funcidn
de valor real definida sobre S, de manera que transforme los
resultados de S en puntos sobre la recta de los numeros reales. Se
dice entonces que X es5 una vartiable aleatoria.

Definicion: Cuando upa variable aleatoria toma un pumero
finito u i1nfinito numeranle ge valores se dice que es una variable
aleatoria discreta v S1 toma un numero 1Nf1Nito nNOo Numerable de

valores entonces se dice que es una varlable aleatoria continua.
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Ejemplo. . Una variable aleatorla’dxscréta és-}a résu;gado: de
lanzar al aire una moneda 10 veces., va gue’ solo ﬁhédéwitﬁm#r ‘Sos.
valores aguiala o sol. ) i

Una variable aleatoria continua es el peso’ ﬁé’ ias ‘nersanas
que trabajan y estudian en la UNAM, esto es por que el peso enractao

de las personas forman un conjunto i1ntimto de resultados.

La distribucidn de probabiligad ae una variable aleatoria
discreta y se puede representar por una fcrmula. una tabla o una
grafica que indique las probabilidades F(y) correpondiente a cada
uno de los valores 'de yp. Ademas para toda distribuciodn de
probabilidad de una variable aleatoria discreta, debe cumpl:irse io

siguiente:s

£)e—~ 0O 2 Pty» 21 para toda y

TL)e— L Py = 1 Donde la sumatoria toma todos
y los valores de v con
probapilidad diferente ae

cero.
Para el casc de una variable aleatoria continua donde
-~ < Yy < ®, y ademas

{)o= Ctm F(y) = F(~0) = 0
y—>-0 N

tt)e— tim Fiy) = Fiw) = 1
y—@

Sea F(y) la funcidn de destribucién de una variable aleatoria

continua Y. entonces /iy)., dado por

W) = = F7qy)

afty)
ay
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Siempre y cuando exista la'derivaﬁﬁ. se denomina  la. funcion

de densidad dé probabilidad pafa.la variable aleatoria Y. Donde

Fy =0 . cualquier:valor de'y
e
T/ Wty s
Defintcidn: Al reallzarﬁvarias veces un experimento para

conseguir 1nformacién acerca de un prabiema se obtiene un gqrupo de
resultados: ‘a cada resultado se le denomina dato u observacion, vy

a el conjunto de datos se le llama poblacidn, o espacio muestral.

Ejemplo. Al lanzar una moneda tres veces, supongmas que

observacidn:

ler. lanzamiento Aguilla
20. lanzamiento Sol poblacidén.
3er. lanzamiento Sol

i
Fara los estudios estadisticos es primordial hacer un

andlisis del fendmeno cuesti1éon. ya que dependiendo del tamafio v
estructura del fensmeno serad necesario solo tomar un  subcomjunto

de ¢l. 1o cual nos hace necesaria la siguiente definmicién.

Definiciédn: Al  subconjunto ae elementos de nuestra

poblacion o espariec muestral. se le llama muestra.

Ejemplo. §Si se desea conocer la duracion de los #0cos de una
cierta fabrica, seria antiecénomco probar todos los focos. En tal

caso conviene seleccionar una parte de los focos. probarlos vy
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chnstltulra
uracisdn . de

los focos.

Definicion: ' 8i 1la ubieﬁcibh Aévgﬁ daté b;ra:fé'm&;si?g ;o
afecta la oportumidad que los demas- eiementés ﬁe Jaiynuﬁxaclﬁn'
tienen de ser seleccicnados, 10s elementos son indekendientes. v
ademis el resultado de up experimento no influve en el resultado
ae los demas (spn  1ndepend:i:entes enére s, la muestra es

aleateria (representativad. Cuando los eiementos no cumplien  con

alguna ae estas propiledades se dice que la muestra es sesgada.

Nosotros hemos visto con lo anterior que podemos tomar & la
poblacion en su totalidad o una porcidn de ella, gque depe ser una
muestra aleator:a representativa para asl poder hacer 1Nferencias
estadi sticas. para esto usaremos los estadlisticos necesarios.
Antes es comveniente hacer la observacidn, de que, ai recaqger una
muestra encontraremos gue generalmente los datos en bruto MO son
utilizables. asi que deberemos maniputarlos s1n desviar
infaormacién., va gue esto nos reflejaria resultados erraoneos con
respecto al fendmeno de estudio. Para el analisis de los datos de
una muestra es necesario agruparlos, ordenarios, determinar  ta
frecuencia en que aparecen y presentarlos graticamente por meaio
de histogramas. Como & cCoONntilhuacion se muestra

Defintcidn: Se dice que el nimero de veces gue acurre  un
evento » &% la frecuencta del evento. v se denota fx. .

Nosotros podemos orgamzar los datos como  se presenta

adelante, para eacontrar con mavor tacilidao la frecuencia de un



evento.

Elementos

De la tabla anterior podem

os ver que:

fxtAy =3

FLRE:

Definicidn: La frecuenc
frecuencia de el evento a obser

realizo el experimento. Esto es

fr

= 4, etc.

ia relativa

Evento - - L]

As 21 - 25 21, 23, 24, 3

26 —-30 T26, 26, 28, 30 4

31 ~ 35 31 1

D: 86 — 40 37, 40 2

;E::-41 - 46 41, 43. 43, 45 4
n = 14

es el cociente

var vy el numero de veces n

= fx

n

En el ejemplo anterior se obtiene que la frecuencia

del evento A es
friAy =

Defintctdn: tntervatos

fxtAy 3
n 14

de clastficacidn son

entre la

que se

relativa

aquellos

subconyuntos de la muestra que se obtienen de ordenar y clasificar

los datos en subconjuntos.

86



 HISTOGRAMA DE -
 FRECUENCIAS

DR
el

FRECLENGES
r>
-r

%

L«

EVENTD !

Deftnicidn: A las frecuencias de clase divididas entre el
ancho del intervalo de clase correspondiente, las llamaremos
Jrecuencias de clase normalizadas. © simplemente, [recuencias

normalizadas.

Ejemplo. Si una frecuencia de clase es i1gual a 6 v el ancho

de su intervalo es 10, la frecuencia de clase normalizada es &/1u.

Definicidn: El punto medio de cada intervalo se denomina
marca de clase, y a la grafica Qque pasa por tOMOS 105  pPuUNtos
medios de las barvras del histoagrama se le l1ama polligeone de

frecuencias. como se pueOe OBSErvar a Continuaclén
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La razén prancipal para agrupar los datos, calcular las
distribuciones de frecuencias y presentar graficamente’ los
resultados. es determinar el comportamiento del fendmeno que
interesa analizar. Aunque un histograma. por ejemplo, proporciona
bastante i1nformacién, en ocasiones es suficiente contar con
algunas descraipciones numéiricas de la distribuciéen: tales numeros
proporcionan una 1dea de los valores de la variable alrededor de
los cuales tienden a aglomerarse las observaciones tmedidas de
postcién o tendencia centrald, o dan una i1dea de la dispersidén o
variabilidad de las observaciones imedidas de dispersién -3
variadilidad), para poder asi aplicar directamente los
estadisticos con mucha certeza en nuestras afirmaciones acerca del
fendmeno. Las medidas de tendencia central y dipgersion basicas

para un analisis son los que a continuacidn se citan
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Defintcidn: Se le llamard a todos los resultados posibles
recogidos directamente del experimento medidas 'v son las
sigumientes

frecuencia del evento;

mediana;

moda;

media;

varianza;

desviactédn estandar.

Defintcidn: A todos los resultados que se obtiepen de

trabajar con las medidas se les denomina estadisticos.

Definicidn: Un estimador s una regia, que gstablece codmo
calcular una estimacion basada en las mediciones contenidas en upa

muestra.

Definicidn: L.a mediana es el valor de la variabie que
divide una distribucién de frecuencias acumulacas. en dos partes
iguales, cuando esta cae dentro de un i1ntervalo se calcula como

sigue

n/2 = jo

“Ac b

mediana = fc
Donde
fe = frecuancia del intervalo que contiene a la memana

fa = frecuencia acumulada hasta el limite i1nferior

8c = Ancho del i1ntervalo que contiene a ta mediana
n = nimero de datos que contiene ja muestra
L = limite real inferior oel intervalo que ia contiene
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Ejemplo. Sean los datos 12,13.14,15,23,24,25,27.30 la
mediana seria el valor central de el conjunto de datos en este
caso 23.

Defintcion: En una distribucidn de frecuencias, la clase
con la mayor frecuentia se llama moda. Cuando oOcurre que dos
clases coinciden con ser de maxima frecuencia se dice que la
distribucion es bimodal. si1 el numero de clases con frecuencia

maxima es n se dice que ia distribucidn es n-modal.

Definicidn; Se dice que una distribucién es simétrica, s1
la distribucién es simétrica con respecto a la moda. Cuando Lo

anterior no sucede se dice entonces que la distribucadn es

G T

GRAFICA DE i
| DISTRIBUCION SIMETRICA :
5 5+ ‘ g
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| i |

| |
|




Definician: La media eps otra . medida de tendencia central v

se define por

calcula
s
=4 -
x =22
Definicion: Sea ¥ una variable aleatoria: ‘discreta con

funcién de probabilidad P(y). Entonces, el valor = esperade. de..Y,.

E(Y). esta definido por
EtYY = £ ()
k4
FPara el caso de una variable aleatoria continua
®
Ey = [ yrandy
-

Si P(y) es upa caracterizacidn exacta de la distribucion de
frecuencias de la poblacidn, entonces E(y) = p, que es La media de

la pablacién.

Defintcion: Sea g\¥) upa funcion de una variable aieatoria
dicreta Y. que tiene una funcién de probabllidad Ply). Entonces el

valor esperado d g{(Y) esta oefinido por

E [giY)d = L glyre iy
. ¥



Hasta este momento hemos definido medidas de tendencia de las

distribuciones, pero también es muy mportante observar la
dispersiéon de los datos de las distribuciones. a continuacidn

estudiaremos las medidas de dispersion comunes.

Defintcidn: Se la Llama desviacidn a la diferencia de las
observac:ones y su media, es decir s1 x es ia media de una muestra

y o son las observaciones de la misma entonces

desviacién = o - X para todo x en la muestra

Definicidn: La vartanza describe la dispersion promedio de

2
una muestra es denotada por ¢  y se calcula como sigue

n
£ ta - 0¥
az = i=4
n

Donde fx es la frecuencia de la observacién xd, si la muestra

fo es ordenada se reduce a

£ a - 0?
R = izt
n
Ya que fx es igual a 1. )
Definicion: La varianza de una varaiable aleatoria, esta

definida tambien como el vaior esperando de (Y - u)z. €s decar,

vartyY) = E LY - yrzl

Definicion: Otra medida de dispersién muy util es ia
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llamada desviacién osténdar o, la cual es’igual®a la raiz cuadrada

de la varianza, es decir

Ejemplo. De ia tabla a continuacidn, encontraremos la media.

la varianza. y la desviacidn . estandar

v Py
o 176 .
1 174
2. 3/8
3 174

e Lo .
Ho= Ely) = B pPp)i=.001/8):+-1(1/4) +2(3/B) + 3(1/4) = 1.,/5

y=0

R »
o mE LY = p):J =5y - p):F‘(y) =
- . yuo

(0-1.79%(1/8) + (1-1.79)1%(1/4) + (2-1.75)%(3/8) + (3-1.75)%(1/4)=

0.9375
o= v = ¥ U.937/8 = 0.97

Teorema: Sea ¢ uha constante. Entonces E(c) = c.

Demostracién: For ta definicidn de valor esperado
E(c) = L cFy) =c L PG
v Y
pero
L PGy =1
Y

por lo tanto
E(c) = c(l) = ¢

Corolario. Sea g(y) una funcién de una variable aleatoria

Y v sea ¢ una constante. Entonces
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E Ecgi¥)) = ¢cE fg¥)}:

La demostracién de este corolario es directa ael teorema

anterior.

Teorema. Sean gal¥), agz2(Y), cavs ERtY) funciones

variable aleator:ia Y. Entonces
EF alY) = L E gy .
i i

Demostracadén:

E L aitY) = E{g1(y) + g2(Y) + Jouit gei¥)1 =
y . .
= F Lgay) + g2ip) + s+ gk W PLY) =
v ; .
= 5 oattyr Fly) + D ogaty) PO+ cais + F akiy) Pan
¥ ¥ ¥

E L@a(Y)3 + € €22(Y)1 % suna + & (ge(Y)]3 = L € (Y23
i

Teorema: vari¥} = of s E £(¥ ~ y)zJ = g¢r) ~ Hz

Demostracién:
=gty - 1= B Y - 2y ¢ =
Como py @s una constante, y E(Y)r = u

= B ~2p B 4 uf = Y% - 2 e B - 4

Ejemplo. Utilizando el teorema anteriar encontraremos 1a

varaianza de la tabdbla utilizada anterioremente.
£ v = 0t/ + Paazdr + 38y + 3P4 = 4
por 1o que
= g2 -~ =4~ (1.79% = 0.9375

F =

Definicten: El y~esimo momento de una variable aleatoria Y

respecto al origen esta definido por E()’ii y se denota por p:.
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£n particular,el praimer momento con respecto aj oriagen ‘es'

Ew) = p;= My que u; = Ew®) es utilizado para encontrar o,

Definicidn: El t-ésimo momento de una variable aleatoria y
con respecto a su media. o0 el {-¢simo momento momento central de

Yse define como E (T - u)i] y se denota como ui.

Definicnion; La funcién generadora de momentos m(t) para

w). Se dice que una

una variable aleator"ia,)’ se define como E (e
funcidn generadora de momentos para Y existe cuando nay  una

constante positiva b, tal que m(t) es fimita para lL[ £ L.

Ejemple. Encuentre la funci1én generadora de momentos para
una variable aleatoria con funcién de distribucion de FPoisson aque

se vera con detalle mas adelante.

Pily) =
Solucisn. - © v
mit) = gty =g &P = &Y X

y=0 ¥y=0 °

o t.y © t,y

. LN L U N e X

¥! !
yuo y=zo

Por la expansién de taylor sabemos ‘que

[ t,y L
g DelY  he
v=o ¥’

t
Entonces multiplicando v dividiendo por e)‘°

© 3

et

Tty
A =
mut) = e e ire 17 Zhe

y=o ¥

La cantidad dentro de la sumatoria es ia +uncion ae

probabilidad de una variable aleatoria de Foisson con  media  he'l
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Entonces

" L 1
T Fan =1 v mity = e M (1) = Mo
Y

Supédngase que se desea estimar la cantidad promeodio 4 de una
poblacien. fodri ampos presentar 1a estimacidn de dos. maneras
distintas. Se podria dar un solo numero. La intencidn es que este
numero este cerca de py. la media desconocida de la poblacién, a
este tipo de estimacion se le denomina estimaciédn puntual, va que
se da un solo valor, a punto, como la estimacién para g. For otra
parte, se podria decir Que u gquedaria entre dos numeros. En el
segundo tipo de procedimiento de estimacién damos dos valor gue se
pueden utilizar para construir un intervalo. que se supone
incluira el parametro de estudio. Este segundo tipo de estimacién,
en donde especilticamos un 1ntervalo de valores posibles de g, se
denomina estimacton por (ntervalo. Es posible obtener mucnos
estimadores diferentes para un mismo parametro poblacional., 10
cual no debe sorprendernos. Lada cual representa upa sola reqla
humana subjetiva para obtener upa sola estimacidn. Esto nos lleva
a un aspecto sumamente 1mportance: alaunos estimadores se
consaderan dbuencs, aotros malos. NO podemos evaluar la bondad de un
procedimiento de estimacion puntual solamente basandonos e€n una
sola estimacién, mas bien debemos observar 1os resultados v
utilizar el procedimiento de estimacicn, algunas veces. Fuesto que
las estimacieones son rcifras. evaluariamos la bondac de un
estimador puntual construvendo una distribucidn de frecuencias ae
las estimaciones obtenidas en un muestreo repetitivo v
observari amos que tan cerca se agrupa ia dgi1stribucion alreoeoor
gel parametro e estudio.

Sup&noase Que se gesea  especificar una  estimacien  puntual
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v

para un parametro de la poblacién que 11amaiemas,s. SQViﬂaxcarn 24
estimador de & por el simbolo 8,

vemos: que las. caracteristicas

deseables de un buen estimador son bastante

que la distribucion de las estimacianes. a

escribe formalmente como sigue

Definvcidn: Sea @ un estimador puntual  d

Entonces 5 es5 un estimador insesgado St @) = 8,

se dice gque es sesgado. Y e} sesgo B de  un esﬁima#ék_;puntual e
esta dado por

B o= E®) - o,

Ademas de que los estimadores sean insesqgados, e pretende de

que la dispersidn de una distribucidn de estimacidnes sea

io mas
fpequelia posible. es decir, se desea gque a3 vari9l sea minima.
Dados oos estimadores insesgados ge un parametro @, seleccionamos

el estimador conh la menor varianza.

oeraanecientds  constante  togo

lo demas. to cual nos 1nouce & ta si1omente definmicion:
Definteciron: La media del cuadrade del error ae an

@stimador puntual & se detine como €1 valor esperago de (6 - &7,

La media del cuadrado drl error de un estimador €, Genotada

por ol simoolo HCE(6), es una funcion de de su varianza v ae  su

sesga. Se puede demostrar facilmente que

MCE(®) = varigr + u°

Como se hizo referencia anteriormente. el owletivo ve la
estadistica es hacer i1nferencias ©oh respecto a  una  poODLACien




basandose en la 1nformacidn Contenlida en una muestra v obteniendo
una medida correspondiente a la bondao de ia inferencia. Cada tema
tratado anteriormente desenpeffia un papel en el estudiao e ta
inferencia estadistica, pero Nmingunc de ellos se relaciona tan
estrechamente con el objetivo de la estadlstica como el estudio de
las funciones de variable aleatoria. Esto se debe al hecho de que
todos los estdisticos utillizados para estimar parametros
poblacionales o para tomar decisiones con respecto a una
poblacien, son funciones de las n observaclones aleatorias que se
presentan en una muestra. Para expilcar esto, cunslaeresév el
problema de estimar una media poblacional. frocediendo en forma
1ntuwltiva sacamos una muestra aleatoria de n observatciones pi. R
« «ue. V. de la poblacidn y aplicamos la med:a muestral

n

Zwn
=1
n

como una estimacién de p. Qque esta estimacién sea buena
depende del comportamiento oe las variables aleatorias g, w.
«ves yn SObre ;. La medida de la bpondad de una estimacion es el
error en la estimacidn, la o1ferencia entre la estimacien v el
parametro estimado (en este ejemplo ; v ). Depido & aue ja. w.
... pn SON valiables aleatorias en un MUESLreQ0 reperias. P
tampmén serd una variable aleatoria (que en realidagd es una
funcién de n variables pt. Re «v.. pni. FPor tanto. no podemos
estar seguros que el error de la estimacidn sea menor aue un valor
espect fico. digamos E. Sin embargo es factible determinar la

distribucién de probavilidad del estimador ;. Se podra wutilizar



esta distribucién oe probabilioad para geterminar i1a . Hrobabliidac
de que el error en la estimacion sea menor o iqual a b.

fara oeterminar ta oistrioucidn de probami lioad ae n

variapnles aleatorias yt. R« .... yn, 0202 encontrarse primero 1a
distribucion de perobabiligad conjunta ae tales varianties

aleatorias. En general. se supone gue las observaciones  .se
aobtienen mediante un muestreo aleatorio.

Ahora se presentaran tres métodos para encaontrar la
distribucién de probapbilidad para una tuncion de variantes
aleatorias.

Se explicars el método de las funcicnes de distribucion . EY)
Y tiene una funcidn oge densidao fiyl. v s1 U es una funcidn e Y.
entonces s posible ceterminar Fu\ul = P = u) directamente &
integrar fi\y) en la reaidn para fa cual U £ u. Se pueoe obtener 1a
funcion de densidao para U a1 oerivar Fu(ul. El si1guiente ejemnio

1lustra el metodo.

Un proceso para refinar azucar produce diariamente hasta una
tonelada de acicar pura, pera !a eroduccién real. Y. es una
variable aleatoria debido a descomposturas de Jla maqutiharia vy
otros retrasos. Supdngase que Y tiene una funcidn de densidad dada

por:

2y. s1, DSy <1
S =
Ly en cuaiguler octro laoo.

La companiia recibe > millones de pesos por caca tonNEjaoas a8
azucar refinada. pero tambien tiene un gasto fijo diarioc ge 1

millon ge pesos. la utiiload diaria en millones oce nesos, es ¢ =



3¥ - 1. Encdentre la funcién de densidad de probabilidad para U.

Solucién, FPara aplicar el procedimiento. de la funcién de

diS!rlbuClOn, debe 'EHEDHEFBFEE

LR G0 = PWs w) = BBy -1 s
§i u: <. =1, entonces (u +:1)/3 ¢ O
Fytw = PLY s

También, s1.u >.2,. eht:}n}:esr

F,(u) = PLY 5% 1)/310=71.

Sin embargo, si1 -1 S

u €2, la brobabilidad se puede expresar
como una integral de fiyl. y

u + 1 (us1y /9 tueirr/3 u o+ 1 2
P[YS-T] = [, fway=[, 2vdv=[ 5 ]

{Qbservese que tanto Y varia de ¢ a 1. U varia de -1 a 2.)

2.

o, S1, u 5 —1
u + 1
Fu(u) = [———3—]. 51, -1 £ us 2
1, S1e u > 2
Por tanto,
dF, () (2/9) (u + 1), g1, 1 sus 2
/u(u) = —g =
'

en cualguier otro lado.

Ahora se explicara el método de las (transformaciones para
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encontrar la distribucien de probabxlxdan cle‘ uné func:én de

variables aleatorias., Que es un caso esuecxal del metodo anter:or

Mediante el procedimiento de ‘la Func:on de dlsr.rn:ucxen priegs

llegarse a un método mas sencillo Dara ﬂetermxnar ,laA ﬁ.\n;xon' ,ue'
densidad de &/ = h{(y). siempre y cuando h.(y) syéa,, "ﬁecfecléhte )
creciente (mondtonal.fh(y) creciente su;anu:a qbue 51 m Y w®.
entonces AG) <« A(yz) para cualesguiera l;ll:lmEl;DS reates. . p2.l
Supdngase que Aly) es una funcidn creciente oe f/. v" auen&é ‘«‘?J )

= A'ly), en donde Y tiene la funcién de censidad /y(w. B DnndE el

conjunto de los puntos py son tales gque h(y) £ w ‘és " exactamente.

i1gual al conjunto de los puntos p tales que py .= h"(un.‘

tanto

P(U < u) = PY € ) en donde y = At (u)

= )
Fu(u) Fy(y) en donde y AT tw)

Al derivar cbn respecto a u., se obtiene

() dF (p)
u - y = dy
Syt = " G T/ y Vg
-1 dy _ {dy -t
en donde yp = A (u). (Qbsérvese que il [du] )

Asi . hemos desarrollado una nueva manera para encontrar fu(ur
que proviene del método general de las funciones de distribucién,
Para encontrar /u(u), exprese Yy efi términos de ui es gecir,
encuentre p = h_‘(u), sustituya esta expresidn en f () v

¥
multipligue después esta cantidad por g% . Ilustraremos este
procedimiento con un ejemplo.

Ejemplo. En e} ejemplo anterior se dgefini® una variable
aleatoria Y (la cantidad de azdcar producida) con la +uncidn ae

densidad.

vl
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- . »En:'uentre la funcién de densidad de

prubabilxdad,bara' .U mediante el método de transformacién.

Solucion: La ?un:ién estudiada aqul es h(y) = 3Y - 1, que es
creciente en. y. %l u = 3y — 1, entonces
Sy w41 dy _ 1
v = Ao tw) o= — v = 3
Entonces ;

=2_(_‘%1_’_, 1% us 2
/u(u) = Q en cualquier otro punto

Como puede apreciarse /u(u) es positiva en el intervalo ¢ < u
< 1 transformado en el eje y mediante la ‘Func:lcn u = 3p - i.
Obsérvese que esta respuesta esta de acuerdo con la respuesta deil
ejemplo anterior.

Si A(y) es una funcion decreciente, .entonces el conjunto de
puntos y tales gue Ayl £ us Bs el mismo conjunto de los puntos
tales que y = A w1,

se geduce que para U = Ay
PW <= u) = Py 2 ) en donde ¥ = A (u)
Fu (u) =1 — Fy(w en gonde y = A (W)

Al derivar con respecto a u, se obtiene
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dy
Como Emy

Defintcion: Sea ¥ una Qafianle é)eatgr:a,cnn'lajfuncxon de
densidad de probabilidad /y(y). Si1 Al(y) ‘es Qa sea c?eciente o brien
decreciente en y, entonces U = h{y) tiene la funcién de densidad

"t

dp =
/u<u) = [y(y),ac ¥y =h
El ‘método de la funcidn generadora de momentos para encontrar
la distribucion de probabilidad de una funcidn de las variables
aleatorias Y1, ¥z, .... Yn Se basa en el si1gumiente teorema de

unicidad.

Teorema: Supdngase que existen para cada una de gas
variables aleatorias X, Y las funciones generadoras de momentns
dadas por mx(t) y my(t), respectivamente. 51 mxit) = mylt) para
todos los valores de t, entonces X, Y tienen la misma distribucion

de probabilidad.

Donde en probabilidad existen las siguientes distribuciones
de prababilidad para variables discretas y continuas.
Distribuciones Discretas.

Distribuciédn binomiai

Defintcion: Un experimento binomial es aguel que tiene las

siqulentes caracteristicas:
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L).- El experimento consta de n pruebas idénticas.
it)re— Cada prueba tiene dos resultados posibles. Se
llamara a uno el é&éxito E y al otro el fracasd F.
tti);— La probabil:idad de tener éxito en una sola prueba
es i1qQual a p. y permanece constanté en cada prueba.
La probabilidad de fracaso es i1gual a i - p’)‘ = Q.
tv)e~ Las pruebas son 1ndependientes.
vle— La variable aleatoria bajo estudio es Y. el numero

de exttas observadaos en las n pruebas.

La funcién de distribucién de probabilidad de un experimento

binomial esta dada por

Py = [’;]p"q"'y, ¥=0,1, oeey n
Medra ne
varianza . npl{l—-p)
Funcién generadora de momentos Cpel+(l—p)3"

Ejemplo. La experiencia a demostrado que el 30% de towas las
personas afectadas por cierta enfermedad, se recuperan. Si tenemus‘
a 10 personas a las cuales se le aplica la vacuna Jcual es la

probab:ilidad de que se recuperen 9 personas?
P(9) = [;"‘] (0.3)%¢0. 7)™ = 0.000138

Distribucien binomial negativa
Funcion oe densidad de probabilicad Fily) = g:i)prqy-r
YPEre rtly ..

Media r/p
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varianza

Funcién generadora de momentos : [ = pé . ]r
17(1fp,)e,

Distribucién geométrica

Definicion: La variable aleatoria que tiene aoi1stribuciéon
geométrica se define para un experimento gque es muy similar al
experimento binoﬁxal. Tambien se refiere a pruebas 1ndepenalentes,
y cada una puede tener dos resultados. éxi1to v fracaso. ta
probabilidad de tener éxi1to es p v es constante en cada prueba.
Sin embargo, la variable aleatoria geométrica Y es el numero de a
prueba en la cual. ocurre el praimer exito, en lugar del numero de
éxitos que ocurren en n pruebas. Entonces el experimento consiste
en una serie de pruebas que termina hasta encontrar el praimer
éoxito. De este modo

P(y) = P(FF...FE)

vy -1
Y se calcula como sigue
Py = ¢ Y= 1,2.3000000
Media 1/,5
varianza “_p)/pz
ot
Funci1én generadora ge momentos £

t-(1-pre

Ejemplo. Supéngase que la probabilidad de gque falle un motor
durante cualquier periodo de una hora es p = .02, Encuentre  ia

probabilidad de que dicho motor funcione bien durante dos horas.
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w
P23 = D P
oo y=3

o e
Como ' I, P(y) =1 i
: y=E1- A LT R R

PG 2 3) =1 —;:P(v) =1-p - pg =
=1 - k0.02 —-y=(t98)(.02) = 0.9604

Distribucidn hipergeométrica

Definteciodn: Supdngase gque una poblacidn contiene un pumero
f1mto N de elementos, cada uno de los cuales tiene una de dos !
caracter{sticas. De esta manera r elementos podrian ser de un tipo
v & =N - r del otro tipo. Se selecciona una muestra aleatoria de
n elementos de la poblacion y la variable aleatoria de interes “es
Y. El numero de elementos del tipo uno en la muestra. Esta
variable tiene una distribucion de probabilidades hl‘per;eomﬁlrtc-a.

La probabilidad para un punto muestral es
r
Py = A

Donde y es un entero 1.2,...,n. BWIBtDO . a p S r¢. n = . SN = r

Media nr/N

bl = YN -~
varianza ) : n[ﬁ] [’i’ﬁ'_] [N———f]
Funcidn generadora ge momentos . No existe

Eremplo.. Se quiere seleccionar 10 obreros de un grupo de 20
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obreros . donae se suponen S con mayor ~caslidaa én el traoajlo,

.CuAl es la probabilidad de aque ae el ardapo ae 10 “phreros

seleccionados 5 sean de los mejores

donde N = 20; n = 103 r = 53 Y = 5.

. 20 - 15 %
10 - § s)is 15! wIw' = S
PS) = 20 = 20y [?‘x_‘ ][ 207 = o162
10, 10 b
Distribucién de Poisson :
Definicton: Sea un 1ntervalo, con n divisiones de el

llamadas cada ufna subintervalos. Ccada uno de los cuales es tan

pequelio que podria ocurrir en ¢1 a 1o mas un evento. con  una

probabilidad d:iferente de cero. a esta distribucién se le

conoce
como distriducidn de probabdilidad de Poisson. Denote la
probabilidad de un evento en cualquier subintervalo como p. VvV

entonces

P{ningun evenmto en un subintervaleo) = 1 -~ p
P{un avento en un subintervalo) = p

P(mas de un evento en un subintervalo) = 0

De este modo el numero total dé eventos en una 1ntervalo es

exactamente €1 numero total de subintervalos aque tienen un evento.

81 se puede considerar la ocurrencia qe eventos como

1ndependientes de un subintervalo a otro. el AUmerno  total de

eventos tiene una distripucidn plRomial,

Aunque no hay manera unica de elegir los subintervalos, v por

es0o NO CONDCEMOS N N1 P, Parece razonante que la probabilioad p ae
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" un evento en . uno de los ’éubinit'eryélns“ decrecera - al  dividir el

intervalo yéry\ ﬁvn‘m'.lm\er ‘cada’vez mayor de subintervalos. Hac:endp

N = npy ‘\:nma'n;o‘ elil la probabilidad binomial se tiene

entonces se obtiene de la ecuacién anterior

Y .
P(yr = %,9 A

La cral es la funcién de distribucion de probabilidades de

Poisson.

Media 1N

varianza b

fFuncién generadora de momentos ' explh(e"-!l]

Ejemplo. Supongase gue un sistema de deteccien de errores de
produccién de una rabrica, v el sistema esta arregiado para aue se

detecte una pleza derectuosa cana media nora. Supdngase que Y
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tiene una distr:hu:xén de Poisson, Calcule la probab:ilidad ade que
en un periodo de media hora no se detecte una pleza aefectuosa.

En este caso el periodo es cada media hora v la media de los
errores detectados es A = 1, por lo que la probabilidad de que no

se encuentre un error yp = 0 es

A manera de resumén.

mAt )i

Distridbucidn EwW)
binomial np ° (pe‘*(l—p)]n
geométrica ir/p e : ée '
6 oS T ti-pie
hipergeemetrica r’:_r nriN = rOUN n)
2 Syt no._existe
NEAN =) . .
de Poissen A A [__‘pe l]
-(1-ple

Distribuciones Continuas
Distribucién uniforme
Supdngase que un evento siempre ocurra en el i1ntervalo (a, b)
y que la probabilidad de que ocurra en un subintervalo d‘ado es
s&lo proporcional a la longuitud cel subintervalo. es decir, SI es
igualmente factible que el evento acurra en el intervalo Aitfa. )
y el 1ntervalo A2lx. bJ. implica que los i1ntervalos son iquales.
Sea ¥ et resultago del evento en cada orueba. La variable
aleatoria Y. que acaba de presentarse, es una variable aleatoria
que tiene distribucién uvniforme. La forma general para la funci1dn
de densidad de la variable anterior es como sigue
R
s = @z - 61"
[N en‘cualquxr otro punto

Donde 61 = a v 82 = b,
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Medira el g G > 02

2 2
: : 1 + 92
varianza iz

162 181
e - e

Funcidn generadora de momentos 16z — 017

Dxétribuchn normal

€n la practica nos encontraremos a menudo con distribuciones
de datos que presentan graficamente (su nistograma) la forma de
una campana. Independientemente de las razones por las cuales
ocurren, es un hacho que las mediciones realizadas con respecto a
muchas variables ale- .rias parecen haber sido generadas a partir
de distribuciones de de frecuencias pobiacionales gue pueden
aproximarse muy bien mediante una distribucién de probabilidad

normal. La funcidn de densidad normal esta dada por

-t VF 1207
e tYH

f = o >0, w <y <o ~mw<y< o
o¥ln
Media “
varianza o
lzaz
Funcién generadora de momentos exp[yt + ) ]

Distribucidn gamma

Algunas variables aleatorias son siempre no neqQativas y por
varias razones tienen cistribuciones de datos aue son sesgaaas
(asimetricas) a la derecha, es gecir, la mavor parte del area pajo
la funcion de densidad se &ncuentra cerca del origen v la funcidn

de densidad disminuye gradualmente cuando y aumenta. Su #un:n‘ﬁn de

110



densidad se presenta a continuacisen -

pa"e_y"ﬁ‘ . a.ifl ySs x
. . RN
s = P ST i :
0. en.cvuﬂ_nuie'r' o:i-p punto’
o -1~y
€n donde [“(a) = Io v e Ydy
radia VA Cap
varianza o
fFuncién generadora de momentos [ T% bl

Distribucién exponencial .

Esta distribucidén es un caso especial ode la distribucion

gamma, cuandoc a = 1, por lo tanto

g7 f >0 0K py< oo
Ar (a)*
Fa
o, en cualquier otro punto

e
En donde [(a) = J'o e Ydy

Media Fel
varianza ﬁ1
Funcion generadora de momentos (1 - nu"

Distribucidn ji-guadrada
Una variable aleatoria tipo gamma gue tiene una funcion ae

densicgad con parametros ¢ = v/2 y. 3 = 2 ge denomina variapie
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aleator:a ji-cuadrada (X°). La variable aleatoria se presenta con
frecuencia en la teoria de la estadistica. E1 parametro v se
genomina numero de grados de l:ibertad asociado a la variable
aleatoria ji-cuadrada. Donde su funcidn de dens:idad es

2

[E et M Sl a @ >08 X2 >0
s =4 2¥7%rws2)
a, en cualquier otro punto

B - o
En donde M'(a) = Io VW te ey

Media v
varianza . 2v
Funcién generadora de momentos 1 - 2“_\"z

Distribucion beta

La funcidn de densidad beta es una funcion de densidad con
dos parametros definida en el intervalo ([0, 1]. Como tal, se
utiliza frecuentemente como un modelo para fracciones, tal como la
proporcion de impurezas en un producto guimico o la fraccién de
tiempo que una miguina esta en reparacién. Su funcién age  densidad

de probabilidad e5 como sigue

[l‘(a + ﬂ)]ya-xu_y)ﬁ-: a, >0 O< Yy <1
oI (3 .
Flp =

Q. en otro lado

o
En donde M(a) = J‘qu_'e'ydy

a
Media —
1 e
varianza zaﬁ
(oo + M7t + 3 + 1)
Funcion generacora oe momentos no existe



Recuérde que las funciones de densidad son modelos tesricos
para las poblaciones de datos gue se presentan en lta realidad.
4,Como podemos saber cual modelo debe utilizarse, y hasta que punto
afecta el escoger un modelo equivocado?

Para contestar esta pregunta primero. s poco praobasoie aue
alguna vez seleccionemos una funcién de densicad que nos dé  una
representacién pertfecta de la realidad, pero la hongaos de ajuste
no es el criterio para valorar lo adecuado oe un modelo. El
objetivo de un modelo Drnbablllstxcp es proporcilopar el
procedimiento para hacer inferencias con respecto a una poblacion
basada en la 1nformacién contenida en una muestra., Comd sefaio
anteriormente. la probabilidad de la muestra observada (o upa
cantidad proporcional a ella) sera el i1nstrumento para hacer una
inferencia con respecto a la poblacidén, Como consecuencia, una
funcién de densidad que nos da un ajuste pobre para la
distribucién de frecuencias poblaciaonal paodria (pero no
necesariamente’ resultar en relaciones probabilisticas i1ncorrectas
v llevar a i1nferencias errdneas con respecto a la poblacidon. Un
buen modelo nos da buenas inferencias con respecto a la poblacien
estudiada.

Utra wvia para seleccionar un modelo es construlr un
histograma de frecuencias para !ns gatos extraldaos de una
poblacion y escoger una funciédn de densidad gue a simple vista
darta la curva de frecuencias similar. Por ejemplo., Si1 un conjunto
n = 100 datos muestrales tuviera una distribucién de frecuencias
actampanada, podriamos concluir gque la funcién de densidad narmal
seria un modelo adecuado para la distribucidn de frecusncias de la

poblacién.



En todas las éxpl:cacxones anteriores acerca de la inFerenéla
estadi stica, se supuso que las variables aleatorias Y, Yz.i..,"Yn
eran i1ndependientes e igualmente distribuidas. y que el  valor
esperado de Y., E(Yi.), es constante (s1 existe). Es decir, E(Yi) =
H# no depende de cualquier otra variable. Obviamente este supuesto
no es valido en muchos problemas de inferencia. Por ejemplo, el
promedio de la distancia de frenado para un tipo particular de
automdvil dependera de la velocidad del automdvail: la efectividad
media de un antibidtico depende dei tiempo durante el cual haya
s1do almacenado: la media de elongacidn observada en una aleacidn
metalica depende de la fuerza que se le aplica y de la temperatura
ae la aleacién. Ahora estudiaremos los procedimientos
1inferenciales que pueden utilizarse cuando una variable aleatoria
Y. denominada vartable dependiente, tiene una media gque es una
funcidén de una o mas variables aleatorias xt, 22, eess XN
desiganadas variables independientes. (En este contexto se utiiiza
ia dependenc:a y la 1ndependencia en sentido matematico. No existe
.hinguna relacién con variables aleatorias i1ndependientes.)

Se pueden utilizar muchos tipas diferentes de funciones

matematicas para representar el modelo de una respuesta Qque sea

funcidn dge una a Mmas variables i1noependientes. Es posable
clasificar estos modelos en dos cateqorlas. los modeios
deterministicos Yy los moaerios probabilisticos. Por ejyemplo,

suponga que desea relacionar una respuesta y Con una variabie x vy
que su relacién esta dada por la ecuacaidn

¥ = fflo + [Bix \
(en donde ffo, (i1 son parametros oesconocidos). Este modelo se

denomina modelo matematico deterministico porque algun error en la
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prediccion de y como funcion de .

Sup&dngase que se obtiene una muestra de n valores de y que
corresponde a n valores diferentes oe ta variaoie 1ndpendiente X,
y que la representancion grafica de los datos es como en la figura
sigulente. Es evidente que en la fiqura que el valor esperado ne y
puede aumentar como una funcién lineal de x. pero que un moaelo
determini stico queda lejos de ser una descripcién adecuada de lia
realidad. Esto nos indica que el modelo deterministico no es una
representacién exacta de la relacidn eptre las dos variables.
Ademas s1 se utilizara el modelo para predecir, la prediccién
tendra un error desconocido. La prediccidn de y para un valor gcado
de x es un proceso 1nferencial y se requlere conocer las
propiledades del error de la preoiccidn se ésta va a ser de

utilidad en la realidad.
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En contraste con los modelos deterministicos, los
estadisticos utilizan modeios probadbilistices. For ejlemplo.
podriamos representar las respuestas de la figura mediante el
mudeio

E(Y) = flo + [lix
lo que equivale a,
Y = flo + ix + £

En donde £ es una variable aleatoria con una distribucion de
probabilidad especifica con media cero. Considere a Y como una
variable que tiene un componente oeterministico. E(Y). mas un
componente aleatorio £.Este modelo toma en cuenta el
comportamiento aleatorio de Y representado en la figura anterior v
representa una descripclén mas adecuada de la realidad que el
modelo determirﬂst:co. Ademas, se pueden obtener las propiedades
del error de prediccién para Y en muchos de los mocielos
probab:listicos.

S1 se pueden aplicar los meodelaos determxnlsti:os para - hacer
predicciones con un error 1nsignificante para fines practicos los
utilizamos. S1 no, buscamos un modelo probabilistico, que no sera
una descripcién exacta de la realidad, peroc gque nos permitaira
estimar la validez de nuestras i1nferencias.

Aungque hava un s:nfin de funciones diferentes se purcen
utili1zar como modelo oe valar medio ge las variables resouesta Y
como una funcidn de una o MAs va variables 1ndependientes. nos
concentraremos en el conjunto de modelos denominados modelos
estadisticos ltneales. 51 Y e5 una varianle de respuesta v =« una
variaole 1ndependiente., parece razonaple utilizar el modelo E(Y) =

o + fix . para valores desconoci10os de los parametros flo v 1.
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Obsérvese que ‘en este modelo E(Y) es una funcie¢hn :jineal  ‘de x,

{para fio y 31 dados) y tamp:ién es una funcion lineal ,ué_' ﬂn' Vo

(ya que E(Y) = cfio +dMt conec = 1 yvad = =x). Cuando se

tener un modelo estadistico l!ineal para Y. -se denoi:a;que

una funcisn lineal de los parametros desconocidos (o v [ v e

necesariamente una funcion lineal de x. FPor lo taptq
E(Y) = flo + In(x)fla + & :
es un modelo lineal suponiendo que In(x) es ur@ :;dr;s ante
conocida. ’ B g crhen
Si el modelo expresa a E(Y) como una funcién lineal dé {3(; A4
1 solamente, el modelo se denomina modelo de regresidén s[mpl.e’. S
hay mas de una variable i1ndependiente de interés, dicgamos A .

s eeee X ¥ S2 el modelo de E(Y) es

E() = ﬁ°+ fi‘x‘ + f)zxzv cae * fikxk

el modelo se conoce como modelo de regresion miltiple. vya aque se
consideran X %, asey W como constantes conocidas.
supuestamente son medidas sin error en un experimento. For
ejemplo, si se considera gue la produccion y s una funcidn de  ta
variable T, la temperatura de un proceéu quimico, podri{ia suponerse
x = Ty , = e'r y como modelo de E(Y) a'E(Y) = n°0 ﬁ‘x‘ + fizxz.

lo que equivale a E(Y) = no+ ﬁ’T + ﬁ;er.

Defintcion: El modelo estadlstico l:ineal que relaciona una
respuesta aleatoria Y con un conjunto de variables i1ndependientes
Ko eees X tiene la faorma

Y = + + 3 * ies +
ﬂo nlxl fzxz * ﬁkxk £

en donde Ro. ﬁn’ rlz. e w ﬂk 50N parametros 4esconoclaos, < es



una -variable’ aleatoria vy Ky Hpaieew (RN son canstantes

conocidas. Supondremos gue Elec) = O y por lo tanto
ElY) = ﬂ°+ ﬁ’x‘ + [izx2+ eve * ﬂkxk

Un procedimiento para estimar 10s parametros de cualquier
modelo lineal es el método de 1os minimos cuadrados. Que Sse
1lustra sencillamente aplicandolo para ajustar una linea recta a
través de un conjunto de puntos que representan los @ datos.
Supédngase que se desea ajustar el modelo

E(Y) = Ag+ Bx
a un conjunto de puntos conocido. Es decair, se postula que Y = B°+
ﬂ‘x + £, en donde £ tiene una distribuciédn de probabilidad con
Eley = 0, S1 Ea v ﬁt son estimadores de los parametros r’o Y ﬁ‘.
entonces ; = 30 + E‘x es obviamente un estimador de E(Y).

El procedimiento de los minimos cuadrados para ajustar una
recta ,a través de un conjunto de n puntos es similar al método
que podriamos utilizar para ajustar una recta a simple vistas: es
decir, se pretende que las desviaclones sean 'pequefias" en cierto
sentido. Una manera conveniente para lograr esto. y que nos aporta
estimadores con propiedades adecuadas. es minimizar la suma de los
cuadrados de las desviaciones verticales de la recta ajustaoa. For
lo tanto w1

~ -~ P

Y28, r A
es el valor que se predice gel {-ésimo valor de y entonces la
desviaci6n del valor observado de y a partir de la recta ﬁ es

_a
v\. y\

y la suma de los cuadrados de los cuadrados de las dsviaciones que

denben minimizarse es



. L .
iz i=1

n n . ..
SCE = p (y - 90° = E iy - W, + axa?

la cantidad SCE se llama también suma de los cuadrados - de . los.
errores por motivos que seran obvios en seguida.

Si SCE tiene un minimo éste ocurrird para los valores };o v ,}5‘

que satisfacen las ecuaciones, aSCElaﬂo =0 vy ascE/aﬁ“ = O, 4A.1 :
obtener las derivadas parciales de SCE con respecto a }50 v ﬁ‘.
respectivamente, y al i1gualar a cero. obtenemos
n “ o
E] { Ly -+ > )J’} N R
OSCE ma : = =P 2y -—(;5 +H-\¢)J(“'='
Oﬂo aﬂo =y (3 (-] E3Y .

o B =iy - AiE) = 0

iz

n - - 2
sce 9§ Ely-3,+ £x)] } .
ISCE _ ing » o -
A an, = ‘{:‘2”-'1!‘ By +-Bx) =) =

n won An,
=-2[ Exy - no‘E‘xx “ARExX | =0

iz iz

~ “
Las ecuaciones ascs/ano =0 vy OSEE/dﬁ‘ = 0 se denominan

ecuactones simultineas de los minimos cuadrados para estimar 10s

parametros de una recta.

Notese Qque las ecuaciones de los minpimos cuadrados son
“ o
lineales en ﬂo v ﬂl y por lo tanto se pueden resolver

simultanemente. Fuete verifucarse gue las soluciones son

n - - n n n
. T (x = x)y ~ ¥ ng L2 E X, by v,
) iz g Lmd =t
A, = = 5
n — 2 no,
)2 tx, — x) n ):x‘ - x,
v=a 1=1 .
B, =v- /’»“x

Ademas se puede ceterminar aque la resoluciédn Simultinea de

las dos ecuaciones de 1o0s mi nimos cuadrados proouce ﬂo v '(3‘ que



minimizan SCE. " :

£yemplo. An]leqUE» el méﬁouo  ge ‘mLrimos cuaoraaos para

a)ustar'unarlxhiea recta a travées ge los ﬁ = 5 datos dados de 1la

tabla siguiente:

R

]
(A—~OJ¢

Ne &N

Solucion: Empezaremos por construir la tabla para calcular

los coeficientes ce las ecuaciones de 10s minimo cuaorados.

X v XUIA Xy
-2 [ [] q

-1 Y Q 1

o 1 a (0]

1 1 1 1

2 3 & 4

£ _0 S 7 10

(5) (7) = (0)(5)
(5) (10 - Wm?

= Q0.7

- BE = 5/5 - W71y =1

Donde la recta y = (a.7; + 1 es la recta de ajuste.Ahora el
motodo de ajuste no solo es lineal como Se vio antericrmente. sino
que existen tambiéen los tipos cge ajuste en oonde la curva no es el
caso particutar de ia recta sino de parabolas. logaritmos.
exponencilales entre alaunos ae ellos.

La grafica siquiente nos puede i1lustrar un poco mas en este
respecto, va que noS muestra una rearesidn cuadratica en la  que
nosotros podemos tener una mejor aproxaimacién del comportamiento

del renémeno gue noS i1nteresa estudiar.
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La estadistica como elemento técnico nel estucio de los
comportamientos econémicos €s 1ndispensanie para la  evaluaaien
esperimental de experimental de los fenomenos, va aue la
generalidad de la 1nformacidn econsmica es de 1ndole descriptiva,
Y dado que no podemos manejar la totalidad de ta 1ntormacion,
Tenomos que requirir a los métodos probabliisticas  anteriormente

citados.



CAPLTULO

DUS MODELDS ECONOMICOS: LINEALES



bos modelos econdm:icos lineales.

S1 bien existen antecedentes en ' el . tableau economigue de
Francois amerray y en 1los esquemas marxistas de reproduccidn
ampliada., el primer esquema tedrico nNo copnvencional que recurre
al algebra lineal para explicar las relacilones econdmicas
i1ntersectoriales es el modeio de 1nsumo-producto. elaborado por

Wassilvy LeontiefF.

2.1 Wassily Leontief

2.1.1 Modelo econdmico elemental oe INPUT-OUTPUT.

Trabajaremos con un sistema econdmico simple en el que hay
solamente tres procesos productivos (o 1ndustrias) independientes
entre si Yy que producen, a. & y ¢ productos diferentes. bespués de
analizar el sistema durante un tiempe determinado, podemas
escribir ordenadamente en renglones y columnas los flujes de

mercancias (en unidades fisicas) como sigue:

TABLLA 2.1.4% Flulos de mercancias

a & c
a 240 Q0 120 =" 430
-3 12 ] s o= 21
< 18 1z 30 = &0
i { l
450 214&) &abicy

Donde la primera columna sefala las cantigades fisicas de:
producto a (240 w), & (12 W’), ¢ (18 u’), Que son consumidas por
la industrias productora de a, y bajo la flecha 1a cantidad del

producto a que se opbtiens. Cada columna se puede consigerar como
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e} conjunto de INFUTs de - cada proceso de ‘~prDULlccibn; Como se
observa cada iv\er;cai;\cl'a v;ene expresada en unidag  oiferentes. por
2s5t0 N0 popemos sumar los nimeros gue aparecen . en  las - columnas.
Cada rengldn puede ser consioerado como la cantivad de OQUTPUTs  de
cada sector destinados a los demas.

La tabhia 2.1.41 representa la circulacién de mercancias que
se puede detectar en un periodo determinado. ero no se especifica
la utilitacion que se haran de estas mercancl as. es aecar. no
sabemas que cantidad sers destinada como medips de produccién v
aue cantidaa como biepes dg CoASUMO.

Fara realizar la o1sti1ncidp  entre  consumo e  inversisn  es
Nnecesario un analisis MAs a fondo de la situacion. Lomencemos por
suponer que &l sistema econdmico esta estat'xca. Tanto la Fuerza ve
trabajo como €] conocimento técnico s constante. Supongamos  que
el sistema de produccién estan empleadgos &0 obreros nxstv'x_buluns
respectivamente entre las 1ndustrias como sigue: 18, 12, 30. Cada
trabajador consume. pcr‘ término medio, par peribuo  tres unidages
del producta a4 y media unidad del producto b. €n tal supuesto 1a
tabla anterior puede ser sustitulda por otra donde se tistinga  ia

actividad econdmica de 1a de consumo.

TARLA 2.1.42 Flujos de mercancias vy trapasro

Qa ) < sector
fingi L -
@ 186 L P 1By = 450
R e 3 -m
e L& e 18 S0 = e
sector, a8 = el
7inal 3




En esta tabla se afaolo un renglen correspondiente  ai’l riuie

anual de servicilos qe trabajo en cada 1NOUSTria’ Vv Una columna aue

corresponde a los consumos totales oe cAda mercancla. enpresados

en términos. f1s1cos vy se oenominan sector final.,

Las cantidades que aparecen en la ultima . columna son
destinadas ai consumo., 0agdo que el esguema se encuentra . @stavle.

Dichas cantidades constituven el producta neto del! sistema o renta
nacional neta.
tara que los flujos de bienes y servicios se repiltan en cada

periodo es necesario que las mercancias se 1ntercambien - entre si

de acuerdo con unas determinagas relaciones o orecins.  HAhora
calcularemos estos precios. De momento sunongamas nue j1U  untgaoes

dge a se i1ntercambian por 1| umdad ae &, por 2 unioades de £ O DOF

1.818168 univades de hombres-periocdo-trabajo. Ue acuerdo con esto.

51 tomamos como unidad oe medida una unldad +t151Ca de una de  las
mercanctas, por ej)emplo 1 unigao de &, aoptendremos los  Si1gulentes
precios por unidad: precio ae a, U.l: precio ae ¢, U.% v salario
anual por trabajagor. (.555.

FPodemos yva presentar ia tania anterior en terminos de valorec

corrientes tras multiplicar cada una de las cantipages fLsicas por

su precio. Obtenemos:

TABLA 2.1.43% Flujlos de bienes y servicios en términos de la unidad
de medida.

a ] < seztor tota'es
final generales
a 1g.6 S.ed > 1o 45
b 2 o K] - 2

3 7.9 15 Su

P Y- PR R R Y- -t

seneratl




Como puede comprobarse, en esta ocasidn tamblen se efectuarsn
las sumas de las columnas, esto €% Ppor Que anora Iodas, 1as
mercanclas estan expresadas en  unigades homogéneas wvalores
carrientes). Esta taola corresponae & 10 Que s ha veni1do a llamar
matriz de transagcciones O 1nciuso simolemente tabla [NPUT-QUTPUT.

Fara nuestros fines  anailticos nos resulta mas sencilio
llevar 1a tabia a una expresidn alaebraica. Supengase que la tabla
presenta n renglones y n columnas donde aparecen los INPUT's v
QUTFPUT's relativas a n  industrias. Sean TR = las

cantidades fisicas ge la mercanclia ¢ gque va a parar a las

1nagdusterias 1. ..

.4 Nt Y Sea P, el precio correspondiente. For lo

gque nuestra tabla serla de’la si1guiente forma:s

TABLA 1.1.43 Tabla de transacciones

. s Outputs
- : tind, ind. ind, sector
o Inputs:. t 2 meee ) © sinel n)
Fuafy. 2Py A F e 0P
1Pz " F22Pr qz,pz ERRI PP
cer RGP e 8P,

sector:
soptnat(

€1 si’nibdl'(:‘qu'xndicaﬂla cantidao ae mercancia @ gue es
utiiizada en la industria o sector J. Dado ogue ios valores de las
columnas y los renglones estan expresados en  terminos de valor,
podemos aeclr que:

Lt = 14l seae Mo

"
L =
it

ire acuergo a 1o anterlor. 1a Tarla nodria expresarse medlante  dos

S1SLEMAs 02 1denTt1ideses Gue correspongert an respectlvament2 A la

e
0.



suma S8 rengiones.y:a’la’de :dldmhﬁ

Hdeﬁés. podemos 1ntroducxr ‘alaunos’ camnxus que nauan nuestros

si1s5temas Slmétr' icos, entonces.

Sear : S

Y. por lo que
?, = u”Gr Laf = a2, ooy N,
mMultiplicando la ecuaciédn 2,1.45 por llp‘. vy sustituvendo

,, encontramos que
a @ +a & + ... +a U = a
11 4 12 2 in n 1

e Q0 +a 0 + ... +a 0 =0
211 22 2 2Zn n 2
. : P . del.8Y

= 0 +a O + ... +a G =40
Lot BN 3 n2 2 nro o n
siciendo en las ecuaciones Z.1.4& DOY 105 rESPRCLIVOS

obrenemos:

a + + 4. + 2 =
ilpl azxpz hlp pl
-3 + ..+ =
2Py “zzpz nzP pz
. . : . Laol.48
nlhpl gZhPZ Toree ™ c*rvph = Pﬂ



Como se ve ‘ahufa«,]ﬁs dos sxstemaé 2.1.47 v 2.1.48 son
perfectamence151m§:ricos.7EIjnr1meru esta expresaco en términos de
las cantjdades fls:cé# 0‘. Dz. anas dn. mientras aue el sequndo en
teérminos de . los precios Pys Py seen Pla- ambos contienen los
elementos a” con. la  diferencia que estan 1ntercambilados los

renglones y las columnas. El interés de las ecuaciones 2.1.45 vy

2.1.46, en relacidn con las ecuaciones 2;1.47 y 2.1.48, reside

en
que en que en las ultimas aparecen unos elementos nuevos., las
relaciones au que tiene un significado econdmico i1mportante ya
oue representan la cantidao promedio de cada uno oe los productos

necesarios para producir una unidao de cada mercancia. v se

denominan coeficLentes de producctidn, o coéficientes técnices.



2.1.2 Formulacion . ge Lecntlgf',qé"dos‘_s)s:emas

de . ecuaciones lingaies

(a1r - 1) asz
azs (azz -=:1):

ans

lata -~ 1)
a2z (a22

ain

donde los g 1ngica ios coeficientes . las 0‘ las cantidaces
flsicas y tas p’lns precios. Ademds tenemos que las au 2 por
que su significado No NOS permitiria tener una Proguccion negativa
S1n0 a lo mds cero. Se denomina a estos 0os Sistemas de ecuaciones
"Esquema de geontxeF cerraun“z7. ya que el Ultimo Sector ae la
demanda final recibe el mismo tratamiento que el de las otras
1ndustrias. Este planteamiento adquiere Un sentido especial en el
caso de un sistema estacionario en el que la fuerza de trabajo
permanece constante caca periodo y no  hay 1nversidn neta, €1}
supuesto gue acabamos de presercar es al gue Leontief 1iam>
S1Stema cerrado. va gque la coliumna n v el rengi1dn n representan ia
canti1gagd ge consumos que la i1naustria n ttrapajo! aecr,sita para

ProguCcIr UNS CANTIOAO O SErviclos i englon nl, SON S8TOT  URa
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seri1e de servicios compuestos (de trabajo y recursos productivos)
a los que corresponoe una remuneracldn giobal el vaior avadido)
que corresponde a salarios, sueldos, beneficios vy rentas.

Ahora consigeraremos 105 aspectos matematicos Forméles de los
dos si1stemas de ecuaciones,

S5e trata de dos sistemas lineales y homogéneos. Como nosotros:

ya sabemos implica gque existan al menos una solucaion:

= Q oy pJ = 0 para toda t.) = 1, 2, ..., n
v
Cuando ia socluciéon es trivial la produccion y los precios son
todos cero., el sistema econdémico no existe. Ooservemos tambien que

el determinante de la matriz de los caeficientes sea igual a cero,

es decir
tasr = 1) a2z ara . . .
azi (azz - 1} az23 . . .
. . .. Lal.23
ant anz ana . . .
€on 1o que 1as pPrimeras n - 1 CoOlumnas s0N tineaimente

1ndepenoientes. va Que repreésentan i0s coeficientes teécniceos de
las n ~ | primeras 1noustrias. ta columpa n s1 es  li1nealmente
dependiente de las praimeras n - 1, va gque contiene una serie oe
coNsumos que no Son datos t&CNicOSs v Que bor conslQuiente®  pueden
ser adaptados. La condicion 2.1.23 se reduce, por le tanto, a
establecer que la columna del sector +inal debe ser linealmente
dependiente de las otras para que el sistema  tenga Soluciones
distintas de Cero, £sto es bastante obvio va que no pueae Existir
un sistema econdmico en el que 1os CONsSumMOs sean 1nNdependientes de
la marriz de coefic:entes tecnicos. DO que las posibilioades oce

CONSUMO 08: S1TTEemd e=Tan 11MITA&0AS DO ;& DOS10lildaoes techicas

Al



de la produccion (8N un Si1stema  ESTACIONArior. La  espresion
2.1.223 1ncluye también el supuesto de que 1a demanda +inal ‘no
puede ser superior ni1 1nferior a las posibilidades ;é:ﬁa:as idel
produccisn., En efecto. vya aue, 51 la demanda final fuera aner1nr.f
al menos upa ecuacién no seria satisfecha, es oecar’ ia éumé; bg{
los productos de cada 1NOUSTria Seria menor que 1a suma ‘

105UMOS de dicha 1Ndustria (capacidad prodguctiva  oOclosal

suma total de las necesiodages 08 Trabalo 1N+erior a ia . ruyerza. ne’’
trabajo {(desempleo).

supongamce gQue se satistacen las conoiciones de L.,

decir, que exi1ste una demanda fti1nal gque remnere ta npiena
aocupacicn de los factores productivos. En el casa del sistema o 98
precios 2.1.22 el s:ignif¥icado de estas conclusiones e5 1nmeqdiato.
El sistema determina solo 10s precios relativos, pero neE su mvel
absoluto. Podemos, por lo tanto. fijar arpitrariamente el oprecio
de una mercancia y utilizarlo como base unitaria para gener ar los
demias precios. Cada precio. como se desprende del conjunto e
relaciones consideradas. es un concepte retativo: “expresa 1a
relacion de campio entre unioages flsicas de o0s bxenf’s"". Las
1nterpretaciones del sistema de cantigades tisicas .1.21, eé
menos evidente. determina 1a estructura del sistema  econdmico.
PEYOo NO Su @sCcala de activacién, Anc;a Dlen; la nocien O CANTIUDG
relativa no es tan inmediata como (3 GF Precio relativo. va  ousl
la cuesti16n de gque en la practica N todas las U‘ pueden ser
fi1j)acas iipremepte, en particular, la fuerza ae t’aoé}dj
d1SpOnN1bie. 85 una variabie exdgena al sistema economxco.’?ara ng

1z 0\ v los £, vesuiten siempre 20S1tivos se debe  considerar et
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determinante .ge (Al = 4)que:debe oar;como:resultadoill

Sabemos, por la‘s ‘considéraciaones ar_lterxur,es.

de un sistema econdmica estarepresentada

v por el vector oe coeficientes de-trabala

Llant, anz. w...ann-1] 2.1.25
que denominamos vector de i10s coeficrentes del trabajo directo.
Por lo tanto. s1 a partir oe anora consideramos la  demanda
final constituida por términos conocidos o determinados con otros
criteri10s (términos que escribiremos tomo V‘, ceoy ;n-n podemos

escribir el siguiente sistema:

(1 ~ a11) -asz < e —as,n-2 Gy 78
~azi (} - az2) . . . —az.n-1 Gz Y2
. . - . = . 2.1.26
~ani ~an2 « o« o (1 = an-1,n~1) On-1 Yn-t

y la siguiente ecuacién:

anitit + anzlz + ... + ann-t0n-1 = L 2.1.27
gonde L es e} numero de trabajadoressperiodao empleacos. Este
analisis tiene la ventaja de podger no concicerar el caso
estacionario. Como sucege en el c©aso del  sistema aoe Leonties
cerrado. La demanda final puede estar @n tunci1én de la inversién v
el consumo.

Escribiremos el sistema Z.1.l6 de forma mas compacta:



u-ma=7Y. 2.1.28
donge !/ es5.ia matriz 1dentigad (n-} x n-l), A4 €s ia matriz in-i S s

cantidades

n—1) ‘de coeficientes técnicos, Q es el véctor de lias

fisicas y ¥ es el vector de las cantidades fisicas que
la demanda final. s1 se procede, De manera similar :c‘m'ey

2.1.228, los precios como incdgnitas vy [ 'Gg\-:r

affadidos que se consideran dados. tendremos:

PU - A =V, 2.1.29
Estos sistemas de ecuaciones es a 1o gque se dencmina, e.bs'qu‘enu:‘f
de Leontief abierto.
for otra parte, sabemos que ta matriz «/ - A es una matrx’:.
cuadrada de rango n = |. por lo que su matriz i1nversa existe v ‘la
llamaremas I — 4) "%, s12 muitiplicamos ambos miemoros de la
igualdad 2.1.228 por (I ~ A)"'. obtenemos:

'Y, 2.1.210

Q=u- 4"
gue constituye precisamente la solucién para el sistema Z.1.28.
Si anotamos como o, los 2lementos de la matraz 1inversa.

podemos formular la solucién del modo siguiente:

Qs ast o2 ctas ., . a1, n-t Y1
0z oz @22 azz . . . az,.n-1 Yz
. = « . . .. . . 2.1.211 =
Qn-1 Gn-1,1 GN-1,2 ON-1,3 + « oCIN=1.N-1 Yn-t
Esta expresién 1ndica las cantidades flsicas O, G2, niaa

Un-1. de las mercanclas 1. 2, .... n-1, que deben producirse para

Que podamos poner a Msposicion de la demanoa -fi1nat 1as cantidades’

Yau aees Yoor




2.2 £l modelo tedrico de Srafta
Las relaciones consideradas anteriormente, 1as podemos
reelaborar sigulendo el esquema tedrico de Piero Sraf+a. v que se
denomina produccion de mercancias por medio de mercancias.
Podemos considerar tres nipsdtesis del estudio de Sraffa y aue

son las siguientes:

) El sistema economico es del tipo estacionario.

ti) Los métodos de producciédn son tales que las  aindustrias
producen una sola mercancia mediante el uso de cantidades
establecidas de trabajo v mercanclas. Las mercanci as snﬁ

consumidas durante el periodo, por lo que al fin del periado es
necesario reponerlas. Por lo que la produccién del sistema al
final del periodo tendra que ser dividida en dos partes, una para
reponer las mercanclas que han sido consumidas durante el proceso
productivo y la segunda se destinari para satisfacer el consumo.
Los métodos de produccidn venoran representados por: la matriz A
de rango n-1 de coeficientes técnicos, el vector an = [ans,: anz,
«sse@nn-1l, donde aij = V. Llamaremos a [:n] teécnica del sistema.

ti1) El valor affadido del sistema economico, i1gqual al valor
de las mercancl as producidas en el periodo. se distripuye al final
del periodo en forma de salarios v weneficios. Esta  distribucién
se hace de acuerdo a ia cantidad de trabajo empleaoca y al valor de
los medios de produccién respectivamente. Se supone que la calidad
del trabajo es Unica y el salario unitario. el tipo de beneficio
es uniforme en todos los sectores.

fara 1miciar. analizaremos el sistema de precios. La primera
consideracién que tenemos que tomar en cuenta es aque el valor

afadico esta compuesto por oos categorias retributivas: saiarios vy



beneficios. Sea w 21 salarla unltarln y.n el txpo .ae, uenevx::o.,

B
a .
(a‘n_‘p‘ 2n-1"2

donae, P, HQE

beneficio y w, el salario unitario, Ahora. escribiremos.. de. forma

compacta el sistema:
PA (1 + 1) + aw = P 2.2.2

donde P representa el vector renglén de los precios. Es notoraio
que el sistema consta de n + 1| 1ncdgnotas con n —~1 ecuaciones, por
lo que nuestro sistema consta de 2 grados de libertad. FfPodemos
fi1jar uno de los precios, y asl. reducimos a n — 2 laos numero oe
precios vy a n el numero de incognitas, Nos queda. por consiguiente
un graado de libertad, pero como careceria ge sentido fi1jar otro
precio relativo. solo nos restan el saiarlo unitario v el tipo de
beneficio. Para examinar las posibles sdlucnnnes del sistema 22.2.1
con respecto al tipo de beneficio, és necesar1o analizar este en
sus dos aspectos extremos., el maximo . el minimo v por UGitimo el
mvel intermedio.

Considerar el caso en que 1 = O, 1mplica hacer ios veneficios
nulos. la renta nacional neta o exedente del sistema va a parar en
su totalidad a los salari10s. Lo que ahora convierte el sistema de

n - 1 ecuaciones con n  incédgnitas en un sistema ae n -~ |



ecuaclones y n - 1 1ncdanitas, CON €esto nuestro sistema queda
determinado . ¥ asi nos estable:erallns n - 2 precios restantes vy
el salario unitario, todo en términos de la mercancia nunerario.
De 1gual manera, si1 se determina el salario umtario el sistema
queda determinado y nos establece 195 n - 1 precios en funcidn al
salario unitario.
Para cualguiera de los criterios de determinacion del sistema
vistos anteriormente queda:
P - A) = a w.. 2.2.3 -
De donde, multxplxcandnrnbr la anversa de (I - 4) resulta:
P=a u - at, | 2.2.4
¥ que en caso particular de w = 1 (salario unitario) nos da:
P=au-at 2,2.5
Las expresiones anteriores tienen un significado especial en
economta. El producto an(l - At representa un vector cuyos
componentes han sido obtenidos del producto del vector trabajo vy
la correspondiente columna de la matriz de las cantidades F;s:cas
de las mercancias que han sida necesarias directamente e
indirectamente en el proceso econdmico para producir una unidac de
cada mercancia. Lo que nos representa la cantidad de trabajso
necesario para producir una unidad de cada mercancia durante el
periodo. For lo que pogemos concluir cue vector v, esta definido:
- vo=a - at 2.2.06
representa lo que podemos 1lamar coeficientes de trabaye
verticalmente integrades.
La ecuacion 2.2.4 nos seffaia gque cuando 7 = U los precios son

proporcionales a ia cantidao de trabajo. En el caso particular de

w = i, 10os precios son lguailes a ias cantigades rislgas e



trabajo. Siendo los beneficlos nulos y por 1o tanto, tono. el
producto neto oestinado a salarios. Los precios resultan
proporcionales a las cantidades de trabajo.

Pasemos anora a analizar el segundo caso: aquel en e1 uﬁe
tipo de beneficio alcapza un nivel tan alto que se anula’ en
salario umitar:o de forma que tooo el producto nacionat netor va ‘a
parar a los beneficios. De tal manera que quedara:

n 2.2.7

= M w =0

es decir, el tipo de beneficio que cnrreﬁunde al caso del salario

dnitario igual a cero. Del sistema 2.2.2 con w = O obtenaremos:

PAaCl + ) = P, 2.2.8
por lo que:
PEI ~(1 + MA = O, 2.2.9
. = 1
si hacemos A = T+ obtenemos:
PRI - H) =0, 2.2.10

Este es un sistema de ecuaciones lineales homogeneo. Vv como
ya sabemos la condicién necesaria para que las soluctones sean
diferentes de tero, es que el determinante de la matriz de los
coeficientes (Al - A) sea nulc. El conjunto de raices agel sistema
seran los valores propios de la matriz (A - A2 y en particular
utilizaremaos el valor propic maximo para’asegurarnos que el vector
soluciédn sea no—-negativo. Otra cunux%xén Que nos asegura que 10e
precios sean No Nnegativos es gque la expresion

n=i -1 PRERT
debe ser no negativa. por lo tanto
Am = 1. 202,12
51 ta condicién anteriar No se sat 1srace nos encontrariamos

€con un sistema econNomiCco 1NOPerante técnlcamente&., que No  Dulge



generar beneficios a pesar ue elisalario unxtar{h\fs cera.

el punto medio del ‘beneficio, es
,cdnsxderanuo "‘@sto podemos reescribir
nuestro sistema como ‘sigues

preiid g 2.2.13
IS S AR I

o bien :
P =an I - (1 + malty, 2.2.14
AGui también se puede utilizar un precio numerario y asli

determinar el sistema o hacerse 8l salario unitario como numerario
haciendo w = ! y dando como resultado los siguientes sistemas:

-t
P = 7 ~ A] . 2.2.15

P =an [1 - (1 + MmAal™t, 2.2.16

1

1L +n

Dado que 7 >0, an 2 O, vy

> Am, se desprende que todos

los precios son no--negativos.

Por lo anterior, la estructura de precios, depence tanto de
los coeticientes tecnicos de las canﬁ:dades de trabajo incorporado
como del tipo de beneficiro. Daca la técnica del sistema. existe
una estructura de precios para cada tipo de beneficio. Es
importante observar gue el tipo de beneflci1o se fi1ja exogenamente
v el numerario del sistema Q€ Precios esta f13ac0 arbltrarilamente.
Podemos ahora preguntarnos cémo vartan los precios cuando cambia
el tipo de beneficio. Se enti:ende del sistema 2.2.16, conde w = 1
{malario unitario) que s: 7T crece ios precios aumentan o por lo
menos permanecen constantes. Si permanecer constantes signittica
que s&lo necesitan trabajo directc Sin ayuga ge ninguna mercanci a

intermedia. ANpra s 1GQICO que  §1 1 crece. alaunos ae eiios



creceran en mayor medida que los otros. Volviendo al  sistema

2.2.1, después de hacer w = 1, se nbtwiene‘ la ‘siguiente relacién:

n-g
p. uhj + (1 + ").Eaijp\
—2 = ke . J =2,
X n-t
an * (1 + nty }:a,“pL
t=1

..

lo que es equivalente a cambiar el numerario, y mas exactamente a
expresar la mercancia J en téerminos de la mercanclia r. s1

derivamos la expresién anterior con respecto a n, es decir,

I i) B
dn p‘\'

obtenemos la expresion:

2.2.17

i=a

n-g n-t
[pr Z alJPL - pj ‘!.:‘ airpt] *

n-1 dp, n-1 dp, >
*aem [". Loy~ K oavan ]_< o

con J = 2, 3y +.ey N—-1.

En otras palabras, los precios de la mercancia ; aumentaran o
disminuirAn segun la expresiédn 2.2.17 sea positiva o negativa. Al
efecto resultante de la primera parte de la expresion 2.2.17 lo
llamaremos efecto de i{ntenstidad de c:zpv;tal..zp Este efecta sera
posi1tivo, cuando en el proceso de produccidn de una mercancia hava
S:1d0o necesarla la ayuda de procesos tecnicos con mayor  1Atensi1dad
de trabajo que el de la mercancia numerario. Y negativo en el caso
contrario. La segunda parte de la expresion 2.2.17 no se puede
relacionar con ningun fendmeno definible oe forma sampie. por gque

en realidad depende del cambio ve todos los precios del sistema.

2o
Pasinettt L., 1973110
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For ello ia definiremos como efecte pr&cto.a Este efecto sera
negativo o positivo en relacidn a una serie compleja de relaciones
entre los sectores industriales. Una relacién importante entre ei
salario unitario y el tipo de beneficio &Sobre el sistema de
precios es cuando la estructura de precios varia al! cambiar el
tipo de beneficio, la relaciédn entre el salario unitario y el tipo
de beneficio se ve influida por dos fendmenos distintos: La

variacién de la distribucién de 1la renta entre salario v

bemeficios y la varjacidn de la estructura de precios al variar
esta distribucidédn.

El ferdmeno de la distribucien de la renta aparece claramente
51 partimos de un determinado producto neto en términos fisicos
(I -~ A)Q y procedemos a la asignacién de cuotas del mismo a los
salari1os y los beneficios. Sea w la proporcién o cuota del sistema
(I — A)Q que corresponde a los salarios y (1 - o) la que
corresponde a los beneficios: de acuerdo con ello, todas las
posibilidades de la distraibucion de la renta pueden represe;tarse
en la recta y = 1—x. Ahora para considerar las cuotas en términos
ﬁel salario unitario y el tipo de beneficio, es necesario tomar en

cuenta el vector precios.

DISTRIBUCION DE LA RENTA POR CUOTAS ENTRE
SALARIOS Y BENEFICIOS
w
1
o7 1 1-w

Frdem




En este ultimo caso. tambien es facil mantener la
coincidencia entre el salario unitario v la cuota de producto neto
que va hacia los salarios( w y w). Por el lado del tipo de
beneficio y no de la cuota., es necesario observar el valor total
del capital (PAQ). Ya que el tipo de beneficio es la relacion de
la parte del producto neto que es destinado a oeneficios v el

valor del capital total. Representado a continuacion:

P - A)a
PAQ

Si consideramos ahora que w puede ser cero entonces se

n= (1 - w 2,2.18

reduce a:
P - A

= BYAR 2,2.19
y cuando w > O entonces P » P’, Dado que la composiciédn AQ
sea distinta de (I -~ A4)Q, la relacion _fiipiaﬂlg_ variara

continuamente mientras cambie la distribucién de 1la renta. EIL
significado de esta afirmacidn es que n esta en funcién de w y de
P.

Un caso particular que debemos sefalar es en el que
desaparecen las complicaciones anteriores. Se trata del supuesto
en el ei vector precios permanece constante cuando cambia la
distribucién de la renta. En este supuésin l1lamaremos a P = ;. v
se obtendra

=N 2.2.20

para 0 £ w £ 1, por lo que s1 sustituimos en 2.2.168 se reduce a la
expresidn lineal siguiente:
o= 00 - w) 2.0.21
81 ademas seguimos haciendo numerariao el producto neto por

trabajador. entonces w viene a coinciolr cop w y 1a relacidn se

140



convierte en:

mno= Tl -

En el caso general, la relacién anterior es mas complicaca,
péra abordar su estudio expresaremos los precios en términos de

una de las mercancilas tomada como numeraric. Tomemos la mercancia

t. Tomando en cuenta la expresion 2.2.14 obtenemas.
1=an €1 -~ 1+ DA le Wt 2.2.23

< b
donde 9‘ es el 1-é¢s1mo vector columna umitario y w N es salario

umitario expresado en términos de la mercancia . La expresidn

‘ (S
anterior es una funcadn 1nplicita entre 7y w * de tipo

polinomial. Mis en general serid un polinomio de gradon — 1 en n.

El comportamiento grafico de esta relacidn sera una curva y no una

simple recta. Desgraciadamente., sobre la forma de la curva se

puede decir muy poco. corta el eje de las abscisas en el punto i,

Es una curva decreciente, en el primer cuadrante., Cruza el eje de

i .
l1a ordenadas en el punto w . Podemos concluir gque en un si1stema

econ>mico en el que cada i1ndustria produce una sola mercancla. el

Salario unitario expresado en términos de una de cualquiera ce las
mErcancias es siempre una runcidn mondtona decreciente del tipo oe

peneficio.



A pesar de lo que antes se dijo Yy que parace no facilitar el
hecho de presentar los precios en términos en cantidades O
trabajo. la expresion 2.2.16 nos habre nuevamente, la posibilicaa
de la cuestidn relativa a las cantidaces de trabaje i1ncorporaao.
La matriz €] ~ (1 + E)AJ" puede expresarse en una serie de
potencias de A, con la condicion de que (1 +11) o —%;. donde Am es
el valor propi1o de mddulo maximo de A. En nuestra exposicidn el
valor propio de méoulo maximo cOincide con el valor propl1o maximo,
y por lo tanto se satisface la sxquxente.cnnaicxon

N s - -1,
De donde la expresién 2.2.1

&6 se puege expresar - oe la
siguiente forma:s
- =, 2,2 et J% 1 -
P=oan [7 + (1 +m)a+ (1 +a)°A° + (1 + 1) A + ...13, 2.2.24
ge otra forma:
: = -2 2 =9 t]

P man + (1 +nland + (1 + n)7and” + (1 + 1) and + ..., 2.2.25

Si consideramos que m = O. Al ser v = |, p = v ta expresién
anterior se reduce a

= 2 » 2
P =vu =an + and + and” + anAd + ..., 2.2.26

Lta 1nterpretaci1dn econdmica de la serie de la matriz 4. es
que. dado que cada matriz representa las necesidades de mercancias
en cada etapa del periodo product:ivo para obtener una unidag ge ta
carrespondiente mercancta finpal. La premultiplicacien de esas
matraices por el vector de trabajo directo, nos aga una serie de
vectores aue representan les sucesivas necesidades de trabajo en
las rases del procesc productivo. fa que los eilementos de la
matriz A® c@ hacen mas pequefioz cuanao crece s, las necesidades oe
trabajo se hacen menores mientras retrocedemos en el proceso

productivo, Es gecir. el primer sumando es ia cantigaa de Trapajo
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directo, v la suma de los demas términos es la cantidad de trabajo
xndn'ec‘to. For lo que la suma total representa, las necesi1oades
éocéles de trabajo directo e indirecto: es decir, el vector de
coeficientes de trabajo verticalmente i1ntegrados. FPero todas estas
cant;dadés aparecen también en 2.2.25. Esta presenta, sin duda las
mismas cantidades de trabajo que en 2.2.26 pero multiplicadas por
(1 + m®*, donde s es la etapa de produccién en la que el trabajo
es empleado. Por lo tanto. las mismas cantidades de trabajo se
suman sin 1mportar cuando han cido utilizadas, mentras que en la
2.2.25 aparecen fechades: a cada una de ellas se le da un paso
especli fico, sequn  la fecha en gue tueron utilizaoas. Es
convenlente observar gue cada sumando crece y, por lo tanto. la
suma total es una funcién creciente de n. £En €1 limite geja de ser
convergente y los precios, en términos de salari@ tienaen a
infinito. Esto es cierto en caso extremo de m = {l. Para todos 1los
demis tipos de beneficio, la serie es convergente y nos
proporciona la reduccién de todos los precios a cantidades trabajo
fechadas mediante el factor (1 + m)° de capitalizacién compuesta.
Ahora estudiaremos el sistema de ecuaciones correpondiente a
las cantidades flsicas de las mercancias a producir, se hara
planteandoloc de 1la misma forma que el sistema de precios.
Elaminando el Gltimo reng:on de la tabla ge transacci®nes pogemos

escribirlo:

a + a + . -+ =
llol 1202 nl.n- lon- 1 yl al
a Q +a Q + ... + -+ = £
21 1 22 2 az,h- lon- 1) yZ ’)z
i . Z.2.27
a Q + a Q.+ s.. +a + =
n~1.,1 1 T~142 2 h-l.n—lah-! yh-l an-l

51 formularamos explicitamente la hipétesis de rendimientos
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constantes, este sistema se ajusta al sistema ge Leantied abierto.
con 1a diferencia de que Leonti1ef N0 escripe  tas Y's opet  iaco
1zgqulerdo de la igualdad y por lo cual no se hace evidente que
constituyen un esxcedente respecto & tas cantigades oe dinnas
mercanci as que deben reintrogucirse €n el proceso  aroductivo.
Denotaremos en terminos relativos R‘ las cantidades anteriores y
—Q_r—:-.ﬁ‘ para © ‘= 1y seeag n = 1,

Podemas reescribir el sistema 2.2.27 como siguae:

donde R" -

(cuo‘ + a‘zﬁl 4+ see * a‘m_lﬂn_-‘ * y‘) 4+ R‘) = Q‘

a + a”a: * aee *tQ Q Y. &z; =Vaz

(aa 2,6~1 n-4
.

2.2.28

.
M
.

e

tax Q +a A+ cue + a Q + ¥ PXS TR A L ]
n~3,1 1 n-g .2 2 n~4,n~1 n-~1 neg n=1 nvi

Utilizar el términe (1 + R) es claro va gque se reaunrore el
crecimiento relativo y que ademds sea sumado al vaior inicial de
las cantidades de mercanclas. Y asi como en &1 sistema 2.2.26 se
daban por dadas las cantidgades Y‘ en este se dan por cadas las
cantidades relativas R‘ para en los dos casos encoptrar  las u‘.
naturalmente los tipos de exedentes fisicos RL Seran distintos
para cada mercancla y no  deberan ser negativos. Para ver las

consecuencias de lo anterior pasemos a observar la solucidns

2.2.29
1 -
att = s Az a3 . . . as.n-1 [*H3 (9
1
azs azz ~——x Q2 .. ,n- )
Tvh: 229 az,n-4 (£33 B
. ; : N . . :
[- TN Y Qan-1,2 ang,? . . c@Qn-t Pt = ._!._— Wr-4 o
R 2R
vemas que este 31sStema ya s uh sistema lineast NOMOgénsn,., oo

o que para que emistan scluciones girecentes OF CBro (=51

gererminante o8 la matric 4 aenhe ser cero.
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Para gue este sistema sea determinado necesitamos que uno “‘de
los tipos de excedente fisico no sea daogo, io cual nos . gara
soluciones para las cantidades fisicas O‘, en funciéon de una
constante que las multibplica. por lo que la escala de produccidh
queda i1ndeterminada.

Qcupémonos ahora del problema de considerar dadas todas 13s
Rl excepto una, establezcamos la hipodtesis de qug todas - sean
iguales entre s{, a eéte sistema le llamaremos gsistema tipo vy
sucede por lo tanto que:

Ri = Rj =R para t.J = 1, 2, ..., n=1,
donde R es el tipo de excedente uniforme en el sistema. Si
sustituimos R por las diferentes Ri se podria escribirs
1
T +R°

n =
y ademis
AQ = nQ, 2.2.30
por lo tanto
(nl - AQ = 0O, 2.2.31

La condiciédn necesaria en sistema para obtener soluciones
ditintas de cero es que el determinante de (nl - A) sea diferente
de cero. Y las soluciones seran los valores propios de la matriz
A, pero como lo dijimos anteriormente no todos tiene sentido
matemitico y por 10 que debemos tomar el valor propio maximo y su
vector asocciado serd la solucién del sistema. Ademas resulta que
nm = Am, A este valor propio la corresponde la unica R que rtiene
significado econdmico, &s decir, la R que sustituilida en el sistema
de soluciones no—negativas. Ademas, dado que nm = Am se desprende

que

nm Am



lo que quiere decir, que el ti1po de excedente unitorme oel sistema
es 1dénticamente 1gual a la tasa de oeneficio maximo. OUtra
condicidn que debe cumplirse s R 2 0, 1o que implica que nm < 1.

Al encontrar el excedente umforme R, su introducciéon ai
sistema 2.2.30 permite obtener las soluciones de cada l:]L Yy ademis
sabemos que cada una de ellas aepende de una constante por ser un
sistema lineal homogéneo y con determinante 1qual a cero. Estas
soluciones determinan la estructura de la produccidn. pero no 1ia
escala que necesita de una relaciéon mas. Supongamos Qque esta
relacidén es la cantidao de trabalo exastente On que aparece como
un dato. Por 1o que obtenemas

(1 + R)aQ = Q 2.2.33
anQ = Qn 2.2.34

Ahora s-ibeinos que si la matriz es irreaduc:ble tenemos
exactamente n — 1 soluciones positrivas del sistema, vy si 1la
matriz es reducible tendremos entonces A soluciones posttivas del
sistema. Supongamos que tenemos k soluciones positivas del sistema
(si es irreducible k. = n - 1 y en el otro caso A < n - 1), por |lo
que las soluciones tienen una propiedad interesante en ralacién a
sus proporciones. En efecto., s1 denatamos Y;. ense Y"‘ las

cantidades de mercancia final correpondiéntes a la solucien Q;.

ceey O;. por gefinicién,
y*
R = —t
i
de donde
E)’;, couy )’,"J’ =R£(Q;- Y.‘), saee (Ok— Y‘:):I’ =
R, g 2.2.35
.Por lo tanto, las cantigades flsicas pasitivas

correspondientes a las soluciones del sistema 2,4.30° son tales

146



que su proporcidh de produccidn con  respecto al consuma  es la
misma y'tambxén tguales a las prnpucxoneslen Que son enviadas al
sectdr final. Y a este sistema que satisface las relaciones de
proporcionalidad lo llama Sraffa “Sistema Tipo"". E1 producto neto
de este sistema tipo lo denomina en el que el nivel de actividaa
requiere una cantidad de trabaszo igual a la empleada por el
si1stema econdmico efectivo se denomina ‘"producto neto tx‘po".'z
Observamos que el vector CY:J constituye una mercancia compuesta
particular en la que las demas’ entran en una proporcién bien
determinada. A esta mercancia se le denomina “Mercancia Txno"."

Sea Q' el vector solucién de 2.2.33 se obtiene:
1

AQ’ = TR Q’ Z2.2.36
y en general,
4% = 1+ R 2.2.37

pero de lo anterior resulta

Y = (1 - AQ = RAQ® = T 5 -3 aQr 2.2.38
y por lo que la 2.2.346 se transforma en
AY® = T_i"‘E Y v A"YT = (1 + R)%yr 2.2.39
Esto significa quer también ¥Y> es un valor propio de ia
matriz 4.
Para el calculo del trabajo acumulado procederemos de igual forma
con la serie de la matri12 A. y tendgremos:
Nuestro siguiente proolema ec calcular la cantidag de trabajo
directo e 1nQ1r-ecto necesarico para la obtencidén de mercancia tipo.
Para resolver este problema usaremos la serie de la matriz 4. como

32
Pasinetty L.. 1084:120

2z
rastnetiv L., (0041220

az
Pastnettt L., 1904:128
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se hizo anterlurmente,‘de'acuerun a esto tenemos: -

VYr = a ¥ v a Ay’ + a Ay’ + a A w
" n n n 3

donde el primer término del la suma es. 1a can;ioau

Sutituyendo la 2.2.39 se obtiene:

s 1 1
wro=ar [isriw t aEer t ]

¥s por lo tanto

= R .

vy = anY’ T+E " 2.2.42
Esta expresién gquiere decir la cani:dau total de trabajo
incorporado en el producto neto tipo, vwY’, ¥y es la cantidao de

trabajo directo (ahY’) por r] que expresa la relacidn existente

T+R
entre las cantidades totales del sistema tipo y las cantidades que
constituyen e} producto neto tipo. La conclusidén es que para la
mercancia tipo, la cantidad de trabajo directo guarda con respecto
a la cantidad de trabajo total i1ncorporado la misma proprcion que
el producto neto tipo con respecto a las cantidades totales (Q').

Definiciédn: Las mercancias que no :ontrxbu;en en ‘el tipo
maximo de beneficio del sistema se denominan no-base. Y 1lias
mercancias que si contribuyen se denominan mercancias base.

La diferencfa de las mercanclias base y no-base depende, de
cliertas caracteristicas de la matriz de goEF:cxentes técnicos de
procduccién. Se puede ;Fxrmar que s1, la matriz de caoeficientes
técnicos es 1rreducible entonces todas las mercancias son base. de
lo contrario habra algunas gue son mercancias no-base.

Una aplicacién del sastema tipo es el sistema de precios v la
distrioucién ael benefiC10. SUpONgamos un cierto S1Stema econdmico

cuyas cancidades fisicas y Cuyos precios se presentan como sigues

AQ + PAC = Q

2.2.43

Patt + ) + aw =p .

- a4
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donde 'R es una matriz diagonal con Fﬁ en la diagonal principal.

Las ecuaciones anteriores nos hablan de cantidades relativas y
precios relativos respectivamente, por lo gue nos presentan un
problema de normalizacién. En ambos casos hay lugar para ancluir
una écuac:on mas. En el praimer casc affadiremos la ecuacién

anQ =1 2.2.45
con 1o que el trabajo total es igualado con la unidad.

Como se hizo anteriormente haremos una mercancia numerario
haciendo su precio igual a la dnxdad. Este seri la mercancia tipo.
Con mayor exactitud eligireos como humerario la particular
combinacien de mercanclias que integran el producto neto tipo. Para
hacer esta normalizacien, primero se determina el sistema tipo del

sistema efective. con lo que obtenemos:

€1 - (F + R)AIQ’ =0 2.2.46

nna' = ] 2.2.47
donde el detereminante de [/ - (1 + R)A} es cero. HAhora el
producto neto esta representado por ¥’ = (I ~ 4)Q' vy el valor de

este termino la haremos :1gual a la unidad, es decir,
P - At =1 2.2.48

La ecuacidn anterior, es precisamente la ecuacién que hactla
falta en 2.2.449 y por lo que el sistema queda cerrado. Ya que 10s
preciaos y el salario queda expresado en términos de mercancta
compuesta que integra el progucto neto tipo. S adespues
multiplicamos por el vector columna O’ el sistema 2.2.44,
resultara:

PAQ’n = PQ’ - PAQ’~ ana’w,

PAQ'm = PU ~ Q7 - ana’w.

a
n

rFero P - 4)Q° = 1 vy uﬁﬂ'= 1. por 1o QqQue e1 sistema



reduce. a: A 3
PAQI N = 1. = wy

o bien

PAQ IR = R{1:~ w)

Que sucede: con la expres:

por el vector P,

2.2.46 y.la miltiplicama nos ‘queda-

PAQ’R = Pa’-~ PAQY,

PAQ'R = PP 2 Ayaey [ e

Perb Pgl’ - A)Q; =.1 por lo que sistema se:FedQEE A
mo= RO+ W . 2.2.80 :
Y dado qur R = 1 resulta que la relacién entre. el éalaf:o
unitario y el tipo de beneficio es valida entre ¢on la’ condlc;én
de que el salario unitarioc venga expresado en términos - de la
mercancia tipo. Fodemos también decir que au;\que ta relacidon sea‘
la misma en ambaos sistemas, las proporciones del sistema tipo  nos
describen la relacién en términos €isicos 10 que en el sistema
efectivo esta expresado en términos de valor.
la razén por la cual la relacion entre n vy w sea tan complesa
es que no se pueden excluir toaos los precios para determinarlos
ya que por lo menops uno de ellos va 1mplicito en como nNumeérario.
La causa es el proceso de produccién de "la mercancia numerario.
Las causas son las distintas DI’DDOP’C;DI’\ES ae trabalo v mnedins de
proguccién en cada estrato de salarios Yy bene+icio de las
mercancl as. Ahora las variaciones entre w y n son oiferentes
dependiendo de las variacirones que puede sufrie la mercancla
tomada como unidad de medida de los salarios. Péru esto se
soluciona con la merczancia tipo. va que es 1naependiente e ios

Precios O. UNa mercanc-a en Cuyo precio los estratos ge sai1ario vy
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beneficio: ne,'}Furrha reguiar . a ::L:alqulér nivel del tipo de
beneficio. ' segun u‘na serie geométrica que repife hasta i1nfinito la
mxsmé 'prnpqréxon entre trabajo y medios de produccion. 'F'odemns
con:lui'r como. Pasinetti: dice:

La tmportancia tedrica de esta construccidn reside en haber
demostrado la postbilidad de trator la distribucitn de la renta
tndependientemente de los precios, y ademas hadber demostrado gque
tal posibilidad no esta ligada a la teoria pura del valor-trabajo.
Estamos finalments en disposv;cfbn de afirmar. de forma rigurosa.
Que las deficiencias de la teoria clasica pura del valeor-trabajo,
v hasta su completo abandono, no merman en absoluto la posibilidad
de tlevar a la practicae un tratanmiento de la “dl.str[bu:u.‘m de la

renta independientemente de los precilos.

u



CAPLTULN 3

ALGUNDS MODELOS ECONOMETRICUS



301 g0ue o5 un monelo Econométrico?

Para un analisi1s mas getallado de estos i1ndices deseariamos
trabajar con las técnicas estagisticas gue en el capitulo uno de
la presente tes1s se mencionaron y la teoria economica, por 1o
que nas vemos en la necesidad de estudiar 1a economtria. A

continuacién citamas la definicién oe econométria con  mayor

aceptacisn por laos econdmistas.

La Econometria es la rama de la Economia Que se ocupa de La
estimacion  practica de las relaciones econdmicas. £1 sufije
“metria’ ngmifr.c»a medictén: y la econométria se encarga

dasicamente de medir relaciones economicas, ademds utiliza tedria

econsmica, tncorporada  en un modelo econonétries; hechos,

sintetizados por la informacion relevante; Yy tedria estadistiica

refinada en técnicas econdmicas, dandole con ello contenide al
razonomiento econdmico, Aunque esta definiciodn esta aplicade «al
pensamiento econdmico, tambien es aplicable a otras distplinas de

. . . . N .
lus ciencias soctales como: la psicologia, Atstoria. socl.ologlu.!

tf la década de los treintas nace la econometeia, entonces
cubria tanto el desarrollo oe la teoria pura vesde la nrespectiva,
matematica, como a3 estimacién pracrtica  ae las relaciones
ecomsmicas, a esta parte  anora se le consigera como economia

MaLematica.

34
Intriligater M., 1007



Definicidn: Un modelo es cualquier . rep
fenvmeno real tal como un proceso o sistema real

estA representade por el modelo C para’’ expl

. as
paliticas, respectivamente.”

Definicion: La modelistica ~El arce de "c‘nnstrun‘.,

es una parte integral en la mayoria de. la ciencias:’ va ‘sean

flsicas o sociales, dedioo a que los sistemas bajn’ consideracion,

por lo comsn sSon enormemente complejus."’

Durante la historia se a visto la necgsidao. oe construn"
modelos para la comprensién de problemas, estos modelos se  pueden
clasificar por su naturaleza, como es la siguiente: ’

i) Verpales-logicos: .

Estos modelius son los m&ds sS£NC11105 de ja Crasiricacidn v son
aquellos que emplesn anadlogias verpales, taies come la  metarora.
el simiiy el modelo resultante a menudo se considera paragigma.

i) Fisicos:

£n  algunos casos los fFendmenos a  esturhiar  son reales

(tangibles})., y puede obrenerse un madeln’ mediante wun ajuste de

escala apropiado, a manera o e;empl‘o. en la construccian  oge una
casa-habatacion la solucion de este modelo puede ser i
construccion de una magueta a ascala. ‘

tir) Geometricost

Estos modelos en particular nan sino de mucha ayuaa en o ef

o
* Triretigater M., 198u23

RS
Triretigator M., oeway
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estudio de lds Fer-olr;enos écorbmicl;:s,. va que representa
qeométrlcaﬁente las relaciones que exiséen entre lés variables que
participan de la problemati:a‘en estudio, sei'puede observar que
mientras upa.variable decrece otra de ellas crece, o permanece
estable, etc.

iv) Algebraicos

Este modelo es el mas 1mportante en el estudio oe la
economstria, ya que'ayuoa a representar los fencmenos por medio de
sistemas de ecuaciones. Como los vis?ns en capitulc anterior.

Definiction: Un modelo econometrico s un tipo de modelo
algebraico, estocastico (estadisticol,. Representa un sistema a
traves ¢oe un caonjunto de relaciones estocAsticas entre las
variables del sistema. Se pueden consideran dos tipos de modelos
economéetricos: los lineales y las neo~lineales. Esto términos
fueron tratados en el capitulo uno de esta tesis, por lo que para
que un modelo sea de una forma u otra -pos remitiremos a el
capitulo uno.

DefinLcion: Una vartable enddgena es aquella cuyos valores‘
estan determinados ce manera simultanes cor el modelo.

Defintcion: Una variable exdgena es aqueila cuvos valores
se determinan fuera del mocelo pero cuva influencia se deja sentir

en ei.
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3.4.1 Ejemplo de mogeio m:crneébnémxcég‘
Consideremos los modelos algenra1co~estani§t{tos'. para ‘noaer
hatlar de uno de estps hablaremos oe un'mndelo mu:rcei:qnam:r:n /Dat'a‘
un pilen agricola, Este modelo es una qeneranza;mn’.’ ae’ ia
determinacion del precio en un selo mercado. £1 modelo E;nscs_ ﬁé

la siguientes ecuacignes:

> o S S
q =y‘p0ﬁll +6‘ + £ 3.1.12
° s E T
q =r2p*ﬁzr+6z+¢: 301,12
& =4 3.1.13

Donde q“ es la cantigag ogemandada de un bien partlcular; q' es la
cantioad ofrecida, I s el i1ngreso. r es la Frecuencx; con. que
1 lueve, cp 25 el terminp de perturbacion estpcaAsStICa  frara l‘a
demanda y ¢® es gl términoc de perturbacién estacistica para la
oferta. £n todos los mooelos esisten variavles que 5Son  endogenas
(qn, q', P} y exdgenas (I, r), términos de perturbaciéen
estocastica y parametros en un sistema de eruaciIones
estructurales. En las definiciones anteriores na se hace mencidn a
que las variables exédgenas son estadisticamente i1ndependientes de
los elementos de perturnacién estocAstica del modelo., en tanta que

las enddgenas no lo son. En general, las variables exégenss estan

dadas hist&ricamente o estian consideradas por  alogun  mecanismo

- - ]
fuera oel madelo. Los términos G2 perturoacion estocistica e,
£"). son variables que Se  gepen sumayr sl1empre A togas tas
ecuaciones del modelo distintas de Ja agentidaa o oe ras

condictones de equilibrio. Recoraango que togas e5ras  RCUACIONes
son de caracter estaolstico es necesario  :taclulr un terminn  oe
ajyuste en la gue no se¢ presentan conoicianes de equilibrio vy  los

cuales son presisamente los términas de perturbacion es5tocastica,



Los baraﬁetras e#pllé;tos ﬁei modelo son los coeficientes
canstantes qué'multxnli:an‘a’las variables del modelo. En este
caéu. el ﬁddalo cnétxéne se1s parametros explicitos : Y, ¥y que
multiplican a p3 ﬂ‘ que multiplica a /3 ﬁz que multipiica a ri Y
6‘, 62, que estan en este caso multiplicando a 1. EI1 modelo
también contiene algunos parametros 1mplicitos, es decar, los que
definen las distribuciones de probabilidad para £° y £°. Estos
parametros, explicitos e implicitos s0n los parametros
estructurales. Las ecuaciones 3.1.11 a 3.1.13 son las ecuacignes
estructurales. que es la ecapé inicial en la construccién de
modelos. En este caso esta primero la gemanda ., luego la oferta v
por uitimo una condicién ae equilibrio. La ecuacidn  3.1i.11 nos

seffala que la demanda es una funcion laneal del precio, del

ingreso, v del elemento de perturbacion estocastica. p . ﬂl. S

Y 1

son los parametros, donde r‘ es un elemento negativo vy /?‘ es
generalmente positaivo. El término derecho de la i1gualdao contiene
dos variables aleatorias. E1 termino de perturbacién estocastica.
y los precios p es enddgena y paor lo tanto esta influida por ambos
terminos de perturbacién estocastica. Ademas como el lado
1zquierdo, osea la demanda es tambieén estocastica, suponemos que
la esperanza de los terminos de perturbacién es cero, es decir.
£ =0 3.1.14
y por lo anterior se deduce que la cantidad demadada esperada es:
EWQ°) = »Elp) + BEI + 6 3.1.15

La ecuaci1én 3.1.12 nos describe la cantioad otrecioa v nos
seffala aque es una funcidn lineal ode los precios. la frecuencia con
que liueve y el término de perturpacidn estocAdstrca. rz. ﬂz. &

2
son los parametros donde ¥y en general sera pasitiva, ,’iz puede ser



positiva (en casp de sequial o b;en nEant\Ava' (E’nri :ascx"oe
1nundacion). Dados estos parémetros los niveles para r'v el vaior
esperado de :e}n para z°. LakuFer:a‘esperada éerka:‘ k
EQ") = r,Etpr + A r « &, . A.l.16

La ecuacidon 3.1.13 muestra l1a relacidn de equilibrio v
establece que la demanda se 1guala con la oferta. Esta ecuacién en
general provaca que podamts eliminarla del sistema v escribirio de
la siguiente manera:
@ =rp+ Bl 4-6‘+a:n 3.1.17
Q@ =r,et ﬂzr + 62 + £ 3.1.18
de esta forma el modelo microecondmico consta de dos ecuaciones
estructurales que determinan el valor de dos variables enogdgenas
£y @ Bn términos de dos variables exdégenas r e I. Escribiéndolo

ahora desde el punto de vista matricial obtenemos:

1 1 ™" O o
(o @ « U r Do p| = &h 3.1.19
Ve 7, S1 b2
donae el. vector (p Q) es el vector da wvariables endogenas,

mientras que (7 r 1) es e1 vector de variaoles exegenas vy el
o

vector (£ %) es el de los coeficientes oe perturnacion

estocastica. Las ocos matrices son las matrices ae coeficientes

estructurales y contienen todos los parametros de las ecuaciones

estructurales. Resolviendo por medic de ecuaciones simultaneas

obtenemos:
o, s
p= L2 - PR/ oL S el It.110
Y27 LEe Y2,
g = r2fi ! - rzfiz r o+ r2bz2 ~ yibsr - rzzn - ru:' B.1.111
LN Y2, LERAN LA .

Esto se puede escribir en torme matricial como sigue.



Y2l L3

Yo ¥gwii - “Faly
tp @) = U pr 1) vapz - f2 - S
¥y ‘ 72‘7‘ .
Y21 -1 St -1 3
7, ¥, 7

: 3.1.112
' [rze - yie” &P+ c]_
L

A las e:uacx.unes 3.1.110 a ;.1.112 se le denomina forma
reducida del sistema. Los coeficientes de las ecuaciones de la
forma reducida sintetizan la. estatica comparativa del modelo.
Enti¢ndase por estatca comparativa, la comparacion de aos valores
en equilibrio de cada una de las variables endégenas donde el
gnico cambio ocurre en una variable exdgena, entonces de J.1.112

tenemos

ap 31

=5 = 3.1.113

2 1

como el denominador es siempre positivo ya que ¥, > ¥, por ser

¥, >0y r. < 0, esto sucede ya gue rz representa la pendiente de

2
la curva de oferta y r’ representa la pendiente de la curva de
demanda. Esto es que en la medida de que ﬂ‘ sea positiva la deriva
sera positiva,

Del mismo modo se obtinene

9 . P IELY

> S.1.114
al r,-r, =
ap pz2 < -
o 3.1.115
92 o _mfBz > 3.1.116
or ’z —y. N

El significado del signo mavor y menor que en las ecuaciones
3.1.115 y 3.1.116 significa el incremento o cisminucién del factor
lluvia,

Es ahora, donde la teoria econdmica termina y ila econometeris



empieza, ya que se han establecioo el moaeto y lios sighos ae
algunas gerivadas parciales. Lo que sigue & partir e £ste punto,
es la estimacion estadistica de los valores numericos. o la
estimacison del sistema 3.1.112. La estimacidn de los coeficientes
de la forma reducida es el primer paso para la estimacion de 1a

forma estructural.



$01.2 Elzempio oe modelo Macroecondmico

Este mooelo lo consideraremos €l segundo elemplo oe un modela
econométrico. Serad la generalizacidn del  ingreso nacaional. Este
modelo al i1gual gue el model.o microecandmico x!ustr; la
generalizacién de un madelo algebraico-estadistico. Agemas una
diferencia escencial entre el modelo micra y el macro es que el
primera permanece estitico y el segundo es dinamico con respecto
al tiempo.

£l modelo macroecondmico estard constitulaa pbr las siguiente

ecuacioness
_ 1 -
C\. = y’Yl + Rl. + & 3.1.21
3
I‘ = rzy‘ + ﬂzyc.-x + p’ + LN 3.1.22
YL=C‘+I‘+6‘ 3.1.23

aande YL. C". Il representan el i1ngreso, i consumo v fa 1nversidn
respectivamente en el periordo aic t y ademids son las variables
endégenas del modelo. Gl es el gasto del gobierno en el periocdo t,
este elemento se considera exdgeno. Las Y, es el ingreso oel
periodo anterior, y también es una variable ext¢gena. Con respecto
a las varaiables cf v e‘x como en &1 ejemplo anterior continuan
si1endo vartabie de pertuwrbac:én estocastica del consumo v la
1nversion respectivamente. Las parametros estructurales ‘Vi v f?.\
seran los elementos de estimacién. La primera  ecuacian  nos
aescribe et consumo del sistema. la sequnaa ecuacian la  inversioen

tanto dei perioon como ia oel anteriar, e} caso especilal cuando la

1
inversidn es auténoma los parametras y,. (3,. £ son 1aual a  cera.

entances I = fiz. Utro caso especial es cuando (?z = ~¥_ + qonde la

1w



inversisn sigue el mecanismo del. acelerador. En - este..caso: la

inversidn esta basada en cambios del 1Ngreso naciona

1 . o
IL = rz()" Y‘_‘) + ﬂ’ + €, ‘3-1

la ecuaci1én anteri1or muestra la condicidn dae eauxlihrln,

1nversidn es la suma del consumo, la i1nversion

gubernamental.

De i1gual forma que en modelo microecondmico, -la ',Jcocnc'xoa i ae
equilibrio puede ser empleada para simpl )F::gr nueétrai;si'gteh;_; en
este caso eliminaremas I y obtendremos en.ton:es un sisten;\a; de':v dos

ecuaciones estructurales, como a continuacién:

I SR p2 s e
% (l'rz]cl*[l"rz]yt-l*[l-rz]ct;*l-'y:f

+ L 3.1.25

1o anterior se verta en forma matricial como a contintacién::

o o0z
1. -y
1 2
c ¥ T 183 G
¢ + 15
[ v -1 e

_‘l
(= )
1 7,
Resolviendo para (C‘ Yl) obtenemos

Y=[ 2] ]y 4-[—...—————1 ]6 4-'—.—.—”“”‘-&
t 1 ¥, "1, t-1 1")""72 A 1"-?'1-’2

_‘:"'Ex
e - 3.1.27

1=y, -7, - - - .

o (B P (g Jo - e
ERN 7, -7 v, ~ 7,
I

r.e, o+ (1—y 1e

L. L 3.1.28

l-rl-rz

Estas ecuaciones nos aeterminan el 1nareso v el consumo

lol



corrientes como funciones del ingreso desfasado \Y‘_x) y el gasto
corriente del! gobierno (5‘). En general, las ecuaciones de la
forma reducida siempre expresan las variables enddgenas como
funcidén de las variables endogenas desfasadas, las variables
exdgenas y los términos de perturbacidn estocastica. La ecuacidn
3.1.27 muestra el efecto de un cambio en el gasto puablico corriente

sobre el ingreso como

are 1 :
U S 3.1.29
A S S

Este 1ndicador es conocido como multiplicador de impacte porque
1ndica el impacto del gasto publico sobre el ingreso. En el caso
especilal de que la i1nversidn este determinaoca a priori, es decar
v, = 0, el multiplicador es el reciproco de la unidad menos ila
“propensiéon marginal al consumo”, es decir

M _ 1 1 ;
-—GGl = = 7 = T=FFc 3.1.210
La ecuacién reducida de Y puede ser escrita tambien ode la

saiguiente manera:

-
Y‘ = n‘)"_‘ + "zGt + n! + "'t 3.1.211
donde
no= nz"z . 3.1..112
n = —_——
2 =y, v,

My =By Ay,

. 3
M= (el

+ &hn .

[
S1 esta ecuaciédn se resuelve, el resultado, como ecuacion de la
forma final, permitira el cialculo de todos los multiplicadores. ce
largo y de corto plazo para el i1ngreso.0Observese que la ecuacion

T.1.211 1mplica
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=n + G +. o+ “-1-2 3
yl -1 lY'.-Z "3 -1 ] ”L'I s B > 1

;Sutxtuyendn la ecuacion antermr en 5. 1. 211 se" outxene

Haciendo este proceso xteratxvo hasf_a que el t empo base sea ¢ =0

se obtiene

L ) Cat L ey
Yt = n‘}’o + nz(G‘ + n‘G‘_‘ + n‘Gt_zf ..v.+ rx‘ ‘G‘)

P I . T A TR oot R 3.1.215
3 1 1 1 B

+ ("'l. + LN + ":"'t-z + .... + n p )
Esta ecuacién se conoce como la ecuaciédn de la forma fuina, para el
ingreso. A partir de esta ecuaci1dé4n podemos calcular tpdos los
multiplicadores para el i1ngreso., Hs1 el multaiplicador oe 1mpacto
que da el efecto sobre &) ingreso corriente obtenido de un cambio
en el gasto publico. es

[:243 1 .
N o = 1 B.1.216
OGL 2 1 v, 7,
considerese ahora el efecto sobre el 1ngreso corriente de un

cambio en el gasto publico del periodo anterior:
52 = 3.1.217

1
t-1 z

Sumando las dos ecuaciones anteriores obtenemos el etecto de un
cambi1o en el gasto publico acumulado del, periodo corriente como
del previo. a este resultado se le liama mnmultiplicador acumulade
de dos periedes

CEAT RN =1 T yimyz vp2 B 1.218

an|
"GL AG;-1=AG|. (L -yt - r:)z

de esta misma forma , el multiplicacor acumulado ge n periodas es

v n-1 -
3G IA So.a=ab T TR TR T MY e bR S-1.21y
t 1=n-1 1

por 1o tanto, con n en el limite a. 1nfi1PMIto. @5 uPa serie

geometrica se reduce a



aye "2 i
_ IR = — — T 3.1.220
G a6, =...=86 T Tmn T T -7 -w, ,

Este indicadar tiene la interpretacién del cambio en cada uno de

los periodos previos, alargandose nacia atras, asi es la respuesta
de un nuevo nivel sostenido en el gasto del gobiernoc. Si ﬂ‘. nz 9
Y, fuesen todos positivos, el multiplicador de impacto (3.1.29) y
el multiplicador de largo piazo (3.1.220) produciran
respectivamente la cuota inferior y la cuota superior para todos
los multiplicadores del gasto publico; mismo que darian, ai efecto
de un cambio unitario en el gasto del gobierno sobre el ingreso,
un valor entre

1 v 1

1_r1—r2 1-,’1_?2—,’2

3.1.221

dependiendo ael numero de aRos para el gque se aplicara el cambiro.
Con los parametros estimados del modelo es posible obtener
valores numericos para los diferentes multiplicadores (parte ael
analisis estructural). Con estas estimaciones también es posible
pronosticar. realizar evaluacién de politicas y proyectar

politicas o inversidnes, entre otras cosas.
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3.2 Modelos unicuaclonales.

El problema de estimacidn de una sola ecuacidn cunsnste en .
determinar estimacién de sus parametros. Dado .* el modelo
econométrica siguiente -

vy = + ¢ 3.2.1
dande y es el vector de s variables enddgenasi x es el vector de &
variables axdgenas (no estocasticol)y; f1 la matriz de k x s
coeficientes. Cada columna de la matri2 [1 conciene todos los
parametros que van a ser estimados en la ecuacidn correpondiente.
Donde la i1—ésima ecuarién se puede escribier como:
%
= E + 3.2,
'y \;z‘n“ €, 3 2
PR

El problema de estimar los & paradmetros en la ecuacidn
anterior es de la estimacidén de una sola ecuacion y el proolema de
estimar la forma reducida es el de estimar todas las ecuaciones de
esta forma. S: escripimos 3 en lugar de N obtenemos:

3
vELnxpB + ¢ I 2.3
]
1=1
Como podemns observar esta es un ecuacién de reqresién lineal

simple. y se pusde escribilr también como Sinuer

(23

y=zﬁ+¢:=(x‘. ...xk)

*eae

como ya se vio en ei capitulo primero.

En el caso mas general de una o MAs variables expllicitas,
donde k 2 2, el problema es el de la regresaidn lineal muitiple. E}
proposito de esta regresion €s estomar como dos a MAS  variAotes
aestan relacionadas. Los coeticientes ae regresicn
estimados, sintetlIan en +orma  cuantitativa los efectos oe  un

cambio en cualguier variaole euplicita sobre el valor ne  1i

[¥-+=3



variable dependiente. En partxculér, slkﬁj' es el valor’ estxméao
del coeficiente de regresisn j-¢simo entancest
dy S :

}n’ =E‘c—‘—' . ' J =1, 2,'-.., L

es. un estimador de la influencia de ia J—ésima variable sobre y.
. .

La socluci16n para este tipo de modelos la encontramos en el‘
capitulo primero, ‘va que se reduce a un ajuste por minimos
cuadrados, ya sea lineal, cuadratico. logaritmico. etc.

EL modelo requxeré de datos sobre sus variables. .Estcs oatos
€e uti1lilzan para estimar los barametros del modelo. En el caso que
estugiamos se requlere Una muestra de datos en forma de vector oe
dimensi1dn n  y ¥forman la variable dependiente y y una matriz oe n
valores observados del vettor de variables exogenas x, que se

escriben

1 1 11 12 1k
¥ = 1. X = o= : . M . 3.2.5
Y *n nt Tnz nk

Los elementos de y son los nimeros Vs donde v, ®Bs el valor
de la variable p en la observacién I, siendo ¢ un indice de

ohservacionhes. .. -

pY-1-3



3.3 Modgelos en sistemas en ecuaciones simultaneas

Cuando se hace necesario un modelo en ecuaciones simultaneas
es por que al evaluar una s0ia ecuaciones No estamos considerando
muchas variables enddgenas que nos pueden dar una decripciédn mas
exacta de nuestra economta. Un modelo en ecuaciones simuttaneas
determina los valores de un conjunto de variables, las variables
endégenas en términos de otro :nnjdnto de variables, las exdgenas.
El modelo de ecuaciones simultianeas lineal puede ser escrito en la
forma estructural como las g ecuaciones simultineas

ylf‘*xLB=eL T =1, cese N 3.5.1

gonage y es el vector de g variables enddgenas en  fa t-éstma
observacion, x es un vector de A variablies exdgenas y £, es un
vector de g términos de perturbacidén estocastica en la observacion
i—¢sima. ¢ recorre todo el conjunto de observaciones. LAas matrices
de coeficientes para ser estimadas son [ y 8 que representan,
respectrivamente, coeficientes de las var:ables enosdgenas v
exdgenas. La matriz " es un matriz cuadrada de g x g vy la matriz 8
es un matriz rectangular de k x g. La forma estructural contiene
las g ecuaciones que determinan, para cada observacion, los
valores de las g variables endﬁgenas; dadas las g variables
exdgenas, los 2 términos de perturgacxcn estn:asc}ca v los g
coeficientes oel saistema.

Se puede observar gue existe una rngeterminacidn  trivial  oe

cada una de las ecuaciones estructurales que caonsiste en que él

multiplicar todos los terminos, par una constante distinta ae
cero. no se altera el significado ae la acuacisn. Esta
1ndeterminacion se nulifica por medio 0e la POrmalizazidn . m1sma



que por io comun ;mnii:a 'la eleccién de un  valor especlfico

d1stinto de’cero par‘a cualquxéra de los 'parAmetros distintos de

cero eﬁ~caéa ecuacidn. La normatizacion  mas urilizada estaolece

. que-los elé@en:us oe 1a giagonal oge [ sean i1guales a —-1. es aecir.
 ‘ Cin = =1 h =14 cees n 3.3.2

Por le,. tanto, suponiendo gque rhb = 0, tenemos que la constante a

multiplicar es —I/rhh . Asl la normalizacion de la ecuacién h se

escribira caomo

9 ko
¥, = b} Yo tren ¥ .}: zijﬁjh - € 3.3.3
h-za i=t

h#Zh
De esta forma ltas v, Juega un papel comparable con el de la
variable dependiente de 1la estimacidn del caso unicuacionals

mientras las Y, Son h’ =% h, donde L

® Q0 vy las xu dande nmno
Juegan un papel de variabples 1independientes de la estimacidén
unicuacional. La distincién entre la estimaciédn de ecuaciones
simultaneas y estimacién unicuacional es precisamente el taracter
de ias Kh’svar)ables endogenas explicativas).

Los términos de perturpacién estocaAstica cumplen con algunas
proptedades como, primerc

Ete) = o, L =1, ey n 3.3.4

segundo, la matriz de covarianza de los &, 3e supone igual en cada

observacion, es decir,

-] O eaa
11 12
Cou(:\) = E(EIEL) = : para toda & 3.3.5
o’ 4
gt 92

donde £ serid la matri: de wvarianzas vy covarianzas simétrica v
posi1tiva-gefiniga. Este supuesto es un qgeneralizacién  vectorial
ael sistema unicuacional que se define ctomo homosceogasticidad

donge g = 1. Tercero, los € S€ suponen no correlancionados en la



muestra, es decir
E(c:cj) = 03? para toda v = 3.3.06

Estos supuestos se satisfacen si1 los terminos de perturbacisn
estocastica estan i1ncependiente e 10&énticamencte distribuidos sobre
la muestra, con un vector o medias cero y una matriz de
cavarianzas £ constante. Hajo estos supuestos, en tanto los
términos de perturbacidn estocastica no  estan correlacionaaas
sobre la muestra, pueden estar correlacipnacos por ecuaclones. FPor
este Gltimo fendmeno de correlacidn entré términos de perturbacidn
estocastica es necesaria la utilizaci1édn de si1stemas de ecuaciones
simultaneas y no es valido el tratamiento de ecuaciones aisladas.

En el caso uniecuacional a veces se hacen supuestos de la
distribucion de los términos. Aqul en el caso multaiecuacional
también, generalmente se asume que estan independiente, ldéntica v
normalmente distribuidos. es agecar,

£~ NIOT) . 3.3.7

Como I” es una matriz no singular. esw posible resolver: para
¥, multiplicando por la derecha 3.3.1 por rtoge lq aue Use
obtiene la siguiente igualogad :

y = —xBrr*+ ot
. v s

o baen
yl = xln * Hl
donde
n=-grt '
- -1
M= cf

La ecuacion 3.3.Y es la forma reducida, gque expresa caoa. -una de

37
Nctemos que el vector o; et el wvoclor trantpuect

1oy



las variables endsgenas v, como una funcion lineal de todas las
variables predeterminadas x Y ae los terminos oe perturbacion
estocAstica M. La matriz 1 definida en la ecuacién’ 3.3.9 se
conoce como la matriz de coeficientes de la forma reducida, Yy oM
es conocido como &l vector de términos de perturpacidn estocastica
de la forma reducida. Daco que los términos de perturbacion
estocastica de la forma reducida son upa relacion iineal de los
términos de perturbacién estocdstica con la forma de la ecuacidn
estructural, todos los supuef;tos estocasticos de 1los £ los
heredan 10s B For lo tanto se deduce que

E(u‘) = U 3.3.12
de donde podemos ver gque el promedio o valor esperado de las
variables enddgenas se reducen a

E(y) = x0. 3.3.13

La relacidén que existe entre la matriz de covarianzas uve 1la

forma reducida y la forma estructural, esto es
Coviu) = Eulp) = r"'f:(c‘;cl)r" =rts 1t < q, para toda ©
esto es que la matriz I tiene una relacion directa con la matriz
1, podemos gespegar de la i1gualdag anterior y aobtenemos

T=rrar 3.3.19

Otra propiedag qQue se nereda por 3.3.60 y 3.3.11 es

E(/J:p‘l = Q 3.3.15
Asl como los £, estan no correlacionados sobre la muestra los

N también., Se supone, ademas, Que los términos  ae perturpacisdn
estocastica de la forma estructural estan distribuidos
normalmente, de donde se sigue,

M o NGO 3.3.16
lo cual es eguivalente a

Vo~ N(.z‘n,Q) 3.3.17



Las observaciones endsgenas v

predeterminadas,  .tanto Fpara ecuaciones i de. . 1a Forma

1da pueden. expresarse

3.3.18

donde cada uno de- las. variables LR son vectores oe g
coordenadas. Cada una de las ecuacirones de la forma reducida
puede ser estimada como una s0l1a ecuacien, Los coeficientes ae ia

ecuacién h, sintetizados por la columna h-ésima oe la matriz O

n, =1: con A= 1y eauy & 3.5.19

puden estimarse utilizando el estimador de minimas cuadrados y 1n§

datos de 3.3.18 como sigue

" Yin
ﬂh = (X*X) "X7). 3.3.20
Pan
donde se supone que P(X) = k, de modo que X’'X es no singuiar.

Aumentado estas columnas se obtiene la matriz completa de
coeficxientes de la forma reducida

. Poy o0 Vg
N=dl, .... 01 = XXX [: :
1 g . .

Voo w00 Vg
Ast . el conjunto de tooos los estimadores minimo cuodrdcicos - del
si1stema completo ge 1a +Orma reoucida pueden expresarse comg

sigue:

= (X'X)7xy

Los estimadores en La ecdadis in1cos . 'me jaies. .




estimadores 1nicilales 1nsesqados v consistentes de la  forma
reducida, puesto que representan estimadores minimo cuadraticos de
la ecuacien de la forma reogucida. La mgtr:z de covarianzas de los
términos de perturbacidn estocastica para las ecuacignes de la
forma reducida )}, puede ser estimada ut:lizando la generalizacioén

matricial del estimador doe una sola ecuaciédn, como

A=t .0 1 -~ xf - X =

Q= AT RMH T TR (¢4 XM’y xn) =
1 - ryy~lys

TR Yy ol XXX) X"y, 3.3.23

donde ;'; es la matriz ﬁa ‘reslduns de minimos cuaarados e
1 - X(X'X)?X' es la matriz oe minimos cuadrados. Este estimador
es un estimador de ) 1nsesgado y consistente.

Bajo ciertas condiciones., 105 estimacores mlinimo cuadraticos
ae los parAmetro; de la forma reducida. N, 1, dados por 3.3.22 v
3.3.23, y qQue sintetizan toda la infFormacion relevante gque puede
obtenerse a part:ir de la muestra, pueden ser utilizados para
estimar los parametros de la torma estructural [, B, E. Las
estimaciones no se realizan directamente oe la forma estructural,
ya que tales estimaciones directas no sdlo estan sesgadas sino que
tambid&n son inconsistentes debido a que es comin que lasg
ecuaciones de la forma estructural incluyan variables endégenas

licitas, y por el contrario los estimadores de 105 parAmetros

de la forma estructural, que se obtienen a partir de 1los de la

farma reducida, comunmente son estimadores consistentes.
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3.4 Obtencion y mane)o de los natos estilisticos.

Como se ha observado en las capltulos anteriores, una parce
fundamental de los  trabajos en teorla econdmica las oavos
estadisticas. Los datos estadisticos relevantes para un  estudio
particular sintetizan 1os nechos concernientes at ferdmeno objeto
de investigacion. Estos datos pueden ser de diferentes tipas vy
ariginarse de distintas fuentes. La teor;a subyacente al fendameno
es usada para determinar la eleccion entre variables alternativas.
Estas son fundamentalmente cuantitativas, cua)xtat:vss a una
combinacisdn de ambas. Cualguiera gue sea el tipo, fueante p
naturaleza de los datos, estos se expresan de farma cuantitativa
para poder as! lievar a cabo el estudio econométrico.

Para estimar los parametros de un  modelo econométrico., es
congicion 1ndisplensanle canbtar con datos acerca de las variahleo
1ncividas en &1, S5on necesarios los valores acdoptadas por  1as
variables enddbgenas, exégenas y cuando el modeio es dinamica las
variables enddgenas o0 exégenas desfasadas, para  estimar  Ssus
parametros. En real:icad el problema mas grave en et estudio de  un
modelo econométrico es'la falta ae 1n+6rmaclbn. va gue tresulta

relativemente sencilla la construcciédn de modelas pero  encontrar
los gatos "apropilados” para un modelos  particular no es  tan
sencilio v su dispomibilidad determina, un  ultima lnstancia. la
1nclucidn o la exclucidn de cada wvar:aple particular., Esto nos
1leva a la necesicao de uttlizar los ocates mejores v manipularios

de tat forma gue nos puedan ser mAs Utiies. Otre orobliems de  ios

gatos €s la forma en que s5e aysnresarin S1 sera 2n cancinaaes



nominales o reales, en can:xyades totales o per capita, pues 1ios
resultados ec&nométri:cs también. dependen de la forma en que se
encuentren los datos.

A pesar qgque en algunas situaciones se reunen datos
experimentales, la mayoria oe los estudios econométricos deben
basarse en datos no experimentales. Los problemas que presentan
este tipo de datas puedén ser denominados bajo el término de “mala
interpretacién“. El primero de los problemas es el de los grados
de libertad; esto es, que los .Hatns dispaonibles simplemente no
incluyen sqflclente numero de 6bservacxnnes como para permitir una
estimacion adecuada del modelo. Bajo el empleo de datos no
experimentales es 1mposible repetar las candiciones que dieron
lugar a esos datos de modo que también es imposible génerar puntos
de datos adicionales. En’ algunos casos, los datos disponibles
pueden ser inadecuados para @stimar incluso un modelo simple.

Un segundo problema es el de multicolinealidad, que es la
tendencia de los datos a agruparse 0 a moversg Juntos en‘ vez de
estar esp;rcidos.'Pur ejemplo, en los datos en series de tiempo.
las variables estan propensas a exhibir las mismas tendencias, vya
sean ¢stas ciclicas o seculares., a traves del tiempao. Con datos
experimentales podria ser posible alterar las condiciones del
experimento Yy oObtener una dxsuersxéﬁ adecuada. Con gatos
‘no-experimentales estos forma ae contreol no existen v el sistema
del fenomeno puede albergar variacionesa independientes - muy
ligeras en los datos y en particular, un qrago muy -alto de
i1nterdependencia en algunés variables.

Un tercer problema importante de considerar es el problema de

correlacton serital, esto sucede cuando se utilizan datos en series



‘de tiempo, los cambios subyacentes ocurren muy lentamente a ;raves
del tiempo.  Asfi. las condiciones  en periodos  de  tiempo  muv
cercanos tienden a ser similares. En la medida en que el termino
de perturbacion estocastica representa las condiciones relevantes
del modelo que no fueron incluidas explicitamente, tales como.
variables omitidas, la correlacidn serial s manitiesta en una
dependencia del término de perturpacién estocastica de un peri1odo
sobre el de otrc periodo.

Dtro lmpurtgnte praoblema es e! de las errores de medicion.
Este se refiere a que los datos que estin mediaos sSON  sujetos a
diversas 1mprecisiones v desviaciones.  cas imprecisiones
fundamentales son aqueilas que se tienen por una mata

¢ canceptualxéacx&n. Es decir, el aumento o la disminucidn de partes
integrantes de cada concepto (gatos!’. Estos cambilos ae
conceptualizacién requieren la reconfiguracién vae los -gatos para
poder hacerlos comparables y consistentes en el tiempo.

Por todo leo anterior los datos deben ser depurase. No
abstante, una depuracion que ayuda a resolver uno de los problemas
puede agravar o crear otro. Asl, por ejemplo, depurar oatos en
series de tiempo anuales a trimestrales. aumenta el npumero oe
1nformacién (gracos de llbertéd) pero tiénde a agravar el dge la
multicolinealioad v el de 1ia cur}elac:on seri1ail. kstos bhace
necesario tener mucho culoaoo con la forma oe obtencion v mane)o
de los datos.

El utilizar gatos con cualauiera de los errores citadas
anteriormente nos Lllevara a ung maia estimacion ae 1os
parametros del mooelo. rnora, tanto 1as varianies

aependientes como las i1ndependientes estaAn sujetas a erroras de



meoxi:ién. En‘particular. los ogatos d.xspnmnies asien pueden no
referi1rse a la variable tal como esta especificada, © pueoen
enstir sesgas sistematicas en la recabacion o publicacion de laos .
datos. Si1 el modelo de regresidn lineai vercadero tiene la forma
R ) 3.4.1
donde y representa las valores verdaderos de ia variable
dependiente, X representa los valores verdaderos de la variable
explicativa vy 4 representa el vector de términos de perturbacion
estocAstica,, gener;lmente nimjuna de estas variables estAa medida
sin error, En vez de ello, lo que se onserva es v, ¥ x‘. donde
u‘ =3 + v, 3.4.2
X‘ = X + XE 3.4.3
donde y‘ es un yectar y )(5 es una matriz de variables aleatorias.
Las errores de medir p no presentan nuevas comblicaciones, ya que
ios er'ré\res pc pueden ser Fusxun;‘mas con el término de
perturbacibn estacAstica. y asi el modelo se reguce a
¥, = x‘ri + v - X‘:ﬁl donde v = u + Ve 3.4.4
Este madelo no puede ser manejada de la misma manera que el mooelo
de regresion lineal basica, ya que las variables explicativas
medidas X’ no estin distribaidas independientemente del término de
aerturbacién estocAstica v - ch. Su estimador sera
A= GGy = B (XX R - x 3 3.4.5
es estimadar, en general, €5 sesQaao y SU sesgo esta dato por
B{ = E¢qh) - = —zcu;xln“x;xtm 3.4.6
vespués de observar 10 anterior, (.5s vemos €n la necesigad oe
reconfigurar lus datos 02 OlSTINTAs fOrmas para que asl puedan ser
urilizadgos en un estudio ecoromeTrico. S$sta  reconriquracisn se

gebe realltar para QOLengr un Conlunto oe oatos consistente, que



represente series comparapbles. £n el caso de los catos ‘e&n’ series
de tiempo, la canfiguracién puede tomar una variedad de  tormas.
incluyendo la interpolacién, la extrapolacidn la entreverac:iédn v
la uniformacién. La i1nterpolacidn se reflere a la adeterminacisdn de
los valores que se encuentran entre los que son CONoC 1 005, ror
_ejempln. en el caso de series ge tiempo, podriamos tengr una sSerie
de i1nformacién faltandonos algunos periodos 1ncluiaos en ef  ranqo
de estudio, el método utili1zado para obtener estos datos es la
interpolacién. Existen varios tipos de Aﬁterpolacxan. entre los
que podemas ménczonar. interpolactén lineal donde 1os puntos
faltantes son solo combinaciones de los conocigos. Ast Si1 x es

t
upa ovservacion o estimacion de una variable en el tiempo t y sz
es una observacion o estimacién de la misma variable en el tiempo
t + 2, la estimacidn linealmente i1nterpolada en el tiempo t + 1 .

suponiendo que es equidistante del tiempo ¢t y t + 2 esta daca por

~ x‘ + xl’z
x o= S 22 3.4.7
te1 <

Utro método de i1nterpolaciédn es la wnterpolacién exponencial.

esta emplea la media geométrica

x = ¥x 3.4.8

Lot ez
que es lineal en los logaritmos de las ‘varlahles. Este método es

equivalente a aquel que consiste en ajustar una funcion

exponencial entre x‘ v x..z de tal forma que

- at o 13
x = xe donde =~ =x & = xszm S.4.%
Lot v tez Leg t
donde a puede ser calculada mediante
4
TS Jada iy

Otro metodo de xptevpolac:en es el mdtodo oel) polinemio de
tnterpolaction de lagrange. este metooo es utilizaoo para cuando el

comportam:iento de 10S gatos nNo es jinsal N1 erponenciAl, F1N0 es



rolinomial, es decir presentando -Unpa. serie de cambios en su
comportamineto. Para - describir ‘este método supondremos que
tenemns n datos (x~ con £ = 1, ...,y n). Primero construiremos los
cocientes Lllz,‘) de la siguiente manera
(x = 2 ) sos (x - 2 J{x— % ) eees (x— x)

1 =1 *

4

bal
(x = x_ Jix = x Yesolx — x )
A9 -4 A v L ”n

Li(x) = 3.4.11

x = 7
.para toda t. A continuacién se toma el resultado de cada uno de

los L‘ y . a continuacion se multiplican por su respectivo valor
l(z\) y de la suma de todos estas elementos resultantes queda el

polinomio de interpolacién, como se ve a continuacién

"
Px) = /(xolLo(x) + oaee ¥ ftxn)Lh(z) = }:‘f(x‘)l_.l(x) 3.4.12
i=

Este métoodo se utiliza evaluendo el punto desconocido en el
polinomio Pix), asi{ obteniendo el valor esperado en el
comportamiento de todo el conjunto de datos.

La extrapolacién se utiliza cuando la falta de inform.acion
esta fuera del rango de datos, es decir si los datos disponibles
para unas variables tiene i1nformacion para mas periodos gque otras
variables habra que calcular los datos para igualar la disposicién
datos para todas las variables del sistema. Las técnicas de
extrapolacién son similares a las de interpolacién, por ejemplo la

extrapolacién lineal funciona de la siguiente manera

1-1 11 t
por lo que
x = 2% - x 3.4.13
1oz -1 (3
Pajo la forma exponencial de extrapolacidn podemas escribir
~ _ at - ‘ot
Ziz T %y donde x,, = %e 3.4.14
de mondo que o« se puede caicular
1 xlvx
a = in b 3.4.15

3
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La entreveracion de se refiere al oroblema oe reconfiqurar
una serie. para poder hacerla consistente s1 1a base cambia. [
problema aparece con frecuencia al emplear datos en series de
tiempo en forma de indices. Tales como el indice de precios. al
consumidar. Este indice se calcula en realcidn con ciertos niveies
base de las compras de bienes y servicios, Y estos niveles base se
revisan perisdicamente. La serie engonces debe entreverarse en
este punto. Por lo comin, hay aigunos puntos de Sobrepaosiclon
entre la serie nueva y la anterior, de maho que la nueva serie
puede ser simplemente multiplicaga por el nivel oe lia seraie
anterior en el punto de sobreposicidn (o por un promrdio de ellos
S1n0 sON Mmas de un punto). De modo equivalente, la praimera seri1e
puede ser davidida por su nivel {promedio) en el punto ae
sobrepaosicién. S5: estos puntos no  son reportados, es posible
Extkapolar la primera serie para obtener ttno O dos puntos dde
sobreposicion para poder entreverar la serie.

Existe otro tipo mas de reconfiguracién Que es ta de
unt formacién, el cual consiste en la eliminacién de componentes
tendenciales o ciclicas. Un modelo de i1ngreso nacional que util:iza
datos de series de tiempo, por ejemplo, requiere comunmente la
eliminacidn de tendencias y ciclos. s1 .los agregados sabre el
1hgreso nacional estan siendo relacx;nauus con cilertos fendsmenos
econdmicos, tales como 108 salarios reales. La 2:11minacién de  la
tendencia (por ejemplo la tendencia exponencial en €1 tiempo eqﬂ
gonde a es la tasa de crecimiento promecio de la(s) variavcleis) en
cuestidn) podria reiajarse mediante el remplazo ae los datos

originales x por los datos rconfigurados E‘ definidos por

- —at *y
X = xe ol dols
t t =0 3
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&n ia cual se ha eliminago la tendencia del tiempo. Agulr el factor
tendencial na sioo empleado para deflactar los ogatos originales.

De manera similar, los ciclos pueden ser extraigos con

P z"
* = Cosw®t T o) S.4.17

donde cosi@t + ¢) ha sico empleado para deflactar los datos
originales, & es una medida de la frecuencia del ciclo y p @s una
medida del cambio de fase. Tal técnica puede por ejemplo. ser
aplicada a variables esta:anales para realizar un ajuste
estacional de los datos sobre tales variables.

Una serie de tiempo, en genral, puede ser descompuesta en
tuatro componentes basicos: tendencia T, representa movimientos a
largo plazo: ciclo C. representa movimientos si1nusoirdaies;
estacionales £, repreﬁenta movimientos ciclicos dentro un periodo
de un aMo; e irrequlares I, representa movimientos residuales. A
menudo se supone unna estructura multiplicativa

x = TelCeEel 3.4.18
Entonces, hay distintos métodos disponibles para aislar estos
compenentes. La serié puede ser ajuséada después de que nan sido
aislados. Si por ejemplo 7 y C estan representados por
T = ™ 3.4.19
€ = cos(Bt + p) 3.4.20

camo en 3.4.16 y 3.4.17, entoces la serie
-at
~ x, e
* T Cos@r + ) 3.4.21
es la serie de tiempo ajustada tanto para la tendencia como para
el ciclo. uUtro ejemplo esta basado en tomar logaritmos gde J.4.18.

donde

[

y‘=/\L' o, 34,2



Aqui ¥» es el 1logaritmo de z‘/(L) representa  los componentes

tenencial, ciclica y estacional; vy M es el logaritmo oe . La

ecuacidon 3.4,.22 descampone una SEerie ag tiempo observada v, en ia

seffal, f(t) y el ruido. M. S1 la sefal niene a ser menos erranica

que el ruldo, entonces la serie de tiempo puede ser  suavizada

tomanda medias méviles de Ja ¥, =, tas como la media movil DAara
dos periodos definida por
1 P
>
v, =35 ty, + Y0 ) 3.4.23
Este proceso de unmiformacison elimina  todas lLas asperezas
aleatorias indeseables en los datos.

Como  hemos visto los diferentes métodas presentados

anteriormente para recanfigurar los dartos implican tampien ciertas

deificultades. Lo gque provoca resultados cuesticnables., £s  por

esto que los datos no se deben reconfigurar si nNo Bs necesario.

Debe observarse también la precisidn de las datos econdmicos

¥ de otras en ciencias sociajes. Framero. los datos que nosotros
pogemos encontrar encontrar en las ciencias sociales no  son

exactos, ya que los econdmistas y otras cientificos sociales

tienen medidas y metodos de medida imperfectos para 1as  variables

que estudian. De hecho, los datos dé las ciencias sociales son

menos precisos que los datos enlas ciencias flsicas. porque estan .
expuestas a imprecisiones adicianales ¢ medicidn ¥y congucta

humana. Los informes pueden referirse a un incremento del 0,.2% en
el Ltndice de precios al consumidor, pero este 1noice es muy

impreciso, por o gque los cambios tan pequefios tienen poco

si1gnificado. De modo similar, las cifras dei 1ngresc nacional

tales como PNEB © el consumo total a menudo Son reportados en miies

ge millones de pesos 10 cual i1mplica una precisith 09 MAS  Ael 1.



Si1n embargo, debido que existe una diversidad de pasihles fuentes
de error, incluyendo las errores de observacién, los ge redonaeo y
apraxihacién. ' }us de «calculo, las mediociones del ingreso
nacianal posiblemente invalucran imprecisiones hasta gel 152 o
mas. Tanto la  discrepancia estadistica, que es parte de las
cuentas nacionales, como las revisiones de las series preliminares
es parte de aingreso nacional, hasta convertirlas en cifras
finales, son coherentes con esta amplitud oe la imprecision vy, sin
embargo, las cifras preliminares se consideran tan certeras como
para llegar a la décima de un mil miilon de pesos. En ias cincias
flsilcas, pocas ObservaciOnes SOn precisas en mAS de Cinco Oi1gQitos
signtficativas y, problabemente, no hay observaciones en ciencias
soclales que tengan esta exactitud. Aun el problema de contar la
poblacion esta sujeto a i1mprecisiones. Las poblacion reportaca en
Mexico para 1990, es tal vez exacta en sus primeras tres caifras,
por lo general, dos, tres o cuatro cifras de precisic¢n son rvodo lo
que puede esperarse de los datos de ciencias sociales. Todo lo
demis es precisién engaffiosa y es incorrecto tratar estos datos
como de mayor p;ecxsxon.

St el conteo de wuna poblacién esta sujeto a fuertes
imprecisiones, la medici1én de precios y cantidades econdmicas e5ta
sujeta a 1mprecaisicones mayores. fodos 1os articulos de una nola de
balance o en cualquier estsdo de pe¢rdidas v ganancias. de un
1Ndividuoo una empresa, estan sujetos a imprecisiones. Mucnos
estan pasados en convenciones ':ontables, otros son meo:idos er
forma afectada por distintos sesgos., y todos estan 1nfluidos por
errores de informacién y 92 otros tipos.

EL seqQundo punto que hay que observar en relacién con ios
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datos en ci1encias sociales es que su precision varta 1ntensamente.
Algunos son relativamente precisos,0iros relativamente emprecisos.
En las ciencias fisicas, particularmente en donde 1a
experimentacion es factible, las diferencias de precisién en la
mediéidn son indicdas numericamente con corchetes de error. Alguna
cifras pueden tener una precisién del 3%, otras una precisidn del
10%, sin embargo, en las ciencias soc.ales estos corc@etes no  se
ofrecen por lo‘camun, de farma que uno tiene evidencia i1hdirecta u
opamén subjetiva en relacién a la nreciélén de los datas.

En tercer lugar, tenemos que generalmente no son simétricos
los errores de precisiéon en los datos econdmicos. @ menudo  hay
stgos en una direccisdn. uUn ejemplo es la forma en que se  decucen
las ganancias totales corporativas a partir de los egresos por
impuestos sobre el i1ngreso corporativo. En la medida gque las
:arﬁortacxones segan sus ganacias hacia abajo para evagir
impuestos, la cifra total puece tener un error del 20% en el rado
positivo, pero solo de 1% en e! lado negativo.

Un econémetrista siempre tiene gue tener en cuenta la
existencia de errores en los datos. Si un estudio econométrico no
resulta ser satisfactorio en algan sentido, Se acostumbra revisar
el modelo o tratarlo con otra tecnxca.' Solo algunas veces se
revisaran i0s datos y Se utilizaran ;!ﬂtDS MmAS re+flnaoos o 1N iuso
alternativos. £n caso de estar 1nsatisfechos por el resuitaco oel
modelo se debe consigerar la importancias oe los errores en :os

aatos.
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Interpretacion de los resultaaos matematicos.

Como se via en la parte anterior de este capituio. ios datos

noe acarrean importantes praoblemas en un modelo econométrico, pero

hay que considerar también la posibilivag de que tos errvores

deaendan de 1a 1nterpretacion que se le de a 105 resultados. Esta

es, podemos tener resultadas bastantes satisfactorios pero no

darnos cuenta de ello por na poder establecer su correcta

interpretacisn, Par ejemplo, si derivamos la funciédn consuma con

respecto al 1ngreso, obtendremos una tasa, que sera el 1ncremento

del consump en funcidn al i1ngreso, nosotros al desconocer gue la

derivada es una tasa de incremento a lo mejor estabpamos esperanoo

un resultado entero que nos representara otra cosa. Esto hace

necesario que el economoétrisca estd consciente de los resultaaos

que abtendrA en cada uno de sus madelos. Lo anterior nos remite

entonces & la construccidn del mogeic ya que desde la construccisn

matematica podemos incurrit en errares de espacificacien. Estos

errores son muy dificiles de detectar, ya que al haber utilizado

una logica econsmico-matemadtica para el planteamiento dei modeiag,

para localizarlo sera desmenuzar nuestra propia estructura légica.

Regresands al problema de 1la interpretacidn, habiendo

considerado el problema de planteamiento del madelo, una solucidn

para la mala interpretacidn de los resultadas, seria 2l clasificar

y ordenar todos los resultados gue el maooelo va a arrojar.

Bl praimer ervor a consigerar 8s la exclusion de variadbles gel

mooein, buponpase aue et veradadero modeia tiene la siguiente

+ormat

¥ A v u 3.5.1
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dande X giene » calumnas._sl modelo due‘na_s;ao‘jésaéélﬁx:aaﬁ,,fnu
obstante, es de la forma R L ".; \ ! . '
v = X8+ : 5.5.2

donde x‘ tiene kl columnas. E1 estimagor minimo cuadraéo ué; ﬁw
esta daco por :

i h" = x0Ty 5.5.3
donde los gorros son para recordar que es un estimador del- moaelo
egpecificado incorrectamente. Sin embargo, empleando el médeln
vardadero y tomando esperanzas bajo el sdpuesto de que X vy Kl 50N
matrices de numeros fijos.

E‘F‘;’ = X 2 3.5.4

Cada columna de la matriz tx:x‘)“x‘x que aqui multiplica al
vector de parametros 3 simplemente es la regresion minima
cuadritica de una de las var:iables cuyos datos estan contenidos en
X‘,. las variables explicativas del modelo incorrectamente
especificado.

Esta formulacidn puede ser utilizada para ejempliticar dos
casos especiaies importantes, el ae las vartadles relevantes
omitidas y el de las vartables trrelevantes incluidas. En el
primer caso, €n €l gque las variables rélevantes nan si1do omitigas,
el modelo verdadero puede ser gscrito

PR xz)[z:] = A, + xz{;z + 5.5.5
Asi, la especificacion errénea, mostrada en 3.5.2 , es la comisien
de variables de Xz. En el modelo especificado egquivocamente, sole
estan incluigas las variables contenioas Aen ) 3] estimador
mimimo~cuadratico de sus coefitientes .{]‘l sera sesgaco e

inceonsistente. Fuede comprenderse en forma i1ntultiva gue el sesan

e 1ncos:stenc:a en estos estimadgores tiene st arioen en



influencias de las variables omitidas Xz sobre y, las cuales estan
representacas en parte por u peroc también, por otra parte, por
leil. Las variables incluidas x‘ consideran’ tanto sus propias
inFluencigs como las influencias de las variables omitioas que se

e ercen sabre y.
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CONCLUCIONES Y RECOMENDACIONES



ta Revolucidn ingustrial creds una economia de mercado. en  la
cual la tierra, el trabajo y el capital eran distribuldos entre
sus diversos usos por las fuerzas economicas, en vez de seria por
la tradicién o el mandato imperativo. El surgaimiento de la
economia politica, como campo de anvestigacien intelectual.
coincidié con este surgimiento de la sociedad econdmica. UuUn
pensamento comin que corre a 10 largo del pensamiento e los
filosdfos de la vida material eras Aqu.al que fuese capaz de
adtvinar la naturaleza de 155’ fuerzas econ-:m‘ncas ael munoo.
estaria en condiciones de predecir el futuro.

Parece pues, que la teoria econdmica estd alboreando una
nueva era. Su caracter unico estraiba en el hecho de que nuestra
econ'oaua se estd haciendo tan productiva, m..ne ahora nos vemos
nblvlqldos a adoptar ciertas decisiones morales (politicas)con
d#norme i1nfluencia para el futuro de las sociedades. HUbOo un tiempo
en gue todo acto de produccién estaba justificado sin mas por el
hecho de afMadir un pedazo necesar:io de ¢él, a la riqueza social.
Pero ahora, que disponemos de medios técnicos para poder estudiar
estos problemas, hemos 1legado al punta vertebral de esta tesis.
La economia matemitica es un poderoso au;ul:ar para resolver todas
estas dudas teoricas. Como se menc‘lorxb antes., 10s econdmigtas
estaban ante la necesidao oce explicar y oredecir la naturaleza de
los proplemas econdmicos, ia economia matematica nos apoya de
manera significativa.

En el estudio de la economia nmatematica podemos oirferenclar
entre los modelos econdmicos los modelos econometrricos. va que  &n

l0s primeros nos OCupPamos mas que nada en los procesos productivos
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ya sea desde €l punto de vista macroeconomicos y microeconomicos.
y en los modelos econmometricos de la evolucidén econcmica desde
los dos miveles tambien a parcir oe la historia del fendmeno que
se gQuiere conacer. Notamos que @s indispensaole una buena base
matematica para poder conseguir este fin, en las areas del algebra
lineal y de la estadistica y es por esto que debemos poner
especial intéres en estas ramas de las matematicas, ya que Sin una
buena calificacion en estas, serian ingtiiles todos los esfuerzos
en la conceptualizacisén de la'ééurla econémica y un mal desempefio
en la construccién e interpreté:xén de los modelos econémicos. La
aplicac:6n matematica en esta disciplina es muy amplia. se podria
afirmar qQue no aportaria ninguna ayuda la economia a las
sociedades si1n el auxilio de las matemaiticas. Entonhces la
matematica aunada a la teoria econdmica se mezclan en una bonita
caombinacién de elementos que dan por resultado un modelo
econdmico.

Los modelos econdmicos son una  abstraccién ae la  realidad
social y economica de una sociedao. E£sto es por lo que son ge gran
utilidad para el estudioc de todos los fendmenos saciales, es por
esta razén que se debe poner especial i1ntéres en su estudio vy
desarraollo, sin descuidar n1 la parte tedrica-econsnomica nm la
parte matematica. por que dge estas depende la elaboracien de un
trabajo vinculado con la realidad del fendmeno en estudio. con
esto me refiero a que. oependiendo de la forma en se desarrolle la
1nvestigacien  ael fendmenc  ae  1hteres v el planteamiento
conceptual que de este resuite, s1 se cumple con lo anterior
entonces 10s resultados optenioos seran sino un fiel reflejo oe la

reaiidad, por lo menos, una apraoximacidn muv aceptaole del



fendmeno, de donde nuestras concluciones podran tener validgez para
evualuar politicas, modificar las mismas o cambiarias aependienao
de la eficacia de cada una de ellas reportada en sﬁs modelos
especl ficos. Los modelos econometi-icos ti1enen un +in particular v
este es el andlisis estructural. la prediccion y 1a evaluaciéon ae
politticas, Cualquier estudio econométrico puece tener uno, dos o
todos estos propésitos, ellos representan los “productos fipales*
de la econométria, del mismo modo que . la teorla v los hecnos
constituyen sus materias pramas. Un cnnéldera:lén importante en
los modelos que estudiamos pueden tener muchas fuentes de error v
es por esta ractén que se debe contemplar tampién este concepto en
la modelistica.

En este trabajo se observd qQue hay muchas causas de error en
la elaboracion y en la interpretacién de modelos econdmicos, lo
cual nos previene de tener mucho cuidado, For gue un error en este
tipo de trabajos, nos llevara a una mala evaluacidn de nuestros
fendmenos, lo cual nos conduce a Errores aun  Mmayores.

Para terminar podemos decir gue ia mistoria de las sociedades
ha i1nfluido el pensamiento ecomromico, hasta alcanzar la madurez de
poderse plantear estructuras matem&t:cas para ia facal
compresién de los fendmenos sociaies yi econdmicos. Y o©e esta
manera paoder buscar y encontrar .soluclnnes acordes a los
problemads reales de las =zocieocades. Temiendo en cuenta que los
modelos ecstan dispuestos a presantar errores de muchas formas,
antes de aceptar un resultado se debera estudiar y analizar la
construcci1on, las fuentes de i1nformacidn v la propia tN+ormacion,
para asi nNO 1ncurrir en un error Que DUEGE provocat una maido toma

de desic10Aes en contra Jde nuestro fencmeno. La  +1N3all10aAc  mAS



importante de los mooelos econométricos  seria una renovacion
parcial o completa en las politicas ya sea a nivel microecondmico
o a nivel macroecohomico.

Con todo lo que anter:ormente se analizé el estudio de la
economia, esto altimo nos hace ver las posibilidades de’ una
aplicacién en la vida profesional del actuario, lo cual nos obiiga
a ser mas preci1sos en su estudio ya que, como se sabe, durante el
periodo de estudio en la carrera nos vemos obligados a ligarnos a
esta ciencia pero s;n profundizar su estudio, siendo un parte
complementaria de godo el herramental matematico y financiero del
que podemos disponer.

La evolucidn econdmica ael pals requiere de especxalxstas-qge
puedan apoyar las politicas de modernizacién, y la faormacion del
actuario, aunada a la ciencia econémicg, podria .tlner gran
apl icacién en el estudio de ia vida social y econdmica del pais
como se menciono en_La.perte introductor:ia oe ~esta tesis. Por
estas razones saeria convenmente que en la carrera se  incluveran
mASs materias de economia, las cuales podrian ;er econometria y el
analisis del pensamiento econdmico ligaco a las problemiticas

soclales actuales gque de ellas se puesden derivar.
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