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INTROWCCJON 

En el Ultimo congreso oe escuelas de Actuaria se planteó una 

reestructuración de los planes de estLtdio de la carrera, pero solo 

se habló 

Actuario 

algunas excepciones siempre alrededor del trabajo del 

la única prespectiva de aplicación en las compal'Has 

asegurador·as, lo cual me hace diferir de esta conceptualización de 

la carrera. siendo que la aplicación de los conocimientos 

adquiridos en el periodo acacU.mico de la carrera son de diversa 

1 ndole v por ende de gama amplia y con diferentes 

posibilidades de aplicac16n4 Sin menospreciar el trabajo del 

Actuario en la parte técnica y administrativa del seguro, se puede 

pensar no solo en la .formación encausada a este sector. sino hacia 

otros sectores. come la participación en el sector público, 

el sector industrial entre otros. Es por esta razón, que presento 

una tesis donde se apoye la ~ormac16n en otras actividades 

uerspec:tivas de trabajo de la vida profesional del Actuario. 

Esta tesis hace una modesta propuesta para fortalecer algunas 

~reas en la reestructuración del plan de estudios de la carrera, 

en particular dar una -formac:ion bit:?n cimentada en el área 

ecorómic:a. con este no quiero dec1r que se desvie la potencialidad 

s6lo a esta ~rea. sino simplemente que se trate con un poco de mAs 

cuidado v detenimiento. ya Que el conoc:1miento de la economia es 

una exigenc1d de las politicas de c.rec:im1ento económico del pa.1s. 

El estudio CP. tec:n1cas econCmicas en el pet·i odo de preparac:16n del 

Actr.... .. 1ric. no es di-f1cil, a c:au"Sa del he~·ramental b::l.sic:o del que se 

dispone E"M nuestra f=ormdc:ión. es por esto que tenemos la 

posibilidad de una r4pida comprensión 02 la parte técnica de estas 



a.reas. 

Con lo anterior estaremos en la posib1l1dad de diversi~1car 

nuestras actividades pro~esionales, lo que consecuentemente tr·uera 

una mejor valoración de nuestros conocim1entos aunado a un 

crecimiento en la ~uentes de trabajo. Pensando en esto estaremos 

en mejor posición para ser de mayor utilidad y con má.s 

participación en el crecimiento económico y poll tico del pa1s 1 lo 

cual le dara a la sociedad un conocimiento mas exacto de la 

carrera. ya que en muchos lugares ni siquiera se llega conocer 

la existencia de la ella y mucho menos las actividades que pod~mos 

realizar, lo cual repercute en la falta <:fe fuentes de traba.Jo. 



CAPITULO 1 

Al.OIA-IOS CONCEPTOS DE ECONOMIA HA TEMA TICA. 



1.1 A!gunos conceptos econOmicos 

Aón cuando algunos estudiantes de econom1 a quisieran 

encontrarse con una de-Finici6n concreta de economJ.a, esta 

disciplina tiene diversas deT1niciones. A continuación se citan 

algunas de ellas. 

* La economia es el estudio de la actividades relacionadas 

con la pr·oducci6n y el interoambio entre las mercanc.1 as .. 

La econom.ia analiza los movimientos globales: las 

tendencias de los precios, la producción y el desempleo y ayuda 

elaborar medidas con las que los gobiernos pueden in-fluir en la 

evolucion económica global. 

*La econom1a es la ciencia de la elección. Estudia la Terma 

en que los individuos pueden utilizar los recursos productivos 

escasos o limitados <la tierra, el trabajo, el equipo y los 

conocimientos técnicos> para producir di...,ersos bienes (comb trigo, 

carne, abrigos, conciertos, carreteras, armas) distribuirlas y 

consumirlas. 

* La economl a anal iza el modo en que los seres humanos 

organizan los actividades relacionadas con el consumo y la 

produce ::.6n. 

i La eccnorrú a es el estudio del dinero, las tasas de. ~nterés. 

el capital y la rique:a. 

Como se puede observar la lista es larga y puede serlo aón 

~s. ya que la ec.:inomla es •Jna disiplina que estudia muchos temas y 

evoluc1ona rAp1damente. 1--'or ello, siempre es muy diTicil escribir 

pr;:icas lineas una deTin1ci6n que la diTerencie de otras 

c1~-:1~s. S1n embargo, una de las deTinic1on~s mas aceptada por un 

buen número ce autores es la ~!guie~te: 
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s ~a economla es et estudio de La manera que tos 

Lnctlviduos y la sociedad decidet,'"'em.ptea.r los recursos escasos que 

podrian tener usos alternattuos para productr dtversos bienes y 

distributrlos para su consumo. presente 

diferentes personas y 6rupos de la soctedad. 1 

futuro. entre las 

La def1nic16n anterior hace re~erencia al estudio de la 

distribución de los bienes y servicios producidos en una sociedad. 

A partir de ella se intuye directamente que estudio debe 

principiar en dos niveles, el primero es la repercucion de esta 

distribución en toda la sociedad y, el segundo, sus repercuciones 

en la base <la ~amilia la empresa>• esto es, el nivel 

macroecon6m1co y el nivel m1croecon6mico, rescectivamente. De 

estos dos niveles tratar~n los apartados 1.1.2 v 1.1.3. 

De esta def1nic1cn también se desprenden dos imoortantes 

conceptos de la economl a. la o-ferta y la demanda. los cuales nos 

llevan directam~nte otro relevante concepto econ6m1co el: 

stscema de msrcado. Su orimer atributo es el precio. Con el ,Que se 

regula la capacidad de adquirir bienes o serv1c1os 

tiempo (demanda> y el costo de estos bienes 

(oferta). 

y 

deter
0

mi nado 

servicios 

El trabajo es otro punto de interós de la economla ya que 

considerado como una de la principales variables en el proceso de 

asignación de precios. En otra perspectiva t~arl Marx lQ decuca 

especial interés a este factor v le denomina fuerza de trabajo 

debido a que, para él• el trabajo es la ~uente esencial de la 

riQueza econ6m1ca • 

.l.so.muvl •or. y Nordho.u•, lPOd: 4. 
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En el enfoque neoclA.sico los conce_ptos de o-ferta v demanda 

permiten analizar como se logra un equilibrio. como que la 

interacc1on de la o~erta y la demanda provoca el establecimiento 

de un precio al cual tanto los o~erentes como los demandantes 

est.\n disouestos y en oos1bil1dades de vender y comprar la 

cant1oad de bienes. 

A continuación analizaran con mavor detalle estos 

conceptos. 



1.1.1 Los granees economistas: Smith, Ricarco, Marx, kevnes. 

La economla politica tuvo su cuna en Jos cambios sociales. 

ecoromicos e ideológicos, que marcaron la transición de la Eurooa 

Occidental hacia la era burguesa. En Francia y Alemania los restos 

del ~eudal1smo estaban a punto de desaparecer. Hacia fines del 

siglo XVIII apareció una nueva sección de la clase burguesa: una 

clase de capitalistas industriales cuyos intereses estaban 

contra del sistema vigente, establecido por los intereses agrarios 

y comerciales de la ar1stoc1·ac1a conservadora cel siglo XVIII. Fue 

en Francia, m.as que en Inglaterra, en donde el concepto uni~icado 

de una sociedad ecof"k!lmica apareció por primera vez como el obJeto 

de la econom1a polltica. Los -fisiocrat:.as ofranceces del siglo XVlll 

bosqueJaron los peri=i les que Adam Smi th < 1723-1 "/9(1) fue llenando 

en su obra "La riqueza de la naciones", publicada l 77o. el af'io 

de la declarac1on de la independencia de los Estados Unidos. 

Tomando en cuenta todos los factores, no es -fácil decir c~l de 

los dos documentos tiene mayor importancia historicat la obra 

cumbre de Smith o la declarac16n de independencia esta t:Jltima 

se ht%o un nuevo llamado cara crear una sociedad dedicada "la 

vida. la 11bertad 0 V la búsaueda de la <felicidad". "La !"t9ue2a de 

tas naclones" e>:ol1cc como ~rabaJaba este tiPo de sociedad. 2 

Sm1th, 9e preocupo mucno más en escribir sobre cuestiones 

económicas espec!. Ficas y proponer una tesis or.1ct1ca. aue 

establecer una unidad de concepto. En esto segL~a plenamente la 

tradu:ion del empirismo ingles. Al mismo tiempo. su e~oos1c1on et"a 

comprensiva en el campo de las soluciones prActicas que 

2
SmLlh, J7'7'd 



cons1der·o. nus completa en sus detalles. y su oe-t=ensa de la nue ... "' 

<f1loso+:!.a burguesa ae 11bertad econom1ca mucho mas pr·ecl'S<'l, bll 

inYest1gac10n sobre la causa de la· riquezas ª"-'' las naciones 

presento variadas y s6l 1das general i::ac iones emp1 ricas resoecto 

la d1v1sion del trabaJo v la acumulac10n dei capital. una 

vigorosa crltica del mercantilismo v un pt"ofundo an.\l1s1s de los 

erectos de las diversas Termas de tr1butac16n. Estaba siempre 

dispuesto a ser conciliador entre las diferentes doctrinas,. cuando 

la oportunidad parecla eK1g1rlo. C:l úruco punto doctr-1nal ae 

cons1deraci~n que difer1 a de los -f1s1ocratas1 era la 

a-f1rmac1on de éstos de que solo la agricultura era "productiva". 

Sm1th propuso resolver dos problemas: uno 

actualmente se como el nivel micro y el otro lo 

lo QUF-" 

los 

economistas ce hoy llaman el nivel macro. El primer problema 

determinar como se con.formaba un sistema econom1co reg1ao poi el 

mercado. 

Dado que los factores del mercado estdn impulsaoos por el 

deseo egolsta ·de mejorar cada uno su cond1c1ori. como dice Sm1th. a 

continuación se pregunta : ¿Cómo evita una ~oc1edad de mercado que 

las personas egolstas, ~vidas ae utilidades, conv1er-tan 

caut1vos a sus conciudadanos?~ 

La respuesta nos 1ntr0Cluce a considerar un mecanismo central 

del sistema de mercado. el mecanismo de la competenc ta. Cada 

ind1v1duo buscanoo solo su meJor·am1ento orop10. s1n preocuparse 

por los deml.s, enfrenta una muJt1tud de personas con 

mot1vac1ones similares. A causa ae es~o. cada parr1c1pance el 

mercado se ve otJl igado a adaptarse a los pt·ec ios que o~r-ecP.n sus 
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competidores. 4 Esta es la primera .funciOn del mecanismo de 

mercado. En otras palaoras, en el tipo de competencia qu~ suoone 

Smith. el Tabricante que trata de cobrar mas que otros1 no lograr 

encontrar compradoras- De esta manera. el mecantsm~ de mercado 

impone una disciplina a sus participantes. Los compradores tjenen 

que demandar •us merc~ncias contra las de otros mandos de 

compradores y. por cons1gu1ente, no pueden agruparse. Los 

vendedore~ tienen que luchar contra otros vendedores y, en 

consecuencia, no pueden imponer su voluntad a los Compradores. 

El sistema de ~ercado tiene una segunda ~unci6n y ésta se 

conforma por las prestan~& del mercado que logran dirigir la9 

actJvidade5 eo0.1.stas de las personas. como si estuvieran 

controladas por una mano lnv~sibte, hacia caminos socialmente 

responsables. La mano invisible trans.forma los •otivos privados. 

egOl stas, en un comportamiento público, orientado hacia la 

9ociedad. El mercado se convierte en un mecanismo de d1stribucion 

de recursos a los canales deseados por la soc1edad. Smith ~amb1én 

demoatr6 que e5te ~ecanismo •~ autor~e9ulaba1 es dec1Y, que el 

mercado se vigila él mismo. 51 los salarios y utilidades de 

alguien se alejan de los niveleG que han sido ~iJados para todos, 

la fuerza de la compietencLa los hara regresar. Por esto, ex1ste 

una paradoJa: "El mercado QUE? es la cumbre de la. libertad 

económica, resulta ser el m.As estricto de los controladores 

economicos". Es decir, la mano invisible es precisamente el 

mecanismo de -fo.-maci6n de precios ya que el mercadCl. al ser 

autorregulador, ~iJara los precios do los productos. 

Debido que en la teor1a de Smith el mercado es 



. autcr-egulador, se opone a la intervencion del gobierno pot· que 

inter~erirla con la obtención del interés propia y la competencta. 

Es por ello que el laissez faire - laissez passer <dcJar hacer. 

dejar- pasar) se convierte su filoso~la fundamental: porque 

Smith se oponga a la idea de responsab1l1dad sacia! sino poroue 

piensa que el bienestar logra mAs e~icazmente con la 

autorregulactón y na por los esfuerzos del gobierno. Smith crela 

que el sistema de mercado, si se le deJabñ por completo en 

libertad, crecería y que la riqueza de una nac1on baJo el sistema 

de "l i ber-tad natural" aumentar! a en 'forma cont1 nua. ~ 

En un segundo punto import•nte, Smith t•mb1én se ref1r16 a la 

división del trabajo corno un factor para aumentar la productividad 

de la ~erza de trabaJo y es por esto que, on el prtmer e~ i1tulo 

da La rLqu•za d8' la naciones, Smith nos ilustr• este concepto con 

un-ejemplo de ~abricaciOn de aJ+ileres. 

Un t'rabajador preparad.o po.ra •sto ofLcio .•. podr!a 

escasamente fabrtcar un aL/iL•r por dl.a y ciertam.ent• 

Pero •n La forma en qus se praetica •sta actividad, no goLantent~ 

este ~trabajo total constLtuye ~n oficio po..rtLculc:z.r, sino que •sta 

rnatALico, otra lo endereza, una tercera lo corta. una cuarta Lo 

a/L la, una qtJ.Lnta lo pul6> para /L,jor- la cabe2a... Por lo tanto. 

di.ea personas padrian fabricar m.á.s de 48,000 al/iL&res por d!a. 

Puede considerarse que evada uno produce 4800 al/Lleres al dia.
0 

Aunque Smith t"ealizÓ comentarios ·encaminados a defenoer al 

trabajador <lo cual no era muy camón en su época>, no era 

:ssrni.Lh. S??c%:S8•c.17 

a 
srn~lh, 1.??a:•·~ 
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partidario de apoyar ninguno de los intereses mezQuinos de 

cualquier clase individual. La división del trabaJo de Smith 

también provoca en el mercado de trabaJo la autorregulacion, ya 

que la mano de Qbra especializada sera. un 1ngred1ente esencial en 

el aumento de la producción y del 'bene-ficio, que lleva consigo el 

aumento de la productividad, entonces la mano de oora podrA ser 

meJor cotizada. Es decir, al haber aumento ae los beneT1c1os. 

la mano de obra no podrA estar por debajo de c1erto nivel de valor 

que •l m1smo mercado le dar~. A este respecto, Sm.ith nos dice1"Los 

mayores adelantos en l•• Tacultades o principios productivos del 

trabajo y la destreza , pericia y acierto con que éste se aplica y 

ge dirige en la sociedad, no parecen erectos de otra causa que de 

la división del trabajo mismo". 7 

El segundo teórico de la economla polltica clásica inglesa es 

David Ricardo CJ772-1EJ23), nacido en Londres. Ricardo tiene 

in~luencia sobre todas las escuelas econ6m1cas que le sucedieron. 

Por ello,sus principioG de economla poUtica y tributac1on 

constituyen &1 rundamento de la economla política. Sin embargo, 

contrariamente a sus ideas monetarias que tuvieron una in~luencia 

decisiva en Inolaterra y que ~ueron el resultado de una lucha 

contra la inFlacton. a Tin de evitar una exagerada e~pansión del 

credito bancario, sus concepciones te-!:r1cas. aleJadas muchas veces 

de la realidad, crearon un mundo hipotético. 

Los puntos ~s importantes de la teorla de Ricardo son la 

ren.ta de La t (erra. eL trabajo y La moneda. Respecto a la renta de 

La tierra, Ricardo se~ala que depende del aumento de la población, 

el cual obliga a recurrir al cultivo de terrenos cada ve~ menos 
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.fértiles. Cuando un pals esta despoblado Y hay una abundancia oe 

buenas tierras la renta no existe y el precio del producto est."i 

determinado por el costo de la produccióni pero al aumentar !a 

población, crece la demanda de productos alimenticios y los 

precios aumentan, con lo que resulta bene~icioso trabaJar las 

tierras menos .fértiles. A medida que se recurre a terrenos menos 

.fértiles surge la renta diferenciaL a ~avor de los primeros 

propietarios de tierras mas -fértiles y de costo de producctón m.\s 

bajo.• 

Para Ricardo, el trabaJO es el ~undamento del valor. El valor 

de cambio estA determinado por la mayor cantidad de trabaJo 

aplicado necesariamente a la praduccion de mercanclas por •quéllns 

que continúan produciéndolas en condiciones y c1rcunstanc1as ma.s 

desfavorables. El valor de cambio de la mercancl•s producidas 

estA en proporcion inmediata del trabaJo empleado en su producción 

sino en todos aquellos instrumentos y mAquinas qua son necewarios 

para dar efecto al particular trabajo al cual 9on aplica~os. 9 Las 

di~erentes proporciones en que se utilizan en las distintas 

induatr-ias, el capl tal fijo y el circulante como dice R1car-do, 

"Se.6<Jn la rapide"Z con qutflo parece el cap~ tal y r•quier• frecuentes 

producciones. o es de consumo lento, se ~~clasifica com.o capital 

Clrculante o fi;'o. Un cervecero. C\.IYOS edift.cios y maqut.na.rla son 

valiosos y durables. emplea una considerable cante.dad de lo qu~ 

!.lama.reom.os cape.tal fljo: por el contrario. jabrtcante de 

calzado. cuyo capital se utlll"Za. principalmente para pasar 

salarios que se aa.stan a.lunentos ~ Lnd\.UM'nta.rt.a, bt.en.es, éstos, 

.R\cordo, t82t:!U-dll 

9a~c(U'do. UIZl:J.a 
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mas perecederos que los edificios y La 11\.l:lq\linaria, utili2a un.a. 

eran porcLOn de su capital que denominamos capital cLrculante. 

También debe observarse que el capital cLrculante puede circular o 

ser devu~lto a su usuario ... Dos industrias pueden entonces emplear 

la misma canttdad de capital; pero éste puede •star muy 

div9rsam.ente repa,rt ido con respecto a la porción fija y a l.a 

circulante"•, introducen una notable modif-icaci6n en la regla, que 

ser1a universalmente aplicable si se tratara ae una proOUcciOn 

debida eHclusivamente al trabajo. ello por que en aquellas 

grandes industrias donde han invertido grandes capitales, por 

un tiempo considerable y que tienen un largo per·iodo de 

producción, Jos productos se venden a un precio superior al 

valor-trabaJo contenido en ello, por Que hay una JUS"ta 

compP.nsación por el tiempo en que 

beneFic1os acumulados como capita1. 1
• 

deJ6 de gozar de los 

Ricardo considera que no es necesario que una moneda de papel 

saa reembolsable en moneda metalica para asegurar su valor: es 

suFicionte que su cantidad esté regulada conForme al valor de 

metal que sirve de patron. Aunque el papel moneda tenga valor 

intr.1nseco, la limitación de su cantidad puede darle el mismo 

valor de cambio que una moneda metalica de la misma denominac10n.•2 

Con respecto a la teorla de la moneda, e~presa que su poder 

adquisitivo depende de la cantidad de moneda en circulación, por 

lo que su valor varia proporción inversa la cantidad 

circulante. Si la cantidad crece, los precios aumentan; es decir. 

1
R ~ca.rdo, 1821:2' .. 

Ri.Cclt'dO, 18.:U:z?-.U 

J.ZR~céU'do. 182.1:269-.. 
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estA.n en proporc16n directa con el crecimiento de moneda.aa 

Todo economista esta en cierta forma .f._ .1il1ar1zado con ias 

ideas de Smith y R1cardo. No muchos reconocen en qué medida ia 

economia también está en deuda con Karl Marx <1818-1883>. como 

fundador del movimiento polltico mas importante del siglo XA. sino 

como el critico mas agudo de la ec:onomla poll"ttca c:las1c:a. 

Marx fue el primero en set"laiar que el motor de la n1stor1a de 

l•s sociedades en la lucha entre clases sociales antagon1cas: 

también vela la tensión y el antagonismo ,como resultados de la 

lucha de clases y no consideraba permanente el establecimiento de 

la sociedad capitalista. Desde luego la propia lucha de clases. 

expresada como la opos1ci6n entre salarios y utilidades. serla la 

fuerza principal para cambiar el capitalismo y, 

Aniquilarlo. 

el tiempo, 

Gran parte del interés por el trabaJo de Marx se centra en el 

mercado como una fuerza poderosa en la acumulación de capital v 

riqueza. Sin embar"go. desde otro punto de vista. enfocaba el 

proceso de un modo bastante diferente al de Sm1th, que como va 

vimos insistia sobre el pr"aceso de autorregulacion. su ruta 

continua y libre de ataduras. El concep~o ae Marx Justo lo 

opuesto. Para él, el crecim1ento es un proceso lleno de escollos. 

un proceso en el cual 

.fallas. 

cada momepto encuentran crisis y 

Marx comienza con una visión del pr"oceso de acumulacion que 

parece mucho al de un hombre de negocios. Segun Marx, ¿cómo es 

que H <una cantidad de dtner"ol se convierte en M', cantidad 

mayor? 
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La respuesta de MarK comienza diciendo que los capit~li~~as 

usan dinero para comprar mercanclas y Tuerza. laboral y aBJ. 

preparan el proceso de producción, obteniendo las materias primas 

o semiterminadas que necesitan y contratando la capacidad de 

trabajo de una Tuerza laboral. Aquip la posibilidad de crisis se 

encuentra en la dir1cultad que pueden tener los capitalistas para 

obtener sus materiales o su fuerza de trabaJo al precio adecuado. 

Si esto llegara a ocurrir, M permanecer!a inmóvil y el proceso de 

acumulación nunca se iniciarla.'' 

Según su punto de vista, la utilidad se encuentra en la 

capacidad que tengan los capitalistas de pagar menos por la ~uerza 

laboral (por las capacidades de trabajo de su Tuerza laboral> que 

el valor real que los trabajadores af'iadirAn a las ~ercanc!as que 

producen. Es~• teorla de la plusvalla, como la i=uente de 

utilidades, as muy importante en el an.1lisis del capitalismo que 

hace HarM.'ª El proceso laboral es otro punto donde puede 

interrumpir la acumulinc1on: si existe una huelga o &i la 

producciOn aTronta problemas, el M que ha sido invertido en 

bienes y en mano de obra no se mover.a. hacia el obJet1vo .• N' .'
0 

Si todo va bten vender~n las mercancias y se venderAn en 

N", que es mayor que M. En este caso, est~ completo el circuito de 

acumulactOn y los capitalistas tendr~n una nueva cantidad M' .. que 

estarAn dispuestos a poner en movimiento otra vez con la esperanza 

de ganar M". Pero diTerenc1a del modelo de cree 1m1ento 

ininterrumpido de Smith, podemos ver que el concepto de acumula-

.. 
Wor)C. lBCS7:l03-lll .. 
WarK0 

•d MarK, 18CS7:.l30-? 
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ci6n de Marx esta lleno de escollos Y peligros. En cuaiau1er etapa 

as posible que se produzcan cr1s1s. Desde luego. en ·la teorl a 

compleja que presenta Marx en EL capttal. la tendencia inherente 

del sistema es generar crisis, no evitarlas. 

En EL capital, MarK ve que la inestabilidad va en aumento 

hasta que por Tin el sistema se desploma. En su razonamiento se 

incluyen dos pr6nost1cos m.As, muy importantes para el sistema. tl 

pri~ero es que el tamaJ"to de las empresas crece en Terma continua a 

consecuencia de las cr1s1s respectivas que arruinan la economJ.a. 

Con cada crisis quiebran las pequenas empresas y las compal'Uas 

sobrev1v1entes adquieren sus activos. Por lo tanto. la tendencia a 

los grandes negocios es una parte integral en el cap1tal1smo1.1? Ld. 

concentración y la centralización del capital respecto al segundo. 

Marx espera una 1ntens1T1cac16n de las luchas de clases como 

resultado de la "proletar1zaci6n" de la Tuerza laboral. Cada vez 

serian lhá.s los duen:os de pequ~os negocios que son vl1m1nados en 

el proceso. Por consigutonte, la ••tructura social quedará 

reducida a dos clases, un pequeno grupo do maonatea capitalistas y 

un gran grupo de proletarios. 18 

Si Marx Tue el pro-feta lntelectual del capital it .10 como 

sistema autodestruct1vo~ John Maynard ~eynes (1883-1946) se puede 

considerar como el ingeniero del cap,¡tal1smo re~tauraco. va que 

para algunas personas las doctrinas de Keynes se pueden considerar 

tan peligrosas y subversivas las de Marx. Una curiosa 

.iroru.a, ya que k.eynes se oponla totalmente al pensamiento marxista 

y estaba totalmente en ~avor de apoyar v meJorar el sistema 

.. 
NaJ')C, 180?;!12:1-32 .. 
Nctr)C 0 IDCS?::l92-42 
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capitalista .. 

Keynes -rue el padre de la "economia mixta". en la cual el 

gobierno juega un papel crucial. Seis arfes despUés de la Gran 

Depresión en los Estados Unidos, apareció su libro T9oria 6eneral 

det empleo. del interés y deL dinero. El prop6sio priMordial de la 

teorl a de Lor-d Keynes e~· e>epl icar- las variaciones del nivel de 

ampleo. A ~u Juicio, los economistas clAs1cos no se preocupar-en 

mucho de aste problema pues Sus razonamientos partian, ~· bien, 

del eupueato de un nivel ~ijo de ocupación de los ~actores 

productivos y se limitaban a averiguar cómo distr-ibuian éstos 

entre sus distintas aplicacione~ y la ~orma en que se deter•inaban 

sus respectivas remuneraciones y el valor de los productos 

obtenidos. Hay, &in embargo, cierta coincidencia teórica entre 

Keynea y los c1As1cos. Ambas escuelas aceptan que los salarios 

corraponden a la productividad marginal del trabaJo y que ésta es 

decreciente conf"or1na aumenta la cantidad de producción. Recordemos 

brevemente estos dos principios. 

El primero nos dice que el salario es igual al producto 

marginal del trabaJOI esto es, al incremento del producto 

correspondiente al incremento del empleo, previa deducción de los 

otros costos. Por cierta que esta igualdad no ge cumple como tal 

si la competencia o los mercados son imper~ectos. 

El s~gundo principio sostiene que el producto marginal del 

trabajo disminuye a medida que aumenta la ocupación, debido a que 

ºla industria estA suJeta normalmente a rendimientos decrecientes 

en periodos ·cortos", en los que se suponen constantes el equipo de 

capital y la técnica y organi2:aci6n productivas .. Y como e.l salario 

oepende del producto marginal. al d1sm1nutr e:-"te, tiene tamb1&n 
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que disminuir aqUél; de manera que .. un aumento de ocupaci6n sólo 

puede ocurrir si declina simultáneamente el nivel de los salarios 

reales. 19 Decla Keynes que el nivel global de actividad economic~ 

en un sistema capitalista depenc:lla del deseo de sus empresar1os de 

real1zar J.nvers1ones de cap1tal. De vez en cuando es~e deseo era 

obstruido por cons1derac1ones que hacian d1T1cil 1mpos1ble .l.a 

acumulación del capital: "no solamentfl 9s mAs débll la propenslón 

mar6ínal a consum.\r en un.a comun\dad rlca, slno que. deb!d.o a que 

su acwn.utaclón es ya 6rande, las oportunldades para nuevas 

.:nversLones son menos atracti:1.1as"2 Keynes consideraba que esta 

etapa era transitoria y que se elimaria por si sola. 

Las definiciones de Ln6roso y al\orro, en la obra de Keynes, 

son las siguientes: 11 En un periodo cualesquiera, todo empresario 

habr~ vendido cierta cantidad de productos terminados a los 

consumidores o a otros por una suma que llamaremos A, y también 

habrA gastado otra, que designaremos Al, para comprar articules 

acabados a otros empresarios; teniendo al final equipo 

prodl.lctor, que incluye tanto sus eKistencias an articules no 

terminados o capital circulante como las de los acabados, teniendo 

ambos un valor e;••. 21 

Sin embargo, una parte de A + G - .Af no ser~ atribuible a las 

actividades del periodo en cuest16n sino al equipo productor quo 

posela al pr1nc1piar el per1odo. Por tanto, con el ~1n de llegar 

al concepto de L~reso del periodo considerado, debemos restar de 

A + G - A.a cierta suma que represente la parte de su valor que ha 

2 
IC•yn•a. 19'10:80 ,, 
IC•Y"••• SP!IO:dO-~ 



sido producida <en cierto sentido> por el equipo heredado del 

periodo anter1or. 22 

Con respecto al ahorro Keynes comentaz •aue yo sepa, todo el 

mundo está. de acuerdo en que ahorro signii=ica el e>ccedente sobre 

los gastos de consumo. As.1, pues, cualquier duda respecto del 

significado de ahorro tiene que surgir de dudas respecto los 

conceptos de Lnt!'reso o de cons:umo"
28 

Keynes mostró que sistema de mercado podrla llegar 

pos1c16n de "equilibrio con desempleo" por la presencia de 

desempleados y equipo industrial ocioso. La importancia de la 

teor1a de Keynes era que, segun él, no e>cistl• la propiedad de 

autoconservación en el sistema de mercado que mantuviera en 

crecimiento al capitalismo. 81 no habla nada que pudiera brincar 

en ~orma auto~tica la acumulación de capitales, una econornla baJo 

una Tuerte depiresi6n podrla pQrmanecer e&tancada, a menos de que 

encontrara al90n &ustituto para las inversiones de capital de las 

empresas. SOlo R>cistla una posible fuente de estimulo y ésta era 

el gobierno. El punte crucial del mensaje de Keynes era, pues, que 

el g~sto del gobierno podrla ser la pol1tica económica esencial 

para un capitalismo deprimido que tratara de recuperar ~u 

v1tal1dad • 

.. 
IC•Yn••• lPSO:::S!l .. 
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1.1.2 Teorla m1croeconom1ca ortodoxa. 

La m1croeconotn1a tiene como f-unc1on e! P.stud10 de el 

comportamiento económico de las unidades oecisorias 1nd1v1duales. 

como son los consumidores, los propietarios de los recursos y las 

sociedades comerciales en una economia de libre empresa. La 

microeconomla estudia baJo las teorla.s ds la demanda y d~ La 

oferta, un sistema de libre mercado. Desde el punto de vista de la 

demanda. esta teorla nos determina que al número de ampleados en 

un proceso productivo nos reducir• el producto marginal dabido a 

los rendimientos marginales decr~c1entes. St las Tuerzas de la 

oFerta y la demanda se establecen en ctorta tasa salarial. los 

trabaJadores seran contratados hasta que el valor de i: ·oducto 

~lstco marginal sea igual al valor de la tasa salarial vigente. 

Después se detendra la contratación. Est~ an.Al1sis sugTu1ere que 

todos los trabajadores esperan ser pagados en •l mercado da 

trabajo, cad~ uno de ellos puede esperar recibir el valor de su 

producto marginal, suponiendo, por 9upuesto que hay FlUJO& de 

inFormación de bajo costo y que lou Mercado& de trabaJo y de 

productos son competitivos. Por otro lado, dende al punto de vista 

o~erta los tipos de productores y conGumidores que pueden subs1t1r 

en una so~iedad de consumo algunos tipos de ellos son: los 

monopolios, que se deT1n1r1an como l• estructura de mercado en Ja 

que e~1ste un número relativamente grande de productores que 

oTrecen semejantes pero diFerentes bienes o serv1c1os. Por 

cons1gu1ente, la compet1c1ón monopólica tiene las s1gu1entes 

caracterlsticas: cantidades s1gn1~1cat1vas de vendedores en un 

~ercado altamente competitivos prodUctos diTerenc1ados: la 

existenci• de publicidad. Tal vez Ja caracterlst1ca m.\s importante 
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del mercado monopólico competitivo es la di~erenc1aci6n del 

producto. En c1ero sentido. se puede decir que caca ~abricante de 

un producto tiene un monopolio absoluto sobre su propia producto. 

el cual es levemente dt~erente al de otroS productos semeJantes. 

Otra estructura existente en la sociedad ce mercado es la de los 

oll6opolios que como su nombre nos lo indica es la contraparte ae 

los monopolios, ya que es aqu1 donde se encuentra que la 

producción de productos semejantes esta distribuida entre una 

serte de ~abricantes. Esto es por el lado de los productores, 

ahora entre los consumidores encontramos el monopsonio, donde un 

consumidor tiene cautiva toda la producción de uno o varios 

productores de un articulo espec1'fico. También ocupa de la 

conducta de cada precio y cada cantidad, de cómo suben los precios 

del maiz mientras que baJan los del algodon, y como se dijo 

anterirmente IL'studia el mecanismo de mercado2
'. Actualmente, la 

microeconomla abarca muchas de las cuest1onos mas controvertidas e 

importantes a las que se en~renta Una nación. Utilizando 

instrumentos podemos ver por quó la industria dPl acero v 

automoviles de EEUU han sido acosadas por la competencia 

eKtranjera y por que algunas personas desean restringir la 

importanción de estos bienes2~. La compresión de la distribución de 

la renta serla imposible s1n el conocimiento de la m1croeconorn1.a. 

No podemos entender por que los medicas ganan d1e: veces m...\s que 

sus secretarias o por qué las mujeres reciben solamen~e el bú~ del 

salario de los varones no estud1amos la oferta y la demanda de 

los serv1c1os de estos grupos. Tampoco podemos esperar e!aborar 



unos planes eTicaces y eTicientes para aliviar la pobreza si no 

estudiamos detenidamente la qa.se economica de las desigualdades de 

la renta. 

En la década de 1870. un nuevo punto de vista desplazo en 

~orma brusca el paradigma clAsico que relacionaba los 

grandes temas de crecimiento nacional Y trataba la suerte de las 

clases sociales. Tenla numerosos de~en&ores europeos, entre los 

cuales destacan Walras y Jevons. Al grupo se le conocio como los 

mar6Lnaltstas. pues el centro de inve•tigaci6n econ6m1ca ya no Tue 

el crecimiento y el conTlicto de clases sino el estudio de las 

interecciones de los individuos. 

El nuevo paradigma explicó muchas cosas que no habla logradso 

el anterior, en especial los puntos tan delicados del sistemas de 

preciosJ pero, al igual que los paradigmas clAsicos y 

hablan perdido todo interés en los precios Justos 

marxistas 

~ 1~ 

medievales también los marginalistas presentaron poca atenc1on a 

los temas del crecimiento y de la lucha de clase• que tanto habla 

preocupado a los cl~sicos y marxistas. 

La· compresión de éstas y otras cuestiones os la recompensa 

del estudio de la microeconomia. 
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1.1.3 .s1ntes1s neoclasica y teorla macroeconóm1ca. 

En la actualidad existen corrientes divergentes respecto a la 

macroeconoml.a moderna. Al igual que los Olt1mos cincuenta aftas, 

uno de ellos se denomina cLás(co y hace hincapié en el papel del 

ajuste de los precios los mercados competitivos. Pone de 

relieve la ~arma en que los precios y los salarios pueden variar 

para eliminar el de demanda y oferta elevando o reduciendo 

el precio de un· factor o de un producto. El enFoque clAsLco ha 

predominado durante una gran parte del pensamiento económico y ha 

resurgido en las décadas de 1971.1 y 1980. 

Como veremos, este enfoque tuvo que enfrentarse dos 

"contrat lem.pos" durante la década de 1930.. En este P.eriodo el 

desempleo fue muy elevado y pers1st16 altos niveles 

durante m.\.s de una década. Todo el mundo v16 que el mercado de 

trabajo no estaba vac1Andose. ~•no que estaba produciéndose alguna 

Talla económica. 

El segundo "contrat i.ernpo" fue el desarrollo del enfoque 

l!eynesíano. La Teoria lJene-ral de Keynes, publicada por primera 

en 193b, presentaba ~orma alternativa de comprender la 

macroeconoml a. Reconoc1 a que los periodos de prolongado desempleo 

son propiedades intrlnsecas de economla cap1't.alista. La 

diferencia cruciai entre el modelo keynes1ano y el clasico era el 

argumento de Keynes de que los 5alarios y los precios 

1nrleK1bles. Dicho de otra .forma, los mercados no se vactan porque 

los salarios y los precios se desplazan lentamente hacia el punto 

en el que se igualan la o.fer ta y la demanda. zcs 

ZdSamuelaon y Nordha.usso, .l00d:.l7Z 
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Los economistas de la década ae 193u aif-1ci 1mente no pucnet·on 

darse cuenta del enorme ejército de trabaJadares desempleacios riue 

solitaban trabajar y vend.lan lápices en las esqu1nas de Jas 

calles. Las terorlas macroeconómicas clas1cas o-Frecl an n1nQuna 

v.1 a para comprender este enorme y persistente desempleoe 

El momento que llega Keynes, dir1c1lmente podr.1a haber sido 

mejore Pero más importante es el hecho de que ofrecla por primera 

una concepción totalmente de la i=orma QUC> 

evolucionarla la economla a lo largo del tiempo y anunciaba la era 

de la macroecon6m1a modernae Como se dlJO lineas atras. la pieza 

central de las ide3S de Keynes era el rechazo del postulado de los 

salarios y los precios rleHibles. 

La der1n1c16n de macroeconomia moderna es la v1s16n Qlobal 

del proceso de d1str1buc16n de Jos b1ene~ y serv1c1os producidos 

por una naci6ne EL sístema de precíos es un concepto importante ya 

que resuelve tres cuestiones bAstcas acerca de la as1gnac1on ·de 

recursos para la producc10n de "tos bienes d1str1buu· en la 

naci6n1 ¿Oué bienes se producirAn?, ¿como se produc1rAn? y ¿para 

quién se producirAn? Las fuerzas de la orerta y la demanda que 

actúan a traVés del sistema de precios .1ni=luyen en la mayor! a de 

las decisiones que responden a estas int~rrogantese S1n embargo. 

no sólo e>e1ste el mundo mercantil.. AC!cm.As de las +uet•zas de 

mercado, e~1sten muchas otras que a+ectan la as1gnac16n de 

recursos. Una de las m.As importantes, a1enas al mercado. el 

60bíerno. el cual real iza much.:'s <funciones esenc1almente 

econ6m1cas. como: 

1) estabLectmiento de ststema Le8al \ declt"e los 

tribunales. servicios reguladores y v1g1lantes ae ~oe10 t1po de 
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transacción entre lndividuos de la misma sociedadt 

2) Promoción de la competencLa. una de las ~unciones del 

gobierno es servir como protector del· sistema competitivo. El 

gobierno intenta 

3) 9stabiLiza.r la economia al suavizar las altas v las baJas 

de la actividad empresarial, otra función es la de 

4) red1stribuir el fngreso. Dicha redistribución utiliza dos 

sistemas: el impuesto progresivo sobre bienes y los pagos oe 

trans~erencia1 es decir, que pague fil.As impuestos quien 111.:ls tiene o 

mAs gana. Estos pagas eTectuados a individuos que 

realizaron ningún bien o servicio. Los tres pagos de transFerencia 

monetaria mAS importante en un sistema cap1tal1sta suele la 

asistencia pública, el seguro social y en algunos otros paises el 

seguro contra desempleo. Una de las principales concecuencias de 

que oscile la actividad empresarial es el dssempteo resultante, 

particularmente de los obreros, pero también de los demas Factores 

de producc16n. Dos conceptos importantes el estudio de la 

macraeconomla son el ahorro y la inversión. El ahorro puede 

definirge como el acto de no consumir. ya que todo lo Que se 

consume, por de-f i ni e ion, se ahorra. La inversión pueae 

considerarse como una act1v1dad que emplea recursos en tal -forma 

que permitan mayor producción, y por end~, mayor consumo en el 

-futuro. Como pod~mos el gobierno re~ponsable del buen 

Funcionamiento de la estabilidad económica de su nación. ya que 

por medio de su pallt1ca y sus departamentos, ellos regulan la 

actividad económica. Parte esencial de 

Funcionamiemto de la macroeconom.1 a. 

la evaluac1on del 

descrita por indices 

matemat1co~. como puede ser el PIB (Producto lnter.no Bruto>. el 



PNN (Producto Nacional Neto>, el IPP <Indice de Precios al 

PoductorJ, el IPC <Indjce de Precios al Consumidor>, el Desempleo. 

el IN <Ingreso Nacional>, el lP <Ingreso PersonalJ, el Ahorro. la 

Inversión. Todo estos estudios se realizan con la perspectiva de 

ser un pals rn:t.s competitivo <comercialmente hablando) a nivel 

internacional. 

El calculo inF1nites1mal. tal como se aplica en el analisis 

económico, como uso cort·1ete hace reFerenc1a a u tipo de a~lis1s 

cuyo objeto es, o bien puede ser, trazar y estuo1ar las 

trayectorias temporales espec1Ticas de las variables, bien, 

determinar para un tiempo dado. s1 esas variables tenderan 

converger hacia ciertos valores <de equilibrio>. Este tipo de 

in~ormación es importante porque viene a cubrir una laguna muy 

signiTicativa no abordad en los estudios de econon\ia clastca. 
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1.2 Dos pilares matem~ticos de la econom.1a. 

A pesar de que la teoría economica ortodoxa se apoya. desde 

la revolución marginal <Walras, Jevons Menger> has.ta nuestros 

dias, en calculo infinitesimal, u'la impor"tante corr"iente del 

pensamiento economice moderno esta orientada cuestionar tanto 

los aspectos micr"oecon6micos, como los aspectos macr"oeconOmicos de 

la teori a ortodoxa. 

Instrumentos esenciales de esta critica devastadora son el 

Aloebra lineal y métodos estad1 sticos, Pilares para el 

cuestion~m1ento de algunas teor!as econ6micas convec iona 1 es, 

como los que se analizan en el capitulo 2. 

Este inciso aporta los elementos del Algebra lineal y de los 

tnétodos estad! sticos b.1sicos para desarrollar" las teorías 

económicas alternativas. 

1.2.1 Algebra Lineal. 

El Algebra lineal es runda•ental en el estudio de modelos 

econométricos ya que estos se describen como matrices (espacios 

vectorialesJ. Y en esta disciplina de las mat~ticas nosotros nos 

~amiliar1zaremos con estos aspectos. 

J. Espacios vectoriales 

Iniciaremos revisando las propiedades del campo de los 

O(Jmeros reales ~. 

a> La ce~radura en la adicion. 
Para todo "'•y e IR .,.. H+y e IR 

b) La adición es conmutativa. 
Par"a todo x,y E IR~ x+y=y+x 
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e) La adic1on es asociativa. 
Para todo x,y,z G IR .,.. (x+y)+z=x+<y+z! 

dJ Elemento neutro aditivo. 
Para todo x e IR , existe un elemento único º(•" e IR. tal que 
x+O = x 

e> Elemento inverso aditivo. 
Para todo ~ e IR, existe un único elemento x' <-x> e R tal que 
x+x'= o. 

/) La cerradura en el producto. 
Para todo x,y e IR ...., )(*Y e R 

6> Et producto es conmutativo. 
Para todo x,y E IR .... xSy m ylx 

h) EL producto es asociativo. 
Para todo x,y,z e IR.,.. M•<v•z> • <>c•v>•z 

i> Elemento neutro en el producto. 
Para todo x e IF::, existe un elemento unico "1" e CR, tal que 
Mil = X 

J') Elemento inverso en el producto. 
Para todo x e IR, existe un único elemento x' (1/x) e IR tal que 
xax• a 1 

h) El producto e5 distributivo respecto a la adición. 
Para todo x,y,z e R - x•cv+z> • xay + x•z 

Definición: Todo conjunto F_para el cual se de~inan dos 

operaciones que satisragan las condiciunea anteriores se llama 

cam.po. 

De/Ln(cl6n:. Un espacio vectoriaJ V es la estructura 

algebraica que contiene a un conjunto de~ elemento& de la ~arma 

<X1, Xz~ •••• Xrd con n e CN. Estos elemantos se denom1aran vectores. 

los Xi pertenecen a un campo F. El conjunto es cerrado baJo dos 

operaciones de-finidas llamadas aoición vectorial y producto 

escalar: 

<1) Adición: Se asocia a cada par de vectores a,p de un 

vector o+ff de. v. llamado suma de a y n. de tal modo Que: 

L> La adición es conmutativa. a+ n = n + ~: 
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ííJ La adtc16n es asociativa. a +tff+r> a (a+~) +y: 

ííí) Existe un Un1co vector O de V. llamado vector 

nulo, tal que a + O .,. a, para cada a e V; 

ív> Para cada vector a de v. existe un Un1co vector 

-o de V, tal que a + (-aJ =O; 
b) Producto escalar: Se agocia a cada escalar e de F y a 

cada vector a de V a un vector COI en v. lla~ado producto 

de e y a, de tal modo que: 

t> la• a, para todo a de V¡ 

í í) (Get.)Cl = e<®>, para todo c,ct. de F y a de V; 

ííí) cCa+~) a COI + c/1. para todo e de F y a,n de V; 

ív> (c+tt>a = GOt + da, para todo c.d. de F y a de V. 

Ejemplo. Sea F cualquier campo y sea V el conJunto de todas 

las n-•d•9 a • <Xa, ••••• X"'> y ~ 1:11 CY1. •.•.•• Y"'> con 1. ... ,Y ... de F. 

La suma de a + ff se de~ine por: 

a + ~ = CX&+Ya, X.z+Yz, ••.• , Xn+Yn>. 

El producto de un escalar e y el vector a se deT1ne por: 

ca • CcXt., ••• ,cXn>. 

Que esta adición y producto cumplen con las propiedades a y b 

un hecho Tácil de demostrar utilizando las propiedades de el 

campo F. 

A continuación demostraremos solamente algunas 

•a.i La adición es conmutativa. a+ ff =~+a. 

Sea Cl""(Xa, ••• ,Xn)J (1=(Ya, ••• ,Yn>. 

a + ff = CXa + Ya, ••• , Xn + Yn > 
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<Y.,+Xa., ••• ,Yn+Xn) =(J.+ 0t Queda demostrado. 

<cXs.+cY1, ••• ,cX..;+cYn> •<~X,·, ••• ,cXn> +<e~', ..• ,cYn> 

cUCs, ••• ,Xn>+c<Y~, ••• ,Yn>-eoi + c(J. Queda demostrado 

De/tntct6n: Una matri2 m x n sobr• 9l COJF&pO F as una 

funciOn A de los elementos del campo r al conjunto de los pares 

ordenado& ·<L,J), l:S L :Sm, l:S j :Sn. Se e&cribe de la -forma 

cada elemento oi.j se denomina entrada de ta matriz, y se 

local iza en el c:orrepondiente renglon " y en la columna j de la 

matriz. 

Se definen tre9 Operaciones elementales de ren&tones, 

que pueden e-fectuarse sobre una matriz: 

í) Producto de un renglón de A por un escalar e no nulo de 

F. 

ii) Remplazo del r-ósimo renql6n de A por el renglon daoo 

por (br + es>. donde b y e son elementos de F d1.fe,·entes de cero y 
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r"' 
Liíl Intercambio de dos renglones de A. 

Ahora deTiniremos Operac(ones elementales entr11 ma.trtc11s. 

La adící6n de matrices est~ dada por la regla 

p··· . • ,run l ['". • ,(11.n l -A+ B :a 

.,arn: am1 ... rns,. • ,(hnn 

p•+~u,. • ,01n+(11n 

l otm1+~, .. •• arnn+(1mn 

El producto do m.c1trices esta dado por 

• ,a.tn 

l X ¡~~1' • • 
(Jrn1, • 

• ,.(31.n 

A x B • [~··· . 
anu,. • ,amn • ,/3mn 

l D e; D [Clj J 

n 

Donde ClJ -a E alr(1r j. 

Obt1erv•c:iones1 

() En la adicion debemos tener cuidado de Que las matrices 

a sumar sean del mismo tamarto, as decir que tengan el mismo número 

de renglones y columnas. 

(() En el producto debemos cuidar Qlle el número de columnas 

de la primera matriz sea igual al número de renglones de la segunda. 

matriz. De otra manera, no podr~ e.fectuarse el producto. 

De/'1'\ición: Una matriz A se denomina cuadrada s1 n • m. 

En particular, se sat 1 s.face OtJ = OIJt para cada 

entonces se denomina m.atrtz sím.etríc:a. 

La matr"1z cuyos elementos sat1s-facen 0;. ""' 1 con l:j, ,, 
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con ti'lJ. se denomina ma.tria tdent(dad. Esta matriz es muy util v 

se denota por 1 nxn. 

DefLnición.: Sea A una matriz sobre un campo F se 

dice que esta matriz es inversibLe si por medio de operaciones 

elementales se puede hacer una matriz identica. 

Propiedad: Es Fácil veriTicar que el conjunto de Jas 

matrices de m x n es un espacio vectorial. 

Definición.: Un vector (1 de V se dice comt>in.ac(On Lin.eaL de' 

los vectores.cu, ••• ,an en v. si existen escalares ca ..... ,c .. de t.aJ 

Terma que 

n 
(1 • cacu+ ••• +cnan m E Ci.o~ • ... 

Ejemplo. Sea el vector (1 <12, 3, -4> y los vectores 

o..t=Ct,O,O>, cu:=<0,1,0>, cu.a(O,O,t>, L1nostrare1110• 

combinación lineal de los vectores cu, ce, aa. 

Sabemos por hipotesis que 

(12,3,-4> = c.1.<t,O,OJ+c2C0,1,o>+cs<O,o,1> 

Igualando elemento a elemento ~enemos que: 

De dondeJ 

12 = c1(l>+cz(Ol+c3(ú) 
3 .. c1<0>+cz(l)+cs<O> 

-4 = c1<0>+c2<0)+c•(l) 

C.l = 12; CZ = 3; Cll = -4 

Por lo que (1 es combinación lineal de cu., cu. 03. 

que fl ... 

Definición: Sea V un espacio vectorial sobre el campo F. 
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Un subespaeio veetorial de V es un subconJunto W de V-que, con las 

operaciones de ad1cion vectorial y prooucto escalar sobre V. es 

también un espac10 vectorial sobre F. 

t~orem.a: Un subconJunto no vac1o W de V es un suaespacio de 

V &1, y solo si, para todo par de vectores a. ~ de W y todo 

escalar e de r. el vector ea. + n estA en w. 

DemostraciOns Supóngase que W sea un subconjunto no vac1o de 

V tal que ca + ~ pertenezca a W para todos las vectores a, ~ de W 

y todos loa •scalaraa e de F. Como no es vac1o, existe un vector p 

-l(p) + p =O está en W. 
Ahora bien, a1 a es cualquier vector 

ca • ca. + O esta en W. 
En particular-, 

<-t>a = -a esta en W. 
Finalmente, s1 a y n estAn en W. entonces 

a + n a 1a + n estA en W. 
Asl, W es un subeupac10 de V. 

Ejemplo. En F", el conjunto de las n-adas <Xa, ••• , Xn, con Xa 

a O es un subespacio, pero el conjunto de las n-adas con x~ • 1 + 

Xz no es un subespac10 <n ~ 2>. 

Prueba: 
Sea a""' <O,Xz, ••• ,Xn): n"" <O,Yz, ••• ,Yn). 

e <O, Xz, ••• , Xn> + <O, Yz, ••• , Yn> = CeO, Xz, ••• , Xn> + <O, Vz, ••• , Yn> 

:::z <cO+O, Xz+Yz, ••• , Xn+Yn> = <O, Zz, .... • Zn > 

Como <O, Zz, ••• "Zn> pertenece el subespa.c i o entonces el 

conJunto de las n-adas (0,Xz, ••• ,XnJ es un subespacio sobre F". 

Sea (l+Xz,Xz, .... ,Xn>; (1 = (J+Yz!'Yz, ..... ,Yn). 

e(l+Xz.Xz, ••• ,).nJ + \J ... Y2,'r2, •••• Yn, "" 

(e(l ... )l2J.X2, ••• ,Xn1 + (l+V2,'f2, •••• Vn) = 
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= (c:l+c:Xa+l+Y•,X•+Y•, ••• ,x~+vn> = (c:+l+Z2.Z2 •••• ,ZnJ 

Como el elemento <c+l+Zz. Zz, •••• z...,) no es. de la ·forma 

U+Xz:, Xz, ••• , Xn) entonces este conJunto de elementos. de F" "no .. 

un subespacio de F~ 

Ejemplo. El conJunto W de las matrices cuadradas simétricas 

de 2 x 2 forman un subespacio del espacio de las matrices de n x n 

V sobre el campo F. 

Prueba. 

Sean A,B e w, dos matrices Simétricas de 2 x 2 
por demostrar que D • cA + 9 6 W tes simétric~>. 
Como A,B son matrices simétricas cumplen con 

hipótesis o:u = a.u; (Ju • (lu e F' 
O.U • CIZl; (1u "'° {bl 8 F' 
CIZi :a CUZ j {bl = (JlZ E F' . 

... CIZZj {hz = (izz E F 

rau,c=z ] + ~··11" cA + 9 = 
co.zJ.,cazz l,{122 

[c=+/1u, cau+f1,. 

CGl2l+{bl, CCIZ2+{1z2 
] e 

[6u, 
62l, 

Como CClU +(1u e CCU.l +{Ju :s. Óll 

CC1Zl+/1zl e COJ.2+(1lZ m Ó:U = ÓlZ 

co.zz+fhz re CCU2+{1%.Z • 622 

] ~ 
ÓIZ ] -o 6zz 

por hipótesis. 

Entonces la matriz D es simétr~ca de 2 K 2, por lo tanto 

el conjunto de todas las matrices siO)étricas de 2 x 2 forman un 

subespacio vectorial del espi\cio vectorial de todas la matrices de 

n x n sobre el campo F. 

De/inic i6n: Cuando todos los vectores de un espacio V 

pueden obtenerse mediante un conJunto r1n1to de vecto~es. se dice 

que tal conjunto es un conjunto generador del espacio V. 
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Ejemplo. Los vectores de ~3 pueden ser expresados cotno 

comb1nac1ones 11neaJes de los cuatro vectores del conJunto 

w = <<-2,0,0>, co,1,0>, <~,0,-1>> 

como se muestra a continuación. 

Sea <X,V,Z> un vector cualquiera de~ª. Dicho vector serA una 

combinac16n lineal de los vectores de W si existen escalares et, 

cz, ca, tales que 

<X,Y,Z) • cac-2,0.o>+cz<O, 1,o>+c•<0,0,-1> <I) 

Para la ad1c1ón y el producto por un escalar y la iguald.ad 

usuales en~·. la expresión <1> es equivalente al sistema 

-2ct = X 
cz = y 

2cz-c:a • Z 

De donde1 

et = - --;.-; ez c:r YJ e• • -Z+2V. 

En consecuencia, e~1sten escalares et, ez, ca que sat1sracen 

la eMpre&ion Cl> para cualquier valor de X, V, Z, por lo tanto W 

es un conJunto generador de ~9 • 

De/lnLclón.: Sea W ca (cu, ••• , o:n} un conjunto de vectores: 

ti W es linealmente dependtente si existen escalares 

ct, .... ,cn no todos iguales a cero, tales que 

c1cu+ .... +cnCtn = O 

(() W es linealmente independiente Sl la igualdad 

ct.c:u+ ••• +cnan = O 

Sólo se sat1s~ace con et = cz = . = en = O. 
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el conjunto W.1 = t(-2,0,VJ, .((1.1,0>, (ú,u,-1>. lO, 1,-11J.most.r·.:u-

que W es linealmente independiente 
y "" 

es : 11 nealmente 

dependiente. 

(0,0, O> a Cf. (-2~0,·0) +é:z co, 1,o>+c• co,0.,-1) 

igualando término a t~rmino 

De donde: 

-2~t m O 
C2 • 0 

-c'9 a O 

es 1:::1 - +i cz m O; e• ª -O. 

Carao es= cz= ca= O entonces W es linea"lmente 1ndepend1ente. 

t:t:J 

<O, o, O> = ca <-2, O,O>+cz <O, 1 ,OJ+c• <O, O, -1 J +e• (ú, ~, -1 J 

igualando término a término 

-2ca = O 
cz+c• ... O 

2cz-ca-c• = O 

De donde: 

Como ~ es cualqu~er elemento difer~nte de cero de ~ entonces 

existe al menos e<&~ O, por lo que lt's es ·º11nealmente dependiente. 

De/intctón: Se llama baso d~ ~n &spacto vectorial V a un 

conJunto generador de V que ademas es linealmente 1ndepend1ente. 

En los eJemplos ant.er-1ores vimos que eJ conJunto :8=<(,-.2,0,ú>, 

<0,1,\.1), <O,O,-lJl. gener"a el espacio vector-1al 0-! 3 y ademas Que es 

un conJunto linealmente indepenoiente, por !o anter1or sabemos 

entonces que .:8 e!i. una base del espacio vectot·ial tr! 3 • 
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D9/inLcL6n: 

<cu ••••• an} es una base de V se dice Que V es de_ di~nst6~ !'L; lo 

cual se denota con 

d1m<V> ... n 

en particular, s1 V <ü>. dim<V> = o. 

Ejemplo. La dimensión de ~9 es d1m<~9 > = 3; 

La dimens16n de L "' < <X,2X,3X> 1 X e IR > es 

dim<L> •J. Pue~to que el conJunto ((1,2,3>>.es una 

bage de L. 

51 V un espacio vectorial de d1mens1on 

finita, una base ordanada de V es una sucesión finita de veCtorés 

linealmente independientes y que genera V. 

Esto es que para vector f1 en V exist1ra una ba!Se <cu, •••• an) 

y solo una n-adil <Xt, ••• • Xn> cuyo producto vectorial con la base 

cumpla con 

f1 s. J: XI.cu. 
L•I 

y ademas a cada Xt se le llamar~ la i-ésima coordenada. de 

respecto a la base ordenada. 

Oe/Lnici6n~ A el conjunto de vectores <et •• ., en) de el 

espacio V • Fn, se le 1 lama base ca1\6nica s1 ~ar"a cacta et. la 

entrada i-és1ma de el vector" es igual a 1 y. cero en todas las 

dem.\s entradas. 
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Ejemplo. s:a <••,••,••> la base canonica de F8 entonces 

•s. = c1,o,o> 
ez = co,1,0> 
e• = co,o, 1> 



11. TransTormac1ones L1neales. 

0efiniei6n: Sean V y W dos espacios vector1ale~ sobre el 

campo r. ·Una Transformación Lineal de V en W es una función T de V 

en k' tal que 

T<ea+~) = cT<o> ~ Tiff> 

para todos los vectores a. ~ da V y todos los escalares e del 

campo r. 

La trans~ormación lineal T sobre el campo F, 

tal que To• a, se denomina la trans~or~aci6n lineal identíca ti). 

Ejemplo. Si V es cualquier espacio vectorial. la 

tran.s/ormací6n identidad 1. definida por /Q = a, es una 

transTormaci6n lineal de Y en v. La trans/arma.cLOn cero o, 

de~inida por Oa •O, es una tr•nsformact6n lineal de V en V. 

Ejemplo. Sea F un campo y sea V el espacio vectorlal ae la 

~unciones polinomios ¡ dfr f en r, dado por 

Sea 

Donde D es la derivada de la +unclón pol1nom10. 

Demostraci6n. Mostraremos que De& una trans~ormaciOn lineal 

de Y en v. 

Sean los pol1nom1os 

/Cxl ::o bo + b1X + ...... + Qlc~k .. 

s<>t> = dD + cUX + ..... .. + dJi:Xk .. 

Con b\, d~ en el campo F. 
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por demostrar 

T<cf +e> = c<tJ> + T8 

La demostración se har~ observando el re5ultado de cada una 

de las partes de la igualdad. 

().- T<c/ + 6> ª 

T [c(bo + bt.X + ••••• + bkXk> +(do+ d&X + ••••• + dkXk>l ,,,; 

T <cbo + cb1X + ••••• + cbkXk +do + c:UX + ...... + dkXk> • 

T C Cebo +do) + Ccb1X + c:U.X> + ...... + CcbkXk+dkXlc> l = 

Como e, bi., di. pertenecen ai un ._.campo, ocurre que las 

adiciones entre ellos pertenece el campo, por la que la eKpres16n 

anterior se reduce a 

T CCao> + Ca1.X> + ••••• + <.aJcXkJJ • 

Donde ai. = cb" + di. 

T ((ao) + (a.&X) + ...... + (a.kAk)J. a&+ 2azX + ...... +kak-&Xk-l. 

(i),- cCT/> + T6 • 

e T<bo + b&X + ...... + bkXk) + TCdo + d.&X + ...... + dkXk> J • 

Ceba + 2cbzX + •••• + ckbk-•Xk-1 > + d.J. + 2dzX + ..... + kalc-•Xk-•) • 

Ceba. +d.&) +2Ccbz+dz)X + ..... + kCck-a+-dk-a)Xk-l • 

Como e, bi., di. pertenecen a un campo, ocurre que las 

adiciones entre ellos pertenece el campo, por esto la expresión 

anterior se reduce a 

a& + 2azX + ...... + kaJc-tXk-:1. 

Donde = Cbi. + di. 

Ahora como 

i), - Tlcf + 6 > = Cl.1 + 2a.zX + ...... +kak-11.k-a 

y también 

LO.- cU/> + T6 ID Cl.1 + 2cuX + ••••• +kaJc-•Xk-a 
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la igualdad se cumple, por lo que la -función derivada de 

polinomios es una trans~ormaci6n lineal. 

Tooroma: Sea V un espacio vectorial de dimensión -finita 

sobre el campo F, sea Ccu, •••• an} una base ordenada de v. Sean ~ 

un espacio vectorial sobre el mismo campo F y' (1 .. , •••. ,(1n vector"es 

cuale&quiera de ~. Entonces eMiste una única transforotación lineal 

da T de V en W ta 1 que 

Tai. • {li.., = l, ••• n. 

Demostración: Para demo9trar ~ue eKiste transf-ormac16n 

lineal T tal que TaL "'{lL, toe sigue 

Dado a de V, existe una única n-ada <c:u •••• ,an) tal que 

a = curu + •• + anan. 

Para este vector a se define 

Ta = ru(l1. + • .. • + an(ln. 

Entnces, T es una correspondencia bien definida que 

asocia a cada vector a de V un vector Ta de W. De la definic16n 

queda claro que Ta .. = {h para cada i.. 

Para ver que T es lineal, sea 

De V y sea e cualquier escalar de F. Ahora 

ca + (1 .,. (c01+b1>ru + ...... + (can+bn)an 

De donde, por def1n1ci6n 

T<ca + (1> = ka.t+dl.)(11 + ••••• + (can+dn)/?n 

Por otra parte. 

T <Ta> + Tf1 = cI: ai./1L + E difñ I: (ca .. + dYd (?i.. 
\. =..i 
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Y as! 

T<ca + ¡n = e (Ta> + T(l .. 

Si U es una tran•.formaci6n lineal de V en W can Uai.a (li., 

i. .,. J, ••• , n, entonces para el vector 

Se tiene 

n 

a= E bi.aL ... 
n 

Uo. = UJ: bi.oti. "" E bi. CUocL' ª E tri.fl\• 
i. • l 

Con lo que.U es exactamente la misma correspondenc1~ T 

qua se deFini6 antes, lo que demuestra que la transTormac1on 

lineal T con Tai. = (Ji., es Onica. 

Ejemplo. Los vectores cu•<l,2), 02•«3 11 4) son l1meal•ente 

independientes y, por tanto, ~arman una b•se de CR2. De acuerdo con 

el teorema anterior, e)(1ste un• única trans-For-mac16n lineal de lR2 

en lR9 tal que 

T(c:u) -= <3,2, 1> 
Ttc:u) (6,S,4>. 

De ser as!, se debe poder encontrar T\e1>. Encontrados los 

escalares c1.cz tales que et = es.cu + c:zaz, Se sabe entonces que 

Tes..,. ctTcu. + czTaz. 51 <I,Ol • ct<1,2J + cz<3,4>, entonces c1==-2 

y cz• 1. Con lo que 

T<l,O> ""-2C3,2,U+C6,S,4> = <0,1,2). 

Definición: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el 

campo F y sea Tuna transfoYmaci6n lineal de V en w. El espaclo 

nulo da T es el conJunto de todos los vectores ~ de V tales que TQ 

~o. 
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S1 V de dimensión finita,-- ·e1.·ran60 de T es la dimensión de 

la imagen de T y la ~\.ilidad ·de·r-"'es_··ia di-mensión del espacio nulo 

de T. 

Teorema; Sean V y W dos espacios vectoriales sobre ~l campo 

r y sea T una transformación lineal de v en W. supongase que V 

de dimens16n finita. Entonces 

ran60tT> + nul~dadCT> = dimCV1. 

Demostrac1on1 Sea Ccu., ..... ,Clk) una base de N, el espacio 

nulo de T. Ew1sten vectores ctk+s, ..... ,ccn V tales que 

<cu, ••• ,ccn) es una base de V. Podemo~ demostrar ahora que 

<To.k+s, ••• ,Ton) es una base para la imagen de T, y como TCli. ú: 

para J ( k, se ve que TCtk+1, ••• , Ton genera l imagen .. Para ver que 

estos vectores son linealmente independientPs, supóngase Que se 

tienen escalares et tales que 

E!lto dice que 

J: cL <Tcti.) e 0 
L..,.k+t 

n 
11: CL (Cti.) = 0 

i.:k+ l 

V en consecuencia, el vector 

per-tenece al espac10 nulo de r. Como OLt., ••• ,ok -forman una 

base de N, deben existir escalar-es b,, •••• ,bk tales que 

I: btcn 

Can lo que 
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k n 
I: b~ai +l: .e jOlj = ú 

\.•' j .. k+& 

y como c:u, •••• ,an son linealmente independientes. se debe 

tener b& = • • • = bk = ck+l := • • • = en = O. 81 el ranqo de T 

r, el hecho de que Tak+1, ••• ,Tan -formen una base de la imagen ae r 

nos dice que r = n - k. Coma k es la nulidad de T y n es la 

dimensión de V, esta demostrado. 

Teorema: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el campo 

F y sean T y U transTormaciones lineales ·de V en W. La func1on (J' 

+ U> de~tnida por 

CT + U> <ed = To. + Uo. 

es una transTormac10n lineal de V en W. 51 

cualquier elemento de F. la Tunc16n (cT) deTintda por 

<cT)a = e <Ta> 

es una transTormac16n lineal de V en W. El conJunto de 

todas las transTormaciones lineales de V en w. Junto la 

adición y el producto escalar aqu1 deTin1das, esoacto 

vectorial sobre el campo F. 

Oemost:rac16n: Sup6nQase q~1e T v U son transrormac1ones 

lineales de V en w, que se define ~T + U> como se 1nd1c6. ~nt:onces 

CT + UHco + (J> = Ttco + (H + LJ(cet + {JJ 
= c<ToJ + T(J + c(LJQ) + Uff 
= clTa. + Ueti + <T{? ~ur11 
= e (T + UJo + ,r +-1-11(1 

Oue dice que <T + U> es una transformac tón J 1neal. En forma 

an:a Joga. 

.,, 



tcT> tdo. + (1) = c[1'(do. + (11 l 
= c[d(TaJ + T(1l 
= cd<To.> + e tT(ll 
= d[c,TaJJ + c<T(1> 
= dCtcTJccJ ·+ lcTJ(l 

Oue 'dice que <c:T> es una transformación Ji neal. 

Para demostrar que es un espacio vectorial se tiene que 

comprobar que cumple las propiedades antes mencionadas de espacio 

vectorial para la adición vectorial y eJ producto escalar. 

Teorema: Sean V, W y Z espacios vectoriales so?re el campo 

F. Sea T una transformación lineal de V en W y U una 

transformac16n lineal de W en Z. Entonces la función compuesta UT 

def1n1da por UT<o.> ~ U<T<a>> es una trans~ormaci6n lineal de V en 

z. 

Demostracions 

O./LnicLón: 

<UT> tea + (1> • U[T<ccc + (J> l 
= U[c lTcc> + T<(1> J 
= c(UlTa)l + T<(l> 
= c[UCTccJl ·+ U<T(lJ 
= e[ (tffJC\l + (t.fTJ(1. 

51 V es un espacio vectorial sobre el campo F. 

un operador lineal sobre V es una transrormac16n lineal de V en v. 

L (V,V). 

En el caso del teorema anterior. cuando V = W = z. en que U y 

T son operadores lineales en el espacia V, se ve que la 

composic1on ur es también un operador J ineal sotlr-e v. Asi. el 

espacio L <V.V> tiene un <<producto.'» def1n1do por4 compos1cion. En 

este caso el operador TU también esta c:Je-f1n1do, v debe observarse 

que en general UT ;rt TU. es dec: ir. ur - UT ~ o. Para la comoosicion 

T con T. se usara. la not:ac: ion r2. y en general r"= T • • .. T • ,.., 
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veces>. Se de.fine r°= 1 s1 r l/I! c.1. 

Una +unc1on T de V en W se d1ce LnversLble 

ex1st&: u~a -~unc1on U de W en v- tal que ur es ·1a f.uMc1on 1aentiaAa 

de V v TU es la funciOn 1dent1dad de W. S1 T es 1nversibJe. la 

+unc1on u es onica y representa oor 1"-t :· : Mas at:.rn. r es 

1nversible s1 v. solo si. 

l) T l!s inyectiva ... esto es.- s1 Ta= T(I 1mpl1ca et= (J 
i L) T es sobrevect 1va. esto es. la imagen de r 

co1nc1de con W' .. 

Teorema: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el campo 

F y sea Tuna trans~ormac10n lineal de V en w~-51 res 1nvers1bJe, 

entonces la Func1on reclproca T-t es una transf'.armac1on 11neaJ de 

W sobre v. 

Demos trae 16n: 

Sean ~t y {b dos vectores de W v sea e un escaJar. 

Queremos demostrar que 

baa cu. = r-1
(JL. L = 1,2; esto &s. sea cu el an1co vector 

de V, tal que TaL = {JL. 

Como res lineal, 

T<ccu + az.J = cTo.i +'.foz= c(lt + (b.. 

Asl. + "" 

por r en c(Ji + (b.. y asl 

T-1 (c{ls +(12) 

v r-' es l 1neal. 

el Un1co vector ae V que 

ccu + a2 

apl icaao 



OejLnlcl6n; Se dice que la transformac10n lineal T "º 
sLne;'!.1.lar s1 To._= 1.1 1mpl 1ca a = O; es decir. si:· el espacio nulo de 

Tes COl. Evidentemente. Tes 1nyect1-va· 51 y." ~olo si. T no 

singular. 

Teorema: Sea T una transform.acio"n .l,1neal de V en W. Entonces 
o;·· .•. :. 

T es singular y. solo si·~·º- aplica ··cada subconJunto 

linealmente 1ndepend1ente ae V sobre un suoconJunto linealmente 

1naepend1ente de w. 

Oemostrac 16n: SupOnqase primero que 'I' no sing~lar. Sea ~ 

subconJunto linealmente independiente de V. Si cu, •••• Clk son 

vectores pertenecientes a B. entonces los vectores Tcu, •••• Tc::tk son 

linealmente independientes; si 

CI. <Tcu) + ••• +ck tTClk J = o 

Entonces 

Ttc1.ou.+ ••• +ckoJc) ""O 

y como T es 

c1.01 +- .... +cko.lc = ú 

de lo que se sigue con caca ci o. pues ..!I es 

conJunto 1ndepend1ente. Este ra2onam1ento muestra oue Ja imagen de 

3 por r es 1ndepend1ente. 

SupOngase que T aplica suoconJuntos 1ndePend1en~es soore 

subconJuntos independientes. Sea vector no nu10 de v. 

Entonces el conJunto .:8 que consta del solo vector es 

1ndepend1ente. La imagen oe ~ es el conJunto aue consta De! solo 

vector- Ta. Por tanto, ro. ~ o. pues el c:onJunto que consta oel solo 

vector nulo e~ dependiente: lo que muestra Que el espacio nulo de 



Ejemplo .. Sea F ·un-campo v s-~~--i<e1-··:operao~r lineal sobre f.2 

pues s1 TCXs.Xz> =O se tiene 

X1 + Xz = O 
X.t. sr O 

s1nqular. 

Con lo que Xs = Xz =O. lamb1én se ve que Tes soorevect1va. 

pues Sl <.ü, Zz' es cualau1er vector de f", para ver que lZs, ZzJ 

pertenece a la imagen de T se han de encontrar escalares ~• v Az 

tales que 

Xt+Xz=Zs 
Xs = Zz 

y la soluc1on obvia ea Xt = lz. Xz = .Zl lz. Este ólt1mo 

c.a.lculo de una fórmula e>epl1c1ta para i:-•. a saber, 

r-•,zs.Zz.> IS <lz.zs-Zzl. 

Definición: Sea V un espacio vectorial de d1mens1on 

sobre el campo r. y sea W un espacio vectorial ae d1mens1on 

sobre el campo r. Sea :8 = <cu •••• ,o.n} base ordena da de V. v 

sea :S'= {~s ••••• ~n} una base ordenada de w. 51 T culaau1er 

transformación lineal de V en w. entonces Test~ determinada por 

su ef.ecto sottre los vectores Caaa uno ae los n vect:ot"e'$. l"cu se 

eHpr11sa de manera un1ca como como1nac1on 11neal 

de los (1i. Los escalares 1u 1 •••• • A.nJ son las cooroenaoas ce T-:=.J en 

la base ordenaoa :S'. Por cons1al11ente. tr"1nsforinac1ón r esta 

49 



determinada por los 'mn esc·alare~ A~'.r medi8.nt9 _ la 

m.atrí2 de T r~spec:t~· at;·pa,r d9,6as~~·_ ... O;d.,,;~:U :B. v·:s". 

".:~.:-·.<;..:-· /·;~:~~­
Ahora. tr-~t-em~~-: de. -~·~t~~d~-~ C1~·~;;~ente 

determina · ~:~:~. t:_~,~~~i~·~mac io~----) "~.'.~~~;-T. 
como la 

expres1ón 

llama· 

matriz A 

Si a = Xu::u ·.+ • -. • + XnOln es un vector de V, entonces 

n n n 
Ta = T CI: Xjocj) ·=E XjCTaj) =E Xj E A1.jfli. = I: ( I: At.jXj > (J;,,. 

J=. i.= t J = t 

Si X es la matriz de las coordenadas de a en la base ordenada 

:B, entonces el cAlculo anterior muestra que AX es la matriz de las 

coordenadas del vector Ta en la base :B'. ya que el escalar 

Es el elemento de la L-ésima renglón de la matriz AX. 

Obsérvese tambi~n que si A es cu1aqu1er matriz m x n sobre el 

campo F. entonces 

T <E Xjaj) = I: t I: A'-iXJ > (li.. 
j = t i. =. J= .. 

de-Fine una trans.formación lineal 1· de V en w. la matriz de la 

cual es A respecto a 3. $'. escribiéndolo .formalmente se tiene: 

teorema: Sean V un espacio vectorial de d1mens1ón n 

sobre el campo F~ y W un espacio vectorial de d1mens16n m sobre el 

campo F. Sean $ una base ordenada de V y 3 1 una base ordenada de 

W. Para cada transf-ormaci6n lineal r de V en w. ex1st.e matriz 

m. x n. A. cuyos element.os pert.enecen a r. tal que 



Para todo vector en V. Ademas, T. es una 
... _ -.," 

correspondencia biyec:tiva entre e1 ·.con.Jun~o de todas las 

matrices m x n sobre el campo F. 

EJemp!o. Sea V el espac10 de todas !as -fu':"'Clo-ne~' · poJ Jnom1os 

de CR en CR de 1 a -forma 

f <X> = co + c1X .... czx2 
.,.. eBJo.3 

esto es. e! espa'c10 de las funciones polinomios de gt'"ado tres 

o menor. El operador derivación Cantes va de~1nido1. aplica V P.n 

V, ya que D «decrece el grado». Sea :B Ja base or""denada de V 

consta de cuatro -func1ones /1, /2. /3. /• de-f1nidas por ¡ .. 

Entonces 

0(/1) 
0(/t) 
D</1J 
0</1' 

con lo que la matriz 

COJs = 

D/t V/1 + O/z + 0/3 + 1)/c 
D/1 :::r l/1 + 0/2 + ú/3 + ü/c 
D/1 0/1 + 2/2 + 0/a + ú/• 
D/t = 0/1 + 0/2 .,.. 3/a + 0/• 

de D en la base ordenada :Is es 

rn 
ti o o] o o g 2 o 
o 3 

que 
,_, . . 

De/lnlc t:On: Sean A y i:I dos matrices u:uacJracaas1 n x n. 

sobre el campo r. Se dice que Bes semeJante a A sobre F s1 existe 

una matriz 1nversible n x n. f' sobre F tal que Et = P-1AP. 

De/Lnlct.On: 51 V es un P.soac10 vector1a! sobre el camoo F. 

una trans-formac10n lineal / de V en el campo de escalares F se 

llama también un funcional LLneal sobre v. ~1 SP. r.om1en=a casco el 



pr1nc1pio. esto quiere decir que J es una ;;unción de V en F'. tal 

QUe 

I (ca + (1) = e/ (0<) + I ((1) 

para todos los vectores a y ~ de V y todos los escalares e de 

F'. El concepto de Tuncional lineal es importante para el estudio 

de los espacios vectoriales de dimensión finita, pues ayuda 

organizar y clarificar el estudio de ios subespacios. Jas 

ecuaciones lineales y las coordenadas. 

EJemplo. Sea F' un campo y sean bt ••••• bn escalares 

pertenecientes a F. Definase una función f en Fn por 

f < Xa, ••.• , Xn > = b1Xt + + Xnbn. 

Entonces f es funcional linea sobre F". Es el funciona! 

lineal representado por la matriz Cb1, ••• ,bn J respecto a la base 

ordenada canónica de F" y la base (1) de F: 

J • • •• • 'n. 
Todo funcional lineal sobre F" es de esta forma para ciertos 

escalares b1 ••••• bn .. Ello se sigue de la de~1niciOn de funcional 

lineal, ya Que definimos bi = /Cet.> v empleando la linealidad 

I ( Xt' ..... Xn, = I e I:Xi.el , = I:Xt./ let.' ElJLJi.t. .. 

De/Ln'i..ct6n: Si A es una matriz de m x sobre el campo F, 

la transpuesta de A es la matriz de m. x n. A\ de-f1n1da por. Ati.j 

AJL. 
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111. f.'011nomios. 

De/in1.ci.6n: Sea F un campo. Un átsebra tine~l sobr~ et 

campo F' es un espacio vecto.-ial A sobre F con otra operac16n. 

llamada producto de vectores, que asocia a cada par de vectores ~. 

(1 de $1 un vector o.{1 en A llamada el producto de ex y (1. de tal modo 

que 

L) El producto es asociativo, 

c.C(lr l = <O/ll Y 

LO El producto es distributivo con respecto a la 
· adición. 

Ol({1 + yl C1fl + ccy 

LLO Para todo escalar e de ,-, 

e (o.(l> = tccc)(l = 01 <c(l1. 

Si e>eiste un elemento 1 en A tal que lec = al = oc para todC'I et 

de A, $1 se llama un Ate9bra Lineal con un1.dad sobre F, va l sa le 

llama la unidad de A. El álgebra A se dice conmutativa s1 o.{l =(lo 

de A. 

Ejemplo. El conJunto de las matrices n x n sobre un cámpo, 

con las operaciones comunes, es un álgebra lineal con unidad. en 

particular el campo mismo álgebra lineal con unidad. tste 

~lgebra no es conmutativa ,:: 2 •. 

De/ini.c'i..6n: El vector lU.1,u, ••• ,0, •• 1 JUeQ~ un papel 

destacado en lo que s1Que y se reoresentarA siemore por x. t.1 

producto de x oor sl m1 smo n veces se reoresentarA por x" v se 

hara que x
0 

1. Entonces 

x2 
= <v.0,1.0 ••••• 1. x.3 = <v.o.v,1.v •..• ) 
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y. en general. para todo entero k ~ o. <xk )k = 1 y <xk )n O 

para to~e entero n ¡¡1: k. Para concluir observamos que el conjunto 

formado por 1, x, x 2
, ••• , es 1ndepena1ente e 1n~inito. As1 que 

el álgebra F00 no es de dimensión T1n1ta. 

El Algebra F00 se llama también aLBebra de Las serLes /ormaLes 

de potenc!as !lDbre F. El elemento f = ·<¡, /1, /z, •.. ) se suele 

escr1b1r 

Q) 

/ ª E /nx" 

Ahora estamos en condiciones de deTinir un polinomio sobre 

el campo F. 

De/i.n(cLón: Sea FCxJ es.subespac10 de F00 generado por los 

vectores 1, x, x 2
, ••• Un elemento de FCxJ se l Jama poL Lnom.Lo 

sobre F. 

Como FCxJ consta de todas las combinaciones l fneales 

'~in1tas> de x y sus potencias, un vector no nulo f de F
00 

es un 

polinomio si. y solo s1, existe un entero n ~o tal que /n ~ O Y 

tal que /k = O para todos los enteros k > n; este entero <cuando 

e~1ste> es obviamente único y se llama 8rado de¡. Se representará 

el grado de un pol 1 nom10 f por grd fe. y no se asignará grado al 

polinomio O. Si f es un pol1nom10 no nulo de grado n se tiene que 

/ = fox
0 

+ /1.x + /2x2 + /n ¡g (J 

Los escalares /o. /1, /s. /n son ilamauos los 

coo/icLentes oe /. y dtrA que / es un ool1nomio con 

coef1c1entes en F. 
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Teor9ma: Sean /,8 polinomios no nulos sobre F. Entonces 

L) /6 es un polinomio no nulo; 
LL> grd</6) = grd(j) + grd(61: 

LLO Si J + 6 ~ O. -+ grd</ + 11> !S má.>t. (grd f. qrd 6). 

Coro Lar Lo: Supóngase que/. 6 y h 

campo F tales que f 11t O y 16 = fh _.... 6 = h. J 

Demostrac16n: 

Como /6 = jh entonces 
/<8 - h) = ü entonces 
6 - h = O, ya Que f ~ O. 

polinomios sobre el 

Otros mas se desprenden ~actlmente de la demostración del 

teorema anterior, y algunos de ellos haremos menc10n. Supóngase 

I = E ¡,,,} y tl = I: trJ.!. 
i.=o j=O 

Entonces se tiene que . 
/1$ = E ( E /r6•-r>x•. 

•=O r=o 

El caso particular se f = cxrn, 6 == d.xn con e, d en F se 

reduce a 

Ahora el producto esta dado por 

i.,J 

Donde la suma se e>:t1ende sobre todos los pares De ordenados 

L. i tales que ú S. i S. m y O S J S n. 

De/Ln.L.cLOn: &ea A un Algebra l 1neal con un1daa sohre e.t 

campo F. Se 1nd1ccu'"A la untdacJ A por l y se conviene que CtO 



para todo o. de A. Entónces a cada pol1nomio f = I: /i..;,,i.. sobre F y a 

de A se asocia un elemento /(a) de A pOFi,.='o 

,,:,2 + 2. 

L.J = l + 2. en particular 

/(2) c. 

( 1 + ') = 1 
1 - ' 

íL>- 5_i· .11!_.-~s el a.lgebra de todas las matrices 2 x 2 sobre C 

Y Sl 

2 ] B = 
[ -1 

o 

entonces 

o 

] [ -1 
/IBl 

o 

L!í> Sí .JI/ es un ~lgebra de todos los operadores lineales en 

~· y T es el elemento de A dado por 

T<cs, c2, es> 

entonces / <T> es el operador l 1neal sobre ct:
11 def.inido 

por 

J <T> (es, cz, CD) ((1. 3cz, Q). 

Teorema: Sea F un campo v $/ un álgebra lineal con un1daa 

So 



sobre F. Supóngase que /' v 8 son p~l 1i::iom1os sobre F". que ';"! 11n 

elemento de '1 y que e pertenece a F. tn~onces 

i> cC/ + Bi (a) ""'a/Ca> +~aCcd; 

tL> </e> Ccd ª /Ca>ir<a~.· 

Demostración: Aqu1 demostraremos solo la· ·~·a,..t·~- Li. 

Supóngase que 

I = I: /t.x' ... 
y luego por L 

</6> Ccd = E /\Bi.a'•j 
... j 

y 
6 = r: i<··"· 

/6 = E/i.6JXf.+J 

i.•J 

J•• 

Ahora hablaremos de aquellos temas Que dependen ante_todo de 

la estructura multipl1cativa del 3lqebra de los pol1nom1os sob~e 

un campo. 

Lema: Supóngase que/ y h son polinomios no nuJos sobre 

un campo F tal que grd<h> S grdf/). Entonces existe un pol1nom10 6 

de FtxJ tal que 

o grdlf - h61 < grd f 

Demostración: Supóngase que 

m-• m 
I = am>: + E ai.x". am ~ U 

~=o 

V QU" 

n-' 
h = bnxn + I: bi.x". bn ';tJe (•. 

l=o 

Entonces m "' n. y 

f - [52] :.-.:'"-nh. = o o .., ara•/> 



11 = (~J ... rn. 

Teorema: S.1 j • 'h sor.i·. pol 1nom10~ so~re un campo F y h es . . . 
di-ferente de o. ento'rices e>n,Stei:i pol'inOmios 6• en· ~txl tales que 

o / = h6 + d. 
i U o,. d "':' O o grd d < grd h 

Los polinomios que satis-facen í y i'i son Onicos. 

De/inici.6n: Sea h un polinomio no nulo sobre el campo F. 

St f pet·tenece a FCxJ, el teorema anterior dice que existe, a lo 

mA.s, un polinomio 6 FtxJ tal que f = tu;,,. St tal '6 existe 

dice que h divide a ¡, que f es divisibl9 por h, que f es un 

rn.últipl.o de h y que IS es el cociente de f por h. Se escribtrA. 

pues, 6 .,. J /h. 

Coro l. ar Lo: Sea / un polinomio sobre el campo F y sea e un 

elemento de F. Entonces / es d1vu:uble por x - e st. y solo s1. 

I (C) = v. 

De/i.n.i.ci.On: Sea F un campo. Un elemento e de F se dice 

ra.lz, o un cero, de un poltnomio dado f sobre F f <e> = o. 

Corotario: Un pol 1 nom10 f de grado n sobre el campo F 

tiene a lo mas n raices en F. 

Demostrac16n: La tesis obviamente para los polinom1os de 

grado ú y t de grado l. Supóngase Que cierta para los 

pol 1nom1os de grado 1\-l. S1u a es una ral :z de ¡. f (:< aJq. 

aondc q ~iene oraoo n-1. Como /tbJ =u si. v solo s1. a= b o Q\bJ 

= u. se s1Que por la. htpOtes1s cie 1nducc1on Que f tiene a lo mas n 
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raices. Má.s adelante se ver~ como la operador. derivada nos avudarA 

para encontrar las n ra1ces del polinomio. 

Definición: Sea F un campo. Un polinomio f de FlxJ se dice 

reduc(ble sobre F s1 existen pol1nom1os 6• h en FtxJ de grado ~ 

tales q~e f = Bh, y s1 no. se dice que es irreductible sobre F. Un 

polinomio no escalar irreductible sobre F se llamn pc-Linomio prime 

sobre F y a veces se dice solamente que es primo en FlxJ. 

Ejemplo. El polinomio x 2 + 1 es reducible sobre el campo ~ 

de Jos números compleJos. En e~ecto 

x.2 + 1 = <x + i) <x - i: J 

Y los polinomios x + i. x - i pertenecen a los CCxJ. Por otra 

parte, x2 + 1 es irreducible sobre el campo ~ de los números 

reales. Pues si 

x2 + 1 = <ax + b) ca~x + b') 

con a, a'. b, b' en IR, entonces 

aa' = 1, ab' + ba~ = ú, bb' l. 

Estas relaciones implican que o. lo que es 

imposible con numeres reales a y b, amenos que a = b = v. 



IV. Determinantes 

De/LnLcLOn: Un anLtLo es un conJunto 1<.. Junto con dos 

operaciones <x, v> -+ :x: + V y <x, v> -- xy que satisfacen: 

() K es un campo conmutativo para la operación ad1cion 
(X, V) _,.X+ y; 

Lí> <xv>1 = x<111>, el producto es asoiciat1vo; 

t:í i > :x:<v + ;) "" XJ:1 + x3:; \X + 11>; == x; +JJ;. se cumplen las 
dos leyes distributivas. 

51 xy =¡p.:- para todo x e y de F. se dice que el anillo es 

conmutativo. S1 eK1ste un elemento 1 en K tal que xl = lx = x para 

todo x. se dice que J< es un anl LLo con un.ídad, y 1 es la unt:d.ad. de 

K.. 

Definición: Sea 1<. un anillo conmutativo con unidad. un 

entero positivo y sea :tJ es una función que asigna a cada ma~r1z 

x n sobre K un esc:ala1~ :tJ (A) en K.. Se dice que :D es n-l 1neal s1 

para cada t:, 1 Sí :S n,. :D es una función lineal del L-és1mo 

renglón cuando las otras (n - 1) filas se dejan +iJas. 

Esta def1nic16n requiere una eKpl1cac16n 11\á.s detallada. 51 D 

es una f-unc16n de 1<.nxn en K. y s1 cu •••• ,o.n son los renglones 

de ta matriz A. se puede esc:1"ib1r talt'b1én 

:JJ\A> = :Dtcu • •••• o.n> 

Esto es, se puede ccns1e1erar :D como la función de los 

renglones de A. La a~1rmac16n de aque :tJ es n-lineal quiere 

entonces 

:Dto:i. •••• ,coh.+O'-~• ••• ~c:tn) cj) <c:at, • 
:D(cu. 

,o\., ••• a,,.,> + 
. 'ª"~. . . .an). 



Si se i=iJan los renglones, excepto el _.l""eno~on L. y se 

considera .:O como la -función -,~e el'" t'.,;·nq.16n·· {. ·es veces 

conveniente escribir .:0<0:t'l .. \.P~-~:~ .P~h'.>> _:.~~!··.:~;:{·~: ~~·pr·~--~ló~·. ant.er1.01" se 

abrevia como sigue 

( _:::),, 
:tJ(cc:ct +.·c:ci.~:>"..='c:.:O<~(i·+··~.t>(O..t;) 

Siempre que quede claro.su signi~icad0. 

Ejemplo. Sean Ju., •• - .- ,ltn enteros pos1t1vos. 1 :S k :S n. y 

sea a un elemento de K. Para toda matriz n x n sobre K. se der1ne 

.Z)(A) a aAtl,l'U>• • •A(n,l'tnJ. 

Entonces la ~unción .:O CJe-fin1da es n-!1neal .. Esto e!:> c1er·to s1 

se toma en cuenta que :Des una ~unción de eJ renqlón L. dPJando 

-Fijas las otras. se tiene 

D<oct.) = A(l'.,k\)t,lo 

donde b es un elemento 'f1Jo de K.. Sea º"· = CAtn'. 

entonces se tiene 

:D<ca\. + at•) = CcACi.,kd + A'<L,kUJb = c.:O(a\.) + :JJ<cct'). 

Con llo que :D es una i=unc16n lineal de cada una CJe los 

renglones de A. 

Una func16n n-l1neal particular de este tipo es 

.:OU·U = AuA:Z2• .... Ann. 

Es decir, el producto de los elementos de Ja diagonal es 

func16n n-l 1neal sobre J<nxn. 

De/inlc tón: Sea Duna i=unc10n n-J1neai. Se 01ce que :D ~s 

aLternada s1 se cumplen las s1gu1entes condlc1ones: 
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L) .:D<A> = O cuando dos renglones; 

LL> 51 A~ es una matriz que se ootiene 1ntercambianao dos 
renglones ae A. entonces .DtA'> = -.:DlA>. 

De/Lnt:clón: Sea I<. un anillo conmutativo con unldad y sean 

entero pos1tÍvo. Supónqase que :D es una func16n de ·matrices n x 

n sobre I< en I<. Decimos que· .:D es una Tunc16n determinante SJ. :D. es 

n-l1neal, alternada, y s1 D<I> ~ 1. 

Ahora mostraremos que e>:tste e>cactemente una Tunción 

determinante sobre las matrices de n n sobre I<. Ello 

-fAcilmente para las matrices 1 >e 1, A = CaJ, sobre 1<. La func16n 

dada por .!>CA> = a es una Tunci6n determinante y, evidentemente, es 

la Onica Tunc16n determinante de las matrices >< 1. Estamos, 

pues, en cond1c1ones de considerar el caso n 2. La func i6n 

:DtA> = AuAzz - AuAzs 

es una función determinante. 

Oe/lnt.clón: Sea A la matriz cte n x n sobre K, se dice que 

f:t es no slnBUlar s1 .D(A> < > o, de suc;:eder que :D<A> = ú entonces 

se dice que A es sin&Ular. 

Cálculo de determinantes 

El método mfls senci 1 lo para resolver determ"inantes se conoce 

como "regla de Sat·rus''• Este método emplea para calcular 

determinantes de segundo y tercer orden. 

Para calcula1· el valor de un determinante Cle segundo orden 

empleando la regla de Sarrus. se efectúa el producto de los 

elementos de la d1anonal pr1nc:1paJ. v a éste se resta el prociuc:to 

de los elementos t::, la d1aqonai secunoar1a. En .forma esquemAt1ca: 

lau 

ª" 
<li2 

a.22 
::::. a.u.a.z2 
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Como se ve, el repultado que arroJa la regla de Sarrus 

coincide con la deTinición de determinante. 

Para calcular el valor de un determinante de tercer orden 

empleando la regla de Sarrus. se· e~ectua el producto de Ja 

diagonal principal y de tas dos diagonales paralelas ella: el 

t9rmtno diagonales paralelas se debe a que. cuando se emplea e1 

artificio que consiste en volver a escribir los dos primeros 

reglones a cont1nuac16n del tercero. los elementos en cuestion 

aparecen formando diagonales paralelas a la pr1nc1pal. A lrt suma 

de dichos productos se le restan los productos de la dt~oonnl 

secundaria y de las dos paralelas a ella. én ~arma esqauemat1ca: 

'

ª" =· 
ª'" 
ª" 

wz 

wz 
azz 

De/Lni.c Lón: 

=· ª'" 
1 

a [auQ.22aJl!J + O.ZU292a.U + aJlt.Q..UQ.23] -

- [a1!la2za..a1. + CUBC2!12a.tt. + asaaua.zi J 

Se llama cofactor de una matriz A a el 

elemento C1.j = :O(And donde r,s ;tt i., J. esto lo podemos ilustrar 

en un eJemplo 

Sea la matriz de 3 x 3. H sobre F. 

Cu= la.22 =·1 
<232 <239 

D/Lníci.6n: Se llama matriz adjunta de A. la matriz de 

transpuesta de los coFactores de A. Formalmente. sea A = Ca\j) una 

matriz de n x n sobre F, y sea C1.J el cofactor del elemento a1.J. 

se llama adjunta de A a la matr1z 

calcuJ.o de la matr1z inversa por med10 de la .;11C1Junta v el 
determinante. 



Teorema: con 
' ·, 

entonces <.:'· ·-, 

A(Adj ,~~ =.>(.Ad'j A>.~ ~ :z><A,>l.n 

Demost r.~c i60.:.- i,, 

Sea A • Ca1..JJ i Adj if = ·~bfri ~""donde bl..J = CLJ 

Por lo que 

·- ·n n 

Donde _f'l..j ~ J: al..k bJcj = J: ai.k Cjk 

k.~.. k•' 

En consecuencia para i = J° se tiene que 

n 
Pi.j = Pu m E Qi.k Ci.k 

k=. 

elementos de F. 

Due es el desarrollo por coTactores. segun el L-ésimo renglón 

del determinante de A; por lo qu_e, 

Pi.i. =:De.A> 

Aqu1 omitiremos la prueba de P"J = O, para i 114 i, pero ~s 

adelante lo tomaremos por hecho. 

Teor111na: Sea A una matr1 z de n x n sobre F': A-t existe si, y 

solo s1. D<AJ - O 

l>emostrac 16n: 

Por el teorema anterior tene~os que 

A<AdJ A) = ~\A)In 

Por lo que~ si D<A> 114 O de la expres16n anterior .se sigue 
que 

.:l><~>[A(AdJ A>l =In 

esto es 
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En consecuencia 

A-s = :.D ,!, (AdJ A) 

y A-1 eKiste, ya que la adJunta de A eKiste para toda mñt:r1~ 
A. Entonces si 

:.DCA> ~ O la matriz A-
1 e><iste y se calcula de la .fOrma 

A ·s = :ne!> CAdj Al 

Ejemplo. Sea la matriz 

[

1 o 2 
A "' 3 -1 4 

2 1 o 

calcular la matriz inversa por el método de la AdJ y el :D. 

Cu = ¡-~ ~I = -4 cu =<-1>1 ~ ~I =-e Caa .,. 13 -11 2 1 

Cz.t -c-111 ~ ~I - 2 Czz = 1 ~ ~I = -4 

Cai = 1-~ ~' = -2 
Cs2 = (-1), 1 2¡ = 3 4 

Por lo tanto 

Adj A = [-: -~ ~ ] 
5 -1 -1 

y el :DCA> ~; Por lo que 

1 
b [-~4 2 2) -4 2 ... 

-1 -1 

Cz• =<-U 1 1 ºI 2 1 -

-2 e.a = 1 
1 ºI 3 -1 

[

-Z/!I l/!I ....... 

..,...!I -z,;3 a,;3 

:S/0 -1/d -l/6 

= 5 

-1 

- -1 

Definición: Sea V un espacio vectorial sobre el campo r y 

sea T un operador lineal sobre V. Un vator propLo de T es 

escalar e de F tal que e>ctste un vector no nulo a con To co. St 

e es valor propio de T. entonces 

L > cualquier o. tal que To. = ca se llama vector propLo ae r 

asociado al valor propio e: 



Ll)·. la colección de todos los a tales Que Ta= ca se llama 

espacio ~ro~io asocCado a c. 

Teorema. Sea T un operador lineal sobre un espacio V .de 

dtmansi6n'Tinita y sea e un escala~. Es Tacil comprobar que las 

siguientes a'firmac1.ones son equivalentes. 

L> e es.un valor propio de T. 

(i) El operador (T, - el) es singular (no invers1ble). 

LLi> .:O<T - el) =O .. 

De/ínici.6n: Si A es una matri~ n x n sobre el campo F. un 

valor propCo de A en F es un escalar e de F tal que la matriz 

<A - el> es singular <no inversible). 

Esta deT1nic16n es clara ya que se sigue del teorema anterior 

que si el D de una matriz es cero entonces la matriz es singular 

como se v10 anteriormente. Como e es un valor propio de A si. v 

soto s1, D<A - el) =o. o en Tor~a equ1vaiente si. y solo si. 

:tJ(cl - A> = o, se puede construir la matriz <xl - A) con elementos 

pol1n6m1cos y considerar el pol1nom10 / = D<xl - A). En tal caso 

los valores propios de A en F son los escalares e de F tales que 

/<e> O. Por esta razón se sigue la sigu1en~e definicion 

Dc/lnlclon.- a / = :D txl - A> le llama el pol. ínornLo 

caracteristico de A. 

Es importante observar que / es un ool 1nomio con /n de 

grado ñ. Lo cual es ~acilmente comprobable cor la TOrmula para el 

de~erminante Cle una matriz en términos de sus elementos. 

Lema: Las mat1·1ces semeJantes tienen el mismo pol1nom10 

caracterl st:.1co. 
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Oemostracit:in. 51 B = p-&A~, ._ ~ntonces 

:Db:l - Bl = :D(:d - P-'AP,> s :D<P-«xI - A>P> 

sz :D<P-i.)l)(:;icI ..;-A).:D(P) = :ZH:d .:.. AJ 

EJemplo. Sea T el operador Í1 nea·l sobre IR:2 representado por 

la matriz A en la base can6n1ca · 

A = 
(

(l 

l 
-1] (l. 

El polinomio caracter1st1co de T (o de A) es 

:D (:<l - A> = [X 'l -1 X 
=· x 2 + l. 

Como este polinomio tiene ra1ces no reales. T tiene 

valores propios. 51 U es el operador lineal de~1n1do sobre C2 v 

representado por A en la base ordenada canonica, entonces U Bl t1ene 

dos valores propios, i y -i en C. 

bl 



V. Sistema§ de ecuaciones lineales. 

Supóngase que r es un campo, Se considera el problema de 

encontrar n escalares (elementos de Fl ::ia.,:a:, ••• ,~ que satis~agan 

l.~s condiciones. 

CUS.:U + CU.2XZ + 
~U'Q + Ct22:12 + 

ct-ll 

donde l,d.,}.Q:, ••• ,11"' y o:~J. con l:SlSm, J.SJSn, son elementt?S de F. 

Donde Cl-1) se la llama un s(stema de m ec~acion9s l~neales con n 

'nc6enita.s, Todo vector den elementos de F que satisraga cada una 

de las ecuac1onea de <1-1> llama solución del sistema. 61 

~=y:z=.,. •• =ym= o, se dice que el sistema es homogéneo , o que cada 

una de las ecuac~ones es homogénea. 

La técn1ca que utilizaremos para resolver este tipo de 

problemas es la técnica matricial, ya que como se ve un sistema de 

ecuaciones lineales es un espacio vectorial, por lo que· ahora 

abreviaremos el sistema de ecuaciones de la siguiente manera: 

AX= 11 

donde 

n··· • ,etin 

] · [ J ]· [ J ]· A X ll = 

a.mt,.. .. .. a.mn 

A se llama matriz de los caef1c1entes del sistema; x es el 

vector de inc6gn1ta~ y v es vector de términos 1ndepend1entes 

conocidos. 

Teorema.: Si A es una matr1: de x n. los s1gu1entes 
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i) Rango(A) 

LL) A::.ln 

iu) El 3J(A> ,,i O 

u) Los renglones de A son linealmente independientes. 

ut> Las columnas de A son linealmente independientes. 

En lo anterior se establece una condición necesaria y 

su~iciente para la existencia de soluciones de un sistema de 

ecuaciones lineales, utilizando el concepto de ranqo. Dtcho 

concepto también se utiliza para observar la unicidad 

multiplicidad de soluciones. 

Para ello consideremos el sistema anterior. UeTinamos anora 

una nueva matriz, a la que llamaremos matriz aumentada rjel sistema 

y representaremos con A', de la siguiente manera: 

A'= ["':'· ••• •""" I "' l 
0tm1.. .. ,amn l/rn 

Para el análisis que se desarrolla a continuación 

apoyaremos en la siguiente expresión ve.ctorial sobre F". La cual 

es también ec;.'1valente a la expresión anterior. 

e11= ¡~¡ ... ¡, 
De esta expresión se sigue que e! sistema tiene so1uc16n s1. 

y solo s1, existen escalares X1.:a ••••• xn que expresen tJ como 

combinación lineal de las columna~ de H. Esto es si. y solo s1. 
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pertenece ai. espac.io generaao por las columnas de A. 

Para enunciar esta conqici6n en términos de el ranQD de A y 

A' bastara observar que s1 ves una combinacion lineal de las 

columnas de A el rango de A•no varia. pero 1J es l 1nealmente 

independiente de las columnas de A el rango se incrementa en 1. es 

decir. rango A' = n + 1. En consecuencia, pacemos concluir que 

Teorema: El sistema de ecuaciones lineales AX = y es 

compatLbte. es decir, tiene soluci6n si, y solo si, rango<A> 

rango(A'). 

Supongamos ahora que el sistema es compatible y veamos bajo 

que condicio1,es es determ1nado. comparando el rango de A con el 

número de 1nc6gn1tas del sistema: 

Si el rangolA) = n el conJunto -formado por las n columnas de 

A es linealmente independiente Y• por lo tanto. constituye una 

base del espacio generado por- las columnas ae A: entonces los 

escalares :a.,xz ••• ~.'°" son las coordenacas del vector y dicha 

base. y sabemos ademas que cualquier vector coordenada en una base 

único, por lo que la solución del sistema es única. 

Supongamos ahora que rango(AJ = r n; entonces cualqu1er 

base del espacie generado1· de columnas de A contiene r columnas de 

A. Consideremos. sin pérdida de ganeral1dad. que las r pr1meras 

columnas de A forman una base de dicho espacio; de esta manera la 

expres1on 1.11 se puede escr1b1r 

XJ.C1 + XZC2 + • • • + ~Cr + xr+1Cr+l + • • • +x'hC°n = 11 
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donde CE'a, Cz, ••• , Cr> forman una base _del espacio 

por las columnas de A. oebldo éerradura de 
. . :~· ., 

vectorial p.9.ra la a-d~ci6_':1 .. /·e(_p-rOd.~cto por· un escalar 

que~ par-a culaquier .va_l~r: ~d~~-~!~,~-~· esC'áláres -· »+.t, 

vector-
,'_.'>,·.·::.~- ::­
'xl-~i'Cr+a + . +:aiCn 

un espacio 

se tiene 

xn. el 

'.-:'.·'-':'.:-'-: j:;_' '-'}--__ ·. ~'.-_. 

es un elemento -del. espacia"'_ c;íene_r:ado. por, las columnas de '""' 
·-"''". ,. 

como tambi~n lo es el vector-

11 - »"t&C'r+a. + • • • ~Cn 

Debido a la cerradura en la adición. En consecuencia,, cara 

culaquier valor de »•&, ••• , ::o, la ecuac1on 

1J - »+a.Crt-.t + • • • +xnCn = nC1 + xzC2 + • • • + ;o-cr 

tiene solucion l.'.tnica para las var"iables :a, :a, •.• , xr-. Esto 

implica que el sistema I. I I es 1ndeter"minado, puesto qui: podemos 

asignar valores arbitrar"ios a las incógnitas »+&, :>:n V 

obtener los cor"respondientes valores de xs., Xt QllP 

satisfacen la e)(presión r.J. En resumen ouede conclu11·~e lo 

siguientei 

Teorema: Sea AX= u un sistema compatible de m ecuaciones 

lineales con el sistema es 

determinado y si rango<r:.' ""' n el Sl?tema es 1ndeterm1nacJo. 

Para resolver un sistema de ecuaciones Jineales, observaremos 

si el DtA) - O ya que si esto no sucede el sistema de ecuaciones 

no tiene solución y se dice que la matriz A sLneular. s1 

:O <A> ~ o. tomaremos la matr l z aumentada A· v le ap 11 e aremos 

operaciones elementales de rengJoneo:. hasta que sea ae la t-ormc."l 

escalonada como se muestra cont.1nuac1on: 

" 



[
~~ .... 
om1 •• 

.• .eu.n 

[

(lu, •.•• ,(1•n 
O .(1:.z, .... .. . . . . . 
t..I , •• ,O,(imn : ,o:mn 

Donde {1i.J puede ser :i·gual a cero para t <> j y mayor que cero 

para t'.. = J. Si est'o ,'nci :~ucede el ststema no tiene una solución 

única, st sucede la solución es 

[
(I··.·.·.; '.. • .,f1•n l ¡= l ¡b• ¡ V .{1Z2, •- • • • • 

- . • • • • = • . . . . . 
V , ••• u,(imn ~ Om 

(Ju.Xi + 
(ñ.2xz. + 

+ (11n»-i = bt 
+ (hn»"i = bz 

f3m-1n-.aXn-1 + (1m-1n:.:.n = bm-1 
(1mn'Xh = bm 

Esto se simpl 1f.1ca 

?;>j - I:/1Ji.Xi. 

:CJ ---(1~:; ____ .. Donde {Jrj es el coe'f1c1ente de XJ 

y 1 s r.: .s m. l :s j :s: n. 

Por lo que el con Junto de {~, ..... XJ, ••• , xn) es el vec'tor 

soluc16n de el sistema de ecuaciones lineales. 

Geomótr1camente el vector resultante es el punto de 

1ntersecc16n, de los planos que ~arman caoa una de Jas ~unciones 

def1n1das por eJ sistema, es'tas ~unciones no solo pueden ser 

pldnos, también podrlan ~orm~n cuerpos en el espacio. Ahora cuanao 

nosotros encontramos que eJ. vector soluc16n Cle nuestro sistema no 

es un1co podemos tener como s0Juc1on una recta. un olano o tal vez 



un cuerpo. es decir. c:¡ú.e la 1ntersecc16n ue nuP.fi'tras ecL1Ac1ane"i 

podrían ser los elementos antes mencionados \rectas.. planos 

cuerpos) .. 



De/i.nt.c t:.6n.: de 

cada elemento x de ~~·-"~~'~;._:i:~t~\~\ 5~':·~~~i~¡.~--~ "-{co,O '.: Uno·. y ' ·solo 
: ... ,, ·,~?· .<.::-.:---.-~·;''.,,~ ''" :·;=-~>~·' 

elemento / lxJ , ae ·un. con.Junto _:9 -~~OdO~tij._i:..'0.~. 

un 

I 
"_-- ~ 1 ____:__!___. 1 B -- --

.... -----~- -~ f _<xi 

Dom1n10 Codomin10 

Ejemplo. Sea la regla de asoc1aci6n, que para cada elemento 

en el conjunto A se le asocia el duplo de este mismo. 51 x E A 

entonces 

/(X) = 2x 

De/Lnici6n d6 lim.i te: Sea /<x) una ~unc16n aue est~ 

deT1nida en todos los valores de cerca de xo. con la 

e>ecepción posible de ::t.'O mismo. Se dice que b es el Lim.Lte de /CxJ 

cuando x tiende a xo, si la di-ferencia entre /<xJ y b pueden 

hacerse tan pequersa como se desee con so lo restr i nq ir a :e a · estc-r 

lo suTicientemente cerca de xo. Simbolicamente es 

lím. ¡ <x> = b 
X _. XO 

o / <x> -+ b cuando .,r; __. :xo 

Además el limite es un operador lineal, por lo que conserva 

todas las propiedades de ellos. 

EJemplo. Sea /<x> = <x2 
+ 9>/<x - 3). evaluaremos el limite 

cuando x tiende a 3 

lt:.m. flX) = lt:.m. lt:l + 9J/(X - ~)]··.: 
X--> 3 

= lim. ( \x + 3) lx - 3) I 'X - 3) J = 
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= rLm. (:oc + 3) 

X - • 

3 +' 3 = 6 

Para nuestro estudio tienen especial 1 nt&r:es las funciones 

continuas. estas son las funciones que no pr.es~nt::an en ninqun 

punto interrupciones ni sal tos abruptos de .. la _c:Urv~·,;,que descrioen. 

De manera formal se escribirla: 

De/Ln.t.ct.ón: Una ~unción/ es con.t1nua e~~ =-:m si tanto 

/<xo> como ltm /CxJ existen y son iguales. 
X--+XO 

lim. I (X) = J (::ii,-o). 

x-+XO 

Ejemplo. Una funcion continua en el punto x = v' es Ja recta 

/(x) = 2x + 3, va que: 

lün. f <x> = l'i..m. 2x + 3 = 2 COJ + 3 = 3 
X-tO X-toO 

y ade~s 

/CU) = 2tOJ + 3 = 3. 

Como lim /<xJ y /<O> existen y son iQuates Ja .func1on 
x~o 

2x + 3 es continua en el punto x a ú. 

Una f-unc16n no contl nua <o d1scont:l nua1 ser! a 

/(X) = 1 -~ Sl X < Ú 

51: (> 

Sl X )- Ú 

ya que en el punto x = O Ja func1on da un salto abrupto 

y rompe la curva descrita. 

Teorema: Sean / y B dos funciones cuyo dominio esta de~1n1do 

en B S ~ v cuyo codom1nio es ~m. entonces 

L' ti1 / es continua en ;ro e B ve un escalar. tC\rnb1én Jo 



i ( i) 

es e/, donde tcf>Cx> = cC/C'XJJ 

Si f y 6 son continuas en :ro. tambien lo es / 

donde (/ + 6) (X) = j(x:J + 6(X) 

St j y ti son continuas en :ro y l, entonces la 

Tunc16n producto /ti deT1n1da por </~J (X) = f<x>tt<xJ es 

conti nua en :ico 

iv> 51 f es continua en ::tn y / 'll O para todo elemento de 

B, entoneces el cociente 11/ es continuo en xo. aonae 

Ul/J <x>=ll/ txJ 

,,, 51 /<x> C/1<x>. /m (x) >, donde /\. son las 

Tunc1ones componentes de¡, entonces 

lim. f (X) 

X-+ XO 

si, y solo s1 

b = (b1, .... , bm) 

lim. fi. (X) e bi. para Cada ( = 1, • •• , tn 
X-+"° 

Para ver que el conJunto de las ~unciones continuas es un 

espacio vectorial. basta demostrar que cerrado baJo las 

operaciones ad1c16n y producto. decir, basta demostrar Jas 

propiedades L y ltt del teorema anterior. 

Demostrac1on: 

Sea J y 6 dos funciones continuas en xo, v ademas 

,, 
cont1 nua. 

llm /tx) = b y litn a<x> 
X --+ XO 

Por demostrar que la +unción htx) 

lb 

(/ 61 <xJ es 



que 

li.m. </ + s> ~=-=>· existe,_- f'or ~~as: propiedades del lim. saoemois:. 

- -

",\ ,: . .:;·; 
ltm. :v· ... 'ir> ,~), ·~:~'l~~:í: éj'(:iú · +·;·'8 <xi> 
:x ---!'· ·.xo. ·:·.~_.'X" -7-+':'xo: 

;:<:. ' ~ . 

Por ser.· el~ ~iml:~e .'-:'." óP~l"'.a'dor _j\·neá·1 

-~f)·~~~·~f~-·,:~l;' ;;: .. -.~~--i~·';~\~,.·-~ b ... 

lim </ + 8 > <x> = b + .l 

X - XO 

Por el otro lado sabemos que 

(/ + 61 (::t:O) ""' f (xoJ + lf(::a>) ª b + l 

Ahora, como el llmite existe y es igual a b + t. 1.8 ad1c16n 

de dos -funciones continuas es continua. 

iit> Por demostrar que la -funcion h.tx)= </6> <xJ es 

continua. 

que 

lim </e> <x> e>:iste. Por las propiedades del '1:m sabemos 
X - XO 

llm (/ (X)tf(X)) = 

X - XO 

Por ser el limite un operador lineal 

= Cllm /txJJtlLm·a<x>l bt 

- xo " _,. xo 

entonces 

hm. \ftJ' txJ bL 

Por el otro lado saoemos oue 
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Ahora, como el -l1mice·ex1ste· y es·~·1güa1· a ·b·L. el proouc-co ce 

dos ~unciones c·ontinUas ·aS..:cOritiruO_ •. En particular. el produc-co de 

una Tunc10n no constante por una Tunc16n constante 6lxJ = es 

contl nuo. 

Lomo vimos anter1ormen.te el conJunto de las Tunc1ones 

continuas de~ a ~m forma un espacio vectorial sobre ~. En 

general. las funciones de ~n a ~m ~arman un espacio vectoriai 

sobre IR. 

Ejemplo. Sea una función continua /tx,y> = <x2 • x ...... 1,1), 

aqul cada una de las componentes de f son continuas. 

De/tni.c i.6n: Se !lama a la Tunc10n que asocia a un elemento 

el mismo. /unci.6n ldénti.ca. es decir j(xi = x y se denota f =l. 

CorolarLo: Todas las funciones resultado de operaciones 

ad1c1on o producto de la 'f'"llnc16n idéntica son continuas. 
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VIJ. El espacio de la ~unciones derivables. 

De/int.ci6n: La tasa de cambLo promedio de una ~uncion 

sobre un intervalo de x a x + AX se de~1ne por la razon ~y .d..~. 

~ = f\X + .A.~J - j(X) 
.d.~ Ax 

Ahora, s1 nosotros nacemos Que .O.x sea Jo mas PPOUP.ria. oostllle. 

es decir llm Ay I Ax, nos darA como resultado Ja derivada oe la 
l>X-to 

función / y se denota por ~ • 

EJempJo. Sea /Cx} = x2 
+ 2. probaremos Que la +unc1on ~x es 

su derivada. 

Prueba. 

lim. f <x + Ax> - I (x) _ = lim. Cx + .-t.x> z+ 2 - <xz +- 21 

Ax-tio Ax. /j::,(,--fO ,AX 

z z z z 
ltm X+~~+ 2 - (x + 2 '- e li.m ~ + /J.X -

6:x.-+O Ax-+O Ó% 

lim. (2::r: +~Ax = <2x + O>l = 2x 

""'-º 
por lo que. la der1vaca ae x2 + 2 es 1quaJ a 2x. 

Defintct.6n: Sea la función J. si e~1ste su cet·1vada en 

cada punto de su dominio se dice que J es una /unción dertvable. 

Propiedad Todas las Funciones derivables son continuas. 

pero no todas Jas funciones contl nuas son derivables. 

Con lo anterior, se deduce que: 

Teorema: El conJunto de las tunc1ones der1vabJes un 

espacio vectorial sobre ~. 

Demostrac1on: 

¡9 

::uA rrns 
.. ;:m w !J 

NO DEUiE 
UIBUílffCAl 



Se considera que el conJunto de las Tunciones derivables es 

subconJunto de las funciones continuas. como se conservan tocas 

las propiedades del espacio de las +unciones contl nuas. el 

conjunto de las funciones derivables es un subespacio del conJunto 

de las -funciones continuas. Por lo tanto. es un espacio vectorial 

de IR. 

La derivada para func1ones vectoriales/= </1, ••• , /n) es 

dj \X) = (dft (X)' • • • 
4 

d/n \X)) 
dx d.x d.."l:: 

La derivada -formal de un pol inom10 es de gran ut1lie1ad en el 

estudio de las ralees múltiples de Los po!.lnomlos que se vieron 

anteriormente. La dert:vada oe un polinomio 

/ = co + cix + • • • + cnx" 

es el polinomio 

r et. + 2czx + • n-• + ncn-J.X 

ramb1én se usa la notación O/ == f La función aerivada 

lineal, esto es, D un operador lineal sobre FCxJ. Se tienen las 

derivadas formales ce orden superior /º = 0 2
/, /"~ = 0

3
/. y asi 

suc•'.'Sivamente. 

Teorema CFormula de Taylor>: Sea F un campo. 

elemento de F y n un entero pos1t1vo. 51 f es un pol1nom10 sobre F 

con qrd j 5 n entonces 

I = I: ok I te> <x - e ) k. 
k=o k ! 

Demostrac16n: La fórmula de Taylor es una consecuenr.1a del 

teorema del b1nom10 v la linealidad de los operadores o. 0 2 ••••• o~ 

El teorema del binomio es T3c1lmente demostrable por inducc16n y 

dice que 
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Donde 

(~) = 
m! 

k! <m-k> ! 
m<m-1 > ••• <m-l:+t) 

1 .. 2 • .;s. •••• •k 

Son los conoc1dos coeficientes binomiales que oan el número 

de combinaciones de m obJetos'tomados de k en k. Por el teorema 

del binomio 

"'"=Ce + C::c - c11'" = J: f~)· cm-k<x - cJk 
k =o l 

Que es la Tormula de Tavlor para f = xm. 81 

f = I: amx.m. 
m•O 

entonces 

y 

Í: Ok/ (C)(x - c>k I: E <Dkx'">< >< - e~ 
k=o kr "" k m arn -k-! - e " 

E am E (Dk%m)Cc)(x - c>k= IP-mx'" = f 
k k! 

la modelac16n de s1tuac1ones econ6m1cas dan luQar en QE>nP.r·a1 

a funciones y sistemas oe ecuaciones, el anal1s1s oe los aspectos 

tei:!>r1cos de estos entes matemáticos nos permite 1no11c1r 

aplicaciones en el mundo econom1co. 
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l. 2. 2 Est:ao1st1ca 

El segundo elemento esencial cara el desarrollo oe teorlas 

económicas no convencionales estA representado como se se~alo al 

inicio de este inciso, por los métodos estad1st1cos. 

El estudio de la estadlstica tiene un lugar escencial la 

Formación de estas nuevas teortas econ6m1cas porque ya que las 

variables que incluyen tienen una clara relación con los Fenómenos 

reales. En consecuencia el estudio de esta d1sc1plina de las 

matemá.ticas. lo haremos partiendo de la estadlst1ca descriptiva 

hasta llegar a la inTerenc1a estadlstica, deT1niendo asl su parte 

probab111 st i ca. 

Iniciaremos deF1n1endo algunos conceotos bas1cos. 

Dej intctón: ~a probabilidad de que ocurra un evento Y se 

deF1ne por el número de casos Favorables entre el numero oe casos 

totales. también se llama /t.mcl6n de probabt: l. t:dad de Y y se denota 

por P<Y =y). 

Definición: Sea S un espacio muestra) sobre el Que se 

encuentra deFinida una Función de probabilidad. Sea X una Función 

de valor real deFin1da sobre S, de manera que transTorme los 

resultados de S en puntos sobre la recta de los números realesª Se 

dice entonces que X es una variable aLeatorta. 

Defi.nt:ct6n: Cuando variable ale~t:oria toma numero 

finito u 1nf-1n1to numeraole cie valores se dice que es una variable 

aleatoria dtscret~ v si t:oma un 1n.f1n1to numerabie de 

valores entonces se dice Que es una vartñble aleatoria conttnuaª 
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Ejemplo.. Una variable aleatoria discreta es· la resultado de 

lanzar al aire una moneda 10 veces. ya que solo cUede tomar oos. 

valores aguila o sol .. 

Una variable aleatoria continua es el peso oe las personas 

que trabaJan v estudian en la UNAM. esto es oor Qlle el oeso e::acto 

de las personas ~orman un conJunto in+inito de resultados. 

La distribución de probabilidad ae una variable aleatoria 

discreta y se puede representar por una ~rmula. una tabla o una 

gra-fica que indique las probabilidades P<y> correpondiente a cada 

uno de los valores ·de l.1- Ademas para toda distribución de 

probabilidad de una variable aleatoria discreta. debe cumpJ irse lo 

s1guientec 

U.- O :S- Ply) :S: 1 

ttl .- I: P<11> = 1 

para toda 11 

Donde la sumatoria toma todos 

11 los valores de v con 

probao1Jidad diferente d~ 

cero. 

Para el caso de una variable aleatoria continuA donde 

-Q) < 11 < co, y ademas 

() .- lt:..m. F<y> == F<-oo> =O 
y--Q) 

Lí > .- tun. F<y> 
y-+O> 

F<ccJ = l 

Sea F<y> la -func16n de destribuci6n de una variable aleatoria 

continua Y. entonces /l1J}. dado oor 



Siemp,.e y cuando exista la derivad.a. se denomina la /t.tnclón 

de densidad de probabl l 'ldad para la variabl.e aleatoria Y. Donde 

para cualqu1er valor de y 

De/lnlcl6n: Al realizar'varias veces un eKperimento para 

conseguir tnformac16n acerca ce un problema se obtiene un qrupo de 

resultados; a cada resultado se le denomina dato t.t observacLOn. y 

a el conjunto de datos se le llama poblaclón, o espacio muestral. 

EJemplo. Al lanzar una moneda tres veces. suponemos que 

ler. lanzamiento 
2o. lan:::amiento 
3er. lanzamiento 

observac 16n: 
Agui la 
Sol 
Sol 

~ población. 

1--ar·a los estudios estad!sticos es primordial hacer 

an.1lisis del fenómeno cuestion. ya que depend1enoo cel tama~o v 

eStructura del fenomeno set·a necesario solo tomar subconJunto 

de él. lo cual nos hace necesaria la s1ouiente de-Finici6n. 

De/LnlcL6n: Al subconJunto ce elementos de nues'tra 

poblacion o e$pa.CLo muestrat. se le llama muestra. 

EJemplo. Si se desea conocer la curacion ce los t-ocos ce 

cierta fabrica. serla ant.1econom1co orobar tocos los -Focos. En tal 

caso conviene seleccionar una parte de los -focos. probarlos y 
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anotar las observaciones •. El aruoo oe_,oatos .obtenioos r.nnst l't.1J1rJt. 

una muestra de la· poblaci.6n. cuvo_s, ~~·~~~~:t-~s····~·on'·.; la'· duración 

los -focos. 

Definición: Si la obtención de un dato para la muestra no 

aTecta la oportunidad que los demAs elementos de la pob1aci6n 

tienen de ser seleccionados, los elementos Son independientes. v 

además el resultado de un experimento no in~luye en el resultado 

ae los aernAs tson independientes entre sl '• la muestra es 

aLeatorLa (representatLva..>. Cuando loe;;. elementos no cumpJen con 

alguna oe estas propiedades se dice que la muestra es ses8ada. 

Nosotros hemos visto con lo anterior que Podemos tomar la 

poblacion en su totalidad o una porc10n de ella. Que deoe ser un<" 

muestra aleatoria representativa para asl poder hacer inferenc: 1as 

estad! st icas. para esto usaremos los es tadl st icos nP.cesar i os. 

Antes es comveniente hacer la observac1on. de que. al recoqer 

muestra encontraremos que generalmente los datos en bruto no son 

utilizables. as! que deberemos manipularlos desviar 

i n'formac 16n. va que esto nos re.fleJarl a resl1 l ta dos erro neos con 

respecto al Fenómeno ele estudio. Para el an.ll 1s1s de los dato~ r1e 

una muestra es necesario aarupar 107. ordenar lo-:.. d~term1nai- la 

.frecuenc1a en que aparecen y presentarlos qrát-icamente por 

de histogramas. como a continuacion se muestra 

Definict6n: Se dice que el número de veces c:¡ue ocur·1·e un 

evento >: es la /rec•..ienctu del evento. v se ai?nota /~. 

Nosotr·os podemos organ1::ar 1os datos como p1·e~entC1 

adelante. pa,-a encontr·ar con mayor t-ac1l1dad la +recuenc1a de 
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evento. 

Evento Elementos I• 

"' 21 - ¿5 21. ¿3. .24. 3 
B: 26 - 30 26, 26, 29. 3v 4 
C: 31 - 35 31 1 
D: 3b - 40 37, 4(1 2 
E: 41 - 41> 41, 43, 43. 45 4 

n 14 

De la tabla anterior podemos ver que: 

/x <B> = 4, etc:. 

Dej inic ión: La /rec~encia reLatiua es el cociente entre la 

frecuencia de el evento a observar v el numero de veces n Que se 

realizo el e~perimento. Esto es 

/r = [!!. 

En el eJemplo anterior se obt1ene que la frecuencia relativa 

del evento A es 

Definición: 

/r (AJ = /x~AJ = J 
intervalos de cLasi/icaci6n son aquellos 

subconJuntos de la muestra que se Obt1enen de ordenar y clas1~icar 

los datos en subconjuntos. 
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Defínt..ciOn: 

sr 
' 1 

' ...... 
1 

' ' 3f-
I 

1 2¡ 
1 

1}-

HISTOGRAMA DE 

FRECUENCIAS 

G 

EV:l'tTO 

A las frecuencias de clase divididas entre el 

ancho del intervalo de clase correspondiente. las llamaremos 

frecueru;{as de clase normal{zadas. o simplemente. /recuencl~S 

norma L i zada.s. 

EJemplo. Si una frecuencia de clase es igual a e> v el ancho 

de su intervalo es 10. la frecuencia de clase normalizada es b/ll•. 

Defínt..ct..On: El punto medio de c~da intervalo se denomina 

marca de e tase. y a la gra.f1ca que pasa por t.oelos 10~ punr.os 

medios de las barras del histoorama se le llama pot13cnc de 

/reeuenc ias. como se pueoe ooservar a cont 1 nuac16n 



POLIGOl'IO DE 
¡ 
1 
! 

FRECUENCIAS 
1 

1 5¡ 1 

lé 
4r 
3~ 1 - . 

11;:¡ 1 
l:::l 1 
IU 1 
1 ¡¡; 2¡ 
1 
1 1 ,. 

d-1 

1 1 

1 o • . a e ü E 1 

E\8'1TC0 

La razón principal para agrupar los datos. calcular las 

distr1buc1ones de f-recuencias y presentar gra.ficamente' los 

resultados. es determinar el comportam1ento del fenómeno Que 

interesa analizar. Aunque un histograma. por ejempla. proporctona 

bastante informac16n. ocasiones es sur1ciente cantar con 

alqunas descr1pc1ones nLHrh:~i-1cas de la d1str1buc1on: tales nümeros 

proporcionan una tdea de los valores de la variable alrededor de 

los cuales tienden a aglomera1·se las observaciones tmedtdas de 

postctón o tendencia central>. o dan una idea de la d1spers16n o 

va1· 1ab1 l tdad de las observüctones tmedLda.s de dtspersí.6n 

va.riabi t Ldad>, para poder as1 aplicar directamente los 

estadist1cos con mucha certeza en nuestras a~irmac1oncs acerca del 

~enómeno. Las medLdas de tendencia central y dipersion bAslcas 

para un an~l1s1s son los que a cont1nuac16n se citan 



Definición: Se le llamara a todos los resultados posibles 

recogidos directamente del eKper1mento modidas V son las 

s1gu1entes 

frecuencia del evento; 

median.a; 

moda; 

media; 

varíanza; 

desviación estAndar. 

Definición: A todos los resultados que se obtienen de 

trabajar con las medidas se les denomina ostadisticos. 

Definición: Un estLmo.dor es una regla. que establece cómo 

calcular una est1mac1ón basada en las med1c1ones contenidas en una 

muestra. 

Definición: La medLana es el valor de la variable QUP. 

divide una distribución de .frecuencias acumuladas. en doc;; nartes 

iguales, cuando esta cae dentro de un intervalo se calcula como 

sigue 

m.edi.ana 

Donde 

Je n.12 - fo. l'" 
• t.c 

/e rrecuanc1a del intervalo que contiene a la median~ 

fo. = .frecuencia acumulada hasta el limite in~erior 

be Ancho del intervalo que contiene a 1a m~oiana 

= número de datos que contiene ia muestra 

h = 11mite real in.feriar oel intervalo Que la cont.1ene 
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EJemplo. Sean los datos la 

mediana serla el valor central de el conJunto de datos en este 

caso 23. 

De/'i.nlc Lón: En una d1stribuc16n de ~recuenc1as. la clase 

con la mayor Trecuenc1a se llama moda. Cuando ocurre que dos 

clases co1nc1den con ser de m.1x1ma T-recuenc:1a se d1c:e que la 

distr1buc16n es bLm.odat. s1 el numero de clases con Trecuencia 

tnaxima es n se dice que la d1str1buc16n es n-m.odat. 

D&/in(ción: Se dice Que una d1str1buc16n es simétrica. s1 

la distr1buc16n es s1métr1ca con respecto a la moda. Cuando lo 

anterior no sucede se d1ce entonces que la distr1buc16n es 

sestJada. 

1 
1 

1 
1 
1 
1 

! 
1 
1 

1~ 
1 i5 

!~ 
"" 1 
! 
1 

1 
1 

GRAFICA DE 

DISTRIBUCION SIMETRICA 



La in4>d~o es otra_medida de tendenc\a cen~ral v 

define por 

media 

Donde cada :20. es una Para 

distribuciones de datos agrupados la v_ se 

calcula 

Defini.ct:6n: Sea Y una variable aleator'1a discreta con 

funci6n de probabilidad P<v1. Entonces, el valor esperado de Y. 

E<YJ. esta deTin1do por 

E<Y> =E ¡¡Pt11> 
y 

Para el caso de una variable aleatoria continua 

"' E<Yl f11f<11>d11 
-«> 

Si P<u> es una caracterización eKacta de la d1stribuc1on de 

frecuencias de la población, entonces E<v> ~ µ. que es la media de 

la población. 

De/inLCLón: Sea tf'YJ una func\On de una variable a1eator1a 

dicreta Y. que tiene una función de probabilidad P~yJ. tntoncus e1 

valor esperado d 11<Y> est~ def1n1do por· 
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Hasta este momento hemos derin1do med1das de tendencia de las 

distribuciones. pero tambtén es muy importante observar la 

dispersión de los datos de las d1stribuc1ones. cont i nuac ion 

estudiaremos las med1das oe d1spers16n comunes. 

Def inic i6n: Se la llama desvLación a la d1rerenc1a de las 

observacl.ones y su media, es decu· si i es la media de una muestra 

y Xl son las observaciones de l~ misma entonces 

desviación para todo Xl en la muestra 

Definición: La varianza descrtbe la dispersión promedio de 

una muestra es denotada por o 2 y se calcula como sigue 

Donde /w. es la -frecuencia de la observacion :d., st la muestra 

~o es ordenada se reduce a 

I: ('A - ;:,z 
O'. = '-i. =...;•'-----

Va que fx es igual a 1. 

DefiniciOn: La va.rLanza de una variable aleatoria. esta 

de.finida 't.amb1én como el valor esperando de tY - µ> 2
• Es decir. 

vartY) =E llY - µ1
2 J 

Oe/inLciOn: Otra medida de d1spers10n muv út1l es i~ 

92 



l'lamada do5vLaci6n. ggtll.n.da..r 0>, la cual es igual 'a la ra1 z cuadraoa 

de la varianza, es decir 

, .. 
n 

Ejemplo. De la tabla a cont1nuac16n. encontraremos la men1a. 

la varianza. y la desv1ac16n está.ndar 

11 Pq¡) 

o 118 
1 1/4 
2 3/8 
3 1/4 . 

µ = E(!J) a E yP(¡¡) = 0(1/8)-+ 1 (1/4) + ·2(.3/8) + 3'1/4) = 1.15 
y•O 

,,z ... E [(Y - µ>ªJ •E<¡,¡ - µ>zf"C¡,O = 
y•O 

C0-1.75Jz(1/B) + (1-1.75> 2 <114) c2-1.7S> 2 <:s1a' + <3-1.nu 2 c114>= 

0.9375 

~=ü.97 

Teorema.: Sea e una constante. Entonces ECcJ =c. 

Demostrac16n: Por ta de~1n1c~on oe valor esperado 

pero 

por lo tanto 

Corolario. 

E<c> = I: cí-'<11> =e I: P<y> 
y 

J: PCy) 
y 

y 

E Ce J = e ( 1) = e 

Sea 6<11> una -func1on de una variable aleatoria 

Y v sea e una constante. Entonces 



L~ demo~trac1on de este corolar10 es directa ael teorema 

.a:ntet'1or .. 

Teorema.. Sean e~<Y>, -tr.tCY>. 8kCY> ~unciones de 

variable aleatoria Y. En~onces 

E I: tr•<YI Q I: E C$ilYlJ 

Oemostrac 1ón: 

I: Cd't <y> + 6Z<11> + ...... •- 81' <11> l P<11> = 
y 

• l: t!ollll Pl¡¡l -t- l'.: d"llll Pl¡¡l 1- + J: 4k <11> P(J¡J Sl 

y y y 

E CtrdY> J .,. E Cd" !Y) l + +E CtrklY>J Q I: E (gi<Y>J 

' 
Tec>r~nna: var<Y> =a=~ E C<Y - µ12J Q ¡¡¡y2¡ - µ• 

Oemoss.trac: ión;: 

c 2 
=> E t <Y - µ)

2 J = E cy2 - 2Yµ + ,_/J .,. 

Co~o µ es una ~onstante. y E(Y> s µ 

=> E<Y> - 2µ E<Y> + µ'it. ~ ECy2J - '2.µ 2 + µ 2 = Et.Y21 -- ¡._l 

la 

SJemplo.. Ut1l1zando el teorema anterior encon~rat'e~os la 

varianza de la tabla ut1l12ae1a anteriormente .. 

po•· lo que 

De/'in'i..c i:on: El L-é-simo mom.enta oe una variable aleatoria Y 
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En particular.el primer momento con respecto aJ oriQen es 

E lYl = µ~- = µ y que µ~ = E ly2 > es ut1 liza do para encontrar .cz. 

De./ini.cLón: El i-ésimo momento de una variable aleatoria Y 

con respecto a su media. o el (-ésimo momento momento central de 

Yse.de-fine como E t<T - µ>"J y se denota comoµ". 

De/i.nLcni.On; La /unción eeneradora de momentos mtt> para 

una variable aleatoY.ia.Y se define como E letv>. Se dice que una 

Tunc16n generadora de momentos para existe cuando nay una 

constante positiva b, tal que m<t> es T1nita para \ti ~ b. 

EJemplo. Encuentre la +unción generadora de moment:os pat·a 

una variable aleator1a con Tunc16n de distribución de Po1sson QUe 

se verá. con detalle m:..s adelante. 

Solución. 

m<t) = Etet.Y> =E etyP<11> =E ew ~:6'-X 
y:O y:o 11· 

(X) ()..et)y ->.. ->.. CI) o ... et)y 

y~o ~ e = .,. ~~o --vr--
Por la expansión de taylor sabemos 'que 

>-•' Entonces multiplicando y dividiendo por e 

mll J = e-\·e""ªt. ~ lJ...et ,Y é""t. 
y-=o LI' 

La cantidad dentro de la sumatoria es ta t-unciOn de 

probabilidad de una variable aleatoria de Poisson con media >.et.~ 
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E.ntonces 

I: p ly) = 1 
y 

y m.( t) 
>.cal-u 

e 

Supóngase que desea estímar la cantidad oromed10 µ de una 

poblacion. Podrlamos cresen~ar la est1mac16n de dos maneras 

distintas. Se podrla dar un solo número. La· intención es que este 

número esté cerca deµ, la media desconocida de la 00blac1on, 

este tipo de estimación le denomina estt'.m.act:ón piJ.nt.ual, va que 

se da un solo valor. o punto, como la estimación paraµ. Por otra 

parte, se podrl a decir· que µ quedaria entre dos números. En el 

segundo tipo de proced1m1ento de estimación damos dos valor que 

pueden utilizar para construir un intervalo. que supone 

incluirá el parámetro de estudio. Este segundo tipo de estimación, 

on donde especi+:icamos un intervalo de valores pos1bl1:"s de µ, se 

denomina e=s:t lm.aCtOn. por lnti:-rualo. Es posible obtener mucnos 

estimadores d1~erentes para mismo par~metro poblacional • lo 

cual no debe soi-orendernos. Cada cual representa sola reo la 

hllmana subjetiva oara obtener una sola estimacion. Esto nos lleva 

a un aspecto sumamente importante: alaunos estimadores se 

consideran buenos. otros malos. No podemos evaluar la bondad de 

procedimiento de estimación puntual solamente bas~ndonos en 

sola est1macion, más bien debemos observar los resultados v 

utilizar el pr-oc:cd1miento de estimación. algunas veces. Puesto que 

las estimaciones c1+ras. evaluar! amos la banda o de 

estimador puntual constr·uvendo distr1bL1c:ión de .frecuencias ae 

las est1mac1ones obt.enioas "" mL1estreo repetitivo V 

obscrvar1 amos qué t..:in c:et·ca aor·upa oistr1buc:1on aireoeoor 

del parámetro ae estuo10. 

SupOnqase Que se oesea e..:;oec:1f1c:ar est:. i mac1cn Dt.tntuA 1 



para un parAmetro da la poblaci6n qu~ ll~maremos .e. Se lnd1car~ ~l 

estimador de e por el simbolo e. vemos que 'las ~a~a~terlsttcas 

deseables de un t>uen estJ.mador son ba~t.<Jnte claras•::· DeseariamQs 

d1str1ubuc16n muestral del est.1mador. se centrara~ ~l~~~~~~~·~de 
es de<:1t·, E<8J e. LOS aue 

sat1sf.acen e'&ta orop1edad ~E? uenom1nan insess~dos~ ;·~6 ~·~~;~t~~r'_,·:. i;e 

e~cr1be rormalmente como s1qu1? . f\'f i: ?'f ; 
~. ' . ,,,-;··. :'.: -

Oe/Lni.t.:L6n: Sea. e un ast1mador puntue1 di? :urt P.~~a~~t:n::t' t'. 

se díce que es ses8ado. y el sesgo & ae un e~t1madQr puntual e 

est<a dado por 

a== E<B> - e. 

Adetf\.ás de que los est1müdore$ sean 1nsesgados. se pretende de 

Dados oos e!ittm.:idores 1n~es9ados ae un parAmetro e. selecc1on<"mo.-,,. 

el est1madot· c::oh la menor- var1ani:a. oerm.:i.nec1enno const.t.'\ntP. todf'l 

lo demas .. Lo cuel no~ intluc:e a .ta s1ou1ente dQ-f1n1c1ein~ 

La m.ed~~ del cuadrado d~l error de un 

E?stllhador pun't.ual e se det-tnl? tomo e1 v.;i.tCJr e~peri\Clo de tB - B1 2 ., 

L43. medta del cuaQrado d~l error de uh estl.rnador e~ oénotada 

poY el slmbolo NCE<61~ es una ~unc1on de de su var1anza v oe su 

sesgo. Se puede dC?m<Jstrar .fAct ltnE?nt.e QL\e 

f1Cti(81 = vartóli t- ljz 

Corno ~e h1;:0 ref-eYenc1a anteriormente. el OOJE.>t1vo oe la 

estadl st lea ~s hacer 1 nf.erenc las <:oh respecto uni\ Pt>D 1 ación 

~/ 



basándose en la in~ormac:ión contenida en una muestra v ootenienoo 

una medica corresoond1ente a la bondao de la in~erenc1a. Cada tema 

tratado anteriormente desenpel"l:a papel en el estudio oe J.a 

1n'ferencia estadlstica, pero ninguno de ellos se relaciona tan 

estrech~mente con el obJetivo de la estad.1st1ca como el estudio de 

las ~unciones de variable aleatoria. Esto se debe al hecho ce Que 

todos los estd1st1cos utilizados para estimar parámetros 

poblac1onales para tomar decisiones con respecto 

poblac1on, son funciones de las n observaciones aleatorias que 

presentan en una muestra. Para expilcar esto. consideresé el 

croblema de estimar una media poblacional. Proc:ed1endo .forma 

intuitiva sacamos una muestra aleatoria ce n observaciones 111• lJ2• 

, •••• ¡,in, de la ooblac1on y aplicamos la media muestra! 

ii "' + 

como una estimación de µ, que esta estimación sea buena 

depende del comportam1cnto de las variables aleatorias lit• 1,12, 

•••• yn sobre jj. La med1da de la candad de una est1mac16n el 

error en la estimación, la 01.ferenc1a entre la es't.imac1on v el 

parámetr·o estimado len es't.e eJemplo ij v µJ. Deo1do a oue Jll· lP• 

••• • yn son va11ables alea't.orias muestreo repet 1 oo. ii 

tamtnen ser..\ variable aleatoria lQue realioao es 

runc16n den variables¡µ. J.12• l/"l'. Por tanto. no podemos 

estar· seguros oue el error de la es't imac10,-.. sea menor QL1e un vaior 

espec1 f1co. digamos B. Sin embargo es T-act1ble aeterm1nar la 

d1str1t1ucion de probatJ1l1dad del es'timador y. Se podr.:.. ut1l1zar 



esta custr i bue ion ce procaDi J 1 aaa para aetermi nar .i a procaoi 1 'n~o 

de Que el error en la estimación sea menor o 1aua1 a b .. 

Para oet.erminar ta distriouci-!>n de probaoilioae1 ce 

variaoles aleatorias y1. y:z. ••••• ;¡n. oeoe encontrarse primero 1a. 

distribución de probabilidad conJunta de tales variantes 

aleatorias. En general. supone c¡ue las observaciones se 

obtienen mediante un muestreo aleatorio. 

Ahora presentaran tres métodos para encontrar la 

distribución de probab1l1dad para +unción de var1anles 

aleatorias. 

Se explicará el fT'.étodo de las /unc::Lcnes de dLstrLbucLOr:. • $1 

Y tiene una -Func16n ae oens1oaa J l¡JI. v si U es una f'.unc1on oe )'. 

en't.onces pos1olc aeterm1nar F
0

\ul 0 P<U S u• d1rect~mente 

integrar / \l,0 en la reo16n para Ja cual U ~ u. Se pueae otnener 1a 

f.uncion de dens1dao para U aJ oer1var F
0

,u1. E::t s1ou1ent:e P.Jemci10 

ilustra el método. 

Un pr-oceso par-a r-e-finar azúcar pr-oduce d1ar-1ament:e hast.a 

tonelada. de a=l Car"" pur-a. pero la pr-oducc i6n r-ea 1. Y. una 

variable aleatoria debido a descompostur-as de la maqu1nar-ia y 

otros r-etr-asos. Suo6ngase oue Y tiene una ~unción de densidad dada 

por: 

J q¡J 
j2Y· 
l l1. 

Sl o ll .5 tJ :5 1 

en cuaJau1er otro laoo. 

La compa~la recibe ~ millone~ ae pesos oor caoa ~oneJaoas o~ 

a~úcar re~1naoa. pero tambtén tiene un oasto ~lJO d1a1·10 

mil lon oe pesos. Ja ut:1 i.1dad e11ar1a en mi i lenes oe oesos. es 



:SY - l. Encuentr·e la Tunc16n de densidad de protJab1l1dad para U. 

Soluc16n. Para aplicar el proced1m1ento de la runciOn de 

distr1buc10n,. .debe ·encontrarse 

P<3Y - 1 S u> 

Si u < -1. entonces hJ + 1 > /3 < o, ·y por, t~nto 

Fu<u> = P[Y S 

También, s1 u > 2, 

Fu<u> =- f'[Y S 

Sin embargo, s1 -1 S u S 2, la probabilidad se puede eMpresar 

como una integral de /<v>. v 

cu+1)/8 cu+l>/3 (u.,. 1)z p(y S u ; 1) = fo f 111>d11 ~ fo 2¡,d~ = --3-

<OtJservese que tanto y va,-1a de O a l. U varia de -1 a 2.) 

1 (~·; 1). 
si, u s -1 

Fu<u> = s1, -1 :S u s 2 

1, Sl, u > 2 

Por tanto. 

/
0

(u) 
dF

0
(u) = 1(2/9)(\.1. +·U, 

du . v. 

si .. :-1 s u: :s 2 

en cualquier otro lado. 

Ahora se expl 1cara el método de los transformaciones pa:·a 
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encontrar la distribución de probabilidad de una ~unción de 

variables aleatorias. que es un caso especial del, ~t·~do anterior. 

Mediante el procedimiento de la .función de distribucion pueae 

llegarse a un metodo más sencillo para deter'!linar ,la .func1on ce 

densidad de U= h<y>. siempre y cuando h.ty) sea decreciente o 

creciente <monótona>.Ch<y> creciente sign1~ica que s1 1/1 lJZ• 

entonces h.t)li.) ._ h<y:z> para cualesQuiera números reates lit• y:z.J 

Supóngase que h(y) es una TunciOn creciente de Y• v ademas U 

h<y), en donde Y tiene la <función de º':nsidac JY<y1 .. Donde el 

conJunto de los puntos y son tales que h<u> ~ U& es exactamente 

igual al conjunto de los puntos 11 tales que 11 .:5 h-1 <tuJ. Por to 

tanto 

P(U :S t.t) = P<Y :S 11> en donde J.1 a h.-1 <t.t> 

Fu Cu) = F Y <11> donde ¡,. = h.-1 h.d 

Al derivar con respecto a u. se obtiene 

d.Fu<uJ dFY<u> d 
fu(u) = ----au- ~ = JY<yJ~ 

-· en donde y = h-
1
(u). <Obsérvese que ~ = (:~) • J 

As1 .. hemos desarrollado una nueva manera oara encontrar /
0

<u1 

que proviene del método general de las ~unciones de distriauc1on. 

Para encontrar /
0

<uJ, ~xprese y eñ términos de u; e~ r1Pcir.· 

encuentre y = h.-
1 <u>, sus ti tuya esta e>:presión en f Y (ll) 

multipl1oue después esta cantidad por llustraremo$ este 

proced1m1ento con un ejemplo. 

EJemplo. En el ejemplo ~nter1or ~er1n1ó un~ variable 

aleatoria Y <la cantidad de azúcar producidaJ con ta ~unción de 

densidad. 



j2y, 
f (lJ) = . 

u, 

si, (J s y :s 1 

en cualquier otro lado. 

Nos int~rt:;sa~a· .U~a ·nuev.a .variable aleatoria <la ganancia>. 

dada por U _l. Encuentre la Tunc16n de densidad de 

probabilidad.Para U mediante el método de trans-formac16n. 

Soluc1ons La .función estudiada aqU1 es h<11> = 3Y - 1, que es 

creciente en y. 51 u ~ 3y - 1, entonces 

" + 1 a --3- V 

Entonces 

!:!l! = 1 
du 3 

l (U) = f (lJ) .,,.!< = 2JJ -.!'i w 
d

.. d .. = 2, (" 3. 1) .[~) .u __ y au: au 

=2<u;11,, -1Su:S2 

fu<u> ==O en cualquier otro punto 

Como puede apreciarse fu<u> es positiva en el intervalo O< u 

< 1 trans-formado en el eje µ mediante la -func:16n u l. 

Obsérvese que esta respuesta est~ de acuerdo con la respuesta del 

eJemplo anterior. 

Si h.(yJ es una f"unc1on decreciente •• entonces el conJunto de 

puntos y tales que h <y1 :S w. es el mismo conJUnto de los punt.os 

tales que y ?:: h- 1 
lusJ. 

tie oeduce que para U = h\tJ 

donoe y h-1 <u> 

donde 11 h- 1 <uJ 

Al derivar co~ respect.o a u. se obtiene 
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!u-~~.>" = - ~y ~y)~ 
Como ~ es neqat i va .Para _una'. -t=UnC1'0n decreciente. ento!'l,ces 

J ,~; '.;·f.<1J.",'¡d$.,· ... ·· 
U·, . , - Y,_~ ,,,";' 

Los resultados. se c·¡,mbúlan·· en·"ei; eíi~.1C'~'.ad¿,- sl11Uieri'te. 

Deftn'i.cíónt 

densidad de probabilidad /Y(lJ). S1 h<11> es ya sea creciente o bien 

decreciente en ¡,,t, entonces U = h<yJ tiene la ~uncion de densidad 

f (u) e f (!J) 1~1 u y du 
.•11 =h._,, h.d 

El método de la /unción. 1.fOneradora de momentos para encontra1· 

la d1str1buc16n de probab1l1dad de una Tunc1on de las variables 

aleatot"'ias Ya, Yz, •••• Yn se basa el s1qu1ente teorema de 

un1c1dad. 

Teorema: Supóngase que existen para cada una de 

variables aleatorias X, Y las -funciones qeneradoras de momentos 

dadas por mx (t.) y my < t >, respect 1 vamente. 51 11lM 't.) /Tly (t J para 

todos los valores de t~ entonces X. Y tienen la misma d1str1buc16n 

de probabilidad. 

Donde en probabilidad existen las siqu1entes dio:;.tr1buc1ones 

de probabilidad para variables discretas y conttnuas. 

Diatr1buciones D1scretaa. 

D1str1buc16n b1nom1al 

DefinLclon: Un e>:per1mento bLnOmLat es nquel que tiene i<"is 

s1cu1ente~ caracter1st1cas: 
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i). - El e>:per imento c~nsta de n pruebas tdént icas. 

Cada prueba tiene dos resultados oos1bles. Se 

llamar.1 a uno el éxito E v al otro el i=racasd F. 

((() .- La probabi l 1 dad de tener ex l to en una sol a prueba 

es iguaJ a p. y permanece constante cada prueba. 

La probab111 dad de Fracaso es l gua 1 a \ 1 - p·; = Q. 

iv).- Las pruebas son 1ndepend1entes. 

vJ.- La variable aleatoria baJo estudio es Y. el número 

de éxitos obsn~vados en las n pruebas. 

La Función de distribución de probabilidad de un eMperimento 

binomial esta dada por 

Media 

varianza 

Función generadora de momentos 

y= o, 1 ••••• n. 

np 

np<l-pJ 

CpeL+-Cl-pJJn 

EJemplo. La exper1enc1a a demostrado que el 30% de todas las 

personas aFectadas por cierta enFermedad, se recuperan. Si tenemos 

a lú personas a las cuales se le aplica la vacuna ¿cual es la 

probabilidad de que se recuperen 9 personas? 

Distribucion binomial negativa 

Función ce aens1dad ce probab1l1aad p 'Y) = (~:!)p'" qy-r 

y = r. r+l, ••• 

Media rlp 
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varianza 

Función generadora de momentos 

Distribución geométrica 

De/Lniclón: La variable aleatoria que tiene d1str1buc1on 

BeoméLrica se de~ine para un eKper1mento que es muv s1m1lar aJ 

eKper1mento binomial. lambién se refiere a pruebas 1ndepenaientes, 

y cada una puede tener dos resultado~. éKito v ~racaso. 

probabilidad de tener éKito es p v es constante cada pruetJa. 

Sin embargo, la variable alea'toria geométrica Y es el numero de la 

prueba en la cual ocurre el primer éxito, en lugar del numero de 

éxitos que ocurren en n pruebas. Entonces el experimento consiste 

en una serie de pruebas que termina hasta encontrar el primer 

éxito. De este modo 

P<11> = PIFF ••• FEl 
l_J 

Y se calcula como sigue 

Media 

varianza 

Función generadora de momentos 

11 - l 

1 lp 

(1-p)/pz 

1-\1-p>e" 

EJemplo. Supóngase que la probabilidad de que -falle un moten· 

durante cualquier periodo de una horü es p = o.u2. Encuentre la 

probabilidad de que dicho motor funcione b1en durante dos ho,-as. 



Como E P(yJ = 1 
y•. 

PlY ~ 3) = E PlyJ 
Y•• 

. 
P<Y "' 3l = l - E P<11> = l - p - pq = 

y=s. 
= 1 - 0.02 - (.98)(.02) = 0.9604 

D1stribuc16n h1pergeométr1ca 

Definición: SupónQase que una poblac16n contiene un número 

~in1to N de elementos. cada uno de los cuales tiene una de dos 

caracter1sticas. De esta manera r elementos podrian ser de un tipo 

v b = N - r del otro tipo. Se selecciona unü muestra aleatoria de 

n elementos de la poblac1on y la variable aleatoria de interés 

Y. El numero de elementos del tipo en la muestra. Esta 

variable tiene una d1str1buc16n de probabilidades hiper~eométrica. 

La probabilidad para un punto muestra! es 

N 

P<11> 

Donde JI es un entero 1.2 ••••• n. suJeto a v S r: n - 1J S N - r 

Media nr/N 

var1an:::a 

FUnc16n generadora de momentos No e>eiste 

EJemplo. Se Quiere seleccionar 1(1 obreros de un grupo de 20 
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obreros • donae se suponen 5 con mayor casl1c:iaa én el traoa10. 

¿cual es la probabl l idad de c:iue oe el r:irUoo de lll ohret·os 

seleccionados 5 sean de los meJores 

donde N 21.i; n 10; r 5; y = 5. 

( 
15! )( 10!10.!) 

5TT'éi! 20! 

01stribuci6n de Poisson 

Definición: Sea un intervalo. con n divisiones de el 

llamadas cada una sub1ntervalos. cada uno de los cuales es tan 

peque~o que podrla ocurrir en él a lo m.).s un evento. con 

probab1l1dad diferente de cero. a esta d1str1buc16n se le conoce 

como distribuctOn de probabLL1dad Potsson. OL'note la 

probab1l1dad de un evento en cualqu1er sub1ntervalo como P• v 

entonces 

P<n1ngun evenmto en un sub1ntervalo) = l - p 

P<un avento en un sub1ntervalo> = p 

P(m..\s de un evento en un sub1ntervalo) = O 

De este modo el numero total ae eventos en una 1nterv~lo es 

exactamente el número total de sub1ntervalos Que tiene~ un evento. 

S1 se puede c:ons1 aerar la ocurrenc 18 oe eventos como 

1ndepend1ente5 de un sub1ntervalo otr-o. el número t:otal de 

eventos tiene una d1str-1ouc1on 01nom1a1. 

Aunque no hay manera única de el~o1r los sub1nterva1os. v por 

eso no conocemos n nl p. carece ra::onar:i 1e que la orot1ao1 11 oad p '1~ 



un evento en uno de_ l~s .subirit-ervalos decrecera al dividir el 

intervalo en un número···n. ·cada vez mayor de subintervalos. ·Haciendo 
·'' ... 

~ =· np y tomanao e1:: 11~~te ':de la probatn 11 dad binomial se tiene 

. ·.· ·.·· .:, ;· ; '.. . y ,,_y 

~~-,..[~)~~q;;:r~~~·-~-~.~~-~>~ .. ~-~~~·~'. ·~.:- 'n:'+1, ~) (i _ ~) 

y 

entonces se obtiene de la ecuac10n anterior 

La CL·al es la Tune ion de distribucion de probabi l 1dades de 

Poisson. 

Media 

varianza 

Func.iOn generadora de momentos 

EJemplo. Supanqase QLle un s1st.ema de de't.ecc1on de errores de 

p1-oducc16n de una t:Abr1ca. v el sistema esta arreQ1ado para aue se 

detecte una p 1e:a deTec't.uosa caaa med1 a nor·a. Suoonoase Que Y 



tiene una distribución de Poisson, Calcule la probabilidad ae que 

en un periodo de media hora no se detecte una pieza ae+ectuosa. 

En este caso el periodo es cada media hora v la media ae los 

errores detectados es A = 1, por lo que la probabilidad ae que 

se encuentre un error 11 = O es 

P(úJ 

A manera de resurnén. 

DLstribucLón 

b1.nonu:al 

690mátrlCQ 

de Polsson 

EtY) 

np 

l/p 

nr 
N 

Di•tribucion•• Continuas 

V.3b~ 

M <.N -- rr<N ...; ní 

N2 <N ,;;,- l> 

mHI 

no existe 

[ 
pe' )' ___ , 

1-tl-ple 

Supóngase que un evento siempre ocurra en el intervalo (a. bJ 

y que la probabilidad de que ocurra en un subintervalo dado es 

solo proporcional a la longuitud del sutuntP.rvalo. efi decir. s1 

igualmente factible que el evento ocurra en el intervalo tura. x1.J 

y el intervalo A2[:a. bJ. implica que los intervalos son iquale!'>. 

Sea Y el result.aao del evento en cada orueba.' Lñ variable 

aleatoria Y. que acaba de presentarse, es una variable aleat.oria 

que tiene distribución uniforme. La forma qeneral para la función 

de densidad de la variable anterior es como sigue 

1 

/ (lJ) = J ~z - 91 • 

l 1.1. 

Donde Eh a v ez = b. 

en cualquir otro punto 
' 



Media 

varianza 

Función generadora de momentos 

Distribuc16n normal 

e .. .... e2 
--2--

[ª' 72ª2]2 

eLB2_ eLBt. 

L <92 - 91) 

En la prAct1ca nos encontraremos a menudo con distribuciones 

de datos Que presentan graf1camente <su n1stograma> la forma de 

una campana. Independientemente de las razones por las cuales 

ocurren. es un hacho Que las med1c1ones real~zadas con respecto 

muchas variables ale~ r1as parecen haber sido qeneradas a partir 

de d1str1buc1ones de de .frecuencias poblacionales que puecien 

aproximarse muy bien mediante d1str1buc16n de probabilidad 

normal. La función de densidad normal esta dada por 

Media 

varianza 

e-cy-µ>2 /2cz 

c-{2ñ 

Func10n generadora de momentos 

D1str1buc16n gamma 

O' > o, -00 ( µ ( oo. -00 < 11 < Q) 

[ ,2 2) 
e><p µt + + 

Alqunas variables aleatorias son siempre no negativas y por 

varias razones tienen cistr1buciones ae datos QUe sesoacas 

\as1métr·1cas) a la derecha. es cec1r. la mayor parte del area baJo 

la +:unción de densidad se encuentra cet·ca del or1Qen y la funciOn 

de densidad disminuye gradualmente cuando y aumenta. Su +unción de 

ll\.I 



densidad se presenta a continuaci~n 

o.., (1 .-~.V; ú .:S 11 S ~ 

en cualquier otro punto 

En donde r<a> 

r-:aidia 

varianza 

Función generadora de momentos ( 1 - {fl 1-Cl 

Distribucion exponencial 

Esta distr1buc16n es un caso especial de la d1str1buc16n 

,gamma, cuando o = l, por lo tanto 

e-y~~ ~ > O; O < 11 < ro 

f <11> = l (lr<al • 

O, en cualquier otro punto 

En donde r<o.> 

Media 

varianza 

Funcion generadora de momentos 

Dis~r1buc16n Ji-cuadraoa 

Una variable aleatoria tipo Qamma Que tiene una .func1on oe 

densidad con parametros o = v/2 v (1 2 se oenom1na var1ao1e 
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aleatoria Ji-cuadrada cx2J. La var1able aleatoria se presenta con 

Frecuencia en la teorla de la estadlst1ca. El parametro v se 

denomina número oe grados de libertad asociado la variable 

aleatoria Ji-cuadrada. Donde su Función de densidad 

a, f' > O; x2 > ú 

en cualquier otro punto 

En donde r Ca> 

Media " 
varianza 

FuncíOn generadora de momentos et - 2t )-v/2 

D1stribuc1ón beta 

La Función de densidad beta es una -función de densidad con 

dos par:. metros de<f-1 n1 da en el t ntervalo CO, 1). Como tal. se 

utiliza Frecuentemente como un modelo para -fracciones. tal cOmo la 

proporc1ón de impurezas en un producto qu1m1co o la -fracción de 

tiempo que una m.\quina est~ en reparación. Su -funciOn oe densidad 

de probabilidad es como sigue 

[
r ta + (H] a-a (1-a 

j r<a>f<(J> ti tt-11> • 
/(y) = 

o. 

"' En donde rtaJ = f
0

1Ja-•e-vd¡,,i 

Media 

varianza 

runctón qeneracora oe momentos 
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en otro lado 

(a + (11
2

<cc + (1 + 1) 

no ex1st~ 



Recu6rde que las funciones de densidad son modelos ~eOricos 

para las poblaciones de datos que se presentan la realidad. 

¿Cómo podemos saber cual modelo debe ut1l1zarse. v hasta qué punto 

afecta el escoger un modelo equivocado? 

Para contestar esta prequnta primero. es poco probable Que 

alguna vez selecc1onemos una función de densidad que nos dé 

representación per+:ecta de la reaJ i dad. pero la honoad de a Juste 

no es el cr1ter10 para valorar lo adecuado un modelo. t J 

obJetivo de un modelo probabilistico proporcionar el 

procedimiento para hacer inferencias con respecto a una poblacton 

basada en la información contenida en una mu'estra. Como se1"ía10 

anteriormente. la probabi l 1dad de la muestra observada <o una 

cantidad proporcional a ella> sera el instrumento para hacer una 

inferencia con respecto a la poblac16n. Como consecuencia, 

función de densidad que nos da un aJuste pobre 

distribución d~ frecuencias poblactonal podr1 a 

para 

<pero 

la 

necesariamenteJ resultar en relaciones probab111 sc. icas i nco,.,.ectas 

v llevar a inferencias e,.róneas con respecto a la poblac16n. Un 

buen modelo nos da buenas inferencias con respect.o a la ooblac1on 

estudiada. 

Otra v!a para seleccionar modelo es construir un 

histograma de ~recuenc1as para los uatos ext,.aidos de 

población y escoger una f-unc16n de densidad que simple vista 

darla la curva de frecuencias similar. Por eJemplo. 5i un conJunto 

n = 100 datos muestrales tuviera una distribución de ~recuenctas 

acampanada. podrlamos concluir que la ~unc16n de densidad no,.ma1 

serla un modelo adecuado oara la distribución de ~1-ecuencias de la 

población. 



En todas las e~plicaciones anteriores acerca de la in~erencia 

estadl stica. se supuso que las variables aleatorias Ys. Yz •••• , Yn 

eran independientes e igualmente distribuidas. y que el valor 

esperado de Y\. ECYd. es constante <si existe>. Es decir. E<Yd 

µ no depende de cualquier otra variable. Obviamente este supuesto 

no e~ valido en muchos problemas de 1n~erencia. Por eJemplo, el 

promedio de la distancia de ~renado para un tipo particular de 

automóvil depender~ de la velocidad del automóvil; la e-Fectividad 

media de un antib16t1co deoende del tiempo durante el cual haya 

sido almacenado: la media de elongac16n observada en una aleación 

metálica depende de la Tuerza Que se Je aplica y de la temperatura 

º" la aleación. Ahora estudiaremos los procedimientos 

1nferenc1ales que pueden ut1li~arse cuando una variabl~ aleatoria 

Y. denominada varLable dependiente. tiene una media que es una 

~une ion de una más variables aleatorias :a. xz. 

desiganadas variables independ(entes. <En este contexto se ut1l1:a 

Ja dependencia y la independencia en sentido matetnAtico. No existe 

,ninguna relación con variables aleatorias independientes.> 

Se pueden ut1l1zar muchos tipos di+erentes de ~unciones 

matemáticas pat"a repn~sentar el modelo de una respuesta que sea 

'función de una m~s vaFiables inaependientes. Es pos1 ble 

cJas1~icar estos modelos do~ cat:eQorl as. los modeJos 

determinlsticos y Jos mooeios ot·obabilJ.sticos. Por eJemplo. 

suoonga que desea re1ac1on~r una resoue!it:a y con una var1ab1e x v 

que su relación esta dada por la ecuac16n 

y = (Jo 1· (J•:oc 

<en dance (Jo. /1• son para.metros aesconocidos). Este modelo se 

denomina modelo matemAt1co dotermtnlst(co porque algUn error en la 
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pred1cc16n de y como función de ~. 

Supóngase que se obt 1 ene una muest: t".a de n va 1 ores de y que 

corresponde a n valores di.ferentes oe la va··1ao1e 1ndpend1ente :t, 

y que la representancion graflca de los dat:os es como en la f1qurn 

siguiente. Es evidente que en la -Fiqura que el valor esperado ne y 

puede aumentar como una función lineal de x. pero que macelo 

determin1stico queda leJos de ser una descripción adecuada de la 

realidad. Esto nos indica que el modelo determ1n1stico no es una 

representación exacta de la relación entre las dos variables. 

AdemáS s1 se utilizar· a el modelo para predecir. la Predice ion 

tendrA error desconocido. La pred1cc10n de ~ para valor cado 

de x es un proceso 1nferenc1al v reQu 1 ere conocer las 

propiedades del error de la preo1cc16n se ésta 

ut1l1dad en la realidad. 

¡ 
1 ¡ 
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En contraste c:on los modelos determi n1 st ices. los 

estad1st1cos ut1l1zan mode!os probabLL1stLcos. Por eJemplo. 

podrlamos representar las respuestas de la T1gura mediante el 

modelo 

E<Y) = {10 + {1J.x 

lo que equivale a, 

Y = (10 + (11.x + & 

En donde e es una variable aleatoria con una d1str1buci6n de 

probabilidad especl~ica con media cero. Considere Y como una 

variable que tiene un componente aeterminlst1co. E(Y). mas un 

componente aJeatol"'lO e.Este modelo toma en cuenta el 

comportamtento aleatorio de Y representado en la ~igura anterior y 

representa una descr1pc16n m.1s adecuada de la realidad que el 

modelo determinl st1co. AdemAs, pueden obtener las prop1edaces 

del error de predicción para Y en muchos ~e los 

probab1llst1cos. 

modelos 

51 se pueden aplicar los modelos determ1nlst1cos para hacer 

predicciones con un error 1nsigni~1cante para Fines prAct1cos los 

utilizamos. Si no, buscamos un modelo probab1Ust1co. que no serA 

una descripción exacta de la realidad, pero que nos perm1t1rA 

estimar la valide:;: de nuestras 1n-ferP.ncias. 

Aunque ha va un s l n-fl n de .func tones d 1-ferent:es PUP.Oen 

ut111zar como modelo oe valor medio oe las variables resnuesta Y 

como una -func 16n de una o m.As variables independientes. nos 

concentraremos en el conJunto de modelos oenom1nados rr..odei~o~ 

estadlstLCOs lLneo.t'!:i's. Si Y es una vartatJle de respuesta y x una 

var1acle independiente. parece razonacle ut1l1~ar el modelo E<YJ = 

(10 + f1tx • oara valores desconoc:1oos de los par.a.metros (!o y (?t. 

llb 



Obsérvese que en este modelo EtYI es una función J1neal de x. 

<para {Jo y (Ji dados) y tamo1én es una +unc1on lineal ce. (1o v (!1. 

<ya que E<YJ = c~o + dfb con e = 1 v d :<l. Cua~do se 

tener un modelo estadlsttco lineal cara Y. ·se denota QUe.; EiYL es 

una +unción lineal de los parámetros desconoc1dos (fo v· (11.~v n·a· son 
' ~ ':;· 

necesariamente una +unc16n lineal de x. Por lo tanto 

E<Y> = f1o + Ln<x>n1 + e 

es un modelo lineal suponiendo que ln<xl es una constante 

conocida. 

Si el modelo expresa a E tY> como una +unción lineal de {Jo v 

~1. solamente. el modelo se denomina modelo de re6resi6n simple. S1 

hay mAs de una variable independiente de interés. diaamos xi.. x
2

• 

, •••• xk y si el modelo de E (YJ es 

EfYJ = ~0 + {11.x1. + n
2
x

2
T ••• + (1kxk 

el modelo se conoce como modelo de re6r6sL6n múLt(ple. Ya oue se 

consideran como constantes conoc 1 das. 

supuestamente son medidas sin error un experimento. Por 

eJemplo, se considera que la producción u as una Función de la 

variable r~ la temperatura de un proceso qu1m1co, podrl a suoonertie 

"1. = T y x
2 

= eT y como modelo de E<Y> a .ECYJ = {J
0 

+ 

lo que equivale a EfYl = n
0

+ n1.T + n:eT. 
(1 X .. 

Oe/lnictOn: El modelo estadlstico Jineal que relaciona una 

rescuesta aleatoria Y con un conJunto de v.:u·1nbles indeoPn01F~ntes 

x
1

, •••• xk tiene la 'forma 

• flk son parámetr·os deisc-onoc i aos. 

ll-1 



una variable aleatoria son constantes 

conocidas. Supondremos que E<c> = O y por lo tanto 

Un procedimiento para estimar los para.metros de cualquier 

modelo lineal es el método de los m1 nimos cuadrados. que se 

ilustra sencillamente apl1cAndolo para ajustar una linea recta a 

través de un conjunto de puntos que representan los datos. 

Sup6ngase que se desea ajustar el modelo 

ECY>. = (1
0

+ (1
1
x 

a un conjunto de puntos conocido. Es decir. se postula que Y= (1
0

+ 

(1
1
x +e, en donde e tiene una d1str1buc16n de probabilidad con 

E<c> =O. 51 (10 y (1l son estimadores de los para.metros (1
0 

y (11• 

entonces Y~ (1
0 

+ (1
1
x es obviamente un estimador de E<Y>. 

El p1·ocedimiento de los m1 nimos cuadrados para ajustar una 

recta • a través de un con Junto de n puntos es s1m1 lar al método 

que podrlamos ut1l1zar para aJustar recta a simple vista: es 

decir. se pretende que las desv1ac1ones sean "peQue~as" en cierto 

sentido. Una manera conveniente para lograr esto. y que nos ap~rta 

estimadores con propiedades adecuadas. es m1n1mizar la suma de los 

cuadrados de las desv1ac1ones verticales de la recta ajustada. Por 

lo tanto s1 

y ~o +- (Js.x'" 

es el valor que se p1·ed1ce del L-és1mo valor de 1' entonces la 

desviac16n del valor observado de \1 a partir de la recta íJ es 

l•\ - y'I. 
Y la suma de los cuadrados de los cuadrados de las dsv1ac1ones que 

denben m1n1m1~a1·se es 

llB 



SCE E (yl. - yi. J
2 

i. =t. 
E' Ly"· - <(io + i7,,x1. J J2 

\=t 

la cantidad SCE se llama también suma. de Los cuadrados de Los 

srrores por motivos que serAn obvios en seguida. 

Si SCE tiene un mi n1mo éste ocurr1ra para los valores {i
0 

v ¡;t. 

que satis-Facen las ecuaciones. dSCE/8~0 = V y 8SCE1a~t. O. Al 

obtener las derivadas parciales de SCE con respecto a ~o y ~t.. 

respectivamente. y al igualar a cero. obtenemos 

{I { I: [JI. - (ff + ff X ) J
2

} 
8SCE \=t " o 1 

" "' ... 
D(Jo 8(Jo i::z~~t2CC¡,1.-((10+/1,,x"JlfU 

a-2c~t. UL - n/10 - ;11\~s xJ = O 

ilSCE 

7i1; 

=-2( E X. JI - fi E x - Íi E x" ) .• O 
\.1;1: t. " " ºL= t. " 1

Ls 1 " 

Las ecuaciones DSCE/<1Íi
0 

= O y OSCE/8Íit. = ú se denominan 

ecuaciones slmuttAneas d9 tos minltn.os cuadrados para estimar tos 

parAmetros de una recta. 

Nótese que las ecuaciones de los mi nimos cuadrados son 

lineales en (1
0 

y ~1 v por lo tanto pueden resolver 

s1mul tanemente. Puec:Je veri-Fuc:arse oue las saluc iones son 

n 
E (XI. - x, <y\. --y, 

~. = -·-·-·~~~~~~~~ 
- . 

- XI 

n1.~t.x1.y1. -"~tx"1.~tll" 
n n 2 

n Ex~ - (Ex,) 
\=t. . \=t. 

¡;º y - (iti 

Ademas se puede oeterminar Qlle la res0Juc16n simultanea de 

las dos ecuaciones de los m1 n1mos cuadrados proCLICf! ,ii
0 

v · (1
1 

que 
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mi ni mi ::an tiCE. -

EJeinplo.. Hpl1eque el métooo ae m1n1mos cuaoraoos para 

aJustar ·una U ni ea recta a través de los n _ = S datos daoos oe ta 

tabla s1guien~e. 

X ll 

"' o 
-1 o 

o l 
l l 
2 3 

Solución; Empezaremos por construir la tabla para calcular 

los coe1-1c1entes oe las ecuaciones de tos mlnimo cuaorados. 

(l = . 

;n 11• 
-2 o 
-1 o 

o 1 
1 1 
2 3 

I: (1 5 

nI: x"¡,¡\ - I: x" Et.\ 
\.• l \..., t ""' 

n I: x~ - ( I: xJ 2 

\.=f. i=t 

z-
"''"" "'' o 

(1 

(1 

1 
b 

4 

o 
1 
4 

10 

tS> t7> - <O> \5) ª (•.? 

(5) C 10) - C0>
2 

íio = y - n.x = 5/5 - tu. 7) (Q) = 1 

Donde la recta J.1 = (•. 7x + 1 es la recta de aJuste .. Ahora el 

mt)todo de aJuste no sólo es lineal como se vio anteriormente. sino 

que existen también los tipos oe aJus~e en conde la curva no es el 

caso particular de ia recta de parabolas. 109ar1tmos. 

e':ponenc1aies entre algunos ae ellos. 

La qra-t=-1ca s19u1ente nos ouede 1 lustr-ar un ooco m.:..s en este 

resoecto. va Que nos mues~r-a una reqres16n cuaari:i.tica en la que 

nosotros podemos tener una meJor aprox1mac16n cel compor~am1ento 

Clel ,.:enomeno oue nos 1ntet·e5a estuCl1ar. 
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La estadlst1ca como elemento técnico nel E!'St:LI010 de los 

comportamientos econ6m1cos es ind1spensaole par-a liJ eva!uac:t•!>n 

e>iper 1 mental de experimenta 1 de los +enomenos. va aue la 

generalidad de la 1n+ormac1ón econ!lm1ca es de lndoie cJescr·tot.1va. 

V dado Que no podemos maneJar la totalidad de la 1nt-ormac16n. 

:.enc>mos que reqL11r1r a los ml-todos probab1Ust1cos anter-1or·mente 

citados. 
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Uos modelos económicos lineales. 

Si bien existen antecedentes en ei tableau economique de 

Francois amerray 'V en lC?S esquemas marxistas de reoroducciOn 

amollada, el primer esquema teórico no copnvencional que recurre 

al algebra 11neal par? exol1car las relaciones econ6m1cas 

intersectoriales es el moae10 ae insumo-oroducto elaborado oor 

Wass1lv Leont1e~. 

2.1 Wass1ly Leont1e~ 

2.1.1 Modelo ecof16m1co elemental ce INPUT-OUTPUT. 

TrabaJaremos con un sistema económico simple en el que hav 

solamente tres procesos productivos (o industrias> independientes 

entre s1 y que producen, a. b y e productos di~erentes. Después de 

analizar el sistema durante un tiempo determinado, podemos 

escribir ordenadamente renglones y columnas los ~lUJQS de 

mercanclas <en unidades ~lsicas) como sigue: 

lfiBLA 2.l.41 FluJos de mercancias 

a b e 
240 90 120 450 

b 12 6 :., 21 

18 12 3ü "º ! ! ! 
450,c::J 21 H:'1 60(!'!1 

Donde la orimera columna se~ala las cantiaaaes ~1s1cas del 

producto a <24\IU). b Cl2u'"J, e <18u">, que son consumidas por 

la industrias pr·oduc::tor"a de a. y baJo la ~lecha la cantidad del 

producto a que se obtiene. Cada columna se puede cons1oerar como 
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e) conjunto de lNPUTs de cada proceso de prodt.1cc1on.. Como se 

observa caaa men:ancl a viene expresada en un1 ciad 0)-feren~es. oor 

esto no pooemos sumar los números Que aparecen en las columna.s .. 

Cada rengl·.!>n pt.1ede ser c:ons1oerado como la cant1t1ael de OUTPUTs de 

cada sector destinados a los de~s. 

La t.abla 2.1 .. 41 t•epresenta la circulac:16n de met"'canclas que 

se puede detectar en un per1odo determinado. ~ero no se espec1~1ca 

la ut1l1:::ac:1on que se har-An de es-:as merc:anc:las. decir.. no 

sabemos aue c:ant1dad ser~ destinada como medios de producc:1Cn V 

que cant 1 ctao como bJ enes de consumo. 

f'o:u-a ,-ealJ"Zar la 01st1nc160 entre consumo e 1nversiOn es 

nP.c:esar-10 un an.:.11s1s m.1s a f-onoo de la s1tuac1on. Com.l?ncemos por 

suponer oue el sistema ec:on6mu::o esta est~t1co. lé\nto 1~ -fuerza CJe 

trabaJo c:omo el conoc: 1m1entC) técn1co es const:.ante. Suoont;lamo!i Que 

ei sistema de pYoduc:c:16n estan empleados 6(1 obreros 01stri..bu1dos 

r·e-=.pect1vamente entre las industrias como s1que: ta. 12. 3úa Cada 

trabaJadot' consume, por término med10, por per1oao tres uni.daues 

del produc:to a y med1a unidad del producto b. ~n tal supuesto la 

tabla anterior puede ser sust1tu1da por ot.ra donde se d1st:1nga l.a 

act:1v1dad cc:onOm1ca de ia de consumo. 

" b sec!:=-r 
/t.n.cl 

" rno :>4 ~\..· 18v 4Sv 
b 12 o 3 21 

e 9 .. l:l 3(1 "" sec!~ .. r 16 12 .sv 6...:1 
1 in.:.:!L J. J. 

45V(aJ 21,b) cúi:::> 



En est:a tabla se a~ao10 un renQlOn corre~oono1ence aJ ~J•J10 

anual de servicios oe tt·aoaJo en caca 1,-,dustr1a v ttnA r.nlumna 'ª'e 

corresoonae a los co,,sumos totales oe caca merr::ciinc:l "· e::oresa~os 

en términos· -Fls1cos y se aenom1nan se1..·tc..~r jlnaL. 

Las cantidades que aparecen en la ultima coJumna qon 

destinadas al consumo. daao que el esouema se encuentra estaOJe. 

Dichas cantidades const1tuven el or·oaucto neto del s1o;.tema o r~nta 

nacional neta. 

Para que los 'flUJOS de bienes y servicios se t"t:?Pltan en caca 

periodo es necesario que las merca ne! as se 1ntercamb1en entre si 

de acuerdo con unas aeterm1nadds reJac1ones o cu·ecins. Hhor·ri 

calcularemos estos precios. De momentn surionoainas riuE> JCJ unioenit.H· 

de a se intercambian por J unidad oe b. por 2 unioades oe 01;11· 

1.01818 unidades de hombres-per1odo-trabaJo. l.Je acuerc:to con estn. 

si tomamos como unidad oe med1aa una untdad t-lsic:a oe una OE-' lr.s 

mercanc1as 0 cor eJemolo l un1oao de b. ootendremos Jos. c;1ou1entes 

erectos 001· unidad: orec10 oe a. t..•.1~ p~ec10 ne c. u.5. v salAr10 

anual cor traDaJaoor·. Q.555. 

Podemos ya presentar Ja tao1a anterior t?n ter·m1nos ae va1orpo:-. 

corrientes tras mult1ol1car cada una de tas cant.IOMoes f.~~1cas onr· 

su precio. Obtenemos: 

TABLA 2. 1.43 FluJos de bienes y serv1c10& en término~ de la unidad 
de medida. 

o se.~ tor ! ota '-~s 
J ln.al ee·,~raLt!'s 

lt:J.o -=..o.t ;:, lt:I o.t5 

o 12 " :!. .:1 
•.::. 3 .,.5 15 3t..• 

:::n:::.!es 
.:,".~.5 14.ol 1:._;.:i 

¡;:a:·::'..2le-s 

sector "·" "·" 1 e,. !:"i 
f L~lU! 

!o!aL 4::.tuJ .21 'º' .$.!)''=' 
fi'E""'.l.tO>ra:! 
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Como pueoe comorobarse. en esta ocasión tambi&n se e-fectuaron 

las sumas de las columnas. esto es Pot" oue anora 'l:Odas ~ ·1as 

mercancias estan exoresadas unidades nomooéneas 1valores 

corr1entes1. Esta 'tabla cor·responce a JO oue se na venido ::i. llamar 

matrL2 de transacciones o incluso simolemen'te tabla INPUT-OUTPUT. 

Para nuestros <f-ines ari.;i11ticos nos resulta más sencillo 

Jlevar Jü tabJa a una exoresion aloebr~ica. Suoongase oue la tabla 

presenta n renglones y n. columnas donde aoarecen los INPUT~s v 

OUTPUT·' s relativas a n industrias. Sean q\l. qt.n• las 

cantidades fLsicas de la mercancla oue va a parar las 

industrias 1 •••• , y sea p\. el precio correspondiente. Por lo 

que nuestra tabla serla de· la siguiente ~orma: 

TABLA 1. t. .:is l abla de transacciones 

JMputs 

inercanc1c::i·:1 

sector 
J!n.al '(r\J 

(nd. 
l 

q,,Pt. 

q2·lp2 

9\.t.p\ 

qntpn 

Outputs 
ind. Lnd, 

2 ) 

qlZpl q. Jpl 

qzzPz. qZ.JPZ 

q\.2p\. q~ jp:. 

qn2Pn qn/:n 

sector 
ft.na!. 

~,.,./', 

Qz,..l'z 

Q\.np:. 

QnnpT'I 

El súñb6f0 q~J indica la cant.1dao oe merc.:1ncla 

In) 

que es 

ut111::ada en la 1ndustr·1a o sector J• Dado aue Jos valores de las 

columnas y los renglones est.an expresados en t:érm1nos ae vaJor. 

codemor; cecir 

1 • .:. ••••• ~. 

irt" acueron a 10 ant:er1or. 1.::1 't"IL'Ja r,C',.:::W!a e~or·P.sarse fflP.Olante dos 



s1.1'r,;i. ;:ie renglones .y'ª la .ce c01uinn.á.s: 

sistemas simétricos, entonces. 

y. por lo que 

• n. 

1"1ult1pl1cando la ecuac16n 2. 1.45 por llp\. V sust1tuvendo los 

'I,, encon-tramos Que 

" Cl + " o + + a (l Cl .. ' .. 2 •n n ' 
a Cl + " Cl + + a 

2n 
a u .. ' 22 2 n 2 

:!. 1.4/ 

~ 

"' 
GI 
' 

+ e 
n2 

a 
2 

+ ... + "' (l = a 
"' '· ,, 

·1~~c1endo en las ecuaciones ..!. 1.4t oor IOS reo:.oect. 1 vos u. 

oot.ene,nos; 

+ ~,.. .. P" 

.,. ... .,. 



Como se ve ahora· -tos oos s1stemas 2.1.47 v 2.1.48 son 

perf-ec'tament.e s1m~'tricos. El primero es'tA expresaao en 't.érminos oe 

las cantidades flsicas 0
1

• 0
2

, ••• , Dn' mientras Que el segundo en 

términos de los precios P,, p
2

• Pn•· ambos contienen los 

elementos a con la diferencia que estan intercambiados los ,, 
renglones y las columnas. El interés de las ecuaciones 2.1.45 v 

2.1.46, en relación con las ecuaciones 2.1.47 y 2.1.48, reside 

que en que en las Ultimas aparecen unos elementos nuevos, las 

relaciones a que t1ene un significado económico importante ya 

" Que representan la cantidao promedio de cada uno oe los productos 

necesar·1os para producir unioao de cada mercanc1a, v se 

denominan COejLCLenteS de produccl6n 0 0 coej(C(enteS t&Cn(COS. 



2.1.2 Formulacion oe Leontiet- oe. dos sist:emas 

de 

['"" -
1l asz 

azs (a:zz - 1) 

an• an2 

['"" -
1) ª" asz (a:z2 - 1) 

a1n a2n a•n tclnn - pn o 

donde los a"J indica los coef-1c1entes • las ti" las cant1daoes 

f-L s1cas y tas P, los precios. Aaemas tenemos Que las a\J 2: "· oor 

que su s1gn1-f1cado no nos perm1t1rla t:ener una proaur:ctón neoat:1va 

sino a lo mas cero. Se aenom1na a estos dos sistemas de ecuac1onec; 

u Esquema de Leont ief- cerrado"
27

• ya que el U 1 timo scc-tor ce 1 a 

demanda ~inal recibe el mismo tratamiento que el de las otras 

industrias. Este planteamiento adquiere Un sentido especia! en el 

caso de un sistema estac:1onar10 en ei aue la .fuer;:a de tratiaJo 

permanece constante caca periodo v hav 1nvers10n neta. E.J 

supuesto Que acabamos de prese~~ar a 1 oue Leont 1 e~ 1 1 am·~ 

stst:ema cerraoo. va oue la columna ~ v eJ rena10n n rpn··~~entan Jd 

cant1oac ae consumos Que la 1nau'Eit:r1.;i n. \trabi'\JO' ner·f?·-ilLA pñt"'<" 

27
L"1...:•·'oef V, l1.1Zt>:1~ 
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serie de servicios compuestos (de trabaJo v Fecursos proouct1vosJ 

a los Que cot·responoe una remuneración 91obal tel valor a'f"iad1do1 

que corFesponde a salarios. sueldos. bene+icios v rentas. 

Hnora cons1aeraremos 1os asoectos matemáticos .formales de los 

dos sistemas de ecuaciones. 

Se trata de dos s1:::>'temas lineales v homoqéneos. Como nosotros 

ya sabemos implica qu8 é~tstan al menos una solución: 

u = (1 v p = t) para toda L .J = 1. 2. • •.• 'l 
• J 

Cuando ta soluc16n es trivial la produccion y los precios son 

todos cero. el sistema económico no eM is te. Ocservemos también aue 

el determinante de la matr1= de los coeficientes sea igual a cero. 

es decir 

(a1 l - " ª" 1 
(a.u - 11 ª" 

1 
~ o ,;;,.1.2::. 

""' anz C:r'\3 i·I 
con 10 que las primeras co1umnas son l 1nealmente 

1ndepena1entes. va que rep,-esentan tos coe+1cientes técnicos de 

las n - 1 primeras inoust1·1as. La columna Sl es linealmente 

dependiente de las primeras n - 1, va que contiene 

consumos Que no son catas técn1cos v que por consigu1en'te pueden 

ser adaptados. La cond1c1on ~.1.:::. se reduce. por lo tanto. 

establecer que la columna del sector +:inal debe 11nea1 mente 

dependiente de las otras para oue el sistema tenga soluciones 

dl st 1 ntas de cero. t:.sto es bastante obvio va que no pueoe e>: 1st1 ,-

Un sistema económtco eri el que los consl1mos sean inoeoeno1entes de 

li\ maT.t"l': de coe~ic:ent.es técnico~. ocw QUE' tas oos1D1l1C1aOes oe 



de la producc1on \en un sistema estac1onar101. La e~:p,·es1•..:-n 

2.1.223 incluye también el supuesto de que la demanda f-1nal 

puede ser superior nt in.fer 1or a las post bi 11 da des técnicas de 

producc1on. En e+ecto. ya cue. s1 la demanda .final .fuera lnfer·tot·. 

al menos una ecuac16n no seria satis-recha. es cec1r. !¿¡ suma · oe 

los productos de cada incL1str1a serla menor Que ta suma ne loe:.. 

insumos oe dicha industria \Capac1dad productiva ociosa• vio ta 
suma t.otal de las neces1caaes de traca.Jo in..-ertor a '" t"uer::~ r1P.. 

tr~baJo (desempleo/. 

sat1st-ac:en las cono1r-1ones dE' ._·.1.;; .. ; ::;,upongamc.~ oue 

decir. que en1st.e demand~ t-1nal que re~L11ere 1~ 01en~ 

ocupactcn de los factol""es product1vos. l:::'.n el c"'so c1e1 o;1!it.~m,:;, '.ll?' 

precios ~.1.2~ el s1gni~1cado de estas conrlus1ones es 1nmen1ato. 

El sistema determina solo tos prer:=Los retatlvos. pero no su nivel 

absoluto. Podemos. por· lo tanto. ~tJar arc1trariam~tlte el prec10 

00 una mercancía y ut1l1=arlo como base liñ1tar1a para qene1 ,i.r los 

dem.As prec1os. Cad~ precio. como se desprende del conJunto 

relaciones consideradas. concepto relafíuo: •·e~prefi~ 1a 

relac1on de camo10 entr-e un1oaoes .,:1s1cas CJP 00'> 01P.nPs"
28 

Las 

ini::erpretac1ones del sistema de cantldddes 1·1sicas ~.1.~1. 

menos evidente. determina la estruct.ura del s1s't.ema ecC1n6m1co. 

pero no su esca1a de act1vac16n. Ahora cien. la noc1C-n nr.a c.:inc\a.:hi 

relativa no es tan inmeoiata como la oe pr-ec10 relativo. va uu.,_.,. 

la cuestión de que la pract.1ca no t:odas las ü\ cuecen ser 

.ftJadas t~oremente. part tcLu~r-. la i-uer=a OP 

dtspon101e. e!:: una var1ao1e ex.!>oena a1 sistema ec:onom1co. Para Que 

1.:-.s O\ v los P_, resu1'":.en siempre oosit1 ... os sr.o oe>oe cons1CJer·~·· el 

.. 
p~--~ ... qth •• 

l."ú 



determinante ere O..J - A) Que·.-_debe car como--r.ésuJtado 1·. 

Sabemos, por las conSld~ra~~bnes" arititríOr:es·~ -Qu~' 'la 

de un sistema econom1co ~s·tá>·~-~P;~·~~-~:~f'.~~¡~ p~~~~-la ·-·matriz 

de coe'f-ic1entes 

mercanci as. 

[ 

ª" =· 
an-1: n 

a.tz 
C222 :, .~ ::~:: l 

~- •, an-: .n-1 

y cor el vector ce coef-1cienteS ce tr·abaJo 

lant, anz. • •• • an,T'l-.t J 

2.1.24 

2.1. 25 

t.écn1ca 

cuadrada 

de 

que denominamos vector de lo& coeficten.tes det t~abajo dtrecto. 

Por lo tanto. si a partir ce anora cons1oeramos la demand~ 

rinal const1tu1da por t.érm1nos conoc1dos o determinados con otros 

cr l ter i os ( térm1 nos que esct'" uu remos como ~., Yn-1 podemos 

escribir el siguiente sistema: 

[

( 1 - a.ti) -,,. • 
-az.t (1 - 022> . . . . . . 
-ar1t -an2 

y la siguiente ecuac16n: 

2.1.21 

conde L es el núme1·0 de t:rabaJadores;per1odo emol~aoos.. Este 

analls1s tiene la ventaJa de pooer no conc1oerar el caso 

est.ac1onar10. Como sucecre en el caso dP! s:1st.ema ae Leont1e~ 

cerrado. L..a demanda 'final puede estar en t-unc:16n ce la inversión v 

el consumo. 

Escr1b1remos el s1st.ema 2.1.~b oe ~arma más compact.a: 

1."31 



<I - A )0 = Y. 2. l. 28 

dance J es la matri:: 1dent.ldad H\-l x n-U·. A es ia_ma't.!~1:: \n-1 

n-1) de coeficientes técnicos. o es el vector 1as caritlciad~S 

-f1s1cas y Y es el vector de las cantiaades -f1s1cas oue constit.uve 

la demanda .final. si se proceae, De manera si mi lar con ei sistema 

2.1.228, los precios como incógnitas y V1., 

anadidos Que se consideran aados. tendremos: 

P<l-A>=V, 2.1.29 

Estos sistemas de ecuaciones lo QUe se denomina, esquema 

de Leonttef abierto. 

Por otra parte. sabemos QUe ta matriz '1 - Al es una matri:: 

cuadrada de rango n - 1. por lo oue su matriz inversa eK1ste v la 

llamaremos tl - A:)-•, muit1pl1camos ambos miembros de la 

ioualdad 2.1.228 por t/ - AJ-•. obtenemos: 

-·-Q = <J - AJ Y, ,¿.1.21u 

que constituye precisamente la soluc10n para el sistema ~.1. 28. 

Si anotamos como cu.J, los elementos de la matriz J nversa. 

podemos ~ormular la solución del modo s1gu1ente: 

[ ~J [ ""' "". cu• . .. ~·i 
[,'.U "'" "'" az.n-t 

2. 1.211 

Ctn-1,1. Cln- l. ,Z Ctn- 1. ,3 • Ct~-1 , n-• 

Esta expres16n 1nd1ca las cantidades ~1s1cas 01. Oz, 

Un-1, de las mercancl~s 1, ~ ••••• n-1, oue deben producirse nara 

Que podamos poner a 01spos1c1on de la demanoa .t=-1na1 !as cantidades 

- -
Yt, ••• • Yn-1. 

1.52 



2.2 El modelo teórico de Srar+a 

Las relaciones consideradas anteriormente. i.as podemos 

reelaborar siguiendo el esquema te6r1co de P1ero Sraf-+a. y que se 

denomina producCLón de mercanc1as por medio de m.ercanc!as. 

Podemos considerar tres nip6tesis del estudio de Sra-f~a y Que 

son las siguientes: 

L> El sistema econOmico es del tipo estacionario. 

Ll) Los métodos de produccion son tales que las industrias 

producen una sola mercancla mediante el uso de cantidades 

establecidas de trabaJo y mercanclas. Las mercancl as sen 

consunidas durante el periodo, por lo que al r1n del periodo es 

necesario reponerlas. Por lo que la producción del sistema al 

rinal del periodo tendra que ser dividida en dos partes. una para 

reponer las mercanclas Que han sido consumidas durante el proceso 

productivo y la segunda se destinará para satis~acer el consumo. 

L..os métodos de producclón vena1·an representados por: la matriz A 

de rango n-1 de coe-ficientes técnicos. el vector an [.an1, · an.Z, 

... ,an,n-1]. donde a,.j ?: ú. Llamaremos a (~n] técnica del sistema. 

LLL) El valor af'iadtdo del sistema econ6m1co, igual al valor 

de las mercanclas producidas en el periodo. se distr1ouye al ~tnal 

del periodo en rorma de salarios v oene-fic1os. Esta distribucion 

se hace de acuerdo a la cantidad de t1·abaJo empleada y al valor de 

los medios de producclón r-espect1vilment~. Se supone que la calidad 

del trabajo es única y el salario unitario. el tipo de beneT1cio 

es unlforme en todos los sector·es. 

Para inlciar. analizaremos el sistema de precios. La primera 

cons1derac1ón que tenemos que tomar en cuenta es QUe el valor 

ai"iadtco está. compuesto oor oos categot"ias t"'etr1but1vas: sajat"'ios y 

I 



beneficios. Sea w el salario un1tario,y n el tipo ae oene~icio. 

Dada la técnica· 

la distribución 

2.2.1 

(aU.pl + ª2 .. P2 + 

(alZp• + ªzzPz + 

donae. pl 1nd1can 

bene-fic10 y w, el salario unitario. A.hora. escriD1remos de +or·ma 

compacta el sistema: 

2.2.2 

donde P representa el vector renglón de los precios. Es notorio 

que el sistema consta de n + l inc6gnotas con n -1 ecuaciones. por 

lo que nuestro sistema consta de 2 grados de libertad. Podemos 

-fiJar uno de los precios. y asl. reducimos a n - 2 los numero ae 

precios y a n el número de incoqnitas. Nos Queda. por cons1Quiente 

un graao de 11 berta d. pero como carecer ia ce sent1 do f= 1 Jat· otro 

precio relativo. solo nos restan ei saiar10 unitario v el t1po de 

beneficio. Para e;:aminar las posibles sc:i1uc1one~ del sistema 2.2.1 

con respecto al t.ipo de benef-1c10, es necesario anali;::ar est.e 

sus dos aspectos e):tremos. el máximo • el min1mo v por- ultimo el 

nivel intermedio. 

Considerar el caso en que n = ú, 1mol1ca hacer· los uenef1c1os 

nulos. la renta nacional neta o exedente del s1s1:.ema va a carar en 

su totalidad a los salarios. Lo que ahora convierte el sistema de 

n - l ecuaciones con 1nc6gn1tas en Ltn sts'terna ae 



ecuaciones y n - 1 incógnitas, esto nuestro sistema queda 

determinado • y as1 nos est:ablecera los n - 2 pt·ec 1os res't.antes y 

el salario unitario, t:odo en términos de la mercanc1a nunerario. 

De igual manera. si se determina el salario unitario el sistema 

queda determinado y nos establece los n - 1 precios en runc1on al 

salario unitario. 

Para cualquiera de los criterios de determinación del sistema 

vistos anteriormente queda: 

P<J - A> = ªn"'·· 2.2.3 

De donde, multiplicando oór la inversa de ([ - .<t> resulta: 

2.2.4 

y que en caso particular de w = 1 <salario unitario) nos da: 

2.2.s 

Las eMpresiones anteriores tienen un signiricado especial en 

economt a. El producto ªn <I - .o-s. representa un vector cuyos 

compon~ntes han sido obtenidos del producto del vector trabajo y 

la correspondiente columna de la matriz de las cantidades fl,s1c:as 

de las mercancias Que han sido necesarias d1 rectamente e 

indirectamente en el proceso económ1co para producir una unidao de 

cada mercancla. Lo que representa la cantidad de trabaJO 

necesario para producir unidad de cada mercancla durante el 

periodo. Por 10 aue oodemos conclu1r oue vector v. est.i\ de-f1n1do: 

2.2.b 

representa lo que poClemos llamar coef 1.c 1.enr.es de traba.Jo 

verttc~lm.ento tnteerados. 

La ecuación :2. 2. 4 nos sef'iaia oue cuando rt = u los precios son 

propo1·c1onales a la cantidac de tra.baJo. En el caso par't.1cular de 

1.t.• = l. ios precios son iguales las cantidades ~ls1cas e1e 



trabaJo. Siendo los beneTtcios nulos y por lo tanto. tono eJ 

producto neto oestinado salar·1os. Los orecios resLtl'tan 

proporcionales a las cantidades de ~rabaJo. 

Pasemos ahora a analizar el segundo caso: aoueJ en el oue 

tipo de beneTic10 alc'"'nza un nivel tan alto QUP. se anula en 

salario unJtario ae Forma que toco el producto n"c1onal ne'to Ya a 

parar a los beneTic1os. De tal manera que quedara: 

n = n 
(W =o)' 

2.2.7 

es decir, el tipo de beneficio que correponde al caso del salario 

unitario igual a cero. Del sistema 2.2.2 con w = O obtenarP.mos: 

PA <1 + OJ = P, 

por lo que: 

PCI -(1 + nJAJ 1:: ú, 

si hacemos h = 1!0 obtenemos1 

PC'A.l - H> = O. 

2.2.s 

2.2.9 

2.2.10 

Este es un sistema de ecuaciones lineales homogéneo. como 

ya sabemos la cond1c10n necesaria para que las soluciones sean 

d1Terentes de cero, es que el determinante de la matriz de Jos 

coeT1c1entes <h! - A> sea nuJc. El conjunto de ratees oel sistema 

serAn los valores propios de la matriz t>..! - Al v particular 

utilizaremos el valor propio max1mo para·· asegurarnos oue el vector 

soluc16n sea no-negativo. Otra cond1ci6n que nos aseoura aue JO~ 

precios se~n no negativos es que la e~pres16n 

n=t;-1 ..!.2.11 

debe ser no neoat tvd. por lo tanto 

61 la cond1c16n an'C.er1or no se satis~ace nns encantrar!amos 

con un sistema cconom1co inoperan't.e 't.ér::nicament~. CU"=' no oueoe 



\ 
generar bene-F1c1os a pe~a:-: q~e t:l_. sa!_ar10 un1tar1.,es cero. 

Ahora correspo~d.~ anill izar:· _.É!l punto medio del '·bene-F1cio. es 
~"-'· _,_. · .. - :', X.' 

decir, cuando (J S --;;- .:$ n~ · cons1deranao esto podemos reescr1b1r 

nuestro sistema co~o ~lQ~e: _ 

p = /+ ii ª" ('1¡+•ii 1 - Ar'w, 2.2.13 

o bien 

2.2.14 

AQu1 también se puede ut1l1zar un precio numerario y as1 

determinar el sistema o hacerSe el salario unitario como numerario 

haciendo 4• = 1 y dando como reSultado los siguientes sistemas: 

y 

p Q 
1 ---an 

1 + ñ ( 
_1 - I - A]º', 

1 + " 

P = an [/ - (l + ñ>AJ- 1 , 

2.2.15 

2.2.16 

Dado que n > (•, an 2: o, y - 1--_ ) Xm, se desprende que todos 

1 +" 
los precios son no-·neqat1vos. 

Por lo anterior, la estructura de precios, depenae tanto de 

los coe~1cientes técnicos de las cantidades de trabaJo incorporado 

como del tipo de beneficio. Dada la técnica del sistema. existe 

una estruc~ura de precios para cada tipo de bene~1cio. Es 

importante observar que el tipo de benef1c io se f-1.>a exogenamenl:e 

y el numerario del s1sl:ema oe precios est:a i-1 ;aoo arb1 trariamente. 

Podemos ahora preguntarnos cómo var-lan los precios cuando cambia 

el tipo de beneF1c10. Se entiende del sistema 2.2.16, conde w = 

(salar10 un1tar10> que s1 ; crece los orec1os aumentan por lo 

menos permanecen constant~~. 51 oermanecen constantes s1qn1•1ca 

QLtO sólo necesitan trabaJo d1rP.ct:c sin ayuaa de n1nouna mercancJ a 

tntet·med1a. Ano'·"' es 1oq1co que si ~ crece. al.Junos 

13: 



crecerAn en mayor medida que los otros. Votv1endo aJ sis~emn 

2.2.1, despues de hacer = 1, se obtiene la s1gu1ente relación: 

n-1 

ªnJ + (1 + n) l~tai.jp" 

n-1 
j = 2. 3 ••••• n-1 

+ ( l + rt J I: ª· p 
l=it \.r L 

lo que es equivalente a cambiar el numerar10. y m.As euactamente 

expresar la mercancia j en tórm1nos de la mercancla r. S1 

der1vamos la expresión anterior- con respecto a n. es decir. 

obtenemos la expresion: 

con j = 2. 3 •••• , n-1. 

En otras palabr-as, los precios de la mercancla J aumentaran o 

dism1nuir.\n segün la e>:cr-es16n 2.2.17 sea positiva o neqat1va. AJ 

efecto resultante de la pr-imera parte de la expresión 2.2.17 lo 

llamaremos efecto de intensidad de capitat. 2
P Este eFecto ser~ 

pos1t1vo. cuando en e! proceso de producción de una mercanc1a hava 

sido necesaria la ayuca de procesos t~cn1cos con mayor 1ntens1d~d 

de trabaJo que el de la mercanc1a riúmerar10. 'Y neqat1vo en e! caso 

contrario. La segunda parte de la expresión 2.2.J? se puece 

relacionar con n1ngun Fenómeno de.f1n1ble ae Forma simple. por que 

en realidad depende del cambia de todas los precios del sistema • 

. ,, 
PCl•~n•llL L., :1.1>7:1:110 



Por ello la de-fi ni remos como efecto prec Lo. 
3 Este e-fecto sera 

negativo o positiva en relación a una serie compleja de relaciones 

entre los sectores industriales. Una relación importante entre el 

salario unitario y el tipo de bene-ficio sobre el sistema de 

precios es cuando la estructura de precios varia a1 cambiar el 

tipo de bene-ficio, la relación entre el salario unitario y el tipo 

de bene-ficio se inFluida por dos .fenómenos distintos: La 

variación de la distribución de la renta entre salario Y 

bene.ficios y la variación de 1a estructura de precios al variar 

esta distribución. 

El fenómeno de la d1stt·1buc16n de la renta aparece claramente 

si partimos de un determinado producto neto en términos -flsicos 

<I - A>Q y procedemos a la asignación de cuotas del mismo los 

salarios y los bene-f1cios. Sea w la proporción o cuota del sistema 

(! - A)Q que corresponde a los salarios y (1 - ~) la que 

corresponde a los bene~1cios; de acuerdo con ello, todas las 

posibilidades de la distribución de la renta pueden representarse 

en la recta u = 1--x. Ahora para considerar las cuotas en términos 

del salario unitario y el tipo de beneF1cio, es necesario tomar en 

cuenta el vector precios. 

D!STRIBUCION DE LA RENTA POR CUOTAS ENTRE 
SALARIOS V BENEFICIOS 

1-w 
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En este último caso. también -f.acil mantener la 

coincidencia entre el salario unitario Y la cuota de oroducto neto 

que va hacia los salarios< w y w>. Por el lado del tipo de 

bene~icio y no de la cuota. es necesario observar el valor total 

del capital (PA.Ol. Ya que el tipo de bene.f1c10 es la relac10n de 

la parte del producto neto que es destinado Oene~tClOS V el 

valor del capital total. Representado a continuac10n: 

n = <1 - c.>) 
P<I - A)Q 

PAQ 2.2.10 

Si consideramos ahora que w puede ser cero entonces se 

reduce a: 

P'<I - A>Q 
n = P'Aa 2.2.19 

y cuando w >O entonces P ~ p•. Dado que la compos1c16n AQ 

sea distinta de <J - A>a, la relac10n P<I - A>Q 
PAQ 

variarA 

continuamente mientras c•mbie la distribución de la renta. El 

significado de esta afirmación es que n esta en función de w y de 

P. 

Un caso particular que debemos senalar es en el que 

de5aparecen las complicac1ones anteriores. Se trata del ~upuesto 

en el el vector precios permanece co'nstante cuarydo cambia la 

distribución de la renta. En este supuesto llamaremos a P = p, v 

se obtendra 

p(l - A>Q --p;;ra- = n 2.2.20 

para OS w S l. por lo que si sustituimos en 2.2.18 se reduce a la 

expresión lineal s1guiente: 

n = n < l - w) 2.:.::.21 

Si adem.tls seguimos haciendo numer-ar"io el producto net:.o por 

trabaJador. entonces w viene a co1nc1oir- con ...... v la 1·elac16n 

l4V 



convierte en: 

Oll - w> 
. '. ··. ___ ,_ 

esta expresión, es una relación lini!al-~e.ii_tie ·eí-··_ttpo de '·beneficio 

"' 1 t::S. oh n 

En el caso general. la relación anterior es rMs compl icaoa, 

para abordar su estudio expresaremos los precios en términos de 

una de las mercanc:l as tomada como numerario. lomemos· la mercancl a 

t. Tomando en cuenta la expres10n 2.2.14 obtenemos. 

1.,. ª" [J - '1 + ñ>AJ-
1e"w'"'. 

dende " es el L-és1mo vector 
' 

columna un1tar10 y "' 
(l.) 

salario 

unitario expresado en términos de la mercancia <. La expres16n 

antet· 1or una f.unc:16n inplicita entre y "' 
(\,) 

de tlPO 

polinomial. Más en general ser:S. un polinomio de grado n - 1 en n. 

El comportamiento grAfico de esta relac16n sera una curva y no una 

simple recta. Desgraciadamente. sobre la ~orma de la curva se 

puede decir muy poco. corta el eJe de las abscisas en el punto n. 

Es una curva ::lecr-eciente. en el primer cuadrante. Cruza el eJe de 

la ordenadas en el punto w'" 1
• Podemos concluir que en un sistema 

ecor-Pm1co en el que cada 1ndustr1a pt·aduce una sola mercanc1a. el 

salario L1nitar10 e·:presado en términos de una de cualquiera ae las 

mer-cancias es siempre una "rt1nc1.!'n monótona cecreciente del tioo ce 

benet-1c10. 

l•l 



A pesar de lo que an't.es se dlJo y que parace no f-ac111tar e1 

hecho de presentar los prec1os en términos cantidades de 

trabajo. la expres16n 2. 2.16 nos habre nuevamente. la posib111 cae 

de la cuestión relativa a las cant1daoes de trabaJo 1ncorporaoo. 

La matriz CI - <1 + ñ>Al- 1 puede expresarse en serie de 

potenc1as de A, con la cond1c16n de que <1 +n> "- ~m· donde .l...rn es 

el valor propio de módulo m.l.xtmo de A. En nuestra expos1c16n ei 

valor propio de m6culo mA>:tmo coincide con el valor orop10 m:t.x1mo. 

y por lo tanto se satisTace la s1quiente cond1c10n 

n ( n 5 ~rn - t. 

De donde la expresión 2.2.lb se pueoe expr~sar ce 1a 

s1gu1ente forma: 

- -zz -·· P = an [! + (1 + n>A + (1 + n) A + (1 + nJ A + ••• l. 2.2 .. 24 

oe otra -forma: 

- -z z -· • P = an + (1 + nlanA + (1 + n) anA + (1 + n) anA + ••• , 2.2.25 

Si cons1deramos que n =o. Al ser w = 1. p G u la expresión 

anterior se reduce a 

P = v = an + anA + anA2 + anA• + ••• , :!.2.2b 

La interoretac16n ecoOOm1ca de la serie de la mat.r12 ."1. es 

que. dado que cada matriz representa las necesidades de mercancias 

en cada etapa del periodo productivo para obtener" una un1dad oe la 

correspondiente mercanc1a ;;1nal. La pramu1t.1ot1cac1cn c1P. esas 

matr"1ces por el vector de trabajo d1recto, nos oa serie de? 

vectores Que representan les sucesivas necesidades de trabajo en 

las fases del proceso pt·oduct1vo. fa qLt~ los element.o~ de la 

matr1: A• !;'E? hc:\C'.?n mas pequef'io'!. c1..1anoo :::r·ecc s. 1 «lS necl.?sl oades ese 

trabajo se hacen menores m1entr·as ret.rocedemos el proceso 

product!vo. Es oecu·. el p1·1mer- sumant1o es la cantio~n oe "traoc.'Jc.i 

14.:.: 



directo, y la suma de los demas términos es la cantidad de tracajo 

indirecto. Por lo que la suma total representa, las neces1oade'5< 

totales cie trabaJO du·ecto e indirecto: ·es decir, el vector de 

coef1c1entes de trabaJo verticalmente integrados. Pero todas estas 

canti·dades aparecen también en 2.2.25. Esta presenta, sin duda las 

mismas cantidades de trabaJo Que en 2.2.26 pero multiplicadas por 

( 1 + n > ª, donde s es la etapa de produce ion en la que el trabaJo 

es empleado. Por lo tanto. las mismas cantidades de trabaJo se 

suman sin importar cuando han Sido utilizadas, mientras que en la 

2 • .:!.25 aparecen fechadas: a cada una de eJ las se le da paso 

especifico. seqún la TecnA en que ~ueron ut1l~zadas. Es 

conveniente observar que caoa sumando crece y, por lo tant:.o. la 

suma total es una Tunc1on creciente de n. ~n el limite oeJa cie ser 

convergente y los precios, términos de sa1ario t:.iencen a 

infinito. Esto es cierto en caso extrerno de rr = n. Para todos los 

dem.\s tipo~ de beneficio, la serie es convergente V nos 

proporciona la reducciOn de todos los precios a cantidades tr.abaJo 

fechadas mediante el factor (1 + n>• de capitalización compuesta. 

Ahora estudiaremos el sistema de ecuaciones correpondi.ente 

las cantídades -fl si.cas de las mercanclas producir. 

planteandolc de la misma ~orma que el sistema de precios. 

Eliminando el Ultimo renQtOn ae la tabla ae transacciones poaemos 

escribirlo: 

a a u. 
a Q ... 

+ a Q .. z 

+a O zz • 

+a a 
1.n-1 n-1 

+a a 
• z.n-1 n- 1 

+y cr a . . 
+ )' =o . . 

::.2.27 

ªn-1.1°1 + ª.,.,-1,2°2 + ••• + ªn-1,n-.1Qn-1 + yn-.1= Q 

Si -formular~mos expl1c1t:.amente la hipOt:esis ce rencamientos 



constantes .. este §lstema se aJusta a1 sistema ae '-eont1et= ao1Ew't.o. 

con 1a d1-ferenc1a de que t..eontte.f nO escrioe li'S Y'o;. oel tacso 

i:-qu1erdo de la igualdad y por lo cual no se nace evldente QUP 

constituyen un ex~edente respecto a las eantioades d~ dtr.nas 

murcanc1as que deben re1n~roauc1rse en el proceso oroduct1vo. 

Denotaremos en términos relativos R~ las cantidades anteriores y 

dc>nde R.., = a:~y..,• para i: .= 1., ••• ., n - 1. 

Podemos reescr1b1r el sistema 2.2.21 como sigue: 

<a u 
Q .. ªuªz. + +a Q . + y ) 11 + R l = CJ 
' s.,n .. l n ... , . • • 

<a Q .. " Q + +a CJ + Y
2

l <I + R' = CJ 
2l • .. z 2.n-~ n-1 • • 

2.2.2 .. 

(0: Q + a a + • • • + a o + )" J<l +P. Je O 
n-i.t 1 n-t.z z n-i.n-l ri ... l n-1 

Ut1l12ar el término (1 + P.\J es claro va Que sfót ,..eQU1ore eoi 

crec1m1ento relativo y Que ademas sea sumado al valor in1c1a1 de 

las cantidades de mercanctas. Y asi como en el sistema 2~2.26 se 

dat:>an por dadas J. a$ cant 1 oades )' l en este se dan por cadas l ~s 

cantidades relativas R\ para en los dos casos encootr-11r lñs O\. 

na~uralmen't.e los tipos de exedente~ Fis1cos R~ s~ran d1st1n~o~ 

p~ra cada mercancla y no deberan ser neqativos. ~ara ver las 

consecuencias de le> anter·1or pasemos a observar la solucJón: 

1 

[

o.u - ~ a.u 
1 

at3 

a2s azz -T+P..z a2s 

Or•~ ~.J. cz..., .. , ,:t C!'\t,3 

<11. n- l 

1 [ J_J ['.] 
• a:ri ~' • ,.,_' 

vemos ctue es~e s1st:.ema ya es un s1stem.~ 11neaJ nomoqén10>o. oor 

lo que para qt.1e e:nstan -..01uc1ones 01rer1:?ntes de c~ro 0.1 

det:~rm1nant:e ae la matt•i:: A oeoe ser cero. 



Para que este sistema sea determinado necesitamos QUe uno de 

los tipos de excedente T1s1co no sea daoo, lo cual nos dará 

soluciones para las cantidades fls1cas O", en función de una 

constante que las multiolica. por lo que la escala de producción 

queda indeterminada. 

Ocup&monos ahora del problema de considerar dadas todas 14s 

R" excepto una, establezcamos la hip6tesis de que todas sean 

iguales entre si, a este sistema le llamareinOS sistema ttpo y 

sucede por lo tanto que: 

R. = R. = R 
' J 

para t.j.,, 1, 2, n-1, 

donde R es el tipo de e>:cedente uniTorme en el sistema. Si 

sustituimos R por las diferentes R\ se podria escribir: 

l 
l') .. 1--+R • 

y ademas 

AQ • l')Q, 2.2.30 

por lo tanto 

(TJJ - AIQ D o. 2.2.31 

La condicion necesaria en s1stoma para obtener soluciones 

ditintas de cero es que el determinante de <ni - AJ sea diferente 

de cero. Y las soluciones serán los valores propios de la matriz 

A, pero como lo dijimos anteriormente no todos tiene sentido 

matem.\tico y por lo que debemos tomar el valor propio rn.1x1ma y su 

vector asociado ser~ la solución del sistema. AdemAs resulta Que 

nm = Xm. A este valor propio la corresponde la Onica R que ~iene 

signi-F1cado ec:onom1co, es decir, la R que sustituida en el sistema 

de soluciones no-negativas. Ademas. daáo que nm ~ Xm se desprende 

que 

1 
T)m 

- 1 .~m - l n 2.2.32 
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lo que quiere decir, que el tipo de excedente uni~orme oei sistema 

es idénticamente igual a la tasa de beneficio má>cimo. ütra 

condición que debe cumpl1rse es R ~ O, lo que impl1ca que nm S 1. 

Al encontrar el excedente uni'forme R. su 1ntroducc16n a1 

sistema 2.2.30 permite obtener las soluciones de cada QL y a.eternas 

sabemos que cada una de ellas oepende de una constante por ser un 

sistema lineal homoqéneo y con determinante iquaJ a cero. éstas 

soluciones determinan la estructura de la producc1on. pero no 1a 

escala que necesita de una relación mi.S. Supongamos que esta 

relación es la cant1daa de trabaJo existente Un Que aparece como 

un dato. Por lo que obtenemos 

C 1 + R>AQ .. Q 2.2.33 

2.2.34 

Ahora sabemos que si la matriz es irreducible tenemos 

exaCtamente n - 1 soluciones positrivas del sistema, y si Ja 

m~triz es reducible tendremos entonce& k solucione• positivas del 

sistema. Supongamos que tenemos k soluciones pos1t1vas del sistema 

(si es irreducible k = n - 1 y en el otro caso k ( n - 1>, por lo 

que las soluciones tienen una propiedad interesante en ralac16n 

sus proporciones. En ef"ecta. SI denotamos y• .. y• 
k 

cantidades de mercancla ~inal correpond1~ntes a la soluc1on 

R 

de donde 

cY;, Ykl~ = R [<Q;- Y;J, •••• colit- Yk'1~ = 

th ca:, ... , ªkl' 2.2 .. 35 

las 

Q' .. 

.Por lo tanto, las cant1aades i=l sicas pos1t1vas 

correspondientes a las soluciones del sistema 2.:.!.3(1 son talP.s 



que su proporción de producción con respecto al consumo es la 

misma y también iguales a las propoc1ones en Que son enviadas al 

sectór Final. Y a este sistema que satis~ace las relaciones de 

pYoporc1onal l dad lo 1 lama Srarra ''Sistema Tipo"31
• El producto neto 

de este sistema tipo lo denomina en el que el nivel de activ1daa 

requiere una cantidad de trabaJo igual la empleada por el 

sistema econom1co ei=ectivo se denomina "producto neto tipo". 92 

Ubservamcs que el vector CYLJ constituye una mercancia compuesta 

particular en la que las demá.S'· entran en una proporción bien 

determinada. A esta mercanc1 a Se le denomina "Hercanc1 a Tioo". 38 

Sea Q' el vector solución de 2.2.33 se obtiene: 

AQ' = 1 !. R Q' 

y en general• 

pero de lo anterior resulta 

Y' = Cl - A>Q' • RAQ~ = 1 ~ R Q• 

y por lo que la 2.2.36 se transrorma en 

y 

Esto signiFica quer también Y' 

matriz A. 

2.2.37 

2.2.39 

un valor propio de la 

Para el calculo del trabaJo acumulado procederemos de igual Forma 

con la serie de la m~tr-1::: A. y tend•-emos: 

Nuestro siguiente proolema e"E calcular Ja cant:1daa de trabaJD 

d1rect:o e 1na1rect:o necesario para la obtenc16n de mercanc!a tipo. 

Par-a resolver esta pr·oblema usaremos la serie de la matr1z .'l. como 

32 
Pc1.1nn•ltL L.• 1Pe4:a20 .. 
P0.8ln•ttl L.• 1004:1.20 .. 
P-:ialnetlL L.• IP04:S.2111 

147 



se hizo anteriormente, de acuerao a esto tenemos: 

vY~ · = a Yp + a AY' + a A2 Y 1 + a A8Y• + 
"' "' "' "' 

donde el primer término del la suma es Ja c~n~1_a~t1 '.de trabajo 

directo y los demAs términos son Ja cantidad de trabaJo indirecto. 

Sutituyendo la 2.2.39 se obtienes 

uY~ = a.,.,Y' [1 + l ! R + <l l + R>z + • •• •.] 

y, por lo tanto 

vY' 
R 

m 2.2 .. 42 

Esta e>:presi6n quiere decir la can°t1daa total de trabaJo 

incorporado en el producto neto tipo, vY•, y es la cant1daa de 

trabajo directo CanY•) por 1 ~ R que expresa la relación existen~e 

entre las cantidades totales del sistema tipo y las· cantidades Que 

constituyen el producto neto tipo. La conclusión P.s que para la 

mercancla tipo, la cantidad de trabaJo directo guarda con respecto 

a 1~ can~idad de trabaJO total incorporado la misma proprcion que 

el producto neto tipo con respecto a las cantidades totales tQ'). 

De/Lnic íón: Las mercanc1as que no contribuyen pn "el tipo 

~ximo de bene'ficio del sistema se denominan no-base. tas 

mercancías que si contribuyen se denominan mercanc1as baso. 

La d1'ferenc!a de las mercanclas base y no-base depende, de 

ciertas caracterlsticas de la matriz de ~oer1c1entes técnicos de 

procducci6n. Se puede a-firmar que s1. la matriz de coe-f1c1entes 

técnicos es 1rrecucible entonces todas las mercnnclas son base. de 

lo centrar io habr-a algunas que son mercanc1 as no-base. 

Una apJ1caci6n del sistema tapo es eJ sistema de orec1ns y la 

dis~r1ouc16n aeJ bene.f1c10. Suponqamos un c1ert:o si~t.ernu económico 

cuyas cant.idades +lsicas y cuvos nrec1os se prese>nt.an como sique: 

AQ + P.AO = Q 

p 
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donde Res una matriz diagonal con R~ en la diagonal principal. 

Las ecuaciones anteriores nos hablan de cantidades relativas y 

precios relativos respectivamente. por lo que nos pl"'esentan un 

pl"'oblema de nol"'malizac16n. En ambos casos hay lugar para incluir 

una ecuac1on mas. En el primer caso anadiremos la ecuación 

2 .. 2.45 

con lo que el traba10 total es igualado con la unidad .. 

Como se hizo anteriormente haremos una mercancia numerario 

haciendo su precio igual a la Unidad. Este sera la mercancla tipo. 

Con mayor e~act1tud elig1reos como numerario la particular 

comb1nac1an de mercanc!as que integran el producto neto tipo. Para 

hacer esta normal i~c.,c1on, pt""1mero se determina el sistema tipo del 

sistema e~ect1vo. con lo que obtenemos: 

CJ - < 1 + R>AJQ' = O 2.2.46 

2.2 .. 47 anO' = 1 

donde el detereminante de (/ 11 R>AJ es cero. Ahol"'a el 

producto neto esta repl"'esentado por Y' = (] - A>O' y el valo1· de 

este término la haremos igual a Ja unidad, es decir. 

Ptl - A)Q' = 1 2.2.48 

La ecuación anterior, es precisamente la ecuación que hacia 

~al ta en 2. 2. 4q y por lo que el s1 stema queda cel"'rado. Ya Que los 

precios y el salat·io queda expresado en 'términos de mercancla 

c::ompuesta que integra el proauc'to net.o tipo. despues 

multiplicamos por el vector columna O' el sistema 

resultat·~: 

PAQ'rr PQ' - PAQ'- anO'w, 

PAO'rr Pll - A>O'- anQ'~•. 

t-'ero P1/ - .-t1Q' = 1 V a:"lo~= 1. cor lo que e1 sistema 



reduce a: 

PAQ~n = 1 - w. 

o bien 

2.2.49 

Due sucede ~on ~a ~~·p're$i6"n ,PAO' R • , Si_· t-om-,imos, .. 1a · ecuac ion 

2.2.46 y la ~ult·:~¡i~.:~~~~·~Pci/-:~l' VSctor P~ nÍ:Js queda-

PAO' R = PO' - PA.Q' , 

PAO'R = P<J' - A>Q'. 

Pero P<l' - A)Q' = 1 por lo que s1st~ma se reduCe a 

n = R<l + w> 2.2.50 

V dado qur R = íl resulta que la relac16n en't.re el salario 

unitario y el tipo de benef1c10 es valida entre con la cond1c16n 

de que el salario unitario venga e>Cpresado en términos de la 

mercanc1a tipo. Podemos tamb1en decir que auñque la relación sea 

la misma en ambos sistemas. las proporciones del sistema tipo nos 

describen la relación en términos f1sicos 10 Que en el sistema 

erect1vo esta expresado en términos de valor. 

la ra:6n por la cual la relación entre n y w sea tan compleJa 

es que no se pueden excluir tocos los precios para de't.erm1n<"rlos 

ya que por lo menos uno de ellos va impl1c1to en como numercu·10. 

La causa es el proceso ce produccion de ·la mercanc1a numerario. 

~as causas son las c:1ist1ntas proporc~ones ce trab~Ja Y meo1os de 

procucc16n en cada estrato de salarios y b~ne1:1c:10 oe !as 

mercam:l as. Ahora las variaciones entre y n son 01~erences 

dependiendo de las var1ac1ones que puede suf-rir· la mercancl,;:1. 

tomada como unidad de medida d0 los salarios. Pero esto ~e 

soluciona con la mer=anc1a tipo. va que es inoependiente ae los 

pr·ec1os o. una mercanc:.. a en cuyo precio los e'5tratos ce Si'1ar10 y 
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bene~1c10 de Torma regu1ar cualQu1er nivel del tipo de 

bene~1c10. segun una serie 9eoméotr1ca que repite hasta in~in1to la 

misma proporc16n entre trabaJO y medios de producc16n. .Podemos 

concluir como Pas1nett1 dice: 

La importancia teórica de esta construcción reside en haber 

demostrado la posibilidad de tratar la distribución ds La renta 

independientemente de Los precios. y ademas haber demostrado que 

tal posibilidad no eStá Li6ada a ta teor!a pura del valor-trabajo. 

Estamos finalmente en disposición de afirmar. de forma ri61-J..rosa. 

que Las deficiencias de La teor!a ctas1ca pura del ualor-traba;o. 

y hasta su completo aban.dono. no merman en absoluto la posibLLidad 

de lleuar a la practica un tratam1ento de La dtstribuctón de la 

renta independientemente da Los precios. 



CAPlTUL.n 3 

ALGUNOS MODELOS ECONOMETRIGUS 



3.1 ¿Que eS un moaelo Econométrico? 

Para un anal1s1s más oe~allado de estos 1nd1ces deseariamos 

trabaJar con las técnicas estad1st1cas que en el capitulo uno de 

la presente tesis se mencionaron y la teoria economlca, por la 

que nas vemos en la necesidad de estudiar La e~onométria. A 

cont1nuaci6n citamos la def1n1c1on de econométria con mayar 

aceptación por los econ6mistas:· 

La Econom.etria 9$ La rama de l.a Econcmia que se ocupa de La 

~stimacLOn práctLca de las relac(ones económicas. EL su/i;c· 

••m.etr1a" si.3ni/ic·a. medlc(ón: y l.o: eco"'\Ométria 

basicamento de m.edLr re!actones economi.ca.s. además utiliza te6ria 

económtca, ~ncorpcrada en un mcd~to hechos. 

.slntettza(::fo$ por la in/orttlJ:l..CLOn rel.e"\.•ante; y teórLa E>S"tadlstica 

re/in.a.da en técnicas econOmtca.s. dandole co~ ello co~tentdc aL 

r02onam.iento económtco. Aunque esta d~flnicl6n e~La apticada al 

pensam.LenLo econ6m.Lco~ tamblén e$ apt (Cable a otras disipL ina.s de 

!u.s c:L~nc~as soctates como: La ps(colodia. hlstorta. socLotcsLa. 34 

Ln l.;. década de los tre1ntas nace l~ econométru1., entonces 

cubr1a tanto el desart""ollo de Ja. ~eor!a pura desde la orespec~1va. 

las 

ecor,,;im1cas~ a esta parre ano1·~ se le consJ cera como economl 4 
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repr-e~ent:ac:y:.~>n .-?e· ~n 

.fertl!>meno real tal como un proceso o sistttma r.eal··~··:e.1',"fé.:.Omr?nc t•s-al 

lJejin.'i.c LÓT\: Un m.odeLo es cualquier 

esta representado por el modele> o ara s>u>.l ~·c-'a··~~~\ll: ·_:~~~r'~:~~~:~,f;_'.J_~-.'~ .. v 

controlar lo, propóSl to!5 correooMdlente~ ci"_l¿;~·,;_t..:~!i·:~6-~~t'~>vo·"'"::::de la 

econom&tr.ia: anAlis1s e~u:.ructut"al. pyedl~fl~~·~"'"::/?~~~-: ~~kl§1~:~~-~ ª" 
polit1ca$, resoect1vamente • .sts. .:":-

DefiniciOn.: La modeL.t:st~ca -El ar1:.e de construir ... ·~.Odelos-: 

es una parte inte1;1ral en la mavorla de '1a c1e~c1as. ;;,~ sean 

r1s1cas o sociales~ dec1ob a que los sistemas baJo cons\derae1on. 

por lo CómUn son enormemente complejos. 36 

DLwante la h1stor1a se a visto la neces1dao de constru1r 

modelos ~ara la comprension de problemas, estos modelos se pued~n 

clasi~1car por su naturaleza, como es la ~igui~nte~ 

i J Veroales-log1cos; 

Es~os moae1os son los más senc1l!Os ae !a c1~~1~scac16n Y son 

aquellos que emplean aniltog1as veroa!es. 1:ale5 comCl la met~ror<". 

el S1m1J; el modelo res1,.ilt-ante a menudo se consioera pat·aoigma. 

l(J Fisu:os; 

tn algunos casos los .fenómenos °"" estuf11ar son reales 

(tangible~>. y puede obt.enerse un modela·· mediante un a Juste de 

escala apropti'do, .. , m.J.ner.;\ de eJemplo. en la cons"tn.u::ci•!'n C"le una 

pueae 

construccJOn de un~ maqt.1eta a a-scala. 

l l t. l Geometr l cos; 

Estos. modelos en pairt1cular ni"ln s100 de rouc:na avuoa en ei 

3'<\..,tr•h'1~tor M., 100P:Zi 

3
"'t:l"lh·•i.•.9uto1" M. , 1.l.'>91.>:zi 



estudio de los i=enomenos económicos. ya que representa 

geométricamente las relaciones que existen entre las variables que 

participan de la problemática en estudio, se· puede observar que 

mientras una variable decrece otra de ellas crece, o permanece 

estable, et.e. 

LV) Algebraico; 

tste modelo es el m.:Ls importante en el estudio de la 

econométria. ya que'~yuoa a representar los ~enomenos por medio de 

sistemas de ecuaciones. Como Jos vistos en capitulo anterior. 

DeflnLciOn: Un modelo econom.etrLco es un t.ipo de modelo 

algebraico, estocAstico (estad! stico>, Representa un sistema 

través de conJUnto de relaciones estocasticas entre las 

variables del sistema. Se pueden consideran dos ti~os de me.delos 

econométricos: los l 1neales y los no-lineales. Esto términos 

fueron tratados en el capitulo uno de esta tesis, por lo que para 

que un modelo sea de una ~arma 

cap1tulo uno. 

otra ·nos remitiremos el 

Do/inLcl6n.: Una ~ar(able end6eena es aquella cuyos valores 

estan determinados de manera s1multanes cor el modelo. 

De/ Lnici6n: Una \.•ariable ex06ena es aquella cuvos valores 

se determinan fuera del mooelo pero cuya inTluenc1a se de~a sentir 

en éi. 
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3.1.1 €Jemplo de mode10 microeconom1co 

Coris1deremos los modelos alget:1ra1co-es't.ae11sc1cas. p.;.ra poaet· 

habiat· de uno de estos hablaremos de un modelo m1c:raeconom1r.:o Ptt.t"rti 

un tnen agrlcola. Este modelo es una genera:J.1z:ac:1ón de la 

determinación del precio en un solo mercado. El modelo consta d~ 

la siguientes ecuac 1 ones: 

q D = ylp + (1 l + 6 + & 
D ;.1.11 

' l 

q 
. 

= y~p + /12r + 6 +" 
. 3.1.12 . 

qº = q 
. :s. t.13 

Donde q0 es la cant1caa demandada de un bien par"t1cular, q 
. es la 

cant1oad o~rec1da. 1 es el inqr~so, r es '" .frect.11?nc1a c:on """ 
llueve, eº os el térml no de oertuYbac ion estoca~t.1ca para •• 
demanda y "' 

. es el térnnno de perturbac 160 estocast1ca para I• 

o-ferta. En todos los modelos e1~1ster. var1a.tJles Que son endOgenas 

Cq", . 
q' p> 

estocAstica 

y ex6genas (]' rl' 

V pay~metros en 

términos ele 

un sistema de ecuatJ.Onf.';'~ 

estructurales. En las de~1n1c1ones anteriores no ~e hace menc16n a 

que las variables exógenas son estad1st1camente 1ndepend1entes de 

los elem~ntos de perturoac16n estocAst1ca del modelo. en tanta Que 

las end6genas no lo son. En general. las variables exógenPs estan 

dadas h1st6r1camente o estAn consideradas por algun me~an1smo 

fuera de-1 modelo. Los términos de pert.uroac16n est.ocAst: 1ca (CD. 

e•>. son variables que se ceben -suma1· siempre 

ecuaciones del modelo d1st1ntas ~e la 1cent1d~n de 

cond1c1ones de equ1l1br10 .. R.ecot·aanao Que ~ooao::; estas ec<.t<"Ctonec.;; 

son de carac:ter estac1st1co es necesario 1m:lu\r un term1nn oe 

aJuste en la Que no se presentan cono1t1onos cre eau11 \br-10 v los 

cuales son presisamente los téorm1nos de P.ertur-bac1on escocasi::.1.ca. 



Los parAmetros expllc1tos ael modelo son tos coeficientes 

constantes Que·mult1plican a las variables del mod~lo. En este 

caso. el mOdelo contiene seis par.:t.'metros exo'11citos : r.t.' ;r2 • oue 

mult1011ciln a p; ~, que multiplica a I: ~z Que mult1pJ1ca a r; y 

6
1

, 6
2

, que estAn en ·este caso multiplicando a 1. El modelo 

también contiene algunos par.\metros impUcitos, es decir, los que 

de~1nen las distribuciones de probabilidad para c
0 

y 

parámetros, expl ic1 tos implicitos son los 

. 
& • Estos 

pará.metros 

estructurales. Las ecuaciones 3.1.11 a 3.1.13 son !as ecuac1ones 

estructut"ales. que es la etapa inicial en la construcc16n de 

modelos. En este caso está primero la aemanda • luego la oferta v 

por uJt1mo una cond1ci6n oe eQu1l1br10. La ecuac16n 3.1.11 

seNala qu~ la demanda es una función lineal del precio. del 

ingreso. v del elemento de perturbación estocástica. r,• ~1 • 6
1 

son los parámetros, donde y
1 

es un elemento negativo y ~. es 

generalmente positivo. El término derecho de la igualdao contiene 

dos variables aleatorias. El término de perturbación estocastica, 

y los precios pes endógena y por· lo tanto esta in+luida por ambos 

términos de perturbación estocast1ca. Además como el lado 

izquierdo, osea Ja demanda es también estocAstica. suponemos Que 

Ja esperanza de los termines de perturbación es cero. es decir. 

l:'Ccº> = O 3.1.14 

y por lo anterior se deduce que Ja cantidad demadada esperada es: 

3.1.15 

La ecuac16n 3.1. 12 nos describe la cantioad oTr-eci na v nos 

sel'iala Que e!; una .función lineal ae los precias. la -Frecuencia con 

que J 1ueve y el térm1 no de pet"tttroac t'.!ln estoc.\st rea. y z. /1
2

• 6
2 

son los para metros donde ,' 
2 

en <;ie:>neral ser.l. post ti va. ('J
2 

puede ser 
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pos1t1va <en caso de seqUial o b1en negativa \en caso -oe 

inundac16n). Dados eseos parametros los niveles P~"\ra r v· el vai.of" 

esperado de ce~o para &
9

• La o-ferta esperada ser1.a: 

~.l. lb 

La ecuación 3.1.13 mues~ra la relac16D de equ1l1br10 y 

establece que la demanda se iguala con la o~erta. Esta ecuación en 

general provoca que podamos el1m1narla del sistema y escrib1r10 de 

la s1gu1ente manera: 

q = r,P + f1,,I + 6., + e
0 

q = Y 
2

P + (1
2
r + 6 

2 
+ eª 

3.1.17 

3..1.18 

de esta Terma el modelo microecon6m1co consta de dos ecuaciones 

estructurales que determinan el valor de dos variables enc::t6qenas 

p, q en términos de dos v_ariables ex6genas r e I. Escribiéndolo 

ahora desde el punto de vista matricial obtenemos: 

(p ql (1 
r, 1 J + l1 

r, lf1• 
1) (1 

º' 
~z] = <eº 
6z 

.,., 3.1. iq 

donoe el vector (p q> es vector de v~riables end-:>qenas. 

mientras que (1 l> es e1 vector de var1aoles exoqenas y el 

&
9

> es el de los coe.fic1entes oe perturnac1on 

estocastica. Las oos maerices son las matrices de coe-fic1en't.es 

estructurales y contienen todos los par~metros de las ecuaciones 

estructurales. Resolv1enao por medio de ecuaciones simult:t.neas 

obtenemo"s: 

p 3.1.lh.1 

q = ~ 1 _ yz(1z r + yz6z - ys.6t. + ;rzcº - y1c 

>'"2 7 1 1'z-Yt.. Yz-ya Yz Yt.. 
3.1. l 11 

Esto se puede escribir en +arme matric1ai como s1que 
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[ ,.,, (la 

] ' ~z'1 Yz-r i 

(p q> = \[ ,. 11 
y1(J2 ' (lz 

rz-r' Yzl'., 
yz fh - . yt{iZ 6• -. 6z 

Yz - ys "• - r, 
3.1.112 

(yzeº - y1e• 

Yzl' 1 

eº+&) 
rz-r' . 

A las ecuaciones 3.1.110 a 3.1.112 se le denCHAina forma 

reducida del sistema. Los coeficientes de Jas ecuaciones de la 

fot"ma reducida s1ntet1zan la 'est.at1ca compara"Civa del modelo. 

Entiéndase por estatca comparativa. la comparac16n de aos valores 

en equ1l1br10 de cada una de las variables endógenas donde el 

~nico cambto ocurre en una variable ex6gena. entonces oe 3.1.112 

tenemos 

3.1.113 

como el denominador es siempre positivo ya que y
2 

> y
1

• por ser 

y
2 

>,O y r, < O, esto sucede ya que y
2 

representa la pendiente de 

la curva de oferta y rl representa la pencuente de la curva de 

demanda. Esto es que en la medida de que (J
1 

sea positivo la deriva 

serA positiva. 

Del mismo modo se obt1nene 

iJq = y2(11 > V 3. 1. 114 iil y.z - yt. 

.!!L. = (lz ' (1 3.1. 115 
i)r Yz - Yt .> 

<Jq = yt/12 > 

" 3.1. l 1ó /ir "z - yt ' 
El sign1t=icaao del signo mayor y menor que en las ecuaciones 

3.1.115 y 3.1.116 s1gn1f=1ca el incremento o d1sm1nuc1on del <factor 

lluvia. 

Es ahora, a::mde la 't.eorla econ6m1ca tel"m1na y la econometr1o? 
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empieza, ya que se han estabJec1co el moaelo y Jos sionos ao 

algunas aerivadas parciales. Lo que s1oue a part:.u· rJe est:e cuni:o. 

es la estimación estad!stica de los valor·es númer1cos. la 

estimación del sistema 3.1.112. La estimación de los coe~1c1entes 

de· la i=orma reducida es el primer p"aso para la est1mactón de l~ 

i=crma estructural. 



EJempJo oe modelo Macroecon:!im1co 

Este modelo lo constde~aremos el seQundo eJemplo ce un modelo 

economéi::.r"1co. Sera la gene~al 1zac:16n del ingreso nac1onal. Este 

modelo al igual que el model.o microeconom1co ilustra la 

9eneral1zac16n de un modelo a1gebrAico-estad1st1co. Aoemas una 

diTerenc1a escenc1al entre el modelo micro y el macro es que el 

primero permanece estático y el segundo es dinAmico con respecto 

al tiempo. 

El modelo macroecon6m1co estará constítu1ao por las siguiente 

ecuacionesr 

e, = y
1

Yt + 1\ +e" s.1.21 
' 

1, ... ~2)"l + /1zYt.-t + f1, + .,• 

' 
3.1.22 

Y, = e 
' 

+ 1, + G 

' 
3.1.23 

conde Y", C", lt representan el ingreso, el consumo Y la inversiOn 

respectivamente en el pet"1ot"dO a.Pío t y adem.1s son las var:ra.bles 

endOgenas del modelo. G" es el gasto del gobierno en el periodo t, 

este elemento se cons1de~a ex6geno. Las Y es el <-• ingreso oel 

per-1odo anterior, y también es una variable ex6gena. Con respecto 

a lds variables &: y e: como en el eJemplo anteri.or cont1nuan 

s 1endo va.r t abJ e de pertt..wbac 16n estoc.1st 1ca del consumo v la 

1n>1ers16n t"espect1vamente .. Los paramet:ros est.r-ucturales ~\ v (l\. 

seran los elementos de est1mac16n. ~a primera ecuac1~n nos 

oescr1be e1 consumo CJAl s1:s.t.e1T1a. la sequnaa ecuac1eon la 1nvers1on 

1:anto del pe.-10CJ0 como id oel anteria.-. el caso especial cuando la 

inversion es autónoma los par.1me'tros y 2 • t1
2

• &': son ioua.1 a cero. 

entonces l = (13 • Otro c~so especial es cuando (?2 == -:-
2

, oonde la 
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inversión sigue el mecanismo del acelerador. Cn es~e caso la 

inversión esta basada en cambios del ingreso nacional,• .,eos dec:u·. 

/t = rz<Yt. - Yt._,> + (1s +e' 
' 

3.1.24 

la ecuac16n an~erior mues~ra la cond1c16n ae eQut 1 ibr10·. donae tii 

1nvers16n es la suma del consumo. la inversión ·,y el- qasto. 

gubernamental. 

De igual Terma que en moae10 m1croecon6m1co. la coa1c10n oe 

equ1l1br10 puede ser empleada para s1mpl1T1c~r nuestro .s1.stema .• 

este caso eliminaremos 1 y obtendremos entonces un sistema de dos 

ecuaciones estructurales, como a continuación: 

Y, = ( -
1
- ) C + ( ~ ) 

1 - y z ' &~ 1 - y z 

+ 1 - r
2 

y 
t-1 

+ ( 1. ~ .., ·] G, + __[!!;_ + 
.. 

2 
1 - r

2 

3.1.25 

lo Bnterior se ver1a en ~orma matricial como a contlnUac16n1 

= ( 

( 

1 ~.] 
y -1 • 

-ce 
\ 

-&' 
l -t.y) 

z 

+ <Y ,_, 

Resolviendo para CCt. Yt.) obtenemos 

[ 

(1 

u ú 

(1 

~ 
J - Yz 

1 

..-=-¡;z 
-1!!_ 
1 - y

2 

3.1.26 

( '"1--'""'~"-:'--~r-2 ) Yt-s + ( '"1---'-r-,---r-2 ) !3t + 
(11 + {13 

l-r,-r
2 

.ec + el 

' ' l-yl-yZ 

e = ( 1 r tf1z ) ( \. y l - y z y l-1 + 

r,c: + Cl~2 >c~ 
•-r,-r2 

3.1.28 

t=:stas f:!Cuac1ones no~ c:1eterm1nc:\n el inarc>so y ei con5:11no 
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corrientes como i=unc1ones del ingreso des-fasado \Yl-.s. > y el gasto 

con·iente del gobierno <Gl>. En general, las ecuaciones de la 

Terma reducida siempre expresan las variables enó6genas como 

.función de las variables endógenas desTasadas, las variables 

ex6genas y los términos de perturbación estocástica. La ecuación 

3.1.27 muestra el e+ecto de un cambio en el gasto público corriente 

sobre el ingreso como 

r. 
3.1.29 

Este i ndicadot· es conocido como mt.tl t lpl. ica.dor de Lmpac to porque 

indica el impacto del ga~to público sobre el ingreso. En ~l 

especial de que la inversión este determinada a priori, decir 

y
2 

=o, el multiplicador es el reciproco de la unidad menos la 

"propensión marginal al consumo", es decir 

~ = __ 1_ = __ 1_ 
<lGl 1 - y

1 
1 - PMC 

La ecuación reducida de Y puede 

siguiente manera: 

donde 

ns. = '12"2 

"• = __ 1 __ 
1-~, -y2 

11a \(11 + (19)rr2 

µt ·= (&~ + c:)n2. 

;s.1.2io 

escrita también de la 

3.1.211 

3.1.:i!12 

51 esta ecuación se resuelve. el resultado, como ecuac1on de la 

forma final, permitirá el calculo de todos los mult1pl1cadores. ce 

largo y de corto plazo para el 1ngreso.Observese que la ecuac1on 

: .• 1.211 implica 
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Sut1tuyendo la ecuación anterior en 3.1.211 ·se obtiene 

y = n 2 Y + n CG + n G > 
L 1L-Z ZL t.L-,l 

Haciendo este proceso iterativo hasta que el' tief!!P~ base sea t = o 

se obtiene 

YL = n~Yo + "z <Gt + "•GL-s + n ~z + .... + n'-•G > 

+ n <1 + n + n 2 + ••• + . . . 1 t-z · 1 a 
nt·s, + 
• 

+ (µt + n1µt.-s + n:µ\.-Z + • • • + 

3.l.215 

Esta ecuación se conoce como la ecuacL6n de la forma /lna. oara el 

ingreso. A partir de esta ecuación podemos calcula~ todos lo~ 

multiplicadores para el ingreso. Hs1 el mu1tipl1caoot· de impacto 

que da el efecto sobre el ingreso corriente obten1do de un cambio 

en el gasto público. es 

~ = n = 
m:;L z l - y 1 - y z 

3.1.216 

considerese ahora el efecto sobre el ingr-eso corriente de un 

cambio en el gasto publico del periodo anterior: 
.,y, 
~º"z"s ·-· 3.1.217 

Sumando las dos ecuaciones anteriores optenemos el e+ecto de un 

cambio en el gasto público acumulado del. periodo corriente como 

del previo. a est.e resultado se le llama m.ulti:plicador acum.utado 

de· dos pertcdcs 

ilY11 
dG AG =AG 

t. l-1 l 

rt < 1 + n 1 = l - rs- rz + {1z 
2 1 < i - r1 - rz 1

2 
"5.1.2H.1 

de esta misma -for-ma , el mult1olicaoor- acumui.aao oe n per1aaos es 

<7Y•¡ -- :c. IT \l bG 6.G = ..... =l:t.G z 
t t.-n-1 . l 

+ IT ~ n + 
1 • 

3.1.21;o 

por lo tan~o. con en el Um1te a 1n..:in1to es serie 

geométrica se reduce a 
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=~= i - n 
1 

.,..--r-,-'-'-r-,---.,,~. ·3.1.220 

Este indicad~r tiene la in~erpretaci6n del cambio en cada uno de 

los periodos previos, alargandose hacia atras. a51 es la respuesta 

de un nuevo nivel sostenido en el gasto del gobierno. Si ~ •• ~z y 

yt. fuesen todos positivos, el multiplicador de impacto (3.1.29) y 

el multiplicador de largo plazo (3.1.220) produc1rA.n 

respectivamente la cuota inferior y la cuota superior para toQos 

los multiplicadores del gasto público; mismo que darlan, al efecto 

de un cambio unitario en el gasto del gobierno sobre el ingreso, 

un valor entre 

y 
i - r t. - r z - /32 

:s. 1.221 

dependiendo oel número de a~os para el que se aplicara-el cam~10. 

Con los paramet~os estimadas del modelo es posible obtener 

valores numer1cos para los diferentes multiplic~dores <parte oel 

an~lis1s estructural>. Con estas est1mac1ones también es posible 

oronost1car. realizar- evaluación de pol 1tlcas y proyec'tar 

pol1tlcas o invers16nes. entre otras.cosas. 
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3.2 Modelos un1cuac1onales. 

El problema de est1mac16n de una sola ecuación consiste en 

determinar estimación de para.metros. O a do el modelo 

econométrico s1quiente 

3.2.1 

donde y es el vector de s variables end6qenas1 x es el vector de ."t 

variables axogenas lno estocAst1co) i n la matriz de k 

coe.f1c1entes. Cada columna de la matr-lZ• n conc.1ene todos los 

parametros que van a ser est1mac:1os en la ecuac16n cort"epond1ente. 

Donde la L-és1ma ec~1ac1cn se puede escribir como: 
k 

l>,,. =,~s.xpJ" +.et 

El problema de estimar los k pará.metros en la ecL1ac10n 

anterior es de la est1mac16n de una sola ecuación y el proolema de 

estimar la .forma reducida es el de estimar todas las ecuaciones de 

esta .forma. St eser 101mos (1 en luoar de n obtenemos: 
k 

11 = E x(J + e 

''"", J 

3.2.3 

Como podemos observar esta es un ecuac16n ce r·egres16n lineal 

simple. y se puece escr1b1r tamo1én como s1oue1 

3.2.4 

como ya vio en ei capitulo primero. 

En el caso mas general de una o más var1ao1es exp1lcitas. 

donde R ~ -· el problema es el de la regresión lineal muit.tple. El 

propos1to ce esta regresión es estomar como cos m.l.S var1.=.01es 

est~n relacionadas. Los coet-1c1ent.es de 

es't.1mados. s l ntet 1 ;:an e:i ~orm"' cuant. 1 t..J.t.1 va loe; e.fec:tos ce un 

camo10 en cua1Quter var1e1ble e::ol1ctt.C\ ~obre p1 valor-
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variable dependiente. En particular, _si /1j es el valor estimado 

del coeficíente de regresión j-és1mo entoncesz 

(1 - dy . , - ax:-' 1, 2, ••• , lt 

es un estimador de la influencia ce ia j-ésima variable sobre ti• 

La soluc1on para este tipo dé.modelos la encontramos en el 

cap! tul o primero, va que se reduce un aJuste por mtnimos 

cuadrado~. ya sea linea J.. cuadrAt ico. loqar·1 tmico. etc. 

EL modelo requ1eré de datos sobre sus variables. Estos catos 

se u~ilizan para estimar los Paramétros del modelo. En el caso Que 

estuoiamo~ se requiere L1na muestra de dat:os en .,:orma oe vector ae 

dimensión n v +:01·man la variable dependient:e y ~ una matriz oe 1\ 

va lores observados. del vec'tor de vat" tables exógenas x, que se 

escriben 

("'•] ["'" "' ..... "'"] X= : : : ; 

x~ x~1 x~2 x~Jc 
3.2.5 

Los elementos de y son los números lo\.' donde JJ.. es el valor 

de la variable v en la observación i, siendo un Indice de 

observaciones. 
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3.3 Modelos en sistemas en ecuaciones simultaneas 

Cuando se hace necesario un modelo en ecuaciones simultanea~ 

es por que al evaluar una sola ecuaciones no estamos considerando 

muchas va.-.iables endOgenas que nos pueden dar una decripcion m.As 

exacta de nuest.-.a economia. Un modelo en ecuaciones simuJ.táneas 

dete.-.mina los valores de un conJunto de variables. las variables 

end6genas en términos de otro conjunto de variables, las e):Oqenas. 

El modelo de ecuaciones simultáneas lineal puede ser escr1to en Ja 

-form.J estruct:uraJ como las 8 ecuar.:1ones sirnultánee1s 

l = 1 ••••• r\ 3. ~-. ¡ 

donce lJ\ es el vnctor de er variables endoQenas en la t-éstma 

observación, x\ es un vector de >t variables exógenas v e 
' 

es un 

vector de d términos de perturbac16n estoc~st1ca en Ja observ~cion 

i-ésima. l racorre todo el conJunto de observaciones. Las matrices 

de coet=1cientes para ser estimadas son r y B que representan, 

respectrivamente, coe~icientes de las variables en~genas v 

exogenas. La matri= r es un matriz cuadrada de 8 x 8 y Ja matriz B 

es un matriz rectangular de~ x EY· La -forma estructural contiene 

las d ecuac1ones que determinan, para cada observacion. Jo~ 

valores de las e variables end'!>genas. dadas las 8 variables. 

e':6genas. los 8 te,·minos de perturbac10n estoc:.ist:ica y los !f 

coe~icientes ael sistema. 

Se puede observar que existe una indet.erminacil!on tr1v1a.t ce 

cada una de Jas ecuaciones est:ructurales oue canc;ist:e eri oue al 

mult1pJ1car t.odos los términos, por una constL'lnt:e d1c;t1nta oe 

cero, no se alt.era el significado oe la ecuac 1ór.. t.sta 

indeter·m1nac1on se nuJ1f-1ca por mecuo ae la nor·mai1::<3=ión • misma 



que por J.o común imol1ca la elección de Lln valor especl.f1co 

d1st1nto de cero para cualquiera de los · parametros d1st1ntos de 

cero en cada ecuación. ~a norma11:ac16n mas u~1l1zada estaolece 

que los ele~en~cs de ta a1agonal de r sean iguales a -1. es decir. 

r hh = -1 h = 1. 3.3.2 

Por lo tanto, suponiendo que yh~ ~ O, tenemos que la constante a 

multtpl1car es -1/yhh • As! la normal1zaci6n de la ecuación h se 

escribira como 
g 

11"h = h ~" ~i.h·r h·h + j ~, x .. j~Jh - ei.h 

h•;io!h 

3.3.3 

De esta Terma las y"h Juega un papel comparable con el de la 

variable dependiente de la est1maci6n del caso unícuac1onal; 

mientras las yh·h con h 1 ~ h, donde &h·h 1JI. O y las xi.j donde (Jjh'6(J 

Juegan un papel de variables 1ndepend1entes de la estimación 

un1cuac1onal. La distinción entre la estimación de ecuaciones 

simultaneas y esti~ac16n un1cuac1onal es precisamente el carácter 

de las y"h· \Variables endógenas expl icat1vas1. 

Los términos de perturoac16n estocástica cumplen con algunas 

propiedades como, primero 

i = 1, .... , n 3.3.4 

segundo. la matriz de covar1an:a de los &" se supone igual en cada 

observación, es decir, 

-- (:!:' Cov(c") = ECc~cl> ... 

gl 

a 
IZ 

" gZ 

para toda L 3.3.5 

donde E sera la matr1 z de varianzas v covar1anzas s1rnétr1ca v 

pas1t1va-ae~1n1aa. ~s~e supuesto es Qeneral1zac16n vectorial 

oel s1s-cema un1cuac1onal Que se dei'=1ne como homosceoasticidad 

donde tJ = l. Tercero. los el se SL~ponen no c:orrelanc1onados en la 



muestra, es decir 

E:cc~c.> = 0 37 

'J 
para toda L ~ J 3.S.b 

Estos supuestos se satis<facen s1 los términos de pert1.iroac lón 

estocá.stica está.o 1noepend1ente e ioént1camente d1str1bu1dos sobt"e 

la muestra, con vector oe medias cero y matriz de 

covarianzas E constante. BaJo estos supuestas. en tanto Jos 

térnti nos de perturbac 16n estocá.st tea no astan cor reJ ac ionaoos 

sobre la muestra, pueden estar cor-relacionaaos por ecuaciones. Por· 

este último <fenómeno de correlación entre términos de perturbación 

estocAstica es necesaria la utiJizaci6n de sistemas de ecuaciones 

simultaneas y no es valido el tratamiento de ecuaciones aisladas. 

En el caso uniecuac1onal a veces se hacen supuestos de Ja 

distribución de los términos. AquJ. en el caso mult1ecuac1onal 

también, generalmente se asume que estan independiente, Idéntica v 

normalmente distribuidos. es aecir, 

S.3. 7 

Como r es una matriz no singular. esw pos1bJe rP.soJve1· pa1·a 

t.\. mult1p!1cando por la derecha ~ . .3. ! por dP. Jo aue se 

obtiene la siguiente igualdad 

3.3.ll 

o bien 

donde 

n = -sr-' 3.~.JO 

3.3. 11 

La ecuac1~n 3.3.~ es la forma reducida. que expresa caca una de 

•~ •e •l voclor Lronco¡.•Ynt::'.o. 



las variabtes endógenas y\ como una Tuncion lineal de todas las 

variables predeter"minadas x\ y de los términos de per"turbac10n 

estccastica µ\. La matr"iz n de-finida en la ecuación 3.3.9 

conoce como la matriz de coe~icientes de la Terma reducida. y µi 

es conoc1do como el vector de términos de perturoac16n estocAstica 

de la -Forma r"educ1da. Daao que los términos de perturbac1on 

estoc~stica de la ~arma reducida son una relac16n l1neal de los 

términos de perturbac16n estoc~stica con la forma de la ecuac16n 

estr"uctural, todos les supuestos estoc.\st1cos 

het"edan J.os µ\. Por lo tanto se deduce Que 

E<µ\) = '-' 3.3.12 

da los les 

de donde podemos ver" que el promedio o valor esperado de las 

vat· 1ables endógenas se reducen a 

3.3.13 

La relación que existe entre la matriz de covarianzas ~e la 

-forma reducida y la forma estructural, esto es 

CovC¡.¡\) = C<µ:µ\> = r-11 E<c':c\>r-1 = r-t'l: l"'-1 =a. para toda l 

esto es que la matriz 1'. tiene una relación directa con la matr1z 

n, podemos oespegar de la igualdad anter1or y QDtenemos 

1'. = r' o r S.3.14 

Ott·a proptedad aue se nereda cor 3.3.o y 3.3.11 

3.3.15 

As! como los e\ estan no correlacionados sobre la muestra los 

µ\ tamtnén. Se supone. además, r.:iue Los 1:érminos ae perturoac16n 

estocast1c:a la -forma 

normalmente. de donde se sigue. 

µ\ .,. N<O,OJ 

io cual es eQu1valente a 

estructural estan distr1buie1os 

3.3.16 

3.3.17 

171..1 



Las observaciones ,· ... en endógenas V 

predeterminadas, t-ant'C? - p~ra ,:o:.~ laS· · ·ecuaciones de la -.:orma 

estructural• como par_a.::,~ª-~f~e ;¡Í~~: :#·~·.~·~~·.;·.~e·dl.;'_~-1 da pÜeden ª':presar se 

y= GJ 3.3.18 

donde cada uno de las variaules VL v xL son vectores ~e tJ 

coordenadas. Cada una de las ecuaciones de la ~orma reducida 

puede ser estimada como una sola ecuación. Los coe-F1c1entes oe la 

ecuac16n h. s1ntet1zados por la columna h-éstma oe la matriz O 

con h = 1, ••• , tl 3.3.19 

puden estímat·se ut1 lizando ~l estimador de m1n1mos cuadrados y los 

datos de 3.3.18 como sigue 

Oh = <X'Xl-1X' [~•hJ 
11nh 

3.3.20 

donde se supone que PtX> = k.. de modo que X'X es no s1nqular. 

Aumentado estas columnas se obtiene la matriz completa de 

coe~1cx1en~es de la forma reducida 

:S.S.2J 

As~. el conJunto de tocos los estimadores m.!nimo cuarAttcos del 

sistema completo ae la t=-orma reouc10<" puedi?n e~oresarse como 

~ngue: 

n = <X'X>-j,x~y 3.3.22 

Los estimadores en la ecuaC16-n-3.S-;~2·-·sori-1os cintcos---meJores _ 



estimadores l n1c1 a les i nsesQados v consistentes deo la -forma 

redL•c ida. puesto que representan est 1madores mi nimo cuadrA't icos de 

Ja ecuación de la +:orma reaucida. La matriz de covarian:zas de los 

términos de per"turbacion estocastica para las ecuaciones de Ja 

forma reducida O, puede ser estimada utilizando la generalización 

matricial del estimador de una sola ecuac16n, como 

donde ;.µ 

O= Aµ~;;= n: k <Y - xfi>' <Y - xn> 

= n: ,._Y C/ - X<X'X>-
1
X'JY. 

es matriz de residuos de m1 n1mos 

3.3.23 

cuaarados e 

1 - >?cx~x>-:1X, es la matri: ae m1nimos cuadrados. Este estimador 

es un estimador de O tnsesgado y consistente. 

BaJO e iertas. condic tones. 1os est 1maoores m.1 n tmo cuadt·a.t icos 

de los para.metros de la -forma reducida. n. n, dados por 3.3.22 V 

3.::· .• 23. y que s1ntet1zan toda la 1n.r:ormac1on relevante que ouede 

obtenerse a partir do la muestra, pueden ser util1zaaos para 

estimar los oar.\.metros de Ja t'.orma estructural r·. B. l:. Las 

estimaciones no se rqñlizan directamente oe la ~arma estruct;Ura1. 

ya Que tales est1mac1ones directas no Sólo estan sesgadas sino Que 

también son inconsistentes debido a que es común que las 

ecuaciones de la ~orma estructural incluyan variables endógenas 

e::pllcitas. y por el contrar·io Jos estimadores de los parAmetros 

de la t=orma estructural, que se ob"t1enen a pat·t1r de los de .la 

+ot·ma reducida, comunmente son est i mi' dores cons1 stentes. 



3.4 Obtenc16n y mane10 de los catos estd1st1cos. 

Como se ha observado en los c:api tu los ~n1:er1ores. una parte 

rundamental de los trabBJOS teo,..-!a 

estad1s~1cos. Los datos estadlst1cos ~elevantes para un estudio 

pa~t1cular sintetizan !os nachos concet•n1entes at +enómeno objetn 

de investigación. Es~os datos pueden ser de dl+Prentes tipos v 

originarse de d1st1ntas ~uentes. La teor1a suayacente al ~en6menn 

es usada para determinar la eiecc1on entre vat":sables altet·nat1vas. 

Estas son ~undamentalmente cuant1~at1vas, cual1t~t1vas o una 

comb1nac1on de ambas. Cualquuwa Que sett el tipo. fuente o 

naturale~a de los datos, estos se expresan de ~o,..-ma cuant1tat1va 

para poder asl llevar a cabo el estudio econométr1co. 

Para estimar los parámetros de un modelo econométr1co. e? 

cond1c:íón lndt$J:llens~"\Dle conbtar con datos .::tCP.t'C.i\ dr. las vñrlafl!e•:. 

incJ.u1das en él. Son nec:e$ar1os los valores adoptados par J.i's 

variables end!>genast ex6gena$ y cudndo el modelo es din~~1co las 

variables endógenas o exógenas des~asadas~ par~ ~~tlm~r 

parámetros. En real1aad el problema mas qrave en eL estudio d~ un 

modelo econorMtr1co es la +alta oe tntot"mar.16n. va oue t•esuitci 

relat1v.·mente senc-111.a la constt·ucc16n de mooelos pero .enc:ontr-a,.. 

los elatos "apropiados" para un modelo part1c:uJ.ar no es tan 

senc:1llo y su d1~pon1b1l1dad determina, un Ultsm"' lnst-"'nc1a. lri. 

incluc16n o la e>:c:1'..1c:16n de c:aCJa var!aole pmrt1cuJ~"l.r. Ei;;to nos 

lleva a la neces1dao de uttl1~ar los oatc~ meJor~s v m,;11n1pular1os 

de 't.nt forma oue nos pueoan svr· mas o.JtJ ies. Otro Pr"'Ob1em.;i de Jet!:.= 

c:an't.1 ncioes 



nominales o reales. en cantidades totales o per cap1~a, pues los 

resultados econométricos también dependen de la ~orma que se 

encuentren los datos. 

A pesilr que en algunas situaciones se reunen datos 

experimentales, la mayoria de los estudios econométricos deben 

basarse en datos no experimentales. Los problemas que presentan 

este tipo de datos pueden ser denominados bajo el término de ··mala 

interpretac16n''• El pr1mero de los problemas es el de los grados 

de libertad; esto es, que los datos disponibles simplemente no 

incluyen s~.ficiente número de observaciones como para perm1tJ.r una 

est1macion adecuada del modelo. BaJo el empleo de datos no 

experimentales es 1mpos1ble repetir las condiciones que dieron 

lugar a esos datos de modo que también es imposible generar puntos 

de datos adicionales. En' algunos casos, los datos disponibles 

pueden ser inadecuados para estimar incluso un modelo simple. 

Un segundo problema el de muLiicolineaLidad, que es la 

tendencia de los datos a agruparse o a moverse Juntos en vez de 

estar esparcidos. Por ejemplo, en los datos en series de tiempo. 

las variables estan propensas a ewnibir las mismas tendencias, ya 

sean éstas c1cl1cas o seculares., a través del tiempo. Con datos 

experimentales podr1 a 

experimento y obtener 

posible alterar las condic1ones del 

d1spers16n adecuada. Con oatos 

no-experimentales estos .forma ae contt"ol no existen v el sistema 

del .fenómeno puede albergar variacJ.onesa independientes muy 

ligeras en los datos y en parti~ular, un gra~o muy ·al't.D de 

interdependencia en algunas variables. 

Un tercer problema importante de considerar es el problema de 

corretoc:L6:-. serLal. esto sucede cuando se utilizan e1a·tos en series 

1 ; ... 



·de tiempo, los cambios subyacentes ocurren muy lentamem::e a tr"ave<:; 

del tiempo. Asl. las condiciones periodos ele t 1 emoo muv 

cercanos tienden a ser similares. En la medi<!a en que el tar"mino 

de pertut·bacion estocá~tica representa las condiciones relevantei;:; 

del modelo que no fueron incluidas eKpllcitamente. tales como. 

variables omitidas, la correlación. serial . se mani+"1esta en 

dependencia del térm1no de perturcación estocastic:a ae un per1oe10 

sobre el de otro periodo. 

Otro import~nte problema es el de los errores de medLCLón. 

Este se re~1ere a que los datos que est~n medioos 

diversas 1mprecis1ones V desviaciones. 1mrirec lS\OnPs 

Tundamentales son aQuei!~s que r 'e nen por 

conceptualizac1on. Es decir. el aumento o la dism1nuc:iOn de partes 

integrantes de cada concepto Cdatosl. Estos camc1os oe 

conceptualizac16n requieren la reconfiguración de los·datos para 

poder hacerlo~ comparables y consistentes en el tiempo. 

Por todo lo anterior los datos deben set' depurase. No 

obstante, una depuracion que ayuda a resolver uno de los problemas 

puede agravar o crear otro. Asl, por eJemplo, depurar oatos 

series de tiempo anuales ~ trimestrales. aumenta el número oe 

in-formación \graoos de libertad> pero tiende a aqravar el de la 

multicol1neal1oad y el ele la correlar:16n seruu. tstos hdce 

necesario tener mucho cuioaoo cor, la -forma ce ootenct~n v mc\ne 10 

de los datos. 

El utili=ar oa'tos con cua!qu1er·a dP tos errore!:i ctcados 

anteriormente nos llevarA unv ma.1.a est.imac1ón º" 105 

parametros del macelo. Hnora. tanto var1a0Je~ 

dependientes como las 1noepenoient.es est.~n suJetas 

1 í'!> 



meo1c16n. tn pat·t1cular~ los cJ.:ttos d1spon1 oles bien pueden no 

re-fertt"Se a la var·1able t:al como esta espec:\f.1ceida, o oueoen 

eu1,¡t1r sesqos s1stematu:os en. la rec:abac16n o publ1cac:16n de J.os 

datos. 51 el modelo de regresión l inea1 veroadero tiene Ja Terma 

11=X(l+µ 3.4.1 

donde y representa los valores verdaderos de la variable 

dependiente, X t"epresenta los valores verdaderos de la variable 

eKplicativa y~ representa el vector de términos de perturbación 

e~tocAstica,. generalmente ninguna de estas variables est~ medida 

sin error, En vez de ello, lo que se observa es u_ y X
1

• donde 

11.=11+¡,¡c 3 .. 4 .. 2 

X = Jt + X 3. 4 .. 3 . " 
donde 11& es un ~ector y X& ns una matriz de variable~ aleatorias. 

Los errores de medir v no presentan nuevas comolicac1ones. ya Que 

los errores pueden ser +us1onados con el termino de 

perturbac:16n estocAstica. y asi el modelo se reouce a 

donde '-' = µ + 11~ 

Este modelo no puede ser manejado de la m1sma manera que el mooelo 

de re9res16n lineal bAs1ca, ya que las variables explicativas 

medidaG x• no est~n distribuidas independ1encemente del término de 

aerturbaci6n estoc~sti~a u - x~n~ Su estimador serA 

íi-== tx;x
1
>-1 ,,;v

1 
= fl + <x;.xi.)-ªx; tv - x&,ru 3 .. 4.5 

es est ima.dor, en general, es sesg.::;oo y su sesgo esta. dado pcr 

Uesoues de obsl:'t'var lo an<ter1or·. r.~s vemos en !a neces1 C1ad oe 

reconf'1gurar los datos oe 01st1nt:.as .form.::.s pa•·a oue asi oueoan se,. 

ut1l1:aaos en un es'tucno ei:ono1Tr'!'~r1co. E.st.;ii recon+1ourar:1cn se 

oet:ie real i::ar o~r-a ootener un conJ•Jnt.o ce cat:os consistente. QUe 



represente series compar·aoles. E.n el caso de los datos en ser 1es 

de tiempo. la con-figuración puede tomar una variedad de t-ormas. 

incluyendo la interpolación, la e>ctrapolac16n La encreverac16n v 

la un1Tormaci6n. La 1nterpolac16n se refiere a la determ1nac16n de 

los valores que se encuentran entre los que son conocioos. ,...or 

eJemplo. en el caso de series oe ciempo. podr1 amos cener una ser· 1e 

de in-formacion -fet.ltandonos algunos periodos 1nclu1no5 en el ranCJo 

de estudio, el metoao uc1Jiz11ao para obte>ner estos datos e~ la 

interpolac16n. Existen varios tipos ae interpolación. encre los 

que podemos mencionar. LnterpctaclOn L lneat donde los puntos 

~altantes son soJo combinaciones ae los conociaos. Asl es 

una observacion o estimación de una variable en el tiempo t y X , .. 
es una observación o estimación de la misma variable en el tiempo 

t + 2, Ja estimación linealmente interpolada en el tiempo t + 1 

suponiendo que es equidistante del tiempo t y t + 2 est~ aaoa por 
X +X 

\ \+Z 

x".,= ~ 3.4. 7 

Otro método ae interpolación es lo LnterpolacLón exponencial. 

esta emplea i"a media geométrica 

3.4.B 

que es lineal en los logaritmos de las variables. Este método es 

equivalente a aquel Que consiste en 

exponenc:1al entre :'\ y x,_.
2 

de tal forma que 

X , .. = xecn 

' 
donde :\. , .. "" = X 9 , .. 

donde o. puede 5er calculada mediante 

1 
1 

xt•2 
~"X­

' 

aJustar una func1on 

3.4. lt..t 

Otro método de i~terpolac1on es el método del polin~mio de 

Lnt.~:-potact:On de Laf!:'01\~e-. este mecoco es L•t1l1;:'.i100 o~ra c:Lhindo el 

:::ompo,-tamiento de .los oatos no es ltn~ai n1 e"oonen.:-:..,i. 



~ol1nomial, es decir presentando una serie de camo1os en su 

comportam1neto. Para descr1b1r este método supondremos QUe 

tenemos n datos (x" con ( = 1, ..... , n> .. Primero construiremos los 

cocientes L"(x\) de la siguiente manera 

<x-xs.> ••• <x-:ic"_
1
><x-:::c,_...a' 

L\ <x> m <x - " ) ••• <x X , ~" - " 

(X - Xn) 

) •• .. (X" - Xn) 
3.4.11 

" t. \. 1.-t. ;,. i.•t. 

para toda L. A cont1nuaci6n se toma el resultado de cada uno de 

los L" y a continuación se multiplican por su respectivo valor 

/(X" J y de la suma de todos estos elementos resultantes queda el 

polinomio de interpolación, co~o se ve a continuac10n 

Ptx) = /ix
0

)L
0

<x> + .... + /(x">L"<x> =E /<x">L;,.<x> 
i..:t. 

Este método se utiliza ovaluendo e1 punto desconocido en el 

polinomio P<x>, as1 obteniendo el valor esperado en el 

comportamiento de todo el conJunto de datos. 

La extrapotacL6n se utiliza cuando la f-alta de inform.acion 

esta fuera del rango de datos, es decir si los datos d1spon1bles 

para unas variables tiene 1nf-ormac1on para ~s periodos oue otras 

variables habra que calcular los datos para igualar la dispos1c16n 

datos para todas la~ vat·1ables del s1stema. Las técnl.cas- de 

e~trapolac16n son similares a las de interpolac16n. por ejemplo la 

extrapolación lineal funciona de la siguiente manera 

X - X 
\+% \-1. 

por lo que 

X = 2::c." - X 
l+Z \-1. \. 

3.4.13 

BaJo la forma e~ponenc1al de extrapolación podemos escr1b1r 

X =X e 
\.+:Z hf; "' donde x = x e 0

" 
t+I. \. 

3.4.14 

de modo que ~ se puede calcular 

" = 
l ln xt.+• 

--¡- ~ 
3.4.15 
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La entrev&racton de se ref.1ere al oroblema de reconf-iqL1rar 

una serie. para poder hacerla consistente si 1a base camu1~. i~: 

problema aparece con f-rec:uenc1a al emplear datos en sertes de 

tiempo en .forma de l.ndices .. Ta:_les como el 1 ndice de precios al 

consumidor. Este indice se calcula en realción con ciertos niveles 

base de las compras de bienes y servicios. y estos niveles base se 

revisan periódicamente .. La serie entonces debe entreverarse ~n 

este punto .. Por lo común, hay algunos puntos de sobreposic1on 

entre Ja serie nueva y la anterior, de modo que la nueva serie 

puede ser simplemente mult1pl1c~da por el nivel oe ia serie 

anterior en el punto de sobrepos1c1on \o por oromrd10 de ellos 

sin son mas de un puntoJ. lJe modo equivalente. la primera SP.ri~ 

puede ser d1via1da por su nivel <promedio) en el punto oe 

sobreposición. Si estos puntos no son reportados. es posible 

e><tl""apolar la primera serie para obtener uno o dos puntos dde 

sobreposición para poder entreverar la 5er1e. 

Existe otro tipo más de recon~1gur·ac16n que es Ja de 

unl/ormaciOn, el cual consiste en la el1m1naci6n de componentes 

tendenciales o cicl1cos. Un modelo de ingreso nacional que utiliza 

datos de series de tiempo, por eJemplo, requiere comunmente la 

elim1nac10n de tendencia& y ciclos. s1 los aqregados sobre el 

ingreso nacional están siendo relacion~dos con ciertos f-f~nomPnos 

economices. tales como ios salarios reates. La et1m1nac1on de la 

tendencia (por eJemplo la tendencia exponenc1~J en eJ tiempo al " . 
conde a es la tasa de crec1m1ento Promeo10 de la<sJ vc:lrlñble1sJ en 

cuestión) podria relaJarse mediante el remplazo ae los datos 

originales xl por los datos rconr1gurados xl de.f1n1dos por 

-al 
x xe 

l l 
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en la cual se ha el1minaao la tendencia del tiempo. Aqu1 el factor 

tendenc1al na s1ao empleaao para deflactar los catos or1g1nales. 

De manera similar. los ciclos cueden ser e>etra1aas con 

3.4. 17 

donde cos<St + ~) ha sido empleado para deflactar los datos 

or1g1nales, e es una medida de la frecuencia del ciclo y p es una 

medida del cambio de fase. Tal técnica puede por ejemplo. ser 

aplicada variables estacionales para realizar un ajuste 

estacional de los datos sobre.tales variables. 

Una serie de tiempo, en genral, puede ser descompuesta 

cuatro componentes b.asicos: tendencia T, representa movimientos 

1a1·go plazo: ciclo c. representa movimientos sinusoidales; 

estacionales c. representa mov1m1entos c1clicos dentro un periodo 

de un a!"lo; e irregulares I, representa movimientos residuales. A 

menudo se supone unna estructura mult1ol1cativa 

.:;. 4.18 

Entonces, hay distintos métodos disponibles para aislar estos 

componentes. La serie puede ser ajustada después de que nan s1 do 

aislados. Si por ejemplo T y C est~n representados por 

T = e°"t 

C .. cos<EH + pJ 

como en 3.4.16 y 3.4.17. entoces la serie 
- cu 

x = xte 
\. COS\$t + pJ 

3.4.19 

3.4.20 

3.4.21 

es ·la serie de tiempo aJustada tanto oara la tendencia como para 

el ciclo. Utro eJemplo est1 basado en ~omar logaritmos de 3.4.18. 

a onde 

dl = j 't' + µ._ 

ldi..I 



Aqui ~ .. , es el logaritmo de x.J t t > representa los componentes 

tenenc:1al, c:1cl1c:o y estac:1onali yµ\. es el logar1tmo de J. La 

ec:uac:i.ón 3.4.22 descompone una serte oe tiempo observai::Ja lit. en la 

senal 41 /(t) y el ru1ao. µ,. S1 J.a se!"íal t:.1ene a ser mc;.r¡os err~t'.1ca 

que e1 ru1ao, entonces la ~er"'J.e de tiempo puede ser su~v1zlldi\ 

tomando med1as m6v1les de Ja l·\. ""• ta! como la media móv1t OiH"a 

dos per10C1os de'fln1da por 

v: = ~ (JJt. + 1.1-.-:1.'· 3.4.2:S 

Este prceeso de un1~ormac:16n el1m1na toda:'S las asperezas 

aleatorias indeseables en los datos. 

Como hemos visto los d1'ferentes rnétodc:JG pre!ientados 

anter1ormé!nte para recon.f'.1gurar los datos "1mplu::an tamb1en .:::1ertas 

dei~icultades. Lo que provoca resultado5 cuest1ohables. Es por 

e~to que los datoa no se deben recon~igurar $1 no es necesario .. 

Debe observa~se también la precis16n de las dato$ económicos 

y ese otros en ciencias 5oc:i.ales. i-'r1mero., los dat.oc;. que nosot1•os 

pca~mos ehcontrar encont~ar en las c1enc1as sociales no snn 

exactos, ya que los ecoriom1stas y otros cient1Ticos sociales 

ti.enen med1das y metodos de medida 1mperf=ectos pa•·a 1as var1~bles 

que estudian. De hecho, los datos de las ciencias soct~les sen 

menes precisos que los datos enla~ ciencias f=lsicas. porque est~n 

expuestos a lmprec1s1one~ ad1ci~nales eye med1~i6n y conouct~ 

humana. Los in.formes pueden referirse a un inc:rcrnE?nto del 0 .. 2~. en 

el indice de precios al consumidor, pero este inoice es muy 

imprecisQ. por lo que los cambios t~N peque~os tt~nen poc:Q 

$1gn1.f1c:._do. De modo s1m1 la.r. las c1f.nu; dei .i.nqreso M<-"Clonal 

tale$ ccmo PN& o el consumo total a menudo Son report~do~ en m11~s 

<:ie mt1lories de 00$0'1. !o cual implica una tir·ec1s1~h O<? m~s Cle1 l., 



S1n embargo, debido que existe una diversidad de posibles +uentes 

de error~ incluyendo los errores de observación, los ele redo;,ceo y 

aproMimaci6n, y los de calculo, las mediociones del ingreso 

nacional posiblemente involucran imprecisiones hasta oel 15X o 

mas. Tanto la discrepancia estadlstica, que es parte de las 

cuentas nacionales. como las revisiones de las series preliminares 

os parte de ingreso nacional, hasta convertirlas en ciTras 

finales, son coherentes con esta amplitua oe la 1mprecis10n v. sin 

embargo, las ciTras preliminares se consideran tan certeras como 

para llegar a la décima de un mil mi!lon de oesos. En 1as c1ncias 

~1s1cas. pocaá observaciones son precisas en ~s de cinco dtgitoS 

sign1f1cat1vos y, problabemente. no hay observaciones en c1enc1as 

sociales que tengan esta exactitud. Aun el problema de contar la 

poblac1Cn esta sujeto a imprecisiones. Las población reportada en 

MeMico para 1990, es tal vez e~acta en sus primeras tres c1~ras, 

por lo general, dos, tres o cuatro ci-fras de prec1s1én son todo lo 

que puede esperarse de los datos de ciencias sociales. Todo lo 

demAs es precisión engaf"iosa y es incorrecto tratar estos datos 

como de mayor prec1s1ón. 

St el conteo de una población esta suJeto +uer~es 

1mprec1siones, la mecic16n de precios y can~iaades económicas esta 

suJeta a imprecisiones mayores. Todos los ar~1culos de una noJa de 

balance o en CL1alqu1er estado de Oérd1das 

indiv1duoo una empresa. est~n suJetos 

ganancias. de 

imprec1s1ones. Mue nos 

estan oasados en convenciones con~ables, otros meo1 dos eri 

forma afectada por discintüs sesgos, y todos e~tAn 1nTluidos por 

errores de in.formación y ele otros tipos. 

EL se91.1ndo ounto que hay aue observar en relación con los 
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datos en c1enc1as sociales es que su prec1s10n varla 1nten~am~ntr--. 

Algunos son relativamente prec1sos,otros relat1vamen~e emprecisos. 

En las i=1 s1cas, particularmente "" donde Ja 

experimentación es ~act1ble, las diferenc1as de prec1s1~n en la 

medición son indicdas nümericamente con corchetes de error. HlQuna 

cifras pueden tener una precisión del 3%, otras una precisión del 

lOY., sin embargo, en las ciencias soc.ales estos corchetes no se 

ofrecen por lo coman~ de -forma que uno tiene evidencia tnd1,-ecta u 

op1n16n subjetiva en relación a la precisión de los datos. 

En tercer lugar. tenemos que generalmente no s1mé'trtcos 

los errores ae prec1s1on en !os datos econom1cos. A menudo hay 

s,sgos en una curecc.1ón. tJn eJempio es .lñ f.or·ma en que dlHILICPU 

las ganancias totales corporativas a partir de los egresos por 

impuestos sobre el ingreso corporativo. En la medida Que l~s 

carportac1ones segan sus ganac1as hAc1a abaJo evadir 

impuestos, la cifra total puece tener un et"ror del 7.!1..1i'. en 1ado 

positivo, pero solo de 1% en el lado negativo. 

Un econ6metrista siempre tiene que tener en cuenta la 

existencia de er·rores en los datos. S1 un estudio t?conométr1co 

resulta ser sat1s*actor10 aigün sent1ao. se acostumbra revisar 

el modelo o tratarlo con otra té-cn1ca. Solo alqunas veces sa 

rev1sarAn .1.os da'Cos y se ut111::ardn aa~O"i ml.s re .. 1naoos o 1nc:1uc;n 

alterna'ttvos. En caso de es~ar insat1s~echos por el resu1t~aa o~l 

modelo se debe cons1aerar la 1moor·canc:1as oc los P.l't"Orc.~s en •os 

catos. 
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:..5 lnterpretac1on de los resultaaos matem.a.t1cos. 

Ccmo se v10 en la parte a~ter1or de este cap1~uio. les datos 

nos acarrean importantes problemas en un modelo econométr"tco. pero 

hay que considerar también la pos1b1l1oao de que tos errores 

dependan de la 1nterpretacíOn que se le de a iOs resultados. Esto 

es, pademOs. teneY resultados bastantes sat1s-facto,...1os pero no 

darnos cuenta de ello por no poder establecer su correcta 

interpretación. Par ejemplo, st derivamos la ~unc1on consumo con 

respoc:to al ingreso, obtendremos una tasa, que sera el incremento 

del consumo en +unción al ingresa, nosotros al aesc:onoc:er queo la 

derivada es una tasa de incremento a lo me.>or est:Aoamos esperanoo 

un resultado entero que nos representara otra cos~. Esta hace 

necesario que el ec.onomtttr1sca esté consciente de los resultados 

qua obtendr~ en cada uno de sus ~odelos. Lo anterior nos remite 

entonces a la construccs6n del modela va que desde la construcción 

matema.t1ca podemos incurrir en errares de espec1.f.1cacton.. Es-cos 

errores son muy d1~1cilcs de detectar. ya Que al haber utilizado 

una l6g1ca eco~m1co-matem!tt1ca para el planteam1enta del modelo, 

para localí2arla sera desmenuzar nuestra propia estructura l6g1~a~ 

Regresando al problema de la i nterpretac. ic~n. habiendo 

considerado el problema de planteam1ento del modelo, l1na soluc1on 

para la mala interpretac10n de los result.:\c:Jos, serta el clasi-f1car 

y ordenar todos los resuitados QUe el mooelo va a arro1ar. 

t:.J primer errot· a c.ons1oerar es to: t;t."'<clusl~n de var!.abl.es rJel 

mooelo. ~upongase Que el veraadero modeio tiene la s1qu1en~e 

+orma: 

3 .. 5.1 



donde X tiene lt columnas. El modelo que na s_Jaa· espec1t-icaao. no 

obstante, es de la ~orma 

:S.5~2 

donde X~ tiene k1 columnas. El est1maoor mln1mo cuaarado de·(~ 

esta daca por 

3.5.3 

donde Jos gorros son para recordar que es un escimador deJ moaelo 

aspeciricado incorrectamente. Sin embargo, empleando el modelo 

verdadero y tom4ndo esperanzas bajo el 9upuesto de que X y A
1 

son 

matrices de números -f1Jos. 

vector de parAmetros ~ &implemente es la raQresión m1 n1ma 

cuadr~tica de una de las var1ables cuyos datos estAn contenidos en 

X
1

, las variables expl1cativas 

especi-ficado. 

del •odelo incor,.ecta.mente 

Esta -formulaci~n puede ser utilizada parA eJemolJ~lcar dos 

casos especiales importantes, el ae las varíabl~s reteuant•• 

omitidos y et~ tas uarta.bLes írr9L9uant&a tncLutdas. En rJ 

primer caso, en el que las variables relevantes nan ta do omit 1oas. 

el modelo verdadero puede ser escrito 

¡¡ = <X 
l 

X J ff?,) = ;.. (? + .,; ; + µ 
z lft

2 
a a 2 z 

::S.ti.S 

Asl. la especi-ficac1ón errónea, mostrada en 3.S.2 , es la oom1s1cn 

de var-iables de X
2

• En el modelo especí-f1cado equivocamente. soló 

estAn incluidas las variables conten1oas en ',· tl P.StllT\'°'001" 

nu.n1mo-cuadrát1co de sus coei=1c1en'tes ser..l. sesqaao 

incons1 stente. Puede comprender-se en fo,-ma l ntu1t1 va Que eJ sesoo 

e 1ncos!stenc~~ ar-, estos est1m.:icot·P.s t1<.="nP. SLO cr1nen en 

J.8:' .. 



in~luenc1as de las variables omitidas X
2 

sobre y. las cuales est~n 

representaoas en parte por µ pero también. por o~ra parte. por 

X1~1 • Las variables incluidas X
1 

consideran tanto sus propias 

inTluencias como las inTluencias de las variables o•itiaas que se 
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CONCLUC 1 ONES V ~·ECOMENDAC IONES 



La Revolución industrial creó una economla de mercado. en la 

cual la tierra, el trabajo y el capital eran d1stribuiaos entre 

sus diversos usos por las fuerzas economicas, en vez de ser10 por 

la tradición o el mandato imperativo. El surgimiento de la 

economla polltica, como campo de investigación intelectual. 

coincidió con este surgimiento de la sociedad econ6m1ca. Un 

pensamiento común que.corre a lo largo del pensamiento de los 

Tilosófos de la vida material era1 Aquel que ~uese capaz de 

adl'VLna..r la naturaleza de las +uerzas ecof'l'.:>m1cas ael munao. 

estarla en condiciones de pr•d9clr el Futuro. 

Parece pues, que la ~ecr1a econ0m1c·a estta. alboreando una 

nueva era. Su car~cter único estriba en el hecho de Que nuestra 

econom.la se eat~ haciendo tan productiva, Que ahor~ nos ve1ROS 

obligados a adaptar ciertas decisiones morales lpollt1cas>con 

•norme 1n~luencia para el futuro de las sociedades. Hubo un tiempo 

en que todo acto de producción estaba just1ricado sin m..\.s por el 

hecho de anadír un pedazo necesario de 01. a la rique~a •acial. 

Pero ahora, que di&ponemos de medios t6cnLcos para poder estudiar 

estos problemas, hemos llegado al punto vertebral de e~t~ te&•~· 

La econonúa matem.1tica es un poder-oso au>eiliar para resolver todas 

estas dudas teor1cas. Como se menciono anteCi. 1os economistas 

estaban ante la necesidaa oe explicar v oredec1r la na~uralezn d~ 

lO$ problemas económicos. 1a economia m~tem.at1ca 

manera sign1~icat1va. 

apoye\ csc 

En el estudio de la econom.ta m.atelf'.3.tLca podemos direr-enciar 

entre los modelos econ6micos los modelos econome~ricos. va Que 

los primeros nos ocupamos mas que nada en los procesos productivos 
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ya sea destle el punto de vista macroeconomicos v microeconolTli ces. 

y en los modelos econmoméotricos de ia evolucion economica desde 

Jos dos niveJes tambión a partir ae la his~or1a del Tenómeno que 

se quiere conocer. Notamos que es indispensaole una buena base 

mat.ema..tica para poder conseguir este i=in, en las areas del Algebra 

lineal y de la estad.lstica y es por esto que debemos poner 

especial intéres en estas ramas de las matemAt1cas, ya que sin una 

buena calii=icaciOn en estas, serian inútiles toaos los esi=uerzos 

en la conceptualización de la·teorla económica y un mal desempeNo 

en la construcción e interpretación de los modelos econ6m1cos. La 

apl1cac16n matem.At1ca en esta disciplina es muy amplia. se podrla 

ai=1rmar Que no aportar! a ninguna ayuaa la econom1 a las 

sociedades sin el au>:1 l io de las matemá.t1cas. Entonces la 

matemática aunada a la teoria económica se mezclan en una bonita 

combinación de elementos que dan por resultado 

económico. 

un modelo 

Los modelos econ6m1cos son una abstracción oe la rea·11dad 

social y económ1ca de una sociedao. Esto es por lo que son oe gran 

utilidad para el estudio de tocos los t=enomenos sociales. por 

esta razón que se debe poner especial 1ntéres en su estudio y 

desarrollo. sin descuidar ni la oar't.e teórica-econonomica n1 la 

parte matematica. por que ce estas depende la elaboración ce un 

trabajo vinculado con la realidad del fenómeno en estudio. con 

esto me re.fiero a qua. aepend1endo de la -forma en se desarrolle la 

invest tgClcion ael fe.n:::imerio ae interés V el olan<ceamiento 

conceptual que de este r·esulte. si cumple con lo anterior 

entonces los resultados ootenioos seran sino un .fiel r·e.fleJO oe la 

realidad, por lo menos, una aprox1mac16n muv aceptaole del 
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..fenOmeno, de donde nuestras concluc1ones podran tener val ioez para 

evualuar poli ticas, modi-ficar las mismas o camb1ar1 as oepenr.11 enoo 

de la e-ficacia de cada una de el las reportada eon sus modelo5 

espec1-f1cos. Los modelos econometr1cos tienen un t-1n part 1cular- v 

este es el ana.11sis estructural.. la pn~d1ccion y la evalui\c10n 

pol1t1cas. Cua !Quier estudio econométr ice pueoeo tener uno. doc; o 

todos estos propósitos, el los representan los "proouct:.os f-inaJ.es" 

de la econométria, del mi~mo modo que la teorla v los hecnos 

constituyen materias primas. Un consideración importante en 

los modelos que estud1amos pueden tener muchas ~uentes de error v 

es por esta ra;::6n que se debe contemplar tamo1en este concepto en 

la model! stica. 

En este trabajo se observO que hay muchas causas de error en 

la elaboracion y en la 1nterpretac16n de modelos econ6m1cos. lo 

cual nos previene de tener mucho cuidado. Por que un error en este 

tipo ae trabajos, nos l levarA a una mala eva1u<"Ct6n de m ... 1ec:;tros 

Ten6.menos. lo cual nos conduce a errores i\un mayores. 

Para terminar podemos decir Que la nistor1a de las soc1edades 

ha in~lu1do el pensamiento eco~mico. hasta alcanzar la madurez de 

poderse plantear estructuras matema.ticas para la f~Cl l 

compresión de los -fenómenos soc1a1es y econ6mtcos. 

manera poder buscar y encontrar soluciones acordes los 

problemads reales de las ~oc1eoades. Ten1endo en cuent~ Que los 

modelos est.\n dispuesto!:> a presr.:ntar errores de muchas -f-ormas, 

antes de aceptar un resultado se deberá estudiar y aruli?ar la 

construcc1on. las -fuentes de inf-ormac16n y la orop1a int-ormación, 

para as1 no incurrir en error que puede provocar une'\ ma 1 e·• toma 

de des1c1ones en c:ont.r·a oe nL1estro t-encmeno. L-a f-1na11ai\O 1113.s 



1mportar1te de los mooelos econométricos seria una renovación 

parcial o completa en las politicas ya sea a nivel m1croecon6m1co 

nivel macroeconoml. co. 

Con todo lo que anteriormente se analizó el estudio de la 

econom1a, esto último nos hace ver las posibilidades de. una 

aplicación en la vida pro~esional del actuario, lo cual nos ob1iga 

• ser ma.s precisos en su estudio ya que. como se sabe, durante e1·• 

periodo de estudio en la carrera nos vemos obligados a ligarnos a 

esta ciencia pero sin proTundtzar su estudia, siendo un parte 

compJementat"1a de todo e.l hert"atnental mate~t: ico y Ttnanc1ero del 

que podemos dispone,... 

La evolución económica oel pais requiere de espec1al1st:as qye 

puedan apoyar las politicas de modernización, y la Tormac16n del 

actuario, aunada a la ciencia econ6mic.a, podrJ.a tener gran 

apl íc•ción en el estudio de la vida f:iOcial y econ6m1ca del pa1 • 

como se menciono en la perte introductor1a de esta tesis. Por 

estas razones serla conveniente que en la carrera se 1ncluver~n 

tl\As materias de econcm.1a, las cuales· podr1an ser economatr1a y el 

ari.al1s1s del pensamiento econ6m1co 11oaao d las orablem.tt1caa 

sac1ales actuales que de ellas se pueden derivar. 
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