S

2 e
J
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

USO DE DIAGRAMAS DE COLLINS PARA
LA DESCRIPCION DE HACES GAUSSIANOS

TESIS PROFESIONAL

QUE PARA OBTENER EL  TITULO DE!

LICENCIADO EN FISICA

P R E S E N T A i

GUILLERMO BECERRA CORDOVA

Dirigida por el Dr. Salvador Godoy Salas

Ciudad Universitaria 1992

[7ia = o]




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE
INTRODUCCTION . « 1 v s e s nnnenesncnnsnorossibonnne
CAPITULO I Anilisis de Rayos Paraxiaies 5

1.1.- Introduccifn. .. cvescssrenconasans

1.2.~ Matrices de Transferencia.,.eessvss

1.6.-~ biagrama de EStabilidad...eeeeeonceonnescannsnin
CAPITULO IX Anilisis Ondulatorio de Haces Gaussianos.‘
2.1.- Introducciﬁn..................................f'...;'
2.2.- Solucidén Aproximada de la Ecuacién de Onda........ ;v'
2.3.~ Descripcién Fisica de un haz Gaussiano Fundamental,
2.4.- Haces Gaussianos con Modos de Orden Superior.... ...

CAPITULO III Ley ABCD

3.1.- Introduccién................................'.....{...,...84
3.2.~ Deduccién y Aplicacién de la Ley ABCD para una:On-
da Esférica )

3.3.- Deduccién y Aplicacién de 1a Ley ABCD para el Pari-
metrocomple'jodaCurvatura......................-......‘..B'I~
CAPITULO IV Resonadores Opticos.
4.1.= INtroduCCiBN. . vseeetneacrsnenansecsannoracnavsoracssasedll

4.2.- Aplicacién de 1a Ley ABCD y del Criterio de Auto--. =

consistencia a los Resonadores OpticoS....veeaeise

CAPITULO V Diagramas circulares........................'....

BIBLIOGRAFTA« + e u et euanonnsnssnentannnnensnnennssnnsoseseonsissn




INTRODUCION

En los ultimos tiempos, el desarrollo de - 1& técnica ha
alcanzado logros que en el pasado parecian imposibles. Junto con
este desarrollo surgis una nueva forma de emitir radiacién ¥y que
difiere sustancialmente de otras fuentes coqvcncionales. A esta
forma particular de radiacién se le conoce cdmo Radiacién Ldser,
cuyo nombre se deriva de las siglas: " Light Amplification by
Stimulated Emission of Radiation " , lo gue significa:
" amplificacion de 1luz por medio de la emisién estimulada de
radiacidén ". De esta forma, un liaser es luz amplificada que es
producida por un haz intenso de fotones que presentan idéntica
fase, frecuencia y.polarizacién. Como resultado de esta propiedad,
no solo se amplifica la 1luz, sino también el haz presenta
caracteristicas muy especiales: mayor intensidaq, alta
mgnocromaticidad, gran coherencia espacial y alto grado de
colimacisén. Asi, todas las aplicaciones del laser, dependen de una
o mas de estas caracteristicas.

Para comprender el principio por el cual se genera el laser,
previamente conviene revisar algunos conceptos elementales de
Mecdnica Cuantica.

Todo sistema fisico, sea sélido, liquido o gaseoso, esta
compuesto por dtomos: cada uno posee cierta cantidad de energia
interna y tiende a ocupar un estado en el que esta energia es
minima. A este estado se le llama estado base. Ademas, un atomo

puede estar en cualquiera de varias configuraciones con energias



suﬁeriores a las del estéldo basé: estos estados se les denomina
estados excitados.

Einstein establecié que un Aatomo puede absorber, si se
encuentra en su estado base, o emitir si se encuentra en uno de
sus estados excitados, una radiacién de frecuencia v, =
(EJ—EI)/h , donde EI z E’ y h es la constante de Planck. A
causa de esta cuantizacidén de la energia, se dice gue un &tomo
absorbe un fotdn de frecuncia VU Y energia EJ - Ei'

La emision, al pasar el atomo del estado B] al estado Bl,
puede suceder de dos maneras: espontdneamente o inducida por un
fotén. Es espontanea cuando el atomo sin rebir radiacién dQecae al
estado E,  después de un periodo de vida aleatorio del orden de
107" seqg. Por otra parte, si sobre un atomo excitado gue se halla

en el estado EJ incide un fotdén de frecuencia v el fotén

i’
originard que el atomo vuelva al estado de energia I-:‘, induciendo
asi un nuevo foton como consecuencia de la desexcitacién. El fotdn
original continuara su trayectoria y es exactamente el mismo que
antes de su interaccién con el atomo, pero ahora estara acompanado
de otreo foton que es idéntico en frecuencia, energia, direccidn y
fase. Estos dos fotones pueden a su vez incidir sobre otros atomos
con similar excitacioén e inducirlos a emitir. Se tiene asi una
amplificacion del numerc de fotones gque viajan en una cierta
direccién. A este proceso se le conoce como emisién estimulada.
Para que sea posible este tipo de emisién, es necesario que 1la
emisidén inducida de fotones sea mayor que la absorcion que tiende
a hacerlos desparecer. Para ello es necesario gque el numero de

atomos en el estado EJ sea mayor gque en el estado B:' Cuando



que ser muy grande si no estuviera confinado en upa cavidad cuyos
extremos se ubigue un par de espejos (planos o curvos), en donde
se refleje la luz que se propaga a través del medioc. Todos los
fotones, a excepcion de los que se. propagan casi a lo largo del
eje de la cavidad, salen de ella. En contraste, el haz axial
continva creciendo conforme viaja en una y otra direccién a traveés
del medio activo. Esto explica el sorprendente grado de colimacién
del laser, ya que depende del diametro de la seccidn transversal
de la cavidad.

Para que el haz sea amplificado, es necesario gque 1la
perturbacién tome una configuracién de onda estacionaria que estara
determinada por la separacién de los espejos. La cavidad es
resonante cuando hay un numero entero de semilongitudes de onda
cubriendo la regién entre ellos.

El espacio contiguo entre dos frecuencias es llamado modo de
la cavidad y esta dado por c¢/21, donde 1 es la longitud de la
cavidad y c representa la velocidad de la luz. Los modos de la
cavidad son considerablemente mas angostos que el ancho de banda
del atomo, ya que esta asociado con el ancho de la transicién y
con los efectos de ensanchamiento, como el efecto doppler. Estos
modos, ya sea gque la cavidad se construya de tal manera que halla
uno o mds, seran los gue operen en ella y por, consiguiente, el haz
emergente estara restringido a wuna regién cercana a esas
frecuencias. En otras palabras, la transicién radiativa hace
disponible un rango relativamente ancho de frecuencias de entre
las cuales la cavidad seleccionard solo ciertas bandas angostas y,

si se desea, solamente una de tales bandas. Este es el origen del



este | fendmeno sucede, se dice. qué existe . una’ inversidn de
poblacién. Asi, 1la inversion de - poblacién hace  posible la
generacién del laser. ‘

Para poder 1llevar a cabo 1la inversion de péblacién se
requiere de una fuente de energia que incida sobre los atomos que
constituyan el medio activo generador de la radiacién laser. El
tipo de energia requerida no sole puede ser energia radiante, sino
tambieén energia eléctrica o quimica y ¢sta dependera del medio a
excitar. De igual forma, la intensidad de la energia incidente
estara en funcién de la diferencia de energias entre un estado
atémico y otro.

La incidencia de energia en el medio activoe no es una
condicidn suficiente para establecer la inversion de poblacion,
también es necesario gue el medio activo esté compuesto por dos
tipos de particulas: unas que tengan una elevada probabilidad de
excitacién y otras una elevada probabilidad de desexcitacion, para
un determinado estado energético. Asi, al incidir energia al medio,
las particulas con alta probabilidad de excitacion logran hacerlo
facilmente y transferir esa energia a las particulas restantes.
Para ello se requiere que los estados excitados de ambos tipos de
particulas, coincidan.

con ello se logra la inversidn de poblacién de los atomes que
originan la emisién estimulada. La emision espontanea originada en
uno de los atomos excitados, provocara la emisidén estimulada, dando
origen a un haz de fotones cuyas caracteristicas son similares.

Para que el haz de fotones producido por la emisién

estimulada sea lo suficientemente intensa, el medio activo tendria



caracter extremadamente cuasimonocromatice del 1.:iser. i

Para que la luz amplificada salgo de la cavidad, uno de. los
espejos se contruye de tal forma que sea semireflejante. Asi, solo ‘
un pequefio porcentaje de la radiacioén que se genere en la cavidad
saldrd de ella. Esta condicién provoca que la eficiencia del laser
sea muy pequefia; sin embargo, las propiedades de dicha radiacién
determinan su importancia en la investigacién y en aplicaciones
practicas.

Como ya se menciond, basicamente son cuatro las propledades
que caracterizan a la luz del 1laser y las que determinan su
excepcional importancia en la Optica Moderna y su enorme utilidad
en la ensefianza:

a) Gran intensidad. La luz del laser puede ser muy intensa y
se puede concentrar en un objeto, con lentes apropiadas,
calentandolos a temperaturas altisimas. La luz de laseres como los
de rubi o de €O, cuya potencia es del orden de kilowatts, al
concentrarse, puede perforar hasta diamantes. Pero los laseres
comunes en la ensehanza, como el de He-MNe, tienen una intensidad
muy baja y aidn cuando su luz se concentrara sobre la mano ni
siquiera se sentiria; sin embargo, es potencialmente dafina para
los o0jos si se mira directamente al haz o a su reflejo. Aungque la
intensidad del 1laser de He-Ne es baja, es lo suficientemente
intensa para permitir hacer experiencias en lugares que tengan luz
ambiental tenue y verlas clarmente.

b} Gran monocromaticidad. La 1luz del laser es casi
monocromatica o sea que casi tiene un solo color o longitud de

onda; esta caracteristica también se conoce como coherencia
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temporal; y se réfiere’5’du;flogffoéQnesiemitidos'tienen la misma
. frecuencia. -La 1onqitud de dhdaftip;ca del laser de He-Ne es de
6328 R. :

c) Gran coherencia espacial. Se refiere al hecho de que el
haz sale practicamente de un punto y la parte mis intensa esta en
el centro. Esta propiedad esta relacionada con 1la coherencia
temporal Y se aprovecha en las experiencias en donde se muestra el
caracter ondulatorio de la luz. (interferencia y difraccidén)

d) Gran colimacién. El haz del laser tiene un divergencia muy
pequefa, del orden de un miliradiian o sea gue el ancho del haz es
casi constante a lo largo de distanclias grandes, lo dque permite
uutilizarlo en experiencias donde se necesite un rayo intenso y
colimado.

Todas estas caracteristicas permiten realizar, con una
facilidad y <claridad, experiencias y practicas que han sido
tradicionalmente muy dificiles de lograr.

De todo lo afirmade anteriormente se puede concluir que las
cavidades dpticas son fundamentales en 1a generacién de 1la
radiacién ldser. Es por ello gue consideramos conveniente estudiar
las principales caracteristicas que deben cumplir este tipo de
dispositivos. Por consecuencia, los objetivos que nos planteamos
.en la elaboracion de este trabajo son, entre otras cosas,
establecer expresiones algebraicas winimas necesarias que
describen a cada cavidad que es analizada y, sinultadneamente, una
descripcién geométrica del haz conforme se desplaza dentro y fuera

de la caviad,

Para lograr esto propésitos, hemos dividido nuestro trabajo



en cinco capitulos, siendo el 1ultimo de ellos en donde se
presentan algunos resultados que pueden servir en el disefio de
cavidades de este tipo. Paralelamente se da una descripeién
geométrica de cémo el haz se desplaza dentro de cada resonador que
es analizado. Este enfoque geométrico se basa en los diagramas de
Collins, que consiste en dibujar sobre el plano cartesianc el
parametro compleijo q gue es la representacidn algebraica del
laser. El1 analisis grafico es muy importante ya que nos
proporciona una visién mas objetiva del comportamiento del haz
conforme se propaga a través de la cavidad doptica. ‘En la.
construccién de dichos diagramas, hemos supuesto algunos .valores
para cada resonador gque es tratado.

Este trabajo esta basado en el articulo de H. Kogelnik y ' T.
Li, " Laser Beams and Resonators ". Publicade en Procc. IEV:EE,‘

vol. 54, pp. 1312 - 1329, oct. 1966.



CAPITULO I
ANALISIS DE RAYOS PARAXIALES

1.1 INTRODUCCION

El estudio del recorrido que realizan los rayos paraxiales a
través de algin sistema optico, es el tema central de este
capitulo. En la propagacién de los rayos en estas estructuras se
utilizan las llamadas % Matrices de Transferencia " que
relacionan los parametros que caracterizan al rayo antes y después
de cruzar un sistema oOptico determinado. Es importante el
conocimiento de estas matrices ya que también pueden utilizarse
para el estudio de la propagacidn de haces gaussianos en las
cavidades dépticas o en cualquier otra estructura dptica similar.

Lentes delgadas, ¢fibras opticas, sucesiones periodicas de
lentes delgadas, (guia de onda lenticular) etc. son algunas de las
estructuras las cuales son representadas por las matrices de
transferencia, que en la siguiente seccién del capitulo se
deducirdn y se aplicaran en algunos ejemplos sencillos.

Como a un sistema optico lo podemos caracterizar por medio de
su matriz de transferencia, el valor gque asuma cada uno de sus
elementos dependera del sistema gque represente. En la tercera
seccién interpretaremos las consecuencias fisicas que involucra el
que uno de sus elementos fuese igual a cero.

Los puntos principales de un sistema optico come son: planos
focales, planos principales, puntos nodales, etc, son localizados

en términos de los elementos de la matriz de transferencia gque los



represente. -Dichas relaciones seran deducidas en’ la cuarta
seccién de este capitulo. -

En la guinta seccidon se demostrara el Teorema de Sylvester .
para una matriz de 2 por 2 que es elevada a la n-ésima pot’en‘cia.
Comprenderemos gque este teorema es necesario para explicar
cémo un rayo gaussiano viaja dentro de un resonador optico,
que es la cavidad donde se genera un haz laser.

La estabilidad de los resonadores se dara en términos del
diagrama de estabilidad, la cual dependera esencialemnte de  la
traza de la matriz de transferencia del resonador correspondiente.
En esta ultima seccion se veran algunos de los casos mas comunes

de resonadorres estables, inestables o condicionalmente estables.

1.2 MATRICES DE TRANSFERENCIA
Los fendmenos relacionados con la energia radiante se
pueden estudiar por medio de la Optica Geométrica o por medio de
la Optica Fisica. El criterio que se utilizara para saber cudl de
las dos ramas de la Optica emplear, depende de los parametros gue
queremos conocer y ademds del tipo de fendmeno a estudiar,
Asi, en la OPtica Geométrica se considera a la luz como

lineas rectas, y como tales, son caracterizadas completamente por

dos parametros: (a) por la altura o distancia "y % que existe
entre el rayo y el eje dptico (z), para una seccion transversal
dada y (b), por la pendiente wynw que forma el rayo con este
eje.

Dentro de 1la Optica Geométrica se encuentra la " Teoria
Paraxial " en donde la pendiente de las lineas que representan a
la 1luz, tiene wun valor muy peqgueio. Asi, podemos hablar



indiferentemente - de. angulo de 3inclinacién o pendiente .de estas
lineas, ya que ambas son bastante parecidas cuando su valor esta
muy por' debajo de la upidad.: En la teoria que se presenta
en este trabajo, se utilizaran uUnicamente rayos paraxiales.

La trayectoria del rayo a través de una estructura dptica
determinada, depende de las propiedades de la misma estructura y
del valor gue tengan los parametros en el momento de entrar al
sistema, es decir, del valor de la posicién A A y de 1la

pendiente " v, "  que tenga el rayo al cruzar por el planc de

entrada. Para el caso paraxial, los correspondientes pardmetros de
salida " Yz " y " v, " san linealmente dependientes de los
pardmetros de entrada. Bste hecho es representado matricialmente

por medio de la siguiente iqgualdad:

Y Y
2 1
= M
v v
z 1
A B
en donde: M =
c D

El valor giue tenga cada uno de los elementos de esta matriz,
dependera del sistema optico que represente. La matriz M es la

llamada matriz de transferencia y su determinante generalmente es
unitario. Dentro de este capitulo se dara un criterio para poder
afirmar cuando un determinante es diferente de la unidad.

Una trayectoria tipica de un rayo paraxial que viaja dentro
de una estructura optica, es mostrada en la figura 1. De ella se
puede concluir que el plano de entrada se denota como RP, Yy, como
su nombre lo indica, es el plano donde el rayo entra al sistema.

De igual manera, el plano de salida lo identificamos como RP, V¥,

10



légicamente, es el plano donde el. rayo .sale vde‘li_sistema.' Debemos

decir que ambos planos se escogen érﬁitrg ‘iam‘eifnte,“‘puesto que es

el observador quien define al sistema.:

|

b——5 . B1 ANDNS s
1 PRINCIPALES z
RP, N 2 P,
FIGURA 1

A continuacidén deduciremos las matrices de transferencia
correspondientes a los sistemas épticos mas comunes. Comenzaremos
por encontrar la matriz que involucra el paso de un rayo paraxial
a través de una distancia " d " ya sea en el vacioc o en un

medio con indice de refraccion constante. La figura 2 da un
esquema de esta situacion.
como se puede apreciar en la figura, el rayo después de

viajar la distancia antes mencionada, alcanzarda una altura Y,

en funcidén de ¥ como lo indica la siguiente ecuacion:

Y2=Yl+dtan8

Y, =Y +dV

11



Otra caracteristica que. tiene el rayo al viajar en el medio
cuyo indice es constante,’ es 'que su pendiente no cambia. De aqui
se puede afirmar que la pendiente que tenga el rayo antes y

despues de cruzar el sistema es idéntica, es decir:

Vl = Vz

FIGURA 2
Estas dos ultimas ecuaciones se pueden juntar en una sola

formando una matriz cuyos elementos son:

1 d

(o] 1
Asi, hemos encontrado la matriz gque relaciona los parametros

que tiene un rayo antes y después de recorrer una distancia d a

través del vacio © en un medioc cuyo indice es constante. Observe
que el determinante de la matriz es unitario.

Note gue la matriz que se ha obtenido corresponde a un rayo

12



que viaja de izquierda a derecha. Si deseéramqs conocer la matriz
para ese sistema pero ahora para el caso en que el rayo viaje en
sentido opuesto, solo tendriamos que invertir los elementos de la
diagonal; donde ahora el plano de entrada se encuentra a la
derecha y el de salida a la izquierda. Para este caso, la nueva
matriz no sufre cambios. *

También puede suceder que al conocer los parametros de
salida, tengamos necesidad de conocer los de entrada. En esta
situacidén es conveniente " despejar * 1las incégnitas que deseamos
conocer Yy para ello solo tenemos que hallar la inversa de

la matriz de transferencia. Para el caso que estamos analizando,

el resultado se expresa como:

[} 1
En general, la inversa de la matriz M esta dada por la
siguiente formula:
M7 = 1/det (M) o 1.2.3
~C A
Para que exista la inversa de M es necesario y suficiente
que su determinante sea diferente de cero. No estd definida 1la
inversa de una matriz si su determinante es igual a cero ! Las
matrices que se estudian aqui tienen un determinante diferente de
cero, garantizando la existencia de su inversa.
La sjigquiente matriz describe el paso de un rayo paraxial a
través de wuna lente deldada. Del analisis de la figura

3 obtendremos los elementos gque la constituyen.

13



Como la lente es delgada, se puede afirm&r qﬁe la altura que::
tenga el rayo antes y después de cruzarla es i&éntida.'De aqui se’ :
concluye gque los valores de A Y- ‘B son 'i. 'y ° ‘0;
respectivamente.

Para hallar los elementos restantes, ‘analizaremos dos casos
particulares:

a).-~ Suponga que se tiene un rayo incidente cuya pendiente es

nula. Por las leyes de la Optica Geométrica, el rayo asi

transmitido cruzaria el eje optico a una distancia de la lente

-f4/;’ i ’//T

RP) RFZ

FIGURA 3

conocida comunmente como distancia focal. Como VY‘

entonces se tiene que:

v,=cy, ‘ ’ & E
Observando la figura 3, la pendiente V, del rayo. transmitido

es igual a: -Y,/f. Igualando este resultado 'hon la; ecuacidn

anterior, se concluye que: '

c= - 1/f

14



b).- Supongamos ahora que el rayo incidente pérte_ desde "el

punto ~f situado a la izgquierda de la lente, ;"def't»'al fom;al qu‘é_ B

v, . sea igual Y‘/f y ademds el valor de v, . se ‘caﬁéé;

- 1/f, se llega a la conclusidn de gue v'el{,va

unitario.

Asi, la matriz da transferencia para una lente delg‘ada'és:"’ o
1 e SRR &
M= R 1.2.4
-1/f [+]

Por convencién hemos supuesto que el valor de £ sera
positivo cuando la lente sea convergente y nhegativo cuando sea
divergente. Como los rayos los hemos descrito por medio de rectas,
éstas deben estar situadas en un sistema de coordenadas que, para
la deduccion expuesta, su origen se sitia justamente en el centro
de la lente.

También la longitud focal f para una lente delgada es facil
de obtener por medio de la aplicacion sucesiva de la matriz de
refraccion. Esta matriz nos describe el paso de un rayo que va de
un medio con indice de refraccién n, a otre con indice de
refraccién n,. ambos constantes y ademas separados por una
superficie curva o plana. La figura 4 nos muestra tal situacion.

Del diagrama podemos observar que los angulos se muestran
exageradamente grandes, implicando con ello gque los planos de
entrada y de salida se encuentren muy separados. La separacion es
igual a R(1 - cos «), pero si el anguloc « es muy pegueho
entonces es despreciable y al igual que en las lentes delgadas,

los planos de referencia coincidiran. También las alturas Y,y ¥,



seran. iguales, concluyendo gue los valores de A y- B sean. 1.y
0, respectivamente.

Para  encontrar el valor de cada uno de los elementos que
restan, - hemos  supuesto el siguiente caso: imagine que el rayo
incidente viaja paralelamente al eje focal y pasa la interfase a
una . altura Y, = Y, - En 1la figura se observa que el rayo
transmitido -cruzara al eje en el punto marcado con la letra Sl.

2
\'1—Y2
5/ 51
ok
R
n'l \
RF’1 RPZ
FIGURA 4

La posicion de este punto se obtiene gracias a la formula n/s, +
nz/sl = (n2 - n‘)/R, junto con la hipotesis de que S, == . Asi,
la pendiente V, del rayo transmitido es igual a ¥, (n - n,)/R n,
y sabiendo que vV, es igual a ¢C Y', se concluye que:
C = (nl - nZ)/R n,
Haciendo un razonamiento parecido al anterior, se vera que el

valor de D es igual a n/n,. Para elle suponga que un rayo
incidente parte del punto s, ala izquierda de 1la interfase y

que el rayo transmitido se desplaza con una pendiente nula. Como



el valor de la posicion 5, es igual a -n, R/(r‘x2 - ;1‘) Y adg;nzis
el valor de la pendiente del rayo incidente es Yz(nz -~nQ/R n;
entonces (na - n‘)Y‘/R n, = D (n2 - n‘)Yl/R n,. Coﬁcluyando
que el valor de D es igual al cociente enunciado anteriormente.

De esta forma, la matriz de transferencia -que describe el
cruce de un rayo paraxial de un medio con indice de refraccién'nl
constante a otro medio con 1?dice n, también constante y separada

por una superficie esférica de radio R, es dada por la siguiente

igualdad:

(n,

- n,)/R n, n,/n,

Se hace la observacidon de que el radic de curvatura de la
superficie refractora es positivo si el centro ¢ se encuentra a
la derecha del vértice, y negativo en caso contrario. Ademas tome
en cuenta que en esta deduccidén hemos supuesto que n, es mayor
que n .

Si la superficie de separacién fuese plana, el radio tenderia
a infinito y el valor C de la matriz se cancelaria, llegando al

siguiente resultado:
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Observe que en ambos casos el determinante es diferente de
uno. En general, si el indice de refraccion que se encuentra a
la derecha del sistema es diferente del gue se encuentra a
la izquierda, entonces el dgterminante de la matriz
correspondiente es diferente de la unidad. .

Si en el ejemplo que hemos utilizado para deducir la ecuacidn
1.2.5 se hubiera supuesto que el indice n, se encontrase a ia
izquierda y el indice na la derecha, ademdas que n, fuese
ahora mayor que n, la nueva matriz para este sistema simplemente
se encontraria cambiando el subindice dos por el uno y el uno por

el dos, llegande a la siguiente igualdad:

{n, - n‘)/R n, n_/n

2 2 1

Ahora aplicaremos los resultados dados por las ecuaciones
1.2.5 y 1.2.7 al caso de una lente delgada. Para mayor facilidad
supondremos que el espesor de la lente es despreciable, es decir,
que el rayo recorre una distancia insignificante dentroede 1la
misma. El resultadoc es obtenido por medic de la aplicacioén
sucesiva de las matrices de cada sistema que cruce. En este
caso, el rayo primeramente viaja en un medio con indice n, Yy pasa
a otro medio con indice n, a través de una superficie curva;
después viaja una distancia despreciable en ese nuevo medioc y por
ultimo vuelve a cruzar al medio de indice n, donde originalmente
se movia. Matematicamente este hecho es representado por medio de

la siguiente multiplicacidn de matrices:
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en donde:
LLavando
resultado: ’
(n, = n) (/R = 1/R)) / n 2
en donde R ¥ R son los radios de curvatura de las

1 2

superficies de la lente; n, es el indice de refraccién del medio
donde se halla sumergida la lente y n, es el indice de refraccidn
de la misma.

Comparando la ecuacién 1.2.4 con la 1.2.9 hacemos la
conclusion de que la longitud focal de una lente se puede calcular
con sole conocer los radios de curvatura de sus superficies, al
igual que los indices de refraccién del medio y de la lente.

Es necesario hacer resaltar gue el paréntesis gue encierra a
los términos de la resta de los radios de las superficies de 1la
lente, es positivo si es convergente y negativo en caso de ser
d}vergente. Una afirmacion similar es hecha para el paréntesis que
contiene a los indices de refraccion de la lente y del medio donde

se halla inmmersa: si n_ es mayor que n_, la resta es positiva y

1 2!
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si sucede lo contraiio, la resta es negativa. La lente podra ser
convergente o divergente, dependiendo de qué indice es mayor.

La siguiente representacién matricial corresponde a un rayo
cuyo desplazamiento consiste en el recorride de una cilerta
distancia d‘ en el vacio, éespués cruza una lente delgada de
longitud focal f:' seguido de un nuevo recorrido de una distancia
d2 en el vacio y finalmente cruza por otra lente de longitud
focal £,. La figura 6 muestra con mas detalle este recorrido.

La matriz para este sistema se obtiene al aplicar
sucesivamente la matriz de transferencia para cada etapa del
recorrido. El resultado de ese andlisis es una multiplicacién de
cuatro matrices, cuyos factores estan dispuestos en orden inverso

al que se halla cada uno de Jlos elementos que constituyen al

f1 fa
—-—_/__._. \’
H d H d
i ¥ 1 2 4
R, . RP,
FIGURA §

sistema. La siguiente relacién nos resume todo lo que sa ha

afirmado:
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1 o) 1 d AT ey d :
M= . RS A N 1.2.10
-ve, 1) o fo ajteze, 1) o J

Es interesante hacer notar que si se invierte el orden en
que se hallan dispuestos los elementos dque constituyen un
sistema, también el producto de las matrices se invertira. De
todo esto diremos que existe una regla sencilla que puede ser
utilizada en estos casos:

" Al invertir la posicion de los elementos de un sistema
optico dado, la matriz que relaciona este nuevo sistema se
encuentra con solo cambiar los elementos de la diagonal de
la matriz correspondiente al sistema original *

Como el deteminantg de cada elemento es unitario, también el

determinante de todo el sistema lo sera.

La siguiente matriz de transferencia se refiere a un sistema
cuyo indice de refraccion no es constante, sino que depende de la
distancia r al eje focal z. La dependencia del indice con 1la

distancia viene expresada en la siguiente ecuacién:

— - 2
n{r) =1, nzr/Z................1.2.11

en donde: = %+ y2

Para encontrar esta matriz, primeroc creemos conveniente saber

cudl es el cambio que sufre el frente de onda de una onda plana

cuando pasa a través de una lente delgada. La figura 6 nos da una
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FIGURA 6
idea del efecto experimentado por los rayos de luz al cruzar la
lente convergente.

Las fases en A Y en B a la izquierda de la lente Yy en el
punto focal f a la derecha de ésta, son iguales. Pero si las
ondas estan en fase en el punto focal, entonces en A’ y en B7
no lo estaran; el rayo en B’ tiene que recorrer mayor distancia
que el rayo en A’. Esta distancia esta dada aproximadamente por
medio de la siguiente relacion:

ad = (r2 + £%)'° - £ = £¥j2¢
Con lo anterior, tenemos ahora una expresion aproximada para
el campo eléctrico justo a la derecha de la lente
E (x,y) = E_exp(ikr®/2f)
en donde En Yy I-:L son los campos eléctricos a la derecha y a la

izquierda de 1la lente, respectivamente. El simbolo k se le



conoce como numere de onda y es igual a 2n/A. Fisicamente se
podria decir que la onda plana al cruzar la:lente delgada se ha
transformado en una onda esférica convergente.

Asi, el efecto que causa la 1en€e sobre la onda plana es un
cambioc de fase kr’/2f que crece cuadraticamente con la distancia
al eje focal. Mientras mas grande sea la distancia al eje, mayor
debe ser el cambio de fase producido por la lente. Esto nos hace
pensar que una delgada lamina de un medio descrito por la ecuacidn
1.2.11 actuara como una lente, introduciendo un cambio de fase
proprocional al cuadrado de la distancia focal.

El comportamiento de un rayo qhe se propaga a través de un
medio inhomogéneo como el que estamos estudiando, es descrito por
medio de la siguiente ecuacidn diferencial:

A(n dr/ds) = VN .c.csvavacnvae veeli2.12

donde s es una distancia medida a lo largo del raye a partir de
un punto fijo en él; r es el vector de posicidn del punto en s.
Para el caso en que Se menejen rayos paraxiales sustituimos d/ds
por d/dz, cbteniendo:

a%r/dz? = (1/n(r)) &(n(r))/ar «..veeo-...1.2.13

con r = r(r,8,z) Y n = n(r)
Si consideramos a n, mucho mayor que n, entonces n{r) se

aproximara bastante al valor de n,. Haciende en r el valor de
x - igual a cero, la ecuacidn 1.2.13 se convertira en una ecuacion

diferencial homogénea de segundo grado de la forma:
2, 2
dy/dz" + (nz/no)y =0
Aplicando las condiciones a la frontera dadas por:
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en donde L'="(nyn))'"?

Derivando a y con respecto de z, obtenemos ‘la’ pendiente

del rayo con respecto al eje optico.

dy/dz = V(z) = =Y, L sen{L 2z} + v, cos(L z)

De esta forma, la matriz de transferencia para un medio cuyo
indice de refraccién cambia de acuerdo con la ecuacién 1.2.11,

viene dada por:

cos(L z) L™ 'sen(L z)
M = 1.2.14

~L sen{L z) cos{L 2}

El indice de refraccién que hemos analizado, nos indica que
va disminuyendo su valor conforme nos alejamos del eje focal. Sin

embargo, existen algunos tipos de materiales que en vez de
disminuir su indice, va aumentando al alejarnos del eje. En tales
casos, la ecuacidn gue describe a estas sustancias es muy

similar a la ecuacidn 1.2.11, solo que el signo negative que
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aparece debe ser ahora positive. Usando el hecho “de que’te* e @
= 2 cosh{x}) y e - e* = 2 senh(x), Se obtiene la matriz de

transferencia para este tipo de indices: ../ ="* s Dty

*! senh(L.2z)

cosh(L z) L
M = e g 1:2.15"

L senh(L z) cosh(L z)

Debemos aclarar que las matrices anteriores describen la
altura y la pediente que tiene el rayo en un punto determinado
dentro del medio donde se propaga, pero no nos indica los cambios
que le puedan ocurrir a estas variables en el momento de pasar
de un medio a otro. Por ejemplo, no se puede conocer con
estas ecuaciones 1a alteracién que pueda sufrir la
pendiente al pasar el rayo del vacic a un material cuyo
indice es similar al que estamos estudiando. Para indices
constantes, este problema esta resuelto haciendo uso de la ley de
Snell.

Por otra parte, si comparamos el elemento C de la matriz
1.2.14 con su respectivo elemento de la matriz para las lentes
delgadas, vemos que:

L sen(L z) = 1/f
es decir, el elemento L sen(L z) es el inverso de la longitud
focal t La longitud focal es positiva cuando su argumentc se
encuentra entre nm y (n + l)n radianes, con n par; y negativa
cuando no se halla en ese intervale. Si el rayo se va desplazando
indefinidamente dentro del material, la longitud focal es

alternadamente positiva y negativa, correspondiendo a un sistema
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optico convergente y divergente, respectivamente. La divergencia’
natural de un rayo es continuamente neutralizada por 1la
convergencia de'l medio, ondulande el rayc cuando se propaga dentro
de €él. Tales materiales existeﬁ y son usados, entre otras
cosas, para comunicacidn.

Las causas mas comunes gque dan origen a un indice de
refraccién que varia cuadraticamente con r son:

1.- El bombeo en ciertos laseres solidos como los de rubi,
dan origen a un indice de refraccién que decrece con r.

2.- Guias de onda opticas formadas por filamentos de vidrio
cuyo indice decrece al decrecer r. Tales guias pueden ser usadas
para la transmision simultanea de un nimero considerable de haces
laser, los cuales son introducidos en 1la guia en diferentes
angulos. Como consecuencia de la ecuacidén 1.2.14, los rayos
emergeran con una direccién tnica, logrando con ello ser
saparados. Ademas, las guias de onda pueden ser usadas para
transmitir informacién de la misma forma que un sistema de lentes

transmite la imagen de un camara.

La siguiente matriz corresponde a un rayo que viajando en un
medio con indice de refraccion n, constante atravieza otro medio
con incice n, también constante de longitud d. Las superficies
que separan ambos medios son planas, como lo muestra la figura 7.
Los valores de los elementos de esta matriz, se obtendran del

analisis hecho en la figura 7.
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FIGURA 7

Como se puede observar la pendiente del rayo incidente es
igual a la pendiente del rayo emergente, con lo cual concluimos
que C ¥ D son 1 y 0, respectivamente.

Por otra parte, note que Yz =Y + d tan 92 y ademas por 1la
ley de Snell n, sen € = n, sen @,. Como suponemos que se trabaja
con rayos paraxiales, esta ley se transformara en n, tan 8= n,
tan §,. Por consecuencia, despejando tan o,y sustituyendela en ¥
obtenemos:

Yz =Y o+ (nx/nz) d v,

en donde tan 6 =V,

Asi, la matriz resultante que representa este slstéma, es:



17 n/npla

M= . o : X . 1.2.16

Este resultado también se puede obtener aplicando
adécuadamente la matriz de refraccioéon 1.2.5. Para ello considere
que las superficies planas situadas en los planos de entrada y
de salida tienen radios de curvatura infinitos. Se deja para

el lector la deduccidn de esta matriz por el método sefialado.

MATRICES DE TRANSFERENCIA EN ESPEJOS ESFERICOS

Los espejos esféricos son parte importante de los sistemas
opticos y es por ello que deduciremos agui su matriz
coryrespondiente.

Ccuando se trata con espejos esféricos, se tiene 1la
caracteristica de que el planoc de entrada RP, coincide con el
plano de salida RP2 Y por consecuencia, los elementos A y B
son 1 y 0, respectivamente.

Para encontrar el valor de cada uno de los elementos
restantes, mostraremos primeramente gque la lol:gitud focal de un
espejo de esta naturaleza es igual a la mitad del radio de
su curvatura. La demostracidn estara basada en la figura 8.

Observe que el angulo gue forma el rayo incidente es igual al
dngule formade por el rayo reflejado, dividiendo en partes iguales

al angulo SAP por medio de la 1liinea €A. El1 1lado SP es



FIGURA 8

dh{idido en segmentos proporcionales a los dos lados restantes,
esto es:
Isci/isn{ = |CPI/IPA] ...vvvviiinonaan 12,17
ademds
sc = s, - (R} Y cp = |R} - 8,

Si- tomamos como positivo el valor de R cuando el espejo es
concave y negativo cuando es convexo, independientemente de la
ubicacion de su centro, entonces {R| = R concluyendo que:

sc =8, -R y CP =R - 5,
En la regién paraxial SA se aproxima a s Y PA  se

L]

aproxima a S, . De esta forma, la ecuacion 1.2.17 se expresara

ahora como:

1/8 + 1/s = 2/R N 1.2.18
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Al comparar la férmula anterior con la  formula para . las
lentes delgadas, concluimos que 2f = R. Por consecuencia, 1a

matriz de transferncia asociada a un espejo esférico es:

M= 1.2.19

~-2/R 1

1.3 DERIVACION DE LAS PROPIEDADES DE UN SISTEP"!A EN TERMINOS
DE SU MATRIZ DE TRANSFERENCIA. :

Hemos visto que un rayo paraxial lo podemos caracterizar por
medio de dos parametros: la pendiente o dngulo de ipclinacidén V
y la altura Y que forma el rayc con el eje focal, cuando éste
atravieza un plano de referencia dade. Sin embargo, para hablar de
las propiedades de un sistema por medio de su matriz de
transferencia, es conveniente reemplazar la pendiente por su
coseno de direccidn dptico, definido como: Vv = n V = n tan 8 = n
sen 8, donde n es el indice de refraccion del medio en el cual
el rayo esta viajando. El coseno de direccion dptico tiene 1la
propiedad de gque, por la ley de Snell, permanecera inalterado
cuande el rayo cruza un plano que divide dos medios con indices de
refraccion diferentes. Su matriz de transferencia asociada queda

expresada en funcidén de los cosenos directores como:

Y 1 o Y

2 1
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Anteriormente no se habia tomado esta definicion ya que 1la
mayoria de los sistemas opticos se encuentran en un medio cuyo
indice no cambia de un plano de referencia a otro.

Suponga ahora gue se ha evaluado la matriz de transferencia
para un sistema en donde el rayo esta caracterizado por estos
pardametros. Si alguno de los elementos de esa matriz es igual a
cero, su interpretacidén geométrica es diferente para cada uno de
ellos. Los siguientes incisos eiplican las consecuencias que traen
consigo el gque uno de los elementos de la matriz sea nulo.

a}.- Si D = 0, la ecuacidn para v, se convierte en v,=¢C
¥, es decir:

V,=cY /n,

Como consecuencia, todos los rayos gue pasen a la misma
altura a través del plano de entrada, saldran formando el mismo
angulo con respecto del eje focal; no importando el angulo que
forme el rayo en el momentc cruzar por el primer plano. Para
este caso, el plano de entrada se identificard con el nombre de

primer plano focal. Observe la figura 9.

b).- Si B = 0, la ecuacion para Y, se convierte en: Yz = A

Y‘, afirmando que todos rayos que pasen por el plano de entrada a

una misma altura Y‘, emergeran con una altura A Yl,
independientemente de la inclinacién gque tengan los rayos al
cruzax por el primer plano principal. Asi, los puntos [o] e I
vistes en 1la figura 10 son los puntos objeto e imagen,
respectivamente. Los planos de entrada y de salida seran, para

este caso, los planos conjugados y la razén A = ‘{z /¥ da la

amplificacidén producida por el sistema en estas condiciones.
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c).- 51 ¢ = o, vz sera igual a (n‘/nz) D V‘, provocando
que todos los rayos que entren al sistema paralelemante, emerjan
también paralelamente con una nueva direccién. Un sistema de
lentes que satisfaga esta condicidn, es 1llamado * sistema
Telescdpico ". La amplificacion 'énqular esta dada por D = n, Vz /

n, V‘. Observe la figura 11

RPy 0 D Py

FIGURA 11
d).- si A es - igual a  cero, Y, es igual a Bn‘v‘,
implicando que todos los rayos que entran al sistema con un angulo
V,, pasen por el mismo punto Y, . Este sistema provoca que todos
los rayos que entran paralelos, los converja en un punto en el
plano de salida. Al plano RF’2 se le conoce como segundo plano

focal. Observe la figura 12.
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FIGURA 12

e).- En este inciso se pone atencidn en el valor :del
determinante de una matriz de transferencia. Si A & D es
igual a cero, entonces B = - 1/C. De la misma forma, si B o C
se hacen cero, D = 1/A. Para el caso en ‘que el determinante sea
diferente de 1, el analisis es completamente similar. El hecho de
que B se haga cero para la relacién objeto-imagen y que A para
este caso sea la amplificacidn transversal, nos guia a una método
experimental para encontrar los elementos restantes de la matriz
asociada, sin necesidad de medir sus componeentes individuales.

En deneral, a menos que el valor de v sea cero, el rayo
cruzara el eje en alguna parte. Con respecto a un plano de
referencia dado, en donde el rayo tenga una altura Y y una
pendiente V, la posicion en el eje horizontal donde el rayo leo
cortara esta dado por -Y/V = -n¥/v. Si este cociente es positivo,
el punto de cruce se cortard a 1la derecha del plano de

referencia y a la izguierda de eéste si es negativo. Observe la

figura 13.
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FIGURA 13

1.4 LOCALIZACION DE LOS PUNTOS FUNDAMENTALES DE UN SISTEMA.

Sea M la matriz gque describe un sistema dado, la cual
relaciona el plano de referencia de salida con el plano de
referencia de entrada. Ahora localizaremos con respecto a estos
planos, los puntos focales, los planos principales de
amplificacién transversal, los planos nodales de amplificacién
angular, etc. Para generalizar, supondremos que n, y n, son
los indices de los medios que se encuentran a la izquierda y arla
derecha del sistema.

a) .- Consideremos &l caso que se muestra en la figura 14. En
esta, e observa que un rayo entra al sistema paralelamente al
eje focal a una altura ¥,. De acuerdo con los leyes de la Optica
Geométrica, el rayo llega al secgundo plano principal con la misma
altura y se dobla de tal forma que pasa a través del segundo plano
focal F,-Para el rayo de entrada v, =0 tal que Y, =2 Y‘ Y
v, =¢ ¥, / n,. si t, es igual a la longitud gque existe entre el



plano RP2 y el punto focal Fz, entonces debemos tener: t =

Yz / Vz = -n, A / €, con la cual se puede localizar el segundo
foco.

Cuando el rayo que hemos considerado emerge del segundo plano

principal H,, su altura sera iqual a ¥,. Por consecuencia, si-

definimos la segunda longitud focal fz como la longitud que

existe de H, a Fz' entonces su valor debe ser jigual a: £ = -

2
Y‘ / V2 =-mn, / C.

El desplazamientoc gque existe entre el plano RP, y ‘el
segundo plano principal H,, es igual a: s, = t, ~ £

2 = N 2(1 - A)
/C. )

2

Y
/
/
2

FRELQE g I SIS PYSY
) ‘*‘I

L

/

N N

-

L

4
’
n

‘ ""]
;

FIGURA 14
b).- Consideremos ahora un rayo el cual entra al sistema con

un angulo v, después de pasar por el primer foco F,.
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En la figura 15 vemos que el rayo se hace paralelo al eje -

focal en el primer plano principal H, vy continuara ‘asi cuando

pase a través de RP,. Por lo tanto se puede escribir: Y= -n

D Vv, / C. De la misma figura observe gque si €, es .el-

desplazamiento gue hay del plano de entrada al punto focal F‘,

su valor estara dado por: c‘ = - Y‘ / V‘ =n D / C. Con la cual

podemos localizar el primer foco. : »
Considerando el mismo rayo, recordemos gue en el primer plano

principal su altura debe ser igual: Yz = A Yl + B VI n . Por

consecuencia, si la primera longitud focal f‘ es definida como

el desplazamiento del punto F, al punto H‘, debemos tener: fl

= Yz / V‘ = -n {AD - BC) / C. Recordando que el determinante de
una matriz es unitario, obtenemos finalmente: f‘ =-n / C, que
corresponde a la primera ‘longitiud focal.

Para encontrar ele desplazamiento s, que existe de RP;

hasta Hx,solo es necesario darse cuenta que: s, = f‘ + t‘. Por

1
consiquiente: s, =n (D=-1) /cC,

FIGURA 15"
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c¢}.~ Finalmente, determinemos los puntos nodales Loy L,
de tal manera que cualquier rayo gue entra al sistema en direccion
a L“ salga de €1 como uh rayo que parte de L, formando el

mismo angulo. Observe la figura 16.

tat 2, een Vo

Vyf..en

AP

RPy. 2

FIGURA 16

como en esta seccidn se ha estado trabajando con el concepto
de coseno de direccion oéptico, es necesario utilizar también el
concepto de "  Espesor Reducido " que a continuacién
explicaremos.

cuando observamos el fondo de una piscina a traves del agua
gue la llena, notaremos que su profundidad se ve menor a gque si la
viéramos sin agua. Esto es debido a que el indice de refraccion
del agua es mayor que el del aire, provocando con ello una
sensacion de disminucion de 1la profundidad de la piscina. De
manera analoga sucederia si observamos un objeto que se encuentra
separado de nosotros por una distancia d. Esta distancia no seria

alterada si viéramos al objeto en el aire, pero si colocdramos un
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vidrio entre nosotros y el objeto, con un espeso d, la
distancia se reduciria. La reduccion aparente de esta distancia s.t.a
puede calcular por medio de la siguiente ecd}xacién: d - d/n. De
todo esto defriniremos el espesor reducido’ como: ¢-i/n. e
Con la anterior définicién debemos alterar la matriz de
transferencia correspondiente a un rayo que viaja una distancia d

a través de un medio con indice de refraccién n, resultando:

11 a/n

[s] 1

Para lograr el objetivo que 'no.s hemos planteado, hagamos la
suposicién de que un rayc. paraxial parte del punto nodal L, Yy
llega al plano RP , después se dirige al plano RP2 Yy por
Gltimo parte de él y llega al punto nodal L,. LLamaremos a P,
al desplazamiento del punto L, al p]..ano RP, y a P, como el
desplazamiento del plano RP, al punto nodal L,. Asi, 1a
trayectoria seguida por el rayo paraxial se puede escribir por
medio del producto de matrices siguiente:

1 Pz/n2 A B 1 Px/nx

o 1 c D o 1

De esta iultima ecuacidn se concluye que:

¥, = Y (A + CP/n.) + nV (P /n (A+ CPY+ ppz/p;’fgs) &

nV, =v, = YC+nVICP/n +D)

Para un punto nodal, se cumple Y: = Yz = 0, y aplicando 1la
condicién de que el dngulo v, es igual al angulo V,, entances

las ecuaciones anteriores se transforman en:
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n (CP /n +:D) =n,
(P,/n ) (A + CP,/n,) + DP /n .+ B =0

Rresolviendo el sistema de ecuaciones con dos incé nitas;~‘§g

llega a:

Po=(n, - an Y/ ¢ Y

resultados obtenidos anteriormente:

Parametro descrito Medicion
en el sistema De A
Primer punto focal RP, F,
Primera long. focal Fl H{
Primer punto principal RP‘ ,‘H;
Primer punto nodal RP, L|
Segundo punto focal sz Fz
Segunda long. focal Hz F,
Segundo punto principal  RP,  H, n;(1-a)/C (1=ay/e
Segundo punto nodal RP2 L2 (n‘-Anz)/C {(1-A)/C

La columna de la derecha que se nuestra en esta tabla,
describe el caso mas frecuentemente mas encontrado, que es el de
un sistema localizado en el aire. En éste los puntos nodales
coinciden con los puntos principales; esto se debe a que las
condiciones para 1la amplificacién angular y lineal, son las

mismas. Vemos también que las longitudes focales son iguales.

1.5.~ SUCESIONES PERIODICAS.
Los rayos que viajan en los espejos esféricos de un resonador
optico, experimentan una accién enfocadora periddica. El efecto

que experimentan estos rayos dentro del resonador es equivalente
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al que experimentan los rayos dentro de una sucesion periddica de
lentes; la cual puede ser usada para describir un resonador. La
figura 17 muestra un resonador y su equivalente sucesidn

periddica (guia de onda lenticular).

b
-
~
-
™
-
N

e

FIGUREA 17

Un simple elemento de la sucesidén es caracterizado por su
matriz de transferencia. Un nimero n de elementos consecutivos
de la sucesion, es representada por medio de la matriz de
transferencia elevada a la n-ésima potencia: la cual puede ser
calculada por medic del Teorema de Sylvester.

Supongamos que se tiene una matriz M y queremos obtener la
funcidn wmatricial dada por: M) = M.

Un polinomio de interpolacion puede ser empleado para una
evaluacidn de funciones de matrices. Sea M una matriz de dos por
dos, con valores propios A‘ Y A, distintos. Por analogia con
las funciones escalares, podemos definir una dunica funcioén
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matricial polinomial P (M) ‘- como una matriz de interpo{acién de
primer orden para édalquier funcién matricial arbitraria. £(M):
B (M} = (M ~AT) EQA)/{A - A) + (M~ ATIE(A,)/(A,A)

Esta es una definicidn bastante importante, ya gue dada una
funcién escalar £(A) y una matriz M con valores propios ‘An Yy
A los valores de f(x) y f(d) especifican completamente a
£(M).

Para poder aplicar esta definicion a las matrices de
transferencia, primeramente debemos obtener sus raices
caracteristicas. La ecuacidén que determina estas raices viene dada
por: Det(M —AI) = A% = A(A + B) + (AD - BC) = O.

Haciendo uso de las siguiente hipotesis: a).- (A + D) = cos @
Y b).~ Det(M) = AD -BC = 1, el valor de A es igual a e'® Yy
el de Az' a e-'s . Sustituyendo los valores de las lambdas asi
encontradas en el polinomio de interpolacidn, se tiene:

A sen n8 - sen{(n - 1)6 B sen né
M = 1/sen @ 1.5.1

¢ sen né D sen n@ - sen(n - 1)86

La ecuacidn anterior describe la transferencia de un rayo a
través de n elementos consecutivos de la sucesion de lentes
delgadas, que a su vez equivale a describir el viaje de un rayoe
dentro de un resonador. Cada clemento de la sucesion de lentes es
similar a un viaje completo dentro de la sucesidn.

El resultado dado anteriormente, solo se aplica para el caso
en que los valores propios sean diferentes. Cuando el minimo
polinomio de M tiene sus raices iguales, el calculoc para f£(M)

se realiza en forma diferente.
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sean iguales, se cumple:
en donde A‘ = Aa = Ac'

La funcién matricial para el caso

queda expresada como:

PiM) = £ T+ (M = AT)EN(/2)
en donde P(A) Yy f(A) son tangentes en ' A = AL

2

Como A% ~ A(A + D) - (AD -BC) = 0,. (A + D)/2 “=-cos 8 ¥

Det(M) = 1, entonces la unica raiz posibl_e es: ,\1 = k,"z = »Ao =

cos 6. Por consecuencia, para que esta condicién se cumpla es

necesario que el angulec € se multiplo entero del ntimero n.
Sustituyendo la raiz encontrada en la fiuncidn  matricial

antes sefialada, encontramos que:

ne1 1

n A cos"" '@ + (1-n) cos"e n B cos" 'e

M = ol a.si2

1 1

nc cos” s n b cos" e + (l-njgos"e

Esta ecuacion describe el viaje de un rayo a través de n
elementos consecutivos de una sucesidn de lentes delgadas cuando
la matriz de transferencia asociada a ese elemento tiene raices
identicas. 7

Las sucesiones periddicas pueden ser clasificadas en
estables, inestables y condicionalmente estables. La sucesion es
estable cuando la traza de la matriz obedece la desigualdad:

-1 <« (A+D)/2 <z 1

Para una sucesidn estable, todos los rayos gue viajen a través de
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ella seran reenfocados.

En los sistemas inestables, la hipotesis (A + D)/2 = cos 6
se sustituye por (A + D)/2 = cosh 8. De esta forma, las raices
caracteristicas de la matriz de transferencia asociada a una
sucesion inestable, estédn dadas por: A= e Y A, = e®

2
La matriz M" para este tipo de sistemas cuyas raices son

distintas, se expresa de la siquiente manera:

A senh n8 - senh (n-1)8 B senh no
M" = 1/ senh 6

-C senh n8 D senh né - senh (n-1)6

Estos resultados, se obtuvieron empleando las ecuaciones .

matriciales P, {M) que anteriormente se wmencionaron. “

1.6.- DIAGRAMA DE ESTABILIDAD.
El objetivo de esta seccion es mostrar una grafica que nos
ayude a identificar cudndo un sistema sea estable, inestable o

condicionalemente estable.
Si para cualquier numero de recorridos completos dentro de la

cavidad, la posiscidn del rayo no ha rebasade la altura de

cualquiera de los dos espejos, entonces se dice que la cavidad es

estable ya que no permite que el rayo escape hacia afuera de

ella.Si el rayo vrebaza algquna de las superficies de los

espejos después de recorrer un numero determinado de ciclos, se

S

dice que la cavidad es inestable. Y si los espejos deben

estar perfectamente alineados para que el rayo no escape, el

sistema sera condicionalemnte estable.
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" Una cavidad estable debe' cumplir 1la desigualdad siguiente:
-1 2 (A + D)/2 ¢4 1; la inestable: 1« | (A + D)/2| Y la
condicionalmente estable: (A +D)/2 = 1. Endonde A y D son
los elementos de 1la matriz de transferencia que describe el
recorrido de un cicio a través de la cavidad.

Para abordar el problema gue nos hemos planteado, tomaremos
un caso especifico de una cavidad como la mostrada en la figura
18. La siguiente multiplicacion de matrices reprersenta cada una
de las etapas del recorride que realiza un rayo para completar un
ciclo. .

1 0 1 d 1 ¢ 1 d
-2/R, 1 o 1 -2/R, 1 o 1

Efectuando el producto e identificando los elementos :A y
D, la condicion de estabilidad viene expresada como:
0O« (A+ D+ 2)/4 = (l—d/R‘) (l—d/Rz) 21
Al definir a 9, =1 - d/R, y a g, = 1 - 4/R, esta
condicidén de estabilidad puede ser escrita ahora como:
0 < g, g, 4 1
La estabilidad vista como in expresa la ecuacidn anterior nos
permite representarla por medio de un diagrama en donde el eje
horizontal corresponda a la variable 9, y el vertical a la
varible g,. Esta grafica nos indicara si upa cavidad dada es
estable o no. Si las dimensiones de la cavidad son tales que el
pProducto de los parametros se encuentra dentro de 1la regién
no obscura, entonces la cavidad es estable; si se encuentra dentro

de la regidn obscura, es inestable; si se encuentra sobre la
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FIGURA 18
linea,se dice gque es condicionalmente estable, requiriendo
perfecto alineamiento.

En el caso particular en el que g, =g, =0 (Geometria
confocal) los espejos que forman la cavidad tienen el mismo radio
de curvatura y estan separados por una distancia d igual al
valor de estos radios. Este caso se encuentra situado en el origen
del diagrama de estabilidad, considerandolo como un sistema
condicionalmente estable. Muchas cavidades gque se hayan en esta
situacién, lo tratan de evitar aumentando o disminuyendo el valor
de la separacion entre los espejos. Otro tipo de reasonadores que
se representa en estc diagrama es el resonador conceéntrico, cuyos
espejos tiene igual radic de curvatura pero la distancia que los
separa es igual al doble del radio. En el diagrama de estabilidad
este sistema se ubica en el punto g, = -1 Yy g, = -1. Otro
sistema llamado comunmente paralelo, tiene la caracteristica de
estar formado por dos espejos planos y paralelos. En este caso,

los valores de 9, Y 9, son unitarios; independientemente de
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la distancia que los separa.

La linea vertical que pasa por el punto g, = 1l corresponde
a puntos en los cuales el sistema tiene al menos un espejo plano.
Esta afirmacién se emplea para la linea horizontal que cruza el
punto g, = 1. El ﬁunto de cruce de estas dos lineas nos da el
sistema optico formado por los planos paralelos.

Existe orto par de lineas, horizontal y vertical, que pasan
por los puntos cuyos valores para g, Y g, corresponden a
-1. La interseccién de ellas corresponde a un sistema
concéntrico. El cruce de las lineas g =-1 y g,=1 ) g, =1
¥ 9, = ~1 no corresponden a sistemas que sean estables.

Para sistemas gque tengan al menos una de estas variables
igual a cero, son considerados como condicionalmente estables. En
general, todos los puntos que se ubican ya sea en los ejes o sobre
las lineas que conforman la hipérbola se consideran puntos gque

representan sistemas condicionalmente estables.
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CAPITULO II
ANALISIS ONDULATORIO DE HACES GAUSSIA!{Og

2.1.~INTRODUCCION

Como apreciamos en el capituloe anterior, hemos utilizado el
hecho de representar a la luz por medio de lineas rectas, las
cuales son caracterizadas por su altura y por su pendiente que
forma con respecto a un sistema de referencia dado. Sin embargo,
dicha representacién tiene sus limitaciones ya que, desde este
punto de vista, la amplitud, la fase, la extensidén espacial o la
intensidad carecen de sentido‘y obviamente esta informacién es
vital.

La Optica Fisica contempla algunas caracteristicas de la luz
que no pueden ser tratadas en la Optica Geométrica y es por ello
la necesidad de emplearla. Esta ciencia se basa, entre otras
cosas, en el conjunto de ecuaciones que son solucién de la
ecuacion de onda. La interpretacién fisica que trae consigo estas
soluciones nos proporciona la informacién necesaria para describir
el comportamiento de la radiacion conforme se desplaza en algun
sistema optico. En la Optica Fisica tiene significado emplear
términos como la amplitud, la intensidad, etc. qgue juegan un papel
importante en esta ciencia.

Este capitulo tiene por objetivo deducir una solucidn
aproximada de 1la ecuacidén de onda, la cual es utilizada para
describir a los haces gaussianos, gue es el tipo de radiacion que
mejor representa a un haz laser. De esta ecuacion se deduciran dos

parametros muy importantes, que permiten calcular el radio de

49



curvatura del frente de onda y el radic de la mancha producida por
el haz cuando la amplitud del campo eléctrico decae hasta un
factor (1/e) de su maximo valor. La combinacidon de ellos es
conocida con el nombre de " parametro complejo ", que depende de
una sola variable, que es la posicién sobre el eje de propagacién.

Apoyados con graficas analizaremos con detalle la
dependencia de los parametros mencionados con la posicidn sobre el
eje.

La amplitud y el factor de fase radial estan en funcién de las
tres coordenadas, no siendo asi el factor de fase longitudinal que
solo depende de la posicién sobre el eje de propagacidn. Se
dibujan las trazas de la amplitud para cada variable de la cual
dependa Yy a su vez es analizado su comportamiento. De igual forma
se muestran algunos casos particulares del término trigonométrico
que aparece en la fase ¢.

Al final, dentro de esta seccidén, presentaremos una breve
interpretacion fisica de cada uno de los elementos que constituyen
la solucidn de la ecuacion de onda.

En la ultima seccién de este capitulo, se estudiaran dos
familias de ecuaciones gque también son solucién aproximada de la
ecuac‘ic’m de onda. Una de allas esta oxpresada ern coordenadas
cartesianas, correspondiendo a los polinomios de Hermite; la otra
familia se expresa en funcion de las coordenadas cilindricas,
correspondiendo a los polinomios Asociados de Legendre. El estudio
de estas ecuaciaones conduce a los llamados "  numeros modalas "
que estdn relacjionados con el numerc de puntos gue presenta
un haz para un patrén determinado. Mostraremos algunas fotografias

de haces laser con diferentes numeros modales en los dos
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sistemas de coordenadas.
Por ultimo se dara un pequefia explicacién del significado
fisico que tiene cada término para 1las diferentes familias de

polinomios.

2.2.~ SOLUCION APROXIMADA DE LA ECUACION DE ONDA.

Un haz laser es muy similar en muchos aspectos a las ondas ~
planas, sin embargo, la distribucién de 1la intensidad no es
uniforme sino que se halla concentrada cerca del eje de
propagacién y su frente de onda es ligeramente curvo, al igual que
los factores de fase, longitudinal como radial, presentan
caracteristicas muy peculiares que difjeren de las ondas planas o
esféricas.

En la presente seccidén, realizaremos un desarrollo algebraico
sobre la funcién de onda, considerando algunas hipdtesis que son
las que caracterizaran a los haces gaussianos, para obtener asi
una expresion que nos permita calcular la amplitud del campo
eléctrico, asi come también el parametro complejo Yy los factores
de fase que se mencionaron en la seccién anterior.

El campo eléctrico E satisface las siguientes ecuaciones:

. . 8E =
VXH=¢ TE O E
2.2.1
_ s H
VXE=-pn <

Aplicando la definicién de rotacional a la segunda igualdad e

insertando la primera ecuacién en el lado derecho del segundo
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rotacional se obtiecne:

2 °E 8 E
v E-“c_z— O ——— = 0
4 ¢ a

donde hemos usado el hecho de que U XV X E=9V (V°E ) -v *E
y que Vv * E = 0. Si suponemos que el campo E se puede escribir
conmo un producto de solo dos factores dados por: E(;‘,t) = Re E(T)°
exp (iwt) - esto es, una radiacién monocromdtica pura - la

ecuacion de onda se convertira ahora en una nueva expresion de la

forma:

v2E + K®¥E = o 2.2.2
con

K=pedo [1- é—g]

donde w es la frecuencia angular, g es la permeabilidad del
espacio, Yy € es la permitividad eléctrica del medio.
Podemos generalizar la ecuacion 2.2.2 al suponer que el

numero de onda X tenga una posible dependencia de la posicion,
dada por:

2

K (%) = x* - x k_ r? 2.2.3
donde k2 es constante.
Asi, considerando la hipétesis anterior, la ecuacién 2.2.2

queda expresada en funcién del nuevo términe de la siguiente

forma:

52



v2E + ¥XX¥r) E=0 2.2.4

Como se menciond anteriormente, la clase de propagacidn que
estamos considerando es la de una onda aproximadamente plana en el
cual el flujo de energia predomina a lo largo de un eje de
referencia, de tal forma que se puede limjtar nuestra derivacicn a
una sinmple componente transversal escalar E. Si por convencion
identificamos al eje de propagacién con el eje z, unc puede
escribir el valor del campo eléctrico escalar de la siguiente
maneras:

E = E° ¥ (X,y,2) exp (-ikz) 2.2.5
Al fnterpretar fisicamente la ecuacién anterior, observamos

que el factor E) corresponde a la amplitud del campo, que es
proporcional a 1la intensidad de 1la radiacioén; el factor exp
(-ikz)}) nos indica que la onda se propagara en la direccion del
eje z, aproximadamente como una onda plana. El término ¥(x,y,2)
es un factor que expresa la diferencia entre una onda plana y una
onda gaussiana, es decir, mide la distribucién no uniforme de 1la
intensidad, la dispersién del haz cuando se propaga, el radio de
curvatura del frente de onda y otras diferencias.

Sustituyende 1la ecuacién 2.2,5 en la igualdad 2.2.4 ¥y
haciendo el desarrollo algebraico, obtenemos el sigquiente
resultado:

a v

2 2
73 - k kz e =0 2.2.6

VS ¥ - 2ik

Supongamos ahora que la segunda derivada de ¥ con respeto

a z, es despreciada. Para justificar esto, recordemos que los
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pardmetros contenidos en esa funcion dependen también de z, con
lo cual 1la primera y segunda derivada con respecto de esta
variable no necesariamente se anulan. Pero la primera derivada se
halla multiplicada por un nuimero muy grande, k ; mientras que el
coeficiente de la .segunda derivada es la unidad. De esto podemos
inferir que gue la segunda derivada es mucho menor que el factor
k multiplicado por la primera derivada, despreciando asi este
término.

con lo afirmado anteriormente, 1la ecuacién 2.2.6 se

transforma en una ecuacién de la forma:

Ve

¥ - 2ik

donde: Ve=—5+

Proponemos la siguiente ecuacién como solucidn a la ecuacidn

diferencial 2.2.7

— Q(z)
¥(T) = exp [-i (P(2) + —5 )] 2.2.8

con rPEE F YT

e introduciendo esta solucién en 1a.echa¢iéﬁ.difg;encia1 antes

mencionda, cbtenemos:

@%(z) r’ + 21 o(z)

tiene:




g a(z)’
P’ (z) = -1 %

"Q%z) + kQ'(2) + kK, =0

La ecuacidn de onda se ha reducido a las ecuaciones 2.2.9, §i

el medio dondd viaja el haz es homoganeo entonces ):2 es igual a
cero y la segunda de las ecuaciones anteriores se transforma en:

Q®(z) + k Q'(z) = 0 2.2.10

La ecuacidn anterior es una ecuacién diferencial homogenea de

primer grado y fgu solucién se da comot

k
Az = g 2.2.11

o
donda: 4, . es una constante.
Al sustituir esta ecuacién en 1a primera de  las. dos
ecuaciones diferenclales 2.2.9 e integrando se llega a: ;
P(z) = -1 1n (1 + z/q) - 2.3‘17.':
sustituyendo los resultados dados por las ecuaciones 2.2.11.y
2.2.12 en la ecuacién 2.2.8, enccntramos‘que el valor de ¥ es
igual a: '

ik r ?

- 2_(qTfe_£)] 2.2.13

¥(E) = exp [~ 1n (1 4 z/q)

Expresemos ahora la constante g, como un mimero imaginario

puro en términos de una nueva constante Wi

1nw
9% = A -izn
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Al expresar a q, en funcion de una nueva variable Wy

podemos escribir el exponente de la ecuacién 2.2.13 de una manera

diferente:

3

B PR
Q

exp {1 arctan(z/zo)]

Sustituyendo dq, en el segundo exponente de la ecuacién

2.2.13 y separando sus partes real e imaginaria, se llega a:

-ikr® -ikr? 1 Ai
exp[——z(qo T3 = el (- —y— uz(z))] 2.2.14
donde se ha definido
wiz) = Wi 1+ (2/2,)°%] PR 2.2.15
R(z) 5.z [1+ (2,/2)%).0 0 o0 L l2h2.8 0 SR

Recopilando todos estos resultados. en“la ‘ecnacién'ﬁé}%.ﬁ K

la nueva expresién queda de la siguiente forma:

w Lz

° . kr g 5 =z
E = E [ T Joexp [ -i (¢ + < g0 ?]' R ?.?;17
donde: w/W = (1 o+ (z/zo)z)-uz
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#(2) = k z'- arctan(z/z,) ‘2.2.18

1 1 ia
q(z) | R(2) T T LR

2.2.19

La ecuacién 2.2.17 corresponde a un haz de luz coherente ya
que estid en funcion de la longitud de onda A, y como se puede
apreciar, ésta es constante.

Tamblén es necesario mencionar que el perfil de intensidad
presenta forma gaussiana, como consecuencia del término cuadratico
que aparece en la ecuacién mencionada.

La ecuacidén 2.2.17 es conocida con el nombre de * haz
gaussiano fundamental ". Ademas, esta ecuacién no es la unica
solucién a la ecuacicén 2.2.4, pero si es la mas importante. Las
demas soluciones son conocidas con el nombre de " haces
gaussianos con modos de orden superior ", que seran discutidas en
las proximas secciones.

2.3.~- DESCRIPCION FISICA DE UN HAZ GAUSSIANC FUNDAMENTAL.

La interpretacion fisica de R(z), w(z) y de la ecuacién
2.3.17, es el tema principal de esta seccion. En el primer inciso
se analiza con detalle cual es el comportamiento que presenta la
amplitud del Campo Eléctrico para cada una de las variables de las
cuales depende. Los puntos maximo y minime que alcance son
calculados y ubicados en este inciso. También se estudian las
condiciones que deben cumplirse para gque la amplitud del campo
decaiga hasta un factor (1/e) de su maximo valor. A partir de
este anilisis se obtiene una grafica gque describe como el haz
gaussiano se dispersa conforme se desplaza a través del vacio.

En el segundo inciso estudiamos algunos casos particulares
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del término trigonométrico que aparece en ei factor de fase
longitudinal que, como su nombre 1o indica, depende solo de la
posicién sobre el eje.

En el tercer inciso se ha dibujado una grafica del radio de
curvatura del frente de onda para un haz de esta naturaleza. El
radio asi trazado depende también de la posicién sobre el eje,
alcanzande un minimo a una distancia del origen conocida
comunmente como " distancia de Rayleigh *". Para 'distancias
cercanas al origen y muy alejadas del mismo, el comportamiento del
radio es asintdétice con respecto a las lineas z =0 y R{z) = z.

a) .~ La magnitud del campo eléctrico depende esencialmente
del producto de dos factores: wc/w(z) que solo es funcidn de 1la

variable z, y de exp[—ra/wa(z)] donde es funcion de las tres

coord das. La depend ia de 1la amplitud del campo de los
factores antes mencionados, viene expresada por medio de la

siguiente relacién:

W
o
E = E, [yl exel- /et (2)] 2.3.1

i).~ Si el valor de r es igual a cero, el exponente que
aparece en la ecuacién es unitario y la amplitud se simplifica a

solo dos términos dados por:

W
o

E = E/ [T(E')'] 2.3.2

La magnitud en este caso serda inversamente proporcicnal a
w(z). Para un valor de 2z = 0, -‘alcanza un maximo, disminuyendo

asintéticamente hacia el eje E = 0 para 2 muy grande o muy
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pequena. Fisicamente podriamos‘decir que si nos situamos en el eje

de propagacién, obsevariamos que la amplitud va decreciendo

conforme nos vayamos alejando del origen. Es importante también
sefalar que w{z) es igual Yy cuando el haz se halla en el
origen, ocasionando que el cocfente que aparece en fnuestra
ecuacidén, sea unitario. La figura 20 muestra el comportamiento de
la amplitud en funcién de la posicién, cuando la distancia r al

eje es igual a cero.

ta amplitud del campo electrico

os mixims cusndo ol haz xe halls en
en el arigen e Irs disminuyendo o=
sintoticamente conforme nos eolajemos
de €1, Este hecho solo es valido s}

T es lgual a cero.

FIGURA 20

ii).~ 5i el valor de r es constante, la dependencia de la

amplitud del campo con la variable 2z viene expresada ahora como:

59



w .
o
E = E, [py) exe [-e/vi(z)] 2.3.3

La grafica correspondiente a esta ecuacién, se encuentra
representada en la figura 2i. En ella.se muestra que existen dos
maximos y un minimo si se cumple que el valor de ® es iqual a
cz, es decir, cuando la distancia al eje de propagacion es
constante.

Si z es igual a cero se presenta el minimo de esta funcién,

siendo igual a:
E(0) = E, exp [ -c*/v ] 2.3.4

De manera andloga, cuando 2z = t[zn/w‘)] [2cz—w§] aparecen
los dos maximos, dando como resultado en estos puntos, el
siguiente valor:

Eu w,
Elz,) = —————— exp (-1/2) 2.3.5
' vZ ¢

Es importante aclarar que el par de maximos solo se
presentaran cuando w: < 2¢%. En el caso especial en que 2¢* sea
igual a w:, la funcién solo tendra un masximo y éste se hallara
sobre la linea z = 0. Bajo estas circunstancias, 1la ecuacidén

anterior se convertira en:
E(0) = E; exp (-1/2) 2.3.6

Asi, si nos situamos en un punto gue se encuentre alejado una

distancia r = ¢ del eje Y viajamos en la direccién de

propagacién de la onda, partiendo del origen de nuestro sistema,

&0



h B "O .
E = E, [py) exp [-c*w?(z)] 2.3.3

La grafica correspondiente a esta ecuacidén, se encuentra
repx‘esehtada en la figura 21. En ella se muestra que existen dos
maximos 'y un minimo si se cumple que el valor de r® es igual a
¢®, es decir, cuando la distancia al eje de propagacion es
constante.

5i 2 es igual a cero se presenta el minimo de esta funciédn,

siendo igqual a:
E(0) = E  exp [ -c’/u§ 1 2.3.4

+ 2
De manera analoga, cuande z, = —[zole f2c -wﬂ aparecen
los dos maximos, dando c¢omo resultado en estos puntos, el

siguiente valor:
E(2,) = ———— exp (-1/2) 2.3.5
v2 ¢

Es importante aclarar que el par de maximos solo se
presentaran cuando wz 2 2¢*, En el caso especial en que 2¢c*  sea
igual a ui, la funcion solo tendra un maximo y éste se hallara
sobre la linea z = 0. Bajo estas circunstancias, la ecuacidén

anterior se convertira en:

E(0) = E  exp (-1/2) 2.3.6

Asi, si nos situamos en un punto gue se encuentre alejado una
distancia r = ¢ del eje Y viajamos en la direccién de

propagacién de la onda, partiendo del origen de nuestro sistema,
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observariamos que la amplitud aument;a.ra desde el lugar donde nos
encontremos hasta alcanzar su maximo valor en el punto z = z.
Después de rebazar este sitio, la amplitud disminuira
asintéticamente hasta que en el infinito su valor sea
despreciable.

También consideramos conveniente estableqat la diferencia que
hay entre las ecuaciones 2.3.4 y 2.3.6. La primera de ellas indica

el minimo valor local adquirido para la amplitud del campo en el

E

Elzy)

Cusndo nos situamos & uns dls-
tancla - F = ¢ alejadas del origen
y nos desplazamos en ia direccton
de propagacien del haz, observare-
mox gqus lo amplitus del campo cra-
cera hasta alcanzar un maximo y &
partir de ese punto la emplitud -

dacoera asintotlcamenla o cero.

FIGURA 21

punto 2z igual a cero y ademdas cuando se cumpla : wg 2z 2¢%. ‘1a
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segunda ecuacién representa el midximo valor que puede asumir la

amplitud cuando 2z sea igual a cero y 2¢c?

se iguale con v:.

En forma similar, es necesario mencionar qué siempre se
cumplird que el valor de la magnitud del campo dada por 1la 7
ecuacion 2.3.2 sera mayor o igual que el valor de la amplitud dado
por la relacidn 2.3.4 y en particular del expresado en la ecuacién
2.3.3. Esto nos indica que la amplitud del campo, en general,
serd mayor en el eje de propagacidn que fuera de él.

iii).~ Para este inciso se tomara el valor de 2z constante.
En estas condiciones, la amplitud del campo solo sera funcién de
las coordenadas radiales. Asi la ecuacién para la amplitud asume
la forma siguiente:

w
o
2 2
E = Ej (5 s ] exp ( -r /) 2.3.7

donde w(c) = <,

La ecuacidén anterior nos indica que el decaimiento de 1la
amplitud del campc en la direccién perpendicular a la propagacién
de la onda, adquiere forma gaussiana, precisamente por el término
cuadratico que aparece en el exponente. Asi, la amplitud es maxima
cuando el valor de r es iqual a cero Yy 2 una distancia r = ¢,
alejado del eje, asume un valor que es proporcional a (i/e). La

figura 22 muestra este comportamiento.
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-C
S1  r es constante, la ampllitud

dal campo deae on forms gausslana,

FIGURA 22
iv).~ Consideremos én este inciso el caso en el cual r es
igual a w(z2), es decir, ia distancia al eje se igquala con el
pardmetro dado por la ecuacién 2.2.15. En esta situacidn, la

ecuacisén para la amplitud del campe adquiere la forma siguiente:

W
‘ )

E = E, [w—(z)—} exp( -1 ) 2.3.8

La grafica correspondiente a esta relacidn, viene dibujada en
la figura 23. Ella es similar a la grafica de la figura 20, solo
gue esta afectada por el factor exp (~1). De agui se concluye que
la amplitud del campo, es menor que en el casc en el gque r era

igual a cero.
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© "Esta grafica es muy slmilar &

la mostrads en la flgura 20, wolo

que esta afactads por el (actor
oxp (-1,

FIGURA 23

Para que se cumpla la condicién r = w(zZ) es necesario que

= wz[l + (z/zo)z]. Observando esta condicién solo en el plano

y = 0 y reordenando términos, se llega a:

que representa una hipérbola centrada en el oxigen, con asintotas
A

cuyas pendientes son iguales a: n = > s
o

La figura 24 representa la hipérbola dada por la ecuacidén

anterior. En esta figura, el punto exp(~1) de la amplitud del
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campo, es dibujado como una funcién de la coordenada

z. Es decir,
w(z)

representa la distancia que existe del eje al campo cuando

su amplitud es igual a un factor (1/e) de su méximo valor.

.‘_.1."‘.
<

. frente de
La nipérbola wostrada en la
Figura, ropresents ia  dispersione

experimentada por el haz al propa-

garse.

FIGURA 24

asi, conforme el rayo se propague, el valor de w(z) serd

cada vez mas grande, ocasionando con ello que el punto (l/e)

vaya alejando cada vez mas.

se

b).- La fase ¢ de la onda en la direccion de

propagacion, esta dada por la ecuacién 2.2.18, donde k es el

numere de onda. Mas adelante veremos que esta ecuacidn es muy util
para calcular el cambio de fase experimentado por una haz gaussiano

al viajar dentro de un resonador. La fase que tengan estos haces

no se alterara en el momento de reflejarse en alguno de Jlos

espejos que forman el resonador; solo cambiard su fase cuando
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viajen de un espejo a otro, ya gque este factor depende de la
posicidn,

si en r} tomamos solo el término trigonométrico, éste
adquirird un valor nulo cuande el haz se halle en el origen. Por
otra parte, el angulo dado por & = arctan(z/z,) se igualara con
n/2 cuando el valor de z tienda a infinito. Este hecho es
posible cuando el haz se propague indefinidamente.

Finalmente podemos decir gue © serd igual a n/4 cuando el
haz se encuentre a una distancia Z, del origen.

c).- El valor R(z) dado por la ecuacitn 2.2.16, expresa el
radio de curvatura del frente de onda que se intercepta con el eje
z. Este radic es nmnuy parec:‘da al radio del frente de onda
esferico.

Para demostrar que efectivamente los frentes de onda del haz
gaussiaho no son planos sino que son similares a los frentes de

onda esféricos, es necesario escribir la ecvacién 2.2.17 en forwa

diferente:

w

E=E —; exp (~r¥/w’) exp(i arctan(z/z) exp(~ik(z+r®/2R{2)))

Por otra parte, una onda esférica es representada por nmedio

de un relacidn de la forma:

E « 1/p exp(-ikp) 2.3.10
donde: p = (xX* + y% + 242
En una vecindad alrededor del eje 2z y para valores de r
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mucho menores que 2, es posible. expresar a.. p = por medio de”una

serie dada por: L

12 5 ozl 4 r¥22t 4 0

p = z(1 + £¥/2%

Si la serie contiene soleo dos céminos,: entonc
aproximadamente igual a: -

p =z + rz/z'z sz 4 rz/zp
donde: ’ p =z : :

Sustituyendo la ecuacidn 2.3.12 en 1la ecgaciép'
onda esférica se expresara a.hora coma? : 7

E o 1/p exp(-ik(z + r’/2p)) 2.3.13

Al comparar esta expresion con el ultimo factor de 1la
ecuacién 2.2.17, vemos que ambas expresiones presentan la misma
forma funcional. A consecuencia de ello es posible concluir que el
frente de onda del haz gaussiano es muy similar a un frente de
onda esférico, para valores de z mucho mayores que r.

Sin embargo, para un haz gaussiano,el centro del radio de
curvatura no permanece en un solo lugar, sino que cambia para los
diferentes valores que tenga z. la posicion del centro de
curvatura se puede calcular por medio de la relacién: C(z) =
- z:/z. Cuando z tiende a infinito, el centro de curvatura
coincide con el origen y el radio también tenderi a infinito. Si
2z tiende a cero, la posicion del centro de curvatura tendera a
infinito, al igual que el valor del radio. En el caso gque =z sea

igual a z la posicidn del centro de curvatura coincidira con

-
este valor y el radio alcanzard su minimo valor siendo igual a 22z,
A la distancia z, se le conoce como " distancia de Rayleigh ".
La figura 25 muestra la dependencia del radio de curvatura R(z)

¥y el centro C(z) con la posicidn sobre el eje de propagacidn.



Z.Rlz) =2

Szo

Zzn

z, Zzo Jzo - dzu 5:o 6:°

La flgura susstrs 1s dependen
cle dal redio y dol cantro de cur
vatura del frente de onds en Cun-
clon del s poslcion z. Pera 3
lgual con z, el radlo slcenza

su wintme valor.
FIGURA 25

El factor gue se encuentra contenido en la ecuacién 2.2.14,
dado por exp[—ikrz/ZR(z)] es conocido con el nombre de factor de
fase radial, que indica que para un plano situado en una posicién
constante, no necesariamente existiria una superficie de igual fase
ya que también depende de la distancia r al eje. Sin embargo, si
uno se desplaza sobre el eje de propagacién, el valor de r
sera, por consiguiente, igual a cero, desaparenciendc el factor de
fase radial. Esto significa que el unico factor que juega un papel
importante cuando nos movemos sobre el eje de propagacicdn, es el

factor de fase longitudinal.
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Para resumir todo 1lo expuesto anteriormente, permitanos
reescribir la ecuacién 2.2.17 ¥y asignar brévenente una

interpretacion fisica a cada término.

E(x,Y,2) campo Eléctrico.

H
E . Amplitud del Campo

Eléctrico en el origen

X
w
[—;T%T-]exp[-rz/w(z)] Dependencia de la
.. Amplitud con las tres
coordenadas.
X
exp [~itkz - arctan(z/z))] Factor de fase
Longitudinal.
X
exp [-x’k/2R(2)] Factor de fase Radial

2.4 HACES GAUSSIANOS CON MODOS DE ORDEN SUPERIOR.

Al considerar un laser de gas como el mostrado en la figura
26, vemos que existen amplias razones por las cuales el laser no
escila un su mode fundamental. Por ejemple, supongamos que la
ventana tiene una capa de basura cerca del eje, o que en el espejo
de la derecha se ha practicado un orificio por el cuial la
radiacion saldrad de la cavidad. Si el Campo Eléctrico E que
oscila en este resonador, estd descrito por la ecuacidén 2.2.5 se
verd que existen considerables pérdidas por dispersién debidas a

la capa de basura o al orificic. Por consecuencia se deben
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considerar otro tipo de posibiiidades que no pueden ser descritas

por la ecuaciodn 2.2.17.

FIGURA 26 -
Uno puede ger coord das cilindricas para hacer
variaciones en ¢ o coordenadas cartesianas para hacer

variaciones en X o0 en Y. Se describen diferentes modos para cada
sistema de coordenadas, para este ejemplo gue se muestra en la
figura, y para mds laseres, el sistema cartesianoves el mas
apropiado para describirlo. La razon es que el orificio o la capa
de basura, descrimina modos puramente cilindrices.

Para estudiar los modos de orden superior, debemos darnos
cuenta que la solucién a la ecuacidn diferencial 2.2.7 dada por la
ecuacion 2.2.17, no es la unica solucién; hay mas soluciocnes con
propiedades similares. Estas soluciones forman una serie ortogonal
de funciones que son llamados " Haces Gaussianos con Modos de
Orden Superior ", Cada distribucidn arbitraria puede ser expresada

en términos de estos modos.
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a) .- MODOS DE ORDEN SUPERIOR EN COORDENADAS CARTESIANAS.

Para sistemas con geometria rectangular uno puede proponer
una solucidéna la ecuaclién diferencial 2.2.7 (en donde el valor de
lt.z se considera igual a cero por tratarse de un medio homogéneo),
de la forma:

k r?
¥ = g(x’) h(y’) exp [ -i(p(z) + E_ET;T)-J 2.4.1
donde ¢ es una funcidén de x’= x/w(z) Y h es funcidn de y’=
y/w(z). Sustituyendo 1la ecuacidén que hemos propuesto en' la

ecuacidn diferencial 2.2.7, se llega a :

grrexny o 2dkr w(z) gt X)) iy weqzy | 90(X0)
g(x) q(z) g(x’) LX)

ROy)  2iky W(2) | DY) 4 pipy weqz  RAGYD
BE T T a@ h(y”") S R

a i
2k wi(z) [y + Pr(2)] ‘ 2.4.2

donde hemos supuesto que el valor de q’(2) es igual a 1 y ademas
se han pasado hacia el lado derecho de la igualdad todos los
términos que solo dependen de z.

Si el valor de 2z permanece constante, los dos términos del
lado izquierdo de 1la ecuacién anterior también permaneceran
constantes., Este hecho nos permite asignarle un valor constante a
cada término del lado derecho, obteniendo asi el siguiente par de

ecuaciones diferenciales:

71



grr(x’) + 28K % g’ (%%} ['ﬁ”(z).-

hee(yt) 4+ 23k y B (') Dwna)

¥ los términos que solo dependen:de
ecuacién de la forma:

i

2k w(2) (e * P21 + 4@+ =0 2.4.4

donde m Yy n son enteros positivos.

Los términos que solo dependen de z y se encuentren como
factores de la primera derivada de las funciones que aparecen en
las ecuaciones 2.4.3 se simplifican a un valor constante de la
forma:

2ik w?(z)
24k w(z) w'(z) - T = -4
Asi, las ecuaciones diferenciales se convierten en la forma:

gr/(x’') - 4 %' g'(x’') + 4 mg(x’') =0

h'/{y') - 4y’ h'(y’) + 4 nh(y’}) =0
Las ecuaciones 2.4.5 son similares a 1las ecuaciones
diferenciales que se resuelven bpor medio de los polinomios de
Hermite, a excepcion de gue el factor -4 es igual a -2. Para
poder cambiar este factor, simplemente hacemos un cambio de
variable en el que x’ sea igual a V2 x / w(z) y y’ igual a

vz Y / #{(Z}), obteniendo asi 1las ecuaciones deseadas,
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Por consecuencia, las funciones g’ {x) y ' hi{y") debaran
convertirse en 1los Polinomios de Hermite, para poder sexr
soluciones de las ecuaciones diferencl;les antes mencionadas.
Elorden m y n de cada familia de polinomios se le conoce con
el nombre de " Numero Modal ".

La funcidén generadora de los polinomios de Hermite se

expresa de la siguiente manera:

2
-x*
2 d"e™*

g(x’) = H_(x*) = (-1)" " -
d x‘

Como ejemplo, enunciamos algunos polinomios de Hermite que
han sido obtenidos por medio de la funcidn generadora:
Ho(x’) = 1
H (xf) =2 x!
H (x/) = 4 x? -~ 2
. Hi(x’) = 8 x*° - 12 x
_ para la funcién h(y’) 1la funcién generadora es idéntica y
los polinomios resultantes, por consecuencia, también resultaran
idénticos, solo que en funcidén de otra variable.

Por otra parte, observamos que q’(z) es igual a uno, es
decir, su valor no se alteré para haces.cuyos modos son de orden
superior. De aqui concluimos que el valor de d(z) no depende
del orden en que se halle el haz gaussjano.

Al pasar todos los sumandos que Se encuentran en el lado
derecho de la igualdad 2.4.4, a excepcién del términe P‘(z), la

nueva expresisdn gqueda de la siguiente forma:
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S S 2(:& +n)

PI(z) = oy * viz) .

e integrando con respecto de 2z, se tiene:
12
P(z) = i In[1 + (z/zo)] - (m + n + 1) arctan(z/z)) 2.4.7

Notamos en esta expresién que, comc no cambié el valor de
q(z), los valores de w(z) y R(z) igualmente no cambiaron. No
sucede lo mismo para el factor de fase longitudinal ya gue, ademds
de depender de la posisciémn sobre el eje, depende de los numeros
modales m y n. Este factor queda expresado ahora como:

exp (~1i¢) = exp [-1 (kz - (m + n + 1) arctan(z/z) ] 2.4.8

la expresién nos muestra que la fase cambia para cada numero

modal. En un valor particular de =z, la fase es diferente para
nimeros modales diferentes.

Al agrupar tocdos los resultados obtenidos en el andlisis

_ realizado, el campo eléctrico queda expresado ahora como:

Yo k r?
E = E H(x') H(y") [—Hm] exp [-i (¢ - m)] 2.4.9

que es la expresién matematica mwmas general que describe a los
haces gaussianos de orden superior en coordenadas cartesianas.

En el esquema nostrado en la figura 27 se observa el
comportamientc del campo eléctrico y su respectiva intensidad para
algunos numeros modales. Note gque, tanto el campo como Jla
intensidad, se aproximan a cero cuando los valores de x o vy

tienden a mas o menos infinito. Sin embargo, para valores muy
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cercanos al origen, estas funciones se ven afectadas®
considerablemente por los polinomiocs de Hermite, ocasionando que
se igualen a cero para un numerc finito de veces. El numero de
veces qué el campo o la intensidad se hacen cero, es igual al
numero modal asociado al polinomio, coincidiendo con los cruces
efectuados por los mismos. En la figura 28 se muestran fotografias
de patrones de haces con diferentes nuimeros modales. Para la
direccién x’, los puntos gque aparezcan en un haz se calculan con
solo aplicar la férmula (m + 1) y para la direcién y’ la
férmula es (n + 1). Conjugando ambos casos, es decir, los puntos
que aparezcan en ambas direcciones, coincidira con el producto

(m + 1)(n + 1).

De la isma forma como se hizo en la seccidén anterior,
resumimes todo 1lo axpuésto anteriormente por medio de una sola
ecuacién, asgnandole una interpretacién a cada uno de los

términos.
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E(x, Y2} Campo. Eléctrico.

i1
E, St Amplitud del campo
S ' R Eléctrico en el origen.
SR
Y Variacién de la Amplitud del
w{z)

Campo con la posicidn.

X

exp[-i(kz - (m + n + l)grctan(z/zo)] Factor de fase Longitudinal.

X

exp[-ikr®/2R(z)] Factor de fase Radial.
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% la figura muestra 1a graflca

de la distribuclgn de la amplitud
y le'intensigad del Camps £lscirl

co para. alunos modos de orden e
H FIGURA 27

77




La fotgrafis muestra algunus

haces de orden superior. Observe

que el nimere de puntos es iqual
al producto Im + 1)(n ¥ 1).

FIGURA :Z8
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ESTA TESIS N0 ODEBE
: SALR DE LA BIBLIOTECA

b) .- MODOS DE ORDEN SUPERIOR EN COORDENADAS CILINDRICAS.

Para sistemas con una geometria cilindrica, uno puede
.proponer una solucidén a la ecuacion cl.iterencial 2.2.7 (donde k2
es igual a cero) de la forma:k

Z r 1 . kr® )
¥(r,e,z) = [W] g(r’) exp [~i (P(z) '+ “Zqczy + 18)] 2.4.10

en donde :

¥® = x® + ¥y 8 = arctan(y/x) ¥ Cpie

Introduciendo la expresién 2.4.10 en .la ecuacién diferencial

antes sefalada, multiplicande por e (z)/g(r')] [w(z)/s/—r]

supeniendo de nuevo que q’(z) =1, obtenemos el siguiente~

resultado:

8 r’ w(z)
ey 9 e +Wq (r’) [u +.8 -4ikw(z)[q(z)

1 w(z)
~ 2ikw(z) [ - 1 wi(z) + :2kp’ (2} w? (z) =0 2.4.11

CTE3) q(z) ) -

Observemos que el valor de q(z) no ha cambiado, es decir,
es el mismo pardmetro que en el caso fundamental. Por tal motive,
podemos afirmar que tampoco ﬁan cambiado los valores del radio de
curvatura y de la mancha producida por el el haz. En estas
circunstancias, la expresion encerrada dentro del paréntesis que
multiplica a la primera derivada de la funcidn g se transformara

en un valor dado por:

w(z)
-2ikw(z) [ 0 wi(z)] = ~4
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De esta . ‘manera, la ecuacién diferencial 2.4 se’

simplificara a una expresion mids pequefa de la forma:

8 r’ 1 E ey o
T g’y + gy 97N [ 81 +8 -8r'] = 2k P'(2) W (2).;

1 w(z) w(z) P
+ 2ik w(z) [—EITZ)— - wi(z) 1 + —a—(-z—)— 2.4.12

El lado derecho de la ecuaciodn anterior depende
exclusivamente de z y, si ésta es constante, el lado izquierdo
también lo sera, garantizando con ello que cada término se iguale
con una constante arbitrarijia, obteniendose asi:

' g''(r’y + (1 +1 -1r’) g'(r’) + 5 g(r’') =0 2.4.13
en donde se ha multiplicado el lado izquierdo de la ecuacidn 2.4.12
por g(r‘)/8 y se iguald con la constante 8s.

La ecuacidn 2.4.15 es similar a la ecuacion diferencial que
se resuelve por medio de los Polinomios Asociados de Lagerre. Por
tal motivo, la funcién g(r’) debera jigualarse con este tipo de
Polinomjos para que la ecuacion diferencial tenga soluciodn.

2
atey = tdey = ph e
) wi(z)

Se puede desarrollar cualquier polinomio Asociado de Laguerre

por medio de la funcion generadora siguiente:
€ (s + 1)!

Loy 5 yye
Lg(rm) = L (1" <oyt (rem T
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Algunos ejemplos de esta Glase’ de pol'i.r'\i:mios‘ son:

1 e
Lo(rry =1

ey =71 s e

Logey m i (he T3CL £T2) 2 (1 K 2) B0 +‘—1— :"'
iy = = s i )i ) e

Regresande ‘a la ecuacidn 2.4.12, 3 igualando con 51_a m}.ama:,
constante el lado derecho de la igualdad y despejando a’ pr (z) -se

llega al siguiente resultado:

Y 2(28 +1) e
’ EE mem— sl -
Pr{z} E103) * wiiz) ‘2 4,1f
donde
w3(z) 24
'—q(-ﬁ— - wi{z} w{z) =~ et

e integrando a P’(z) con respeco de la misma variable. se tiene:
w2
P(z) = i In{ 1 + (z/zo)a] - (25 + 1 + 1)arctan(z/z))  2.4.15

Como no ha cambiado el 'valor de q(z), los valores del radio
de curvatura del frente de onda y de la mancha igualmente no
cambiaron. No sucede lo mismo para el factor de fase longitudinal,
Ya que ademds de depender del valor de z,depende del numero modal
radial s y del numerc wodal angular 1, Este factor dueda

expresado ahora como:

exp(-i¢} = exp[-i(kz -(258 + 1 +1)arctan(z/zu)] 2.4.16
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La igqualdad anterior nos muestra que la velocidad de fase
cambia al cambiar los numeros modales. Cuando estos numeros son
iguales a cero, la igualdad toma la forma correspondiente al
factor de fase longitudinal para un haz gaussiano fundamental.

be manera andloga podemos decir que el factor de fase radial
ademas de depender de la posicién, también depende de la suma del
producto del angule &8 multiplicado por el numero modal 1. La
siguiente relacion representa este hecho:

exp{~i(kr®/2R(z) + 18)] 2.4.17

Si z es constante, no necesariamente afirmaremos que
existen superficies de igual fase, ya que el factor también depende
de la distancia r al eje y del angulo 6.

Agrupando todos los resultados obtenidos en este andlisis de
haces gaussianos con modos de orden superior en coordenadas
cilindricas, el campo eléctrico queda expresado en funcién de los
Polinomios, junto con otros factores, de la siguiente forma:

w 2

o Ve kr
E=E, [w(z)] rLi(r) exp[~i(¢ + TGyt 18] 2.4.18

que es la expresion matematica mas general que describe a los

haces gaussianos en este tipo de geometria.

Resumiremos todo lo expuesto por medic de upa sola ecuacién

asignandole una breve interpretacidén fisica a cada término:



E(T) . - - campo- Eléctrico:

n,
. el origen. )
X : R
Wy : : :
[w(z)] r'”z (r') ‘exp[ rf/w’ z)] variacién de la’ Amplitud del’
;Campo con la posicién.
%

exp[~i(kz-(2s:+"1" ,'rl)aiqtan(z/zo)] Factor de fase longitudinal.

exp[-i(kx®/2R(z) + 18)] ) Factor de fase radial.
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CAPITULO IIX

LEY ABCOD

3.1.- La ecuacién mds general que pernmite estudiar con
detalle los cambios experimentados por el parametro complejo
cuando un haz gaussiano ha cruzado un determinado sistema optico,
es la llamada " Ley ABCD ". En este capitulo nos éncargaremos de
deducirla y aplicarla en algunos ejemplos sencillos que muestren
su utilidad.

La Ley gue hemos de anaiizar es una ecuacién que relaciona el’
valor gue tenga el parametro complejo antes de entrar al sistema
dptico y el valor que asuma después de salir. Los factores que
estan incluidos en  esta ecuacioen también contemplan a los
elementos de la matriz de transferencia correspondiente. La idea
de la demostracién es Qn'a_}.izar primeramente come se comporta una
onda esférica cuando cr.uza un sistema optico y en base a esto
extrapolar los resultados a una onda gaussiana.

Finalmente debéfng:s sefialar gque las conclusiones llevadas a
cabo, seran vadlidas para haces gaussianos de todos los dérdenes ya
que el parametro complejo es el mismo para cualquier orden.

3.2.~- DEDUCCION Y APLICACION DE LA LEY ABCD PARA UNA ONDA
ESFERICA.

La propagacion de la luz a través de una estructura optica,
es mucho mejor descrita en términos de los frentes de onda. Si
considermos a la luz como ondas que emerdgen de un punto, veremos
que las superficies de igqual fase se expanden adgquiriendc radios

de curvatura cada vez mayores. Ademads sabemos que, si en la
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trayectoria seguida por la cnda-cclocamos una lente, podemos hacer
que cambie el radio de curvatura del mismo frente. De igual forma
podemos decir que utilizando lentes apropiadas y colocandolas de
manera conveniente, podremos lograr que la luz se colime. Y si en
vez de intreducir cuerpos transparentes en la trayectoria seguida
por la onda, introducimos cuerpos que absorban o reflejen la luz,
entonces los frentes de onda se distorsionaran provocando efectos
de difraccién.

Hemos dicho que es mejor considerar a la luz no come un
simple rayo, sinc por un conjunto de rayos que emergen de un mismo
punto. En la figura mostramos un haz divergiendo de un punto
objeto O, situado a una distancia R, del plano de referencia
RP‘. Para todos los elementos de este haz, por considerarlos
paraxiales, la razén de la altura Y,y el angulo v‘ que formen

es aproximadamente igual a:

FIGURA 29
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En base a lo énte::ior,‘consideremos ahora lo que le sucederia
al valor de R‘ Guando ellr'haz" se ha propagado a través de un
sistema éptiéo. ’ut:ii';zando ‘la ‘matriz de transferencia, se puede

concluir que:

Dividiends’ éntre  -la  segqunda  y

considerando. el ‘he"chro 'qué“e ‘R, - }lzlvz, se
obtiene: ‘
AR +B T o w
Rz = ‘_é—R—‘_—';D— 3.2.3

Esta ultima ecuacidén calcula el valor del radio de curvatura
del frente de onda después de cruzar al sistema éptico, en funcién
de los elementos de la matriz de transferencia y del valor cel
radio de curvatura antes de cruzarlo. A esta ecuacién se le concce
con el nombre de " Ley ABCD " correspondiente al parametro real.

Asi, para una onda que viaja una distancia z en el vacio,
su matriz de transferencia estd dada por la ecuacién 1.2. .
Aplicando la Ley antes mencionada, resulta que ambos radios se
relacionan en la forma siguiente:

R2 = R‘ + 2z 3.2.4

Cuyo resultado concuerda con las leyes de la dptica geométrica.

De manera similar, se puede encontrar una formula que calcule
el cambio sufrido por el radic de curvatura cuando cruce una lente

delgada. ILa matriz de transferencia asociada a ella esta
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expresada en la ecuacién 1.2.4 .La sustitucién de sus elementos en
la ley nos da como resultado:
1/Rz = 1/R ~ Y/f . 3.2.5

Se puede aplicar esta ley a- cualquier tipo de -estructura
éptica con solo conocer la matriz de transferencia y los
parametros de entrada que tenga el haz antes de cruzar el plano da‘
referencia RP,. .

4.3.- DEDUCCION Y APLICACION DE LA LEY ABCD #ARA EL PARAMETRO
DE CURVATURA COMPLEIO. ’

Como sabemos por el capitulo anterior, un haz dgaussiano se
caracteriza esencialmente por dos parametros: a).— w(z) que es el
radio de la mancha formada por el haz y representa la distancia,
en direccién radial, desde el eje de propagacién hasta un punto
donde la amplitud del campo es (l/e) menor que su maximo - valor y
b) .~ R(z) que es el radio de curvatura del frente de onda que,
como se ha mencionado anteriormente, es muy similar al radio de
una onda esférica.

Los dos parametros se combinan en un solo término llamado
" Parametro de curvatura complejo " cuya expresidn esta dada por:

1/q9({z) = 1/R(2) -iA/nwz(z)

Por otra parte, si sustituimos los valores de wz(z) Y R(z)
dados por las ecuaciones 2.2.15 y 2.2.16 respectivamente, en  la

ecuacion anterior, se verifica facilmente que:

qa{z) = q, + 2 3.2.5
donde
q, = imi/a
De esta ecuacidén se concluye que el valor de q(z) se

comporta de manera analoga a como cambia el radio de curvatura de
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una onda esférica, después gue el haz ha viajado una distancia
determinada en el vacio.

Por otra parte, la refraccion gque sufre un haz gaussiano
cuando atravieza una lente delgada debe ser descrita por medio de
cuatro ecuaciones:

1/g, = /R = ia/mv;

)
1/q, = 1/R, - ia/mdl
1/R, = /R - 1/f
v, = W,

Las dos primeras ecuaciones representan los parametros
complejos del haz antes y después de cruzar la lente,
respectivamente. La tercera ecuacidn describe cémo cambia el radio
de curvatura del frente de onda del haz cuando c¢ruza la lente,
Observe que esta ecuacién es idéntica a la ecuacién 4.2.5. Lla
cuarta igualdad nos indica que el radio de la mancha no cambia
cuando el haz cruza la lente delgada. Este hecho es muy importante
ya que nos muestra que radio de la mancha no se altera al cruzar
una lente de este tipo.

Combinando las cuatro ecuaciones anteriores encontramos que:

/q, = 1/q, - 1/f 3.2.6

Esta ultima relacidén nos indica que el parawmetro complejo se
comporta de manera similar a como lo hace el radio de curvatura de
una onda esférica al cruzar una lente delgada. De teoda esta
analogia se puede pensar que la Ley ABCD que se aplica al radic de
la onda esférica es aplicable de manera similar al parametro

complejo, es decir:
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A q, + B

c q, + D

donde g9 Y 9, son los valores del pardmetro complejo antes y
después de cruzar el sistema dptico, respectivamente.

Como ejemplo, expresemos el valor de 9, en términos de q,
y de los valores de los elementos de la matriz de transferencia
para el sistema mostrado en la figquara . Como se puede observar
en la figura, el sistema consta del recorrido de una distancia d‘
en el vacio, pasando después por una lante delgada de longitud
focal £ y por ultimo del recorrido de una nueva distancia 4

2
también en el vacio.

FIGURA 29
La matriz de transferencia se obtiene de 1la simple
multiplicacién de las matrices que constituyen cada elemento del
sistema. Sustituyendo el resultado de esa multiplicacién en 1la

ecuacidn representativa de la Ley ABCD, se obtiene:
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qx(l - dz/f) + dz(l - d‘/f) + d‘

1-4a/¢ - qf

Con solo conocer el parametro q, y haciendo uso de la
ecuacién anterior, serd posible conocer facilmente el* valor de
4,. Estructuras opticas mas complejas pueden ser tratadas de
manera anidloga haciendeo uso de esta Ley. En el proximo capitulo se
harid uso de ella y del criterio de autoconsistencia para el
estudio de los Resonadores Opticos, que son las cavidades donde se

generan los haces ldaser.
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CAPITULO IV
RESONADORES OPTICOS
4.1.- INTRODUCCION:

El Resonador Optico més comunmente usado estd compuesto por
dos espejos esféricos colocados uno frentre a otro. La
estabilidad de tales cavidades ha sido discutida en el primer
capitule en términos de la aproximacién paraxial. Para estudiar
los llamados Modos de los Resonadorres Opticos, uno debe tomar en
cuenta su naturaleza ondulatoria y esto es hecho en este capituloc
por medio del andlisis ondulatorio del haz gaussiano cuande viaja

entre los espejos del resonador.

Un Modo de un Resconador Optico se define como un Campo con
una configuracion " Autoconsistente ". Es decir, si un Modo
puede ser representado por una onda que se propaga de un espejo a
otro dentro de un resonador, entonces los parametros que describen
al haz deben ser 1los mismos después que éste ha completado
justamente una vuelta a la cavidad. Esta condicion es usada para
conocer legs valores que asuman los radios de curvatura tanto del
frente de onda asi como de la mancha producida por el haz. También
debemos mencionar que una onda que viaja en ambas direcciones
dentro de un resonador representa un Modo y, por consiguiente,

formara un patron de onda estacionario.
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4.2.- APLICACION DE LA LEY ABCD Y DEL CRITERIO DE
AUTOCONSISTENCIA A LOS RESONADORES OPTICOS.

Ccome se menciond en la seccidn anterior, un Modo de un
Resonador optico es un Canpo con una configuracién
autoconsistente, es decir, es una distribucién del Campo que se
reproduce a si mismo en forma y en fase después de que el haz ha
completade una vuelta al Resonador. Esta definicién es de mucha
importancia ya que se aplica por igual a Resonadores de baja
frecuencia, Circuitos LC, a cavidades que generan microondas y a
Cavidades Opticas.

Nosotros podemos fadcilmente encontrar los Mecdos
caracteristicos de una Cavidad Optica por medio del uso de las
matrices de transferencia, de la Ley ABCD y del criterio de
Autoconsistencia. Para ello, suponga que se tiene una cavidad
arbitraria y que q, es el valor del parametro que describe al
haz en un punto fijeo t dentro de la cavidad. Ademds suponga que
se conocen los elementos A, B, C y D de la matriz de transferencia
que corresponde a un viaje completo dentro de 1la cavidad. Si
q, es el parametro que representa al haz después del recorride
completo al Resonador, entonces, por la Ley ABCD s2 tiene gque

ambos parametros se relacionan de la siguiente forma:
Ag +B
cq +D

El criterio de Autoconsistencia nos dice que q, es igual a

I3 es decir, ambos parametros son iguales. Aplicando esta

L
condicisén, la ecuacidn anterior se transforma en una ecuacién

cuadratica de la forma:
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B (A - D)
+

- Qw0 y 4.2.1
q .4

Resolviendo por 1la férmula general ~la  ecuacion 4.2.1,

observamos que los valores para los cuales 1/q cumplen esta

igualdad son:

1 (A - D) i(1 - cos?e)’’?
=" Z B - B
Comparando la ecuacidén anterior con la ecuacidén e

igqualando partes reales e imaginarlas, 1llegamos a. la siguiente

conclusion: .
2B -

R(t) = — -5 4.2.2

b4
R AB
wit) = e 4.2.3
2

donde: sene = 1 - [(a + D)/2]

La primera ecuacion nos proporciona el valor del radio de
curvatura del frente de onda del haz exactamente en el punto t
dentro de la cavidad. obscrvé que este valor tenderia a infinito
si el valor de A es muy similar al que tenga D. Bajo estas
condiciones, el frente de onda seria plano. lote ademis que la
posicion del punto t, que es el punto donde ha comenzado ¥y
finalizadoe el ciclo, se toma con respecto al punto z = 0.
Recuerde que ese punto se ubica, por definicidén, en donde se

localiza el minimo valor para el radioc de la mancha, que es LA

a3



La segunda ecuacién representa el valor del radio de la
mancha en el mismo punto. Como en el caso anterior, este valor
tenderia a infinito si sen & se asemeja mucho a cero, es decir,
si el valor de 8 es muy similar a un multiplo de m. Note
también gue el elemento B de la matriz no puede asumir valores
nulos, ya que w(t) en ningun caso puede ser igual a cero.

Del andlisis hecho a estas ecuaciones se concluye que la
cavidad donde se genere el laser debe ser estrictamente estable
porque la teoria que presentamos no considera a las cavidades
inestables y a las condicionalmente estables.

Apoyados por las ecuaciones 2.2.15, 2.2.16 y por la relacién
2

A" z R(z) = n® w: wz(z), podremos expresar a W, Y a la posicién

t en funcidn de w(t) y R(t), es decir:

wE(t)

1 - (w wi(e)/a r(E))®

R(t)
t= 4.2.5
1~ (A R(E)/m wi(t))?

Sustituyendo 1las ecuaciones 5.2.2° .y '5.2.3  en las dos

expresiones anteriores, obtendremos a W,y a t  en funcidn de

los elementos de la matriz de transferencia.

R .

Wim e 4.2.6
A =D

t = 4.2.7
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En la primera relacidn debemnos observar que
independientemente del punto +t de partida que se escoja dentro
de la cavidad, el valor de W, ¥ del término trigonométricoc seran
constantes y, por consecuencia, el elemento [ de 1la matriz
tappoco variarad. Es importante recalcar que este ultimo elemento
es siempre el mismo, no importando el punto de partida dentro de
la cavidad. Asi, los elementos A y D pueden variar en matrices
que representen diferentes puntos dentro de ella, perc la suma de
estos términos no lo hard ya que se trata del mismo resonador.

En la segunda igualdad vemos que si el valor de D coincide
con el de A, nuestro punto de partida coincide con el origen.
Para conocer la posicién de algune de los espejos que forman el

r r, es rio comenzar nuestro ciclo precisamente en

donde se halle el espejo. Del sentido con que se recorra la
cavidad dependerd el signo gue tenga la posicion del punto t. En
este trabajo utilizaremos, por convencion, el sentide que sea
contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Con esta
convencién, veremos que la posicidn del espejo de un resonador gue
se encuentre a la izquierda del origen, sera negativa y la del
espejo que se halle a la derecha, positiva.

La resonancia ocurre cuando el cambio de fase gue experimenta
un haz al viajar de un espejo a otro, es un miltiplo de n. Para
calcularla es necesario utilizar la ecuacién 2.2.18 y los valores
t oy t, de las posiciones de los espejos que constituyen la
cavidad y pueden ser obtenidas haciendo uso de la ecuacién 4.2.7.
Asi, el cambio de fase que sufre el haz, se puede escribir
matemdticamente como:

@(t,) = d(L) = (h+ 1) 4.2.8
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donde h es el numero de semilongitudes de onda gque existe entre
un espejo y otro.
Después de hacer una serie de pasos algebraicos, uno
obtiene la férmula para la frecuencia de resonancia de la forma:
u/u, = (h + 1) +(1/marc cos[(A + D + 2)/4]”2 4.2.9
en donde v es la frecuencia de resonancia y v, es 1la
frecuencia fundamental
Para el caso de un haz gaussiano con Modo de Orden Superijor
expresado en coordenadas cartesianas, la expresion 5.2.9 queda de
la forma siguiente:
172
v/v, = (h + 1) + (/m)(1 + n + m)arc cos[(A+D+2)/4] 4.2.10
y'en coordenadas cilindricas, se tiene:
v/vy = (h + 1) + (1/n)(1 + 2s + l)arc cos[(A+D+2)/4]"z 4.2.11
Para ilustrar cdémo se aplican las ecuaciones que
anteriormente se obtuvieron, se ha escogido, sin pérdida de
generalidad, un resonador gue conste de dos espejos esféricos de
radio de curvatura diferente y separado una distancia d. Observe
la figura 29.
como se ha mencionado, el primer paso gue debemos seguir es
encontrar los elementos de la matriz de transferencia para un
ciclo dentro de la cavidad. Recuerde gue el sentido gque seguiremos
es contrario al de las manecillas del reloj. Con los valores ya
obtenidos, lo que procede enseguida es sustituirlos en cada una de
las ecuaciones que calculan la posicidén, el radio de curvatura
tanto de la mancha como de la cintura, el radio de curvatura del
frente de onda y el cambioc de fase experimentado por el haz al ir
de un espejo a otro.

Para el espejo de la izquierda, el ciclo debemos comenzarlo
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FIGURA 30

en ese lugar, obteniendose - como resultado . las siguientes

ecuaciones:
R(t) = - R, ) o 4.2.12
] a (R, - a7 o
wiE) = R /) [————— 4.2.13
(R, +R_~d) (R, -d) .
) ~d(R, - d) .
L S 4.2,14

R1+R2-2d

La primera relacidén nos indica que zambos radios, tanto de
espejo como del frente de onda, coinciden en magnitud. Sin
embargo, sus signos no coinciden debido a la convencién gue hemos
adoptado, ya que considera que los haces que divergen hacia la

izquierda tengan radios de curvatura con signos negativos.
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La segunda relacidn expresa el valor que debe asumir el radio
de la mancha del haz justo en el momento de reflejarse, en funcidén
‘de los radios de los espejos Y de la distancia entre ellos. Note
en esta ecuacién, que la distancia entre los espejos no puede
coincidir con el radio del espejo derecho, ni tampoco con la suma
de ambos radios, ya que llegariamos a una indeterminacién. Tawmpoco
la distancia entre los espejos no podra coincidir con el radio del
espejo derecho ya gque, sequn esa ecuacién, el radio de la mancha
se igualaria con cero y esto es imposible. En pocas palabras, la
cavidad no puede estar comprendida dentro de la 1linea que
represente lo condicionalmente estable.

La ultima relacién nos indica la posicion del espejo
izquierdo con respecto al origen, en funcién de los mpismos
parametros gque caracterizan a la cavidad.

Para el espejo de la derecha se tienen los siguientes resultados:

R(t) = R, 4.2.15
2
d (R - )
2 =

wo(t} = (A R/M) (KR, -4) (K, =d) 4.2.16

d (R d)
L T RT R T Sa 4.2.17

2 R, + R, - 2d

Las conclusiones hechas para las ecuaciones anteriores son
aplicables, en esencia, de manera muy similar a estos resultados.
Por ejemplo, los radios de curvatura del espejo como del haz

coinciden en magnitud y en signo; la resta de tz menos t es
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igual a d; etc.

Por Wltimo, presentamos las ecuaciones para el’radio-de 1a’
cintura y para el cambio de - fase experimentado poriiu haz

fundamental.

2
W= (/m

: : 12
v = (h + 1) +(1/n)arc cés[(;fd/nl)(lfd/nz)] 4.2.19

Si desedramos encontrar los valores de los parametros que
caracterizan al haz en otro punto de la cavidad, deberemos iniciar
nuestro ciclo en el punto de interés y asi obtener los valores de
los elementos de la matriz de transferencia correspondientes. Este
método es muy preciso, sin embrago, como se puede apreciar, es
demasiado laboriosoc y no tendriamos una visién muy general del
comportamiento del haz en toda 1la cavidad. En el siguiente
capitulo se planteara un método grafico alternative gque, a pesar

de no ser nuy exacto, es wmuy facil de manejar y muy préactico.
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CAPITULO V,

DIGRAMAS CIRCULARES

La propagacidén de haces gaussianos a través de algun sistema
éptico, puede ser representada graficamante por medio de un
diagrama circular. En tal diagrama, es posible describir un haz
conforme se propaga en el espaclo, o cruza una lente delgada o se
refleja en un espejo, proporciocnando asi un enfoque grafico. Los
digramas.circulares son similares a los diagramas de impedancia,
come la carta de Smith. En efecto, hay una estrecha analogla entre
los circuitos eléctricos y los sistemas dpticos.

El primer diagrama circular para haces gaussianos
fué propuesta por collins Los fundamentos para la derivacion de
esta carta son las leyes de propogacidn discutidas en los pasados
capitulos.

Para la construccién de este tipo de diagramas, debemos
combinar las ecuaciones 2.2.22 y 3.2.6 para eliminar asi el
parametro q(z). Es decir:

{1/rR(z) - ta/mv’(2)] [z + iz] =1 5.1.1

Esta relacidn contiene las cuatro cantidades las cuales
describen completamente a los haces. Cada par de cantidades puede
ser expresada en una sola variable, a saber:

W = 1/R(z) -iA/nw’(z)
Z =2z -iz,

Al teérminio constante z, se le conoce con el nombre de
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longitud de Rayleigh. Para estas variables 1la’ ecuac;én 5¢1.1

define una trapsformacién de la forma:

5i conocemos a W por medio de esta relacion se podra
conocer también a 2z y viceversa.

Los diagramas circulares se dibujan en cualguiera de 1los
planos complejos, W y 2. Para dibujar nuestros diagramas solc en
el plano W, es necesario igualar las partes real e imaginaria de
la ecuacidn 5.1.2, obteniendose los siquientes resultados:

(/R - 1722)2 + (a/nwd)? = (1/22)2 5.1.3

(R« (/me® - 1/22)% = (1/22)° 5.1.4

La primera ecuacidén representa una familia de circulos con
centro en '(0,1/22) y radio 1/2z, es decir, la magnitud de la
posicién-del centro-coincide con la magnitud del radio. Asimismo,

para cada valor de 2z existe asociado un solo .circulo y para cada
uno de ellos le corresponde unicamente un valor de 2. No hay un
solo circuloc que tenga dos valores de 2z diferentes, ni tampoco
dos circulos distintos con valores de z similares.

Para dos circulos dados, la posician que representan sera
mayor para el que tenga un radio menor. De esta forma, el circulo
mas. pequefio estaria describjendo posiciones del haz mas alejadas
del origen, en comparacion del que tiene un diametro mayor.

como 2z puede asumir valores positivos y negativos, tiene
sentido hablar -de circulos cuyo centro se ubigue por arriba o por
abajo del eje horizontal. Por consecuencia, un elemento de esta

familia que se halle por debajo del eje referido, representa haces
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cuya posicién se encuentra a la izquierda del sistema de

referencia de la estructura dptica en la cual viaje.
Si analizamos puntos muy especificos de un circulo
particular, estaremos en condiciones de obtener algunas

conclusiones muy importantes. Por ejemplo, el punto (0,1/2), en
donde z es constante y diferente de cerc, nos indica que el
radio de curvatura del frente de onda se iguala con la posicidn y
ademds el radio de la mancha asume un valor indeterminado. De
igual forma, el radio de la cintura es igual a cero. De todos
estos resultados, concluimos que cualquier punto sobre el eje
vertical del plano, no asumira un significado real.

Para un circulo en particular de esta familia, cada punto de
€l representa valores de 2, diferentes. Por ejemplo, como se
menciondé en el parrafo anterior, en el punto (0,1/2) se tiene un
valor de <z, Iigual a cero. Este punto no representa una situacidn
real ya gue dicho parametro nunca debe anularse. Sin embargo, para
puntos dque estén fuera de la vertical, los valores gque asuma la
distancia de Rayleigh, si seran diferentes de ceroc y conforme nos
desplacemos sobre el circulo, a partir de este eje, se obtendran
valores cada vez mayores. Esta afirmacidén solo es valida cuando el
sentido seguido sobre el circulo es idéntico al que llevan las
manecillas del reloj en su movimiente y cuande < Sea positiva;
en caso de que esta posicion sea negativa, la afirmacion anterior
se cumple si el sentido seguido es contrario al de las manecillas
del reloj. Asi, para un punto sobre el circulo en el cual se
cumpla la relacién R =7 wz/A, z se iguala con 2. De manera
analoga, si el punto sobre el circulo satisface la expresion R =
2w wz/x, 2, sera iqual a 2z; y asi sucesivamente. En el origen

del plano, este parametro asumira un valor indeterminado, sin un

-
=3
<



signlficadb real. Observe la figura 31.
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FIGURA 31
Note en la figura, que solo tomamos la parte de los
circuleos en donde 2, sea positivo, es decir, se estudian

dnicamente los puntos que se ubiguen exclusivamente en el primer y
cuarto cuadrante del plano W.

La segunda ecuacién también representa una familia de
circulos con centro en (1/220,0) y radio 1/2z,. La mayoria de
las conclusiones que se mencionaron para la primer familia de
circulos, son aplicables a esta segunda familia a excepcicn de
algunas caracteristicas que difieren considerablemente y que es
conveniente enumerarlas.

Usted habra notado gque esta nueva familia ubica su centro
sobre el eje horizontal. Ningun circule del referide conjunto se
corta, teniendo solo un punto en comin gque también es el origen.
Como  z toma valores exclusivamente positives, no tiene sentido

]
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hablar de circulos cuyo centre se encuentre a la izgquierda del
origen. Por tal motivo solo estudiaremas aquellas familias que se
encuentren contenidas en el primer y cuarto cuadrante del plano.

Para dos circules dados, el valor de 2, serd mayor para
aguel cuyo radic tenga una magnitud menor. Asi el circulo mas
pequeio estaria describiendo longitudes de Rayleigh mayores en
comparacién del circulo mas grande.

Al igual que en la primera ecuacidn, estudiando puntos
especificos de un circulo estaremos en .condiciones de obtener
algunas conclusiones de sumo interés. Un punto muy importante que
se ubica en este circulo es el de coordenadas (1/20,0) que también
forma parte del eje horizantal. En dicha posicién, el haz tendrd
un frente de onda plano ya que el factor 1/R es igual a cero. En
este punto el haz se hallara justamente en el origen del sistema
optico. Conforme el haz vaya alejandose de este origen, el punto
que lo describe se movera sobre el circulo ya sea en sentido
contrario a las manecillas del reloj si el haz se encuentra a 1la
derecha del origen del sistema optico, o se movera en el mismo
sentido, si el haz se halla a la izquierda del mismo rigen.

Cuando el punto sobre - el plano tiene como coordenadas
(1/2:0,1/210), el valor del radio de curvatura del frente de onda
es iqual a zz° Y la posicidén del haz sera 2. For consecuencia,
podemos afirmar que si en un sistema optico la posicidén del haz se
iguala con la longitud de Rayleigh, el punto sobre el circulo se
encuentra en su maxima altura. En este punto, el valor de =n wz/A
toma el valor 2z,

Si el haz se sigue alejando del origen del sistema, el punto

situado sobre el circulo que lo representa se movera siguiendo la
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regla mancinada anteriormente. Para distancias muy grandes el punto
se hallayd muy cerca del origen del plano, de tal forma que en el
limite el punto se ubicara sobre este origen. En tal situacidn,
tanto el factor 1/R como también a/w w?® tomaran valores nulos,
es decir, el frente de onda sera plano y el radio de la mancha

tenderid a un valor infinito. Observe la figura 32,

. \z>D

e

FIGURA 32

El &ngulo 8 = arctan(z/zo) del factor de fase longitudinal
también se puede obtener por el método grafico. Para saber este
angulo, se procede de la siguiente manera: sobre el plano W se
grafica un punto en el cual se representen los parametros R y W
que correspondan a una haz gaussiano viajando en un sistema optico
dado. Trace una linea gue una a este punto con el origen del
plano. La pandiente de este recta es iqual a w wz/)\ R =2/ Z, -
Aplicando la funcién inversa de la tangente a esta igualdad,

obtendremos el angulo deseado. Observe la figura 33.

105



Para cada punto sobre el plano se pueden dibujar solo dos
curculos que pasen por ese punto. Uno de esos circulos satisface
la ecuacién 5:1.3 y el otro la ecuacidén - 5.1.4 . La forma de
construir estos circulos a partir de este punto es muy sencilla:

se traza una linea recta que una nuestro punto de

1
R 1
(-lz o 7o)
nwy 1
Al
a
-~
= "\l,z
1

FIGURA 33

interés con el origen. Mida luego la longitud de esta linea y con
este dato, ubique el punto medio. Trace, a partir del punto medio,
otra linea que sea perpendicular a la primera y prolonguela hasta
cruzar los ejes. Los puntos de cruce representaran los centros de
cada una de los circulos. Por medio de un compas dibuje ambos
circulos. Note que ambos diagramas pasan por el origen. Observe

la figura 34,
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FIGURA 34

Como se menciond, este tipo de diagramas pueden ser usados
para describir la propagacion de haces gaussianos a través de
sistemas dpticos. A manera de ejemplo, supongamos que un haz parte
de una posicion z, ala izquierda del origen del sistema. En la
figura 15 la posicién del haz en este punto se encuentra
representada por el punto 1. Supongamos también que 1los
parametros del haz en esta posicién son: R‘ Yy W, Al conmienzo
el haz recorre la distancia 2, antes de llegar a la posicidn
marcada con el numero 2. Este punto concuerda con el primer
origen, de los dos que existen en el sistema dptico. Después de
este punto, el ha; cruzara un distancia z, antes de llegar a la
lente, donde esta marcada con el numers 3. UDespués de haber
cruzado el haz a la lente, éste se encontrara en la posicidn
marcada con el numero 4 y recorrera, por ultimec, una distancia 2,
para llegar a la posicion numero 5, donde ahora el haz adquirira
un segundo winimo valor para «: correspondiendo al segundo origen

de nuestr sistema optico. Observe la figura 35.
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FIGURA 35
Para: conocer los parametros R Yy W gque describen al haz en
cada punto de la trayectoria, es necesario utilizar las matrices

de transferencia para cada punto de interés. Sin embargo, este
nmétodo, a pesar de ser muy preciso, presenta muchos inconvenientes
va que la cantidad de operaciones por realizar son demasiadas y
ademas ne se tendria una vision oabjetiva de como varian los
- paramaetros conforme se propaga el haz.

El método grafico que aqui presentamos, tiene la ventaja de
poder describir al haz en cada punto del sistema ¢éptico en el cual
viaja. Para este ejemploc solo es necesario conocer los parametros
R, Y W que describen al haz al comienzo del viaje, para asi
dibujar en el plano los circulos correspondientes a este punto.

Como se observa en la figura 36 . hemos situado sobre el

pPlano al punto marcado con el niumero 1, cuyas coordenadas son:
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(A/nwf, -1/R;). El circule asociado a este punto es el que se
muestra en esta misma figura. Conforme el haz se desplaze dentro
del sistema, el punto situado en el circulo también se movera
siguiendo la trayectoria circular. Como se puede observar, el
punto se movid en direccién contraria a la gque se mueven las
manecillas del reloj, ya que el haz se encuentra a la izquierda del
origen del sistema y ademds se acerca a él. Cuando el haz llega al
punto antes mencionado, el hunco sobre el circulo estara
justamente sobre el eje horizontal: este punto esta marcado con el
numerc 2. Al situarse el haz antes de la lente, la posicién del
punto sobre el circulo coincidira con la marcada con el numero 3.
El hecho de que el haz cruce la lente, Se representa graficamente
por medio de una linea vertical cuya lengitud es proporcional al
valor de 1/f. Ahora nuestro punto se halla en el extremo de la
linea, que coincide con el numero 4. Como se puede notar, el
extremo de la linea no necesariamente debe coincidir con el
contorno del circulo donde se encontraba. Por consecuencia, es
necesario construir otro circulo gque pase ahora por este punto,
para asi describir al haz conforme se propague. El valor de @z

o
para nuevo circulo, se encuentra con solo medir su radio.
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FIGURA 36

Con el ejemplo anterior hemos {lustrado cémo se deben
utilizar los diagramas circulares. Es necesario destacar gque en el
ejemplo se conocian previamente los valores del parametro complejo
en algun punto del recorrido realizado. En particular estos
valores corresponden al principio del viaje. De igual forma,
también se conocian previamente las posiciones del punto de
partida como de la lente. Los valores de z, se obtenian a partir
del analisis realizado al diagrama.

Todo el mecanismo usado en el ejemplo anterior es poco usual
debido a gue estos parametros se desconocen. Sin embargo, para el
casc de trabajar con Resonadores Opticos el método a utilizar es
muy similar, sole que los datos wminimos que se requieren se
obtendran del analisis que que se realize al resonador. Para
abordar este problema, debemos tomar en cuenta la propiedad que

tienen los haces de igualar su radio de curvatura del frente de
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onda con el radio de los espejos en el momento de reflejarse.
Ademads, se deben conocer las distancias de los espejos, de las
lentes, o de cualquier sistema o¢ptido ‘gue forme parte del
resonador, para asi describir al haz en éadaApunto del mismo.

Para utilizar los diagramas circulares, es necesario conocer
la matriz de transferencia correspondiente - a un recorrido
completo al resonador. El punto de partida del cicle es
arbjitrario, pero se recomienda comenzar en algunc de los espejos
ya que por medio de las ecuacicnes‘4.2.7 y 4.2.3) se podra conocer
simultaneamente la posicidén del espejo, asi como también el valor
de w, para asi graficar el primer punto sbre el plano W. Una vez
ubicade nuestro primer punto, se procede a construir los
circulos asociados a él. Con el valor de la longitud del radio del
circulo se podrd conocer el valor de z, asociado. Con el primer
punto que se ha ubicado en el plano y con la ayuda del circulo
situado sobre el eje horizontal, la descripcion del movimiento del
haz dentro del resonador puede ser totalmente grafica si conocemos
las' posiciones y caracteristicas de los sistemas dpticos que
constituyan al resonador. En el caso de existir lentes delgadas
dentro del €1, es necesario saber la posicién de ellas asi como
también su longitud focal. Como se menciond anteriormente, el
cruce de un haz a traves de una lente delgada es representado
grificamente por medio de una linea vertical cuya longitud es
proporcional al valor de 1/f. Por consiguiente, una lente delgada
puede forzar a que el punto sobre el circulo en el cual se
encuentre, se salga de ¢l ocasionando con ello la construccién de
otro circulo diferente. El numero de circulos situados sobre el

eje horizontal, dependera del numero de lentes dentro del
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resonador, del. valor de su longitud focal y de la posicién
relativa entre ellas y los espejos. En el caso de no existir
'lentes delgadas, tendremos un solo circulo.

A continuacién presentamos diferentes resonadores junto con
su respectivo diagrama circular, ademids de las £formulas que
describen al haz cuando éste se encuentra justo en el espejo
izguierdo del resonador. En los dibujos se ha marcado, tanto en
los resonadores como en los diagramas, nimeros que sefialan algunos
de los puntos mas importantes. Estos ﬁﬁmeros tienen el objetivo
de ir marcando al lector los lugares qﬁe son eguivalentes.

El primer resonador que se presenta corresponde a uno formado
por dos espejos planeos, en cuyo espacio se sitia una lente delgada
con una longitud focal que permita al resonador alcanzar la
condicién de estabilidad. En esta serie de ejemplos, no se
considera a los resonadores formados por solo dos espejos planos,
ya que éstos pertenecen a la clase de resonadores condicionalmente
estables y, como se menciond anteriormente, la teoria que
utilizamos no los considera.

Como primer paso, debemos obtener la matriz de transferencia
que describe el recorrido de un cicle al resonador. El comienzo
del ciclo es arbitrario, pero hemos establecido para todos los
resonadores el espejo izquierdo. Una vez encontrada la matriz,
procederemos a sustituir sus elementos en la ecuacion 4.2.7 que
representa la posicidon del mismo espejo. Sin embargo, vemos que
para un espejo plano como el gue se esta tratando, el valor dde
esa posicion es igual a cero. Este resultado era de esperarse
debido a que en un espejo de esta naturaleza, se alcanza el

wminimo valor del radio de 1la mancha y, por detinicion, 1la
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posicidn de ese punto corresponde a la del origen. Este tipo de
razonamientos también se puede aplicar a todos los resonadores que

al menos presenten un espejo plano.

Procediendo de la misma forma, sustituyendo ahora los

elementos de la matriz de transferencia en la ecuacién 4.2.6 para

obtener el valor de z,que es el valor del radio de la cintura en
t

este espejo, se observara que va a depender solc de los parametros

di, d2 y £ que dan la separacion de los espejos y de la lente,

asi como también la distancia focal. La ecuacién gue describe a

zy en funcién de 1los parimetros antes sehalados se halla
1

expresada en la parte inferior de cada resonador.

Con los datos obtenidos ' anteriormente, su puede ubicar

nuestro primer punto sobre el plano W. A este punto se le deben
asociar los dos circulos que le corresponden. En este caso so0lo se
trazard uno de ellos ya que nuestro punto se halla sobre el eje

horizontal. El sitio marcado con el numeroc 1 ubjicado en ambos

diagramas, representa la misma posicion del haz.

El siguiente punto en el diagrama circular, corresponde a la
posicidn del haz justo antes de cruzar la lente. Como se observa,

la posicidén de la lente es d unidades a la derecha del espejo

de partida. Este dato es necesario ya que con é1 se construirad el

circulo asociado sobre el eje vertical. La interseccidn de ambos

circulos representa esta posicidn y para mayor claridad se ha

sehalado con el namero 2.

El recorrido que realiza el haz del espejo de partida hasta

la lente delgada, es descrito en nuestro dlagrama circular por

medio de una lInea continua que parte del punto 1 y llega al al

punto 2. La trayectoria seguida por la linea coincide con la del
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circulo situado sobre el eje horizontal cuyo radio es de 1/2z°.
1

Observe que el sentido gue se ha seguido es opuesto al de las
manecillas del reloj, debido a que el haz viaja de izquierda a
derecha.

La linea vertical que se ha dibujado, parte del punto 2 y
llega al punto 3, indicando con ello que el haz ha cruzado 1la
lente delgada. Como se menciond, la longitud de la linea es igual
a 1/f.,

como el lector puede apreciar, el punte 3 no ha caido en el
contorno del circulo donde se hallaba originalmente, éste se ubica
por lo general fuera de él. Por consiguiente, podemos afirmar que
dependiendo de 1la posicidén que ocupe la lente dentro del
resonador, el punto extremo de la linea vertical que representa el
cruce del haz a traveés de ella, caera sobre el contorno del
circulo donde originalmente se encontraba.

Como consecuencia de 1lo mencionado anteriormente, vemos
necesario construir un nuevo circulo sobre el eje horizontal que
pase por el punto antes mencionado. A partir de é1, y siguiendo la
trayectoria del circule, debemos trazar una linea continua que
llegue al punto 4. Esta linea representa la distancia dz
recorrida por el haz desde la lente hasta el espejo derecho del
resonador.

De esta forma es esquematizado en el diagrama las lineas que
representan el recorrido que realiza el haz desde el espejo
izquierdo hasta el derecho. Para describir el recorride que
realizaria el haz desde el espejo derecho hasta el izquierdo, solo
hay que recorrer esas lineas en sentido contrario, es decir, a

partir del punto 4 regresarse al 3 siguiendo 1la linea
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continua cor;espandiente, y asi sucesivamante.

La - ventaja de este mé&todo, e gque permirte obtener
diréctamente los  pardmetros que describen al haz en un punto
particular de 1la trayectoria seguida por éste dentro del
resonador. Para ello solo es. necesario dibujar un circuloeo sobre el
eje vertical, ayudados por el valor de la ubicacidén del punto de
interés. La interseccién que forme el circulo asi construido las
lineas que describen el de'spiazamiento del haz dentro del
resonador, representa la ubicacidn de éste al pasar por el punto
escogido. Las coordenadas se pueden obtener diréctamente a partir
del diagrama y con solo hacer un par de divisiones sencillas
obtendremos los valores deseados.

En este resonador que se ha tomado.comc ejenplo, "hemos
supuesto los siguientes valores: dx = 40 cms; dz = 60 cms., y

f = B0 cms. Con estos datos el valor de z, es igual a 105.83 cns.
3

El método que se empleard para construir los diagramas
circulares para los restantes. resonadores, es muy similar. Por
ello, hemos considerado que para las restantes cavidades solo se
mencionardn sus caracteristicas y las ecuaciones necesarias vy
suficientes que dan los valores del parametro complejo en un
punto particular de la cavidad, Se deja al lector construir o

verificar dichos diagramas.
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Como una aplicacién de estos resultados en el disefio de
Resonadores Opticos, calculemos la separacién que deben tener dos
espejos, uno planc y el otro céncava, para que el radio de la mancha
del haz que emergerd del espejo plano tenga un valor aproximado de 2.5
mm. Este cdlculo es necesario ya que en la construccién de un lé&ser de
Bi6xido de Carbono se efectué una perforacién central en el espejo
plano con el fin de poder transmitir el haz hacia afuera de la cavidad
Yy no tener necesidad de utjilizar sustratos de materiales que son
depositados en el vidrio y que solo se adquieren en el extranjero.
Para evitar que el gas fluya hacia el exterior a través del orificio
se adhirié en el lado externo un peq\;eho cristal de cloruroc de sodio
para sellar la perforacién y efectuar el vaclio en la cavidad y la
salida de la radiacién.

Aunque el l&aser de Bi6éxido de Carbono puede emitir en un gran
nmerc de longitudes de onda, en particular entre 9mm. y 11lmm, la
linea m&s intensa ocurre a 10.6 mm, que es la longitud de onda que se¢’
utilizari en nuestros cdlcules,

Si el radio del espejo céncavo es de 6 mts. y utilizamos la
ecuacién correspondiente al resonador cdncavo-paralelo, obtenemos una
ecuacién de segundo grado de la forma:

a2

N .
~dR+ (rw /2) =0
Sustituyendo cada valor en esta relacién, se obtiene:
d = 64 cms.
que corresponde a la distancia a la que se deben colocar los espejos

para que el radio de la mancha del haz emergente sea de 2.5 mm.
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Con este ejemplo se- ha Llustradn l.a toma como es posible

utilizar 1as ecuacicnes que se presentan pax-a cada resonador.



"CONCLUSIONES

A pesar que hace poco mis de treinta afios fue construido el
primer liser, la Investigacién, Desarr.olln y Aplicacién de este tipo
de radiacién ha dado, en tan corto tiempo, un instrumento poderoso gque
se usa para beneficio de la r.o.c.ledad. En la Medicina, la Biologla, 1la
Quimica, las cComunicaciones, la Investigacién y la Industria en
general, se han mejorado y superado técnicas, procedimientos y
calidadaes de &pocas anteriores. ’

Sin embargo en Mé&xico el desarrollo de recursos humanos en Optica
el cual pueda incorporarse a la realizacién de Invesatigacién,
Desarrollo Tecnolégico y Ensefianza sobre este campo, ha sido muy
escaso, a pesar de los grandes esfuerzas que realizan las escuelas de
educacién superior. Aunade al poco personal especializado, el bajo
grado de desarrollo tecnolégico es causa que en nuestro pais no se
congtruyan en forma industrial dispositivos l&ser. Solo en algunos
Institutos de Investigacidn y en algunas Universidades se disefian y
construyen lascres usando, en la medida de lo posible, material de
origen nacional.

El presente trabajo intenta divulgar las caracteristicas mas
relevantes del laser, sin tomar en cuenta los aspectos cudnticos que
involucra la generacién de este tipo de radiaci&n. Por consecuencia,
es posible afirmar que la obra no es propiamente una tesis de
investigacién en donde se plasmen nuevos resultados, sino una
recopilacién de la informacién de los temas gque son analizados. Asi,
el futuro lector encontrard una explicacién detallada y de facil
acceso en cada uno de estos temas. Para que la lectura sea més

objetiva, se recomienda que cada resultado que se deduce sea



verifidado por el propio lector.

No solo la exposicién diddctica de los temas es el objetivo que
persique esta tesis. Como hemos visto, hay diferentes dicefios de
cavidades que tienen considerablemente mis importancia que la cavidad
mds simple que es la formada por espejos planos. En el yltimo capitulo
se presentan algunas expresiones que sirven para calcular 1los
pardmetros que caracterizan al haz gaussiano en un punto determinado
dentro de cada cavidad que es analizada. Con el uso de esta
expresiones es posible graficar sobre el plano complejo estos
pardmetres conforme el haz recorre la cavidad. Para ello solo es
necesario conocer las caracteristicas de la cavidad y de algGn
instrunento éptico que pueda estar contenido.

El conocimiento de dichos pardmetros es importante ya gue con
ellos es posible calcular el radio de la mancha asi como también el
radio de curvatura del frente de onda del haz en el momento de emerger
de la cavidad. Por lo tanto, los par8metros de salida dependen de las
propiedades de la cavidad. Asi, si deselramos que el liser emergente
tenga ciertas dimensiones especificas, solo es necesario disefiar los
espejos y su separacién de tal forma que satisfaga las necesidades

requeridas.
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