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CAPITULC I
INTRODUCCION

Casi todo lo que conocemos acerca del universo, sobre las
estrellas y el espaclo entre ellas, sobre los sistemas de
estrellas, su distribucién, cinemdtica y dindmica, ha sido
obtenido mediante Informacién que llega al observador en forma de
radlacién electromagnética. Durante mucho tiempo el hombre se
1limité a lo que podia ver, ésto es, a la luz visible; sin embargo
existe radiacién que 1llega a la tierra y que no puede ser
detectada por el oJjo humano. En 1931 Jansky detecté con una antena
radiacién que solo podia explicarse como proveniente de una fuente
extraterrestre. Pero no fué hasta después de la Segunda Gurra
Mundial que se le di6 Iimpotanclia a este "ruido" de radio que era
captado por radares sensitivos y efliclentes usados durante la
guerra. De esta forma la Radiofisica progresé, encontrando objetos
nuevos y extrafios. La nueva diciplina astronémica 1llamada
Radioastronomia fué cambiando los conceptos anterlores,
requiriendo de mecanismos para su explicacién que difiere
considerablemente de la astrofisica "éptica”.

Sin embargo toda la informacién extrafia que graba un
radiotelescopio requiere de una interpretacién que reintegre este
campo especlalizado a la corriente principal de la astrofisica. Un

radiotelescopio recibe informacién en forma de voltajes que pueden

ser representados por sumas de ondas y el resultado que se obtiene



se puede representar por una onda periddica. Para ello usamos las
series de Fourier ya que éstas son absolutamente indispensables
para describir fenémenos periédicos con gran aproximacién.

El poder aplicar las serlies de Fourler para representar ondas
periédicas hace que éstas sean una herramlenta muy poderosa en la
astrofisica, ya que las explicaclones de los fendémenos
astronémicos muchas veces se basan en analisis espectrales
(Robinson 1982). Los espectros necesarios para realizar dicho
anadlisis estan intimamente relacionados con la transformada de
Fourler por lo que ésta cobra gran impotancia.

En esta tesis se desarrolla la teorfa de Fourler y se
relaciona con fendémenos puramente fisicos; también se hace uso de
otras herramlentas como son las computadoras y los métodos
estadisticos., Conjuntando todo ésto se explican algunos de los
métodos utilizados en radioastronomia.

En el Capitulo II se da una intreduccién blografica de
Fourler y como es que desarrollco su teoria alrededor de problemas
de la conduccién de calor. Se explica la ecuacién de difusién y
como es que las series de Fourier describen este fenémeno en el
transcurso del tiempo.

En el Capitulo III se introduce el concepto de transformada
continua de Fourler y la transformada discreta de Fourier, que es
la teoria aplicable a experimentos fisicos. Al final de este
capitulo se explica el método de la transformada répida de Fourler
que permite calcular computacionalmente la transformada discreta
de Fourler con una disminucién considerable en el tlempo de

célculo.



En el Capitulo IV se explica la interpretacién de las sefiales
recibidas por un radiotelescopio y como la transformada de Fourler
se relaclona con el espectro de una sefial de radio. Ademas se
consideran los métodos Optimos para obtener dicho espectro y
finalmente se obtlene la simulacién de una sefial recibida por un
radiotelescoplo utilizando para ello un programa computaclonal.
Esté programa obtiene el espectro de la sefial aplicando el teorema
de Van Vleck de truncamiento.

Por dltimo quisiera recalcar que el objetivo de realizar esta
tesis, aparte de mi interés por la astronomia, es el de dar a
conocer al matemdtico la aplicacién que tienen las matemdtica
dentro de otros campos y asi romper un poco con el abstraccionismo

que se crea en el pensamiento matematico.



CAPITULO II

ANTECEDENTES HISTORICOS

A) Blografia.

Jean~-Baptiste-Joseph Fourler nacié en Auxerre, Francia, el 21
de Marzo de 1768 en el seno de una familia pobre. Introdujo la
idea de que wuna funcién arbitraria, ain una definida por
expresiones analiticas diferentes en 1lntervalos adyacentes de su
rango (tal como una funcién escalén), puede ser sin embargo
representada por una sola expresién analitica, en términos de una
suma inflnita de senos y cosenos. Esta idea no fué blen recibida
en su tiempo, sin embargo ha demostrado ser béasica para muchos
desarrollos de las matematicas, las clencias y la Iingenleria.
Fourier se concentré en esta idea debido a la conexién que tenia
con el problema del flujo de calor en cuerpos sélidos.

Fourier estaba obsesionado con el calor, algunos de sus
contemporaneos atribuian ésto a los tres afios que pasd en Egipto,
a donde fué, en 1798, en una expedicién Napoleénica de 165 sablos
para estudlar aquel pais.

Anteriormente a la expedicién, Fourier era un simple profesor
de matematicas, pero durante ésta asumio obligaciones
administrativas como Secretario del Instituto de Egipto, un cuerpo
cientifico que se reunia en el palacioc de los Beys. Al mismo

tiempo Fourier trabaj6 en la Teoria de las Ecuaciones, pero su



habilidad en la administracién,lo llevé a ocupar puestos politicos
y diplomaticos que desempefié con éxito. Debe recalcarse que
Fourier llevé a cabo estudios en geografia, arqueclogia, medicina,
agricultura e historla natural entre otras clencias,

Un poco antes de la capltulacién militar en 1801, el
clentifico francés se hizo a la mar donde fué rapidamente
capturade con todos sus reglistros por Sidney Smith, comandante de
la flota briténica. Sin embargo, de acuerdo con el espiritu
caballeresco de aquella época, Smlth dejé en tlerra a Fourlier
retenlendo los documentos y colecclones para mantenerlos a salvo.
Finalmente Smith llevs el material a Paris en persona excepto por
la pledra Rosetta, llave de la escritura jJeroglifica egipcla que
permanece hasta nuestros dias en el Museo Britanico, simbolizando
tanto el lanzamiento de Napoleén de la Egiptologia como su fracaso
militar.

El fisico inglés Thomas Young (1773 - 1829) padre de la
linearidad, es bien conocildo por establecer la naturaleza
transversal de la luz explicando 1la polarizacién, y también, por
introducir el interferémetro de doble rendija el cual muestra el
andlisis de Fourler de un objeto o6ptico. Menos conocido es el
heche de que Young compartlé Jjunto con Fourler un Interés en la
Egiptologia, y que estudid la pledra Rosetta.

En 1802, Fourier fué nombrado por Napoleén Prefecté de Isere,
después de un breve retorno como profesor de andlisis en la
Escuela Politécnica de Paris. Sus obligaciones en Grenoble
incluyeron cobro de impuestos, reclutamiento militar y

Jurisprudencia.



Para 1807, a pesar de sus obligaciones oficlales, Fourier ya
habia redactado su Teoria de la Conduccién del calor, la cual
consiste esenclalmente en el andlisis de la distribucién de 1la
temperatura en cuerpos s6lidos a partir de sus componentes
espaclalmente senolidales. Sin embargo, ésto no se publicéd
inmediatamente ya que Lagrange y Laplace, entre otros matemdticos
de la época, tenian varias dudas sobre el tema. Pese a las
criticas expresadas, el Instituto de Francla escogldé “La
Propagacién del Calor en Cuerpos Sélidos” como tema para el premio
de matemAticas en 1811; el cual le fué concedido a Fourier pero
con una nota mencionando falta de generalldad y rigor. El hecho de
que esta publicacién fuera retrasada hasta 1815 se debié a la
profunda inquietud que sentian los grandes matematicos de su
tiempo acerca del andlisis de Fourier.

Es verdad que una distribucién unidimensional de calor en
una barra recta infinita requeriria de una integral de Fourier
para ser expresada correctamente. Fourier evité esta complicacién
considerando que el calor fluye en un anillo, ésto es, una barra
que ha sido torclida en un circulo. De esta forma la c}istribucién
de la temperatura es forzada a ser periédica. Esto no representa
una pérdida de generalidad ya que la circunferencia del anillo
puede suponerse mas larga que la mayor distancia que puede ser de
interés fisico en una barra conduciende calor. Esta idea de
Fourier es un método famliar de aproximar la integral de Fourier
como un limite, comenzando por la representacién en serles de
Fourier.

Cuando Napoledn abdicé en 1814, Fourier se encontré en una



posicién delicada, ya que la ruta de Napoleén hacla Elba pasaria
por Grenoble y ésto arriesgaria la posicién de Fourier con el
nueve Rey Luis XVIII, puesto que darle la bienvenida a su antiguo
Jefe no podria ser visto con buenos ojos por el Rey. Fourier
propicié un camblo en el trayecto, y Napoleén no pasé por
Grenoble. Al afio sigulente, Napoleén reaparecié en Francia, en
esta ocasién marchando al norte y al pasar por Grenoble despidié a
Fourler. De cualquler forma, Fourier fué nombrado tres dias
después Prefecto de la Rhone en Lyons, sobreviviendo a dos cambios
de régimen. Pero ésto solo duré clen dias, ya que el rey regresé
para tomar el control y Napoleén salid entonces definitivamente de
Francia. Los dias de Fourier en el gobierno provincial terminaron
y se diriglé a Paris para entrar en la vida de la clencia y la
administraciéon cientifica, slendo electo para la Academia de
Clencias en 1817 y como Secretario Permanente de la misma en 1823,
y para 1826 en la Academia Francesa. Fourier nunca de casé y murié

el 16 de Mayo de 1830 (Bracewell 1986).

B} La Ecuacién de Difusién.

El trabajo de Fourier siempre estuvo basado en la conduccién
del calor como fué expuesto en su trabajo “ Théorie Analytique de
la Chaleur ", publicado en 1822. El problema de la conduccién del
calor en una barra, nos lleva facilmente a la derivacién de la
Ecuacién de Difusién., Sln pérdida de generalidad haremos el
desarrollo de esta ecuaci6én en una dimensién.

Sea T(x,t) la temperatura en funcién de la posicién x y del



tiempo t, y K la difusividad de la sustancia. Entonces

3 T(xt) | o 8 T(x,t) (2.1)

at ax?

nos dice que la cantidad de calor ganado o perdido por unldad de
longltud por unidad de tlempo, es equivalente a la diferencia
entre el flujo que entra y el que sale del elemento de volumen
considerado. Esto es, la ecuaclén (2.1) gobierna el flujo de calor
en un medlo supuesto unidimensional. Ahora derivaremos esta
ecuaclién .

Escojamos una varilla de metal de Area transversal unitaria,
y tomemos cualquier seccién plana de dicha wvarilla a la que
llamaremos AB (vease Fig. 2.1). Dejemos que esta seccién tenga, en
cualquier tiempo, la misma temperatura (secciédn isotérmica), y sea
la temperatura del lado izquierdo del plano AB, mas alta que la
del lado derecho. En consecuencia el calor fluird desde el lado
mias caliente hacia el lado mas frio en la direccién de la flecha,
a través del plano AB.

Fourler supuso que:

1) La direccién del flujo es perpendicular a la seccién AB.

i11) La velocidad del flujo de calor a través de cualquier secciédn
dada, es proporcional a la diferencia de la temperatura en los dos

lados del plano.



CALIENTE Ax FRIO
—A—y

Fig. 2.1 Flujo de calor en una varilla de dres transversal

unitaria.

Tomemos la veloclidad del flujo como constante, y sea T 1la
temperatura en el plano AB. El gradiente de la temperatura en
cualquier punto .del plano AB es 8T/ 8x. La cantidad de calor que
fluye por segundo de la parte caliente a la fria a través de AB es
= -r dT/dx , donde r es la constante de conductividad térmica
(calor que fluye por segundo, a través del area unitarla cuando el
gradiente de temperatura es unitario), y el signo menos se
introduce para que el sentido positivo del flujo de calor coincida
con el sentido positivo de x . Consideremos ahora el valor de
~r dT/dx en el plano CD, distante un incremento Ax de AB. La

temperatura en el punto x + Ax sera

dT
E;"AX ),
donde dT/dx es el gradiente de la temperatura a lo large de 1la

varilla. De aqui que la cantidad de calor que fluye a través de la

pequefia seccién CD es



Entonces

I1-1"=r — ax (2.2)

denotara la diferenclia entre la cantidad de calor que fluye por la
barra, entrando por una cara y sallendo por 1la otra. Esta
expresién, entonces, representa la cantidad de calor que seré
ganada (o perdida) por el volumen ABCD cada segundo. Si k denota
la capacidad térmica de un volumen unltario, entonces la
capacidad térmica de la porcién ABCD es k Ax. En consecuencia

el cambio de la temperatura con el tiempo para el volumen ABCD es

x (dT / dt ) ax

entonces igualando la anterlor expresién con la obtenida en (2.2):

r —g—g Ax = Kk ar Ax .

dx dt

Sea r/k = K, por lo tanto la ecuacién se transforma en

2
ar _g 9T 2.1)
dt dx>

donde K es la difusividad de la sustancia. La ecuacién anterior



representa la Ley de Difusion Lineal de Fourier, que cubre todos
los posibles casos de difusién para el caso unidimensional (P.eJ.

Mellor 1955).
C) Distribucién iniclal de la temperatura en un anillo.

Como ya vimos en la seccién A), Fourier introdujo su idea
debido a la relacién que tenia ésta con el problema del flujo de
calor en cuerpos s6lidos, empezando por buscar una uUnica funcién
analitica que se ajustara al sigulente problema:

Supongamos que tenemos un anillo de perimetro L y que la
mitad de dicho anillo est4d a temperatura T: y la otra mitad a
temperatura To (ver Fig. 2.2), tal que To < Ti.

Si representamos ésto geométricamente (ver Fig. 2.3),
claramente el problema es equivalente a tener wuna funcién
periédica simétrica con respecto al origen, y la llamaremos
Funeién Periédica Escalonada (FPE).

Fourlier propuso que esta funcidén periddica escalonada puede
ser representada por una unica funclién analitica en terminos de

senos y cosenos, que tendria la forma:

_1 s
T(x) = 38 * 3 cos( kox )+ a, cos( 2k°x o+

+ b sen( L )+ b, sen( 2k x ) I N (2.3)

donde ko = 2n/L es el nimero de onda de la FPE.

11



Los coeficientes a vy bn, se pueden determinar mediante las
n

sigulentes ecuaciones:

c
a = :-: j T(x) cos{ nk x ) dx , para n = 0,1,2,...
n -c
(2.4)
L€
b = 2 f T(x) sen( nk x ) dx , paran =1,23,...
n -c
donde C = L/2.
T
1
Fig. 2.2 Ani)lo de clametro L. 1a altsd superior del anillo estd
A tesperaturs Ty Is attad Inferlor s teaperatura T
donde '!n < YI. la flecha indica 1a direccién del flujo
de calor.
4
T
1
T
2] ° !
t H 1 ]
H I |
L 1 L L »
oy L/ L/4 Ls2

F1g. 2.3 Funclon Perisdica Escalonada {FPE).

Dado que en nuestro ejemplo, T(x) es una funcién simétrica

12



con respecto al origen (i.e. funcién par), los términos senoidales
se hacen cero.

Tenemos ademas que

0 c
Ca = T(x) cos 2EX 4x + I T(x) cos =X dx
n - C o C

c
= ZI T(x) cos %x- dx ,
0

por lo que

c
1 X
a =g I cT(x) cos( E%— ) dx , para n = 0,1,2,.. . :5)
determinando el primer coeficiente, es decir, para n = 0,
obtenemos

c
1. _1[1
Fa, =3 [ﬁI_CT(x) dx]

~C/2 c/2 [
T(x) dx + J' T(x) dx +f T(x) dx]
c/2

-C -c/2

13



y resolviendo a_  paranen géneral,

. -cs2 X cs2 nmx
a =z [f T(x)cos - dx + I T{x)cos < dx
-c -cr2
c
+ J' T(x)cos % dx ] ' (2.6)
cr2

y substituyendo C = L/2 obtenemos

- = 2T L nn
W 5T [2_"nn sen =3 *mse“""] *T[*“Zmz sen =3 *

_L_5enn_n+§‘_o =—— Sen nn Lsenm'

2nn 2 L 2nmn 2nn 2]
por lo tanto, paran = 1,2,3,..., los coeficlentes estaran dados
por

=2 -
a1 =¥ (Tt To )
a, = ¢}
2
a, =3 (To-T1)
a =0

14



= 2 -
a —5('1'1 To .)

a =0

2
7—n(To T1 )

o
]

y asi suceslvamente. La Serie de Fourler de cosenos (2.3) es

entonces :
_To+T1 2 - 2nx 2 _ 6nx
T(x) = —— * 3z (Tt -~ To) cos T * 5 (To -T1) cos T *
2 10nx 2 14nx
+ & (T1 - To) cos T— * 7 (To - T1)cos 1
2 18nx
* 57 (Tt - To) cos Tt (2.7)

la cual describe a la FPE (P.ej. Williams 1985).

En las graficas de la Figura 2.4 vemos como esta serie de
Fourier se aproxima a la FPE conforme tomamos mis términos de
ésta. Note las oscllaciones que estdn presentes alrededor de las
discontinuidades, estas oscilaciones son conocidas como el

fenémeno de Gibbs (ver Apéndice A).

15
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D) Variacién en el tiempo de la distribucién espacial de la

temperatura.

Después de que Fourier encontré, para este caso particular,
la serie que describe a la FPE, se concentré en encontrar una
nueva funci6én que explicara el comportamiento en el tiempo de la
temperatura del anillo definido anterlormente.

Fourlier propusc que dicha funcién deberia tener la siguiente

forma :
. Ti+¢To 2 _ AL 2
Ti(x,t) = S *z (T1-To) cos(kox) exp( Akt )
+ 2 (To-T1) cos(3k _x) exp{-Ak 29t )
3n [ 0
2 2
* 5 (T1-To) cos(Skox) exp( Ako 25t ) + . . . (2.8)
donde ko = E_n , A es una constante y t es el tiempo.

Para comprobar que esta serie de Fourier describe 1la
difusién de la temperatura con el paso del tlempo demostraremos

que esta serie es una solucién de la Ecuacién de Difusién (2.1)

dada por
8T(x,t) _ £ Txt)
st sx?
Demostracion:
Sea

17



T = exp( ax + Bt ) (2.9)

una solucién particular de la ecuacién lineal no homogénea (2.1)

cuando a y B son constantes. Substituyendo en (2.1) queda que

B = Ad® (2.10)

entonces si (2.10) es verdadera, (2.9) es una solucién de (2.1)
cualquiera que sea el valor de «, por lo tanto ésto es verdadero

cuando a = Lnko. Substituyendo en (2.9) queda que

Tn = exp(inkox + Bt) = exp(inkox + Aa?t) = exp(inkox - Anzkozt) ,
en consecuencla,

T, = exp(—Anzkoat) exp(l'.nkox) 3 T, = exp(-A(nko)zt) exp(-i_nkox)

son soluciones también de (2.1); entonces por el Principio de

Superposicién la suma y la diferencia

Tn = exp(Anakozt) ( exp(i.nkox) * exp(-i.nkox) ) (2.11)

1
2
son también soluciones de (2.1), entonces

T = g, exp(-Anzkozt) cos(nkox) (2.12 a)

n

_ a2y 2
T =h exp(-An Ky t) sen(nkox) (2.12 b)



donde gn y hn son constantes. Podemos verificar que las funciones
dadas en (2.12 a) y (2.12 b) satisfacen la ecuacién de difusién
(2.1) por lo tanto la serie para T{(x,t) es también una solucién de

(2.1). o

Con ésto podemos concluir que la Serie de Fourler describe
una curva particular de la familia de curvas de la ecuacién
diferencial (2.1).

Para visualizar el comportamiento de la temperatura
grafiquemos la serle de Fourler en distintos instantes de tiempo.
Definiendo Akot: =1 en T(x,t) nos queda

. Ti+To 2

T(x,t) 5— + 7 (T1-To) cos(kox) exp(-Tt)

2
+ ﬁ(To-’l‘l) cos(3k°x) exp(-9t)

+ g—n(Tl—To) cos(Skox) exp(-25t) + . . . , (2.13)

lo que facilltar4d la elaboracién de la gréfi‘ca de 1la funciédn.
Escojamos para ésto T = 0.0, 0.03, 0.3 y 3.0. Veamos su
comportamiento en la Figura 2.5.

Note que cuando t = 0, la serle de Difusién de la Temperatura
se convierte en la serie de Fourler que describe la temperatura
del anillo al inicio del problema. Cuando el tiempo se hace muy
grande, el anillo tiende a hacerse isotérmico, con la temperatura

tendiendo a (T1 + To)/2.

19



En resumen, la idea de Fourler consiste en representar la
distribucién original de temperatura como una serie de cosenos y
senos y luego atenuar mas rapldamente en el tiempo a los términos

de alta frecuencia (P.ej Fourler 1955).

20
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CAPITULO III
LA TRANSFORMADA DE FQURIER

Cuando uno desea calcular la transformada de Fourier de una
funcién dada, ésta puede estar definida en términos de una
variable independiente continua o blen en términos de valores
discretos. Veamos mis detalladamente en que consisten 1la

transformada continua y la transformada discreta de Fourler.
A) La transformada continua de Fourler.

En el capitulo anterior presentamos el desarrollo y una
aplicacién de la serie de Fourier. A continuacién partiremos de
esta serle para derivar la transformada continua de Fourier.

Consideremos una funcién periédica f(x), entonces su serie de

Fourler en términos de senos y cosenos esta dada por:

o
f(x) = % a + Zl[ a cos(nwox) + bnsen(nwox) J (3.1)

para = 2n/T , dénde T es el periodo de la funclén.

En muchas aplicaclones de las serles de Fourier es
convenlente reescribir estas serles en términos exponenciales
comple jos. Expresande las funclones seno y coseno en forma

exponenclial tenemos que
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[exp(inwox) + exp(-inmox)] , (3.2)

1
cos(nwox) = 3

sen(nu x) = 211: [exp(t'.nwox) - exp(-inwox)] . (3.3)

sustituyendo (3.2) y (3.3) en la expresién para la serie de
Fourier (3.1), y tomando en cuenta que 1/{ =-i, se obtiene el

siguiente resultado

f(x) = % ag + Z [% (a - ibn) exp{inw x)

n=

!

1 i .
+5 (an + :.bn) exp(—tnwox) ] . (3.4)
Definiendo
c=21a c=L1 -ib) c =L@ +ib) (3.5)
o 2 o n 2 n n'' -n 2 n’ :
entonces
(-] -]
fix) = Co +n;cn exp(:.nwox) + ,,Z, c_, exp(—cnwox). (3.6)

Y tomando n = -n, entonces la ecuaci6én (3.6) se puede reescribir
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como

1 w

f(x) = C, + z Cnexp(z.nwox) + n; Cnexp(cnwox)

n==-0

= z Cn exp(cnwox) .

n=-0

(3.7)

La ecuacién (3.7) se denomina la forma compleja de la serie

de Fourler de f(x).

Los coeflcientes Cn pueden evaluarse en térnimos de a y bn

los cuales ya conocemos, por lo tanto

~T/2 (3.8)

1 172 172
T [J f(x)cos(nw x)dx - lJ. f(x)sen(nwox)dx]
“1/2 -T2
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it

T/2 .
{J. f(x)[cos(nwox) -t sen(nwox)]dx }
~1/2

1 J. T2
=& f(x)exp(-inw x)dx ,
Tl.,. () (3.9)

y de manera analoga,

. 1 T2 .
(a + tb) = EJ— f(x)exp(inw x)dx . (3.10)
n n ~T/2 o

'
El
N =

A continuacién veremos como podemos obtener, a partir de la
serie de Fourler de una funcién, su transformada de Fouriler
correspondiente.

Sustituyendo el coeficiente Cn de (3.9) en la ecuacién

(3.7), se obtiene

0

2
f(x) = Z [ ;—T J. f(y)exp(-inwoy)dy] exp(inwox). (3.11)
n=-0o -T/72

T/

En la ecuacién anterior introducimos la variable y en la integral
para evitar confusién con x.
o
1 ¢ 172 . .
f(x) = Z [ ey J_lef(y)exp(—:.nwoy)dy ] woexp(cnwox). (3.12)

n=-©
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Sea o, = Aw , y ademis se tiene. que cuando T-sx existe una n, tal

que nw, = ndw = o, De este modo (3.12) se convierte en:

T/72

o0 2[ Al

f(y)exp(~inawy)dy ] exp(infwx) Aw . (3.13)
-1/2

n

En el limite, T-wo, Aw —dw, y la sumatoria se convierte en la

integral sobre w, es decir, la funclén f(x) se convierte en :

17° ® .
f(x) = 5= I-m [I_:(y)exp(-wy) dy ]exp(iwx)du . (3.14)

En la Figura 3.1 se muestra graficamente como al hacer crecer T,
la densidad de valores obtenlidos a partir de la serie de Fourler
aumenta, y finalmente cuando T-+w, la serle se hace una funcién
continua (ver parte c) de la Figura 3.1).

Si se define
o

Flw) =I fx)exp(-iwx)dx , - (3.15)
)

entonces (3.14) se convierte en

[.<]
£x) = 5% J'_mr(w)exp(e'wx) o . (3.16)
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f(x) a)

Flw)

£(x) b)

£(x)|¢)

_‘L_.._____—_’-,‘_____._..__.’_

Flw)

F(w)

Fig,

2.1 a) Grifica de una funcidn f{x) qua esis dada por

valores perisdicos (lzquierds) y su transforaada de
Fourter (derecha). ) Al susentar ol peritda o el
tntervalo de separaclén de 1a funclén en Ia grifica de
1a derecha, ol nisero de puntos da ls tranaformads
susents y wu intervalo de separacitn va disminuyendo. <)

Cusndo o1 perfodo de Ia funclén es inflalto =

transforeada se hace coatinua,
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La funcién definida en (3.15) se conoce como la integral de
Fourier o transformada de Fourier de f(x), y f(x) se denomina la
transformada inversa de Fourier de F(w). Las ecuaciones (3.15) y
(3.16) se llaman a menudo el par de transformadas de Fourier
(P.ej. Hsu 1973).

Se debe hacer notar que las condicliones para que exlsta la

trasformada de Fourier F(w) de f(x) estan dadas por

-]
1.- La I |f{x)|dx debe existir, y

2.~ Que las discontlnuldades de la funcién sean finitas.

B) La transformada discreta de Fourler.

En el inciso anterior obtuvimos la transformada de Fourier
para valores continuos de la variable independiente. Pero también
existen casos en que los valores de la funcién estdn dados
solamente por valores dlscretos de la variable independiente, como
en las medidas fisicas hechas en intervalos de tiempo regulares
durante un experimento. Cualquiera que sea la forma de una funcién
ya sea en términos de una variable continua o discreta, si se
evalua la transformada por cdlculos numéricos, los valores de la
transformada estarin disponibles solo en intervalos discretos.
Ocasionalmente pensamos en ésto como si existiera una funclén de
variable continua y estuviéramos aproximandola por valores
discretos. Sin embargo, desde un punto de vista operaclional, es

irrelevante hablar de la existencia de otros valores que no sean
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los calculados; por lo tanto es deseable tener una teoria
matemdtlca de las cantldades ahora utilizadas.

Consideremos ahora una sefial dada por una funclén contlinua
del tlempo t, algunos valores de ésta aparecen tabulados en la
Tabla 3.1. Reproduzcamos esta funcién por algunos valores
discretos en términos de la varliable T como se muestra en la Tabla

3.2,

TABLA 3.1 TABLA 3.2
t v(t)
(miliseg) * (o)
- 250 [0} o} 0
- 150 0.588 1 0.588
- 50 0.951 2 0.951
50 0.951 3 0.951
150 0.588 4 0.588
250 0 S 0

La representacién grafica de la funcién en términos de la variable
contlnua t y de la variable discreta t se muestran en la Figura
3.2. De hecho la situacién en que un conjunto finito de valores es
dado y un conjunto finito de valores es calculado, cae dentro de
la teoria continua. Sin embargo es provechoso empezar de nuevo
antes que generar la teoria de la trasformada discreta de Fourier
dentro de un esquema continuo.

Los valores discretos de la transformada de una funcién
discreta seran considerados como una serie de funcliones delta
igualmente espacladas de intensidades dadas por los
coeficientes, Por definicién (Bracewell 1986) la ‘“serie de

Fourier" de este conjunto de valores tendra coeficientes del tipo
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N-1

f(t) = Z F(v)cos(2ntu/N) (3.17)
v=0

y similarmente para la funcién seno. La cantidad u/N es andloga a
la frecuencia medida en clclos por intervale muestreado. La
correspondencia de las variables utilizadas en el caso continuo y

el caso discreto se resume en la Tabla 3.3:

TABLA 3.3

Relacion de las varlables utlizadas en

el caso continuo y el casc discreto.

tiempo frecuencia
caso continuo x =1t w
caso discrete T wN
iy )

—02s 025 ' 0 2 4 6 87

Fig. 3.2 Una funclon de variable centlnoa L y una fersa de

representaria por ocho valores dlscreto.
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Aprovechando las caracteristicas de la notacién compleja,

definamos la Transformada Discreta de Fourier F(v) de f(t) con

T = 0,1,2,...,81 por
N-1

F(v) =N z (1) expl-i2m(uv/N)t] , 7=0,1,2,...,N-1 (3.18)
T=0

a su vez f(t) sera la antitransformada de F{v)

N-1

flr)= ZF(v)exp[iZn(u/N)'r] . U=0,1,2,...,N-1 (3.19)
v=0

Bracewell (1986} adopta la sigulente notacién para el par de

transformadas de Fourier

{i/2)N-1
F(v) = N! X f(t)expl-t2n(u/N)t} (3.20)
T=-(1/2)N
(1/2)N-1
flx) = | Flvexplizpu/NiTl , (3.21)
U=-(1/2)N

donde u/N estd definido sobre el range -(1/2) s w/N = (1/2).
La teoria de la TDF es precisa y por si misma

consistente. Describe exactamente las operaclones desarrolladas
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con los datos muestreados de una funcién cuando va a calcularse su
transformada discreta de Fourler, por lo que si{ en lugar de tener
una funclén periédica continua tenemos una serie de puntos donde
la funcién ha sido evaluada, ésto es, partimos de valores
discretos de la funcién (ver Fig. 3.2), obtenemos entonces una
transformada que aproximard a la transformada de Fourier, y es
aqui donde empleamos la TDF. Sin embargo podemos preguntarnos,
¢ qué tan correctos pueden ser estos valores discretos ? Podemos
mostrar mediante ejemplos senclillos que dichos valores no son
necesarlamente correctos.

Considere una funcién f(x) de banda limitada, o sea que su
transformada de Fourier F(s) es cero para s z s_ como se muestra
en la Fig.3.3 (a). Si multiplicamos f{(x) por el simbolo shah
III(x/t) (ver Apendice B) obtenemos un muestreo discreto de f(x)
con intervalos de separaclén de longitud r. En el espacio de la
transformada de Fourier, ésto equivale a la convolucién con la

transformada del simbolo shah, ésto es

f(x) 111 (x/T) = t 1II(zs) * F(s),

(ver Apéndice C), donde la linea sobre la funcién significa que es
la transformada de dicha funcién. La conveolucién representa la
réplica ilimitada de F(s) con un perfiodo de ! (Fig.3.3 (b) y
{c)). Podemos entonces reconstruir f(x) si se puede recuperar
F(s). En la Figura 3.3 (d) se muestra el caso del muestreo con
periodo critico, en el cual las réplicas de F(s) quedan lo mas

Juntas posibles sin traslaparse.
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Flg. 3.3 Desostraclon del Teoress de Huestreo.

Si el muestreo se hace con un periodo T > 1/2 sc'l. las

réplicas de F(s) comienzan a traslaparse, lo anterior se puede ver
claramente en la grafica (e) de la Figura 3.3. Este traslape se
conoce como "allasing" y causa que altas frecuencias de la funclén
aparezcan por reflexién como bajas frecuenclas (ver Fig. 3.4). Si
la funcidén no es de banda limitada encontramos que siempre habra
traslape, sin importar que tan fino sea el muestreo (sliempre y
cuando sea un muestreo discreto). En este caso la recuperacién
exacta de f(x) es casi imposible. Note que para un muestreo
1

critico con T = 1/2 sc' , las réplicas de F(s) solamente se

tocaran (Fig. 3.3 (d)). Esta es la manera éptima de muestrear una
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funcién de banda limitada (Bracewell 1986).

Fla. 3.4 Las frecuencla alles de wia funcién sparecon por
reflexién coma frecuenclas bajas como lo Indlcan law

parlex noebreadas.

La manera de recuperar la funcién f{x)} a partir de F(s) es
como sigue. En la Figura 3.3 (c) aparece la funcién f£(x)
multiplicada por la funcién shah, III(x); que como ya vimos en el
dominio de la transformada equivale a la convoluclén con III(s).
En este caso evlitamos el traslape aplicando el criterioc de
Nyquist (1928).

En el dominlo de ‘la transformada filtramos la funcién F(s}
multiplicandola por la funcién recténgulo II(s) como se muestra en
la Figura 3.5 (a), con esta operacién recuperamos F(s), lo que en
dominio de la funcién f(x) equivale a convolucionar con la funcién
sinc(x) en el muestreo discreto y asi obtenemos f(x) (ver Fig. 3.3
(b)).

Otra fuente de error radica en que el muestreo es ademas de
discreto, truncado, o sea que tratamos con un conjunto de datos
finitos. Supongamos una funcién f(x) de banda limitada, la cual

-1
muestreamos correctamente, o sea con T < 1/2 s, que nos evita
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problemas de traslape. Ahora truncamos el muestreo (comc es el
caso en la realidad porque se observa por un tiempo finito), que
equivale a multiplicar f(x) por una funcién rectangulo II(x). En
la transformada F(s) esta operacién es equivalente a convolucionar
con la transformada de II(x), la cual es una funcién sinc(s) (ver
Apéndice C). Esta convoluclén "ensuaviza" a F(g). Ademas, debido a
que la funcién sinc(s) se extiende de - a +o , hay "fugas" de
cualquiera de las réplicas de F(s) hacla las demas. Podemos
reducir este efecto usando una funcién de truncamiento para f(x)
que no sea tan brusca como la funcién recténgulo, concretamente
una funcién cuya transformada no tenga oscllaciones fuertes lejos
del centro. Por ejemplo se podria "truncar" la cadena de datos
multiplicando por una Gaussiana, cuya transformada es otra

Gaussiana (ver Apédice C)

stno x ()
~—" I p— . . >
i=)

F()

—‘/////_—————h—-~m\\\\\~— .

x
% s

Fig. 3.5 %) La functén (11tro o funclin tnterpolacién sinelx) y
2u tranaformsds 1a funclén rectingulo ti{s), b) une

funcién f(x} y su espectro fiitrado por Ia funclén
1.

Una aproximacién, en el 1limite, del error cometido al
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aproximar la transformada de Fourier por medio de la TDF estd dado

por el médulo de la transformada de Fourier, ésto es

(-] o
[F(s)] = | j £(x) exp(-2inxs)dx | sf TR
0 o

Dado que una condicién necesaria para la existencia de la
transformada de Fourler es la existencia de la integral infinita
absoluta de f(x), entonces la integral en el lado derecho de la
desligualdad anterlor existe y se puede tomar como el limite del
error cometido. Note que este limlte es muy grande, sin embargo no
derivaremos una forma expliclta del error ya que ésto nos llevaria

demasiado tiempo debido a lo complicado de su deduccién.
C)} La transformada rapida de Fourlier.

Para 1965 el método de calcular la transformada discreta de
Fourier para el an&lisls de diversos problemas era ampliamente
conocido, pero el hecho de que el calculo de ésta era muy largo y
por lo tanto tardado, impildié su progreso en diversos campos. Como
consecuencia se buscé un método que dlisminuyera el tlempo de
cdlculo, con lo que se llegd a la Transformada Rapida de Fourier
(TRF).

Hay varias presentacliones para explicar la TRF. En esta tesis
s6lo analizaremos una de ellas tomadas del Bracewell (1986). Por
definicién podemos escribir 1la relacién con 1la Transformada

Discreta de Fourier (TDF), por medio de un producto matricial,
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F(0) 1T 1 1 1 1 1 1 £(0)

P(1) 1W W W e ws e o (1)

FE@ LW e W s e s 1)

F@ | (1 W ws we ynz s s 1(8) (3.22)
Fay LT [rwewe o wis e rae e | X gy |0

F(5) 1 WE W s W s rse s 1)

F(6) 1 e W s e e pprae pra 1(6)

F(7) 1T Wi s s e e 7@

donde W = exp(-t2n/N). Note que W es la raiz N-ésima de la unidad
ya que W= exp(-t2n) = 1.

Ahora consideremos una sucesién de N elementos que puede ser
dividida en dos sucesiones cada una con N/2 elementos, en la
primera dejemos los elementos en posicidén par y en la segunda los
elementos posicionados nones. Por ejemplo { 87654321 } se
dividirdé en{ 8 6 42 } y{ 753 1 }. Cada una de estas posee una
TDF. Sin embargo si queremos obtener una TDF de la sucesién

original entonces realicemos la siguiente suma
{87654321}={80604020}+{07050301 }

La TDF de cada una de estas sucesiones puede obtenerse utilizando

los teoremas de estiramiento y corrimiento (ver Apédice C). Del

teorema de estiramiento sabemos que si

{864z}s{AaBCD}
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entonces

{80604020-}~%{ABCDABCD}. (3.23)
La flecha de la -ecuacién anterior lndica que la transformada de la
sucesién de la izquierda es de la forma que se muestra al lado

derecho de la flecha.

De la misma forma, si

{7531 }=2{PQRS}

entonces

1
{70503010}-2{PQRSPQRS } (3.20)

Ahora aplicando el teorema de corrimiento obtendremos que

{07050301}34{P Wa WR WS WP wao WR W's}.(3.25)
donde la multiplicacién por W significa rotaclén por una N- ésima
de revolucién en el plano complejo; asi que el efecto del
corrimiento es aplicar una fase de retraso que se incrementa
progresivamente a lo largo de la sucesién de elementos. Sumando
las ecuaciones (3.23) y (3.24) obtendremos la TDF de la sucesién
inicial. Hemos visto que la transformacién con N = 8 ha sido
dividida en dos transformaciones con N = 4, lo que potencialmente
representa el 50% de tiempo ganado, dado que el numero de
multiplicaciones en la TDF, desarrollada en la matriz (3.22) son

N°. En realidad la ganancla no es tan grande porque hay que afiadir
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operaclones adiclionales. Veamos ahora una representacién grafica

de las subdivisiones de la sucesién origlnal:

£ 4 v 2F(v)

g ——2 4 0 Avp
i 7 g DFT 1 B+wq
2 6 . i 2 cew
3 5 2 3 Dewss
14 4 ! 4 A+ WP
5 3 > 5 mewsQ
6 2 . [ C+ WeR
? ! ' 7 D+ WIS

Comenzando con la sucesién original en el lado 1izquierdo, la
reordenaremos en dos sucesiones cortas { 86 42 }y {75 31 +
que son las entradas de dos transformadas con N = 4 y cuyas
salidas son { ABCD } Y{ P QRS } respectivamente. Las lineas
continuas indican que A,B,C y D son transferidas a los nodos de
salida para obtener {A BC D A B C D}. Las lineas discontinuas han
sldo etiquetadas con los factores que nos envian la salida, P, WQ,
WZR, etc. (ecuacién 3.25) a los nodos de salida donde se realiza
una suma que nos llevard a la sucesién original. La Figura 3.6 nos
muestra una reduccién mayor, donde cada transformada de cuatro
elementos es nuevamente transformada en transformadas de dos
elementos. En la Fig. 3.7 se muestra la reduccién completa con
multiplicaciones y adiclones. Se puede demostrar que la
transformada rapida de Fourier es del orden de N/logzN veces mas
rdpida que la normal. Para valores de N muy grandes, ésto

representa un ahorro considerable de tiempo.
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Fi1g. 3.6 Reduccién « cuatro transformadss F1g. 3.7 Rrduccion de tranaformadas discretas de
discretas de Fourler de dom Fouriar de ocho elesentos & IN16 mults-
sleaentos, plicaciones y 3X18 adiclones. La tinea

contlnun muestra multiplicacion por 1a
unldad y 1a Hines dincontinua representa

aultiplicacion por el factor muestreado.

Si el nimero de elementos no puede ser dividido repetidamente
entre 2 (i.e., N no es potencia de 2), se debe de tener un
algoritmo similar que simplifique en tlempo, ésto es, si por
ejemplo N es potencia de 3 entonces la reduccién final debe
incorporar transformadas de tres elementos; sin embargo tales

algoritmos no son tan rapidos.
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CAPITULO IV
ESPECTROSCOPIA CON AUTOCORRELADORES DIGITALES

Con el propésito de analizar las sefiales recibidas por un
rédio telescopio durante un periodo de observacién, fue necesaria
la creacién de una teoria de autocorreladores digitales, En la
mayoria de los casos es tanta la cantidad de datos que se reciben
que es necesarle buscar una manera de economizar 1los cdlculos

computaclonales, asi como sus requerimientos de memoria.
A) Espectroscopia con autocorreladores digitales.

Supongamos que tenemos una onda electromagnética
monocromatica y polarizada linealmente (onda a una sola frecuencia
y oscilando en un plano), como la que se muestra en la Figura 4.1.

El campo eléctrico producldo por esta onda tlene la forma :
E(t) = E0 cos(wo tl), (4.1)

donde Eo es la amplitud de la onda, w, es la frecuencila de la
radiacién y t es el tiempo.
Las sefiales provenientes de una fuente césmica se pueden
considerar como un proceso continuo donde el resultade final nos
~1lleva a la obtenclén de un espectro. ELl espectro no es mis que una
representacién de la potencia de la sefial como funcién de la

frecuenclia.
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polarizada linealsants coso funcisn del tiespo.

En forma compleja, el campo eléctrico se representa como
E(t) = E, exp(-wot). (4.2)

El flujo de energia debldo a esta onda electromagnética que pasa
a través de un diferencial de 4rea por unidad de tiempo y de
frecuencia estaria dado por { Rybicki y Lightman 1979 )

dW

P(w) = cx———— = ¢ 1lin %l E

= §A dw gt (w) l (4.3)

donde dW es el diferencial de energia, dA es el diferenclal de
4rea, dw el diferencial de frecuencia, dt es el diferencial de

tiempo y c es la velocidad de la luz. Ademas

170 ” .
£ (0) = 2—-,,J’_mx-:(t) expliot) dt . (4.4)

por lo tanto
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Pw =¢ lim

118 ¢®
L _"‘J' exp(l (0 - w) t) dt
2n o
T T -0

Pero como por definlcién la funclén delta estd dada por,

-]
I exp(i (v - wp) t) dt = 8w = w) ,

-0

entonces obtenemos que la densidad de flujo de energia queda como

(4.5)

E
= o -
Pw = ¢ lim o 8w wo)

T~

1
T

Esta es una funcién que vale cero para toda w excepto cuando
w o= El cuadrado de la amplitud de un espectro de frecuencia
IE‘.(:.,\)|2 es conocldo como el espectro de potenclia (ver Apéndice B).
Es posible evaluar cuanto vale Pw cuando w = Wy Por lo tanto

desarrollando la expresidn (4.5),

1 Eo 172 2
Pw = ¢ lim T J. exp(l (w - wo) t) dt
T*® ~T/2
llegamos a

Eo 2 sen[{w - wo) Ty | 2

_ 1
Pw-cllm 7| 7% _T_—_T——w-wo

T

y como w -+ w, expandemos el seno y obtenemos que

1 Eo 2
Pw = ¢ lim I 2T ,
T+
entonces
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E
P =c linm -—"3 T. (4.6)

Por unldad de tlempo

P = . (4.7)

Ahora bien, en la practica observamos la sefial provenlente de una
fuente césmica por un tiempo finito y ademds vamos a suponer que
el muestreo de esta sefial es discreto. Por el teorema de muestreo
de Nyquist (1928), sabemos que la frecuencia de muestreo debe de
ser mayor a Zwo.

En el caso de una sefial monocromitica, el tener observaciones
por un tiempo finito hace que el espectro de potencia sea una
funcién sinc(x) al cuadrado como se muestra en la Figura 4.2
Adiclonalmente, y como discutimos en el capitulo anterior, el
muestreo discreto producird réplicas y ésto dard lugar a "fugas"
entre las répllcas y el espectro se alejard algo del de una

funcién sinc(x) al cuadrado.

sinct x

Figurs €.2 Créfica de Ia functén Sinc’ixd
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Por ejemplo, en la Fig. 4.3 mostramos iqs resultados de una
simulacién con una seflal monocromdtica con frecuencia W= 1 Hz,
muestreada con Lo 3 Hz. En la Figura 4.3 tenemos a la izquierda
los puntos muestreados (128) y a 1la derecha su transformada

discreta elevada al cuadrado, ésto es, su espectro de potencia.
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Firurs 4.3 &) Muestreo de una sehal monocyomdtica con g » 3 Wi,
euestreada & u= 3 B b) el especiro de potencls ce

P2 schal. £1 nueefo de puntus del aueatres es 125,

Sin embargo, este método discreto no es nada practico porque
podriamos estar muestreando una sefial a 100 MHz durante 10 minutos
produciendo 6.0 x 1010 puntos, y no es practico obtener la
transformada discreta de Fourier de un vector tan largo. Entonces,
en lugar de registrar los puntos individualmente, la informacién
que se guarde tiene que ser la minima posible capaz de reproducir
la sefial origlnal. Para ésto se construye la llamada Funcién de
Autocorrelacién.

El espectro de potencia de una sefial estd dado por 1la
transformada de Fourlier de la Funcidén de Autocorrelacién de la

sefial. Esta propiedad es conoclda como la relacién de Weiner -
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Khinchin (P.eJ. Max 1972), 1la cual es apllicable a seflales que son
de naturaleza estocastica.
En el sigulente diagrama vemos dos caminos equivalentes para

obtener el espectro de potencia.

f(t) a— » F(v)

L i

R(t) 4 »  P(w) = F{w) F (0)

donde f(t) es la funcién original que representa la onda
muestreada, F(w) es la transformada de Fourler de f(t), R(x) es la
Funclén de Autocorrelacidén y P(w) es el espectro de potenclia. Las
flechas Indican 1las direcciones permitidas para pasar de una
funcién a otra. Lo anterior puede demostrarse mediante el Teorema
de Autocorrelacién, sin embargo antes de hacerlo deflniremos el
concepto de Funcién de Correlacién (Hsu 1973).

La Funclén de Correlacién asocia la Informacién entre pares
de puntos de dos funclones., Para dos funciones fx(t) y fz(t) la

Funcién de Correlacién se define como
(-]
R (0) = I_mfl(t) £t - 1) at (4.8)

donde T es el desplazamiento (que podra4 ser en el tiempo, en el
espaclo, etc.) de una funcién con respecto a la otra. En forma

aniloga, se define
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(]
B, (1) = f_mrz(t) £t =) at . (4.9)

La Funcién de Correlacién RIZ(T) 6 sz(r) nos da una
medida de la similitud o interdependencia (correlacién) entre las
funciones ft(t) y fz(t) en funcién del parémetro T. Si sz(ﬂ =0
para cualquier v se dice entonces que las funcliones fl(t) y fz(t)

no estin correlacionadas.
S1 [1(“ = fz(t) entonces la Funcién de Correlacién queda

dada por
L]
R, (7) = J‘_wfl(t) £t - o) dt, (4.10)

conoclida como la "Funcién de Autocorrelacién" de f1(t)‘

Se puede demostrar que

(-] (-]
R, (x) = I_wt‘l(t) £t - ) at = J‘_mfx(t +7) £(8) At (4.11)

L
R, (%) = I_mfl(t) £,(t - 1) dt (4.12)

Note que el resultado es independiente de si se desplaza la
funcién f1(t) una cantidad T en direccién negativa; o si se
desplaza a la funcidn fz(t) en la misma cantidad pero en direccién
positiva.

Ademas

R ,(x) = R (-7)
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y (4.13)
R, () =R (-7),

y de la eq.{(4.13) vemos que la Funclén de Autocorrelacién es una
funcion par de <.

Es importante notar que la autocorrelacién lmplica pérdida de
informacién en la fase de la funclén f(t) ya que no es un proceso
reversible, ésto es, no es posible recuperar a partir de la
Funcién de Autocorrelacién la funclén original f(t).

Por ejemplo, consideremos una funcién coseno(t). Cuando esta
funcién es desplazada con respecto de si misma por una cantidad <,
multiplicada con la funcién original, y después se Integra, el
resultado claramente serd el mismo que para una funclén sinusoidal
del mismo periodo y amplitud. Mas aun, el resultado seri el mismo
para cualquier funcién arménica de t, con el mismo pericdo y
amplitud, y un origen arbitrario de t. Entonces al calcular la
Funcién de Autocorrelacién se perdera la informaclién de la fase de
la funcién arménica de la cual fué obtenida.

Para determinar la validez de los dos caminos que nos llevan
a la obtencién del espectro de potencia de wuna funcién

demostraremos el sigulente teorema:

-Teorema de Autocorrelacién. [Wiener - Khinchin (Bracewell 1986)]

Si f(t) tlene la transformada de Fourier F(w), entonces 1la
Funcién de Autocorrelacién R(t)tiene la transformada de Fourler
IF(w) 12 '

Demostraéién:
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[~ (-]
I lF(w)lzexp(LZHtw)- dw = _[ F(w)F‘(w)exp(lZHtw) dw
-c0

*
(L) * £ (-t)

«@ -

= I £IO)F (t - T) du (4.14)
-o
Xy

= J' £ (uflu + 1) du . (4.15)
-

= R(t)

En general los resultados de este teorema se aplican en
cualquier sefial recibida por un radiotelescopio, debldo a que de
esta forma es posible registrar la informacién. En la secclén D)
de este capitulo veremos un programa computaclonal que sigue el

camino de la autocorrelacién para obtener el espectro de potencia.

B) Generacién del ruido.

En.las observaciones fislcas ocurre un fenémeno aleatorlo que
se presenta como fluctuaclones no deseadas que ocaslionalmente
esconden la informacién requerida; a este fenémeno se le conoce
como ruido.

En la Fig.4.4 se muestra una grabacién obtenida por una
fuente extragaldctica de radlo, Cygnus A, después de haber pasado

por el haz de un radlotelescopio. Claramente la emisién de 1la
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fuente consiste de al menos dos componentes, pero existe una
tercera fuente menos Intensa en comparacién con las otras dos que
no puede ser ldentificada al estudiar la grabacién debido a la
presencia de oscllaciones no deseadas debidas al ruido.

Las fuentes del ruido en general se atribuyen a la radiacién
en microondas emitidas térmicamente por la tierra y por la
atmésfera, y que entran por el receptor; también el receptor
genera radlacién. Ademds la emisién de fondo contribuye con una
pequefia cantidad. Toda la radiacién no deseada se suma y el total
no es constante. En el caso mostrado en la Figura 4.4 las

fluctuaclones son mas pequefias que la sefial observada.

. Minutes of are
East 20 10 10 West

o
AR EAEN NN NI NSNS NENE NN NN SN

Flgura 4.4 Grabacién de 1a palencle reciblda ds uns fuente
extrogalictica Cygnus A despuss de haber pasado &

ravés del haz de un radiotelescapis,

Para modelar las caracteristicas del ruido, el cual en la
practica sigue wuna distribucién de probabllidad normal, se
construye una onda de ruldo por un procedimiento puramente
numérico. Uno de los métodos utilizados para este propésito es

tomando los primeros N = 32 digitos sucesivos en la representacién
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decimal del numero m, y utilizarlos para lograr nuestro propésito.

Daremos una breve explicacién de como se manejan los digitos
de m para crear la onda de ruido distrlbuida ncrmalmente, En el
histograma (b) de la Figura 4.5. se ve el numero de ocurrencias
para cada digito de m que a simple vista pareceria no tener una
probabllidad uniforme como se muestra en el histograma (a), sin
embargo ésta no es una forma de prebar que la sucesidén finita en
(b} sea incompatible con una probabilidad uniforme.

S1 suponemos que los digitos estdn uniformemente distribuidos
obtendremos que la media m de los digitos de =, tiende al limite

4 = 4.5 cuando el numero de digitos ( N ) crece indefinidamente,

ésto es
u=limm = 4.5 (4.16)
N-+0
v vy corrida de S

> 9

6
s (H[ -
wﬂdmm “

3

J [ I U I S T | ) i A —1

% 3 °g - e o 10 20 30 ¢

Figura 4.5. Una suceslén finlta de digitos u partir de la
representacién decimal de m; an e Nstograxa a} su
probabilidad unifores, en b) Is ocurrencia y en €} 1a
coneccién antre un ¢igito y otro de 1a eucesion

Infinite.

En base a lo anterior se puede determinar una probablilidad de
ocurrencla para cada digito de la sucesion {con N = 32), y se toma
en el limite como 0.1, llamando a este valor la probabilidad p(Y)

de que Y ocurra. En el histograma (a) de la Fig. 4.5. se pude ver
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que p(Y) posee la propledad

9
I plty) = 1, (4.17)

=0
requerida para una distribucién de probabilidad de una varlable
aleatorla discreta. Otra propiedad que debe cumplir p(Y) es
0 < p(Y) s 1 para toda Y, y p(Y) =2 0,
De lo anterior podemos concluir que p es el valor esperado, o
la media en el limite de una sucesién indefinidamente larga; y que
la varianza de la sucesién es el segundo momento de p(Y) con

respecto a u, ésto es

9 9
p=f Yp y =T -wipm . (4.18)
Y=0 ¥=0

Una sucesién de digitos se puede interpretar como una forma
de onda, ya sea por Iinterpolaclén de valores intermedios o
imaglnando una suceslén de impulsos regulares con intensldades
dadas por los digltos aleatorios. En el primer caso tendremos un
espectro cortado a una frecuencia fija, y en el segundo el
espectro llegarid a frecuencias indefinidamente altas.

Cualquiera de estos espectros puede pasarse a través de un
filtro para ver que efectos tiene sobre la salida. Pensamos en un
filtro como en un aparato que transmite en forma diferente,
diferentes frecuenclas, y asi uno de los efectos seria un camblio en
el espectro de la onda de entrada.

Para nuestra sucesién de digitos {Y} formaremos una nueva
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sucesidén que representa la suma de los valores sucesivos de (Y},
digamos {mt}, y se tomard como el paso a través de un filtro de la

forma de onda determinada por {Y}. Definiremos {nt} como

"t=yf.+yu1 T P (4.19)
Los resultados de esta operacién se graflican en la Fig. 4.6 . En
el histograma de la lzqulerda vemos el total de 7nt'‘s para cada
rango. Como es de esperarse, el maximo ocurre para 1 = 45. Estos
valores se acercardn a un limite cuando 1la longitud de la sucesién
se incremente. Llamamos a este limite para cada Y la probablilidad
P o (Y)-

Mediante un diagrama de correlaciétn se puede demostrar 1la
independenela de los digitos sucesivos de n, dicho diagrama nos da
un coeficiente de correlacién de 0.03. Haclende miltiples pruebas

de independencia entre los digitos de m se concluye que dichos

digitos sucesivos son independientes.
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Figura 4.6 Une sucesion de digitos en low curles Is correccion se
Introdulo entre velores sucesivos (10 puntos) con las

carrespondizntes sodificaciones espectrales.

Se puede probar que la suma de dos cantidades independientes
que tienen una distribucidén de probabilidad dada, se distribuye de

acuerdo a la convelucién de 1las distribuclones dadas, ésto es,
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P(x) = Pi(x) * Pa(x})]. Entonces se pueden obtener los valores
numéricos de {p1o(Y)} a partir de convoluclones suceslivas, y por
el Teorema del Limite Central (ver Apéndice C) se demuestra que
estos valores son dados por una distribucién normal con media y
varianza 10 veces la media 4.5 y la varianza 8.25. Entonces la
probabilidad de ocurrencia de un valor Y en la suceslén infinita

{nt} estd dada aproximadamente por

expl-(Y-45)%/(2 x 82.5)%)

pro(Y) , (4.20)
(2n x 82.5)!/3

y por el Teorema del Limite Central una sucesién descrita por una
distribuclén de probabilidad, sujeta a una suma de términos
sucesivos e independientes, tlende a una distribuclién de
probabilidad normal. Por lo tanto cuando una onda es pasada a
través de un filtro, como el supuesto anterliormente, la salida es
una suma de los valores sucesivos de entrada, debidamente pesados,
y entonces se puede esperar que la distribucién de probabilidad
normal sea una propiedad de la amplitud de sefiales aleatorias
emergiendo de los filtros.

De esta forma podemos generar un ruido aleatorio con una
distribuci6én de probabilidad normal, el cual estd presente en las
observaciones por radiotelescopio. En la Figura 4.7 tenemos a la
derecha el muestreo de wuna seflal monocromdtica linealmente
poralizada, y a la izquierda el espectro de potencia de dicha
sefial mads una onda de ruido normalizado. Note la diferenclia que se

presenta en el espectro de potencia de la misma sefial pero sin
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ruido graficado en la Figura 4.3.
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Figura 4.7 a) Huestreo de una tefsl sonocoradtica con w = 1 Hz.
muestreado a o« 3 Hz y con rulde afadide. b) el

aspectro de  potencla  de  la ssml.  El

nisera de puntos del wuestrua ea 128.

C) Espectrémetros de autocorrelacién.

Hace algunas décadas era necesario realizar el trabajo
espectral en radioastronomia con la ayuda de receptores
examinadores de frecuenclas o con receptores multicanales. El
desarrollo de la electrénica digital hizo posible explotar 1la
precisién y estabilidad de las técnicas digitales para el andlisis
del espectro.

La aproximacién con autocorreladores diglitales hace uso de la
relacién que existe entre la funcién de autocorrelacién y el
espectro de potencla, y ésto es mas facil de implementar cuando se
emplea la cuantizacidon de un bit de la sefial de entrada. Adn con
las limitaciones impuestas por la velocidad de la légica digital,
la aproximacién por légica digital es actualmente preferible a la

aproximacién por filtros multiples, especialmente para
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espectrometria de alta resolucién, y la habilidad para variar la
resolucién espectral simplemente cambiando la frecuencia de un
reloj que hace al correlador digital equivalente a un gran nimero
de bancos de flltros. Ademas el espectrémetro de autocorrelacién
ha demostrado tener una estabilidad superior para integraciones
largas (p.ej Cooler 1976).

Para sefiales de ruldo que siguen una distribucién de
probabilidad normal (Gausslianas), que es el caso que normalmente
ocurre en las sefiales, se conoce a partir del trabajo reallzado
por Van Vleck (1966), que la cuantizacién puede 1llevarse al
extremo de solo grabar el signo de los puntos del muestreo. El
precio que hay que pagar por no mantener la informacién de la
amplitud es wuna pérdida de sensitividad por un factor de
aproximadamente 2/m relativo al correlador continuo o al
correlador de varios bits. Sin embargo es poslible recuperar, de
una forma muy sencilla, nuestra funcién original despues de haber
utilizado el método de Van Vleck. A continuacién se dard 1la
Justificacién de tal aseveracion.

Supongamos que v{t) es un proceso Gaussiano aleatorio. Su

funcién de autocorrelacién serd

1 T
R(t) = 51 Lv(t) vit - 1) dt . (4.21)

En un correlador de un bit los muestreos estdn representados
por valores normalizados % 1. Por lo que si la funcién v(t) es

truncada de modo que definimos este truncamiento por
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v (t)
1+

L]
-

; cuando v(t) = 0,
: (4.22)
vc(t) = -1 ; cuando v(t) < O .

Entonces la funclén de autocorrelacién de la funcién truncada seré

107
p () =55 I_Tvc(t) v (t - x)dt . (4.23)
por definicién
R(o) = o2 )
(4.24)
p(0) =1

Si definimos la funcién de autocorrelacién normalizada por la

ecuacién sigulente

plz) = R(z)/o® , (4.25)
y ademas hacemos
v, = V(tl) ,
B tz = t‘.1 - T
v, = v(tz) , (4.26)
o = signo(vx) ,
Vo = signo(va) ,

la probabilidad conjunta de que ocurran v, Y v, estard dada por
(Mendenhall 1986):
2

1 v + v: - 2pv1v2
p(vl,vz) = g exp{ - 1—2———2—-—— . (4.27)
20° 41 - e 20° (1 - p%)
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N6tese que, por ejemplo, en el caso que la correlacién sea cero,

o sea p = 0, la ecuaciétn anterior se reduce al producto de la

probabilidad de dos procesos Gaussianos independientes, cada uno

de los cuales tedria la forma:

172
1
plv) = [ -——] ex -
2n 2¢°

<
L)

LT
n

}

De las ecuacién (4.29) se puede derivar que

Entonces puesto que

p, =< signo(vl) signo(vz) >

c
-0

y
signo(vi) = 1 ; para v1 =20,
signo(vl) = -1 ; para vl <0,
signo(vz) = 1 i para v, =0,
signo(vz) = -1 ; para v2 <0.

S8

© .
p -_—J- signo(vl) signo(vz) p(vl, v.) c{v1 dv2 ,

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)



etonces

@ 00 [ [¢]
P, = J J p(vl. Vz) dv1 dv2 + f I p(vl, vz) dv1 dv2
ovo 0 ¥ -0

(4.32)
0 W 00 0
- f I p(Vl, vz) dv1 dv2 - j j p(vl, vz) dv1 dv2 .
- [s) 0] -0
Por lo tanto de (4.32) vemos que
P,=P,, * PL_ " P _ = P . (4.33)
ademéas
P,, = P__ y P, _ = P,
.3
y (4.34)
p,, tpP._ *tp_tp, =1,
por lo tanto
2p, _ = 1~ 2p . (4.35)

Sustituyendo la eq. (4.35) en la eq (4.33) obtenemos que

p = 4p -1 (4.36)
donde

o« o
b, , =J' J plv,, v,) dv, dv_ . (4.37)
oo ’
Reemplazando v, por
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v_ ~ pv
z=-2__1 4z =

-2

entonces la ecuacién (4.37) queda como

1 0 vl2 + 22 '
P = — rdv I exp{ - ———— } dZ , (4.38)
M 20% Yo g 20°
Yy
donde k = - . Cambiando a coordenadas polares,
]1 - p2

1 C.J /72 r2
p‘¢=—-—2J‘J‘"ex - — r dr dé
2nc o “-B 20

1 o /2
= == J I exp{~u) du do , (4.39)
o

donde B = sen-lp y u=r?/s 20‘2. Resolviendo la ecuacién (4.39)

obtenemos
_ .1 1 -1 (4.40)
p+ + 3 * Zn sen P
entonces
=2 gen™?
Pe T x e (4.41)

Por lo tanto cuando se genera la funcién de correlacién de un

bit la correlacién continua puede recuperarse usando la relacién

de Van Vleck:
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2

R(t) = ¢ (4.42)

sen [% pc('r) ]

Cuando se emplea una cuantizaclén con dos o mas bits, la

sensitividad se aproxima répidamente a la de un correlador

continuo. Dos bits dan 88% y tres bits dan 95% de la sensibilidad
del correlador continuo. Se ha demostrado que la senslbilidad de

un correlador de un bit puede ser mejorado significativamente

muestrando con una frecuencia mayor que la frecuencia de Nyquist.
Por ejemplo, muestreando a cuatro veces la frecuencia de corte se
obtiene un mejoramlento teérico del 74% de la figura ideal y un
examen experimental da un factor de 78%.

En la Tabla 1 se del factor

reproducen valores D de

degradacién de sensitividad para correlaciones que tienen

diferentes niveles de cuantizacién . La cantidad D? es la inversa
del factor de sensibilidad anteriormente usado para describir
correladores de uno y dos bits. El esquema de dos, cuatro y ocho
niveles en la Tabla I corresponde a correladores de uno, dos y

tres bits respectivamente, y ¢ denota el voltaje rms de entrada.

TABLA 4.1

Factores de degradacién para correladores cuantizados

Espacio de

Namero de Selecciédn de niveles

niveles. valores enteros de deslcién D p?
2 -1, +1 _ 1.253 1.571
3 -1, 0, +1 1.224¢0¢ 1.112 1.236
4 -3, -1, +1, +3 0. 995¢ 1.065 1.135
5 -2, -1, 0, +1, +2 0. 884¢ 1.043 1.087
8 ~7, =5, ... , *5, +7 0. 585¢ 1.019 1.039
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D) Programa para obtener el espectro de potencia.

En las secciénes anteriores obtuvimos el espectro de potencia
de una onda monocromédtica, linealmente polarizada mis una onda de
ruldo normalizado que simula 1la sefial que se reclibe normalmente
por un radiotelescoplio. También discutimos que se puede seguir el
camino de la correlaclén para obtener el espectro de potencia, asi
como es posible truncar los datos con una pérdida minima de
sensitividad. En esta seccién se explicard un programa donde se
aplican los métodos anteriores sigulende varlas rutinas para
finalmente obtener el espectro de potencia de dicha onda

Para generar un ruldo como el discutido en la seccién B)
utilizamos el programa D7R6(IDUM), 1a funcién GASDEV(IDUM) y la
funcién RAN1(IDUM); estos programas fueron tomados de Press et al.
(1989). La funcién RAN1 es una generador de nﬁheros aleatorios
que no permite la existencia de correlaciones secuenciales
posibles. Posteriormente estos valores son usados por la funcién
GASDEV(IDUM) la cual proporciona una desviacién Gaussiana  con
media cero y varianza unidad, estos valores son introducidos en el
programa D7R6 y los resultados obtenldos se suman a la sefial
simulada para introducir ruido.

La seflal simulada se lleva por dos caminos para obtener su
espectro de potencia a través de la autocorrelacién. El primero
dejando la amplitud original de la funcién [V( )] y el segundo
truncando dicha amplitud en *# 1 [VT( )}; los datos se introducen
en arreglos DATA( ) y DATAT( ) respectivamente.

En este programa también se introduce la transformada rapida

de Fourier mediante 1la rutina FOUR1, basada en una rutina
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originalmente escrita por N. Brenner de los Laboratorios Lincoln.
Las cantidades de entrada son el numero de puntos complejos (NN},
el arreglo (DATA), e ISIGN, el cual debe de ser escogido como *1 y
que corresponde al signo de { en la ecuacién exponencial que
representa la transformada o antitransformada dlscreta de Fourier,
ésto es, +1 o -1 respectivamente. En el caso de que se escoja -1
debe de multiplicarse por un factor que normaliza, 1/N, como
aparece en la ecuacién definida por Bracewell (1986).

En la Figura 4.7 se muestran los resultados obtenidos al
aplicar el programa anterior (ver Apéndice D). En la parte derecha
de la figura se grafican los espectros de potencia de una onda
truncada con ruido, i.e. a la funcién original se le sumé un ruide
Gaussiano y se aplicé el método de truncamiento de Van Vleck. En
el lado derecho de la figura se grafica el espectro de potencia de
una onda con ruido y sin truncamiento, i.e¢ se aplica el método de
autocorrelacién conservando las amplitudes originales de la sefial
mas el ruido Gaussiano. En cada par de graflcas se obtuvo el
espectro de potencia con diferentes amplitudes de ruldo

De esta forma se pretende simular lo mas cercanamente una
sefial de una fuente extragalactica, recibida por un
radiotelescoplo, a partir de un andlisis detallado de cada uno de

los componentes de la seifial.
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APENDICE A
EL FENOMENO DE GIBBS.

Cuando una funcién dada se aproxima mediante una suma parcial
de términos de la serie de Fourler, existird un error considerable
en la vecindad de una discontinuidad, no importa cuantos términos
se quleren utilizar. A esta diferencia se le conoce como el
fendémeno de Gibbs (Solymar 1988).

Vamos a hacer un andlisis del fenémeno de Gibbs ilustrandolo
con un ejemplo. Este analisis estd basado en Solymar (1988).
Escojamos para ésto una funcién que represente una onda cuadrada

impar definida por

n/2 si O<x<m
f(x) =
-n/2 si -t <x <0

Dado que es una funcién impar los términos cosenos son cero y

los componentes seno se determinan por

o
il

n
-[ f(x) sen(nx) dx
0

Tt
[- 3—;] cos(nx) . = - 12[_n [-0" - 11, (A1)

NI A

para toda n € N.

65



Por lo tanto, la serie de Fourler correspondiente es

w
f(x) = 2[ sen X + % sen(3x) + é sen(5x) + ] =2 Z s—en—é’(g‘é—;——l—)x—l. (A.2)
k=1

Vamos a graficar ahora la suma de los primero N arménicos,
definiendo a esta suma como f"(x). En la Figura A.1 (a) y A.1 (b)
se muestran las graficas para N = 17 y N = 30 en el intervalo de
0 a n/2. Como se espera, aparece el fendémeno de Gibbs - la
aproximacién de la serie no coincide con la funcién original. En
la Figura A.1 (c), se ve una tendencia clara de que al incrementar
el numero N, la medlida del primer maximo permanece aproximadamente
constante, pero tilene una tendencia a desplazarse hacia x = 0.
Queremos determinar si esta tendencia prevalece conforme N —w .

Primeramente encontraremos la posicién del primer méximo. La

serie finita para N = 2n + 1 est& dada por

n

_ sen[(2k - 1)x] (A.3)

ftx) = ZZ T2k -1
k=1

y su derivada por

n
ar, sen(2nx)
— = 2 Y ecosl(2k - 1)x] = Z27ES . (A.4)
sen X
dx k=1
Veamos cual es el valor de la derivada cuando x = 0. El valor

limite cuando X —0 es 2n. El primer cero ocurre cuande x = n/2n.
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La segunda derivada en este punto es negativa por lo que hemos
encontrado la posicién del primer maximo.

Ahora necesitamos determinar la magnitud de este mdximo. Para
ésto utilizaremos aproximaciones matematicas. Primeramente

integramos la eq. (A.4) y obtenemos

_ * sen(2nu)
0 = [ 2RI gy (A.5)

Ahora introduciremos una nueva funcién

x 2nx
gy = [ SRl g, o [ SeRUg, (A.6)
o a

y expresamos la diferencla f{x) - g(x)

® 1 1
f(x) - g(x) =f sen 2nu[ sen u G] du

[

o sen u u

X
=J‘ sen(2nu) [ v -u—:ﬂ—u]

(%]

5

9je
N
2IF,

X
u u
= sen 2nu | ——— | 57 +

o sen u !

+ ]] du. (A.7)

Ahora pondremos una cota superior a esta integral tal que sea
menor que clerto valor. S1 x estd en el rango de 0 a n/2 entonces

podemos decir que dentro de este rango
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u n
sen(2un) s 1, Sen o 5
y 3 5
u_u u u
ST T s a7

y aplicando estas desigualdades

u
g du, (A.8)

o
IS E]

5
u u u u
J:sen(Znu) [—Sm [3—, §T+—T+...]] dusr

por lo que obtenemos la relacién

T2
rN(x) glx) = 57 X (A.9)
Hasta aqui hemos probado que la diferencia entre f(x) y g(x)
tiende a cero cuando x tiende a cero.

Ahora determinemos que es lo que sucede en x = n/2n, i.e. la

posiclén del primer maximo. En este punto la diferencia entre las

dos funciones es de la forma

k(4
£,0x) - glx) = rN( —"] - j . Elav, (A.10)

donde hemos usado la eq. (A.6).

Sabemos que la integral de la eq. (A.10) nos da como resultado

(A.11)

N

® sen v
I ———— dv =

v
o

Con 1o que se obtlene que
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nsenu ® e, v
J —du:E-J' sen v 4y, (A.12)
o v 2 n v

Substituyendo la eq. (A.12) en la eq. (A.10), encontramos que

@«
z S I (. S | sen v
f"(ﬁ]‘g(‘z;]'fu(zJ z*f,, v (4. 13)

Por lo tanto, cuando n —»w el valor de x tlende a cero. Si x
tiende a cero entonces, de acuerdo a la eq. (A.9), la diferencia
entre fN(x) y g{x) tiende a cero. Por lo tanto la eq. (A.13) es

igual a cero, por lo que

(-]
n n] _ _ sen v
i [fu[ 2_n] 5] = J' ERY o . {A.14)

Y ésta es exactamente la cantidad por la que I‘N excede a /2. Todo
lo que se tiene que hacer es evaluar la integral del lado derecho

de la eq. (A.14). Su valor estad dado por

(-]
J' S Y gy = - 0.2811 .
T

Entonces el primer maximo de la serie de Fourler toma el valor de
n/2 + 0.2811 = 0.589w en x = n/2n, l.e. el mdximo en el limite
cuando n —» w, Este es el valor que vemos en la Fig. A.1 (c).

Note que a medida que el numero de términos aumenta, la curva

resultante oscila con frecuencia creciente y amplitud decreciente,
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a ambos lados de las discontinuidades hay sobrepaso de curvas. Sin
embargo la magnitud del pico no disminuye a medida que n aumenta,

hay un limite Inferior de 9% de sobrepaso atn si n tiende a

infinito.

0.6,

(@)

fn
. \//\\//\v/\v/

().Jn“ v x
2
06r
()
S [\
[\ A ’
\7 \//\V/\V/\ngj -
047 " T
2
{L6r

0.4
i

Figurs A1 La susa de Ios primeros N aradnicos de la serie de
Fourler definida por la equacion A.i: {a) N = 17; (b)
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APENDICE B

EL SIMBOLO DE MUESTREO O REPLICACION III(X)

Introduzcamos el simbolo shah III(x) en la slgulente forma:

III(x)=Z §(x-n)

n=—m

donde &(x - n) es el simbolo de impulso (equivalente a una delta

de Dirac (ver Bracewell 1986)}. O sea, el simbolo shah es un tren

infinito de deltas de Dirac. El1 simbolo shah cumple con las

siguientes propledades:

111 (ax)'=T;T§:s{x-§)

IIT (-x) = IIT (x)
III (x + n) = IIT (x) n entero

III (x - 1/2) = LII (x + 1/2)

ey

+ 172
r III (x) dx =

n - 172
III(x) =0 x = n.

Evidentemente III(x) es periddica con periodo unitario.

Una propledad del muestreo periédico se sigue como una
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generalizacién de la integral de corrimiento, en conexién con el
simbolo impulso. Entonces la multiplicaclén de una funclén f(x)
por III(x) efectlvamente muestrea en Iintervalos unitarios a la
funcién:

@«

III(x)f(x) = Z f(n) &(x - n).

n=~m
La informacién sobre f({x) en los puntos no enteros donde III(x) =

0, no esta contenida en el producto; sin embargo, los valores de

f(x) en valores enteros de x son preservados (Fig. B.1.).

m(z)

HEEERREE

Flgura B.1 El slabolo Shan II(x).

La propiedad replicadora estd definlda por la convolucién de

III(x) con una funcién r(x). Entonces

III (x) * f(x) = ): flx - n);

n=-m

como se muestra en la Fig., B.2, la funcién f(x) aparece replicada

a intervalos unitarlos de x .
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1(x) 111(x) « f(s)

Flgurs B.2 La propledad replicadors de [11(x).

EL ESPECTRO DE POTENCIA

El contenido de potencla de una funcién periédica f(t) en el

periodo T estd definido como el valor cuadratice medio

T/72
1 2
= [£(t)]° dt
T J‘-‘l‘/z

Ademds el teorema de Parseval establece que si f(t)} es una funcién

real y periédica, con periodo T, entonces

ifm[f(t)]a dt =[ | c |

T -T/2 n=-0

donde (Zn son los coeficlentes complejos de Fourier de la funcién
f(t). Por lo que se puede concluir que el valor cuadrdtico medio
de una funcién perlédica f(t) es igual a la suma de los valores

cuadraticos medios de sus arménicos, ésto es
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72 C
%J‘ (£(£)12 at n
2

2

© -
2
cC” + l
-1/2 0 nZl J

Note que el contenido de potencia (el valor cuadritico medio) de
una funclén periédica depende solamente de la amplitud de sus
arménicos y no de sus fases.

El teorema de Parseval afirma que si la trasformada de

Fourier de f(t} est& dada por F(s), entonces

(-] o
f £y at = -1 f IF(s)1? ds .

- 2n ¥ -

Por lo que la potencia o Energia P (la energia total emitida por la

fuente integrada en el tiempo), estara dada por

(-]
P =f IF(t)12 at .

Finalmente obtenemos que

@ 2 1 ® 2
= I = F .
P _mlf(t)l dt 5% I_ IF(s) | ds

Esta ecuacién nos dlice que el contenido de energia de f(t)
estd dado por 1/2m multiplicado por el é4rea bajo la curva de
lF(s)[z. Por lo que la cantidad lF(s)I2 se denomina espectro de
potencia o funcién de densidad de energia espectral de f(t) (Hsu

1973). En este caso estamos suponiendo que el contenido de energia
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de r(t) es finito, por lo que la potencia promedio en el intervalo

T se aproxima a cero conforme T - », por lo que

1 T/72 2
lim T.[ P12 at
To*c0 -T/2

es lgual a cero cuando el contenlido de energia es finito. Sin
embargo en ocasiones el contenido de energia no es finito,

entonces podemos decir que si el limite anterlor exliste, entonces

2

1772
P(s) = lim = J f(t)exp(-tst) dt
Tow T -T/2

se denomina espectro de potencia o densidad espectral de potencia

de la funcién f(t).
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APENDICE C

TEOREMA DEL CORRIMIENTO

S1 f(x) tiene 1la transformada de Fourier F(s), entonces
f(x - a) tlene la transformada de Fourler exp(-2inas)F(s)
(Bracewell 1986).

Demostracién:

-] «©
J f{x-a)exp(-2nixs)dx = I f(x-a)exp(~2ni (x-a)s)exp(-2nias)d(x-a)
-00 —c

= exp(-2nias)F(s). o

EL TEOREMA DEL ESTIRAMIENTO

La operacién de insertar ceros entre elementos hasta que se
incremente el nimero total de elementos por un factor K, sera

denotado por el operador StretchK.

Stretch, {f(v)} = {g(z)},

donde glz) = f(t/K) T =0K2K,..., (N~ 1)
0 en otro caso

El teorema de estiramlento estd dado por:

Sea {g} la funcién stretch, entonces tiene como transformada
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a {G}, donde

Lrw u=0, ...,N=-1

K

lrw-m veN, ..., 2N-1
I T

1pw- - 1N v = (K- 1N, . KN - 1.

Entonces el estiramiento por un factor K en el dominlo T resulta
de una repeticién K-duplicada de F(v) en el dominio de v. Donde F
es la transformada de f (Bracewell 1986).

Demostracién:

N-1
N Z g(t)expi-i2n(u/N)T])
=0

G(v)

N-1

N7? Z f(t/K)exp[-i2n{uv/N)T} para T = 0,K,2K, ..., (N-1)K
750

substituyendo t por Kt' obtenemos

N-1
Glv) = N-iz £t expl-i2n(vw/N)KT'] para T =0,1,2,...,(N-1)
T'=0
KN-1
= &t § fizexpl-i2n(u/N)T’ ] T'=0,1,2,...,KN-1
T’ =0

77



KN=-1
(kn)~t L f(x*)expl-i2n(v/N)T Jexpli2n((K-1IN/N)T’ ]

T =0
N-1
-1 -1 s .
=K "N [ Z £’ )exp{~c2n(u/N)<'}
T'=0
2K-1 an-1
+ Z £t Jexp{~i2nl(v-N)/N]T'} + z £t Yexp{-i2n{ (v-2N)/Nlt’}
T’ =N T'=2N
KN-1
oo+ Toreexpl-iznl (v-(K-1)NIANIT' },
T'=(K-1)N
por lo tanto
G(v) = K'Fv) para v= 0,1,...,N-1
=K 'Flv - N) para v= N,...,2N-1
=X'Flv - (K - 1)N) para u= (K-1)N,...,KN-1.

o

TEOREMA DE LA CONVOLUCION

Si f(x) y g(x) tienen la transformada de Fourlier F(s) y G(s)
respectivamente, entonces f(x) * g(x) tiene la transformada de
Fourier F(s)G(s) (Bracewell 1986).

Demostracién:

ey



w o«
J [J f(x')g(x - x' )dx'] exp (-i2nxs) dx
-0 -~

-] ]
o= I f(x') [J. g(x - x’ Jexp(-{2nxs) dx ]dx'
- -

-]
f f(x'Jexp(-i2nx's) G(s) dx’
-t0

F(s)G(s)

LA FUNCION FILTRO O INTERPOLACION, SINC(X)

Def inamos

una funclén con las propiedades de que

sinc O

[}
-

[}
(=]

sinc n n entero # 0

J sinc x dx = 1.

~-00

La funcién sinc(x) es muy interesante ya que contiene
componentes de todas las frecuencias sobre clerto limite y no mas
alld de éste (ver Fig. C.1). Cuando la funcién sinc (x) se
convoluciona, ésta se comporta como un filtro ideal, ésto es,

remueve todas las componentes de frecuencia fuera de una cota y
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deja inalteradas todas las componentes que estan dentro de ésta; y
bajo circunstancias especlales, esta funcién representa una clase
importante de interpolacién (Bracewell 1986).

Un resultade Importante es que sinc(x) y 1la funcién
rectangulo II(s) son un par de transformadas de Fourler y lo
probaremos enseguida:

Sea f(x) = sinc x .
Entonces

(-]
F(s) = J sinc x exp(-i2mxs)dx

-

dx

. ® sin mx cos 2maxs
(33

-

w
_ sin(nx + 2uxs) sin{nx - 2axs)
- I [ 2nx * 2mx ] dx

]
= J {_l_%_EE sinc[(1 + 2s)x] + l—%—gi

-0

sincl(1 - 25)x]} dx

o._1+2 _ 1-2s
ZIT + 2zs] * ZIT - 2s]

11(s)

slnc X

P cstinn- B Pt

" g l N )

Flgura €.1 La funcién f1ltro o Interpolacien mincix).
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FUNCION GAUSSIANA

Vamos a demostrar a continuacién que la transformada de una
funcién Gaussiana es una Gaussiana (Bracewell 1986).

Sea f(x) = exp(-nxz). entonces

o
F(s) =J. exp (~nxexp (-i2mxs) dx

-

L
‘[ exp (-n(x*+{2xs)) dx

—®

-]
exp(—nsz) I explni{x + {s)?] dx
-

]
exp(—rts)2 I expln(x + )%l d(x + is)

= exp(-nsz),
]
TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL
Sean Y1, Y2, . . . , Yn variables aleatorias independlientes y
distribuldas idénticamente con E(Y1) = p y V(Y1) = ¢° < w .
Definimos
— n
U=4n(y—“] en donde 7=12Y1
n -3 n

os
1
-
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Entonces la funcién de distribucién Un converge a una funcién de
distribucién normal esténdar cuando n—sw .
La conclusién del teorema del Limite Central se puede expresar

como

b

Pla = Un s b) I [ ]%'; ] exp(—ua/z) du

a

cuando n —» o . Es decir los enunciados de las probabilidades con

respecto a Un se pueden aproximar por las probabilidades
correspondientes para la varlable aleatoria normal estédndar si n

es grande.
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APENDICE D

PROGRAMA PARA OBTENER EL ESPECTRO DE POTENCIA

El sigulente programa se credé para obtener el espectro de
potencia de una onda monocromatica y linealmente polarizada come

se vid en la secciédn D del Capitulo IV de esta teslis.

CHARACTER*20 FILENAME
PARAMETER (N=21, NP1=N+1, NOVER2=N/2, NPTS=10000, ISCAL=400, LLEN=50})
DIMENSION VT (15000),V(15000),DATA (256),RT (256) ,R(256) , 8 (256)
DIMENSION DATAT (256)
C+ ESTE PROGRAMA GENERA UN ARCHIVO DE DATOS ESPECTRO.DAT QUE CONTIENE EL
C* ESPECTRO DE POTENCIA DE UNA FUNCION DISCRETA TRUNCADA Y AUTOCORRELA -

C* CIONADA.
FILENAME='FUNSENL ,DAT’
PI=3.1416
OPEN (11, FILE=FILENAME, FORM=' FORMATTED' , STATUS='NEW" )
PRINT*,
1 WRITE (5, 2)
2 FORMAT ('1’, 6X, ' TRANSFORMACION DE V (I)EN SU ESPECTRO DE POTENCIA’)
cx* IDENTIFICACION DE VARIABLES USADAS

C* A0=AMPLITUD DE LA PRIMERA FUNCION COSENO LA CUAL NO PUEDE SER UN VALOR
C* NEGATIVO.
C* Al=AMPLITUD DE LA SEGUNDA FUNCION COSENO LA CUAL NO PUEDE SER UN VALOR
C* NEGATIVO.
C* A2=AMPLITUD DEL RUIDO (A2>=0})
C* VO=FRECUENCIA DE LA PRIMERA FUNCION COSENO
C* V1=FRECUENCIA DE LA SEGUNDA FUNCION COSENO
C* DELTAT=PERIODO DE MUESTREO
C* V(I)=FUNCION O FUNCIONES COSENO A TRANSFORMAR QUE REPRESENTAN LA SENAL
Cx RECIBIDA.
C* VVMUES=FRECUENCIA DEL MUESTREQ SEGUN EL CRITERIO DE NYQUIST
C* NN= NUMERO DE PUNTOS EN EL MUESTREQ QUE NO PUEDE SER MENOR QUE 256
PRINT*,’ *
PRINT*,’ /

3 PRINT*, ‘DE EL VALOR DE LA AMPLITUD DE LA PRIMERA FUNCION COSENO‘
READ*, A0
IF (A0 .LT. 0) THEN
PRINT*,' ’

PRINT*,’ '
PRINT*, ' "ERROR": LA AMPLITUD NO PUEDE SER UN VALOR NEGATIVO'
PRINT*,’
GO TO 3
ENDIF
IF (A0 .GE. 0) THEN
GO TO 4
ENDIF
4 CONTINUE
PRINT* ‘DE EL VALOR DE LA FRECUENCIA DE LA PRIMERA FUNCION COSENO :’
(4

*,
5 PRINT*, 'DE EL VALOR DE LA AMPLITUD DE LA SEGUNDA FUNCION COSENO :’
READ*, Al

IF (Al .LT. 0) THEN

PRINT*, ' ' .

PRINT*, ! *

PRINT*,’ "ERROR": LA AMPLITUD NO PUEDE SER UN VALOR NEGATIVO'

PRINT*, ¢ /

GO TO 5

ENDIF

IF (Al .GE. 0) THEN

GO TO 6
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15

ENDIF

CONTINUE
PRINT*,’DE EL VALOR DE LA FRECUENCIA DE LA SEGUNDA FUNCION COSENO :’

READ*, V1

PRINT*,’DE EL VALOR DE LA AMPLITUD RMS DEL RUIDO :’
READ*, A2 .
IF (A2 ,LT. 0) THEN
PRINT*,’ *
PRINT*,’ ’
PRINT*,’ "ERROR": LA AMPLITUD NO PUEDE SER UN VALOR NEGATIVO’
PRINT*,’ *
GO TO 7
ENDIF
IF (A2 .GE. 0) THEN
GO TO 8
ENDIF
CONTINUE
PRINT*,’
PRINT*,’CUAL ES LA FRECUENCIA DE MUESTREO? :'
PRINT*, ’ (DEBE DE SER MAYOR QUE 2*MAYOR FRECUENCIA EN LA SENAL DE’
PRINT*,’ ACUERDO AL CRITERIO DE NYQUIST)'
PRINT*, ' /
READ* , VVMUES
DELTAT=1.0/VVMUES
T=0.0
H= (2*V0)
IF (H .GT. VVMUES) THEN
PRINT*,’ '
PRINT*,” "ERROR": LA FRECUENCIA NO ES MAYOR QUE 2*MAYOR'
PRINT*, ' FRECUENCIA REESCRIBA EL VALOR DE ACUERDO AL CRITERIO’
PRINT*, ’'DE NYQUIST '
PRINT*,*
GO TO 9
ENDIF
IF (H .LT. VVMUES) THEN
GO TO 10
ENDIF
CONTINUE
F=(2*V1)
IF (F .GT. VVMUES) THEN
PRINT*,’ ’
PRINT*,’ "ERROR": LA FRECUENCIA NO ES MAYOR QUE 2*MAYOR FRECUENCIA’
PRINT*, ' REESCRIBA EL VALOR QUE CUMPLA EL CRITERIO DE NYQUIST’
PRINT™,’ /
PRINT*,’ /
GO TO 9
ENDIF
IF (F .LT. VVMUES) THEN
GO TO 15
ENDIF
CONTINUE

C* NN ES EL NUMERO DE PUNTOS EN EL MUESTREO CON LA RESTRICCION DE QUE SEA
C* MAYOR QUE 256 PUNTOS

PRINT*,’ *

PRINT*, ’CUAL ES EL NUMERO DE PUNTOS EN EL MUESTREO’

READ*, NN

IF (NN.LT.256) THEN

PRINT*, ‘EL NUMERO DE PUNTOS EN EIL MUESTREO TIENE QUE SER MAYOR’
PRINT*, ‘QUE 256

C* MUESTREAR FUNCION AQUI:
c* LA FUNCION MUESTREADA REPRESENTA UNA ONDA MONOCROMATICA LINEALMENTE
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C* POLARIZADA. LOS VALORES DE LA FUNCION ORIGINAL SE DETERMINAN POR V(I)
C* Y LOS DE LA TRUNCADA POR VT(I) EN ESTA ULTIMA SE GUARDA SOLO EL SIGNO
C* DEL VALOR ORIGINAL, ASI CUANDO EL VALOR ES NEGATIVO SE LE ASIGNA ~1
C* Y CUANDO ES POSITIVO +1. LOS RESULTADOS SE GUARDAN EN EL ARCHIVO
C* FUNSENL.DAT

LLMIN=LL~256
16 DO 100 I=1,LL,2

V(I)=A0*COS (2.0*PI*VO*T) +AL*COS (2.0¥PI*V1*T) +4x2*GASDEV (IDUM)

IF (V(I) .LT. O) THEN

IF {V(I) .GE. 0) THEN
VT(I)=1.0

ENDIF

V(I+1)=0.0

VT (I+1)=0.0

WRITE(11,200) T,V(I),VT(I)

c* WRITE(*,*) T,V(I),VT(I)
T=T+DELTAT
100 CONTINUE
c* WRITE(11,’ (1¥,A,I6,A)')
c* » ’VALORES DE LA FUNCION SENO CON Y SIN CLIPPING'
c* WRITE(11,’ (1X,T7,A,TLl6,A,T27,A)’)’T’, ' FUNCION', 'F.CLIPPED’
200 FORMAT (2X, 3F10. 3)
CLOSE (11)

FILENAME=’ AUTOCORREL,DAT’

OPEN (12, FILE=FITLENAME, FORM=' FORMATTED’ , STATUS=’ NEW’ )
C* LOS VALORES OBTENIDO EN FUNSEN.DAT SE AUTOCORRELACIONAN PARA PODER
C* TRABAJAR CON UN NUMERO MUY GRANDE DE PUNTOS, COMO GENERALMENTE SUCEDE
C* EN LA REALIDAD, SIN SOBREPASAR EL LIMITE DE MEMORIA DE NUESTRA
C4 COMPUTADORA. LA AUTOCORRELACION NOS ARROJA SOLAMENTE 128 DATOS QUE SE
C* GUARDAN EN EL ARCHIVO CORREL.DAT. LA AUTOCORRELACION DE LOS VALORES
C* TRUNCADOS SE NORMALIZA PARA RECUPERAR LA AMPLITUD ORIGIAL.

DO 240 K=1,255,2

R(K)=0.0

RT (K)=0.0

DO 230 I=1,LLMIN,2

R (K} =R (K) +(V(I) *V{I+({K-1)))

R(K+1) =V (I+1)

RT (K) =RT (K) + (VT (I) *VT (I+(K-1)))

RT (K+1) =VT (I+1)

230 CONTINUE
WRITE(12,270) K,R({K),RT(K)
240 CONTINUE
c WRITE(12,’ (1X,A, I6,A)")
c * * FUNCION CORRELACIONADA CON Y SIN CLIPPING’
c WRITE(12,’ (1X,T6,A,T13,A, T27,A) ') 'K’, ' FUNCION' ,’F,CLIPPED’
270 FORMAT (2%, I5, 2X, §10.3, 4X,E10.4)
CLOSE (12)
DO 300 K=1,255,2
DATA (K) =R (K}

DATA (K+1) =R (K+1)

DATAT (K) =R (1) *SIN ( (P1/2.0) * (RT (K} /RT(1)))

DATAT (K+1) =R (1) *SIN((PI/2.0) * (RT (K+1) /RT{1))}
300 CONTINUE

ISIGN=1
C* FINALMENTE LOS VALORES AUTOCORRELACIONADOS SE TRANSFORMAN PARA OBTENER
C* EL ESPECTRO DE POTENCIA Y ESTO5 VALORES SE GUARDAN EN EL ARCHIVO
C* ESPECTRO.DAT.

CALL FOURL (DATA, SS, ISIGN)

CALL FOURL (DATAT, SS, ISIGN)

FILENAME=’ESPECTRO.DAT’

OPEN (13, FILE=FILENAME, FORM=' FORMATTED’ , STATUS=' NEW’ )

DO 350 K=1,127,2

XI=((K/2.0)+0.5)

XI=X1-1.0
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XI=XI/(SS*DELTAT)

TEMP= (DATA(K) **2 + DATA(K+1)**2)**0.5
TEMPT= (DATAT (K) **2 + DATAT (K+1) *#2) #*0.5
WRITE (13,400) XI, TEMP,TEMPT

[+ WRITE (*,*) XI,TEMP, TEMPT
350 CONTINUE
Cc WRITE (13, (1X,A,I6,A)')
c * ESPECTRO DE POTENCIA CON ¥ SIN CLIPPING’
o] WRITE (13, (1X,T9,A,T18,A,T31,A)’)’'XL’, 'ESPECTRG’, 'E.CLIPPED’
400 FORMAT (2X,F10.3,2X,E10.3, ' ', 1X,E10.4)
CLOSE (13)
600 PRINT*,’* LOS VALORES DE LA FUNCION SENO ORIGINALES Y TRUNCADOS’

PRINT*,’ ESTAN EN EL ARCHIVO FUNSENL.DAT’

PRINT*,’* LOS RESULTADOS DE LAS AUTOCORRELACIONES ESTAN EN EL’
PRINT*,’ ARCHIVO AUTOCORREL.DAT’

PRINT*,’+ LOS VALORES DE ESPECTRO DE POTENCIA OBTENIDOS SE '/
PRINT*, * ENCUENTRAN EN EL ARCHIVO ESPECTRO.DAT’

PRINT*,’

END
SUBROUTINE FOURL (DATA,SS, ISIGN)
C* ESTA SUBRUTINA OBTIENE EL ESPECTRO DE POTENCIA DE LOS VALORES DISCRETOS
C* QUE SON OBTENIDOS EN EL ARCHIVO CORREL.DAT, SI ISIGN ES 1 SE REMPLAZA
C* DATA POR SU TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER; SI ISIGN ES -1 REEMPLAZA
C* DATA POR NN VECES SU TRANSFORMADA DISCRETA INVERSA DE FOURIER. DATA ES
C* UN ARREGLO COMPLEJO DE LONGITUD NN, O EQUIVALENTEMENTE, UN ARREGLO REAL
C* DE LONGITUD 2*NN, NN DEBE DE SER UN ENTERO POTENCIA DE 2.
REAL*8 WR,WI,WPR,WPI, WIEMP, THETA
DIMENSION DATA (256)
N=2*S§
J=1
DO 450 K=1,N,2
IF (J.GT.K) THEN
TEMPR=DATA (J)
TEMPI=DATA (J+1)
DATA (J) =DATA (K)
DATA (J+1) =DATA (K+1)
DATA (K) =TEMPR
DATA (K+1) =TEMPT
ENDIF
M=N/2
1 IF ((M.GE.2).AND. (J.GT.M)) THEN
J=J-M

M=M/2
GO TO 1
ENDIF
J=J+M
450 CONTINUE
MMAX=2
2 IF (N.GT.MMAX) THEN
ISTEP=2*MMAX
THETA=6.28318530717959D0/ (1*MMAX)
WPR=-2.DO*DSIN (0.5D0*THETA) **2
WPI=DSIN (THETA)
WR=1.D0
WI=0.D0
DO 550 M=1,MMAX, 2
DO 500 K=M,N, ISTEP
JI=K+MMAX
TEMPR=SNGL (WR) *DATA (J) -SNGL (WI) *DATA (J+1)
TEME I=SNGL (WR) *DATA (J+1) +SNGL (WI) *DATA (J)
DATA {J) =DATA (K) ~TEMPR
DATA (J+1) =DATA (K+1) ~TEMPI
DATA (K) =DATA (K) +TEMPR
DATA (K+1) =DATA (K+1) +TEMPIT
500 CONTINUE
WTEMP=WR
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550

c*

11

12

13

14

15

C*
Cc*
Cc*

WR=WRAWPR-WI*WP I+WR
WI=WI*WPR+WIEMP *WPI+WI

CONTINUE
MMAX=ISTEP
GO TO 2
ENDIF
RETURN
END

FUNCTION GRG(I)
PARAMETER (N=21, NP1=N+1, NOVER2=N/2, NFTS=10000, ISCAL=400, LLEN=50)
DIMENSION DIST(NP1)
ESTE PROGRAMA ES UN GENERADOR DE RUIDO ALEATORIO EL CUAL TIENE UNA
DISTRIBUCION GAUSSIANA (PROGRAM D7R6) . LOS VALORES OBTENIDOS PARA
GENERAR RUIDO ESTAN EN RUIDO.DAT. ESTA RUTINA TAMBIEN NOS DA UNA
GRAFICA EN DONDE APARECEN LOS VALORES DEL RUIDO LOS CUALES TIENEN
UNA ENVOLVENTE GAUSSIANA.
CHARACTER*20 FILENAME
CHARACTER TEXT (50) *1
FILENAME='RUIDO.DAT’
OPEN (10, FILE=FILENAME, FORM=' FORMATTED’ , STATUS='NEW’)
IDUM=~1
driver for routine GASDEV (PROGRAM D7RE)
IDUM=-~13
DO 11 J=1,NP1
DIST(J)=0.0
CONTINUE
DO 12 I=1,NPTS
J=NINT (0.25*N*GASDEV (IDUM) ) +NOVERZ2+1
IF((J.GE.1).AND. (J.LE.NP1l)) DIST(J)=DIST(J)+1
CONTINUE
WRITE (*,’ (1X,A,I6,A)")
* ‘Normally distributed deviate of ’,npts,’ points’
WRITE (*,” (1X,T6,A,T14,A,T23,A)') X", 'p(x)’, graph:’
FILENAME=’ RUIDITO.DAT’
OPEN (20, FILE=FILENAME, FORM=' FORMATTED’ , STATUS='NEW’ )
DO 15 J=1,NP1
DIST{J)=DIST(J)/NPTS
DO 13 K=1,50
TEXT (K) =" *
CONTINUE
KLIM=INT {(ISCAL*DIST(J))
IF (KLIM.GT.LLEN) KLIM=LLEN
DO 14 K=1,KLIM
TEXT (K) =' **
CONTINUE
X=FLOAT (J) / (0 .25*N)}
WRITE (*,’ (1X,F7.2,F10.4,4X,50A1)")
* X,DIST (J), (TEXT (K) ,K=1, 50)
WRITE (*, *) X, DIST(J)
WRITE (20, *) X, DIST({J)
CONTINUE
CLOSE (20)
END
FUNCTION RAN1 (IDUM)
EN ESTA FUNCION SE RECURRE A UNA DESVIACION ALEATORIA UNIFORME ENTRE
0.0 ¥ 1,0. SE ESCOJE IDUM PARA CUALQUIER VALOR NEGATIVO QUE INICIALIZE
O REINICIALIZE LA SUCESION
DIMENSION R(97)
PARAMETER (M1=259200,IA1=7141,IC1=54773,RM1=1,/M1}
PARAMETER (M2=134456, IA2=8121, 1C2=28411,RM2=1,/M2)
PARAMETER (M3=243000, IA3=4561, IC3=51349)
DATA IFF /0/
IF (IDUM.LT.O0.OR.IFF.EQ.0) THEN
IFF=1l
IX1=MOD (IC1~IDUM, M1)
IX1=MOD (IA1*IX1+IC1,6 M1}
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IX2=MOD (IX1,M2)
IX1=MOD (TAL*IX1+I1C1,M1)
IX3=MOD (IX1,M3)
DO 17 J=1,97
IX1=MOD (IA1*IX1+ICl, Ml)
IX2=MOD (IA2*IX2+IC2,M2
R(J)-(FLOAT(IXI)+FLOAT(IX2)'RM2)'RMI
17 CONTINUE
IDUM=1
ENDIF
IX1=MOD (IA1*IX1+IC1,Ml)
IX2uMOD (IR2*IX24IC2,M2)
IX3=MOD (IA3*IX3+IC3,M3)
J=1+(37*IX3) /M3
IF(J.GT.97.0F.J.LT.1)PAUSE
RAN1=R (J)
R{J) = (FLOAT {(IX1) +FLOAT (IX2) *RM2) *RM1
RETURN

END
FUNCTION GASDEV (IDUM)
C* OBTIENE UNA DESVIACION NORMALMENTE DISTRIBUIDA CON MEDIA CERO Y VARIANZA
C* UNITARIA, USANDO RAN1 (IDUM) COMO LA FUENTE DE LAS DESVIACIONES UNIFORMES
DATA ISET/0/
IF {(ISET.EQ.0) THEN

1 V1=2.0*RAN] (IDUM) -1
V2=2.0*RAN1 (IDUM) -1
ReV1**2+V2*+2

IF(R.GE.1)GO TO 1
FAC=SQRT (~2.0*LOG (R) /R)
GSET=V1*FAC
GASDEV=VZ*FAC
ISET=1

ELSE
GASDEV=GSET
ISET=0

ENDIF

RETURN

END
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CONCLUSIONES

En esta tesis hiclmos wuna derivaclén matemdtica de la
ecuacién de difusién y vimos como puede ser representada la
distribuclién inicial y la evolucién temporal de la temperatura de
un anillo medliante series de Fourier, ésto es, la aplicacién de
las serles de Fourier para determinar una funcién periédica en el
sentido global y no local, que estd determinado por la obtenclén
de los coeficlentes de Fourler.

Se derivé la transformada continua de Fourier a partir de las
series de Fourler y posteriormente se definié la transformada
discreta de Fourier como una aproximacién de la transformada
continua de Fourler. Sin embargo se encontré que es posible
cometer errores en dicha aproximacién, como son el “allasing" y
las "fugas", por lo que se adoptaron clertos criterios de
correccién para hacer de este concepto discreto algo sumamente
itil en la aplicacién experimental. También se mostré como se
puede recuperar la funcién original a partir de la transformada
discreta de Fourier, hecho muy importante, ya que nos permite
recalcar que el concepto discreto es una buena aproximacién de la
transformada continua de Fourier

Se explicé el concepto fisico del espectro de potencia y se
determiné la relacidén que tiene con la transformada de Fourier
fin primordial de esta tesis, ya que determina la lmportancia de
la aplicacidén de las transformadas de Fourier en la
radioastronomia. Posteriormente se introdujeron dos métodos que

ayudan a hacer mas sencilla la obtencidén del espectro de potencia:
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1} La autocorrelacién, la cual nos permite obtener 1la
transformada de Fourler de una sefial muestreada por un tlempo
large con la minima informacién posible.

2) El truncamiento de una sefial, el cual reduce aun mas la
informacién ha almacenar. Aquil demostramos mediante métodos
estadistlcos que es posible recuperar la amplitud original de la
sefial, de vital impotancia, aun después de haberla truncado.

También se simulé un generador de una sefial de ruldo mediante
procesos estadisticos, el cual siempre aparece en las sefiales
radiotelescoplo debido a las limitaciones de los instrumentos
utilizados.

Con lo obtenido anteriormente simulamos una sefial obtenida
por un radlotelescoplo mediante un programa computacional en donde
se lnvolucra la transformada rdpida de Fourler, la cual disminuye
el tiemopo en los célculos considerablemente.

Entonces podemos finalizar deciendo que las transformadas de
Fourier nos permiten obtener el espectro de potencia de una sefial
recibida por un radiotelescopio. Apllicando la autocorrelacidén, el
truncamiento y la transformada rapida de Fourier aunados a
programas computaclionales, hacen de la teoria de transformadas de

Fourier una herramienta muy importante en radioastronomia.
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