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RESUMEN

En este trabajo se plantean varias maneras de resolver las ecuaciones
de flujo no permanente a superficle libre en dos dimensiones espaciales
horizontales (x, y).

Se presenta un breve deduccién de las ecuaciones que describen este
flujo, tanto en una como en dos dlimensiones; posteriormente se
describen cuatro esquemas numéricos basados en diferencias finitas. El
primero es explicito y toma en cuenta los términos convectivos, el
segundo también explicito pero no considera la conveccién, un tercero
implicito y por ultimo, un esquema de segundo orden explicito.

Al final se incluyen varios ejemplos de flujo en dos dimensiones
resueltos por los métodos propuestos y se hace un analisis de cada uno
de ellos y se muestran algunas de sus ventajas y desventajas.

Finalmente se anotan algunas conclusiones y recomendaciones sobre cada
uno de los esquemas discutidos en la tesis.



1. INTRODUCCION

- En numerosos problemas de ingenieria civil relacionados con hidréaulica
se requiere del analisis del flujo no permanente a superficie libre en
una dimensién. La mayoria de ellos se hacen a partir de la soluclén
numérica de las ecuaciones diferenciales que representan el flujo.
Cuando el escurrimiento se lleva a cabo en cauces en los cuales 1la
seccién tranversal es amplia y con cambios en la distancia, se
presentan velocidades en tres dimensiones, con lo que la soluciéon de
las ecuaciones diferenciales es mas dificil, por lo que para algunos
casos en los que la variacion de la velocidad en la vertical es
pequefia, conviene despreciarla y utilizar ecuaciones en que las
literales se plantean en dos dimensiones espaciales horizontales (x-y).

En este trabajo se presentan cuatro esquemas numéricos para conocer el
flujo que tiene lugar en un plano horizental como pueden ser lagunas

someras, marinas, esteros, etc.

En el segundo capitulo se presenta una breve deduccién de las
ecuaciones diferenciales para flujo no permanente a superficie libre
para una y dos dimensicnes

En el tercer capitulo se describen cuatro esquemas numéricos para
resolver las ecuaciones dinamica y de continuidad para fluje no
permanente a superficie libre.



El primer esquema es explicito y maneja las ecuacliones dinamica y de
continuidad en su versién conservativa considerando los términos
convectivos. El segundo esquema es similar al primero con la diferencia
de que no toma en cuenta los términos convectivos, el tercero esta
basado en el planteamiento Lax-Wendroff que es de segundo orden y el
altimo esquema resuelve las ecuaciones en forma simultanea.

En el capitulo cuatro se presentan algunos ejemplos en los dque se
aplican los esquemas descritos en el 3.

Finalmente, en el capitulo cinco se presentan las conclusiones y
recomendaciones.



2. ECUACIONES FUNDAMENTALES

2.1 Flujo en una dimensioén

2.1.1 Ecuacién de continuidad en una dimensién

La ecuacién de continuldad establece que el cambio de masa en el tiempo

dentro de un volumen de control es igual al flujo de masa que entra
menos el que sale més el cambio en el almacenamlento en dicho volumen.

Flujo que Flujo que
—

y#%%bx

18
ax_| T=

|

entro | sole
|
|

Fig 2.1 Volumen de control para la ecuacién de continuidad
en una dimensién



Con referencia a la fig 2.1 se tiene que el flujo de masa que entra al
volumen de control es

Av

QxR

y el flujo de masa que sale del volumen de control se expresa como

s dA av
g [A+ B;Ax][v*rﬁdx]

por lo que el cambio neto del flujo de masa es

7 _7 aA av
g Av g [A o Ax][v + 3% Ax]
que también se puede expresar como

7 4 vdA Adv A av

gAv é[Av+—3§Ax+7§Ax+&-Ax5§Ax]
despreciando los términos de segundo orden se tiene el cambio neto del
flujo de masa

T [vaA Adv ]

g | 9% &% * % M

Considerando que el incremento ce masa por unidad de tiempo en el
volumen de control es

¥ 8A
§3TAX

De modo que la ecuacidén de continuidad se expresa como

7 0A _ _ 7 [voA Adv

ga-EAX— E [—a;AX"'-—ﬁAX] (2.1)
multiplicande la expresién anterior por g/7Ax e igualando a cero se
tiene

Por otra parte si se considera un canal, en el cual no cambia la
pendiente nl la forma de la seccién transversal (canal prismatico) y

ademas el area de la secclén tramversal (A) es funcion del tirante, las
derivadas de A pueden escribirse de la manera siguiente

4



(2.3)

sustituyendo las ec 2.3 en la 2.2 se tlene

ay 3y . Adv _
Bt +VvBg +3x=0 . (2.4)

sl se divide entre B se obtiene

ay Adv Bdv _
Y 3 =0 (2.5)

Por otro parte considerando que Q = vA, resulta

3Q _ vBA Adv
5% = ox * ox (2.8)

tomando en cuenta la ec 2.3 en la 2.6 se encuentra

%:B%z,% (2.7

Despejando B g% de la ec 2.4 e igualando con la 2.7 se tiene

ay _ _ 8y _ av
Byt =~ VB - A

por lo que la ec 2.7 se escribe como

8Q _ _ Bay
%~ T Bt

aQ . Bay _
x* Bt -9

(2.8)

Esta ultima ecuaqlén se le conoce como de continuidad.

2.1.2 Ecuacibn dindmica

La conservaci6n de la cantidad de movimiente establece que la cantidad
de movimiento que entra a un volumen de control menos la que sale, mas
la suma de las fuerzas externas que actuin en el mismo es igual al
cambio en la cantidad de movimiento dentro del volumen.

S
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Fig 2.2 Volumen de control para la ecuacién de cant idad de
movimiento en una dimension

Para determinar la ecuaclén dindmica se deben conslderar las fuerzas
que actuan en un volumen de control, en la fig 2.2, estédn representadas
estas, que son representadas como

F,=F,=7A7 (2.9)
F.=7 A ax (2.10)
3 3% .

F, =7 ABXS, (2.11)

Fl Yy Fz son las fuerzas de presidon que actuédn sobre las caras del
volumen de control, F3 es el incremento de la fuerza de presion debida
al cambio del tirante, F, es la fuerza deblda a la friccién, F_ es el
componente del peso del volumen de control en la direcciétn del eje x ¥
Sr es la pendiente de la linea de energia.

La pendiente Sr puede ser estimada wusando la férmula de Chezy o
Manning, aplicable a flujo uniforme, ademd&s si la pendiente del canal
(8), (fig 2.1), es muy pequefia entonces sen 8 = 8 = tan 8 = S,» S° se
designa como la pendiente de fondo, por lo que se puede expresar a FE
como

Fg =7 A AMx S, (2.12)
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Ahora la acclién de la resultante de las fuerzas que actuin en el
volumen de control se consideran en la direccién positiva del eje x,
que coincide con la direccién del flujo

ZF = Fl -F, - F3 - F o+ Fg (2.13)

sustituyendo las ecs 2.9 a 2.12 en la 2.13 se tlene

= AT - wAT - dy -
F = 7Ay TAY TA ax AX rASr Ax + 7AAxS°

3
F=- 228, yamus, ~yAS, Ax (2.14)

si se considera que la cantidad de movimiento que entra al volumen de
control es

M_ = é AVE (2.15)

y la que sale
=7 2,8 2
M= g [Av + o= (AV )Ax] (2.18)

Por lo tanto el cambio total del flujo de cantidad de movimiento dentro
del volumen de control seria

=7 T ,2_3a 2
M = g Av g Av a? (AV )AX
M, = - & (avPiax (2.17)
% .

El cambio de la cantidad de movimiento con respecto al tiempo esta dado
como

% [% Av Ax] (2.18)

La conservaciétn de cantidad de movimiento puede ser expresada como

a 4 - .38 2 - ay _
It [§ Av Ax] = g 3% (AVE)AX = 7 A % Ax + 7AS°Ax 7ASrAx (2.19)

Multiplicando la ec 2,19 por g/7yAx se tiene



reduclendo términos queda

a a 2 Ady _ _
—t-(Av) + g AV *vg—-—x-—gA(S‘J S‘_) (2.20)

Desarrollando las derivadas que aparecen en esta ecuacién se expresa
como

Aav+vg—‘:‘+vzg—$+2Av%+gAg¥—(-=gA(So-Sf) (2.21)
Dividiendo entre A
2 S
v . v a3A _v® 0A av dy _ _
BTYRAE TR awT Vax*teax-elS, -5 - (22

agrupando términos la ec 2,22 se puede resuce a
gg—§+v%+g%+%[g—:vg—g+ﬁug¥]=gﬁx(so—sf) (2.23)

Si se considera la ec 2.2 en la 2.23, entonces el término entre
paréntesis es cero, por lo que la ec 2.23 queda como

gg-i-+g‘é+vg%=g(s-s) (2.24)

Si se desea, la ec 2.24 puede ser expresada en términos de Q@ = vA por
lo que a partir de la ec 2.20 se llega a

av 20A 8y

a — - .
3T Q + 2vA Gt Vax tBAG T BA (SD Sr) (2.25)
agrupando términos se tiene
aQ 80 , .2 8A ay _ _
R axtV oax 8= BAIS -5 (2.28)
80 , 5,90, [y, B} 0 8 _ o a(s -5 (2.27)
at ax gA | B ax T 8 o Y -

8



Las ecs 2.8 y 2.27 son conocidas como ecuaciones de Saint-Venant para
flujo no permanente en una dimensién. :

2.2 Flujo en dos dimensiones
2.2.1 Ecuaclén de continuidad

De igual manera, que para el caso de una dimensién el flujo de masa que
entra en la direccién %, a un volumen de control, ver fig 2.3, esta
dado por

ax (n - SR 2% (o - QU Ay (2.28)

y el de sallda ser&a

sy (n+ 80 8% (u v Bu oY (2.29)

¥ 1
|

o
R4

J T -
yid v“;
/
x

Fig 2.3 Volumen de cochtrol para la ecuacién de continuidad
en dos dimensiones

Para la direccién y sucede algo similar por lo que el flujo de entrada es

axtn - 28y v - Ay (2.30)

Y el que sale se obtiene con la expresién sigulente



ax(h + g; ) v+ gx 4 (2.31)

Por otra parte el cambio total de almacenamiento en el tiempo en un

volumen de control se expresa como

axpy G (2.32)

Si se considera que el cambio total del almacenamlento en el tiempo es
igual al flujo que entra al volumen de control tanto en la direccién x
como en la y menos el flujo que sale también en ambas direcciones lo
anterlor se puede expresar con base en las ecs 2.28 a 2.32 de la manera

siguliente.
Ayt - BRA%) ¢y - BB A%y | pycn o TR A% (u s QU AN .
X
Johdy) (L av by sh ay 2 oy gh
Ax(h 3y 2) (u 3y =5) Ax(h + 5y 2) (v + ——) AxAy 3t (2.33)

Después de multiplicar términos y despreciar los de segunde orden la ec
2.33 se puede expresar como

- du Ax 8h Ax _ du Ax _ dh Ax _ av Ay _ 8h Ay
Ayh 3 2 Ayu 3% 3 Ayh I 3 Ayu ax 2 Axh 3y 2 Axv 3y 2
~ axh QU BY _ . 9B By _ ah
Axh 5y 2 Axv 5y 2 Axdy ¥ (2.34)
Multiplicando por Z?%? y agrupando nuevamente términos se tiene
8u 8h 8h _ &8h
hx"uax h—y—V'a—y'—gf (2.35)
¢ blen
_ _8(hu) _ a(hv)
X " —Ey - 5{ (2.36)

Cualquiera de las dos expresiones anteriores es conocida como la
ecuacién de continuidad para flujo en dos dimensiones

10



2.2.2 Ecuacibn dindmica

En la determinacién la ecuacién dinamica se deben considerar las
fuerzas que actuan en el volumen de control, ver fig 2.4, en las
direcciones (x y y). Las fuerzas a considerar son la presién, el peso y
la friccién, asi como el flujo de cantidad de movimiento.

La distribucién de la presién se considera hidrostatica de tal forma
que las fuerza debida a la presién se pueden expresar como

Para la direccién x, la fuerza de entrada es

7 2 _ dh” Ax
y la que actda a la salida como
7 [.2 _ ah® Ax . - .
z [h - = —2-]Ay (2.38)
r—-.—--—' - - —
| r'/
40 gﬁdx) ay
Y2 8htax
= (h- =°)a h H
2 ei 2 {(h!-%-:- Sax h
r(hf
JFH F.
— Fex=Yh8xBySey fy
\91 Fwx = YhAx Ay So
- wx Y S0y %'*F.thbxbySo,
Ax A ,

Direccion x Direcclon y

Flg 2.4 Volumen de control para la ecuacién de cantldad de
movimiento en dos dimensiones

El camblio de presién en la direccién x sera

PNX = % [[hz gh_ g}.]Ay [h2 + gh_ ?]Ay] ) (2.39)

11

—L)Ax



W 2-ax XY ' : (2.40)
Para la direccién yv
Py =1 [[h2 FS“ iy‘]’”‘ - [h + SL %l]Ax] (2.41)
an®
Py =~ % 3y-dxby (2.42)

La fuerza debida al peso se expresa para la direccién 2 como

FHx = yh AxXAy sen 6 (2.43)
st la pendiente del canal (&), es pequefia tal que sen @ = tan 8 = 5.
S° es la pendiente del fondo del canal, la ec 2.43 se puede expresar
como

Fx = 7h AxAy Sox (2.44)

de manera similar para la direccién y se cumple que

Fu = 7h Axdy Sny (2.45)

Para considerar la fuerza de friccién se procede de manera similar a la
del peso por lo que para la direccién x se dispone de

Ffx = yh AxAy Sfx (2.48)
¥ en la direccién y se tiene
ny = yh Axay Sfy (2.47)

Para la consideracién de la cantidad de movimiento en ambas direcciones
(x, y) se hace de manera similar a flujo unidimensional con la variante
de que ahora se considera también a la cantidad de movimiento que actua
en la direccién y cuande se analiza la direccién x y a la
correspondiente en x cuando se anallza la direccidén y. Por lo que se
puede expresar como

12



Para la direccién x

Cantidad de movimiento que entra

= 7 a Ax 7 _ 848 Ay
MEX = g[u(uh) * 3% fuluh)] ]Ay + g[v(uh) Ax z 3y [v(uh)]_—z]Ax
(2.48)
la que sale es igual a
- 7 a Ax k4 3 Ay
Mo = Flutem) + Gz tutun)) $Jay + T [veun) + G5 tvaum) 8 Jax
(2.49)
por lo que la cantidad de movimiento neta sera
My = MEX - Msx (2.50)
Sustituyendo las ecs 2.48 y 2.49 en la 2.50 se tiene
-7 _r 4 AX ) Ay
MNx =g u(uh) Ay g ay [v(uh)] = Ay + z v(uh) Ax g 3y [v{uh}] 54X
(2.51)
Moo= - L9 [utun)] axay - £ & (vluniay) (2.52)
X g3y g 3y

Para la direccioén y

La cantidad de movimiento que entra es

My = L [vean) - &g tviun)) 2 Jay + Z[viun) - &5 tveum) $H1]ay

(2.53)
La cantidad de movimiento que sale
Hsy =Z [v(uh) + 5— {v(uh)] 2—) ay + £ [v(vh) + 5—[v(vh)-—z
(2.54)
Por lo que el cambio en la cantidad de movimiento es
M. =M 6 -M (2.58)

NY EX SY

Sustituyendo las ecs 2.53 y 2.54 en la 2.55 y de manera similar a la
direccion x, se tlene

13



M =L 8_ -ré
%w = - g% v(uh) AxAy 3y v(vh)} AyAx (2.56)

Por otra parte el cambio de momento respecto al tiempo esta dadoc como

[+1}

¥ ¥
g gt (uh) AxAy + g (vh) AxAy (2.57)

La conservacién de cantidad de movimiento es igual al cambio total de
cantidad de movimiento mas la suma de fuerzas externas que actuan en el
volumen de control, de tal manera que para cada direccién se tiene

direccién x

gg—t (uh) dxay = - £ & lutun)] axay - : & [v(un)] ayax - %g Axby +
+ 7h AxAy Sax - 7 hAxAy er (2.58)

dividiendo la ec 2.58 por AxAy 7 é

a—tuh=—%xu(uh) -gy(vuh) -%g‘;«»ghsox—ghs{x

o blien

Sruh + & ulun) + % (vun) + § g‘;j = gh (S -S,) (2.59)

Procediendo de manera analoga para la direccién y, se obtiene 1la
expresién siguiente

a_
%

3 g an®
vh + v(uh) + gy v(vh) + 3 gy—' = gh (Soy - Sfy) (2.60)

3o

la ec 2.36 es la conocida como ecuacién de conservacién de la masa o
continuldad, y las ecs 2.58 y 2.60 son llamadas ecuaciones de
conservacién de cantidad de movimiento. las tres ecuaciones aparecen
escritas en la llamada versién conservativa. Estas ecuaciones describen
el flujo no permanente a superficie libre en dos dimensiones.

En las ecs 2.59 y 2.60 también se pueden consliderar los efectos de
viento, asi como el de la fuerza de Corlolis.

14



.Para ‘el efecto de viento se considera que este actua en la direccién
--del."flujo y sobre la superficie del agua por lo que se produce un

esfuerzo que generalmente de expresa como
T, =0, f: |v:|vs (2.61}

donde p, ©s la densidad del aire, vﬂla velocidad del viento a 10 m
medidos sobre el nivel medio del agua y f: es el coeficlente de
friccién correspodiente a v,y con respecto a este ultimo termino se han
realizado varias investigaciones cuyos resultados son presentados en ia
fig 2.5, todos ellos son para una velocidad estimada a 10 m sobre el
nivel del agua, con un valor esténdar de p, para una temperatura de
15°C de 0.125 kg s°/n°.

£? x 10°
L }

Fig 2.5 Correlacién entre f: y la velocidad del viento v a 10 m sobre
el nivel del agua

Para considerar la fuerza por viento en la ecs 2.59 y 2.60 se expresa

el vector velocidad en términos de sus componentes por lo cual

eh la direccién x

_ 2 2, 2
T, =P, T, !us{us . (2.62)
para la direccién vy
T =p f£2 |vE|vE (2.63)
sy a sy sl s

El efecto de la fuerza de Coriolis se expresa como
F = vf (2.64)

< c

15



siendo

f_=2wsengp (2.65)
donde v es la velocidad del flujo, w es la velocidad angular de la
tierra y ¢ es la latitud del sitio en estudio, de manera similar que
para el viento se considera un termino para cada direccidén de la manera
siguiente

direccion x

-fv (2.86)
direccién y

fu (2.67)

Considerando las fuerzas anteriores las ecs 2.59 y 2.60 se escriben
como
direccién x

£ an?

a a = -
5T ub + 3z uluh) + 3y {vuh) + 2 52—+t~ fv=ghi(s ~-5)

(2.88)
direccién y

2

] ] ] g dh - -
3F Yh + 3% vluh) + 5y vivh) + 3 Byt Tey * fu=gh (Soy Sry)

(2.69)

16



3. MODELO MATEMATICO

En el cap 2 se ha hecho ver que el flujo a superficie libre en una
dimensién es representado matematicamente por las ecuaciones de
Saint-Venant (ecs 2.5 y 2.24); las cuales puede ser resueltas en forma
aproximada a través de métodos numéricos, entre los que se encuentran
el de las caracteristicas, los procedimientos en diferencias finitas, o
los de elemento finito.

Si el flujo se lleva a cabo en cauces no rectos, o con cambios en la
seccién transversal, 6 bién en una laguna, se debe considerar un flujo
en tres dimensiones espaciales. Sin embargo, como se incrementa la
dificultad de calculo y a que es posible considerar en el sentide
vertical que no se presenta un cambic importante en la aceleracién y
que existe una distribucién de presiones hidrostatica, con lo que es
posible utilizar un promedio de los componentes de la velocidad en la
vertical, esto simplifica el analisls hidrodinamico y se puede
considerar como un flujo en dos dimensiones espaciales horizontales
(x, y).

Mediante la simulacién matematica del flujo en dos dimensiones se
obtienen velocidades y tirantes, con lo que se pueden determinar las
corrientes dentro de una laguna y asi conocer de su comportamiento
hidrodinamico que es muy util para distintas aplicacicnes de
ingenieria.

17



Lo anterior, por ejemplo, puede ser utilizado en el andlisis del flujo
en lagunas ya que ayuda a conocer las velocidades y tirantes antes y
después de la construccién de alguna obra, patrones de flujo para
distintas condiciones de operacién y determinar como se afecta la
hidraulica de la laguna si se camblan sus ingresos, egresos, etc.

Las ecuaclones que representan el flujo en dos dimensiones se pueden
resolver por diferentes métodos, cuando son de diferencias finitas
estos pueden ser explicitos o implicitos., Ademas, las ecuaciones del
modelo pueden estar en su forma conservativa o no, a continuacién se
describen algunos modelos en los que utiliza la versién conservativa.

3.1 Esquema numérico explicito con términos convectivos (versién
conservativa)

Las expresiones para flujo en dos dimensiones horizontales (x, y), ver
ecs 2.36, 2.59 y 2.60, se pueden expresar como y

2 . s
duh _ _ 8u"h _ duvh g éh _
at . Jx By S a t gh(Sox er) . (3_1)
8vh _  duvh avah gahz ) . e
at X 3y - 2oy T gh(SL,y Sry) S ‘(3.’2)“;
_a_ah - . _Ouh _ d8vh b e R
v w ey
donde se considera
Sox” gf‘ Lo u3.e)
o "o : . (3.8)
ademés
2 2 2
- _n_u u“+ v .
Si S T s ! 3.8)
h
2 2 2
= D uvu+tv
sfy he’/3 (3.7)

En las ecs 3.1 a 3.3 las variables son uh, vh y h, las cuales se
necesitan conocer en diferentes posiciones de la zona en estudio. Para
obtenerlas se propone resolver las ecuaciones anteriores mediante un
procedimiento en diferencias finitas de la manera sigulente
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3.1.1 Ecuacién diné.ﬁzicé-énf{lé"diife cié6n x

Considerando la f‘ig 3 1 n dii‘ér_q;icia's finitas se puede

escribir como

S (uzh)p

p+l _ : 1Y
(Uh)l"I/Z p] (Uh)l-l/z j‘ (u h)l¢1/2 ] 1-3r2,)
X3 o BAX
° P P \2_ (yp 2
(vuh)i 1/2 J+1 (vuh)’ 1/2,3-1 _ g (hl.j) (hl—l J)
28y 2 AX
P - P
* g(hx)!-l/Z,J(Sxx er)l-llz,J
(3.8)

hP*?

i-1/2, 3 de la ec 3.8 se tiene

despe jando u
pet b - P - P
uhy iz, T Wie, g ? [(" M2, twn),? ase, j}

- gAt _ 2
2—-—[(vuh)':“2 ™ (Vund?_ H] r—[ (hy ) (h"_m)]

P - P
* g(hx)‘_”a'] (Sox fx)l -172,) (3.9)

En las ecuaciones anteriores S“x y er se calculan de acuerdo con las
ecs 3.4 y 3.8, respectivamente; hx y v son valores que se estiman en
los puntos de célculo, debido a que no son conocldos en ellos,
de la manera siguliente

(hz)‘_v2 5= -2—- (h" + hP L1, J) (3.10)
P - 1 (VP s VP + WP + VP ) {3.11)

\2
1/2,) 1,)-1/2 1, ge1r2t Vicg, e 1-1,)+1/2

3.1.2 Ecuacibébn dinamica en la direccién y

De manera aniloga para la direccién y se plantea

p+l - P P u P
YT IV L, ("‘Vh]\n sois2 T CWRN e
AL - 28X
2, . p _ P P - P 2
O L S LT g (p - mh )
- FINY T e Ay
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+ g(h?) (s,,- 50" . : o (3.12)

y'1,3-1/2 ry’1,3-1s2
despe jando a vhf?}q/z de la ec 3.12 se £1eﬁeij»:’€
T:}—uz = Vhf,]-x/z - ZAy [(v h)f je1r2 (vzh)tpj-a"/;a]
E EIA_:T[(W"):A jase™ (WVRIE jru-a] %L[(hp )2_ “‘f; 1)2]
* g(hy)‘ 3-1/2{50y” sry)f J-1r2 (3.13)

en la expresién anterlor Soy Y S[y se calculan con las ec 3.5 y 3.7,

respectivamente, y hy y U son estimadas de manera similar a las del
inciso anterior

P _ 1 P P
(h y)l -2 T T2 (hi hl Jl) (3-14)
=-p _ 1 P P P g
u“j_uz == (u' 14172, ) + u1+1/2,_)-1 * u1-1/2,j-1 + ul'l/z-l) (3.15)
b
VR jease
uhl—1/2,j&1° tell..\*i
Vh1,1¢1/2
h h
t-372,) o °1-l.J°uh °hy °uhl‘1:;*"l° uhy a2,
1-1/2,) '
- T
YRy -1z
uh) 0,510 Bily-1oWMiiis0, 5 By
vhy 'y 3,0
? 1
3 AX 4 x

Fig 3.1 Pogsiciones de las variables en la malla
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3,1.3 Ecuacién de continujdad

La ec 3.3 se puede -escribir en diferencias fihitas de 1la manera

siguiente
P+l _ P p - p
PO T  E G L SYPP O (un)y 4,2,y
At Ax
{vh)P - (vh)?
_ t,)+1/2 1,)-172
( i ] (3.16)

Con las ecuaciones 3.9, 3.13 y 3.16 es poslible conocer los valores de
las variables uh, vh y h en el intervalo de tiempo sigulente (p+1);
ademas, si se necesitaran conocer las velocidades u o v, tan solo sera
necesario dividirla entre su correspondiente tirante (h).

3.1.4 Condicicnes de frontera

En este tipo de esquemas como ya se habréd observado las variables no se
localizan en los mismos puntos, esto tiene la ventaja de que cuando se
trata de un frontera, solo sera necesario proporcionar el tirante final
(hF) y sl ademds se considera que el flujo en la salida es
perpendicular a la frontera uno de los componentes de velocidad es
nulo.

En los puntos frontera donde existe un ingreso de flujo, solo sera
necesario proporcionar el gasto de ingreso uh é vh en el sitio
adecuado, asi como considerar que el flujo es perpendicular a la
frontera ya que el dato en este sitio unicamente es utilizado para
realizar el célculo de la variable uh & vh en el siguiente intervalo.
Cuando se trate de una salida debe conocerse el tirante en (hr)' en
este caso el cdlculo de la variable en la frontera es un poco mas
complicado asi, por ejemplo, si se considera una salida, en el punto i,
J+1s2 de la fig 3.2 .
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vhl,J*l/Z i
S «bl-vhj°uh iy ouh Biaagyl Sl
S 1-1/2,) te172, 500 T
, s
R
Ay
1

o x

_?1g'3,2 VPl’xntos en la frontera

Para poder estimar el gasto en la salida (vh), con la ec 3.13, es
necesario considerar un volumen de control como el que se muestra con
linea punteada, ver fig 3.2, ademis en este punto se conoce el tirante
(hr)‘ y al considerar que el flujo es perpendicular a la frontera la
velocidad horizontal u = 0, esto simplifica el caleculo, sl se toma una
diferencia descentrada en vez de una central. La ecuacién para el
calculo de esa frontera queda de la manera siguiente

p+1 - P 1P - P
(vh)l,Jn/z (Vh)l,J+1/2 _ (‘f’})in/z.px/z (uvml-wz,;
At - T T 2A%
2.4,p _ 2 P p 2_ P 2
(v h)‘.“”2 (v h)l,j-1/2 g (h“’”) (hi“‘)
Ay 2 ay
P - P
* g(hy)l.J(soy Sry)l.J (3.17)
si u = 0 y despejando vh'l”;u/2 de la ec 3.17 se tiene
p+1 " p _ At 2. 4P - 2y P -
(V- Vhl,j+1/2 Ay [(V h)x._mfz v h)x.j-uzJ
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_ gAt p 2_ . p 32 p _ & 3P
28y [(hl,_ju) (hl.])] + g(hy)l,ju/z(soy Sry)l,yuz

(3.18)

donde hy, Soy y Sry se obtienen de la misma forma que para la ec 3.13 y
hlJ+1 = hF, ver fig 3.2.

En el caso de que la salida se localice en un punto donde la variable a
obtener sea uh se segulra un procedimiento similar al descrito

anteriormente.

Los subindices i, Jj representan la posicién de las variables en la malla
los subindices medlos indican la posiclién al centro del intervalo, el
subindice X ¢ y es la posici6n de la variable en el sentido x 6 y.

3.2 Esquema numérico explicito sin términos convectivos (vesién
conservativa)

Cuando los camblos de velocidad son relativamente pequefics, flujo casi
unforme, conviene tomar ventaja de ello y simplificar las ecuaciones

de flujo en dos dimensiones, ecs 2.36, 2.59 y 2.60. Asi, al no
considerar los términos convectivos

au”h =0 : duvh _ 0
% =0 5y

avch _ . duvh .
i 0 ; - = 0

las ecs 3.1 a 3.3 se escriben de la manera slgulente

2
% = —_g% * gh(sox - Sl‘x) (3.19)
2
RALI g; + gh(s, -s.) (3.20)
dh _ _ 8uh _8vh
at ax 38y (3.21)

La manera de resolver -las ecuaciones anteriores serd utilizando un
esquema similar al presentado en el inciso 3.1
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3.2.1 Ecuac‘iankesy- en driyr.‘erenciays‘:-finit;é

¢ Ecuaclén dlnaﬁlca direccién x

_Para una malla igual a la de la fig 3.1, la ec 3.19 se puede escribir en

diferencias finitas como

p+1 - P P ye _ P
(Uh)l-l/z,J (Uh)l-llz,j - . _B '(hx,j) (hl-l.J
At 2 - Ax

+ g(h?), (s. -s_)P

“1/72,3'%ex . Trx1a1/2,)

despe jando uh?*!

t-1s2,) S€ llega &

p+1 - p _ _sAt p .2 p.»
(Uh)l-llz,_] - (uh)x-uz,j 28% [(?]l,'j'_)i ,»(hi-

P e R ; L
* g(hx)i-uz.j(sox, S 3

o Ecuacién dinamica direccién y. - -

p+1 - P P02 _ P )2
(vh) {1 g, = VR, .8 (hhj) e y)
At 2 Ay
P - P
* g(hx)!,J-I/E(Suy Sry)x,J-t/z
p+l
despe Jando vhhj_u2 se obtiene
p+l - p _ _gAt P 12 _ p 2
(Vh)l,J-i/z (Vh)l.J-x/z Ay [(hx.J) (hl,J-x) ]
+ g(h®} (s -s )P

X" 1,)-1/2 oy fy ' 1,)-1/2

Las variables hx, h, ox? Soy.
3.14, 3.4, 3.5, 3.8, y 3.7 respectivamente.
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o Ecuacién de continuidad

la ecuaclén de continuldad para este esquema se escribe en’diferencias
finitas de la manera sigulentes

P+l _ op P - P
Mo TP - - ( (uh){ /2, (Uh):-x/z.J]

At Ax
P . p
. [ (Vh)t.y:/z (Vh):.j-x/a]

By (3.28)

como podra observarse este ecuacién es identica a la del esquema que
considera términos convectivos.

Como podra observarse el no considerar los términos convectivos,
simplifica el modelo de aproximacién.

El célculo en las fronteras sera similar al explicito en el inciso 3.1,
es decir en una entrada solo se proporciona gasto de entrada uh o vh y
en el caso de una salida el tirante (hF) con lo que la ecuacisdn para un
punto de salida 1, J+1/2, flg 3.2 se escribe como

p+l - P p
vh)y e = WVR)Y L, .. 8 hy 1,

Y3 2 By

2 (P 42
3 = (h{ )

+

p - P
* g(hy)l.j(suy Sry)l,) (3.27)

si u = 0 y despejando vhf*;’uz de la ec 3.27 se tiene

pel = uWP - gAt P 2 P 32
Vh:,yuz Vhs,jﬂ/z 28y [(hl.)n) (h!,j) }

P - P
* 8(hy) § .j*t/a(soy Sfy) 1,372

(3.28)
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3.3 Esquena numérico explicito de segundo orden

En las ecs 2.36, 2.5 y 2.60 que representan al flujo en dos
dimensiones espaciales (x-y) las variables que interesan determinar en
las diversas posicliones X,y en el tiempo son h, uh y vh. El método
explicito que aqui se propone se apoya en el panteamiento de Richtmeyer
(Ames, 1977) para un esquema explicito de Lax-Wendroff con la
diferencia que no es necesaria la matriz de Jacoblanos de este aGltimo
(Smith, 1978).

El esquema de Lax-Wendroff que es de segundo orden de exactitud, fué
aplicado originalmente a las ecuaciones dinadmicas de una gas, para una
dimensién.

En este trabajo se considera la idea de Richtmeyer y se plantea la
forma de utilizarlo para un flujo bidimensional a superficie libre, por
lo que las ecuaclones fundamentales 2.36, 2.59 y 2.60 se pueden
combinar en una sola de la manera siguiente

o, aF)((u) N ac;u) - T(W) =0 (3.29)

donde W, F, G y T son vectores columna con tres componentes tales que

h uh
W = |un|, F(W)=| u®h + g h? (3.30a)
| vh uvh
[ vh o]
G(W) = uvh . T(W)=| gh(S_ - S,) (3.30b)
- 2
| v?h + %h Sh(Sy - Sfy)

Este esquema se aplica en dos etapas, en la primera etapa t=(p +
1/2)At, se proponen, con base en los volumenes de control mostrados en
la fig 3.4, las expreslones siguientes
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p+1/2

Myiasz,y -
C M
28y 1-172, )+
wp1/2 =1 wp">:;
1+1/72,} 2 £, [
A fgp gk )L At
T 2By L+i/2,+1/25 0 %1727 )~1/2]) 2 14172,
[ (3.32)
p+1/2 = _1 P P"'. ;;f;éi;”' » -~ FP
"1.1-1/2 2 [ wl,j~l +,vx,j\] 3~2Ay FL.J Fl.j—l
At P L ; Do) o At g
24x% 14172, =172 éfzz,;ft/z 2 t,3-172
3 ) (3.33)
p+1/2 -1 [y P ‘ {ep L P
1,)+1/2 2 [ ul,j&l * ul.J, 24x% [FI.J~1 * Fi.l]
B . = T ey U
28y |Tie1/2, 34172 . 0 01-172,)+1/2 2 1,]+172

(3.34)

Con las ecs 3.34 3.34 se obtienen las variables hP'!72, (un)P*'7% y

(vh)™¥2, en las posiciones 1-1/2,J; 1+1/2,Ji 1,J-1/2; i, J+1/2. De

estas se determinan u®*}/2 y yPr1s2

Obtenidas las varibles anteriores es posible calcular

p+1/2 p+1/2 p+1/2 p+1/2 p+1s2
1+1/2,§" 1-1/2,4" i,)+1/2" 1,4-1/2 1,5

Para la segunda etapa ( t=(p+1)At), se utiliza la expresion siguiente

P+l _ P _ At pe1/2 | np+1s2 . At p+ls2  _ peis2 _ p+1/2
"hJ - ul.J ax [ 14172, 3 s-uz,;] Ay_[ 1,)+1/2 G‘.H,z] A‘TI,J
{3.35)
A partir de la ecuacién anterior se encuentran hf*;, (uh):‘: y
(vh)P*!; de ellos se calculan uP*! y vP*i
LEP | 1) 1,
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En la fig 3.4 se presentan los volumenes de control correspondientes a
las ecs 3.31 a 3.32

Los valores obtenidos en t = (p +1/2)At son una aproximacién preliminar,
para posteriormente obtener los correspondientes t = (p +1)At que son
los que se deberan considerar.

o 1-152,) cx,; 'l' 1.1{'“1/&; o
& Ay 3 Ay

p— ax —q (ec 3.28) f— &x —] teec 3.29)

1, ’ 1,

\ 4 Y

T 1

f— ax —] (ec 3.30) f— ax —] (ec 3.31)

O posicion de! vector F en el primer paso
@ posicion del vector G en el primer paso
X posiclion del vector W en el primer paso

o
D——X——0

Primer paso
Fig 3.4 Voluimenes de control
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R s W)
;—¥/z.sg|xdq.,

pe— Bx —3] (ee 3.32)

¥ valorea obtenidos en el primer paso
* posicion del vector W en ol segundoe paso

Segundo paso

Fig 3.4 Volumenes de control (continuacién)

Para que el esquema de Lax-Wendroff con Ax=Ay y T(W) = 0 sea estable
numéricamente se debe cumplir que

z, 2 1 Ax
u“+ v + vgh ] < {3.386)
[ vz &

La ec 3.33 se conoce como condicién de Courant

3.3.1 Condiciones de Frontera

Para realizar el calculo de variables en las fronteras serd necesario
realizar las aproximaciones de derivadas en forma descentrada. Esto se
debe a que en la frontera no es posible valuar una diferencia central.

Las condiciones de frontera intervienen el el calculo en el segunde
paso, ya que como se habra observado en este esquema todag las
variables se encuentran en un mismo punto de de la malla. Para el
primer paso se estiman los valores al centro de cada intervalo, Ax 6
Ay, en el segundo paso el valor en la frontera se toma en en cuenta en
el cdlculo de 1las varables en ese mismo punte, en el instante
t = (p+1lat
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A continuaclioén se presentan las ec{.xa'cione's _rqué" selutilizan para cada
frontera en cada etapa. - RPN '

- Primer paso
* Frontera {nferior

pels2 _ 1 P P _ At P P _
ul-'l/?.j T2 [ul.J +“1-1.)] 28% FI.J+F1,1
At P i _ At o
by [Gx—x/z,yuz G\-i/z.)-xlz 2 Tl-l/Z,J
(3.37)
» Frontera superior {J = ny) i
donde ny es el numero total de renglones
peis2 _ 1 P P _ _bt p P _
u\-\/z,j ) [ux,J +“\-\.1 ] 2A% F1.3+?\-;,j
At GP - cP At P
Ay 1=1/2, 34172 1-1/2,3-1/2 ) 72 1-1/2,)
T (3.38)
* Frontera izquierda {i = 1)
p+1/2 - 1 3 P ' By e P -
“1.1—1/2 -2 [ ux.) + ux.;-x) Ax 'Fln/z.J + Fs._\—uz
At p - GP _ At
28y 1,) 1,3-1 2 1,)-172 "
(3.39)
+ Frontera derecha (1 = nx}
donde nx es el numero total de renglones i
pris2 _ 1 p P _ _At P P -
1,3-1/2 T2 ["l,] M "x.j-x] [¥3 [Fx,J-uz * 1'.\-1/2,,‘-1/2
AL P _ P _ At op
24y [Gl.J G\.J-a] 2 Tl.j-1/2
(3. 40)

- Segundo paso

Como podra observarse, las ecuaciones de frontera del primer paso no
requleren de valores en las esquinas de la malla en cuestién. En el
segundo paso son considerados los puntos de las esquinas mediante
diferenclias descentradas como se presenta a continuacién
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* Esquina inferior izquierda (i

"?01 = WP . 2At [F
L]

J 1, [-¥3

+ Frontera izquierda (i

up+1 = WP _ 2At [F

1, 1,3 Ax

* Esquina superior derecha (i

(D] 1,9 Ax

upol - up - 248t [

+ Esquina inferior derecha (i

P+l _ yP
1,4 u!,j Ax

» Forntera derecha (1

WPl o yP - 24t [F

1, 1) [.¥3

- Esquina superior derecha (i

J 1,] Ax

"f*l = yP _ eAt [F

» Frontera inferior (j = 1)

P+1 _ yP At
iy T Y AX[

- Frontera superior (J = ny)

HT»I = WP _ At [F

J 1) Ax

_ 2t [r

=1)

_ 25t

ay

_ At

Ay

ny)

248t

Ay

1)

_ 24t

ay

At
By

ny)

_ 24t

dy

24t
by

_ 2At

by

[c

:
[G
[G
[G
[G

[G

p+ls2
1, )+172

p+is2
1,j+172

p+1/2
1 4-1/2

p+ls2
1,§-1/2

p+ls2
1,3+1/72

p+ls2
llj

p+is2
i,)+1/2

p+ls2
1,)

- gP*172 |- a TPt/
2 1,

- p+tlrs2 - ptls2
G ] ALTI,

- gprive ] _ALTP*1/2
1,

prl/s2} _ p+1/2
G ] Ath.

(] ]

(3.41)

1,)=-1/72 J

(3.42)

Gp&!/?] —ALTP*172

[ X¥] 1.3

(3.43)

ptha] —ALTP1/2
i,

1, 3
(3.44)

p+ls2 _ p+l/s2

l,]-l/z] AtTl,j
(3.45)

1,}-172 3

(3.46)

1,1} J

(3.47)

peisz pe1/2
-At
1,1-1/2] arTy

(3.48)



3.3.2 Procedimiento de calculo

Para poder aplicar el modelo numérico es necesario considerar una malla
en el area de interés con intervalos horizontales Ax y verticales Ay,
ver flg 3.5, que pueden ser lguales., En cada punto de la malla se
conoce el coeficiente de rugosidad n y la elevacién del fondo z; en
este caso se considera un fondo horizontal, ademas se considera x= 1Ax,
y = JAY y t = pit, el tirante hix,y.t) = h‘\". las velocidades
ulx,y,t)=u®  y vix,y.t) = VF Estas tres ultimas variables se deben

1,3 1Ly
estimar en cada punto de la malla

>
)

By

ey

Fig 3.5 Malla que se considera en el area de interés

El esquema se aplica de la manera siguiente

1. Se consideran las condiciones iniciales de las variables hidréaulicas
en toda la malla que cubre la laguna.

2. Se hace p = 0

3. Para los puntos donde entra el agua se estima el gasto de entrada
para el tiempo t=pAt y se obtienen u? hHP P

‘1{2 u?ilz y vf‘;/z con las ecs 3.31 2 3.34

, ’ )

5. Con los valores del paso 4 y la ec 3.10 se obtlenen los valores de
P+l pel p+l

By Ny Yy

4, Se calculan hf

6. Si se desea obtener el wvalor de las variables en el sigulente
intervalo de tiempo se hace p = p + 1 y se repite el proceso desde el
paso 3; de otra manera se térmlnan los calculos.
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l.os valores del paso 5 son obtenidos en los cruces de la malla, en el
primer paso es necesario conocer estos valores al centro de cada celda,
por lo que para obtenerlos se toma un promedio de lo que se localizan
en las esquinas de cada una de las celdas de interés, cuando se trata
de una frontera solec se consldera a los elementos que se encuentran

arriba y abajo 6 a la derecha e lzquierda, segin sea el caso.

3.4 Esquema numérico implicito

En los 1incisos 3.1 y 3.2 se describen dos modelos matéméaticos,
explicitos; para resolver las ecuaclones de conservacién de masa y de
cantidad de movimiento; sin embargo, también es posible conocer el
valor de las variables mediante el uso de un esquema implicito como el
que se describe en este inciso.

Los esquemas impliclitos pueden ser aparentemente mas complicados que
los explicitos; sin embargo, aceptan incrementos del tiempo mayores a
los que se pueden utilzar en los explicitos, ya que en estos el
incremento esta limitado por la condicién de Courant (ec 3.3B6), que en
caso de no cumplirse indicara que el esquema sera inestable.

El procedimlento implicito consiste en obtener simultaneamente 1las
variables de interé¢s, mediante el planteamiento de un sistema de
ecuaclones que se forma al aplicar simultaneamente las ecuaciones de
continuidad (ec 2.36), y la dinamica (ecs 2.89 y 2.60).

3.4.1 Ecuacibn dindmica (direccién x)

La ecuacioén dindmica (ec 2.58) puede ser expresada en diferencias
finitas, considerando la fig 3.1. Se puede observar que las variables
no se localizan en el mismo punto, por lo que para las casos que sea
necesarto conocer alguna variable en un sitio en el que no se calcule,
esta se obtendrd como un promedico de las que se localicen en su
entorne. De acuerdo con estas consideraciones, la ec 2.58 se expresa en
diferencias finitas de la manera siguiente
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p+il

_uPrt
1-1/2,)"

1=1/2,3" _

“anP Lo
_ _ 1-1/2,)
g(1-8) %

P e g P Y
2 |us-172,jl—u1-1/2 )
_gn L]
Lt/
1-1/2,)

(3.49)

Multiplicando la ec 3.49 por At y factorizando a “|1/2; se tlene

auP [u? | ahP
p+1 1-1/2,) 2 171-1/2,) - - _ 1-1/2,)
“rqzmj[l M + Atgn 173 ] at g(1-8)—7
1=1/2,]
azP au® P+l
_ 1-1/2,3 _ p 1-1/2,) p _ 1-172,)
A BL Vi ys2,5 By t o Uiiyse,y T BteSyp
(3.50)
p+l
despejando a ul1/23 se obtiene
an? 8zP auP
_ ~ 1-1/2,5 _ 1-1/2,3 _ i-172,)
Pl - At g(1-8) ox Atg ax At vl-l/2,] 3y
1-1/2,) P P
au |u |
1-1/2, 2 1-172,)
[1 + At - + Atgn A
t-1/2,)
p
u
+ - 1-1/2,) _ _
8u' u |
1-1/2,) 2 1-1/2,)
(1 + At - + Atgn -5 ]
1-1/2,}
p+il
Atgo ahl-x/z,J (3.51)
ax .
i 4 Ay auf_1/2‘J + Atgn? luf-x/a,Jl :
ax 8 4s3
1-172,}
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Si se hace

S ahP zP auP
Aol 1-1/2,) _ - Yyar2,y P 1-1/2,)
Ri: o= At gl1-6) ax Atg ax At Vi-1/2,) 8y
1-1/2,7) B - au® uP l
. [1 + At axl-1/2,j + Atgn? 1;;g2,1 ]
i-1/2, )
u?
oo 1-1/2,)
i-1/2,3 Rx\-a/e,) + auP |up |
[1 + At axl—ila.j + Atgn? \:;;2.1
1-1/2,) (3.52)
= Atgo
PX, 1,8, = (3.53)

auP juP |
i-1/2,) 2 -1/2,)
[1 + At - Atgn 4/3
1-1/2,)
Sustituyendo las ecs 3.52 y 3.50 en la 3.41 se tiene

a p+1

p+1 - Rx - Px 1-1/2, )

1=1/2,) 1-1/2,) t-1s2,3) dx (3.54)

Haclendo un desarrollo analogo para la direccién y, se obtiene la
ecuaclén sligulente

an® zP avP
_ _ i, j=172 _ 1, 3=172 _ P i, §j=-1/2
et _ At g(1 9)——-——-—ay Atg By At ul‘ﬂ_“2 O T
Vi, g2 T
' 1+ At avf.j-\/z + Atgn? Vf,j-1/2|
ay g 4/3
1, J-1/2
P
+ vi,j-\/2 _
avP vl |
1,)=-1/2 2 1,3=1/2
{1 + At By + Atgn —a ]
1, 3-1/2
anP*!
_ Atgo 1-1/72,) (3.55)
vp Evpfl l ax
1,)-1/2 2 1,)=1/2
[1 + At _—_—ay + Atgn —aa ]
1,)-1/2
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S! se considera

ah" azp avP
- - l,)=1/2 _ 1,1-1/2 _ P t,1-1/2
Ry - At g(1-8} Ty Atg 5y At W e TR
e ATV, . VT, y-1s2l
ay 8 /3
' 1,1-1/2
p
v
= 1,1=1/2
Migmia T et o R
e . ’ 1,)-1/s2 2 i, )~1/2
[1 At ay + Atgn /3
t,)-1/2 (3.56)
Cpy e Atgs
Py1,1-1/; F - By o t (3.57)
E 4 1,)-1/2 z 17y, 5-1,2
[l v at ay + Atgn 473
1,]-1/2

Sustituyendo las ecs 3.56 y 3.57 en la 3.55 se tiene

3 p+1
p+l = - 1,)-1/2
ta-1z SR e TPyl Ta T (3.58)

En las ecuacliones anteriores las derivadas parciales se expresan
mediante diferencias finitas como a contlnuacién se muestran

Bhy 1,0, - by oy T (3.59)
ax Ax '
dz 2 -2
1-1/2,) _ 1, ) 1-1,}
piir = ¥y (3.60)
v 89Uy 1,2, Yoz, ge1 - Yi-1s2, 51
1-1/2,) > = v 2 L
ay 1-172,) [ 28y ]
(3.61)
_ 1
Vieisz,y - 4 (V:,J¢1/z+ Yi,-1s2 + Yia1,j-1s2 * Y1~x,1+1/2)
Oy 4,2,y _ YWaisa,y " ux-a/é.J (3.62)
Ix h 28x% :
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(3.83)

(3.64)

Coav. o
8Yy yavz

S 'v'- )
u w1725 )=172 P~1,)+1/2
1,)e1/2 —= — BRI 3R —— ]
' . (3.65)
o1 Sl ‘ DT '
“1,1-1/2-" [ (u141/2,3 +19147/2, fju1-1/2;4-1~f P1¥1/2,j)
av v - v s
1,)-1/2 _ i,14172 i,)-372 (3.66)
ay 24y :

En el planteamiento se considera que

= on2_Julu -
' Sex = &N pA73 y §,=0

donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning. -

Para este trabajo se considera un fondo Horizontal por lo que

az

ax - 0

puede ser omitido

3.4.2 Ecuacién de continuidad (direccidn x)

La ec 2.60 se puede expresar mediante diferencias finitas y de acuerdo

con la fig 3.1, de la manera siguiente
pt1 P p P+l p p+l

Ly Ty : hey e, Merse,y hey 12, )%-1/2, ) .
At Ax
p p+1 p p+1
hyl,]¢1/2Vi,1+1/2 B hy1,1-1/2v|,1-1/2 (3.67)
Ay )

multiplicande la ec 3.87 por At y despejando hf': se obtiene
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R W iy v~
At P Lopel . P R P’l B -
Ry [ Yy yers2Ye e T hy ey g1re (3.88)
Si se consideran solo .
At P Pt
Ax h“x—uz.) Yioir2,)
y se sustituye la ec 3.54 en la expresién anterior, se llega a
At P pr1 _ At _
A DXy ya,y Yiois2,5 T TR i1z, Rx;-vz,j
At | ® pl
AX 1-1/2,3 le—1/2,j —Eii:ligLi
(3.69)
sustituyendo la ec 3.538 en la 3.69, se tiene
At P pr1 At P
Ax hxl—l/z.j u|-1/2,j_ Ax hxi-l/Z.J RXI-I/Z,J—
at , P p~1 p+177
12, PXlise T (h") - hl_1 J) (3.70)
Considerando
q At P pel .
a2,y = B Mz Yiowe,g (3.71)
I\ .
51-1/2.) T TAx h"s -1/2, § Rxl-l/a,_) (3.72)
_ At P
Eerz,y T A2 1-1s2,) le-1/2,j (3.73)

Tomando en cuenta las ecs 3.71 a 3.73, la ec 3.70 se puede escribir como

= - P+l _ Pl
%12,y T Sicase,y T %ieiz,) (hl,J hyLy) (3.74)

Por otra parte para la direccién y se toma en cuenta lo siguiente

P pt+1
At o v
Ay 1,)-172 “1,)-1/2
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Yy se sustituye la ec 3.58 se tlene

At - P p+1 At P
By M-z Visgo2T BT Lm0 '3"1,;-1,{1 Y
- —:—ty—h:l‘)_uz PY, e m ISR @)
considerando Lo
Y-tz —2;— hz,,,-l,z VT:_I,Z (3.76)
e T _%5- h5LJ-1/2 RY| yerre (3.77)
31.1-1/2 = —2—32 hsx,j-uz Pyl.J-]/z (3.78)
sustituyendo las ecs 3.76 a 3.78 en la 3.75 se tiene
-8 CHINE (3.79)

Yi,1-172 = ¥y ye1r2 1,j-172 “1,3 1, -1

Al utilizar las ecs 3.74 y 3.79, la ecuacién de continuidad (ec 3.79)
se puede escriblr como
P+l _ 1P - -
hl.] = hl,j PO ise, ) T Fierse, s T Wy g1 T Yy yese (3.80)
La ec 3.79 se emplea en cada volumen de control, el cual tiene como
centro los subindices 1,J, definidos por una malla rectangular que se
traza en el area de interés. Al aplicar la ec 3.79 en toda la malla se

formara un sistema de ecuaciones, cuya soluclién corresponde a los

tirantes hf‘} los cuales al sustituirse en las ecs 3.54 y 3.58,
! p+1 p+1

proporcionan el valor de ul_‘,z'J Y 1, 1-1/2

3.4.3 Condiciones de frontera

El esquema se aplica de igual manera en el interior de la malla y en
las fronteras. Como en la ec 3.80, la diferencla central requiere de
valores que se localizarian fuera de la malla, se sugiere aproximar la
derivada mediante una diferencia izquierda o derecha segin sea el caso.
Ctra forma de obtenerla se basa en lo siguiente
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5ffj«1/2 T
by
2

Teviy +

° ) °
Sole1/2, ) 1«1/72,)

o *

2

Fig 3.6 Puntos imagenes para las fronteras

Tomando en cuenta la fig 3.6 y que en el punto 1,) se desea valuar la
derivada de v, se tiene de la diferencia central que

v -
1+1/72,) vl-1/2.,|

Vg = A% (3.81)
sl se obtiene mediante una diferencia izquierda se escribe
v -V
_ 1+1/2, ) 1,3
Ve T % (3.82)
igualando las ecs 3.81 y 3.82 se tlene
u -u u -u
1+41/2,) 1-1/2,) _ 14172, ) i,)
SR = A (3.83)
despe Jando u“‘/z”|
(3.84)

ux-ua,; = 2“;,_\ * “1«1/2,)
Con la ec 3.84 es posible estimar el valor fuera de la malla y de esta
manera poder valuar la derivada con una diferencia central.
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4. APLICACION DE LOS ESQUEMAS PROPUESTOS

En este capitulo se presenta una aplicacién de los esquemas para la
simulacién de flujo en dos dimensiones espaciales (x, y), descritos en
el cap 3, con estos ejemplos se pretende establecer una comparaclion
entre los diferentes métodos presentados y determinar sus ventajas y
desventa jas.

4.1 Ejemplo 1. Esquema numérico explicito con términos convectivos

(version conservativa)

Determinar los gastos y direcclién del flujo dentro de la laguna que se
muestra en la fig 4.1, Esta presenta una forma rectangular, la cual
cuenta con una alimentacién de 1 ma/s. en una entrada de 500 m de ancho
a su vez en uno de sus extremos tlene una salida en la que el tirante
es constante e igual a 0.5 m, con un gasto de 1 n’/s en un ancho de 500
m, el fondo de la laguna es horizontal, las dimensiones de la misma,
asi como la ubicacién de la entrada y salida se presentan en la fig
4.1,

Para poder estimar las caracteristicas del flujo dentro de la laguna se
aplicara el modelo descrito en el inciso 3.1 para lo que es necesario
definir una malla, dadas las dimensiones del é4rea de interés, se
propone usar una malla de Ax = 500 m, Ay = 500 m, y At = 50 s,
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considerando ,Un"rt‘:o;e'f‘iclentre" de rugosidad de Manning de 0.02.

hr= 0.5 mT_jSO EH

I

Lol 2000 m
.uh ='1.0 m%/s
750 m

i 1

[ — 5000 m -

Fig 4.1 Esquema de la laguna

Con el esquema propuesto én el inciso 3.1 se elaboré un programa de
computo que se utilizé para determinar los gastos y direcciones del
flujo dentro de la laguna, después de que se estabilizarén los valores,
(1500 iteraciones), es decir que los valores entre dos iteraciones
consecutivas practicamente no cambiaron, se obtuvieron los resultados
siguientes,

TABLA 4.1 Gastos y tlirantes en los distintos puntos de la malla
Gastos en la direccién y (UH)
I=1 1=2 I1=3 1=4 I=5 1=6 1=7 I1=8 I=9 1=10 I=11

0.000 0.161 0.226 0.244 0.247 0.245 0.239 0.223 0.185 0,106 0.000
1.000 0.580 0.369 0.286 0.259 0.250 0.244 0.236 0.193 0.091 0.000
0.000 0.115 0.186 0.233 0.246 0.250 0.253 0.260 0.260 0.026 D.000
0.000 0.143 0.210 0.238 0.248 0.253 0.263 0.280 0.360-0.224 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 O.000

[N SP SO SO )
o
P W -

Gastos en la direccién y (VH)

I=1 I1=2 1=3 i=4 1=5 I1=6 I=7 1=8 =9 I=10
J=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
J=2 -0.161-0.064-0.018-0.003 0.002 0.006 0.016 0.038 0.079 0.106
J=3 0.258 0.147 0.065 0.024 0.010 0.012 0.024 0.080 0.182 0.197
J=4 0,143 0.067 0.028 0.011 0,005 0.010 0.017 0.080 0.415 0.224
J=5 0.000 ©¢.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0.000

Tirantes (H)

I=1 I=2 I=3 I=4 I=5 =6 I= I=8 I=9 I=10

1
1.118 1.110 1.099 1.090 1.080 1.071 1.062 1.054 1.048 1.047
1.122 1.109 1.089 1.080 1,080 1.070 1.061 1.052 1.045 1,044
1.110 1.106 1.098 1.089 1.080 1.070 1.059 1.047 1.030 1.037
1.109 1.105 1.098 1.089 1,079 1.069 1,057 1.041 0.998 1,035
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.500 0.000

ol el
o n i
UG WN —



entrada
3 —_— — - - - - / !

Fig 4.2 Esquema repesentativo de las direcciones del flujo dentro de la
laguna

4.2 Ejemplo 2 Esquema numérico explicito sin términos convectivos
(versién conservativa)

Para la misma laguna del ejemplo 1 es posible conocer la direccién del
flujo dentro de la misma aplicando el esquema descrito en el inciso 3.2

Para la aplicacién de este esquema se elaboré un programa de coémputo
el cual se aplico para poder determinar las caracteristicas del flujo,
se considero Ax = Ay = 500, At = 50 s y un coeficiente de rugosidad de
Manning de 0.02, después de que se estabilizarén los valores, (1668
iteraciones), es decir que 1los valores entre dos Ilteraciones
consecutivas practicamente no cambiaron, se obtuvieron los resultados

siguientes.
TABLA 4.2 Gastos y tirantes en los distintos puntos de la malla

Gastos en la direccién x (UH)

I=1 I= I=3 I=4 I1=5 1=6 1=7 I=8 I=9 I=10 I=11
J=1 0.000 0.248 0.269 0,259 0.252 0.248 0.241 0.225 0.190 0.111 0.000
J=2 1.000 0.421 0.283 0.257 0.251 0.249 0.244 0.232 0.195 0.083 0.000
J=3 0.000 0.174 0.231 0.245 0.249 0.251 0.252 0.252 0.233 0.023 0.000
J=5 0.000 0.157 0.218 0.239 n.247 0,253 0.262 0,291 0.382~-0.223 0.000
J=6 0.000 C.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
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TABLA 4.2 Gastos y tirantes en los distintos puntos de la malla
(continuacién)

Gastos en la direccién y (VH)

I=1 I=2 I=3 1=4 I=5 I=6 1=7 1=8 I=9 I=10
J=1 0.000 0.000 ©0.000 0.000 0.000 0.000 G.000 0.000 0.000 O.000
J=2 -0.248-0,020 0.010 0.007 0.005 0.007 0.015 0.035 0.079 0.111
J=3 0.331 0.117 0.036 0.012 0.007 0.011 0.028 0.072 0.191 0.194
J=4 0.157 0.060 0.021 0.008 0.005 0.010 0.028 0.091 0.395 0.223
J=6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000
Tirantes (H)
I=1 1=2 1=3 I=4 I=5 1=6 1=7 I=8 I=g I=10
J=1 1.108 1.099 1.088 1.078 1.068 1.058 1.048 1.039 1.033 1.030
J=2 1.125 1.100 1.088 1.078 1.068 1.057 1.047 1.038 1.030 1.028
J=3 1.101 1.095 1.086 1.077 1.067 1.057 1.046 1.035 1.022 1.021
J=4 1.097 1.083 1.086 1.077 1.067 1.057 1.045 1.030 0.980 1.011
J=5 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.500 0.000
I salida
4
r - - - — — - -t I \
/ 7’ - - = -t — A / ,
entrada
—_— _-—-b — -y — — - - A / ’
\ - —_ — - — - — -~ ’

Fig 4.3 Esquema repesentativo de las direcciones del flujo dentro de la
laguna
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4.3 Ejemplo 3 Esquema implicito

Se desean conocer las caracteristicas del flujo del ejemplo 4.1 pero
aplicamdo el esquema implicito descrito en el inciso 3.4, para poder
realizar el calcule se considero una malla con Ax = Ay 500 y At = 500
s, el método fue aplicado por medio de un programa de cémputo, que
despué¢s de estabillzarse las varlables en el tiempo 7500 s, (15
iteraciones), se obtubieron los resultados siguientes

TABLA 4.3 Caracteristicas del flujo dentro del recinto

Gastos en la direccién x (UH)
I1=4 I=5 I=6 1=7 I=8 I1=g I=10

66 0.252 0,246 0.243 0.232 0.196 0.127 0,043
B5 0.248 0.247 0.246 0.238 0.206 0.126 0.037
38 0.248 0.252 0.252 0.255 0.239 0.161 0.051
3

I=
0.
9 0.368 0.
0.
0.231 0.251 0.255 0.25% 0.275 0.361 0.081-0.133

[ 2y SOy T

nronoan

Gastos en la direccién y (VH)
I=1 I=2 I=3 I1=4 I=5 I=6 1=7 I1=8B =8 I=10
-0.118-0.019 0.009 0.005 0.001 0.003 0.008 0.028 0.041 0.043
0.037 0.048 0.034 0.012 0.001 0.007 0.023 0.081 0.137 0.123

1
2
3 0.219 0.108 0.042 0.010-0.001 0.009 0.026 0.126 0.251 0.211
4 0.065 0.042 0.017 0.004-0.001 0.005 0.011 0.072 0.609 0.130

Lo oL

Tirantes (H)
I=1 I=2 I=3 I1=4 =5

1.066 1.043 1.030 1.019 1.007

I I= I=8 =g I=10

0
1,068 1.043 1.030 1.018 1.007 0.

0

0

6

995 0.983 0.973 0.868 0.867
994 0.982 0.971 0.865 0.965
994 0.981 0.966 0.954 0.857
994 0.8979 0,957 0.8916 0,943

1.047 1.040 1.030 1.018 1.007
1.044 1.040 1.031 1.020 1.007

[ S ANy S
o un
B LN -

En este ejemplo el gasto que se presenta se encuentra localizado al
centro de la malla y se obtuvo como un promedio de los gastos que se
localizan en la parte media del intervalo Ax 6 Ay segln sea para
estimar en la direccidén x ¢ y.
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Fig 4.4 Esquema de las direccliones del flujo.

4.4 Ejemplo 4 Esquema numérico de segundo orden

Para conocer las caracteristjcas del flujo en la laguna del ejemplo 4.1
se propone utilizar el esquema descrito en el inclso 3.3, para lo cual
se elaboré un programa de cémputo en el cual se propone emplear un Ax =
Ay = 250 m y un At = 20 s, después de S00 iteraciones practicamente no
variaron los valores. En la tabla 4.4 se consignan los resultados
encontrados

TABLA 4.4 Caracteristicas del flujo

Gastos en la direccién x (UH)

I=1 1=2 1=3 I=4 1=5 =6 1=7 1=8 1=9 I=10
J=1 0.000 0.136 0.212 0.263 0.263 0.259 0.241 0.230 0.219 0.212
J=2 0.000 0.195 0.146 0.182 0.163 0.161 0.149 0.145 0.141 0.141
J=3 0.500 0.430 0,296 0.238 0.188 0.171 0.157 0.155 0.153 0.154
J=4 0.500 0.400 0.276 0.218 0.170 0.160 0.152 0.155 0. 155 0. 156
J=6  0.000 0.127 0.0839 0.113 0.110 0,129 0.137 0.148 0.151 0. 155
J=6  0.000 0.041 0.080 0.121 0.133 0.151 0.154 0. 158 0.156 0.156
J=7 0.000 0.054 0.064 0.120 0.130 0.151 0.153 0.160 0.161 0. 166
J=8 0.000 0.061 0.072 0.120 0.131 0.146 0. 146 0.149 0.146 0. 146
J=8  0.000 0.044 0.0867 0.121 0.132 0.152 0.154 0.162 0.164 0.170
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I=11

0. 206
0. 140
0. 1852
0.155
0.156
0.153
0. 169
0.143
0.175

I=1
0.000

~0.125-
0. 000~

0.000
0.1886
0.201
0.130
0.085
0.000

—
i
-
—

.000
00s
.003
.009
. 004
.011
.004
.008
.000

00000000

.010
.030
. 025
. 017
.013
.988
.000
.001
.995

Or O

Gastos en

I=12 ' I=13 1I=14
0.203 0.1393 0.188
0.141 0.135 0.134
0.152 0.144 0.141
0. 155 0.148 0,146
0.156 0.153 0.157
0.152 0.153 0.162
0.174 0.185 0.1893
0.144 0.143 0.144
0.186 0.188 0.211
Gastos en
1=2 1=3 1=4
0.00C 0.000 0.000
0. 109-0.086-0.024
0.090-0.007-0.002
0.11C0 0.117 0.090
0.144 0.164 0,108
0.066 0.121 0.083
0.061 0.073 0.057
0.027 0.045 0.029
0.000 0.000 0.000
Gastos en
=12 1=13 1I=14
0.000 0.000 0.000
0.006 0.00S 0.008
0.006 0.011 0.011
0.015 0.023 0.023
0.013 0.021 0.022
0.021 0.026 0.033
0.008 0.008 0.024
0,012 0.014 0.054
0.000 0.000 0.000
Tirantes (H)
1=2 1=3 1=4
1.001 1.003 0.894
0.989 1,004 0.981
0.997 1.001 0.991
0.994 0.999 0,990
0.983 0.995 0.987
0.992 0.997 0.890
0.986 0.996 0.987
0.989 0.987 0.9880
0.986 0.995 0.987

TABLA 4.4 Caracteristicas del flujo (continuacisn)

I=

19 I=20

0.116 0.094 0.052
0.081 0.067 0.037
0.074 0.056 0.028
0.073 0.050 0.024
0.081 0.040 0.018
0.044 0.030 0.008
0.053 C.014 0.012
201-0.119-0. 147-0.0486
024 0.000-0.372-0. 196

la direccién x (UH)
I=15 I=16 I= 1=18
0.176 0.157 0.144

0.125 0.111 0.104

0.129 0.112 0.103

0.134 0.121 0.110

0.145 0.129 0.110

0.143 0.118 0.032

0.172 0.175 0.145

0.151 0.235 0.

0.311 0.438 0.

la direccién y (VH)

1=8 I=6 1= I=8
0.000 0.00C 0.000 0.000
0.001 0.012 0.014 0.012
0.018 0.020 0,017 0.011
0.067 0.046 0.028 0.018
0,070 0.039 0.019 0.008
0.050 0.026 0.012 0.007
0.033 0.017 0.008 0.004
0.018 0.010 0.006 0.004
0.000 0.000 0.000 0.000
la direccién y (VH)
I1=15 I=16 1=17 1I=18
0.000 0.000 0.000 0.000
0.017 0.016 0.020 0.026
0.028 0.024 0.033 0.042
0.049 0.041 0.089 0.075
0.056 0,046 0.081 0.103
0.085 0.077 0.131 0.148
0.088 0.080 0. 148 0.158
0.117 0.107 0.267 0.297
0.000 C.000 0.500 0.500
I=5 1I=6 1=7 1=8
0.9893 0.987 0.886 0.982
0.992 0.986 0.985 0.981
0.991 0.986 0.985 0.981
0.981 0,986 0.885 0.982
0.989 0.985 0.984 0,981
0.992 0.887 0.986 0.983
0.989 0.885 ©.983 0.980
0.991 0.887 0.986 0.983
0.989 0,984 0.983 0.980
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0.
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0.
0.

1=9
.880 0.

.977 O,

19 1I1=20

000 0.000
031 0.049
046 0.074
075 0.108
084 0.128
117 0. 188
121 0.160
162 0.180
000 0.000

1=10

877
978
976
877
876
978
975
978
974

979 0.
979 0.
880 0,
978 0.
980 0.
978 0.
981 0.

I=21

00000000

.000
. 000
. 000
. 000
. 000
000
.000
000
. 000
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TABLA 4.4 Caracteristicas del flujo (continuacién)
Tirantes (H)

I=11

.974
.874
.974
.974
. 873
L9758
.972
.9786
.971

L. L L L
Wn i menn
WH-NOU & WN -
CO0O000000

entrada
—_—

I=

COO0OO0O00O00O0

12 1=13 1I=14 1I=15 1I=16 1I=17 1I=i8 I=18 1I=20
.972 0.968 0.868 0.965 0.965 0.963 0.962 0.963 0.9861
.972 0.969 0.967 0.964 0.964 0.962 0.960 0.961 0.958
.972 0.969 0.968 0.964 0.964 0.962 0.961 0.862 0.860
.972 0.969 0.967 0.964 0.963 0.961 0,960 0.961 0.959
970 0.967 0.966 0.961 0.961 0.958 0.957 0.959 0.956
872 0.868 0.867 0.962 0.962 0.958 ©.957 0.959 0.956
969 0.965 0.961 0.857 0.957 0.947 0.946 0.954 0.950
973 0.970 0.968 0.962 0.961 0.844 0.946 0.962 0.959
. 967 0.963 0.956 0.851 0.924 0.806 0.906 0.922 0.943
T sallda
SRV /\ A

Fig 4.5 Esquema de las veloclidades dentro de la laguna

' 4.5 Comentarios

OCOOO0O000CO =

3N
—-

.863
.9B61
.962
.961
. 958
. 958
.854
. 964
.942

. Al comparar los resultados del ejemplo 4.1 con los de 4.2, se puede

observar en las tablas 4.1 y 4.2, que los resultados son practicamente

identicos, por lo que que se puede decir que los términos convectivos

no influyen en el cdalculo;

sin embargo,

48

se observé que cuando el



ESTA TESIS MO DEBE
SALIR DE LA BIZLOTECR

volumen almacenado es pequefio y los gastos de entrada y salida grandes,
el considerar la conveccién provoca una lnestabilidad del esquema, lo
que no ocurre cuando el volumen almacenado es grande y los gastos de
entrada y salida son pequefios. Por otra parte, cuando no se toma en
cuenta la conveccién debe existir el término de friccién de lo
contrario se producen oscilaciones que no se desean. El1 tiempo de
calculo empleado en ambos ejemplo es del mismo orden, con la ventaja
del que no toma en cuenta a los términos convectivos, presenta es menos
complicado de usar.

El ejemplo 4.3 presenta en los gastos un similitud buena con respecto a
los dos primeros ejemplos, los tirantes son parecidos a los obtenldos
con el método de segundo orden sin embargo, el tiempo de calculo que
emplea este esquema es mucho menor, debido a que el intervalo de tiempo
es mucho mayor, (10veces mas, At = 500 s} aunque presenta el
inconveniete de tener que resolver un sistema de ecuaclones asi como un
posible problema en la memoria de la computadora cuando se trate de

mallas muy grandes.

En el ejemplo 4.4 como podra observarse la malla utilizada tiene un
Ax = Ay = 250 m , que es la mitad del utllizado en los otros ejemplos,
por tal motivo y para poder representar el mismo problema, se deben
considerar dos puntos de entrada de flujo, en la malla, con el
proposito de tomar en cuenta que el gasto total de entrada sea en una
distancia de S00 m. El calculo de las caracteristicas del flujo se
reallzé en 500 iteraciones; sin embargo el tiempo de computo fue mayor
al de los esquemas utilizados en los ejemplos 4.1, 4.2 y 4.3.

El considerar un Ax menor al empleado en los esquemas anteriores se
debié principalmente, a que al utilizar un intervalo de 500 m las
direcciones de las velocidades no presentaban la orientacién de los
esquemas anterlores, causa por la que se disminuyé el intervalo de
longitud en ambas direcciones, después de correr el programa con el
nuevo intervalo, se observé que el patrén de flujo era igual al
obtenido con los métodos anteriores.
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5. CONCLUSIONES

Después de probar varlos esquemas numéricos con y sin términos
convectivos se llego a demostrar la influenclia de ellos en la lnercila
del flujo. Estos elementos pueden ser determinantes en la estabilidad
del esquema, ya que cuando se consideran y el cuerpo de agua es pequefio
provocan alteraciones; sin embargo, si la laguna es grande y ademas el
gasto de entrada salida es pequefic no es importante su presencia. Por
otra parte cuando se desprecian los términos convectivos debe existir
la friccién, de otra manera, las ecuaciones corresponderian a un caso
ideal con ascensos y descensos permanentes del nivel.

Los resultados obtenidos con la aplicacién de un modelo implicito son
adecuados pero este tipo de esquemas tienen el inconveniente de tener
que resolver un sistema de ecuaciones que cuando tienen mas de 1S5
incégnitas representa un importante tiempo de computadora, aunque con
este tipo de esquemas no presentan grandes problemas de inestabildad
como los explicitos ademas de que es posible utilizar un incremento de
tiempo mayor.

Los esquemas anallizados presentan resultados adecuados como podra

observarse, en las figs 4.2 a 4.5 , los patrones de flujo son
similares, ademds los valores de los gastos del mismo orden.
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En general los esquemas presentados proporcionan valores adecuados, la
diferencia que existe entre ellos es el tiempo de calculo empleado, los
métodos explicitos ocupan un menor tiempo de calculec por lo que podrian
ser utilizados para obtener resultados preliminares, asi como tener una
idea clara del patron de flujo & bién en cuerpos de agua en los que la
diferencia de velocidades sea pequefia y puedan ser despresiados los
términos convectivos

El esquema implicito proporciona valores similares a los esquemas
explicitos con la ventaja que la definicién de las condiciones de
frontera es muy sencilla, basta con considerar el gasto de entrada y el
de salida sin embargo, tiene la desventaja de tener que resolver un
sistema de ecuaciones, que es el que influye en el tiempo de cAlculo.

El esquema explicito de segundo orden presenta valores muy parecidos a
los métodos de primer orden, pero tiene el inconveniente de tener que
usar intervalos de longitud y tiempo menores por lo que se incrementa
el tlempo de calculo.

En tiempo de calculo el que ocupa menos es esquema implicito sin
términos convectivos, en segundo lugar el que considera los elementos
convectivoes, en tercero el método implicito y por ultimo el esquema de
segundo orden.
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