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Introducción 

Este trubajo trnt1~ i;nbrc n~tractos nbsulutos (de vecindad) y cxtcmtorcs absolutos (de vecin
dad), oonccptos c.'ilrcchauicntc relacionadotJ entre sí y con problemas relativos a extensión de 
fl.1ncioncs coutiuu11S. 

La pm;ihilidn.d de extender tum Cuudón continua. Coi tuto de los h..>UJM qm~ más ha.u ocupado 
a los topólogos, cncoutrluidtltic trnhajos cu este mmpo que <latan de principios de siglo. 
AdcmM este tema bn nmutc1údo tm im¡mrtaucia a través del tiempo y en él quedan atiu gran 
cantidad de problcnuui ahicrtoH. 

Los objctivOR de u.te trahajo son los Niguicutes: 
(1) Dc8cribir w1a nueva Cam.ilia de f!Xlcm1nrcH, lm1 llamados espacios .. erizo'", para varias 

clases de espacios. &ta nueva Íluuiüa de cxlctumrcs presente. la propiedad de 6Cr universales 
para espacios ructrizRblcs. Además da lugar a una caracterización de aipadoi; normales por 
colcccioues y uormalcs. 

(2) Demostrar la relación AR(C)~ AE(C), cuando Ces la clnsc de espacios ultra.uorma.lcs, 
ultraparacompacto11 y p-cspacios paracowpn.ctos. 

De ct1tos dos resultados se obtienen importantes corolarios, tales oomo carnctcrizaciones 
de espacios métricos, r.xtensorcs para eipncios tdtr1Wonun.Jcs, 1dtrapnracompactos, 111m. dc
mrn;tración indirecta de que los et1pacios erizo ~u completamente mctriznbles y unn. caracte
rización de espacios normales eu términos de extensión de funciones. 

Dcmostracioncff y/o tesuhndos originales dcl autor tiOD los siguienteR: tcorcn1n..<; 1.2.2, 
1.2.4. Sección 2.5 cu su totalidnd1 cu el lema 3.1.2 y t.'tl el teorema 3.1.3 los dos últimos 
inciso!f, tt.-orcma 3.2.1 1 corolario 3.2.2, lt..•orcma 3.2.3, oorolarios 3.2.4 y 3.2.6. Secciones 3.3. 
y 3.4 

A través de la tesis uliü:to profm1ruucnte cl método de encajar espacios cu los llamados 
espacios tutiversales, lo que .i.iu1plifica mucho ulguun.s demostraciones. 

Eu cl capítulo O, liC t."Stnblcccn nlgunos rc:mltados y definiciones de In topología general que 
serán de utilidad en el resto del traba.jo. &te capítulo incluye tnrubién teoremas de cx:tcm.ión 
y teoremas de cuca.ji~ pn.rf\ nlgttnwi clf\SCS de espacios. Con e;toti teoremas de extensión oo 
presentan los ejemplos ha.stn nhorn ronocidos ele extensores. 

En cl cnpítulo 1 1'C introducen los conceptos de AR y ANR, &'iÍ romo algunos resultados 
importantes en c:;ta. área., t.i.lcs como lu. caracterización de nlgunos AR métricos como espacios 
completamente mctrizablcs. 

A oontinun.ción ac definen cu d capítulo 2 los conceptos de AE y ANE y se cstabJccen 
propicdad<'.s de cxteru1ió11 para nlguul;lS cla8CS de espaciOB, Se presenta además In. demostrnci6n 
de c¡uc los r:apacios erizo son extensores para nlgunas clases de espacios, y se obtienen algunas 
oousccucncia.s importantes. 

Bn.rmdo cu los rcsulta.doi; de los tres primcrOfi capltulos, en el capítulo 3 enuncio las rela~ 
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clones existentes entre A{N)R y A(N)E y se ohtieucn lo.s 1•quivalc11das 1111!uciunacln .. " t•u d 
punto {2) de esll\ iutroducdón. 

Sir.mprc que Me mcndouc ht. pala.hm ~pf\cio, se supmulrií. que r.i~ trn.t.a tic tul c~¡m.cio 
topológico. No ec ¡>rcHupauc ningún n.xionHL de scparndlm para lrn> espacios a menos que se 
mencione cxplicilRllumtc. Uslll'é In. ¡m.lahra íuuciún sin que t~t>la ncccsariaincntc r.ontiuuidn.d. 
El HÍmhulo • denota el fin de 1ma dcmuslrución. Eu los capítulos I'f'lntivos a l!Xlcmmrm; y 
relraclus, uso ln. abreviación A(N)R {l'\rn. significar qttc !iC trata. de tlll AR, rcspcctivauwnte, 
dP. 1111 ANR. Lo nú11mo 8C a.plic" para A(N}E. 

Notad6n 

IR 
IN 
IQ 
I 
A-
A-• 
IntA 
Int8A 
No 
Bd(z,e) 
B,(x,<) 
IXI x.,y 
llull 
l'(A) 
fg 
n ... Y. 
JIA 
/7 
¡No 

Los nWucros reales. 
Los ru'uncros 1ULl11ralcs. 
Los m'w1eroi; ra.cioua.lcs. 
El intervalo [O, !J. 
La cerradura de A cu el espacio global. 
La. cerra.dura de A en B. 
El interior de A cu d. e;p11Cio global. 
Fl iuterior de A respecto a B. 
La cardiualidad de los naturales. 
El conjunto {y E Xjd(z,y) 5 <}. 
El conjunto {y E Xld(x,y) < <}. 
La cardinalidad del conjunto X. 
X es homeomorfo a Y. 
La norma de y. 
El espacio de Hilbort basl\do en un conjunto A . 
La compoYici6n de las fuucioneg f y g. 
El producto lopológico de los espacios Y.. 
La l'C8tricción de f al conjunto A. 
El cubo de Tychonoff. 

FJ cubo de Hilbcrt. 



Capítulo O 

Preliminares 

Bite N1.pít11.lo couHÍK1c C8CUcialnlt:Utc de dcfinicioncM y tco:rcmas (prnpoMcioncs} que serán 
11ccc1mrim; •:n lrn1 rapítului; pOHti:riorm• de eilr. trahajn. Muchos son resulta.dos bien conocidos 
de la Topnlogia General. No incluyo tmlll.8 la.s dcmnslrn.cioncs. pero CUl\Udo éstas no oon 
prcscntndn.s se scirnla la reforcucis. para W fin. 

0.1 Generalidades sobre espacios Topológicos 

Eu aata 11ección definiré n.lguuus tipos especiales de apacios topológicos y nlgunas propiedades 
nsocia.dl\S a ellos. Sigo la.<J definiciones dfldas por [IUnow]: 

Definición 0.1.1 Un e.tpacio topnlógicn X e..• llamado T3 .ti pera todo cerrado F en X y 
todo punto :z: E X con zl$ F eri.ttcn abierto_, U, V en X tale& que 

zEU, FcV UnV=0 

Si X c.t T3 JI T0 , cntoncc.'!I X e.t llamado wgular. 
Teorema 0.1.2 Sea X un e.spacio rr:gular. 

(1) Sí G u abierto en X y x E G. enfoncc.'!I ezi.•tc un conjunto abierto U en X tal que 
r.E u e u- e G. 
(2) X C.!I un f'n•pacio lfa11.•dorff. 

Demostraci6n: Véruic fllinowJ pag. 129. • 

Deflnici6n 0.1.3 Un eJpacio X e.• llamado T3 , 12 .•i para Wdo cerrado F en X y Wdo 
:z: E X\ F. cxi.!l~e una función confintJa /:X - [O, 1} tal que 

/{•) =O, /(z) = 1 'lz E F 

Un eJpacio X e.• llamado oomplctameutc regular o TychonofF .!li X c.• 7j112 y T0 • 

Teorema 0.1.4 Todo c.tpacio 7j,1, CJ un e.tpacio 73. 
Demostración: Véwsc [RiuowJ pag. 173. • 

Deflnici6n 0.1.5 Un e,,pacio topológica X e.• llamdo un c.tpaeio n $i para todo par de 
(.errado.• dújunto3 A, D en X ai.'lfcn abicrlo.!1 U. V talc3 que 

ACU, BcV. UnV=0 

3 



Un c.1pacio X ~ llamado uorma.l Ji X r~• T..a y '.lj. 
Teorema 0.1.0 Sea. X "" f'..tprtcio nonnrtl. Enfonce..•: 

(1) X r.• regular. 

CAP17l'LO fJ. PRELl.\llN.-tRES 

{!)Para cada F cerrado en Xv G abierto en X tal r¡ue F C G. ezi.•te un abierto U en X tal 
qu' F e u e u- e G. 
(,f) X "' 7)¡chonoff. 

Demostración: Vr . .n.sc (ruuuw] pag11. 132, 173. • 

Deftnici6n 0.1.7 (1) Un c.•pacio normal X c..• llamado pcrf1.!d1uucntc uormnl, ,,¡ todu 
cerrado en X e.. G 6 • 

(l!}Un eJpacio '.lj X e3 llamado complctiuncute uonnal Ji para cada par de conjunto.• A,B 
que Jatüfaccn AnB- = 0 =A- nB. r.zi.dcn abicrlru ajeno., U. l'. tale.• U/U' A e u IJ Be v. 

Deftnici6n 0.1.8 SupángaJe que {X.hes c.• una familia J,. c.•p11cia.: fopolúgirn,; di.•jnnto,4 

por parejaJ. Con.!iclére.te el conjunto X = LJ X 1 y la familia T de todo.• lo.e conjunto.• U C X 
•ES 

tale.• que Un X 1 e.e abierto en X 1 para toda JJ E S. Entonce.• (X,T} f!-' un e.•pacio topólogico 
y eJ llamado la Juma de loJ e.•pacioJ {X1 } 1 es. denotado por EB.es X •• En el caJo de doJ 
.curnauclo.• Je deno~ará por X+ Y. 

Lema 0,1.9 (1) Si un e.•pacio topológico .•e puede. rcprr:Jentar como la unión de una 
familia {X.hes de Jubconjunto" abicrtoJ diJjuntoJ por pareja.•, entonce" X= EB.esX •• 
(2) Una función f de la Juma EB.es X. a un e.spacio topológico e.• continuo .si y .cólo .•i la 
cornpo.•ición /i., donde. i 1 e.J la identidad e.n X., e.s continua para toda " E S. 

Demostración: {EngclkingJ ¡mgs.103·104. • 

Deflnici6n 0.1.10 Par~ cada ~pacio X, el peso w(X) de X .~e define corno 

min(IB 1 18 e. una lxm dr. X). 

0.2 Espacios de Adjunción 

Deftnici6n 0.2.1 Sean X, Y t!..,pacio.• topológico., y f : X - Y una función. f e.e llamada 
un encaje. Ji éJta eJ la compoJición de un homcornorfiJuw y un r:ncaje, eJ decir ,,¡ cxi.ttc un 
.subeJpacio L de Y y un homcomorfi,,mo f' : X --+ L tal que f = iL/', donde iL e.s la inclti.Jión 
de L en Y¡ clarn.mcnte L· = /(X). Si para un e3pacio X eúJte un encaje hOmcomórfico 
/ : X - Y en un t!.!pacio Y , X e..• llamado encajable en Y o Je dice que X c.ctá encajado en 
Y. En re>umrn X"' /(X) =Le Y. 

Definición 0.2.2 Sea. Y un con} unto arbitrario, (X, T) un c.•pacfo Wplllágico y¡>: X --+ Y 
una función Jupraycctiua. La topología determinada en Y por r(¡i) ={U e Y 1 p- 1 (U) ET} 
e.e llamada la topología. identificación. • 

Definición 0.2.3 Sean X, Y doJ c.•pacio.s topológicoJ, Una función conti11ui1 p de X 
Jobre Y eJ llamada una identificación .•i la Wpología. en Y t!J exactamente T(p). c.•to c.•, lo.• 
conjunto" U abit:rlo.s en Y .•on aquello.e y JÓlo aquello.• para fo.• r.ualc.• p- 1(U) cJ abierto en 
X. 
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Teorema 0.2.4 Sr:trn X,}' r;.1¡uu~io.1 top11ló9ico.1, 1' : X -t Y llna función cmitinua y 
. .abre. 71 r~1 una id1:ulificacilm ,1Í y .11ílo .1i p1m1 cada c.Jpacfo tl1p1iló9ico Z y cada función 
g : Y - Z la r.ontirrnillad dr. !11' rmplar:a 111 de g. 

De1nostrnciún: Vt .. 1..ne {Dugumlji {l)J pag, 123. • 

Deflnici6n 0.2.5 Sr:rrn X.}'" d11,1 1:.1par.io,1 tupoló!JIClM di.•jimttM, A e X tm .1uhr11njunto 
rr.rrado, y f: A - Y 1uw. ftrnr.i1ín r11ntiuua. J _qeuera 1·n X+ Y una relación de equivalencia 
dada por n - f{a) pura cada u E A. El c.•¡Htr:io topolñ9ico cticit:ntr. a..1í obtenido e" llamado la 
adj1mción de X a Y por f y $1: denota X U¡ Y. f c.t llamado la f1mrir'm de adj1111rión. 

Teorema 0.2.0 Sea ¡1: X+ Y - X U¡ Y la ft.mción r.ocicntc. Entonce.• Y t'.!lá rncajado 
como un "ubconj1mto cerrado r.ri X U¡ Y lwmr.umorfo a }'' y p Ir e.e 1m homcomor/i.Huo. 

Dcn1ostración: Vén .. •w !Dugundji (1 )j pag. 128. • 

Lenta 0.2.7 Ob.,é.rue.•r que, por la definición dr. la lopologi'a en Z =X U¡ Y, 1.l(A) c.• 
abir.rfo (ccrradn) w Z .•i y .cóln .•i ¡1- 1¡,o(A) CJ abierto (c1:rrado} e11 X+ Y. 

Demostraci6n: Véa.He jlliuowJ pag. 112. • 

0.3 Espacios lineales 

En esta sección 5C trn.tará.n RlgunM gcncrn.lidadcs sobre t!Spacios topológicos lincnlcs o espacios 
vectoriR..lcs topol6gir.011. &tos espacio:. son muy imporlfl.nlC8 en la. teoría de cxtcm1ióu de 
funciones. 

Deflnici6n 0.3.1 Un a;pacio topológico lineal e.t un t:.Jpacio vectorial L $Obre el campo 
IR de lo.1 númcrn.• rr:alc.• junto c11r1 rma top"lo9ía Uau.tdorf! tal que la .•urna x +y y la nmlti .. 
plleaeión e.tea/ar ur. .rnn conli111Ja-' como frmr.ionc": LxL - L y: DlxL - L. en donde Dl. 
tiene la topología 1uual. 

E¡jemplo 0.3.2 
Todo c.<1pncio vcc:torla.1 nor111n1lo e; un a;pndo liuen.I topológico con la. métricn inducida 

por la norma. 
Dcfini.:i~n O.:..:: Sea L 1m r..•pac10 top0Jóg1co lineal arbitrario. Un conjunto K r.n L e.t 

llamado COllVf".XO 3i y .tólo .ti para indo mí.mt·ro finito de punto" en K. digamo3 x0 ,:r. 1 , ••• ,:r.n 
3c cumple que 

Cl'tJT-o+01X1 + ... +onXn EK 

para toda combinación de m1mcro" rcalt:.• no 11egati1uM o-0 " •• ,cr,. que $ati.•fagan 

aa +01+ ... +a .. =1 

Definición 0.3,4 Para cualquier conjunto S en L un t:.Jpaeio lineal topnlógico, la inter· 
.•ección de todo.• lo" co11juutn" r.ouucxoJ' que conticuen a S (que fácilmente J'C puede probar 
e" fambiér' con11c:z:a.) e.• llamada l1¡ cuvolvcutc c:nuvcx:a de Sen L y denotada Conv(S). & 
decir. Conv(S) r..s el con11t:xo máJ pequeño que contiene a S. 
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Para e.a.dan E IN, de/ínaJe Conv,.(S) por 

z E Convn(S) t-t 3 .1!11¡..,, ;an ES 3 >.,; ... ,..\n E ["la.le.-. que z = t..\¡41 
•=I 

t A; = 1, -1, 2: O Vi. 
•=I 

Finalmente 

Co1lv~(S) = LJ Gon1•.(S). 
n=I 

Ob.H!rve.H! que Cor1v00 (S) e.t el cm1junto de toda.t (aJ combinar.ione., convexa.• de demento.• 
de S. 

Lema 0.3.5 Si A eJ un .tubr.or.junto de un eJpaáo lineal topológico, entoru:r..• Couu(A) = 
Conv~(A). 

Demostraci6n: Véase fVan Mill) pag. 8. a 

Deflnici6n 0.3.0 Un t!.!pacio topológico lineal L e.• llamado k>cnlmcnte convexo _,¡ y .•óln 
Ji pare todo punto z E L, t.oda vecindad dr. :z: contiene una ve.cindad r.01rnexa de x. 

Definici6n 0.3. 7 Un ,.__,pacio lineal normado completo eJ llamado nn espacio de Da.un.ch. 
Ejemplo 0.3.8 El espacio C(X} de todw; las funciones continuas de Wl espacio oompaclo 

X o. loH reales ron la topología inducida por la nonna del supremo CH 1u1 espado de Bllna.ch. 

0.4 Algunos resultados en extensión de funciones 

A contiuuaciáu se csl~bleceu alguun.s dclitüciones y teoremas importantes para lo. teoría de 
extensión de fw1cioucs. 

Deftnici6n 0.4.1 Una función continua J : X - Y CJ llamada una e.ztcn..ión de la 
función g : A - Y, .si A C X y g coincide con la rt:Jlricciórt de J a X. 

Eu primer lugar flC tiene el cxmoddo lcorcma de H. Tictze 
~ore me 0.'1..2 Ser:. X ur. c.;p¡¡,:i.; T., F tm :m¿curijuni.CJ cerrado uo vacío de X y f una 

función continua acotada de F en Dl. EntonceJ ezi!tc una función continua 9 dr. X en IR., 
tal que f(z) = g(x) Vx E F y ademáJ .•e cumple 

~~/(y) $ g(x) $ !::~/(y) Vz E X. 

Demostraci6n: Véase [fünowJ pags. 171-173. • 

No es esencial pedir que la función Aea acota<ln. &! puede considerar que la función no 
es n.c:otada y ouütir la condición en las rotn..s. Iumcdia.truucntc se obtienen dos con:wcucndM 
de cetc teorema: cualquier fünción rontiuua / : F -+ JRn y cun.lquier función / : F - Qt 
coutimm1 donde '"1 ce tui cardinal y Q = {-1. lJ se ¡mcrlr.n cxtend1:r contiunnmcutc ll X: 
simplemente ec dcscompouc f en sus ooordcundRS y se obecrva que la cxteusión de C'.nda 
función coordenada oouducc a la cxtcusibu de In función originn.I. 
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El siigundo l.t."on~nm t~ li\ 1!.Xtcusibn tl1lda. por Ougun<lji al l.f!c.tl"llH\ 1fo Tictt.I'! 
Teorema 0.4.3 St:ll X WL t:.•par.fo mélri1:íl arbitrariiJ, A un .mbc11nj1rnfo cr.rradn d1: X, 

L "" t:..•pacin lirit'al for:ilimt'utr: rorwcro y f: A - L 1nw fmu:11í11 corilíuua. E1¡t1111n.~ 1Ji.~t1 

111w rrtcn.•ión F: X - L 1/c f: mlcuw.• F'(X) C Curw(f(A)). 
Demostración: Vé<L<;t: !D11p;111ulji (2)J pagt1. 3[,7.JJS; cu c:.c m.isrno artíc11111 ne presenta 

ntrn pruclm (pagi.;. 358-359). 11 

Pc.W<1t1:riPr11umtf" ~· pn•-;1•11tnri'iu otros korcmn..'i cfo c.xtcnsh'm, los cualci; rc11uicrc11 otru..'i 
cldiuiciuuc11, 

0.5 Propiedades de Cubierta 

Definición 0.5.l U1111 familia {A1 } 1 e~· de -'Ubcoujurtto., Je tm t:-'pacio t.Jpoló9ico X c..• lc>
rnhucnlc fu1itn .•i para todo p1mto .;r. E X e.xi.de una vecindad U de x tal que rl wnjunto 
{A E S 1 U nA. ~ 0} 1:.• finito, Si todo pllnto 1/c X pouc una ur:cindad que itttr:r.•ccta a lo má..• 
1m conjunto de la familia dadu. entonce., .'le dice que la familia 1:., discrd1~. 

Clarw:ucntc cun.lqufor íamilin discreta I!'> locn.lmculc finita pero d recíproco uo .se cuu1plc 
en geuernl. 

Lema 0,5.2 En toda familia localmente finita {A,}.es -'C pre.•enta la igualdad 

(LJA,t = LJA~ 
1€S 1€S 

Demostraci6n: VécL'H? (RinowJ p1ig. 279. • 

La propiedad de N<?r discreta se preticrva oou cerraduras: 
Lema 0,5.3 Si (A, ),es c.• una familia loc:almr.nte finita (rc.•pect. di.•creta), critonce.ll 

{A; }.es c.• también una familia localmente finita (re.llpcct. di.•cre.ta). 
Demostrnci6n: Véase (Dugundji (l)J JNlg. 82. • 

Definici6n 0.5.4 Una familia U C.• llamada u-lor.almr.ntr. finita (re.,pcct. tT· di.•creta) 
.•i U ~ la unión contable dr. familia., cada una de la.ll cuale.t t:-' fucalrnente finita (rc.,pect. 
di.•r.reta). 

Deftnici6n 0.5.5 Sea. X un t' .. •par:io, {A,},es una cubierta de X y {/,}.es una familia 
de funcione.,, donde J. : A. -+ Y. Se dice que 14.ll funcionc8 /, -'º" compatible.s _,¡ para todo 
par ai,a1 de elemento.• de S, .•e tiene que 

Mediante la fónnttla: 
/(r.) = /,(z) para z e A, 

.lit! define tma función f: X-+ Y, que c.• llamada la combinación de /4.'11 funcione.• {/,},es 11 

.•r. denota por r:I .llÍmboln <>.esf •• 
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Lema 0.5.6 (1) Si F= {F,).i:.'i t!,4 una r.1tbfrrt11 lm:almt!hlt' finita 1fr ccrra1fo., 1fr rm 
c.tpacio X y {/.},e.'i• donde J.: F. - Y c.1 mm familia de ftrnr.10111~.• continua.• compatiblcit, 
cnfonceJ la combinación f == O,es/. e.• una frmc.idn continua ilc X ni Y. 
{f) Si la familia :F = {/.},es, dandr. f. : X - Y., .ti:pn.ra pnnlo.t, c11fo111:r,t la dia_qcmal 
I = o .es/. : X - n.es Y, c.t inyedioa. Si adrmá..~ la familrn :F M]JtJ.ra ¡11mto.• 1lc ccrradn.•. 
r.ntonr.e.• f e.1 un 1:ncajc lwmcamor/11. E11 particular, Ji 1.·xi.•lr rmn g E S tal que f, r.t 1m 
encaje homeatnorfo, enlonce.• f e.• un enca;e ht1mcomorfo. 

Demostración: Vb:L'te [En~clkingJ pags. lllO, 114. • 

Definición 0.5.7 Sea X un r:orijunto llJ va.cío. Si U = {Un )nET .!/V = {Y;J }tJeJ .•1m 
do.• familiaJ de ~ubconjunto,• de X. entonce.• U r..• un refinamiento de V o (U refina a V), en 

.tímbol1u U< V, .•i 'I' '/; 0. ,,¡ LJ U0 = U v;i y .•1 cada clr.mcnfo d1~ U r..•t1í contenido en algún 
<>ET i1€J 

elemento de V. 
Definición 0.5.8 Sean U= {U0 ) 0 e·r !J V= {\'ii}11ei doJ cubierta.• de rm cortJtmto X. Si. 

A e X !/ p E X. entaucC.1 ... e tlt:ncn la .• JÍguicntc.11 definir:ionr.,: 

St(¡>,U) 

St(A,U) 

u· 
u"' 

u(U.~· E u.) 
U{U0 IA n U. 7' 0) 
(St(U0 ,U)IU0 E U} 
{St(x,U)\x E X) 

Se dic.e que u C3 un e.• trdla n!.finamiento de V (U <. V) Ji u· < V !/ que u eJ un b,,. 
refinamiento de V (U <A V},,¡ U6 <V. 

0.6 Teoremas de encaje 

&t.a es unn. de llLS liCCcioncs tuiw importantes de este capitulo, pues como se mcudouó, WU\ 

de la.e técnicas de demostración de los rcsu.hadott principales del presente trnbajo, HC ha.sn. cu 
el uso de los &iguicntcs l.t.-oremn.s de encaje. 

~oriemA 0.6.1 Para cadn eJpacio mdn·Eable X, cxi.•te un CJpacio lineal nonnadn Z y 
un liomcomorfi.smo /1 de X .!!obre un .mbc.spa.cio hlX) de Z d cu.al CJ c.crr::do en •ti ,.nunl
vente convexa Cmw(h(X)). AdcmlÍ.•, Ji X c.s .separa.ble., Canv(h(X)) también. lo c.•. Má.• 
generalmente: ~i u1(X) $"(,entonce"' w(Conv(h(X))) :S 'Y• 

Demolltrad6n: Podemos suponer que ln. métrica p en X es o.cotada, pues si no fuera ruií, 
ac tomtt. la siguiente métrica eq11ivale11tc 

'( ) p(x,y) 
P x,y = 1 + p(z,y) 

POI' lu tf\Uto podemoK cousidernr qui! X tiene <liá.mclro 5 l. 
Considérese cl conjunto Z de todn..o; las fu11doncs continuas y acotadas dcfinidR.S de X a 

JR. Se toma la métrica <le la convergencia wüformc cu Z: 

p(f, ./2) = •111> l/1(x) - /,(x)I parofi, /, E Z 
zEX 



y 
1/1; •up lf(,)j ¡mra f E Z 

~~x 

Clarn1ucnl1! z. cou lflh opcradoru·N 1Jgchr¡Úc1u. cl1\Hicas. ~ tul 1~pado lineal uonun<lo. 
Pnrn ddinir d bo111c11111orii!tmu /t: X - h(X) C Z ~;e dcfirw tma foucióu fr E Z, Mociada 

con cl puuto z E X, por~ .. (úrurnln / 1 (y) = p(,r,,y), y sen 11(.e) == f:r Vz E X. Se proh11rá que 
h es IUIU ismur.tria (y, por lo tnutc>, uu hnuwumorfismo): 

y ¡>11rn cu1alquicr !1 E X M! ticue 

a.si flUC f>f.f11 1 ,f:r~) S: r(.r:¡ ,r.i }. &t11s dcsig11aJcln1h~8 dr.um•• .. tran que J>f../r1 •Ín) == /~ZJ ,zl ), e; 
di:dr, lt oi una ¡,.0111drfo.. 

qu1:dn por clc~moslrar fjllc li(X) es cerrado cu su cuvolvcutc convexa Cam1(h(X)). Sea 
fe Corw[l1(XJ) y !i1tpc'1ugnsc q111! 

J =.~~fr., 
donde f:r., E h(X). Como/ 1.:stéÍ. cu la cuvnlvcntc rouvr.xu. de l1(X), / 1!<:1 1uia combinación 
lineal convexa d1~ clcmcutm; de h(X}, 1~ decir existen puntos ao,. .. •ª'- E X y uúu1cros rea.les 
J>0sitivoo .\o, .•. ,..\1; tnlm; que 

t ' f ; 2:, A,J.,. donde 2:, A, ; !. 
'"'º '"'º 

Sin pétclicla dc! gcncralidacl se puede suponer que l1L'i a. 0011 clislintas y que alguna A,. digamos 
,\,, sathiÍllCe ln. oondidóu .\i ~ 1/(k + l). Entonces 

Como lillln-oa f:r., = f, t!C Sigue que limn-c:o z,. = °<J· Por lo tnnto f == /q0 E lt(X), 
Para prob11.r la S(•g1111da afirumcibu del tcorum1l, supóngase que X es separable. Corno 

X CR J~UU .. 'OUU>rfo a Ji{X), c:;te 1'tltimo tn.uihién es ~r ... r~b!c. s..: ... e Ull rubcspa.cio denso y 
nunu:rnblt! ,]r. h{X). Lu.. bULcoujuntos fi11itos dr. e forman Wla fn.mHia nwucrable r. Sea 
7 = {r.,, ... ,c11 } llll suhcrn1juuto fuüto arbitrario de C. La envolvente convexa Conv("Y) de: 
7 Di Conv(I') = Conv,,('y} por cl lema 0.3.5 y por lo tanto, se concluye que es separable 
si se ronsidcra el conjunto E= {r1c1 + ... + rnenJr; E q, que tS denso en Conv(')'). Como 
Q = Cmw(C) e:; la wt.illn UIUJU!rab)c 

Q ; Conv(C) = U Oonv(7) 
-..r . 

de 11111t familia de conjuntos 1.;c(Utrubles, Q uúsnm. es separable. Sea D WI denso muuerablc 
cu Q. Se nfirmn que D ai denso en JI :::: Conv{la(X)). Sea .: E H y 6 > O. Exit;ten puntos 
/1 ,. ,, ,/,.E h(X) tn)uH c111c 

z = f t;J; 
i=I 
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donde 11 El y 

f:1,=J 
•=I 

C)ffiO e es denso cu h(X), existen C¡ •••• ,c" E e tales que 

¡;,¡,,e,)< ~6 

pnra toiln. i = 1, ..• ,n. Si p n!prcscntn. al punto 

de Q, cnlonr.cH 

¡;,:,p) 5 ¿1,¡;,/,,c,) 
o::I 

< (t,1.H 
6 
2 .. 

Como p E Q y D Cfi denso c.•u Q. cxiHtc 1u1 punto a E D W •111c 

Entonces 

6 
¡;,p,a) < 2· 

¡;,z, a) :S p(:,p) + p(p, a) < 6, 

CAP1Tt"LO O. PRELl.\l!.\'.4.llES 

lo que prueba que D es denso en H. Para la tercera afirmación obsérvese (1uc si w(X) S 7 1 

enlences cxii;tc 1m ronjuuto D' dcm10 en X (por ser X 1m espacio métrico) tal c¡uc ID'I :5 7. 
W Jeutul'ltmdúu M! M~uc U.ilhu cH lit. i.<.:&unJu. p.$.Itc.;, ;¡¡ 

Existe otro teorema de eucajc para espacios métricos. Para c11w1ciarlo M? requiere la 
definición de el eJpacio erizo: 

Jl1jemplo 0.6.2 
Sea S lUl conjunto de cardinWidad -r ~No y sea I. = lx {.l!I} Va E S. Se define In. siguiente 

relaci6n de equivalencia cu LJ I.: (z,at)..., (y,a:i] si y sólo si z =O= y o r. =y y A 1 = .. 1 • Se 
.. s 

verifica que la formula 

{ 
!z-y¡ 

p({(z,•1 JI, {(y,a, )J) = z +y si .• , ="l• 
si ª' :F 62 

define una métrico. ci1 el conjunto de clases de LJ la• Parn un c.ardinal fijo r, cl espacio 
•ES 

metrizable as{ obtenido no depende (salvo homcomorfismos) de la clccci6n del oonjuuto S; 
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c:tlc CHJ>adn f~ llnuuulo d fo:1padu 1:riiu de! T u.piua.s y tiC dcuoht por J(r). Se puede ver que 
para lrnl" ,• E S la fuudóu j. <ld int.~rviJu [ n .!(r) definida m~diantc In formuJn j.{r.) = [(z, A)J 
e:; 1111 eucajc isométrir.o, La f1u11iliu. d(~ Lncln.. .. hLo; hohL"i cou ra<lio radomJ y ccutro en los punto:-. 
[(r,.•)J, domh• res 1m ulmwro racioun..I, 1~ mm h1L.,1~ para J{T): a...,i que w{.l(T)) ::; r; pero 
como d lillht!SJmdo de J(T) r.on~ist1•11ti~ di~ los punto~ de! la forma [( 1,.~)j l~ m1 c:;pa.do discreto 
df! rn.rdinalidad r. ~? hip;111~ r¡ue w{./fr)) = T, 

Teorema o.0.3 El t'.ipt1cio !.ThJ]No d~ Hi.i copin.• dd t:rl.:o .1(--r) !:.t univt.r.tal ¡1u.ra tndrM 
!n.t c.,par.io.1 md1·iznbl1:.~ 1lf' pt:.w 1' ::?. N¡_1 • 

Dcn1ostración: Clnra11wul1: [J(1' ,¡Nu t..."4 mt c~¡mcio mt•lrizahh• de peso 1' y por lo tanto 
tiene! 1um l11L'i1! u-di11rri•ta. Sen ~ 1m ci;wi.cio mdrizahlc d1· peso -y ~ Ho. Existe w1a base 

B = {U.}.es parlL X tal c¡ur. S = LJ S,.doudc B, = {U,}!-C!'", f-:-i •mJt f1tm.!lia. di~~rcta ([llinowJ 

·=· pag. 292). Se ptwdc Mlponcr que IS! ="Y (jEugclkingJ pag. 34}. Sin pérdida de generali-
dad se pnerk Nt1pu11er ta111hit'm r¡uc S rniucide cou cl ooujunto tL-;ndn J><Lrn la coustruccióu 
del CfiJH\cio tXizo .!(;). Pa.ra tUI par fijo i,k de números 1111.tura.lcs y ctrn.lr¡uicr" E s. e s 
dcnúte:m por V. la uuiim cl1• todos los 111Ít!Ulbros dt! B ,_. c11y;L'i rcrrarlur1L'> 1~tán ronkuidlLo; en 
u •. Por lo tanto v.- e u .. !.Cgím cl lcum 0.5.2, IL'\iÍ fjtlt! existe IUHL funci1'.i11 J. : X - l tnl que 
J.(X \U,}= {O} y /,(V.)= {1} {lr!Ulll de Ury1mh11). Por cl !cm;\ 0.5.3 {U,-}.es, r.::-; discreta; 

por Jo tanto, 11Ur.iuhrm1 dislinloN de c:tt11 f1uuilia. son cfü;juntos y cl coujuuto A, = LJ u,- e> 
•ES, 

cerrado. Para toda s0 E S, el conjunto A, \U.~ = U{ U¡-j11 E S, \ {-"o}} también es cerrado, 
nsi que A¡ = EB .. ts, U,- por el lema 0.1.9. De a.cuerdo al mismo Jcnm. si g¡,.l:(z} = j .. /,(z) 
pnrn z E U,- .11 E S. y j. romo ante:;, se define tma función continua g,.k : A, - .!(¡J. El 

conjunto B; = X\ LJ U_. (!'i cerrado y 1111.ti:;face A.- U B, =X; Ja foución /;.1, : B, -+ J(7) 
•ES, • 

definida por /.,.c:(z} = j.(O) ¡mra toda ;e E B, t.:; compatiLle con Yi.k• a.sí c¡ue la combiua.cióu 
/i¡,k = gu,Of¡J<: X -t J(')') es continua (lema O.ti.6). Si i,k recorren los natura.les se oLticnc 
1u1a familia {hi,1- }~= 1 de funciones a.111ti1111;u; de X n. J("Y); se puede verificar que C'lla familia 
~para. puntos de ccrrn.clo11. E11tnncc11, por el lt..'Orcmm diagonal (lema 0.5.6(2)), X &! puede 
CUClljfU' CU (J(..,)JNo, • 

Definid6n 0.6.4 Un r..•par.io G6 abJolu.to eJ un upaci1J mé.trico que .1Íemprc que e.•té 
enea.ja.do en un C-'pacio métnºco """' un G6. 

Lema 0.6.5 (1) Todo conjunto encajado en tm e.•pacio mt!trico, homeomorfo a un C.1pacio 
métrico completo, e.• un G6. 
(2) LoJ t!-'pacio.• métrico.• complclo.• _,epa.rabie.• cninciden cun lo.• .'llubconjuntoJ G6 del cubo de 
Hilbcrt ¡No. 
(3) Cada :iubr.onjuntn G5 de un c.'llpccio métrfo; X u lwmeomorjo a tm _,ubconjunto cerrado 

de xxnl!o. 
UJ Ser completa.merite me.triza.ble C.J hereditario rc.1pccto a Jubconjunto.'11 G6 • 

Dcmostraci6n: Véase (Kumtow11ki(l)j pag. 430 y 229 y {E11gclki11gJ pag. 342. • 

Del teorema wtlcriur se obtiene el siguiente corolario: 
Corolario 0.0.6 Todo C.'llpacio completamente mctri::a6le de pc-"O S T .•e puedf! encajar 
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como .mbeJpacio cerrada de J(; )Nu. 

Demostración~ Pur cl Lcornuu,, X M! puede cucaja.r en d 1!ti1mdo métril'tl J(r)Nn. Como 
cl espacio es completo cnlonccs es tul G,, nhsoluto, por lo que X e; lUI Gt. cu ./( T )No. Pur 
cl lema 0.6.5 todo 1mhronj11nto G,, de m1 espncio métrico es homcomorfo n tm suhconjunto 
cerrado de X x ml-41. Entonces ba.RlH. probar que IR es eucaj11ble como MUbcspncio r1~rrado en 
J(N0 )l, porque entonces X scrfa tm subcspncio cerra.do de J(r)NllxJ(N0 }Nr1 y, 1x1r lo tanto, 
sería. un suhcspado cerra.do de J(T)No. Cualquier núm~ro real a se puede reprc:>cnlnr en 
la forma a = k + t donde k es w1 número par (rc1>pcct. imp11r) y ltf ~ l. S? definen 
Ju.s funciones continuos j,g ; m-+ J(No) mediante 1ns forumJM: j(2n + t) = [1 - ltl,n] y 
g(2n + 1 + t) = fl - jt! 1 nJ, domlc n es un entero arbitrario y !ti $ l. Se puede verificar 
que la función diagonal /O g separa. puntos y puutos de cerrados. por ejemplo en el Cl!JiO 

de ioR enteros: si= e; w1 entero par(:: = ~1), f(z) = ll.nj. y g(.:) = [O,nJ, mientra.o; que 
/(O)= 11,0]. Si z es impar (z = 2n + 1), /(z) = ¡o,n],g(z) = ¡1,n]. 

Por el lt.'Orcme. diagonal (lenm 0.5.Cl(2}) /og ~ tm encaje de X cu J(N0 )2 • Y como M! 

puede observar, la imngcn de la función diagoun.l e. de hecho todo d erizo J(N0 ) 2 • • 

Teorema o.e. 7 Un CJpacio X e.• Tychonolf .•i y .. ólo .•i c.• homcomorfo a un .. ubc.•pacio 
de un cubo de Tychonoff rr, donde r = w(X). 

Demostración: Sea 8 mta. base de X con j8 J = 7. Considérese la fam..ilia 'P de todas 
la.<1 parejas (U11 U2 ) de miembros de B tales que existe wrn. fuudón continua f: X - I que 
mtisfacc 

1 
/(U,) e ¡o, :¡l /(X\ U,) C {l]. (0.1} 

Obsérvaie que para todo punto z E X y tocia vecindad U2 E B de z existe U1 E B tal 
que z E U1 y le. parcjn. (U1 ,U2 ) pertenece a P, pues X es Tychouoff y existe wrn. f1mción 
conlinua /:X - I lal que /(x) =O y /(y) = 1 para y E X\ U,; el conjunlo ¡-1(iO, !lle,; 
twa vecindad de x, así que existe U1 E B que satisfncc 

xEU1 C ¡-'(!O,~)) e U, 

y le. pareja (Ui.U2 ) pertenece a 1'. Attigucsc 1~ cada pareja (Ui.U2) una función f: X - I 
que satisfaga (0.1) y dcnótesc por F la familia de ln.s funciones u.sí obtenidas¡ como 11' / = 7, 
Be tiene que ¡¡: 1 S 7. Por el teorema diagomd (lema 0.5.6(2)) y puesto que X es To. basta 
probar que le. fa.milla ecpa.ra puntos de cerrados, Sea z: E X y F un cerrado en X que 110 

amticne e. z. Existe Ui e B tal que .:r: E U2 C X \ F, y por la ob1wrvación anterior existe 
también U1 E B tal qua z E U1 y (Ui,U2 ) E 'P. &a f la. fundúu 'luc ba.Lil'lfact! (0.1) w.ocia<la 
• (U.,U2 ). Entonces 

1 -- ---- ·-
/(x) < 2 y /(F) e /(X \U,) e {l}. 

MÍ que /(z}$ /(F) lo que demut.'8tra que :F scpo.ra puntos de e.errados. 
Le. otra. afirmación ai evidente, pues ¡-r es tm espacio Tychonoff. • 
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Corolario 0.0.8 El c11b11 dt> lhlbcrt ¡Nu r..~ 1mivcr.H1.l para todn.• ln.• e..t~acitJ .. rompado.t 
mr:ln:ahb:.• y para todol.f In.• c.•p11.ci11.• mcirizabli!.t upe.rabie.•. Por lo tanto R o también lo "--"· 

Demostración: Uu t,;pflcio cc11111mc:tu es mctrizahlc 8i y síiJo f>i e> scguudo muucrahlc. La 
scguud1i 1úirmnciúu !';(~ dt!NJ1rcnd1? tld l.(~ur1~wn 1u1t1!rior. a 

Corolario 0.6.0 Uu e.•pacio X t~.• r.ompaclo Ha11.td1irff .•i y .. óla JI c.• homcomorfo a un 
.•ubc ... pacio cerrado de 1m cubo de Tyclwnoff r.,. 

Demostración: Si X 1~ l'.cl111pado Hausdorff, cntouccs X e; normal y, por Jo tanlo, 
Tydu111off. Dd teorema :;e ~g1w q1w cx:iHte IUI encaje f de X en Jt. PPro /(.\") ~ C.OIUJU\do 
en c1 cubo di""! Tyd1onoff, por lo qmi t..."i cerrado. U\ olru impliC"acióu r.-> evidenlt~. • 

Corolario 0.0.10 Totlo e ... pacio mciru.ablc completo y .separable ,te puedf'. r.nr.ajar cnmo 
un .sube.•pacio cerrt1.do en fR~J. 

Demmtt.raciúu: Por cl teorema., todo ~pfl.cio metrhmbJc sepa.rabie se pucdr! encajar como 
rubcsp/\Cio en mNi.1• Si X 1!8 1uJcuui.-; cxnupletruucnlc 1'uetrfaahlr. ui 1u1 G6 absoluto (lema 
0.6.5) y, por lo tnnto, ~ tui G~ cu IR~. Por cl lemn Q.6.5 6C sigue que X t-,; liomcoworfo a 

Wl h'UbCSJltlCÍO cerra.do de JRNo X fil No, y este 1Ütimo espacio l'S hotnNlUIOrfo a JRNo. e 

O. 7 Espacios topológicos y propiedades de cubierta 

Deflnfoi6n O. 7 .1 Sea X un e.•pacio topológico y 7 un cardinal infinito. 
El c.•pacio 71 X t:.• llamado uorutnl por 7·colccdoncs .•i para toda famil1-a diureta (Fa )aeT 

de .subconjunto.! cerrado ... de X de cardinalidad a lo má.• 7 uÍJte una familia diJcreta (G0 ) 0 er 
de abierto" en X, tale., que Fa C G0 Va E T. f:' e..•pacio 71 X CJ llamado normal por 
oolccciones JÍ para toda familia di.•crcta :F= (Fa)aer de 3ubconj1wto.s r.crrado.• de X cxi,,tc 
una familia di.•crcta fJ= {Gu}aer de .•ubconjunto.1 abierto.• de X talc.s que F .. C Gn Vo E T. 
X e.! llamado ht:rcditariamentc nonnal por t".olcr.cionc.1, ,ti ü1do 3ubc3pacio dr: X c3 normal 
por colcccionc,,. 

La definición dadil para espadas normales por colecciones rs NJ:11ive!cntc a. fa aiguicutc:Un 
espacio T1 f'R nonn~ pvr '}· oolcccicmcs ~ y Bólo fi para toda. l-uuilia. discreta {F. }.es de 
subconjuutmJ c:crrados de X de c.ar<liunJidad $ "'f r..xiHte 1m11. Íllmilia. {U1 }.es ti\! .-;ubconjuntos 
abicrtoR de X tal que F. e U1 y,, ES y U, nu •. = 0 lii a'# a'. Aquí es suficiente observar que 
un espacio que Mtisfa.ce esta condjción CR nonnal por colecciones: Claramente cl espacio ce 
uornu.J, MÍ que para m1a fatnilfo. discreta {F1 }1es dt: h'U.bconjuntos a?rrados de X los cerrados 

clisjuntos A= U F. y D =X\ U U1 estén contenidos en aLi.crtc>s ajenos U y V. Se puede 
.es .es · 

verificar fácilmente que la úun.ilia {V1 } 1es, donde J'. :::: U1 n U. Ni djHcreta. 
Lema 0.7.2 Sea X un e.tpacio nonnal por co/cáone.s y F= (U.}.es ttna familia di.Jcreta 

de Cen'ado.s en X. EntotiCe.! a:i..tcn .subconju1tlo3 u. abierto,, cri X tale.• que F. e u. para 
cada 11 y (U,-} e.s uria familia di,, creta, 

Demostración: Dr. la definición de nonunlidad por rolcccioucN se obtiene una familia 
{V.} de abiertos en X taJ c¡uc F. e V. 'tia e S y la fanülia {V. }.es es discreta. Al .ser el 
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espacio normal (porque es normn.1 rxir colccdones), pam cad1l F. cxii>tr tui Rhicrto U. t!ll X 
tal que F. e u. e u.- e v.. Eutonccs la. famili1~ {u.-} cumple Ja.s propiedades rcqucridM .• 

Definición 0.7.3 Sea X un e.tpacio inpológir.o y 1' un cardinal irijiflifo. Untz compa.cti
ficación de X e.• un par (c,cX) donde e.X e.• 1m e.tpacio compacto y et:.• u11 lwmcomurji.ww 
e: X - c(X) V" tiene c(X)- ; cX. 

El e.!pacio X C.J de dimcnWóu cero ,,¡ uiJte uua ba,te para .m topolo.qía cot1.,i.•te11tr. de 
"ubconjunto.J de X abie1·to.t y ccrradoJ a la ve.:. 

El e3pacio X e• Paracumpa.cto ,,¡ toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto 
loca/mente finito. 

Un e..paeio topológico f!3 ultra.normal ,,¡ CJ 7i y cualc.tquicra do.t .Jubcrmjuntn.• ccrrado.t 
di..tjunto3 del e,,pacio e,,tán contenido_, en doJ cnnj1infM di.•junto.1 abicrto.1-rr>rrn11'1 •. [.03 t:.:f· 

pa.cioJ t;ftra.r.,;ruuJ.lc.J .wn prt:cl.•amente aquclloJ cJpa<:ÍoJ talcJ qric IndX = O (/Naga.ta(2)/ 
pag. 9). 

Un r-Jpacio topológico eJ u..ltrapa.ra.compa.clo .ti e• HatMdt1rff y .•i toda cubierta abierta del 
c.tpacio tiene un rr:finamicnfo localmente finito formado por coujunlo,• abiertoJ-cerrado3. 

Un C.Jpacio X eJ llamado totahucutc uomml ,,¡ eJ 71 y para toda cubierta abierta U e:z:i.ffc 
una cubierta abierta V tal que v· < U. 

Una. función continua f: X - Y e.! llamada una función perfecta Ji G! .•obre, cerrada. y 
cada ¡-1 (JJ) e.s un conjunto compado en X. 

Teorema O. 7 .4 
(1} Todo eJpacio paracompacto Hau3dor.f! e.t normal. 

(!!) Todo e.tpacio uudometri.:able e.s paracompacto. 
(9) Un c.,,pacio ,._. ultraparacompacto .si y 3Ólo Ji t:J ultranonnal y paracompacto. 

Demoetraci611: Pura (1) véase !IüuowJ p.1g. 280. Para (2) vé1t.11c [Garda.-M., TamnrizJ 
¡>age. 243- 244. 
(3): Si X ai ultmpR.l'acompncto, clrmuucntc es paracompacto, por lo que bn.stn probar que X 
ca uJtranorma.l. Primero lit! probará. que todo Jluuto de X tiene uno. ha.se de vecindades que 
consiste de conjuntos abiertoiJ-cerrndos (es dcdr ind X =O !Nngata(2)J pa.g.!J). Sea z E X 
y eca. Yz w1a vecindad abierta. de ;z:, Para c.ndn y yf z sea. V11 una vecindad abierta d.c y que 
no ooutieuc n z. Sea A tW rcfinanúr.nto ahi"rlo-r~rr!ldo !or.nl.ncnt...: fwilu Ju {Y~/z E X}. Si 
(} E A ca tal que z E C, entonces O C Yz. 

St:an A y D cerrados diHjnutos en X. Pnrn cada. J: E A rea. Vr 1um. vcchu!a.d abicrta-cerradn 
de z tal que V.. n D = 0. Sea {C¡li ET} wi refimuuiento abierto-cerrado, localmente finito 
de {X\ A} u ¡v,¡., E A}. El oonjunlo 

C;U(C;liET yC,nA;<0), 

a1 un ronjunto abicrto-cerrn.do que contiene a A. Se obm:rva qnc C n D = 01 lo cual prueba. 
que A es ultra.normal. 

<:=)Sea {O¡}¡er 1we. cuhiertR. abierta. de X. Sea {Oj};eu m1 refinauúento abierto, locul
~nte finito. Como X es normal, existe 1m refinamiento abierto {Oj}iEll tal que OJ C <Y, 
para toda; E H. Como X es ultra.uonnnJ, existe WI conjw1to abierto.cerrado e,,. para cacln. 
j EH, tal que 

a; e C;cOj. 
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Entum~eH {CJhen CH lut n•fiiuuuit~Ulu iJJierln-ct~rrn.do. 1ocalwcnte fuütn dt: la cubicrl!l. origi
mJ. • 

Teorema O. '7.5 (1) Un t:.•pnr.ia X e.• ¡iaracornpado Hau.,d11rff .ti y -'ólo .•i e.• totalmente 
n11rmal. 
(2) Todo t!.•¡mc:io campar.tu Hau.•dnrff c., llltalmentr. normal. 

Demostración: Pn.r1t. {1) V<~Ui(! {H.inowJ pag. 325. Pura (2) véase {NngntaJ pag. 9!>. a 

Teoren1e. 0.7.6 U11 c.•par.io X r:..• normal.,,¡ y .tófo .,,¡ t!.$ normal por No·colcccione.•. 
Demostración: Supóuga.sc que X es normal y que (F~)neLV e; wm ooleccióu discre~a 

ttttmt•rn.hlr. dt• suhr.oujunto~ <X!rrados de X. Entonces A1 = (j F., es Wl <" . .onjuuto cerrado (por 
n=l 

lema 0.5.2) y F1 al <liRjuuto d1! A 1• Existe un abierto G1 en X tal que 

F, e G1. G¡ n A1 = 0. 

La fumili1L (Gj' if1,F3, ... ) es wm fn.milía cliscrcla unmerahlc de subconjuntos de X. Por 

lo tanto G¡ U LJ Fn = Al ,,. 1m cerrado y cxit0te un abierto G2 <le X tal que F2 e G2 y 
=3 

G; n A2 = 0. EutoucCR (G¡ ,G:¡ ,F3 ,F'4•·· .) es una fü.milin. discreta munera.blc de e.errados. 
Usando inducci6u finit.n. flC obtiene 1lllB fwuili1~ de abiertos disjuntos por parejas (G., )neBY tal 
que F,, e G,. Vn E IN. De n.qui que X e:; normal por No-colecciones. La otra parte de la 
dcmo1>tración es obvia. • 

Teorema 0.7.'7 Si d t:.!!pacio X e.1 totalmente normal entonce., t!..'I normal por coleccione.•. 
Demostración: Sea :F= (F.).e.s w111. f'anülia tliscrcta de cerrados eu X. Para cada punto 

z E X Cldste wm. vecindad Vr <¡ne intcrsccta a lo más a un F.. V= {Vr }re.\' es 1ma cubierta. 
abierta de X. Por lo ta.uta. existe WlR. cubierta U= {C10 }aeT que a; 1w refiuamieuto estrella 
de V. Comi:i<léresc la f'run.ilii~ W = {St(F,,U)IF, E .1"}. Entonces F, e St(F,.U} y este último 
es abierto. Se afirma que la f'nmilia. W ~ di11junta por par1•jRH. Para v1•r rstn, nh~l.rv-"! '}U'! 
~ndo miembro de U intcrsr.da a lo mfui a tlll miembro de )11, pues parn todo a: E T cx.ist.c 
z e X tnJ que St(U01 U) e Vr, así que si U .... n St(F.,U) i 0, entonces l1z n F. F 0. u 

Teorema O. 7 .8 Todo e.,,pacio Paracompado Hati..'ldorff e..'I normal por CCllcccione..'I. 
Demostración: Se obtiene del teorema anterior y del teorema o.7.5{1). 11 

Teorema O. 7 .9 
(1) Todo e.5pacio totalmente normal e.t normal. 

(2) Todo t"~•pacio métrico CJ totalmente normal. 
Demostraci6n: (1): Se tiiguc dc!l tcorcnm 0.7.7. 

(2): Se oblicue de 0.7.4(2) y de 0.7.5 • 

Para la dcfiuición de t:spacios Ccch-completos, se requieren ciertos prcrrequisitos. 
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Teorema 0.7.10 Para todo C.9pac:io de Tychonoff X /a,, 3i9iiiente.• condicin1u~., .con equi
valente": 

(1) Para toda compactificación Hau,,dorff cX dd ~pacio X .•e cumple. que cX \ c(X) r.., 
un conjunto F" en cX. 
{f) El conjunto {jX \ {j(X) .., un conjunto F, en {jX. 
(3) &i,,h: una cnmpactijicación Hau ... •dorJJ cX de X tal que cX \ c(X) c.1 un conjunto F~ en 
cX. 

Demostraci6n: Vénnc [EngelkiugJ pa.ge. 251-252. • 

Deftnici6n 0.7.11 Un ~pacio topológico e3 llamado Ccch-complcto ,,¡X '" Tychonoff 
y 3atiJ/acc fu. con¿ie&n (1) del tearc:::a. O. 7.10 {~ ¡;,:i.- b !::::fo t::mbi&. foJ r ... :n:dicior:.c.1 (2) ;¡ 
(3)). 

N6tesc que todo espacio compacto Hausdorff X (cX = c(X)) ei ÓCch-completo. Ta.mbiéu 
lo HOD los cepacioi; localmente compactos Hausdorff, pues un espacio localmente compacto 
no oompacto tiene una compH.ctificación miipuntual. El espacio de los nÍllllcroa irracionales 
con IR lopt>logia 1w11al de los reales es un ejemplo de un espacio Ccch-complcto que no es 
localmcnt.e oompacto. 

Existe wia interesante e.ara.eterización en et1pacios wétricoK: 
Teorema O. 7 .12 Un e.!lpacio topológico ea completamente metrizable Ji y .!!Ólo Ji e.t un 

e.spacio Cech-comple.to metrizablc. 
Demostrnci6n: Vén.sc [Engclk:in¡;J pag. 343. a 

0.8 Otros teoremas de extensión 

Existe otra generalización del teorema de Tictzc. Para cl.lo recuerdo la definici6n de Wl 

CBpacio de HilLert 
Dcflnici6n 0.8.1 Se.a A un conjunto de cardinalidad arbitraria m. El c<1pacio de Ililbcrt 

L"'J(A) e.tíó definido Je la manera Jiguicntc: 
Su3 elemcnto.s ,l!On :r: = {z0 } E IR"' talc.s que z., = O con ezcepción de una canlidad 

numerable de a E A, y.Ene.A z! converge. 
La tapolog{a del CJpacio. C.!ltá inducida por la métrica 

d(z,y) =. f'L,(z 0 - y0 )'. 

VaeA 
l1(No) e.t un c.spacio lineal con norma /l:z:ll = d(:z:,O). 

Se conocen los siguientes hechos: 
Lema 0.8.2 (J) l'(A) ., homcomor/o a g¡m ,¡ m S No. 

(f) l'(A) CJ .eparablc ,¡ y •Ó/o ,¡ m S N,,. 
Demostración: (1) Véase [Audcrson]. (2) VéaBc [Dugundji (!)J pag. 192. a 

Teorema 0.8.3 Sea A un .!lubconjunto cerrado de un C.!lpacio nonnal por colcr.cionc.• X y 
.tea f una función continua de A en un e.tpacio de Hilbcrt H = fl(A) con IAI > No. Entonce.• 
f .te puede extender a una función continua F de X en H. 
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Demostrnci6n: Vf.n.c¡c{DowkcrJ pagN. 310·311. • 

Esta dctuoslrn.ciém se puede aplicar n. uu espacio de Dannch en lugar de 1111 l'SJmdo (fo 
llilbcrl. 

Teorema 0.8.4 Sea A un .mbcnnjunlo cerrada d1~ tm c.•pacio totalmente 11onrrnl X. Sea 
f una función continua de A a rm .1ubconjunto K mdriiable.convexo de un c.•p11cfo topológico 
lint:al L. Entoncc.1 f -'C puede. c:z:tendcr cnntmuamr.nte a X y todo-' loJ valorr..1 ¿,. la cxteruión 
permanecen en K. 

Demostración: Véase !Arena] pags. 18-19. 111 

Eu pn.rlicula.r, cou las hipótci.;is dd Teorema si K es w1 e:opacio de Bann.ch, se nsegurn. 
que toda función coutimm de w1 cerrado cu tui CHpncio totalmente normal y Hausdorff a wi 

Dipacio de Drurn.ch M! puede t~lcudcr couliuu1uur:ntc, Lo mismo ocurre para tlll cspal'.'io de 
Hilbert. 

Teorema 0.8.G Sea A un .11:bconjunto cerrado de un r.Jpacio normal X. Sea K un 
.mbconjunlo compacto r.onvr.xo de 1m eJpacio lineal nonnado L. Sea J : A - K continua. 
EntonccJ f .lit! puede extender continuamente a X. 

Demostración: Véwie [Arcus] pags. 19-20. • 

Para espacios ultrn.normalcs y ultrn.pn.mcompn.ctot1 se tiene el siguiente resulta.do: 
Teorema 0.8.6 (1) Sea A un .mbconjunto cerrado de ur1 eJpacio ultraparacompacto X y Y 

un eJpacio métrico completo. Entonce.• toda función cnntinua (re.•pect. y acíltada)f : A - Y 
tiene una czten.•ión continua (rc.Jpect. y acotada} F : X -+ Y. 

(E) Sea A un .•ubconjunto cerrado de un e .. •pacio ultra.normal X y Y un C.Jpacio métrico 
completo 3eparable. EntnnccJ toda función continua (RcJpect. y acotada) J: A -+ Y tiene 
una exten3ÍÓn continua (rc.tpect. y acota.da ) F : A -+ Y. 

Demostración: Véase {Elli11J pags. 116-117. • 

0.9 p-Espacios 

En esta eccción se defüúrá 1m nuevo tipo de cspncios que generalizan el ooncepto de espacio 
métrico. 

Definición 0.9.1 Un C.Jpacio Tychonoff X CJ llamado 1m p-cspacio .Ji exi.Jtc una .llUCe.tión 

U"U.,,, .•• de familiC.J de abierto.t de {JX tal que: 
(1) Cada U¡ cubre a X, 

(2) para cada"' E X, ñ S!(,,,U;) C X. 
i=I 

EJ. siguiente teorema está demostrado en {NagataJ: 
Teorema 0.9.2 Todo eJpacio mctrizable 'JI todo eJpacio Cech-completo Jon p-c.Jpacio.J. 
Existe otra importante carn.ctcrizacióu para p-cspacios: 
Teorema 0.9.3 Un CJpacio topológico X es un p-eJpacio para.compacto ai y .sólo .Ji: 

(1) X e.J un .mbe.tpacio cerrado del producto cartcJiano MxC de un e.spacio metrizablc },{ y 
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un eapa.cio compacto y Ha.iudorff C. 
($) X ca la imagen inver.sa. de un CJpa.cio metrizable bajo una función perfecta. 

Iñmoatraci6n: Véase (Merita.]. • 

'l.Borema 0.9.5 Un upa.cio ele Tychonoff X e$ paracompado y Cech-c11mplcfo .si y .sólo 
.1i ai.sCc una función perfecta. f de X 3obre un CJpacio métrico completo Y. 

Demo11tE'aci6n: Véase {Nagato.} pags. 390·394. • 



Capítulo 1 

Retractos absolutos y Retractos absolutos de vecindad 

1.1 Definiciones y primeros resultados 

Las dos da.ses de u>pacioR topológicos llMmdas retractos absolulos (en lo sucesivo AR) y 
retractos ahsolntoK de vecindad (cu lo KUCr.11ivo ANR) fueron definidas originalmente por K. 
Ilor:mk ([Dnrsnk (1 )J y [Dnrsuk (2lJ) para ei¡mcios métricos y mPtric°" compactos. Posterior
mente se gencralizn.rou C8lns amceplos a clases más genera.les de ~pacios. 

Un rttracto ab.rnluto (AR) es 101 espacio \apológico X, tal que hicmprc que cslP cut:ajado 
rumo un subconjunto cerrado de 1m cs¡mcio Z, X es w1 retracto de Z. Sin embargo, para 
que esta dcfüüción tenga sentido, se elche a;pedficar etuilcs espacioi; Z están pernútido!i. 

Uu subconjunto cerrado X de w1 t"ll!pacio Z es llama.do Wl rdracto de 'vecindad, si existe 
tm conjunta abierto O en Z tal que X C O y existe mm. retra.cdóu r : O - X. Ln función r 
es llama.da w1a n:tracciór. de vecindad. 

E;iemplo 1.1.1 
Considérese el intervalo unitario I = [O. l] y el cubo de Tycbonoff para w1 cardinal infinito 
N: > No· T = [M con IMI ;::;::: N:. Por definición, N: es no numerable y los puntos de T son las 
funciones /: M - l. Sea 8 la función constante 6(M) =O; (} puede ser llama.da el origen de 
T. Para ca.da A E M 1 el subcspacio Cl!trn.do 

I, = [/ E Tl/(M \ ~) =O} 

de T es holllt.'Omorfo a l. 
Lema 1.1.2 Para toda ,4UCe.4ión de veeindade.• (Un J,.eJN dei ongen a, la ir&eer.1eccÍÚ1' 

n Un contiene tod'" ltu J,.. acepto para C1 lo má.i una cantidad tmmcrable de. indice.i .\. Por 
=• lo tanto, al .!Cr M no numerable, eziJte una .\ E M tal que I,.. e U,. Vn E IN. 

Demostración: Por definición dr. la topología producto, cada vecindad del origen 8 en 
T contiene todas los I,.. excepto par1L a Jo nuí.s tuUL cantidad finita de indices .\ E M. Etito 
Uuplica el lema.• 

Considérese el producto Wpol6gico: 

X=lxT 

X ce también tul cubo de Tychouolf con z-o = (0,8) c.omo exigen. Sea 

W=X\ (%0} 

19 
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y oonsidércse los coujuntoit di!ljuntos 

E={I\{O})x{8), F= {O)x(T\{B)) 

dcl eapn.cio W. F.etos f;OJl ccrraclos cu W pueR: 

F=Wnll E=WnK 

con 
H = Ix{8} K = {O}xT 

donde H,K eon cerrados en X. De donde ec ohticnc cl siguiente lema: 
Lemtt 1.1.3 Lo!! et:rradoA di.tjunto E y F en W no tienen vecindadcJ J..,;unta.J en W. 
Demostración: Se probará que la cerradura u- de toda vecindad Je E cu W intcn:cc:tn. 

a F. Para cada cnlcro n > O, HCJ\ t,, = ~· Yf\ que U es tmn vecindad del punto (t,.,8). U 
contiene un conjunto de la forma { tn} x Un donde Un es wia vecindad de 8 en T. Por el lema. 
1.1.2 existe WlO. A E M tal que J,, e Un para toda n. Entonces {t .. } XI,. e u para toda n y 
de oquf que {O} X (I, \ {8}) e u- por lo que, u- interRccla a F. m 

Corolario 1.1.4 {1) El CJpacio de 'I)Jchonoff W no CJ rwrmal. 
(t) El cubo de 'I}¡chonoff X no CJ completamente normal. 

Demostración: (1) es ooueecuencia del lema. 1.1.3. (2) Se obtiene porque todo subespacio 
ele tw espacio complctrunculc normo.l es normal ((llinow] pags. 133-134) lo que oonlradice 
(!) •• 

Ahora considérese el coujunlo cerrado (unión de dos cerrados): 

A= (lx{8)) U({O}xT) 

en el cubo de Tycbonoff X = lxT. Se obliene el siguiente resultndo: 
Teorema 1.1.5 El Auhr..•TJar.fo ('t':.rrndn A d,. X n.n I".• 1m TY'lrndn ,(,. t11•rt.n.fad dr X. 

Demostración: Supóng~ que existe una retracción r : U --t A de Wl subcspacio abierto 
de X en A. Los conjuntos E, F son abiertos en A pues: 

con 
V. =lxT\({O}xT) V, =lxT\(Ix{8}) 

.eicndo nmlxu1 abiertoe en X. AdcmM 

A\ {(0,8)} = EuF 

Entonces las imÁgcnes inversas r-1(E) y r-1(F) 900 vecindades disjuntas de E y F, rcspcc· 
Uvamcnlc, en W lo que contradice oJ lema 1.1.3. • 

Como se aprecio. en este ejemplo, se deben tener dcrtfl.S rcslriccioncs parn que tlll espacio 
aea un retracto absoluto o un retracto absoluto d'! vecindad. 
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Uu n:tracto ab.•uluto de ver:intlnd (ANR) es tu\ espacio X tal que tDcmpre que X u.té 
cncajft(lo como tmhcoujunlo ccrrnclo t!tl m1 ~pa.cio Z. X es w1 retracto de vecindad de Z. 
Úlra. vez ~ uccmmriu conocer culllcs e.pcu~iu11 Z t~lcíu pt_•ruúliJui,, Por .:j • .:mplo, sea X 1u1 

c:;pacio discreto consiHtcnk d1: dos ¡mulos. &le 1,; un retracto df' Vt'<"iucin.d dt! cuRlquicr 
1:spacio lfausdorff Z r.u cl cna.1 1~tt'~ encnjmlo. En cft•dn, Sl!a X = {x 1 .xi}. Si X está 
cncajn.du cu Z, 1J ser X lfousdorff t!Xislen ver:iudadcs a.jcmu> U, V de x1 ,x1 respectivruncntr. 
en Z. Sea f: UUV--. X definido como /(x) = z 1 Vz: E U y /{x) = X2 'Vx E V./ es 
continua y /(x,} = x, ~; :r., = 1.2. Eulonc:cs /es 1U1n. reLracC'ióu ele 1mf\ vecindad de X. Sin 
cmlm.rgo X 110 C8 necesluituucuLe w1 retracto de Vt.-ciuda<l cu w1 C8JHt.ciu T1• Para. tl1~r bl:utido 
a las defiu.icioue!I de AR y ANR se establece Jo siguiente: 

Definición 1.1.6 Una cla.•c de c.•pnr.io.• topológico3 e eJ llama.da unn da.H: débilmente 
hereditaria., .,¡: 
(1) Si X E C y A e X f!-' c.crnufo en X, wtuucc.'I A¿ C. 
(2) Si X E C, entonce., C contir.nc a fodn e,,,pacio homc.omor/o a X. 

En lo sucesivo simnprc supondré qui: ln.s clases asocia.das a AR y ANR MUl débilmente 
hereditn.rias. 

Dcflnici6n 1.1.7 Sea Cuna da.1c de C3Jiacio.1 topolóyicoJ. 

(1) Un eJpacio X e.• llamado un AR relativo a e (AR(C)J .•i: 
(a) X E C 
{b) Siempre que X ~té encajado como Jubconjunto cerrado en un t'_.,pacio Z E C, entonceJ 
X C-' un retracto de Z. 

(2) Un cJpacio X ~ llamado un ANR relativo a C (ANR(C)) "i: 
(a) X E C 
(b) Siempre que X e,,té encajado corno Jubconjunto cerrado en un e.•pacio Z E C, X t!.1 un 
retracto de alguna vecindad de X en Z. 

La demostración del siguiente resulta.do BC presenta en cl capítulo 3 (tc0rcnrn. 3.1.3) en 
donde E1C desarrolla Jn. prueba de w1 caso mús gcura.l. 

Teorema 1.1.8 Sr.a Y un A{N)R(normal) JI f : A - Y una función continua de u~ 
.mbc.spacio cerrado A de un CJpacio normal X a Y. EntonceJ exi.•tc una exten.sión continua 
F: X - Y de f (rcJpect. F: U-+ Y a U vecindad de A en X). 

1.2 Propiedades de los A(N)R 

Una relación iruncdin.ta de In.e definiciones cg 

Teorema 1.2.1 (1) Cualquier AR(C)" un ANR(C). 
(2) Si C e C, cualquier AR(Co) perteneciente a C " un AR(C} y cualquier ANR(C 1) 

pertcncr.iente a C eJ un ANR(C). 

En lo !iltccsivo AR(Q 11 Q:i) significa que el espacio es un ÁR para e;pacios que pertenecen 
aQ1 nQ;i. Lo mitm10 ocurre cu cl en.so ANR(Q 1, Q2 ). 

La demostración del siguiente resultado se presenta eu la. sección 5 del capít.uJo 2, donde 
9C dcmucstrñ.n RlguuOR rcenlt.a.dos que simplifican mucho esta prueba. 

Teorema 1.2.2 Todo A(N)R{Jcporable metrizable) X que Jea un G6 ab,,oluto e.s un 
A(N)R(normal). • 



22 CAPITULO l. RETRACTOS AIJSOLUTOS ¡·RETRACTOS .1DSOLUTOS DE \"ECINDAD 

Teorema 1.2.3 Un ~pacio métrir.o Y e.1 un A(N)R(normal) _,¡y -'ólo ,•i e.• A(N)R(rné
lrico) -'t:parablc 1J G, ab.•oluto. 

Demoatraci6n: Se presente. la prucbn. para ANR; la otra e; similar. 
Si Y es aeparablc y ANR(métrico), entonces Y 01 Wl ANR(métrico, ~va.rabie). Si además 

ea un G1 absoluto, entouccs, por el teorema 1.2.2, es w1 ANR(uorrual). 
Sea Y 1m Dipacio métrico y ANR(normal). Supóngruic que Y no es sepa.rabi<!. Entonces uo 

puede aer LindclOf'. Además, ecgím cl teorema 4.41 pag. 235 de {García-M., TrumuizJ, para 
toda cubierta abierta de Y existe Wl refimuniento abierto a-discreto. Considérese 1ma cubierta 
abierta de Y que no licne tuia subcubierta muncrn.blc y de dla obténga.<;c un refimunicutu 
abierto cr- discreto U= {Ua}ua• Alguua. <lt! llili úunilias que oonfonuan este refina.miento debe 
aer no numerable, de otra wancra sería tma wUóu uuwcrablc de familias numernbles, lo que 
contradice la. elecci6n de la cubierta originnJ. Obsérvese que Ja familia no numera.ble clegida 
es ruscrcta. De cada WlO Je SUS miembros 8e toma Wl elemento Z f Ja co]ccCÍÓll <fe todos 
estos se denota por B. CI~.re.m~ntc B c.; un bULc,.¡mdo discreto y es cerrado. 

R. Bing [BingJ pag.184 1 ejemplo G, l006tró que existe wi a;pacio normal X oon tw sub· 
conjwito cerrado A de cardinalidad arbitraria no numerable tal que cl subespacio A tiene la 
topología cfü1creta pero no cxi11te ninguna Camilla de vecindades de sus puntos en la que no 9C 
int.ersecten sus miembros entre al. Elijase para A eJ número cardinal de B y sea / tma función 
inyectiva de A sobre B. Entonces f: A - Y es oontinua y como Y es un ANR(nonnal), J se 
puede extender a twa función oontinua F : U - Y 1 donde U es twa vecindad de A (teorema. 
1.1.8). La imagen invcrsn de los puntos de B forman una colección de vecindades en X de 
puntos de A que no se intcrsectan, lo cual es imposible. Por Jo tanto, Y es eeparable. Como 
Y"' métrico y ANR(normal), es W1 ANR(méLrico). 

Falta probar que Y C6 w1 G6 absoluto. Como Y es métrico separable 6C puede encajar 
en el cubo de Hilbert ¡No. Se construye Wl nuevo ~pacio Z, cuyos puntos están en corres
pondencia 1-1 con los puot06 de ¡No, Sea h(z) E ¡No cl punto corrc&pondientc a z e Z cu Ja 
correspondencia 1-1, h. Sea Y'= h- 1 (Y). Se define una topología en Z de la ~gtÚcnlc forma: 
loa abiertos eu Z son los conjuntos de la forma h-1(0) U A, donde O es Wl abierto en ¡Hoy 
A es un subconjunto cualquiera de Z \Y'. Que ésta es una topologíat es !á.cil de verificar. 

PIU'B ¡,., 1n(~~ccié:i, :;cü.;J. U1 ,U2 a.Lit!rtos cu Z. Entonces U1 = h-1(Vj )UA1 y U2 = h- 1(Y;)U 
A,: 

u, n u,= h- 1¡v1 n V,) u (A; n A;), 

con Aí,Aá e Z \Y'. Para la uni6o, ee sigue fácilmente de la dcfiWción de la topología en z. 
Nólcse que lodo {•) E Z \Y' es abierto. 

Se proborá que Z es normal: 
Sttpóague que Fj ,F2 son dos cerrados disjuntos en Z. Se define la. distancia entre dos 

puntos de Z como la diatancla entre RUR rorreepondicntc; puntos eu ¡No. Sean H1, H2 abiertos 
ajene>t1 eu ¡Noque cxmticncn a Ynh(Fa) y Ynh(F2), rcspectivruucntc. Si 

7 
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entonces G1 U (F1 \Y') y G2 U (F1 \Y'} son nbierlos ajenos en Z que conlienen a. F,,F,, 
n::Kpcclivruucntc. Esto demuestrn. que Z es normal. 

La función inyt.oetiva, h : Z - ]No es continua pero no es necesariamente un homcomor· 
fismo. Sin cmhru:go hh•• es tUl homcomorfismo y esto es inmediato de la definición de la 
topología•cn Z. Eutouces Y' es tui ANR(nonunl). Como U es abierto cu Z, U se puede 
c:scribir como U == 1i- 1 (O} U A con O n.bicrto t'll /~y A w1 subconjunto de Z \Y'. Entonces 
Y' es disjunto de A y 

Y' e h- 1(0). 

Se pucdt• ~1poner que h(Ul es a.hicrlo en Y; de lo contra.ria se reemplaza U por n-1(0). 
Considérese la restricción de h: h : Y' -t h(Y') = Y. vi es cerrado cu Z y. po: tn.nto, e:i 

normal. Como Y es w1 ANR(unrma.1) y la restricción rousiderad& de hes un homeomorfismo, 
existe una retracción r : U -t Y' de una vecindad U de Y' en Z. Defína.i;e la función 
g : U - JR, como: 

y(x) = d(h{z),hr(x)). 

Enlonce• Y'= y- 1(0): Mi x E Y', y(x) = d(h{x),lt(x) =O. Si x E g- 1(0), cntonces y(z) =O, 
es decir h(z:) = h(r(z:)) y r(z) = z pUC8 hes 1-1 y, por lo t&llto, z: E Y'. Entonces Y' es un 
G4 y 8C sigue que Y lamhién lo ce. Con a1to He demuestra. que Y es un G6 absoluto {lema 
0.6.5(2)) .• 

Pua el sigWcnlc teorema, la. demostraciOO de que Y es un ANR(normal por colecciones), 
ae pospone hasta el capitulo 2, eccción 5, donde se contará. con mAs herramientas pR.l'a obtener 
twH. prueba sencilla. 

Teorema 1.2.4 Un eJpacio métrico Y e.~ un A(N)R(normal por coleccionc:J) Ji y 3Ólo .,¡ 
"' un A( N)R(metrizablo) y un G6 ab•oluto. 

Demostraci6n: Se prueba el lcorcwa pa.rn. ANR, la otra prueba. es similar. 
5-!J\ Y un ANR(noro1al por oolccciones). Como los a;pacios métricos oon para.compactos 

llauedorff, son nonnalcR por colecciones de acuerdo &1 ieore1~ G.7.8, eü!c::::~~ Y 'C! 1111 
ANR(metrizable). 

Falta probar que Y es Wl G4 absoluto, Para este fin se utilizará tw método muy nhnilar 
Rl de la demostración Mlerior sustituyendo el cubo de ffilbert ¡Nopor un espacio métrico ]J 
arbitrruio. Se construyen de la núsma manera los espacios Z y Y' junto con la función h. 

Ahora ee probaré. que Z es normal por colecciones. Sea {F. hes twa fa.mitin. discreta 
de oerrados en Z. Sea. B. = h(F. n Y'). Entonces {B,}.es es una fnmjlia. discreta. de 

cerra.dos en Y. Sea Gr el coujuuto de puntos de M qoe t'fllftn más cerca de Dr que de LJ B,; 
4, 

cntonCCB Br C Gr y Gr es abierto: Sea z: E Gr; si des la métrica en M, d(z:, U B.)=~ con 
• •'#r 

d(z, B,) = 6 < .. Sea~= <-6 y considéreoe la bola B(z, n Se ofirma que z E B(z, V e G,. 
Para ver ento, t6rne8<.! tul punto y E B(z:, ~), entonces 

d(y,B,) :5 d(y,z) + d(x,B,) < < - ~ 
y 
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d(y,LJD,) ?: d!LJD.,x)-•l{r.,y) 
•f.r ,.,_, 

~ f- ~ 

Además, por construcci6u. G, nG1 = 0. Euloncci; los coujunt.os h-1{G,} bOU ntuhuuucutc 

disjuut.011. Como {F, },es cio diticrda.. de n.cncrdo ol lema. 0.5.2. U F, f'S ccrrnda en z. 
·•· Entonces los conjuntos 

U,= F, uW'(G.)\ U F.l ... 
l!OD ooujuntos abiertos mnhuuncntc disjuntos y F, C U,. EntouC"cs Z es norru.al por oolec
cioucs. 

Considérese IR. restricción de h: Y'--+ h(Y') =Y. Y' es cerra.do cu Z y, por tanto, nonnal 
por colecciones. Como Y es un ANR{uorm.al por oolcccioncs) y la restricción considerada. de 
h es un bomeomorfismo, existe una rctra.cción r : U - Y' de wia vecindad U de Y' en z. 
Considérese la. función g : U --+ IR dcfiuidD. romo: 

9(x) = d(h(x),hr(x)). 

Enloucc• Y'= g-1 (0): sir. E Y', g(x) = d(h(x),h(x)) =O. Si r. E g- 1(0), enlouccs 9(x) =O, 
a1 decir h{z) = hr{:z:) o r(:z:):::: x pues hes 1-1 y, por lo tanto, .:z: E Y'. Entonces Y' es tm 06 
y HC sigue que Y también lo es. Con esto se demuestra que Y es un Gfi absoluto. 

Fn.1.ta demostrar que Y es un ANR(normnl por colecciones). El 

Corolario 1.2.5 (1) Todo CJpacio dr. Bana.ch e..• un. A(N)R(n.,nnal por coleccionr.3), En 
particular todo CJpa.cio de Hilbert eJ un A(N)R(norma.l por coleccione$), 

Taü;"C=~ l.2.6 Todo A(N)R(totalmente normal} métrico C.!I un Gfi a.b3oluto. 
De1noetraci6n: Se prueba para ANR. ln. otra. dcm08trb.Ciúh ~ iiimib.:. 
Sea Y un ANR( totnlmente normal) métrico, y i;co. Y un subcspu.cio de \Ul cspn.cio métrico 

M. Otra vez, RC construye un nuevo espacio Z, cuyos ptwt.oa están en corresponde.neis. 1-1 
oon los puntos de M. Se ooUBlruye la. lopologÍB en Z como en el teorema 1.2.3. 

Se probará que Z es lotnlmcutc normal. Sea A= (U.>.he11. una cubierta. abierta de z. 
C1i.da U>. as de la forma.: 

u,= ¡,-•¡o,¡ U A,, 

donde 0.>. es Wl abierto en M y AA C Z \Y'. El mnjunto 

U= LJ o, ... 
es abierto en M y Y C U. U es un espacio métrico y por lo ta1tlo, t.otalrucnte normal. Existe 
lUl cst.Nlla refinamiento fVµ},..eJ de A. Entonces, {h-1(V,..)} es twa. familia abierta en Z 
que cubre a. h-1(U) ::> Y'. Se complet& Cilla familia a una cuhiCrta. W de Z tüm.diendolc cl 
oonjunto de puntos (abiertos) Z \ h-l(U). Entonces W es w1 estrella refinamiento de .A y 
Z es totalmente normal. 
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Cou10 l"' u. ltoinco111orf11 n Y, es l1w1hil:11 un ANR(totalmcutc uorn11J). Además. como 
Y' es c1:rnulo cu Z y Z es totn.lmcntc uonnaJ, Y' es tUl rclracto de vccindnd de Z. La 
demuslmcillll de qtw Y t..":i uu Gt-. cu /1.f hC sigue como en d lcurcmn 1.2.3, snlilitnyrndo 
¡Nopor !vf. • 

El Lcorcum. siguiente e>Ln.blc1'.e 1m1L relación cutre p t-::;paciot> paracompados y rctrnctos 
ah1mlntos par11. cspacim1 mdriimhh:s, 

Teorc1na 1.2.7 Si X c.• tm JH!.•pacio y AR{parar.1•111pacl11), entonce.~ X c.• Cech- r.om
pleto. 

Demostración: Supúugll.lic que X satii>fa.ce las hipótesis y sc11. Y el coujuulo {JX c.on la. 
to¡mlogÚl obtenida. de In. Lo1>ologfo. de {JX haciendo tocios los puntos de {JX \ J)(X) abiertos. 
Idcntifiqucsc X con PtX). E111uuccs d •::i:i(.l<u.:iu Y e:¡ ¡1:!.!'a.C!ltup'\•·lo: J.P.n. U= (U. }.o:;: . .; una 
cubierta. abierta de Y y V. = U. n X. Por ln. (:i<uacompa.cidad de X In cubierta abierta 

V ::: {V1 }.e.s de X tiene un rcfimunicuto ahit~rto a-discreto () = LJ 9n tal que ll\ familia 
.. ,IN 

() n = {G.,.}n•ES C8 diHcrela en X y G.,. C V. para. cada. n E IN y cada & E S. Tówcnsc 
irubconjuutos abiertos H.,, Je {JX tales que H.,. n X = G., 1 y Hn. e U •. 

Por la densidad de X en ¡JX se .idgue que In. familia 'H..::: {Jf., 1 }.es consiste de conjuntos 
disjuntos. Se mostrará que 'H., ffi di8crcta cu Y. Si y E Y\ X cutouces {y} es twe. vecindad 
de y que intcrsecto. e. lo m1ls a tW elemento de 'H... Si y E X, sea V twa vecindad de y en X 
que intersecta a lo mRs un clcmcuto de 9n· Si H es abierto en {JX y H n X = V, entonces, 
por la densidad de X en ¡3X, cl conjunto 11 inlcrscctn. n. lo más \U1 elemento de 'H... La 
familia LJ ?{., U ({y) IY E Y \ LJ LJ 'H.) es un rcfinantiento abierto y a-discreto de U. 

ne/N nEJN •ES 
Esto muestra. que Y es parncompacto. 

Por lúpótcsis, existe mta retracción r : Y - X y fa.milian Q.,, n E IN, de subconjuntos 

abiertos de {3X tales que X e UaeQ • G para n E IN y íl St(x, 9.) C X para toda x E X. 
,.,JN 

Si GE u Q .. , se dofiuc G = lnl,1,\·(r- 1(G nX)) nG. Los conj1mtos G fiOD a.bicrlo8 en f3X y 
nt:.IN 

GnX = GnX. Por lo tanto, 101> coujuutos G., ::: LJ G eon abiertos en f3X y contienen o. X. 
Ge O .. 

BR.Bta, wtouccs, probar que X = íl G ... Supóngn.sc 1><>r el coutrn.rio, que y E íl G., \X. 
ne IN ne/N 

ExMe 1u1a n lal que Y<i St(r(y),9n) y GE Q. la! que y E(; e r-1 (G n X) n G. Por lo que, 
r(y) E G y y E St(r(y),Q.,) lo cual es una c:outradicción. • 
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Capitulo 2 

Extensores Absolutos y Extensores de Vecindad 
Absolutos 

Eu a;le capítulo se lrn.liU'Ó. t:ii.sltJmD.ticamcntc cl problcmn. de extensión de funciuucs dcfinidns 
cu llll 8Ubespacio c.crrndo de un espado X. Siempre que hable de una. do.se de espacios 
lopólogicos supondré qnc f'S turn. dR.Sc débilu1t.'tlle hereditaria.. 

2.1 Definiciones y propiedades de los extensores 

Empezaré definiendo los conceptos rmt.ca mcncionadm1. 
Deflnici6n 2.1.1 Se dice que un ,ube.spacio cerrado A de un c.spacío X tiene la. propiedad 

de extensión con re.specto a un c3pacio 1' .,¡ y .sólo .si toda función continua f : A - Y .se 
puede extender a una función continua F : X - Y. Se dice que el .sube.spacio cerrado A 
Pene la propiedad de extcnsi6n en mm vecindad en X reJpccto a Y 1 .si y .1ólo Ji toda función 
continua f: A - Y Je puede e:z:tcnder a una vecindad U de A en X. La tiecindad U puede 
depender de f. 

Sea Cuna da.se arbitraria de e3pacio.•. Un C.Jpacio Y C.J un extensor absoluto para la 
da.se C (un AE(C )) Ji cualquier Jube,,pacio cerrado A de cualquier C.Jpacio X e C tiene la 
propiedad de c:rteruión tt.Jpedo a Y. 

Un r~rnrin Y "~' un extensor iilisoluto de vecindad para la da.Je C (un ANE(C )), .•i todo 
"ub~pacio cerrado A de cualquier c.1pacio X E C tiene la propiedad de eztcn.•ión en una 
vecindad rt:.Jpccto a Y. 

Para amboJ concepto" AE y ANE la notación AE(C, B J y ANE(C, B) Jignifica que el 
C.Jpacio e.t un AE (rcJpcct. ANE) para la cl11.Je de CJpacioJ que pertenecen a C n B . 

2.1.2 De ~ dcfiuici6n tiC sigue inmediatamente que todo espacio AE(C) es un ANE(C), y 
que si 7J es una clase de espacios contenida en C, entonces todo A(N)E(C) es un A(N)E(V). 

Evidcntc1ncntc si Y consiste de w1 sólo punto, entonces Y es tw AE(C) para. t.odn. clase C. 
Un hecho in1portnntc para espacios nonnalcs ~: 
Teorema 2.1.3 Si la cl11.Je C contiene un e!pacio X que no C.J normal, entonce,, todo. 

ANE(C} llau.•dor/f con.:ii.•tc de un J6lo punto. A la invcrJa, Ji X con..•iJte de un JÓlo punto, 
X C..!I un AE(C) para una cla.te Cque contiene un e.tpacio que no C.J normal. 

Demostraci6n: SupóngMC que Y es tm ANE(C) Hausdorff y contiene más de un punto. 
Sean p y q dos puntos distiutns en Y. Entonces dios están contenidos en vecindades disjuntas 
U y V rospeclivruucutc. Como X no es nonnal , existen dos cerra.dos disjuntos D y C en X 
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que no tienen vecindades disjuntrui. Co11sidért•11c rJ ?.ubespncio cerrado A = B u C d1• X y In 
füncl.6n continua f : A - Y definido. como 

/(z) = { p, para T. E D 
q, paro. z E C 

Como Y ce un ANE(C), J tfoue una 1!Xtcmrió11 g: W - Y doud1~ W ~ tutn veciuc.la.il de A ci1 

X. Entonces g- 1(U) y g- 1 (V) 5011 Vl.'CindadC's disjuntas dt! D y e tctipl.'Clivruncntc, la que et 

tmts. contradicci6u. 
Si X ronaisLe de tW sólo punto, cutouces X e¡ un A(N)E(C) pru-a cualquier clase C. 11 

El siguiente teorema &erlÍ. de utilidad posteriormente: 
Teorema 2.1.4 Si Y e.t un ANE(pr.rfectamcnte normal, Ha.u.•dorlf), entonce.~ lada. fa· 

milia. de abierto& no vacío& en Y, diJjunfo& por parcjB-', e.t a lo mdJ numerable. 
Demoatrac:i6n: Sea {U. hes mm Camilia. no numerable de abiertos no vacíos en Y. Existe 

\U1 cspnclo ((Diug] png. 185, ejemplo H) X Hausdorff y pP.rfectamcnlc normal con twa familia 
no numerable de puntos {:z:.}.es locü.lmcnte finita que no posee vecindades disjuntas. 

Sea A el 1rubespado de X que consiRte de lo11 punlos z •. Entonces A es cerrado. Definase 
una. funci6n f : A - Y aelccciommdo pn.ra cada z. olgtín punto /(:r:,) E U,. La continuidad 
de f se sigue de que {z, },es es locnhncnte finita y del teorema 0.5.6. Entonces la frunilin. 

es uno. colección disjw1la de vecindades de los z., lo que es una contra.dicción. • 

El primer ejemplo de un AE(normal) esté. dado por el teorema de Tiet?.e, teorema. 0.4.2, 
es decir I es tw AE(normal) (de hecho, 8t!gt'u1 la observación posterior al teorema, lR es w1 
AE(nonnal)). 

2.2 Operaciones con AE(C) y ANE(C) 

Antes de oonsidcrar otros extensores, presento algunas propiedades de los AE(C). 
Teorema 2.2.1 Sea {Y11 IJ' ET} una familia arbitraria de. t."JpocioJ. SupóngaJc que cada 

~e& un ANE(C) JI que. todo& lo.s Yµ con c::rccpción de un número finito µ 1, ••• ,µn Jon AE{C). 
Entonce3 d producto topológico Y== n,,er Y,, c.t un ANE(C). 

Demostración: Sea X E C , A C X cerrado y f : A -+ Y una función continua. 
Considérese / 14 = p,,f : A -+ Y,,. Entonces existen g,,11 ••• ,g,, .. que extienden fµ 11 ••• , /,,n 

·a vecin<ladca Ua. ... ,Un. respectivamente, de A en X, y funcio1!ae11 continuas g,, paraµ E 

M \ {µ. 1 , •• , ,J'n} que extienden la.a /,, a todo X. Entonces U = íl U; es nna. vecindad de A 
i=t 

cu X. Definase g: U -+ Y por g,,(z) = p,,g(z) para todll z E U, donde &e contiidcran las 
restricciones de u~ a u para µ -:/: µ,, ...• l'n •• 

Corolario 2.2.2 El produclo lopológico de una familia finita de ANE(C) CJ un ANE{C). 
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En forum aun.1ogt1. a. In <lemostmc:ióu del korcmn. 2.2.1 se ¡m1eba el siguiente resulta.do 
Teorema 2.2.3 Sea {Y"~' E TJ untl familia arbitraria de AE(C). Entorice3, r:l producto 

topnlóyico Y = n,.er Y,, C-' un AE(C ). 
Corolario 2.2.4 Lru .!Íguiwte.~ e.•pa.cioJ Jon AE{normal}: 

{1) /",("E IN). 
(2) 1No. 
(9) g¡No, 
(4) Dl". 
(5) l' para -y> No {el cubo de Tychonoff). 

Comu In. propiedad AE(C) se prcscr·;~ obvi~mcutc por hom•_"Omnrfi!lmo~ ~ t.i·~n~ t>l RiguieuR 
te corolario 

Corolario 2.2.5 La bola cerrada H,.(0, 1) C-' un AE(nnrma.l). 
Corolario 2.2.0 El producto topológico de una familia de AE(C} e.e un AE(C ). 

2.3 Ejemplos de AE(C) y ANE(C) 

Como ya. se mcndon6, del teorema. de Tictze HC roucluyc que I y lR son AE(normal). 
Teorema 2.3.1 Todo conjunto convezo en un e.!pacio lineal topológico localmente convexo 

e.• un AE(mctri:able) 
Demostración: Esto se desprende del teorema de Dugundji (teorema 0.4.3) • 

Corolario 2.3.2 Todo e.tpacio de Danach es un AE(metrizable). 
Teorema 2.3.3 (1) Si Y e.! un CJpacio métrico completo, entonce.! Y t!-' un AE(ultrapa

racompacto). 
(2) Si Y e.J un e,,pacio completamente mi!Jri:able Jeparablc, entonceJ Y e.t un AE(ultranor· 
mal). 

Demostración: El resultado uc Migue del teorema 0.8.Ci. • 

Corolario 2.3.4 Si Y e.• un e.•pacio completamente rnctri:able, entonce.! Y t!.! un 
AE(ultranormal, paro.compacto). 

Demostración: Aplíquese cl teorema. autcrior y el teorema 0.7.4(3). • 

Para espacios totnlu1cutc uoruialcs ec licue: 
Teorema. 2.3.5 Todo conjunto r..onvczo completo en un e.Jpacio lineal topológico convezo 

eJ un AE{iota.lmente nonnal). 
Demostración: Ea una oonsccueucin. directa del teorema. 0.8.4. • 

Corolario 2.3.6 (1) Todo eJpacio de Danach e.,, un AE(totalmente normal), en particular. 
todo CJpacio dt: Hilbert r..f un AB(totalmente normal). 
(2) Todo c.spacio de Danach, llilbert o todo Jubconjunto convexo completo de un t!.!pacio lineal 
topológico convexo"º" AE(Pa.rar:umpacto, llau.•dor/J). 

Demostración: Pnra (1) véase d lcoreum 0.8.3 y los oomcntarios posteriores al mismo, 
conHideran<lo que llll espacio totalmente nonnal es uonunl por coleccionca. Para (2) aplíquese 
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cl lt!ore11111. 2.3.5 y d kornnu' 0.7.5( l ). • 

Teorema 2.3.7 Todo r~•pacio de Hílbert e.!I uu AE(nonnal por coleccione.•). 
Demostraci6n: &te rc111tlt1uln 6C obtiene del teorema 0.8.3. • 

2.4 AE metrizables 

En c:;ta &eccióu HC prcHcntR un importrutte teorema para AE(mutriZBhlc): 
Teorema 2.4.1 Sea. Y un e.•pacio metri:able que e.'I un A(N)E(mctrizable). EntonceJ: 
(1) Y e.• un A(N)E(tota.lmeute normal, perfr.r.tamente normal). 

(f} Y r:.• un A(N)E(totalmc11fr. nonnal) .1i y JÓlo JÍ Y t!.• completamente metri:able. 
(S) Y e.• un A{N)E(pcrfcctamcntc normal) .•i y JÓlo ,,¡Y e.• Jcparablc. 
UJ Y eJ A(N}E(normal) .,i y .•ólo .•i Y e.• 3Cparable y complt!tamente metri:able. 

Democtraci6n: (1) Sc11. f : A - Y ruta función oonliuU!L definida eu llll Huhespa.cio 
e.erra.do de llll espacio totn..lmcul1! uormal y ¡>erfoctamente uonnn..l. Y se puede encajar en el 
espacio de Banar.h L = C•(Y), por nu!1lio de uua. ÍIITTmetría x: Y - L de n.c:uerdo al teorema 
0.6.1. Ya que X CH totalmente normn..l se sigue del teorema 0.8.4 que la fuución 

Licue wm. extensión rontiuua. G: X - L. Identifíquese en Lx I el subespacio e.errado Lx {O} 
con L. Entonces Y CN cerrado en d eJpacio mctrizable M = (Lx /) \ (L \Y). Por ser A 
cerrado cu tw cspl\Cio pcrfcclnmeutc normal DI un G6 en X y A= ,p- 1(0) por ser X nonnal. 
Dcf!nMc twa fuución H: X - M mcdianlc la fonnula H(z) = (G(z),<¡l(z)) para !oda z E X. 

Si l" cb wi. ANE(mctrb::il.blc). c:llo:icc:; h:. fu.m:ié::l ~dcntided en Y ti~n#!' """ r_d,.n11.i/m 
r: V - Y a tutn. vecindad V de Y en M. Sea U= H- 1 (V). Entonces U es una. vecindad 
eLforln. de A ~ X. La füucióu F: U ..... Y definido por 

F(z) = r{H(z )] 

para toda. z E U es wu\ extcusi(Ítl de/, F.8to prueba que Y C8 tw ANE(perfeclamente normal, 
totn..lnumtc uormn..l). Si Y e& un AE(mclrizn.blc) se tiene V= M y U= X. Esto prueba que 
Y es W1 AE(pcrícctIUuente normal. totAlmente nonn.J). 
(2) Sea. f : A -+ Y tllla función continua definida cu llll suhcspa.cio cerrado A de un CKpacio 
Loln.hncntc uormn.l X. 

Al ser Y topológicamcnte cmupleto, tiene wia. métrica. acotada. Y ~! puede encajar en cl 
espado de Danacb L = C•(Y} por medio de la isomclría x : Y-+ L. La función compuesta 

u=xf=A-L 

tiene una extensión continua. G : X -+ L aegúu el teorema 0.8.4. 
Por 9Cr X w1n. OOmc tría1 a1 tw homcomorfismo1 y romo Y es completo, es cerra.do en L. 

Si Y es W1 ANE(111ctñza.ble)1 la función idcutida.d t.."Il Y tiene w1& extensión r : V - Y a. 
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una. vecindad V de Y en L. Sea U ~ a- 1 (V). U es unfl vecindad <fo A en X. Ln fuucitiu 
F : U -> Y definida como 

F(r.) = r[G(z)[ 

po.ra todn. z E U es w1a extensión de J. &ito prueba que Y 1~ lUl ANE(totahucntc nonual). 
Si Y aJ \W AE(metrizahlc), V = L y U = X. &to prueba que Y e; w1 AE(totn.lml!ute 
oormal). 

Supóngase que Y cu w1 A(N)E(totalmcntc normal}. entonceti es 1m ANR(totalmcntc nor
mal) y por el ll.'Orctna 1.2.6, Y es lopológicu.meute completo. 
(3) La prueba se oonducc casi igunl que en (1) pero He encaja Y cu ¡Noscgún el corolario 
0.6.8. Si i : Y - ¡Uo es la inclusión , entonces la íunción 

g = i/ : A _, ¡No 

tiene w1a extensión oontinua a wm vecindad de A o a todo X, pues ¡Nucs w1 AE(normal). 
Supóngase que Y es 1m A(N)E(perfectamcntc normal). Por cl teorema 2.1.4 toda colección 

de abiertos 110 vados en Y mutua.mente disjuntos a; a lo más muncrable. Pero esta condición 
en eBpacios métricos ce fXJ,nivftlente a scparabilida.d. 
(4) La prueba se conduce como en (2) pero ac encaja Y en ¡No e JRHo oomo sigue: Al ser 
Y topologicamcute oomplcto, es un G,, en JRNo. Entonces Y es homcomorío a un subespacio 
cerrado de mNo x.HlNo y et1te tlllimo es homeomorfo R. .mNo. 

Si Y es tw A(N)E(normal) entonces es nn A(N)E(totalmeute nom1al) y A(N)E(pcrfecla· 
mente normal), rl resultado se sigue entonces de (2) y (3)• 

Teorema 2.4.2 Si Y r..! un A{N)R(Tychonoff) compa.cto, entonce_. Y e.,, un A(N)E(ultra.
normal). 

Demostración: Se pmeba para AR la otra demostración es similar. Sea f : A --+ Y una 
funciOO. continua. definida en tm whcspado cerrado A de w1 espacio ultranormal X. Y ec 
puede encajar como subespacio de Wl cubo de Tyclaouoíi r. t2.1lo11cCK cx.it.lc WUL ¡clriu:ciúu 
r : ]" --+ Y. X es en particular normal por lo que existe una extensión F : X _.., ¡r. 
Considérese la función H = rF : X -t Y. H es la extensión requerida de f. • 

Corolario 2.4.3 Si Y CJ un A{N)R(Tychonoff) compacto, entonce.\ Y~ un A(N)E(ultm· 
paracompacto). 

Demostraci6n: Se sigue de loe teoremas 2.4.2 y 0.7.4(3). • 

Eatoa resulta.do• ae pueden extender usando el hecho de que un AR(Tychonoff) métrico 
co compacto ([Hauncr(!)J pog. 337). 

2.5 Extensores para espacios normales por a-coleccio
nes 

&J. mta accclóu &e encontrará una nueva familia de ex.tensores. 
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Apovccho pfU'n. preeent1LC tJgunna propiedades de los L'l-iJHi.l'Í<..)6 nonurJe"' por culcr.ciotte!>, 
Tt;,orema 2,5,1 Para todo c..pacio T,- la.J ..tiguicnte., cnndicione.~ Mn cquiualcnk.i: 

(1) El eapacio X C.J htrtditariamenk normal por coleccione:'!. 
{f.) Todo 3ube4pacfo abierto de X e.t normal por cofrccione.J. 

(3) Para. toda familia j: = {F.,}.e.s de .subcfmjuntos de X di:1crcta t1' fo 1mión F z:: U F. y 
1€S 

que eotuiste de cerrado" en F, exi.,te una /amiba U = {U. },e.s de ab1rrtn.• en X dt.~j1mttM pnr 
parejas, tale" que F,, e U, para toda ,, E S. 

Demostración: La implicacióu 1) :::;. 2) c:i evidente. 
2) ::;:.- 3): Primero •1l1..ib:vcse que romo la íam.ilia;:: es discreta en F, cadl\ F, cti abierto 

en F pnca su ooa1pJcmcnt.o, que es In. wtibu de irn. h~ta.nte:.! F,, ~ cerro.do en F. Entonces 

F, = W,,nF V.a ES, donde W, es hbicrto cu X. Comidéresc cl conjunlo nhicrto !V= U W1 • 

.. s 
Pct hipótesis W es uomuJ por oolcc:ciancs. Se nfirma que la f{uu.ili11 'H.= {F,-} 1 1;s es discrl!ta 
en 1-V (lM cerraduras 8011 ~pecto o. W): Sen. r. E W. Exi~te .t tel que ;r: E W1 • W1 UJ una 
veclndft.d de z que sólo iuterscctn a un miembro de la fru:uilia:;: (de bcc:ho a F1 ): Supóngase 
que z: E W. n F;, eut.ouccs W, es una vedndad de z y ac tendría que W. n F,, i= 0 pero t'110 

impHcarfa que exiRte 11 E F.• y y E W1 • Pero y E F., una contra.dicción. Por lo ttulto, cx.isle 
WUl- familio. discreta de nhicrtos u= {U, }1es cu w tal que F, e U, para toda 6 E s. Pero 
cadl\ U, es abierto también en X. Eutouccs U= {U1 },ES es la familih. buscad&. 

3) .::::;. l}: Sea H un subcsp11do de X y :F = {F1 } .~s una famili~ discreta de cerrados cu H. 
Entonces F ::::= LJ F. e If. Oararuente :F = {F.}.es es discreta en F y cada F. = F,, f) F t21 ... 
Ct?ttadu en F. Por lüp6l,?t1is existe una fa.núlio. U= (U, ),es de abiertos disjuntos por parejas 
en X tale8 que F. e u. Va E s. Considérese ln. fu.mil.in (U. nH}.es de o.bierL03 disjuntos por 
parejaa en Il. Se sigue que F. e H n U, Va E S. Por lo la.nto, H es nonnal por colecciones . 

• 
Thorema '2.ts.2 Sea X rw;n-:.::! r11r n-coli!cciont:-' y F C X un conjunto Ji;,, enfonc~.f F 

e.t normal por cr-c(lleccione~. 

Demostración: Sea F == Ü F.. con F,, cerrada en X par1'. loda n E IN y 1:1ea. B = {B.JoeJ 
n•I 

una familia. discreta de cerrado" en F, con IJI '5 a. Cou.sidérc:se la fautllin {D; n Fnli E J} de 
cerrados en F,,, de hecho también f;OU cerrados en X pues B¡ ::::: H1 n F cou H; cerrado en X, 
por Jo que B, n Fn = H¡ n F n Fn = H¡ n Fn. Además P.e afirum que 

IJ, n F., n !U B;J- = 0 para cada i e J r n e IN 
#i 

&to se demuestra fffdhucute: obsérvese que F .. = Fri n F pues Fn e F, cnloucce 

B1nF. n (LJ B,(- = D1 nF.. n [LJ B;J- n F 
¡¡. j ~- .,1 j 

Pe:to recuérdese que si Ce D e E, cut.oncee o-v ::::=e-,. n D. Por lo que,. 

D1 nF. n(U D;J- nF = 81 nF. n LJ(n;¡-·· = 81nF.nU8; = 0 
i'l-j • .¡.; i'f;j 
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porque los B, !iOll cerrarlos en F y íorumu lUli~ írun.ili1~ disC'rcta tm F. 
Ya que X C8 normal por 0-l"(}lr.cdmws. 1'.Xh.teu ahfort.os u,,tl Cll X tales que n, n Fn e U1,n• 

Los conjuntos {U,,11 }.0 forma.u mm fu.mili1~ 1li.-crcta en X. Además por nornmlidnd de X, 

1-:x.istcn ahiertoi; V.,u tales qtw n, n F,, e v. ... e v.;. e X \ lU B, 1-. Considérese la. familia ,,, 
{W,,.,} t.nl que Wi.11 = U¡,,, n v;, .. \Ji E J, n E JN. EnlollCt!S 

n: n F.. e W;,,, e W;~. ex\ !U n,¡-
'" 

y 
\W;,.\i E J} 

a¡ discreto. en X. ,,.;, 
Dc!ínase Wi,. = W;,,, \ {W;,,.li E J,j 1' i,m S n} y W,' =U W,', •. 

=• Afirmn.doucs: (1) D¡ e W,', pues Ri :z: E B .. e11tancr.s existe n E IN tal que z. E B¡ n F.1 C 

W¡,11 • Supóngn.sc que z E W,~m•i f:. i. A causa de que i ::/; j, z E W,~'" e X\ iLJ B,J- y B¡ ,,, 
ct1tá en cele \dlimo conjunto (i c:J mu\ de las l). Una oont.rwlicción. 

(2) W/ es abierto: porque Wi,n es abierto para toda pareja. (i, n) y nótese que parn. cada 
m fija la. Cruuilin {W;,m} es discreta por lo tanto la unión de las c.erradurR.S Cli ccrrndn. para. 
m fija. Como se cetá c01uridcrando las m :S n oo tiene una wllóu fiuitn. <le cerrados CD 

U{W;:mli E J,j ~ i,m S n} por lo que W/,n e¡ a.hicrto. 
(3) W/ n Wj = 0. pues si z e W;' existen W que z E w:.11 y z E W¡,". SupÓngase que 

z e w;,; ::/; i. Entonces existe m tal que X E w,,m· Sin pérdida de generalidad sea m < n. 
EuLouccs al a;La.r z E W;~n, z 1w puede c:th.r cu W¡,J para k #: i, l S n, por construcción de 
W/,n• pero W;,•n es tUta de las WA::J• \UU\ contrn.dicción. 

De estas tres nfirnmciones ac ooncluye que Fes normal por a· colecciones. • 

Teoremn 2.5.3 Sea X un c.•pacto normal por cuZecciuncJ, 41 't!n !'!!bc('lnjnntn t:r.rrado de 
X y cr un cardinal infinito, entoncc3 toda función continua J : A - J{n) &e puede e:rtendf'!r 
continuamente a tndo X, 

Demostraci6n: Considéretic la fttución g: J(a) - I definida uicdiautc la fonnula 

g([t,{J]) = { t, ~O.::' t::; 1,¡J <a 
o, 61 t-0. 

ges continua: Recuérdese como ~L~ dcfmida. la. métrica en .T(o) (para /31./J2 <a) 

p{l l l a ll { I• - vi. .; fJ, = p,, •,fJ, ' y,,,, = • +y, ,; /Ji # (3,. 

Entonces"'ª [t,¡JJ w1 punto en J(a) y V= B,(t,c) tuia Vc'Cindad de g({t,¡J!J cn l. Sea 6 =E, 
entonces U= B,({t,/iJ,6) es wm vecindad de {t,¡JJ en el erizo tal que g(U) C V. 

La composición gf t':> una fünciá1 de A a r. Como X es Cll particular normal, por d 
teorema <le Tictze existe una extensión c.outinuu. G : X - I de gf. 



34 CAPtrULO 2. EXTENSORES ADSOLUTOS l' EXTENSORES DE VECINDAD ADSOLlTTOS 

El intervalo (O, 1) 1 qttr. ffl tUl abierto en cl fO, lj, 1!5 tui conjunto rocero. C'.omo I u. uurum.l, 
(0, 1] aa uu oonjunto F,. Al Eier G continua, L = G- 1((0. lj) C'i 1111 cuujuuto F" eu J(n). Del 
teorema 2.5.21 L ca normal por a- colecciones. 

Conaidércnac los conjuntos FJJ = ¡-1({(t,.8)10 < t 5 l}). &tos forma.u w1a familia de. 
cerra.dos en a- 1cco.1J)): JlUCH Fil.= F;¡~ n L y !jll!R z E pu-'·\ F¡J. cutonccs /Cz) = (0.¡1) 
pues de otra foru1n. 81! tendría /(x} = (t 1 7} t #:-O,/) f. 7 y z no estaría <..'UF¡¡. De doucle 
/(r.) = (O,/J), poro a(f(x)) =o, y x1 a- 1((0, IJ) = L, IWi!. co11tmdicció11. 

Las {F11}.a<o forman unu. frunilin. discreta en L: ~n z EL, y /(x) = [t,7J,t #:-O. Con
sidérese Ja hola 8p(ft,7J,t:) ron t:: = t/2. Entonces ¡-1 (BP(!t,7J,c) es um~ vecindad de :.e en 
L, y no int.enieda a Fp tti. ¡J #:- 7, ya qne si la intcrsccta.ra., 8C tendría .: E Bp(!t, ,.],e} n F0, y 
/(z.) = (t',11] c.on f '!-D. pero entoncP.;o r{[t 11J,[t1,/?j} = t + t' > t >'·una c.ontradicciáu. 

En vista de lo lUltcrior cxiatc wrn. familia de abiertos {U.a}.ieJ con IJJ == n mutuamente 
ajenos, tal que Fa e Un e c-1 ((0, IJ) para toda ¡J (/3 < o). &ta familin. existe pues L 
Cfl nonual por o-colecciones y In. f.auülia al ser discreta cu L, que es abierto, es abierta y 
mutuamente ajena en X. 

Definase la función h: A U (X \ {U.a}ueJ) - I de la siguiente manera: 

h{x) = { ~/(x)) parazE A 
!""ª x E X\ {U,}oo 

Esta es una funcióu continua: hasta observar que la función ooushu1te h(:r) =O y la función 
g/ eon continuas. Falta demostrar que coinciden en la intersección de sus dominios: sea z E A 
y X E X\ {UoheJ· Por aitar en aite último conjunto, /{z) = ¡o,yJ. Entonces a/(x) =o y 
por definicl6n /i(:r) = O == gf(z:), Por lo tanto, h Cl'I continua por cl lema 0.5.6 aplicado a la 
cubierta A U {Uo}JJeJ· 

Por ser X normal, existe wm extensión coutinua H : X - /, AhorlL se puede definir la 
extc11Hión de /: 

Sea F: X - J(a) la fuuclóu definida por h~ formula: 

F' , { (Hlzl./3). 
'\'J = (O,p), 

pn.ra x E Tf;:! 

par• x E X\ {Uo}oeJ· 

Afirmaciones: (1) F está líen definida, pues F(:r} E J(o), 110 se interscctan ambos donünios 
y el punto (0,/1) está identificado con todoa los puntos de Ja íorrua (O, 7 ). 

(2) F extiende a/, ya que si :r E A, se tienen tres casos: 
(a) z<f: X \ {U0}peh entonces /(z)<f: Fo, 'l/J y /(z) ={O, 7) = (O,{J), por otra. parte F(x) = 
(0,/3). 
(b) "'E Uo para alguna /J y X E u.\ Fa."' obtiene /(x) = (O,{J) y !1/(cr.) =o. Pnr otra rartc 
F(") = (H(,,),/3) = (9/(x),{J) = (O,/J). 
(c)z E Up para alguna /J y " E Fp. Entonces /(x) = (!,/J) y gf(z) = t. Por otra parte 
F(r.) = (H(z),{J) = (g/{z),/3) = (t,/J). 

(3) F es rouünua: 
(a) Sea z E X y z E Up para alguna f3 y e > O. Entonces F(z) = (H(z),/J), W = 
Bp([H(z),PJ) es tma vecindad de F(z) cu J(a). Como Hes continua, existe 1ma vocind1ul V 
de zen X tal que IH(z) - H(,,')I <e para toda :r! E V. Sea U= V n Uo. U es 1wa vecindad 
de z en X y ac cumple que F(U) e W. 
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(b)Sca z E X\ {U¡1}11eJ• Por lo !auto F(r.) = [0,7). Sea 

U= D,([0,7).<) 

1urn. vccindn.d nrhilraria. de F(r.). Por demostrar 'IUC cxislr. turn. vecindad V de z en X 
lnl que F(V) e U, es dt!dr, pa.ra tocli\ r' E V !k! cumple que p(F(x},F(x')) <c. Por la. 
furtun. r.u In t¡uc C:HtlÍ. defiuiclK. p y por el lll'cho dt~ qm: t.odos los puntos de la forma jO."Y) C'ilán 
identificados, hl\.sla probar qtw p1m1. tmh1. .r.' E V se tiene lt'-01 = lt'I <e donde F(z') = [t' ,>.J. 
CouHidércec ln. fnudón H. es mntintm y &Í ~E X \{Ufl}ileJ eulouces H(x) = h(x) =O. Como 
h ~ ooutiuua, existe wu1 vcciudnd W de zen X Ln.l que lh(z)j =O < e pura todo x E W. 
Claramente.; z E W, F(z) =[O.-,) pues W e X\ {U,1}1oeJ· a 

Corolario 2.5.4 El c.,pacio cri.:o J(r) c.1 un AE(non11al por coleccionc.1). 
El l.<.•orc11u1. l1U11hiéu tiene tut inVt!r,;o: 
Teorema 2.5.5 Sol X un eJpacio T¡, A un Jubconjunto cerrado de X. Si para cada 

número cardinal r ~No y toda función continua J: A - .T(r) e:r:iJte una exlcruión continua 
F: X - J(r), entonce.• X C'J normal por coleccione.ii. 

Demostraci6n: Sea {F.},es una fa.11úli11 arbitraria. discreta de cerrados en X, sen. a = !Sj. 
s 

Eulonces A = LJ F ei 1m ccrmdo en X por cl corolario 0.5.2. Para cada F,, deCfoasc una 

función conlimt; f.: F, - J(o:) de" l!\ siguiente nm.1ier!\: Fíjci;e t E (O, 1) y definase: 

/,(z) = [i •• ¡. 

Esta función es oontinua. pues f, es mm. función constante. 
Por la.1>ropos.icióu 0.5.6, la. rombinación f = o.esf, es una función continua f: A - J(n). 

Por hipótesis, tiene twa cxtmtsión continu!\ F : X -+ J(o:). Considérense los ronjunto11 
U. = ((t,4')10 < t S 1}. &tos conjuntos eou abiertos en J(a) (cada mio e; wrn ... espina" 
del erizo). Además F. e P- 1(U,) pues fiÍ X E F, • F(x) = [t,aJ E u,. s.~ a.firma. que la 
fu.mil.in. c!.c ::.bic:to:: {F-1 {U.),} • .;s ~ <l.i!'j•mt""" X. Supñnvvu~ 'l"'~ ~xifile :r: l= X tnl que 
X E F-1(U.) n F-1cu • .). Eutoucc.s F(x) = jt,.iiJ = [t,.ii'J. Lo que claramente no el posible, 
yn. que el origen uo está en algún U,. Entonces la frunilia de abicrton disjuntos por parejrui 
{F-1(U.).},e.o; cumple oou lo11 requisitos y el espacio X cs normal por colecciones. • 

Corolario 2.6.6 LoJ e.Jpacio" erizo J(r) Jan AE(C) para tnda T, Ji e CJ la cla..tc de loJ 
CJpacioa: 
(1) Totalmente normale.ii. 
(2) Paracompacto.ii Ha.wdorlf. 
(3) Norma/e. (•i y .•Ólo ,¡ r =No). 
(4) Compacto• Ha.,,dorff. 
(5) Mctri<ablc.•. 

Demoatraci6n: (1) Véase teorema 0.7.7. 
(2) Véase teorema 0.7.5(1). 
(3) Véase teorema 0.7.G. 
(4) V.\aHe teorema 0.7.5(3). 
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(5) Se Biguc de (2).• 

Demo11tracl6n del teorema 1.2.2 Se prohnrñ. que X es un ANR(uonn1J). Como X 
es aeparable y completo (lema O.G.5), se puede eur:Rjar cuma t.·uhcspn.do cerrado de J(No)No 
(teoremB. 0.6.6). Supóngase que X e21 un suhr.s¡>a.cio cerrado de m1 espacio nornm.1 Z. Por de
mostrar que existe wrn. retracción r: V -t X <le tum. vcdud1"'1 V de X en Z 11.. X. Cout>icl(:rc:m 
la idcutidad vista de la siguiente manera: 

Z ::>X ..!. XC J(No ¡No. 

Ya que X es un ANR(scparable mctrizable), e.x.istc wia retracción r' : U - X de wia. vecindad 
U de X en J(No)No, Por olrn parte, scg,'m cl corolario 2.5.6(3), existe mm extensión ronlinun. 

i1 : Z - J{No)No 

de i a todo Z. Sea V::::: i¡-1(U). V CM mu' vecindad de X en Z. Dcfíul\Sc una nueva ÍlWdón 

r : V - X, mcdiruitc la formula r ::::: r'i1 para toda z E V. Entonces r e:t la retracción 
buscada y X Cfi un ANR(normal). • 

Continuación de la demostración del teorema 1.2.4: 
Supóngase que Y es un ANR(metrizable) y Gti absoluto, Se probará que Y es un 

ANR(normal por colecciones). Como Y es oompleLo (lema. 0.6.5), se puede encajar como 
subcspa.cio cerrado en J(T)No para algwia T (teorema 0.6.6). Sea X Wl cspa.c:io normal por 
colecciones y b~p6ngMe que Y es un sube6pacio cerrado de X. Conaidérf>..se la identidad i, de 
la sigui en le forma: 

X::> Y..!. Y e J(N0 )No. 

De scuerdo al corolario 2.5.4, existe Wl& cxtcnsi6n continun 

i 1 : X - J(r)No, 

de i. Por ot.ro lado, Y es un ANR(mctrfaa.blc), por lo que, existe wia retracci611 r' : U - Y 
de uua vecindad U de Y en J(T)No a Y. Sea V= ií 1 (U). V es uua vcciuJacl c1c Y en X. 
Definase 1UU\ nueva función r : V - Y de la siguiente manera: r ::::: r'i 1 para todn. z E V, 
entoucca r es unn. retracción de V en Y, de donde se obLienc que Y es \Ul ANR(normal por 
colecciones). • 
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(5) Se sigue de (2).• 

Demostración del teorema 1.2.2 Se probará que X es un ANR(uonmJ}. Como X 
ee separable y completo (lemlL 0.6.5), se pul!dc cnca.jar como l'mh1~10pndo cerrado de J(No}No 
(teorema 0.6.6). Sup6ngMU que X es un imbcs¡>acio cerrado de un espacio uornml Z. Por de· 
mostrar que exiele WU\. retracción r : V - X <le tUUJ. vedudiul V de X cu Z a X. CoUt•idércs1? 
la identidad vista de la siguiente UlEWera: 

Ya que X es W1 ANR{separable mehiza.ble), existe unn. retracción r' : U - X de una vecindad 
U de X en J(No)N:o, Por otra pa.tle, scgfü1 el corolario 2.5.6(3), existe 1wa. extensión ronlinun. 

i1 : Z - J{No)No 

de i a todo z. Sea V= ij1(U). V es 1uta. vecindad de X en Z. Dcfúm.sc una nueva función 
r : V -+ X, mediante In formula r = r'i1 para toda z E V. Entonces r es la. reLracci6u 
buHcada y X es un AN R( nornrnl ). • 

Continuación de la demostración del teorema 1.2.4: 
Sup6ng1uic que Y a; un ANR(mctrizahle) y G11 absoluto. Se probará que Y a; 1m 

ANR(normal por colecciones). Como Y es co111plelo (lema O.G.5), ~ puede encajar como 
mbespacio cerrado en J('T)No para alguna. -r (teorema 0.6.6). Sea X Wl a;pa.cio uonnal por 
colecciones y mtpóngBSe que Y es un subespacio rerrn.do de X. Considérese la. identidad i, de 
la siguiente fomm: 

X ::> Y .!. Y e J(No ¡No. 

De acuerdo nl corolario 2.5.4, exi1:1tc WH\ ex.tensión continuo. 

i 1 : X - J(r)No, 

00 1'. Por otro le.do, Y es w1 ANR(mctrizable), por lo que, existe w1a rclracci611 r' : U - Y 
de twa. vecindad U de Y en J(r)No a Y. Sea V= it1(U). V es wm vecindad de Y en X. 
Dcfh1a.se 1um uucva función r : V - Y de la siguiente manera: r = r'i1 para. todn. .:: E V, 
entonces res una retracciúu de V en Y, de donde RC oblicue que Y es un ANR(normal por 
colecciones). • 



Capítulo 3 

Relaciones entre espacios A(N)E y espacios A(N)R 

3.1 La relación A(N)R(C)<=> A(N)E(C) 

Uun. VC1. que fiC luu1 cstn.blccido lru; ddhücioncs y rcsullados iuás iwportn.ulcs pHia cxlen!iOres 
y rctrn.clos, procederé a. cstn.hlcccr las interacciones que existen entre estos espacios. Uno 
cfo los objetivos fino.les i>crií. C8tf\h1cccr que \lll eipa.cio X es un A(N)R(C) b"Í y sólo s1 es w1 
A(N)E(C) ¡>1:ua ciertas d1U>1~s C. 

PRl'"a ClUJJczar, se observa que 1U1a de IM implicaciones C8 iumedin.ta: 
Teorema 3.1.1 Si C t:.<i una cla..•e de eJpacioJ topológicot1 y X E C CJ un A(N}E(C), 

entonce.• X "' un A( N )R(C ). 
Demo3traci6n: Se lleva a. cabo la prueba para In. afirmaci6n AE, la otra es similar: 
SupóugWlt! que X E C cs tu1 AE(C). Sea Y E C y X encaja.do en Y 001110 suhcoujunto 

cerra.do. Sea i: X - X la identidad cu X. Como X a; w1 AE(C) y X E C. ln. identidn.d tiene 
wm. cxtcnsi6n continuar: Y - X, que dn.ramcutc es una retracción. • 

En lo sucesivo se tratará. de dcteniúun.r las da.sea para las que es cierta. también la. in1pli
cación invema, es decir dada uua. función continua f: A - X Je wi subcspe.cio e.erre.do A de 
w1 espado Y E C a tut AR(C), ¿ Parn. que clases C existe uun. extensión continua F de J n. 
torio Y? 

Antes de prohn.r el l.t.."Orcma correspondiente &e requhm: u.u lcinü. ~li::, m~dinc:: OP. 1oi. 
resultados Y" han sido probados. Siu embargo, líls incluyo para. mostrar el cuadro actual de 
CfltR. parte de la teoría de los AE. Supúngn.sc que A e X CH tm 1mbconju11to cerrado y que 
f : A -+ Y es una función coutimu~, entonces: 

Len1a 3.1.2 Sea Z =X U¡ Y el «Mpacio dt. adjunción de X y Y a travé.• de f (3ecciór1 
O.J .J!). Si X y y "ºn C-'pacio.• de la clcuc e, entonce.• z también pertenece a e' tfondc e Cl! 

(1) T,. 
(2) C(Jmpndo. 
(s) Lindclof. 
W Normal. 
(5) Totalmente normal. 
(6) Perfecü1mcnte nonnal. 
(1) Completamente normal. 
(8) Normal por coleccioneJ. 
(9) Contablemente paracornpacto normal. 

37 
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(10) Compacto Hawdorfl. 
(11) P11racomp11cto. 
(/!} Ultronormal. 
{19} Ultraparacompacto. 

Demo•traci6n: Como los casos (1)-(11) ya hiu1 o;jdu probados ([Hatmcr(l)J, [H>uiner(2)j, 
[Miclmcl]), los resultados nucv0ff1 flOD (12) y (13}. Se probará. primero (12) y se obscrvu.rií. 
que la. prueba aplica Lu.mbién para el ca.so ( 4). 

(12): Sean Fi,F1 dos ccrrad08 en X+ Y Lalcs que F.= 71- 111{.F,)(i = 1,2) (J1 es el nulpco 
cuc.icutc). Bc..'lta probl\r 1pw existen a.bicrlos-cerrn.<los ajenos Ui.U1 en Z =X+ Y tales que 
F¡ e U¡ y U¡= p-1p{Ui)(i = 1,2). Seau W 11 W1 abiertos-cerrados ajcuois cu l' tules que 
F; n Y e W,(i = 1, 2). Obsérvese que F, n X e (X\ A) u ¡-•(W;). Como X es ultrauortnal, 
existen abiertos-cerrados ajenos Vi, Vi cu X tales que F. n X e V;(i = 1, 2). Sin pérdida de 
gcncrallde.d, podemos &Upoucr que A U V. = A U ¡-1(W,)(i = 1, 2). Definase T. = l/¡ U lV; y 
U;= Z \ p-'p(Z \ T.)(i = 1,2). Claramente F, e U., U, = p- 1p(U,) y U, n U, = 0. Falta 
entonces probar que los conjuntos U; son abiertos· cerrados. Basta probar que 

pues 21 es abierto-cerrado. También u6tese que: 

p-'p(Z \T.)= {z E Zlp(z) E p(Z \ T,)}. 

Clararnenle, si z E Z \T. entonces p(z) E p(Z \ T,) y z E p- 1p(Z \ '.11). 
Ahora eup6ugase que p(z) E p(Z \ T,) pero que·~ Z \T.. Existe z! E Z \ '.11 tal que 

p(.:) = p(z'), .:'* 7' y .: ET¡. Por construcción del espacio, .: #; z', p(.:) = p(::') significa que 
(•) z, •' E /(A) 
(b) •·•'E A 
(e) •'E /(A),z E A 
(d) z! E A,z e /(A). 

Se probará. que cualquiera de los cuatro cnsos conduce a una. contradicción. 
Si z 1 r.' E /(A) quiere decir que z =/(a.), z' =/(a'), a, a' E A. Pero enLonccs p(::) = p(z') 

significa que /(a) = f(a'), es decir • = .! • 
(b): Si.:,.:' E A, entonces.::::: a 1 r.' =et. a E V¡,f(a) E W¡. Como.:'$ T¡, se sigue que 

a'$ V; pero /(a) = f(a') porque!'(•) = p(.'), de donde .. deduce que /(a') e W;, es decir 
á E ¡-1(W¡) y romo et E A, ae concluye que a E V¡, una contradicción. 

(e): • e A y z! E /(A), entonces z = a E A, z! = /(a'),a' E A. Además /(a) = /(a') 
porque p(~) = p(.i'). Entonces, 

a e V;~ a E ¡-1(W;) ~ f(a) E W; ~/(a') E W; 

lo que C8 UD a ooutradicd6n, pues z' $ T¡. 
(d) Si.! e A,• e /(A), z' = a',z =/(a). Ademlie /(a)= /(a'). Entonce• 

a E 71 ~· f(a) E W; ;> f(a') E W; ;> <Í E ¡-1(W;) 

y romo, a' E A se deduce que a' e v¡ 1 otra vez Wla coutrn.dicci6n a que .:' t$ 7i. 

•Nuev~porque huta ahora no loe he "ºcontra.do cu ll\ litt!ratura que~ revisado. 
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En vit1ta. dt! lo 1u1lt!rior. lm1 l'onjuutoH U¡ son ahicrtm1·ccrratlos y X U¡ Y i~ uhra.uornuJ. 
Se ohscrvn que la dcmui1tmrilm ttc puede n.plica.r al caso (4). 
(13): Del teorema 0.7.4{3} KC tledur.c <¡uc si X, Y son ultraparacorupactos. entonces X, Y 

son tdtrnuonunlm; y pnr1Lr.otu¡111ctus. Oc (11} y {12) t!ll! sigue q1w X U¡ Y e; 11ltra11uru11J y 
patH.cumpndu. Otrn ve-¿ se lllih d 11-orcum 0.7.4{3) pnm deducir qne X U¡ Y C8 ultrapara· 
COillpl\ClO. • 

Teorerna 3.1.3 St:ll C cualr¡uicm de la.i .•iguicntc.! cla.•e,• de e.•¡iac:io.1: 
(J) normale.t. 
(2) normalt:3 por colccciont:.s. 
(S} totalmente normalc.•. 
(4) perfectamente nnrmule.•. 
(5) completamente nonnale.'1. 
(6) normalc.:11 Linddóf, 
(7) numerablementr. paracumpadru norma/e&. 
(8) compacto.., hatl.,jdorlf. 
(9) paracompacto ... 
(JO) mtranormalc.t. 
{11) cntraparacompacto.11. 

Entonce.t: 
(a) Todo ANR(C) ., un ANE(C ). 
(b) Todo AR(C) ., un AE(C ). 

Demostración: & realizan las pruebas para ANR(C). La otra es oomplctamenle similor: 
Po.ta todos los cru;os sea Y un ANR(C) arbitrario y oonsidéresc wta funci6n continua J: A-+ 
Y definida ctt tut m1bcspacio cerrado A de un espacio X E C. Dn.stn. probar que J se puede 
cxteuder a wia vecindad U de A c:n X. Considérese cl espacio de adjunción Z =X u1 Y. Por 
el lema anterior Z E C. La función canónica p : W = X + Y - Z tiene dos restricciones: 

k=ply, i=Pix 
Entoncefi k : Y - Zo NI tul homcon1orfismo de Y sobre un subcspacio cerrado Zo de Z 
(teorema G.2.5). Como Y a; tlll ANR(C), c:x.iste tuto. vecindad V de Zo en Z y wia retracción 
r·: V - Zo. LA. imagen invcrHB U= j-1(V) de la funci6n j : X - Z ~ tma vecindad de A 
en X, porque p- 1(V) es abierto en X+ Y y por definici6n X np- 1(V) es ahicrto en X. Pero 
p-1(V)nX = ;-1(V). Si a E A, entonces a= /(a) en Z y /(a) E Y e V porlo que j(a) E V 
y a E ;-1(V). 

Dcíwn.sc wia fw1ción g : U -+ Y mediante la formula: 

g(z) = (k-1r)(j(z)J 

para toda z E X. Entonces 9 es wia cxtenBión de fa U, pues g(a) = k-1(r(j(a))) pero j(a) = 
/(a) en Z y /(a) E Zo por lo que r(/(a)) =/(a). Entonces k"-1r((/(a))) = k-1(/(a)) =/(a), 
por dcfinici6n de k. Esto dcmUcstra cl teorema para las cl88C8 oonsidera.das. • 

Teorema 3.1.4 Supóngtue que Ct:J una de la.s .siguiente.s cla.3c.11: 
{1} mctrizablc.t. 
(2) rnétricoa .tcparable.s. 
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Demoetraci6n: Se conducen la pruebRB para ANR(C). La otra e; ooruplctnmcutc sim..ilnr: 
Para todo11 loe casos sea Y un ANR(C) arbitrario y coueidéresc mm función continua f: A -+ 

y definida en Wl subeapa.cio cerrado A de Wl espacio X E e. DRSta probn.r que J 6C puede 
extender a. una vecindad U de A en X. 

Del teorema 0.6.1, existe w1a ioomctría l : Y - L donde L es el espacio de Dannch 
C"(Y). l(Y) = Zo CH cerrada en Ja envolvente convexa Z de l(Y). Z es uictrizablc por ser 
lUl subconjunto del cspa.cio métrico L. Si e C8 la clase (2), cutonccs y es BCpara.blc y por 
lo tanto, otra vez por d teorema 0.6.1, Z también lo cs. Por lo tanto Z E C. Al Aer Y 1u1 

ANR(C) cxiatc two. vecindad V de Zo cu Z y una retre.cción r : V - Za. Por otra parte, del 
teorema de Dugundji 0.4.3 ec sigue que la fünclón 

.¡,=lf :A-L 

tiene una exlcnsión continua.¡, : X - L la! que Y,(X) e Conv(.¡,(A)). Pero 91(A) e l(Y). 
Enloncca Y,(X) e Z. Definase U= .¡,-1(V) yla funcióu g: U - Y por 

para toda :t E U. Eutoncea ges lllla extensión de fa U, pues ai a E A, 

g(a) 1-1,..¡.(a) 
¡-•r\!(a) ya que a e A 

i-'rlf(a) 

i- 11/(a) pues /(a) e Y,/f(a) e Zo 
/(a). 

Con esto ac demucatra el teorema. • 

Teorema 3.1.5 Todo A(N}R(compacto, mdriia.ble) ea un A(N)E(compa.cto, mdriza.ble) 
Demoatraci6o: Sea. Y cowptM:to wetrizable1 y f : A - Y wia íuncióu conüuun. definida. 

en un subes pací o cerrado A de un espacio rompacto metrizable X. Por demostrar que / 
ac puedo ex.tender a rontinUA111Cnte a todo X (respect. a 'ma vecindad U de A en X). Se 
conduce b prueba. para. ANR la otra es similar. 

Como Y m compacto metriu.ble, edite un homeomorfUmo h : X - Zo de Y eobre un 
oubespacio cerrado del cubo de Bilberl Z = JKo (lcorema 0.6.8). Ya que Jllo C8 rowpaclo y 
meiriuble 1 Y "" un ANR(C), criate una •ecindad V de Zo m Z y una relracción r : V - z.. 
Por otra parte, a awaa de que Z ea un AE(nonnal), la funci6o compueata 

tiene una e>:tensión .¡,:X...+ z. La imagen invcraa U.= ...,-1(V) es una vecindad de A cu X. 
Dcflnue la funci6o g : U - Y por la funnula 

g(i:) = W'[r(Y,(z))J) Vz e X. 
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Enloncr.s g es mm. cxlcnsión de f a U. pues si a E A, 

9(a) ¡,-•,.,¡,(a) 

h-1r<f>(a) 

h- 1rhf(a) 

h-1hf(a) 

/(a) .. 

Lema 3.1.6 (1) Un A(N)R(compocta, metrizable} .., un A(N)E(normal). 
(f} Si X es un A(N)R(metrizablc) entonce,, e,, un A(N)E{parac.ornpacto, p-e.tpacio). 

Demoetraci6n: Se probará Pl'f" AR, el caso ANR es similar. 

(1) Como Y es w1 CR¡>&cio con1paclo wctrizahlc, se puede tratar romo Wl subct1pa.cio 
ocrriW.o del cubo de Hilbcrt JNo, Como este último también es compacto metrizablc, existe 
wia relra.cclón r : ¡No - Y. Por otro lado considérese wia función con ti o U& f : A - Y de un 
subcspacio cerrado A de \lll Cl!lpacio normal X a Y. Fl cubo de Hilbert. ee un AE(uormal), 
entonces e:xietc una cx:tcnei6n /' : X -+ Y de /. De aquí ec deduce que la ex.tensión buscada 
de/esF=rf'. 

(2) Supóngase que Y es un AR(melrizable). Sea. / : A - Y una función continua de 
W1 subconjunto cerra.do A de \U1 ~pacio paraoompado X a Y, y sea 1/• : X - M una 
función perfecta de X a un espft.Cio metrizable M. Por d teorema 0.6.3, existe 1u10. 'T tal 
que Y C J(T)No. Como Y ca p-espacio parn.compaclo, es nonnal por colecciones por los 
teort.'UlA8 0.7.5(1) y 0.7.7. Eiltonccs, según el teorema 2.5.6, criote 1u10. extensión coolinua 
4>: X - J(T)No de J. Como~· es pcrfocto, la funci6n diagonal g = 4><>.P: X - J(T)No xM 
definido por g(o) = {<f>(•J,.P(z)) "" ¡>enocL .. ([Engcll:i:¡;J !0<>rem• 3.7.9). Por lo tanto, d. 
subconjunlo K = g(A) de J(T)N•xM ca oerrado. Sea" la ¡>royceci6n de J(.,.)l<oxM en 
J(T)No. Al oer Y un AE(metrizable) (teorema 3.1.3(9}), la Íwtción ,,¡., : K - Y, tiene una 
~temión oootioua h: J(T)NoxM - Y. La oompoe;icióo F = hg: X - Y es la extensión 
requerida de/, porque F(a) = hg(a) = h[(4>(a),,P(a))J = h[(f(a),,P(a}}] =/(a}. • 

'19orema 3.1.T Todo A(N)R(p-C3pacio paraeompacto).., un A(N)E(p-C3pacio paraeom· 
pad•}-

Demo1tración: Si Y es un AR(paracompa.cto, ~espado), culooces m uu rctraclo de 
Wl producto MxC, donde M m un AR(metriuble) y C. un AR( compacto, Ha1111dorff) 
([Pnymusiúaki(l)J pag.63). Sea r: MxC - Y la retracci6o. Sea f: A - Y una limci6o 
ronlinua definida cu Wl aubeapacio cerrado A de un ~esp&clo pa..racompacto X a Y. Por 
d. lema previo MxC e1 Wl AE(paracompacto, p.espacio), por lo que cdete una cxteoaióo. 
ronlinua g·: X - MxC. La compoo!ci6o F = rg: X - Y eo la edclllli6o requerida de J. 
Lo cual completa la prueba. • 
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3.2 El caso metrizable 

Teorema 3.2.1 Si Y e.1 un A(N)R(aepara.ble mdrizable), entonce.11 Y r~• un A(N}E(ultra· 
normal). 

Demodraci6n: Se probará paro. ANR. Sea. / : A -+ Y w1a función coutimm ele w1 
subespacio cerra.do A de lW espacio ultranornialX s. Y. La oompm1ició11 

.¡, = if: A - ¡No 

de la función f y la. inclUt1iÓU i: Y -' ¡No (rccuérd'.'!l•~ 'lue Y i;e puede cncD.ju.r en ¡No{teorenm. 
0.6.8) tiene una cdemd6n t/J : V -+ ¡No porque el cubo es un ANE(ultranormal). Sea 
U= ,P-1(V). Entonces U es una vcdnda.d de A en X. DeCú1ase una función g: U - Y por 

g(•) = r[,P(z)J V• E U. 

Entonces ges 1wa extel18i6n de fa U, lo que prueba que Y es un ANE(uhranonnal). a 

Corolario 3.2.2 Si Y e,, un A(N)R(metrizable, compacto), entonce.ll Y e.s un A(N)E(ultra· 
paracompado ). 

Demo•tración: Se sigue de que Lodo espacio ultrapara.compado es ultranonnal (teorema. 
0.7.4(3)). 

Corolario 3.2.3 Si Y u un A(N)R(mctri:Bblc compacto), cntoncc8 Y e.. un A(N)E(ultra· 
normal). 

Demostraci6n: Como Y ~ metrizable compacto, es en particular separable melrizable, 
por lo que d resultado ge sigue del teorema. 3.2.1. • 

Corolario 3.2.4 Si Y u un A(N)R.(md,.úable, .Jc¡;o:r::Mc), entonce" Y~-' un A(N)E(ultra
paracompacto ). 

Teorema 3.2.5 Sea Y un A(N)R(metr¡,able). Entonces: 
(l} Y u un A(N)R(per/ecfomente normal, totalmente normal). 
(!) Y u un A(N)R(totalmcnte nom1al) ai y 8ólo Ji Y e,, completamcn~c mcfrizab!c. 
(3) Y e.t un A{N)R(per/cdamentc normal) ai y Jólo !i Y e.!I acpara.ble. 
(4) Y u un AR{normal) ai y .aólo .si Y eJ .acparoblc 11 completamente rmtrizablc. 

Demo•traci6n: Se prueban lu afinnacionct para loa casos ANR¡ para AR la prueba ea 
timilar. 

(1) Sea Y un ANR(melri•able). Por el lcorema 3.1.3, Y es Wl ANE(melrizable). Del 
teorema 2.4.1 m? sabe que Y et un ANE{ total.mcut.e nonnal, perfcchuncnlc uormsl). Entonces 
Y .. un ANR(peñeclamenle normal, lolalmenle normal). 
(2) La demoolradlio do que Y .. un ANR( lolalmente normal) oc conduce como en (1), si Y es 
OJO:lpletamente imtrizable. Si Y e1 un ANR(totalmcntc normal), entonces es un G6 absoluto 
por el leolem& 1.2.6, "" deeir, eo cowplelamenle melrizable (lema 0.6.5). 
(3) Si Y .. oeparablc, enlonc:a es un ANE(pcrfcdl\mente normal) ocgún el teorema 2.4.1. 
Por lo laulo eo un ANR{perfeclamcnte normal). Si Y es un ANR{pcrfcclamente nonual), "" 
ligue de los leorcnuw 3.1.3 y 2.4~~ que Y ea sc¡Jllrablc. 
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(4) Se prueba igmJ que (3). • 

Corolario 3.2.6 (J) Si Y e..• 1útranorrnal, A(N)R(mctrizable), .•cparable y OJmpletamcnh: 
mctri:ablc, entonce.• e.5 un A( N)R(ultra.norrnal). 
(2) Si Y e.• ultranormal, A(N)R(mctrilable) y completamcmtc mctrizable, entonr.e" CJ un 
A( N }R(ultraparacompacto ). 

Demostraci6n: (1) Se sigue del teorema. 3.2.5(4), pues al ser Y nn A(N)R(normal) es un 
A(N)R(ultranornuJ) (Y mismo Cti ultra.uormal). 
(2) Se ohtit!ne de (1 h porque todo ~pn.cio ultrAnormal puacompado es ullraparacompacto 
y Y al ~r mctrizablc es pa.rn.compacto. • 

3.3 Espacios erizo 

Respecto a los espacios erizo, del corolario 2.5.6 ee obtienen loa siguientes resultados 
Teorema 3.3.1 (1) Para todo cardinal..,, J('y) CJ un AR(metrizablc). 

(t) J(No) ., un AR(per/ectamenle normal). 
(3) Para todo cardinal 1'• J("Y) CJ un AR( totalmente normal). 

Demostración: J(7) ca uu AE(metrizable), entoncca por d teorema. 3.1.1 es w1 AR(me· 
trizable). Esto demuestra (1 ). 
(2) Se ague de (1), de que w(J(No)) =No y de los teoremas 2.4.1(3) y 3.1.1. 
(3) Se oblicue del resulll\do del coro1"1io 2.5.6 y del teorema 3.1.1. • 

De este teorema se obtiene un interctante rctultado 
Teorema 3.3.2 {!} Para todo cardinal 7, J(-y) ca completamente metri~able, 

(!) J(Ha) a un AR(normal}. 
(9) Para todo cardinal -y, J("Y) es Cech-completo. 

Demostraci6n: (1) Del rcsullado (4) del teorema 3.3.1 .., sabe que J(-r) es un AR(lolal
mcnte normal), cntoncea por d teorema 3.2.5(2), J("Y) es c.ompletamente mctrizablc. 
(2) Se obtiene de (1) y del teorema 3.2.5(4). 
(3) Se ague de (1) y del teorema o. 7.12 •• 

Otro resultado impor~antc: 
'I\:orcma 3.3.3 Pare. toda "'f, J(7) CJ un G, ab:oluto. 
Demootraci6n: Se .;gue de los leoremao 3.3.1(4), 0.7.7 y 1.2.4. • 

Corolario 3.3.4 {l) J(T) ., un AE(ul!Taparaeompaelo)' para !oda T. 
{!} J(No) u un AE(ullranormal) • 

. Demoatraci6n: (1) Se .;guc de los teoremas 3.3.2(1), 3.2.5(2), 3.1.3 y 0.7.4(3). 
(2) Se ague de los teoremas 3.3.2(1) y (2), 3.1.3 y de que lodo aipacio ultmnonnal es normal • 

• 
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3.4 Resultados adicionales en la teoría de AR y ANR 

'D!orema 3.4.1 J(.,-) ea un A(N)E(parcicompBcto, JJ.t:,,pacio). 
Demo1 traci6n: J( T) ca Wl A{ N )R(melrizable) (corolario 2.5.ü), cnlonc1!& CR un A( N) R( pa.

mcompacto, ~eapacio)por d tcorc.~lllf\ 3.1.4(2). • 

Teol'ema 3.4.2 Todo e.•pacio mdnº:able completo JC puede encajar como .~ubcJpacio 
cerrado de un AR{normal por coleccione.•) r.omplctamcnk mdrizable. 

!hlmo1traci6n: Si Y es anctrizable oomplelo, se puede encaja. como subcspllcio U!tris.J.o 
de J(T)No para &guna -r y J(T)No es un AE{uormnl por colecciones) por el corolario 2.5.7. 
de donde ee sigue que es un AR( normal por colecciones). Por t>l t.eorcma 3.2.5(2). es oomple
iwneuk mdriin.blc. = 

Teorema 3,4.3 Un eJp11cio Y eJ homcomor/o a un retracto de J(cr}No ,,¡ y 36lo Ji Y e..s 
completa.mente metri".:ablc, w(Y) S a y Y CJ un AE{normal por -r-r.olcccione.,,). 

Demostración: Supóngase que Y es homeomorfo a un retracto H de J(o:)No, Hes com
pleta.mente metrizablc al BCr un cerrado en un espacio oompletamcntc mctrizable. Entonces 
Y ea oomplelamcnt.e nietrizable y clarnment.e w(Y) S T. Falt.a probtU' que es un AE(normal 
por colecciones). Para ello, sea f : A - Y una función oont.inua. de un mbconjunto cerra.do 
A de uu espacio normal por c:olecdoncs X a. Y. Existen una retracción r : J(-r)No - H y 
un bomeomorfismo h : Y -+ H. Por lo tanto existe una cxtensi6n oont.inua F : X -+ J( T )No 
de la oomposici6n hf : A - H C J(r)No. De aqui se obtiene la extensión requerido. de /: 
h-1rF:X-tY, 

<::::): Como Y es un AE(nom1al por colecciones) y es metriznble, eti un AR(norma.l por 
oolecciones) (teorema 3.1.1) y G1, (teorema 1.2.4). es decir oompletaw.ente metrizable. • 

Finalmente una caro.cterizaci6n para espacios norma.les: 
Teorema 3.4.4 Un ~pacio 7i. X el normal .•Í y .Jólo ,,¡ para cada cerrado A df! X y 

tnrla función/: A -t Z, e:ci..de una u:ten.,ión F: X - Z, donde Z C3 un A(N)R(metrizable) 
.Jeparable V G, abJ1oluto. 

Demostraci6n: Se prueba para AR. 
Si X cs normal, /:A - Z y Z un AR(metrizablc) ecpare.ble y G6 absoluto, entonces Z 

es un AR(normal) por el teorema 1.2.3 y por comiguiente es \Ul AE(normnl) (tt:orcma 3.1.3), 
de donde ac deduce la existencia de una extensión F : X - Z de /. 

Sea X un capft.cio y K,H cerrados disjuntos en X. Sea Z = J(No). Entonces, Z es 
oeparablc, AR(melrizablc) y G, absoluto (Teorema 3.3.3). Defínasc A = K U H y uno 
funci6n J: A - Z mediante la !6rmula (a f /3) 

/(z) = { (f,a) ~ z E K 
( 1 ,¡3) "z EH 

Oaramente /es continua. Entonce., por hip6tcsis1 existe una extensión continua F: X - Z. 
Comidézeae loe abicrloe V= F-1(Bm.aJ, ~))y w = F-1(B{(t,/3J. ~)) . 

.Allrmaciouea: (1) K e V, H e W, porque si z E K, F(z) = /(z) = [!,aJ, es decir 
z e K.De la mi.ama manera se prueba H e W. 
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(2) VnW =C: oi .r. E VnW,cntouco• F(;r.) EB(H,tJJ,})yF(") EB((!,aJ,})lo que 
es tllla contrarlicción. De <loudc t.e deduce que X es nonmJ. • 

Se oblicue tm 1.corcma aun.logo J>ara 01pa.cios uonualea por ooleccíones: 
Teorema 3.4.5 Un e.•par.io T1 X c.. Mrmal por coleccione., _,¡ !J .9Ólo .si para cada cerrado 

A cu X, para cada fimcióu J: A - Z ezi.ste mia ('..Z:ten,.,ión continua F: X - Z, donde Z 
e..s uri A(N)R(mdtizable) completamente metrizahlc. 

Demostración: Se prueba. pitra AR. 
Sj X es normal por colccdn1ws, f : A - Z, A cerrado cu X y Z w1 AR(metri?.able) 

completamente mctrizable, Sl? sigue del if~nr1'1llK 1.2.1, que Z ca Wl AR(nonnal por ooleccioucs) 
y dcl Leurcwa 3.1.3, que Z Cfi un AE{norma.l por rolcccio1.1cs), eutoncCs existe una extensión 
F:x-z. 

Sea {F.}.es w1a famili11 discreta de cerrRdos en X, fiC requiere encontrar una úunili.a 
{U. hes de a.Licrtos CD X ta.les que F. e u. v .. E s. Considérese como z cl espacio erizo 
J(T). Z es rowplettuUente mctriiablc y es un AR(metrizllhle), El resto de la prueba se sigue 
como en In. demostración del teorema. 2.5.5. • 
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