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Introduccion

El material de esta tesis estd basado en las notas de clase del curso de Geometria Simpléctica,
impartido por el Dr. Santiago Lpez de Medrano durante el primer semestre de 1990 en la
facultad de Ciencias de la UNAM, y también en los siguientes textos:

£ Victor Guillemin; S mp lectic Technis in Physics-’CaMbriclge University.

2. Notas de Mecinica Celeste (version preliminar) por Adain Chenciner;

Universite’ de parisVil.
3 -V Arnold, Mathematical Methods of Classical Me chanics; Springer Ver!ag, N.Y. 1978
En el capitulo I, se define formalmente lo que es la geometria simple’ctiza y se le compara
con la geometria euclidiana. En el capitulo 11, se ve algo de dptica gaussiana y dptica lineal,
donde ya aparecen transformaciones lineales simplécticas y matrices simplécticas; luego se
enuncia el Principio de Fermat y se ven algunos ejemplos de medios dpticos en los que la
velocidad de la luz depende de la altura. En el capitulo III, se ve un poco de cdlculo de
variaciones, se introduce el concepto de ‘‘energia de una curva’’ y se define el concepto de
geodésica en términos de la energia. En el capitulo IV, se hace una descripcion de la
geometria del flujo geodésico del toro plano y del toro de revolucidn. Finalmente, en el
capitulo V se ven las ecuaciones de Hamilton, el flujo hamiltoniano determinado por éstas,
y se demuestra que el flujo hamiltoniano preserva el volumen y la forma simpléctica. Dicho
en otras palabras, el flujo hamiltoniano @(x,7) consiste de transformaciones simplécticas

P'x).



Capitulo I
¢Formalmente, qué es la Geometria Simpléctica?

Formalmente, es la geometria definida en un espacio vectorial por medio de una forma
bilineal antisimétrica y no-degenerada.
Para entender esto mejor, comparémosla con la euclidiana. En la geometria euclidiana
tenemos un espacio vectorial V de dimensidn finita sobre R con producto interior.
Un producto interior es una forma bilineal
aVxV -~ R .

a) simétrica: a(x,y)=o(x,y)

b) positiva definida: a(x,x)>0si x#0
b)=b") no degenerada: ¥V x € V, x#03y € V1al que a (x,y) = 0
En (V,0), espacio euclidiano se tiene la notacidn usual <x,y>=a(x,y). A partir de esto se
define longitud de vectores: |x|=a. (x,X)*; luego con ayuda del cdlculo obtenemos longitud
de curvas.
Hay las isometrias: T: V — V lineal es isometria si a(T(x), T(y))=a (x,y).
Se hace una extension que es la geometria riemanniana; por ejemplo, considerando un
abierto
U C R"y dando una formna bilineal o, sobre todos los vectores a partir de un puntop €U,
para cada p €U que varie continua y deferenciablemente (suavemente) de punto a punto.
En general, sie,,...,e.es base de V y escribimos a(e;, e;)=(g;),, entonces (g;),es una matriz
simétrica y es la matriz que representa a la forma bilineal en el punto p. Asi, en geometria
riemanniana tenemos que (g;)=(g;)(p), es decir la forma bilineal depende de p.
Con esto se extiende la nocién de longitud.
Msds en general, si U" es una variedad, y si para todo punto p € U" se tiene
<>, T, U x T, U =R, donde <*,~>,varia suavemente de punto a punto, entonces tenemos
una variedad ric-1anniana donde también podemos hablar de longitudes.
Decimos que F:U — U’ es una isometria si F € C”y dF, es isometria V p €U

dF;:T,U ~T,U".
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En la geometria simpléctica se tiene V espacio vectorial de dimension finita sobre R con
una forma simpléctica. Una forma simpéctica es una forma bilineal w:VxV—R

a) antisimétrica: w(x,y)=-0(y,x)

b) no degenerada: ¥V x € 9, x# 0 3y € 8 tal que w(y,x) # 0
a) implica que w(x,x)=0V x € V.,
Un espacio vectorial con una forma simplectica (V, o) es un espacio simpléctico o se
dice que tiene estructura simpléctica. A cada pareja de vectores se le asocia un niimero
real que es “algo”™ como un drea orientada del paralelogramo formado por los vectores.

Ejemplo:

W(X,Y) es el areq

V=R, X=(xy, X2), =(¥1, ¥2) .
(X,¥)= Xiy:-Xay,=det orieutuda, del

?M‘a\e\ogramo

No hay ejemplos de dimensidn 1, ya quesidim(V)=1y x,y €8, entonces y=AX para algin
A€R, lo cual implica que A(x,y)=A(x,Ax)=Aw(x,x)=0, por lo que w es degenerada.
Otro ejemplo:
V=R", x=(x1,X2,X3,Xs), Y=(Yuynysys)-
m(x,y)=x|y:-x;y.+x;y‘-x4y:=dec(§: ’f,ﬂ+det ;’, :,:)
Por ejemplo, para x=(?,7,27,7) tenemos que 3y=(0,0,0,1) tal que w(x,y) # 0.
Si (V,0)y (V’,0") son espacios simplécticos y T:(V,w)—(V',w") eslineal, se dicc que T
es una transformacién simpléctica si @ *(T(x), T(y))= o(x, y).
¢Cudndo T:(R? det) —(R’, det) es simpléctica?
T es simpléctica < det Gf:?) =det(§) Vv %,y €R?
Si [T]=(‘;‘ 5) ,entonces’

de T =(ad-be)(xy=-xy)=(ad-be)det( %)

por lo tanto, en (R?, det) T cs simpléctica = detT=1.

Ejemplo:
Veamos un caso sencillo en R?

Le transformacion T cuya matriz es (

{ JODO)
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En (R’, det) puede haber transformacines no-lineales que sean simplécticas F:R* —=R?
Se considera dF,: R*—R?, dF, ya es lineal y entonces se pide que dF, sea simpléctica para
todo p €R* det(dF,)=1V p.

Ejemplo:
F(x,y)=(x,y+f(x) con f €C’, entonces
dF(x,y)= y det(dF,)=1V p €R?

con R* en forma simpléctica podemos asignar un drea orientada a cada superficie.

E
)

Se conservan las areas orientadas 3 puede ser FnoJ.inea’

También se hace geometria simpléctica en variedades simplécticas. Una variedad sim-
pléctica es una variedad de dimensidén par que, localmente, tiene la estructura de un
espacio vectorial simpléctico.

Regresemos a la geometria euclidiana. Consideremos un espacio euclidiano (V, o) con
a: VXV — R la forma bilineal (producto interior) del espacio euclidiano con base

€y oery Ene

Si a=aley, g)), entonces M=(a;) es la matriz de a respecto a la base e, e, ..., &. Sie’,
e, ..,€", €s otra base para V, podemos escribir e’=J a;e;; entonces o’=a(e’;, e')
=a(Tawen Lae)

"‘Zﬂ\ﬂua(exex)



—):ﬂuak}al, (A N[A)u
por lo que M’=A'MA
Si (V,a) es un espacio euclidiano (&, Vx V =R producto mtenor), emonces se dice que:
€1,€2,.., €x €S UNA basu ortonormal para V si . ;
ale,e)=11i=1,..
a(e;,e;)=0 para i ¢j
Teorema:
Todo espacio euclidiano (V,) tiene una base ortonormal.
Demostracion: (Gramm-Schmidt)
@1,€:,..., €4 €s cualquier base
e’i=efel; e'e=(e-ale’,ee’)/l(e-ale’,ee’); ete.
Corolario:
Dos espacios cuclidianos de Ia misma dimensién son isométricos.
Demostracion:
Consideremos dos espacios euclidianos (V,a) y (V*,c* ) con bases ortonormales e,,...,e,
y €'i,...,€"s respectivamente, definimos T: V=V’ mediante T(e)=¢e". Si x=x,&,+...+X.€a,
y=yert...+y.e, XiYi ER, entonces
a’(T(x), T(y)=a’(T(Txe), T(Tye))
=Y xiy;e” (T(e:), T(e))
=Ixya’ (e e’ )=Lxyole,e)
=a(x,y).
Por lo tanto, T es isometria,
Ahora consideremos un espacio vectorial simpléctico
(V,0),0: VXV — R forma simpléctica.
Una base simpléctica de (V,w) es una base de V {e,,...,en, fi,..., fn } cOn 2m elementos
que cumplen con esto:
o(e,f)=1
o(e,e)=0
w(f,,f)=0
w(e;,f)=0 si i#j
Ejemplo:
(R%,det), e,=(1,0) w(e,f)=1 f,=(0,1)

M= C lo é) es la matriz de esta forma simpléctica.

Ejemplo:
(R, ©) con o(X,Y)=Xiy2-Xay 1+ Xsy-Xs¥s
e,=(1,0,0,0)
ez=(0a I ,0,0)
e,=(0,0,1,0)
€,=(0,0,0,1)
w(e,e)=1



m(e;,e4)=yl,’lqs demds son 0.
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con la base simpléctica ordenada (e,e5,€2,84). -

M “| es 1a matriz de esta forma simpléctica -

O o | ©O O I .
Tenemos que M= © oo i=

-1 O OO -

O~ 0o I O

Teorema:

Todo espacio vectorial simpléctico tiene una base simpléctica.

Demostracion:

Hagamosla por induccion sobre la dimension del espacio. Para dim=0,1. No hay nada que
demostrar.

Consideremos un vector e, #0, como  es no degenerada tenemos que existe {*, #0 tal
que (e, )=A#0 entonces tomamos f,=£" /A, asi, w(e, fi)=w(e,f/A)=1/Awle,f*)=1
Ahora me gustaria otro vector linealmente independiente de e, y f,; llamemos V, al espacio
generado por e, y f; (de dimension=2), y consideremos el ortogonal simpléctico

Vi={x € V: w(x,e)=w(x,f;)=0}

Afirmo que V=V,®V*

Demostracion de la afirmacion
AXxeEVINVi=x€V,yxV'
.~ x=ae,;+bf,
Como x € V.1 w(x,e,)=0, por lo que b=0
y o(x,f)=0, por lo que a=0
asi, x=0, es decir, V,nV,*={0}
Ahora voy a demostrar que cualquier vector en V es la suma de unoen V,y unoen V,*.
b)secax €V
x=w(x,f)e-o(x,e)f es la “‘proyeccion’’ de x en Vi, x, € V3 luego, x-x, estd en V,*, ya
que:
i) w(x-x,e)=w(x,e)-o(x,e,)
=o(x,e)-0(w(x,filero(x.e)f,e)
=w(x,e)-ox,f)ole,e)olx,e)wfi,e)=0
iDo(x-x,,fi)=o(x,f)-w(x,f)



=o(xuf)-wloxfe-olx.e)f, f))
=w(x,f)-0x,f)ole, fi)+olx.e)w(f,f)=0
entonces x=x,+(x-x,) con’x; € V,y (x-x,)'€ V',
Por hipdtesis de induccion V! tiene una base simpléctica {eyunemfanfnl, enlonces
tenemos que {ey, €,...., e‘..,f., fi,....fu] €s una base simpléctica del espacio vectorial
simpléctico (V,0).
Corolario 1:
Todo espacio vectorial simpléctico tiene dimension par.
Corolario 2
En un espacio de dimension impar, cualquier forma bilineal antisimétrica es degenerada.
Corolario 3
Dos espacios vectoriales simplécticos de la misma dimension son simplécticamente
equivalentes.
Demostracion
Consideremos dos espacios vectoriales simplécticos (V,0) y (V’,@") con bases simpléc-
icas guye@ Y 8'1..-,8 2 TESpectivamente, donde
gi=e; paraisn
g=fi paran <i
y g"i=e"; para isn
g'=f" para n<i
Definimos T: V — V* mediante T*(g)=g"
Si X=X, Gt o+ X2 Y YY1 Y 2oy X ER
Entonces ' (T(x),T(y))=@ (L xT(g), LyiT(g))
=L xyi0 " (T(g),T(g))
=Lxyi’ (g e")
=L xiyio’(g.g)=w(x,y).
Por lo tanto, (V,0) y (V*,w”) son “‘isométricos’’ o simplécticamente equivalentes.
Solo hay un espacio vectorial simpléctico de cada dimension; el espacio vectorial
simpléctico de dimensién 2n es R™,
Consideremso la base usual de R™
e=(1,0,...,0)

€2=(0,..1,0,..,0)
£,=(0,...,0,1,...,0)

£,2(0,.,0,0,..,1)

Y definamos w de modo que {e,,...,f.} sea una base simpléctica:



X| X\GVI
m(x,y) 2 Ly Y“J

asi, {ey,....,f} es una base simpléctica y (R*, w) un espacio vectorial simpléctico.
Una notacioén usual de la fisica es

“ X=(QuyeesqmPay---Pn), asi podemos escribir w(x,x")=3¥.(q,P"-q"iP:)
La matriz de esta forma respecto a la base estdndar es

(2 o) =J donde I es Ia matriz identidad n xn, por lo tanto podemos escnblr )

w(x,y)=xy
Si T:R™ —R™ es linecal, entonces como ya dijimos T es simpléctica =
o(T(x), T(y)=0(x,y) ¥ x,y € R™
es decir, si y sélosi x'AJAy=x'ly V x,y € R™
Por lo tanto, si A es la matriz de T entonces T es simpléctica si y sélosi (Ax)'J(Ay)=x'Jy
V x,y ER™
Por lo que T es simpléctica = AJA=J,
Esto nos conduce a la siguiente definicién:
Diremos que una matriz A 2n%2n es simpléctica si y s6lo si A'JA=] (esto implica que A
debe de ser no singular).

Er [25)a anae(5 )5 8)
()

O ad-bec
”(.(ad-ac) o )

Por lo tanto, AJA=J <det A=1, es decir, A es simpléctica =detA=1, como ya lo
habiamos visto.

Si T:(V,0)—(V',0") es lineal simpléctica

(con (V,®) con base simpléctica y (V’,0") con base simpléctica)

Entonces la matriz A de T debe ser simpléctica. ATA=J.

‘.

Afirmacion.
Si M es una matriz simpléctica, entonces M'también lo es.

Demostracion,
MIM=] = (MIMI)=I = (MI)(MJ)=1 = MIM'=J

Afirmacion.
Si M es una matriz simpléctica, entonces M también lo es.



Demostracion. Ejercicio.
Hemos definido formalmente lo que es la geometria simpléctica. Pero para entender mds
a fondo cual es su contenido, necesitamos remontarnos a sus origenes y ver el contexto
en que aparecen por primera vez las ideas geométricas que se irdn formalizando hasta
llegar a los conceptos anteriores. Este contextoes el de la Optica geométrica y la mecinica
cldsica. A continuacién veremos un poco de dptica geométrica.

10



Capitulo IT

Un poco de Optica Geométrica

2.1 Optica Gaussiana

n

N2

La dptica lineal es una aproximacion lineal a la dptica
geométrica, que es valida cuando los angulos que
entran en consideracion son pequefios, y donde se
asume que en el medio que hay entre dos superficies
refractoras, el indice de refraccion es constante (o
equvalentamente: en el medio que hay entre dos super-
ficics refractoras la velocidad de la luz es constante, ya
que el indice de refraccion n en un medio donde la luz
viaja con velocidad constante ¥, se define como la
razén entre las velocidades en el vacio y en el medio
n=c/8). En Optica lineal se hace la aproximacion
senf=8, cosO=1, tanO=0; asi, por cjemplo, si en dptica
geométrica la ley de Snell dice que si un rayo de luz

pasa de una region con indice de refraccion n, a una region con indice de refraccion n,
entonces n;seni,=n;seni, donde i, e i: son los dngulos que el rayo de luz forma con la
normal a la superficie de separacion entre las dos regiones. En dptica lineal la ley de Snell
dice que n,i;=mi;, que es una buena aproximacion si i, e i, son dngulos pequefos. Esta
aproximacion se conoce como ley de Ptolomeo.

La Sptica gaussiana es una parte de la dptica lineal en la que sélo se consideran sistemas
opticos, en los que las superficies refractoras (o reflectoras) son simétricas por rotacion
respecto a un eje central que llamaremos eje optico.

Introduzcamos un sistema coordenado de tal modo que el eje z coincida con el eje dptico.
Por la simetria de rotacion alrededor del eje Gptico, podemos restringirnos al estudio de
los rayos que se encuentran en un plano fijo que contenga al eje dptico, es decir al eje z.

{WHV :

A B



Lo que queremos hacer ahora, es relacionar la linea recta de un rayo cuando entra a un
sistema Optico, con la linea recta de éste cuando sale del sistema. Para esto, fijemos un
plano perpendicular al eje optico z. Para este plano (z=cte.) especifiquemos cada recta
mediante su altura q arriba del eje dptico en z,y con el dngulo 8 que esta recta forma con
el eje Optico. El dngulo 6 lo mediremos en relacion a la direccion positiva del eje z y en
rotacién contraria a las manecillas de un reloj. Esta espesificacién de las rectas puede
hacerse para cada plano perpendicular al eje dptico.

NY

Abhora, consideremos un plano z perpendicular al eje dptico. Entonces, lo que nos interesa
ahora es poder relacionar la recta (q,0) de un rayo que incide (de izquierda a derecha) en
el plano z, con la recta (q’,8") cuando el rayo emerge del plano z’; es decir, nuestro
problema es tener (q’,0”) como funcién de (q,0)

AN
iAW

Vamos a asumir que nuestros sistemas Opticos no contienen espejos.
Consideremos el caso en el que entre los planos z; y z; no hay cambio de medio, es decir,
el indice de refraccion del medio que hay entre z,y z: es constante, y donde la distancia
de z;a z;es s = 2; - z,. (ver la siguuiente figura)
En este caso el rayo no sufre ninguna desviacién y tenemos que 0°=0y (q’-q)/s=tan0,
pero como convenimos que tan0=08 (ya que estamos considerando que 0 s pequeiio) por
lo que q’-q=s6; asi tenemos una traslacién: q'=q +s0

0'=6

-




! i .
por lo que podemos escribir que (cé‘) = (0 f)(g) , donde
ademds det [é)si) =1

Ahora consideremos el caso donde si hay cambio de medio en el trayecto de la luz, es
decir, donde un rayo pasa de un medio con indice n, a un medio con indice n: con n;#n..
En este caso el rayo (q,0) se transforma en el rayo (q’, 8°) al atravesar la superficie de
separacion (por ejemplo la cara de un lente), por lo cual vamos a colocar a los dos planos
2,y z2en el punto de contacto del rayo con la superficie refractora, o dicho de otro modo,
el plano de referencia z; lo tomamos ‘‘inmediatamente antes’’ de la superficie, y el plano
z» lo tomamos ‘inmediatamente después’’ de la superficie. En esta superficie de refrac-
cidn el valor de ¢ no cambia y el dngulo 6 cambia de acuerdo con la ley de Ptolomeo.
Supongamos que la curva que da la interseccion de la superficie con nuestro plano estd
dada por la funcidn z=F(q). Esta funcién es par, por la simetria respecto al eje z, y como
suponemos que es suave, podemos expresarla como F(q)=z,+1/2kq’+...+... Si isnoramos
los términos de gradomayor que dos, tenemos que F’(q)=kq.

Z
tormal

V‘F@)
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¢ 8 y .
Flgr=tanp=1p N "
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De acuerdo con los dibujos, tenemos que i;= 8+¢=0+F’(q)=8+kq y similarmente obtene-
mos que i:=0'+kq’=0"+kq. Asi que; usando la ley de Ptolomeo (ley de Snell linealizada)
‘tenemios que n,(0+kq)=n:(8"+kq), es decir, n,0 + n:kq = 0.8 + n;kq por lo que 6‘ n/n.0
c o+ kq(n./n~ -1). De esta maneratenemos la refraccion:
[4a'=a

\J

L 8 =ny/n:0 + k(ny/n, - 1)q por lo que podemos
escribir [ q

1 O\lq d a 4 0 M
= ro sucede que det =
o1 [k (vact) walel ™ WO ) )T
y como ny/n; # 1, la matriz no es simpléctica.* Volvamos a empezar, p’ero buscando que
la transformacion tenga determinante 1. Cémo tenemos que n,6 + nkq = n.0” + n;kq,
podemos hacer un cambio de coordenadas haciendo p = n@ para asi obtener p + nkq =
p’ +n:kqporloquep’ =p+ (n, -n)kqy q’ = q; asi podemos escribir

[F)=lp )

donde P = (n; - n))k , que es lo que se conoce por el poder de la superficie refractora y
ahora si

{ O
det =1
(b 1)
Sélo falta ver como queda la traslacién con el cambio de coordenadas.

Teniamos que q’ = q +sB y 6” = 0 que ahora pueden escribirse como q* = q +s/npy p’
= p; ahora la traslacion puede escribirse como:

(B
P/ lo t/iP
donde d = s/n, que es lo que se llama la distancia reducida, y se tiene que

det (é ‘i) =

Con esto podemos decir que a cada sistema Gptico gaussiano, con un par de planos de
referencia, podemos asignarle una matriz simpléctica. Recordemos que el signo de k
depende de la forma de la funcion F(q), ya que sera util en el siguiente ejemplo. (ver la
figura)

*Para el caso en el que se tiene un sistema con (k-1) superficies refractoras, donde el
primer medio y el Gltimo medio tienen el mismo indice de reffaccion n,=n, se tiene que

detM= 2 BT ] por lo que la matriz resulta ser simpléctica.
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Ejemplo:

Formula del lente delgado.

Los lentes mds comunes son objetos transparentes con dos caras, y por o menos una de
ellas es esférica. El estudio se simplifica si se restringe a los lentes delgados, que son los
que tienen un ancho pequeiio, en relacion a los radios de las esferas que los limitan.

LTSNS . ///4 \\\\
R N Ry \
\
; a S’ W’
/ ! !
¢ : i > 1
v e'ev'l/' / ‘\
) \ (o 7 \
2N j OP 7 \\ v \ Op'tlzt‘o /
S AN e ~o _- o /
\\\ - - \\\ ,//

Vamos a suponer que nuestros lentes son tan delgados, c!‘ e despreciaremos su espesor,
es decir, vamos a pensar que una superficie se encuentra‘inmediatamente después de la
otra. De esta manera obtenemos la matriz del lente delgado:

(—é ? ){;‘3 10)=(~Hi~i? ?)

con Py =k(n;-n;) = 1/Ri(n;-n) y P;=kin, - n;) = 1/R:(n, - ny), por eso la matriz del

lente delgado es:
1 O
-,(4 1

donde 1)f= (n; - n,) }(1/R. - 1/R,) y af se le llama distancia focal de la lente.
Una primera observacion que podemos hacer es que un rayo de luz que atraviece un lente

delgado por el centro, no sufre cambio alguno: { O) ®) (O)
Lo 2RI
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Consideraremos el caso mds comin en el que el medio que hay entre los lentes es aire (n,
= 1), y el medio del que estdn compuestos los lentes tiene indice de refraccion n, > 1; asi
tenemos que (n: - ny) > 0, por lo que el signo de f es el mismo que el de (1/R; - 1/R). En
la figura siguiente se muestran los lentes mas comunes

a) biconvexo;
0

b) plano-convexo;

c) menisco convergente; 6\\ b) C»

d) bicdncavo; 1

e) plano-céncavo; { <0

f) menisco divergente. d\ e) ﬂ
Consideremos un lente delgado con distancia focal f > 0 y representemoslo con el
simbolo?! y pensemos en el caso en el que el lente se encuentra entre un plano de referencia

F,, localizado 2 una distancia f (la distancoa focal) a laizquierda del lente, y un plano de
referencia F; localizado a una distancia f a la derecha.

15 Dk Do Dz o)

1
|

';"-—'-'_1 ——
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en . este CﬂSO(q‘) ( 3; é){q) (%)por lo que q no

depende de q y p’ no depende de p. o
Asi se tiene que todo el haz de rayos que parten del foco del lado izquierdo: (que es el :
punto que esta a una distancia fa la izquierda del lente, sobre el eje Optico) atraviesan el
lente y emergen paralelamente al eje dptico ya que q = 0 implica p* = 0;

Fy

':____,___J
]
foco = | i z

.-—-S-——J

y también se tiene que los rayos de luz que inciden sobre el lente paralelamente al eje (p
= 0) convergen sobre el foco del lado derecho, ya que p = 0 implicaq’ =0

,,:; A :Fl
1
f—————— :/)[oco

Se les llama planos focales a los planos de referencia (perpendiculares al eje 6ptico) que
contienen a los focos.

Asi tenemos que los rayos que partes de un punto de altura q, en el plano focal izquierdo,
atraviesan el lente y emergen paralelamente al rayo que atraviesa el centro de la lente, ya

que p’ =-q.’/f;
R E,
, S

9, |

| % =

y reciprocamente, un haz de rayos paralelos (q,p.), que atraviesa el lente, converge en un
punto del plano focal de altura q° = fp..



i —_f_

Ahora consideremos un lente delgado de distancia focal f > 0 (es decir 1/R, - 1/R¢) < 0),
representémoslo por el simbolon veamos que pasa si un rayo atraviesa el lente y luego

hacemos una traslacion hacia la izquierda: (i f)( 1 0\_{ O ,
NN

oo (LS )

por lo que ¢’ no depende de q.
Asi, los rayos que inciden paralelamente al eje dptico, salen del lente como si procedieran
del foco del lado izquierdo, ya que p = 0 implicaq’ = 0

/ 1 Un observador del Lads

Socos fuzr” derecho del lente ve un
1 PUH{D la»u'noso én d

I
) SN |
' '\—\)\\ I ;OCO.
i

S

Ahora veamos que pasa con un haz de rayos que, antes de atravesar el lente, van dirigidos
al foco del lado derecho; para esto, tomemos como primer plano de referencia el plano
focal derecho y luego hagamos una traslacion hacia la izquierda para tomar como segundo

plano el mismo Ieme:( Q;' ?)(1 ’I) ( J}{ f)
. O (o}

en este caso (g)= (“2’ é)(g)z( Tt?ifp)

por lo que p’ no depende de p.




Asi se tiene que’ los'rayos: due se dirigen hacia el foco del lado derecho, emergen
paralclamente al eje opuco yaque g = 0implicap’ =

ii"'goco

-

\\\\

Para los planos focales, se hace un andlisis similaral que hicimos para f> 0. Los resultados
correspondientes se ven en las siguientes figuras

o
I
i
!
)
Va
k\
/
)
3 r\
\
|
Q\\I

‘-

Ny

=R ////

A los lentes con distancia focal £> 0 se les 1lama convergentes, y a los lentes con distancia
focal f< 0 se les llama divergentes.

¢ Qué pasa con un lente delgado si no estamos en los planos focales?

Tomemos un plano de referencia z; a una distancia s, a la izquierda del lente y un plano
de referencia z; a una distancia s, a la derecha del lente.

’ T
l

La matriz correspondiente a estos dos planos es

1Z
Sl I *

1
f
|

Sy

!
l
(
H
|
{
|
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Definicion: :

Dos planos de un sxstema optlco son conjugados, st lamatriz tiene la forma
A O ~
c D con AD = 1.

Es decir, q° = Aq no depende de p, por lo que podemos decir, que dos planos z; y z son
conjugados si todos los rayos que salen de un punto de altura q en z, convergen en un
punto de alturaq’en z

obldo

La magnificacion de la
imagen cn respecto al (
objeto es q’/q =

Para el caso del lente delgado los planos son conjugados si s, + s, - s,s:/f = 0, es decir, si

1/s, + 1/s, = 1/f; asi la matriz toma la forma (S W
(-i/f J-s‘#)-

Consideremos un objeto luminoso delgado colocado en el plano zI; con lo visto hasta
ahora es fdcil dibujar su imagen y por tanto encontrar su plano conjugado z:. Ademds la
magnificacion de la imagen respecto al objeto es @°/q = 1 - s)ff = 1 - s:(I/sy + 1/s2)
== S/,

Sif>0y s, > f, entoncesss: > 0, por lo que la imagen es real Ly, q’/q <0, locual qulere decir

que la imagen esta invertida.
e"?“M z

Si se pone una pantalla

en el plano conjugado z,, c ‘ragen
se verd una imagen real zyi 3 Xy 5 7 réal
del objeto sobre Ia pantalia. A 122

S St ’

== .
1= \&mm en

s == z
Ji!

2y < 22" "
Sif>0yf>s,>0,entoncess: <0 por lo que la imagen es virtual, y q’/q >0 lo cual quiere
decir que la imagen conserva la orientacidn. Ademds |s:| > s, por lo que la imagen es mds

20



grande que el objeto.

B —
Através del lente cimagen ||\ Soco
no se ve el objeto virklal ;S
sino su imagen ey
virtual
Juiets 7%
e N

Pregunta para el lector:
(Cdmo son las imdgenes para el lente divergente?
(Hacer los esquemas de rayos)
Otro sistema Optico gaussiano importante es el telescopio astronémico que es un instru-
mento que se construye colocando un lente de distancia focal f; (llamado objetivo) con
un lente de distancia focal f: (Ilamado ocular) separados por una distancia f; + f: entre si.
La matriz de este sistema es: ( 1 O )( { f‘+52)( { O)_ (_};/{’ f.+{¢)
W Lo 1 T o -f4l"
En este caso tenemos que p’ = —f/f:p, por lo que los rayos paralelos (de una estrella
distante, por ejemplo) que entran en este sisterna dptico, son convertidos en otros rayos
paralelos (que inciden en el 0jo). La magnificacion angular que se obtiene, es la razon de
la pendiente de los rayos que salen con la pendiente de los rayos que entran: p°/p = ~f/fa.
Comose ve, para obtener una buena magnificacion angular es conveniente que la distancia
focal del ocular sea pequeiia comparada con la distancia focal del objetivo.

——ftf,
. . ———— N foco
Telescopio Galileano \\ Comin
—_——t
fi>0.f<0. —— |
El aumento angular es positivo > >
| z
——
_ﬁ*—//J"_-{'z——l

21



fi>0,£2>0
El aumento angular
es negativo.

Diremos que una matriz es telescopica si tiene la forma (A B)
o]
con AD = 1; la magnificacion angular p*/p =

Teorema:

Toda matriz 2x2 con det = 1 (en este caso es lo mismo que simpléctica) se puede realizar
mediante un sistema Optico lineal (plano y simétrico respecto al eje z).

Demostracion:

Sea (% B)una matriz simpléctica: AD - BC = 1.

a)Si la matriz es telescopica (C=0), quiero mostrar que si A # 1 3/,.f: € R, f,, /> # O tales

" (g f;) (11/; O)(é ;.;;z)( Y 4 O)

esdecirbuscofiy fatalesque A =—f/f; ,D=~f/f y B=fi +f. Si A
#1,tenemosquefs = ~f;A ,porloque B=/f;- fiA; asi, /;=B/(1 -A) ¥y fo=AB/(A-1).
Si A = 1 entonces D = 1, y entonces tenemos una traslacion ( 1 B)

01
Segunda demostracion del caso del telescopio:

a’) Si la matriz es telescSpica, entonces tomemos p # 0. Asiel produclo( H 0) A B):( A B

-p t)lo of \-PA D-P
es una matriz no telescopica, de modo que podemos escribir f4 g _JL 0y A B )
( D)- p 1)(‘PA p-PB

y nos vamos al caso

b) (no-telescépico) ¢ # 0. Co id s el
) (no-telescdp 1) 18y(A (r}ss‘)e reE}& S?CprSz(Al's&)‘f'( B+slb)) (’* E‘
c S1C+D
Ahora escojamoss, y s; de modoque A’=]yB’ <0. A + sic=1ys;+B+s1D=0implican

que s;=(1 - a)/c y s;=—B-s,D; como lns matrices son simplécticas su producto es
simpléctico, y entonces D=1, por lo que la matriz que nos queda es

(e 9 (e k(o e Do)

corresponde a dos traslaciones y una refraccion. ¢
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Notese que s, y s: estan determinados de forma unica, Entonces para cualquxr S|stema
optico gaussiano no-telescopico,

AR : I
(c D) con ¢ # 0, hay dos planos tnicos tales que la matriz entre ellos tiene la forma

L0) . . U .
(c 1/ . Estos planos son conjugados y tienen magnificacion 1; Gauss los [lamo planos
principales. Si estudiamos la matriz entre estos dos planos

10
(c L) , podemos proceder exactamente como lo hicimos para el lente delgado, escri-
biendo C = ~ P = - 1/f. Asi los dos planos focales del sistema estan colocados funidades
a la izquierda y derecha de los planos principales:

CHEAEHER

¥, . 1 Fe
[} '

‘S}Qmwéj‘h” z\ Evﬂ a0

X z
b S§—+ Si— — £ —v:
Primgr  frimer
plaho ylfum ( F‘ od (7‘ ie\g::‘:’
Soca) Vrmd‘;al c® pr\h(.\F“—Q Socal

Con lo anterior podemos afirmar que cualquier sistema dptico gaussiano no-telescopico
queda determinado por tres pardmetros: la localizacion de los planos principales y la
distancia focal.

Podemos resumir los resultados de esta seccion diciendo que hay un isomorfismo entre
el grupo simpléctico SL(2,R) (de las matrices 2x2 con det = 1) y la dptica gaussiana. Cada
matriz corresponde a un sistema 6ptico; y la multiplicacién de matrices corresponde a la
composicion de los correspondientes sistemas opticos.

2.2 Optica lineal

23



Veamos que pasa si no asumimos simetria rotacional pero seguimos con laaproximacién
lincal (los términos de orden mayor que uno en los dngulos y distancias pueden ser
ignorados.

Para espesificar un rayo necesitamos dar su interseccion con el plano paralelo al plano
x-y que pasa por el punto z en el eje dptico, y su direccion, que puede especificarse por
un vector de la forma (V,,V,,1) = 8. Es claro que 3, = tan6,=6, y 8, = tan0,=6,; como
estamos asumiendo que los rayos en consideracidn son cercanos al eje Sptico (los dngulos
son pequeiios) se tiene que 1§ es casi unitario.

(9.,9,) posicion !
(0, ¥y, 1) direccién PAT 5

Si ahora ponemos p,=nV, y p,=nV, (donde n es el indice de refraccion donde viaja la luz)
entonces cualquier rayo queda determinado por las coordenadas (qs, qy, Pss Py), 2qQui g.=x
Y 4=y

Veamos ahora como queda expresada la traslacion, es decir, consideremos el caso en el
que entre los planos z, y z; no hay cambio de medio. En este caso el rayo no sufre ninguna
desviacién y por tanto p’:=p. y p’,=Py; Si z:-2:=s, entonces (q’:-q.)/s=tan6,=V, y (q’,-
q,)/s=tanB,=V, por lo que

q} Yx+d
qP: = qy-';’;d% es decir, (q,‘ :( 1 dI)(Q) donde d=s/n.
¢ N P/ o 1/lp

Z Z2

Vamos a ver como es la refraccion. (observese la siguiente figura)




Plano
Yongente

Si la supertficie retractante esta dada por la tuncioén F(q.,q,)=2, entonces podemos pasaria
como una superficie de nivel de la funcién G(q.,q,,2)=2-F(q.,q,) para G 0; porloquela
normal serd N=VG=(-0F/dq.,-0F/dq,,1).
Estamos pensando que el eje z es normal a la superficie, es decir 8F(0,0)/0q, = 9F(0,0)/dq,
= 0, por lo tanto 0F/0q, y 0F/dq, son pequefias cerca del (0,0) y N es casi unitario. En
nuestra aproximacion [9]=[9"|=1 por lo que seni=[9—(9*N)N| y seni’={0’-(3 *N)N|.
Como los vectores 3, ¥’ y N estdn en un mismo plano, entonces las proyecciones de &
y ¥ sobre el plano tangente quedan en una sola linea y ademds tienen el mismo sentido,
por lo que la ley de Snell puede escribirse asi: n(3-(3*N)N)=n"(8’-(3'N)N), es decir,
nYr=n"9’r. Esto nos da tres igualdades, pero antes de verlas observemos que n(3’N)=n(—
9,0F/00,-9,0F/0q,+1)=n-p,0F/0q,-p,0F/0q,=n-p*VF donde p=(p.,p,).
Asi, n9r = n[(8,,8y,1)-n-p* VF)(-0F/0q;,,-0F/0qy,1)]
=(p,-nNoF/aq.-(p* VF)oF/dq,,p,+NOF/0q,-(ps VF)OF/dqy,pe VF),anilogamente
n'®'r = (p*x-n'0F/dq.-(p'e VF)OF/0q,,p'y +1OF/0qy-(p's VF)OF/0q,,p'* VF)
Por lo tanto la ley de Snell nos da las siguientes tres igualdades:
p’x-n’0F/80.-(p'* VF)AF/a0« = p.-noF/3q-(pe VF)EF/0q
P'y+N'0F/30,-(p'* VF)OF/0q, = p,+ndF/aqy-(p*VF)IF/aq,
p'*VE = psVF
Sustituyendo la dltima igualdad en las dos primeras, obtenemos p’,=p,+(n-n")oF/3q. Y
P'y=py+(n-n)oF/og,.
Suponemos que F es suave y podemos expresarla como
F(q.q,)=2:*+1/2qq",+bq.qy* 1/2cq’,+..., si ignoramos los términos de orden mayor que dos
tenemos que 0F/0q.=aq.+bq, y 6F/6q,=qu+cq, por lo que
9 % - 0
% 4 . (4 I

By Gty ¥l P 1jip

SR

dondep=(n‘-n)k y k= ( @ :)‘: ( R,
¢ HE
090, 0§
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que es simpléctica; por lo tanto también p lo es: p=p' ;
Un rayo esta caracterizado por un punto (q,p) en R* cerca del cero; y la forma snmplectlca:
esta dada por el
©((q,p),(q2,p)) = Qr*p2g:*Pu. ' v
Si tengo T:(q,p)— (q",p") con T traslacidn o refraccién, quiero ver si se preserva la forma o
simpléctica w.

Veamos si la traslacidn preserva la forma simpléctica.
T:q'=q+dp
o((q’,P").(q"2p ")) =(qi+dp)*p-(q:+dp:)*pi=qi*Prq:*p:
=w((q,,P1),qP:)). T es simpléctica

Para la refraccion tenemos R:q’=q

p’=p-Pq con P=P',

©((@’1p"1),(@’2P")) = @ *(p:-Pq2)-q:*(pi-Pqy)

= q1*pr-q:*Pi+q:*Pqi-q:°Pq:

= q,*p:-q:*p: ya que P=P'implica que q.*Pq=q,*Pq.
=0(q,pi)(q:,p:)). R es simpléctica.

En ambs casos la matriz es simpléctica, por lo tanto todas las matrices opticas son
simplécticas.

Otra forma de verlo es como lo hicimos al principio: una transformacién liuneal preserva
la forma simpléctica si y sdlo si su matriz cumple con M'JM=J, donde

01 . .

J= . Es decir, para que la matriz

(2o) para q

M =( A E’) sea simpléctica deben cumplirse las condiciones:

A'C simétrica

B'D simétrica

t 1} =

A'D-C'B .I.' ) (I dl) .

]

Estas condiciones se cumplen para la traslacion: T

y tambien para la refraccién:( I O)
P 1

ya que P=P",
Como se ve, toda matriz dptica tiene det=1; sin embargo,
WL [N O w.[% O

o N onTEtlo

cumple que det(N)=1 pero no es dptica, pues
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w [ O N?) . ,
NUN (_ NZO J.
Nota: El invariante que se preserva no es de parejas de coordenadas; es decir, si
©i((@uP):(q2P)) = QuPa-QaPie Y ©:0(91,P1),(Q2P:)) = QiyPy-qsPiy €Ntonces ® = @, +.0:
y (1 o

“PI
preserva o pero no preserve w, ni w;:
@ ((@"uP")s(@"5P"2) = Qus(P2t(n-0") (@G bq2y))-Ge(Pict (n-0) (aqu+ b))
= JuaPa-QaxPixH (-1 ")b(Q1:G2y-q22G1y)
= 0.((q,,P1),(q=P:)) + (n-n")b(q1:q:y-q2:G2y; andlogamente .
0x((@"up" 15(q"5P") = @:((q1,P1),(q:P2)) + (1-1°)D(q1x9:2-02,0 1)
Generalizemos lo anterior pasando al caso en el que los rayos de luz viajan en
R™ = {(Qiy+-r Gu 2) : Qs Z €R} y consideremos la aproximacidn lineal.
Para especificar un rayo necesitamos das su interseccion con el hiperplano perpendicular
al eje dptico(eje 2) y su direccion, que puede especificarse por un vector de la forma
(91,92,..., 9v,1) = 0. Es claro que ¥; = tand;= 6;,. Como asumimos que los rayos en
consideracion son cercanos al eje dptico (los ¥; son pequefios) 9 es casi unitario.

9 [ (e3¢ 2)
m‘\

Si ponemos pi=ndi, tenemos que cualquier rayo queda determinado por las coordenadas
(Qusee Qos Piseers Pa)-

En el caso de la traslacion el rayo no sufre ninguna desviacion por lo que p’=p; si s=2:-z,,
entonces (q’-q)/s = tan6, = V, por lo que §'={+dp, es decir

'\ (1. d1.)/7
(%‘)=(O 1 ){;—1) donde d=s/n.

Para la refraccién supondremos que la superficie refractora esta dada por z = F(q,...,Q.)
por lo que la normal es N =-9F/dq,, -0F/0qz, ... ,~-0F/dqa, 1); asumiremos que F es
cuadrdtica F(qy, ... , Gn) = Z, + Ta;qaq+ £q;q%2 (el coeficiente de qq;=qq denotamos de
igual forma por a; que por a;)

Como 9F(0,0)/0q; = 0 entonces 0F/dq; es pequeiia cerca del cero para cada i, por lo que
N es casi unitario. En nuestra aproximacién [9] =8} = [N| = 1 porlo que seni = [3-(0*N)|
y seni’ = [’~(9*N)N). Siguiendo el mismo camino que en R’ se llega a que p’=pi+(n-
n")dF/dq;, y como 8F/dq; = ¥ o0, entonces o, = #°F/dq,dq; = 9°F/dq,dq,por lo que p*=p-Pg
donde P=(n-n)k y

L 53

Gn Qez + oo Qan 2E .. 3F
K=[ax Qx2 - = 3‘{,‘ .W"_.Bq'
: ] \eE g
an s Sl Ragag," g
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que es simétrica; asi , (%,7:( .0 ){i]
-pP I.JIP

Es ficil verificar que Tn O\ conP=P,y [In d]n)

-P 1 O JTn
son matrices simplécticas, por lo tanto toda matriz dptica es simpléctica.
El siguiente teorema es la generalizacidn del teorema demostrado en optica gaussiana.
Para el caso de las matrices 4x4 el teorema muestra que la dptica lineal es isomorfa al
estudio del grupo simpléctico Sp(4,R).
Teorema:
Toda matriz simpléctica 2nx2n se puede realizar mediante un sistema dptico, es decir, se
puede obtener multiplicando matrices de la forma ’

(Iw dIH) ( In

O 1In ydelaforma \=P In

con P=P',

Demostracidon. (Gillemin & Sternberg, ver bibliografia)
Corolario.

Toda matriz simpléctica tiene determinante 1.
2.3 Principio de fermat

La ley de Snell, con la cual ya hemos trabajado es consecuencia de un principio

variacional, el principio de Fermat.

Principio de fermat: La trayectoria que sigue la luz para llegar de un punto P a un punto

Q es (entre todas las posibles trayectorias) la que hace que el tiempo de recorrido sea

minimo (o estacionario).

Definicion:

El tiempo T(y) durante el cual se recorre la curva y a la velocidad de la luz, se denomina

(ose llama) la longitud Sptica de la curvay.

Con esta definicion podemos enunciar el principio de Fermat como sigue: La trayectoria

que sigue un rayo de luz para ir de un punto P a un punto Q es (entre todas las trayectorias

posibles) la de longitud dptica minima (o estacionaria).

Veamos que el principio de Fermat implica la ley de Snell. Consideremos dos medios

opticos M, y M: en los que la luz viaja con rapidez 9, y 9:respectivamente, y cuya frontera

es unaresta L. Si P es un punto en M, y Q es un punto en M; jqué trayectoria sigue la luz
i 9

parairde P a Q7 ) Mr,l?:




Es claro que la trayectoria tiene que estar formada por dos segmentos de recta: uno que
vadePaunpuntoRde Lyotrode RaQ.

p 0 T=dg¢ &J"

Tomemos a L como eje x, y como eje y a la recta perpendicular a L que parsa por P.

A
Yip !
Q‘\m{\% 2 '
C X X2 X
182 Q.
|
]
1

—gQ

Podemos escribir el tiempo en recorrer la trayentoria en funcién de x=OR:
T(x) = ¥Yx:+ax/8, + Yant(l-x)2[9: , entonces

T(x) = ———— __....____._.-——
(X m \" ,(ZX)Z'}'CL ‘\9;

de modo que T’ (x)=0 implica que senf,/91 = senf./3, S nisenP, = n,senf, (con n,=c/Y,,
i=1,2) donde P, y P son los dngulos que forma el rayo con la normal a L.. (Hay ocasiones
en que conviene expresarlo como cosa/A3, = cosa/d: donde @,y &, son los angulos que
el rayo forma con L).

Supongamos que el plano estd dividido por bandas horizontales --paralelas al eje x-- en
cada una de las cuales la velocidad de la luz es constante
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Cn \’3(5“/’ Q M,
(}m"ﬁ/ﬁ_,ﬂm-\ M"‘l»

Ca 595 <3 R
g‘rﬁ M, X
P 4" o

Tomemos los puntos P y Q en diferentes bandas. Denotemos por M, a la banda que
contiene a Py por M, a la banda que contiene a Q; entre Mo y M, se encuentran las bandas
M, M, ..., Mq.y; la velocidad de la luz en la banda M, es U,. La trayectoria de un rayo de
luz que va de P a Q es una linea quebrada PC,C:...C,Q, cuyos vértices estan en las lineas
de separacion entre las bandas. Denotemos con By, B, ... , f. los dngulos formados por
los segmentos PC,, C,Cs, ... , C,Q de la quebrada con las rectas normales a las lineas de
separacion. En C, se cumple que senBsA9 = senf3 /8, ; en C: se cumple que
senPAd = senP A5, ; y asi sucesivamente hasta llegar a que en C, se cumple que

senfa- 10, = senf, 3., es decir,

senfABe =senB B, = ... = senfS,
Si designamos con K el valor de todos estos cocientes tenemos que la igualdad

senfAd =K

es vilida a lo largo de toda la quebrada, donde B es el dngulo que forma cierto segmento
de la quebrada con la normal al eje x, y ¥ es la velocidad de la luz a lo largo de este
segmento.
Ahora consideremos un medio dptico en el que la velocida de la luz es una funcion de la
altura 9=0(y), entonces a lo largo de la trayectoria que sigue la luz (en este medio) para
irde P a Q, se cumple la relacion
senP(yA(y) = K,
donde B es el dngulo formado por la tangente a la trayectoria y el eje y.
Para justificar esto, dividamos el plano en bandas delgadas de anchura 4 y consideremos
constante la velocidad de 1a luz en cada banda (por ejemplo igual a la velocidad de la luz
en el centro de cada banda). Entonces, el trayecto serd una quebrada (PQ)n; que cumple
que senf43 = constante. En el limite cuando / tiende a cero, obtenemos la distribucién de
velocidades 9=3(y), y las quebradas (PQ). tienden a la curva v, para la cual tambien se
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cumple 1a ecuacion senpAd = K (También puede escribirse en términos del indice de
refraccion: n(y)senf(y) = k; o el dngulo aque forma la tangente a la curva con el gje x:
cosa(yYB(y) = K).
Ejemplo.
Consideremos las trayectorias de los rayos de luz en la atmésfera terrestre, despreciando
la curvatura de la tierra. E! indice de refraccion es, en este caso, una funcién de la altura
por lo que a lo largo del rayo se tendrd que
nsenf} = constante.

De aqui se puede encontrar la desviacion de los rayos de luz de una estrella debida a la
refraccion de la luz en la atmdsfera. Si . es el dngulo que forma un rayo de luz con la
vertical a gran altura, donde n=1; entonces para el dngulo B, correspondiente a la altura
del observatorio, se tendrd

nsen, =senf., (1)
donde n, es el indice de refraccion al nivel del observatorio, Si se miden n,y f, en el
observatorio astronémico, la relacién (1) nos da el dngulo . que es el que tiene interés

en la astronomia.
[Ben=4

Refraccion de los rayos ol
en la atmdsfera plana, =

7777771 7 TTTT 777777

Ejemplo.

Modelo de Poincaré de la geometria de Lobachevski.

Consideremos al semiplano superior como un medio 6ptico en el que la velocidad de 1a
luz en cualquier punto es proporcional a su ordenada: 9(x, y) = cy.

¢ Cuales son las trayectorias que sigue la luz?

Resolvamos el problema usando el hecho de que a lo largo de cada trayectoria se cumple
la relacidn cosa(y)S(y) = constante.

Para eso primero calculemos cosa(y) en términos de tano(y) = y*

<

tan.
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4 o,
V'—E—__SH aZd(qy | Vity?®

Como ﬁ(y) ='cy, entonces a lo largo de cada trayectoria se cumple que

cosct.(_y) =

’ 1 G 2
TR T
de modo que
dy o VXY
ﬁ” I

por lo que separando variables se tiene

Xedy  _dy,
Vi- K'y®

esdecir, - L \VTKE¥W =X-h & (- +yr=d2

Por lo tanto las trayectorias son semicircunferencias con centro en el eje x y de radio 1/K

paraK,#0

Si K, =0, larelacion cosa(yy8(y) = K, nos dice que las trayectorias son perpendiculares

al eje x.

Otra manera de verlo es:

cosa = y/R, es decir

=

cosafy = 1/R. X

Si se toman por rectas las semicircunferencias con centro en el eje x; por longitudes, las
longitudes dpticas de los arcos de estas semicircunferencias; y los angulos que forman
estas rectas, son los dngulos que en el punto de su interseccion, forman sus tangentes; se
obtiene la geometria de Lobachevski, el llamado modelo de Poincaré.

Ejemplo.

Sean Py Q dos puntos. ;Qué forma debe tener una curva y que una a Py Q para que un
peso puntual se deslice sobre ella sin friccion bajo la accidn de la gravedad, y que partiendo
de P con velocidad cero llegue a Q en el menor tiempo posible?

La curva que buscamos fué llamada por Johann Bernoulli, braguistdcrona.
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Tomemos por cje x a la recta horizontal que contiene a P y esta contenida en el plano
vertical que contiene a Py Q; al ejé y lo orientamos verticalmente hacia abajo.
Si tomamos (arbitrariamente) E=0 como la energia total en P, entonces la energia total
en cualquier otro punto de la trayectoria también serd cero E = 1/2 m®* - mgy =0, es
decir,
B =2y )

Consideremos un medio 6ptico en el que la velocidad de la luz estd dada por (1). La
longitud dptica de la curva y , que une a P con Q, coincide con el tiempo de caida a lo
largo de esta curva. La trayectoria yo que en verdad sigue la luz parairde Pa Q, es la
curva de longitud dptica minima entre las curvas que unen a P con Q; por lo tanto y, es
la braquistécrona. Para y, se cumple la igualdad .

senfAd = senpA¥2g/y)= C, o biensenpy =K ,K = Cv2g"

Pero esto es lo que caracteriza a la cicloide:

(T

_}

X

56)‘1/5:573: 1,——-
. _ VZIRvE_VY
Sosenp= SRS s e

de esta maneva sena i

WIbe

, tan k=L

V2R

)

Supongamos que 9=93(y) y consideremos dos rectas paralelas al eje x: y=y,e y=y.. En
cada una de estas rectas podemos especificar cada rayo por el punto en que cruzaa la
recta, cuya distancia al eje y es q, y por el dngulo que forma el rayo con la vertical (eje
») en el punto de interseccién con la recta.

31\
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Como hicimos anteriormente, no vamos a tomar el dngulo como coordenada sino que
ahora vamos a tomar p=nsen0.

Lo que interesa ahora es conocer como es la transformacién que nos dice cuales son las
coordenadas (q’,p’), en la recta y,, de un rayo que incidié enla recta y, con coordenadas
(q,p). Para esto, observemos que, como la velocidad de la luzsélo depende de y, entonces
la trayectoria de un rayo que cruza y, con un dngulo y altura g,es idéntica a la trayectoria
de un rayo que cruza y, con el mismo dngulo 0 y altura q..

Y4=4,

4=Y,

Es decir, la forma de las trayectorias no depende de q, solo depende de p; por lo tanto
q'=q+x
donde x es una funcién solamente de p, es decir,

q’=q+f(p)
Ademis, lo que caracteriza a las trayectorias de la luz en un medio Sptico donde 9=9(y),
es que a lo largo de cada trayectoria nsen permanece constante, es decir, p’=p. Por Ic

(T

por lo cual
. [
Dla™ 3P
I O i

es decir, la transformacion es simpléctica.
Ahora consideremos un medio 6ptico, en el espacio tridimencional, en el que la velocidad
de la luz sélo depende de la altura 8 = 8(z), por ejemplo la atmdsfera.
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Dado un plano fijo z=z,, podemos especificar cada rayo que lo atraviesa por sus
coordenadas q,=x, q.=y, y por un vector unitario ¥=(v,, v,, v,) que indica la direccidn del
rayo. Como ¥ es unitario, entonces v queda determinado por v, y v, : v,=(1-v,>-v,})'". Por
lo tanto la dircecion del rayo se determina por el vector (v,, v,). No vamos a tomar el
vector (Vs, Vy) como coordenada, sino que vamos a tomar p=(nv,, nv,).

Dados dos planos fijos z,,z:, lo que interesa ahora es conocer como es la transformacion
que nos dice cuales son las coordenadas (§'.°) en el plano z, de un rayo que incidio en
el plano z, con coordenadas (g,p).

Dado un rayo que incide en z,con coordenadas (g,p), éste permanece en el plano ITv que
esparalelo al eje z y que contiene a V. Este plano determina una recta en el plano z=z,
cuya pendiente es m=v,/v,si v,#0 (si v,=0 se toma m’=v,/v,) y también determina una
recta en el plano z=z. con la misma pendiente m=v,’/v,’; por lo tanto v,=mv, y v,"=mv,".
Si denotamos con © el dngulo formado por ¥ con el eje z, entonces
sen 6=(1-c0s’0)"? =(1-(¥2(0,0,1)))"?=( 1-v.})""=( v, +v,)""
por lo cual nsenf=((nv,)+(nv,)") "= [p|l=p
Como p=nsen0 permanece constante a lo largo de cada trayectoria, entonces
n‘.'(vl2+vy2)=n02(v"2+v”2)
por lo que
v, (1+m?Y)=n"*v,"*(1+m?).
Porlotanto nv,=n’v,’ y nv,=n’v,’, es decir, p=p. Como la velocidad de la luz sélo depende
de z, entonces la trayectoria de un rayo de luz que cruza z, formando un dngulo 6 con la
normal al plano en el punto q, es idéntica a la trayectoria que sigue un rayo que cruza z,,
formando el mismo dngulo 8 con la normal al plano en el pun<to g,-
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Es decir, la forma de las trayectorias, no depende de g, sélo depende de ||p|l, por lo tanto
x=l’-dl

es una funcion solamente de p; ademds el vector §’-q tiene la direccidn de p, por lo cual

podemos escribir

a’=a+xp/Ipl,
es decir,
3'=GHEP
° H
qz 9, + f(p)pz .
Por lo tanto {0 _§§ (pR) 25
\ "P—'
Dl 5= REPR R
gp=| 0 4 e Sl - L
o 0 1 @)
6 o 0 4
(1@
es decir, DT@I‘-,)“ oI con Q simétrica;

por lo tanto la transformacién es simpléctica.
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Los ejemplos anteriores son versiones diferentes del problema de encontrar geodésicas;
otro ejemplo es cuando se tiene una esfera solida y una liga, cuyos extremos estds fijos
sobre dos puntos P y Q de la superficie de la esfera.

El sistema es estacionario --la liga esta en reposo-- si 1a energia potencial es minima (o
estacionaria). (ver figura)

En ambos casos L y L°, tenemosuna geo-

désica. L permanece estable si la
perturbamos en cualquier direccion, L’ es

estable solo en la direccion

de L’; L es una geodésica de longitud

minima y L’ no. Sin embargo, si divido

L’ en pedacitos lo suficientemente peque-

fios, éstos si son geodésicas de longitud

minima. o{m

T.igch

Regresando a la dptica supongamos que en R’ Ia velocidad de Ia luz varia punto a punto,
y consideremos una trayectoria y: [a,b]—R* y(a) =P y y(b) = Q

s&‘(u)
)
°

{Cuidl es el tiempo que tarda una particula, que se mueve a la velocidad de la luz, para ir
de P a Q por la trayectoria Y7, es decir, ¢cudl es la longitud dptica de y?

Estamos suponiendo que el medio es isotropo, es decir, la velocidad de 1a luz varia de
punto a punto, pero para cada punto, la velocidad de la luz es la misma en todas
direccidnes, y estd dada por 0(x,y).

Si convenimos en tomar la velocidad de la luz en el vacio como c=1, entonces
n(x,y)=1/8(x,y).

Para un du pequeiio de tiene que fy(u+du)-y(u)] aproximadamente igual fy*(u)|du, de modo
que el tiempo para recorrer este pedacito es de dT=ly’(u)|du/8(y(u))=n(y(u}y’(u)|du, por
lo que la longitud optica de y es

Yt & pra=($w X YD)

b
Ty)= J n{y(wly’(u)ldu

a
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Por el principio de Fermat, la trayectori ay que recorre un rayo de luz debe ser tal que su
longitud éptica T(y sea minima (o estacionaria), entre todas las curvas que unen a P con
Q; es decir, buscamos la y que minimice a T(y).

En la integral aparece y’(u)| que es la norma de un vector, y n(y(u)) que es un nimero.
Otra forma de ver la integral anterior, es pensando que en cada punto (x,y) medimos
vectores en forma distinta. Si |€| es la norma cuclidiana del vector &, entonces cada punto
(x,y) definimos una nueva norma dada por

[ (x yy= nex) gl=) na et e,
de modo que podemos escribir\D
T(m:S Jx’(mlmgu,

donde | fy(u) es la norma que corresponde al punto y(u). Ahora podemos considerar el
caso anisétropo, que es en el que la velocidad de la luz varia también para cada direccidn;
osea que O = O(P,£;) donde &, es un vector unitario en P, y asumimos que 9(P,£;) =
9(P,-E,) entonces n(P,E,) = 1/O(P,E,), asi el tiempo de recorrido para ir de P a Q (la

longitud dptica de v) esta dado por © s
T(x):g " (mu\,ﬁ%plx‘ml&u.
[

Si definimos h(XJ‘)Z,\!-}?:m !

— b 3\
ewtonces T(¥)= gw(\s(u\,h”(m‘)du.
[N

Otra manera de ver esto es pensar nuevamente que a cada vector € en P le asociamos una
norma [}, que depende de P y de la direccién del vector E:

[EL=n(P,E)
vectores unitarios en veckores unitarios
lanorma usual\ en Lo nueva norma
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La hipdtesis que hacemos es que |E|, es una norma en R* dada por un producto interior,
es decir, para cada punto P hay un producto interior
&n — <En>,
que varia suavemente de punto a punto. Asi, [E], = <€,E>", | por lo cual la longitud dptica
de una curvayes I

b LY
Tr)= S @ = vty @
('8 a

Observemos que si € = (&1, &) y n =(n,, n2) entonces
<€, n>, = akn, + b&in; + b&n, + c&in,. donde
a=<e), e, b=<e,e>,=<es, el y = <ey €, entonces si P=(x,, g) se tiene
<EM>aisn = al(X1, X2)EM1+ b(xy, X2)Em, + by, X2)&n1 + c(x1, X:)En2 por tanto

Xl = Ya(xs, X)E + 2b(xi, X)GE: + (X1, X)E>
En los casos anteriores se dice que se tiene una métrica riemanniana.
Podemos plantear el problema de encontrar el camino minimo que una dos puntos P y Q
en una superficie S. Sea ¢(P")=P y ¢(Q")=Q.
Consideremos una curva parametrizada ¥: [a,b] — S, con¥(a)=P y¥(b)=Q,es decir, Fes
la composicion de ¢ con una curva parametrizada y:[a,b] — U, cony(a)=P’ y v(b)=Q’

R

3

3=1¥
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%
La longitud de ¥ estd’ dada por g;r?‘(u)ldu = L(¥). Ahora podemos medir las curvas en U
de un modo distinto: a cada curva y en U podemos asignarle la longitud de y=¢pe*y en S;
para esto observemos que ¥;(u)=¢;*y(u) y por tanto

fiws= a% (‘b“(m&(uH a“)‘(xcuwlm) ﬁ} e,

donde - 3y :(‘o‘?. a\l? ; en\-ohces
YR ‘ox\’?:x:

1.N=L(%) =g Tewldu |
: QI%%'X‘M)Z* GO (“’-wﬂ‘/z
b %
= g [(%17 -il);)(xrcm)ﬂ (%_ Lf)‘f.(u)xﬁ(u)_l_ ?\? ‘éz(u))]
{éowde g;f\ 2;{2 B\L %ﬁ%))z

° . M
= g (9" [X\‘(u)]+ 29,2~53(u)x;(u) + Y, W] )

G

b
= g GO ¥ w-¥tw du

a

9!! (u)\ g\z(X(u))
con IR de a..(yuw)=(22.
Cx(x 3 (ﬂz\(i(u) gzz(x\(fﬁ)\)) don ¢ S‘J (3)(; bX)

QW
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Podemos decir que i(y) en la metrina riemaanniana G sobre U, y entonces la
curva ¥ mds corta en S me da una geodésicay en U con la métrica riemanniana (G en U
inducida por S.

Por tltimo sea Q un abierto en R" (o una variedad), ysupongnmos que  es un medio
dptico no-homogeneo y anisétropo

Para especificar la velocidad de la luz en cada punto q € Q, tomemos un vector unitario
q, lq=1.
Decimos que la velocidad de la luz en el punto q vale 9(q,9)=38(q, -q) € R’, de este modo
si y(1) es una trayectoria de la luz, entonces

(O] = 3G,y O/ ®1 @
Las trayectorias de los fotones deben satisfacer la relacion (1); aunque esto no es suficiente
para determinarlas, ya que cualquier curva regular y(t) se puede parametrizar de modo

que cumpla con (1).
Si una particula se mueve por una trayectoria a la velocidad de la luz, con y:[a,b] = Q
v(@)=P y y(b)=Q, entonces el tiempo que tarda la particula de ir de P a Q (la longitud

opticade y) es "
sl du
)=l du_.
T( ) a‘l}(i/‘(@,)“(u)@(u)l)

Para encontrar la trayectoria de la luz hay que minimizar T(y).
Definamos n(q, q) = |ql/9(q, q/|q}) y observemos que

a)n(q, q)>0siq=0;

b) n(q, Aq) = [A|n(q, Q).
n como funcion de q “‘parece’’ ser una ‘‘norma’’; esta seria la norma con la que la luz
mide distancias en cada punto q por donde pasa.
Escribimos [q], = n(q, Q) y hacemos la hipdtesis de que |ql, es una norma definida por un
producto interior < , >, que depende (continua y diferenciabliiemente) de q. (vamos
a suponer |qg|,es una forma cuadratica),
Con todo esto se tiene que
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b
T(y)= S by’ (Whedu.
’ a

Con un producto interior asi, se tiene una métrica riemanniana,

lak = <q, 4>, = (Ega@ara)” = ( G(a)gea)**

donde G(q) es una matriz sim Etrica,
Si y(t) es en verdad una trayectoria de la luz, entonces
@l = 36, Y Oy 1),

es decir, " (Ohw= 1.
Sea Qunabierto en R” (o una variedad};si para cada q € Q estd definio un producto interior
< , >, enR"que depende (continua y diferenciablemente) de q (en una variedad Q el
producto interior < , >, estddefinidoen el espacio tangente a Q en g,

<, ST, QxT,Q — R).
El producto interior

<6 n>e =2 gL

puede provenir de varios casos:
a) un medio Sptico no-homogeneo e isoiropo;
b) un medio dptico homogeneo anisétropo;
¢) un medio Optico no-homogeneo anisétropo;
d) de una parametrixacion de una variedad. (ver pigina 39)

P

re

e) pucde ser la energia cinética de una particula en un cierto sistema mecanico T =1/2
mlxl:z
f) etcétera;

En todos los casos buscamos una vy tal que

b
() = S <",y (W) du
a



sea minima. En cualquier caso, queremos sea minimo (o estacionario) el tiempo, la
longitud (en mecdnica la accién).En todo caso tenemos un problema variacional; lo que
sigue ahora es estudiar un poco de cdlculo variacional.
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Capitulo ITI
Calculo Variacional

Consideremos un ejemplo simple,

Sea F=F(x,x,t) una funcidn real diferenciable conx € R, %X € R yt €[a,b].

Dada f € C",;,vamos a considerear [a sbiguiente “funcional’ que va a depender de f:
() = § F, fo, v

Hay que encontrar la f que haga que $(f) sea minima.

Ejemplo. P

F(x, %, ) =V1+% ®

Calculando la integral P(f) = SQJ 1+ f(t) dt se obtiene la longitud de la grifica de f

ademds se pueden dar las condiciones iniciales f(a)= A y f(b)=B

-%mr

B H

A //
a N

Pero, ;Qué es la funcional {?
El cilculo variacional esta relacionado con el estudio de los extremales de funciones cuyo
dominio es un espacio de dimensién infinita: el espacio de las curvas (o funciones). Tales
funciones se Illaman funcionales; de modo que por una funcional, se entiende una
correspondencia que asigna un niimero real a cada funcion o curva perteneciente a cierta
clase; es decir, una funcional es un tipo de funcidn cuya variable independiente es una
funcidn o una curva.
Sea &: C7.5; — R una funcional.
Busco la funcional lineal que se paresca mds a
D(f+h) - d(f) ,conh € Cp;
entonces escribo

DU +h) - D) = T(h, f)+ R, £,
donde T(h, fes lineal en hy R(h, f)<c|hf}, con c=constante; es decir, R(h, f) tiende a cero
mids rdapido que h.
Si existen T y R asi, diremos que la funcional ®es diferenciable y que *‘T es la derivada
de en el punto f'. También diremos que f es un *‘punto estacionario™ para < si la
derivada de @ en f es cero, es decir, la funcional lineal cero: T(h, f) =0 ¥ h.
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Teor ema: .
Sea F(x,%,t) una funcion dxfcrencxable de lres varmb]es‘ X, X 6 R t E[a b]. S| def‘mmos

la funcional

®(f - S;U(r)J(t

entonces ® es diferenciabley - 5 i

| DPy(h) = Sa( 2E (50, f'f’“),’ va &

Demostracion,

(e - 0 = gb[p(;“mm,{' (40, 1) - F(#e, T ¢), 1),
pero FGxth &) - FOn) = Sl Hleoiah + ROR)

donde R es tal que [R(h,h){<K([hJ*+}hf’, con k= constante.
De modo que la integral es

S (35 iny ded m—!cfm,mmhm]d% + Ry

donde Restal que [R(h,h)|<(b-a)K(Jh[+[h]?
< (o-a)KIh,

La derivade de ®en fes la funcidn lineal en h

T(m:ﬂ ¥l o 10 1O g 0, 0P|,

Vamos a calcu]ar esto de otra manera, haciendo la observacion de que la mlegral

»
AF s :
S 3% ke dio D) K)dt
se puede calcular por partes:

hagamos u = aF ({({\ £ -6) y dv=h(t)dt

5
b
ash ( 2% o, m\.&)\‘lé dit= 2 N (m)-i(é) {)hml ?hm d (DF (o 261, 1)30%

por lo tanto

b
D%(h\) g[ox (o o), 8) 31‘ (bx(ﬂ{) {mf))] it~ a x U4 ‘*)MOL
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Vamos a considerar el caso en que f(a) Ay f(b)=B.
Teorema:
f es un valor estacionario de la funcional

o) = g F(f(t),f(t) 1) dt (sujeta a que f(a) A y f(b) B)
si y solo si f satisface la ecuacion de Eulcr-Lagrange

L xfod- &( Pamidn)=0 ‘ y,t E‘[a‘,b]

La demostracidn del teorema se basa en el siguiente lema.
Lema: © .
Si a(t) es continua en {a,b] y g a(t)h(t)dt = 0 para toda h € C"ytal que h(a)=h(b)=0,
entonces a(t)=0. o
Demostracion del lema:
Supongamos que a(t) es distinta de cero, digamos positiva, en algun punto t,, a<t.<b.
Como a es continua, entonces a(t)>c>0 en una vecindad de t.: (t,-d,t,+d), contenida en
[a,b]. Sea h(t) tal que h(1)=0 fuera de (t.-d,to+d), h(1)>0 en (t-d,t;+d) y h(t)=1 en
(1,~d/2,t,+d/2). Entonces b
§a(t)h(t)dl 2 dc >0,

[
lo cual contradice la hipdtesis del lema. Por tanto a(t,)=0 para todo t, € [a,b] ¢
Nota.
La construccion de h(t) se puede hacer tomando

e"};(z st X>0
900 =
O sy X£0
luego gi(x)=g(x-d/2)g(d-x), despues S glmc{*

9,0)=
finalmente h(t)=gx(3/2d-t-L]). g gi(ed¢
Demostracion del teorema: -

Porel teorema anterior

Ddohy = § (i 0“ & e f)]hmdﬁ hf(ﬂ‘ ﬁf)h“)’

pero .GF(:F-? -é)}\w[ - ya que h(a)=h(b)=0.
Si f es punto estacionario de &, entonces D®,(h)=0 para toda h € C7,,con h(a)=h(b)=0;
es decir, b
g a(th(t)dt = 0 ¥ h € C con h(a)=h(b)=0, donde
"y
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F, . .
aft) = }TG 5O %—t(%i(%.;@) .

Por el lema anterior se tiene que a(t) = 0.
Reciprocamente, si a(t) = 0, entonces

b
D (h) = ga(t)h,(t)d: =0 VheC o
Nota.

Otra manera de escnblr la ecuacidn de Euler-Lagrange (E-L)es:

Tsin-Z xtﬂ,ﬂ%\- 2 60§t e (1£,6)=0

que es una ecuacion dlferenclal de segundo orden cuya solucién depende de dos constan-
tes arbitrarias que son determinadas por las condiciones de frontera f(a)=A y f(b)=B. El
problema que se considera usualmente en la teoria de ecuaciones diferenciales es
encontrar una solucion definida en lka vecindad de algiin punto que satisfaga condiciones
iniciales dadas. Sin embargo al resolver la ecuacién de (E-L) buscamos una solucién
definida sobre una region fija y que satisfaga condiciones a la frontera dadas. Por lo que
la cuestidn de saber si un problema variacional tiene solucion, nose reduce a los teoremas
usuales de existencia para ecuaciones diferenciales. Sin embargo, la existencia de un
extremo frecuentemente es clara del significado fisico o geométrico del problema a
resolver.
Ejemplo. b
Sea &: C.y — R definida por $(f) = longitudde I, = g Y1+ £ dt

(2%
F(x,%,0)=V1+x"; hf =0; oF- por lo tanto la ecuacién de
(E-L)es: 7w m‘xz

d7_ 0
- siy sélossi ﬂfl
dt ( 14530 ) Y 2@
siysélosi f(t)=C
siysolosi f(t)=Ct+D
es decir, se trata de fectas, fijando f(a)=A y f(b)=B obtenemos Cy D.
Ejemplo.

b
W) = ((l+f(l))dt F(x,%,0)=1+% ,porlo tanto QF _ 2%
X

o/

y la ecuacién de (E-L) queda - d (g_.;(t\) 0
es decir, si f(t)=C, por lo que f(t) = Ct+D. Nuevamente rectas.

Ejemplo.
La braquistécrona
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X Xa X " 1/2m® = mgy, por lo que 9=/2gYy.
P - » ds VityEdx
Vg /y
L} Q tiempo decaidaes T

o \
Entonces F(y,y’,x)= -\;@ s F, [i—‘ﬂ ; Fp= . N
'9

por lo que el

porloque & Fu_ - (DYt
397 T unyz)l’/z

1A 2 12
Asi, la ecuacion (E-L) queda : % Fb‘ ()= 29y" (1t ) =0

2y%e ( lw\‘)’/z

por lo que -y '—1—2yy =0 ¢ 2y"/(1+y *) = -1/y; como y’=0 no es solucién podemos
escribir 2y’y "/(1+y N =-y'ly

por lo cual ln(l+y") = In(c/y), con ¢>0; / e

deestemodo 1+y>*=cf/y porlo que 1+y‘ =/c/Ny,

es decir 1/¥( l+y”)\/— k. Pero 1/V( 1+y") =senf,

donde B es el dngulo que forma la tangente con el eje y. Por lo tanto podemos escribir
senB/Vy = K, que es lo que caracteriza la cicloide.

Ejemplo.

Sean (x4,Y1), (X2,y2) fijos cony,y,>0

Sea E = { f:[x,,x:] — R/f es diferenciable y f(x))=y:, f(x:)=y:}

Encontrar f € E tal que el drea de la superficie de revolucion que se obtiene al girar la
grifica de f al rededor del eje x sea minima. (A esta superficie se le llama catenoide, y a
1a curva que la genera se le llama catenaria)

A= 2n y/(]+y")dx Por lo tanto F(y,y’,x) = y/(1+y™);

F, = V{Iy™); By = yy Wy, d iy = L) o'y - 94"
dt d 7

3
Asi, la ecuacién de (E-L) queda: (+y) %

% Foe (H‘o")L-(l+'5“)(‘9‘1"*‘I'L)+ Yhy' '9"
de modo que l+y"—yy”=0 6y /(1+y*)=1/y; como y'=0 no da una solucién,
podemos escribir 1/2 Qy’y>/(1+y*) = y'ly, esdecir In(1+y”)'?=In(cy), con c>0;
esdecir, V(l1+y™)=cy m
o y’ =¥(c’y-1);__separando variables obtenemos  dx = dy//(c'y*-1), es decir,
x+k = (1/0)Infey +/(c’y™ Dl;
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por lotanto, y = (1/c)cosh(c(x+k)).

Antes de pasar al tltimo ejemplo obrervaremos que la ecuacidn (1) se puede escribir como
Y(/T+y)(kly)) =i, esdecir, cosaf(kly) =c

Por lo tanto, una catenaria es la trayectoria que sigue un rayo de luz en un medio dptico,

donde Ia velocidad de la luz es inversamente proporcional a la altura: $=K/y.

Ejemplo.

Sean (x,,y)), (x2,y:) y E como el ejemplo anterior.

Encontrar f € E tal que

f iz 1
S N0y sea minima ‘

)

F(y,y',X)=¢(l+ My Fy=~(+y™)y' Fp=y oV U+y™));

t 1\ T
Ryt A \i““ﬂ‘ﬂ‘ (i)Y de modo que la ecuacion de (E-L) queda:
wlaye

por lo tanto 1+y*+yy™’=0 & y''/(I1+y”) =-l]y; como y’=0 no da una solucién,
podemos escribir

(II”)("y’y"/(l+y”))= -y’ly, es decir, ln(l+y‘:)'“=ln(c/y), con ¢>0; es decir,
(1+y™)"=cfy.

Esta ltima ecuacion ya la resolvimos en Ia pdgina 32, y obtuvimos arcos de circulo con
centro en el eje x, que corresponden a las trayectorias de la luz en el plano de Poincare.
Ahora generalizemos lo anterior, pero no con funciones sino con curvas. Sea F(x, ...,
XasX1y - » Xnp 1) Una cuncion de clace C’ de 2n+1 variables, con x;, x; € Ry t € [a,b]; sea
v:[a,b] = R’ una curva.

Consideremos la funcional

b
@) = g Fi(1), . 5va(®), Vi1, ... Ya(D), )dt.

{19
Queremos calcular los puntos estacionarios &; consideremos las posibles variaciones de
Yy()+h(t).

Como D®,(h) es lineal en h escribimos

DP,(h) = DD,(hy, ..., hy) = DP,(h,, 0, ..., 0) + ... + DP,(O, ..., 0, hy)
= [(Fa-g Fidhi + ...+ (Fu- ¢ FudhJdt

Esto nos conduce al siguiente teorema.

Teorema:

v es estacionaria para P (sugeta a y(a)=P y 7(b)=Q) si y solo si

(m But) ) — (aF(xmm) ﬂ\) O, i=4,..n.
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Ejemplo :
(geogésicaen: R) Sean P y Qen R yx [a b] - R con x(a) =P _y: x(b)=Q. Entonces
F(x,x,0= lxl , B :

o oL s K>o . G
6F/6x - 0; . 6F/6x “1 sikeo ) ’ T
e L e g 4L s P
si PPF!!,",‘P.S que x # 0, entonces 8F/d% = 4 s P> q—/ -
de cualquier forma se tiene que la ecuacion de (E-L)

dFydt =
es valida para cualquier curva x(1) con tal de que x(t) # 0
Ejemplo. :
Sea F(x,x,t) =x*> ysea x:lab] >R talque x(@)=P y x(b)=Q
F,=0; F=2x y dFydt=d2x/dt = 0; por lo que x=c, de modo que x=ct+d; cyd
quedan determinadas por P y Q, es decir, x(t) es unica.
Ejemplo.
Consideremos dos puntos arbitrarios Py Q en R*.
¢Cudl es la curva mds corta que une a P con Q?

Q
P

Seay: [a,b] — R% y(a) = P, y(b) =

Entonces, L(y) = Sbh'(t)ldt § U RORR 0] ydt,
por lo tanto, F(x,, x3, X, X3, t) = V €(X,"#X,).

OF/9x; = 0, OF/O%, - %NV (Kr+X.);

OF/0x: . XV (X,*+X,?). Entonces las ecuaciones de (E-L) son

i(z‘ma -0 i=i.

H\ VRN T v e ! L

Es decir, WOV G OH:W) =¢1 y HONGOHD) =

Tomando el cociente de estas ecuaciones se tiene

(0 =C) siysélosi () =Crn) siysdlosi (1) = Cr:()+D).

Entonces hay muchas soluciones, ya que se puede dary, * ‘arbitraria®’ y encontrary,. Todas
estas soluciones estdn sobre la recta x,=Cx,+D, donde C y D quedan determinadas por P
y Q. Si pedimos que y(1)#(0,0) tenemos que la solucion es el segmento PQ pero con
distintas parametrizaciones (esto es natural porque la longitud de una curva, no depende
de su parametrizacion). Si de la ecuacidn diferencial no se puede despejar explicitamente
q, entonces no pueden aplicarse los teoremas de existencia y unicidad; y decimos que no
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es una ‘‘verdadera ecuacion dlferencml de segundo orden’’ puede suceder que tengamos
demasiadas soluciones.

Seay una curva, y:[a,b] — R".

Definimos la energia de la curva y como

b
Ef) = S oPdt
(+9

Veamos otro problema: sean P y Q dos puntos arbitrarios en R?. Entre las curvas que unen
a P con Q (;cudl es la que minimiza la energia?)
F(Xy, X2, X1, X3, 1) = X,+X.5;  8F/0x,=0. Por lo tanto, las ecuaciones de (E-L) son:

2y, = a4 Y2 =Y, leci
g—é("Y wm=0 y E,‘!:(2)( ®) =0, esdecir

’?1(0 =ca y TY)=c;, porloque
() =ct+d, y y:(t) = cat+d;,
donde ¢, ¢;, d,, d: quedan determinadas por Py Q.
De estos dos ejemplos se ve que no solo es importante minimizar la longitud,

A7)
Ly = X Foldt,
(7N

sino minimizar la energia

b
E() = & ()fde;
[

la energia establece como debe ir parametrizada la curva. La ecuacién (E,L) para las
curvas estacionarias de la energia si es una *‘verdadera’* ecuacién diferencial de segundo
orden (aqui si vamos a poder aplicar los teoremas de existencia y unicidad).
Veamos estos ejemplos en R la ecuacion (E-L) para F(q,q,t) es
0F/0q~ S (9F/aq) = 0,
donde 0F/dq = (9F/aq,, ... , OF/0q.) ,
OF/dq = (8F/dd, ... , OF/OQ.) .

b
L) = {H(widu. Entonces F(q.4,0) = 9] = (4d)"* por lo quedF/dq = 0
y OF/dq=q/|ql; de esta forma, la ecuacién de (E-L) queda <. (g/|d) =0,
es decir, ¢/|q] = dt _
Tenemos entoncesrectas parametrizadas a cualquier velocidad; el vector unitario C queda
determinado por los puntos P y Q: C = (Q- P)/lQ P[
E(y) = S ly’()[’du. Entonces, F(q,4,t) = deq, porloque 8Ffdq = 0 y 8F/dq = 24

a
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de este modo < (24) =0 siy solosi 4=C, si y solo si q=Cut+C,. Obtenemos rectas
parametrizadas a Velocidad constante; hay unicidad.
Por lo que se ve, si reparametrizamos una curva, no cambia su longltud sin embargo, si

cambia su energia.
Consideremos un abierto Q € R" (o una variedad) donde esta definida una metrica

riemanniana G:
G(@.) = gl = <4.g> = L (1/2)gi@)dd = (/2)g(@)dd.
Vamos a considerar dos problemas variacionales:

Lo = ( r@hde y
Em = i@ du

segun los ejemplos anteriores parece seer que las curvas extremales de L y de E son las
mismas, pero las de E son parametrizadas a velocidad constante. Veamos cuales son las
extremales de L y E, y las comparamos.

Vamos a considerar S lal2 = g G ; entonces G debe satisfacer la (E-L) a lo largo de
Y: ) ¥

bq - (32 } O

como G(q,q) = (l/2)g(q)q'q, entonces

%%:-5—2—%@@-2 (lﬂ %%:9(4)?,

de modo que la (E-L) es A Y
5.4 WDG.0— G =
_]E%_g_qg _b%ﬁgg 9(?)9 o)

de modo que podemos despejar ' (esta si es una *‘verdadera®” ecuacién ...):

§=4il0[ 204.1), (0)

esta es la ecuacion diferencial de las trayectorias extremales de E en esa métrica
riemanniana.
Ahora consideremos los extremales de L(y) = 'g\ G(q.q"

S

es decir,
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por lo que

?F _ d;(éf
24 dElag!

por lo tanto la ecuacion d

z’é} (%7{ dt(aq'))“j‘z(ié’z)B? -

3G _ri 2G I

2)(1__0

Siyesextremalde Ly {y"()}wm = G(y(1),y(t)) = constante,

m

entonces 1/2 G'* es constante a lo largo de y; asi, de (1) se deduce que es extremal de E.
Es decir, las extremales de L parametrizadas a velocidad constante son extremales de E.
Sidemostramos que todas las extremales de E son parametrizadas a velocidad constante

entonces de (1) se deduce la siguiente afirmacién
Afirmacioén.

Las trayectorias estacionarias para E, son las trayectorias estacionarias de L, a velocidad

constante.

(En particular la luz recorre trayectorias estacionarias para E con velocidad |y’ (Dlf;n = 1)

Para demostrar la afirmacion observemos que:
G(q.9) = llqll¥ = 1/2 g(@)g=q
de modo que
9G/oq = g(@)a
por lo cual podemos escribir
G(,9) =(1/2)48G/oq ()

Ahora vamos a ver que toda extremal de E, es parametrizada a velocidad constante.
Si y es estacionaria para E, entonces se satisface la ecuacion de (E-L) a lolargodey

5(0G/e4) = 3G/aq
ycomo [y’ (Dlhw’ = Gi(1), Y (1)) , entonces

, = d ’
LU Oh) = $GH0.Y0)

. d N é_ . .
que por (2) : &G(q,q) (r2) 57 (@0G/8d)

=(12) 32 (3G/04) 4 +(1/2)(9G/oag
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por '(E-L):

‘o seaquea IQ Ihréo de—‘ : y
j_i Gar) =(1/2)- _%{ CHOF®) -
Por lo tanto j—f- G,y (1)=0,

de modo que a lo largo de y G(y(t),y’ (1)) es constante, es decir |y’ ()]« €s constante.
Esto estd relacionado con el problema de las ligas sobre una superficie: si se tiene una
liga sobre una superficie, con los extremos de la liga fijos, la forma que toma Ia liga es
la de una curva geodésica de la superficie; para esta curva la energia potencial de la liga
es minima (o estacionaria), y no sdlo eso, sino que también la energia potencial de la liga
es uniforme a lo largo de la curva, es decir, la liga no esta mas tensa en unos puntos que
en otros.

Definicién.

Decimos que y es una geodésica para la métrica riemanniana G, se y es estacionaria para

Veamos un ejemplo.

Considerese un rayo de luz, cuyo movimiento esta restringido a una superficie de
revolucién en R’. En coordenadas cilindricas la superficie esta dada (localmente) en la
forma r=r(z) o z=z(r).

La energia de una curva en R esta dada por

Em)= j;— (X*4y*+2%)
Y

Como la luz se mueve por una superficie de revolucicn, entonces el lagrangiano es, en
las coordenadasry ¢

G@,q) = 12 (F+y*+2) = 1/2 (F+@ +27 ()
y en las cooredenadas zy ¢,

G(q,q) = 1/2 (K+y™+27) = 1/2 (P4 (@)@ +1r(2)27)

En ambos casos el lagrangiano G(q,q) no depende de ¢, por lo cual pr (LCS); O ,es

decir, r’¢ se concserva.
Denotemos por 8 el dngulo que forma la trayectoria con un paralelo

-
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Entonces la componente horizontal de la velocidad es rg=|Vcos8|, pero |V| es constante,
de modo que la conservacién de r* implica que

rcos@=constante (Teorema de Clairaut)
Toda geodésica es una superficie de revolucion, que satisface, la ecuacién de Clairaut;
sin embargo, no basta que una curva satisfaga dicha ecuacion, para que la curva sea una
geodésica en la superficie de revolucion; por ejemplo, todos los paralelos de una esfera,
(o de una superficie de revolucidn) satisfacen la ecuacion de Clairaut, pero slo el ecuador
es geodésica.
Consideremos ahora una geodésica, que cruza un ecuador de la superficie con un dngula
6 pequeiio; después de cruzar el ecuador, r disminuye, de modo que cos0 crece, es decir,
Ose hace mds pequeiio ya que la geodésica satisface la ecuacion de Clairaut. Si r sigue
disminuyendo, entonces, en algun r=r, se tiene que 6=0, y a partir de ahi la geodésica se
regresa, r vuelve a crecer y O tambien. Estosignifica que hay geodésicas (o pueden haber),
que estan confinadas en una banda; r2r, (ver la siguiente figura)

Ahora fijemos dos paralelos: z=z,, y z=z,; y fijemos un meridiano: ¢=0. Se deja como
ejercicio demostrar que los meridianos son geodésicas; entonces ¢=0 es una geodésica.
Considerese las geodésicas cercanas a los meridianos (8 cercano a n/2). Cada rayo
(geodésica) puede especificarse enel paralelo z=z, por su coordenada q=¢y por el dngulo
a que forma con la normal al paralelo z, (la normal es un meridiano).

Las coordenadas que vamos a tomar para cada rayo son q=¢ y P=nsena, donde n=r; es
decir, P=rcos9, por lo cual P’=P.
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Es claro que si rotamos una geodésica en la direccion ¢, la curva que se obtiene sigue
siendo una geodésica, es decir,

la forma de las trayectorias no depende de g, sélo de P, por lo tanto \
q'=q+q., donde q, sélo depende de P, es decir, q*=q+{(P) de esta forma si (g') :T(g)

{ AALP)
>p

i

ehtonces D?:

9.0

2
es decir, la transformacién T(g) = (}Z’) es simpléctica.
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Antes de seguir adelante, obsérvese que la relacion (0) de la payg ina 52
o D4 0
4-14' (_3_ 4+9) ©

es un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden en un abierto Q © R"
cualquier curva suave t — q(t) en Q determina una curvat — (q(t),q(1)) en Q x R"(si se
trata de una variedad en TQ). Si q(t) es una geodésica en Q,entonces la curva (q(t),q(t))
en Q x R"satisface el sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden

(3)

5o Loy 24(9) 5,0
$4=19 3744
Dados q, € Q y q, € R"existe entonces una tnica geodésica y(t) tal que y(0)=q,y v’(0)=q.
Los sistemas (0) y (3) son equivalentes. Nosotros vamos a trabajar con el sistema (3), es
decir, vamos a trabajar en Q % R" (si se trata de una variedad en TQ). Este sistema
determina un flujo en Q x R", a continuacion estudiaremos el flujo del toro plano y del
toro de revolucion.
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Capitulo IV
Descripcion del flujo geodésico del toro plano y del toro de revolucién

Para comenzar veamos el flujo geodésico de R. El flujoestaen R x R,

"N

las geodésicas en R son las parametrizaciones de las rectas a vellocidad constante, la tinica
diferencia entre ellas es la velocidad de recorrido, por lo cual basta con observar la
geodésica recorrida a velocidad 1.

Los conjuntos T.Q = {(q,q) € Q*R"=|ql,=G(q,q)=C) con C>0, son invariantes por el flujo,
ya que G es una constante a lo largo de cada geodésica. Ademds, hay una correspondencia
natural entre las curvas integrales que estan en T.W y las que estan en T,Q. Definamos
el transformacién ~ p: T.Q — T,.Q mediante p(q(t),q(1)) = (q(t),4(®/c);

entonces ()~ 5" plg 2= p6°p(4,4),

TR

' Ta
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Dos curvas integrales que se corresponden  —aunque son curvas distintas en Q x R"—
deterninan la misma geodésica geométrica de (Q,G) pero recorrida a diferentes veloci-
dades constantes. Para entender como es el flujo, nos basta con ver como es en T,Q2. Por
esta razon, cuando se hable de flujo geodésico, se entendera el flujo en T\Q. Veamos
como es el flujo geodésico en R* con la métrica usual.

Como ya sabemos, las geodésicas son las rectas recorridas a velocidad constante.
Podemos identificar el conjunto de vectores unitarios en R*con S'

Asi, las coordenadas (q,, gz, 6) en T,R* = R’xS' quedan definidas por las ecuaciones :

q: = cos
q: = senf
Entonces la ecuacion de las rectas esta edada por

g: = tanfq, + C
o su parametrizacion es

q; = cosft + C,;
q: = senbt + Cy;
lo importante es que a lo largo de estas, 6 es constante (ver la figura siguiente)

N

%

4 —_—

S
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Podemos pasar del plano euclidiano R, al toro plano

T*=R/(2rZ)* ((X,y) — (x+2rk,y+2xnl) con k, 1 € Z)
provisto de la métrica euclidiana en R®,
Como T* tiene la métrica de R®, las geodésicas localmente son pedacitos de recta, por lo
cual las geodésicas en T* son las imdgenes de las rectas en R* mediante la proyeccion de
I:R* — T,

TiT® = Ty(S'%S") {((p,w).v) / [v]=1}

Pero como podemos identificar los vectores unitarios en R* con S', entonces vamos a

considerar el conjunto
To=T\T%= {((9.y),6)} con 6 fijo

Q—H D ]

e=0
ey
Y

a1 PR
‘ e=T
 a———
e 21
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El flujo geodésico de Tes el flujo sobre
TU(T?) = T = (R/(2r2))’={ (9. 9.0) ]

en este cubo
identificamos
las caras opuestas,

¢

Veamos como son las trayectorias para un 6 fijo.

‘]U ﬂ}c:,?Jﬁ ‘

5=
|

 d

(0)03 (21,0) \P

Partamos de (0,0) hasta llegar nuevamente al circulo ¢=0 en el punto P=(0,2rtan6),
(llamemos S al circulo ¢=0). El conjunto de puntos de interseccion de la trayectoria con
S, es una 6rbita de la rotacién del dngulo 2ntan6, es decir, el conjunto de puntos de la
forma (0,y.,) donde v, =k(2ntan0)-2x = 2r(ktan6-/) ,conk,/ € Z y (ktan6-)) € [0,1).
La trayectoria se cierra si y solo si existen k # 0, [ # 0 tales que ktan0-/ = 0, si y sélo si
tan = J/k € Q.

En este caso todas las trayectorias que corresponden a 0 (aunque no partan de (0,0)) son
cerradas.

Para 0 tal que tan8 ¢ Q, ninguna trayectoria se cierra.
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Lema. :
Si A € 0O, el conjunto de puntos

D={(kAD) €[0,1)/k,1€Z}
es denso.
Dermostracion.
Sea € > 0, digo que existen a,, a: € D, tales que a;>a, y a;-a,<g, ya que, como D es un
conjunto infinito, entonces por Bolzano-Weierstrass, hay un punto de acumulacién. Como
a;=k/A-/; y a;=k:A-l;entonces a=(a;-a,) € Dy por lo tanto ma € D param € Ny ma<],
De esta forma, para cualquier punto x €[0,1), existe un punto m,a € D tal que [x-m,a] < €.

a.

o{é,':::” .p':;.j::f,’,’i

De aqui se desprende que cuando 8 estal que tan6 ¢ y ot Q, las trayectorias no se cierran
y cada trayetoria es densa en el cuadrito.

El comportamiento del flujo geodésico de T’es similaral flujo geodésicode R*. Los planos
de ecuacidn 0 = 6,, definentoros ;< T”invariantes bajo el flujo, sobre los cuales el
flujo geoddsico g'es lineal: g'(ep,y,0, = (¢+, tcosB),,y + 1senb,)

9&

Toros invariantes

La restriccion a cada toro 7;0 de la proyeccion, (p,y,0) — (p.y)
de T*sobre T*es un difeomorfismo

(@y.6.) — (pw);



cada curva integral en Tg, es periodica o densa en Tg, segun tan0, sea racional o
irracional; ademds se puede demostrar que cuando tanf,es irracional cada curva corres-
pondiente a este valor de 0, estd equidistribuida, es decir, dado un intervalo pequefio de
longitud € en el circulo y = 0 (o en el circulo ¢=0) la frecuencia con la que pasa la curva
por ahi, solo depende de su longitud e.

Para describir el flujo geodésico del toro de revolucion, consideremos la parametrizacion
@:R* — R*d:finida por

O, ) = ((i+rcosy)cosey, (i+rcosy)seney, rseny) , conr< |

\1/ A ngéRZ

Al
%

Se puede obtener una métrica riemanniana en el cuadrito, mediante el producto interior
ordinario en R’ via ®. Dados dos vectores £, n en R® —basados en p— mediante la
derivada D®, obtenemos los vectores correspondientes en R*:D®d,(E), DP(n). Asi, se
puede definir un producto interior para €, n mediante

<€, N> (o0 = DDy E) ® DD (M)

- (iriosWysen?  —vsemYcosy
D §(\°,‘l’) = (14 reosy)esp - rsemyseny
o) v'Cosy
por 1o tanto <ey,e,>.y= (1+rcosy)?; <@1,827 (0" <CE =0 Y <€n&: =T

Es asi que se obtiene

(\0;‘”= (14 vcoaV) o

o vz /)
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es decir, el lagrangiano esta dado por

' ( Glo.w,@) = [1(@ W)l = 1/2(1+rcosy) ™ +r
y las ecuaciones de (E-L) estan dadas por ‘

d_ (1+rcosy):§) =0
dt
g_t () = rseny(1+rcosy)d*

La primera de estas ecuaciones nos dice que hay una constante de movimiento
(1+rcosy)*p = constante s

€sta es resultado de la simetria de rotacidn alrededor del eje z. En el toro plano, también

hay una constante de movimiento (6=constante), por lo cual el problema se redujo a dos

dimensiones. es decir, cada curva integral se mueve en algo de dos dimensiones (los toros

invariantes ’[é° ).

En el caso del toro de revolucion, la constante de movimiento (((1+rcosy)’¢ = constante)

también nos reduce el problema a dos dimensiones.

Vamos a considerar el conjunto

Se= 1@, v, &, W)/®, ¥l =1}
Sea 8 =4 {(¢, ¥), 4,0)} = £ {q,e.] (ver la siguiente figura)

cosO = ((‘{.’.V.l),(i,o»‘%% = ({+rcosll')2\{" = (Itrcos ‘P)‘p

g, ol fles,o0 { < (i+reosy)
DOy vV g
v sen0s Qoo W= =Y




Cada punto de S,, esta descrito por las coordenadas (¢, y, 8), de modo que podemos .
describirel flujo geodésico del torode revolucién en T= { (¢, , 0) }; por lo tanto podemos
escribir, nuestra constante de movimiento de otra manera )
(1+rcosy)cos0 = constante;

esta es la integral de Clairaut (teorema de Clairaut), para las geodésicas de una superficie
de revolucion. (Esta ecuacion podiamos haberla obtenido directamente, como se vié al
final del cdpitulo 111, ya que se trata de una superficie de revolucién).
Si se deriva la ecuacién de Clairaut respecto a t y se despeja 0, entonces ya se tienen las
ecuaciones que definen el flujo geodésico:

de/dt = cosB/(1+rcosy)

dy/dt = senb/r .

d6/dt = cosOseny/(1+rcosy)
Estas ecuaciones no dependen de ¢, y la integral de Clairaut tampoco; entonces las
superficies de nivel de la funcidn C(y,0) = 1+r cosy)cos 0
no dependen de ¢ lo cual quiere decir que las curvas de nivel de C(y,6) en cada plano
(toro plano) ¢=¢,, son las mismas pata toda ..
Veamos como son las curvas de nivel de la intagral de Clairaut en el plano (y,0), en
['7{,1{]"[-7{,7{].

SN
SO Ko,
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De las ecuaciones de flujo geodésico, se puede ver que el paralelo maximo( w=0; =06
0=1x) y el paralelo minimo (y=n; 6=0 6 0=p) son geodésicas.

Si para cada curva de nivel de la integral de Clairaut, se considera su producto cruz con
el circulo de las ¢, se obtienen toros invariantes bajo el flujo geodésico, estos toros son
uniones de curvas integrales y son superficies de nivel de la integral de Clairaut en T".

Toros invariantes

Consideremos las curvas de nivel que encierran al (0,0) —en la figura estdn marcadas
con la letra A— y sus toros invariantes correspondientes; Las geodésicas del toro de
revolucidn correspondientes a estos toros invariantes —a las que llamaremos geodésicas
de tipo A— nunca tocan un paralelo miinimo y ademids, una geodésica con condiciones
iniciales cercanas al paralelo méiximo permanece aéltodo el tiempo. (ver figura siguiente)

Se puede decir lo mismo de las geodésicas que corresponden a las curvas de nivel, que

encierran al (0, ©); de hecho, son las mismas geodésicas solo que recorridas en sentido
contrario.
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eode’sica

de ﬁivoo A

Consideremos ahora los toros invariantes correspondientes a las curvas de nivel que no
encierran al (0,0) ni al (0, =) y que en la figura estdn marcadas con la letra B. Todas las
geodésicas del toro de revolucion correspondientes a estos toros invariantes —a las que
llamaremos geodésicas de tipo B— se enrollan alrededor del toro de revolucién.

geode'sia»\
de +ipoB

£;<6=< B¢

Observemos que \ y § se anulan simultaneamente cuando yw=Kn y 8=Ix, con K,1 174Z;
pero nos basta con considerar y=0,r y 6=0,n .Por ninguno de los cuatro puntos
(0,0), (0,r), (,0), (,m), pasa ninguna curva de nivel A, B o C; de hecho, cada uno de
estos puntos es un conjunto de nivel de la integral de Clairaut; y se dice que estos puntos
son soluciones estacionarias o puntos de equilibrio del sistema

= senB/r

6= cosOseny/(1+rcosy)
en el plano (y,8) —oen el toro plano (y,8)— . Al hacer el producto cruz de estos puntos
con el circulo de las ¢, se obtienen cuatro curvas integrales, de las cuales dos corresponden
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al paralelo mdximo en los dos sentidos de recorrido respectivamente; y las otras dos
corresponden al paralelo mdnimo en los dos sentidos de recorrido respectivamente.
En los puntos de equilibrio, que corresponden al paralelo maximo, hay estabilidad en el
sentido de que las geodésicas con condiciones cercanas al paralelo miximo —o lascurvas
de nivel condiciones iniciales cercanas a (0,0) o al (0, n)— permanecen cercanas a ¢l,
—respectivamemnte permanecen cercanas al (0,0) oal (0,m)—. Sinembargo en los puntos
de equilibrio que corresponden al paralelo minimo, no hay la estabilidad de la que
hablamos, ya que cualquier geodésica con condiciones iniciales cercanas al paralelo
minimo se aleja mucho de él; de hecho, todas las geodésicas, excepto el paralelo minimo,
tocan al paralelo midximo.
Ahora consideremos las curvas de nivel marcadas en la figura con laletra C, estas curvas
son las que pasan por los puntos (0, £0,) y (0, = + 6,). Estas curvas no contienen a sus
extremos, que son los puntos (x, 0) y (1, —x) correspondientes al paralelo minimo; por lo
tanto, al havjcer el producto cruz de estas curvas con el circulo de las ¢, no se obtiene
toros invariantes sino cilindros invariantes, Las geodésicas correspondientes a estos
cilindros invariantes son las que hacen Ia transicion entre las geodésicas de tipo A y las
de tipo B —a estas las llamaremos geodésicas de tipo C—. Cada geodésica de tipo C se
enrrolla por encima del paralelo minimo, acercindose indefinidamente a él, pero sin
tocarlo nunca cuando se recorre en sentido contrario tiene el mismo comportamiento pero
por abajo del paralelo minimo. Este comportamiento se debe a que 6, es el dngulo para
el cual la ecuacidn de Clairaut se escribe como:

(14 rcosy)cosB= 1-r;
eso significa que cuando 0 tiende a cero, w tiende a rt; y si 0 llegara a ser cero, entonces
W seria 7, pero eso no puede ser, porque entonces, para cada ¢ habrian dos geodésicas
que pasan por el punto (¢, x,0) lo cual contradice el teorema de unicidad de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Por otra parte, cuando (y, 0) tiende a (n, 0) o a (r,x); se tiene
que .
(i? = cos0/(1+ rcosy)
tiende a (fh..,= 1/(1-H)>0 ¢ q’:_,,o= 1/(1-r)<0 ; es decir, ¢ crece o decrece monotonamente,
es decir’la geodésica permanece dando vueltas.

eode’sica ‘
de 'l*ipo C
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Lema.
Sobre cada uno de sus toros invariantes, el flujo geodésico del toro de revolucion, tiene
el mismo comportamiento que el flujo geodésico del toro plano: Las curvas integrales
son todas periodicas o todas densas.
Demostracion.
Consideremos uno de los toros invariantes bajo el flujo geodésico, y en éste, escojamos
un circulo S de la forma (y, 6) = (y,, 8o). S estd parametrizado por el dngulo ¢ y corta
transvarsalmente a todas las curvas integrales contenidas en el toro invariante.
Consideremos la transformacién P:S— S que asigna a acada punto ¢ en S el primer punto
P(¢) donde la curva integral que pasa por (¢, Yo, 80) vuelve a cortar a S, (ver las figuras
siguientes). P(¢) es una transformacion que conmuta con las rotaciones en ¢, por lo tanto,
debe ser una rotacion de un dngulo A= 2wA. )
Del lema demostrado para el toro plano, se deduce que la Srbita de un punto ¢ € S
(aplicando sucesivamente P) es :

periodicasiy solosiA € Q

densa en Ssiy solosi A ¢€Q
Cabe sefialar que una vez que fijamos el toro invariante, (es decir, una vez que fijamos
la constante de la integral de Clairaut) el angulo A = 2rA no depende del punto (\o,60)
que hayamos escogido sobre la curva de nivel asociada al toro invariante. Para ver que
esto es cierto, supongamos que el dngulo A varia al modificar el punto (y,,00); en tal
caso A¢p debe depender en forma continua del circulo Se0. por lo cual A=A¢g/2r toma
valores tanto racionales como irracionales y, por tanto, las curvas integrales del flujo
geodésicoeneste toroinvariante sondensas y periodicasa la vez, locual no puede suceder.

Toro invariante -
de tipo A . + I
Curvd tfiegra

del ’Q \uéo
geode’s:co

69



Toro invariante
de tipo B

Curva in+e8m[

del $lujo

Las dos figuras anteriores pueden resumirse en la figura siguiente, ya que ambas
representan toros invariantes.

Toro invariante
de tipoAo B

Curva inte ml
del ﬁ\uso
c“e,odels iCco

cireulo de
nivel de
tipo A o B de (tosW)osp
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En el toro plano se tine que la restriccion a cada toro invariante de la proyeccidn de T
sobte T .
(AR R AN

es un dimorfismo. Sin embargo, en el toro de revolucion se tiene que los toros invariantes
que corresponden a las geodésicas de tipo A no se proyectan biunovocamente sobre T*y
la integral de Clairaut determina un valor maximo para y: [y|<y.<r .La imagen del toro
invariante bajo la proyeccion, es una banda que a su vez es la unién de geodésicas,
obtenidas todas a partir de una de ellas por rotacién en la direcion ¢.

Proyeccién invariante de
dos toros de tipo A, que
corresponden a las mis-
mas geodésicas, pero
recorridas en sentidos
opuestos
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Notese que una misma banda, es la proyeccién de dos toros invariantes distintos, que
corresponden a las mismas geodésicas en el toro geométrico, solo que recorridas en
sentidos opuestos. Estas geodésicas son o bien periodicas, o bien densas en la banda. -

Se pueden dar otras coordenadas, para las cuales el flujo geodésico en los toros invariantes
sea lineal. Para esto, fijemos un toro invariante T} y designemos con n una coordenada
angular sobre el “circulo de nivel” de la integral de Clairaut correspondiente al toro

invariante T

N

N, D e

7

v

)Zo 7 S no
(Lo 1) (L2 1,)
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Consideremos uncirculo S, de ecuecion n = nosobre T7Vamos a construir un difeormismo
- F: T~ Tde la siguiente manera. '
Dado un punto (¢, n) en el toro T; lo llevamos hacia atrds (en el tiempo) hasta tocar por
primera vez S, es decir, Al punto (¢, 1) se le asocia —por un lado— el primer punto de
interseccion (¢, (0, @), ) de la curva integral que pasa por (¢, n) con S, recorrida en
sentido negativo; y por otra parte, también se le asocia el tiempo t(¢p, n)= t(n) que tarda
el flujo en ir de (gu(@, N, No) a es decir (o (@, N)(No) = (. N).
Entonces se da un difeomorfismo del toro Ten si mismo mediante

F(.n) = (@dp,n) + 0t(n)/ts, N + 2nt(N)/t) = (B, M)
donde w es el dngulo de la rotacion P, y t, es el tiempo que tarda en dar vuelta.

1 to |
A 4 }6 ¢, )

@ /“—”‘@*‘”:’D
>
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CapituloV
Ecuaciones de Halmiton

5.1 Paso a las coordenadas (q,p)

Observese que en el toro de revolucidn, se tiene que el lagrangiano G(q,q)= 1/2 gfq)q.4
no depende de ¢; entonces si en el toro de revolucion se considera un campo vectorial X
paralelo al ecuador, se tiene que G(q,q) no cabia a lo largo de las trayectorias del campo
X, ya que G(q,9) no depende de ¢. Por esta razén se obtuvo la constante de movimiento
0G/0q = constante. Ahora tenemos algo mds general.

Teorema de Noether.
Sea Q@ © R" un abierto y sea G(q,q) un langrangiano definido en T Q= QxR™Si X es un
campo vectorial definido en Q tal que G es constante a lo largo de las curvas integrales
de X, entonces hay una constante de movimiento:

P, = 0G/d¢-X
es constante a lo largo de las curvas extremales de jG

Demostracion.

Denotemos con ¢ el flujo de X, entonces -
0¢"/duli-(q) = X(q)

y G(¢"(@), dp"(@9 = G(a,@)

Sea C(t) una curva extremal de j‘G. Si llevanos esta curva por el flujo ¢ durante un
tiempo u,obtenemos una nueva curva a.(t)= ¢"(C(1)) que también es external, ya que G
no cambia de flujo de X.
Glou(), &)= G("(C(D)), do"(C)C(1)
= G(CO,CO),
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Oiu(‘é\) = (lpu(¢(’6,))._

Como, & G(C(®,C(®) = 0, entonces
0= £G(ou(®), 6u®)
$G(0u(1), Gu(1) Oou(t)/du + %G(au(t), Gu(1))86.(1)/Cu

Ga(t), 6.(1)- 09 CMY0u + “ZG(ou(®), cu(®).2 %{ P (CV)
2-G(ou(1), (D) B9 ) ou + iG(au(l), & (1) é. 2 (P (COY
En u =0 se tiene

—-G(au(t), (o= 2 G(C), CW)-XCW) + L. G(C®), CM)-dXC))/dt
Como “p L(C) = 3 G(C(t), C(t)) Xy, entonces
%Px(C(t)) = G(C®, CW)) X(CW) + 2 G(C®, Cw)y & g (x(Cw)
por (E-L) = lG{E(l) COIXCW) + G(Cgt), Cwy  XCwy
;}G(au(t), Gu(t))}uo= 0 +

AP,=X0G/oq sa le puede llamar el momento en la direccion X;ya P =09G/dq se
le puede llamar el momento generalizado.
Como caso particular, considerese el campo vectorial X(q)= e;. Para este campo se tiene
que G es invariante a lo largo de la soluciones de e,
si s6lo si G no depende de qi,
si y slo si, %(6G/aq) =0
siysolosi P;=08G/0q; es constante de movimiento:
Este es el caso del toro de revolucion. Como G no depende de ¢, entonces P, es
constante de movimiento:

ronon

P, = (1 + rcosy)’p
= (1 + rcosy)cosB = constante
Si G depende en forma cuadrdtica de g, se tiene que
G=1/2 g(q)qq, por lo cual
P =9G/aq = g(q@)q

Ejemplo.
Toro de revolucion qi=¢; q.=y; X=e, = (1,0)
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Entonces

P = 3G/24 = §(@)d = ( (irvee=y)” O )( Y’)
B e G r

; ((1+Y‘cosl/’)2 ‘P)
r2y
y P,=P, - (1+rcosy)’p .

Ahora veamos una interpretacion de P. Sea Q=R" un medio éptico homogéneo, pero
anisétropo. En este caso se tiene que g(q) es constante, y por lo tanto

G(q,=(1/2)gd-a;
de este modo la ecuacion de (E-L) es

d(gp) =0

es decir, gq = constante;
de modo que q = constante.
Por lo tanto, las trayectorias que sigue Ia luz son rectas. Ahora, considerensen todas las
trayectorias que salen del origen; o supdngase que se ha colocado en el origen ua fuente
puntual de luz que se enciende un instante al tiempo t=0.
En tal caso se tiene que

q=T4, conTER, T20;
de modo que lalongitud dptica,al tiempoT, de la trayectoria de un rayo que sale del origen
con velocidad g es
IITall = (eTq - T))'* = T(gq- @) =T;
esto quiere decir que el frente de onda, al tiempoT, es el conjunto de puntos en Q, cuya
distancia dptica al origen es T:

F=[q¢R" (99.9)*=T}
4

ovnds Luminosa
o "riemga t=T
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Considérese la funcion F:Q — R, definida por F(q)= (2q°q)'?;
entonces, para cada T € R" el frenté de onda al tiempo T, es un conjunto. de nivel de F.
Entonces, VF(q)=VF(Tq) es perpendicular al frente de onda al llempo T Ahora cqlcule-
mos

VF(q) = 80/(gq')'” en q=Tq

VF(q) = gg/(gq'q)"*" = gTa/(gTqTY)"™ = Ted/T(gd9) "= gd,
pero gq = 0G/oq = P
Por lo tanto, P es un vector perpendicular al frente de onda, es decir, en cada punto, P
indica la direccion en la ue se mueve el frente de onda

ISRV

El vector 8
es tangente al
1y, frente de onda

un observador parado en g, ve pasar el foton con velocidad §, pero ve
pasar la onda con *‘lentitud’’ P. Ademds, para nosotros P es perpendicular al frente de
onda, pero para la luz § es perpendicular al frentre de onda, ya que,si O es un vector
tangente al frente de onda entonces

Pe3=0
pero Ped=gqed
= <,9>q;
es decir, <q,9>6=0.

Se puede hacer un cambio de coordenadas, tomando como nuevas coordenadas (q,p) en
lugar de (q,q). Como p = g(q)d, entonces § = g"'(q)p; esto establece un isomorfismo
QxR = QxR"
@9 - @p)
y se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales.
{ q=g'qp (1)
p=5(3) - £Gag'@p)
Si G=G(q,q) se escribe tomando en cuenta que 4=g (q)p, entonces G(q,g"(q)P) es una
funcion de q y p que vamos a denotar por H(q,P); ahora, la idea es escribir el sistema (1)
en términos de H. Entonces veamos quien es H:
H(q, p) = G(g, g'(@p = 112 g@g"(@pg"(@p
=12g'@pp
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Entoncés, - o

' BH/GP g'@p=4 -
Para calcular aH/Bq observemos que, como g(q) es simétrica, entonces g’ (q) tamblen' ’
loes; ademas )

b—q @g'@) =0
@ 0g" @foq +g(@)oq)g @) =

) 0g"(a)/dq = -g"(@)Pe(@)/dq)g" (q)
Entonyces T

lo cual implica que

0H/aq = 1/20g"(@)/oq)pp
v = -1/2 g"(@W0g@/ad)g (@pPp :
Sl = -1/2p'g (@Pe(a)/od)g @p
gh=@: = -122(g"@p) Pe(@)/dq)g @Pp

s = -1/2 4Pg(@)/o9q
= -1/2(3g(@)/0q)4q

=-0G(a.9/9q

(E-Ly: -- l.)g-f(aa(q,rfn/a

5.2 Ecuaciones de Hamilton
Ahora tenemos la funcion H: Q x R" — R, llamada funcién de Hamilton o hamiltoniano
y tenemos el sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden

q = dH/dp

p = - HJdq @
llamadas ecuaciones de Hamilton.
Advertencia.
H(q,P) es G(q,£"'(q)P) en las nuevas coordenadas, porque G es cuadritica en 4.Sinoesas/,
entonces el paso de el lagrangiano G al hamiltoniano H, se hace através de la transforma-
cion de Legendre.
Proposicion.
H es constante a lo largo de las soluciones de (2).
Demostracion.
Sea q(t), p(t) solucion de (2), y sea

h(t) = H(q(1),p(1)), entonces
h'(t) = 9H/dq -4(t) + 6H/dp - p(t)

= 9H/aq - 8H/ap - dH/ap -0H/aq = 0.
Ahora vamos a ver algo acerca de la conservacion del volumen.
Sea U © R"un abierto, y sea F un campo vectorial suave en U. Suponiendo que todas las
soluciones o,(t), del campo vectorial F con la condicion inicial 0,(0)=x estan definidas
V t, hay un flujo ¢:U x R — U asociado al campo vectorial F, en la siguiente forma.
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ESTA ELS MO DESE
SALIK [0 1A BIBLIOTECA

@(x,)=0x(1);  de esta forma,
P, 0 =x y d(x,1/at = Fp(x,0), R
Para t fijo ¢'(t)=¢(x,1) es una funcidn suave de U en U. De este modo el flujo define una S
familia de funciones a un pardmetro : ) :
¢:U—-U,teR,;

Se define ¢ mediante

esta familia satisface

a) ¢(x,0)=x
b) @(e(x,1)8) = @(x,tts) ,

es decir, S
a) ¢°=id .
be* - ¢ = ™

Ejercicio.

Probar que la familia {¢'}.cz es un grupo conmutativo.
Sea A < U un compacto.
Definimos v(t) = vol(¢'(A)) entonces

V(D) H‘*%IA wﬁb& 214,
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desarrollando el i-ésimo sumand a"'s'qbbt'iéné"t;ue: =y

R gi)ip“]..-., =?1 6,5/6’;&.= d‘iv‘(F);

entonces, G

v = dive

Si j div(F) # 0 el proceso “‘empieza mal’’, es decir, el volumen de A, crece (o decrece)
de entrada; si div(F) = 0, se tiene que el *‘cambio inicial’’ del volumen A es cero.
Pero, si 9°(0)=0, podemos concebir la cosa como que en cada tiempo t se vuelve a
empezar, y cada vez que empezamos de nuevo 9°(0)=0. Veamos como es esto, usando
las propiedades del flujo. Ahora hay que saber cuanto vale ‘

AU/t |
para esto hagamos t=s+t,; asi,
9'= Qo'
por lo que
Dy'(x) = D ¢ ¢ ():Dg(x);
por lo tanto
Io'() = Jo (e (x)) Jo"(x) . A
y b_a;c I oo = %(J(p’((p'“(x))) ea o )=divF (¥ 10) J 900

De esta manera

- | aveeene
Teorema: A
¢'preserva volumen, es decir, vol(¢'(A))=vol(A) si y sélo si divF=0

Demostracion.

Si divF=0 entonces v'(1)=0 V t € R, por tanto v(1) es conslante, es decir, ¢' preserva
volumen. Reciprocamente, si ¢, preserva volumen, entonces v(t) es constante para toda
A, por lo tanto v*(0)=0 para toda A, lo que implica que la jdivF=0 para todo conjunto
A,y .. divF=0 A

Ahora volvamos al flujo hamiltoniano. Tenemos /a funcidn de Hamilton
H:QxR"— R, H=H(q,P).
Las ecuaciones de Hamilton definen un campo vectorial en Q x R"
Xy = (3H/3p, -0H/3q)



Teorema de Liouville.
El flujo de Xy (llamado flujo hamlltomano) preserva el volumen

Demostracion. g
Xu = (_aH/ap., aHlap,, -aHlaq,, -a/aq.,)

givxy=2H L 3H L FH _FH_ ... _H
VO =saop F waapt T Fagen T o 3F,

=0
ya que estamos suponiendo, que todas las parciales son continuas.
En el flujo Hamiltoniano
i) No puede haber atractores ni repulsores, ni ciclos limite, ya que ¢ preservan volumen,
sin embargo,
ii) Si puede haber singularidades, por ejemplo punto silla

\1/ '\‘/’ sl

- I\ SN N
no se puede no se puede i puede ser un
Flujo hamiltoniano

Supongamos que H'(a) es compacto, a es valor regular y dH # 0 en todo punto de H''(a).
Vamos a suponer tambien, que el conjunto

D = {(q,p) € Q@ x R" H(q,p) £ a}
tambien es compacto. El flujo se queda adentro de H'(a) y no puede cruzar la *‘cdscara’’,
porque el campo es tangente, ya que a lo largo de las soluciones del campo Xy,H es
constante.
Una de las consecuencias de las propiedades del flujo hamiltoniano, es el siguiente
teorema.
Teorema de Recurrencia de Poincaré. (o del eterno retorno)
En cualquier vecindad A de cualquier punto en D, hay un punto x en A que regresaa A,
es decir, ¢'(x) € A paraalgiint > 0 o, un @'(A)NA # ¢.
Demostracion.
Si¢'(A)NA#¢ V t>0,nohay nada que demostrar. Supongamos que para algin t,> 0,
PANA = ¢



Si @"°(A)NA =¢ V n € N, entonces los conjuntos A, ¢“(A), ... , 9", ... son ajenos, es
decir, "°(A)NY™(A) =¢Vn,m € N,
pero entonces
vol(U @"(A)) = Zvol(¢™(A)) ===,

lo cual contradice la hipétesis de que D es compacto. En particular, dado cualquier x en
H'(a) al cabo de cierto tiempo, la érbita de x pasa tan cerca como se quiera de x (Tomamos
A convol(A)<eyx € A).
Ahora, se verd una comparacion entre los campos vectoriales hamiltonianos (Xu) y los
campos gradientes. Sea U € R™un abierto, y F :U — R una funcién suave.
VF tiene las siguientes propiedades:

a) VF es perpendicular a los conjuntos de nivel de F;

b) VF-E=dF(E&), & e€R™

c) VF no preserva volumen y por lo general no preserva medidas.
Como las soluciones de la ecuacion x=VF son perpendiculares a los conjuntos de nivel
de F, x=VF no tiene soluciones periddicas (se escapan).

campo
gradien fe

superficie
de Ir):ivel

Una propiedad importante es que VF queda determinado por completo, por la ecuacion
del inciso b); observemos que si B: V x V — R (V espacio vectorial) es una funcién
bilineal, simétrica y no-degenerada; y a cada x € V le asociamos una funcién lineal
f[i(y)=B(x,y) , entonces tenemos un isomorfismo

Bv-ovVv
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Defimdo por B(x)=7,, donde
= {f: V — R: lineal] es el espacio dual de V.
S| f: V = Res lineal, entonces existe un unico x en V tal que B(x) = f, es decir,
FO=f()=Bxy)

En particular, consideremos B(x,y)=x'y; para x en U fijo, la diferencial dF,: R*— R, es
una funcién lineal, es decir (dF,) € (R")’, por lo tanto existe un dnico vector (VF,) tal que
dF.(E) =VF- &

Enel campo vectorial que determinan las ecuaciones de Hamilton, la cosa va a ser “‘un
poco’’ distinta, en este caso, el papel de la forma bilineal no-degenerada (el producto
punto), lo va a jugar una forma bilineal antisimétrica no-degenerada (forma simpléctica).

Veamos como es esto.
Ahora estamos en nuestro espacio con coordenadas (q,p) en R*; vamos a considerar
vectores u=(£,n) € R™, Definimos la forma bilineal w(u,, u;) = E;* 7.— E;+ 4:; © es una
forma bilineal, antisimétrica y no-degenerada, es decir, es una forma simpléctica. La base
usual de R™, ey, ..., €y fi, ..., f, €s una base simpléctica:

m(eh eJ) = (.\)(f;, fJ) = 0,

o(e;, f) =By
y la matriz de o es:

3

Estamos considerando un campo vectorial Xy definido por las ecuaciones de Hamilton
Xu = (dH/op , - O0H/0q) ,
decimos que este campo es el *‘gradiente simpléctico’’ de H.
Siu=(£,n), entonces
@ (Xuan » 1) =oHPp * n-E + (- 9H/0q)
=0H/dq+ E + 0H/3p n = dH,(u)

Para el gradiente simpléctico Xy tenemos las siguientes propiedades:

a) Xy es tangente a las curvas de nivel de H;

b) ©(Xuam » 1) = dHg,(u), u € R™;

c) Xupreserva volumen,
Xyes tangente a los conjuntos de nivel de H, debido a que, a lo largo de las trayectorias
de Xy, H es constante (algo que ya demostramos). Podemos verlo asi:

:Tl_ H(@®, p(®) = dH@G®), (1) = dHXs) = o(Xu, Xu) = 0
t
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En particular, si la superficie de nivel (conjunto de nivel) es compacta, las soluciones de
Xuno se escapan, sino que se quedan dando vueltas ahi, Consideremos.un hamlltonlano
H:Q x R" — Ry su gradiente simpléctico Xu = (9H/dp , 0H/aq ) . ;
El flujo de ¢' asociado a Xy, uene las siguientes propiedades (que ya vimo!
1) H es constante a lo largo de ¢' E
2) ¢' preserva volitmen;

ahora veamos una tercera propiedad.

Teorema:

@' preserva o (0 bien, ¢' es una transformacién simpléctica) (para los fisicos ¢'es una
transformacion candnica).

En general se dice que una transformacion g:(X,w) — (X,w) es candnica, o simpléctica
o preserva o si

@(vi,v2) = @(Dgm(v1), Dgim(v))

Demostracion.
Vamos a considerar X € Q xR",t € R, u,v €ER™
P.D. 03(u,v)=0(D¢'x(u), Dep'o(v))
=a(t);
es decir, P.D. a(t) = constante para toda 1, es decir a’()=0

W= Frode), De'v)
= a( déé(Dcp')(u) » Dg'(v) + o(De'(u) di(Dq?')(V)) ;
pero 3(Dg) = D(depl/dt) = DXu(e) ;
asi, _jgt_(D:p')]‘..,(u) = DXy(u), por lo tanto
) a’(0) = o(DXu(u), v) + o(u, DXu(v)) .
La demostracion consiste en derarrollar o (DX;(u),v) y mostrar que es simétricoenu y
v, es decir, hay que mostrar que
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Setiene T

: co(DXH(u) v) m(DXu(V) U)

ok ‘xu (GH/OP: . aH/ap aH/aq.,;;., -9H/0qs) ,
; uE ey, W, uy .. W) yeveE (v, Viy Vilys ooy va')
entonces - G
TH .3 ¥H O*H
.b — s ¢ s 0 vh u]
DX(wy=] WO an| | -
bglaﬁn Uﬁw
_0H U
09,0¢, :
= -a—zj:l « 1 0 0 H - a’lH “_bf_H u'\
Bglaﬂn BQnaqn 'hﬂagn ‘bﬂb "
Z“(._H L A
\:\ hglbﬂ b?naﬂ
= %Ge;a% A )
— ZH ol
[E (M’qaﬂl |+,b—ag—q‘al
(it
=N ?’4. ag b(an
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Entonces,

w(oxﬂuxv)"i.i“i[bwul a_tLuJ)\/J i( LqH‘”—H“])

= “pr BPBP = P 7J

“ZZ o ““’“’ZZ%%“‘V) zibpg)ua\r +Z‘Z$Yu,

5 L- V= 3-1 izl

como los indices son mudos podemos cambiar i por j y j por i y donde haga falta para
obtener:

“ZM‘ uv3+uJ +Z Pu‘v Z“Hu
Lj ‘]

es evidente que el primer término es simétricoen UyV;veamos que los otros dos términos
también lo son, usando que los indices i y j pueden intercambiarse &

TH V. Wi S SH VI
Zapapu a/aap UjVi = Z uJ ’

H y:vi IH
Ui vy Uivi AL '
B-'aaq ! bela% ! Zava«ﬁ

Hemos demostrado que
0(DXu(u),v)=(DXu(v)u),
por lo tanto
2’(0) = w(DXu(v), u) + o(u, DXu(¥)) =0
Ahora, veamos que a'(t,)=0, usando la misma idea que cuando demostamos que ¥
preserva volumen,

]

()= (alters))

§=0
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pero

a(trs)= 0 [DFE (W), DPo (V)
‘w(D G (X3\D\P(>‘)(u DP(‘P(X\)DHX\ )

Como a(t) = 0(Dg'w(u) , DP'(v)) en (x,u,v),
entonces podemos poner K = @'y

o= D‘P'm(“) .

V= Dg'w(v)
y entonces se puede escribir

a(to*s) = o(DP'a() , Dp'a ()= &(s)
entonces
a'(t) =7°(0) =0

por lo tanto a(t) es constante, es decir, ¢' es una transformacion simpléctica, o decimos
que el flujo hamiltoniano consiste de transformaciones simpléciicas, -

88



Biblio 9 Ya 'an

& V\CJ‘W Guillewin SE:IW'P{emltc Tec/m;cs m:ph sics .
Camb‘ﬂc‘ﬂﬂ (lw\vev.s;)rg

2- Alain C\nevtc-ner Nolas de Mecamca Ce‘ES'{Q
pre Livmina i) Umver.snée de Pavis Vil 2o

3- VLI Arvold, Mathematicel Metnods of CL‘LSSlCaz
Mechanis; ngmﬂe( erlag N.Y. 197g. :

4. Lmshvmk Lineas mas covtas (Lecciones F"F“l

res de m:&enm‘mc«s) M«r, Mosed.

89



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. ¿Formalmente, qué es la Geometría Simpléctica?
	Capítulo II. Un Poco de Óptica Geométrica
	Capítulo III. Cálculo Variacional
	Capítulo IV. Descripción del Flujo  Geodésic  del Toro Plano y del Otro de Revolución
	Capítulo V. Ecuaciones de Hamilton
	Bibliografía



