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Introducción 

El material de esta tesis está basado en las notas de clase del curso de Geometría Simpléctica, 
impartido por el Dr. Santiago López de Medrana durante el primer semestre de 1990 en la 
facultad de Ciencias de la UNAM, y también en los siguientes textos: 
l· V1dor4."'-<\\e..min; S~w.ple.dic. Te.c.hn¡s in Phdsic.s;Cc.mbrid~e U"iversi-l~. 
l·No+o..s de ,iife\'.Áhi(c.. Celeste. (veys\oYi ¡oreliwi1'n1.1,..) fº" AZC(.in Chel'1cinel'"¡ 

llr\iversité de.. pa.f'isVlf. 
3 ·V.I- Av-no Id, Mo.fhema.+ic.a.\ Me thod.s o f C.lo..ssicQ.\ Me chc..ajcs; Spri~~e,. Ve-ria:, N.Y. NIS 
En el capítulo I, se define formalmente lo que es la geometría simplécti~a y se le compara 
con la geometría euclidiana. En el capítulo 11, se ve algo de óptica gaussiana y óptica lineal, 
donde ya aparecen transformaciones lineales simplécticas y matrices simplécticas; luego se 
enuncia el Principio de Fermat y se ven algunos ejemplos de medios ópticos en los que la 
velocidad de la luz depende de la altura. En el capítulo III, se ve un poco de cálculo de 
variaciones, se introduce el concepto de "energía de una curva" y se define el concepto de 
geodésica en términos de la energía. En el capítulo IV, se hace una descripción de la 
geometría del flujo geodésico del toro plano y del toro de revolución. Finalmente, en el 
capítulo V se ven las ecuaciones de Hamilton, el flujo hamiltoniano determinado por éstas, 
y se demuestra que el flujo hamiltoniano preserva el volumen y la forma simpléctica. Dicho 
en otras palabras, el flujo hamiltoniano cp(x,t) consiste de transformaciones simplécticas 
cp'(x). 



Capítulo I 
¿Formalmente, qué es la Geometría Simpléctica? 

Formalmente, es la geometría definida en un espacio vectorial por medio de una forma 
bilineal antisimétrica y no-degenerada. 
Para entender esto mejor, comparémosla con la euclidiana. En la geometría euclidiana 
tenemos un espacio vectorial V de dimensión finita sobre R con producto interior. 
Un producto interior es una forma bilineal 

a.:VxV - R 

a) simétrica: a(x,y)=a.(x,y) 
b) positiva definida: a(x,x)>O si x ""O 

b)=b') no degenerada: 'v' x E V, x"l-0 3y E V tal que a (x,y) ""O 
En (V,a), espacio euclidiano se tiene la notación usual <x,y>=a(x,y). A partir de esto se 
define longitud de vectores: lxi=a (x,x)'; 1 u ego con ayuda del cálculo obtenemos longitud 
de curvas. 
Hay las isometrías: T: V -> V lineal es isomctria si a(T(x),T(y))=a (x,y). 
Se hace una extensión que es la geometría riemanniana; por ejemplo, considerando un 
abierto 
U e R•y dando una forma bilineal a¡. sobre todos los vectores a partir de un punto p EU, 
para cada p EU que varíe continua y dcferenciablemente (suavemente) de punto a punto. 
En general, si e., ... ,e.es base de V y escribimos a(e;, e;)=(g;;),. entonces (g;;),es tma matriz 
simétrica y es la matriz que representa a la forma bilineal en el punto p. Así, en geometría 
riernanniana tenemos que (g;;)=(g;;)(p), es decir la forma bilineal depende de p. 
Con esto se extiende la noción de longitud. 
Mñs en general, si u• es wm variedad, y si para todo punto p E u• se tiene 
<·,»,: T, U x T,U -R, donde <·;>,varia suavemente de punto a punto, entonces tenemos 
una variedad ric·'ianniana donde también podemos hablar de longitudes. 
Decimos que F: U -> U' es una isometria si FE e-y dF, es isometria 'v' p EU 
dF,:T,U ->TrU>>U'. 
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En la geometría simpléctica se tiene V espacio vectorial de dimensión finita sobre R con 
una fomia simpléctica. Un:i forma simpectica es una forma bilineal w:VxV-R 

a) antisimétrica: w(x,y)=-w(y,x) 
b) no degenerada: 'i x E t'.}, x* O 3y E ~tal que w(y,x) "' O 

a) implica que w(x,x)=O 'i x E V. 
Un esp:icio vectorial con una forma simplectica (V, w) es un espacio simpléctico o se 
dice que tiene estructura simpléctica. A cada pareja de vectores se le asocia un número 
real que es "algo" como un área orientada del paralelogramo formado por los vectores. 
Ejemplo: 

V=RZ, x=(x,, x,), J=(y,, y,) 
w(x,Y)= x,y,-x,y,=det 

A 

U.)(X, y) es e/ c<.r~ 

orieMto.dc._ de\ 
poxo.\e\o~ro.mo 

No hay ejemplos de dimensión 1, ya que si dim(V)= 1 y x,y Et}, entonces y=/..x para algún 
/..ER, lo cual implica que /..(x,y)=A(x,l..x)=/..w(x,x)=O, por lo que w es degenerada. 
Otro ejemplo: 

V=R', x=(x,,x,,x,,x,), y=(y,,y,,y,,y,). 
w(x,y)=x1y,-x,y1 +x3y,-x,y,=det(~: ~~)+det{ ~ ~;) 

Por ejemplo, para x=(?,?,27,?) tenemos que 3y=(O,O,O,I) tal que w(x,y) "'O. 
Si (V,w) y (V',w') son espacios simplécticos y T:(V,w)-+(V' ,w ')es lineal, se dice que T 
es una transfonnación simpléctica si oo '(T(x), T(y))- w(x, y). 
¿Cuándo T:(R', det) -(R', det) es simpléctica? 
Tes simpléctica = det (T'~~) =det( ~) V x,Y ER' 
Si [TJ=(~ ;} , entonces \<y. 

det(~~;;) =(ad-bc)(x,y,-x,y,)=(ad-bc)det( ~) 

por lo tanto, en (R', del) Tes simpléctica "" detT= 1. 

Ejemplo: 
Veamos un caso sencillo en R' 

Le transformación T cuya matriz es ( ~ 10
1
DO) 
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En (R\ det) puede haber transfom1acines no-lineales que sean simplééticas F:R' -R2. 
Se considera dF.: R'-R', dF. ya es lineal y entonces se pide que dFr sea simpléctica para 
todo p ER': det(dFr)= 1 'i p. 
Ejemplo: 

F(x,y)=(x,y+f(x) con f EC', entonces 
dF(x,y)= y det(dFr)=l 'i p ER' 

con R' en forma simpléctica podemos asignar un área orientada a cada superficie. 

Se c.on 5ervaY1 la.s areo..s orie.ntado.s ~ puede ser F no-lineal 

También se hace geometría simpléctica en variedades simplécticas. Una variedad sim­
pléctica es una variedad de dimensión par que, localmente, tiene la estructura de un 
espacio vectorial simpléctico. 
Regresemos a la geometría euclidiana. Consideremos un espacio euclidiano (V, o:) con 
o:: vxv - R la forma bilineal (producto interior) del espacio euclidiano con base 
eh ... , en. 
Si o:;;=o:(e,, e;), entonces lvl=(a;;) es la matriz de a respecto a la base e,, e,, ... , e,,. Si e',, 
e',, ... ,e'n es otra base para V, podemos escribir e',=:[a;,e;; entonces a'i;=a(e'¡, e';) 
=a([a .. e., [a,,e,) 
= [a.;a,;a(e,e,) 
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= :[a .. a,¡a,;=(A'MA),j 
por lo que M'=A'MA 
Si (V,a) es un espacio euclidiano (a,Vx V -+R producto interior), entonces se dice que 
e, ,e2, .. , e. es una base ortonormal para V si 
a(e.,e;)=l i=I,. .. , n 
a(c;,ej)=O para i "'j 
Teorema: 
Todo espacio euclidiano (V.a.) tiene una base ortonormal. 
Demostración: (Gramm-Schmidt) 
e.,e,, ... , e. es cualquier base 
e'¡ =edcd; e ',=(e,-a.(e' .,e,)e '¡)/l(e,-a(e' ,,e2)e' ,)I; etc. 
Corolario: 
Dos espacios euclidianos de In misma dimensión son isométricos. 
Demostración: 
Consideremos dos espacios euclidianos (V.a.) y (V',a.') con bases ortonormales e,, ... ,e. 
y e\, ... ,e'. respectivamente, definimos T: V-+ V' mediante T(e1)=e';. Si x=x,e,+ ... +x.e., 
y=y,e,+ .... +y,e., x;,y; ER, entonces 

a.'(T(x), T(y))=a. '(T(:[x,e,), T(:[y,e;)) 
= :[x;yja' (T(e;),T(e;)) 
= :[x;yja '(e '¡,e';)= :[x;y;a(e,,e;) 
=a(x,y). 

Por lo tanto, Tes isometrfa. 
Ahorn consideremos un espacio vectorial simpléctico 

(V,w),w:vxv --+ R forma simpléctica. 
Una base simpléctica de (V,w) es una base de V (e., ... ,e,., f¡, ... , f .. ) con 2m elementos 
que cumplen con esto: 

w(e;,f;)= l 
w(e;,e;)=O 
w(f¡,f;)=O 
w(e¡,f;)=O si i;<j 

Ejemplo: 
(R',det), e 1=(1,0) w(e1,f1)= 1 f,=(0,1) 

.M=(.º 1) 
-1 o es la matriz de esta forma simpléctica. 

Ejemplo: 
(R', w) con w(x,y)=x,y,-x,y,+x,y,-x,y, 
e,=( 1,0,0,0) 
e,=(0, 1,0,0) 
e,=(0,0, 1,0) 
e,=(0,0,0, 1) 
w(e.,e,)= l 
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ro(e_.,e,)= 1, los demás son O. 

•1 ~? ~ º) . 1 . d . " . . ··.· ¡ · . . '" = · .... · - . · · es a matriz e esta 1orma s1mp ectlca 
º-~~ _ ... -...... . 

con la base simpléctica ordenada (e,,e3,e,,e,) 

TenemosqueM= ( ~ ~ O ~)= (o r\ 
\-~ _ ~ ~ ~ -I O) 

Teorema: 
Todo espacio vectorial simpléctico tiene una base simpléctica. 
Demostración: 
Hagámosla por inducción sobre la dimensión del espacio. Para dim =O, 1. No hay nada que 
demostrar. 
Consideremos un vector e, "'º· como ro es no degenerada tenemos que existe r, "'º tal 
que (e,, f' ,)=A.o'O entonces tomamos f,=f' if'J..., así, ro(e,, f,)=ro(e,,f',/A.)= l/A.ro(e,,f' ,)= 1 
Ahora me gustaría otro vector linealmente independiente de e, y f,; llamemos V, al espacio 
generado por e, y f, (de dimension=2), y consideremos el ortogonal simpléctico 
V.L= 1 x E V : ro(x,e,)=ro(x,f,)=O 1 
Afirmo que V=V,$V/ 

Demostración de la afimiación 
a) x E v, n V/ = x E V, y x V/ 
.·. x=ae,+bf, 
Como x E V,..l_ ro(x,e,)=0, por lo que b=O 
y ro(x,f,)=0, por lo que a=O 
así, x=O, es decir, V,nV/={OJ 
Ahora voy a demostrar que cualquier vector en V es la suma de uno en V, y uno en V ,.L. 
b) sea x E V 
x1=ro(x,f1)e1-ro(x,e,)f, es la "proyección" de x en V,, x, E V,; luego, x-x, está en V/, ya 
que: 

i) ro(x-x,,e,)=ro(x,e,)-ro(x,,e,) 
=ro ( x ,e ,)-ro( ro(x ,f,)e ,-ro ( x,e ,)f, ,e,) 
=ro(x,e,)-ro (x, f,)ro (e, ,e,) +ro (x ,e 1)ro(f, ,e,) =0 
i i)ro(x-x 1,f1) =ro(x, f,)-ro (x 1,f1) 
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=ro(x,,f,)-ro( ro(x,f,)e 1-ro(x,e1)f,, f,) 
=ro(x,f1)-ro(x,f1)ro(e,,f,)+ro(x,é,)ro(f1,f1)=0 

entonces x=x,+(x-x,) con x, E V, y (x-x,) E V,J.. 
Por hipótesis de inducción V/ tiene una base simplectica (e,, .. .,emJ,, .. .,fml, entonces 
tenemos que (e,, e,, .... ,e,,,,f,, f,, .... f,.) es una base simpléctica del espacio vectorial 
simpléctico (V,ro). 
Col'olario 1: 
Todo espacio vectorial simpléctico tiene dimensión par. 
Corolario2 
En un espacio de dimensión impar, cualquier forma bilineal antisimétrica es degenerada. 
Corolario 3 
Dos espacios vectoriales simplécticos de Ja misma dimensión son simplécticamente 
equivalentes. 
Demostración 
Consideremos dos espacios vectoriales simplécticos (V.ro) y (V',ro ') con bases simpléc­
ticas g,, .. .,g,n y g',, .... ,g',. respectivamente, donde 

g,=e, para i ~n 
g,=f1 para n <i 
y g',=e'1 para i!>n 
g',=r, para n<i 

Definimos T: V -+ V' mediante T'(g,)=g'1 

si x=x,g,+ ... +x,.g,n y y=y,g,+ ... +y,,g,,; x,,g1 ER 
Entonces oo • (T(x),T(y))=ro '(tx,T(g1),I;y,T(g,)) 

= I:x,y,ro '(T(g,),T(g;)) 
=tx,yJro'(g'¡,g'¡) 
=}:x,y;ro '(g;,g¡)=ro(x,y). 

Por lo tanto, (V,ro) y (V',ro') son "isométricos" o simplécticamente equivalentes. 
Sólo hay un espacio vectorial simpléctico de cada dimensión; el espacio vectorial 
simpléctico de dimensión 2n es R'". 
Consideremso la base usual de R'" 

e,=(1,0, .. .,0) 

en=(O, .. ., 1,0, .. .,0) 
f,=(0, .. .,0, 1, .. .,0) 

f,.=(0, .. .,0,0, .. ., 1) 

Y definamos ro de modo que 1 e,, .. .,f.) sea una base simpléctica: 
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( ) -~¡X; Xirn¡. ro x,y -¿ ' 
"' Y; Yí+n 

así, {e,,. ... ,f.J es una base simplécticn y (R'º, w) un espacio vectorial simpléctico. 
Una notación usual de la física es 
x=(q,,. . .,q.,p,,. .. p.), así podemos escribir w(x,x').,.[(q;,p'¡-q';p;) 
La matriz de esta fom1a respecto n In b:ise est:índar es 

(.~ ~) =J donde 1 es la matriz identidad n xn, por lo tanto podemos escribir 
w(x,y)=x'Jy 
Si T:R'" -R'" es lineal, entonces como yn dijimos T es simpléctica 
ro(T(x),T(y))=ro(x,y) '\/ x,y E R'". 
es decir, si y sólo si x'A'JAy=x'Jy '\/ x,y E R'" 
Por lo tanto, si A es la matriz de T entonces Tes simpléctica si y sólo si (Ax)'J(Ay)=x'Jy 
'\/ x,y ER'" 
Por lo que Tes simplécticn = A'JA=J. 
Esto nos conducen In siguiente definición: 
Diremos que una matriz A 2nx2n es simplécticn si y sólo si A'JA=J (esto implica que A 
debe de ser no singular). 

Ejemplo:{a. b) A'JA= (°' e){ o ' } (C(. b) 
En R. {cd;=A b d ·lo e d 

=(:~)(_~_:) 

( 
o a.d-bc.) 

= -(ad-be) o . 

Por lo tanto, A'JA=J =det A=I, es decir, A es simpléctiea =detA=I, como ya lo 
habíamos visto. 
Si T:(V,w)->(V',ro') es lineal simpléctica 
(con (V.ro) con b:ise simpléctica y (V',ro') con base simplécticn) 
Entonces la matriz A de T debe ser simpléctica. A'JA=J. 

Afirmación. 
Si fv! es una matriz simpléctica, entonces M'también lo es. 

Demostración. 
M'JM=J = (M'J)(MJ')=I = (MJ')(M'J)=I = MJM'=J 

Afim1ación. 
Si l'vt es una matriz simpléctica, entonces l\.r' también lo es. 
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Demostración. Ejercicio. 
Hemos definido formalmente lo que es la geometría simpléctica. Pero para entender má<; 
a fondo cual es su contenido, necesitamos remontamos a sus orígenes y ver el contexto 
en que aparecen por primera vez las ideas geométricas que se irán formalizando hasta 
llegar a los conceptos anteriores. Este contexto es el de la óptica geométrica y la mecánica 
clásica. A continuación veremos un poco de óptica geométrica. 
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Capítulo II 
Un poco de Optica Geométrica 

2.1 Optica Gaussiana 

La óptica lineal es una aproximación lineal a la óptica 
geométrica, que es válida cuando los ángulos que 
entran en consideración son pequeños, y donde se 
asume que en el medio que hay entre dos superficies 
refractaras, el índice de refracción es constante (o 
equvalentamente: en el medio que hay entre dos super­
ficies refractaras la velocidad de la luz es constante, ya 

y¡ t Yl 2. que el índice de refracción nen un medio donde la luz 
viaja con velocidad constante t}, se define como la 
razón entre las velocidades en el vacío y en el medio 
n=c/t}). En óptica lineal se hace la aproximación 
senB=6, cosB= 1, tan6=B; así, por ejemplo, si en óptica 
geométrica la ley de Snell dice que si un rayo de luz 

pasa de una región con índice de refracción n, a una región con índice de refracción n:. 
entonces n,seni,=n,seni, donde i, e i, son los ángulos que el rayo de luz forma con Ja 
normal a la superficie de separación entre las dos regiones. En óptica lineal la ley de Snell 
dice que n,i,=n,i,, que es una buena aproximacion si i, e i, son ángulos pequeños. Esta 
aproximación se conoce como ley de Ptolomeo. 
La óptica gaussiana es una parte de la óptica lineal en la que sólo se consideran sistemas 
ópticos, en los que las superficies refractaras (o reflectoras) son simétricas por rotación 
respecto a un eje central que llamaremos eje óptico. 
Introduzcamos un sistema coordenado de tal modo que el eje z coincida con el eje óptico. 
Por Ja simetría de rotación alrededor del eje óptico, podemos restringirnos al estudio de 
los rayos que se encµentran en un plano fijo que contenga al eje óptico, es decir al eje z . 

11 
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Lo que queremos hacer ahora, es relacionar la línea recta de un rayo cuando entra a un 
sistema óptico, con la linea recta de éste cuando sale del sistema. Para esto, fijemos un 
plano perpendicular al eje óptico :.::. Para este plano (z=cte.) especifiquemos cada recta 
mediante su altura q arriba del eje óptico en z, y con el ángulo e que esta recta fom1a con 
el eje óptico. El ángulo e lo mediremos en relación a la dirección positiva del eje z y en 
rotación contraria a las manecillas de un reloj. Esta espesificación de las rectas puede 
hacerse para cada plano perpendicular al eje óptico. 

z 

Ahora, consideremos un plano z perpendicular al eje óptico. Entonces, lo que nos interesa 
ahora es poder relacionar la recta (q,8) de un rayo que incide (de izquierda a derecha) en 
el plano z, con la recta (q',8') cuando el rayo emerge del plano z '; es decir, nuestro 
problema es tener (q' ,O') como función de (q,8) 

i 1 e' 

Vamos a asumir que nuestros sistemas ópticos no contienen espejos. 
Consideremos el caso en el que entre los planos z1 y z, no hay cambio de medio, es decir, 
el índice de refracción del medio que hay entre z1 y z, es constante, y donde la distancia 
de z1 a z, es s = z, - z,. (ver la siguuiente figura) 
En este caso el rayo no sufre ninguna desviación y tenemos que 8'=8 y (q'-q)/s=tanO, 
pero como convenimos que tan8=0 (ya que estamos considerando que (l s pequeño) por 
lo que q'-q=s8; así tenemos una traslación: q'= q +se 

e·=e 
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por lo.que podemos escribir que (i,) =(~ ~){i) 
ademas det (b ~) = 1. 

, donde 

Ahora consideremos el caso donde sí hay cambio de medio en el trayecto de la luz, es 
decir, donde un rayo pasa de un medio con índice n, a un medio con índice n, con n,;on,. 
En este caso el rayo (q,8) se transforma en el rayo (q', 8') al atravesar la superficie de 
sepnración (por ejemplo Ja cara de un lente), por lo cunl vnmos a colocar a los dos planos 
z, y z, en el punto de contacto del rayo con la superficie refractora, o dicho de otro modo, 
el pl::ino de referencia z, lo tomamos "inmediatamente antes" de la superficie, y el plano 
z, lo tomamos "inmediatamente después" de Ja superficie. En esta superficie de refrac­
ción el valor de q no cambia y el ángulo 8 cambia de acuerdo con la ley de Ptolomeo. 
Supongamos que la curva que da la intersección de la superficie con nuestro plano está 
dada por la función z=F(q). Esta función es par, por la simetría respecto al eje z, y como 
suponemos que es suave, podemos expresarla como F(q)=z,+ 1/2kq'+ ... + ... Si isnoramos 
los términos de gradomayor que dos, tenemos que F'(q)=kq. 
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De acuerdo con los dibujos, 1enemos que i,= O+cp=O+F'(q)=O+kq y similannente obtene­
mos que i,=O'+kq'=O'+kq. Así que; usando la ley de Ptolomeo (ley de Snell Iinealizada) 
tenemos que n,(O+kq)=n,(O'+kq), es decir, n,O + n,kq = n,O' + n,kq por lo que O'= n,fn,O 
+ kq(n,/n, - 1). De esta rnaneratenemos la refracción: 
r q' = q 
l 
L o· = ntfn,O + k(n,fn, - l)q por lo que podemos 

escribir ( ~:)=(K(n~~-l) ~~~¡i) pero sucede que det (K(~<-!) ~) = W~ 
y como n,/n," 1, la matriz no es simpléctica.* Volvamos a empezar, pero buscando que 
la transfonnación tenga detem1inante l. Cómo tenemos que n,O + n,kq = n,O' + n,kq, 
podemos hacer un cambio de coordenadas haciendo p = nO para así obtener p + n1kq = 
p' + n,kq por lo que p' = p + (n, - n,)kq y q' = q; así podemos escribir 

donde P = (n, - n,)k, que es lo que se conoce por el poder de la superficie refractara y 
ahora si 

det (.
1
p ~) = i 

Sólo falta ver cómo queda la traslación con el cambio de coordenadas. 
Teníamos que q' = q + sO y O' =O que ahora pueden escribirse como q' = q + s/np y p' 
= p; ahora la traslación puede escribirse corno: 

donde d = s/n, que es lo que se llama la distancia reducida, y se tiene que 

det ( ¿ ~) = 1 

Con esto podemos decir que a cada sistema óptico gaussiano, con un par de planos de 
referencia, podemos asignarle una matriz simpléctica. Recordemos que el signo de k 
depende de la fom1a de la función F(q), ya que será util en el siguiente ejemplo. (ver la 
figura) 
*Para el caso en el que se tiene un sistema con (k-1) superficies refractaras, donde el 
primer medio y el último medio tienen el mismo índice de refr.1cción n,=n, se tiene que 
dctt\1 = ~ ~~ • • • W, = 1 por lo que la matriz resulta ser simpléctica. 
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Ejemplo: 
Fórmula del lente delgado. 
Los lentes más comunes son objetos transparentes con dos caras, y por lo menos una de 
ellas es esférica. El estudio se simplifica si se restringe a los lentes delgados, que son los 
que tienen un ancho pequeño, en relación a los radios de l::is esferas que los limitan. 

,,,.,---- .... 

/ 
,,,,, R1 

I 
I 

' ' ' 

,,. 
/ 

/ 

-- --
' 

R:z. 
'\. 

' \ 
' 1 

\ i 

\ ,.., e;'e~fi.co / 
\ 
\ 

·e,,,,. > e¡ I 
' ,, \ ;¡ -. / ' ........ ____ ,,,, ' _,,/ 

'.... ,, _____ .,.,, \ I 
', .,,,.,"' ----- opÍUc / 

........... ,... ....... ----
Vamos a suponer que nuestros lentes son tan delgados, que despreciaremos su espesor, 
es decir, vamos a pensar que una superficie se encuentra"inmediatamente después"de la 
otra. De esta manera obtenemos la matriz del lente delgado: 

(-~ ~)(-~ ~)-= [-~~R ~) 
con P, = k(n, - n,) = l/R,(n, - n,) y P2 = k,(n, - n,) = l/R,(n, - n,), por eso la matriz del 
lente delgado es: 

~) 
donde l/f= (n, - n,) )(l/R, - l/R,) y a/ se le llama distancia focal de la lente. 
Una primera observación que podemos hacer es que un rayo de luz que atraviece un lente 

delgado por el centro, no sufre cambio alguno: ( i o) ( º) = (º) 
-1J i p p . 
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Consideraremos el caso más común en el que el medio que hay entre los lentes es aire (n 1 

= 1), y el medio del que están compuestos los lentes tiene índice de refracción n, > 1; así 
tenemos que (n, - n,) >O, por lo que el signo def es el mismo que el de (l/R2 - 1/R1). En 
la figura siguiente se muestran los lentes mas comunes 

a) biconvexo; 

~ ~ ] ho 
b) plano-convexo; 

c) menisco convergente; l\) 6) e) 

d) bicóncavo; ] ] J e) plano-cóncavo; f <0 

f) menisco divergente. d) e.) -t) 
Consideremos un lente delgado con distancia focal f > O y representemoslo con el 
símbolo t y pensemos en elcaso en el que el lente se encuentra entre un plano de referencia 
F,, localizado a una distancia! (la distancoa focal) a la izquierda del lente, y un plano de 
referencia F, localizado a una distancia/ a la derecha. 

li f)( 1 º)(1 f)-(º f) 
o 1 -0' ! o 1 - -0: o 

F, 1 i 
r:.1. 
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en este caso{2~= (_~ ~){~)={.;.)~r lo que q' no 

depende de q y p' no depende de p. 
Así se tiene que todo el haz de rayos que parten del foco del lado izquierdo (que es el 
punto que esta a una distancia/ a la izquierda del lente, sobre el eje óptico) atraviesan el 
lente y emergen paralelamente al eje óptico ya que q =O implica p' =O; 

toco~~ j '•¡ 
1-5- 1 

1 

> 
z. 

y también se tiene que los rayos de luz que inciden sobre el lente paralelamente al eje (p 
= 0) convergen sobre el foco del lado derecho, ya que p =O implica q' =O 

F. 
1 

Se les llama planos focales a los planos de referencia (perpendiculares al eje óptico) que 
contienen a los focos. 
Así tenemos que los rayos que partes de un punto de altura q. en el plano focal izquierdo, 
atraviesan el lente y emergen paralelamente al rayo que atraviesa el centro de la lente, ya 
que p' = -q.'/f, 

-'fo Z. 

y reciprocamente, un haz de rayos paralelos (q,p.), que atravies¡¡ el lente, converge en un 
punto del plano focal de altura q' =./Po. 
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Ahora consideremos un lente delgado de distancia focal/> O (es decir l/R, - l/R',) < 0), 
representémoslo por el simbolo XY veamos que pasa si un rayo atraviesa el lente y luego 
hacemos una traslación hacia la izquierda: (J.. f)( 1 º)-( O f) , 

o 1 -íg i - -1/f l 

en este caso 

por lo que e¡' no depende de q. 
Así, los rayos que inciden paralelamente al eje óptico, salen del lente como si procedieran 
del foco del lado izquierdo, ya que p = O implica q' = O 

u;¡ observa.dor del lado 
derecho del len{e ve <L11. 

z. pw1 -1.o .Ít1.mi..noso e11. d 
toco. 

Ahora veamos que pasa con un haz de rayos que, antes de atravesar el lente, van dirigidos 
al foco del lado derecho; para esto, tomemos como primer plano de referencia el plano 
focal derecho y luego hagamos w1a traslación hacia la izquierda para tomar como segundo 
plano el mismo lente: ( i º)( L f)= ( 1 f) 

-~ ! o l -Jjf o ' 

( q'\ { 1 ~)(q) { q+f P) 
en este caso p•/= -!,1' 0 p = -'lA' 
por lo que p' no depende de p. 
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Así se tiene que los. rayos· que se dirigen hacia el foco del lado derecho, emergen 
paralelamente al eje óptico ya que g =O implica p' =O 

-- .... ~ --..... 'U-
- - ;; " 1 o co . -- ,. 

Para los planos focales, se hace un análisis similar al que hicimos paraf> O. Los resultados 
correspondientes se ven en las siguientes figuras 

z. 

A los lentes con distancia focalf> O se les llama convergentes, y a los lentes con distancia 
focal!< O se les llama divergentes. 
¿Qué pasa con W1 lente delgado si no estamos en los planos focales? 
Tomemos w1 plano de referencia z1 a una distancias, a la izquierda del lente y un plano 
de referencia z, a una distancia s, a la derecha del lente. 

La matriz correspondiente a estos dos planos es 
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Definición: 
Dos planos de un sistema óptico son conjugados, si la rnatriz tiene la fonna 

( ~ ~) con AD = J. 

Es decir, q' = Aq no depende de p, por lo que podemos decir, que dos planos z, y z, son 
conjugados si todos los rayos que salen de un punto de altura q en z1 convergen en un 
punto de altura e¡' en z2. 

La magnificación de la 
imagen en respecto al 
objeto es q'/q =A. 

·¡ 

Para el caso del lente delgado los planos son conjugados sis, + s, - s,sJf = O, es decir, si 
1/s, + l/s, = 1/f; así la matriz toma la forma 

(
1-S.# O ) 
-1A' j-5~4' . 

Consideremos un objeto luminoso delgado colocado en el plano zl; con lo visto hasta 
ahora es fácil dibujar su imagen y por tanto encontrar su plano conjugado z,. Además la 
magnificación de la imagen respecto al objeto es q'/q = 1 - sJf = 1 - s,(l/s1 + 1/s2) 
= - sJs,. 
Si/>O y s, > f, entonces s, >O, por lo que la imagen es real, y_q'/q <O, lo cual quiere decir 

que la imagen está invertida. ~í~ 
ei\~e\u -z.. 

Si se pone una pantalla ~ . > 
en el p.Iano ~onjugado z;,, ~ \~tn 
se vera una imagen real z 1 ; S1 ~ f'ea.\ 
del objeto sobre la pantalla. ; z. 

S1 

0
\,'t\O "Z. 

,...__ . 
' '~~ 

:z 1 z~: -reCI.' 
Si/> O y f> s, > O, entonces s, <O por lo que la imagen es virtual, y q '/q >O lo cual quiere 
decir que la imagen conserva la orientación. Además ¡s,¡ > s, por lo que la imagen es más 
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grande que el objeto. 

A través del lente 
no se ve el objeto 
sino su imagen 
virtual 

Pregunta para el lector: 
¿Cómo son las imágenes para el lente divergente? 
(Hacer los esquemas de rayos) 
Otro sistema óptico gaussiano importante es el telescopio astronómico que es un instru­
mento que se construye colocando w1 lente de distancia focalf, (llamado objetivo) con 
un lente de distancia focal}; (llamado ocular) separados por una distancia Ji +¡;entre si. 

La matriz de este sistema es: ( 1 O) ( i ¡, + fz) ( j O\:: (-f,_jf
1 

.f.+f,) 
- l¡f~ 1 o 1 - í.41 i ) o -f.jf. . 

En este caso tenemos que p' = -f/f,p, por lo que Jos rayos paralelos (de w1a estrella 
distante, por ejemplo) que entran en este sistema óptico, son convertidos en otros rayos 
paralelos (que inciden en el ojo). La magnificación angular que se obtiene, es la razon de 
la pendiente de los rayos que salen con la pendiente de los rayos que entran: p'/p = -f //,. 
Como se ve, para obtener una buena magnificación angular es conveniente que Ja distancia 
focal del ocular sea pequeña comparada con la distancia focal del objetivo. 

Telescopio Galileano 
¡¡>o.¡;< o. 
El aumento angular es positivo 

Íac.o 
torn~~ 

i 
~~-'0~~~-1-~~-r-~~-1-~~~-----,) 

z 
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f,>O,f,>O 
E.l aumento angular - - - - ·- -
es negativo. 

Diremos que una matriz es telescópica si tiene la forma ( ~ ~) 
con AD= !; la magnificación angular p'/p = D 

Teorema: 
Toda matriz 2XZ con det = 1 (en este caso es lo mismo que simpléctica) se puede realizar 
mediante un sistema óptico lineal (plano y simétrico respecto al eje z). 
Demostración: 
Sea (¿~)una matriz simpléctica: AD - BC = 1. 
a)Si la matriz es telescópica (C=O), quiero mostrar que si A"# 1 3/,./, E R,J,,fi "#O tales 

(
A E>) ( 1 º)( 1 .f,+f~)( i º) 
O D ::. -J¡j',. 1 O 1 -1/f, i i 

que 

es decir, busco/, y¡; tales que A = -¡ /f, , D = -11¡; y B = ¡, + ¡;. Si A 
"# 1 , tenemos que¡;= -J,A , por lo que B = ¡, -jjA; así,/, = B/(l - A) y ¡; = AB/(A - 1). 
Si A = 1 entonces D = 1 , y entonces tenemos una traslación ( l B) 

o 1 . 
Segunda demostración del caso del telescopio: 
a') Si la matriz es telescópica, entonces tomemos p "#O. Así el producto(. i º)(A B\::( A 5 ' 

-p i o o} -PA D-PBJ 
es una matriz no telescópica, de modo que podemos escribir (A s)={J º)( A B '¡ 

o o P i -PA o-PB/ 
y nos vamos al caso 
b) (no-telescópico) c "#O. Consideremos el producto )t( ~) (A' e,) 

a~·)(~ ~)(b ~'): (A~ s,c sz1~~;~ B+S1P;¡= e D 
Ahora escojamoss, ys,demodo que A'=! yB'=O. A +s,c = 1 ys, + B + s!D =O implican 
que s,=(l - a)/c y s,=-B-s,D; como las matrices son simplécticas su producto es 
simpléctico, y entonces D'= 1, por lo que la matriz que nos queda es 

(i ~) ; así,(~ ~)= ( ~ -~·)u ~)(; -~z) 
corresponde a dos trasl:.iciones y una refracción. + 
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Nótese que s, y s, estan determinados de forma única. Entonces para cualquir sistema 
óptico gaussiano no-telescópico, ' 

(¿ ~) con c "I' O, hay dos planos únicos tales que la matriz entre ellos tiene la forma 

a ~) , Estos planos son conjugados y tienen magnificación 1; Gauss los llamó planos 
principales. Si estudiamos la matriz entre estos dos planos 

(¿ ~) , podemos proceder exactamente como lo hicimos para el lente delgado, escri­
biendo C = - P = - Ilf. Así los dos planos focales del sistema estan colocados/unidades 
a la izquierda y derecha de los planos principales: 

( i f)( i º)(1 f)-( o f) 

t, . 
1 

o i - 14 i o i - -w o 

, F~ 

.se,¡¡'4hdu 

"''cthO 
-\oc.<>..l 

z 

Con lo anterior podemos afirmar que cualquier sistema óptico gaussiano no-telescópico 
queda determinado por tres parámetros: la localización de los planos principales y la 
distancia focal. 
Podemos resumir los resultados de esta sección diciendo que hay un isomorfismo entre 
el grupo simpléctico SL(2,R) (de las matrices 2x2 con det = 1) y la óptica gaussiana. Cada 
matriz corresponde a un sistema óptico; y la multiplicación de matrices corresponde a la 
composición de los correspondientes sistemas ópticos. 

2.2 Optica lineal 
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Veamos que pasa si no asumimos simetría rotacional pero seguimos con la aproximación 
lineal (los términos de orden mayor que uno en los ángulos y distancias pueden ser 
ignorados. 
Para espesilicar un rayo necesitamos dar su intersección con el plano paralelo al plano 
x-y que pasa por el punto zen el eje óptico, y su dirección, que puede especificarse por 
un vector de la fonna (V,,V,,l) = t}. Es claro que O,= tan6,=6, y t}, = tan0¡=6,; como 
estamos asumiendo que los rayos en consideración son cercanos al eje óptico (los ángulos 
son pequetios) se tiene que t} es casi unitario. 

(q,,q,) posición 
('1,, t},, !) dirección 

z 

Si ahora ponemos p,=nV, y p,=nV, (donde n es el índice de refracción donde viaja la luz) 
entonces cualquier rayo queda determinado por las coordenadas (q,, q,,, p,, p,), aquí q,=x 
y q,=y. 
Veamos ahora como queda expresada la traslación, es decir, consideremos el caso en el 
que entre los planos z, y z2 no hay cambio de medio. En este caso el rayo no sufre ninguna 
desviación y por tanto p\=p, y p',=p,; si z,-z,=s, entonces (q\-q,)/s=tan6,=V, y (q',­
q,)/s=tan6,=V, por lo que 

( ~)=(~ dll)(~) donde d=s/n. 

--l~sy-z,. 
Vamos a ver como es la refracción. (observese la siguiente figura) 

24 



Si la superficie refractante esta dada por la función F(q,,q,)=z, entonces podemos pasarla 
como una superficie de nivel de la función G(q.,q,,z)=z-F(q.,q_.) para G=O; por Jo que la 
normal será N=VG=(-aF¡aq.,-aF/aq,,l). · 
Estamos pensando que el eje z es normal a la superficie, es decir aF(0,0)/aq, = aF(0,0)/aq, 
= O, por lo tanto aF/oq, y oF/aq, son pequeñas cerca del (0,0) y N es casi unitario. En 
nuestra aproximación li}l=lf}'l=l por lo que seni=ll'}-(f}•N)Ni y seni'=ii}'-(i}'•N)NI. 
Como los vectores f}, f}' y N están en un mismo plano, entonces las proyecciones de v 
y "(}'sobre el plano tangente quedan en una sola línea y además tieuen el mismo sentido, 
por lo que la ley de Snell puede escribirse así: n(i}-(iJ•N)N)=n'(f}'-(1'.}'N)N), es decir, 
niJr=n '"(} \. Esto nos da tres igualdades, pero antes de verlas observemos que n(iJ 'N)=n(­
iJ,oF/aq,-iJ,oF/oqy+ 1 )=n-p,aF/aq,-pvaF/aqv=n-p•VF donde p=(p.,p,). 
Así, nf}r = n[(iJ.,iJ,, 1)-n-p•VF)(-aF/aq.,-aF/oqy,1 )] 
=(p,-naF/aq,-(p•VF)aF/aq,,py+noF/oqv-(P•VF)aF/oqy,p•VF),análogamente 
n '"(} \ = (p',-n 'oF/oq,-(p'•VF)aF/oq,,p'y+n'aF/aqy-(p'•VF)oF/aqy,p'•VF) 
Por lo tanto la ley de Snell nos da las siguientes tres igualdades: 
p'.-n ·aF/aq,-(p'•VF)aF/aq, = p,-naF/aq,-(p•VF)aF/aq, 
p'y+n'aF/aqy-(p'•VF)aF/aqv = Pv+nar¡aqy-(p•vF)aF¡aq1 
p'•VF = p•VF 
Sustituyendo la última igualdad en las dos primeras, obtenemos p '.=p, +(n-n ')aF/aq, y 
p'y=py+(n-n')aF¡aq1• 

Suponemos que Fes suave y podemos expresarla como 
F(q.,q,)=z,+ l/2qq2,+bq,q,+ l/2cq2,+ ... , si ignoramos los tém1inos de orden mayor que dos 
tenemos que oF/8q,=aq,+bqy y aF/aqv=bq,+cqv por lo que 

(q~) ¡ qK } ~ = Px-c~'->ii4,-tbq1) es decir,(' q~) = r I º)I q) 
'Py' l'y-l>t-r.)(b~1'1; P l-P 1 P 

doncteP=(n'-n)k y k= (: 
db)::: (fl· ~~~~) 

TI "IN 
~ºqx. <iq~ 
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que es simpléctica; por lo tanto también p lo es: p=p' 
Un rayo esta caracterizado por un punto (q,p) en R' cerca del cero; y la forma simpléctica 
esta d:ida por · 
ro((q,,p,),(q,,p,)) = q,•p,,.q,•p,. 
Si tengo T:(q,p)-> (q • ,p ')con T traslación o refracción, quiero ver si se preserva lafonna 
simpléctica w. 
Veamos si la traslación preserva la forma simpléctica. 
T:q'=q+dp 
p'=p 
CJl((q. ,,p' ,),(q. ,,p. ,))=(q,+dp,)•p,...(q,+dp,)•p, =q, •p,...q,•p, 
=CJl((q,,p,),q,,p,)). Tes simpléctica 
Para la refracción tenemos R:q'=q 
p'=p-Pq con P=P'. 
w((q'.,p'i),(q',,p',)) = q1•(p,-Pq,)-q,•(p 1-Pq 1) 

= q,•p,-q,•p,+q,•Pq,-q,•Pq, 
= q,•p,-q,•p, ya que P=P' implica que q2•Pq,=q,•Pq, 
=CJ;(q.,p,),(q,,p,)). Res simpléctica. 
En ambs casos la matriz es simpléctica, por lo tanto todas las matrices ópticas son 
simplécticas. 
Otra forma de verlo es como lo hicimos al principio: una transformación liuneal preserva 
la forma simpléctica si y sólo si su matriz cumple con M'Hvt=J, donde 

J = (_ ~ ~) . Es decir, para que la matriz 

M = { ~ f;) sea simpléctica deben cumplirse las condiciones: 
A'C simétrica 
B'D simétrica 
A'D-C'B =l. 
Estas condiciones se cumplen para la traslación: 

y tambien para la refracción: ( I º) 
-P l 

ya que P=P'. 

( I d 1). 
O I ' 

Como se ve, toda m:itriz óptica tiene det=l; sin embargo, 

N = (~' ~,J con N, = (~ !~~) 
cumple que det(N)= 1 pero no es óptica, pues 
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' (º N~) NJN = ~N,2.0 7' J. 

Nota: El invariante que se preserva no es de parejas de coordenadas; es decir, si 
ro1((q.,p,),(q,,p,)) = q,,p,,-q,,p,, y ro,((q.,p,),(q,,p,)) = q,,p,,-q,,p,, entonces ro = ro, + CiJz 

y (-~ ~) 
preserva ro pero no preserve ro, ni ro,: 
ro 1((q' 1,p' 1),(q',,p ',)) = q,,(p,,+(n-n ')(aq,,+bq,,))-q,,(p,,+(n-n ')(aq,,+bq,,)) 
= q ,,p,.-q,,p,,+(n-n ')b(q,.q,,-q,,q,,) 
= ro 1((q 1,p1),(q,,p,)) + (n-n ')b(q,,q,,-q,,q,11; análogamente 
ro,((q',,p' l.,(q',,p',)) = ro,((q.,p,),(q,,p,)) + (n-n')b(q,,q,,-q,,q,,). 
Generalizemos lo anterior pasando al caso en el que los rayos de luz viajan en 
R"'' = ((q,, ... , q,, z): q., z ER) y consideremos la aproximación lineal. 
Para especificar un rayo necesitamos das su intersección con el hiperplano perpendicular 
al eje óptico(eje z) y su dirección, que puede especificarse por un vector de la forma 
(i}J,'(}2, ... , i}v,I) = i}. Es claro que i}; = tan8;"' 8;. Como asumimos que los rayos en 
consideración son cercanos al eje óptico (los i}; son pequeños) 13 es casi unitario. 

~~-9: 11 --~IR. ~ >cejez) 

IR" 
Si ponemos p,=nfü, tenemos que cualquier rayo queda determinado por las coordenadas 
(q,, ... , q,, p., .. ., p.). 
En el caso de la traslación el rayo no sufre ninguna desviación por lo que p'=p; si s=z,-z., 
entonces (q',-q,)/s = tan8; = V1 por lo que Cj'=q+_dp, es decir 

( i1
1)= (~ d:J( ;) donde d=s/n. 

Para la refracción supondremos que la superficie refractara esta dada por z = F(q,, ... ,q,) 
por lo que la normal es N =-8F/8q,, -8F/8q2, ... ,-aF/Bq., 1); asumiremos que Fes 
cuadrática F(qi. ... , q.) = z, + I;a;;q,q¡+ I;q,q2 /2 (el coeficiente de q.q¡=q,q, denotamos de 
igual forma por a,J que por a1) 

Como 8F(0,0)/8q, = O entonces 8F/8q1 es pequeña cerca del cero para cada i, por lo que 
N es casi unitario. En nuestra aproximación 11'.}I = 113 'I = !NI= 1 por lo que seni = 113-(l}•N)I 
y seni' = li}'-(13•N)NI. Siguiendo el mismo camino que en R' se llega a que p',=p;+(n­
n ')8F/8q;, y como BF/aq, = Ia .• e. entoncesª··= a'F/Bq,a(\; = a'F/Bq¡oq,por lo que p'=p-Pq 

dond(e :.=~:~ -1.1)~. : •• ) ( ?N • . . f.f. ) 
K = ª.:" <!... • = oq,' ~e~oq, . : ' 

~ "if •.. 'lf 
ª'• . . . "" '<ffMn ª~~ 
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que es simétrica; así , (i.') =(-1~ ~,,)( i) 
Es fácil verificar que ( :r,. Q \ con P=P', y ( 1 .... d 1.,) 

-P .t .. l O J"' 
son matrices simplécticas, por lo tanto toda matriz óptica es simpléctica. 
El siguiente teorema es la generalización del teorema demostrado en óptica gaussiana. 
Para el caso de las matrices 4x4 el teorema muestra que la óptica lineal es isomorfa al 
estudio del grupo simpléctico Sp(4,R). 
Teorema: 
Toda matriz simpléctica 2nx2n se puede realizar mediante un sistema óptico, es decir, se 
puede obtener multiplicando matrices de la forma · 

( I.,dJ.,) (l"O) 
O 1,, y de la forma -P I., 

con P=P'. 
Demostración. (Gillemin & Stemberg, ver bibliografía) 
Corolario. 
Toda matriz simpléctica tiene detem1inante 1. 

2.3 Principio de fcrmat 

L'l ley de Snell, con la cual ya hemos trabajado es consecuencia de un principio 
vari:lcional, el principio de Fermat. 
Principio de fermat: La trayectoria que sigue la luz para llegar de un punto P a w1 punto 
Q es (entre todas las posibles trayectorias) la que hace que el tiempo de recorrido sea 
mínimo (o estacionario). 
Definición: 
El tiempo T(y) durante el cual se recorre la curva y a la velocidad de la luz, se denomina 
(ose llama) la longitud óptica de la curva y. 
Con esta definición podemos enunciar el principio de Fermat como sigue: La trayectoria 
que sigue un rayo de luz para ir de w1 pwlto P a un punto Q es (entre todas las trayectorias 
posibles) la de longitud óptica mínima (o estacionaria). 
Veamos que el principio de Fermat implica la ley de Snell. Consideremos dos medios 
ópticos M, y M, en los que la luz viaja con rapidez t}, y i}2respectivamente, y cuya frontera 
es w1a resta L. Si Pes un punto en M, y Q es un punto en M: ¿qué trayectoria sigue la luz 
para ir de P a Q? p /11, 

1 
1), 

~ L 
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Es claro que la trayectoria tiene que estar formada por dos segmentos de recta: uno que 
va de P a un punto R de L y otro de R a Q. 

r 
L 

Tomemos a L como eje x, y como eje y a la recta perpendicular a L que parsa por P. 

---R~.-~CX 

Podemos escribir el tiempo en recorrer la trayentoria en función de x=OR: 
T(x) = ./ x,+a,,¡r;, + ./ a,,+(l-x)2/{}, , entonces 

X ! (t-x) i 

~ - /a-xY+ d..,_. 'IJ, 
T'(x) = 

./x,+a;' 

de modo que T'(x)=O implica que sen¡l,/l'.I 1 = sen¡lJl'.12 ó n,sen¡l, = n,sentl2 (con n, =e/ti., 
i = 1,2) donde tl1 y ¡¡,son los ángulos que fomia el rayo con la normal a L. (Hay ocasiones 
en que conviene expresarlo como cosa.ll'.}1 = cosa.ll'.}2 donde a.1y a.2 son los ángulos que 
el rayo forma con L). 
Supongamos que el plano está dividido por bandas horizontales --paralelas al eje x-- en 
cada una de las cuales la velocidad de la luz es constante 
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Tomemos los puntos P y Q en diferentes bandas. Denotemos por Mº a la banda que 
contiene a P y por M. a la banda que contiene a Q; entre Mo y M, se encuentran las bandas 
M., M,, ... , M •. ,; la velocidad de la luz en la banda M, es i'.1,. La trayectoria de un rayo de 
luz que va de P a Q es wia línea quebrada PC,C, ... C.Q, cuyos vértices estan en las líneas 
de separación entre las bandas. Denotemos con f3,, f3:, ... , f3, los ángulos formados por 
los segmentos PC,, C,C,, ... , C,Q de la quebrada con las rectas normales a las líneas de 
separación. En C, se cumple que senf3./t'.)o = senf3/6 1 ; en C, se cumple que 
senf3/(), = senf3/62 ; y así sucesivamente hasta llegar a que en C, se cumple que 

senf3,-W,_, = senf3/l'}., es decir, 
senf3./t'.)o = senf3{1'}, = ... = senf3/l'}, 

Si designamos con K el valor de todos estos cocientes tenemos que la igualdad 
sen[Yó = K 

es válida a lo largo de toda la quebrada, donde f3 es el ángulo que fonna cierto segmento 
de la quebrada con la normal al eje x, y t1 es la velocidad de la luz a lo largo de este 
segmento. 
Ahora consideremos un medio óptico en el que la velocida de la luz es una función de la 
altura i'.1=ó(y), entonces a lo largo de la trayectoria que sigue la luz (en este medio) para 
ir de P a Q, se cumple la relación 
senf3(y/d(y) = K, 
donde f3 es el ángulo formado por la tangente a la trayectoria y el eje y. 
Para justificar esto, dividamos el plano en bandas delgadas de anchura h y consideremos 
constante la velocidad de la luz en cada banda (por ejemplo igual a la velocidad de la luz 
en el centro de cada banda). Entonces, el trayecto será una quebrada (PQ)n; que cumple 
que senf3'ó =constante. En el límite cuando/¡ tiende a cero, obtenemos la distribución de 
velocidades ó=O(y), y las quebradas (PQ). tienden a la curva y, para la cual tambien se 
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cumple la ecuación sen!)!(} = K (También puede escribirse en ténninos del indice de 
refracción: n(y)sen(3(y) = k; o el áhgulo aque fom1a la tangente a la curva con el eje x: 
cosa(y}l(}(y) = K). 
Ejemplo. 
Consideremos las trayectorias de los rayos de luz en la atmósfera terrestre, despreciando 
la curvatura de la tierra. El indice de refracción es, en este caso, una función de la altura 
por lo que a lo largo del rayo se tendrá que 

nsenP =constante. 
De aqui se puede encontrar la desviación de los rayos de luz de una estrella debida a la 
refracción de la luz en la atmósfera. Si P- es el ángulo que forma un rayo de luz con la 
vertical a gran altura, donde n= l; entonces para el ángulo f}. correspondiente a la altura 
del observatorio, se tendrá 

n.,sen!). = senf3-, (1) 
donde n. es el indice de refracción al nivel del observatorio. Si se miden n. y f}. en el 
observatorio astronómico, la relación (1) nos da el ángulo 13- que es el que tiene interés 
en la astronomía. 

Refracción de los rayos 
en la atmósfera plana. 

Ejemplo. 

í 

t-fodelo de Poincaré de la geometría de Lobachevski. 
Consideremos al semi plano superior como un medio óptico en el que la velocidad de la 
luz en cualquier punto es proporcional a su ordenada: 15(x, y)= cy. 
¿Cúales son las trayectorias que sigue la luz? 
Resolvamos el problema usando el hecho de que a lo largo de cada trayectoria se cumple 
la relación cosa(y}~(y) = constante. 
Para eso primero calculemos cosa(y) en tém1inos de tana(y) = y' 

31 



Como ~(y) = cy; entonces a lo largo de cada trayectoria se cumple que 
1 i , 

. ,~ ·cl-1 = l<.1 o 
···vn~2. d 

de modo que 
d /1-l<Z~t.' 
~=----=~ 
d~ l< lj 

por lo que separando variables se tiene 

1<-yd~ -:dx, 
V1-K'ia~· 

esdecir, -~\fi-1:'-~'"=X-~ ó (x-'.-.Yl+~'-::.-{<.~ 
Por lo tanto las trayectorias son semicircunferencias con centro en el eje x y de radio l/K 
para K, ~O 
Si K, =O, la relación cosa(y}í}(y) = K, nos dice que las trayectorias son perpendiculares 
al ejex. 
Otra manera de verlo es: 

cosa= y/R, es decir 

cosa/y = l/R. 

Si se toman por rectas las semicircunferencias con centro en el eje x; por longitudes, las 
longitudes ópticas de los arcos de estas semicircunferencias; y los ángulos que forman 
estas rectas, son los ángulos que en el punto de su intersección, forman sus tangentes; se 
obtiene la geometría de Lobachevski, el llamado modelo de Poincaré. 
Ejemplo. 
Sean P y Q dos puntos. ¿Qué fom1a debe tener una curva y que una a P y Q para que un 
peso puntual se deslice sobre ella sin fricción bajo la acción de la gravedad, y que partiendo 
de P con velocidad cero llegue a Q en el menor tiempo posible? 
La curva que buscamos fué llamada por Johann Bernoulli, braquistócrona. 

lp~Q 
lJ y 
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Tornemos por eje x a la recta horizontal que contiene a P y esta contenida en el plano 
vertical que contiene a P y Q; alejé y lo orientarnos verticalmente hacia abajo. 
Si tomamos (arbitrariamente) E=O corno la energía total en P, entonces la energía total 
en cualquier otro punto de la trayectoria también será cero E = 1/2 mó' - mgy = O , es 
decir, 

\} = ffgfY (1) 

Consideremos un medio óptico en el que la velocidad de la luz está dada por(!). La 
longitud óptica de la curva y , que une a P con Q, coincide con el tiempo de caída a lo 
largo de esta curva. La trayectoria yo que en verdad sigue la luz para ir de P a Q, es la 
curva de longitud óptica mínima entre las curvas que unen a P con Q; por lo tanto y. es 
la braquistócrona. Para y0 se cumple la igualdad 

sen(Y(} = sen['v(líg/Y}= C, o bien senfl//Y = K, K = c,ñg 
Pero esto es lo que caracteriza a la cicloide: 

(X 
-,,i-r~~~>!-''"'<:'~~~~~~~~~~-r-~ 

~l X 
t-~f'-'---'--4 

Supongamos que 1}=1'.}(y) y consideremos dos rectas paralelas al eje x: y=y, e y=y,. En 
cada una de estas rectas podemos especificar cada rayo por el punto en que cruza a la 
recta, cuya distancia al eje y es q, y por el ángulo que forma el rayo con la vertical (eje 
y) en el punto de intersección con la recta. 
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Como hicimos anteriormente, no vamos a tomar el ángulo como coordenada sino que 
ahora vamos a tomar p=nscnO. ' 
Lo que interesa ahora es conocer como es la transfonnación que nos dice cuales son las 
coordenadas (q ',p '),en la recta y,, de un rayo que incidió en la recta y, con coordenadas 
(q,p). Para esto, observemos que, como la velocidad de la luz sólo depende de y, entonces 
la trayectoria de un rayo que cruza y, con un ángulo y altura q,cs idéntica a la trayectoria 
de un rayo que cruza y, con el mismo ángulo O y altura q,. 

Es decir, la fom1a de las trayectorias no depende de q, sólo depende de p; por lo tanto 
q'=q+x 

donde x es una función solamente de p, es decir, 
q'=q+f(p) 

Además, lo que caracteriza a las trayectorias de la luz en un medio óptico donde tl=tl(y), 
es que a lo largo de cada trayectoria nsen permanece constante, es decir, p'=p. Por lo 
tanto, 

por lo cual 

es decir, la transfomiación es simpléctica. 
Ahora consideremos un medio óptico, en el espacio tridimencional, en el que la velocidad 
de la luz sólo depende de la altura i) = il(z), por ejemplo la atmósfera. 
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Dado un plano lijo z=z,, podemos especificar cada rayo que lo atraviesa por sus 
coordenadas q,=x, q,=y, y por un vector unitario v=(v., v,, v,) que indica la dirección del 
rayo. Como ves unitario, entonces v, queda determinado por v, y v,: v,=(l-v,2-v,')"2. Por 
lo tanto la dirección del rayo se determina por el vector (v., v,). No vamos a tomar el 
vector (v., v,) como coordenada, sino que vamos a tomar p=(nv., nv,). 
Dados dos planos fijos z,,z,, lo que interesa ahora es conocer como es la transformación 
que nos dice cuales son las coordenadas (q' .p') en el plano z, de un rayo que incidio en 
el plano z, con coordenadas (q,p). 

Dado un rayo que incide en z, con coordenadas (q,p), éste permanece en el plano llv que 
esparalelo al eje z y que contiene a V. Este plano determina una recta en el plano z=z, 
cuya pendiente es m=v,/v, si v,,.O (si v,=0 se toma rrÍ'=vJv,) y también determina una 
recta en el plano z=z, con la misma pendiente m=v,'/v, ';por lo tanto v,=mv, y v, '=mv,'. 
Si denotamos con O el ángulo formado por v con el eje z, entonces 

sen 8=(1-cos'6)'r. =(l-(v•(0,0,1))) 112=( 1-v,')'12=( v,2+v/)in 
por lo cual nsen6=((nv,)'+(nv,)')'r.., llPll=p 
Como p=nsenO permanece constante a lo largo de cada trayectoria, entonces 

n'(v.'+v, ')=n ''(v, "+v, '') 
por lo que 

n'v,2(1 +m')=n "v. "(I +m'). 
Por lo tanto nv,=n'v,' y nv,=n'v,', es decir, p=p. Como la velocidad de la luz sólo depende 
de z, entonces la trayectoria de un rayo de luz que cruza z1 formando un ángulo 6 con la 
normal al plano en el punto q,, es idéntica a la trayectoria que sigue un rayo que cruza z,, 
formando el mismo ángulo e con la nonnal al plano e>'I el punto 'Íi. 
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Es decir, la forma de las trayectorias, no depende de q, sólo depende de JlpJI, por lo tanto 

x=iq'-Cil 
es una función solamente de p; además el vector q' -q tiene la dirección de p, por lo cual 
podemos escribir 

es decir, 

o 

Por lo tanto 

D1-->=( ~ ~.P 

o 
o 

q'=q+xp/lpl, 

q'=q+f(p)p 

( q,') (q, + .fe P) P,) 
q~ ::: qz + fCP)Pz • 

0 <>º ({¡p)P,') 
O'I:\ 

P, flf>)Pz 
p-

i 
o 
o 

•f'.f'(p)P. 
--p-

i 
o 

o(fll')P,.) 
~ 
o 
i 

es decir, D~q p)= (; ~) 
por lo tanto la tra~sfom1ación es simpléctica. 
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Los ejemplos anteriores son versiones diferentes del problema de encontrar geodésicas; 
otro ejemplo es cuando se tiene una esfera sólida y una Jiga, cuyos extremos estás lijos 
sobre dos puntos P y Q de la superlicie de la esfera. 
El sistema es estacionario --la liga esta en reposo-- si la energía potencial es mínima (o 
estacionaria). (ver ligura) 

En ambos casos L y L •,tenemos una geo­
désica. L permanece estable si la 
perturbamos en cualquier dirección, L' es 
estable sólo en la dirección 
de L'; L es una geodésica de longitud 
mínima y L' no. Sin embargo, si divido 
L' en pedacitos lo suficientemente peque­
ños, éstos sí son geodésicas de longitud 
mínima. 

Regresando a la óptica supongamos que en R' la velocidad de la luz varia punto a punto, 
y consideremos una trayectoria y: [a,b]-> R', y(a) = P y y(b) = Q · 

¿Cuál es el tiempo que tarda una partícula, que se mueve a la velocidad de la luz, para ir 
de P a Q por la trayectoria y?, es decir, ¿cuál es la longitud óptica de y? 
Estamos suponiendo que el medio es isótropo, es decir, la velocidad de la luz varía de 
punto a punto, pero para cada punto, la velocidad de la luz es la misma en todas 
direcciónes, y está dada por t>(x,y). 
Si convenimos en tomar la velocidad de la luz en el vacío como c=I, entonces 
n(x,y)= 1/t>(x,y). 
Para un du pequefio de tiene que ty(u+du)-y(u)I aproximadamente igual ty'(u)!du, de modo 
que el tiempo para recorrer este pedacito es de dT=IY'(u)!du/t>(y(u))=n(y(u~'(u)!du, por 
lo que la longitud óptica de y es 

b 

T(y)= J n(y(u)IY'(u)ldu 
a. 
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Por el principio de Fem1at, la trayectori ay que recorre un rayo de luz debe ser tal que su 
longitud óptica T(y sea mínima (o estacionaria), entre todas las curvas que unen a P con 
Q; es decir, buscamos la y que minimice a T(y). 
En la integral aparece IY'(u)i que es la nomia de un vector, y n(y(u)) que es un número. 
Otra fomia de ver la integral anterior, es pensando que en cada punto (x,y) medimos 
vectores en forma distinta. Si l~I es la nonua euclidiana del vector~. entonces cada punto 
(x,y) definimos una nueva nomrn dada por 

1~1 (lr,,~)= Y!( X,~)/ ~I= Y n-z(X,~)~~ t 1-1\x,~)~: 
de modo que podemos escribir 

b 

T ( t) = ~J 'l)'(u)lli(jLA 1 

donde 1 IY(u) es la nomia que corresponde al punto y(u). Ahora podemos considerar el 
caso anisótropo, que es en el que la velocidad de la luz varia también para cada dirección; 
osea que i} = iJ(P,~.) donde ~.es un vector unitario en P, y asumimos que t>(P,~.) = 

iJ(P,-~.) entonces n(P,~.) = 1/iJ(P,~.), así el tiempo de recorrido para ir de P a Q Oa 
longitud óptica de y) esta dado por b , \ Id 

T('t)==S vi(ttu.1/1(.úD (A\'Jl't'tlA) lA. 
'¡;\t<.) 

\ - 1~·1 c.. 
Si definimos h(t¡<t )- -0-{'i, ~/j(''j) 7 

eY1foY'lces T('t)= ~~('tlv\t1(l.\))du.. 
c.. 

Otra manera de ver esto es pensar nuevamente que a cada vector~ en Ple asociamos una 
nomia l~I. que depende de P y de la dirección del vector ~: 

® 
vec:\o.res unHo.:rios eYl 
\o.. 1'10<1">10.. USllo..\ 

l~b=n(P,~ 
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L3 hipótesis que hacemos es que !elr es una norma en R2 dada por un producto interior, 
es decir, para cada punto P hay un producto interior 

e.I] .... <e.I]>. 
que varía suavemente de punto a pwllo. Así, 1e1. = <e.e>'12

•, por lo cual la longitud óptica 
de una curva y es 

b b 
T(y )= f ty'(ro)~1u 1du = s <y'(u),y'(u)>112

",1du 
J.,_ ~ 

Observemos que si~= ce,, ei> y IJ = (IJ,, 1]2) entonces 
<e. J]>p = ª~11]1+ b~11]1 + be21]1 + ce,J]i.donde 
a= <e,, e,>., b =<e,, e,>.= <e,, e,>, y c = <e,, e,>.; entonces si P=(x,, i:z) se tiene 
<t;.,rp,,,,,, = a(x,, x,)e11J, + b(x,, x,)e,IJ, + b(x,, xi>e21J1 + c(x,, x,)e,1]2 i>or tanto 

1x1 ... ,, = ¡ a(x,, x,)e'. + 2b(x,, xz>e,e, + c(x,, x,)e2,' 
En los casos anteriores se dice que se tiene wia métrica riemanniana. 
Podemos plantear el problema de encontrar el camino mínimo que una dos puntos P y Q 
en una superficie S. Sea cp(P')=P y cp(Q')=Q. 
Consideremos una curva parametrizada y:[o..bl --+ S, con y(a)=P y¡(b)=Q, es decir, yes 
la composición de cp con una curva parametrizada y:[a,b] --+ U, con y(a)=P' y y(b)=Q' 

u_ 
• 

u 
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rb------~ 
:::: J. CJ ('t(u)) l;'Cu) ·f CLt) dl-l 

IÁ. 
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Podemos decir que -!.,(y) en Ja metrina riemaanniana G sobre U, y entonces la 
curva y más corta en S me da una geodésica y en U con Ja métrica riemanniana G en U 
inducida por S. 
Por último sea Q un abierto en R" (o una variedad), y supongamos que .Q es un medio 
óptico no-homogeneo y anisótropo 

Para especificar la velocidad de Ja luz en cada punto q E n, tomemos un vector unitario 
q, lql=I. 
Decimos que la velocidad de la luz en el punto q vale t'}(q,q)=t'}(q, -q) E R·, de este modo 
si y(t) es una trayectoria de la luz, entonces 

fr'(t)l = t'}(y(t), y'(t)/fr'(t)I (l) 
Las trayectorias de los fotones deben satisfacer la relación ( 1 ); aunque esto no es suficiente 
para determinarlas, ya que cualquier curva regular y(t) se puede parametrizar de modo 
que cumpla con (1). 
Si una partícula se mueve por una trayectoria a la velocidad de la luz, con y:[a,b] --+ Q, 

y(a)=P y y(b)=Q, entonces el tiempo que tarda la partícula de ir de P a Q (la longitud 
óptica de y) es 

Para encontrar la trayectoria de la luz hay que minimizar T(y). 
Definamos n(q, q) = jqlft'}(q, q/lql) y observemos que 

a) n(q, q) > O si q >' O; 
b) n(q, Af¡) = IA.ln(q, q). 

n como función de q "parece" ser una "norma"; esta sería la norma con la que la luz 
mide distancias en cada punto q por donde pasa. 
Escribimos lql. = n(q, q) y hacemos Ja hipótesis de que lqlq es una norma definida por un 
producto interior < , >q que depende (continua y diferenciablñemente) de q. (vamos 
a suponer lql.es una forma cuadrática). 
Con todo esto se tiene que 
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b 
T(y)= ( ty'(u)l,1.,du. 

. J°' 
Con un producto interior así, se tiene una métrica riemanniana, 

donde G(q) es una matriz simétrica, 
Si y(t) es en verdad una trayectoria de la luz, entonces 

ty'(t)i = "(}(y(t), y'(t)/ty'(t)I), 
es decir, fy'(t)I,.., = l. 
Sea Qun abierto en R• (o una variedad)¡si para cada q E Q está definio un producto interior 
< , >• en R• que depende (continua y diferenciablemente) de q (en una variedad Q el 
producto interior < >• está definido en el espacio tangente a Q en q, 

< ' >q: T. Q X Tq Q -+ R). 
El producto interior 

puede provenir de varios casos: 
a) un medio óptico no-homogeneo e isótropo; 
b) un medio óptico homogeneo anisótropo; 
c) un medio óptico no-homogeneo anisótropo; 
d) de una parametrixación de una variedad. (ver página 39) 

e) puede ser la energía cinética de una partícula en un cierto sistema mecánico T =1/2 
mlxl" 
f) etcétera; 

En todos los casos buscamos una y tal que 
b 

T(y) = ) <y'(u),y'(u)>y,.)du 
C\. 
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sea m1111ma. En cualquier caso, queremos sea mínimo (o estacionario) el tiempo, la 
longitud (en mecánica la acción).Eñ todo caso tenemos un problema varincional; lo que 
sigue ahora es estudiar un poco de cálculo vnriacional. 
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Capítulo III 
Cálculo Variacional 

Consideremos un ejemplo simple. 
Sea F=F(x,x,t) una función real diferenciable con x E R, x E R y t E[a,b]. 
Dada f E C"1 •. h1, vamos a considere:ir b s¿guiente "funcional" que va a depender de/: 

<I,(f) = f.._ F(f(t), Í(t), t)dt 
H:iy que encontrar la f que haga que <I>(f) sea mínima. 
Ejemplo. 
F(x, x, t) = lfi7 f 'o 

Calcul:indo l:i integral <I>(f) = ) f l +j2(1) dt se obtiene l:i longitud de la gráfic:i de f 
además se pueden dar las condic1a°nes iniciales /(a) = A y f(b) = B 

b t 
Pero, ¿Qué es la funcional <I>? 
El cálculo variacional esta relacionado con el estudio de los extremales de fwiciones cuyo 
dominio es un espacio de dimensión infinita: el espacio de las curvas (o fwiciones). Tales 
funciones se llaman fwicionales; de modo que por una funcional, se entiende una 
correspondencia que asign:i un número real a cada función o curva perteneciente a cierta 
clase; es decir, wia fw1cional es un tipo de función cuya variable independiente es wia 
función o un:i curva. 
Sea <I>: C"1,,h1 __, Runa funcional. 
Busco la funcional lineal que se paresca más a 
<I>(f +h) - el>(/) , con h E C"1 •. h¡; 

entonces escribo 
<f>(f +h) - <I>(f) = T(h, f) + R(h, f), 

donde T(h, f)es lineal en h y R(h, f)<clhl', con c=constante; es decir, R(h, f) tiende a cero 
m::ís rápido que h. 
Si existen T y R así, diremos que la funcional <I>es diferencia ble y que "Tes la derivada 
de en el punto/". También diremos que fes un "punto estacionario" para <J) si la 
derivada de <I> en fes cero, es decir, la funcional lineal cero: T(h, f) =O V h. 
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Teorema: 
Sea F(x,x,t) una función difcrenciable de tres variables: x, X E R, t E [a,b]. Si definimos 
Ja funcional __ · , _:_<'<: .'_.:.·.~ · - -0. 

\, - <_ . __ --

<P(j) = ):(j(t),i(q,t)d~; c~~l_'!~- ~J~b'~-
entonces <P es diferenciable y - -_ - - · - --- -• -•--- •• •- _ --- . _ . . 

l. - - . - -. . . ·.<-·· . - . :-·:. .:- . 

_ ncI>,(h) = L ( ~(faY,fuL-t) hcü+~f(ftt);f ltl~~)~lt)/d.t-; 
Demostración. · • 

. <I>(f+h)- cI>(f) = c[F (fli)+hli\{lt)+\ili\ i)- F( fet),.f lt})t)J dt 

pero F(x+h,x+li,t) - F(x,x,t) = ~:lcx,x,!lh + ~/6<,x,-t)h .¡. RCh111) 

donde Res tal que IR(h,h)j<K(lhf+lhl'. con k= constante. 
De modo que la integral es 

(
6
[lf¡ . h11' oFI . nwldi + R"'"c 1-'~) Jo. o X (ftt\ .fl-t\-0 -i. H· ~X. (fCi\1.f/t)1

-t,) J vi,n -

donde Res tal que IR01,h)j<(b-a)K(lhl1+lhl' 
~ (b-a)KllhQ\ 

La derivade de cI> en fes la función lineal en h 

T(h,t) =- \f~\cfai,.fit),i)hlí)+ ~f \[rn),{W,-l)\)(-t)jdt::.~/h)+ 
Vamos a calcular esto de otra manera, haciendo la observación de que la integral 

"' f (): (fC-') ~l-é) _,) ~ (-t) clt j ax / 1° 

"' 
se puede calcular por partes: 
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Vamos a considerar el caso en que f(a) =A y f(b) =B. 
Teorema: · 
fes un valor estacionario de In funcional 

r1> • 
cl>(j) = .lo.iF(f(tl1f(t) 1t) dt (sujeta a que f(a) =A y f(b) = B) 

si y solo si f satisface la ecuación de Eulcr-Lagrange: 

'v' t E [a,b] 

La demostración del teorema se basa en el siguiente lema. 
Lema: .,, • 
Si a(t) es continua en [a,b] y ~ a(t)h(t)dt = O para toda h E C"1Lbl tal que h(a)=h(b)=O, 
entonces a(t)=O. <>-

Demostración del lema: 
Supongamos que a(t) es distinta de cero, digamos positiva, en algun punto to, a<to<b. 
Como a es continua, entonces a(t)>c>O en una vecindad de to: (to-d,to+d), contenida en 
[a,b]. Sea h(t) tal que h(t),,;0 fuera de (t0 -d,to+d), h(t)>O en (to-d,t0 +d) y h(t)=l en 
(t0 -d/2,to +d/2). Entonces ~ b 

a(t)h(t)dt ~ de >O, 
o. 

lo cual contradice la hipótesis del lema. Por tanto a(to)=O para todo lo E [a,b] O 
Nota. 
La construcción de h(t) se puede hacer tomando 

{
e->-x~ s¡ X.>o 

aoc.)= O 
J S\ X~() 

luego g,(x)=g(x-d/2)g(d-x), despues ~j1 ct>dt 
~:z.(x)= ~...;;;_-

finalmente h(t)=g2(3/2d-Jt-t0 1). ~ ""91 ll)d-é 
Demostración del teorema: -o0 

Por el teorema anterior b 

DC!>¡{h) =\bc::(·f.~,-l)-i(~Cf,f,i)J}lt)dt -{f (f,f1[)hlt)t 
e;.. b 

pero trlf 1~, i:) hl-Dlc.= o ya que h(a)=h(b)=O. 

Si fes punto estacionario de cI>, entonces D<I>1(h)=O para toda h E C"1 •• b1con h(a)=h(b)=O; 
es decir, b 

\c;..a.(t)h(t)dt =O V h E C"1,,b1 con h(a)=h(b)=O, donde 
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a(t) = ~({- ~ {J - e:\_ (OE (r_ ~ L,\ 
0x. ' ' M. ax '"1"'). 

Por el lema anterior se tiene que o.(t) =O. 
Reciprocamente, si o.(t) "'O, entonces 

D<l~¡(h) = 

Nota. 

b 
~~(t)h,..(t)dt = O V h E C"1.,.10 

Otra manera de escribir la ecuación de Eulcr-Lagrange (E-L) es: 

ar . o'lf- • ~lt)- "ll'"F • ) f .. () oF (' {,\-o "SX:°l~tt/l-~jr,_(.t,-1,-t) W(.f,f,-.! -t -oi. T1T,-¡;J-

que es una ecuación diferencial de segundo orden cuya solución depenge de dos constan­
tes arbitrarias que son determinadas por las condiciones de frontera f(a)=A y f(b)=B. El 
problema que se considera usualmente en la teoría de ecuaciones diferenciales es 
encontrar una solución definida en !ka vecindad de algún punto que satisfaga condiciones 
iniciales dadas. Sin embargo al resolver la ecuación de (E-L) buscamos una solución 
definida sobre una región lija y que satisfaga condiciones a Ja frontera dadas. Por lo que 
la cuestión de saber si un problema variacional tiene solución, no se reduce a los teoremas 
usuales de existencia para ecuaciones diferenciales. Sin embargo, la existencia de un 
extremo frecuentemente es clara del significado físico o geométrico del problema a 
resolver. 
Ejemplo. 
Sea <I>: C"1,,b1 __, R definida por cf?(f) = longitud de r / = 

b 

~ fí + lcd dt. 
c.. 
por lo tanto la ecuación de F(x,x,t)=II+x';' M :::.o; Q!- j_ 

(E-L) es : <>X ox -~ 

d ( ~C-t) ) · ·1 · ll.t\ e - - =--:...:....;.. SI y SO O SI ~ J "":::. \ 
cl-t v H~2l-O' ~1+H-n 

si y sólo si f(t)=C 
si y sólo si f(t)=Ct+ D 

es decir, se trata de rectas, lijando j(a)=A y j(b)=B obtenemos C y D. 
Ejemplo. 

cJJ(j) = 

b 

~" ( 1 + j'(t) )dt. 

y la ecuación de (E-L) queda 

F(x,x,t) = 1 + X2 
' por lo tanto o F ~ !lX 

ox 
-4(!1-.fW)= o 

di 
es decir, si f(t)=C, por lo que f(t) = Ct+D. Nuevamente rectas. 
Ejemplo. 
La braquistócrona 
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1/2 mó' = mgy, por lo que f>=f'J:gfY, 

dt=ds = ~dx 7 por lo que el 
'V ff§ ,¡~ x, 

tiempo de caída es T= ~ ( ~ dx 
,,_~ ) (t; 

X1 l:J 

Entonces F"' y' x)= JJR:. · F = -íi!Jl F · = __'L 
V' ' V'iJ ' y 2. ~ 1/a. 1 vfl ¡f Jt ~,.,_• 

por lo que sl._ ¡:~,- :Z.~'!!'-(l~~,.)~1 ':::. O . 
Ot. - 2.l~Llt-a'i)1::z. ~ •,7_ -(t\-_,, ... )':.2'1~'H1~~·')f --D 

Así, la ecuación (E-L) queda : r r. --
:i - t~- :Z.'a'Y~(1+~1•)'/.t. 

por lo que -y"-l-2yy"=O ó 
escribir 2y'y"/(I +y'') = -y'/y 

2y"/(I +y")= -1/y; como y'=O no es solución podemos 

por lo cual In(! +y'')= ln(c/y), con c>O; 
de este modo 1 +y" = c/y por lo que 11 +y,,=I c/I y, 
es decir l/./(i +'?\fY = k. Pero l//(i +y")= senJ3, 
donde J3 es el ángulo que forma la tangente con el eje y. Por lo tanto podemos escribir 
senJ3//y = K, que es lo que caracteriza la cicloide. 
Ejemplo. 
Sean (x.,y,), (x,,y,) fijos con y.,y, >O 
Sea E= {f:[x.,x,] -> R/f es diferenciable y f(x,)=y, ,f(x,)=y,¡ 
Encontrar f € E tal que el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar la 
gráfica de f al rededor del eje x sea mínima. (A esta superficie se le llama catenoide, y a 
la curva que la genera se le llama catenaria) 

·lt· 
.A= 2it \x y/(l +y:')dx. Parlo tanto F(y,y',x) = yl(í +y"); 

F, = f (I +y'-); F,· = yy'"f/(l+y'"); ~ ~ 1 .:: J,1-1-1.f)(~~""t'd'')- ~ ~''~~ 
dt ~ ( 1 + 1t) ~2. 

Así, la ecuación de (E-L) queda: 'í1 

F -ri ¡::;,-= ltt"J1 'f-(1.\-~ 1 
... )(~~"tt'-)+~~,l.~ 

'a &t ~ ( l.J.~ll.)Vz 
de modo que l+y"-yy"=O ó y"/(l+y")=l/y; como y'=O no da una solución, 
podemos escribir 1/2 (2y'y"/(l +y"))= y'/y, es decir ln(l +y")'fl=ln(cy), con c>O; 
es decir, /(1 +y'1)=cy (1) 
o y'= .f(c'y2¡1); separando variables obtenemos dx = dy/l(c2y'-l), es decir, 
x+k = (l/c)ln!cy+ (c'/-1)1; 
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por lo tanto, y= (l/c)cosh(c(x+k)). 
Antes de pasar al último ejemplo obrervaremos que la ecuación ( 1) se puede escribir como 

l/(l(f+y'1)(k/y)) = c, , es decir, cosaj(k/y) = c, 
Por lo tanto, una catenaria es la trayectoria que sigue un rayo de luz en un medio óptico, 
donde la velocidad de la luz es inversamente proporcional a la altura: 1'-==K/y. 
Ejemplo. 
Sean (x,,y,), (x:.Y:) y E como el ejemplo anterior. 
Encontrar f E E tal que 

\X'bH'z.~)ld.., •A .... sea mínima 
x, -fcx) 

F(y,y',x) = l[f+?)Jy; F,= -1{1 +y'')¡y'; F,·= y'/(yl(Í +y")}; 

d . F ·= '1( l+lr-w~~ v.t~l'-u+~'L)"''"Z. ; 
Ot ~ ~-z.ll-t~•L)Yi. 

de modo que la ecuación de (E-L) queda: 

por lo tanto l+y"+yy"=O ó y"/(l+y") = -1/y; como y'=O no da una solución, 
podemos escribir 
(I/2)(2y'y"/( 1 +y''))= -y'/y, es decir, ln(l +y")'"=Jn(c/y), con c>O; es decir, 
(1 +y") '"=c/y. 
Esta última ecuación ya la resolvimos en la página 32, y obtuvimos arcos de círculo con 
centro en el eje x, que corresponden a las trayectorias de Ja luz en el plano de Poincare. 
Ahora generalizemos lo anterior, pero no con funciones sino con curvas. Sea F(x,, ... , 
x.,x,, ... , x., t) una cunción de clace C' de 2n+ 1 variables, con X;, X1 E R y t E [a,b]; sea 
y:[a,b] -+ Rº una curva. 
Consideremos la funcional 

b 
cfJ(y) = \o. F(y¡(l), ... ,y,(t), Y1(!), ... ,y,(t), t)dt. 

Queremos calcular los puntos estacionarios cfJ; consideremos las posibles variaciones de 
y:y(t)+h(t). 
Como Dct>,(h) es lineal en h escribimos 
D<I>,(h) = Dct>,(h,, ... , h,) = D<I,,(h,, O, ... , O) + ... + DcfJ,(O, ... , O, h,) 

= [(F11-,tF.;1)h 1 + ... + (F,..-j F;,.)hJdt 
Esto nos conduce afsiguiente teorema.t 
Teorema: 
y es estacionaria para <I> (sugeta a y(a)=P y y(b)=Q) si y sólo si 

~XF.(tlíl Íllt) 1 i)-d._(ó~·(:.;W,~l·i),t~ =.O J i:=1, ..• ,~. 
U l I cl.t °OX( 



Ejemplo. 
(geogésica en R) Sean P y Q en R, y x:[a,b] - R, con x(a)=P y x(b)=Q. Entonces 
F(x,x,t)=lxl-

oF/ox =O· aF/ox =[. i ~ K>o · 
' -i s\x<.o ' 

si pedimos que x ~ O, entonces oF/ox = l-~ si P<C>/ 
.si· p;;.~/ -

de cualquier fonna se tiene que Ja ecuación de (E-L) 

dF:/dt =O 
es válida para cualquier curva x(t) con tal de que x(t) "'O 
Ejemplo. 
Sea F(x,x,t) = x' y sea x:[a,b] - R tal que x(a) = P y x(b) = Q 
F,=O; F1=2x y dF;/dt = d2x/dt = O; por lo que x=c, de modo que x=ct+d; c y d 
quedan detenninadas por P y Q, es decir, x(t) es única. 
Ejemplo. 
Consideremos dos puntos arbitrarios P y Q en R'. 
¿Cuál es Ja curva más corta que une a P con Q? 

Sea y: [a,b] - R', y(a\; P, y(b) = Q. i. _ 

Entonces, L(y) = ~"~(t~ldt = .~cr'.'(t) + y,2
(t))dt, 

por lo tanto, F(x" x,, x" x,, t) = t x, +x2 ). 

oFJax, = o; aF¡ax, _ ;.,¡17.}.,Z+r.,')'; 
oF/ox,. X.Jl(x,'+x,'). Entonces las ecuaciones de (E-L) son 

~( t¡[tl \- o ·- i 
dt. fj;2ii)+y~lt'i'J- 1 l- 1 •.. , 

Es decir, y,(t)//(y,'(t)+'(,'Cd) = c, y y,(t)//(y, 2(t)+'(/CtÚ = c, 
Tomando el cociente de estas ecuaciones se tiene 
(y,(t)/y,(t) = C) si y sólo si (y,(t) = Cy,(t)) si y sólo si (y,(t) = Cy,(t)+D). 
Entonces hay muchas soluciones, ya que se puede dar y, "arbitraria" y encontrary,. Todas 
estas soluciones están sobre la recta x1=Cx2+D, donde C y D quedan detenninadas por P 
y Q. Si pedimos que y(t)~(O,O) tenemos que la solución es el segmento PQ pero con 
distintas parametrizaciones (esto es natural porque la longitud de una curva, no depende 
de su parametrización). Si de Ja ecuación diferencial no se puede despejar explicitamente 
q, entonces no pueden aplicarse los teoremas de existencia y unicidad; y decimos que no 
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es una "verdadera ecuación diferencial de segundo orden" puede suceder que tengamos 
demasiadas soluciones. 
Sea y una curva, y:[a,b] -+ R". 
Definimos la energía de la curva y como 

E(y) = ~ b ty(t)l2dt 
().. 

Veamos otro problema: sean P y Q dos puntos arbitrarios en R2. Entre las curvas que unen 
a P con Q (¿cuál es la que minimiza la energía?) 
F(x,, x,, x,, x,, t) = x1

2+x/; aF/ax; =O. Por lo tanto, las ecuaciones de (E-L) son: 

~ (2y,(t)) = o y d. (2y,(t)) = O, es decir 
d-t 

y ,(t) = e, y y,(t) = c,, por lo que 
Yi(t) = C1t+d, y "(2(!) = C2t+d,, 

donde c,, c,, d" d, quedan determinadas por P y Q. 
De estos dos ejemplos se ve que no sólo es importante minimizar la longitud, 

sino minimizar la energía 

'o 
L(y) = \ fY(t)ldt, 

e,.. 

'b 

E(y) = \ ~(t)l2dt ; 
la energía establece como debe ir parametrizada la curva. La ecuación (E,L) para las 
curvas estacionarias de la energía si es una ''verdadera'' ecuación diferencial de segundo 
orden (aquí si vamos a poder aplicar los teoremas de existencia y unicidad). 
Veamos estos ejemplos en R"; la ecuación (E-L) para F(q,q,t) es 

aF¡aq - %t ( aF¡aq ) = o, 
donde aF/aq = ( aF/aq,, ... , aF¡aq.) , 

aF¡aq = < aF¡aq,, ... , aF¡a(¡.) . 
lo 

L(y) = 1,tr(u)ldu. Entonces F(q,q,t) = 141 = (q•q)'r-por lo queaF¡aq =O 
y aF¡ae¡ = (¡/lql; de esta forma, la ecuación de (E-L) queda ~ ((¡/Jqi) = O, 
es decir,(¡¡¡(¡¡ = C. c!t 
Tenemos entonces rectas parametrizadas a cualquier velocidad; el vector unitario C queda 
determinado por los puntos P y Q: C = (Q-P)/JQ-PJ. 
E(y) = ~~ ty'(u)J'du. Entonces, F(q,cj,t) = q•q, por lo que aF/aq =O y aF/aq = 2q 
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de este modo i (2cj) = O si y solo si q=C. si y solo si q=C.t+C,. Obtenemos rectas 
parametrizadas a velocidad constante; hay unic\&.d. 
Por lo que se ve, si reparametrizamos una curva, no cambia su longitud; sin embargo, si 
cambia su energía. 
Consideremos un abierto n e Rº (o una variedad) donde esta definida una metrica 
riemanniana G: 

G(q,cj) = lcil.' = <q,cj>. =.E (l/2)g,;(q)q,CÍJ = (l/2)g(q)cj•cj. 
Vamos a considerar dos problemas variacionales: 

L(y) = ) ty'(u)l-, .. ,du y 

E(y) = ~ ty'(u)~., du 

según los ejemplos anteriores parece seer que las curvas extremales de L y de E son las 
mismas, pero las de E son parametrizadas a velocidad constante. Veamos cuales son las 
extremales de L y E, y las comparamos. 

Vamos a considerar ~ lqi,2 = r G; entonces G debe satisfacer la (E-L) a lo largo de 
~ t ~t 

@_ J__(oCl\_ . 
o~ di oé¡ 1- O' 

como G(q,q) = (l/2)g(q)q•q, entonces 

oCl _ .L o ~(q) q , ó 
"'bq_-:i.o~ -.,. 

de modo que la (E-L) es 

l~fl)i.~-~!f)_o 
z (f ~ dt -

.l ~ !i. ~- o9l?L7.á- c-.U¡)~ ==O 
2 oq -t º~ T 1 d 

es decir, 

de modo que podemos despejar q" (esta si es una ''verdadera'' ecuación ... ): 

(O) 

esta es la ecuación diferencial de las trayectorias extremales de E en esa métrica 
riemanniana. 
Ahora consideremos los cxtremales de L(y) = s(\' G(q,q)'f.! 

52 



F(q,q) = G(q,q,)'r., entonces 

por Jo que 

oF _ L(ºF):::. i ·?A _ j_ d (ºC:s)- sL(...i.. \ ci~ 
oq dt C>l¡ 1<;3~ oq 2.(j-!i en <>'i d-é 2~~Joq 

. ·'"·-'.o'-"···---· -- ' 

por Jo t::uito Ja ecuación de (E-L) para L es: 

Si y es extrema( de L y ty'(t)j,, 11 = G(y(l),y(t)) =constante, 

(1) 

entonces 1/2 a•r. es constante a lo largo de y; así, de (1) se deduce que es extrema) de E. 
Es decir, las extremales de L paramerrizadas a velocidad constante son extremales de E. 
Si demostramos que todas las extremales de E son parametrizadas a velocidad constante 
entonces de (1) se deduce Ja siguiente afirmación 
Afirmación. 
Las trayectorias estacionarias para E, son las trayectorias estacionarias de L, a velocidad 
constante. 
(En particular la luz recorre trayectorias estacionarias para E con velocidad jfy'(l)ll,111 = 1) 
Para demostrar Ja afirmación observemos que: 

G(q,q) = llqll/ = 1/2 g(q)é¡•é¡ 
de modo que 

aa¡ai¡ = g(q)q 
por lo cual podemos escribir 

G(q,q) = (112Jé¡aa¡aé¡ (2) 

Ahora vamos a ver que toda extrema( de E, es parametrizada a velocidad constante. 
Si y es estacionaria para E, entonces se satisface la ecuación de (E-L) a lo largo de y 

~caa¡acj) = aa¡aq 
' º" y como llY'(l)lj,..,,- = G(y(t), y'(t)) , entonces 

que por (2): 

4_ (lfy'(t)jl,,./) = 
di 

;t G(y(t), y'(I)) 

Jt G(q,é¡) =(1¡2) ~t (é¡aa¡aé¡) 

=(1/2) !:!_ (BG/aq) é¡ +(I/2)(aG/aq)éj 
di 
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por (E-L): = 1/2 caa¡aCj)q :+ lfi(aa¡aC¡)q 

=(1¡2)dc'~(~.'4f 
'df; ~,., .,. 

o sea que a Jo largo de y·· 
' ,., º' 

4.. G(y(t),y'(t)) =(1/2) · _d_ G(y(t),y'(t)) 
di d-l 

Por lo tanto 4..... G(y(t),y'(t))=O, 
dt 

de modo que a lo largo de y G(y(t),y'(t)) es constante, es decir llY'(t)ll-.m es constante. 
Esto está relacionado con el problema de las ligas sobre una superficie: si se tiene una 
liga sobre una superficie, con los extremos de la liga fijos, la forma que toma la liga es 
la de una curva geodésica de la superficie; para esta curva la energía potencial de la liga 
es mínima (o estacionaria), y no sólo eso, sino que también la energía potencial de la liga 
es uniforme a lo largo de la curva, es decir, la liga no esta mas tensa en unos puntos que 
en otros. 
Definición. 
Decimos que y es una geodésica para la métrica riemanniana G, se y es estacionaria para 
E . 
Veamos un ejemplo. 
Considerese un rayo de luz, cuyo movimiento esta restringido a una superficie de 
revolución en R'. En coordenadas cilíndricas la superficie esta dada (localmente) en la 
fomm r=r(z) o z=z(r). 
La energía de una curva en R' esta dada por 

EM= Í-4-<xz+.Yz.+iz.) 
y 

Como la luz se mueve por una superficie de revolución, entonces el Iagrangiano es, en 
las coordenadas r y cp 

G(q,q) = 1/2 (:x.2+.Y'+i.') = 1/2 (é'+r'cp'+z"(r)r') 
y en las cooredenadas z y cp , 

G(q,é¡) = 1/2 (x'+.Y'+i.') = I/2 (r'+r'(z)cj:i'+r''(z)z') 
En ambos casos el lagrangiano G(q,é¡) no depende de cp, por lo cual ~ (o~~)= O , es 
decir, r'cp se concserva. dt o I{' 
Denotemos por e el ángulo que forma la trayectoria con un paralelo 
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r 

Entonces la componente horizontal de la velocidad es rcp=JVcose¡, pero !VI es constante, 
de modo que la conservación de cpr' implica que 

rcos6=constante (Teorema de Clairaut) 
Toda geodésica es una superficie de revolución, que satisface, la ecuación de Clairaut; 
sin embargo, no basta que una curva satisfaga dicha ecuación, para que la curva sea una 
geodésica en la superficie de revolución; por ejemplo, todos los paralelos de una esfera, 
(o de una superficie de revolución) satisfacen la ecuación de Clairaut, pero sólo el ecuador 
es geodésica. 
Consideremos ahora una geodésica, que cruza un ecuador de la superficie con un ángula 
e pequeño; después de cruzar el ecuador, r disminuye, de modo que cose crece, es decir, 
ese hace más pequeño ya que la geodésica satisface la ecuación de Clairaut. Si r sigue 
disminuyendo, entonces, en algun r=r0 se tiene que 8=0, y a partir de ahí Ja geodésica se 
regresa, r vuelve a crecer y e tarnbien. Esto significa que hay geodésicas (o pueden haber), 
que estan confinadas en una banda: r~r. (ver Ja siguiente figura) 

Ahora fijemos dos paralelos: z=z., y z=z,; y fijemos un meridiano: cp=O. Se deja como 
ejercicio demostrar que Jos meridianos son geodésicas; entonces cp=O es una geodésica. 
Considerese las geodésicas cercanas a los meridianos (8 cercano a n/2). Cada rayo 
(geodésica) puede especificarse en el paralelo z=z, por su coordenada q=cp y por el ángulo 
a que fom1a con Ja normal al paralelo z, (la normal es un meridiano). 
Las coordenadas que vamos a tomar para cada rayo son q=cp y P=nsena, donde n=r; es 
decir, P=rcose, por lo cual P'=P. 
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Es claro que si rotamos una geodésica en la dirección c:p, la curva que se obtiene sigue 
siendo una geodésica, es decir, 

la forma de las trayectorias no depende de q, sólo de P, por lo tanto 
q'=q+qº, donde qºsólo depende de P, es decir, q'=q+f(P) de esta forma si (~}:: T( ~) 

ehfohc.es 
"CJÍ{P)) 
'(;p 

i 

es decir, la transfonnación T(i) = (i:) es simpléctica. 
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Antes de seguir adelante, obsérvest< que la relación (0) de /a pi1.~ in a 5 2 

(0) 

es un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden en un abierto .Q e R'; 
cualquier curva suave t -+ q(t) en .Q determina una curva t -+ (q(t),q(t)) en n x R' (si se 
trata de una variedad en Tíl). Si q(t) es una geodésica en n,entonces la curva (q(t),q(t)) 
en n x Rºsatisface el sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden 

(3) 

Dados q0 E Q y q. E Rºexiste entonces una única geodésica y(t) tal quey(O)=q0 yy'(O)=q0 

Los sistemas (0) y (3) son equivalentes. Nosotros vamos a trabajar con el sistema (3), es 
decir, vamos a trabajar en Q x R" (si se trata de una variedad en TQ). Este sistema 
detem1ina un flujo en .Q x R"; a continuación estudiaremos el flujo del toro plano y del 
toro de revolución. 
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Capítulo IV 
Descripción del flujo geodésico del toro plano y del toro de revolución 

Para comenzar veamos el ílujo geodésico de R. El ílujo esta en R x R, 

las geodésicas en R son las parametrizaciones de las rectas a vellocidad constante, la única 
diferencia entre ellas es la velocidad de recorrido, por lo cual basta con observar la 
geodésica recorrida a velocidad l. 
Los conjuntos TS2 = 1 (q,q)eQxR•=JqJq=G(q,q)=CJ con C>O, son invariantes por el flujo, 
ya que Ges una constante a lo largo de cada geodésica. Además, hay una correspondencia 
natural entre las curvas integrales que estan en T,W y las que estan en T,n. Definamos 
el transformación p: T,n --. T,n mediante p(q(t),q(t)) = (q(t),q(t)/c); 
entonces cp'(q,q)= ¡5'q/'it~~ f(q ,q) = p"'<pctf (q ,4). 

:: ~- H--:::=-_ ----
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Dos curvas integrales que se corresponden -aunque son curvas distintas en n x R"­
deteminan la misma geodésica geo'métrica de (Q,G) pero recorrida a diferentes veloci­
dades constantes. Para entender como es el flujo, nos basta con ver como es en T,n. Por 
esta razón, cuando se hable de flujo geodésico, se entenderá el flujo en T,n. Veamos 
como es el flujo geodésico en R' con la métrica usual. 
Como ya sabemos, las geodésicas son las rectas recorridas a velocidad constante. 
Podemos identificar el conjunto de vectores unitarios en R'con S' 

~-> 
Así, las coordenadas (q,, q,, e) en T,R' = R'xS' quedan definidas por las ecuaciones: 

q, =cose 
q, =sene 

Entonces la ecuación de las rectas esta edada por 

o su parametrización es 
q, = taneq, + e 

q, = coset + e, 
q, = senet + e,; 

lo importante es que a Jo largo de estas, e es constante (ver la figura siguiente) 

e/Ó// 
~ ~~~~ 
l 

o 
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Podemos pasar del plano euclidiano R', al toro plano 
T'=R'/(2itZ)' ((x,y) _, (x+2itk,y+2itl) con k, I E Z) 

provisto de la métrica euclidiana en R'. 
Como T' tiene la métrica de R', las geodésicas localmente son pedacitos de recta, por lo 
cual las geodésicas en T' son las imágenes de las rectas en R' mediante la proyección de 
IT:R' _, T'. 

T,T' = T,(S'xS') {((cp,ljf),u) / lui=l J 
Pero como podemos identificar los vectores unitarios en R' con S', entonces vamos a 
considerar el conjunto 

To= T,T'o"' f((cp.1V).B)I con e fijo 

21T 

e== o 
a; 

o J.rr 
2TT 

1 r f 1 
e=~ :¿ 

o 2.ff 
j.T( 

e~ Tr 
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El flujo geodésico de T:es el flujo sobre 
T,(T') = T3 = (R/(2itZ))'= {(cp,'lf,6)) 

en este cubo 
identificamos 
las caras opuestas. 

Veamos como son las trayectorias para un 6 fijo. 

(w,o) 

Partamos de (0,0) hasta llegar nuevamente al círculo cp=O en el punto P=(0,2ittan6), 
(llamemos Sal círculo cp=O). El conjunto de puntos de intersección de la trayectoria con 
S, es una órbita de la rotación del ángulo 2ittan6, es decir, el conjunto de puntos de la 
forma (0, IJl•J) donde 'l'u = k(2ittan0)-l27t = 2it(ktan6-/) , con k, I E Z y (k1an6-/) E [O, 1 ). 
La trayectoria se cierra si y sólo si existen k 7' O, I 7' O tales que ktan6-/ = O, si y sólo si 
tanS = l/k E Q. 
En este caso todas las trayectorias que corresponden a O (aunque no partan de (0,0)) son 
cerradas. 
Para 8 tal que tanS ¡;:. Q , ninguna trayectoria se cierra. 
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Lema. 
Si t.. it e, el conjunto de puntos 

es denso. 
Dermostración. 

D = {(kA/) E [0,1) / k, I EZJ 

Sea E > O, digo que existen a,, a, E D, tales que a,>a 1 y a,-a,<e, ya que, como D es un 
conjunto infinito, entonces por Bolzano-Weierstrass, hay un punto de acumulación. Como 
a,=k,1..-/, y a,=k,A.-/,entonces a=(a,-a,) E D y por lo tanto ma E D para m E N y ma< l. 
De esta forma, JXll1l cualquier punto x E [O, 1), existe un punto m.,a E D tal que lx-m.,al < e. 

¡a.. 
Oft::: .. • 1 l i . '' 

De aqui se desprende que cuando 6 es tal que tan6 it 'I' at Q, las trayectorias no se cierran 
y cada trayetoria es densa en el cuadrito. 
El comportamiento del flujo geodésico de T'es similar al flujo geodésico de R'. Los planos 
de ecuación e= e., definen toros -z;;c T'·invariantes bajo el flujo, sobre los cuales el 
flujo geodésico g' es lineal: g'(cp,ljl,6.) =

0 

(cp+, tcos6).,ljl + Tsen6.) 

Toros invarialltes 

La restricción a cada toro 18 de la proyección, (cp,ljl,6} --> (cp,ljl} 
de T3 sobre res un difeon1orfis~o 

(cp;1¡1,6.) --+ (cp,ljl); 
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cada curva integral en Te. es periodica o densa en lé0 segun tanO. sea racional o 
irracional; además se puede demostrar que cuando tanO.es irracional cada curva corres­
pondiente a este valor de O. está equidistribuída, es decir, dado un intervalo pequefio de 
longitud e en el círculo 'l' = O (o en el círculo cp=O) la frecuencia con la que pasa la curva 
por ahí, sólo depende de su longitud e. 
Para describir el flujo geodésico del toro de revolución, consideremos la parametrización 
<l>:R2 

__, R2 c.:finida por 

<l>(cp, IJf) = ((i+rcos1¡t)coscp, (i+rcosljf)sencp, rsen1¡t) , con r < 1 

z. 

lf' ¡\ 

'2.trl-------.-

o 

Se puede obtener una métrica riemanniana en el cuadrito, mediante el producto interior 
ordinario en R3 vía <!>. Dados dos vectores ~. r¡ en R2 -basados en p- mediante Ja 
derivada D<l>p obtenemos los vectores correspondientes en R':D<l>p(~), D<l>(r¡). Así, se 
puede definir un producto interior para l;, r¡ mediante 

<~. r¡>u.,.> = D<l>c.,.iCl;) • D<l>c.,.iCr¡) 

(

- ( 1HCO.s11') 5eYi 'f - -r.se11 I/' co.s ~~ 
D~('l','11)::: ( 1t no.,,'P)losl{J - .,.se111'/1Se'V!'{J 

O Y'CO.sl/I 

por lo tanto <e,,e,>c,,..,= (1 +rcos1¡t)2; <ei.e2>1., .• 1=<e,,e,>c.,.1=0 y <e:.e2>c, .• ,=r2 

Es así que se obtiene 

91~,r)= (lit :~r)2 :), 
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es decir, el lagrangiano esta dado por 

G(cp.'!'.cji.lji) = IJ(cji,'ÍJ)lh .. .,.> = 1/2(1 +rcos1v)'<ji'+r21jt2 

y las ecunciones de (E-L) estan dadas por 

Q.. (1 +rcOS'lf)2cp) = O 
dt 
~ (r2'Í') = rsen'V( 1 +rcos1v)cp2 

La primera de estas ecuaciones nos dice que hay una constante de movimiento 
( 1 +rcos'lf)'<ji = constante 

ésta es resultado de Ja simetría de rotación alrededor del eje z. En el toro plano, también 
hay una constante de movimiento (e=constante), por lo cunl el problema se redujo a dos 
dimensiones. es decir, cada curva integral se mueve en algo de dos dimensiones (los toros 
invariantes leo ). 
En el caso del toro de revolución, la constante de movimiento (((1 +rcos1v)'cji =constante) 
también nos reduce el problema a dos dimensiones. 
Vamos a considerar el conjunto 

s, = ((cp, 'I'· cp. ljt)/IJcp, lj!ll(M) = 1 J 
Sea e = 2'- ( (cp. o/), (f, 0) 1 =h. (q,e, 1 (ver la siguiente figura) 

cose= ((f.tP),(i,o)>cip,'/"i = {!.trccs1P)2i¡ =(!+reos '{I)~ 
lll.P,t¡i~ lllt,o)ij 1 •(l+rcosl/') 

y sene= <l~.~),(o,~))'(t¡' !(') - '(''ar = fo/ 
ll(~. IÍ'U Ulo, !)l.{ ' - t . r 
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Cada punto de S., esta descrito por las coordenadas (cp, 1¡1, 0), de modo que podemos 
describir el 11 ujo geodésico del toro de revolución en T'= ( ( cp, IJI, 0) 1; por lo tanto podemos 
escribir, nuestra constante de movimiento de otra manera 

( 1 +rcosljl)cosO = constante; 
esta es la integral de Clairaut (teorema de Clairaut), para las geodésicas de una superficie 
de revolución. (Esta ecuación podíamos haberla obtenido directamente, como se vió al 
final del cñpitulo Ill, ya que se trata de una superficie de revolución). 
Si se deriva la ecuación de Clairaut respecto a t y se despeja Ó, entonces ya se tienen las 
ecuaciones que definen el flujo geodésico: 

dcp/dt = cosO/( 1 +rcosljl) 

d1j1/dt = senO/r 
dO/dt = cosOsem¡r/(I +rcos'I') 

Estas ecuaciones no dependen de cp, y Ja integral de Clairaut tampoco; entonces las 
superficies de nivel de Ja función C(ljl,0) = 1 +r cosljl)cos O 
no dependen de cp lo cual quiere decir que las curvas de nivel de C(1j1,0) en cada plano 
(toro plano) cp=cpo, son las mismas pata toda epa. 
Veamos como son las curvas de nivel de la intagral de Clairaut en el plano (1j1,0), en 
f ·7t,7t)X f-7t,7t) • 
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De !::is ecuaciones de flujo geodésico, se puede ver que el paralelo máximo( 'V=O; 0=0 ó 
O=n) y el paralelo mínimo (1v=n; 8=0 ó O=p) son geodésicas. 
Si para cada curva de nivel de la integral de Clairaut, se considera su producto cruz con 
el círculo de las qi, se obtienen toros invariantes bajo el flujo geodésico, estos toros son 
uniones de curvas integrales y son superficies de nivel de la integral de Clairaut en T'. 

Toros invariantes 

Consideremos las curvas de nivel que encierran al (0,0) -en la figura están marcadas 
con la letra A- y sus toros invariantes correspondientes; L1S geodésicas del toro de 
revolución correspondientes a estos toros invariantes -a !::is que llamaremos geodésicas 
ele tipo A- nunca tocan un paralelo mínimo y además, una geodésica con condiciones 
iniciales cercanas al paralelo máximo permanece a él todo el tiempo. (ver figura siguiente) 

Se puede decir lo mismo de las geodésicas que corresponden a las curvas de nivel, que 
encierran al (O, n); de hecho, son !::is mismas geodésicas solo que recorridas en sentido 
contrario. 
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~eode5,·ct{ 
de -éi'po A. 

Consideremos ahora los toros invariantes correspondientes a las curvas de nivel que no 
encierran al (0,0) ni al (0, n) y que en la figura están marcadas con la letra B. Todas las 
geodésicas del toro de revolución correspondientes a estos toros invariantes -a las que 
llamaremos geodésicas de tipo B- se enrollan alrededor del toro de revolución. 

e,,.; Sz. < 9! 

~eodes;co.. 

de f¡poB 

Observemos que 1j¡ y ése anulan simultaneamente cuando 1j1=Kn y O=ln, con K,I l 74Z; 
pero nos basta con considerar 1j1= 0,7t y O= 0,7t . Por ninguno de los cuatro puntos 
(0,0), (0,n), (n,0), (n,n), pasa ninguna curva de nivel A, B o C; de hecho, cada uno de 
estos puntos es un conjunto de nivel de la integral de Clairaut; y se dice que estos puntos 
son soluciones estacionarias o puntos de equilibrio del sistema 

ijr = senO/r 
é = cosOsenljl/(l+rcos'I') 

en el plano (111,0) -o en el toro plano (1j1,0)-. Al hacer el producto cruz de estos puntos 
con el círculo de las cp, se obtienen cuatro curvas integrales, de las cuales dos corresponden 
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al paralelo máximo en los dos sentidos de recorrido respectivamente; y las otras dos 
corresponden al paralelo mánimo eú los dos sentidos de recorrido respectivamente. 
En los puntos de equilibrio, que corresponden al paralelo máximo, hay estabilidad en el 
sentido de que las geodésicas con condiciones cercanas al paralelo máximo -o las curvas 
de nivel condiciones iniciales cercanas a (0,0) o al (O, ¡¡)- pemianecen cercanas a él, 
-respectivamemnte permanecen cercanas al (0,0) o al (0,n)-. Sin embargo en los puntos 
de equilibrio que corresponden al paralelo mínimo, no hay la estabilidad de la que 
hablamos, ya que cualquier geodésica con condiciones iniciales cercanas al paralelo 
mínimo se aleja mucho de él; de hecho, todas las geodésicas, excepto el paralelo mínimo, 
tocan al paralelo máximo. 
Ahora consideremos las curvas de nivel marcadas en la figura con la let_ra C, estas curvas 
son las que pasan por los puntos (O, ±60) y (0, 7t ± 60). Estas curvas no contienen a sus 
extremos, que son los puntos (7t, O) y (7t, -¡¡)correspondientes al paralelo mínimo; por lo 
tanto, al hav¡cer el producto cruz de estas curvas con el circulo de las cp, no se obtiene 
toros invariantes sino cilindros invariantes. Las geodésicas correspondientes a estos 
cilíndros invariantes son las que hacen la transición entre las geodésicas de tipo A y las 
de tipo B -a estas las llamaremos geodésicas de tipo C-. Cada geodésica de tipo C se 
cnrrolla por encima del paralelo mínimo, acercándose indefinidamente a él, pero sin 
tocarlo nunca cuando se recorre en sentido contrario tiene el mismo comportamiento pero 
por abajo del paralelo mínimo. Este comportamiento se debe a que 60 es el ángulo para 
el cual la ecuación de Clairaut se escribe como: 

( 1 + rcos1¡i')cos6= 1-r; 
eso significa que cuando 6 tiende a cero, 11' tiende a 7t; y si e llegara a ser cero, entonces 
11' sería 1t, pero eso no puede ser, porque entonces, para cada cp habrían dos geodésicas 
que pasan por el punto (cp, 7t,0) lo cual contradice el teorema de unicidad de ecuaciones 
diferenciales ordinarias. Por otra parte, cuando (ljl, 6) tiende a (n, 0) o a (7t,7t); se tiene 
que 

fj = cos6/( 1 + rcosljl) 
tiende a ljl .. = 1/(1-r)>O ó ~ .. = 1/( 1-r)<O; es decir, cp crece o decrece mor10+onct.men+e, 
es decir

1
1a geodésica permanece dando vueltas. 
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Lema. 
Sobre cada uno de sus toros invariantes, el flujo geodésico del toro de revolución, tiene 
el mismo comportamiento que el flujo geodésico del toro plano: Las curvas integrales 
son todas periodicas o todas densas. 
Demostración. 
Consideremos uno de los toros invariantes bajo el flujo geodésico, y en éste, escojamos 
un círculo S de la forma (ljl, 8) = (1vo, 80). S está parametrizado por el ángulo cp y corta 
transvarsalmente a todas las curvas integrales contenidas en el toro invariante. 
Consideremos la transformación P:S->S que asigna a acada punto cp en Sel primer punto 
P(cp) donde la curva integral que pasa por (cp, ljlo, 80) vuelve a cortar a S, (ver las figuras 
siguientes). P( cp) es una transformación que conmuta con las rotaciones .en cp, por lo tanto, 
debe ser una rotación de un ángulo Acp= 2nl... 
Del lema demostrado para el toro plano, se deduce que la órbita de un punto cp E S 
(aplicando sucesivamente P) es : 

periodica si y solo si A. E Q 
densa en S si y solo si '..l.. itQ 

Cabe señalar que una vez que fijamos el toro invariante, (es decir, una vez que fijamos 
la constante de la integral de Clairaut) el ángulo t.cp = 2itl.. no depende del punto ('1'0,80) 
que hayamos escogido sobre la curva de nivel asociada al toro invariante. Para ver que 
esto es cierto, supongamos que el ángulo Acp varía al modificar el punto ('110,80); en tal 
caso t.cp debe depender en forma continua del círculo s, ... 001• por lo cual A.=ti.cp/2n toma 
valores tanto racionales como irracionales y, por tanto, las curvas integrales del flujo 
geodésico en este toro invariante son densas y periodicas a la vez, lo cual no puede suceder. 

Toro invariallle 
de tipo A 

e 
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Toro invariallte 
de tipoB 

s 

Cu.'r'/o.. iYlte§ra.[ 
del t lu.io 

~ eode's\CO 

L3s dos figuras anteriores pueden resumirse en la figura siguiente, ya que ambas 
representan toros invariantes. 

Toro i11varia11te 
de tipo A o B 

,5 

c~reu.\o de 
nwel dQ. 
1·vpo A o B de. 
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En el toro plano se tine que la .restricción a cada toro invariante de la proyección de T' 
sobte T' 

( cp,o/ ,8)--+(cp, 1¡1), 
es un dimorfismo. Sin embargo, en el toro de revolución se tiene que los toros invariantes 
que corresponden a las geodésicas de tipo A no se proyectan biunovocamente sobre T'y 
la integral de Clairaut determina un valor máximo para ljl: l'l'l:::;1¡1.<7t .La imagen del toro 
invariante bajo la proyección, es una banda que a su vez es la unión de geodésicas, 
obtenidas todas a partir de una de ellas por rotación en la direción cp. 
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Nótese que una misma banda, es la proyección de dos toros invariantes distintos, que 
corresponden a las mismas geodésicas en el toro geométrico, solo que reco1Tidas en 
sentidos opuestos. Estas geodésicas son o bien pcriodicas, o bien densas en la banda. 

Se pueden dar otras coordenadas, para las cuales el flujo geodésico en los toros invariantes 
sea lineal. Para esto, fijemos un toro invariante T: y designemos con T) una coordenada 
angular sobre el "circulo de nivel" de la integral de Clairaut correspondiente al toro 
invariante T. 

F 

~~ _t...,..s ....... ...._"""""'--~ 
( 'fol f¡'I¿\ 'r?.fJ) 
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Consideremos un círculo S, de ecueción r¡ = r¡o sobre r:v amos a construir un difeormismo 
F: t'-T'de la siguiente manera. ' 
Dado un punto (cp, r¡) en el toro'(, lo llevamos hacia atrás (en el tiempo) hasta tocar por 
primera vez S, es decir, Al punto (cp, r¡) se le asocia -por un lado- el primer punto de 
intersección (cpo (r¡, cp), r¡) de la curva integral que pasa por (cp, r¡) con S, recorrida en 
sentido negativo; y por otra parte, también se le asocia el tiempo t(cp, r¡)= t(r¡) que tarda 
el flujo en ir de (cpo(cp, r¡), l]o) a es decir g''''(cpo (cp, r¡)(r¡o) = (cp, r¡). 
Entonces se da un difeomorfismo del toro '["en sí mismo mediante 

F(cp,r¡) = (cpo(cp,r¡) + rot(r¡)/t.,, r¡º + 27tt(r¡)/to) = (éjí, ij) 
donde ro es el ángulo de la rotación P, y t., es el tiempo que tarda en dar vuelta. 

~tºN,YL) 
11 

(~1UJ 1 >z_J 
1---_.__.__ ie 
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Capítulo V 
Ecuaciones de Halmiton 

5.1 Paso a las coordenadas (q,p) 

Observese que en el toro de revolución, se tiene que el lagrangiano G(q,c'¡)= 1/2 g(q)q.cj 
no depende de cp; entonces si en el toro de revolución se considera un campo vectorial X 
paralelo al ecuador, se tiene que G(q,q) no cabía a lo largo de las trayectorias del campo 
X, ya que G(q,c'¡) no depende de cp. Por esta razón se obtuvo la constante de movimiento 
éJG/éJq = constante. Ahora tenemos algo más general. 

Teorema de Noether. 
Sea n e R' un abierto y sea G(q,q) un langrangiano definido en T D.= QxR"· Si X es un 
campo vectorial definido en n tal que G es constante a lo largo de las curvas integrales 
de X, entonces hay una constante de movimiento: 

P. = éJG/éJé¡•X 
es constante a lo largo de las curvas extremales de Jo 
Demostración. 
Denotemos con cp el flujo de X, entonces 

élcp"/éJulu•o(q) = X(q) 
y G(cp"(q), dcp"(q)c'¡) = G(q,c'¡) 

Sea C(t) una curva extrema! de J G. Si llevanos esta curva por el flujo cp durante un 
tiempo u,obtenemos una nueva curva a.(t)= cp"(C(t)) que también es externa!, ya que G 
no cambia de flujo de X. 

G(a.(t), a.(t))= G(cp'(C(t)), dcp"(C(t))C(t)) 
= G(C(t),é(t)); 
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Como ~ G(C(t),C(t)) =O, entonces 
O= ~ G(o..(t), á.(t)) 

= -fuG(cx,,(t), á.(t))·oa..(t)/au + ~(cx.(t), á,.(t))·Bá.(t)/ou 
= ~G(o..(t), á.(t))·ocp°t(t))'au + ~G(cx.(t), á,.(t)\L 'j¡.(q¡"(C(t))) 
= ~'I G(o..(t), á,.(t))·B\j)'(CC-tl}'blt + ~G(o.,,(t), á.(t)) g_ ....,e_(cp'(C(t))) 

En u = O se tiene ~ di i>Ll 

j-aca..(t), á.(t))¡ •.• = ~ accct), é(t))·xccct)) + ~: GCCCt), c(t))·dcxcc<t)))/dt 
Como "'P,(C(t)) = } G(C(t), é(t))-X(C(t)) , entonces º'1 

i P,(C(t)) = q~{~G(C(t), C(t))) ·X(C(t)) + }G(C(t), é(t))· d:r(X(C(t))) 
por (E-L) = ~G(C(t), é(.t)}X(C(t)) + G(C(t), é(t))· X(C(t))) 

= ~ .... G(cx,,(t), cx,,(t))I.-· = O + 
A P, = X·oG/oq sa le puede llamar el momento en la dirección X; y a P = aa¡aq se 
le puede llamar el momento generalizado. 
Como caso particular, considerese el campo vectorial X(q)= e1. Para este campo se tiene 
que Ges invariante a lo largo de la soluciones de e1 
si sólo si G no depende de q1, 

si y sólo si, ~(aa¡acj1) =O 
si y sólo si P1 = aa¡aq, es constante de movimiento: 
Este es el caso del toro de revolución. Como G no depende de cp, entonces P~ es 
constante de movimiento: 

P~ = (1 + rcos1j1}2rp 
= (1 + rcosljl)cos8 = constante 

Si G depende en forma cuadrática de q, se tiene que 

Ejemplo. 

G= 1/2 g(q)q·é¡, por lo cual 
P = aa¡aé¡ = g(q)é¡ 

Toro de revolución q,=cp; q,=ljl; X=e~ = (1,0) 
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Entonces 

.· .. . ·((!+ rcosl/')
2 

P =aa¡aq =5<q)iJ.= .·... 
0 ~.)(t) 

y P.= P.,= (l+rcos111)2cji 

Ahora veamos una interpretación de P. Sea Q=R" un medio óptico homogéneo, pero 
anisótropo. En este caso se tiene que g(q) es constante, y por lo tanto 

G(q,Q.)= (1/2)gé¡·q; 
de este modo la ecuación de (E-L) es 

f!._(gq) =o 
es decir, gq = constante; di 
de modo que q = constante. 
Por lo tanto, las trayectorias que sigue la luz son rectas. Ahora, considerensen todas las 
trayectorias que salen del origen; o supóngase que se ha colocado en el origen ua fuente 
puntual de luz que se enciende un instante al tiempo t=O. 
En tal caso se tiene que 

q = Té¡ , con T E R , T ~ O ; 
de modo que la longitud óptica,al tiempoT, de la trayectoria de un rayo que sale del origen 
con velocidad q es 
llTqll = (gTq · T<i)'r. = T(gq · q)'r. = T; 
esto quiere decir que el frente de onda, al tiempoT, es el conjunto de puntos en n, cuya 
distancia óptica al origen es T: 

~=={'fEfR .. : (~c¡-q}~=T} 
I 
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Considérese la función F:Q-+ R, definida por F(q)=(gq•q) 112
; 

entonces, para cada T E R• el frenté de onda al tiempo T, es un conjunto de riivel de F. 
Entonces, VF(q)= VF(Tq) es perpendicular al frente de onda al tiempo T. Ahora calcule­
mos 

VF(q) = gq/(gq·q) 112 en q = Tq 
VF(q) = gq/(gq·q)'12

" = gTcj/(gT(¡·Té¡)'"" = Tgcj/T(gé¡·q) 112
o: gé¡, 

pero gé¡ = ao¡a4 = P 
Por lo tanto, P es un vector perpendicular al frente de onda, es decir, en cada punto, P 
indica la dirección en la ue se mueve el frente de onda 

El vector t} 
es tangeme al 
frente de onda 

un observador parado en q, ve pasar el fotón con velocidad é¡, pero ve 
pasar la onda con "lentitud" P. Además, para nosotros Pes perpendicular al frente de 
onda, pero para la luz q es perpendicular al frentre de onda, ya que, si t} es un vector 
tangente al frente de onda entonces 

pero 
P•t}=O 

P•t}=gq•t} 

= <é¡,i}>a; 
es decir, <q,i}>a=O. 
Se puede hacer un cambio de coordenadas, tomando como nuevas coordenadas (q,p) en 
lugar de (q,q). Como p = g(q)cj, entonces cj = g·'(q)p; esto establece un isomorfismo 

n x R'--.n x R' 
(q,q) -+ (q,p); 

y se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales. 

{
<i = g·'(q)p ( 1) 
P =Nt(~) = ~G(q,g.'(q)p) 

Si G=G(q,é¡) se escribe tomando e~ cuenta'\ue (¡=g·'(q)p, entonces G(q,g·'(q)P) es una 
función de q y p que vamos a denotar por H(q,P); ahora, la idea es escribir el sistema (1) 
en términos de H. Entonces veamos quien es H: 

H(q, p) = G(q, g·1(q)p = 1/2 g(q)g·1(q)p·g·1(q)p 
= 1/2 g"'(q)p•p 
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Entonces, 
aH/ap = g·'(q)p = é¡ 

Para calcular. aH¡aq observemos que, como g(q) es simétrica, entonces g"'(q) también 
lo es; además 

lo cual implica que 

ó 
Entonces 

g"' = (g"')': 

(E-L): 

lq (g(q)g"'(q)) = o 

g(q) ag·'(q)faq +(ag(q)faq)g·'(q) = o , 
ag·'(q)faq = -g·'cq){;ig(q)/aq)g·'cq) . 

aH¡aq = 112 {¡Jg·'(q)/aq)p·p 
= -112 g·'(q)t]g(q)/aq)g·'cq)p·p 

= -1/2p1g·1cq}f1gCq)/aq)g·1cq)p 
= -112cg·1(q)p)'fcJg(q)/aq)g"1(q)p 
= -112 é¡'fJg(q)/a~é¡ 

= -112(ag(q)faq)ci:ci. 
= -aG(q,é¡)faq 
~ - .~<aG(q,q)fa 
= -p 

5.2 Ecuaciones de Hamilton 
Ahora tenemos la función H: n X R'-+ R' llamada función de Hamilton o hamiltoniano 
y tenemos el sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden 

q = aH¡ap 
p = - aH¡aq (2) 

llamadas ecuaciones de Hamilton. 
Advertencia. 
H(q,P) es G(q,g·1(q)P) en las nuevas coordenadas, porque Ges cuadrática en q. S; noesosí1 

entonces el paso de el lagrangiano Gal hamiltoniano H, se hace a través de la transforma­
ción de Legendre. 
Proposición. 
Hes constante a lo largo de las soluciones de (2). 
Demostración. 
Sea q(t), p(t) solución de (2), y sea 

h(t) = H(q(t),p(t)), entonces 
h '(t) = aH¡aq ·éi(t) + aH/ap • p(t) 

= aH/aq • aH¡ap - aH¡ap -aH¡aq = o. 
Ahora vamos a ver algo acerca de la conservación del volumen. 
Sea U e R'"un abierto, y sea F un campo vectorial suave en U. Suponiendo que todas las 
soluciones cr,(t), del campo vectorial F con la condición inicial cr,(O)=x estan definidas 
V t, hay un flujo cp:U x R-+ U asociado al campo vectorial F, en la siguiente forma. 
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Se define cp mediante 

ESTA rt~I~ NO DEBE 
SALIR [ _: t& ~!BLIOTECA 

cp(x,t)do,(t); de esta fonna 7 

cp(x, 0) = x y iJcp(x,t)/Ot = F(cp(x,t)). 
Para t fijo cp'(t)=cp(x,t) es una función suave de U en U. De este modo el flujo define una 
familia de funciones a un parámetro 

cp': U -+ U , t E R; 
esta familia satisface 

a) cp(x,O)=x 

b) cp(cp(x,t),s) = cp(x,t+s) , 
es decir, 

a) cpº =id 

b)cp'. cp' = cp"'. 
Ejercicio. 
Probar que la familia {cp'J, •• es un grupo conmutativo. 
Sea A e U un compacto. 
Definimos v(t) = vol(cp'(A)) entonces 

v(t) =f t 1 = J Jcp', 
lf(A) A 

v'(t) =H Jcp' = J ~ Jcp' diJ ot ' A í'\ 
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pero, ¿cuánto vale a(Jcp'/01'¡? . 
. .. Jcf;' = det(bcp1

); es deeir, si cp' =(qi,', epi', .:: , 'cp .. ') 

a·l :l: 
<1'1'. 

ax; w,,, 
Jcp' = 

~~t 
-"' ~'P~ 
lll\1 oXm 

entonces 

"' a(Jcp')fat = r 
t:l 

a•l • .. ~(º.¡'i) . .. o!f,i J 
<>Xi ai ~X; ax ... . . . . 
• i . t i 

E'!m .•. ~l~) ... o'Ri.¡ 
ax, •H ox; <ix ..... 

pero 

de modo que 

en t = O se tiene que acp¡'/ax11 •• º = o;J , es decir, 

1 o ••• oF, 

·;¡ i 
Oxt 

Cl 1 - .. 
o 

_Jcp¡,.º - l: o o 
llt '" 

ºº 
a'r... 
o Xi 
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desarrollando el i-ésimo sumandopor la"i-ésiiriacol~ml"la se obtiene que 
• , ' ,, ' ,. - • - _· •• • ~ ' 'e • • 

~Jcp'J. •• = ~ oFJox1 = div(F); 

entonces, 

v'(O) = ~A div(F) 
Si f 4div(F) "'O el proceso "empieza mal", es decir, el volumen de A, crece (o decrece) 
de entrada; si Í.i.div(F) =O, se tiene que el "cambio inicial" del volumen A es cero. 
Pero, si ~'(0)=0, podemos concebir la cosa como que en cada tiempo t se vuelve a 
empezar, y cada vez que empezamos de nuevo ~'(0)=0. Veamos como es esto, usando 
las propiedades del flujo. Ahora hay que saber cuanto vale ' 

a(Jcp')/a1 ¡,.,., 
para esto hagamos t=s+t.; así, 

por lo que 

por lo tanto 

y 

De esta manera 

Teorema: 

cp' = cplicp'; 

D¡p'(x) = D cp'(cp'º(x)):D</º(X) j 

Jcp'(x) = Jcp'(cp'°(x))·Jcp'º(x) 
~Jcp'¡,.,. = f¡(Jcp'(cp'º(x))) ¡, .• ·Jcp'º(x)=divF(~tlx))J•/('<) 

v'(t.) = 

cp'preserva volumen, es decir, vol(cp'(A))=vol(A) si y sólo si divF=O 

Demostración. 
Si divF=O entonces v'(t)=O V t E R , por tanto v(I) es constante, es decir, cp' preserva 
volumen. Reciprocamente, si cp', preserva volumen, entonces v(t) es constante para toda 
A, por lo_tanto v'(O)=O para toda A, lo que implica que la J divF=O para todo conjunto 
A, y:. d1vF=O A 

Ahora volvamos al flujo hamiltoniano. Tene.»ios la. fuhciÓVI de Ho.mi/fori 
H:n x R" - R, H=H(q,P). 

Las ecuaciones de Hamilton definen un campo vectorial en n x. R" 

x" = (oH/ap, -aH¡aq) 
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Teorema de Liouville. 
El flujo de X" (llamado flujo hamiltoniario) preserva el volumen. 
Demostración. · · · 

x" = (aH¡ap,, ... ; aH¡ap., -aH¡aq,, ... , -a¡aq.) 

=O 
ya que estamos suponiendo, que todas las parciales son continuas. 
En el flujo Hamiltoniano 

i) No puede haber a tractores ni repulsares, ni ciclos límite, ya que cp preservan volumen, 
sin embargo, 

ii) Si puede haber singularidades, por ejemplo punto silla 

no se pue~e no se puede s ¡ pu.ede ser uvt 
f Íujo ha.milioriia.no 

Supongamos que H"'(a) es compacto, a es valor regular y dH ~O en todo punto de ff'(a). 
Vamos a suponer tambien, que el conjunto 

D = ((q,p) E Q x R": H(q,p) ~a} 
tambienes compacto. El flujo se queda adentro de H"'(a) y no puede cruzar la "cáscara'', 
porque el campo es tangente, ya que a lo largo de las soluciones del campo Xtt,H es 
constante. 
Una de las consecuencias de las propiedades del flujo hamiltoniano, es el siguiente 
teorema. 
Teorema de Recurrencia de Poincaré. (o del eterno retorno) 
En cualquier vecindad A de cualquier punto en D, hay un punto x en A que regresa a A, 
es decir, cp'(x) E A para algún t >O o, un cp'(A)nA ~ cj>. 
Demostración. 
Si cp'(A)nA ~ cj> \;/ t >O, no hay nada que demostrar. Supongamos que para algún to> O, 
cp'º(A)nA = cj> 
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Si cp"'º(A)nA = lj> '\! n E N, entonces los conjuntos A, cp'°(A), ... , cpº'º, ... son ajenos, es 
decir, cpº'º(A)ncp'"'º(A) = lj> '\! n, m E N, 
pero entonces 

vol( U cpº(A)) = I;vol(cp"º(A)) = oo, 

lo cual contradice la hipótesis de que Des compacto. En particular, dado cualquier x en 
H"1(a) al cabo de cierto tiempo, la órbita de x pasa tan cerca como se quiera de x (Tomamos 
A con vol(A) < e y x E A). 
Ahora, se verá una comparación entre los campos vectoriales hamiltonianos (XH) y los 
campos gradientes. Sea U e R'"un abierto, y F :U--+ Runa función suave. 
VF tiene las siguientes propiedades: 

a) VF es perpendicular a los conjuntos de nivel de F; 
b) VF·~ = dF@, ~ E R'"; 
c) VF no preserva volumen y por lo general no preserva medidas. 

Como las soluciones de la ecuación x=VF son perpendiculares a los conjuntos de nivel 
de F, x=VF no tiene soluciones periódicas (se escapan). 

e.uperf¡cie 
de nivel 

Una propiedad importante es que VF queda determinado por completo, por la ecuación 
del inciso b); observemos que si B: V x V --> R (V espacio vectorial) es una función 
bilineal, simétrica y no-degenerada; y a cada x E V le asociamos una función lineal 
f,(y)=B(x,y), entonces tenemos un isomorfismo 

í3:v-v· 
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Definido por B(x)= f., donde 
v· = lf: V - R: lineall es el espaéio dual de V. 
Si f: V - Res lineal, entonces existe un único x en V tal que B(x) = f, es decir, 

f(y)= f,(y)=B(x,y) 
En particular, consideremos B(x,y)=x·y; para x en U fijo, la diferencial dF,: R" - R, es 
una función lineal, es decir (dF,) E (R")", por lo tanto existe un único vector (VF,) tal que 

dF,(e) = VF. e. 
En el campo vectorial que detem1inan las ecuaciones de Hamilton, la cosa va a ser "un 
poco" distinta, en este caso, el papel de la fonna bilineal no-degenerada (el producto 
punto), lo va a jugar una forma bilineal antisimétrica no-degenerada (forma simp\éctica). 
Veamos como es esto. 
Ahora estamos en nuestro espacio con coordenadas (q,p) en R2

"; vamos a considerar 
vectores u=(e.r¡) E R'". Definimos la fonna bilineal ro( u,, u,)= e,• r¡,- e,• r¡ ,; ro es una 
fonna bilineal, antisimétrica y no-degenerada, es decir, es una forma simpléctica. La base 
usual de R'", e,, ... , e., f,, ... , f, es una base simpléctica: 

y la matriz de ro es: 

1 =(0 In). 
~-In O) 

ro( e" eJ) = ro(f., fj) =O, 
ro(e., fJ) =f>,¡; 

Estamos considerando un campo vectorial XH definido por las ecuaciones de Harn}lton 

xH = (aH/ap , - aH/aq) , 
decimos que este campo es el "gradiente simpléctico" de 11-
Si u=(e.r¡), entonces 

ro(Xttcqr>, u) =Ofi/ap • ri-e • (- aH/aq) 
= aH¡aq • e+ aH/ap • r¡ = dH,q~1(u) 

Para el gradiente simpléctico XH tenemos las siguientes propiedades: 
a) XH es tangente a las curvas de nivel de H; 

b) w(XH(qp)' u) = dH(q,p¡(U), u E R'"; 

c) XHpreserva volumen. 
Xttes tangente a los conjuntos de nivel de H, debido a que, a lo largo de las trayectorias 
de XH, Hes constante (algo que ya demostramos). Podemos verlo así: 

d H(q(t), p(t)) = dH(q(t), p(t)) = dH(XH) = ro(XH, XH) = O 
Jt 
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En particular, si la superficie de nivel (conjunto de nivel) es compacta, las soluciones de 
XH no se escapan, sino que se quedán dando vueltas ahí. Consideremos un hamiltoniano 
H:n X R" --+ R y su gradiente simpléctico XH = (aH/ap' aH/aq). - .. · 
El flujo de cp' asociado a XH> tiene las siguientes propiedades (que ya vimos): 
1) Hes constante a lo largo de cp' -- -
2) cp' preserva volúmen; 
ahora veamos una tercera propiedad. 
Teorema: 
cp' preserva w (o bien, qi' es una transformación simpléctica) (para los físicos cp' es una 
transformación canónica). 
En general se dice que una transformación g:(X,w) -> (X,w) es canóqica, o simpléctica 
o preserva w si 

Demostración. 
Vamos a considerar X E n x Rº, t E R, u,v ER2

" 

P.D. w(u,v)=w(Dcp\x>(u), Dcp\x.(v)) 
=a(t); 

es decir, P.D. a(t) =constante para toda t, es decir a'(t)=O 

d a '(t) = J¡w(Dcp'(u), Dcp'(v)) 
= w( 4, (Dcp')(u) , Dcp'(v)) + w(Dcp'(u), A (Dcp')(v)) ; 

pero d~(Dcp') = D(dcpYdt) = DXH(cp') ; dt 

así, ,ft<Dcp')l, .• (u) = DXH(u), por lo tanto 
a'(O) = w(DXH(u), v) + w(u, DXH(v)). 

La demostración consiste en derarrollar ro(DX11 (u),v) y mostrar que es simétrico en u y 
v, es decir, hay que mostrar que 

85 



ro(DXH(u),v) = ro(DXH(v),u); 

Se tiene 
. 

X11 = (BH/op, , ... , oH/op, , -oH/oq, , ... , -oH/oq.) , 
u=(Ui, ... ,Un,U1', ... ,U0 ') y V={V¡, ... ,Vn,Y1', ... ,Vn') 

• • , . 

• • 
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Entonces, 

como los índices son mudos podemos cambiar i por j y j por i y donde haga falta para 
obtener: 

es evidente que el primer término es simétrico en uyv,-veamos que los otros dos términos 
también lo son, usando que los índices i y j pueden intercambiarse : 

Hemos demostrado que 
ro(DXH(u),v)=ro(DXH(v),u), 

por lo tanto 
a'(O) = ro(DXH(v), u)+ ro(u, DX"(v)) =O 

Ahora, veamos que a'(t.)=0, usando la misma idea que cuando de\'Ylo5t<:tmos que 'f 
preserva voluYY'len. 
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pero 

( 
t.1s ) , t.ts{ )1) 

e.(to-t-S)=W D'Pcx)(U ,D'Pcx) V¡ 

= w{D'P5('P~0x))D'fi~)(U), D'PÍ'P~x))D'f~)(vJ) 

Como a(t) = ro(Dcp\.,(u) , Dcp\,,(v)) en (x, u, v) , 
entonces podemos poner x = cp\,1 

ü= Dcp\.,(u) 
v = Dcp\,1(v) 

y entonces se puede escribir 

a(t0 +s) = ro(Dcp'µ 1(ti) , Dcp'µ 1('v))= [(5) 
entonces 

a '(t.) = a'(O) =o 
por Jo tanto a(t) es constante, es decir, cp' es una transformación simpléctica, o decimos 
que el flujo hamiltoniano consiste de transformaciones simplé<:1ic·:is. 
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