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PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES DE COXETER
Y LAS MATRICES DE ADYACENCIA
DE LAS ALGEBRAS HEREDITARIAS DE TIPO SALVAJE

MARTHA TAKANE IMAY

Sea k un campo algebraicamente cerrado y A una gréfica orientada, finita y conexa (& es un
carcaj). Sea B un algebra oculta del dlgebra hereditaria A = k[A}. Los B-médulos inescindibles pueden
ser clasificados en tres tipos de acuerdo a su posicién en el carcaj de Auslander-Reiten de B, y son: los
B-médulos postproyectivos, regulates y preinyectivos.

Si A es de tipo de representacion finita (ie. existen a lo mds un nimero finito de A-médulos

inescindibles (hasta isomorfia)), entonces cada B-médulo es postproyectivo y preinyectivo.

Si A es de tipo de representacién manso (ie. los A-mddulos se pueden clasificar en una lista
finita de familias 1-parametrizadas), entonces existe una funcién lineal (lamada defecto) 8: Ko(B) — Z
tal que un mdédulo inescindible X € modB es postproyectivo (resp. preinyectivo, regular) si y sélo si
. 0(dim X) < 0 (resp. 8(dim X) > 0, 8(dim X) = 0).

En los casos restantes, cuando A es de tipo de representacién salvaje, obtuvimos en trabajo
conjunto con José Antonio de la Peiia, lo siguiente:

Existen dos funciones “lineales” 8~,8%: Ko(B) — Z tal que si X € modB es inescindible:

X es postproyectivo sii 7 (dim X) < 0,

X es preinyectivo sii 9% (dim X) <0,
Mads aiin, obtuvimos una descripcién del comportamiento asintético de los vectores (¢™(dim X))meZ’
en el caso que A sea drbol, donde ¢ es la matriz de Coxeter de A:

Existen dos vectores con todas sus coordenadas positivas y—, yt, tales que para cualquier médulo

inescindible regular X

—my; m
|imu%i)=,\-— lim $M(dim X) _ 54

+
i —— vy .

y

para algunos niimeros A~, A+ > 0. Aqui p denota el radio espectral de ¢. Ver [1].

Las propiedades espectrales de ¢ dan mucha informacién sobre el comportamiento de modB,
para seguir con el estudio de éstas utilizamos los métodos de tilteo y de cubiertas de Galois (importantes
teor{a-herramientas en la téor{a de representaciones de dlgebras) y la teoria de gréficas.

Primero estudiamos a A vista como gréfica (sin orientacién) y las relaciones de sus propiedades
espectrales con sus cubiertas de Galois, llegando a resultados muy interesantes (ver [2], trabajo con de la

Peiia):



Sea m: A — A una cubierta de Galois de una grafica finita, definida por la accién de un grupo
G. Estudiamos el problema de la relacién entre el radio espectral p(A) de A y el de A. Demostramos que
p(&) < p(A) < p(A)?. Probamos que en el caso que G sea un grupo manejable, entonces p(A) = p(A).

Siguiendo con el estudio de las propiedades espectrales de la matriz de Coxeter de B, de-
mostramos utilizando teoria de tilteo y cubiertas de Galois que si A y A’ son carcajes con la misma
grifica subyacente (ie. A = A'), y si A’ es un carcaj con orientacién bipartita (o fuente — pozos),
entonces

p(dz) < p(83)-

Existen ejemplos en que esta desigualdad es estricta.

Estos resultados ademds tienen aplicaciones a problemas relacionados con la homologia del
dlgebra A. Por ejemplo (ver [3]), si A es una k-algebra hereditaria de tipo de representacién infinita (con

carcaj A). Definimos g(A):= género de A. Entonces

o(8) 14l
plea) = 2
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SPECTRAL PROPERTIES OF THE COXETER MATRIX
AND THE ADJACENCY MATRIX
OF A WILD HEREDITARY ALGEBRA

MARTHA TAKANE IMAY

Let k£ be an algebraically closed field and A be an oriented, finite and connected graph (5 isa
quiver). Let B a concealed algebra of the hereditary algebra A = k[&]. The B-indecomposable modules
can be classified in three types according to their position in the Auslander-Reiten quiver of B: the
postprojective, regular and preinjective B-modules.

If A is of finite representation type (ie. there exist at most a finite number of A-indecomposable
modules up to isomorphism), then each B-module is postprojective and preinjective.

If A is of tame representation type (ie. the A-modules can be classify in a finite list of 1-
parametrized families), then there exists a linear defect function 9: Ko(B) — Z such that an indecom-
posable module X € modB is postprojective (resp. preinjective, regular) if and only if 8(dim X) < 0
(resp. 8(dim X) > 0, 8(dim X) = 0).

In the other cases, when A is of wild representation type we obtained, in a joint work with José
Antonio de la Peiia, the following:

There exist linear functions 8~,8%: Ko(B) — Z such that if X € modB is indecomposable:

X is postprojective iff 8~ (dim X) < 0,

X is preinjective iff 8+ (dim X) < 0,

X is regular iff 8% (dim X) > 0 y 8~ (dim X) > 0.

Moreover, we obtained a description of the asymptotic behaviour of the vectors
(6™ (dim X))meZ’ when A is a tree, where ¢ is the Coxeter matix of A:

There exist two vectors y—,y+ with all their coordinates positives, such that for every regular

indecomposable module X

LogTm@mX) . . ¢MdimX) 4 4
mllr‘nco’T—_Ay ymh—r»noo pm _,\y‘

for some numbers A—, A+ > 0. Here p denotes the spectral radius of ¢. See [1].

The spectral properties of ¢ give us a lot of information of the behaviour of modB. For the
study of these properties, we used the tilting techniques and the Galois covering theory (very important
tools in the representation theory of algebras); and graph theory.

First we studied A as a graph (without orientation) and the relations of the spectra of the graph

and its Galois coverings. We obtained interesting results (see [2], a joint work with de la Pefia):



Let m: A — A be a Galois covering of a finite graph, defined by the action of a group G. We
studied the problem of the relation between the spectral radius p(A) of A and that of A. We showed
that p(A) < p(A) < p(A)?. We proved that when G is a amenable group, then p(A) = p(A).

Following with the spectral properties of the Coxeter matrix of B, we showed using tilting theory
and Galois coverings that if A and A are quivers with the same underlying graph (ie. A = A’), and if

Alisa quiver with bipartite orientation (of sink —~ source), then

p(ez) < p(d3)

There exist examples where this inequality is strict.

Moreover, these results have applications to problems related with the homology of the algebra
A. For example (see [3]), if A is an hereditary k-algebra of infinite representation type (with quiver A).
We defined g(A):= genus of A. Then

9(8) _ |4
plea) = 27
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INTRODUCCION.

Sea k un campo algebraicamente cerrado.

Sea A una k-dlgebra de dimensién finita. Por modA denotamos la categoria de
A-mddulos (izquierdos) de dimensién finita.

El principal propédsito de la Teoria de Representaciones de Algebras es el estudio
de la categoria modA. Esta teoria recibié un impulso decisivo a principios de los afios
70’s, con el trabajo de Auslander, Gabriel, Roiter, Ringel,...

Uno de los problemas que ha tenido un papel central en la teoria es determinar
el tipo de representacidn de un dlgebra. Decimos que A es de tipo de representacién
finito si existen sélo un nimero finito de A-médulos inescindibles (hasta isomorfia).
Si A no es de tipo de representacién finita: A es de tipo de representacién manso (o
Aes rﬁansa) si para cualquier d € N, existe un nimero finito de A-k[z])-bimddulos
Xi,...,X,, que como kfr}-mddulos derechos son libres de rango finito, y tales que
todo A-médulo inescindible de dimensién d es de la forma X; @z} k{z]/(z — A), para
algin 1 £ i < m, y A € k. Finalmente, A es de tipo de representacién salvaje (o A es
salvaje) si existe X un A-k(z, y)-bimddulo tal que X es libre finitamente generado como
k{z, y)-médulo derecho y X ®k(z,y) —* modk(z,y) — modA preserva inescindibles y
clases de isomorfia.

El problema del tipo de representacidn estd resuelto fmm una clase especial de
algebras: las dlgebras hereditarias (A es hereditaria si todo submddulo de un médulo
proyectivo es proyectivo). Por ésto y otras razones (algunas trataremos en este trabajo),
estas dlgebras sirven como una importante fuente de inspiracién; tratando con ellas, uno
puede esperar obtener respuesta ain a preguntas que en general parecen imposibles de

atacar.

Sea A una k-algebra de dimensién finita y sea C, su matriz de Cartan:

CA = (P:lr"'P:vl;) )
donde A = @, P;, y p; := dim F; es el vector dimensién del proyectivo P;.
La matriz de Cozeter ¢, = _C;TCA (donde MT denota la matriz traspuesta
de M), es una importante herramienta en la teoria, pues para cada A-médulo X no

proyectivo, con vector dimensién dim X, tenemos que dim 7X = ¢,(dim X), donde
7X denota el trasladedo de Auslander-Reiten de X.



II.

Esta matriz guarda importante informacién sobre la categoria de A-médulos,
modA. Por ejemplo, si p, := p(¢,) es el radio espectral de ¢, , entonces:

A es de tipo de representacién manso o de tipo de representacién finito si y sélo
sip, =1.

A es de tipo de representacién salvaje si y sélo si p, > 1.

Ademis, p, es el nidmero de crecimiento de A. Es decir, para todo X € modA,

Am dimer™X = p,,

donde T™X es el m-ésimo trasladado de Auslander-Reiten de X.

En el caso en que A es un algebra hereditara mansa, el comportamiento de la
categoria de A-mddulos (izquierdos) de dimensién finita, modA, estd muy bien entendi-
da.

Uno de los propésitos de este trabajo es estudiar las propiedades espectrales de
las matrices de Cozeter de las dlgebras hereditarias salvajes. Estas propiedades nos
dardn valiosa informacién sobre la categoria de A-médulos, modA.

Un enfoque que ha sido de gran utilidad para el estudio de modA, en la Teoria
de Representaciones de ilgebras, es el siguiente:

Sea A una k-dlgebra de dimensidn finita, entonces existe un mimero finito de
k-dlgebras de dimensién finita, basicas e indescomponibles Ay, ..., Ay tales que

modA =~ modA,; X « -+ X modA,

es una equivalencia de categorias. Con lo que nos bastara poner atencién a las categorias
modA, con A k-dlgebra basica e indescomponible.

A su vez, si A es un algebra hereditaria, bisica e indescomponible, el estudio de
estas categorias de médulos corresponde al estudio de las categorias de representaciones
repk(A) de graficas finitas, conexas y orientadas A. A A le llamaremos carcaj. En
efecto, si A es una k-dlgebra hereditaria, bdsica e indescomponible, entonces existe un
carcaj finito, que es tnico (salvo isomorfia de carcajes), tal que

modA ~ repk(a).

Con este enfoque, es natural preguntarnos : ;Qué propiedades tiene el carcaj
asociado a un élgebra, o més atin, su grifica subyacente? Consideraremos este problema
estudiando la matriz de adyacencia A, de la grifica A (llamada la grifica subyacente
a 5) Por ejeﬁplo, tenemos el siguiente resultado conocido:
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Sea A una k-dlgebra hereditaria y A el carcaj asociado a A (i.e. tal que modA =~
repi(A)). Entonces

A es de tipo de representacién finito sii p(4,) < 2.

A es mansa sii p(4,) = 2.

A es salvaje sii p(4,) > 2.
recordemos que p(A, ) es el radio espectral de A, .

Otro resultado interesante es:

Si Aesel carcaj asociado a A y A es un drbol (i.e. A no tiene ciclos), entonces existe
D matriz invertible tal que ¢, = D(—(I — MT)(I + M))D"!, donde 4, = M + MT.

Esto nos despierta el interés en otro de los problemas importantes de este traba-
jo: el estudio de las propiedades espectrales de las matrices de Adyacencia (en particular,
las de graficas asociadas a dlgebras salvajes).

Para estos propésitos utilizaremos diferentes métodos y teorias. Entre las que
sobresalen los métodos combinatorios (por ejemplo, la teoria algebraica de grificas); el
uso de Cubierias de Galois (de graficas y carcajes); la Teoria de Tilteo (que en ciertas
dlgebras podemos reducir el comportamiento de su categoria de médulos a la de médulos
sobre édlgebras hereditarias). Finalmente, utilizaremos las propiedades espectrales de los
operadores de Coxeter y los de adyacencia, que desarrollaremos en este trabajo, para
tratar de entender un poco més el comportamiento de la categoria de los médulos de
las dlgebras hereditarias salvajes.

Haciendo un poco de historia, podriamos decir que la nocién intuitiva de algebra
“salvaje” fué construida en investigaciones realizadas por Corner y Brenner. Sobresalen
también las investigaciones de Kerner sobre el comportamiento de los médulos regulares
de un dlgebra salvaje; Baer sobre las propiedades homoldgicas entre médulos regulares;
Zhang sobre la estructura de las componentes regulares en el carcaj de Auslander-
Reiten; Dlab, Ringel y Xi sobre el estudio del niimero de crecimiento del algebra; de
la Peiia y Lenzing sobre las dlgebras candnicas salvajes; y de la Peiia y Takane sobre
las propiedades espectrales de las matrices de Coxeter y de Adyacencia de las dlgebras
hereditarias salvajes.

Cabe mencionar que los resultados de los trabajos conjuntos con de la Peiia
estén incluidos en este trabajo. Algunos de ellos en versiones mejoradas.

Extenderemos nuestros resultados de dlgebras hereditarias a las dlgebras ocultas-
salvajes, que tienen un comportamiento “casi hereditario”.



Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En el capitulo O introduciremos definiciones, notacién e hipétesis que serdn
supuestas a lo largo de todo el trabajo.

El capftulo 1 tratara de resultados conocidos sobre las Propiedades Espectrales
de las matrices que dejan conos invariantes y el Teorema de Perron-Frobenius, que nos
serdn de mucha utilidad en los capitulos 3, 4, 7 v 8. '

En el capitulo 2 recordaremos definiciones y resultados conocidos sobre las
propiedades espectrales de grdficas finitas e infinitas como introduccidn para los capftu-
los 3 y 4, donde consideraremos las principales propiedades fundamentales y espectrales
de las cubiertas de Galois de graficas. Por ejemplo: Sea m: A — A una cubierta de Galois
de una gréfica conexa A, definida por la accién de un grupo G de automorfismos de A.
Entonces,

a) p(Az) < p(4,) < p(A5)%.
b) Si G es un grupo manejable, entonces p(A;) = p(A4,).

El capitulo 5 es una revisién de dlgebras hereditarias y la teorfa de Tilteo, para
de aqui arrancar con las propiedades de la matriz de Coxeter y estudiar el compor-
tamiento de la categoria de médulos.

En el capitulo 8 se revisaran las propiedades fundamentales de las cubiertas de
Galois de dlgebras m: A — A, y propiedades de los funtores pull-up y push-down que nos
relacionan las categorias de médulos modA y modA.

Empezando por un resumen sobre parte de la teoria de los Grupos de Weyl, los
capitulos 7 y 8 unen gran parte de los resultados de capitulos anteriores para estudiar
las propiedades fundamentales y espectrales de las matrices de Cozeter.

Estudiaremos estas propiedades utilizando las relaciones que existen entre las
matrices de Coxeter y las matrices irreducibles no negativas; también utilizando que
las matrices de Coxeter de dlgebras hereditarias salvajes (o en general de tipo de repre-
sentacion infinita) dejan conos sélidos invariantes; y utilizando cubiertas de Galois de
algebras. Entre los resultados importantes de estas secciones estdn:

Teorema: Sea A una k-dlgebra hereditaria salvaje. Entonces
a) p(¢,) es un valor propio de ¢,.
b) Existe un tinico (salvo miiltiplos reales) vector y+ >> 0 (con todas sus coordenadas

positivas) tal que ¢, (y+) = p(¢, )y



¢) Si m: A = A es una cubierta de Galois de A definida por un grupo G, entonces

c1) p(¢x) < p(84) < (p(35) +3)%

€.2) Si G es un grupo ﬁnito,.entonces o d5) = p(d4)-

Haremos énfasis en las propiedades espectrales de las matrices de Coxeter de
una clase especial de Algebras, las dlgebras fuente — pozos (i.e. si su carcaj asociado
tiene una orientacién tal que para todo vértice z en el carcaj, todas sus flechas salen de
Z 6 todas entran a z. Entre los principales resultados tenemos:

Teorema: Sea A una k-algebra hereditaria salvaje tal que A, su carcaj asociado, tiene

orientacién fuente-pozos. Entonces
A ea(g,) sii A+ ea(4,)

Ademas, p(¢, ) es un valor propio simple d;: da-

Otro problema interesante, es el siguiente:

Dadas dos algebras salvajes A y A’ con carcajes asociados A y A respectiva-
mente, tal que A = A’. ;Qué relaciones existen entre los espectros de sus respectivas
;llatrices de Coxeter? Si A es una k-dlgebra salvaje tal que A contiene un winico ciclo
que es lde longitud par (por ejemplo, .< >.__. ). Entonces

»

p(8,) < p(¢,)

donde A’ es la k-algebra asociada a A ,con A=Ay A’ con orientacién fuente-pozos.
Otro problema que ha sido de interés es encontrar cotas para los radios espec-
trales de las matrices de Coxeter. Utilizando los resultados anteriores podemos dar
cotas y relaciones de p(4#, ) y el género de la gréfica subyacente al carcaj de A. A saber:
" Si A es una k-dlgebra hereditaria de tipo de representacién infinito (con carcaj

A). Definamos g(A):= género de A. Entonces

9(8) _ 180l
p(vﬁ,‘)S 2"

En el capitulo 9 estudiaremos la categoria de médulos de las digebras heredi-

tarias. Nos plantearemos y resolveremos la siguiente pregunta:

Dado un médulo inescindible ;cuindo es postproyectivo, regular o preinyectivo?
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Teorema: Sean A una k-dlgebra hereditaria salvaje y X € modA un mddulo inescin-

dible. Entonces

a) X es postproyectivo sii (y~,dim X) <0,

b} X es preinyectivo sii (dim X,yt) <0,

donde {—, —) es la forma bilineal asociada al dlgebra (recordemos que {dim X,dimY) =

%JOEItR(X, Y)) conyt,y™ >>0,8,(y7) = p(8,) "l ¥ éa(yH) = p(d, )yt
Respecto al estudio del crecimiento de los mddulos de las k-dlgebras salvajes,

tenemos el siguiente resultado:

Teorema: Sean A un élgebra salvaje tal que A tiene orientacién fuente-pozos.

Entonces

Si X es preinyectivo o regular

: dim 7™X +
i, = = A%

para algin nimero /\} > 0.

Otro punto de interés es el comportamiento de los mddulos regulares de las
dlgebras hereditarias sal;'ajes. En la iltima parte del trabajo, usando nuestras técnicas,
demostraremos resultados sobre propiedades homoldgicas de médulos regulares para

dlgebras salvajes cuyo carcaj es un drbol.

Este trabajo se traté de hacer mas o menos autocontenido. Recomendamos como
referencia general sobre Teoria de Representaciones de Algebras a [R1]; sobre Teoria de
gréficas finitas a [CDS] y sobre grificas infinitas a [MoWo]; ademds de la bibliografia
recomendada en cada capitulo.

Creemos que nuestros resultados estdn suficientemente detallados.

Parte del trabajo consta de investigaciones conjuntas con José Antonio de la
Peiia:

Los capitulos 3 y 4 estdn parcialmente basados en el articulo “The Spectral
Radius of the Galois covering of a graph” [PT2).

El capitulo 6 incluye resultados del articulo antes mencionado.

Los capitulos 7 y 8 estin parcialmente basados en los articulos conjuntos con de
la Peiia: [PT1): “ Spectral properties of Coxeter transformations and its applications”,
v [PT3): “Some bounds for the spectral radius of the Coxeter transformation”.

El capitulo 9 estd también basado en [PT1] y en resultados aiin no publicados.
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Los criterios que se siguieron para incluir demostraciones de resultados ya cono-
cidos, fueron los siguientes: la demostracién es nuestra; se completaron de manera signi-
ficativa y creemos que “importante”; y serd importante el desarrollo de la demostracién

para nuestros fines.

Este trabajo lo realicé siendo becaria del Instituto de Matematicas de la UN.A.M.;
parte de éste se realizé durante mi estancia de trabajo en la Universidad de Tsukuba,
Japén y mi estancia de trabajo en la Universidad Nicolas Copérnico, Polonia. Expreso

aqui mi agradecimiento a estas instituciones por su apoyo.

Realmente espero contagiar al lector, al menos un poquitito, lo apasionante que

fué para mf{ la realizacién de este irabajo.



0. CONCEPTOS BASICOS Y NOTACION

En este capitulo introduciremos definiciones, notacidn e hipdtesis que serdn supuestas

a lo largo de todo el trabajo.

0.1. Denotaremos por C (resp. R) al campo de los niimeros complejos (resp. reales).
Sean J = {1,...,n},n € N6 J = N, donde N denota los niimeros naturales, y £3
el espacio de Hilbert de todas las sucesiones (z;)ies de mimeros complejos tales que

3. |z;]? converge, con el producto interno
ieJ

(=) = X =ifi
ieJ
donde z'= (;)ict, ¥ = (¥i)ieJ, vectores que escribiremos como renglones.

Sea e; = (8;;)jes donde §;; denota la delta de Kronecker. Entonces {ej; j € J}
forma un sistema ortonormal completo en £3, ver [Y].

Sea f:£3 — £3, una transformacién lineal y continua que llamaremos operador.
Denotemos por ||f|| = sup{[|f(z)|l; [|z]| = 1} a la norma de f. Recordemos que si f es
transformacién lineal entonces f es continua sii (:= si y sélo si) f es acotada, esto es,
I£)l < oo, ver [H], [Ta] y [Y].

0.1.1, Si f es un operador, entonces existe un tinico operador f*, llamado adjunto de
£, tal que (f(z),y) = (z, f£*(v)), para todo x,y. El operador f* es tal que ||f*|| = [|fl|-
Un operador (o matriz) f es llamado autoedjunto si f* = f. Como ejemplo importante
de matrices autoadjuntas tenemos a las matrices simétricas con coeficientes reales, ver

[H].

0.2. Si f:C" = C” con n € N, denotaremos también como f a la matriz asociada a
f y emplearemos la notacién implicita en la férmula f(z) =z f.

La matriz traspuesta f1 de f, es la matriz cuya (i,7)-ésima coordenada estd
dada por f7(i,5) = £(j,i).

Denotaremos por I a la matriz identidad, que en cada caso tendrd el tamaiio

que convenga.
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0.2.1. Todas las matrices infinitas con las que trabajaremos tienen sélo un nimero
finito de entradas no cero en cada renglén y en cada columna. Para este tipo de matrices

las operaciones de suma y producto estan bien definidas en la forma usual.

0.3. Si A es una matriz finita, diremos que A es irreducible si no existe una permutacion

de los rehglones de A combinada con la misma permutacién en las columnas tal que A

(A O
a=(2% 2)

donde A, y Az son matrices cuadradas.

tome la siguiente forma

0.4. El espectro de un operador f:Z_’, — 23, en simbolos o(f), es
o(f) = {A € C; M — f no es invertible}.

Sea og¢(f) €l conjunto de valores propios de f. Diremos que A € C es un valor
propio aprozimado de f si existe una sucesién (m(m))meN de vectores en 23, de norma
1, tal que lim [I£(z(™)) — Az(™)|| = 0. Denotemos por II(f) al conjunto de valores
propios aproximados de f. Se tiene,

ao(f) CI(f) C o(f) = o(F)

donde ¢(f) es un compacto en C.

En el caso en que f es un operador normal (esto es, ff* = f*f), entonces
I(f) = o(f), ver [H].

El radio espectral de f, p(f) = sup{[A|; X € a(f)}.

Como referencias para estas nociones bésicas ver [H] y [Ta}.

0.5. Sea A una grifica conexa. Por Ag (resp. A;) denotaremos al conjunto de vértices
(resp. aristas) de A.

Dados u,v € Ag denotemos por A(x,v) el conjunto de aristas entre u y v. Si
v € Ay, €l grado deg (v) de v es el niimero de aristas que contienen a v, contindose dos

veces cada lazo, donde un lazo en v es una arista entre v y v.
Diremos que A es una grafica localmente finita si deg (v) < oo para todo v € Ag.
Sea M, = sup{deg (v); v € Ao}. Si M, < oo diremos que A es acotada.

Siempre supondremos que nuestras graficas son conexas y acotadas.
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Una orientacidn (s, e) de A, es una pareja de funciones s, e: Ay —+ Ay tal que

para cada arista §

es un lazo.
Un

j tenemos que {i,;} = {s(a),e(a)}. Si e(a) = s(a), entonces «

carcaj (o grifica dirigida) es una pareja (A, (s,e)), donde A es una grifica

y (3,€) una orientacién de A. Denotamos este carcaj por A y llamamos a A la grdfica
subyacente|de A.

Diremos que A! = (A, (¢, e’)) es un subcarcaj de A = (A, (s, e)) si A C Ao,

Alc Ay
todo u,v €
Un
tal que (i
Un
que satisfac

0.6. Sea k
de di

s’ = 3|, & =e|: A} = Al Un subcarcaj A’ de A se llamara pleno si para
Al Al(u,v) = A(y,v).

morfismo p:A — A de grificas es una funcién @: A — Ag y @: Ay — A4
3) = i) 22 4 (5).

morfismo ¢:(A,(3,8)) — (A(s,€)) de carcajes es un morfismo de grificas

e (03 = s, Y& = ep: A; — Ag.

= k un campo algebraicamente cerrado. Sea A una k-categoria localmente

idn finita. Denotemos por MODA la k-categoria de médulos izquierdos; y por

modA la sul
Sien
Un
directa de

es una cate,

bcategoria plena de A-mddulos de k-dimensién finita. Ver capitulo 6.
npre que digamos mddulo se entendera modulo izquierdo.

-médulo M € MODA es inescindible si siempre que M 2 M; & M,, suma
\-mddulos, se tiene que M; =06 M; =0.

oria de Krull-Schmidt, i.e. si X € modA entonces exxsten mdédulos inescin-

Proposici(’%n. Sea A una k-categoria localmente de dimensién finita, entonces modA

dibles X;,

existe una permutacién u: {1,...,8} — {1 ., €} tal que X; =

un A-médul

X¢ € modA, tales que X =2 G)X y si $X = @ j entonces £ =m y
i=1
”(,) Ademds, si X es

o inescindible, entonces Endp (X ) es un anillo local. m]

A es una k-categoria localmente de dimensién finita descomponible si existen

Ay A k-categorias localmente de dimensién finita no triviales con A 2 A; x A;. En

otro caso diremos que A es indescomponible. Se sabe que si A & A; x A;, entonces
modA = modA, x modA;z.

Sea

en A-mddul

A una k-dlgebra de dimensién finita. Dada una descomposicién A = é P;

=1
os inescindibles, si P; ¥ P; para i # j, se dice que A es bdsica. ,Si A
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no es bisica, entonces existe una k-algebra A’ bdsica y una equivalencia de categorias
modA 2 modA’.

Por lo anterior, para conocer los médulos de las k-dlgebras en general, basta

tudi jdulos de k-dlgebras bdsicas e indescomponibles. (Una referencia que permite

detallar lo anterior es [AnF] y [Ga3]).

0.7. Sea A un carcaj. Por k[&] denotaremos a la k-dlgebra de trayectorias de A, ver
[Ga3). Un ideal bilateral J de #{A] es llamado admisible si J C F2 y existe m € N, tal
que F™ C J, donde F denota al ideal de k[A] generado por las flechas de A.

Proposicién [Gal). Sea A una k-dlgebra de dimensién finita, basica e indescom-
ponible, entonces existe A un carcaj finito y J un ideal (bilateral) admisible de k[A] tal
que modA = modk{A)/J. ]

Por este resultado y (0.6), siempre que se diga A es una k-dlgebra de dimensién
finita, podremos suponer que A = k[A]/J, con A carcaj finito y J ideal admisible de
k[A].

Sea Ko(A) = ZA0 el grupo de Grothendieck de A. Algunas veces serd conveniente
encajar Ko(A) en Ko(A,Q) == Ko(A) @7 Q = QA0.

0.8. Sean A = k[A)/J k-&lgebra bésica e indescomponible de dimensién finita y n =
|Ao], el niimero de vértices de A.

Sea M € modA, el vector dimensidn de M, se define como
dim M = (dimkHomA(Pin))l'EAoi

donde F; es la cubierta proyectiva del simple en i, S;.
Denotaremos por C, a la matriz de Cartan de A, que es la matriz de n x n con
i-ésima columna p; := dim F;, esto es,

Cr= (Pf .. ~P$)-

En el caso en que la diménsién global de A es finita (i.e. gl dimA < o0}, C, es invertible.

Supongamos que A tiene dimensién global finita.



Definamos la funcién bilineal (—, -},
(@90 =2C; 7T,

donde z,y € CAo y C;T denota la matriz traspuesta de la inversa de C,.

Tenemos la siguiente relacién homoldgica:

{dim X,dim Y), = 3" (~1)'dim;Ext} (X, Y),
A A

20
donde Ext}(X,Y) := Homy (X, Y).
La forma cuadrdtica g, asociada a (—,—), se llama la forma de Tits.
Asi, g,(2) = (2,2),.
La matriz simétrica Ty = C;' + C;T asociada a la forma bilineal (—, ), se

llama la matriz de Tits (en algunos lugares, a T}, le llaman “matriz de Cartan”).

Nota: Estrictamente hablando, la matriz asociada a {(—, —), es
Yoo T
5(Cx +C17)

El quitarle la constante, no cambia en nada todo lo que aquf se afirma con lo ya conocido;
pero en cambio, como veremos después (cap. 3, 4, 7 y 8), nos facilita su manejo y la

visualizacién de ciertas relaciones entre propiedades de griaficas y de carcajes.

Definimos @4 la matriz de Cozeter de A,
¢ =—-C7TC,

que en el caso en que A sea una k-dlgebra hereditaria nos serd de gran utilidad (ver
capitulo 5).
Observemos que,

{(z,0)a = —(0h2dp)x = (@5, ¥8p) A0

para cada z,y € Cho,

Como referencia. ver [R1].

0.9. Sea A un carcaj conexo localmente finito (es decir, para cada i € Ao, deg (i) < oo,
ver (0.5)).



La categoria de representaciones REP,(A) se define de la siguiente manera:

Una representacién (= objeto de REP.(A)) es una familia

X = ((X()ieaor (X (@))aea,)

donde X (¢) es un k-espacio vectorial y X (i -2+ 7): X(¢{) — X (j) es una transformacién
k-lineal. Un morfismo de representaciones f: X — Y es una familia f = (fi: X(§) —
Y (#))ica, de transformaciones k-lineales tales que

Y(a)fi = fjX(a), (i = j) € A

Denotemos por Repk(ﬂ) a la subcategoria plena formada por las representa-
ciones X € REP(A) tales que para todo i € Ao, dimgX (i) < oo; y por repi(B) a la
subcategoria plena de las representaciones X € REP,,(E) de k-dimensidn finita (esto
es, tales que ¥ dimgX (i) < oo).

1€AQ

Sea A = k[A]/J una k-categoria localmente de dimensién finita. Entonces
REP;(A) (resp. Repp(A) y repp(A)) es la subcategoria plena de REP,(A) (resp.
Repk(g) y repg(li)) que satisfacen las relaciones del ideal J. Existe una equivalen-
cia de categorias entre MODA (resp. modA) y REPL(A) (resp. repi(A)), ver [Ga3] o
[CiLaS]).

Denotemos por ModA a la subcategoria plena de MODA formada por los
médulos que vistos como representaciones corresponden a los objetos de Repi(A).

0.10. El carcaj de Auslander-Reiten.

Sea A una k-algebra de dimensién finita.

Sea X un A-médulo inescindible, denotemos por [X] a la clase de isomorfia de
X en modA.

Como referencia general para esta seccién ver [R1].

0.10.1. El carcaj de Auslander-Reiten T'y de A, tiene por vértices las clases de iso-
morfia de A-médulos inescindibles. Ponemos ura flecha [X] — (Y] en I'y sii exis-
te un morfismo irreducible de X a Y. Recordemos que el morfismo f: X — Y de
modA es irreducible si (i) f € R(X,Y), con R(—,Y) := el radical de Homy(—,Y);
(ii) si hg = f entonces g es seccién o h es retraccién.

Denotamos por [X]* (resp. [X]™) al conjunto de vértices Y] en T’y para los
cuales existe una flecha [X] — [Y] (resp. [Y] — [X]) en Ty.



Lema. i) [X]*, [X]™ son finitos (i.e., I'; es localmente finita).
ii) En 'y no hay lazos. m}

Proposicién [R1, pdg. 78]. Sea A una k-dlgebra de dimensién finita. Supongamos

que I'y contiene una componente conexa y finita C, entonces I'y = C. [w]

Por simplicidad, a menudo abusaremos del lenguaje y escribiremos, en lugar de

[X], simplemente X.

0.10.2 Sea X € modA un médulo inescindible no proyectivo.
Una sucesién exacta 7:0 — Y -5 E £, X — 0 se llama la sucesién de
Auslander-Reiten (que termina en X) si satisface las siguientes condiciones:
i) 7 no se escinde;
ii) Y es inescindible;
iii) Condicién “casi se divide”: Para todo Z 4 X no retraccién, existe f: Z — E tal

que Bf = f, i.e. el siguiente diagrama conmuta

Dualmente se define Ia sucesién de Auslander-Reiten (que empieza en Y), cuando
Y es no inyectivo.

Sabemos que estas sucesiones existen y son tnicas salvo isomorfia, ver {AR} y
[Ga3].

a) Si X es inescindible no proyectivo y
0-Y —wESX-—0

es la sucesién de Auslander-Reiten que termina en X, entonces Y estd determinado de
manera Unica hasta isomorfismo. Emplearcmos la notacién 7X := ¥ y llatnamos a 7.X
el trasladado de Auslander-Reiten de X. Ademés se tiene que [X]~ = [+ X]T.

b) Simétricamente, si Y es inescindible no inyectivo, la sucesién de Auslander-

Reiten que empieza en Y, tiene la siguiente forma:

0-Y—E—-17Y—0

ver [AR].
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0.10.3. Diremos que un médulo inescindible X € modA es postproyectivo (resp. prein-
yectivo) sii existen m € N y s € Ap tales que

X=77™P, (resp. X = 1™Q,)

con Ps (resp. Q) el A-proyectivo (resp. A-inyectivo) en s.

Xe l_nodA inescindible es un mddulo regular si para todom € N, r™X y r~™mX
existen.

Sean P, T componentes conexas de I'y.

Diremos que P (resp. Z) es una componente postproyectiva (tesp. preinyectiva)
de 'y si todo X € P (resp. X € I) es postproyectivo (resp. preinyectivo) y P (resp.
Z) no tiene ciclos orientados.

Proposicién. Sea P una componente postproyectiva.

a) Sean X,Y € P y f € Homy(X,Y), entonces f es combinacién lineal de
composiciones de morfismos irreducibles.

b) ¢,(dim Ps) = —dim Q,, s € Ao. (Ademds, ¢,: Ko(A) — Ko(A) es la tinica
transformacidn lineal con esa propiedad). ]

0.11. Sea C un conjunto de A-médulos inescindibles, diremos que X € add C si X es
suma directa de A-médulos en C.



1. CONOS Y TRANSFORMACIONES LINEALES

En este capitulo consideraremos uno de los aspectos importantes de la teoria de las
transformaciones lineales: el estudio de las propiedades espectrales de las matrices que
dejan conos invariantes. Revisaremos nociones bésicas y algunos resultados que nos

serén de utilidad mds adelante. También ver [Bir), [V], [T), [PT1).

1.1. Sea F el campo de los nimeros reales R 6 el campo de los niimeros complejos C.
Sea V el F-espacio vectorial F",

Un precono K es un subconjunto cerrado de V' que satisface:
K+KCK y aK C K, paratodaa >0.
Un cono.es un precono K que satisface:

KnN(—K)=1{0}, donde -~ K = {—v;v € K}.

Un ejemplo importante de precono es el siguiente:
Sea f:V — V una transformacién lineal. Si K es un precono en V entonces

f~Y(K) es también un precono.

1.2. Algunos ejemplos de conos en V = R™:

a) El cono positivo VY = {v e V;u(i) 20, 1 i < n}).

b) Los conos poliédricos. Se dice que un cono K es poliédrico si existen vy,..., v, € K
tales que K = R*v, + -« + Rtoy,.

¢} Sea K un precono en V. Consideremos el espacio dual V* de V.

El precono ortogonal K- se define como

KL = {feV* f(v)>0para todo v € K}.
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Lema. Sea K un precono en V =R". Sea y el isomorfismo natural
VE V™ vV —F (p,:9— g(v).

Entonces:
a) KL es un precono en V*.
b) K+ = (k).

Demostracién: a): K L es cerrado. En efecto, para cada v € V la funcién
en:V* — R, fr f(v)
es continua. Luego K+ = N 7} (R) es cerrado.
veXK

Es facil concluir que K1 es precono.

b): Sea v € K, veremos que p(v) € K41, Sig € KL, entonces w,(9)=g(v) 2 0.

Sea 9 € K11, Existe v € V con ¢, = ¥. Debemos demostrar que v € K.

Supongamos que esto no fuese asi.

Si v € K — K, podemos entonces escribir v = w; — w; con wy,wy; € K y tales
que si w; # 0 entonces w; y w; son linealmente independientes. Sea W un subespacio
vectorial real de V tal que V =Ruw, d W.

Sea h € V* tal que h(w;) =1y h(W) = 0. Entonces h € K+ y (k) = pu(h) =
h(v) = —1, contradiccién.

Si v ¢ K — K. Observemos que K — K es un subespacio vectorial real de V.
Entonces existe W tal que V = (K — K) @& Rv @ W. Definimos k € V* satisfaciendo:
h(K — K) =0, h(v) = -1y (W) = 0. Como antes obtenemos una contradiccién. O

1.3. Un cono K es sdlido si su interior K° es no vacio.

Lema. Sea K un cono en V = R" entonces K es sélido si y solamente si K contiene
una R-base de R".

Demostracién: Sea K un cono sélido. )

Demostraremos que para todoy € V,y € K — K = {2 —w; z,w € K} (esto es,
K genera a V).

En efecto, sean v € K% y r > 0 tales que {z € V; ||z —v|| < r} = B,(v) C K.
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Entonces existe A > 0 tal que w := Ay + v € Bp(v) C K.
Luego y = A~ (w — v) € K — K (ver figura).

F. ¢
y
Y —

‘\\L’/ o

Supongamos ahora que K contiene una R-base {vj}]., de R". Claramente

n
v= %.): v; € K°, pues
=1

n n
o={z€Viz=Y_Av;, 0<X <1 y Y N<1)

i=1 i=1

es el n-simplejo generado por {vy;}%, U {0} (o la cépsula convexa generada por
{v;}, U {0}), estd contenidoen K y v € 0° C K°. ]
1.4. Ejemplos importantes de conos sélidos.

Sea A = k[A] una k-Algebra hereditaria de dimensién finita, con A no Dynkin.

El cono postproyectivo Kp de A es el cono generado por los vectores dimensién
de médulos inescindibles postproyectivos, es decir, es la cdpsula convexa de todos los
rayos R‘*‘dﬁ;"(p;) conl1<i<nyre€N,donde p; =dim P; es el vector dimensién del
proyectivo en i, ([DIR2), [PT1] y capitulo 5).

Entonces Kp es sélido. Ademss Kp es invariante bajo la inversa de la matriz
de Coxeter de A, ie. ¢;'(Kp) C Kp.

Anélogamente el cono preinyectivo Kz de A es sélido y ¢,(K7) C Kz.

Si A no es diagrama Dynkin ni euclidiano, entonces el cono regular también
es sélido, ya que para |Ag] = 3, A tiene médulos de tilteo regulares ([Ba 4)]); y para
|A¢] = 2, se demuestra directamente. Trataremos con mas detalle a estos conos y sus

propiedades en los capitulos 7 y 8.
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1.5. Sea K un conoen V = R". El espacio complezificado de V es

V®RC=V+iVEC".

El cono complexificado
K®p C=K+iK
es un cono en C”. Si K es sélido (en R™), entonces K ®p, C es sdlido (en C™).

Si f:V — V es una transformacion R-lineal, entonces la transformacién

T:C" — C", v=(a+ib)— f(a) +if(}),

donde a,b € R", es C-lineal.
Ademds, si f deja invariante al cono K (i.e. f(KX) C K), entonces T deja
invariante al cono K + iK.

1.8. Matrices que dejan conos invariantes.
Teorema [Bi]. Sea f:R" — R" una transformacién lineal.
Sea C un cono sélido en R" tal que f(C) C C. Entonces existe un vector propio
v de f tal que:
a) v € C;
b) f(v) = p(f)v,
donde p(f) = max{|A[; A es valor propio de f} es el radio espectral de f.
Demostracidn (ver [T]): Como en (1.5), denotaremos por T a la transformacién

C-lineal, asociada a f, que deja invariante al cono K := C + :C.

1.6.0. Observemos que para probar el teorema basta demostrar que existe w € K\ {0},
tal que T(w) = pw. En efecto, si0 # w = a -+ b, con a,b € R™ (y al menos alguno
distinto de 0), tal que T(w) = p(T)w. Entonces f(a) = p(T)a y f(b) = p(T)b. Ademis,
o(T) = o(f); en particular, p(T) = p(f).

Si T =0, el resultado se sigue trivialmente. Entonces supondremos que T # 0.

Sea B = {e1,...,en} una base de Jordan de T, donde [T]g tiene £ bloques, y B
esté ordenada de la siguiente manera:

Sean Emyrere1Em, € B, los vectores propios de T'con m; < mp < ... <m,; ¥y
A1, Az, ..y Ay, SUS Tespectivos valores propios, (JA| = [Az] 2 oo 2 [A).

Sean A= ];\jle""i, 1<j<n.
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1.8.1. Ademss, si 1 £ h < n, entonces existe una inica 1 < j(h) < € tal que
Mgy < h<my,,, conmp =0y m, =n. Asi,

T(e,) = Aimen tepgar 88 B<myiy
Y Y

Por induccién sobre r, obtenemos:

a)Si A iy = 05 T"(e,) = 0, para r suficientemente grande.
_ M;(h) .

b) Si Ay #0,T7(e,,) = k>—:h z\,'n';((:)"') (k:h)ev con (k:h) =0sir<k-—h,y (5) =1,

Sea p:= p(T) = max{|\;];1 < j < €}.

Consideremos primero el caso (sencillo) p = 0, entonces T es nilpotente. Sea
0 < r minima tal que T" = 0 en K (existe pues si T(K) = 0, entonces T = 0). Sea
z € K tal que 0 # w = T""}(z) € K. Entonces T(w) = 0 = pw.

1.8.2. Supongamos ahora que p > 0.

Denotemos por b; al tamaiio del bloque de Jordan de T, correspondiente a j,
1 £ j < £. Observemos que bj =m;—my_,.

Sea M = max{b;;|\;| =p, 1<j <£).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 1,2,...,t¢ (para alguna t), son los
indices j de {1,...,£}, tales que [A;| = py b; = M.

En (1.6.3), demostraremos que existen nimeros dj € C, 1 <j <t y

t
0#y= Zd’.em’. eK.
=

I'Jsa.remos este hecho para demostrar el teorema:
Supongamos que A, ¢ R¥ (ie.,, A, # p). Por el lema (1.6.5), existen niimeros
q
reales 0 < wo,...,w, tales que 37 wp/\f =0.
p=0

Definimos
. q q ¢ t q
v =Y wpTP(y) = 3 wpTP | T die,, | = 3 diem; | 3o wpdf) €K,
p=0 p=0 j=1 j=2 =0

vector en K (por ser K cono invariante bajo T), que es combinacién lineal de
{5,,".;1<j_<_t}. ’
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Ademas, tenemos que 0 # y* € K, si no
q
3 wpTP(y) = —woy € K n(~K) = {0}.
p=1

Luego, wo = 0 y podemos continuar hasta demostrar que wp = 0, 0 < p < ¢ (ya que
TP(y) # 0, para toda p). Esto es absurdo.

Si A; ¢ R*, como antes podemos construir 0 # y** € K, vector que es combi-
nacion lineal de {e,,,}.; 2<j <t}

Este proceso es finito, lo que demuestra que existe 0 # § € K, vector que es com-
binacién lineal de {em,,; A; = p}. Entonces T(§) = pj. Esto termina la demostracidn

del Teorema.

1.6.3. Ahora construyamos 0 £y = j}i:l d;e; € K.

Como K es un cono sdlido, existe z = f: c,e, € K° con 0 # ¢, € C, para cada
h. (Razonamiento anélogo a (1.3)). =

Seguimos con la hipétesis de que T' # 0.

Por (1.6.1), para r suficientemente grande, tenemos que

n n
Tr(z) = hgx T ()= > ck'\§(7.§""") (h : k) €

=1\My1 <k<h

1.6.3.1. Veamos qué sucede al multiplicar el coeficiente de cada ¢,, en T7(z), por
Observando que (,’,'.) = L4(r™ 4 d(r,m)), donde d(r,m) es de grado en r menor
que m, tenemos:
Seal<h<n.
a) 8imy, , < h < my,, con IAJ.(,I)I = p, pero h ¢ {mi,...,m,}. Tenemos que

'\j(;.) = pe’%i(h) y bj(,.) < M. Entonces
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1 r
<1 T (k) ( )
- M-1 -
o M=y <ESh it h—k
< —Ch__ =~ (h=B) il ~(h=kDasiny rh—k +d(r,h k) 0
™Mj(h)-1<k<h (==& = reee
pues h—k < M-1.
b) Si m,(h) 1 <h<my,,y A0 < p. Entonces
1 r
0S—p| £ agw( )
= M1 O) h—k
T ™, (ay-p <HSh
-
< Sk ir=(h~ b))am.u,\ j=(h=k) ("‘:’@') (r"“‘ +d(r, kh — k))
mnyog <k | (B = F) ’ rM=l oo
. a7 7k -
pues I,\j(h)l < pylimraoo ( ;I()h) ) (r :'Adr(-rih Ic)) =0.
€) Si h = my,,, 1 < j(k) <t, entonces A, = pei%ith) y by = M. Sea j := j(h).

Notemos que M =m; ~m;_, (con mg := 0). Entonces

1 r(mj—k) [ T
P DY ("‘j"‘)

mj.1<k<m;

k) irtrmi i, [T (M, — k )
= §<m (mjc-k k_)!p {m;~k) i(r—(m; k))a;( ,.M(—l i )) (=: d(r,5,k))
mj_1<k<m;

e X ’
r;{-_nlﬂ pl-Meu(r—(M—l))u,-

+ —’—;"}'—:f’—,p 1M i(r~(M~1))a; i("—ll—) > dnak
M=1) my_1+2<k<m;

Como én (a), el segundo sumando tiende a 0 cuando r — co.
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1.6.4. Ahora observemos que

a = inf { }>0.
reN

En efecto, supongamos que a = 0, existe entonces una sucesién creciente (r5),eN
: —|"‘l l M i(re—(M-1))aj =
tal que ,ll'néoj}: eflre—( ) e, = 0.

i (M!—l?)! 1M ilr~(M=D)aj,
j=1 -

. o Smi gl 1M oilra—(M—=D)a;
Entonces para toda 1 < j < ¢, ll.“go’(%l’l Mi(ro—(M—1)aj = 0 (pues

tomemos 1 < jo < ty b # 0 un vector ortogonal al espacio vectorial generado por
{5mj; i # Jo} y tal que (E"‘J’u ,8) # 0, entonces

0= ‘l_i‘ngo <E mJ-l'” l Mei(r‘—(M—l))ﬂiEmj , b)

=g M——-(;;o-”; i,

con (em b) #0), estoes c,, .y = 0. Contradiccién.

Por (1.6.3.1),0 < a = mfreN {,‘,—,M:TIIT'(Z)H}-

ij’

1.6.4.1. Por lo tanto, g‘.,, z es una sucesién en un subespacio compacto de K

(ya que T(K) C K). Entonces por ?1 6.4) y (1.6.8), tiene una subsucesién que converge
a un vector no nulo de K. A saber,

T2 _ 1

0 # Jim oo TN ,__,OOa(pr,,.M Ty

T7(2)

1
Cmi 1 1M i(re—(M—1))a;
= fim, y:‘; Of =" ofre-(M-Deic,,, € K,

que es un vector de la forma Zj=, dien; € K. o

1.6.5. Lema [Bir]. Sea A € C\ R, entonces existen w,...,wy € R¥ no todos cero
)
tales que’ 35 wpAP =0
p=o

Demostracién: Escribimos A = re® con 0 < 8 < 27.

Casoa) r=1:
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a.l) Si 6 = %W, h,m € N, entonces es sabido que 8 es una raiz de la unidad y
{¢'P?; p € N} forma un grupo finito. En este caso {¢’P?; p € N} forma un poligono
regular con centro 0.
a.2) Si 8§ = mm, m € R\ Q, entonces {€/P’; p € N} es un conjunto denso en S* (los
nfuneros; complejos de norma 1).

En ambos casos, existe ¢ € N tal que 0 € Ej, = envolvente convexa de
{e?; 0<p<q).

b) Caso general: Sea A = re'?. Por (a), 0 = pZi:ow;e'.Po, con wf,...,wy € R,
no todos cero.

Entonces 0 = iowpe"”” , donde wp := r"’w;, € R, para cada p. =]
p:

1.7. Corolario ([DIR1], ver también [PT1]). See A = k[A] una k-dlgebra con A
diagrama no Dynkin. Entonces

i) p(4,) (resp. p(é;")) es valor propio de ¢, (resp. ¢;‘). Mids ain, en (7.1) de-
mostraremos que p(¢,) = p($,?).

ii) Existe y;“‘ 2 0 (resp. y, = 0) vector propio de ¢, (resp. ) con valor propio p(dy)
(resp. p(#71)).

Demostracién: ¢ (Kp) C Kp y #,(K1) C Kz, donde Kp (resp. K7) es el cono
postproyectivo (resp. preinyectivo) de A y ambos sélidos, (por (1.4)). =]
En los capitulos 7 y 8 trataremos con mas detalle las propiedades del espectro

de ¢,.

1.8. Un caso particular del teorema (1.6) es parte del conocido teorema de Perron-
Frobenius. Recordemos que una matriz 4 = (a;;) se dice frreducible si no existe una
permutacién de los renglones de 4 combinada con la misma permutacién en las columnas

tal que A tome la siguiente forma

_ Al 0
A_(Au A/’

donde A; y A; son matrices cuadradas.
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Teorema [GmlI, §2]. Sea A = (ai;)nxn matriz real, no negativa e irreducible. Enton-
ces:

a) p(A) = max{|A}; A valor propio de A} es una raiz simple de su polinomio carac-
teristico.

b) Existe v >> 0 (vector con todas sus coordenadas positivas) tal que vA = p(A)v.

c) A no puede tener dos vectores propios no negativos linealmente independientes (ver
{Gmll, pdg. 63, remark 3}). o

1.9. El siguiente resultado nos serd de gran utilidad mds tarde.

Lema [Gmll, pig. 57). Sean A = (a;;), A' = (a};) matrices cuadradas de orden n,
no negativas. Supongamos que A es irreducible y que 4’ < A4 (i.e. a:~j < a;j), entonces
para cada valor propio v de A', |y| < p(A). En particular, p(A’) < p(4). Sid' < 4

(estoes, A' < A y 3(4,5), a:-j < ajj) entonces p(A’) < p(A). g



2. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LA MATRIZ DE
ADYACENCIA DE UNA GRAFICA

En los 1ltimos afios ha habido un aumento en el interés por el estudio de las propiedades
espectrales de grificas y sus relaciones con la estructura combinatoria.

I;a motivacién para este capitulo fué desarrollar un poco mas el estudio de las
cubiertas de Galois de grédficas. Nos interesa particularmente el caso en que la cubierta
es una gridfica infinita. Tratamos de dar algunas relaciones entre sus espectros.

Como referencias, recomendamos ver [CDS] para gréficas finitas y para una

revisién de graficas infinitas, ver [MoWo).

2.1. Sea A una grifica conexa y acotada, recordemos que A es acotada si
Mp = sup{deg (v); v € Ag} < co.

Con lo que tenemos que el conjunto de vértices de A, Ay, es numerable. Podemos
entonces suponer que Ay = {1,...,n} 6 Ag = N. Denotemos por A, el conjunto de
aristas de A.

La matriz de aedyacencia de A, A = Ap = (a;;) es la matriz (posiblemente

infinita), cuya (i, j)-ésima coordenada es el nimero de aristas entre i y j, sit # j, y aj;
es dos veces el mimero de lazos en i.
Nota: Si p: Ay — Ay es otra numeracién de los vértices de A, y A’ es la matriz de
adyacencia de A correspondiente a p, entonces existe una matriz de permutaciones P
tal que A’ = PApP~1. En particular, las propiedades espectrales de ambas matrices
son las mismas.

Observemos que si A es una gréfica finita, se tiene que

A es conexa sii Ap es matriz irreducible,
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2.2, See £} el espacio de Hilbert de todas las sucesiones (z;)ica, de nimeros complejos

tales que 3 [x;|? converge, con el producto interno
i€Ap

(=y)= > =¥
i€Ap
donde z = (i)igao ¥ ¥ = (VidicAo-

Sea e¢; = (6ij)jeao» donde &;; denota la delta de Kronecker. Entonces
{ej; j € Ao} forma un sistema ortonormal completo en £4.

Siguiendo [Mol] consideremos A := A como el operador (recordemos que
para nosotros operador significa transformacién lineal acotada) sobre 33 definido por
(A(ei), ¢5) = ajj. El dominio de definicién D(A) del operador de adyacencia A, es el
conjunto de puntos z € €3 tales que A(z) € £4.

El primer resultado basico sobre operadores de adyacencia es el siguiente:

Teoremia. Sea A una gréifica acotada. Entonces
a) A es un operador acotado definido en ¢34, es decir

D(A)=1£3 y ||All = sup{||A()l}; |zl = 1} < Ma.

b) A es un operador autoadjunto, esto es, (4(z),y) = (=, A(y)).
<) |4l = sup{l(A(=), =)l; =l = 1}.

Demostracién: (a) se sigue del teorema de Schur [Ta, teorema 6.12.A). (b) se sigue de
que A es matriz simétrica y [H, §24, teor. 2]. (c) se sigue de (b) y [H,§24]. ) D

2.3. El espectro o(A) de la grdfica A estd definido como el espectro del operador de
adyacencia A = Ap (ver (0.4)).

Siendo A un operador, su espectro o(A) es el siguiente
o(A) = {A € C; AI — A es un operador no invertible},

donde I denota el operador identidad en ¢%4; ademds, el conjunto de valores propios
00(A) de A esté contenido en R (ver [Mol]).
" Como A es un operador autoadjunto, tenemos la siguiente caracterizacién del

espectro o(A).
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Proposicién [H,§31]. Sea A una gréfica acotada. Entonces

a) A € C;existe una sucesion (Tm)meN €n €y
a(A) = . .
con|lzy|| =1, tal que lim_|[|A(zm) — Azm|l =0 5

2.4. El radio espectral p(A) de A estd definido como el radio espectral de 4, es decir,
p(4) = sup{\l;) € o(A)).

Si A es una grifica finita, entonces el teorema de Perron-Frobenius (1.8), asegura
que p(A) € oo(A) (i.e. p(A) es un valor propio de A), y existe un vector z >> 0
(con todas sus coordenadas positivas) tal que A(z) = p(A)z. En la situacién general,
lo siguiente es sabido (ver por ejemplo [Ta, §6.2] y [H, §24]).

Proposicién. Sea A una grédfica acotada. Entonces:

a) p(A) € a(A).

b) p(8) = lAall = sup{l(4a(2), )i = € &4, ll=l| = 1}.

c) o(A) C [~Mp, Mp]. o

2.8. Sea Fy,F;,... una sucesion de subgrificas de A.

Siguiendo {Mol], decimos que esta sucesién converge a A, en simbolos
"gi_r'nooF,,; = A, si para cada arista @ € A;, existe un mimero N = N(a) tal que
a € (Fm)h, para cada m > N(a). -

El siguiente resultado serd muy 1til.

Teorema [Mol]. Sea Fy, F,... una sucesién de subgrdficas de A que converge a A.
Entonces
o(A)= lim_p(Fm).

mM—00

Para la demostracién necesitaremos de la siguiente:

Proposicién [Mol]. Sean Fy, F3,. .. subgrdficas de A tales que Aim Fp = A. Deno-
temos por Ay, = Ap,, a los operadores de adyacencia. Podemos suponer que Fp y A
tienen los mismos vértices, de forma que el operador A, estd definido en 5.

Entonces, los operados A, convergen fuertemente a A = AA = (qjj), i.e. para
cada z € &, lim_An(z) = A(z).

m—0o0
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Demostracién [Mol]: Denotemos las entradas de la matriz de adyacencia de Fy, por
m;j; més precisamente: m;; = (Am(e;), €;), 8i i,j € (Fin)o ¥y m;; = 0 en otro caso.
Por (24b y ¢), ||A|| € Ma y [|[Am]l € Ma (m € N). Sean z = (Zi)ica, € €4 ¥
€ > 0 arbitrarios, definamos (™) = (zgm));er, donde zgm) =0sii<my zim =z
si no. Escojamos £ suficientemente grande tal que ”J:(t)” < £/2MA. Las gréficas Fi
convergen a A; entonces podemos encontrar un nimero L € N tal que m;; = a;; para

cadam > L y cada ¢ < £. Entonces para m > L, se cumple lo siguiente:
I4(z) = Am(2)]| = [|4(z(D) = Am(=D)]| < 4D + | Am(= D)
< MallzO + Mall=9) < e.

Como ¢ fue arbitraria, lim An(z) = A(z). (=]

Demostracién del teorema [Mol): Por la proposicién anterior tenemos que {An}n con-

verge fuertemente a A = A, y por lo tanto, para cada z € €} con |z =1,

2.5.1. lim (Am(z),z) = (A(z), z).

m—oo

Por el teorema. (2.2.c), podemos escoger z tal que |(A(z), z)| esté arbitrariamente
cerca de ||4||. Entonces de (2.5.1) y (2.4.b), obtenemos

2.5.2. p(A) = ||A]] € liminf ||Am|| < li';'nsupp(Fm).
b OO

m—0o0

Ahora se demostrard que p(A) > p(F) para cualquier subgrifica finita F de
A. Por el teorema de Perron-Frobenius, podemos elegir un vector propio z de Ap,
con todas sus coordenadas positivas y de norma uno, que corresponde al valor propio
p(F). Como antes, podemos suponer que ¢ € £%4. Entonces, como las matrices de

adyacencia son no negativas,
p(8) = [lAll 2 |A(=)]| = | AF()f = p(F).
Si todas las gréficas F, F3,. .. son finitas, obtenemos
2.5.3. p(A) 2 sup{p(Fm); m € N} 2 limsup p(Fm) 2 p(A)-
Esto dice que la igualdad se cumple en (2.5.2). Mds atin,

2.5.4. p(A) = sup{p(F); F es subgrifica finita de A},
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pues siempre podemos escoger subgréficas finitas que convergen a A.

Ahora, como cualquier subgréfica de F, es también subgrdfica de A, concluimos
de (2.5.4) que p(Fy) < p(A), también para subgrificas infinitas de A. Por lo tanto,
(2.5.3) es cierto en el caso general. Por (2.5.2) y (2.5.3), se tiene el resultado. ]

2.6. Corolario a) p(A)=sup{p(F); F es subgrifica finita de A}
= sup{p(F); F es subgrifica de A}.

b) Sean A’ C A gréficas (no necesariamente finitas), entonces p(A’) < p(A). D
2.7. Sea A una grafica conexa y localmente finita, ver (0.5).

Un camino (no orientado) de longitud m de u a v es una sucesién
v = (20,1215 - } Zm—1,Bm, 2m) con zj—y Bi zj tal que zp = u y z;m = v. Para

1 1

cada camino v definiremos formalmente 7~ como ¥~ = (zm, Bm, Zm—1; . - - ; 21, B1, 20)
(es decir, recorremos v en sentido contrario).

Otra manera de verlo es la siguiente:

Sea A = (A, (s,€)) un carcaj con la grifica subyacente A, ver (0.5). Entonces,
la orient;acién de A estd determinada por las funciones s,e: Ay — Aop.

Dada una arista i —2— j con s(a) =i y e(a) = j, definiremos formalmente a™*

con s(a™!)=j y e(a”!) =i. Un camino (no orientado) de longitud m de u a v es una
sucesién v = (By,...,Am) tal que 8; = a; 6 a]! para alguna arista a;, y u = s(f;),
e(B1) = s(B2),...,€(Bn) = v. Definimos s(y) =u y e(y) = v.

Si A denota la matriz de adyacencia de A, las matrices potencia A™ = (as.'.',') )
estdn bien definidas para m € N, y es bien conocido que ag,'.',') es el nimero de caminos

de longitud m de u a v,

Proposicién ([Ki], [Vj]). Sea A una grifica conexa y ecotads. Entonces para cada
u,v € Ay,
limsup ’m = p(A).
m—00
Demostracién [PT2]: a) A es finita. Sea n el niimero de vértices de A. Como A4 es
. matriz simétrica y real, tenemos que A es ortogonalmente diagonalizable (ver [HrJ, pig.

107]) y o(A) C R. Sea A\ < Az £ -+ £ Ap = p(A) los valores propios de A.
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Como A es ortogonalmente diagonalizable, existe una base de R" que consiste
de vectores propios normalizados y mutuamente ortogonales vy,...,vn (en la cual A se
diagonaliza). Entonces

A=vTpy,

A 0
donde D =

] y V es la matriz ortogonal de nxn, cuyo i-ésimo renglén es el
0 An
vector v;. De donde obtenemos que (a( ) yi= Al =VTDY,y a = 50, Mvs(i)va(5),

parai,j € {1,...,n}. Por (1.8), \y # As para s #n, y podemos escoger vy >> 0.

Por lo tanto, para £ suficientemente grande, tenemos que

Y asﬂ n—1 3 n
sy (A) 4 a(n) + E ( (A)) vi(n) < 32=lv,(n) <L

8=1

Mais atn, si £ es par, entonces se tiene:

0<af y o< f( (A)) vi(n).

L (9
Luego, 0 < J/vi(n) < 3,4%"—% <1.

Por lo tanto, sabiendo que limsup{/v2(n) = 1 y dejando nuevamente correr
[4

€ € N, se tiene:

p(8) = limsup Va(2d) < limeup Valf) < p(a).
¢ [4
Esto es,

2.7.1 p(A) = limesup Vl as.t,z

Para cada 1 < ¢ < n, existe un nimero j > 0 tal que a(J) > 0, ya que
Dol < o, para £ > j; llmlsum/agfn = p(4), v

se sigue que

0 < [a@Val? < {0

A es conexa. Como ag

hmlsup (J) =1,
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Por (2.7.1), obtenemos que R

2.7.2 limsup f/ ag,l,) > p(A).
[4

]

Observemos que para cada £ € N tenemos, aS? = a,{, entonces

lim sup y/ ag? > p(A).
[4

Ademis,
2.7.3 limsup \l/ agi) > p(A), paratodol <i,h<n
4

se sigue de ag,? > agi—j )as;?, con j elegida como antes de (2.7.2).

b) Si A es finita, observemos que ag) < p(A). En efecto, por el teorema de
Perron-Frobenius (1.8), existe un vector z >> 0, con todas sus entradas positivas, tal
que A(z) = p(A)z. Definamos la matriz diagonal D = diag (x1,...,%n), donde z; es
la i-ésima coordenada de r. Consideremos la matriz estocdstica P = F(IKFDAD_I’ (ie.
P=>0,(,...,1)P=(1,...,1)). Entonces P! es también estocastica, en particular su
(¢, j)-ésima entrada p(—z)[z;ag-) :t:;?l < 1. Anilogamente obtenemos ﬁ[zjag? 7' <1

Luego, como A(9) es simétrica, ag) < p(A)’ y usando (2.7.3), tenemos

; ‘l/ 4 _
hmlsup a;; = p(A).

c) Supongamos que A es infinita. Por (2.5), podemos escribir A = "}1_1'.1100 Fun,
donde Fy, es una subgréifica finita y conexa de A, con Fip C Fymy. Entonces, por
(2.6), p(A) = sup{p(Fm)}. Sea Af,, = (a(Fm)i;)- Seaec > 0y m € N tal que

0 < p(A) — p(Fm) < €. Por (a,b), Sl;P f/a(Fm)'(f) = p(Fm). Tomemos k € N con
0 < p(Fm)— "'/a(Fm)sg) < e&. Como "5'?) > a(Fm)g-’), entonces
h h
0< p(A) ~ {faf}) < (&) - p(F)) + (oF) = {fal(Fm)P) < 2e.
Por lo tanto, p(A) < lim lsup Y ag?. La otra desigualdad se sigue de que en general
ag) < p(A)E (pues ag) = a(Fm)g) para m suficientemente grande, ver (b) y (2.6)). 0O -
2.8. A continuacién veremos en ejemplos algunos de los métodos para calcular el radio

espectral de gréficas infinitas. Encontrar el espectro o simplemente el radio espectral
de gréficas infinitas es en muchos casos una tarea bastante complicada.
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B) ARt v e,
Por (2.4.c), 0(AR) C {—2,2]; en (4.1.a), demostraremos que o(AY) = [-2,2}.
Por lo tanto, p(AR) = 2.
Ademds, se tiene que 0o(A%3) = @ (ver [CDS]).

b) A:

A
NIN
'\ \I

7]

7

N
i\
|\

l"ara calcular el radio espectral de A usaremos la siguiente definicién de suma
de grdficas, ver [CDS, pig. 65].

Sean A, B dos gréficas, definamos su suma A + B como sigue:

Por definicién, (A + B)g = Ap x Bo.

Sean (ay,41), (az,5) € (A + B)o. Entonces (a1,b) y (dg,bz). son adyacentes
en A+ Bsiysélosia = ;3 y B(b1,b3) # @ (i.e. son adyacentesen B) 6 b, =by y
A(ay,a3) # 0.

Ademds, sabemos que en general, p(4 + B) = p(A) + p(B), ver (CDS, 2.5].
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Consideremos las siguientes grificas:

n-1

A

Py
!
¥

-1

A

o-nt1

U\

Entonces Ay + Byn:
-n -n+l n-1 "
LA | .4:_.

-n -n+l . .._’I—l‘ :'l
Z ‘7| .4_.'/|'
L2277 LT

Tenemos que A = lim (Aq + Bn). Por (2.5), p(A) = lim p(4n + By)

Jim (p(An) + p(Bn)). Ademés, el polinomio caracteristico de Bn es Ppg,(})
APy (A — A7), esto se demuestra usando induccién y [CDS, 2.3]. Luego, el
radio espectral p(An) = p(Bn) — p(Bn) ™" o bien p(By) = im. Por otro
lado, por (2.5) y (2.8.8), lim p(An) = 2. Luego, p(A) = lim (p(4n) + p(Bn)) =

N=—00

Jim_ (30(An) + §1/o(An) +4) =3+ V2.
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c) Sea 1 < M € N. Denotemos por Ejps a la estrella con M brazos infinitos.
Eyg: .
l./
ceveM

z°\. |

Entonces p(Ep) = (M — 1)V/? + (M — 1)"1/2,

Demostracién [PT3]: Sin pérdida de generalidad M > 3, pues cuando M =2, Ey =

A, entonces (a) nos da el resultado.

Sea M > 3. Consideremos para cada m € N, la siguiente estrella finita, Eg,") :

_/. (Lim)

(M,m)  (M,1)
s

Se&Amlngm‘ﬁcai —_—e— e —
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Sea pm(x) (resp. gm(z)) el polinomio caracteristico de la matriz de adyacencia
de E(";') (resp. Ay,). Entonces,

1 0... 0l10... 0} 10... 0]

[3
1z -1 R ‘ ‘
0f-13 -1 ]
H BT m
0 -1z
-1 z -1
BJ(x) = det |0 -1z
: R |
| -1 2 . * M bqua
. tamafio m am
° )

Luego, pm(z) = 2 (z) — Mg ~1(2)gm—1(2).
Por otra parte, no es dificil probar por induccién que gm(z) = gm(6 +67!) =

‘—m—:;-:-gz, haciendo el cambio de variable z = 8 + 8!, ver [HfSm, pag. 278]. Entonces

—1. [0+ 67 ~ M -
pr(e) = ai o) [ G 0 = oo - G~ g

= "—————'ﬁ",__l(f) [0 +1(6% - (M — 1)) + 6~(™ (0301 — 1) — 1)]..

Sea = (M —1)/3y2 < Ay =0+ 65", Sea A > o, entonces existe u > 6, tal
que A = g+ p~2. Luego gm()) > 0y pm(A) > 0. De ésto deducimos que

P(Epr) = sup{p(Ef )} < do.

Si 2 < A < Ay, entonces existe 1 < u < 6, tal que A = u + u~!. Como antes,

tenemos gm(A) > O para todo m € N.
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Demostraremos que p(Eps) > A. Como pp(Ao) > 0 para toda m € N, bastard
demostrar que existe mp = mg(A) tal que pmg(A) < 0 (pues asi, A < p( E&',M)) <

p(El(;,"o“)) <.+ < p(Ep)). En efecto, como u? — (M — 1) < 0 podemos encontrar mp
suficientemente grande tal que

pm D A(M —1) = 1) < (M — 1) — 1 < g™t (M — 1) — 4¥).

Por lo tanto, pmy(A) < 0. Luego, p(Ep) = Ao.



3. LA CUBIERTA DE GALOIS DE UNA GRAFICA
PROPIEDADES FUNDAMENTALES

Este capitulo trata de las principales propiedades de las cubiertas de Galois de graficas,
que nos permitirdn mas adelante estudiar otras propiedades espectrales de las matrices
de adyacencia de graficas finitas e infinitas.

Este capitulo se basa principalmente en [P1], [MzP], [PT2] y [PT3].

3.1. Sea m: A — A un morfismo de grificas, ver (0.5), diremos que 7 es sobre si para
cada arista o € A, existe 8 € A, tal que 7(8) = a.

Sea G un grupo de automorfismos de la grafica A actuando libremente en A,
es decir, si para algin g € G, existe € Ag (resp. a € A,) tal que g(z) = z (resp.
g(a) = a), entonces g = 1.

Por definicién un morfismo sobre, m: A — A, es una cubierte de Galois definida
por el grupo G sinmg = m, para cada g € G, y para cada 2 € Ag (tesp. a € 4,)

7 n(z) = Gz (resp. 7~ '7(a) = Ga).

3.2. Lema. Sea m: A — A una cubierta de Galois definida por la accién de un grupo
G. Supongamos que A es una gréfica finita. Entonces
a) A es una grifica acotada, ver (0.5).

b) G es un grupo finitamente generado.

Demostracién: a) Basta observar que si i € Ao, entonces degj (1) = dega(7(i)) < oco.
Ademass,
My = M, =sup{dega(s); s € Ao} < oo,
b) La siguiente construccién sigue a [GoMc] y [B].
Denotemos las érbitas de G en Aq por Qy,..., 8y, donde n = |Ag|. Veremos

que existe una subgrafica conexa y plena W de A tal que [WoN ;| = 1, paral <i <n.
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Por induccién construiremos una subgrafica conexa W; de A, de forma que W;
tiene i vértices, i < n y la interseccién W; N Q; tiene a lo mds 1 vértice para toda
j=1,...,n. Entonces W = W, es la subgrifica que deseamos.

Sea ug € A, W, := {ug} y supongamos definida W;, (i < r) con esta propiedad.
Tenemos que m(W;) es una subgrifica conexa de A con i puntos. Luego, existen
ii; € Ao\ (7(W;))o ¥ una arista a; tales que #; Bir = #(z;) con z; € (W;)o. Entonces
existe una arista u; —~— r; de forma que 7(a;) = @;. La subgrifica plena y conexa
Wit de A con vértices (Wj)o U {u;} intersecta cada érbita ©; en a lo més 1 vértice.

Entonces [Wy| = n; Wong(Wp) = B sig # 1; Bo = éJG 9(Wo) (pues
WenQil=1,1<i<n,y G define a 7). !

Sea S el conjunto de todos los elementos 1 # g € G tales que las subgrdficas
disjuntas W y g(W) son adyacentes en A (esto es, tales que existe una arista u—=
con u € Wy v e g(W)). En este caso escribimos g(W) W. Como A es acotada
(por (a)) y W es finita, entonces S es finito. Més atin, A conexa implica que S genera

U

a G, ya que #~'n(a) = Ga, a € Ay; 77'x(z) = Gz, = € Ap; y g(W) g'(W) sii
g ' €S
Por lo tanto, G es un grupo finitamente generado. [w]

3.3. Lema. Sea m: A — A una cubierta de Galois definida por la accién del grupo G.
Sea (s,¢) una orientacién en A, ver (0.5). Entonces existe una orientacién (3,&) de A
que satisface:

)75 =sm y mé=em

ii) 3g = g5 y €g = g, para toda g € G.

iii} Ademas, (3,€) es tnica hasta isomorfia de carcajes; esto es, si existe (s',¢’) otra
orientacién de A que satisface (i) y (ii), entonces existe ¢:(4,(3,8)) — (4,(s',¢"))

isomorfismo de carcajes, ver (0.5).

a

Demostracién: Para cada arista a € Ay, escogemos una arista ¢ j en A tal que
m(@) = a. Definimos 5(&) y &(@) con las siguientes propiedades:
w3(@) = s(a), 7&(a) = e(a). Entonces, {3(&), &(a)} = {i,7}.

Para g € G, ponemos 3(9(&)) = 9(3(a)) y &(9(&)) = 9(&(&)).

Estédn bien definidas por construccién y porque si g(&) = & entonces g = 1.

Demostraremos (iii) en (3.5).
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3.4. Seam: A — A una cubierta de Galois definida por la accién del grupo G. Fijemos
(s,€) una orientacién de A y (3,&) una orientacién de A que satisface las propiedades
(i) y (ii) del lema (3.3). ,

Para cada arista a € A, definamos 7(a~!) = m(a)~!. Para un camino de longi-
tud m, v = (20,81, 21; -+ - ; 2m—1, P> 2m) en A, definimos 7(7) = (7(z0), #(B1), 7(21); - - - ;
7(2m—1), 7(Om), #(2m)) un camino de longitud m en A (ver (2.7)).

Proposicién. = tiene la propiedad del levantamiento tinico de caminos, esto es, para
cada camino 6 en A y cada vértice i € Ag con 7(i) = s(§), existe un Gnico camino & en

A que satisface 3(8) =i y #(8) = .

Demostracién: Por induccién es suficiente demostrar la propiedad del levantamiento
tnico para caminos de longitud 1 (i.e. para aristas).

Erzistencia. Sea u —2— v € A; tal que s(a) = u y e(a) = v. Seai € Ao, m(i) = u.
Como 7 es sobre, existe una arista @ —L— b € A; con 7(y) = a. Sin pérdida de
generalidad n(a) = u, por lo tanto, existe g € G, con g(a) = ¢. Entonces i ) g(b) es
una arista en A con 7(g{7)) = . Denotemos 8 :=g(7) y 7 := g(b).

Si i = 3(B), entonces @ = B. Sii = g(B), entonces #w(j) = v = e(a) =
n(&(B)) = =(i), por tanto existe h € G con h(j) = i. Entonces & = kh(8) satisface
5(a) = h(3(B)) = i.

Unicidad. Si o/ € A, es otra arista que satisface 5(a’) = i y m(a’) = a, entonces
g(&) = &, para algtin g € G. Asi, obtenemos i = 3(’) = 5(g(&)) = ¢(3(&)) = g(¢), ¥
g=1. [m]

3.5. Demostracién de (3.9 (iii)): Supongamos que existe (5', €'} otra orientacién de A
que satisface (i) y (ii). Demostraremos que A= (A,(5,8) y A := (A, (s, €')) con
A’ = A, son isomorfos.

Recordemos que nuestras graficas A son conexas, entonces cualesquiera dos
vértices en Ag estdn conectados por un camino finito.

Usando la propiedad del levantamiento vinico de caminos (3.4), demostraremos
que existe ¢: A — A isomorfismo de carcajes.

Sean z; € Ap ¥ a0 € Zl las flechas de A que contienen a x;. Sea

%1 € Ao tal que 7(z1) = w(z).
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Tomemos 7(a;) € Ay, paracadal < i < ¢, donde A = (A, (s,¢)). Como Al
satisface (i) y (ii) del lema, entonces existe §; € A! flecha que contiene a y;, tal que
m(Bi) = m(a;) con 7s'(F;) = sn(a;), 7e'(B;) = en(a;); ademds con la propiedad de
que 3(a;) = z, sii $'(F;) = y1. Definimos p(z1) := y1 ¥ ¢(a;) := B;. Por lo anterior,
w3(ai) = s'p(a;) y p&(a;) = 'p(a;). Ademds, por la propiedad del levantamiento
tnico de caminos f; # B; para toda ¢ # j.

Y asi continuamos construyendo y inductivamente (podemos hacerlo pues A es
acotada y por la propiedad (ii) del lema). La construccién simétrica de A’ en A nos dé

la inversa de . Por lo tanto, (A, (3,€)) y (4, (¢, €')) son isomorfos. o

3.5.1. Obhservemos que ¢ hace conmutativo el siguiente diagrama de morfismos de

carcajes i ¢ ~
(3,(53,8) ——— (A,(s€))

|

(A:(s,¢))

3.6. Corolario [PT2]. Sea 7: A — A una cubierta de Galois definida por el grupo G.
Sea A = Ay = (i) (resp. A = A, = (aij)) la matriz de adyacencia de A (resp. A).
Para cada i,j € Ag y m > 1 tenemos
E a(.;") =a™ . y Z as’?) =qam
At)=rti) i L{OL{E)) (o (i) Y LOLO)]

Donde A™ = (a%)) es la matriz potencia de A. Recordemos que am) es el

niimero de caminos de longitud m de v a v en A (ver 2.7),

Demostracién: Sean i,j € Ag. Denotemos por W(i, j) (resp. W(m)(n(i), n(5))) el
conjunto de todos los caminos de longitud m de i a j en A (resp. de 7(:) a 7(j) en A).
La proposicién (3.4) da una biyeccién
Wi, ¢) — W ((i), 7(5))
x(t)=x(j)
por el levantamiento dnico de caminos. El resultado se sigue de las observaciones en
(2.7). i w}
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1

3.7. Ejemplos.
a) Sea A una grifica y G un grupode automorfismos de A actuando libremente

sobre A. Definamos la grdfica cociente A/G como la grifica cuyos vértices son las

érbitas Gz, r € A y cuyas aristas son de la forma Ga: Gz Gy para cualquier

arista z —2—~ y de A. Claramente el morfismo de grificas m: A —+ A/G, a — Ga, es
una cubierta de Galois definida por la accién de G.

b) Sea G un grupo finitamente generado. Sea S un conjunto finito de generado-
res, tal que 1 ¢ S. La grifica de Cayley A = A(G, S) tiene como conjunto de vértices

2_. gs. Entonces G es un grupo

Ao =G y paracada g € G y s € S, una arista g
de automorfismos de A que acttia libremente sobre A. La gréfica cociente A/G es un
bouquet de |S] lazos. Observemos que A es grifica regular (i.e., el grado de todos los
vértices es el mismo).

Las siguientes proposiciones son versiones para gréficas de resultados bien cono-

cidos en Topologia Algebraica (ver por ejemplo [Ma] y [P1]).

3.8. Proposicién. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de cubiertas de
Galois

D

\.\
—
L]

Al —— A
donde 7 esta definido por la acciéon de un gﬂ:{upo G. Entonces,
) G = {f € Aut (A); nf =7}
ii) Existe N 4G tal que N definea ¥ y G/N a 7', (|

Reciprocamente,

3.8.1. Proposicién. Seaw: A — A una cubierta de Galois definida por la accién de un
grupo G. Entonces si N es un subgrupo normal de G, existe un diagrama conmutativo
de cubiertas de Galois

D

\
—
E ]

B

A —

donde N definea # y G/N a ',
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Demostracién: Sea A’ la grifica cociente A/N (ver (3.7.a)), entonces G/N actiia li-
bremente sobre A’. En efecto, si § € G/N y Nz € Al (resp. Na € A}) son tales
que Nz = §(Nz) := Ng(z) (resp. Na = g(Na) := Ng(a)) entonces existe h € N tal
que g(z) = h(z) (resp. g(a) = h(a)), luego, como G actia libremente en 4, § = I.
Definimos #: A — A’ como en (3.7.a).

Construiremos 7': A’ — A cubierta de Galois definida por la accién de G/N.
Sea Nz € Al (resp. Na € A}), definamos #n'(Nz) = n(z) (resp. #'(Na) = =(a)).
n’ esta bien definida y satisface #'§ = ', § € G/N, o' “'x'(Nz) = G/N (Nz) (resp.

#!~ix/(Na) = G/N (Na)), pues 7 es cubierta de Galois. a]

3.8. Un grupo G es residualmente finito sii para cada z € G, = # 1 existe un subgrupo
normal Nz de indice finito en G con = ¢ Ng.

Observemos que G es residualmente finito sii para cada subconjunto finito
S C G, 1¢ 8, existe un subgrupo normal Ng, de indice finito en G con SN Ng = @.

{Esto sucede pues interseccién finita de subgrupos normales de indice finito es un sub-

grupo normal de indice finito).

3.9.1. Como ejemplos de grupos residualmente finitos tenemos a los grupos libres, los

grupos lineales finitamente generados, entre otros, ver [Hl] y [Pi].
3.9.2. Sea m:A — A una cubierta de Galois definida por la accién de un grupo G.
Una factorizacién (finita) de , es una cubierta de Galois n': A’ —+ A (con A’ grifica

finita) de forma que existe un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois.

n

\

”~
<
Al Y————t
'

D e—D

Proposicién [PT3). Sea m: A — A una cubierta de Galois definida por la accién de

un grupo G residualmente finito y supongamos que A es una grifica finita.
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Entonces, dada A’ C A una subgrafica finita de A, existe 7: A — A factoriza-

cidn finita de 7
\

_— A
L

>3]

x

fr——

[»3]

de forma que #|: A’ — A es inyectiva.
Miés atin, si A’ C A es una subgréfica plena, entonces podemos encontrar dicha
factorizacion finita de tal forma que #(A’) C A es subgréfica plena de A,

Demostracién: a) Sea §:={g €G; g # 1, g(A") N A’ # ¢}, demostraremos que § es
un conjunto finito. Supongamos que S es infinito, como A’ es finita, existe ¢ € A} y
(gm)meN sucesién de elementos distintos en S y (ym)men en A} tales que gm(ym) = =,
otra vez, por ser A/ finita existen y € Al y una subsucesion (ym, )eeN de (ym)meN tales
que ym, = Y, para toda £.

Tomemos £ # ¢, por lo anterior gm,(y) = gmu(v)-

Como G actiia libremente sobre A, tenemos que gmy = myp, una contradiccion.
Por lo tanto, S es un conjunto finito. Por (3.9), existe N <G subgrupo normal de indice
finito tal que NN S = 0.

Por (3.8.1), obtenemos un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois

l

con 7 (resp. ') definida por NV (resp. G/N).
b) Falta demostrar que 7|: A’ — A es inyectiva. En efecto, si ¢ % y € A}

A

son tales que #(z) = 7(y) entonces y € Nz y existe h € N tal que y = h(z), luego
h € NN S = @, contradiccién.
c) Ahora, si A’ C A es una subgrafica plena, escojamos A" C A la subgrafica

plena de A cuyo conjunto de vértices es Ah Uz € Ag; Fy e AL, ¥ z}. Entonces
A! ¢ A" es una grafica finita (pues A’ lo es y A es acotada), y por lo anterior, existe
una factorizacién finita # de 7, de tal forma que 7|: A"” — A es inyectiva; por lo tanto,

#|: A’ — A también lo es.

Ademss, #(A’) es subgréfica plena de A: pues supongamos que z—%—y € A,
z,y € (F(A'))o. Tomemos £, € Al tales que #(Z) = z y 7(§) = y. Por la propiedad
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del levantamiento tnico de caminos (en Z), existe —%—z en A (de hecho, en A”) tal

que r(&) = a, entonces 7(z) = y = 7(§), pero T es inyectiva en A, por lo tanto § = z,

y como A’ es plena en A, entonces @ € A}, esto es a € #(A'). (m}
1

3.10. Decimos que una cubierta de Galois 7: A — A definida por un grupo G es cubier-
ta universal de A, si cualquier otra cubierta de Galois 7': A -+ A es una factorizacién
de 7. Es decir, existe una cubierta de Galois #: A — A con #n'% = 7. Ademss, si z € Ao
¥ y € Ao son tales qie w(z) = 7'(y), entonces existe una tinica 7, con 7(z) = y.

Observemos que una cubierta universal de A es tinica hasta isomorfia.

3.10.1. Sca A una gréfica conexa.

Recordemos qué es el grupo fundamental II;(A) de A. Sea z € Ap. Tomemos Cz
el conjunto de todos los caminos (no orientados) v de z a x, es decir v = (z = =0, /1, Z1;
21,02, 22} -« - § Tm—=28m—15 Tm—1; Tm—~1, Py Tm = ) con T;_, i z; en A. Un camino
puede pasar por la misma arista mds de una vez, ver (2.7).

Denotamos por ~ la relacién de equivalencia en Cy inducida por las siguientes
relaciones elementales:

a) Si v € Cy, entonces 7™ ~ 7z y ¥~y ~ 7z, donde 7z es el camino trivial en
z (ie. 7z = (z,2)).

b) Si u ~ v por medio de (a), entonces w'uw ~ w'vw.

La relacién ~ se llama homotopia.

Esta relacidn y el producto de caminos son compatibles en el siguiente sentido:
Si ug ~ uy y vo ~ vy, entonces ugtg ~ uvy.

Claramente, el conjunto de las clases de equivalencia de todos los caminos de z
a r forma un grupo. Este grupo se llama el grupo fundamental de A (con base z) y se
denota por II(A, z).

Como A es conexa, si z,y € Ag, entonces II(A, z) es isomorfo a II(A, y).

Definamos el grupo fundamental de A, IT}(A) = II(A, ) para cualquier z € A,.

3.10.2. Teorema. El grupo fundamental de una gréfica conexa A es un grupo libre.
(En particular, es residualmente finito (3.9.1)). ]

Como referencia sobre grupos fundamentales ver por ejemplo [Ma].
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3.11. Proposicién [P1]. Sea A una gréfica finita y conexa. Entonces
1) Existe 7: A — A la cubierta universal de A, definida por la accién del grupo funda-
mental II,(A).

2) A es un 4rbol (i.e. no tiene ciclos).

Demostracién [P1]:
3.11.1. Sea W el conjunto de todos los caminos (no orientados) de A. Recordemos
de (2.7), que un camino en A es una sucesién de aristas consecutivas. La longitud del
camino es el nimero de aristas en él. Un camino puede pasar por la misma arista mas
de una vez.

Sea ¥ = (xo0, /1, T1; Z1, B2, T25 . . - ; Tm—28m—1, Tm—~1; Tm—1, fm; Tm) un camino en
A. Diremos que v inicia en zo9 =: i{(y) y termina en zy;n =: f(v). Para cada camino
- tenemos €l camino ¥~ ! = (zm, Bm, Tm—1; Tm~1, Pm—1, Tm=2;- - - ; T1, P1, To) que se ob-
tiene recorriendo - en sentido contrario, ver (2.7).

Si Y= (zOlﬂlyzl;' --;Im-l,ﬂmyxm) y 7’ = (I(’)lﬂ;YI’l;"‘ ;z;_pﬂéyx'() son
caminos de A tal que i(7') = f(7) entonces el producto 7' estara definido por

) ' / !
7'y = (20, B1s T3 5« - Trme1y By Tmi Thy B> T3+« 3 Te—ys B T)

con i(y'y) = i(7) ¥y f(v'7) = £(7').

Denotamos por ~ la relacién de equivalencia en W inducida por las siguientes
relaciones elementales:

a) Si v € W, entonces y7™! ~ T ¥ Ty~ i) donde 7z es el camino trivial
en z (i.e. 7z = (z,7)).

b) Si u ~ v por medio de (a), entonces w'uw ~ w'vw, siempre que estos pro-
ductos estén definidos.

La relacion ~ se llama homotopia.

3.11.1.1.  Observacidn. Esta relacion y el producto de caminos son compatibles en el
siguiente sentido: Si ug ~ u; y vgp ~ v, entonces ugug ~ uyv; (se supone, desde luego,
que el final de vy coincide en el inicio de ug).

Es decir, tenemos dos funciones i, f: W/~ — Ay, i([u]) = i(u) y f([u)) = f(u),
con [u] la clase de homotopia de u.

Se construye una grifica W que tenga como conjunto de vértices a Wo = W/~.
x3 en W, sii existen

Tomemos 1,23 € Wy con i(z;) = i(zz). Pondremos z,
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wy, w3 € W con 2, = [wy], z2 = [wy] y una arista a € A; con w; = aw,. Notemos que
« estd determinada de manera tnica.

Se puede demostrar que W es unién de |Ag| componentes conexas, todas ellas iso-

morfas. Definamos II: W — A el morfismo de gréficas suprayectivo tal que

31—0—1'2'——'f($1) = f(l'z)-

3.11.2. Llamamos A a una de las componentes conexas de W (que corresponde a
clases de caminos no orientados que parten de un punto fijo en A), y denotamos por
m :=TI): A — A la restriccion de II. Obviamente 7 es también un morfismo suprayectivo

de gréficas.

Proposicién [P1]. Sea m: A — A el morfismo construido anteriormente. Entonces

a) Para cada z € A,, el morfismo inducido por 7 {a € A;; a contiene a z} —
{B € A;; B contiene a w(z)} es biyectivo.

b) Sea G = {g,,i T, ¥ € Ap, 7(z) = w(y)} con 9y € Aut(A) definido por
g,‘v:Ao — Ay, z———zz~1y, en vértices (definiendo el producto de dos clases de
caminos como la clase del producto; estd bien definido por (3.11.1.1)), y g,,,,ZAI — Ay,
&

de la siguiente forma: si z = [w] 2/ = [w'] en A,, entonces existe a € A, tal que

2z y.

w =aw y w'z7'y = awzly, por lo que existe una 1inica arista zz "'y
Entonces G es un grupo con: g;; =Gy Y Gogloy =9 ponp, Ademas,

b.1) 7 es una cubierta de Galois definida por la accién de G.

b.2) G es isomorfo al grupo fundamental de A, II;(A). Hay un isomorfismo
inducido por p: G — Ii(A), g, ,——y " 'z, ver (3.10.1).

b.3) m: A — A es cubierta universal de A (3.10). Esto es, si 7': A’ —+ A es una

cubierta de Galois, definida por la accién del grupo H. Entonces,
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Existe una cubierta de Galois #: A — A, definida por L a G tal que H & G/L
que hace conmutativo al siguiente diagrama:

//A

" x

P
Al —— A

L
Para ejemplos, ver (4.1.(a,c,d)).

Demostracién [P1]: a) se sigue de (3.6).

b.1) No es dificil demostrar que G es un grupo, y por la definicién de la relacién
de homotopia, G actia libremente sobre A. Ahora, i) ng,, = 7 con n(z) = n(y). En
efecto, 7g, (2) = w(2x~y) = f(zz7y) = f(2) = =(2).

ii) Para cada x € Aq (resp. = —2— 1’ € A,), 77'n(z) = Gz (resp. 77 'w(a) =
Ga), esto sucede porque si y € A (resp. v £ ¥ € A)) con n(y) = n(x) (resp.
7(B) = m(«)), entonces g, (z) =y (resp. g, () = B).

Por lo tanto, 7 es cubierta de Galois, definida por G.

1z es claramente monomorfis-

b.2) El homomorfismo ¢: G — II1(4A), g, , — ¥~
mo; ¢ es epimorfismo pues existe fp € Ag tal que Ag = {[w] € W/~; i(w) = i}.
b.3) Sea 7't A’ — A una cubierta de Galois definida por la accién de un grupo

G'. No es dificil probar el siguiente

3.11.3. Lema [P1l]. Sean @, 7 caminos en A’ ambos con punto inicial z € Al
Supongamos que u = /(i) y v = ='(¥) son tales que u ~ v, entonces también tienen

ambos el mismo punto final y € Al o

Ahora probaremos la “universalidad” de n: Sean #': A’ — A una cubierta de
Galois y z € Ao, y € Al con 7(z) = 7'(y). Construiremos 7: A — A,

z' una arista en A, luego tenemos

Definamos #(z) = y. Sea =z

z = [w], 2’ = [w] con w' = aw. Como 7’ es cubierta de Galois, por el levantamiento

I
2— y' con 7'(a’) = a. Ponemos

tnico de trayectorias (3.4), hay una dnica arista y
= o'=7(&)
w(z) =y

Nuestro problema es ver si este morfismo est4 bien definido. Supongamos que z € Ay y

y' = #(z'). Y continuamos inductivamente de esta manera.

que podemos llegar a 2 desde x por dos caminos diferentes # y ¥, basta demostrar que
el punto determinado en A por medio de cada uno de estos caminos es el mismo.
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Pongamos uy = m(i1), v = m(¥) y recordemos que z = {w]. El punto final de @
es z = [uw] y el de ¥ es z = [vw), luego uw ~ vw y u ~ v. El punto asociado a z por
medio de i es el Fpunto final del levantamiento por 7' de u comenzando en y, llimese
a este punto fas(u). Similarmente el punto asociado a z por medio de v es fa/(v) el
punto final del levantamiento en A’ de v comenzando en y. Por (3.11.3), estos puntos
son iguales, fa/(u) = far(v) y 7(2) estd bien definido.

Luego, # es morfismo suprayectivo de grificas con # = ='#, y = #(z). La
unicidad es una consecuencia trivial de la definicién de # y de que 7’ es cubierta.

Consideremos H = {g € G; ©g = #)} subgrupo de G (= II;(A)) que define
a # En efecto, H actiia libremente sobre A, pues G lo hace y para cada z € Ao
(resp. z =%~ 2’ en A,) #~'#(z) = Hz (resp. # '%(a) = Ha) pues % = = y por el

levantamiento tinico de caminos. Luego, por (3.8), obtenemos el resultado. a}

3.11.4. Recordemos que una grifica es un drbol si no tiene ciclos.

La construccién que hicimos anteriormente de la cubierta universal, =: Ao A,
de A “es” su cubierta universal topolégica, que sabemos es un espacio simplemente
conexo, es decir A es un érbol, ver [Ma].

Con lo que queda demostrado el teorema (3.11). [m]

El siguiente resultado se sigue de (3.10.1) y (3.11):

3.12. Lema. Sea 7:A — A la cubierta universal de A entonces

m esta definida por Z sii A tiene un tdnico ciclo . o

3.13. Podemos también definir cubiertas de Galois de un carcaj dado A = (A, (s, €))
y su cubierta universal (pedimos ademds que todos los morfismos que aparecen respe-
ten las orientaciones de los carcajes). Por (3.3), podemos mostrar versiones de (3.8),
(3.8.1), (3.9.2) y (3.11) para cubiertas de Galois de carcajes (también tenemos que estas
tltimas tienen la propiedad del levantamiento vinico de caminos orientados, como caso
particular de (3.4)). Lo interesante es que con (3.3), evitamos rehacer las argumenta-
ciones completas, por ejemplo mostraremos la existencia de la cubierta universal de
A =(4,(s,¢)):
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Sea 7: A — A la cubierta _universal de A definida en (3.11). Por (3.3), existe
(3,¢€) orientacién de A tal que : A= (A,(5,8)) = A = (A,(s,€)) es una cubierta de
Galois. Falta demostrar la “universalidad” de 7:

Sea 7": A = (A',(s',¢)) — A una cubierta de Galois. Entonces existe

#": A — A’ cubierta de Galois de graficas tal que 7'z =

Otra vez por (3.3), existe (3, &) orientacién de A tal que =”; Ar' = (A, (3, &) =
A’ es cubierta de Galois. Entonces para todo a € Ay, n§'(a) = #'(z"5'(a)) =
1r's'(1r”(a)) = sn(a); anilogamente 7re’(a) = en(a).

Luggo (por (3.3)), existe ¢: & —~ A’ isomorfismo de carcajes. Denotemos por
# 1= n'¢p: A —+ A cubierta de Galois. Por (3.5.1), 7't = m; #3 = '% y 7€ = ¢'#. Con
esto termina la demostracién. o



4. LA CUBIERTA DE GALOIS DE UNA GRAFICA
PROPIEDADES ESPECTRALES

Sea 7: A — A una cubierta de Galois de una grafica conexa A, definida por la accién
de un grupo G. Estudiaremos las relaciones que existen entre los radios espectrales
p(A) y p(A), de A y A respectivamente. Probaremos que p(A) < p(A) £ p(A).
Demostraremos que en el caso en que G es un grupo manejable, p(A) = p(A).

Este capitulo estd basado en el articulo “The Spectral Radius of the Galois

covering of a finite graph”, trabajo conjunto con J.A. de la Peiia [PT2].

4.1. Empezaremos dando algunos ejemplos de cubiertas de Galois y sus radios espec-
trales.

a) Sea A la grdfica . Sea n € N, consideremos las siguientes gréficas

An: ,‘/1 2\3
N..~

AR: S @ m——  cm— . ——— 4

Existen \inicos. morfismos que son cubiertas de Galois 7p: Ap, — A definidos por
Z/({n), y Too: AZ — A definido por Z.

Es conocido que o(A) = {2}, o(Ap) = {2cos 2,;’5]‘; j=1,...,n}, ver [CDS, 2.1].

Por (4.11) y (2.4), se tiene que [—2,2] = W C o(AZ) C [-2,2]).
Entonces p(A) = p(Ap) = p(AZ) = 2.
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b) Consideremos el siguiente morfismo de grificas

a: Py ¥ r_ 5. A
Cor R D e R == 2 aee
i . -
a |
= 'zﬁ.;';"_—z_'——z

., Q, v Y
”la”k"/l"ylr ‘

T

a? «
donde los puntos indicados por 1 (resp. 2) son enviados a a (resp. b) y las aristas

indicadas por a (resp. 8,7, 6) son enviadas a u (resp. v,w,z). Por tanto, m A — A es
una cubierta de Galois definida por la accién de Z x Z.

El radio espectral de A es la raiz maximal del polinomio z? — 6z + 7, entonces
p(A) =3+ 2y, por (28.b), p(A) =3+ VZ = p(A).

El caso general serd tratado en (4.8).

c) Sea @ el grupo libre en dos generadores a,b. Sea A la grifica de Cayley
A(G, {a,b}). Por (3.7.b), tenemos que m: A — A es una cubierta de Galois (ver figura).

Entonces p(A) = 4 y o(A) = [-2V/3, 2v/3] (ver [Mc], [MoWo, §7]). En particular
p(B) < p(A). ’
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d) Sea G el grupo libre en dos generadores u,v (como en (c)). Tomemos la
siguiente cubierta de Galois definida por el grupo G:

. 181131 ili18 .
SEnEnG sym——" Cmm— g wem
A s a3 8 a lFaga lBa _as

. A:
s 4 i li . .
i o i — G0

donde 7(z) =z, 2 € AU A,.

Entonces o(A) = [-2v/2,2v2] y p(A) = 3. En particular, p(A) < p(d), ver
[Mc] y [MoWo, §7]). (Aqui podemos observar que no todas las cubiertas universales son
graficas de Cayley).

Recordemos que nuestras gréficas son conexas.

4.2. Proposicién [PT2]. Sea 7: A — A una cubierta de Galois. Entonces

p(B) < p(A) < p(A).

Demostracién: a) Sean u € Ag, i € A, tales que w(d) = u. Por (3.6), ﬁg") < a&',':).
Ahora por (2.7), se tiene

4.2.1 o(A) = limsup 'W&g-") < limsup Valy = p(A).

b) Sean i y u como antes. Con la notacién de (3.6), definimos una funcién
e Wy, u) — WE™(i,i). Para v = (2g,01,%1;.-.;Tm—-1, fm, 2m) € W (u,u)’
tomamos un levantamiento de v en A, 7 = (2o, A1, £1;- - - } Fme1, Pm» Tm) € W4, 5).
Escribimos 7 = (Zo, A1, &1 - - - ; Zm—1, m, Em) =: (B1; - .. ; Bm) s8i no hay confusién.
Definimos @(7) = (B1;.. . Bmi Bati- i A Y)-
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Claramente ¢ es inyectiva. Entonces por (2.7),

p(A) = limsup Val < limsup iis,?"‘) = (limsup %) &g") < p(A)

4.3. Proposicién [PT2]. Sea 7: A — A una cubierta de Galois. Si A es una gréfica
finita, entonces .

a) (A) C o(A), donde a(A) es el espectro de A,. Més atin, el polinomio det (Af—A,)
divide a det (AT — A4).

b) (&) = p(B).

Demostracién: a) Sean A = Az = (@i5) y A = A, = (aj;) las respectivas matrices de
adyacencia. Observemos que A finita implica que A es finita. Para probar el resultado
es suficiente construir una base de CA0 donde la matriz A tome la siguiente forma
AlO
* | ]
Para cada s € Ag definimos el vector v(® € CBo ta] que u;f) =1sin(j)=sy
0 en otro caso. Claramente, los vectores v?) (s € Ag) son linealmente independientes.
Més atin, por (3.6),
A= 3 @l = 3 k= aum)
' k€eAg n(k)=s
Por lo tanto, A(v(®) = TieA, asv™, es decir, los vectores v(*) (s € Ao) son una
base de un subespacio de CA0 invariante bajo A, con ésto obtenemos (a).

b) Es consecuencia de (4.2). ’ [w}
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4.4. Proposicién [PT2]. Sea n: A — A una cubierta de Galois definida por la accién
de un grupo finito G. Donde A no necesariamente grafica finita. Entonces p(A) = p(A).

Demostracién: Sea (Fm)m una sucesién de subgrificas finitas y plenas de A tal que
Am Fry = A. Sea Fl, = n(Fp) Ia subgrifica finita de A obtenida como la imagen de
Fin. Entonces lim Fl, = A (ver 2.5).

Consideremos Fy, la subgrifica finita y plena de A cuyo conjunto de vértices es

G(Fm)o. Fn es finita, pues Fip y G lo son. La restriccién : Fy, — FY, es una cubierta

de Galois definida por G. Entonces por (2.5) y (4.2), se tiene que

p(A) = Jim p(Fm) = Jim o(Fh) = oA).

m=—00

4.5. En algunos casos especiales se pueden obtener estimaciones sencillas del valor del
radio espectral p(A). La siguiente nos sera de utilidad.

Sea m: A — A la cubierta universal de A, donde A es una grifica finita, conexa
¥ sin vértices de grado 1.

Sea M, = sup{deg (v); v € Ao}.

Proposicién ([PT3], [HfSm]). Con las anteriores hipdtesis, tenemos
PA) 2 p(8) 2 (M, ~ 1)/ + (M, —1)/2,

Lo anterior es falso si A tiene vértices de grado 1. Vedmoslo con un ejemplo

sencillo,

@
Sea A: ‘/ >___ , entonces p(A) = 2.1010... < 2Y/2 4 2-1/3,
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4.5.1. Para la demostracion de (4.5) necesitamos el siguiente lema

Lema. Con las hipétesis de (4.5). Existe una subgréfica plena de A isomorfa a EMA ,
donde
Ep : . .

. L
S
N\

es la estrella infinita con M, brazos.

Demostracién: Como A es finita, entonces existe v € Ag tal que deg (v) = M,. Sea
t € A, con 7(t) = v. Entonces deg (¢) = M, y como A es arbol, existen ty,,.. M 1€
Ag vértices adyacentes a ¢ en A, Basta demostrar que de ¢;; podemos prolongar un
brazo infinito, los demés se demuestran andlogamente.

Yy == o ror + = By tal

Supongamos que existe m y un brazo ¢

que ya no se puede continuar a un camino de longitud m.

Cu taz,_ tim-a
t
tM.1 © vem— ¢
* L]
t2y
Como A es érbol, entonces deg (tym—1) = 1, deg (7(tym—1)) = 1, que es una
. contradiccion, pues A no tiene vértices de grado 1. 0

4.5.2. Demoatmcldu de (4.5): Como E)py s C A, entonces por (2.8.¢), (26) y (4 2),
(My =)+ (M, == By S B S B). o
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4.5.3. La proposicién (4.5) da una cota éptima.
Lema. Sean 0 < M € N, un nimero par y ¢ > 0. Entonces existe A = A(e) tal que

M, = My p(A)—p(E,,) < €. (Utilizamos M = 2¢ par, sélo por facilidad). En [HfSm],

se trata este problema usando las llamadas “graficas topoldgicamente equivalentes”.
g

Demostracién: Tomemos la siguiente familia de graficas. Para m € N, construimos la

siguiente gréfica, que tiene £ ciclos de longitud m.

. M- 7“:‘ 2

Entonces, por [HfSm, 2.4y 3.4}, lim p(Cm)

m—o0

nf {o(Cm)} = o(Epy)- o

4.6. La constante isoperimétrica y el crecimiento de grupos.
Sea A una grifica y X C Ay. La frontera 3X de X es el conjunto de aristas en
A que tiene un vértice en X y el otro en Ap \ X. La constante isoperimétrica i(A) de

A es una medida de expansién de la gréfica. Se define romo
. . [18X] A .
i(A) = inf —I}—I-; X C Ag, X es un subconjunto finito de Ay} ,
si A es una grafica infinita. Si A es finita,
. . [lox : 1
i(@) =min { 12X, x ¢ aa1x1 £ Jiaal},

ver por ejemplo [MoWo), [BiMoST].
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Ejemplos: a) Consideremos la grifica
M,\-/.‘
) < ,
.'-o\cz

entonces, i(A) = min{2M,2, 2472, =1, [MH]} = om [MEL T — 1.
b) En general, si A es una grifica finita, conexa con mas de un punto, i(A) > 0.

Sin embargo, podemos tener grificas finitas con constante isoperimétrica tan pequeiia

como queramos, por ejemplo:

sem§n=i i-———-----—-’-',nEN,entonces
Jim_i(An) =0:

c) Sea A:

Por [Mo2, 3.1] y (4.1.c) tenemos

i(A) > —2(4=2V3)

2Fa-a-2/m "

4.6.1 Si F es una subgrifica de A, denotemos por int(F') al conjunto de puntos in-

teriores de F. Esto es, sea i € Fp, i € int (F) sii para cada arista i
j € Fo.

jen A,

4.7. Un grupo finitamente generado G, con una gréfica de Cayley " tal que i(I') =0
es llamado manejable. Si G es manejable, toda grifica de Cayley de G tiene constante
isoperimétrica 0, ((MoWo), [Pi]).
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La definicién de “manejable” viene de teoria de la medida: G un grupo topo-
légico ﬁfu’tamente generado es manejable, si existe una funcién no-negativa y, definida
en la familia I' de todos los conjuntos de Borel de G, tal que: (a) u(G) = 1; (b) u es
finitamente aditiva ¥ (c) ¢ es invariante bajo la accién derecha de G en I'.

Como ejemplos de grupos manejables tenemos a los grupos abelianos, y més en
general, a los grupos que tienen crecimiento polinomial, ver (4.13).

Esta clase de grupos tienen muchas propiedades interesantes, como veremos a

continuacion, también ver [MoWo], [Pi].

4.8. Fijemos para el resto del capitulo una cubierta de Galois 7: A — A definida por

un grupo G, con A y A gréficas conexas.

'I‘eorem.a [PT2]. Sean A una grifica conexa, finita, y 7:A — A una cubierta de
Galois definida por un grupo manejable G, entonces:

“a)o(A)co(d) y

b) p(d) = p(A).

Daremos la demostracién en (4.10).

4.9. Consideremos la cubierta 7: A — A, Recordemos que por (3.2), A es una grifica

acotada y G un grupo finitamente generado.

Denotemos las érbitas de G en Aq por ©Qy,...,Q. Por (3.2), existe una sub-
grifica conexa y plena W de A tal que |[WoN§);] = 1, paral < ¢ < t, con |Wo| = [Ag| =: 8
ademas si S es el conjunto de todos los elementos 1 # g € G tales que las subgréficas
disjuntas W y g(W) son z'idyacen_tes en A, (esto es, existen v € Wy, u € (g(W))o ¥

2 u en A, escribimos W —— g(W)), entonces S es finito y genera a G. Ver la

v

construccién de W en (3.2).

Definimos I = A(G, S) la grifica de Cayley asociada a (G, S).
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Lema {PT2]. Con la notacién anterior, {(A) < Mi(T).

Demostracién: Sea F una subgréfica finita y plena de I'. Consideremos la subgrifica
finita y plena L de A con vértices U g(Wo) Entonces |Lo| = t|{Fp|. Demostraremos
que {0Lo| < M, t|3F;|, lo cual lmphca el resultado.

Consideremos la funcién p: Lo\int (L) — Fo\int (F), a — gq tal que a € ga(Wo)-
¢ esta bien definida: si a € Lo \ int (L), existe alguna arista a b con b ¢ L,
gy en I'. Como b ¢ Ly, entonces

Entonces g5 gy € S y obtenemos una arista g,
9 ¢ Fo.

Claramente ¢~ Y(g) C g(Ws). Esto implica que |Lo \ int (L)| < t|Fp \ int (F)|.
Obtenemos |0Lo| < My [Lo\ int (L)] < Mt|Fp \ int (F)| < Myt|0F|. o

4.10. Demostracién del teorema (4.8). Sean A = A; = (aj;), A = Ay = (aij), ¥
t = |Agl.

a) Sea A € 0(A). Demostraremos que A € o(A). Para este propésito construi-
remos una sucesién (y™), en £ con ly™|| = 1y tal que Jim |A(y™) — Ay =0
(2.3).

Como G es manejable, por (4.9), i(A) = 0, entonces sea (Lp)n una sucesién de

n

e = 0 y la funcién

subgréficas plenas y finitas de A tal que ,,l_i..“éo
4.10.1 - Ao = N, s [771(s) N (Lyp)o|

es constante para cada n € N, ver (4.9).

Como A es una grifica finita, podemos encontrar un vector = # 0 que satisface
A(z) = Az y [|z|| = 1. Para cada n € N, definimos z(") € € tal que ‘”S'") = Ty sl
i € (Ln)o y ™ = 0 en otro caso. Entonces y™ = I—:g;ﬁ €& ylly™|| = 1. Para

i € int (L), tenemos que &;; = 0 para cada j ¢ (Ln)o. Asi,

(A= 3 @z = EZA: ( > aj-’) Ty = ZA yn(i)s = (A(2))x(s) = Az{™.
8€EAp s€4A0

j€(Tnlo \r(i)=s

Si (A(z™)); # /\a:s"), entonces i € (Lp)o \int (In) 6 ¢ ¢ (Ln)o pero existe

7 € (In)o \ int (Ln) tal que aJ.z_(i") #0, (pues sii ¢ (Ln)o, zi™ = 0; pero A(z(™); # 0).
En ambos casos,

4.10.2 |A(z™); - Azl < tM5.



: En efecto, 8i i € (Ln)o \int (Ln), entonces (A(z™)); — Az{™ = — e)‘% (? 8j | za-
! 8€Ag | *(j)=2
i#(Ln)o

El otro caso es similar.

Por lo tanto,

igint (L)

1A=) = 2] = \J A(z); - e
<
10.2

“ tMA J [(Zn \int (Ln))o] < tMx1/2]8(Zn)al-

Por (4.10.1), como ||z|| = 1, tenemos que [|z(™||? = L(éf)-“-l % |zs)? = I-(%‘)nl
€A

Entonces obtenemos

i 9(Ln)ol
A(y™) — Ay < V3 M, 1372, | 10Endol
" (y ) Yy " - A I(L")Ol
Luego, A € o(A).
v b) En particular, p(A) € o(A) y por (4.2), tenemos que p(A) = p(A). o

4.11. El siguiente resultado se sigue de (4.8) y de (0.4).

Corolario. Sea 7: A — A una cubierta de Galois definida por un grupo G manejable.

Si A es finita, entonces

U o(d) co(A).
tachrmanis
m‘:de wn [n}

4.11.1. Las contenciones anteriores pueden ser propias: por (2.8.8) y (4.1.a), tenemos

que la cubierta universal

At cer t e h e e . .. _LA:O

satisface ¢ = ao(A) # Unen{2cos 2"—"'j; j =1,...,n} ¢ [-2,2]. Sin embargo,

U {2cos _7, ji=1,...,n}=[-2,2]
neN
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4.12. Corolario. Sea 7: A — A una cubierta de Galois definida por un grupo mane-
jable G (con A no necesariamente finita), entonces p(A) = p(A).

Demostracién: Sea Fy C F; C --- una sucesidn de subgraficas finitas, plenas y conexas
de A tal que "!i_l.nooFm = A, ver (2.5). Para cada Fin, m € N, construiremos una
cubierta de Galois asociada a m, de la siguiente forma:

Sea Am una componente conexa de la imagen inversa 7 ™(Fn). -

Definamos Gm = {9 € G; 9(Am) C Am} que resulta ser un subgrupo de G:
claramente, a) 1 € Gm; y b) Si g,k € G, entonces gh € Gm.

Demostraremos c): Si g € Gy, entonces g~! € Gm.

Sea z—2—y € (Am)1, como Am es conexa, existe un camino v = (g(z),¢(a) =
B, 9(y); - - .37, B = a,y) en Ay, entonces g~'(7) es una camino de & a g~*(a). Como
es cubierta de Galois, 7g~(7) = 7(7) C Fi. Es decir, si A’ = A U{g™"(7)}, entonces
A! es conexa, Ay C A' C #7Y(Fy,). Como Ay, es componente conexa de w~}(Fp),
entonces Apy = A', y g7V (a) € Ap.

Por lo tanto, g™ (Apm) C Am, y Gm < G es subgrupo de G.

Asi obtenemos que 7y := 7|: Ay, — Fip, s una cubierta de Galois definida por
Gm. Por [Ch], Gy €3 un grupo manejable, entonces por (2.6) y (4.8),

A(B) 2 p(Bm) = p(Fm) v p(A) =limp(Fm) < p(B).

Por lo tanto, (4.2) implica que p(A) = p(A). n}

4.13. Sea A una gréfica conexa y acotada. Dados dos vértices i, 7 € Ay, la distencia
d(i,j) entre i y j esta definida como

d(3,7) = min {n; existe un camino de longitud n de i a j}.

Fijemos un vértice ¢ € Ag. Entonces la funcién de crecimiento de A alrededor
de i es bi(n) = {j € Aq; d(i,j) < n}|.

Se dice que A tiene crecimiento polinomial de grado a lo mds p (con p € N) si
existe una constante ¢ > 0 tal que b;(n) < cnP; A tiene crecimiento exponencial si existen
constantes ¢ > 0 y £ > 1 tales que b;(n) > c£"; A tiene crecimiento subezp tal si
nl_i_'ngo "‘/ bi(n) = 1. Es fécil ver que estas definiciones no dependen del vértice escogido i.

Sea G un grupo finitamente generado y S un conjunto finito de generadores de
G. Consideremos la grifica de Cayley A = A(G,S). Entonces bi(n) no depende de
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la eleccién de i. Definamos d(n) = bi(n). Se dice que el grupo G tiene crecimiento
- polinomial (resp. ezponencial, subezponencial) si A(G,S) tiene esa propiedad. Esta

definicién no depende de la eleccién de S.

La funcién de crecimiento fué originalmente introducida en [M1) para grupos.
Lo siguiente es conocido sobre el crecimiento de un grupo finitamente generado G:

a) Si G es abeliano, entonces tiene crecimiento polinomial.

Por ejemplo, G = Z: tomemos S = {1}, conjunto generadordeZ y A = A(Z S)
la gréfica de Cayley asociada a (Z, S) es la siguiente, (ver (3.7.b)).

Al vvr ¢ e b e b e— b — s e s

- -3 -1 0 1 2
Luego, .
b(n) = bo(n) = |{j € Z; d(0,j) <n}|=2n+1<3n, para cadan > 1.

Esto es, G tiene crecimiento polinomial de grado 1.

b) Si G tiene un subgrupo mlpotente de indice finito, entonces G tiene creci-
miento polinomial (Wf].

¢) Si G tiene un subgrupo libre (no abeliano), entonces G tiene crecimiento
exponencial, [Sa). Por ejemplo, G = (a, b} el grupo libre en dos generadores: Tomemos
S = {a, b}, entonces A = A(G, S) es la siguiente:

Sea n € N, b(n) puede verse como el niimero de distintos elementos de G

que pueden ser representados como un producto de a lo méds n factores de la forma:
~1 g p~1
a,a>1,5,5"1,

—1
Entonces, §(n) =4 ("): 3") +1> 3" y G tiene crecimiento exponencial.
. i=1
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Luego, G no es manejable.
d) Hay grupos con crecimiento subexponencial y no polinomial, [Gr).
€) Si G no es manejable, entonces G tiene crecimiento exponencial (ver {Mo3,
pag. 393, 4.3]).
f) Hay grupos manejables con crecimiento ezponencial.
_ Por ejemplo, todo grupo soluble no policiclico tiene crecimiento exponencial,
((M2], [Wf]) y es manejable, [Pi].

Un grupo G es llamado policiclico si cada subgrupo de G es finitamente generado.

4.14. Proposicién [PT2]. Sea m: A — A cubierta de Galois definida por la accién de
un grupo finitamente generado G con crecimiento polinomial, entonces p(A) = p(A).

Demostracién: Demostraremos que G es manejable y aplicamos (4.12).

Sea I' = A(G,S) la grifica de Cayley definida en (4.9). Entonces I' es una
gréfica regular con valencia Mp. Luego, p(T') < My (2.4). Como G tiene crecimiento
polinomial, por [BiMoS-T, 2.2}, p(I') = Mr.

Por (4.3), podemos suponer que A es una gréfica infinita (por lo tanto ' lo es). -
Por [BiMoS-T, 3.3}, i(I') = 0, y G es manejable.

El teorema (4.12) da el resultado. o

4.15. Proposicién [PT2]. Sea m:A — A una cubierta de Galois definida por un
grupo finitamente generado G. Si p(A) < p(A), entonces G tiene crecimiento exponen-
cial.

Demostracidn: Sea T' = A(G,S) la gréfica de Cayley definida en (4.9). Por (4.12),
i([) > 0. Otra vez [BiMoS-T; 3.3, 2.2] dice que p(T') < Mp y T tiene crecimiento
exponencial, [m]

4.16. Observacidn (de la Peiia): Sea G un grupo finitamente generado. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) Ges manejable. .

b) Vm: A — A cubierta de Galois definida por G, entonces p(A) = p(A).

c) S es un conjunto finito de generadores de G, entonces p(A(G, S)) = 2|S].
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Demostracién: a) = b): es (4.12);

b) = ¢): A(G,S) - My s es cubierta de Galois definida por G y s = |S|;
entonces p(A(G, S)) =2|S|]. % : .

c) => a): Si G es finitamenie generado, entonces A = A(G, S) es una grifica
regular, conexa de grado 2[S|.

Si G no es manejable, entonces p(A) < 2|5|— !'%AB)F < 2{S|, por [BiMoS-TJ. Esto
es a una contradiccion. =)

4.17. Problema: ;Son equivalentes:
a) G es manejable
b) Existe una cubierta de Galois 7: A — A definida por G, con A conexa tal que

p(A) = p(8)?



5. ALGEBRAS HEREDITARIAS Y OCULTAS

En este capitulo haremos un recorrido en el estudio de uno de los principales tipos
de algebras: las dlgebras heredifarias; y trataremos una de las principales “teoria-
herramienta” de la teoria de representaciones: la teorda de tilteo, que utilizaremos con
mucha frecuencia en este trabajo.

Daremos aqui, sélo resultados ya conocidos; como referencias generales, ver
([R1], [HaR], [Ga2], {[Bol}); para definiciones y conceptos bisicos, ver el capitulo 0.

5.1. Sea A = k[A]/J una k-algebra de dimensién finita. Diremos que A es de tipo de
representacion:

a) Finilo si A tiene un nimero finito de clases de isomorfia de mddulos inescin-
dibles, ver ([Gal], [Ga2], [BnGP], [DIR1}).

Si A es de tipo de representacién infinito, se tienen los siguientes tipos de repre-
sentacién:

b) Manso: si para cualquier d € N, existe un niimero finito de A-k[t}-bimédulos
X1,...,X¢ que son libres de rango d como k[t]-mddulos derechos, tales que todos los
A-médulos inescindibles de dimensién d son de la forma X; ®gp (kft}/(t = X)), para
algin 1 <i <2y ) € k, ver [DIR]), [G1].

(Notemos que toda dlgebra de tipo (ie representacién finito cumple las propieda-
des del tipo de representacién manso).

¢) Salvaje: si existe X un A-k(z,y)-bimédulo tal que X es libre finitamente
generado como k({z,y)-médulo derecho y X ®j(z ) —:modk(z,y) — modA preserva
inescindibles y clases de isomorfia.

Por comodidad, diremos que A es mansa (resp. salvaje) si A es de tipo de
representacién manso (resp. salvaje).

En 1979, en [Drl], [Dr2] Drozd demostré que cualquier k-dlgebra de dimensién
finita, es mansa o selvaje, pero no ambas, ver también [Cb1]. .

En general, no hay técnicas para decidir si una k-dlgebra A es de cierto tipo de

representacién. Sin embargo, se tienen algunos resultados parciales.
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5.1.1. Teorema [P2]. Sean A un carcaj finito y sin ciclos dmgdos, y J un. 1deal'
admisible de k[A]. Sea A = k[A)/J. :

Si A es mansa entonces g, , 1a forma cuadritica de Tits, es débilmenée' n_d negativa
(i.e. V z € NAo, gx(2)20). o

5.1.2, Teorema [Cbl]. Sea A una k-dlgebra de dimensién finita.

Si A es mansa, entonces casi todos los A-médulos inescindibles X de cada di-

mensién fija satisfacen rX = X, o

Ahora nos enfocaremos a las k-dlgebras hereditarias que han sido de las més
estudiadas y en las cusles el problema de clasificacion segiin su tipo de representacién

estd resuelto.
5.2. Se dice que una k-dlgebra A es hereditaria si todo ideal de A es proyectivo.

Proposicién [Ga2]. Sea A = k[A]/J una k-algebra de dimensién finita. A es heredi-
taria si y sélo si J =0y A no tiene ciclos dirigidos.

Demostracidn [CiLaSl]: (sdlo si):
Supongamos que g L, Ty 2h gy — -0 2 T4 = Zo s un ciclo en A. Porlo
tanto, para cada i, la multiplicacién por «; define un morfismo 0 # @q;: Pz; = Pr;_,.

Sea K; = Ker yq;, entonces K; es proyectivo (A es hereditaria). Tenemos el

siguiente diagrama conmutativo

Pa;
0 — K; «—— Py, — P,
//a
d // 2

P, :;/ Kl' -
Existe @q; tal que @q,7 = go‘a'., ademds @q,; es mono,
Entonces Pr;/K; es proyectivoy 7 se divide. Como P, es inelscindible, se tiene
que Pr; = Py;/K;, y Ki =0.
Tenemos que ¢ := @a, ** - Pay Pry — Pry es mono y como Py, es inescindible,

¢ es iso. Con lo que resulta que @q, es iso y 2, = zo.
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Sea & € A la imagen de a bajo la proyeccidn candnica, entonces existe m con
a” =0, ay""! # 0 pero wq,(a" ') = aJ® = 0, que es una contradiccidn (pues q, es
iso).
Por lo tanto, A no tiene ciclos dirigidos.
Supongamos que J # 0. Podemos encontrar z,y € Ag tal que J(z,y) #0y z
es el punto “més adelantado” con esta propiedad, en el siguiente sentido:
Si 2~ z es un camino dirigido de z a z, entonces J(z,t) = 0 para cada ¢ € Ao.
e
Sean z 7 todas las flechas que salen de z (donde las z{’s no necesa-
Bm Zm
riamente son distintas entre sf).
No es dificil demostrar que 8 Pz; = rad P; (el radical de P;), por ser A here-
ditaria. =
Sea c¢(s,t) = nimero de caminos dirigidosde s a t.
Entonces dimgrad P,(y) < ¢z,y) (pues J(z,y) # 0); pero como J(z;,y) = O,
dimgrad Pr(y) = dimy 5 Pr(y) = i": c(z;,y) = ¢(z, y), que es una contradiccién.
Por lo tanto J l=—-(I) =

(si): Sea A = E[A)/J, A sin ciclos orientados, y J = 0.

Demostraremos que los submddulos de Py son proyectivos, para toda z € Ag.
(Ya que éstos son los proyectivos inescindibles de A).

Basta demostrar que el rad P; es proyectivo, para toda z € Ao (puessi X G Pr,

entonces X C rad Pr).
z1

h
Sean z/ todas las fleches que salen de z en A, entonces
5 Pzi %, rad Py — 0 es la cubierta proyectiva de rad Pz, donde Pr; i, rad Pz,
g_-elne la siguiente receta: v — vf;.
Supongamos que T no es mono. Entonces existe y € A, tal que (Ker 7)(y)#0.

m
Luego, existe 0 # v = (71,...,Tm) € O Pr,(y), asi algin v; # 0. Tenemos
1=1

& m . . m
0= n(ny...rvm) = El Yiai, ¥ esto implica que 0 # }:1 ~ia; € J(z,y), que es una
=] =

contradiccion, porque J = 0. o
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5.3. Ahora veremos algunos teoremas de clasificacién de las dlgebras hereditarias segin

su tipo de representacién. El primero depende de A, la grafica subyacente al carcaj a.

5.3.1. Teorema ([Gal], [BeMW], [BnGP]): Sea A = k[A] k-algebra hereditaria de
dimensién finita (i.e. A sin ciclos orientados). Entonces
a) A es de tipo de reprensentacion finito sii A es alguno de los siguientes dia-

gramas, conocidos como diagramas de Dynkin:

Ee .
AI-' ) o—o—!—--—.
e —s 1 D”(,.24)
~
 Srmtits e § 50 e Sonsmms Be:
7 » i ¢
2

Ey:

b) A es de tipo de representacién manso (y no finito) sii A es alguno de los
siguientes diagramas, llamados euclidianos:

L R RN Kn("lzl) L. :
. . D=l Ban20
N\ / v

nel
a.—.—.—. 2‘
i
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5.3.1.1. Teorema. Sea A = k[A] una k-dlgebra hereditaria de dimensién finita. Sea
p(A) el radio espectral de la matriz de adyacencia de A (ver (2.4)). Entonces

i) A es de tipo de representacién finito sii p(A) < 2.

ii) A es de tipo de representacién manso sii p(A) = 2.

iii) A es de tipo de representacidn salvaje sii p(A) > 2.

Demostracion: Para (ii) se hacen explicitamente los calculos, utilizando (5.3.1).
(8) y (iii) se siguen de (1.9). . o
Siempre que digamos “tipo de representacién manso” implicard que no es de

tipo finito.

5.3.2. Como en (0.8), sea T, la matriz de Tits asociada a A = kA). Como A es
hereditaria, T, toma la siguiente forma: T, = 2I — A,, donde A, es la matriz de
adyacencia de A.

Sean V* el cono positivo de V = R", ver (cap. 1) y T, 1(V+) la imagen inversa
de V* bajo 7). ’

No es dificil probar que 7, satisface una y sélo una de las siguientes propiedades
(ver [T]):

a) (T, es Eliptico) TA_‘(V*) cvh
b) (T, es Parabdlico) T;}(V*) = Ker T, = Ru, para algiin vector u >> 0;
<) (T, es Hiperbélico) T, (V*)nV* = {0} (sii existe u << 0 con T (1) >> 0).

Teorema ([Kcl], ver también [T]). Sean A = k[A] k-algebra hereditaria y n = |A).
Entonces,

a) A es de tipo de representacién finito sii Aes eliptico (es decir, T, es eliptico).

b) A es de tipo de representacién manso sii A es parabélico.

c) A es de tipo de representacion salvaje sii A es hiperbélico.

5.3.3. Teorema. Sea A = k[&] una k-dlgebra hereditaria, con n = |Aof, y sea g, su
forma de Tits. Entonces

i) A es de tipo de representacién finito sii g, es positiva definida, (i.e. V0 # z € Z",
aa(2) > 0).

i’) A es de tipo de representacidn finito sii ¢, es débilmente positiva, (i.e. ¢,(z) > 0,
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VO#£zeVt).

ii) A es mansa sii g, es no negativa, (ie. V z € 2", ¢,(z) 2 0 y ¢, no es positiva
definida). También, en este caso, la conclusién del teorema (5.1.1) es una afirmacién
equivalente. '

iii) A es salvaje sii g, es indefinida, (esto es, existen z;, z; tales que g,(z1) > 0 ¥
4x(z2) <0).

Para demostrar ambos teoremas, probaremos primero el siguiente:

5.3.4. Teorema. 1) A es eliptico sii g, es positiva definida.
2) A es parabdlico sii g, es no negativa.
3) A es hiperbdlico sii g, es indefinida.

Para la demostracién de este teorema necesitaremos las siguientes considera-
ciones:

Seal <:<n. Por T,('.) denotaremos la submatriz principal de T, que resulta
de eliminar el i-ésimo renglén y la i-ésima columna de la matriz T,. Claramente,
T,f'.) = TA(..), donde A() = k[A()] y A() es el subcarcaj pleno de A que se obtiene de
eliminar el vértice i.

En general si A es un subcarcaj pleno de A, diremos que T, (N = k[A']), es
una submatriz principal de T, . El determinante det T,, se llama un menor principal de
T,.

Lema. i) Sea A un carcaj eliptico. Entonces todo subcarcaj pleno de A es eliptico.

ii) Sea A un carcaj parabdlico. Entonces todo subcarcaj pleno propio de Aes eliptico.0

5.3.5. Demostracion del teorema (5.9.4): 1) Por induccién sobre el nimero de vértices
n de A, demostraremos que si Aes eliptico entonces g, es positiva.

Si n = 1, el resultado es claro. Por el lema (5.3.4), las formas ¢() = \6)
son positivas, 1 < { < n. En particular, todos los menores principales propios de T,
son positivos (ver [Gm, pag. 306]). Por esta caracterizacién de las formas cuadraticas
positivas, nos basta demostrar que det T, > 0.

Supongamos que det T}, <0. Por [Gm, pég. 83], se tiene

2d(T} )T, = (det T,)I
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donde ad(T} ) es la matriz adjunta de T,. Sean B; los vectores renglén de ad(T),).
Entonces T, (B;) = B;T, <0, estoes, —B; € TA_‘(V"') c V* (por ser A eliptico). Pero
la entrada i-ésima del vector B; es det TA('.) > 0, contradiccién.

Es claro, que la forma de Tits g, asociada a un carcaj A parabélico o hiperbdlico
no es positiva definida.

2) Supongamos que A es parabélico y sea u >> 0 tal que T,(u) =0. Seav € 2"
un vector que no es miltiplo de u. Entonces existe A # 0 de forma que Au +v € dV+.
Digamos (Au + v)(i) = 0. Entonces

0<qAu+v)= g, (v). Ademis g, (u) = 0.

Si ¢, es semipositiva y no positiva, por (1) A no es eliptico y es facil ver, por la
definicién de hiperbélico, que A tampoco es hiperbélico. Asi A debe ser parabdlico.

3) Supongamos que A es hiperbélico y sea u << 0 con T, (u) >> 0. Entonces
g, (1) <0, pero g, (e;) = 1 donde ¢; es el i-ésimo vector de la base candnica de V = R".

El converso es inmediato. 0
5.3.6. Corolario. A esun carcaj eliptico sii ¢, es débilmente positiva. (]

5.3.7. Esbozo de la demostracién del Teorema (5.3.2.a): A es de tipo de representacién
finito sii A es eliptico.

(sélo si): Esta es parte del llamado argumento de Tits (ver [Gal], [BnGP]).
Recordamos la idea:

Supongamos que A es de tipo de representacion finito. Sean 2 € N” y V; el con-
junto de todas las representaciones X € rep,,(&) tales que dimp X (i) = 2(z). El conjunto

V. tiene estructura de variedad algebraica con dimensién dim V; = = #(9)=(j).
(i—j)eA,

El grupo algebraico G; = l'[ GL(2(i), k) actia sobre V; de forma que si X,Y € V,,
entonces X = Y sii existe g é G; tal que g(X) = Y. Consideremos k \ {0} — G¢, la
inclusién diagonal. Entonces k% := &\ {0} actia trivialmente sobre V;. Por hipdtesis
existe sélo un nimero finito de drbitas de la accién Gz/k* sobre V;. Entonces

z"jz(i)’ —1=dimG/k* 2dimV,= Y  z(i)(j).
=1 . (i—j)ek,

En otras palabras ¢,(z) > 1. Concluimos que g, es débilmente positiva y por
(5.3.6), & es eliptico.
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(i [BnGP]): Para esto necesitamos de la siguiente

Proposicién. i) Si A es eliptico, entonces existe rn > 0 tal que o0 =T
ii) ¢, tiene un vector u > 0 invariante (esto es, u # 0 y ¢, (u) = u) sii A es parabdlico.0

Ahora, supongamos que A es eliptico. Sea X € repi(A) inescindible. Sea
= dijn X. Si para todo ¢ € N tuviéramos que ¢ﬁ (v) > 0, entonces el vector

v+ da(v) 4o+ 0N (v)

es un vector invariante de ¢,. Contradiccién a la proposicién anterior.

Existe entonces, h > 0 tal que ¢k(v) no es positivo. Supongamos que h es
minima con esta propiedad. Entonces se puede mostrar que tﬁk—l( v) es el vector di-

mensién de un proyectivo inescindible. Esto prueba que v es una raiz positiva de ¢,.0

5.3.8. En [Dr2] se prueba que A es de tipo de representacién manso sii g, es no
negativa, y de (5.3.4) se sigue que A es de tipo manso sii Aes parabdlico. .

5.3.9. Por (5.1), A es de tipo salvaje sii A no es de tipo finito ni manso sii ((5.3.7) y
(5.3.8)) A no es parabdlico ni eliptico sii A es hiperbélico.
Con esto se finaliza la demostracién de los teoremas (5.3.2) y (5.3.3). (m]

5.3.10, Observemos que el teorema (5.1.2) también nos da una equivalencia, en el caso
en que A es hereditaria: A es mansa sii casi todos los A-médulos inescindibles X de
cada dimensidn fija satisfacen 7.X = X, ver ([DIR1]). a

5.4. Algunas propiedades de la matriz de Coxeter.
Una de las principales propiedades de ¢, = —-CA‘TCA, la matriz de Coxeter de

A, es la siguiente:

5.4.1. Proposicién [R1]. Sean A = k[A] una k-4lgebra hereditaria y X € modA un
A-médulo inescindible. Tenemos:
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a) Si X no es proyectivo, entonces
dim 7X = ¢,(dim X).
b) Si X no es inyectivo, entonces

dim 7~ X = ¢ }(dim X).

En los capitulos 7 y 8 veremos que las propiedades espectrales de las matrices de
Tits y de Coxcter nos permiten estudiar propiedades importantes de los médulos: por
ejemplo, caracterizar a los médulos segin su posicién en I'y, el carcaj de Auslander-
Reiten de A.

A continuacién, nos adelantaremos en dar algunos resultados, ya conocidos sobre

el espectro o(¢,) de ¢, .

5.4.2. Si A = k[A], con A carcaj finito, entonces p(#,) > 1 ver [Ho]. De hecho, si A es
un diagrama Dynkin o euclidiano, p(¢a) = 1, (se pueden hacer los célculos explicitos,
utilizando (5.3.1)); y si A es sa.l\.'aje, entonces p(¢,) > 1. Esto se puede demostrar,
sabiendo que cualquier &lgebra hereditaria salvaje “contiene” un algebra hereditaria
minimal salvaje (ver (8.10)), cuyo carcaj es un subcarcaj pleno de A y autilizando el

siguiente

Lema (Kerner, Xi; ver [X]). Sea A = k[A] una k-dlgebra hereditaria salvaje. Sealﬁ’

un subcarcaj conexo y pleno de A tal que A’ = k[A'] es también salvaje. Entonces
p(¢pr) < p(#4)- D

Corolario. Sea A = k[A] una k-glgebra hereditaria. Sea A’ un subcarcaj conexo y
pleno de A con A’ = k[A']. Entonces o(b,0) < p(&4)- u]

5.5. El carcaj de Auslander-Reiten de una k-ilgebra hereditaria.
En el capitulo 0, introdujimos el concepto de carcaj de Auslander-Reiten, T'y,
de A y algunas de sus propiedades. Aqui, veremos que en el caso hereditario, 'y tiene

una estructura “sencilla”, con propiedades homolégicas muy bonitas.
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Recordemos que un A-médulo inescindible X es postproyectivo (resp. preinyec-
tivo) sii existen m € N y s € A tales que '

Xx+"P, (resp. X = r™MQ,),

con P, (resp. Q,) el A-proyectivo (resp. A-inyectivo) en s.
Un A-médulo inescindible X es regular si V m € N, 7™X y r~™X existen.
También recordemos que una componente conexa C del carcaj de Auslander-
Reiten de A es una componente postproyectiva (resp. preinyectiva) si VX € C, X es
postproyectivo (resp. preinyectivo) y C no tiene ciclos dirigidos.

Preposicién. Sea A = k[A] k-algebra hereditaria, entonces I' tiene una componente
postproyectiva P, , que contiene a todos los proyectivos, y una componente preinyectiva
Ty, que contiene a todos los inyectivos. Sea Ry =T’ \ (Py UZ,). Entonces para todo
X € Py, Y € Ry y Z € I se tiene que

Homy (Y, X) =0 =Homy(2,Y).

Ahora veamos como es I'y en este caso.
a) Si A es de tipo finito, 'y = Py = I,.
Sea Ago: ' — ?— ?.... Definamos ZA como el carcaj cuyo conjunto de

vértices es Z % (Aco)o ¥ para cada flecha a:i — i + 1 en Ay, hay en ZA o la siguientes
flechas (m,a): (m,i) = (m,i + 1) y (m,a):(m,i + 1) = (m + 1,i) para cadam € Z. -
Es decir, ZA o tiene la siguiente forma:

Sea m € N, el carcaj ZAo/m, llamado tubo estable de rango m, es el carcaj
obtenido de ZA, por medio del cociente dado por la siguiente relacién de equivalen-

cia ~:
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(hyi) ~ (¢,i) sii h = {(modm)
i it+1, (ha)~(¢a) siih=~L(modm)
(h,a) ~ (&,a) sii h = ¢(modm).
b) Si A es de tipo manso: T'y =Py URA U,

I‘A-.

N

Ra

donde cada componente es infinita, y Rj es unién de componentes que constan de los
A-médulos regulares: R es una familia (T} )acku{co} de tubos donde casi todo tubo
T) es de rango 1.

c) Si A es de tipo salvaje: I'y = Py U Ry UI,, donde cada componente €s

infinita, y R es unién de componentes regulares de la forma ZA .

5.6. Veamos algunas caracteristicas del comportamiento de los médulos en I'y y ciertas

propiedades homolédgicas, cuando A es hereditaria salvaje.

5.6.1. Elsiguiente resultado nos dice que en las componentes postproyectiva y preinyec-
tiva, sélo hay un ndmero finito de inescindibles cuyo vector dimensién tiene alguna

coordenada cero.
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Proposicién [U1). Sea A = k[A], tal que A no es Dynkin, entonces existe N = N(A)
tal que /"I es sincero (i.e. dim 7"f >> 0), para todam > N , donde I es cualquier
A-médulo inescindible preinyectivo. o

5.6.2. En Iy, algunas r-6rbitas de inescindibles tienen propiedades interesantes y
itiles, como las mono-drbitas. :
Sea P € P, la érbita PT = {r~"P; n > 0} es una mono-orbita sii
i)Cada0# f: X -+ Y,X € PT,Y € P, es monomorfismo; y
ii) Cada 0 # f:Z — 2'; Z,2' € PT, tiene conticleo con todos sus sumandos directos

regulares.

Proposicién [Bal]: Sea A una k-dlgebra hereditaria salvaje, entonces existe P un

A-médulo proyectivo tal que P” es mono-érbita. [m}

5.6.3. Proposicién ([Ba2, (3.1)], [K2; (1.4)]). Sea A k-dlgebra hereditaria salvaje,
sean X,Y € R A-inescindibles regulares, entonces existe N tal que

a) Homy (X,7™Y) #0, Vm2>N.

b) Homp(X,r~™Y) =0, Vm>N. 0

Para esquematizar lo anterior, tomemos X = Y, por (5.5), la componente regular

que contiene a X se ve de la siguiente forma (es un ZA):
¥0

/——\ 20
T

x...QQW '

A pesar de que las flechas en I'y van hacia la derecha, desde un momento en
adelante ya no hay morfismos distintos decero de X a 7™ X, m > N.

Ademas, esto nos dice que entre componentes regulares hay una infinidad de
morfismos no cero. En (9.9), daremos una demostracién muy sencilla de esto, para el
caso oculta-salvaje de tipo fuente-pozos.
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8.7. Como ya hemos dicho, la parte central de este trabajo es el estudio de las dlgebras
hereditarias salvajes. En esta seccién recordaremos resultados sobre dlgebras heredi-
tarias que nos ayudardn a enfocar y poner en contexto nuestro problema.

El problema general es el estudio de las representaciones inescindibles de 5, un
carcaj sin ciclos orientados. El problema ha sido estudiado:

a) El caso de tipo de representacién finito, es bien conocido (ver [Gal], [(Ga2),
[BnGP], [DIR1)).

b) En el caso manso, es decir, cuando A es un diagrama euclidiano, se tiene lo
siguiente (ver [DIR1}, [Gal]):

Existe una funcién “lineal” (i.e. es lineal si la extendemos de Ko(A) ® Q =
Q" — Q), 8 = (2, ~),:Ko(A) — Z, del grupo de Grothendieck de A = k[A] a los
enteros tal que si X € modA es inescindible, entonces
X es postproyectivo sii d(dim X) <0,
X es regular sii d(dim X) =0,y
X es preinyectivo sii d(dim X) > 0.
Esto da una caracterizacion completa de la posicién de los inescindibles en el carcaj de
Auslander-Reiten, Iy, de A. La funcidn 8 recibe el nombre de funcidn defecto.

La idea es la siguiente (ver [DIR1] y [GP]):

Existe zo € NA0 ta] que V y € Kop(A), si g4 (y) = 0, entonces y € Rzo. A 20 se
le llama el generador del radical de g,, y 8 = (z0,—), es la funcién defecto.

c) En el caso salvaje: Baer introduce un niimero snfinito de funciones defecto
para resolver el problema como en el caso manso, [Ba2].

Nosotros, en el capitulo 9, definiremos dos funciones lineales para atacar este
problema.

A continuacién, daremos, sin pruebas, la solucién de Baer:

5.7.1. Sea A = k[A] una k-algebra hereditaria salvaje. En [Ba2] se tratan de definir
funciones defecto, que en el caso manso coinciden con la definida en (b) y asi obtener
la caracterizacién.
Sea S € addR, un médulo con todos sus sumandos directos regulares, se define
paracada j € Z
639: modA — Z

X ~+ (dim 795, dim X),.
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Recordemos que (dim 775, dim X}, = dimzHomy (775, X)—dimpExt} (178, X),
donde 198 := @rj Si, con S = @ i, la descomposicién en inescindibles de S.
] 3
Observemos que si A es mansa y S es homogéneo (i.e. S es inescindible y estd
en un tubo estable de rango 1, en particular 7, § = S), entonces 6_‘75 = miltiplo real de
(201"),\ (ver (b)).

Se tiene el siguiente resultado:

5.7.2. Teorema [Ba2]. Sean A un &lgebra hereditaria salvaje y X € mod A inescin-
dible. Entonces

i) X es postproyectivo sii 6f(th_m X) <0, paratodo jE2Z, y existe joEZ, 63-5;(5iim X)<o.
ii) X es regular sii existen enteros N y L de tal forma que

&(dim X)>0 Vj<N y
65(dim X) <0 Vj>L.

iii) X es preinyectivo sii 67(dim X) >0, Vj € Z, y existe jo € Z, 6% (dim X)>0. O
J Jo

5.8. Teorfa de tilteo. Algebras ocultas.

En esta seccién veremos una de las teoria-herramientas mads ftiles en teoria de
representaciones. Daremos los principales resultados sobre dlgebras tilteadas.

En (5.9) veremos con mds cuidado un caso particular de dlgebras tilteadas: las
dlgebras ocultas.

La teoria de tilteo fué iniciada por Brenner y Butler como una generalizacién
de los “funtores de Coxeter” [BnGP], los “funtores reflexién” [BrBu] y los “funtores
parciales de Coxeter” [APIR].

En su forma final, la nocién de médulo de tilteo fue introducida y elaborada en
[HaR], por Happel y Ringel, ver también [Bo2].

En lo que resta de este capitulo sea A = k[&] una k-algebra hereditaria de

dimensidn finita.

5.8.1. Un A-médulo T" se Hama mdduloe de tilteo si satisface:

(e) Ext} (T,T)=0; y

(B) El ntimero de clases de isomorfia de sumandos inescindibles de T es igual al
ntimero de A-médulos simples (i.e. igual a la dimensién de Ko(A, Q) = Q2¢).
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Un A-médulo T se llama parcial de tilteo si satisface (a).

Lema (Bongartz, ver [R1]). Sea T un A-mddulo parcial de tilteo. Entonces existe
T’ € modA tal que T@T’ es médulo de tilteo. Ademss, si T" es un sumando inescindible
de T', entonces T" es proyectivo o Homy(T",T) # 0. (]

Corolario (Definicién opcional). T es un médulo de tilteo sii
(a) Ext}(T,T) =0, y
(B') Existe 0 — A — T, — T3 — 0 sucesién exacta, Ti, T3 € addT, esto es, los sumandos

inescindibles de T y T; son sumandos de T. (=]
Del lema (5.8.1) y de (5.5) se sigue:

Corolario. Si 7T € add P4 es un médulo parcial de tilteo, entonces existe T € add Py
tal que T @ T’ es A-médulo de tilteo. (m]

5.8.2. En el caso en que A es una k-dlgebra salvaje, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién (Ringel, ver [Ba4]). Sea A = k[&] k-algebra salvaje, con |Ag| = 3,

entonces A tiene médulos de tilteo con todos sus sumandos regulares. w]

La anterior proposicién es falsa si A es mansa, ya que los vectores dimensién de

los inescindibles regulares generan un subespacio de Q ®z Ko(A) de dimensién |Aqf — 1.

5.8.3. Sean A = k[A] k-algebra hereditaria y T € modA un médulo de tilteo. El
lgebra B := End,(T') se llama dlgebra tilteada (de tipo A).
Por medio de propiedades de A, modA, ¢,, T's, gl dimA,... se pueden obtener ’

propiedades de las dlgebras B, que veremos en ésta y las préximas secciones.
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5.8.4. Un par de clases de A-médulos (F,G) se llama un par de torsidn si:

a) F es la clase de los F € modA tales que Homa(G,F) = 0 (ie. VG € G,
Homy (G, F) =0).

b) G es la clase de los G € modA tales que Homy(G,F) = 0.

A los médulos de @ se les llama los mddulos de torsidn y a los de F los mddulos

libres de torsidn.

Lema. Sea (F,G) un par de torsién de A-mddulos, entonces

i) F es cerrado bajo la formacién de submddulos, extensiones y sumas directas.

ii) G es cerrado bajo la formacidén de extensiones, imdgenes homomérficas y sumas di-
rectas finitas,

iii) modA = F _[ G, i.e. V M € modA existe un tinico M’ € G tal que

0= M — M — M/M — 0 es sucesién exacta y M/M' € F. A M' =: (M) sele
llama la parte de torsién de M. ) D

5.8.5. Ejemplos importantes:
Sea T € modA un A-médulo de tilteo. Sean
F(T):= {M € modA; Homs(T, M) = 0}
= {M € modA; M estd cogenerado por 7, T}, y
G(T) = {M € modA; Ext}(7,M) =0}
= {M € modA; 3T™ — X — 0 sucesidn exacta}.
Entonces (F(T'),6(T)) es un par de torsién en modA.,
Sea B = Endj(T) y consideremos

W(T) = {N € modB; TorP(Ty, N) =0}
X(T)={N € modB; Ty ®5 N =0}
Entonces (Y(T'), X(T)) es un par de torsién en modB.

Ademés cumplen las siguientes relaciones:

5.8.5.1.' Teorema (Brenner-Butler, ver [HaR]). El funtor 1 = Homy(, T, —) define
una equivalencia de G(T') a Y(T), con inversa T ®5 ~. El funtor X4, := Ext}(T,-)
define una equivalencia de F(T') a A(T"), con inversa TorB(T, ). '

Ademds estos funtores mandan sucesiones exactas en sucesiones exactas. D
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5.8.5.2. Proposicién [Ha.R].‘Sea. B = Endj(T) como antes. Entonces
i) modB = X(T) V J(T) (esto es, los B-mddulos inescindibles estan contenidos en
Z2(TYu (1))
ii) Y(T) es cerrado bajo predecesores y bajo TB;
iii) X(T) es cerrado bajo sucesores y bajo 7

"iv) Lema de Conezién. Denotemos por QA(:E) (resp. Pp(z)) al A-inyectivo (resp. A-
proyectivo) correspondiente al vértice £ € Ag. Se tiene que T, £.(Q, (7)) = = +(Pa(z)).
Ademas, si Q es un B-mddulo inescindible inyectivo con Q ¢ X(T) entonces existe
T € Ao tal que Q@ = B7(Q4(z)) con P(z) sumando directo de T. o

5.8.5.3, Proposicién ([Bo2], [R1]). Sean A = k[A]y B = Endy(T) como antes.
Entonces
8) Si M € G(T), entonces Ep(r, M) = rpEp(M) y ExtF(ErM,X(T)) = 0
Vm>1. '
" b) Si N € F(T), entonces ExtJ(M(T),Z(N)) =0, Vm > 1.
c) gldimB < 2. (u]
Estos resultados ayudan a comprender un poco mas la estructura del carcaj de

Auslander-Reiten de B, problema que no esta resuelto en general.

5.8.6. Ahora veamos la estrecha relacién que existe entre las transformaciones de

Coxeter, formas de Tits de A y las de sus algebras tilteadas.

Proposicién ([Bo2], [R1]). Con la notacién anterior, sea B = End(T). Definimos
dim T

or == C; T, donde C} es la matriz de Cartan de A, y ¢ = : , la matriz de
dim Ty

n x n, con {T;}%.; el conjunto de sumandos inescindibles de T no 1somorfos dos a dos.

Entonces
1) op: Ko(A) = Ky(B) es un isomorfismo lineal tal que

or(dim M) = dim %, M —dim E'TM.

2) (z0); = (dim T}, z},.
3) Cp =t 7T,

4) 3T = orCyT L.
5) V z,y € Ko(A), (z,y), = (zo1,y0r1)5- En particular, az(2) = gg(zoT).
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6) Si M € G(T), entonces g, (dim M) = g5(dim E,(M)).
Si N € F(T), entonces g,(dim M) = g5(dim T.(N)).
Donde, g, (dim M) = 3 (—1)’dim;Ext}, (M, M) la forma cuadrdtica de Tits de A.
i>0

7) ¢5g =0 ‘¢, 0. En ;m-ticula.r, sus respectivos polinomios caracteristicos son iguales.0

En los capitulos 7 y 8 veremos propiedades espectrales de la matriz de Coxeter.
La proposicién anterior nos dice que estudiar las propiedades espectrales de dlgebras
tilteadas es equivalente a estudiarlas en el caso hereditario.

5.9. A‘Igebras Ocultas.
En esta seccién estudiaremos un caso particular, pero muy importante de dlge-
bras tilteadas: cuando T, el médulo de tilteo, tiene todos sus sumandos postproyectivos.

Estas dlgebras tienen un comportamiento “casi hereditario”.

5.9.1. Sea A = k[A] k-algebra hereditaria de tipo infinito, |Ag| = n, T € modA un
médulo de tilteo y B = Endy(T).

B es llamada oculta (de tipe A) si T € add Py, esto es, si T tiene todos sus
sumandos postproyectivos. Adems3s si A es mansa a B se le llama mansa-oculta, éste es
un nombre muy sugerente ya que en este caso se prueba que: A es mansa sii B es mansa

(i.e. es mansay oculta). En otras palabras, “ocultar” preserva el tipo de representacién.

Por lo tanto, A es salvaje sii B lo es.

Nota: Las algebras ocultas-mansas han sido clasificadas. La lista se asocia a los nom-
bres de Bongartz, Happel y Vossieck, ver {Bo3] y {HaVo).

5.9.2. Un ejemplo importante: Sean A y A’ carcajes tales que A = A’ son arboles,
entonces k[&] es dlgebra oculta de tipo A'. (Se puede probar ficilmente usando reflexio-
nes), [BnGP].

5.9.3. En el caso en que B es una k-algebra oculta se puede dar una descripcién muy
precisa de su carcaj de Auslander-Reiten, I'g. A saber,

Proposicién [R1]. Sea B = Endy(T) oculta. Entonces,
1) F(T') es un conjunto finito y contenido en P,, la componente postproyectiva de A.
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2) G(T) es cofinito y consta de una subcategoria cofinita de Py; de Ty y de Rj.

3) Pg = E7(PANG(T)) es una componente postproyectiva de I'g que contiene a todos
los proyectivos; la clase de los médulos regulares de B es Rg = (R, ), ¥ forma una
familia infinita de componentes regulares de la misma formade Ry; Tg = Sp(Ty )VAX(T)

es una componente preinyectiva de I'g con todos los inyectivos. [m]
Zﬂﬂ}} P,NE(T) ... Ra I
. J/
( A s
Pa =z(‘PAn9(T))... . ves s X(T)
8=IR, Iz,

\——-) (loma d: conexion)

5.9.4. Lema. Sean B = Endj(T') dlgebra oculta de tipo A y X € modB inescindible.
a) Si X es B-postproyectivo, entonces X = Homy (T, L) para algin A-postpro-
yectivo inescindible; L € G(T) condim X = o, (dim L) y 75X = E(r,L). Si X noes
proyectivo y Homg(X, B) = 0, dim 75X = ¢g(dim X)-
b) X es B-regular sii existe L € G(T)NRp con X = T, (L). Ademds, 75X =
Er(ry L) y dim 75X = ¢g(dim X).
¢) Si X es B-preinyectivo, entonces sucede alguna de las siguientes:
c.1) Existe L € G(T) NI, tal que X = Tp(L), 75X = Ep(r,L) y dim 75X =
¢p(dim X); 6
c.2) X € X(T) (i.e. existe L € F(T) tal que X = 2'1.(X)), pero existe m(X) =: m tal
que cada X, con £ > m es del tipo (c.1). (m]



6. CUBIERTAS DE GALOIS Y REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS

Muchas de las propiedades espectrales de las cubiertas de Galois de gréficas, (ver
capitulo 3), se cumplen para las de dlgebras. En este capitulo recordaremos defini-
ciones y resultados importantes ya conocidos.

Para referencias generales ver [MzP], [BoGa)}, [P1}, [DoSk] y {PT2].

6.1. Una k-categoria A se llama localmente de dimensidn finile (resp. localmente aco-
tada) si satisface las condiciones (a), (b) y (c) (resp. (a), (b) y (c')) siguientes:
a) A es esquelética, (esto es, objetos diferentes en A son no isomorfos),
b) Para cada objeto = € Ob(A), el algebra A(z, £) es local,
¢) dimgA(z,y) < oo para r,y € Ob(A).
¢) ¥ dimpA(y,z) <oo, ¥ dimpA(z,y) < oo para todo objeto z.
y€Ob(A) yEOb(A)
Donde A(z, y) es el k-espacio vectorial de los A-morfismos de z a y.

6.2. Sea A un carcaj conexo, posiblemente infinito. Sea k[&] la categoria de trayec-
torias. Por F denotamos también al ideal bilateral generado por las flechas. Un ideal
admisible J en L[&] es uno tal que para cada vértice z € Ay tiene un mimero natural
nz, con F'*(z,—) C J(z,~) C F*(x,—) y similarmente para la segunda coordenada.

Dado el carcaj A y un vértice z € A, por =t denotamos al conjunto de vértices
en Ap a los cuales llegan flechas que comienzan en z, y por z~ a los vértices donde
comienzan flechas con punto final z. A& se llama localmente finito si z+, £~ son finitos
para todo vértice z € A,.

Dado A localmente finito y J un ideal admisible de k[&], es facil ver que la
categoria k[A]/J es localmente acotada. De hecho, con una prueba ansloga a la del
caso de un élgebra de dimensién finita, puede probarse que toda categoria A localmente
acotada es isomorfa a k[&] /J para un carcaj localmente finito A y un ideal admisible
J.

Anilogamente al caso de carcajes finitos, podemos definir las categorias modA,
ModA y.MODA (resp. repg(A), Repi(8) y REP,,(&)), para A = k[&]/] con A carcaj
localmente finito.
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Como sdlo trabajaremos con dlgebras hereditarias, podemos suponer que J =0

¥ todo carcaj A sin ciclos dirigidos.

6.3. Sea F: K:k[s] — A=k[A] un k-funtor entre categorias localmente acotadas.
Decimos que F es un funtor cubriente si es denso y para cada a € OW(A) los siguientes
morfismos inducidos son biyecciones:
@v’s(of(ﬁ) i\(:» y) —— A(F(z),a)
v)=a
@yG(D;(I—\) K(yi :t) —— A(as F(Z))
y)=a

En ambos casos la regla es (fy)r(y)ma — X F(fy).
F(y)=a

6.3.1. En los capitulos 3 y 4 definimos la nocién de cubierta de Galois de gréficas y
dimos algunas de sus propiedades, entre ellas: dados un carcaj A = (A, (s,€)) y una
cubierta de Galois m: A — A, definida por la accién de un grupo G que actia libremente
sobre A, entonces existe (3, &) orientacién de A tal que: (i) 7§ = sw y né = em;
(ii) 59 = g5 y €g = g€, para toda g € G, ver (3.3). Entonces, m A — A es una cubierta
de Galois de carcajes que induce un funtor cubriente k[w]:k[i] —+ KA]. En efecto,
basta dar un morfismo entre los carcajes para tenerlo entre sus respectivas k-categorias
de trayectorias.

Ademads, como G actia libremente sobre A y para todo g € G, 7g = T, tenemos:
i) G es un grupo de automorfismos de k[g], (extendiendo cada morfismo primero en
forma natural sobre los caminos dirigidos de a y después linealmente), que actiia libre-
mente sobre k[s], esto es, si z es un objeto de k[g] (resp. @ un morfismo de k[Z]),
g(z) = x (resp. g(a) = a), g € G, entonces g = 1.
" ii) Para todo g € G, k[r]g = k[r].

6.3.2. Un ejemplo importante:
Recordemos de (3.7. a), que si A es un carca_] localmente finito y G' un grupo
que ¢ actia libremente sobre A entonces tenemos m: A — A/G una cubierta de Galois

de A/G, el carcaj cociente (localmente finito), definida por la accién de G. Entonces,
k[): k[s] - k[&/G] es un funtor cubriente con las propiedades (i) y (ii) de (6.3.1).

Este ejemplo nos ayudard a dar la siguiente definicién:
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6.4. Sean F:A = k[E] A= k[&] un funtor cubriente y G un grupo de automorfismos
de A que actiia libremente sobre A.

Diremos que F es una cubierts de Galois definida por la accién de G, si satisface
lo siguiente:
i) Fg = F, para cada g € G.
ii) Existe un funtor F': k[A) — k[Z/G] que es una equivalencia de categorias tal que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

K[A]
|

kA] “~F - kA/G]

6.5. Reciprocamente a (6.3.1), si tenemos F: k[E] —+ k[A] un funtor cubierta de Galois,
entre k- categonas localmente acotadas, definido por la accién de un grupo G, entonces
éste induce una cubierta de Galois m:A — A, definida por la accién de G tal que
k[x] = F. Entonces nos bastard trabajar con estas tltimas, y ambas cubiertas tendran

las “mismas propiedades”, ver capitulos 3 y 4.
Nota: Abusando del lenguaje, usaremos la misma letra w, para k[r].

6.5.1’. Sea A un carcaj conexo y finito. Definimos la categoria de cubiertas de Galoss
de A = K[A] (resp. de A), denotada por Gal (A) (resp. Gal (A)), de la siguiente
manera:
a) (= Ic[S] — A) € Ob(Gal (A)) sii 7 es una cubierta de Galois de A.
. b) Un morfismo f: (m: k[Z] — A) — (': k[A’] — A), entre objetos es un k-funtor
f:k[A] — k[A'] tal que hace conmutativo el siguiente diagrama:
HA]

s
kA — A
x!
La definicién ansloga para Gal (&).
(6.5) nos dice que existe una equivalencia de categorias entre Gal () y Gal(A).
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Entonces todas las propiedades que tenemos de las cubiertas de Galois de A,
como por ejemplo: la propiedad de levantamicnto vinico de caminos, la existencia de la
cubierta universal, etc., las tenemos para A, ver capitulo 3 y especialmente (3.13).

6.6. Los médulos de las cubiertas de k[A)].

Sea m: R:k[i] —+ A=k[A) una cubierta de Galois definida por la accién de un
grupo G.

Sea X € ModA y g € G, denotemos por X9 € ModA al A-médulo, que como
k-espacio vectorial es X, con el siguiente producto: sea a € A y v € X9, entonces
avd := g(a)v, donde el dltimo producto se efectiia en X.

Para mejor visualizacién, tomemos Repk(g) la categoria de representaﬂones de
A (ver capitulo 0). Sea X = ((X(:))":-Ao, (X(a)) ) una representacién de A y
g € G. Entonces X9 = ((X(g(4)));cA, (X(y(of)))‘,,eA

Obviamente, de esta forma ¢ € G induce un automorfismo de la categoria
Repk(i) de manera que el grupo G actda en Rep;,(&). (Si f:X — X' es un mor-
fiamo en Repi(R), 9 = (fy(o ey 9 € G)

Denotemos por Repk (A) a la categoria de las representaciones G-periddicas, a
saber:

a) (X,(¢,)gec) € Ob(Reka(A—‘)) sii X € Repk(g) (= representaciones de A
tal que X () es espacio de dimensién finita para cada i € Ay), Py X — X9 es un
isomorfismo en Repk(i), , es la identidad y (p"’:tpg = tpyqy Para g,h € G.

b) fi(X,(p,)gec) — (Yi(¥,)gec) es morfismo en Rep,c (A), si f: X - Y es
morfismo de representaciones y para g € G, i € Ay, el siguiente cuadrado conmuta

X(3) ——@~—> Y (i)
‘Pg(i)l . l’l’y(i)

. £2(3) .
X9({) ——— YO,

Tenemos, entonces también la deﬁmcwn ModG/_\ (resp. mod©R) de A-médulos
G-periéddicos, correspondiente a Repj (A) (resp. repy (A))

6.6.1. Proposicién ([Ga4], ver también [P1]). Las categorias modA y modGA son
equivalentes. a
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6.7. Los funtores “push-down” y “pull-up”.
Sea k[fS} —+ k[A] una cubierta de Galois definida por un grupo G que actiia

libremente sobre A.

6.7.1. Sean A = k[Z] ¥ A = K[&]. Definamos los siguientes funtores asociados a 7.

De: MODA — MQDA (con restriccién Dy: modA — modA).

Si X € MODA, Dx(X) esta definido como sigue: Para cada i € Ao,

(X)) = @ X(),
i

ysi_a, €l

Dx(X)(4): Dx(X)(E) — Dr(X)(h),

esta dado por

(f'j),(j) i (X (ea;)(%;)x()=h>

donde j—f—"-» € es la tinica flecha }al que n(¢ay) = a.

Uxr:MODA — MODA (con restriccién Uy: modA — ModA)

tal que X — X,
En ambos casos hemos dado lil regla de asociacién de los funtores, viendo los
A-médulos como representaciones de A, ver (0.9) y (6.2).
A Dy (resp. Uy) le Hamnamos el funtor push-down (resp. pull-up) de .

6.7.2. Proposicién ([BoGa] y [Gp4]). 2) Dx 4 Ur (D= es adjunto izquierdo de Ux).
Es decir, para cada X € MODA y ¥ € MODA existe una biyeccién
" Homp(D(X),Y) — Homz(X, Ux(Y))

que es “natural” en ambas variables.
b) Sea Y € modA, Y es proyectivo (resp. inyectivo) sii Dx(Y') lo es.
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c) Si A es una k-dlgebra de dimensién finita y ¥ un A-médulo no-proyectivo,
entonces Dx(7,Y) = 1, D4(Y). ]

6.7.3. Denotemos por mod, A a la subcategoria plena de modA formada por todos los
médulos de la forma Dy(X), X € modA; a Y € mod,A se le llamard mddulo de primera
clase; si Y € modzA := modA \ mod A se le llamard de segunda clase, (relativa a la
cubierta m: A — A).

Proposicién [Gad]. a) Py UZ, C mod;A, donde Py (resp. Tp) son los A-maddulos
postproyectivos (resp. preinyectivos).
b) UsDe X & @ X7, para todo X € modA. a
g€

6.7.4. Definicién. Diremos que A = k[s] es localmente de representacion salvaje sii
A contiene un subcarcaj finito y salvaje.

Asi, si A es finita, la categoria k[i] es localmente de representacion salvaje sii
el dlgebra k[z] es salvaje (ver (5.1.c)).

Observacion: Si {ﬁm}meN es una sucesién de subcarcajes finitos de A tal que lim Fry, =
A y A es localmente de representacién salvaje. Entonces existe N tal que k[fm] es
salvaje, para toda m > N (ver (2.5)).

Proposicién. Seanw: A =k[5] — A=k[5] una cubierta de Galois y A un carcaj finito,
entonces A es localmente de representacién salvaje sii A es salvaje.

Demostracidn: 2) Si A es un 4rbol, entonces A = A. Luego, A es salvaje sii A lo es,

b) Cuando A no es un arbol, tenemos:

b.1) Si Aesun carcaj finito, entonces por (4.3) y (5.3.1.1), A es salvaje sii A lo es.
b.2) Sea Aun carcaj infinito:

Si A es localmente de representacién salvaje, entonces A es selvaje. En efecto,
existe F c A subcarcaj finito y salvaje, entonces por (5.3.1.1), (1.9) y (4.2), tenemos
que 2 < p(F) < p(A) £ p(A), luego por (5.3.1.1), A es salvaje.

Ahora, si A es salvaje (como A es infinita), entonces A tiene al menos un ciclo C
y un vértice z € C de grado mayor o igual que 3 (si no, A seria un diagrama euclidiano).
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Luego (por ser A finita), A contiene como subgréfica (no iamente plena) a una

grifica de la siguiente forma:

[} *
! ver I . ' » x(y)=s ¢=1,2,3.
1A % ¥
que es una grafica salvaje, entonces A es localmente de representacién salvaje. [m]

6.8, Sea m: ﬂ:k(s] — A=k[A] una cubierta de Galois, con A finita (por lo tanto, A
también lo es). Entonces los funtores push-down y pull-up definen funciones lineales
con propiedades muy interesantes:

En lo que resta del capitulo, supondremos que A es de tipo de representacién

infinito.
6.8.1. Definimos el operador push-down dy asociado a Dy:

dy: cho €40, con de((zj)jea,) = Y =z
j€dp
n(i)=s 2€Ao

Observemos que para todo X € modA, dy(dim X) = dim D#(X).

Lema. a)dr¢; = ¢,dx, con ¢, la matriz de Coxeter de A (ver (0.8)).

b) dy Az = Apdx, con Ap la matriz de adyacencia de A.

Demostracidn: a) Sea {¢i}ica,» @ = dim @, el vector dimension del inyectivo en i, -
entonces {¢;};¢ A, forma una base para CAo,

Como dy(g;) = dim Dx(Q;), entonces por (6.7.2) y (5.4.1), tenemos que
drd;(9i) = d5dx(gi), Pparatodai€ Qo

Luego, dxé; = épdn.
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b) Se sigue de (3.6): Sea {e;};cA la base canénica de Ao, Entonces

drAx(ei) = dr((dij)jeay) = ( P An(i)sdscto = (Ax(i)a)seAg=Ands(es),
x(j)=s

donde Az = (@) y Aa = (ast)- B

6.8.2. Definimos el operador pull-up, uy: CA0 — 050, asociado Uy, el funtor pull-up
de , de la siguiente manera: Para j € Ao, un((2s)scag)i = t, con 7(j) = t.

También aqui tenemos que para todo X € modA, ux(dim X) = dim Ux(X).

Lema. ux satisface

urP) = gpux.

Demostracién: Una observacién que nos serd muy iitil es que

6.8.3. Si Q; (resp. F;) denota el inyectivo (resp. proyectivo) en i, entonces

ur(dim @s) = Y dim @i,y
i€lg
x(i)=>»
ur(dimPs)= Z dim P;.
i€dq :
m(i)=s
Como ¢, (resp. ¢ ﬁ) es la finica transformacién lineal tal que, para s € A (resp.

i € Ao) ¢,(dim Py) = —dim Qs (resp. ¢ (dim P;) = ~dim @), (ver (0.10.3)).

Por tanto, para toda s € Ag

"1r¢,\(dimpa)=" E diin=¢A( E dimpi)=¢}‘"1r(dimpa)-

x(i)=s #(i)=s

Entonces (como {dim Ps}sca, forma una base para CA°), uUxdy = dgus. D
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6.8.4. Lema. Sea m: A =k[5] — A=k[A] una cubierta de Galois, definida por la
accién de un grupo G. Sea A finita. Entonces

a) G es finito, y |Aq] = t]Ao), donde ¢ es el orden de G.
b) Con la notacién de (6.8.1 - 6.8.3), si v € C30, entonces

dyug(v) =tv.

Demostracidn: a) Si n(j) = s, G C n71(s) = »~!n(j) = Gj y como G actia libre-
mente en Gj, entonces |Gj| = |G| =1t.
b) Sean v € C40, y s € A,. Entonces
(dxux(v))s = 2 (ux(v)); = Z vy = tus.

w(j)=s G)=s @



7. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES DE COXETER
PROPIEDADES FUNDAMENTALES

En éste y en los siguientes capitulos, uniremos gran parte de los resultados anteriores
‘para obtener propiedades del espectro de la matriz de Coxeter y aplicaciones a la teoria
de representaciones de algebras. Obtendremos alguncs de los resultados incluidos en
articulos con de la Peita: {PT1], [PT3]; y otros resultados que no han sido atin publica-
dos.

La siguiente seccién es un resumen sobre parte de la teoria de grupos de Weyl. -
La finalidad de ésta es enfatizar la importancia de las matrices de Coxeter en esta teoria
y observar que muchas de las técnicas que después desarrollaremos, pueden utilizarse

en algunos casos mds generales.

7.0. El grupo de Weyl.

Los grupos de Weyl juegan un papel fundamental en la teoria de dlgebras de
Lie (dlgebras de Kaé-Moody), ver [Kcl]; como hemos visto y veremos a lo largo de este
trabajo, también en la teoria de representaciones de algebras, en especial en el estudio

de las Algebras hereditarias. Esta seccién se basa en [P3}, [Bou] y {Kc2].

7.0.1. Como una generalizacion de (0.8), sea A = (a;;) una matriz de Tits de tamaifio
n X n, esto es: a;; = 2 para 1 £ i < n; a;; = 0sii @j; = 0, donde a;; es un entero
no positivo si i # j. (En la literatura, A también aparece con el nombre de matriz de
“Cartan”).

Sean £ = R" y e1,...,6, un conjunto de vectores linealmente independientes
de E. Definamos (—,—) la forma bilineal (no necesariamente simétrica) en E dada por
(ei, ;) = ajj. Las refleziones s; € GL(E) estan definidas por si(v) = v — (v, e;)e;, para

cada v € E. Se tienen las siguientes relaciones

sf=1 (ni=1,...,n) y (sis;)™i=1 (i,7=1,...,n),
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donde los enteros m;; estin dados en la siguiente tabla

ajjaj | 01 2 3 >4
mij | 23 46 o

ver [Bou, cép. IV, 1.5} y [Kc2, 3.12].
El subgrupo W de GL(E) generado por s,...,3n €s llamado el grupo de Weyl
de A.

7.0.2 Como hemos visto en (5.3.2), la matriz de Tits A satisface una y sélo una de las
siguientes tres propiedades:

a) (Caso Eliptico) det A # 0 y existe un vector positivo u >> 0 tal que ud >> 0;

b) (Caso Parabdlico) det A = 0 y existe u >> 0 tal que uA =0;

¢) (Caso Hiperbdlico) existe u >> 0 tal que ud << 0.

Asociada a A existe una grdfica (valuada) de Cozeter A que estd dada de la
siguiente forma: A tiene como conjunto de vértices Ap = {1,...,n}. Sii < jya;; #0,
entonces existe una arista en A que une a i y j con valor (lajl, lajil)-

Observemos que si tenemos un carcaj A y T su matriz de Tits como en (0.8),
la gréfica de Coxeter de T coincide con A, si en lugar de valuaciones ponemos tantas
aristas entre dos vértices i y j como |a;;| = |ajil.

Siempre supondremos que A es conexa, es decir A es irreducible.

Sabemos que A es eliptica sii A es un diagrama de Dynkin. En este caso W, el
grupo de Weyl, es finito.

La matriz A es parabdlica sii A es un diagrama euclidiano, ver (5.3.2). En este
caso W es un producto semidirecto ‘:/ k G, donde W esun grupo de Weyl finito y G

es un grupo abeliano.

7.0.3. Un elemento ¥ = 54,34, -+ 3;, € W, con {é1,...,in} = {1,...,n}, es llamado
una transformacidn de Cozeter. En general, la clase de conjugacién (en GL(E)) de una

transformacién de Coxeter depende del orden escogido de los indices, ver [Co] y (8.10).

Claramente det ¢ = (—1)", pues s} = 1, para toda i.

7.0.4. Sea A = k[A] una k-3lgebra hereditaria. En (0.8), definimos la matriz de

Coxeter ¢, asociada a A.
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Supongamos que Ag, el conjunto de vértices de 5, tiene una numerecion
(+)-accesible. Esto es, numeramos primero a todos los pozos en A, despusés a los que son
pozos en el subcarcaj A’ pleno de A, con A} = Ao \ {pozes de A} y asi sucesivamente.

. 0 > . . IR
Existe tal numeracién pues A no tiene ciclos dirigidos.

7.0.4.1. Tomemos ¥ = s;33+-+3, € W una transformacién de Coxeter del grupo de
Weyl W asociado a T),. Entonces existe una permutacién de renglones de ¢4, combinada
con la misma permutacién en columnas tal que ¢, toma la forma ¥, ver [BnGP). En
otras palabras, si ¢, es la matriz de Coxeter de A con una numeracidn (+)-accesible en

Ao, entonces ¢, = V.

Demostracién [Hol: Sean C, =: C la matriz de Cartan de A = E[A] y Ap = (ai5)
la matriz de adyacencia de A, ver (0.8) y (2.1). Sean n = |A¢| y para cada i € Ao,
pi := dim P;, el vector dimensién del proyectivo en 1.

Como Ay estd ordenado (+)-accesiblemente, tenemos que

1 pa1) pa(1) .-+ pn(1)

1 ps(2) -+ pa(2)

C= 1 <++ pn(3)
. :

Ademas, la matriz de reflexién s;, ¢ € A, tiene la siguiente forma
I o 0
;=10 -1 0},
o o I
donde a; = (a;i,...,84-1 i), bi = (@it1iy...,ani) ¥ las I’s son matrices identidad que en
cada caso tienen el tamaiio apropiado.

Para cada i € A, definimos L; y u; de tal forma que
_(Li X.') r_(LT o
C_(O ul yC_X:fru,-’
donde L; es de tamafio i x i y u; matriz de (n — i) x (n — i). Entonces

L;_, wf 1 0
Li=( bl 1’) y “i—1=(v._7' ug

donde w; = (pi(1),...,pi(i = 1)) y vi = (P;+1(i), v vy Pa(i)).
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Usaremos induccién sobre 1 para demostrar que

CTs,~--s.'=(—0L‘ 0) .

U

Esto es obviamente cierto para i = 0. Supongamos cierto esto para i — 1.
Reemplazando i tenemos

-L;_

0
-Lisy, 0 O\ /I of O
=l o 1 offo -1 0
(s i )

—Li-, wiT 0 ~L: O
=| o -1 o) ()
0 0 ¢

ug
Lo anterior se sigue de las siguientes identidades (recordando que Aq estd nu-
merado (+)-accesiblemente): sean k,i,j € Ao

pi(h) = aip + 3 pj(R)aji
i>h

piiy= Y pi(hay;

i<h<j

Por lo tanto, CT's, - - s, = ~C, con lo que se sigue el resultado. m}
Por lo anterior, siempre supondremos que A est4 numerado (+)-accesiblemente.

7.0.4.2. Observacidn: Sean k y k' dos campos. Si A esun carcaj sin ciclos orientados
y 8 € Ap, entonces
dim P; = dim P,
con P (resp. P}) el proyectivo en s de k[A] (resp. k'[A]).
Luego, ¢, 5 = bz = 5
Por lo tanto, ¢& es realmente un invariante de A (lo mismo para p(¢A. ).

7.0.5. Algebras de Lie y de Ka¢-Moody.
Sea k un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0.

Sea A = (a;;) una (n x n)-matriz de Tits y sea I un grupo abeliano libre con
generadores libres ay,...,an. Asociamos a la matriz A la siguiente k-algebra de Lie
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IP-graduada £(4) = u?l‘ La, la cual esta unicamente determinada por las siguientes
propiedades:

a) Cada ideal graduado que intersecte trivialmente a £y es cero,

b) L(A) estd generado por los elementos ¢;, f;, ki, i = 1,...,n, tal que Lq; = ke;,
L_a; = kf;; los h;, ¢ = 1,...,n forman una base de Lo y las siguientes relaciones se

cumplen:
[Ri k3] =0, lei, f;] = &ijhir [hivej] = aijej, [hi, fi] = —aijf;,

coni,j=1,...,n,y §; denota la delta de Kronecker.

Llamamos a £(A) un dlgebra de Lie si £L(A) tiene k-dimension finita, en otro
caso le diremos dlgebra de Kaé-Moody.

Es sabido que £(A) es un dlgebra de Lie sii A es eliptica; y £(A) es un dlgebra
simple (es decir, cuyos tinicos ideales son 0 y £(A4)) sii A es irreducible y no tiene raices
nulas. Una raiz nule de A es por definicién un vector no negativo r = (z;) tal que
zA = 0.

Por otro lado, desde que Coxeter estudi6 las transformaciones de Coxeter y sus
espectros, en [Cx], éstos han jugado un papel muy importante en la teoria de dlgebras
de Lie [Bou], [Cr], particularmente en el estudio de la teoria de dlgebras afines (esto
es, cuando su matriz de Tits es parabdlica) y recientemente en las dlgebras salvajes (es
decir, si su matriz de Tits es hiperbdlica). Ademas de la biBliograﬁ'a ya mencionada,
ver [A’], [BeMW], [BeLM], [BnGP), [Co], [DIR1] y [PT1].

Daremos sélo como ejemplo uno de estos resultados: (ver [PT1], [P3]).

Proposicidén. Sea £(A) una k-dlgebra de Lie. Entonces

a) £(A) es de k-dimensién infinita sii el radio espectral de alguna de sus trans-
formaciones de Coxeter ¢ pertenece a su espectro, esto es, p(¢) € a(¢).

b) A es hiperbélica sii existen ¢ € W = W(A4) transformacién de Coxeter y
A, ¢t € o(¢) dos valores propios de ¢ tales que |A| # |u|. Ademads en este caso p(¢) > 1.

c) Si A es hiperbédlica y n > 3, entonces W tiene un subgrupo libre no abeliano.0l

Terminamos aqui nuestra breve revisidn sobre grupos de Weyl. Volvamos a

nuestro asunto.
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Recordemos: Sea A = k[A] Ia k-dlgebra de trayectorins de A un carcaj finito y
sin ciclos orientados, |Ao| = n.

Sean T € modA un A-médulo de tilteo y B = Endj(T) k-algebra tiltcada.
Como antes, ¢, denota la matriz de Coxcter de A; C, la matriz de Cartan de A; Ap la
matriz de adyacencia de A; o(L) denota el espectro del operador L, ver capitulos 0 y 2.

Denotemos por p(L) = sup{|Al; A € ¢(L)} el radio espectral de L.

A lo largo del resto de este capitulo y del sigusente, A es un carcaj no Dynkin.

7.1. Lema. 1) o(¢g) = o(dy!). Mas nin, det (I — ¢y) = det (zI ~ ¢;'). En
particular, p(¢g) = p(85").
2) Si A y A’ son arboles y A = A! con A’ = £[A'], entonces p(¢a) = p(85)-

Demostracion:
det (zI — $) = det (21 — (~C5TCp)) = det (I — (—CxC5T)), ([Hrl, pag. 53])
=det (zI — (~C5'CY)) (pues det H = det HT)
=det (zI — ¢3').

Ahora, si A = A’ drboles, entonces A’ es élgebra oculta de A, y aplicamos

(5.8.6). o

Notemos que la parte (1) del lema vale para cualquier k-dlgebra de dimensidon
global finita.
Ver también [Co).

7.2. Lema. 2) Si A € o(¢y), entonces A\™! € o(¢y) con la misma multiplicidad de A
en det (zI — ¢p).
b) La multiplicidad de 1, como valor propio de ¢, es congruente con cero

médulo 2.

Demostracidn: (a) Como ¢g es invertible, por (7.1) tenemos

A€ a(gp)sii A7 € o(gp).
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Ademds, también de lo anterior vemos que la multiplicaidad de A™! en
det (zI — ¢p) es la de A en det (2] — ¢') = det (zI — ¢p).

(b) [BeLM, pig. 343]: Sea p (resp. ¢) la multiplicidad de 1 (resp. —1) en el
polinomio caracteristico de ¢ 5. Por (7.0.3) y (5.8.6), det (¢5) = (—1)". Por (a), usando
la forma canénica de Jordan de ¢, tenemos (—1)" = det (¢5) = (—1)?. Otra vez
utilizando (a) y comon =p+g¢+ Aea%B) mult¢8 (2), donde mult¢B(A) = multiplicidad

A#1,-1
de A en det (zI — ¢), obtenemos (—~1)P*9 = (—1)7. Luego, (—1)? =1y p = 0 (mod2).0

7.3. Recordemos que p (del lema anterior) es igual a 2 para todo carcaj euclidiano, ver
[BeLM] o [Ho).

7.4. Para simplificar, denotemos pg := p(¢5) = p(é5').
Para el siguiente resultado ver [PT1] y [DIR2].

Proposicién. Sean A = k[A], y B = Ends(T) un &lgebra oculta salvaje de tipo A,
|Ao| = n. Entonces,

i) pg € o(¢p). Ademds, existe y; > 0 vector propio no negativo de ¢, con valor
propio pg. i.e. ¢B(y3) = pByg.

it) Existe yz > 0 tal que ¢;'(y5) = payg-

iii) y; ¢ Ry},

Demostracién: Primero demostraremos el resultado para B = A: sea Kp , (resp. Kz,)

el cono preproyectivo (resp. preinyectivo) de A, ambos conos son sélidos (1.4).

Como A es hereditaria, si X es A-inescindible no proyectivo (resp. no inyectivo)
dim 7, X = ¢,(dim X) (resp. dim 7, X = ¢7'(dim X)). Ademsés 7, X (resp. 75 X)
estd en la misma componente conexa que X. En otras palabras,

¢, (Kp,) C Kp,, ¢,(K1,) C K1,

esto es, ¢7'(z) € Kp,,Vz € Kp,.
Por [Bir], existen

y: €Kz, C V* = cono de los vectores no negativos de R", y
‘ Yy €Kp, CcV?
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vectores propios de ¢, ¥y ¢;‘ respectivamente con valor propio p,, ver (1.6) y (1.7).

Ademais, y ¢ Ry:' pues ¢,(y7) = p'yy, Py > 1, por (5.4.2).

T.4.1. Para B = Endj(T) oculta-salvaje, recordemos que o(¢g) = a(#,), ¥y ¢5 =
0. ¢,0r. Tomemos y; = y; o7, ¥§ =y} o, entonces

b5 vp)=rpyy Y  $s(F)=rsyp-
Ademss, yg,yt > 0, pues T € add (P,). Por (5.8.6.2),
vp (i) = (dim T;,y7), = (dim 7% Py, v7)4
= (dim Pa, ¥y ¢50n = Py Su; (1) 20
para algunos £; € N, s; € Ag.

Para y; es andlogo. o

7.5. Proposicién. Como antes, sea A = k[A], B = End,(T) slgebra tilteada de tipo
A

1) X € a(p) 5ii 0 € 0(T), con Ty := —(AC5* + C5T).

2) 0 es valor propio simple de T) A (esto es, 0 es raiz simple del polinomio
caracteristico de Tp, ).

3) Hay un sdlo bloque de Jordan con valor propio pg en la descomposicién de
¢g- Ademis y;‘ >> 0, (donde d)B(y;) = pBy;‘ de la proposicidn (7.4)).

(Observemos que y; es inico salvo R-miiltiplos).

Demostracidn: 1) es directo:

Aeo(dg) sii' W£zeC—2C;TC, =245= 2z
sit. 2Ty = —2C57 — X205 = 0,2 # 0
sii  0€o(T)).
a) Demostracién de (2) y (3) para A = k[A}: No es dificil ver que el inverso de
la matriz de Cartan (0.8), C;" tiene la siguiente forma:

CK' = I — M con I la matriz identidad de C" y M es la matriz triangular
superior donde Ap = M + MT es la matriz de adyacencia de A (ver también [R1]).
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Con lo que se tiene que
Tpy = —(PACK' +CRT) = —l(pp + VI = (oM + MT)}, ¥
det («f —Tp, ) = det ((z + (py + 1) — (A M + MT)).

Por tanto,

7.5.1. A€ U(TpA) sit A+ (py +1)€Eo(p, M + MT) y con la misma multiplicidad.

Como p, >0, p, M + MT > 0 matriz no negativa. Ademais, M+ MT es
matriz irreducible, ya que p, # 0 y Ap es irreducible, ver (2.1).

Aplicando el teorema de Perron-Frobenius (1.8), se tiene que el radio espectrai
r de p, M + MT, es valor propio simple de pAM + MT y existe z >> 0 tal que
2(paM +MTy =rz.

Ademas, por (7.5.1), r — (p, + 1) es valor propio simple de T, y obtenemos:

7.5.2 2T, =(r—(pp +1))z.

Ahora se demostrara que r = p, + 1.

Siyt = 1,1["+ como en la proposicion (7.4), entonces
0=y*T,, = —(ps + 1+ +y* (M + MT)
Luego, y*(p, M +MT) = (ps + 1)yt ¥ como y* > 0, por (1.8.b y c), tenemos que
pp+l=r.

Por (1.8.c), y*+ € Rz, y+ >> 0.

Por (7.5.2), 0 es valor propio simple de T, - En particular, p, tiene un solo
bloque de Jordan en la descomposicién de ¢,. En efecto, cada vector propio de ¢, con
valor propio p,, €s un vector propio de T, 41 Con valor propio 0, y por (2), obtenemos el
resultado.

b) Cuando B = End,(T) es dlgebra oculta-salvaje, el resultado se obtiene de
(5.8.6) y (7.4.1), pues det (zI — ¢p) =det (cI —¢,) ¥y yF =y} o,. o



7.6. Resumiendo:

(El siguiente resultado es una generalizacién, para toda algebra hereditaria sal-
vaje de la proposicién [PT1, (2.1)]).

Proposicién. Sean A = k[A] una k-algebra hereditaria salvaje y B = Enda(T) una
k-dlgebra oculta (salvaje) de tipo A. Entonces

a) 1 < pg € o(¢g), donde pg = p(¢p).

b) 3y} >> 0 tal que ¢5(y}) = pgy}t. Con y} tinico salvo R-miiltiplos.

Anilogamente para ¢,

c) 3 yg >> 0 tal que ¢;'(y;) = ppYgs Yg Unico salvo R-miltiplos.

.d) y'.f’ ¢Ry,,y y;,y; ¢ R(dim X), para todo B-médulo inescindible X.

€) mult¢8 (pg) = multy (")

Falta demostrar (d): Sabemos que yZ ¢ Ry, por (7.4.ii).

Demostraremos el resultado para yp (demostrarlo para y;' es andlogo).

1. Haremos primero la prueba para el caso B = A: Sea X un A-médulo ines-
cindible. Supongamos que y~ := y; =Adim X, A € R.

Observemos que (y~,y™), = 0, la forma de Tits de A. En efecto, (y~,y~}, =
(y'¢A,u'¢A)A = P;z(y—v y-)/\ Y pp > 1, ver (0.8) y (a).

Entonces, por (9.1), 0 # (y~,dim X), = A~"(y~,y™), =0, que es una contra-
diccién.

2. Set_m B k-éigebra oculta de tipo A y X un B-médulo inescindible. Siguiendo
la notacién de (7.4.1) y (5.9.4), podemos suponer que Vg = ¥y O

Supongamos que yz = Adim X, A € R.

Por (5.8.6) y (5.9.4), existe L € modA tal que dim X = (dim L)o, 6 dim X =
—(dim L)o;. En ambos casos, por (9.1), 0 # (y;,dim X)z = A Yyg.vple =
/\"‘(y;, Y3 )a =0, que es una contradiccién. [m]

7.7. Los carcajes “fuente-pozos”.

En muchas partes de la literatura sobre matrices de Coxeter se trata un caso
muy particular de éstas, el caso “bipartita” o “fuente-pozos” (ver (9.5)-(9.8), [BnGP},
[BeLM], [Ho), [PT1], [Co], [A’]). La razén principal de este interés es que, en este caso,
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la matriz de Coxeter de A = k[A] y la matriz de ady ia de A ti muy estrech

relaciones.

Diremos que A tiene orientacién fuente-pozos si todo z € Ag es fuente (i.e. toda

flecha que contiene a z, sale de z) 0 es un pozo (que es la nocién dual de fuente).

7.7.1. Lema. Sea A una grifica sin ciclos de longitud impar, entonces a A le podemos

dar una orientacion fuente-pozos.

En particular, si A es un carcaj drbol, entonces existe A’ con orientacién fuente-
pozos tal que A = A'.

Demostracién: Recordemos que A es grafica finita y sin lazos.
Se demostrara el lema por induccion sobre el niimero de vértices de A,

Si |Ao| = 2, entonces A es alguna de las siguientes graficas:

N

.
[s]

12 i\;/i

En el primer caso no hay nada que hacer y en el segundo, por ejemplo
P sirve.
1 __r2

Sea |Ag| > 2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es conexa,
si no por hipdtesis de induccién en cada componente conexa, tenemos una orientacion
fuente-pozos para cada una, entonces la obtenemos para A.

Sea T € Ag un vértice fijo. Sea A’ la subgréfica plena (posiblemente disconexa)
de A con vértices Ag\ {z}. A’ no tiene ciclos de longitud impar pues A no los tiene.

Por hipdtesis de induccidn, podemos asociar a A’ una orientacién fuente-pozos
A= (A (s, ).

Si todo vértice adyacente a z en A es fuente (resp. pozo) en 5', entonces
orientamos todas las aristas que contienen a z, para que z sea pozo (resp. fuehte).

Si no sucede ésto, entonces existen y,z € o, adyacentes a z, con y pozo y z
fuente en A!. Podemos suponer que y y z estdn en la misma componente conexa de
A!, pues si no, a alguna de las dos componentes le asociamos su orientacién opuesta
(invertimos el sentido de cada flecha), observemos que sigue siendo orientacién fuente-

pozos.
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Entonces en A’ existe una trayectoria simple (es decir, sin repeticién de vértices)

que une a z con y, con orientacién fuente-pozos:

&

2=vg vy -1 v=y

luego, € es impar y A tiene un ciclo de longitud impar; que es una contradiccién. [m]

7.7.2. Proposicién ([A’], [PT1]). Sea A un carcaj con orientacién fuente-pozos,
[Ag| = n. Sean A = k[A] y B = Enda(T) algebra tilteada de tipo A. Entonces
a) o(dg) C S'UR™, donde S! son los complejos de norma 1.
b) A2 € o(pg) sii A+ A~1 € o(A, ), donde 0 # A € C.
c) Existe A€ R, A > 1 tal que p(A,) = A+ 271y p(¢,) = AZ. Miés ain, si A es salvaje
A>1

Creemos que (a) vale para cualquier k-algebra oculta B, pero no hemos podido

demostrarlo.

Demostracién: Por (5.8.6), basta tomar el caso B = A = k[A].

Podemos ordenar los vértices de A en tal forma que paracada 1l <i < m, i es
un pozo en A yparacadam+1 < i < n, ? es una fuente en A. Sea N := N, :=Cp—1,
con Cy la matriz de Cartan de A e I la matriz identidad. En este caso N toma una
forma muy sencilla

m
oy

ol

donde N(#,j) = niimero de aristasentrei y j,con1 <i<m,m+1<j<n.

7.7.3. N =

Observemos que 4, =N + N T es 1a matriz de adyacencia de A (ver capitulo
2).

Demostraremos que, si z 7 0, entonces

7.7.4. det (z°I - ¢,) = z"det ((z +z ") — 4,)
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En efecto, por (7.7.3), N? = 0 y asi tenemos que C;\" =I-Ny

det (z*1 — ¢, ) = det (2T + (I — NT)I + N))det (I —N) ,puesdet (I —N)=1
= det (z*I — 22N + (I - NT))
=z"det ((z + )] —zN -2 'NT)
=z"det ((z +z ) - A, )
donde la iltima igualdad se explica por lo siguiente:

Sea a = x + z~!. Es inmediato que

ol -4, =g 1I][—z_‘D7 —w][ )

Entonces
det ((z + 2~ ) — 4,) = 2" det ((z + 2 ) — (zN + z ' NT))z~(n—m),

a) ¢, es isomorfismo. Recordemos que o(¢,) = {u € C; u es valor propio de
¢, }. Entonces por (7.7.4),si 0 £ A € C:

7.7.5. M e a(g,)sii A+ A7 € o(A,).

Ahora, A, es matriz simétrica real, entonces 0(A,) C R. Por (7.7.6), se sigue
que o($,) C S'URT.

b) Se sigue de (7.7.5).

c) Por (7.4), p(¢,) € o(¢,); entonces existe pu € C tal que u?=p(4,) € Rt
y p+p"t € 0(A,). Por (7.1), ™2 € o(4,), entonces p? > 1. De hecho, p € R.

Por (1.8), p(As) =: p(A) € 0(A,) ¥ por (5.3.1.1}, p(A) = 2. Entonces por
(7.7.6) y (7.7.5), existe A € Rt con A > 1, tal que A+ A1 = p(A) € Rt y A2 € o(4,).
Como |pp+ 7} < A4 271, entonces 0 < p® + ™2 < A2+ 272, y por ser z + =™}
funcién creciente en z > 1, tenemos que p2 < A2 < p(¢,) =p*, y A=|u| 2 1.

Entonces p(A) = A+ A" y p(¢,) =A2con A >1.

Ahora, supongamos que A es salvaje. Por (5.4.2), 1 < p(¢,) = A? entonces
A>1. o

7.7.6. Lema. Sear c R*, entonces
1) Existe A € C tal que A + A™! = r. Ademds, si |A\| > 1, entonces A es tinica.
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2) Si r < 2, entonces A € S".
3) Sir > 2, entonces A € ll"_'.

Demostracidn: Para mostrar la existencia de A basta resolver la siguiente ecuacién
M orA+1=0,estoes, A€ {m@Em@’E}
Observemos que A € Ciir 5 2,y comor € Rt, tenemos que A € Rt siir > 2.
Sea A =a+ib€ C,cona,be R, tal quer = A+ X~ = a+ ) +i (b— ‘i-,) €R,
entonces ’

b=0 6 |A=1

Luego, A € S'URY, (]

7.7.7. Observacién: Con la notacién de la prueba de (7.7.2) tenemos: si A € C, con
1Al =1 es tal que A+ A~! = p(A) (= 2), entonces A € Rt y A = p(4,).

7.7.8 El siguiente ejemplo muestra que existen transformaciones de Coxeter, cuyo
espectro no esté contenido en S* UR.

El siguiente ejemplo es de [BeLM] y es una matriz de Coxeter asociada a un
dlgebra de Kaé-Moody, (7.0.5).

Sea T la siguiente matriz de Tits, asociada al slgebra de Kag-Moody de A, ver
(7.0.1):

1(19) 2
(1.9) ‘\1‘3)
A: 8 . 3
(1.9) (1.9
B (13) ¢
2 -1 0 0 o0 -3 -1 -1
-3 2 -1 0 o0 0O
0 -3 2 -1 ¢ 0

CT=3I"'3G=

E -1
-—oowu,‘_
--ouwu.!..
-uuwn,‘_ :
[CECNCYCNT
-1
CXNCE=0
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Luego, o(Cr) = {10.5953,.0013,—1.6671 + 1.7971i,—1.6671 — 1.7971i,
2.8687 + 1.8465:,2.8687 — 1.8465:} ¢ S' UR.

También en [BeLM] se obtiene una matriz de Tits T, no simetrizable tal que
a(Cr) CR.

El siguiente resultado es un refinamiento del lema (5.4.2) para el caso fuente-
pozos (ver [PT1]):

7.8. Proposicién. Supongamos que A esun carcaj salvaje con orientacién fuente-
pozos. Sea A’ un subcarcaj “propio” de A (donde A’ puede no ser subcarcaj pleno de
A), ver (0.5). Sean A == k[A] salvaje y A’ = k[A']. Entonces p(,0) < p(¢y)-

Demostracion: Caso 1.- Si A’ es mansa, entonces por (5.4.2), pBa)=1<p(dy)

Caso 2.- A’ salvaje, entonces por (7.7.2.c), existen ', A € R con M, A > 1 tales
que p(A) = X + X1, p(A) = A+ A7 y p(8,,) = N2, p(8,) = A%

Por (1.9), p(A’) < p(A). Como = + =1 es creciente en = > 1, se tiene que
N <Ay p(d,) < pldy) o

7.9. Lema [PT1]. Supongamos que A no es un diagrama Dynkin ni euclidiano y A
con orientacion fuente-pozos. Sea B = Endy(T') dlgebra tilteada del tipo A. Entonces
i) p(¢p) es una raiz simple del polinomio caracteristico de ¢5.

ii) Si A € o(¢y), es valor propio de ¢p, tal que A # p(¢y), entonces |A| < p(dg).

Demostracién: Por (5.8.6), basta demostrar el lema para A = k[A)], A con orientacién
fuente-pozos. Sea 4, la matriz de adyacencia de A. Como en (7.7.2), existe A > 1 tal
que p(A,) = A+ A"y p, =p(¢,)= A% En (7.7.4) vimos que

det (2’1 — ¢,) = z"det ((z +27') — 4,).

Por (1.8), el teorema de Perron-Frobenius, también se tiene que p(A4,) es raiz
simple del polinomio caracteristico de A4,.

Entonces, F(Tfr—ij(d"t ((z + 27 — A ))lz=a # 0. Un célculo demuestra que

d

m(det ((z+ 27 = A5))e=x-

d ) - -
r(det (2 ~ @y )lemr = 52" (1 — 27

Por (5.4.2), p, > 1; entonces este mimero es distinto de cero.
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Por lo tanto, Py = A2 es raiz simple del polinomio caracteristico de ¢,.

ii) Se sigue de que p, > 1y a(¢,) C S'URT. D

Observemos que cuando A es un diagrama euclidiano, la prueba anterior demues-
tra que el radio espectral pg(= 1), nunca es rafz simple del polinomio caracteristico de
¢ De hecho, la multiplicidad de pg en este polinomio, es 2, ver [BeLM] o [Ho].

7.9.1. Problema: El radio espectral de una matriz de Coxeter puede no ser raiz simple
de su polinomio caracteristico. Por ejemplo si la matriz T' que la define, no es simétrica.

En nuestro caso, cuando ¢, estd definido por T' = 2I — A,, que es una matriz
de Tits simétrica, creemos que p(¢, ) siempre es raiz simple del polinomio caracteristico

de ¢,.



8. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES DE COXETER
CLASES ESPECTRALES Y CUBIERTAS DE GALOIS

En el capitulo anterior, vimos algunas propiedades espectrales de ¢,, la matriz de
Coxeter de A = k[A]. En especial cuando A tiene orientacién fuente-pozos.

Por desgracia, varias de las propiedades espectrales de ¢,, cuando A tiene
orientacion fuente-pozos, no se han podido demostrar para carcajes con orientacién ar-
bitraria. De hecho, al dar diferentes orientaci a una mi grifica puede cambiar

el espectro.

8.1. Por ejemplo. Sean A’ = k[A'] y A = k[A), donde

. 3 _D r 3:._1::,

entonces

p(6ar) =2.081... < p(,) = 2.296. ..

8.2. Sea A una grifica. Entenderemos por una clase espectral de A al conjunto de va-
lores propios de ¢, , junto con sus multiplicidades, donde A = k[&], para & = (A, (s,€))
(con (s, e) una orientacién de A).

En este capitulo daremos algunas relaciones entre las clases espectrales de una
grifica dada. El saber cuéntas y cudles son estas clases espectrales, ha sido de interés
(ver por ejemplo [Co)).

En (8.10), daremos todas las posibles clases espectrales de las grificas subya-
centes a las k-dlgebras hereditarias minimas salvajes.

En la tltima parte del capitulo veremos algunas relaciones del radio espectral
de ¢,, donde A = k[A] y el género de A.

Este capitulo se basaen [PT3] y otros resultados que no han sido atin publicados.
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Propiedades espectrales de las matrices de Coxeter de cubiertas de Galois.
8.3, Sea m: A= k[Z] ~ A =k[A] una cubierta de Galois, definida por la accién de un
grupo G, donde A es un carcaj finito, conexo (y como siempre sin ciclos orientados).
Sea n = |Ay|.

Proposicién [PT3]. Si Aesun carcaj finito, entonces,
8) () C o(d;). Més aiin, det (2I ~ ¢, divide a det (I — ¢5).
b) p(#a) = p(;):

ver (0.4) y (4.3).

Demostracion: a) Sea J = (vy,...,vn} una base de CAo,

Para probar que el det (zI — ¢, ) divide al det (=T — #;) es suficiente construir
una base de €3¢ donde la matriz de ¢ 5 Bsociada a esta base, tome la siguiente forma

[84)s | O
« (=]
Tomemos ux(J) = {ux(vy),...,ux(vn)} (donde uy es el operador pull-up, (6.8.2)).
1) ux(J) es un conjunto de vectores linealmente independientes. En efecto,

8i 0 = }"_': ajux(v;), entonces aplicando el operador push-down a ésta, y por (6.8.4),
i=1

obtenemos:

0=dy (i a,-u,(v,')) = Z": agty;,

=1 i=1
donde |Ag| = t|Ao| y ¢ es el orden de G.
Luego, a; = 0 para toda i.
2) Sea v; € J, si ¢,(v;) = 3_a;jv;. Por (6.8.2),
J

b3 (un(v3)) = un($,(vi)) = un( X aijv;) = 3 aijun(vi),
J J

por lo tanto, ux(J) es una base de un subespacio de CAo jnvariante bajo $3, con ésto
obtenemos (a).
b) Por (7.4), existe 0 < j € CA"’, con § # 0 tal que ¢ (%) = p(d;)7.

Como §j > 0, entonces 0 < dx () # 0.
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Sea 0 # y := dx(¥), por (6.8.1.n), se tiene que
éa(v) = dx(84(§)) = p(d )y

Entonces por (a), p(dy) = p(#5)- ' o
Nota: Ver (4.3).

8.4. Supongamos que Aesun carcaj no necesariamente finito. Como en (2.5), podemos
encontrar una sucesién de subcarcajes finitos y plenos de Z, FcBc-c A tales
que lim Fm= A.

Proposicién. Sea m: f\=k[5] — A=Fk[A] una cubierta de Galois definida por la accién

de un grupo G residualmente finito, y "}gnw Fp = A, como antes. Entonces

fim, p(d5 ) < p(44),

m—o0

con ¢Fm se=s ¢k[fm]'

Demostracién: Seam € N, entonces por (3.13) y (3.9.2), existe una factorizacién finita

de m: Tm * tal que | Fiy — A, es inyectiva y #m(Fin) es subcarcaj
o b %
B —— A

pleno de 5,,.. Entonces,

8.4.1. p(ez ) < p(¢ 8 ) =) P(8A)

(5.4 (s 3)
Como Fy, C Finy,q, entonces por (5.4.2), p(¢ F‘m) <p(dp " ). Luego,

i, p(bg )= Sup {ﬂ(¢,3m)} p(¢,.)

Esto es, el limite existe y as{ obtenemos el resultado. O
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8.4.2. Observemos que la hipdtesis Fy;; C Fin41, se puede eliminar:

Sea {#;};eN otra sucesién de subcarcajes finitos, conexos y plenos de A tal que

ililgo H; = A. Como en (8.4.1), para cada m € N, pleg, ) < p(84)-

Denotemos por r := "!i_rpoop(gbnn), (como en (8.4)).

Para cada m € N, existe N := N(m) € N tal que Hy, C Fp, V € > N, (pues

lim Fy = A). Entonces por (5.4.2), p(¢, ) < p(é. ), V€ > N. Es decir,
{—o00 Am Fy

P(¢Hm) <r

Ahora, sea ¢ > 0, entonces existe L € N tal que

r— p(¢,,‘) <e, Ve>L.

Ademés, existe L' € N tal que F;, C Hy,, V m > L' (pues Jm Hm = A). Luego,

P(dp) S Py ) Vm > L.

Por lo tanto, para todo m > L/, tenemos

—eLr—p(py )T~ P(¢pb) <e.

Entonces "}i_r.noop(qsﬂm) =r (= lim p(¢i‘m )) y en particular, lim p(dzﬂm) <p(¢,) DO

m—00 m-—00
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8.5. La desigualdad de (8.4) puede ser estricta: Sea

i(l.l)

(1e)

(1,.5) e—=—s7(1.9)
A: (12) —Ts A;_%[j
(1.1) . ’

(0.4)

!

donde (%, j) — j.

Definamos F, el subcarcaj pleno de 5, con vértices {(i,7); ~-m<i<m, 1<
Jj £38). Luego, lim Fn= A.

Ademas, n: k[Z] — k[&] = A es cubierta de Galois definida por Z, entonces, si

") A ¢klfm]' tenemos que

im p(#s ) =2081... < p(4,) =2.296...

" En (8.6) y (8.7) veremos cémo calcular este limite y trataremos con maés dete-

nimiento este problema.

8.8. En estaseccién, sean A = k[A] una &-algebra salvaje y 7: 5:1:[5] — A su cubierta
universal que supondremos definida por la accién de G.
Sea FcFc-.-C A una sucesion de subcarcajes finitos y conexos de 5 tal

que mli_x.rcx,o Fn=A.
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Proposicién. Sea A una grafica salvaje que tiene un tinico ciclo. Si A tiene orientacién
fuente-pozos, entonces
lim p(épm) = P(¢A )s

m—00

donde p(éy) i= p(d, )

En (8.4) vimos que lim p(¢ Fm) < p(#,), para toda cubierta de Galois. Ade-

m-—00
mas, por (8.4.2), tenemos el siguiente

Corolario. Sea {Hm}eN sucesién de subcarcajes finitos de A tal que Am Hm = A.

-
Si A tiene orientacién fuente-pozos, entonces

Aim o6 )= pld4):

8.6.1. Demostracion de la proposicidn: Como A tiene un tnico ciclo, por (3.12), la

cubierta universal de A estd definida por G & Z.

Siendo Z un grupo manejable, por (4.8), tenemos que p(A) = p(A), (los radios

espectrales de sus respectivas matrices de adyacencia coinciden).

Como Aim Fn = A y Fy C Fm41, entonces por (2.5) y (1.9):

8.6.2. p(A) = lim_p(Fm)= sup {p(Fm)}
meN

m—o0o

Por otro lado, como A es cubierta universal de A, ¥y A es k-dlgebra salvaje,
podemos sin pérdida de generalidad suponer que cada carcaj srbol Fip es salvaje (pues
A lo es), para toda m € N, ver (6.7.4).

Por lo tanto, por (7.7.2) y (7.7.1), tenemos que para toda m € N, existe A\j; > 1
tal que p(Fm) = Am + 25! y (8 ) = M.

Sea A := sup,,eN{Am} > 1, (existe por (8.6.2) y (5.4.2)). Ademds,

A+ A7t = sup {(Am + 23"} = p(8) = p(A).
meN (48)
Como A tiene orientacién fuente-pozos, por (7.7.7)

pl#a) = 2" = sup {Xn} = sup {o(¢, )}
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8.7. Como en (8.6), sea A una grafica con un tnico ciclo.

Teorema. Sen A = k{A] una k-algebra salvaje y A tal que su tinico ciclo es de longitud

par. Sea A’ carcaj con orientacién fuente-pozos tal que A’ = A y A' = k{A']. Entonces,

P(Bpr) S P(¢4).

Demostracién: Sean w: i\=k[£] — k[A]=A y n"; K':k[s’] — k[A']=A’ las cubiertas
universales de A y A’ respectivamente. Por (3.12), ambas cubiertas estan definidas por
Z. Como A = A/, entonces A = A'. Otra vez como en (8.4), podemos encontrar dos

sucesiones o .
RcFKc--cd, |[lim Fp=A4

RcFKc.-ca&, | lim F,=4'
de subcarcajes finitos y conexos, tales que Fi = F,.
Entonces, como Fy;, = F, son drboles, utilizando (7.1) tenemos que

P($4,) = P(#y ), paratods m € N.
Ademas, por (8.6} y (8.4)

Ap) = Jim p(épy ) = Jim p(ép ) < p(8,)-

m—oo m—0o0

En (8.1) hemos visto que la desigualdad en (8.7) puede ser estricta.

Creemos que (8.7), vale en general. Aqui podemos decir lo siguiente:

8.8. Proposicién. Sea A = k[&] un algebra salvaje y A sin ciclos de longitud impar.

Sean A’ = k[A’], A! con orientacién fuente-pozos y A = A’. Entonces,

ply) < (p(8,) +3).

Demostracién: Tomemos sucesiones de subcarcajes finitos y salvajes de A y A/, y las

cubiertas universales de A y A’ respectivamente, como en (8.7).
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Por (4.2) y (2.5),

p(A") < p(A'Y = lim_p(Fp)? = sup {p(Fin)'}-
me

m—d0
Ademds, por (7.7.2), existen A, Am > 1, m € N tales que
AAN=A+XT y p(g,) =N, y
VmeN plFpn)=dm+25" vy plog )=y
Entonces, A < A+ A7' < lim (M + A7')? < li A, +3.
Como Fy, = F}, son arboles, p(d:’, )= p(¢’,, ), y por (3.10.2) y (8.4), se slgue'
A< Jim Mo+ 3 = lim p(dy ) +3 < p(8y)+3.

Por lo tanto, p(8,,) = \* < (p(4,) + 3)*. o
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Las clases espectrales de A.
8.8. Recordemos de (3.12):
Si A es un carcaj conexo, finito y con cubierta universal definida por Z, entonces

A tiene un iinico ciclo. Por ejemplo,

A \\

En particular el género de A es 1.

Recordemos que el género de un carcaj finito A (o de una gréfica A) es, hablando
rudamente, el nimero de hoyos que tiene A,

Formalmente, es el niimero minimo de elementos que generan al grupo funda-
mental de A, IT;(A), ver (3.10.1).

Como vimos en (8.1), dada una grifica, al tener dos orientaciones distintas
podemos obtener espectros de la matriz de Coxeter distintos.

El siguiente resultado nos dice cuéntas “clases espectrales” tiene A, cuando A

tiene género 1, ver (8.2).

Teorema [Co, 4.6]. Sea A una gréfica salvaje (es decir no es diagrama Dynkin ni
euclidiano), con A de género 1. Entonces existen [m/2] distintas clases espectrales de
A. Donde m es el nimero de vértices que contiene el ciclo de A y [z]=mayor entero
menor o igual que z. [m]
Nuestro teorema (8.7) indica que si m es par, entonces el valor minimo entre los
radios espectrales de las matrices de Coxeter con grafica subyacente A, se obtiene para

una orientacién fuente-pozos.
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8.9.1. Los siguientes resultados nos dan algunas cotas para el radio espectral de ¢,.

P—i'oposicién [X]. Sea A = k[&] hereditaria salvaje. Entonces, p($,) < ¢ sii A es una

de las siguientes graficas:

-

Ey i
-

Eq

donde c>= (% + (]%"E)lh)l/a + G - (I%gs)l/z) e = 1.32717..., es la raiz real de

P —z-1. ]

8.9.2. Lema [PT3]. Sea A = k[A] hereditaria salvaje. Supongamos que A no tiene
vértices de grado 1. Sea M, := max{deg (v); v € Ay}, ver (2.1). Entonces

I’(¢A) 2 My -1

Demostracién: Observemos que Mj 2> 2.

Sea m: A — A la cubierta universal de A. Por (4.5),
(Ma —1)7V2 4+ (Ma - 1)"2 < p(B) < p(A)

Ahora, como siempre, sea FEcFRc.-c A-. una sucesién de subcarcajes finitos y
salvajes de A, tales que "}Eanm = A. Entonces, por (7.7.2) y (8.4), existen A;y > 1,

m € N, satisfaciendo
A(Fm) = dm+25), ¥ pldg )= A < p(44)-

Ademds, por (2.5), .
p(8) = sup {p(Fm)}.
meN
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Caso a) Si p(A) > (Ma — 1)"V3 4+ (M, — 1)V/3
Entonces, existe N € N tal que para todo m > N,
Am AR = p(Fm) > (Ma — 1)7/2 + (M — 1)'/2,

Como z + =~} es creciente en = >1y Mpa =2 Ay >(Ma— 1)'/’, m > N. De aqui,
P(bp )= N> Ma—1.
Por (8.4), se tiene que p(¢,) > Ma — 1.

Caso b) Si p(A) = (Ma — 1)~V 4 (Mp — 1)1/2,
Usando que p(A) = sup {Am + Aj;'}, demostraremos que (M — N2 =
meN
sup {Am).
meN
Como Ay + A5 € (Ma —1)Y24(Mp —1)"Y2, y A, (Ma —1)V/2 > 1, tenemos:
1< Am < (Ma ~1)2,

Ademas, si 1 < f§ < (Ma — 1)!/?, entonces 8 + ! < p(A).
Por lo tanto, existe N € N tal que,

Am+ Al >p+87Y, m2N
Y Am>B, m2=N.

Luego, sup {Am} = (Mp — 1)!/2.
meN

Por (8.4), p(¢4) 2 ;2PN{p(¢?pm N =Mp-1. D

8.9.3. Observemos que (8.9.2) puede ser falso si A tiene vértices de grado 1. Por

A: .__.< \ . A(8,)=18832...<2=Ms—1.

ejemplo:



8.10. Las clases espectrales de las grificas minimas salvajes.

Como ya hemos dicho, toda k-algebra salvaje contiene una k-dlgebra minima salvaje. Recordemos que A’ = KA

es minima salvaje si A’ no contiene subcarcajes propios salvajes (ver [X]). Luego, el radio espectral p(¢ 5) para un carcaj
salvaje A es mayor o igual que p(¢ &,) para A' en la lista de minimas salvajes. Por ésto es importante conocer las clases

espectrales de las grificas subyacentes a las k-dlgebras hereditarias minimas salvajes. [Este es el trabajo que efectuamos

en esta seccién.

Con precisién, el contenido de nuestra lista es:

SiA= k[&] es una k-algebra minima salvaje, entonces A es oculta de algin carcaj A" dela siguiente lista, con

A=A'yo(g,)= a(d,).

Para obtener esta lista, utilizamos los paquetes de cémputo Matlab y Derive.

PLT



Sean A = k[[j]’ ¢ := ¢, la matriz de Coxeter de A, o(4) el espectro de ¢ y p := (¢,) el radio espectral de ¢,.
Denotaremos por cl.esp(A) al niimero de clases espectrales de A.

1) p(¢,) € ¢=1.32717..., ver (8.9.1).

L) %

o(¢)
p=1.2808
-1 -t -1 0 1809
-1 -1 (1982 + .9802¢
-1 1982 - 9802i
¢ - 3489 4 .9379i
¢ ~ .34 ~ 9379i
0 - 8820 + 4712
1
1
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)
o
o

|
—
|
-
]
o
o

» "’—-ni

-~ 8820 - .@12i
-1

I B - - -

[ - - )
O om0 @ o
- -0 o o o

- o O o

I A - -

o(9)
p=11763

8501
-t -t 4569 + .8805i
-t -1 8369 — 8805i
~ 2923 + 9563
— 2023 - 9563
- T34+ 6787
~ T34 - 61875
~ 9433 + 3319
— 9433~ 3319i

|
o
o
o
o
_I_
o
=]
=
=l

1
-
o
o
1
-
{
£
1
-
o
=

|
—
o
o o o o

1
-

3
T‘——o-‘
u!
1
L 4
P
-
1
o © o 0o~ 0 0 0 o

I - - )
_e-e o o e

- o & o

[ - )
O e O e OO O
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M)p>c

ILa) Arboles. clesp(A) = 1.

\//

a.l) i; /\
S
P
a.2) 5, :>.—.<:/-
s, ./°a

L -~ )

o 0o =

e O - o o

- e

-1 0 o o
1 -1 -1
1 11 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 o0
-1 -1 ¢ 1]
0 -1 0 o
0 -1 -1 1
L] 1 [} 0
1 2 1
0t o
0t 1 ¢

o(9)
p=17221

5807

- 6514+ .7587i
- 6514 .7587i
-1

-1

o(¢)

p=15823

6320
~ 2696 + .9630i
— .2696 — .9630i
~ .8376 + .5463¢
— 8376 ~ 5463i
-1

‘911
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..P.i

t
—

I N e -]

O O - o o0 o

S m = 0 o 0 o

© O = oo oo

o

S - 0 0 o o

O - o e

=]

- -0 o o

|
-

O - o o

i
—

0 O - = o 0 c o

o e o o

o

|
—

L R - -

-1
-1
-1

o

o - o o o

o(¢)
p=15061
T 6640
1556 + 9878i
1556 — 9878
— 7406+ .6710;
— 7406 - 6719
-1
-1
a(9)
p =1.4580
6859
4262 + 9032i
4292 - 9032i
- 6092 + 7931¢
— 6092 — 7931
~ 8920+ 4520i
- .8920— 4520¢

PN



o(9)

p=14250
018

5986 + .8011i

.5986 — .8011i

- 3737 + 9275i
- 3737 - .9275i
- 18624 .6154i

~.7882 - 61641

-1
-1

-1

0
-1
-1

-1 -1

[}

-1
0

0

0

-1

-1

o(9)

p=26180
.3820
-1
-1
-1
-1

l_.l.lOI.I.
I_-I.OII-I.
T o -
-

! - - =
o t—
I
-
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a.7) ﬁ.‘

o(9)
-1 0 0 0 -1 0 0 0 p=14013
1. 0 -1 0 0 -1 -1 -1 0 136
| 9 0 -1 0 0 -1 ¢ @ = 1271 + 9919i
1‘ .= 0 0 ¢ -1 0 0 -1 -t —.1271 - 9919i
" . 1 1. 0 0 1 1 1 o — 5000 + .8660i
g L T & 2 0 1 1 06 1 1 1 0 ~ 5000 — 8660
¢ 1 0 1 1 1 11t — 8304+ 36651
0 ¢ 0 1t 0 ¢ 1 ¢ — 0304 - 3665
b) No érboles.
b.1)
& I \ , £33, desp(d)=1.
o
o(#)
oy —2 8)+J(2-0)1 -4
(-:\-; (-1 -t) (2-¢) \/( )
g - =
./ =\t a1 _,_-l- ﬂ)-Jﬂ o3 -4
I

b2) s clesp(A) = 1 (ver (8.9)).

1
[ ]
-
a(¢)
( 112 26180
p=2
-—Q’ % o=]1 0 2 )
Wa”3
2 2 3 “120

611



b3) & / \ clesp(A) = 1 (ver (8.9)).

a(¢)
R4 -1 -1 -1 -2 £=2.3692
!} 10 1 2 4221
- =111 0 1 — 8956 + 4448;
1 1 2 2 ~ 8956 — .4448i
bd) A clesp(4) = 2 (ver (8.9)).
o(9)
-1 0 -1 -1 - £ =2.0810
] 1 4
b.4.1) e ¢ -1 0 -1 -1 4805
l 1 =11 0 0 1 1 - .7808 + .6248¢
- L1 1 1 2 — 7808 — .6248;
111 2 1 —1
a(s)
-1 -1 -1 -1 -2 p =2.2966
bd2) tepi ot 1 6 0 0 1 4354
N e=|0 1 0 0 o ~ 3660 + 93067
L 0 ¢ t 9 1t — 3660 — .9306i
11 2 2 2

-1

‘0ct



b'5) A:

b.5.1)

b.5.2)

cl.esp(A) = 2 (ver (8.9)).

0 -1 0 -1 -1 -1
1 0 0 1 0 1
ol R T T R
0 1 0 1L 0 o
1t o011 1 1
1 -1 -1 -1 -1 =2
1 0 0 0 ¢ 1
0 1 0 0 0 0
*=lo 01 0 0 @
000 0 1 0 1
111 2 2 2

0 -1 0 0 -1 0 -1
0 0 -1 0 0 -1 -1
1 00 0 1 1 0
110 1 1 1 1
10111
e 110 11

a(#)
p=1.9878
.5031
- 3283 + 9M6i
— 3283 — 9446i
~ 9171 + 3986
- .9171 — 3986+
o(#)
p=2.2684
4408
0970 + .9953i
0970 — .9953;
~ 9516 + .3073¢
~ 9516 — .3073i
a(g)
p=1.8832
5310
- 2071 4 .9783i
-.2071 - 97838
~ .5000 + .8660i
— .5000 — .8660i

-1

12t



b.T) .
L
ay TN
N

o o o =0 o e

[ — I I

C O O = e

- O O m

-0 e S

o(¢)

p=1.9469
5136
1196 + .9928i
1196 — .9928i
— 8498 + 5271
— 8498 — 5271
-1

o(9)
£=2.2565

4432

3804 + .9248¢
3804 - .9248i

- .7303 + .6832i
.= 7303 - 6832i
-1

o)
p=18349

5450
1457 + 9893i
1457 — .9893;

|- 3755+ .9268i
- 3755 - .9268i
~ 9601 + 2796i
~ 9601 — 2796i

KA



v N
oA

;—/

b.8) N\
5 — \

/

~

b.8.1) 7/\

1 0

0 1

RN

*=lo o

1ot

0 0

0 0

-1 0

0 -1

[} 1

0 0

=1 o

0 0

00

P o1
cl.esp(A)

-1 0 0

0 -1 0

0 0 -1

0 0 0

0 0 o

11 1

0 1 0

[] Q 1

0 0 0

-1 =1 -1 -1
0 0 0 1
¢ 0 0 0
1 0 0 o
¢ 1 0 ¢
1 1 1 0
00 1 1t
0 0 0 0
0 0 0 0
-1 -1 -1 -1
¢ 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
¢ 0 1 ¢
‘00 0 1
111
4 (ver (8.9)).
000 -1 ¢
000 -1 -1
¢ 0 -1 0
-1 0 0 -l
0 -1 0 0
¢ 0o 2 1
1ot
e 1 1 0
110t

N o oo o o

-2

D e e OO @ e

o(¢)
»=19268

5190

3984 + 9172i
3984 - 91720
— 6852 + .7284i
— 6852 .7?34!'
- 9361 + 3516¢
~ 8361 - .3516i

o(¢)

£=21512

4442

.5538 + .8326i
5538 ~ 83261

- 4317 + .9020i
— 4317 - .9020:
—.9699 + 2437i
—.9699 — .2437i

o(9)
»=17816
5613
2353+ .9719¢
.2353 — .9719¢
— .9068 + .4216i
- .9068 — 4216
i
c—i

-1

‘€21
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A
A

clesp(A)=1.

0
3

-1 -1 -3
2 6

clesp(A) = 1.

1
2

0
4

2

-1 -1 —4)

11

clesp(A) =1

-1 -2 -6

2
2

3
6

10
15

|

o(¢)
p=2V3+3
“ava-3

-1

o(¢)

_1, /i@
P=3 7T
11 313

2 2
-1

a(d)
p=9+4V5
9—4v5

'ect.



b.12)

b.12.1)

b.12.2)

b.13)

b.13.1)

b.13.2)

clesp(A) = 2.

-1 -1 -2 =2
1 0 1

1 2 2 3
1 2 3 2
-1 -1 -2 -3
1 0 1 2
1 2 2

1 1 3 3

clesp(A) = 2.

-1 0 0 -1 =i

0 -1 0 -1 -1
0 0 -1 -1 -1
1 1 2 3
1 1 1 3 2

-1 ¢ -1 -1 -2
0 -1 -1 -1 -2
1 1 1 1 3
0 0 1 0 o
i1 2 3 '4

(%)

2=47913

2087
-1
-1

a(¢)

p=5.214%

1896
~ 7321 + 68137
- .7321 ~ 6813i

o(¢)
p=37321
2679
-1
-1
-1

o(9)
p=46116
2168
~ 4142 + 9102
— 4142 9102i
-1

‘961



b.14)

b.15)

A

A

X

clesp(A) = 1.

-1 -2 -2
( 2 3 4 )
2 4 3

¢

o(¢)
£ =8.7046
1137
— 9542 + .2093;
- 9542 — .2993;

o(¢)

p=3+2v2
3-2v2
-1

pr4s
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Relaciones del radio espectral de ¢, con el género.
8.11. Los siguientes resultados fueron motivados por la siguiente pregunta de O.Kerner:
Sean A = k[A] una k-algebra hereditaria salvaje y g(A) el género de A.
iSe cumplird siempre que -’?((é)j <27
La respuesta es: No siempre, de hecho gf(dﬁ); puede ser tan grande como quera-
mos. El siguiente contraejemplo aparece en [PT3]:

Tomemos cubiertas finitas de Galois de A, de la siguiente forma

}3: ﬂi& A/\

Pongamos A = k[Z] y A = k[A]. Por (8.3), tenemos que o(¢;) = p(84) =
7+4V3.

) . A : i A A Agl+1

Ademds, g(A) = género de A = |A¢| + 1. Luego, ;”(%}\-)j = _:_4"'3 m co.
En particular p(dﬁ > 2, para |Ao| > 32.

Lo que se puede decir es lo siguiente:

8.12. Teorema [PT3]. Sea A = k[A] una k-algebra hereditaria, de tipo de
representacién infinito. Definamos g(A) := género de A. Entonces,

o(8) _ |5
oldy)~ 27

Demostracién: a) Cuando A es mansa: p(¢,) =1, g(A) < 1, y [Ao| = 2. Entonces el
resultado se satisface trivialmente.
b) Para el caso salvaje:

b.1) Si A es arbol, g(A) =0.
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b.2) Sea A’ C A el subcarcaj pleno de & con Al = {r € Ag; deg (v) > 1),
Como A es conexo, A’ también lo ex. Ademits, g(A) = g(A') y por (5.4.2),
p(#,) < p(4,), donde A' = KA'). Luego,

! 1
o) _g(a) | 1A
p(84) ~ p(d,) 2 2
Por lo que, basta considerar carcajes sin “pelos” (i.e. sin vértices de grado 1).

En adelante, sin pérdida de gencralidad, podemos suponer que A no tiene
vértices de grado 1.

8.12.1. Observemos que
9(A) =1 = |A4| — Ao,

pues tomemos un drbol conexo, T, que contenga a todos los vértices de A, entonces
|71} = |Ao| — 1. Ahora, cada arista de A; que agreguemos a T nos forma uno y sélo un
ciclo, entonces

9(A) = |&4] = (14| - 1).

Ademés, como [Ai] = § 5= deg (i) < MaJBol o6 tiene
i€Ap

(Mp —2)|Ao| +2
g(A) < —_—

Por (8.9.2) y (8.12.1), no es dificil demostrar

o(8) _ (Ma ~2)lAo] +2
8122 o(gp) = 20a—1)

< qlAl, sig> %

Observemos que (8.12.2) no se da, si por ejemplo
i)g=1}yMa>3
ii)g=4y Ma>4

Pero si Ma = 3, |Ag| = 6, entonces ¢ = ‘3{ sirve para (8.12.2).



9. LA CATEGORIA modk[&] DE UNA k-ALGEBRA HEREDITARIA SALVAJE

Ya hemos visto en el capitulo 5 la estructura del carcaj de Auslander-Reiten de un
dlgebra A = k[ﬂ] y otras de sus propiedades; el siguiente paso es conocer mas so-
bre los mddulos inescindibles. Podemos plantear por ejemplo las preguntas: dado
un inescindible cuando es postproyectivo, regular o preinyectivo; cudndo un vector
z € NA0 es un vector dimensién de un A-mddulo inescindible; si X es un A-mddulo
inescindible y tomamos los vectores dimensién de su 7-6rbita (dim 7™ X )eN cudl es
su crecimiento, ...

Para la consideracién de estos problemas, las principales técnicas que usaremos
son el estudio de las propiedades espectrales de las matrices de Coxeter (en particular,
su radio esepectral; ver capitulos 7 y 8) y las cubiertas de Galois.

Como antes:

Sea A un carcaj conexo y finito. Supongamos que A = k[A-‘] es una k-dlgebra
hereditaria salvaje, y B es una k-dlgebra oculta de tipo A (B es oculta-salvaje) (ver
capitulo 5).

Recordemos que pg := p(¢g) denota el radio espectral de la matriz de Coxeter
de B, r, := p(Ap) el radio espectral de la matriz de adyacencia de A (ver capitulos 2,
7y8),y{z,v)pg= zCETyT la forma bilineal asociada a B.

Para simplificar, denotaremos por pg = p, ¢5 = ¢, (—, =) g = (= =) 75 =T,
y; =y¥,..., a menos que pueda haber confusién,

9.1. Caracterizacién de la posicion de los B-médulos inescindibles en el
carcaj de Auslander-Reiten.

Retomando (5.7). Un problema importante en la teoria de representaciones
ha sido el buscar criterios para decidir si un B-mdédulo inescindible es postproyectivo,
regular o preinyectivo, para el caso de un dlgebra oculta B.

En el caso de tipo de representacion fintto, sabemos que todo médulo inescindible
es postproyectivo y preinyectivo (ver (5.5)).

En el caso manso, existe una funcién defecto 9: Ko(B) — Z tal que si X es
un B-mdédulo inescindible de dimensién finita, entonces X es postproyectivo, regular o
preinyectivo sii 9(dim X) < 0, = 0 6 > 0 respectivamente.
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Aqui estudiaremos el caso salvaje.

Baer introdujo un conjunto de funciones defecto 833 , donde S corre sobre todos
los B-mddulos regulares inescindibles y j € Z, obteniendo una caracterizacion de los

médulos postproyectivos, regulares y preinyectivos, similar al caso manso.

El siguiente resultado es una generalizacién del teorema [PT1, (2.2)].

Teorema. Sean B una k-dlgebra oculta salvaje de tipo A y X un B-médulo inescin-
dible, entonces:

a) X es postproyectivo sii (y—,dim X) < 0. Mis atin, si X no es postproyectivo
(y~,dim X) > 0.

b) X es preinyectivo sii (dim X,yt) < 0. Mss atin, si X no es preinyectivo
{(dim X,y*) > 0.

¢) X es regular sii (y~,dim X) > 0y (dim X,y%) > 0. Donde ¢~ '(y~) = py~
yo(yt)=pyt,cony” >>0,yt >>0

Demostracidn: El caso: B = A = k[A).
Recordemos que por (7.6), existe y~ € Kp, tnico salvo miiltiplos, tal que
¥y~ >>0,47'(yT) =py", pi=p(d) = p(37").

9.1.1. Supongamos que X € P es un inescindible postproyectivo, entonces existen
m > 0, s € Ay tales que dim X = ¢ "(dim P;), donde P; es el proyectivo
en s, ver (5.4.1) y (0.10.3). Entonces por (0.8), (y~,dim X) = (y~¢™,dim Ps)=
—p~ ™My~ (s) <0,yaquey~ >>0.

Ahora supongamos que (y~,dim X) < 0. Como y~ € Kp, Kp el cono post-
proyectivo de A (1.4), entonces existe una sucesién (um)meN, Um = ii":l usm)@_ ‘/i("")
con V,-("') €EPy #Sm) >0 tal que y~ = lim_um.

Como 0 > (y~,dim X) =  lim (um,dim X), entonces existe m tal que
0> (umdim X) = £ uf™ (dim V™, dim X).

Luego, exist::ll <j < 4&mncon

0> (dim V™, dim X) & dimyHoma(V{™, X) - dimgExtl (V{™, X).
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De aqui se sigue que Ext) (V.-(m) ,X) #0, y como "i(m) es postproyectivo, tam-
bién lo es X.

>0, s € Ay tales que dim X =

¢;"(d1m Qs), donde Q, es el inyectivo inescindible en s. Con un razonamiento andlogo
al anterior, obtenemos: (y—,dim X}, (=s) (v~ ¢, dim Qs), = p~™y " (s) > 0.
0.

9.1.2. Si X es preinyectivo, entonces existen m

9.1.3. Si X es regular. Supongamos que (y~,dim X}, = 0. Podemos suponer que
tiene dimensién minima entre los médulos regulares con esa propiedad. En este caso,
i) X no tiene submddulos regulares propios.
Supongamos que 0 #Y C X, y Y es regular, entonces 0 » ¥ — X — C — 0
es exacta y C € add (RUZ) (i.e. C no tiene sumandos postproyectivos). Entonces, por
lo anterior,

0 < (y7,dim ¥}, = (yy,dim X), — (y, ,dim C), = —(y,,dim C}), <0

y (y5,dim Y), = 0. Luego, X =Y (por la minimalidad de X).

Mostraremos ahora:

ii) Existe 0 #meZy0+#f¢ HomA(r_"’X X). Siguiendo una idea de
Ringel, ver [Bal, (1.1)]. Denotemos por L : @ ‘r“‘"X donde n = |Ao|. Por (5.5),

""X £, =2 X,V i#j. Ademis, Ext! V(L) # 0, pues si Ext} (L, L) = 0, como A es
hetedxta.na, tenemos que L es un A-modulo parcial de tilteo (5.8. 1), luego por (5.8.1.8),
n 4+ 1 = |{clases de isomorfia de sumandos inescindibles de L}| < n, obtenemos una
contradiccién.

Por lo tanto, 0 # Ext)(L,L) = DHomp(L,7,L) (la férmula de Auslander-
Reiten [R1, 2.4.6]), donde D denota la dualidad usual D = Homy(—, k).

Entonces 0 # Homy (L, 7, L), asi encontramos r,£ € {0,...,n} y un morfismo
0 flir7X — r7%71X.
Como 7, es una equivalencia entre médulos regulares, entonces existe
0# f: rx(”"‘)“X -+ X,
con f no iso, pues 2(€£ — r) + 1 # 0. Definamos m = —2(f — r) — 1. Asi, tenemos

0 # f € Homy(7,™X, X),
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como se afirmaba en (ii).

Como0#ImfcC X y 77X — Im f — 0, entonces por (i) y (5.5),
Im f € add (R) y f es un epimorfismo propio. Sea 0 # K = Ker f € add (PU R), por
(5.5); consideremos la sucesién exacta

0 Ko7, "X - X0

Entonces dim X = dim ;"X + ¢7(dim K).

Como (y;,dij; T/’\HX)A = 0, pues X lo cumple y (0.8). Por minimalidad de
X, dimpr"X > dimgX. Por tanto, ¢}'(dim K) tiene alguna coordenada negativa.
Entonces, K tiene algiin sumando directo postproyectivo no trivial y m > 0 (pues
K € add (PUR)).

iii) Sea K = Kp @ Ky, con 0 # Kp € add P y Ky € add R. Se demostraré que
Ky =0.

Como 7, preserva monomorfismos [R1, pag. 73] y Kp # 0, entonces 7"Kr C X;
ypor (i), 77" Ky = X 6 Ky = 0.

Si 7"Kr = X, entonces dim Kr = dim 7,™X. Pero Ky # 0 implica que
dimg7, "X = dimpKy < dimpKp + dimp Kr < dimgr 7™ X, una contradiccién.

Por lo que Ky = 0.

Como K € add P, por la primera parte de la demostracién se tiene
0> (y,,dim Kp), = {y7,dim v, "X}, — (y7,dim X), =0

y se obtiene otra contradiccién.
Por lo tanto, (y;, dim X), >0.

La demostracién de (b) es similar a la de (2); (c) se sigue de (a) y (b).

9.1.4. El caso general cuando B = End,(T) es oculta salvaje de tipo A se sigue de
(5.9 - 59.4). Por ejemplo, sea X un B-inescindible postproyectivo, entonces
X = Homy (T, M) para algiin A-inescindible postproyectivo M € G(T') (notacién como
en (5.8.5)). Entonces

(yp.dim X)p = (v, dim M), <0,

por (5.4) y (5.8.6), donde y; = y; oy.
Reciprocamente, si X es un B-mddulo inescindible tal que (y5,dim X)z < 0:
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Si X = Homa(T,M) con M € G(T), entonces (y,,dim M), < 0y M es
postproyectivo. Entonces, X es postproyectivo. Si X = Ext!(T,M) con M € F(T),
entonces (y;, dim M), = —(y~,dim X) > 0. Entonces M no es postproyectivo, una

contradiccién. El resto de la prueba es similar. o

9.2, Teniendo el resultado anterior faltaria saber cuindo un vector de coordenadas
naturales es vector dimensidén de un B-mddulo inescindible. Este problema fue resuelto
por Kaé, quien demostré que el conjunto de vectores dimensién de los médulos inescin-
dibles de un algebra hereditaria A es exactamente el conjunto de las raices positivas de
su forma cuadratica g,, ver (0.8).

Sea A = k[A] una k-Algebra hereditaria de dimensién finita, donde k es un campo
algebraicamente cerrado. Diremos que z € NA0 es una raiz positiva de gusiga(z) <L

(Estas se dividen en raices reales (q,(z) = 1), y raices imaginarias (¢,(z) < 0)).

Teorema [Kcl]. Sea A = k[&] k-dlgebra hereditaria de dimensién finita. Entonces

existe un A-médulo inescindible de dimensién a € NA0 sii o es raiz positiva de g, D

9.2.1. Observacidn: El caso en que B es una k-élgebra oculta de tipo A se deduce de

(5.9.4) y el teorema anterior.

9.3. El “nimero de crecimiento” de un médulo.

El radio espectral pg = p(¢5) de ¢y coincide con el “nimero de crecimiento”

de cualquier médulo inescindible postproyectivo o preinyectivo.

Proposicién [DIR2]. Sea B un &lgebra oculta salvaje de tipo A. Sea X un B-médulo

inescindible postproyectivo, entonces

Py = "!i_r'noo T/dimgr—mX.

La siguiente demostracion se basa en la de [DIR2]. Completamos (J.A. de la

Peiia y yo) algunas lagunas.
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Demostracién: Por (7.1), sabemos que py = p(¢5") = p(¢g) € o(45") es valor propio
de ¢;'. Sea |Ag] = n.

Observemos que basta mostrar el resultado para proyectivos inescindibles, pues

lim  {/dimgr=™X = lim_ {/dim;7r="mP,
m—oo m—oo

donde X =r~!P, e Ny Pun B-proyectivo inescindible.

Sea P; el B-proyectivo inescindible en t € Ay. Por (5.4.1), tenemos que
dim =P = p¢;™, con p:= dim Fr. Queremos calcular el limm—co W, donde
Ip#5™ = 5 (pe5™): = dimyr =" P

Primero demostraremos el resultado para B = A = k[A).

Sean e = {e,,...,e5} unabase de C" y v € C" un vector cualquiera. Denotamos
por |v]¢ := é:l |v§|, donde v = il vfe;.

Note:nos quesic= {c,l,_.. +s¢n} es la base canénica, |[pg;™|° = lidg™|.

Procederemos como sigue: Primero veremos que mll_r‘nco W no depende
de la base ¢, y luego construiremos una base adecuada J que permite un célculo explicito

de mh—xonoo Iﬁ¢sm|J'

9.3.1. Sean e={ey,...,en}y f={fi,..., n} dos bases de C".
Se afirma que existen a,b € Rt tales que alv|f < [v]® < bjv}/, para todov € C*.
n
En efecto, si f; = Z}':l ajjej, a;jj € C, entonces v;o‘ = 'Z:l v{a,'j. Asi,
ve < / dond. = ]
[v5] < alol, onde « n';’z;pclaul
Ademis, |v]|¢ < nafv|/. Similarmente, existe 3 € R*, [v]f < nBlv]e. Entonces

Hlolf < Iol° < nalol.

9.3.2. Sea (vm)meN una sucesién de vectores en C*. Entonces

i, Vol = i, Vioml.

(En efecto, basta aplicar (9.3.1) y lim Ta=1,a#0).
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9.3.3. Sea J = {e;j; 1 <i<gq, 1<j<n;} una base de Jordan de C” con respecto »
la cual ¢;' es el producto de ¢ matrices de Jordan de n; x n; de la forma

Ai 0
i . . ycon Ay = pg
0 Ai A

(i.e. e,'jqﬁ;' = Ai(eij + €ij—1) ¥ €ig:=(0,...,0)). Tal base existe pues si {fi;} es una
base correspondiente a la forma candnica de Jordan de ¢ (i-e. fijé5" = Aifij+fij—1)
tomese e; = A; Mg, Donde pp = My = Mgl 2 ... 2 Mgl

9.3.4. Escribamos

]

=Y ajjeij, con a;; €C,1<j<n;, y1<i<y
(i,3)

Entonces
_ m m
o™ = 3 oAl [eij + ( 1 ) €ijorto+ ( s ) €ijog + ]
(CF))
donde (T) son las combinaciones de m en s, y ;5 = (0,...,0) si A < 0. (Esto se
demuestra facilmente por induccién).

9.3.4.1. Ahora, tomemos d = max d(};), donde d(\;) es el tamafio del mayor bloque de
%
Jordan de ¢! con valor propio A; (notemos que tiene a lo mis d sumandos). Denotemos
m
por sm = ( d)'

9.3.8. Si s <d, para m > 0 suficientemente grande, ;};(’;‘) <1l

(En efecto: si s,d,m € N son tales que m > 2d—1y d > s, entonces ('(',') > (';‘)
Demostracidn: ('&') > (';') sii si{m — s) > dl(m — d)!

sii {2208 > d(d— 1)+ (s +1)

sii(m—s)(m—s—1)---(m—d+1) > dld-1)---(s+1).

Sim >2d—1, entonces m—d+1 > d y también

m—-s2m—s8—-12..2m-d+22m—-d+12d>2d-12:--23+22s+1,

de donde se sigue (’;) > (';') ).
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9.3.8. Claramente, limm—oo ¥/5m = 1.
Ahora, si p= 3 a;je;j, con a;j € C cs la expresién de j con respecto a la base
iJ
J = {eij}(i,5)» calculemos |}3¢E’"|" para m suficientemente grande:

9.3.7. Para m > 0 suficientemente grande y s < d, tenemos: ;'1“-(',") <ly

J
lpsg™l” 2\ [eis 1 (m
i =5 () [ an (D) (e

J

MM 1 m 1 MM 1 m )
ni2k2j i2k>j

m
<L X I“ik|,\ 5 Z"u( ) ld'
©35) (i }) s ; 9.3.4.1) (i 7)
9.3.8. Entonces,
lim Ylps;mY = A lim Ip¢ el o A dim ):|a,| "4 <Ay,
m=+00 (s.36) M Smf\m (ea7) M ) d

. X [P
pues lim V(izj) fexijl IX‘;, d £1.

Por lo tanto, oHmy "‘,/lﬁq&;"‘” < A =pg.

9.3.8.1 Observemos que si a;; # 0 para algin 1< j < ny, entonces (pues A; > A,

pera toda 7).
lim_ m ij ﬁmd =1
Jim o 3 e [ =1
(1.4)

9.3.9 Por otro lado, como {dim P;}ica, forma una base para R", entonces existe P,
el B-inescindible asociado a iy € Ay tal que af; # 0 con jp = dim P, = }: aue,]
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Por (9.3.8.1), lim Virds mT =) =

Sea i, € Ay adyacente a iy en A. Entonces,

Jim |m;,"-|=+|p.¢.,""“’|°

= dim, Vimtz™ = Jim, iR <

¢ | s Jim_ J|m¢;‘““"|=+lm¢-“l°

lim_ Vlmezml + 1pss ™ '
m °°‘/ Ld = m,/|,,,¢—M|J S M

> T m —~(m-~1) = ad m—l;noo
(a3 | g Aim \/ |Prén I +héz™ (038)

Como A es un carcaj conexo, tenemos qhe "}l_r.nw R/dimpr="P = A, = pg, para
todo B-médulo proyectivo inescindible P.

Luego, por (9.3.2.),
Pg = "}E.nm Vdimgr—mX .

Para B = End,(T) un élgebra oculta salvaje de tipo A, el resultado se sigue de

(5.9.4). a]

9.4. Lema. SeaA = k[A] k-dlgebra salvaje, con n = |Ag|. Denotemos por
zjy = dim; ™ P;(i), P; es el proyectivo en j; jd€Any
qj} = dimgr™Q;(i), Q; es el inyectivo en j; j,i € A,.
Denotemos por p; := dim Pj, ¢j := dim Q;. Entonces
a) Para todo f, s-—-»tenAymGN
e < P P

zl'a < zlt + zm+l

‘hl <gr+ ‘Im+l

T R

b) Paratodo t,i € Agy me N, g7 = 217,
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"Demostracién: (a) se sigue de las propiedades del carcaj de Auslander-Reiten de A. En
efecto, si
E,
e N
X : X
N /
Eey
representa el subcarcaj de I’y determinado por las flechas que llegan al inescindible X,

Ix - . qs
entonces dim X + dim 7, X = 3 dim E;; ademas, si s — t € A, entonces indicando
=t

cada médulo con su di i6n en i, t )8t
ps(¥) ' 2, . 2 m+l
7N 7N /‘ \. AN /N C P
10 7 2 S A
Yy
apt o . ak (i)
7N SN /' \. N /N cry
g™ 9 o g, (9

(b) Seam € N, 2} = dimy 77 Py(i) = {dim 77 ™ P, g} ={((dim Pe)$, ™ qi)s
= (dim Py, dim @), = - -

9.5. Continuamos con el estudio del comportamiento de las 7-rbitas de médulos ines-
cindibles X. En el caso en que A tiene orientacién fuente-pozos se puede obtener un

resultado mds preciso sobre el crecimiento de la sucesién de vectores (dim 7™ X)nez-

En esta seccién supondremos que B es dlgebra oculta de tipo 5; A con orien-

tacién fuente-pozos y |Ag| = n, (ver (7.7)).

Teorema [PT1]. Sean B ilgebra salvaje y X un B-médulo inescindible. Entonces:

a) Si X es postproyectivo o regular, 11m d_m_m_ =AL ¥y~ para algiin niimero Ay >0.

b) Si X es regular o preinyectivo, "}1_1.11DQ d.mﬁg_lf_ = xy , para algin mimero /\}' >0.
Observemos que no hay una contraparte para el caso manso de este teorema.

Antes de demostrar este resultado, veamos un poco més del comportamiento de ¢5.
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9.6. Con las hipétesis de (9.5). Sea y3 =: vt = (y1,...,un) >> 0, vector propio de
¢p =: ¢ con valor propio p := pg, ver (7.6).
Sea D la matriz diagonal de n x n: D = diag (y;,...,¥n) y definamos

1
P=-D¢ D',
p B

Observemos que (1,1,...,1) es un vector propio de P con valor propio 1. Més
atn, det (A -~ P) = ’—}n-det (Mol — ¢g).

Por (7.9), tenemos que P satisface las siguientes propiedades:

a) 1 es una rafz simple del polinomio caracteristico de P.

b) Si A € o(P), valor propio de P, y A # 1, entonces | < 1.

En {Gm, cap. XIIl], Gantmacher demuestra que una matriz P satisfaciendo (a)
y (b) tiene la siguiente propiedad (él sélo lo enuncia para matrices estocisticas, pero la

prueba es mds general).

Lema [PT1). El limite P = ,,l_i.’{.‘o P9 existe. Cada renglon de P™ es un miiltiplo
real del vector (1,...,1).

Daremos sélo un bosquejo de la demostracidn:

Sea m(z) = (z — 1)(z — A2)™2 -+ - (x — As)™ el polinomio minimal de P, donde
JAi] < 1. Sea C(z) la matriz adjunta reducida de zI — P ([Gm, cap. IV]). Entonces,
por [Gm, cap. V],

(mi—1)

c() 1 C(z), A\
Pl=00) +.§<m.—1)' m(z) " M) ’q]

z=X;

Por la propiedad (b), ql_i_’ngo pl= g’(ﬂl)j existe.
Ademis, P®P = P%, esto es, cada renglén de P° es un vector propio de P

con valor propio 1. Por la propiedad (a), obtenemos la segunda afirmacién del lema. O

9.T. Demostracidn del teorema (9.5): Por (5.9.4), nos basta considerar sdlo el caso
hereditario B = A = k[A].
Demostraremos (b), la prueba de (a) es similar.

Sea X un médulo regular o preinyectivo. Sea v = dim X.
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Definimos P como en (9.6), p = p,, ¢ = ¢,. Entonces
. vg™ . -1 pm ~ 1 o0
lim —— = lim vD™'P"D =uvD™'P®D
m—00

m-—oo p"l

existe. Un célculo muy sencillo demuestra que

n
vD7'POD = 2tyt, con Af = Y o(i)aiy;!

=1
donde a; es el valor constante del i-ésimo renglén de P>,

Claramente, /\; > 0. Mds atn,

9.8 Al(yyt) = (v, ALy") = limm-co ;,%-(y‘.vgb"’)
= limp—oo /T!F(y_¢‘mv v) = (y-vv)

que es positivo, (9.1.a). Entonces A} > 0.

Observacidn:
A} =(y",dim X)/(y™,y™)
Ay = (dim X,y*)/{y~,y")
ver (9.8). .

Ademds, de (9.5) resulta que la proposicién (9.3) (que dice: pg =
"}i_r’noo Tdimg7o™X ) es vélida también para médulos regulares. Cabe observar que
de este teorema se sigue (9.3) pero no al contrario; ver también {Z2].

9.9. Para finalizar este capitulo daremos una serie de aplicaciones de los resultados
anteriores. Por lo que resta del capitulo, sea A = k[A] una k-&lgebra hereditaria salvaje
¥ A con orientacién fuente-pozos, |Ao] = n, Py =Py Ty =T,...

La siguiente proposicion incluye resultados conocidos ([Ba2], [K2], [Bal]} ver
(5.6.2, 5.6.3), pero nuestras demostraciones usan las técnicas anteriores y son mucho
mads simples; en algunos casos, hemos obtenido resultados mds precisos, ver [PT1}.

Homomorflsmos entre médulos regulares.
Proposicién ([Ba2], [K2]). Sean X,Y A-médulos inescindibles regulares. Entonces
existe un nimero N € N tal que para cada m > N, tenemos:

a) Homp (7, ™X,Y) # 0

b) Homp (X, 7~™Y) =0.
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Demostracion [PT1): a) Como X, ¥ son ambos regularcs, utilizando (9.1) y (9.5)
tenemos que

0<A;(y",dimY) = ,,;gnmf,;(dim ~MX, dim Y).

Por (0.8), tenemos que Homp (r~™X,Y ) # 0, para m suficientemente grande.
b) Por induccién sobre dim;Y. Distinguiremos dos casos:

i) Y no tiene submdédulos propios regulares (por cjemplo, si dim;Y” es minimal).
Supongamos que el resultado no es verdadero, entonces existe una sucesién creciente
(m;)ien en N y morfismos 0 # f; € Homy(X, 7=™¥). Por (9.5), no toda f; puede
ser sobre. Entonces para algin j, M; = Im f; es un submédulo propio regular de
77™iY. Como 7 preserva monomorfismos ([R1, pig. 73]} y ambos médulos son regu-
lares, 7™ M; —5 ¥, es un iso, lo cual implica que M; —% r7"iY | una contradiccién.

ii) Sea ¥ un mdédulo regular arbitrario y sea § un médulo regular sin submédulos

propios regulares. Entonces, por (i),

9.9.1. Homy(X,7~™S) = 0, para cada m > N;.
Ahora, por (a), podemos encontrar £€ N y un morfismo 0+ f € Homy (7%, S),
donde f es epimorfismo, pues S no tiene submddulos regulares propios no triviales.

Consideremos la sucesion exacta

0—-—vK—-»‘r"'£Y—!—¢S-—bO.

Sea K = Ky & K,, donde Kp (resp. K,) es una suma directa de médulos
postproyectivos (resp. regulares). Ahora, K, G Y submédulo propio de Y, pues si
78K, = Y, entonces K, =Kk=r1% y f =0, contradiccién.

Por hipétesis de induccién,
9.9.2. Homy(X, re_"'K,-) = 0, para cada m > N,.
Luego, para cada m > max{Ny, N,}, obtenemos una sucesién exacta
0 Ky ®r ™K, - ™Y o r7™S S 0.
Aplicamos Homy (X, ~) a esta sucesién y obtenemos
0 — Homy (X, 7™ Kp ® 1~ K,) — Homy (X, 7™ ¢Y) — Homy(X,7~™5) — -

sucesién exacta.
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Como X € Ry 7 ™K)p € P, por la proposicién (5.5), Homp (X, 7™™HR)p) =
0; también Homy (X, ™HK;) = 0, por (9.9.2), y por (9.9.1), Homy(X,r~™S) = 0;
entonces Homy (X, r=(m+8)y) = 0, para toda m > max{Ny, Nz }. D

9.10. Extensiones entre médulos regulares y postproyectivos.
Proposicién [Ba2]. Seguimos con las hipdtesis de (9.9). Sea X un A-médulo inescin-
dible regular o preinyectivo. Sea ¥ un A-mddulo postproyectivo. Entonces existe un

numero N tal que para cada m > N existe una sucesion exacta que no se escinde
0—+7"Y - En—-X—0

tal que Ey; ¢ add (P), es decir, no todos los sumandos de Ey; son postproyectivos.

Demostracién [PT1]: Como en la prueba de (9.9.a), por (9.1) y (9.5)

0> X5 (dim X,y™) = ,,}ilnm,% dim X, dim 7~™Y),

entonces existen N; € N y para cada m > N; una sucesién exacta que no se escinde

0— 7~™Y — E,; — X — 0, por (0.8). Entonces por (5.4.1.a) y (0.8),
. 1, _ . -
(v™rdim X) + “2(y”,dim ¥) = (7, dim Em).

Como (y~,dim X} > 0 por (9.1.a), existe un nimero N, > N, tal que para cada
m 2> N, (y~,dim En) > 0, (pues como p > 1, p—% — 0). Por (9.1.a), Em ¢ add (P).0

9.11. Mono-érbitas. En [Bal] se demuestra que cuando A es k-dlgebra hereditaria

salvaje, las mono-drbitas siempre existen, ver (5.6.2). Mds precisamente:

Proposicién [PT1]. Sea s € Ap tal que y¥(s) = min{y*(¢); i € Ao}. Entonces, PT

es una mono-6rbita, donde P;s es el proyectivo en s.

Demostracion: i): Sea0# f:Y - Z conY = r~tP; ¢ P] y Z € P. Supongamos que

f no es inyectiva. Sea F =Im f y consideremos la sucesién exacta

f

00— K —Y — E—0.
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Sea E = $ Z; la descomposicién de E en inescindibles. Entonces, Z; € P, pues

Z €P;y Z; = 1Py con t; > € (por (5.5.)).

Entonces, (dim Zi,y*) = ply*(si) 2 ply*(s) = (dim ¥,u*). Luego,
(dim K, y*) = (dim Y,y*) — {dim E,y*) <0.

Por (9.1.b), K debe tener un sumando directo preinyectivo, esto es una con-
tradiccién.

ii) Sea 0 # f:Z2 — 2' con Z = v~P, € PT, Z' = r~'P; € PJ; entonces por
(5.5), € < t. Por (i), f es mono. Sea C = coker f. Para cualquier descomposicién
C = C' @ C" obtenemos un diagrama conmutativo que es producto fibrado (o pullback

(MI]):

0 0
1 1
0 — Z — 'Y — ¢ — ¢
0 l PF. |
0 — 2z L 22 — ¢ — 0.
9] l
Cu_’cu
l l
] 0

Si C' es preinyectivo, usando que Y € P como en (i) y el teorema (9.1), obtene-

* INOS8:
0 > (dim C',y*) = (dim Y,y*) — (dim Z,y*) >0,

una contradiccién.

Si C" es postproyectivo, como Z' € P7, entonces g es mono y Z = 0, otra vez

una contradiccién. [m}



(Al

[AnF}

[AR]

[APIR]

(B]

[Bal}

[Ba2)

[Ba3d)

[Bad]

[BeLM]

[BeMW)]

[BnGP]

BIBLIOGRAFIA

A’Campo, N.: Sur les valeurs propres de la transformation de Coxeter,
Invent. math. 33, 61-67 (1976).

Anderson, F.W. y Fuller, K.R.: Rings and Categories of Modules. Graduate
Texts in Mathematics 13, Springer Verlag (1973).

Auslander, M. y Reiten, I.: Representation theory of algebras III. Comm.
Algebra 3, 239-294 (1975).

Auslander, M., Platzeck, M.I. y Reiten, I.: Coxeter functors without dia-
grams, Trans. Amer. Math. Soc. 250, 1-46 (1979).

Babai, L.: Some applications of graph contractions, J. Graph Theory 1,
125-130 (1977).

Baer, D.: Homological Properties of Wild Hereditary Artin Algebras, Rep-
resentation Theory I - Finite Dimensional Algebras. Springer LNM
1177, 1-12 (1986).

Baer, D.: Wild hereditary Artin algebras and Linear methods, Manuscripta
math. 55, 69-82 (1986).

Baer, D.: Tilting sheaves in representation theory of algebras, Manuscripta
math. 60, 323-347 (1988).

Baer, D.: A note on wild quiver algebras and tilting modules, Communica-
tions in Algebra, 17 (3), 751-757 (1989).

Berman, S., Lee, Y. S. y Moody, R.V.: The Spectrum of a Coxeter trans-
formation, Affine Coxeter Transformations, and the Defect Map,
Journal of Alg, vol. 121, No. 2, 339-357 (1989).

Berman, S., Moody, R. y Wonenburger, M.: Cartan Matrices with Null
Roots and Finite Cartan Matrices, Indiana University Mathematics
Journal, Vol. 21, No. 12, 1091-1099 (1972).

Bernstein, I. N., Gelfand, 1. M. y Ponomarev, V. A.: Coxeter Functors and
Gabriel’s Theorem, Uspechi Mat. Nauk. 28 (1973), Russian Math.
Surveys 28, 17-32 (1973).



146. -

[BiMoS-T] Biggs, N.L., Mohar, B. y Shawc-Taylor, J.: The speetral radius of infinite

[Bir]
[Bo]
[Bo2]
{Bo3)
[BoGa)
[BoR}
[Bou
[Br]
[BrBu]
[Cr]
[CiLaS]]
(Co)
[Cx
[Cb1]

[CDS)

graphs, Bull. London Math. Soc. 20, 116-120 (1988).

Birkhoff, G.: Linear Transformations with invariant cones, Amer. Math.
Monthly, 74, 274-276 (1967).

Bongartz, K.: Algebras and quadratic forms, J. of London Math. Soc. (2),
28, 461-469, (1983).

Bongartz, K.: Tilted algebras, Representation of algebras, LNM 903.
Springer, 26-38 (1981).

Bongartz, K.: Critical simply connected algebras. Manuscripta math. 46,
117-136 (1984).

Bongartz, K. y Gabriel, P.: Covering spaces in representation theory.
Invent. Math. 65, 331-378 (1982).

Bongartz, K. y Ringel, C. M.: Representation-finite tree algebras, Proc.
ICRA 111, Springer LNM 903, 39-54 (1980).

Bourbaki, N.: Groupes et Algebres de Lie, cap. 4, 5 y 6. Hermann, Paris
(1968).

Brenner, S.: Decomposition properties of some small diagrams of modules,
Symposia Mathematica XIII. Academic Press, 127-141 (1974).

Brenner, S. y Butler, M. C. R.: Generalizations of Bernstein-Gelfand-
Ponomarev reflection functors Representation theory II, Springer
Lecture Notes in Math. 832, 103-169 (1980).

Carter, R.W.: Simple Groups of Lie Type, Wiley, New York (1972).

Cibils, C., Larrién, F. y Salmerén, L.: Métodos diagramdticos en Teoria
de Representaciones, Monografia 11 del Instituto de Matemadticas,
UNAM, México (1982).

Coleman, A. J.: Killing and the Coxeter transformation of Kac-Moody
algebras, Invent. math. 95, 447-477 (1989).

Coxeter, H.S. M.: The product of the generators of a finite group generated
by reflections, Duke Math. J. 18, 765-782 (1951).

Crawley-Boevey, W.W.: On tame algebras and bocses, Proc. London Math.
Soc. (3), 56, 451-483 (1988).

Cvetkovié¢, D.M. Doob, M. y Sachs, H.: Spectra of graphs, Academic Press,
New York (1979).



[Ch)
[DIR1]

[DIR2)

(DoSk]
[Dr1]
[Dr2)
[Gal
[Ga2)
[Ga3]
[Gad]
(Gm]

[GP]

{GoMc]

(Gi]

(1]
{H]

147.

Chou, Ch.: Elementary amenable groups. Illinois Journal of Mathematics,
Vol. 24, No. 3 (1980).

Dlab, V. y Ringel, C. M.: Indecomposable representations of graphs and
algebras. Memoirs Amer. Math. Soc. 173 (1976).

Dlab, V. y Ringel, C. M.: Eigenvalues of Coxeter transformations and the
Gelfand-Kirillov dimension of the preprojective algebras, Proceed-
ings of the Amer. Math. Soc., Vol. 83, No. 2, 228-232 (1981).

Dowbor, P. y Skowronski, A.: Galois coverings of representation-infinite
algebras. Comment. Math. Helvetici 62, 311-337 (1987).

Drozd, Y.A.: On tame and wild matrix problems, in Matrix problems, Kiev
(1977). (En ruso).

Drozd, Y. A.: Tame and wild matrix problems, in Representation Theory
I1, Springer LMN 832 (1980).

Gabriel, P.: Unzerlegbare Darstellungen 1. Manuscripta Math. 6, 71-103
(1972).

Gabriel, P.: Indecomposable Representations II, Istituto di Alta Matema-
tica, Symposia mathematica. Vol. XI, 81-104 (1973).

Gabriel, P.: Auslander-Reiten sequences and representation-finite algebras,
in Representation of Algebras, Springer LNM 831, 1-71 (1975).

Gabriel, P.: The universal covering of a representation-finite algebra. Proc.
Puebla 1980. Springer Lect. Notes 903, 68-105.

Gantmacher, F.R.: The theory of matrices, Vol. I y II, Chelsea, New York
(1959).

Gelfand, I. M. y Ponomarev, V. A.: Problems of Linear Algebra and clas-
sification of quadruples in a finite vector space. Coll. Math. Soc.
Bolyai Tihany (Hungria) 5, 163-237 (1970).

Godsil, C.D. y McKay, B.D.: The dimension of a graph, Quart J. Math.

" Oxdord (2), 31, 423-427 (1980).
Grigorchuck, R.1L: Degrees of growth of finitely generated groups, and the
‘ theory of invariant means, Math. USSR Izvestiya Vol. 25, No. 2,
259-300 (1985). ’

Hall, P.: Group Theory, Academic Press (1984).

Halmos, P. R.: Introduction to Hilbert Space and the theory of spectral
multiplicity, Chelsea, New York (1951).



[HaR]

[HaVo]

[Hr]
[Ho]

[HfSm]

[Ke1]

[Kc2)
(K1]

[K2)
[K3)
[Xi]
[Mc]
(M)
[MzP]
[Ma]

1]

148.

Happel, D. y Ringel, C. M.: Tilted Algebras, Transactions of the Amer.
Math. Soc., Vol. 274, No. 2, 399-443. :

Happel, D. y Vossieck, D.: Minimal algebras of infinite representation
type with preprojective component. Manusecripta math. 42, 221-
243 (1983).

Horn, R. A. y Johnson, Ch. R.: Matrix Analysis. Cambridge University
Press (1990).

Howlett, R.: Coxeter graphs and M-matrices, Bull. London Math. Soc.
14, 137-141 (1982).

Hoffman, A. J. y Smith, J. H.: On the Spectral Radii of Topulogically
Equivalent Graphs. Recent advances in Graph Theory (ed. M.
Fiedler), Academia Praha, 273-281 (1975).

Kac, V.: Infinite root systems, representations of graphs and invariant
theory. Invent. math. 56, 57-92 (1980).

Kac, V.: Infinite Dimensional Lie Algebras. Birkhduser (1983).

Kerner, O.: Preprojective components of wild hereditary algebras. Manuscr.
Math. 61, 429-445 (1988).

Kerner, O.: Tilting wild algebras. J. London Math. Soc. (2) 39, 29-47
(1989).

Kerner, O.: Stable components of wild tilted algebras. Por aparecer en J.
Algebra.

Kingman, J.F.C.: The exponential decay of Markov transition probabilities,
Proc. London Math. Soc. 13, No. 3, 337-358 (1963).

McKay, B. D.: The Expected Eigenvalue Distribution of a large Regular
Graph. Linear Algebra Appl. 40, 203-216 (1981).

MacLane, S.: Category theory for the Working Mathematician. Springer-
Verlag, Berlin y New York (1971).

Martinez-Villa, R. y de la Pedia, J.A.: The Universal Cover of a quiver with
relations. J. Pure Appl. Algebra 30, 277-292 (1983).

Massey, W.S.: Introduccién a la topologia algebraica. Ed. Reverté, Espafia
(1972).

Milnor, J.: A note on curvature and fundamental group, J. Differential
Geom. 2, 1-7 (1968).



iM2]
[Mot1]
[Mo2]
{Mo3]
[MoWo)
(P
(P2)
[P3]
(PT1
[PT2]
[PT3]

[Pi]
{R1)

(R2]
(R3]

{R4]

[Sa)

149.

Milnor, J.: Growth of finitely generated solvable groups. J. Differential
Geom. 2, 447-449 (1968).

Mohar, B.: The spectrum of an infinite graph, Linear Algebra Appl. 48,
245-256 (1982).

Mohar, B.: Isoperimetric inequalities, growth and the spectrum of graphs,
Linear Algebra Appl. 103, 119-131 (1988).

Mohar, B.: Some relations between analytic and geometric properties of
infinite graphs, preprint Yugoslavia (1989).

Mohar, B. y Woess, W.: A survey on spectra of infinite graphs, Bull.
London Math. Soc. 21, 209-234 (1989).

de la Peiia, J. A.: La cubierta universal de un carcaj con relaciones. Tesis
(Maestria), México, D.F. (1982).

de la Pefia, J. A.: On the Representation type of one point extensions of
tame concealed algebras. Manuscripta math. 61, 183-194 (1988).

de la Peiia, J. A.: The Weyl group of a wild graph. Proc. ICRA V, CMS-
AMS Conference Proceedings Vol. 11 (1991).

de la Peiia, 3 .A.y Takane, M.: Spectral properties of Coxeter transforma-
tions and Applications. Arch. Math. Vol. 55, 120-134 (1990).

de la Peiia, J. A. y Takane, M.: The Spectral radius of the Galois covering
of a finite graph. Linear Algebra Appl. 160, 175-188 (1992).

de la Pefia, J. A. y Takane, M.: Some bounds for the spectral radius of a

" Coxeter transformation. Preprint. México (1991).

Pier, J. P.: Amenable locally compact groups. Wiley (1984).

Ringel, C. M.: Tame algebras and integral quadratic forms, Springer LNM
1099 (1984).

Ringel, C. M.: Representations of -Species and Bimodules. J. Algebra
41, 269-302 (1976).

Ringel, C. M.: Finite dimensional algebras of wild representation type.
Math. Z. 161, 235-255 (1978).

Ringel, C. M.: Recent Advances in the Representation Theory of Finite
Dimensional Algebras. Progress in Mathematics, Vol.95, Birkhauser
Verlag Basel (1991).

Sawyer, S.: Isotropic random walks in a tree, Z. Wahrsch, Verw. Gebiete
42, 279-292 (1978).



{SuSt)

(1]
(Ta)
(U1
fu2]
vl
(vil

(wi]

(X]
[v]

[z1]

(z2]

(23]

150.

Subbotin, V. F. y Stekol’shchik, R.B.: Jordan Form of Coxeter transforma-
tions and applications to representations of finite graphs, Funkcional
Anal. i Prilozen 12, 84-85 (1978) = Functional Appl., 12, 67-68
(1978).

Takane, M.: Conos en teoria de Representaciones de Algebras, Aportaciones
Matematicas, Serie Comunicaciones 7, Soc. Mat. Mexicana, 157-174
(1989).

Taylor, A.E.: Introduction to functional analysis, Wiley, New York (1958).

Unger, L.: Lower bounds for indecomposable, faithful, preinjective modules.
Manuscr. Math. 57, 1-31 (1986).

Unger, L.: The concealed algebras of the minimal wild hereditary algebras.
Bayreuther Math. Schriften 31, 145-154 (1990).

Vandergraft, J. S.: Spectral properties of matrices which have invariant
cones, SIAM J. Appl. Math., 16, 1208-1222 (1968).

Vere-Jones, D.: Ergodic properties of nonnegative matrices-1, Pacific J. of
Math. 22, No. 2, 361-386 (1967).

Wolf, J. A.: Growth of finitely generated solvable groups and curvature
of Riemannian manifolds, J. Differential Geom. 2, No. 5, 421-446
(1968).

Xi, Ch.: On wild hereditary algebras with the small growth number, Comm.
Algebra 18, 3413-3422 (1990).

Yosida, K.: Functional Analysis, Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften 123, Springer-Verlag (1978).

Zhang, Y.: The modules in any component of the AR-quiver of a wild
hereditary artin algebra are uniquely determined by their composi-
tion factors, Archiv Math. 53, 250-251 (1989).

Zhang, Y.: Eigenvalues of Coxeter transformations and the structure of
the regular components of the Auslander-Reiten quiver. Comm.

Algebra 17, 2347-2362 (1989).
Zhang, Y.: The structure of stable components. Can. J. Math. (To appear).



	Portada
	Índice
	Introducción
	1. Conceptos Básicos y Notación
	2. Propiedades Espectrales de la Matriz de Adyacencia de una Gráfica
	3. La Cubierta de Galois de una Gráfica Propiedades Fundamentales
	4. La Cubierta de Galois de una Gráfica Propiedades Espectrales
	5. Álgebras Hereditarias y Ocultas
	6. Cubiertas de Galois y Representaciones de Álgebras
	7. Propiedades Espectrales de las Matrices de Coxeter Propiedades Fundamentales
	8. Propiedades Espectrales de las Matrices de Coxeter Clases Espectrales y Cubiertas de Galois
	9. La Categoría modk[▲] de una k- Álgebra Hereditaria Salvaje
	Bibliografía



