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PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES DE COXETER 

Y LAS MATRICES DE ADYACENCIA 

DE LAS ALGEBRAS HEREDITARIAS DE TIPO SALVAJE 

MARTHA TAKANE IMAY 

l. 

Sea k un campo algebraicamente cerrado y li. una gráfica orientada, finita y conexa (li. es un 

carcaj). Sea E un álgebra oculta del álgebra hereditaria A= k[li.]. Los E-módulos inescindibles pueden 

ser clasificados en tres tipos de acuerdo a su posición en el carcaj de Auslander-Reiten de B, y son: los 

E-módulos postproyect.ivos, regulares y preinyectivos. 

Si A es de tipo de representación finita (ie. existen a lo más un número finito de A-módulos 

inescindibles (hasta isomorfía)), entonces cada E-módulo es postproyectivo y preinyectivo. 

Si A es de tipo de representación manso (ie. los A-módulos se pueden clasificar en una lista 

finita de familias 1-parametrizadas), entonces existe una función lineal (llamada defecto) IJ: K 0 (E)-+ Z 

tal que un módulo inescindible X E modE es postproyectivo (resp. preinyectivo, regular) si y sólo si 

IJ(film X) <O (resp. IJ(!!im X) >O, IJ(dim X)= O). 

En los casos restantes, cuando A es de tipo de representación salvaje, obtuvimos en trabajo 

conjunto con José Antonio de la Peña, lo siguiente: 

Existen dos funciones "lineales" a-, IJ+: K0 (E)-+ Z tal que si X E modE es inescindible: 

X es postproyectivo sii a-(dim X)< O, 

X es preinyectivo sii IJ+(!!im X) <O, 

Más aún, obtuvimos una descripción del comportamiento asintótico de los vectores ( q,m(llim X))meZ, 

en el caso que li. sea árbol, donde ,¡, es la matriz de Coxeter de A: 

Existen dos vectores con todas sus coordenadas positivas y-, y+, tales que para cualquier módulo 

inesci11dible regular X 

para algunos números A-, A+ > O. Aquí p denota el radio espectral de .¡,. Ver [1]. 

Las propiedades espectrales de 4> dan mucha información sobre el comportamiento de modE, 

para seguir con el estudio de éstas utilizamos los métodos de tilteo y de cubiertas de Galois (importantes 
' teoría-herramientas en la teoría de representaciones de álgebras) y la teoría de gráficas. 

Primero estudiamos a Á vista como gráfica (sin orientación) y las relaciones de sus propiedades 

espectrales con sus cubiertas de Galois, llegando a resultados muy interesantes (ver [2], trabajo con de la 

Peña): 
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Sea ,.., 2í. ..... A una cubierta de Galois de una gráfica finita, definida por la acción de un grupo 

G. Estudiamos el problema de la relación entre el radio espectral p{A) de A y el de ii. Demostramos que 

p(2Í.) :S p{A) :S p(2í.)2 • Probamos que en el caso que G sea un grupo manejable, entonces p(2Í.) = p{A). 

Siguiendo con el estudio de las propiedades espectrales de la matriz de Coxeter de B, de­

mostramos utilizando teoría de tilteo y cubiertas de Galois que si ~ y ~' son carcajes con la misma 

gráfica subyacente (ie. A = A'), y si iS..1 es un carcaj con orientación bipartita (o fuente - pozos), 

entonces 

p(,Pl!.,)::; p(,Pl!.)· 

Existen ejemplos en que esta desigualdad es estricta. 

Estos resultados además tienen aplicaciones a problemas relacionados con la homología del 

álgebra A. Por ejemplo (ver [3]), si A es una k-álgebra hereditaria de tipo de representación infinita (con 

carcaj A). Definimos g{A):= género de A. Entonces 
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SPECTRAL PROPERTIES OF THE COXETER MATRIX 

AND THE ADJACENCY MATRIX 

OF A WILD HEREDITARY ALGEBRA 

MARTHA TAKANE IMAY 

Let k be an algebraically closed field and A be an oriented, finite and connected graph (A is a 

qui ver). Let E a concealed algebra of the hereditary algebra A= k[A]. The E-indecomposable modules 

can be classified in tluee types according to their position in the Auslander-Reiten quiver of E: the 

postprojective, regular and preinjective E-modules. 

If A is of finite representation type (ie. there exist at most a finite number of A-indecomposable 

modules up to isomorphism), then each E-module is postprojective and preinjective. 

If A is of tame representation type (ie. the A-modules can be classify in a finite list of 1-

parametrized families), then there exists a linear defect function 8: K 0 (E) --+ Z such that an indecom­

posable module X E modE is postprojective (resp. preinjective, regular) if and only if éJ(.dim X) < O 

(resp. éJ(dim X)> O, éJ(dim X)= O). 

In the other cases, when A is of wild representation type we obtained 1 in ajoint work with José 

Antonio de la Peña, the following: 

There exist linear functions a-, éJ+: K 0 (E)--+ Z such that if X E modE is indecomposable: 

X is postprojective iff a-(.dim X) <O, 

X is preinjective ilf éJ+(dim X)< O, 

X is regular ilf éJ+(dim X)> O y a-(dim X)> O. 

Moreover, we obtained a description of the asymptotic behaviour of the vectors 

(q,m(!lim X))meZ• whcn A is a trce, where <Pis thc Coxeter matix of A: 

There axist two vectors y-, y+ with ali their coordinates positives, such that far every regular 

indecomposable module X 

far sorne numbers ,\-,,\+>O. Herc p denotes the spectral radius of q,. See [1]. 

The spcctral properties of <P give us a lot of information of the behaviour of modE. Far the 

atudy of these properties, we used the tilting tcchniques and the Galois covering theory ( very important 

tools in the representation theory of algebras); and graph theory. 

First we studied A as a graph (without orientation) and the relations ofthe spectra ofthe graph 

and its Galois coverings. We obtained interesting resulta (see [2], ajoint work with de la Peña): 



Let ir: .ii --+ A be a Galois covering of a finite graph, defined by the action of a group G. We 

studied the problem of the relation between the spectral radius p(A) of A and that of A. We showed 

that p(A) :o; p(A) :o; p(A)2. We proved that when Gis a amenable group, then p(A) = p(A). 

Following with the spectral properties of the Coxeter matrix of B, we showed using tilting theory 

and Galois coverings that if A and A' are quivers with the same underlying graph (ie. A = A'), and if 

A' is a quiver with bipartite orientation (of sink - source), then 

There exist examples where this inequality is strict. 

Moreover, theseresults have applications to problema related with the homology ofthe algebra 

A. Far example (see [3]), if A is an hereditary k'algebra of infinite representation type (with qui ver A). 

We defined g(A):= genus of A. Then 
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l. 

INTRODUCCIÓN. 

Sea k un campo algebraicamente cerrado. 

Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Por modA denotamos la categoría de 

A-módulos (izquierdos) de dimensión finita. 

El principal propósito de la Teoría de Representaciones de Álgebra! es el estudio 

de la categoría modA. Esta teoría recibió un impulso decisivo a principios de los años 

70's, con el trabajo de Auslander, Gabriel, Roiter, Ringel, ... 

Uno de los problemas que ha tenido un papel central en la teoría es determinar 

el tipo de repreJentación de un álgebra. Decimos que A es de tipo de repreJentación 

finito si existen sólo un número finito de A-módulos inescindibles (hasta isomorña). 

Si A no es de tipo de representación finita: A es de tipo de representación manso (o 

A es mansa) si para cualquier d E N, existe un n~mero finito de A-k(x]-bimódulos 

X 1 , ••• , Xm que como k[x ]-módulos derechos son libres de rango finito, y tales que 

todo A-módulo inescindible de dimensión des de la forma X¡ ®k[z) k(x]/(x - Á), para 

algún 1 :5 i :5 m, y Á E k. Finalmente, A es de tipo de representación salvaje (o A es 

salvaje) si existe X un A-k(x, y)-bimódulo tal que X es libre finitamente generado como 

k(x, y)-módulo derecho y X i81A:(z,y) -: modk(x, y) -+ modA preserva inescindibles y 

clases de isomorña. 

El problema del tipo de representación está resuelto para una clase especial de 

álgebras: las álgebra! hereditaria! (A es hereditaria si todo submódulo de un módulo 

proyectivo es proyectivo). Por ésto y otras razones (algunas trataremos en este trabajo), 

estas álgebras sirven como una importante fuente de inspiración; tratando con ellas, uno 

puede esperar obtener respuesta aún a preguntas que en general parecen imposibles de 

atacar. 

Sea A una k-álgebra de dimensión finita y sea e,. su matriz de Cartan: 

donde A= Ell?=1P¡, y p¡ :=film P¡ es el vector dimensión del proyectivo P¡. 

La matriz de Coxeter <P,.. = -c¡;Tc,.. (donde MT denota la matriz traspuesta 

de M}, es una importante herramienta en la teoría, pues para cada A-módulo X no 

proyectivo, con vector dimensión film X, tenemos que ilim T X = <P A {dim X}, donde 

T X denota el trasladado de A uslander-Reiten de X. 
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Esta matriz guarda importante información sobre la categoría de A-módulos, 

modA. Por ejemplo, si P11. := p(<P11.) es el radio eJpectral de tP11.• entonces: 

A es de tipo de representación manso o de tipo de representación finito si y sólo 

si P11. =l. 

A es de tipo de representación salvaje si y sólo si p A > l. 
Además, P11. es el número de crecimiento de A. Es decir, para todo X E modA, 

.J~00 dim¡,rmx = P11.• 

donde rmx es el m-ésimo trasladado de Auslander-Reiten de X. 

En el caso en que A es un álgebra hereditara mansa, el comportamiento de la 

categoría de A-módulos (izquierdos) de dimensión finita, modA, está muy bien entendi­

da. 

Uno de los propósitos de este trabajo es estudiar las propiedade.s eJpectrale.s de 

la.s matrice.s de Coxeter de lu álgebras kereditaria.s salvaje.s. Estas propiedades nos 

darán valiosa información sobre la categoría de A-módulos, modA. 

Un enfoque que ha sido de gran utilidad para el estudio de modA, en la Teoría 

de Representaciones de álgebras, es el siguiente: 

Sea A una k-álgebra de dimensión finita, entonces existe un número finito de 

k-álgebras de dimensión finita, básicas e indescomponibles A1 , ••• , At tales que 

modA ~ modA1 x · · · x modAt 

es una equivalencia de categorías. Con lo que nos bastará poner atención a las categorías 

modA, con A k-álgebra básica e indescomponible. 

A su vez, si A es un álgebra hereditaria, básica e indescomponible, el estudio de 

estas categorías de módulos corresponde al estudio de las categorías de representaciones 

rep¡,(6.) de gráficas finitas, conexas y orientadas 6.. A 6. le llamaremos carcaj. En 

efecto, si A es una k-álgebra hereditaria, básica e indescomponible, entonces existe un 

carcaj finito, que es único (sal yo isomorfía de carcajes), tal que 

Con este enfoque, es natural preguntarnos : ¿Qué propiedades tiene el carcaj 

asociado a un álgebra, o más aún, su gráfica subyacente? Consideraremos este problema 

estudiando la matriz de adyacencia A 6 de la gráfica .ó. (llamada la gráfica subyacente 

a .&). Por eje~plo, tenemos el siguiente resultado conocido: 
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Sea A una k-álgebra hereditaria y A el carcaj asociado a A (i.e. tal que modA ~ 
rep,(A)). Entonces 

A es de tipo de representación finito sii p(A4 ) < 2. 

A es mansa sii p(AA) = 2. 

A es salvaje sii p(A4 ) > 2. 

recordemos que p(A4 ) es el radio espectral de AA. 

Otro resultado interesante es: 

Si A es el carcaj asociado a A y t. es un árbol (i.e. t. no tiene ciclos), entonces existe 

D matriz invertible tal que"'"= D(-(I - MT)(I + M))D-1, donde AA= M + MT. 

Esto nos despierta el interés en otro de los problemas importantes de este traba­

jo: el estudio de las propiedadea eapectralea de l'" matricea de Adyacencia (en particular, 

las de gráficas asociadas a álgebras salvajes). 

Para estos propósitos utilizaremos diferentes métodos y teorías. Entre las que 

sobresalen los métodos combinatorios (por ejemplo, la teoría algebraica de gráficas)¡ el 

uso de Cubiert'" de Galoia (de gráficas y carcajes)¡ la Teoría de Tilteo (que en ciertas 

álgebras podemos reducir el comportamiento de su categoría de módulos a la de módulos 

sobre álgebras hereditarias). Finalmente, utilizaremos las propiedades espectrales de los 

operadores de Coxeter y los de adyacencia, que desarrollaremos en este trabajo, para 

tratar de entender un poco más el comportamiento de la categoría de los módulos de 

las álgebras hereditarias salvajes. 

Haciendo un poco de historia, podríamos decir que la noción intuitiva de álgebra 

"salvaje" fué construida en investigaciones realizadas por Comer y Brenner. Sobresalen 

también las investigaciones de Kerner sobre el comportamiento de los módulos regulares 

de un álgebra salvaje¡ Baer sobre las propiedades homológicas entre módulos regulares¡ 

Zhang sobre la estructura de las componentes regulares en el carcaj de Auslander­

Reiten¡ Dlab, llingel y Xi sobre el estudio del número de crecimiento del álgebra¡ de 

la Peña y Lenzing sobre las álgebras canónicas salvajes¡ y de la Peña y Takane sobre 

las propiedades espectrales de las matrices de Coxeter y de Adyacencia de las álgebras 

hereditarias salvajes. 

Cabe mencionar que los resultados de los trabajos conjuntos con de la Peña 

están incluidos en este trabajo. Algunos de ellos en versiones mejoradas. 

Extenderemos nuestros resultados de álgebras hereditarias a las ó.lgeb~ ocultaa­

aalvajea, que tienen un comportamiento "casi hereditario". 
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Este trabajo está organizado de la siguiente manera: 

En el capítulo O introduciremos definiciones, notación e hipótesis que serán 

supuestas a lo largo de todo el trabajo. 

El capítulo 1 tratará de resultados conocidos sobre las Propiedades Espectrales 

de lu matrices que dejan conos invariantes y el Teorema de Perron-Frobeniua, que nos 

serán de mucha utilidad en los capítulos 3, 4, 7 y 8. 

En el capítulo 2 recordaremos definiciones y resultados conocidos sobre las 

propiedades espectrales de gráficas finitas e infinita• como introducción para los capítu­

los 3 y 4, donde consideraremos las principales propiedades fundamentales y espectrales 

de las cubierta• de Galoi• de gráficas. Por ejemplo: Sea 'Ir: .Ó. -+ A una cubierta de Galois 

de una gráfica conexa A, definida por la acción de un grupo G de automorfismos de li. 
Entonces, 

a) p(A..,) S p(A,i.) S p(A..,)2. 

b) Si Ges un grupo manejable, entonces p(A..,) = p(A,i.)· 

El capítulo 5 es una revisión de álgebras hereditaria• y la teoria de Tilteo, para 

de aquí arrancar con las propiedades de la matriz de Coxeter y estudiar el compor­

tamiento de la categoría de módulos. 

En el capítulo 6 se revisarán las propiedades fundamentales de las cubiertu de 

Galoi. de álgebra• 'Ir: A -+ A, y propiedades de los funtores pull-up y pu•h-down que nos 

relacionan las categorías de módulos modA y modA. 

Empezando por un resumen sobre parte de la teoría de los Grupo• de Weyl, los 

capítulos 7 y 8 unen gran parte de los resultados de capítulos anteriores para estudiar 

las propiedade• fundamentale• y espectrales de la• matricea de Cozeter. 

Estudiaremos estas propiedades utilizando las relaciones que existen entre las 

matrices de Coxeter y las matrices irreducibles no negativas; también utilizando que 

las matrices de Coxeter de álgebras hereditarias salvajes (o en general de tipo de repre­

sentación infinita) dejan conos sólidos invariantes; y utilizando cubiertas de Galois de 

álgebras. Entre los resultados importantes de estas secciones están: 

Teorema: Sea A una k-álgebra hereditaria salvaje. Entonces 

a) p(</>A) es un valor propio de </JA. 

b) Existe un único (salvo múltiplos reales) vector y+ >>O (con todas sus coordenadas 

positivas) tal que t/JA(y+) = p(t/JA)y+. 



c) Si w: A -+ A es una cubierta de Galois de A definida por un grupo G, entonces 

c.1) p(t/J"/I)::; p(t/JA)::; (p(t/JA) + 3)2. 

c.2) Si Ges un grupo finito, entonces p(</Jx) = p(</JA). 

v. 

Haremos énfasis en las propiedades espectrales de las matrices de Coxeter de 

una clase especial de álgebras, las álgebras fuente - pozoa (i.e. si su carcaj asociado 

tiene una orientación tal que para todo vértice z en el carcaj, todas sus flechas salen de 

z ó todas entran a z. Entre los principales resultados tenemos: 

Teorema: Sea A una k-álgebra hereditaria salvaje tal que A, su carcaj asociado, tiene 

orientación fuente-pozos. Entonces 

Además, p(t/>A) es un valor propio simple de ,¡,A. 

Otro problema interesante, es el siguiente: 

Dadas dos álgebras salvajes A y A1 con carcajes asociados .& y A' respective.­

mente, tal que A= A1• ¿Qué relaciones existen entre los espectros de sus respectivas 

matrices de Coxeter? Si A es una k-álgebra salvaje tal que A contiene un único ciclo 

que es de longitud par (por ejemplo, <'•-• ). Entonces 
. ........../ 

donde A1 es la k-álgebra asociada a A', con A = A1 y Í.1 con orientación fuente-pozos. 

Otro problema que ha sido de interés es encontrar cotas para los radios espec­

trales de las matrices de Coxeter. Utilizando los resultados anteriores podemos dar 

cotas y relaciones de p( t/> A) y el género de la gráfica subyacente al carcaj de A. A saber: 

Si A es una k-álgebra hereditaria de tipo de representación infinito (con carcaj 

A). Definamos g(A):= género de A. Entonces 

g(A) < IAol 
p(t/>A) - 2 • 

En el capítulo 9 estudiaremos la categoría de móduloa de laa álgebra. heredi· 

tariaa. Nos plantearemos y resolveremos la siguiente pregunta: 

Dado un módulo inescindible ¿cuándo es postproyectivo, regular o preinyectivo? 
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Teorema: Sean A una k-álgebra hereditaria salvaje y X E modA un módulo inescin­
dible. Entonces 

a) X es post proyectivo sii {y-, .dim X) < O, 

b) X es preinyectivo sii {dim X, y+) <O, 
donde{-,-) es la forma bilineal asociada al álgebra (recordemos que (dim X,.dim Y} = 
E Ext~(X, Y)); con y+,y- >>O, t/>,.(y-) = p(tf>,.)-ly- y q,,.(y+) = p(tf>,.)y+. 

i2!0 
Respecto al estudio del crecimiento de loa móduloa de la3 k-álgebrtu aalvajea, 

tenemos.el siguiente resultado: 

Teorema: Sean A un álgebra salvaje tal que ~ tiene orientación fuente-pozos. 

Entonces 

Si X es preinyectivo o regular 

lim .dim rmx = ..\+ + 
m-oo p'f: XY 

para algún número x:t > o. 
Otro punto de interés es el comportamiento de los móduloa regularea de las 

álgebras hereditarias sal~jes. En la última parte del trabajo, usando nuestras técnicas, 

demostraremos resultados sobre propiedades homológicas de módulos regulares para 

álgebras salvajes cuyo carcaj es un árbol. 

Este trabajo se trató de hacer más o menos autocontenido. Recomendamos como 

referenda general sobre Teoría de Representaciones de Álgebras a [Rl]; sobre Teoría de 

gráficas finitas a [CDS] y sobre gráficas infinitas a [MoWo]¡ además de la bibliografía 

recomendada en cada capítulo. 

Creemos que nuestros resultados están suficientemente detallados. 

Parte del trabajo consta de investigaciones conjuntas con José Antonio de la 

Peña: 

Los capítulos 3 y 4 están parcialmente basados en el artículo "The Spectral 

Radius of the Galois covering of a graph" [PT2]. 

El capítulo 6 incluye resultados del artículo antes mencionado. 

Los capítulos 7 y 8 están parcialmente basados en los artículos conjuntos con de 

la Peña: (PTl]: " Spectral properties of Coxeter transformations and its applications", 

y [PT3]: "Sorne bounds far the spectral radius of the Coxeter transformation". 

El capítulo 9 está también basado en [PTl] y en resultados aún no publicados. 
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Los criterios que se siguieron para incluir demostraciones de resultados ya cono­

cidos, fueron los siguientes: la demostración es nuestra¡ se completaron de manera signi­
ficativa y creemos que "importante"¡ y será importante el desarrollo de la demostración 
para nuestros fines. 

Este trabajo lo realicé siendo becaria del Instituto de Matemáticas de la U .N .A.M.¡ 
parte de éste se realizó durante mi estancia de trabajo en la Universidad de Tsukuba, 
Japón y mi estancia de trabajo en la Universidad Nicolás Copémico, Polonia. Expreso 
aquí mi agradecimiento a estas in'stituciones por su apoyo. 

Realmente eapero contagiar al lector, al menoa un poquitito, lo apaaionante que 

fué para m{ la realización de ede trabajo. 



O. CONCEPTOS BÁSICOS Y NOTACIÓN 

En este capítulo introduciremos definiciones, notación e hipótesis que serán supuestas 

a lo largo de todo el trabajo. 

0.1. Denotaremos por C (resp. R) al campo de Jos números complejos (resp. reales). 

Sean J = {1, .. ., n}, n E N ó J = N, donde N denota los números naturales, y l~ 

el espacio de Hilbert de todas las sucesiones (x¡)ieJ de números complejos tales que 

E lx;l2 converge, con el producto interno 
iEJ 

(x, y)= E x;y; 
iEJ 

donde xº= (x;);eJ. y= (y;);eJ• vectores que escribiremos como renglones. 

Sea e¡= (li;;);eJ donde li;; denota Ja delta de Kronecker. Entonces {e;; j E J} 
forma un sistema ortonormal completo en e~, ver (Y]. 

Sea f:l~-+ l~, una transformación lineal y continua que llamaremos operador. 

Denotemos por 11/11 = sup{ll/(x)ll; llxll = 1} a la norma de f. Recordemos que si fes 

transformación lineal entonces fes continua sii (:= si y sólo si) fes acotada, esto es, 

llfll < oo, ver [H], (Ta] y (Y]. 

0.1.1. Si fes un operador, entonces existe un único operador/*, llamado adjunto de 

f, tal que (f(x), y)= (x,f*(y)), para todo x, y. El operador f* es tal que 11/*ll = llfll· 

Un operador (o matriz) fes llamado autoadjunto si f* =f. Como ejemplo importante 

de matrices autoadjuntas tenemos a las matrices simétricas con coeficientes reales, ver 

[H]. 

0.2. Si'¡: en -+ en con n E N, denotaremos también como f a la matriz asociada a 

f y emplearemos la notación implícita en la fórmula f(x) = xf. 

La matriz traspuesta ¡T de f, es la matriz cuya (i,j)-ésima coordenada está 

dacia por ¡T(i,j) = f(j,i). 

Denotaremos por I a la matriz identidad, que en cada caso tendrá el tamaño 

que convenga. 
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0.2.1. Todas las matrices infinitas con las que trabajaremos tienen sólo un número 

finito de entradas no cero en cada renglón y en cada columna. Para este tipo de matrices 

las operaciones de suma y producto están bien definidas en la forma usual. 

0.3. Si A es una matriz finita, diremos que A es irreducible si no existe una permutación 

de los re~glones de A combinada con la misma permutación en las columnas tal que A 

tome la siguiente forma 

A= (1,', !.), 
donde A1 y A 2 son matrices cuadradas. 

0.4. El eapedro de un operador /:l~-+ l~, en símbolos u(/), es 

u(!) = {A E C; Al - f no es invertible}. 

Sea u0 (/) el conjunto de valore3 propio3 de f. Diremos que..\ E Ces un valor 

propio aproximado de f si existe una sucesión (xCml)mEN de vectores en l~, de norma 

1, tal que ,J!p.
00

11/(xCml)- ..\x(m)ll =O. Denotemos por II(/) al conjunto de valores 

propios aproximados de f. Se tiene, 

ero(/) e II(/) e u(!) = u(!) 

donde u(!) es un compacto en C. 

En el caso en que f es un operador normal (esto es, f ¡• = f* /), entonces 

II{/) = u(f), ver [H]. 

El rodio e3pectral de /, p(f) = sup{l.XI; ..\ E u(/)}. 

Como referencias para estas nociones básicas ver [H] y [Ta]. 

0.5. Sea A una gráfica conexa. Por tl.0 (resp. tl.1) denotaremos al conjunto de vértices 

(resp. aristas) de A. 

Dados u,v E tl.0 denotemos por tl.(u,v) el conjunto de aristas entre u y v. Si 

v E Ao1 el gmdo deg { v) de v es el número de aristas que contienen a v, contándose dos 

veces cada lazo, donde un lazo en v es una arista entre v y v. 

Diremos que A es una gráfica localmente finita si deg ( v) < oo para todo v E tl.0• 

Sea M"' = sup{deg (v); v E tl.0}. Si M"' < oo diremos que A es acotada. 

Siempre 3upondremo3 que nuestras gráficas son conexas y acotadas. 
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Un orientación (s, e) de A, es una pareja de funciones s, e: A 1 -+ A0 tal que 

para cada 'sta i - 0-j tenemos que {i,j} = {s(a), e(a)}. Si e{a) = s(a), entonces a 

es un lazo. 

Un carcaj (o gráfica dirigida) es una pareja {A,{s,e)), donde A es una gráfica 

y (s,e) un orientación de A. Denotamos este carcaj por.& y llamamos a A la gráfica 

.subyacente de .&. 

Dir mosque.&'= (A1,(s1,e1
)) es un aubcarcaj de.&= {A,(s,e)) si A~ C Ao, 

6~ C A 1 y s1 =si, e1 = el : A~ -+ A~. Un subcarcaj i5.1 de .& se llamará pleno si para 

todo u,v E A~, A 1(u,v) = A(u,v). 

l,Tn morfiamo <p: ..:\ -+ A de gráficaa es una función <p: Zi.o -> Ao y <p: Zi.1 -+ A1 

tal que <p(i -ª- j) = <p(i) ¡¡>(a) <p(j). 

Un morfiamo <p: {..:\, (s, e)) -+ {A{s, e)) de carcajea es un morfismo de gráficas 

que satis! e <ps = s<p, <pe= e<p: l.i -> A0 • 

0.6. Sea = k un campo algebraicamente cerrado. Sea A una k-categoría localmente 

de dimensi n finita. Denotemos por MODA la k-catcgoría de módulos izquierdos; y por 

modA la su categoría plena de A-módulos de k-dimensión finita. Ver capítulo 6. 

Siet.pre que digamos módulo se entenderá módulo izquierdo. 

Un -módulo M E MODA es ineacindible si siempre que M e!! Mi E9 M2, suma 

directa de -módulos, se tiene que Mi = O ó M 2 = O. 

Proposici n. Sea A una k-categoría localmente de dimensión finita, entonces modA 

es una cate oría de Krull-Schmidt, i.e. si X E modA entonces existen módulos inescin-
. t l m 

dibles Xi,. . ,Xt E modA, tales que X e!! ,Ea X¡ y si .EEl X¡ e!! ,Ea Yj, entonces e= m y 
1=1 1=1 J=l 

existe una rmutación µ: {1, ... , l} -+ {1, ... , l} tal que X; e!! Yµ(i)· Además, si X es 

un A-módul inescindible, entonces EndA(X) es un anillo local. O 

A una k-categoría localmente de dimensión finita descomponible si existen 

A1 y A2 k-c tegorías localmente de dimensión finita no triviales con A e!! Ai X A2• En 

otro caso di emos que A es indescomponible. Se sabe que si A e!! Ai X A2, entonces 

modA e!! m Ai x modA., 
n 

Sea f una k-álgebra de dimensión finita. Dada una descomposición A = EEl P¡ 
i=l 

en A-módul s inescindibles, si P¡ !jt Pj para i 'f j, se dice que A es báaica. Si A 
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no es básica, entonces existe una k-álgebra A1 básica y una equivalencia de categorías 

modA 9!"modA'. 

Por lo anterior, para conocer los módulos de las k-álgebras en general, ba•ta 

e.dutliar módulo• tle k-álgebra• bá.ica• e indo.componible•. (Una referencia que permite 

detallar lo anterior es (AnF] y (Ga3]). 

O.T. Sea.& un carcaj. Por k(A] denotaremos a la k-álgebra de trayectorias de A, ver 

(Ga3]. Un ideal bilateral J de k[J.] es llamado admi•ible si Je :F2 y existe m EN, tal 

que :rm e J, donde :F denota a1 ideal de k(AJ generado por las flechas de.&. 

Proposición (Gal). Sea A una k-álgebra de dimensión finita, básica e indescom­

ponible, entonces existe A un carcaj finito y J un ideal (bilateral) admisible de k(A] tal 

que modA ~ modk(A]/ J. O 

Por este resultado y (0.6), •iempre que se diga A es una k-álgebra de dimensión 

finita, podremos suponer que A= k[A]/J, con A carcaj finito y J ideal admisible de 

k(.&J. 

Sea K 0(A) = zAo el grupo de Grothendieck de A. Algunas veces será conveniente 

encajar Ko(A) en Ko(A,Q) := K 0(A) ®z Q ~ QAo. 

0.8. Sean A= k[A]/J k-álgebra básica e indescomponible de dimensión finita y n = 

IAol, el número de vértices de A. 

Sea M E modA, el vector dimen•ión de M, se define como 

donde P¡ es la cubierta proyectiva del simple en i, S¡. 

J?enotaremos por CA a la matriz de Cartan de A, que es la matriz den X n con 

i-ésima columna p¡ := di.m P¡, esto es, 

CA= (pf · · ·P~). 

En el caso en que Ja dimensión global de A es finita (i.e. gl dimA < oo), CA es invertible. 

Supongamos que A tiene dimensión global finita. 



Definamos la función bilineal (-,-)A 

(z, y)A = xC¡T yT, 

donde x, 11 E e.O.o y C-¡;T denota la matriz traspuesta de la inversa de CA. 

Tenemos la siguiente relación homológica: 

(illm X,illm Y)A = L(-l)¡dimkExt~(X, Y), 
i2:,0 

donde Extl(X, Y) := HomA(X, Y). 

5. 

La forma cuadrática qA asociada a (-,-)A se llama la forma de Tiu. 

Así, qA(z) = (z,z)A. 

La matriz simétrica TA = c-¡;1 + c-¡;T asociada a la forma bilineal (-,-)A se 

llama la matriz de Tit.s (en algunos lugares, a T,. le llaman "matriz de Cartan"). 

Nota: Estrictamente hablando, la matriz asociada a(-, -)A es 

El quitarle la constante, no cambia en nada todo lo que aquí se afirma con lo ya conocido¡ 

pero en cambio, como veremos después (cap. 3, 4, 7 y 8), nos facilita su manejo y la 

visualización de ciertas relaciones entre propiedades de gráficas y de carcajes. 

Definimos q,A la matriz de Coxeter de A, 

que en el caso en que A sea una k-álgebra hereditaria nos será de gran utilidad (ver 

capítulo 5). 

Observemos que, 

para cada x,11 E C'°'0 • 

Como referencia ver [Rl). 

0.9. Sea .i un carcaj conexo localmente finito (es decir, para cada i E Áo, deg ( í) < oo, 

ver (o.si). 
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La categoría de repre•entacione• REPk(&) se define de la siguiente manera: 

Una representación(= objeto de REPk(.Ó.)) es una familia 

donde X(i) es un k-espacio vectorial y X(i ~ j): X(i)--+ X(j) es una transformación 

k-lineal. Un morfismo de representaciones /:X-+ Y es una familia f = (/¡:X(i)-+ 

Y(i))ieAo de transformaciones k-lineales tales que 

Y(a)/¡ = /jX(a), (i ~ j) E ~1 • 

Denotemos por Repk(.Ó.) a la subcategoría plena formada por las representa­

ciones X E REPA:(&) tales que para todo i E ~o, dimkX(i) < oo; y por repk(&) a la 

subcategoría plena de las representaciones X E REPk(&) de k-dimensión finita (esto 

es, tales que ~ dimkX(i) < oo). 
iEAo 

Sea A = k[&J/ J una k-categoría localmente de dimensión finita. Entonces 

REPk(A) (resp. Repk(A) y repk(A)) es la subcategoría plena de REPk(&) (resp. 

Repk(&) y repA:(&)) que satisfacen las relaciones del ideal J. Existe una equivalen­

cia de categorías entre MODA (resp. modA) y REPk(A) (resp. repk(A)), ver [Ga3] o 

[CiLaSl]. 

Denotemos por ModA a la subcategoría plena de MODA formada por los 

módulos que vistos como representaciones corresponden a los objetos de Repk(A). 

0.10. El carcaj de Auslander-Reiten. 

Sea A una k-álgebra de dimensión finita. 

Sea X un A-módulo inescindible, denotemos por [X] a la clase de isomorfía de 

X en modA. 

éomo referencia general para esta sección ver (Rl]. 

0.10.1. El carcaj de Au•lander-Reiten I'A de A, tiene por vértices las clases de iso­

morfía de A-módulos inescindibles. Ponemos una flecha (X] -+ [Y] en r A sii exis­

te un morfismo irreducible de X a Y. Recordemos que el morfismo /:X -> Y de 

modA es irreducible si (i) f E R(X, Y), con R(-, Y) := el radical de HomA(-, Y); 
(ii) si hg = f entonces ges sección oh es retracción. 

Denotamos por [X]+ (resp. [XJ-) al conjunto de vértices (Y] en r A para los 

cuales existe una flecha (X]-> [Y] (resp. (Y]-> (X]) en rA. 



Lema. i) [Xj+, [XJ- son finitos (i.e., rA es localmente finita). 

ii) En r A no hay lazos. 

7. 

o 

Proposición [Rl, pág. 79]. Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Supongamos 

que r A contiene una componente conexa y finita C, entonces r A =C. O 

Por simplicidad, a menudo abusaremos del lenguaje y escribiremos, en lugar de 

[X), simplemente X. 

0.10.2 Sea X E modA un módulo inescindible no proyectivo. 

Una sucesión exacta r¡: O -+ Y ~ E ..!!.... X ---+ O se llama la 8Uce8iÓn de 

Au8lander-Reiten (que termina en X) si satisface las siguientes condiciones: 

i) r¡ no se escinde; 

ii) Y es inescindible; 

iii) Condición "casi se divide": Para todo Z ..l.. X no retracción, existe f: Z-+ E tal 

que (3/ = f, i.e. el siguiente diagrama conmuta 

/{f1 
E ---+ X 

(i 

Dualmente se define la sucesión de Auslander-Reiten (que empieza en Y), cuando 
Y es no inyectivo. 

Sabemos que estas sucesiones existen y son únicas salvo isomorfía, ver [ARJ y 

[Ga3]. 

a) Si X es inescindible no proyectivo y 

0-+Y-+E-+X-+0 

es la sucesión de A uslander-Reiten que termina en X, entonces Y está determinado de 

manera única hasta isomorfismo. Emplearemos la notación T X := Y y llamamos a T X 

el tra8ladado de Awlander-Reiten de X. Además se tiene que [XJ- = [rXJ+. 

b) Simétricamente, si Y es inescindible no inyectivo, la sucesión de Auslander­

Reiten que empieza en Y, tiene la siguiente forma: 

o-+ y-+ E-+ T-y-+ o 

ver [AR]. 
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0.10.3. Diremos que un módulo inescindible X e modA es postproyedivo (resp. prein­

yectivo) sii existen m E N y s E ~o tales que 

con Pa (resp. Q.) el A-proyectivo (resp. A-inyectivo) e.n s. 

X E modA inescindible es un módulo regular si ¡;ara todo m EN, rm X y r-m X 
existen. 

Sean 'P, I componentes conexas de rA. 
Diremos que 'P (resp. I) es una componente postproyectiva (resp. preinyectiva) 

de rA si todo X E 'P (resp. X E I) es postproyectivo (resp. preinyectivo) y 'P (resp. 

I) no tiene ciclos orientados. 

Proposición. Sea 'P una componente postproyectiva. 

a) Sean X, Y E 'P y f E HomA(X, Y), entonces f es combinación lineal de 

composiciones de morfismos irreducibles. 

b) t/>A(rum Pa) = -rum Q., s E ~o. (Además, t/>A:Ko(A) ..... Ko(A) es la única 
transformación lineal con esa propiedad). 

0.11. Sea C un conjunto de A-módulos inescindibles, diremos que X e add C si X es 

suma directa de A-módulos en C. 

o 



l. CONOS Y TRANSFORMACIONES LINEALES 

En este capítulo consideraremos uno de los aspectos importantes de la teoría de las 

transformaciones lineales: el estudio de las propiedaáea eapedralea de loa matricea que 

dejan canoa invariantea. Revisaremos nociones básicas y algunos resultados que nos 

serán de utilidad más adelante. También ver (Bir], [V], (T], [PTl]. 

1.1. Sea F el campo de los números reales R ó el campo de los números complejos C. 

Sea V el F-espacio vectorial Fn. 

Un precono K es un subconjunto cerrado de V que satisface: 

K + K e K y aK e K, para toda a ;;:::: O. 

Un cono.es un precono K que satisface: 

Kn(-K) ={O}, donde -K = {-v;v E K}. 

Un ejemplo importante de precono es el siguiente: 

Sea /:V -> V una transformación lineal. Si K es un precono en V entonces 

¡-1(K) es también un precono. 

1.2. Algunos ejemplos de conos en V = an: 

a) El cono poaitivo y+= {v E V; v(i);;:::: O, 1 :5 i :5 n}. 

b) Los canoa poliédricoa. Se dice que un cono K es poliédrico si existen v1 , ••• , tlm E [( 

tales que K = a+v1 + · · · + a+vm. 

c) Sea K un precono en V. Consideremos el espacio dual v• de V. 

El precono ortogonal KJ_ se define como 

KJ_ ={/E V*¡f(v);;:::: O para todo v E K}. 



Lema. Sea K un precono en V = R n. Sea cp el isomorfismo natural 

Entonces: 

a) Kl. es un precono en v•. 
b) Kil = cp(K). 

Demoatración: a): Kl. es cerrado. En efecto, para cada v E V la función 

cv: V*-+ R, f >-+ f(v) 

es continua. Luego Kl. = n c¡;1(R+) es cerrado. 
veK 

Es fácil concluir que Kl. es precono. 

b): Sea v E K, veremos que cp(v) E J(l.l.. Si g E Kl., entonces 'Pu(g) = g(v);:: O. 

Sea.PE Kil. Existe v E V con 'Pu= ,P. Debemos demostrar que v E K. 

Supongamos que esto no fuese así. 
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Si v E K - K, podemos entonces escribir v = w 1 - w2 con wi, w2 E K y tales 

que si w1 i' O entonces w1 y w2 son linealmente independientes. Sea W un subespacio 

vectorial real de V tal que V = Rw2 El) W. 

Sea h E V* tal que h(w2) = 1 y h(W) =O. Entonces h E Kl. y t/J(h) = cpv(h) = 

h(v) = -1, contradicción. 

Si v r/. K - K. Observemos que K - K es un subespacio vectorial real de V. 

Entonces existe W tal que V= (K - K) Ell Rv Ell W. Definimos h E V* satisfaciendo: 

h(K -K) =O, h(v) = -1 y h(W) =O. Como antes obtenemos una contradicción. O 

1.3. Un cono K es aó/ido si su interior Kº es no vacío. 

Lema. Sea K un cono en V= R" entonces K es sólido si y solamente si K contiene 

una R-base de R". 

Demoatración: Sea K un cono sólido. 

Demostraremos que para todo y E V, y E K -K = {z - w; z, w E K} (esto es, 

K genera a V). 

En efecto, sean v E Kº y r >O tales que {z E V; llz - vll < r} = Br(v) e K. 



Entonces existe .>. > o tal que w := >.y + V E Br( V) e K. 

Luego y= .>.-1(w - v) E K - K (ver figura). 

K 
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Supongamos ahora que K contiene una R-base {v;J?.:1 de an. Claramente 
n 

v = k .E v¡ E K 0
, pues 

•=• 
n 

a={zEV;z=E.>.;v¡, O!>.>.;!>l y 
Í=l 

n 

E.>.;!> iJ 
i=l 

es el n-simplejo generado por {v¡J?=1 U {O} (o la cápsula convexa generada por 

{v;}?:1 U {O}), está contenido en K y v E a° C Kº. D 

1.4. Ejemploa importantea de cono• aólidoa. 

Sea A= k[li) una k-álgebra hereditaria de dimensión finita, con A no Dynkin. 

El cono po•tproyectfoo Kp de A es el cono generado por los vectores dimensión 

de módulos inescindibles postproyectivos, es decir, es la cápsula convexa de todos los 

rayos R+.p;r(p¡) con 1 !> i !> n y r EN, donde p¡ = dim P; es el vector dimensión del 

proyectivo en i, ([DIR2], [PTl) y capítulo 5). 

Entonces Kp es sólido. Además Kp es invariante bajo la inversa de la matriz 

de Coxeter de A, i.e. </i;1(Kp) e Kp. 

Análogamente el cono preinyectivo Kz de A es sólido y .Pfl.(Kz) C Kz. 

Si A no es diagrama Dynkin ni euclidiano, entonces el cono regular también 

es sólido, ya que para IAol 2': 3, A tiene módulos de tilteo regulares ([Ba 4))¡ y para 

IAol = 2, se demuestra directamente. Trataremos con más detalle a estos conos y sus 

propiedades en los capítulos 7 y 8. 
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1.5. Sea K un cono en V= an. El eapacio complezificado de V es 

V®a e= V+iv~en. 

El cono complexificado 

K®a e=K+iK 

es un cono en en. Si K es sólido (en an), entonces K ®a Ces sólido (en en). 

Si/: V ---. V es una transformación R-lineal, entonces la transformación 

T: en-+ en' V= (a+ ib) ..... /(a)+ if(b), 

donde a,b E an, es C-lineal. 

Además, si f deja invariante al cono K (i.e. f(K) C K), entonces T deja 

invariante al cono K + iK. 

1.6. Matrices que dejan conos invariantes. 

Teorema [Bi]. Sea/: an--. an una transformación lineal. 

Sea C un cono sólido en an tal que /(C) e C. Entonces existe un vector propio 

v de f tal que: 

a) v E C; 
b) f(v) = p(f)v, 

donde p(f) = max{/A/; A es valor propio de/} es el radio eapectral de f. 
Demoatración (ver [TJ): Como en (1.5), denotaremos por T a la transformación 

C-lineal, asociada a/, que deja invariante al cono K := C + iC. 

1.6.0. Observemos que para probar el teorema basta demostrar que existe w E K\ {O}, 

tal que T( w) = pw. En efecto, si O "# w = a + ib, con a, b E R n (y al menos alguno 

distinto de O), tal que T(w) = p(T)w. Entonces /(a)= p(T)a y f(b) = p(T)b. Además, 

o-(T) = o-(/); en particular, p(T) = p(f). 

Si T = O, el resultado se sigue trivialmente. Entonces supondremos que T "# O. 

Sea B ={e¡, ... ,en} una base de Jordan de T, donde [T]B tiene R. bloques, y B 
está ordenada de la siguiente manera: 

Sean em
1 

, ••• ,em
1 

E B, los vectores propios de T con m1 < m2 < ... < m1 ¡ y 

A¡, A2 1 ... 1 A1 , sus respectivos valores propios, (/A1/ ~ /A2/ ~ .. · ~ /A1 1). 

Sean A; = /A;/é•;, 1 :5 j :5 n. 
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1.6.1. Además, si 1 :5 h :5 n, entonces existe una única 1 :5 j(h) :5 i tal que 

m;(h)-I < h :5 m;(h)' con mo :=O y m1 = n. Así, 

T(e,.) = Á;(h)e" + eh+I' si h < m;(h); y 

T(emj(h» = Áj(h)f:mj(h) • 

Por inducción sobre r, obtenemos: 

a) Si .\j(h) =O, T•(e:,.) =O, parar suficientemente grande. 
m;(h) 

b) Si .\j(h) 1' O, T•(e,.) = E Á:;.-:
1
(hk)-h)(k.'.:h)e., con (1:.'.:h) =O sir< k- h, y (0) =l. 

k=h J 

Sea p := p(T) = max{l\I; 1 $. i $.e}. 

Consideremos primero ef caso (sencillo) p = O, entonces Tes nilpotente. Sea 

O< r mínima tal que Tr =O en K (existe pues si T(K) =O, entonces T =O). Sea 

z E K tal que O 1' w = T•-1(z) E K. Entonces T(w) =O= pw. 

1.6.2. Supongamos ahora que p > O. 

Denotemos por b; al tamaño del bloque de Jordan de T, correspondiente aj, 

1 :5 i $. f.. Observemos que b; = m; - m;-i · 

Sea M := max{b;; l.\;I = p, 1 :5 i :5 f.}. 

Sin pérdida de generalidad, supongamos que 1, 2, ... , t (para alguna t), son los 

índicesj de {l, ... ,f.}, tales que IÁ;I = py b; = M. 

En (1.6.3), demostraremos que existen números dj E C, 1 :5 j :5 t y 

Usaremos este hecho para demostrar el teorema: 

Supongamos que .\1 lt R+ (i.e., .\1 1' p). Por el lema (1.6.5), existen números 
q p 

reales O :5 w0, ••• , Wq tales que E wp.\1 = O. 
. p=O 

Definimos 

eK, 

vector en K (por ser K cono invariante bajo T), que es combinación lineal de 

{e:m;; 1 < j :5 t}. 



Además, tenemos que O f y• E K, si no 

9 
E WpTP(y) = -WoY E K n (-K) ={O}. 
P=I 

14. 

Luego, w0 = O y podemos continuar hasta demostrar que Wp = O, O $ p $ q (ya que 

Tl'(y) ,¡O, para toda p). Esto es absurdo. 

Si Áa ~a+, como antes podemos construir O f y•• E K, vector que es combi-

nación lineal de {e,,.;; 2 < j $ t}. 

Este proceso es finito, lo que demuestra que existe O,; ií E K, vector que es com­

binación lineal de {e,,.;; Á; = p}. Entonces T(ií) = py. E$to termina la demo$tración 

del Teorema. 

t 
1.6.3. Ahora construyamos O f y= .E d;e; E K. 

J=I 
n 

Como K es un cono sólido, existe z = E cheh E Kº con O ,¡ch E C, para cada 
h=I 

h. (Razonamiento análogo a (1.3)}. 

Seguimos con la hipótesis de que T ,¡ O. 

Por (1.6.1), parar suficientemente grande, tenemos que 

1.6.3.1. Veamos qué sucede al multiplicar el coeficiente de cada eh, en Tr(z), por 

¡;r,:k. 
Observando que (,';.) = ;!¡¡(rm +d(r, m)), donde d(r, m) es de grado en r menor 

que m, tenemos: 

Sea 1 $ h $ n. 

a) Si m;(A)-I < h $ m;(h)' con IÁ;(h)I 

Á;(h) = pei"';(h) y bj(h) $ M. Entonces 

p, pero h </; {mi, ... ,m,}. Tunemos que 
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O :5 prr~-1 1 }: c,-';¡;;}h-k) (h: k)I 
mj(h)-I <k$h 

< }: 1--5:.__p-(h-k)ei(r-(h-k))a;(h) rh-k + d(r, h - k)I- O 
- m· <k<h (h - k)! rM-1 r-oo 

J(h)-1 -

pues h - k < M - l. 

b) Si mj(h)-l < h :5 mj(h)' y l\(h)I <p. Entonces 

O< 1 1 " ,\r-(h-k) ( r )1 - prrM-1 L. C4 j(h) h _ k 
mj(h)-I <k$h 

< }: 1--5:.__ei(r-(h-k))a;(h)j,\. ¡-(h-k) (l\(h)I) r (rh-k + d(r, h - k))I-
- < h (h - k)! J(h) p rM-1 r-oo 

mj(h)-1<"'$ 

pues l-';(h)I < p y limr-oo CAj~h)'r ( rh-•:t~.h-k)) =o. 

c) Si h = mi(h)' 1 :5 j(h) :5 t, entonces -';(h) = peiª;(h) y bj(h) = M. Sea j := j(h). 

Notemos que M = m; - m;-i (con m0 := O). Entonces 

_l_ }: e ,\~-(m;-k) ( r ) 
prrM-1 m· 1<k<m· Ir ' m; - k 

'J- - J 

~ cr. -(m.-k) i(r-(m·-k))a·(rm;-k+d(r,m--k)) 
~ ( k)'p ' e ' ' M-1 

m;-1<k$m; m; - · r 
(=: c1(r,j,k)) 

_ ~m¡-1j: 1-M i(r-(~-l))a; 
- M-1. P e 

+ ( 
cm¡-1+1 1-M i(r-(M-l))a;d(r,M-1) + " '( . k)) 
(M - l)!p e rM-1 ¿_, e r,3, 

m;-1+2$k$m; 

Como en (a), el segundo sumando tiende a O cuando r-. oo. 
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1.6.4. Ahora observemos que 

a= inf {llt cm;-1+t pl-Mei(r-(M-l))aiem·ll} >O. 
reN j=l (M - l)! ' 

En efecto, supongamos que a= O, existe entonces una sucesión creciente (r6 )•eN 

tal que lim É «m;-1¡: p1-M ei(r.-(M-l))a;é . =O . 
.11-+oo j=t M-1 . m, 

Entonces para toda 1 < 1· < t lim ;mi-•): p1-M ei(r.-(M-l))o; O (pues 
- - ' s-oo M-1 . 

tomemos 1 :$ j 0 :$ t y b f O un vector ortogonal al espacio vectorial generado por 

{cm; i j f jo} y tal que (cm;o, b) f O, entonces 

O= lim (±: cm;-1+1 Pl-M ei(r.-(M-l))a;é . b) 
•-= i=• (M - l)! m,, 

e 
=(e b) lim m;o-1+1 P1-M i(•.-(M-J))o;o 

m;o' •-oo (M - 1)! · ' 

con (cm;o ,b) f O), esto es cm;o-i+• =O. Contradicción. 

Por (1.6.3.1), O< a= infreN {p•rb-1 llT•(z)ll }· 

1.6.4.1. Por lo tanto, {U~: f~lll} r N es una sucesión en un subespacio compacto de K 

(ya que T(K) C K). Entonces por (1.6.4) y (1.6.3), tiene una subsucesión que converge 

a un vector no nulo de K. A saber, 

t 
l. '°' Cm;-1+1 1-M i(rt-(M-l))o; E K 
1m L. (M - l)lp e Em; , t-=;=l a . 

que es un vector de la forma L:}=i d;cm; E K. D 

t.6.5. Lema (Bir]. Sea >. E C \ R+, entonces existen w0 , ••• , wq E a+ no todos cero 
q 

tales que· ¿; wp>.P = O. 
p=O 

Demo3tración: Escribimos >. = reiO con O < (J < 211'. 

Caso a) r = 1: 
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a.l) Si (J = !!;'Ir, h,m E N, entonces es sabido que (J es una raíz de la unidad y 

{épll; p EN} forma un grupo finito. En este caso {épll; p E N} forma un polígono 

regular con centro O. 

a.2) Si (J = m7r, m E R \ Q, entonces {eipll; p E N} es un conjunto denso en 5 1 (los 

números complejos de norma 1). 

En ambos casos, existe q E N tal que O E E:>. envolvente convexa de 

{eipll; O :5 p::;; q}. 

b) S , ;e p ( ) o ~ 1 ipll 1 t R+ Caso general: ea " = re . or a , = L.,, wpe , con w0, . .. , w9 E , 
p=O 

no todos cero. 

Entonces O = É wpeipll, donde wp := r-Pw'p E R+, para cada p. 
p=O 

o 

1.7. Corolario ((DIRl], ver también (PTl]). Sea A 

diagrama no Dynkin. Entonces 

k[.ii] una k-álgebra con .6 

i) p(<f>,.) (resp. p(<j)A_1 )) es valor propio de <!>,. (resp. <f>-;_1). Más aún, en (7.1) de-

mostraremos que p(<fi,.) = p(</J-¡:t). 

ii) Exist';' Yt ~O (resp. y-;_~ O) vector propio de</>,. (resp. </J-;_1 ) con valor propio p(<fi,.) 

(resp. p( </J-;_1 )). 

Demo$tración: </J-;_1(Kp) C Kp y <fi,.(Kz) C Kz, donde Kp (resp. Kz) es el cono 

postproyectivo (resp. preinyectivo) de A y ambos sólidos, (por (1.4)). D 

En los capítulos 7 y 8 trataremos con más detalle las propiedades del espectro 

1.8. Un caso particular del teorema (1.6) es parte del conocido teorema de Perron­

Probeniu$. Recordemos que una matriz A = (a¡;) se dice irreducible si no existe una 

permutación de los renglones de A combinada con la misma permutación en las columnBB 

tal que A tome la siguiente forma 

donde A1 y A2 son matrices cuadradas. 
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Teorema [GmlI, §2]. Sea A= (a¡j)nxn matriz real, no negativa e irreducible. Enton­
ces: 

a) p(A) = max{l.\I; .\ valor propio de A} es una raíz simple de su polinomio carac­

terístico. 

b) Existe v >>O (vector con todas sus coordenadas positivas) tal que vA = p(A)v. 
c) A no puede tener dos vectores propios no negativos linealmente independientes (ver 

[Gmll, pág. 63, remark 3]). O 

1.9. El siguiente resultado nos será de gran utilidad más tarde. 

Lema [Gmll, pág. 57]. Sean A= (aij), A' = (a~j) matrices cuadradas de orden n, 
no negativas. Supongamos que A es irreducible y que A1 $ A (i.e. ª~i $ a¡j ), entonces 

para cada valor propio 'Y de A1
, l"fl $ p(A). En particular, p(A1

) $ p(A). Si A' <A 
(esto es, A1 $A y 3(i,j), a~j <a¡;) entonces p(A1

) < p(A). O 



2. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LA MATRIZ DE 

ADYACENCIA DE UNA GRÁFICA 

En los últimos años ha habido un aumento en el interés por el estudio de las propiedades 

espectrales de gráficas y sus relaciones con la estructura combinatoria. 

La motivación para este capítulo fué desarrollar un poco más el estudio de las 

cubiertas de Galois de gráficas. Nos interesa particularmente el caso en que la cubierta 

es una gráfica infinita. Tratamos de dar algunas relaciones entre sus espectros. 

Como referencias, recomendamos ver (CDS] para gráficas finitas y para una 

revisión de gráficas infinitas, ver [MoWo]. 

2.1. Sea Á una gráfica conexa y acotada, recordemos que Á es acotada si 

Ml!i. = sup{deg (v); v E Ll.0 } < oo. 

Con lo que tenemos que el conjunto de vértices de Á, Ll.0 , es numerable .. Podemos 

entonces suponer que Áo = {1, ... , n} ó Áo = N. Denotemos por Ll.1 el conjunto de 

aristas de Á. 

La matriz de adyacencia de Á, A = Al!i. = (a;j) es la matriz (posiblemente 

infinita), cuya (i,j)-ésima coordenada es el número de aristas entre i y j, si i .¡, j, y a;; 

es dos veces el número de lazos en i. 

Nota: Si p: Áo --+ Áo es otra numeración de los vértices de Á, y A1 es la matriz de 

adyacencia de Á correspondiente a p, entonces existe una matriz de permutaciones P 

tal que A' = PAl!i.P-1• En particular, las propiedades espectrales de ambas matrices 

son las mismas. 

Observemos que si Á es una gráfica finita, se tiene que 

Á es conexa sii Áfj,. es matriz irreducible. 
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2,2, Sea t2A el espacio de Hilbert de todas las sucesiones (x¡)ieAo de números complejos 

tales que E lx;l2 converge, con el producto interno 
iEAo 

(x,y) = L x¡y¡ 
iEAo 

donde x = (x¡);eAo Y y= (y¡)ieAo· 

Sea e¡ = (6¡;);eAo• donde 15;; denota la delta de Kronecker. Entonces 

{e;; j E A 0} forma un sistema ortonormal completo en l~. 

Siguiendo (Mol) consideremos A := AA como el operador (recordemos que 

para nosotros operador significa transformación lineal acotada) sobre l~ definido por 
(A(e¡), e;) = a¡;. El dominio de definición D(A) del operador de adyacencia A, es el 

conjunto de puntos x El~ tales que A(x) El~. 

El primer resultado básico sobre operadores de adyacencia es el siguiente: 

Teorema. Sea A una gráfica acotada. Entonces 

a) A es un operador acotado definido en l~, es decir 

D(A) = l~ y llAll := sup{llA(x)ll; llxll = l} $ MA. 

b) A es un operador autoadjunto, esto es, (A(x), y)= (x, A(y)). 

c) llAll = sup{l(A(x),x)li llxll = l}. 

Demo3tración: (a) se sigue del teorema de Schur (Ta, teorema 6.12.A). (b) se sigue de 

que A es matriz simétrica y (H, §24, teor. 2). (c) se sigue de (b) y (H,§24). O 

2.3, El e3pectro u( A) de la gráfica ll. está definido como el espectro del operador de 

adyacencia A= AA (ver (0.4)). 

~iendo A un operador, su espectro u(A) es el siguiente 

u(A) ={A E C¡ >.I- A es un operador no invertible}, 

donde I denota el operador identidad en l~¡ además, el conjunto de valore3 propio3 

cr0 (A) de A está contenido en R (ver [Mol)). 

Como A es un operador autoadjunto, tenemos la siguiente caracterización del 

espectro u(A). 
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Proposición [H,§31]. Sea A una gráfica acotada. Entonces 

u(A) = · {

,\E C¡existe una sucesión(xm)mEN enl~ } 

conl/xnl/ = 1, tal que lim l/A(xm) -,\xml/ =O 
m-oo O 

2.4. Ef radio e•pectral p(A) de A está definido como el radio espectral de A, es decir, 

p(A) = sup{j,\j¡ ,\E u(A)}. 

Si A es una gráfica finita, entonces el teorema de Perron-Frobenius (1.8), asegura 

que p(A) E u 0 (A) (i.e. p(A) es un valor propio de A), y existe un vector x >> O 
(con todas sus coordenadas positivas) tal que A(x) = p(A)x. En la situación general, 

lo siguiente es sabido (ver por ejemplo (Ta, §6.2] y (H, §24]). 

Proposición. Sea A una gráfica acotada. Entonces: 

a) p(A) E u(A). 
b) p(A) = llAAll = sup{j(AA(x),x)j¡x El~, llxll = l}. 

e) u(A) C (-MA,MA]· 

2.5. Sea Fi, F2 , ••• una sucesión de subgráficas de A. 

Siguiendo (Mol], decimos que esta sucesión converge a A, en símbolos 

,J!mc,F~ = A, si para cada arista a E Ai, existe un número N = N(oi) tal que 

oi E (Fm)t, para cada m;::: N(oi). 

El siguiente resultado será muy útil. 

Teorema (Mol]. Sea Fi, F2, ... una sucesión de subgráficas de A que converge a A. 
Entonces 

p(A) = ,J!.!_1&,p(Fm)· 

Para Ja demostración necesitaremos de la siguiente: 

Proposición (Mol]. Sean Fi, F2 , ••• subgráficas de A tales que ,J!mc,Fm =A. Deno­

temos por Am = Apm a los operadores de adyacencia. Podemos suponer que Fm y A 
tienen los mismos vértices, de forma que el operador Am está definido en li. 

Entonces, los operados Am convergen fuertemente a A= AA= (a¡;), i.e. para 

cada X e e~. ,J!mc,Am(x) = A(x). 

o 
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Demo$tración [Mol]: Denotemos las entradas de la matriz de adyacencia de Fm por 

m¡;; más precisamente: m¡; = (Am(e¡), e;), si i,j E (Fm)o y m¡; = O en otro caso. 

Por (2.4.b y c), llAll ::; Ml!>. y llAmll ::; Ml!>. (m E N). Sean x = (:r:¡)¡el!>.o E i~ y 

e > O arbitrarios, definamos z(m) = (xlm»iel!>.o• donde xlm) =O si i ::; m y xlm) = :r:¡ 

si no. Escojamos i suficientemente grande tal que llz(t)ll < e/2Mt!>.· Las gráficas Fm 

convergen a A¡ entonces podemos encontrar un número L E N tal que m¡; = a¡; para 

cada m 2!: L y cada i ::; i. Entonces para m ~ L, se cumple lo siguiente: 

llA(x) - Am(x)ll = llA(xCll) - Am(xCll)ll ::; llA(:r:Cll)ll + llAm(xCtl)ll 

::; Mt!>.llx(i)ll + Mt!>.llx(i)ll <e. 

Como e fue arbitraria, ,J!.!p
00 

Am(x) = A(x). o 

Demo$tración del teorema [Mol]: Por la proposición anterior tenemos que {An}n con­

verge fuertemente a A= Al!!,. y por lo tanto, para cada x E e~ con llxll.= 1, 

2.5.1. ,J!.!p
00

(Am(x),x) = (A(x),x). 

Por el teorema (2.2.c), podemos escoger x tal que l(A(x ), x )1 esté arbitrariamente 

cerca de llAll. Entonces de (2.5.1) y (2.4.b), obtenemos 

2.5.2. 

Ahora se demostrará que p(Ll.) ~ p(F) para cualquier subgráfica finita F de 

Ll.. Por el teorema de Perron-Frobenius, podemos elegir un vector propio x de Ap, 

con todas sus coordenadas positivas y de norma uno, que corresponde al valor propio 

p(F). Como antes, podemos suponer que x E e~, Entonces, como las matrices de 

adyacencia son no negativas, 

p(A) = llAll ~ llA(x)ll ~ llAp(x)ll = p(F). 

Si todas las gráficas F1 , F 2 , ••• son finitas, obtenemos 

2.5.3. p(A) ~ sup{p(Fm)i m EN} ~ limsupp(Fm) 2!: p(Ll.). 
m-oo 

Esto dice que la igualdad se cumple en (2.5.2). Más aún, 

2.5.4. p(Ll.) = sup{p(F); Fes subgráfica finita de A}, 
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pues siempre podemos escoger subgráficas finitas que convergen a A. 

Ahora, como cualquier subgráflca de Fn es también subgráflca de A, concluimos 

de (2.5.4) que p(Fn) :5 p(A), también para subgráficas infinitas de A. Por lo tanto, 

(2.5.3) e~ cierto en el caso general. Por (2.5.2) y {2.5.3), se tiene el resultado. O 

2.6. Corolario a) p(A) = sup{p(F); Fes subgráfica finita de A} 

= sup{p(F); Fes subgráfica de A}. 

b) Sean 6 1 CA gráficas (no necesariamente finitas), entonces p(A') :5 p(A). O 

2.7. Sea A una gráfica conexa y localmente finita, ver {0.5). 

Un camino (no orientado) de longitud m de u a v es una sucesión 

"( = (zo, .Bi. z1; ... ; zm-i. .Bm, zm) con z¡_1 .....f!i._ z¡ tal que zo = u y Zm = v. Para 

cada camino 'Y definiremos formalmente 'Y-l como 'Y-l = ( zm, .Bm, zm-1; ... ; zi, .81, zo) 

(es decir, recorremos 'Y en sentido contrario). 

Otra manera de verlo es la siguiente: 

Sea.&= (A,(s,e)) un carcaj con la gráfica subyacente A, ver (0.5). Entonces, 

la orientación de A está determinada por las funciones s, e: 6 1 --+ Ao. 

Dada una arista i -"'-j con s(ar) = i y e(ar) = j, definiremos formalmente ar-1 

con s(ar-1 ) = j y e(ar-1 ) = i. Un camino (no orientado) de longitud m de u aves una 

sucesión 'Y= (,81 ,. • .,.Bm) tal que ,B¡ =ar¡ ó ar¡- 1 para alguna arista ar¡, y u= s(,81), 

e{,81 ) = s(.82),. • ., e(.Bn) =v. Definimos s('Y) =u y e('Y) =v. 

Si A denota la matriz de adyacencia de A, las matrices potencia Am =(a~':,'» 
están bien definidas para m E N, y es bien conocido que a~':,') es el número de caminos 

de longitud m de u a v. 

Proposición ([Ki), [Vj)). Sea A una gráfica conexa y acotada. Entonces para cada 

u,v E Ao, 

limsup 'efJiffi = p(A). 
m-oo 

Demo$t;ación [PT2): a) A es finita. Sea n el número de vértices de A. Como A es 

matriz simétrica y real, tenemos que A es ortogonalmente diagonalizable (ver [HrJ, pág. 

107]) y u(A) e R. Sea ,\1 :5 ,\2 :5 · · · :5 -\n = p(A) los valores propios de A. 



24. 

Como A es ortogonahnente diagonalizable, existe una base de Rn que consiste 

de vectores propios normalizados y mutuamente ortogonales v1 , ••• , vn (en la cual A se 

diagonaliza). Entonces 

A= vTnv, 

donde D = [..\' O ] y V es la matriz ortogonal de nxn, cuyo i-ésimorenglón es el 
O An 

vector v¡. De donde obtenemos que (alJl) :=Al= vTvtv, y a¡;>= E~=• ..\~v.(i)va(i), 
para i,j .E {1, ... , n}. Por (1.8), An # ..\8 paras# n, y podemos escoger vn >>O. 

Por lo tanto, para e suficientemente grande, tenemos que 

tflll 
O< _v_a;.r. = 

- p(~) 

n-1 ( A )t 
va(n) + {; p(,;.) v~(n) $ 

Más aún, si e es par, entonces se tiene: 

n 

E v~(n) $1. 
s=t 

(l) n-1 ( As ) t ' 
O< ann y O 5 {; p(~) v8 (n). 

t (t) 

Luego, O< .:jva(n) 5 P ';;:" 5 l. 

Por lo tanto, sabiendo que limsupytva(n) = 1 y dejando nuevamente correr 
l e e N, se tiene: 

2.7.1 

Esto es, 

2tí(il) . tf(i) 
p(~) = limsup Vah-ñ' 5 bmsupya¡.-,¡ 5 p(~). 

l l 

p(~) = limsup{/J5. 
l 

Para cada 1 $ i 5 n, existe un número j ;:=: O tal que al~) > O, ya que 
( º) (l- ') (l) . {/ (t- ') ~ es conexa. Como a·' ann 1 < a. , para e > J' limsup ann 1 = p(~), y 
1n - tn - ' t 

lim sup (':l1j = 1, se sigue que 
t 

o< tf(jí.:j (t-;) < tf(ii - ya¡;.' ªnn - Vªi,; · 



Por (2.7.1), obtenemos que 

2.7.2 Iimsup ¡;;fj <'! p(A). 
t 

Observemos que para cada i E N tenemos, al~ = a~], entonces 

Además, 

2.7.3 

limsup {J.!i <'! p(A). 
l 

limsup {;;yj <'! p(~), para todo 1 $ i, h $ n 
l 

se sigue de a!~ <'! a!~-j)a~¿, con j elegida como antes de (2.7.2). 
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b) Si Á es finita, observemos que aW $ p(Af En efecto, por el teorema de 

Perron-Frobenius (1.8), existe un vector x >> O, con todas sus entradas positivas, tal 

que A(x) = p(Á)x. Definamos la matriz diagonal D =~(xi, .•. ,xn), donde x¡ es 

la i-ésima coordenada de x. Consideremos la matriz estocástica P = ~DAD-1 , (i.e. 

P <'!O, (1, ... , l)P = (1, ... , 1)). Entonces ples también estocástica, en particular su 

(i,j)-ésima entrada p(l)1x;a!J>x¡1 $l. Análogamente obtenemos p(l)¡xja!J>x¡-1 $l. 

Luego, como A(t) es simétrica, a!Jl $ p(A)t y usando (2.7.3), tenemos 

Iimsup f::vJ = p(Á). 
i 

c) Supongamos que Á es infinita. Por (2.5), podemos escribir Á = ,J!!p
00

Fm, 

donde Fm es una subgráfica finita y conexa de Á, con Fm C Fm+t· Entonces, por 

(2.6), p(A) = sup{p(Fm)}. Sea AFm = (a(Fm)ij)· Sea e > O y m E N tal que 

O $ p(A) - p(Fm) < i::. Por (a,b), sup t a(Fm)!J> = p(Fm)· Tomemos h E N con 
i 

O $ p(Fm) - h a(Fm)IJ> < i::. Como alJl <'! a(Fm)IJ>, entonces 

O $ p(A) - (aYji $ (p(A) - p(F)) + (p(F) - h a(Fm)!J>) < 2i::. 

Por lo tá.nto, p(A) $ lim:upefJ!J. La otra desigualdad se sigue de que en general 

al]> $ p(~)l (pues a!J> = a(Fm)IJ> para m suficientemente grande, ver (b) y (2.6)). O 

2.8. A continuación veremos en ejemplos algunos de los métodos para calcular el radio 

espectral de gráficas infinitas. Encontrar el espectro o simplemente el radio espectral 

de gráficas infinitas es en muchos casos una tarea bastante complicada. 
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a) Agg : .. · · -- · -- · -- · · ·" 

Por (2.4.c), a(A:) e [-2,2); en (4.1.a), demostraremos que a(A:) = [-2,2). 

Por lo tanto, p(A:) = 2. 

Además, se tiene que a 0 (A:) = 0 (ver [CDS)). 

b) a: . . . 7·-·-·-···· ._L .LL.LL./1 
1 1 1 

.4./1 .4./¡ :7. ./· L. /;··· 
: . 

Para calcular el radio espectral de ~ usaremos la siguiente definición de $Uma 

de gráficu, ver [CDS, pág. 65]. 

Sean A, B dos gráficas, definamos su suma A + B como sigue: 

Por definición, (A+ B)o = Ao x Bo. 

Sean (ai.b1), (a,,bi) E (A+ B)0 • Entonces (ai.b1) y (a.,b2) son adyacentes 

en A+ B si y sólo si a1 =ª'y B(bi,bi) f 0 (i.e. son adyacentes en B) ó bi = bi y 

Ádemás, sabemos que en general, p(A + B) = p(A) + p(B). ver [CDS, 2.5). 



Consideremos las siguientes gráficas: 

A.: ·-·····-·-·····-· -· -1 o 1 .. 
, 

Entonces An + Bn: 

-· _,.+1 

. ·''L.1-7J 
_¿_.L/ 

i 
./j 
,,,,,,.. o 
• 1 

...... ·1 
·""': 
/¡·•+1 

• 1 . .,.,,,,,.·-· 
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Tenemos que Á = nJi.IIJo(An + Bn). Por (2.5), p(A) = J.!..IIJoP(An + Bn) = 

n~(p(An) + p(Bn)). Además, el polinomio característico de Bn es P9,.(.\) 

.\nPA,.(.\ - A-1), esto se demuestra usando inducción y (CDS, 2.3). Luego, el 

radio espectral p(An) = p(Bn)- p(Bn)-1 o bien p(Bn) = e(A,.)+~. Por otro 

lado, por (2.5) y (2.8.a), nl.!..IIJoP(An) = 2. Luego, p(A) = nJi.IIJo(P(An) + p(Bn)) = 
nJi.IIJo (jp{An) + hf p(An)3 + 4) = 3 + ./2. 
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e) Sea 1 < M EN. Denotemos por EM a la estrella con M brazos infinitos. 

Entoncel'I p(EM) = (M - 1)113 + (M - 1)-1/2. 

Demoatmci6n [PT3): Sin pérdida de generalidad M ~ 3, pues cuando M = 2, EM = 

Agg, entoncel'I (a) nos da el resultado. 

Sea M ~ 3. Consideremos para cada m EN, la siguiente estrella finita, E~>: 

Sea Am la gráfica ¡ -- :i -- • • · • · --,;. • 
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Sea Pm(z) (resp. qm(z)) el polinomio característico de la matriz de adyacencia 

de E~) (resp. Am)· Entonces, 

P,,,,(•)•d.& 

'&10 ... 0-10 ... 01 
-1 a -1 
O -1 a -1 
: • •• • •• '•:..¡ 

o -1 z 
-1 
o 

--1 
o 
p o 

z -1 
-1 z · .. 

· ..... -1 
-1 z 

1 o ... o 
o 

• -1 
-1 • -1 

· ....... :.1 
-1 & 

Luego, Pm{x) = zqf;! (z) - Mqf;[-1(x)qm-1(x). 

]· 

MWoqueade 
tamUlo,. •"' 

Por otra parte, no es difícil probar por inducción que qm(x) = qm(9 + 9-i) = 
6"'~!:f."', haciendo el cambio de variable x = 9 + 9-1

, ver [Hf'Sm, pág. 278). Entonces 

( ) = M-1(.) [9 + 9-l {t1m+2 _ 9-m) _ _!!_(9m+t _ 9-m+t)] 
Pm X qm X (12 - 1 (12 - 1 

M-1( ) 
= qB

2 
_; [(J(m+i)(92 - (M - 1)) + 9-(m+t)(92(M - 1) - l)j, 

Sea 9o = (M-1)112 y 2 < ..\0 = 90 + 90 1
• Sea..\;::: ..\0 , entonces existeµ;::: 90 tal 

que.).=µ+µ-•. Luego qm(..\) > O y Pm(..\) >O. De ésto deducimos que 

Si 2 < .). < ..\0, entonces existe 1 < µ < 90 tal que ..\ = µ + µ-1• Como antes, 

tenemos qm(..\) >O para todo m EN. 
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Demostraremos que p(EM) >A. Como Pm(Ao) >O para toda m EN, bastará 
demostrar que existe m0 = mo(A) tal que Pmo(A) < O (pues así, A < p(E<.¡;o» S: 
p(E~+1» S: • • • S: p(EM )). En efecto, como µ 3 -(M -1) <O podemos encontrar m0 

suficientemente grande tal que 

Por lo tanto, Pmo(A) <O. Luego, p(EM) = Ao. o 



3. LA CUBIERTA DE GALOIS DE UNA GRÁFICA 

PROPIEDADES FUNDAMENTALES 

Este capítulo trata de las principales propiedades de las cubiertas de Galois de gráficas, 

que nos permitirán más adelante estudiar otras propiedades espectrales de las matrices 

de adyacencia de gráficas finitas e infinitas. 

Este capítulo se basa principalmente en [Pl], [MzP], (PT2] y [PT3]. 

3.1. Sea 'Ir: 2S. --+ Á un morfismo de gráficas, ver (0.5), diremos que 'Ir es •obre si para 

cada arista OI E Ai, existe f3 E LS.1 tal que '11"([3) =o. 

Sea G un grupo de automorfismos de la gráfica 2S. actuando libremente en LS., 
es decir, si para algún g E G, existe x E LS.0 (resp. o E .61) tal que g(x) = x (resp. 

g(o) = 01), entonces g =l. 

Por definición un morfismo sobre, 'Ir: 2S. --+ Á, es una cubierta de Galoi• definida 

por el grupo G si 7rg = 7r, para cada g E G, y para cada x E & 0 (resp. °' E &1 ) 

'll"-17r(x) = Gx (resp. 'll"-17r(o) = Go). 

3.2. Lema. Sea 'Ir: & --+ Á una cubierta de Galois definida por la acción de un grupo 

G. Supongamos que A es una gráfica finita. Entonces 

a) & es una gráfica acotada, ver (0.5). 

b) G es un grupo finitamente generado. 

Demo•tración: a) Basta observar que si i E &o, entonces deg6(i) = degA(7r(i)) < oo. 

Además, 

M 6 = MA = sup{deg,i.(s); s E .ó.0 } < oo. 

b) La siguiente construcción sigue a [GoMc] y [B]. 

Denotemos las órbitas de G en &0 por Sl1 , ••• , fin, donde n = l.ó.ol· Veremos 

que existe una subgráfica conexa y plena W de & tal que IWo n Sl;I = 1, para 1 :;; i :;; n. 
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Por inducción construiremos una subgráfica conexa W¡ de .6, de forma que W¡ 

tiene i vértices, i ::; n y la intersección W¡ n !!; tiene a lo más 1 vértice para toda 

j = 1, ... , n. Entonces W = Wn es la subgráfica que deseamos. 

Sea u0 E A, W1 := {u0 } y supongamos definida W¡, {i < n) con esta propiedad. 

Tenemos que 1r{W¡) es una subgráfica conexa de L'l. con i puntos. Luego, existen 

ü¡ E Ao \ {11"(W¡))0 y una arista ii¡ tales que ü¡ -2:L_ :i: = 11"(:1:¡) con :i:¡ E {W¡)o. Entonces 

existe una arista u¡ -!!L. :i:¡ de forma que 11"{0¡) = ii¡. La subgráfica plena y conexa 

W;+1 de .iS. con vértices (W¡)0 U {u¡} intersecta cada órbita!!; en a lo más 1 vértice. 

Entonces IWol = n¡ Wo n g(Wo) = 0 si g .,¡, l¡ Ao = u g(Wo) (pues 
gEG 

IWon!!¡J = 1, 1.S i::; n, y G define a 11"). 

Sea S el conjunto de todos los elementos 1 'f g E G tales que las subgráficas 

disjuntas W y g(W) son adyacentes en .iS. (esto es, tales que existe una arista u-"-v 

con u E W y v E g(W)). En este caso escribimos g(W)--W. Como .iS. es acotada 

(por (a)) y W es finita, entonces Ses finito. Más aún, A conexa implica que S genera 

a G, ya que 11"-111"(0) = Go, o E .ÍS.1¡ 11"-111"(:1:) = G:i:, :i: E .ÍS.0 ¡ y g(W) -- g1(W) sii 

g-1g' E S. 

Por lo tanto, G es un grupo finitamente generado. 

3.3. Lema. Sea ir: .iS. -+ A una cubierta de Galois definida por la acción del grupo G. 

Sea (s,e) una orientación en L'l., ver (0.5). Entonces existe una orientación (s, e) de A 

que satisface: 

i) 7rS = s7r y 7re = e7r; 

ii) sg = gs y eg = ge, para toda g e G. 

iii) Además, (s, e) es única hasta isomorfía de carcajes; esto es, si existe ( s1, e1) otra 

orientación de A que satisface (i) y (ii), entonces existe 'f'! (.6, (s, e)) -+ (.6, (s', e1)) 

isomorfismo de carcajes, ver (0.5). 

Demo$tración: Para cada arista o E L'l.1 , escogemos una arista i -L j en A1 tal que 

11"(ii) =a. Definimos s(a) y e(ii) con las siguientes propiedades: 

11"s(a) = s(o), 11"e(ii) = e(o). Entonces, {s(a), e(ii)} = {i,j}. 

Para g E G, ponemos s(g(a)) = g(s(a)) y e(g(ii)) = g(e(a)). 

Están bien definidas por construcción y porque si g(a) = ii entonces g =l. 

Demostraremos (iii) en (3.5). 

o 
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3,4. Sea 11': A-+ A una cubierta de Galois definida por la acción del grupo G. Fijemos 

(s, e) una orientación de A y (s,e) una orientación de A que satisface las propiedades 

(i) y (ii) del lema (3.3). 

Para cada arista a E A, definamos 11'(0-1) = 11'(0)-1. Para un camino de longi­

tud m, 'Y= (zo,.Bi. z1; ... ; Zm-1 1 .Bm, zm) en A, definimos 11'( -y)= (11'(zo), 11'(,81), 11'(z1); ... ; 

11'(Zm-1), 11'(.Bm), 11'(zm)) un camino de longitud m en A (ver (2.7)). 

Proposición. 11' tiene la propiedad del levantamiento único de camino•, esto es, para 

cada camino é en A y cada vértice i E A0 con 11'(i) = s(é), existe un único camino 6 en 

A que satisface s(6) = i y ir(S) = é. 

Demo•tración: Por inducción es suficiente demostrar la propiedad del levantamiento 

único para caminos de longitud 1 (i.e. para aristas). 

Exi•tencia. Sea u-ª- v E A1 tal que s(a) =u y e(a) = v. Sea i E Ao, 11'(i) =u. 

Como 11' es sobre, existe una arista a .....J:_ b E A1 con 11'('Y) = a. Sin pérdida de 

generalidad 11'(a) =u, por lo tanto, existe g E G, con g(a) = i. Entonces i .fil.rl. g(b) es 

una arista en A con 11'(g('Y)) =a. Denotemos ,8 := g(-y) y j := g(b). 

Si i = s(/3), entonces a = ,8. Si i = e(,8), entonces r.(i) = v = e(a) = 
7r(e(,8)) = 11'(i), por tanto existe h E G con h(i) = i. Entonces a = h(,8) satisface 

s( a) = h(s(.8)) = i. 

Unicidad. Si a 1 E A1 es otra arista que satisface s(a') = i y 11'(a1) = a, entonces 

g(a) = a 1
, para algún g E G. Así, obtenemos i = s(a1

) = s(g(a)) = g(s(a)) = g(i), y 

g=I. D 

3.5. Demo•tración de (S. 9 (iii}}: Supongamos que existe ( s1, e1) otra orientación de A 
que satisface (i) y (ii). Demostraremos que.&:= {A,(s,e)) y ZS.1 := (A1,(s1,e1

)) con 

A 1 = A, son isomorfos. 

Recordemos que nuestras gráficas A son conexas, entonces cualesquiera dos 

vértices en A0 están conectados por un camino finito. 

Usando la propiedad del levantamiento único de caminos (3.4), demostraremos 

que existe rp: A -+ ii' isomorfismo ·de carcajes. 

Sean X1 E Ao y 01 1 ••• •ªti E A1 las flechas de A que contienen a x 1. Sea 

Y1 E Ao tal que 7r(x1) = 1r{Y1). 
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Tomemos 11'(a¡) E Ai. para cada 1 $ i $ ii. donde A = (Ll, (s, e)). Como A' 
satisface (i) y (ii) del lema, entonces existe /3¡ E &: flecha que contiene a yi, tal que 

tr{/3¡) = 7r(a¡} con 7rs1(/3¡) = s7r(a¡), 7re1(/3¡) = e7r(a¡)¡ además con la propiedad de 

que .i(a¡) = x 1 sii s1({3¡) = y 1 • Definimos cp(x1 ) := y1 y cp(a¡) := {3¡. Por lo anterior, 

cps(a¡) = s'cp(a¡) y cpe(a¡) = e1cp(a¡). Además, por la propiedad del levantamiento 

único de caminos {3¡ -f /3; para toda i -f j. 
Y así continuamos construyendo cp inductivamente (podemos hacerlo pues A es 

acotada y por la propiedad (ii) del lema). La construcción simétrica de ti1 en A nos dá 

Ja inversa de cp. Por Jo tanto, (li., (s, e)) y (fi., (s1
, e1

)) son isomorfos. O 

3.5.1. Observemos que cp hace conmutativo el siguiente diagrama de morfismos de 

carcajea 
(A,(s,e)) "' (.Ó.,(s1,e1

)) 

11'1 / 
(Ll,(s,e)) 

3.6. Corolario [PT2]. Sea 11': li.-+ Á una cubierta de Galois definida por el grupo G. 

Sea A= A6 = (ii¡;) (resp. A =AA =(a¡;)) la matriz de adyacencia de A (resp. Ll). 

Para cada i,j E A0 y m ;:::: 1 tenemos 

" -(m) _ (m) " -(m) _ (m) 
L. ª;1 - ªw(i)w(j) Y L. ªtj - ªw(i)w(j)' 

1r(l)=w(j) .-(1)=.-(i) 

Donde Am = (aL~» es la matriz potencia de A. Recordemos que aL~l es el 

número de caminos de longitud m de u a v en Á (ver 2. 7). 

Demo8tración: Sean i,j E 6 0 • Denotemos por W<ml(i,j) (resp. w<ml(7r(i), "'(j))) el 

conjunto de todos los caminos de longitud m de i aj en fi. (resp. de 7r(i) a 7r{j) en Ll). 

La proposición (3.4) da una biyección 

u w<ml(i, t)-+ w<ml(7r(i), 7r(j)) 
w(l)=.-(j) 

por el levantamiento único de caminos. El resultado se sigue de las observaciones en 

(2.7). o 
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3. T. Ejemplos. 

a) Sea .ii una gráfica y G un grupo 1de automorfismos de ~ actuando libremente 

sobre A. Definamos la gráfica cociente l:!./G como la gráfica cuyos vértices son las 

órbitas Gx, x E Ao y cuyas aristas son de la forma Gor: Gx -- Gy para cualquier 

arista x -ª-y de A. Claramente el morfismo de gráficas ir: A -+ A/G, or >--+ Gor, es 

una cubierta de Galois definida por la acción de G. 

b) Sea G un grupo finitamente generado. Sea S un conjunto finito de generad<>­

res, tal que 1 !f. S. La gráfica de Cayley A = A(G, S) tiene como conjunto de vértices 

Ao = G y para cada g E G y s E S, una arista g -•- gs. Entonces Ges un grupo 

de automorfismos de A que actúa libremente sobre A. La gráfica cociente A/Ges un 

bouquet de ISI lazos. Observemos que A es gráfica regular (i.e., el grado de todos los 

vértices es el mismo). 

Las siguientes proposiciones son versiones para gráficas de resultados bien con<>­

cidos en Topología Algebraica (ver por ejemplo [Ma] y [Pl]). 

3.8. Proposición. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de cubiertas de 

Galois 

Ylw 
A' ---+ A ,,., 

donde ir está definido por la acción de un grupo G. Entonces, 

i) G ={/E Aut (A); ir/= ir}; 

ii) Existe N <I G tal que N define a ;r y G/N a ir'. o 

Recíprocamente, 

3.8.1. Proposición. Sea ir: .3.-+ A una cubierta de Galois definida por la acción de un 

grupo G. Entonces si N es un subgrupo normal de G, existe un diagrama conmutativo 

de cubiertas de Galois 

donde N define a ;r y G/N a 1r
1

• 
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Demo~troción: Sea D.1 la gráfica cociente D../N (ver (3. 7.a)), entonces G/N actúa li­

bremente sobre 6.1• En efecto, si g E G/N y Nx E Á~ (resp. Na E A~) son tales 

que Nx = g(Nx) := Ng(x) (resp. Na= g(Na) := Ng(a)) entonces existe h EN tal 

que g(z) = h(x) (resp. g(o) = h(o)), luego, como G actúa libremente en A, g = i. 

Definimos ?i": D..-.. A' como en (3.7.a). 

Construiremos tr1: A 1 -> A cubierta de Galois definida por la acción de G/N. 

Sea Nx E A~ (resp. No E AD, definamos tr1(Nx) = rr(z) (resp. tr1(Na) = tr(o)). 

tr1 está bien definida y satisface tr1¡j = tr1
, g E G/N, tr1

- 111'1{Nz) = G/N (Nx) (resp. 

1T
1

- 11T
1(No) = G/N (No)), pues tres cubierta de Galois. O 

3.9. Un grupo Ges re~idualmente finito sii para cada x E G, x ":/ l existe un subgrupo 

normal N., de índice finito en G con x "" N.,. 

Observemos que G es residualmente finito sii para cada subconjunto finito 

S C G, 11/. S, existe un subgrupo normal Ns, de índice finito en G con S n Ns = 0. 

(Esto sucede pues intersección finita de subgrupos normales de índice finito es un sub­

grupo normal de índice finito). 

3.9.1. Como ejemplos de grupos residualmente finitos tenemos a los grupos libres, los 

grupos lineales finitamente generados, entre otros, ver [Hl] y [Pi). 

3.9.2. Sea rr: a -+ 6. una cubierta de Galois definida por la acción de un grupo G. 

Una Jactorización (finita) de tr, es una cubierta de Galois tr1
: A 1 _, A (con A' gráfica 

finita) de forma que existe un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois. 

¿\ 

~:,/¿ 1~ 
A' ---+ A 

"' 
Proposición [PT3]. Sea rr: a ->A una cubierta de Galois definida por la acción de 

un grupo G residualmcnte finito y supongamos que Á es una gráfica finita. 
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Entonces, dada A' C A una subgnifica finita de A, existe ?r1: A -+ A factoriza­
ción finita de 'Ir 

de forma que ;r¡: A' -+ A es inyectiva. 

Más aún, si A' e A es una subgráfica plena, entonces podemos encontrar dicha 

factorización finita de tal forma que ;r(A') e A es subgráfica plena de A. 

Demo~tración: a) Sea S := {g E G; g ,¡, 1, g(A') n A',¡, ,P}, demostraremos que Ses 

un conjunto finito. Supongamos que S es infinito, como A' es finita, existe x E A~ y 

(gm)meN sucesión de elementos distintos en S y (Ym)meN en A~ tales que 9m(Ym) = x, 

otra vez, por ser A' finita existen y E A~ y una subsucesión (Ymt )teN de (Ym)meN tales 

que Ymt =y, para toda e. 
Tomemos e 1' e', por lo anterior 9mt(Y) = 9mt1(y). 

Como G actúa libremente sobre A, tenemos que 9mt = 9mt1, una contradicción. 

Por lo tanto, Ses un conjunto finito. Por (3.9), existe N <1 G subgrupo normal de índice 

finito tal que N n S = 0. 

Por (3.8.1), obtenemos un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois 

.& 

;/.111" 
A ---+ A 

w' 

con ;r (resp. 11"
1) definida por N (resp. G/N). 

b) Falta demostrar que ;r¡: A' -+ A es inyectiva. En efecto, si x # y E A~ 

son tales que ;;'(x) = ;r(y) entonces y E Nx y existe h E N tal que y = h(x), luego 

h E N n S = 0, contradicción. 

c) Ahora, si A' e A es una subgráfica plena, escojamos A" e A la subgráfica 

plena de A cuyo conjunto de vértices es A~U{x E fi.0 ; 3y E A~, y--x}. Entonces 

A' C A" es una gráfica finita (pues A' lo es y .3. es acotada), y por lo anterior, existe 

una factorización finita ;r de 11", de tal forma que ;r¡: A"-> A es inyectiva; por Jo tanto, 

?rl:A'-> A también lo es. 

Además, ;r(A1) es subgráfica plena de A: pues supongamos que x-°'-y E A, 
x,y E (;r(A1

))0 • Tomemos x,¡¡ E A~ tales que ;r(:X) = x y ;r(¡¡) =y. Por la propiedad 
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del levantamiento único de caminos (en z), existe z-2._z en.& (de hecho, en A") tal 

que 11"(0) =o, entonces ñ'(z) =y= ñ'(y), pero 1i' es inyectiva en A 11
, por lo tanto¡¡= z, 

y como A 1 es plena en.&, entonces o E A~, esto es o E ir(A1). O 

3.10. Decimos que una cubierta de Galois 11": .& -+ A definida por un grupo G es cubier­

ta univeraal de A, si cualquier otra cubierta de Galois 11"1: .i -+ A es una factorización 

de 11". Es decir, existe una cubierta de Galois ir:.& -+ li. con 11"1ii' = 11". Además, si :r E Ó.o 

y y E <io son tales qúe 1r(:r) = ir
1(y), entonces existe una única ir, con ir(:r) =y. 

Observemos que una cubierta universal de A es única hasta isomorfía. 

3.10.1. Sea A una gráfica conexa. 

Recordemos qué es el grupo fundamental I11(A) de A. Sea :r E A 0 • Tomemos C,, 

el conjunto de todos los caminos (no orientados) 'Y de :r a :r, es decir 'Y= (:r =:ro, /Ji. z1; 

:ri, /32, x2; ... ; Xm-2/Jm-i. Zm-1; Zm-h /3m, Zm = x) con x¡_1 _f!j_ x¡ en A. Un camino 

puede pasar por la misma arista más de una vez, ver (2. 7). 

Denotamos por ~la relación de equivalencia en C,, inducida por las siguientes 

relaciones elementales: 

a) Si 'Y E C.,, entonces 'Y'Y-1 ~ Tz y 'Y-l'Y ~ r,,, donde Tz es el camino trivial en 

x (i.e. Tz = (x,x)). 

b) Si u~ v por medio de (a), entonces w1uw ~ w1vw. 

La relación ~ se llama homotopía. 

Esta relación y el producto de caminos son compatibles en el siguiente sentido: 

Si Uo r>J Ut y vo rv vi, entonces UoVo "' Ut Vt. 

Claramente, el conjunto de las clases de equivalencia de todos los caminos de :r 

a x forma un grupo. Este grupo se llama el grupo fundamental de A {con baae x) y se 

denota por II(A,x). 

Como A es conexa, si x, y E A 0, entonces Il(A,x) es isomorfo a II(A, y). 

Definamos el grupo fundamental de A, II1(A) = II(A,x) para cualquier x E Ao. 

3.10.2. Teorema. El grupo fundamental de una gráfica conexa A es un grupo libre. 

(En particular, es residualmente finito (3.9.1)). O 

Como referencia sobre grupos fundamentales ver por ejemplo [Ma]. 
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3.11. Proposición [Pl]. Sea A una gráfica finita y conexa. Entonces 

1) Existe 11": ti-+ A la cubierta universal de A, definida por la acción del grupo funda­

mental Il1(6). 

2) ~ es un árbol (i.e. no tiene ciclos). 

Demo•fración {Plj: 

3.11.1,. Sea W el conjunto de todos los caminos (no orientados) de A. Recordem08 

de (2.7), que un camino en A es una sucesión de aristas consecutivas. La longitud del 

camino es el número de aristas en él. Un camino puede pasar por la misma arista más 

de una vez. 

Sea")'= (xo,/3i,x1; xi,/32, x2; ... ;xm-2.Bm-1, Xm-ti Xm-i. .Bm,xm) un camino en 

A. Diremos que 1' inicia en x0 =: i(-y) y termina en Xm =: /(1')· Para cada camino 

1' tenemos el camino -y-1 = (xm, .Bm, Xm-1; Xm-i. /3m-i. Xm-•i ... ; x.,,B., xo) que se ob­
tiene recorriendo 1' en sentido contrario, ver (2. 7). 

Si 1' = (xo,,Bi,x1; ... ;xm-1t.Bm,xm) y -y' = (x~,{3:,x~¡ ... ¡xt_1 ,/3~,xt) son 

caminos de A tal que i(-y1) = f(-y) entonces el producto 1"1' estará definido por 

con i(1'11') = i("l') y /(1'11') = f(-y'). 

Denotamos por "' la relación de equivalencia en W inducida por las siguientes 

relaciones elementales: 

a) Si 1' E W, entonces -y-y-1 "'T¡(-r) y -y-1-y"' Ti('y), donde Tz es el camino trivial 

en x (i.e. Tz = (x, x)). 

b) Si u "' v por medio de (a), entonces w1uw "' w1vw, siempre que estos pro­
ductos estén definidos. 

La relación "' se llama homotopía. 

3.11.1.1. Ob•ervación. Esta relación y el producto de caminos son compatibles en el 

siguiente sentido: Si u0 "' u 1 y v0 "' vi, entonces Uo1Jo "'u11J1 (se supone, desde luego, 

que el final de "º coincide en el inicio de u0 ). 

Es decir, tenemos dos funciones i,/:W/- -+60 , i{[u]) = i(u) y /((u])= /(u), 
con (u] la clase de homotopía de u. 

Se construye una gráfica W que tenga como conjunto de vértices a W0 = W /-. 
Tomemos x., x, E Wo con i(x1 ) = i(x.). Pondremos x1 -- x 3 en W1 sii existen 
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W17W2 E W con x1 = [w1), x 2 = [w2) y una arista a E .ó.1 con w2 = aw1• Notemos que 

a está determinada de manera única. 

Se puede demostrar que W es unión de IAol componentes conexas, todas ellas iso-

morfas. Definamos Il: W -+ A el morfismo de gráficas suprayectivo tal que 

xi-ª- x2 >----+/(xi)-ª- f(x2). 

3.11.2. Llamamos fi. a una de las componentes conexas de W (que corresponde a 

clases de caminos no orientados que parten de un punto fijo en A), y denotamos por 

11" := Ill: li.-+ A la restricción de Il. Obviamente 11" es también un morfismo suprayectivo 

de gráficas. 

Proposición (Pl]. Sea 11": Ll -+ A el morfismo construido anteriormente. Entonces 

a) Para cada x E fi.0 , el morfismo inducido por 11": {a E fi. 1 ; a contiene ax}-+ 

{,8 E .ó.1; ,8 contiene a 1r(x)} es biyectivo. 

b) Sea G = {Y,,,,; x, y E fi. 0 , 7r(x) = 7r(y)} con g,,,, E Aut(Ll) definido por 

g,,,,: fi.o -+ fi.o, zt---+zx-1y, en vértices (definiendo el producto de dos clases de 

caminos como la clase del producto; está bien definido por (3.11.1.1)), y g,,,,: fi. 1 -+ iih 

de la siguiente forma: si z = [w] -L z1 = [w1
] en A" entonces existe a E .ó.1 tal que 

w1 = aw y w1x-1y = awx-1y, por lo que existe una única arista zx-1y -- z1x-1y. 

Entonces Ges un grupo con: g;_! = 9y,x y 9x,11 g:',·Y' = g:r'J/1_ 1x',r/ Además, 

b.1) 1T es una cubierta de Galois definida por la acción de G. 

b.2) G es isomorfo al grupo fundamental de A, Il1(A). Hay un isomorfismo 

inducido por cp:G ...:'..+ Il1(ti.),g,,,,1----+y-1x, ver (3.10.1). 

b.3) 7r: A -+ A es cubierta universal de ti. (3.10). Esto es, si 7r1: .ó.1 -+ A es una 

cubierta de Galois, definida por la acción del grupo H. Entonces, 
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Existe una cubierta de Galois ;f: .& -+ 6.1, definida por L <l G tal que H ~ G / L 
que hace conmutativo al siguiente diagrama: 

Para ejemplos, ver (4.1.(a,c,d)). 

Demo3tración [Plj: a) se sigue de {3.6). 

b.1) No es difícil demostrar que Ges un grupo, y por la definición de la relación 

de homotopía, G actúa libremente sobre 6.. Ahora, i) 7r9.,.v = 7í con 7r(x) = 7r(y). En 

efecto, 1í9.,,.(z) = 7r(zx-1y) = f(zx- 1 y) = f(z) = 7r{z). 

ii) Para cada x E iS.0 (resp. x - 0
- x 1 E .&1), 7í-17r(x) = Gx (resp. 7í-17r(a) = 

Ga), esto sucede porque si y E iS.0 (resp. y _{3_ y1 E .&1) con 7r(y) = 7r(x) (resp. 

7í({3) = 7r(a)), entonces 9,,,(x) =y (resp. 9.,,,(a) = (3). 

Por lo tanto, 7í es cubierta de Galois, definida por G. 

b.2) El homomorfismo <p:G-+ II1 (6.), 9., •• >-+ y-1x es claramente monomorfis­

mo; <pes epimorfismo pues existe i 0 E 6.0 tal que LS.0 = {[w] E W/~; i(w) = io}. 

b.3) Sea 1í
1

: l:l.1 -+ A una cubierta de Galois definida por la acción de un grupo 

G1• No es difÍcil probar el siguiente 

3.11.3. Lema [Pl]. Sean ü, ii caminos en 6.1 ambos con punto inicial x E 6.~. 

Supongamos que u = 11"
1(ü) y v = 7r1(ii) son tales que u ~ v, entonces también tienen 

ambos el mismo punto final y E A~. O 

Ahora probaremos la "universalidad" de rr: Sean 7r1: 6.1 -+ 6. una cubierta de 

Galois y x E .&0 , y E 6.~ con 7r(x) = 7r1(y). Construiremos ;f: i5,.-+ 6.1
• 

Definamos ;r(x) = y. Sea x ¿__ x 1 una arista en ZS., luego tenemos 

x = [w], x1 = [w1
] con w1 = aw. Como 11"

1 es cubierta de Galois, por el levantamiento 

único de trayectorias (3.4), hay una única arista y _sí_ y 1 con 7r1(a1
) = a. Ponemos 

;r(x) = y o'=if(&) y 1 = ;r(x1). Y continuamos inductivamente de esta manera. 

Nuestro .problema es ver si este morfismo está bien definido. Supongamos que z E ZS.0 y 

que podemos llegar a z desde x por dos caminos diferentes ü y ti, basta demostrar que 

el punto determinado en A~ por medio de cada uno de estos caminos es el mismo. 



42. 

Pongamos u = 1r(ü), v = 1r(v) y recordemos que z = (w). El punto final de ü 

es z = (uw) y el de ti es z = [vw), luego uw - vw y u - v. El punto asociado a z por 

medio de ü es el punto final del levanta.miento por 11'
1 de u comenzando en y, llámese 

a este punto ft11(u). Similarmente el punto asociado a z por medio de v es fó.1(v) el 

punto final del levantamiento en ó.1 de v comenzando en y. Por (3.11.3), estos puntos 

son iguales, f ó.'( u) = f ó.'( v) y ir( z) está bien definido. 

Luego, ir es morfismo suprayectivo de gráficas con 11' = 11'
1ir, y = lr(z). La 

unicidad es una consecuencia trivial de la definición de ir y de que 11'
1 es cubierta. 

Consideremos H = {g E G; irg = ñ-} subgrupo de G (~ Il1 (A)) que define 

a ñ". En efecto, H actúa libremente sobre A, pues G lo hace y para cada z E A0 

(resp. z -L z 1 en A1 ) ;r-1¡¡.(z) =Hz (resp. ¡¡.-1;r(&) = H&) pues 1r11r = 11' y por el 

levantamiento único de caminos. Luego, por (3.8), obtenemos el resultado. O 

3.11.4. Recordemos que una gráfica es un árbol si no tiene ciclos. 

La construcción que hicimos anteriormente de la cubierta universal, 11': A -+A, 

de A "es" su cubierta universal topológica, que sabemos es un espacio simplemente 

conexo, es decir A es un árbol, ver [Ma). 

Con lo que queda demostrado el teorema (3.11). o 

El siguiente resultado se sigue de (3.10.1) y (3.11): 

3.12. Lema. Sea 11': A -+ A la cubierta universal de A entonces 

7r está definida por Z sii A tiene un único ciclo . o 

3.13. Podemos también definir cubiertaa de Galoia de un carcaj dado A = (A, (s, e)) 

y su cubierta universal (pedimos además que todos los morfismos que aparecen respe­

ten las orientaciones de los carcajes). Por (3.3), podemos mostrar versiones de (3.8), 

(3.8.1), (3.9.2) y (3.11) para cubiertas de Galois de carcajes (también tenemos que estas 

últimas tienen la propiedad del levantamiento único de caminos orientados, como caso 

particular de (3.4)). Lo interesante es que con (3.3), evitamos rehacer las argumenta­

ciones completas, por ejemplo mostraremos la existencia de la cubierta universal de 

A= (A,(s,e)): 
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Sea 11": 2i -+ A la cubierta universal de A definida en (3.11). Por (3.3), existe 

(s,e) orientación de 2i tal que ir: X= (L\, (s, e)) -+ .:i =(A, (s, e)) es una cubierta de 

Galois. Falta demostrar la "universalidad" de ir: 

Sea 11"
1:A1 = (A1,(s1,e1

)) -+ & una cubierta de Galois. Entonces existe 

11"
11

: A-+ A' cubierta de Galois de gráficas tal que ir1ir11 =ir. 

Otra vez por (3.3), existe (s', e') orientación de 2i tal que ir": Á1 :=(A, (s',e1))-+ 
A' es cubierta de Galois. Entonces para todo o E Att ?rs'(o) = ir1(ir 11s1(o)) = 
?r' s1(ir11(o)) = sir(01)¡ análogamente ire1(o) = eir(o). 

Lu~o (por (3.3)), existe <p: X -+ X.1 isomorfismo de carcajes. Denotemos por 

1r := ir11tp:A-+ A' cubierta de Galois. Por (3.5.1), ir1ff =ir; ffs = s11r y 1re = e1ff. Con 
esto termina la demostración. O 



4. LA CUBIERTA DE GALOIS DE UNA GRÁFICA 

PROPIEDADES ESPECTRALES 

Sea 71'! .Ó. -+ Á una cubierta de Galois de una gráfica conexa Á, definida por la acción 

de un grupo G. Estudiaremos las relaciones que existen entre los radios espectrales 

p(.Ó.) y p(Á), de .Ó. y A respectivamente. Probaremos que p(A) ~ p(Á) ~ p(~)3• 

Demostraremos que en el caso en que Ges un grupo manejable, p(A) = p(ó.). 

Este capítulo está basado en el artículo "The Spectral Radius of the Galois 

covering of a finite graph", trabajo conjunto con J.A. de la Peña (PT2]. 

4.1. Empezaremos dando algunos ejemplos de cubiertas de Galois y sus radios espec­

trales . 

.a) Sea A la gráfica Q. Sean EN, consideremos las siguientes gráficas 

1-2 

/ ' " 3 
"'-. ... / 

A""· 00. ····-·--·-···· 
Existen únicos morfismos que son cubiertas de Galois 11"n: Án-+ A definidos por 

Z/(n), y 71'00 : A:;::-+ A definido por Z. 

Es conocido que O'(A) = {2}, O'(Án) = {2cos ~j; j = 1, ... , n}, ver (CDS, 2.1]. 

Por (4.11) y (2.4), se tiene que (-2,2] = U u(Án) e O'(A:;::) e (-2,2). 
nEN 

Entonces p(Á) = p(Án) = p(A:;::) = 2. 



b) Consideremos el siguiente morfismo de gráficas 

. . 
: ' r r : 

··· 2.--2-1--Z·•• 
A/¡., .13/f.t A/fl yt., 
1 ii"j"" 1 t.r'T'; 1 <i'T ~ r 

2.-'- 2-2.--2. 

-o/1c1 o/fer ..y"' .y'" 1 ii"'T 1 CiT 1 TT 1 
... 2.-'- 2.L- z..!:...- 2. ••• 
-o/. A/ A/ A/. 
1~1-a-1-0.-1 : 
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donde los puntos indicados por 1 (resp. 2) son enviados a a (resp. b) y las aristas 

indicadas por ar (resp. {J, "(, 6) son enviadas a u (resp. v, w, z). Por tanto, ll': A-+ A es 

una cubierta de Galois definida por la acción de Z x z. 
El radio espectral de A es la raíz maximal del polinomio z2 - 6z + 7, entonces 

p(A) = 3 + v'2 y, por (2.8.b), p(A) = 3 + v'2 = p(A). 

El caso general será tratado en ( 4.8). 

c) Sea Gel grupo libre en dos generadores a,b. Sea A la gráfica de Cayley 

A(G, {a, b}). Por (3.7.b), tenemos que ll': A-+ A es una cubierta de Galois (ver figura). 

CD 

Entonces p(A) = 4 y O'(A) = [-2v'3, 2v'3] (ver [Me], [MoWo, §7]). En particular 

p(¿) < p(A). 
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d) Sea Gel grupo libre en dos generadores u,v (como en (e)). Tomemos la 
siguiente cubierta de Galoia definida por el grupo G: 

i: ' ''" i5t5t 
1 1 1 ;-ji~ 1 ~-¡;-~ a 1 ·-1;--1-·-¡-¡¡-· . I· . ' ' 

'' ' l 1J_ f-·-·-1 ' I• • 
i l 

donde 11'(z) = z, z E .&o U .&1. 

A: 

" .o ... o. 

Entonces 17(.i!.) = (-2v'2, 2v'2J y p(A) = 3. En particular, p(.&) < p(A), ver 
(Me] y (MoWo, §7]. (Aquí podemos observar que no todas las cubiertas universales son 
gráficas de Cayley). 

Recordemos que nuestras gráficas son conexas. 

4.2. Propo11ici6n [PT2]. Sea 11': .ii -+ A una cubierta de Galois. Entonces 

Demoatroción: a) Sean u E A0 , i E ~o tales que 11'(í) = u. Por (3.6), a~j) $ aL~l. 
Ahora por (2. 7), se tiene 

4.2.1 p(.Íi) = li?1sup rfJiii $ limsup 'ef;Jiij = p(A). 

b) Sean i y u como antes. Con la notación de (3.6), definimos una función 

rp:w<m>(u,u)-+ w<2ml(i,i). Para 'Y= (xo,Pi.x1; ... ;xm-i..8na,Xm) E w<ml(u,u)' 

tomamos un levantamiento de 7 en .ii, 'Y= (xo,iJi.x1; ... ;xm-11iJm,xm) E W(m)(i,j). 

Escribimos 'Y= (xo,iJi.x1; ... ;xm-tti3m,xm) =: (i31; ... ; iJm) si no hay confusión. 

Definimos rp(7) = (i31; ... ; iJmi iJ;;.1; ••• ; iJ11). 
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Claramente tp es inyectiva. Entonces por (2. 7), 

.P(A) = limsup ~ $ limsup ¡/a~~m) = (limsup 2¡/a¡~m)::; p(A)2• 

o 

4.3. Proposición [PT2]. Sea ir: A-+ A una cubierta de Galois. Si A es una gráfica 

finita, entonces 

a) u(A) C u(A), donde u( A) es el espectro de A4 • Más aún, el polinomio det (,\l-A4 ) 

divide a det (,\1 - A 4 ). 

b) p(A) = p(A). 

Demo~tración: a) Sean A= A 4 = (ii¡;) y A= A4 =(a¡;) las respectivas matrices de 

adyacencia. Observemos que A finita implica que A es finita. Para probar el resultado 

es suficiente construir una base de cAo donde la matriz A tome la siguiente forma 

Para cada s E A0 definimos el vector v<•l E cAo tal que vj•> := 1 si 7r{j) = s y 

O en otro caso. Claramente, los vectores v<~l ( s E A0) son linealmente independientes. 

Más aún, por (3.6), 

Por lo tanto, A( v(•l) = EteAo a¡8 v(•), es decir, los vectores v<•l (s E A 0) son una 

base de un subespacio de cAo invariante bajo A, con ésto obtenemos (a). , 

b) Es consecuencia de ( 4.2). o 



48. 

4.4. Proposición (PT2). Sea ll': A -+ .6. una cubierta de Galois definida por la acción 

de UD grupo finito G. Donde A no n~esariamente gráfica finita. Entonces p(A) = p(A). 

Demoatración: Sea (Fm)m una sucesión de subgráficas finitas y plenas de A tal que 

ml!!p
00

Fm =A. Sea F'm = ll'{Fm) la subgráfica finita de A obtenida como la imagen de 

Fm. Entonces ,J~00 F:,. =A (ver 2.5). 

Consideremos Fm la subgráfica finita y plena de A cuyo conjunto de vértices es 

G(Fm)0 • Fm es finita, pues Fm y G lo son. La restricción,..¡: Fm-+ F:,. es una cubierta 

de Galois definida por G. Entonces por (2.5) y (4.2), se tiene que 

4.5. En algunos casos especiales se pueden obtener estimaciones sencillas del valor del 

radio espectral p(A). La siguiente nos será de utilidad. 

Sea 11": A -+A la cubierta universal de A, donde A es una gráfica finita, conexa 

y sin vértices de grado l. 

Sea M 4 = sup{deg (v)¡ v E Ao}. 

Proposición ([PT3], (HfSm]). Con las anteriores hipótesis, tenemos 

Lo anterior es falso si A tiene vértices de grado l. Veámoslo con UD ejemplo 

sencillo. 

Sea A: (_-)--· , entonces p(A) = 2.1010 ... < 21/ 2 + r 1/2. 

CI 



49. 

4.5.1. Para la demostración de (4.5) neeeaitamos el siguiente lema 

Lema. Con 111111 hipótesis de (4.5). Existe una aubgráfica plena de Á iaomoña a EM
4

, 

donde 

,_/ 
.... ~.--/ 

· .. ' a·, 
es la estrella infinita con M4 brazos. 

. 

. . 

Demoatración: Como A es finita, entonces existe v E A 0 tal que deg (v) = M 6 • Sea 

t E 2i0 con 'll'(t) =v. Entonces deg (t) = M 6 y como Á es árbol, existen tu, ... , tM 1 E 
- - 4. 
A 0 vértices adyacentes a t en A. Basta demostrar que de tu podemos prolongar un 

brazo infinito, los demás se demuestran análogamente. 

Supongamos que existe m y un brazo t -- tu -- · · · · · -- t1m-1 tal 

que ya no se puede continuar a un camino de longitud m. 

t.1.!... ~H·. ·-~u" -i. 

~i·-t./ .. · .. , . 
tu. 

Como Á es árbol, entonces deg (t1m-1) = 1, deg ('11'(t1m-1)) = 1, que es una 

. contradicción, pues ~ no tiene vértices de grado l. O 

4.5.2. Demoatración de (4.5): Como EM
4 

e Á, entonces por (2.8.c), (2.6) y (4.2), 

(M4 -1r1/a + (M4 -1)113 = p(EMo.) s p(Á) s p(A). o 
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4.S.3. La proposición {4.5) qa una cota óptima. 

Lema. Sean O< Me N, un número par y e> O. ntonces existe A= 6(c) tal que 

M 4 = M y p(A)-p(EM) <e. (Utilizamos M = 2l par, sólo por facilidad). En (HfSm], 

se trata este problema usando las llamadas "gráficas ~opológicamente equivalentes". 

Demoatración: Tomemos la siguiente familia de gr' cas. Para m E N, construimos la 

siguiente gráfica, que tiene e ciclos de longitud m . 

e,,.: 
. -----· . . . . ---....... \. • .,.M 1/0 J 

·-.~/ .-····· M·l /\2 
'· .s 
/ \ . . 

Entonces, por (HfSm, 2.4 y 3.4], ,J!!p
00

p(Cm) inf {p(Cm)} = p(EM)· 
mEN 

4.6. La constante isoperimétrica y el crecimien o de grupos. 

Sea 6 una gráfica y X e 6 0 • La frontera {}X e X es el conjunto de aristas en 

A que tiene un vértice en X y el otro en A0 \X. La onatante iaoperimétrica i(A) de 

A es una medida de expansión de la gráfica. Se define omo 

i(6) = inf { l:il; X e A0 , X es un subco1ºunto finito de 60}, 

si A es una gráfica infinita. Si A es finita, 

i(A) =mio { l:il; X e 60; IXI l ~IAol}, 
ver por ejemplo {MoWo], (BiMoST]. 

o 
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Ejemploa: a) Consideremos la gráfica 

entonces, i(A) = min{2M,2, 2Mf2t; f = 1, ... , [~]} = 2M [M1'1r1 
-1. 

b) En general, si 6. es una gráfica finita, conexa con més de un punto, i(A) >O. 

Sin embargo, podemos tener gráficas finitas con constante isoperimétrica tan pequeña. 

como queramos, por ejemplo: 

Sean An = · -- · -- · .. · · -- n" n E N, entonces l 2 

c) Sea .:S.: 
i 

·.. ¡¡-¡ .. · 
. ...,-·-,-· 

··-'-·· 1 ··--· ._L!_._LL. 
!.J_, 1 . .L! 

! i i 1 
.· ·-¡-¡-1- • •. . ·-¡- . 

Por [Mo2, 3.1) y (4.1.c) tenemos 

i(.&) > 42(4- 2v'3) >l. 
- 4' - 4 - ( 4 - 2v'3) 

4.6.1 Si F es una subgráfica de 6., denotemos por int(F) al conjunto de puntoa in­

teriorea de F. Esto es, sea i E F0 , i E int (F) sii para cada arista i -- j en 6., · 

j E Fo. 

4.7. Un grupo finitamente generado G, con una gráfica de Cayley I' tal que i(I') =O 

es llamado manejable. Si G es manejable, toda gráfica de Cayley de G tiene constante 

isoperimétrica O, ([MoWo), [Pi]). 
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La definición de "manejable" viene de teoría de la medida: G un grupo topo­

lógico fi~itamente generado es manejable, si existe una función no-negativa µ, definida 

en la familiar de todos los conjuntos de Borel de G, tal que: (a) µ(G) = 1; (b) µes 

finitamente aditiva y (c) µes invariante bajo la acción derecha de Gen r. 

Como ejemplos de grupos manejables tenemos a los grupos abelianos, y más en 

general, a los grupos que tienen crecimiento polinomial, ver (4.13). 

Esta clase de grupos tienen muchas propiedades interesantes, como veremos a 

continuación, también ver [MoWo], (Pi]. 

4.8. Fijemos para el resto del capítulo una cubierta de Galois 11": ¿ -+ .ó. definida por 

un grupo G, con ¿ y A gráficas conexas. 

Teorema (PT2]. Sean t. una gráfica conexa, finita, y ?r: ¿ -+ A una cubierta de 

Galois definida por un grupo manejable G, entonces: 

a) u(.ó.) e u(-3.) y 

b) p(¿) = p(A). 

Daremos la demostración en (4.10). 

4.9. Consideremos la cubierta ?r: ¿ -+ A. Recordemos que por (3.2), .2S. es una gráfica 

acotada y G un grupo finitamente generado. 

Denotemos las órbitas de G en l.0 por !l1 , ••• , !lt. Por (3.2), existe una sub­

gráfica conexay plena W deb. talque IWoníl;I = 1, paral $ i $ t, con IWol = IAol =: t; 

además si S es el conjunto de todos los elementos 1 f g E G tales que las subgráficas 

disjuntas W y g(W) son adyacentes en l., (esto es, existen v E W0 , u E (g(W))o y 

v -ª-u en l., escribimos W -- g(W)), entonces S es finito y genera a G. Ver la 

construcción de W en (3.2). 

Definimoa r = A(G, S) la gráfica de Cayley asociada a (G, S). 
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Lema (PT2). Con la notación anterior, i(~) :=:; Mc,. i(r). 

Demoatración: Sea F una subgráfica finita y plena der. Consideremos la subgráfica 

finita y plena L de~ con vértices U 9(W0 ). Entonces ILol = tlFol· Demostraremos 
gEFo 

que lélLol S M¡¡. tloF0 1, lo cual implica el resultado. 

Consideremos la función ip: L0 \int (L) -+ Fo \int (F), a ,_. 90 tal que a E 9a(Wo). 
<p está bien definida: si a E L0 \ int (L), existe alguna arista a -- b con b ' Lo. 
Entonces 9;¡19b E S y obtenemos una arista 90 -- 9b en r. Como b' L 0 , entonces 

96 rl. Fo. 

Claramente ..,-1(9) e g(Wo). Esto implica que ILo \ int (L)I s tlFo \ int (F)I· 
Obtenemos lélLol::; M¡¡.ILo \ int (L)I S M¡¡.tlFo \ int (F)I::;; M6 tl8Fol· o 

4.10. Demoatración del teorema (4.8). Sean A = A 6 = (a¡;), A =AA = (a¡;), y 

t = lóol· 

a) Sea..\ E u(A). Demostraremos que ..\E u(.Ó.). Para este propósito construi­

remos una sucesión (yCnl)n en e¡ con llY(n)ll = 1 y tal que n'!.DJo llA(yCnl) - ..\y(n)ll = O 

(2.3). 

Como Ges manejable, por (4.9), i(.Ó.) =O, entonces sea (Ln)n una sucesión de 

subgráficas plenas y finitas de t. tal que lim lf¡(LLJ)~I = O y la función n-oo no 

4.10.1 Ao-+ N, s ,_. lir-1(s) n (Ln)ol 

es constante para cada n EN, ver (4.9). 

Como A es una gráfica finita, podemos encontrar un vector x f O que satisface 

A(x) = ..\x y llxll = l. Para cada n EN, definimos xCnl E e¡ tal que xln) = x,.(i) si 

i e (Ln)o y ,,¡n> = O en otro caso. Entonces yCnl = 
11
:l:lll E t~ y llY(n)ll = l. Para 

i E int (Ln), tenemos que a¡; =O para cada j íf. (Ln)0 • Así, 

Si (A(x<"l))¡ f ..\xln), entonces i E (Ln)o \ int (Ln) ó i íf. (Ln)o pero existe 

j E (Ln)o \ int (Ln) tal que ii;¡x~n) f O, (pues si i íf. (Ln)o, xln) =O¡ pero A(x<nl)¡ f O). 

En ambos casos, 

4.10.2 
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E,n efecto, si i E (L~)o \ int (Ln), entonces (A(:r<">))¡ - .\:r1"' = - E ( ~ a¡;) z •. 
. ~~ ~~ 

j'(Ln)o 
El otro caso es similar. 

Por lo tanto, 

llA(:r1"'> - Á:r<"111 = E IA(:r<"I)¡ - .\:r~"1 1 2 
iji!int (Ln) 

$ tM15)1(Ln \int (Ln))ol $ tM¿¡. J2l8(Ln)ol. 
(4.10.2) . 

Por (4.10.1), como ll:rll = 1, tenemos que 1i:r<"lll3 = J19Jitl ~ j:r.13 = Jí9ilul. 
•EAo 

Entonces obtenemos 

Luego, .\ E u(A). 

b) En particular, p(.6.) E u(A) y por (4.2), tenemos que p(.6.) = p(A). O 

4.11. El siguiente resultado se sigue de (4.8) y de (0.4). 

Corolario. Sea '11': Li -> .6. una cubierta de Galois definida por un grupo G manejable. 

Si .6. es finita, entonces 

U u(A) e u(Li) . 
.li-A 

factoriZ&CicSn 
finitade11' O 

4 •. 11.1. Las contenciones anteriores pueden ser propias: por (2.8.a) y (4.1.a), tenemos 

que la cubierta universal 

ti: .... -- . -- . -- . 

satisface q, uo(Li) ,¡, UneN{2cos~j; j = 1, ... ,n} !::; [-2,2]. Sin embargo, 

LJ {2cos 
2

11' j; j = 1, .. .,n} = [-2,2]. 
nEN n 
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4.12. Corolario. Sea 11': A -+ A una cubierta de Galois defuúda por un grupo mane­
jable G (con A no necesariamente finita), entonces p(A) = p(A). 

Demoatrrición: Sea F1 C F2 C • • • una sucesión de subgráficas finitas, plenas y conexas 
de A tal que ,J!!p

00
Fm = A, ver (2.5). Para cada Fm, m E N, construiremos una 

cubierta de Galois asociada a 11', de la siguiente forma: 

Sea Am una componente conexa de la imagen inversa 11'-1(Fm). 

Definamos Gm = {g E G; g(Am) e Lim} que resulta ser un subgrupo de G: 
claramente, a) 1 E Gm; y b) Si g,h E Gm, entonces gh E Gm. 

Demostraremos c): Si g E Gm entonces g-1 E Gm. 

Sea x-0 -y E (Am)i. como Ames conexa, existe un camino 'Y= (g(x),g(a) = 
.Bi.g(y); ... ; x,.Bt =o, y) en Am, entonces g-1(-y) es una camino de°' ag-1(<1'). Como11' 
es cubierta de Galois, 11'g-1(-y) = 11'(-y) e Fm. Es decir, si A'= AmU {g-1(-y)}, entonces 

A' es conexa, Am C tl.1 e 11'-1(Fm)· Como .iim es componente conexa de 11'-1(Fm), 

entonces Am =A', y g-1 (<1') E .iim. 

Por lo tanto, g-1(Am) e .iim, y Gm S Ges subgrupo de G. 

Así obtenemos que 11'm := 11'1:Am-+ Fm es una cubierta de Galois definida por 

Gm. Por [Ch), Gm es un grupo manejable, entonces por (2.6) y (4.8), 

p(.ii) 2:: p(Am) = p(Fm) y p(tl.) = limp(Fm) S p(A). 

Por lo tanto, (4.2) implica que p(A) = p(A). a 

4.13. Sea A una gráfica conexa y acotada. Dados dos vértices i,j E A 0 , la di.dancia 
d(i,j) entre i y j está definida como 

d(i,j) = min {n; existe un camino de longitud n de i aj}. 

Fijemos un vértice i E tl.o. Entonces la función de crecimiento de tl. alrededor 
de i es b¡(n) = l{j E A 0; d(i,j) S n}I. 

Se dice que tl. tiene crecimiento polinomial de grado a lo miú p (con p E N) si 

existe una constante c > O tal que b¡( n) S cnP; A tiene crecimiento exponencial si existen 
constantes e > O y e > 1 tales que b¡( n) 2:: ce"; A tiene crecimiento aube:i:ponencial si 
lim rfb;(n) =l. Es fácil ver que estas defuúciones no dependen del vértice escogido i. 

n-+CX> 

Sea G un grupo finitamente generado y S un conjunto finito de generadores de 

G. Consideremos la gráfica de Cayley A = A(G, S). Entonces b¡(n) no depende de 
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la elección de i. Definamos b(n) = b¡(n). Se dice que el grupo G tiene crecimiento 

· polinomial (resp. e:z:ponencial, auhe:z:ponencial) si Ll.(G, S) tiene esa propiedad. Esta 

definición no depende de la elección de S. 

La función de crecimiento fué originalmente introducida en [Ml] para grupos. 

Lo siguiente es conocido sobre el crecimiento de un gn1po finitamente generado G: 

a) Si G es abeliano, entonces tiene crecimiento polinomial. 

Por ejemplo, G = Z: tomemos S = {l}, conjunto generador de Z y Ll. = ~(Z, S) 
la gráfica de Cayley asociada a (Z,S) es la siguiente, (ver (3.7.b)). 

Ll.: --·--· -3 -1 o l 

Luego, 

b(n) = bo(n) = l{j E Z¡ d(O,j) $ n}I = 2n + 1$3n, para cada n ~l. 

Esto es, G tiene crecimiento polinomial de grado l. 

b) Si G tiene un subgrupo nilpotente de índice finito, entonces G tiene creci­

miento polinomial (Wf]. 

c) Si G tiene un subgrupo libre (no abeliano), entonces G tiene crecimiento 

exponencial, (Sa). Por ejemplo, G = (a, b) el grupo libre en dos generadores: Tomemos 

S = {a,b}, entonces Ll. = Ll.(G,S) es la siguiente: 

b'· 
~: 1 1 

(,~-b-ba. 

a'6 1 ah 
-a I_, 1 .z 
a-a -- 1--- a- a 

Q ... ~-· 1 a.'l;' 
6"'a.·'-- 6º'- ()~ 

!-a . . 

Sea n E N, b(n) puede verse como el número de distintos elementos de G 
que pueden ser representados como un producto de a lo más n factores de la forma: 

a, a-1 , b, b-1 • 

Entonces,_ b(n) = 4 Cf: 3n) + 1 > 3n y G tiene crecimiento exponencial. 



57. 

Luego, G no es manejable. 

d) Hay grupos con crecimiento subexponencial y no polinomial, (Gr]. 

e) Si G no es manejable, entonces G tiene crecimiento exponencial (ver (Mo3, 

pág. 393, 4.3)). 

f) Hay grupoa manejablea con crecimiento exponencial. 

Por ejemplo, todo grupo soluble no policíclico tiene crecimiento exponencial, 

([M2], (Wf]) y es manejable, (Pi]. 

Un grupo Ges llamado policíclico si cada subgrupo de Ges finitamente generado. 

4.14. Proposición [PT2]. Sea ir: li.-+ .6. cubierta de Galois definida por la acción de 

un grupo finifomente generado G con crecimiento polinomial, entonces p(li.) = p(.6.). 

Demoatración: Demostraremos que Ges manejable y aplicamos (4.12). 

Sea r = .6.(G, S) la gráfica de Cayley definida en (4.9). Entonces r es una 

gráfica regula.i· con valencia Mr. Luego, p(r) :5 Mr (2.4). Como G tiene crecimiento 

polinomial, por (BiMoS-T, 2.2], p(r) = Mr. 

Por (4.3), podemos suponer que li. es una gráfica infinita (por lo tanto r lo es). 

Por (BiMoS-T, 3.3], i(r) =O, y Ges manejable. 

El teorema (4.12) da el resultado. o 

4.15. Proposición [PT2]. Sea ir: li. -+ A una cubierta de Galois definida por un 

grupo finitamente generado G. Si p(li.) < p(A), entonces G tiene crecimiento exponen­

cial. 

Demoatración: Sea r = A( G, S) la gráfica de Cayley definida en ( 4.9). Por ( 4.12), 

i(r) > O. Otra vez [BiMoS-T¡ 3.3, 2.2] dice que p(r) < Mr y r tiene crecimiento 

exponencial. o 

4.16. Obaervación (de la Peña): Sea G un grupo finitamente generado. Las siguientes 

afirmaciones son equivalentes: 

a) Ges manejable. 

b) Vir: li.-+ A cubierta de Galois definida por G, entonces p(li.) = p(A). 

c) Ses un conjunto finito de generadores de G, entonces p(A(G,S)) = 2181. 
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Demodración: a)'* b): es (4.12)¡ 

b) '* c): A(G, S) -!... R)" , es cubierta de Galois definida por G y a= ISI; 
entonces p(A(G, S)) = 2ISI. •• 4

$ . 

c) '* a): Si G es finitamente generado, entonces A = A(G, S) es una gráfica 

regular, conexa de grado 2ISI. 
Si G no es manejable, entonces p(~) ::;; 2ISI- i~JM2 < 2ISI, por [BiMoS-T]. Esto 

es a una contradicción. O 

4.lT. Problema: ¿Son equivalentes: 
a) G es manejable 
b) Existe una cubierta de Galois 11": ~ -+ A definida por G, con ~ conexa tal que 
p(A) = p(A)? 



5. ÁLGEBRAS HEREDITARIAS Y OCULTAS 

En este capítulo haremos un recorrido en el estudio de uno de los principales tipos 

de álgebras: las álgebras hereditaria8¡ y trataremos una. de las principales "teoría­

herramienta" de la teoría de representaciones: la teoría de tilleo, que utilizaremos con 

mucha frecuencia en este trabajo. 

Daremos aquí, sólo resultados ya conocidos; como referencias generales, ver 

([Rl), (HaR), (Ga2), (Bol)); para definiciones y conceptos básicos, ver el capítulo O. 

5.1. Sea A= k(li]/J una k-álgebra de dimensión finita. Diremos que A es de tipo de 

repre8entación: 

a) Finito si A tiene un número finito de clases de isomorfía de módulos inescin­

dibles, ver ([Gal), (Ga2), (BnGP), [DIRl)). 

Si A es de tipo de representación infinito, se tienen los siguientes tipos de repre­

sentación: 

b) Mamo: si para cualquier d EN, existe un número finito de A-k[t)-bimódulos 

X 1,. .. ,Xt que son libres de rango d como k[t)-módulos derechos, tales que todos los 

A-módulos inescindibles de dimensión d son de la forma X¡®.!:[!) (k(t)/(t - A)), para 

algún 1 :5 i 5 f. y A E k, ver [DIRl], [Gl). 

(Notemos que toda álgebra de tipo de representación finito cumple las propieda­

des del tipo de representación manso). 

c) Salvaje: si existe X un A-k(x, y)-bimódulo tal que X es libre finitamente 

generado como k(x,y)-módulo derecho y X ®o1:(:r,y) -:modk(x,y) -+ modA preserva 

inescindibles y clases de isomoñía. 

Por comodidad, diremos que A es mansa (resp. salvaje) si A es de tipo de 

representación manso (resp. salvaje). 

En 1979, en [Drl], [Dr2) Drozd demostró que cualquier k-álgebra de dimensión 

finita, es mansa o salvaje, pero no ambas, ver también (Cbl). 

En general, no hay técnicas para decidir si una k-álgebra A es de cierto tipo de 

representación. Sin embargo, se tienen algunos resultados parciales. 
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s.1.1. Teorema (P2). Sean A un carcaj finito y sin ciclos dirl
0

gid~. ·,:, J un.id~al 
admisible de k(A]. Sea A= k(A)/J. . ' 

Si A es mansa entonces qA, la forma cuadrática de Tits, es débilmente' no negativa 

(i.e. VzeN<i1o, qA(z)~O). . CJ 

5.1.2. Teorema (Cbl). Sea A una k-álgebra de dimensión finita. 

Si A es mansa, entonces casi todos los A-módulos inescindibles X de cada di-

mensión fija satisfacen r X ~ X. CJ 

Ahora nos enfocaremos a las k-álgebras hereditarias que han sido de las más 

estudiadas y en las cuales el problema de clasificación según su tipo de representación 

está resuelto. 

5.2. Se dice que una k-álgebra A es hereditaria si todo ideal de A es proyectivo. 

Proposición (Ga2]. Sea A = k[A]/ J una k-álgebra de dimensión finita. A es heredi­

taria si y sólo si J = O y A no tiene ciclos dirigidos. 

Demo~tración f CiLaSl/: ( ~ólo ~i): 

Supongamos que :i:o ~ :i:¡ ~ :i:2 -t · • · ~ :i:t ·= :r:0 es un ciclo en A. Por lo 

tanto, para cada i, la multiplicación por a¡ define un morfismo O =F 'Pa¡: P.,¡ -+ P.,¡_1 • 

Sea K¡ = Ker 'P0t¡• entonces K¡ es proyectivo (A es hereditaria). Tenemos el 

siguiente diagrama conmutativo 

o -
K; '--+ 

P.,JK; 

Existe .Pa¡ tal que .Pa¡'lr = 'Pa;. además .P0t¡ es mono. 

Entonces P.,¡/ K¡ es proyectivo y tr se divide. Como P.,¡ es inescindible, se tiene 

que P.,¡~ P.,JK;, y K; =O. 

Tenemos que <p := 'P0tt · · · 'Pat: P.,0 -+ P.,0 es mono y como P.,0 es inescindible, 

<p es iso. Con lo que resulta que '{'a¡ es iso y :i:¡ = :i:0 • 
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Sea o1 E A la imagen de o 1 bajo la proyección canónica, entonces existe m con 

af' =O, a;n-1 ¡,O pero cp01(af'-1
) =a¡"= O, que es una contradicción (pues cp01 es 

iso). 

Por lo tanto, .6 no tiene ciclos dirigidos. 

Supongamos que J #O. Podemos encontrar x, y E .60 tal que J(x, y).,¡. O y x 

es el punto "más adelantado" con esta propiedad, en el siguiente sentido: 

Si x,...,..z es un camino dirigido de x a z, entonces J(z,t) =O para cada t E 60. 

YXI 
Sean x : todas las flechas que salen de x (donde las x¡ 's no necesa-

~ Xm 
riamente son distintas entre sí). 

ditaria. 

m 
No es difícil demostrar que $ Pz; e:l rad Pz (el radical de Pz), por ser A here­

i=1 

Sea c(s, t) = número de caminos dirigidos de ,9 a t. 

Entonces dim,1:rad Pz(Y) < c(x,y) (pues J(x,y) ¡, O); pero como J(x¡,y) = O, 
m m 

dim,1:rad P.,( y) = dim.1: ~ Pz;(Y) = .E c(x¡, y) = c(x, y), que es una contradicción. 
•=l •=l 

Por lo tanto J = O. 

(ai): Sea A= k[A]/J,A sin ciclos orientados, y J =O. 

Demostraremos que los submódulos de P., son proyectivos, para toda x E 6 0• 

(Ya que éstos son los proyectivos inescindibles de A). 

Basta demostrar que el rad P., es proyectivo, para toda X E 60 (pues si X ~ Pz, 

entonces X C rad Pz). 

m 
$Pz· 
i=l 

1 

XI y 
X : 
·~ 

Xm 

Sean todas las flechas que salen de z en A, entonces 

~ rad Pz --+ O es la cubierta proyectiva de rad Pz, donde Pz; ...:!l. rad Pz, 

tiene la siguiente receta: "'( >-+ 7{J¡. 

Supongamos que 11' no es mono. Entonces existe y E 6 0 tal que (Ker 7r)(y)¡,o. 
m 

Luego, existe O 1' 7 = (7i, ... , "'fm) E .e Pz;(y), así algún "'fi ¡, O. Tenemos 
•=t _ _m___ m 

O = 7r("'f1i ... ,")'m) = E "'(¡o¡, y esto implica que O 1' E "'(¡a¡ E J(x, y), que es una 
i=t i=t 

contradicción, porque J = O. O 
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5.3. Ahora veremos algunos teoremas de clasificación de las álgebru hereditarias según 

su tipo de representación. El primero depende de A, la gráfica subyacente al carcaj ii. 

5.3.1. Teorema ([Gal], (BeMW], (BnGP)): Sea A = k[.:i] k-álgebra hereditaria de 

dimensión finita (i.e. á sin ciclos orientados). Entonces 

a) A es de tipo de reprensentación finito sii A es alguno de los siguientes dia-

gramas, conocidos como diagramas de Dynkin: 

¡-·-·-···-:. 

i Ey: 

--·-·-·-·-· 

D,.(oa~ 4) 
1 

)--·----;. 
& 

Ee: • 

·--'-·-
·-= -·-'---·-·--

b) A es de tipo de representación manso (y no finito) sii A es alguno de loe 

siguientes diagramas, llamados eucZidianoa: 

~ 

i ·-·-·-·-·-·-· 
i.: 
i ·-·-·-·-·-·-·-· 
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5.3.1.1. Teorema. Sea A= k[ii] una k-álgebra hereditaria de dimensión finita. Sea 

p(A) el radio espectral de la matriz de adyacencia de A (ver (2.4)). Entonces 

i) A es de tipo de representación finito sii p(A) < 2. 

ii) A es de tipo de representación manso sii p(A) = 2. 

iii) A es de tipo de representación salvaje sii p(A) > 2. 

Demo~tración: Para (ii) se hacen explícitamente los cálculos, utilizando (5.3.1). 

(i) y (iii) se siguen de (1.9). O 

Siempre que digamos "tipo de representación manso" implicará que no es de 

tipo finito. 

5.3.2. Como en (0.8), sea TA la matriz de Tits asociada a A = k[A). Como A es 

hereditaria, TA toma la siguiente forma: TA = 21 - A6 , donde A6 es la matriz de 

adyacencia de .ó.. 
Sean v+ el cono positivo de V= an, ver (cap. 1) y T¡1(V+) la imagen inversa 

de v+ bajo TA. 

No es difícil probar que TA satisface una y sólo una de las siguientes propiedades 

(ver (T]): 

a) (TA es Elíptico) T,\"1(V+) C v+; 
b) (TA es Parabólico) T¡1(V+) = Ker TA = Ru, para algún vector u>> O; 
c) (TA es Hiperbólico) T¡1(v+)nv+ ={O} (sii existe u<< O con TA(u) >>O). 

Teorema ((Kcl], ver también [T]). Sean A = k[A] k-álgebra hereditaria y n = l.ó.0 1. 
Entonces, 

a) A es de tipo de representación finito sii A es elíptico (es decir, TA es elíptico). 

b) A es de tipo de representación manso sii A es parabólico. 

c) A es de tipo de representación salvaje sii A es hiperbólico. 

5.3.3. Teorema. Sea A = k(A] una k-álgebra hereditaria, con n = IAol, y sea qA su 

forma de Tita. Entonces 

i) A es de tipo de representación finito sii qA es positiva definida, (i.e. V O .¡. z E zn, 
qA(z) >O). 
i') A es de tipo de representación finito sii qA es débilmente positiva, (i.e. qA(z) > O, 
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V O~ z E v+). 
ii) A es mansa sii q,. es no negativa, (i.e. V z e zn, q,.(z);;:: O y q,. no es positiva 

definida). También, en este caso, la conclusión del teorema (5.1.1) es una afirmación 

equivalente. 

iii) A es salvaje sii q,. es indefinida, (esto es, existen z1, z2 tales que q,.(z1) > O y 

q,.(z2) <O). 

Para demostrar ambos teoremas, probaremos primero el siguiente: 

5.3.4, Teorema. 1) iS. es elíptico sii q,. es positiva definida. 

2) A es parabólico sii q,. es no negativa. 

3) A es hiperbólico sii q,. es indefinida. 

Para la demostración de este teorema necesitaremos las siguientes considera-

ciones: 

Sea 1 :5 i :5 n. Por Tii) denotaremos la aubmatriz principal de T,. que resulta 

de eliminar el i-ésimo renglón y la i-ésima columna de la matriz T,.. Claramente, 

Tii) = T (')'donde A(i) = k[iS.(i)] y .iS.(i) es el subcarcaj pleno de iS. que se obtiene de 
. A' 

eliminar el vértice i. 

En general si iS.1 es un subcarcaj pleno de iS., diremos que T,., (A'= k[.iS.')), es 

una submatriz principal de T,.. El determinante det T,.1 se llama un menor principal de 

T,.. 

Lema. i) Sea f1 un carcaj elíptico. Entonces todo subcarcaj pleno de .iS. es elíptico. 

ii) Sea iS. un carcaj parabólico. Entonces todo subcarcaj pleno propio de .iS. es elíptico.O 

5.3.5. Demoatración del teorema (5.9 . .f}: 1) Por inducción sobre el número de vértices 

n de A, demostraremos que si iS. es elíptico entonces q,. es positiva. 

Si n = 1, el resultado es claro. Por el lema (5.3.4), las formas q(i) = q,.(i) 

son positivas, 1 :5 i :5 n. En particular, todos los menores principales propios de T,. 

son positivos (ver (Gm, pág. 306]). Por esta caracterización de las formas cuadráticas 

positivas, nos basta demostrar que det T,. > O. 

Supongamos que det T,. :5 O. Por (Gm, pág. 83], se tiene 
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donde ad(TA) eB la matriz adjunta de TA. Sean B; los vectores renglón de ad(TA). 
Entonces TA(B;) = B;TA :5 O, esto es, -B; E T¡1(V+) e v+ (por ser .:i elíptico). Pero 

la entrada i-ésima del vector B; es det TA¡;¡ > O, contradicción. 

Es claro, que la forma de Tita qA asociada a un carcaj .Ó. parabólico o hiperbólico 
no es positiva definida. 

2) Supongamos que A es parabólico y sea u > > o tal que TA (u) = o. Sea V E zn 
un vector que no es múltiplo de u. Entonces existe A # o de forma que AU + V E av+. 
Digamos (Au + v)(i) =O. Entonces 

O< q(i)(Au + v) = qA (v). Además qA (u)= O. 

Si qA es semipositiva y no positiva, por (1) A no es elíptico y es fácil ver, por la 

definición de hiperbólico, que A tampoco es hiperbólico. Así .& debe ser parabólico. 

3) Supongamos que A es hiperbólico y sea u<< O con TA(u) >>O. Entonces 

qA (u) <O, pero qA (e¡)= 1 donde e¡ es el i-ésimo vector de la base canónica de V= an. 
El converso es inmediato. 

5.3.6. Corolario. A es un carcaj elíptico sii qA es débilmente positiva. 

5.3.7. EJbozo de la demoJtración del Teorema (5.3.2.a): A es de tipo de representación 

finito sii A es elíptico. 

(Jólo Ji): Esta es parte del llamado argumento de TitJ (ver (Gal], (BnGP]). 

Recordamos la idea: 

Supongamos que A es de tipo de representación finito. Sean z E Nn y Vz el con­

junto de todas las representaciones X E repk(A) tales que dimkX(i) = z(i). El conjunto 
Vz tiene estructura de variedad algebraica con dimensión dim Vz = ¿; z(i)z(j). 

(i-+j)EAt 
n 

El grupo algebraico Gz = I1 GL(z(i),k) actúa sobre Vz de forma que si X,Y E Vz, 
i=t 

entonces X S;; Y sii existe g E Gz tal que g(X) = Y. Consideremos k \{O} <--> Gz, la 

inclusión diagonal. Entonces P := k \{O} actúa trivialmente sobre V,,. Por hipótesis 

existe sólo un número finito de órbitas de la acción Gz/P sobre V,. Entonces 
n 
L z(i)2 -1 = dim Gz/kK ~ dim Vz = L z(i)z(j). 
i=I (i-+i)EAt 

En otras palabras qA(z) ~ l. Concluimos que qA es débilmente positiva y por 

(5.3.6), .& es elíp_tico. 

o 

o 
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(~i [BnGP)): Para esto necesitamos de la siguiente 

Proposición. i) Si .& es elíptico, entonces existe m >O tal que </>'; = l. 

ii) t/>A tiene un vector u~ O invariante (esto es, u ,PO y t/>A(u) =u) sii J. es parabólico.O 

Ahora, supongamos que .& es elíptico. Sea X E rep.¡,(Li) inescindible. Sea 

V = dim X. Si para todo e E N tuviéramos que </>~ (V) ~ o, entonces el vector 

es un vector invariante de t/> A. Contradicción a la proposición anterior. 

Existe entonces, h > O tal que t/>~(v) no es positivo. Supongamos que h es 

mínima con esta propiedad. Entonces se puede mostrar que t/>~- 1 (v) es el vector di­

mensión de un proyectivo inescindible. Esto prueba que v es una raíz positiva de qA. O 

15.3.8. En [Dr2] se prueba que A es de tipo de representación manso sii ,qA es no 

negativa, y de (5.3.4) se sigue que A es de tipo manso sii .& es parabólico. 

15.3.9. Por (5.1), A es de tipo salvaje sii A no es de tipo finito ni manso sii ((5.3.7) y 

(5.3.8)) .& no es parabólico ni elíptico sii .& es hiperbólico. 

Con esto se finaliza la demostración de los teoremas (5.3.2) y (5.3.3). o 

5.3.10. Observemos que el teorema (5.1.2) también nos da una equivalencia, en el caso 

en que A es hereditaria: A es mansa sii casi todos los A-módulos inescindibles X de 

cada dimensión fija satisfacen rX ~X, ver ([DIRl)). O 

5.4. Algunas propiedades de la matriz de Coxeter. 

Una de las principales propiedades de t/>A = -c-;:TcA, la matriz de Coxeter de 

A, es la siguiente: 

5.4.1. Proposición [Rlj. Sean A= k[.&J una k-álgebra hereditaria y X E modA un 

A-módulo inescindible. Tenemos: 
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a) Si X no es proyectivo, entonces 

b) Si X no es inyectivo, entonces 

o 

En los capítulos 7 y 8 veremos que las propiedades espectrales de las matrices de 

Tits y de Coxcter nos permiten estudiar propiedades importantes de los módulos: por 

ejemplo, caracterizar a los módulos según su posición en I'A, el carcaj de Auslander­

Reiten de A. 

A continuación, nos adelantaremos en dar algunos resultados, ya conocidos sobre 

el espectro u(.PA) de q,A. 

5.4.2. Si A= k(Ó.], con l carcaj finito, entonces p(,P1.) ;::: 1 ver (Ho]. De hecho, si~ es 

un diagrama Dynkin o euclidian~, p(efJA) = 1, (se pueden hacer los cálculos explícitos, 

utilizando (5.3.1)); y si A es salvaje, entonces p(.PA) > l. Esto se puede demostrar, 

sabiendo que cualquier álgebra hereditaria salvaje "contiene" un álgebra hereditaria 

mínima! salvaje (ver (8.10)), cuyo carcaj es un subcarcaj pleno de l y utilizando el 

siguiente 

Lema (Kemer, Xi; ver [X]). Sea A= k(.Ó.J una k-álgebra hereditaria salvaje. Sea.l' 

un subcarcaj conexo y pleno de l tal que A' = k[Ó.1
] es también salvaje. Entonces 

o 

Corolario. Sea A = k(.Ó.] una k-álgebra hereditaria. Sea .Ó.1 un subcarcaj conexo y 

pleno del con A'= k(l']. Entonces p(q,A,) :5 p(q,A). O 

5.5. El carcaj de Auslander-Reiten de una k-álgebra hereditaria. 

En el capítulo O, introdujimos el concepto de carcaj de Auslander-Reiten, I'A, 

de A y algunas de sus propiedades. Aquí, veremos que en el caso hereditario, l' A tiene 

una estructura "sencilla", con propiedades homológicas muy bonitas. 



68. 

Recordemos que un A-·módulo inescindible X es postproyectivo (resp. preinyec­

tivo) sii existen m E N y ., E l\0 tales que 

(resp. X E!! rmQ,), 

con P, (resp. Q,) el A-proyectivo (resp. A-inyectivo) en s. 

Un A-módulo inescindible X es regular si V m E N, rm X y r-m X existen. 

También recordemos que una componente conexa C del carcaj de Ausla.nder­

Reiten de A es una componente postproyectiva {resp. preinyectiva.) si V X E C, X es 

postproyectivo (resp. preinyectivo) y e no tiene ciclos dirigidos. 

Proposición. Sea A= k[A] k-álgebra hereditaria., entonces r A tiene una componente 

postproyectiva 'PA, que contiene a todos los proyectivos, y una componente prei~ectiva 

IA, que contiene a todos los inyectivos. Sea 'RA = r A \ ('PA U IA)· Entonces pe.re. todo 

X E 'PA, Y E 'RA y Z E IA se tiene que 

HomA(Y,X) =O= HomA(Z, Y). 

Ahora veamos como es r A en este caso. 

a) Si A es de tipo finito, rA = 'PA =IA· 

CJ 

Sea A 00 : ! -+ ? -+ ~ · · •• Definamos ZA00 como el carcaj cuyo conjunto de 

vértices es Z x (Aoo)o y para ca.da flecha o: i-+ i + 1 en A 00 , ha.y en ZA00 la siguientes 

flechas (m,o):(m,i)-+ (m,i + 1) y (m,o)1:(m,i + 1)-+ (m + 1,i) para cada m E Z. 
Es decir, ZA00 tiene la siguiente forma: 

Sea m E N, el carcaj ZA00/m, llamado tubo e .. table de rango m, es el carcaj 

obtenido de ZA00 por medio del cociente dado por la siguiente relación de equivalen­

cia,,....,: 



(h,i)- (l,i) sii h = l(modm) 

i ~ i + 1, (h, a) - (l,a) sii h = l(modm) 

(h,a)1 
- (i,a)1 sii h = l(modm). 

b) Si A es de tipo manso: rA = 'P11. U7iA UIA 

íl · · · A 
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donde cada componente es infinita, y nA es unión de componentes que constan de los 

A-módulos regulares: n¡.,. es una familia (T~heku{oo} de tubos donde casi todo tubo 

T~ es de rango l. 

c) Si A es de tipo salvaje: r A = 'PA U nA U IA, donde cada com¡>onente es 
infinita, y n11. es unión de componentes regulares de la forma ZAoo . 

. . . ~ 

5.6. Veamos algunas características del comportamiento de los módulos en r A y ciertas 

propiedades homológicas, cuando A es hereditaria salvaje. 

5.6.1. El siguiente resultado nos dice que en las componentes postproyectiva y preinyec­

tiva, sólo hay un número finito de inescindibles cuyo vector dimensión tiene alguna 

coordenada cero. 
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Proposici6n [Ul). Sea A= k[A), tal que A no es Dynkin, entonces existe N = N(A) 

tal que r'J:'I es aincero (i.e. dim r'J:'I >>O), para toda m 2:: N, donde 1 es cualquier 

A-módulo inescindible preinyectivo. a 

15.6.2. En rA, algunas r-órbitas de inescindibles tienen propiedades interesantes. y 

útiles, como las mono-órbitaa. 

Sea Pe 1', la órbita pr = {r-nP; n 2:: O} es una mono-órbita sii 

i) Cada O 'f J:X-+ Y, X E pr, Y E 'P, es monomorfismo; y 

ii) Cada O 'f f: Z -+ Z'; Z, Z1 E pr, tiene conúcleo con todos sus sumandos directos 

regulares. 

Proposici6n [Bal): Sea A una k-álgebra hereditaria salvaje, entonces existe P un 

A-módulo proyectivo tal que pr es mono-órbita. a 

15.6.3. Proposici6n ([Ba2, (3.1)), [K2; (1.4)]). Sea A k-álgebra hereditaria salvaje, 

sean X, Y E 'R, A-inesci'!dibles regulares, entonces existe N tal que 

a) HomA(X, rmY) -FO, V m ~ N. 

[J 

Para esquematizar lo anterior, tomemos X = Y, por (5.5), la componente regular 

que contiene a X se ve de la siguiente forma (es un ZA00 ): 

~~ 
"-"· ··~ ... .-X 

A pesar de que las flechas en r A van hacia la derecha, desde un momento en 

adelante ya no hay morfismos distintos de cero de X a r-m X, m 2:: N. 

Además, esto nos dice que entre componentes regulares hay una infinidad de 

morfismos no cero. En (9.9), daremos una demostración muy sencilla de esto, para el' 

caso oculta-salvaje de tipo fuente-pozos. 
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S. '1. Como ya hemos dicho, la parte central de este trabajo es el estudio de las álgebras 

hereditarias salvajes. En esta sección recordaremos resultados sobre álgebras heredi­

tlU'ias que nos ayudarán a enfocar y poner en contexto nuestro problema. 

El problema general es el estudio de las representaciones inescindibles de .&, un 

carcaj sin ciclos orientados. El problema ha sido estudiado! 

a) El caso de tipo de representación finito, es bien conocido (ver (Gal), (Ga2J, 

(BnGPJ, (DlRl]). 

b) En el caso man•o, es decir, cuando~ es un diagrama euclidiano, se tiene lo 

siguiente (ver (D!Rl), (Gal]): 

Existe una función "lineal" (i.e. es lineal si la extendemos de Ko(A) ® Q = 

qn -+ Q), IJ = (z0, -)A: K0(A) -+ Z, del grupo de Grothendieck de A = k[.iS.J a los 

enteros tal que si X E modA es inescindible, entonces 

X es postproyectivo sii IJ(rum X) < O, 

X es regular sii IJ(dim X) = O, y 

X es preinyectivo sii IJ(dim X) > O. 

Esto da una caracterización completa de la posición de los inescindibles en el carcaj de 

Auslander-Reiten, r A, de A. La función IJ recibe el nombre de función defecto. 

La idea es la siguiente (ver (D!Rl] y (GP]): 

Existe z0 E NAo tal que Vy E K 0 (A), si qA(y) =O, entonces y E Rzo. Azo se 

le llama el generador del radical de qA, y IJ = {z0 , -) 11 es la función defecto. 

c) En el caso •alvaje: Baer introduce un número infinito de funciones defecto 

para resolver el problema como en el caso manso, (Ba2). 

Nosotros, en el capítulo 9, definiremos do• funciones lineales para atacar este 

problema. 

A continuación, daremos, sin pruebas, la solución de Baer: 

S.7.1. Sea A= k[.&J una /;-álgebra hereditaria salvaje. En [Ba2) se tratan de definir 

funciones defecto, que en el caso manso coinciden con la definida en (b) y así obtener 

la caracterización. 

Sea S E addR, un módulo con todos sus sumandos directos regulares, se define 

para cada j E Z 

6f: modA -+ Z 

X,_. {dim rÍS,rumX)11 • 
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Recordemos que (dim rÍS,ilimX)A = dim¡,HomA(rÍS,X)-dim¡,Extl(rÍS,X), 

donde Tj s := e ri S;' con s = e S¡' la descomposición en inescinclibles de s. 
i i 

Ob~ervemos que si A es mansa y S es homogéneo (i.e. S es inescindible y está 

en un tubo edable de rango 1, en particular TAS~ S), entonces 6f = múltiplo real de 

{zo,-)A {ver {b)). 

Se tiene el siguiente resultado: 

5.7.2. Teorema [Ba2]. Sean A un álgebra hereditaria salvaje y X E modA inescin­

dible. Entonces 

i) X es postproyectivo sii óf (!:!i.m X) :5 O, para todojeZ, y existej0EZ, 6fc,(filmX) <O. 

ii) X es regular sii existen enteros N y L de tal forma que 

ófoli.m X)> O 

óf(ili.m X)< O 

'\/j$N y 

'\/ j ;:=:L. 

iii) X es preinyectivo sii 6f (dim X);:=: O, '\/ j E Z, y existe io E Z, ófo(dim X)> O. O 

5.8. Teoría de tilteo. Álgebras ocultas. 

En esta sección veremos una de las teoría-herramientas más útiles en teoría de 

representaciones. Daremos los principales resultados sobre álgebras tilteadas. 

En (5.9) veremos con más cuidado un caso particular de álgebras tilteadas: las 

álgebra .. oculta.!. 

La teoría de tilteo fué iniciada por Brenner y Butler como una generalización 

de los "funtores de Coxeter" [BnGP], los "funtores reflexión" [BrBu] y los "funtores 

parciales de Coxeter" [APlR). 

En su forma final, la noción de módulo de tilteo fue introducida y elaborada en 

[HaR], por Happel y Ringel, ver también [Bo2]. 

En lo que reJta de eJte capítulo sea A = k[~] una k-álgebra hereditaria de 

dimensión finita. 

5.8.1. Un A-módulo T se llama módulo de ti/teo si satisface: 

(a) Extl(T,T) =O; y 

(/3) El número de clases de isomorfía de sumandos inescindibles de T es igual al 

número de A-módulos simples (i.e. igual a la dimensión de K 0(A, Q) = qAo). 
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Un A-módulo T se llama parcial ele tilteo si satisface (a). 

Lema (Bongartz, ver (Rl)). Sea T un A-módulo parcial de tilteo. Entonces existe 

T' E modA tal que T6'1T' es módulo de tilteo. Además, si T 11 es un sumando inescindible 

de T 1
, entonces T 11 es proyectivo o HomA(T", T) f O. 

Corolario (Definición opcional). Tes un módulo de tilteo sii 

(a) Ext~(T,T) =O, y 

o 

(fj1) Existe O -+ A -+ T1 -+ T2 -+ O sucesión exacta, T1 , T2 E addT, esto es, los sumandos 

inescindibles de T1 y T2 son sumandos de T. o 

Del lema (5.8.1) y de (5.5) se sigue: 

Corolario. Si TE add 'PA es un módulo parcial de tilteo, entonces existe T' E add 'PA 

tal que T (f¡ T' es A-módulo de tilteo. O 

5.8.2. En el caso en que A es una k-álgebra salvaje, se tiene el siguiente resultado. 

Proposición (Ringel, ver (Ba4]). Sea A = k(Li] k-álgebra salvaje, con [dol ;::: 3, 

entonces A tiene módulos de tilteo con todos sus sumandos regulares. o 

La anf;erior proposición es falsa si A es mansa, ya que los vectores dimensión de 

los inescindibles regulares generan un subespacio de Q ®z K 0 (A) de dimensión [Ao[-1. 

5.8.3. Sean A = k(A] k-álgebra hereditaria y T E modA un módulo de tilteo. El 

álgebra B := EndA(T) se llama álgebra tilteacla (de tipo A). 

Por medio de propiedades de A, modA, <P,., rA, gl dimA,. .. se pueden obtener 

propiedades de las álgebras B, que veremos en ésta y las próximas secciones. 
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5.8.4. Un par de clases de A-módulos (:F, Q) se llama un par de toraión si: 

a) :Fes la clase de los FE modA tales que HomA(Q,F) = O (i.e. V GE {;, 

HomA(G,F) =O). 

b) (}es la clase de los GE modA tales que HomA(G,:F) =O. 

A los módulos de g se les llama los módulo• de toraión y a los de :F los módulo• 
librea de toraión. 

Lema. Sea (:F, (}) un par de torsión de A-módulos, entonces 

i) :Fes cerrado bajo la formación de submódulos, extensiones y sumas directas. 

ii) (} es cerrado bajo la formación de extensiones, imágenes homomórficas y sumas di­

rectas finitas. 

iii) modA = :F S (}, i.e. VME modA existe un único M' E(} tal que 

O -+ M 1 -+ M -+ M/M1 -+ O es sucesión exacta y M/M' E :F. A M 1 =: t(M) se le 

llama la parte de toraión de M. 

5.8.5. Ejemplo• importante•: 

Sea T E modA un A-módulo de tilteo. Sean 

:F(T) :={ME modA¡ HomA(T,M) =O} 

={ME modA¡ M está cogenerado por rAT}, y 

(}(T) ={ME modA¡ Exti(T,M) =O} 

={ME modA¡ 3 Tm-+ X-> O sucesión exacta}. 

Entonces (:F(T), Q(T)) es un par de torsión en modA. 

Sea B = EndA(T) y consideremos 

Y(T) ={NE modB¡ Torf(TB.N) =O} 

X(T) = {NE modB¡ Ts ®s N =O} 

Entonces (Y(T), .X(T)) es un par de torsión en modB. 

Además cumplen las siguientes relaciones: 

5.8.5.1.· Teorema (Brenner-Butler, ver [HaRJ). El funtor ET = HomA(AT8 ,-) define 

una equivalencia de (}(T) a Y(T), con inversa T ®8 -. El funtor ET:= Exti(T,-) 

define una equivalencia de :F(T) a X(T), con inversa Torf (T, -). 

o 

Además estos funtores mandan sucesiones exactas en sucesiones exactas. O 
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5.8.5.2. Proposición (HaR]. Sea B = EndA(T) como antes. Entonces 

i) modB = X(T) V Y(T) (esto es, los B-módulos inescindibles están contenidos en 

X(T) U .)l(T)); 
ii) Y(T) es cerrado bajo predecesores y bajo T8 ; 

iii) X(T) es cerrado bajo sucesores y bajo T¡;1; 
iv) Lema de Conezión. Denotemos por QA(x) (resp. PA(x)) al A-inyectivo (resp. A­

proyectivo) correspondiente al vértice x E A 0 • Se tiene que TBET(QA (z)) = E~(PA(x)). 
Además, si Q es un B-módulo inescindible inyectivo con Q ~ X(T) entonces existe 

x E Ao t_al que Q = ET(QA(x)) con PA(z) sumando directo de T. O 

5.8.5.3. Proposición ([Bo2), [Rl)). Sean A = k[~J y B = EndA(T) como antes. 

Entonces 

a) Si M E g(T), entonces ET(TAM) = TBET(M) y Ext~(ETM,X(T)) = O 

Vm;?: 1. 

b) Si NE :F(T), entonces Ext~(Y(T), Et(N)) =O, V m ;?: l. 

c) gl dimB ::=:; 2. o 
Estos resultados ayudan a comprender un poco más la estructura del carcaj de 

Auslander-Reiten de B, problema que no está resuelto en general. 

5.8.6. Ahora veamos la estrecha relación que existe entre las transformaciones de 

Coxeter, formas de Tita de A y las de sus álgebras tilteadas. 

Proposición ((Bo2), [Rl)). Con la notación anterior, sea B = EndA(T). Definimos 

(
rumT1) 

ur := C"i_1tT, donde CA es la matriz de Cartan de A, y t = ; , la matriz de 

illm Tn 
n X n, con {T¡}f=t el conjunto de sumandos inescindibles de T no isomoños dos a dos. 

Entonces 

1) ur: K 0 (A) ...::::::. K 0 (B) es un isomorfismo lineal tal que 

2) (xa)¡ = (illm T¡,x)A. 

3) C9 = tC"i_TtT. 

4) c-¡T = uTc·¡/ uf. 
5) V x, y E Ko(A), (x, y)A = (xaT,Ytrr}8 . En particular, qA (x) = q8 (xaT)· 



6) Si ME Q(T), entonces qA(ilim M) = q8 (.dim ET(M)). 

Si NE F(T), entonces qA(ilim M) = q8 (dim E~(N)). 

Donde, qA(ilim M) = E(-l)idimtExti(M,M) la forma cuadrática de Tits de A. 
i>o 
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7) ,P8 = u;1.PAuT· En particular, sus respectivos polinomios característicos son iguales.O 

En los capítulos 7 y 8 veremos propiedades espectrales de la matriz de Coxeter. 

La proposición anterior nos dice que estudiar las propiedades espectrales de álgebras 

tilteadas es equivalente a estudiarlas en el caso hereditario. 

5.9. Álgebras Ocultas. 

En esta sección estudiaremos un caso particular, pero muy importante de álge­

bras tilteadas: cuando T, el módulo de tilteo, tiene todos sus sumandos postproyectivos. 

Estas álgebras tienen un comportamiento "casi hereditario". 

5.9.1. Sea A = k[.:i] k-álgebra hereditaria de tipo infinito, l6ol = n, T E modA un 

módulo de tilteo y B = EndA(T). 

Bes llamada oculta (de tipo .:i) si Te add 1'A, esto es, si T tiene todos sus 

sumandos postproyectivos. Además si A es mansa a B se le llama man$a-ocu/to., éste es 

un nombre muy sugerente ya que en este caso se prueba que: A es mansa sii B es mansa 

(i.e. es mansa y oculta). En otras palabras, "ocultar" pre$erva el tipo de representación. 

Por lo tanto, A es salvaje sii B lo es. 

Nota: Las álgebras ocultas-mansas han sido clasificadas. La lista se asocia a los nom­

bres de Bongartz, Happel y Vossieck, ver [Bo3] y [HaVo]. 

5.9.2. Un ejemplo importante: Sean .:i y &1 carcajes tales que t!. = t!.1 son árboles, 

entonces k[.:i] es álgebra oculta de tipo .:i'. (Se puede probar fácilmente usando reflexio­

nes), (BnGP]. 

5.9.3. En el caso en que B es una k-álgebra oculta se puede dar una descripción muy 

precisa de su carcaj de Auslander-Reiten, rB. A saber, 

Proposición [Rl]. Sea B = EndA(T) oculta. Entonces, 

1) F(T) es un conjunto finito y contenido en 1'A, la componente postproyectiva de A. 
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2) Q(T) es cofinito y consta de una subcategoría cofinita de 'P1.; de I1. y de 'R.1.. 
3) 'PB = ET('PA n O(T)) es una componente postproyectiva de rB que contiene a todos 

los proyectivos; la clase de los módulos regulares de Bes 'RB = ET('R.1.)1 y forma una 

familia infinita de componentes regulares de la misma forma de 'R.1.; IB = ET(I1.)VX(T) 
es una componente preinyectiva de r B con todos los inyectivos. O 

E (T)) ... G··· 'R.s=ER.A .t~ 
( 

t .. ) 
lema de ecin9UOft 

15.9.4. Lema. Sean B = End1.(T) álgebra oculta de tipo a y X E modB inescindible. 

a) Si X es B-postproyectivo, entonces X= Hom1.(T,L) para algún A-postpro­

yectivo inescindible; LE O(T) con !lim X= uT(!Üm L) y r8 X = ET(rAL). Si X no es 
proyectivo y Hom8 (X,B) =O, dim r8 X = t¡l8 (dim X). 

b) X es E-regular sii existe LE Q(T) n 'RA con X~ ET(L). Además, r8 X = 
ET(rAL) y dim r8 X = t¡l8 (dim X). 

c) Si X es B-preinyectivo, entonces sucede alguna de las siguientes: 

c.1) Existe L E Q(T) n IA tal que X ~ ET(L), r8 X = ET(rAL) Y dim r8 X 
t¡\8 (filmX); ó 
c.2) X E X(T) (i.e. existe L E F(T) tal que X ~ E~(X)), pero existe m(X) =: m tal 

que cada rtx, con t.~ mes del tipo (c.1). O 



6. CUBIERTAS DE GALOIS Y REPRESENTACIONES DE ÁLGEBRAS 

Muchas de las propiedades espectrales de las cubiertas de Galois de gráficas, {ver 

capítulo 3), se cumplen para las de álgebras. En este capítulo recordaremos defini- · 

ciones y resultados importantes ya conocidos. 

Para referencias generales ver [MzP], [BoGa], [Pl], [DoSk] y [PT2]. 

6.1. Una k-categoría A se llama localmente de dimen~ión finita (rcsp. localmente aco­

tada) si satisface las condiciones {a), {b) y {c) (resp. {a), (b) y {c')) siguientes: 

a) A es e~quelética, (esto es, objetos diferentes en A son no isomorfos), 

b) Para cada objeto x E Ob(A), el álgebra A(x, x) es local, 

c) dimkA(x, y) < oo para x, y E Ob{A). 

c') E dimkA(y, x) < oo, E dimkA(x, y)< oo para todo objeto x. 
yEOb(A) yEOb(A) 

Donde A(x, y) es el k-espacio vectorial de los A-morfismos de x a y. 

6.2. Sea & un carcaj conexo, posiblemente infinito. Sea k[&] la categoría de trayec­

torias. Por :F denotamos también al ideal bilateral generado por las flechas. Un ideal 

admisible J en k[&] es uno tal que para cada vértice x E ~o tiene un número natural 

n.,, con ;¡::nx(x, -) C J(x, -) C P(x, -) y similarmente para la segunda coordenada. 

Dado el carcaj & y un vértice x E ~0, por x+ denotamos al conjunto de vértices 

en ~o a los cuales llegan flechas que comienzan en x, y por x- a los vértices donde 

comienzan flechas con punto final x. & se llama localmente finito si x+, x- son finitos 

para todo vértice x E ~o. 

Dado & localmente finito y J un ideal admisible de k[&], es fácil ver que la 

categoría k(Ó:]/J es localmente acotada. De hecho, con una prueba análoga a la del 

caso de un álgebra de dimensión finita, puede probarse que toda categoría A localmente 

acotada es isomorfa a k[Ó.]/ J para un carcaj localmente finito & y un ideal admisible 

J. 

Análogamente al caso de carcajes finitos, podemos definir las categorías modA, 

ModA y MODA {resp. repk(Ó.), Repk{&) y REPk(&)), para A= k[&]/J con.& carcaj 
localmente finito. 
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Como sólo trabajaremos con álgebras hereditarias, podemoa auponer que J = O 

y todo carcaj .iS. sin ciclos dirigidos. 

6.3. Sea F: A=k(KJ-+ A=k[.ÍS.] un k-funtor entre categorías localmente acotadas. 

Decimos que Fes un funtor cubriente si es denso y para cada a E Ob(A) los siguientes 

modismos inducidos son biyecciones: 

EB.eob(A) A(x,y) 
FM=• 

EB.eob(.\J A(y, x) 
FM=• 

A(F(x),a) 

A(a,F(x)). 

En ambos casos la regla es (/y)F(y)=a >-+ E F(fy). 
F(y)=a 

6.3.1. En los capítulos 3 y 4 definimos la noción de cubierta de Galois de gráficas y 

dimos algunas de sus propiedades, entre ellas: dados un carcaj .&. = (~, (s, e)) y una 

cubierta de Galois 71": ¿ -+ ~. definida por la acción de un grupo G que actúa libremente 

sobre ¿, entonces existe (s, e) orientación de ¿ tal que: (i) ,,.;s = S11" y ,,.¡¡ = e7r¡ 

(ii) sg = gs y eg =ge, para toda g E G, ver (3.3). Entonces, ,,., .Ó.-+ .iS. es una cubierta 

de Galoia de carcajea que induce un funtor cubriente k[7r]: k(.Ó.] -+ k[.&.J. En efecto, 

basta dar un morfismo entre los carcajes para tenerlo entre sus respectivas k-categorías 

de trayectorias. 

Además, como G actúa libremente sobre Ó. y para todo g E G, 11"9 ,,;, 71", tenemos: 

i) G es un grupo de automorfismos de k[.Ó.], (extendiendo cada morfismo primero en 

forma natural sobre los caminos dirigidos de .Ó. y después linealmente), que actúa libre­

mente sobre k[.Ó.], esto es, si x es un objeto de k[.Ó.] (resp. a un morfismo de k[.Ó.]), 

g(x) = x (resp. g(a) =a), g E G, entonces g =l. 

ii) Para todo g E G, k(7r]g = k[7r]. 

6.3.2. Un ejemplo importante: 

Recordemos de (3. 7.a), que si .Ó. es un carcaj localmente finito y G un grupo 

que actúa libremente sobre .Ó., entonces tenemos 71": .Ó. -+ .Ó./G una cubierta de Galois 

de .Ó./G, el carcaj cociente (localmente finito), definida por la acción de G. Entonces, 

k[7r]: k(KJ -+ k[!/G] es un funtor cubriente con las propiedades (i) y (ii) de (6.3.1). 

Este ejemplo nos ayudará a dar la siguiente definición: 
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6.4. Se~ F: X = k(KJ -+ A = k[.Ó:) un funtor cubriente y G un grupo de automorfismos 

de X que actúa libremente sobre X. 
Diremos que Fes una cubiert• 'e Galoi• definida·por la acción de G, si satisface 

lo siguiente: 

i) Fg = F, para cada g E G. 

ii) Existe un funtor F': k(.Ó:] -+ k[.&/G) que es una equivalencia de categorías tal que 

hace conmutativo el siguiente diagrama: 

kfAJ 

-~J k(~) -jiT -+ k(~/G) 

6.5. Recíprocamente a (6.3.1), si tenemos F: k[A) -+ k[.&] un funtor cubierta de Galois, 

entre k-categorías localmente acotadas, definido por la acción de un grupo G, entonces 

éste ind~ce una cubierta de Galois 11": Ó. -+ .ó'., definida por la acción de G tal que 

k[11"] = F. Entonces nos bastará trabajar con estas últimas, y ambas cubiertas tendrán 

las "mismas propiedades", ver capítulos 3 y 4. 

Nota: Abusando del lenguaje, usaremos la misma letra 11", para k[11"). 

6.5.1. Sea .& un carcaj conexo y finito. Definimos la categoría de cubierta. de Galou 

de A = k[.ó'.J (resp. de .&), denotada por Gal (A) (resp. Gal (.&)), de la siguiente 

manera: 

a) (11": k[A)-+ A) E Ob(Gal (A)) sii 11" es una cubierta de Galois de A. 

b) Un morfismo f: (11": k[A)-+ A)-+ (11"1: k[.ó'.1]-+ A), entre objetos es un k-funtor 

/: k[..KJ-+ k[.i'] tal que hace conmutativo el sigui~nte diagrama: 

k[Ó.J 

- /c, l~ 
k(~'J --+ A 

"' La definición análoga para Gal (Li). 

(6.5) nos dice que existe una equivalencia de categorías entre Gal(_&) y Gal(A). 
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Entonces todas las propiedades que tenemos de las cubiertas de Galois de A, 
como por ejemplo: la propiedad de levantamiento único de caminos, la existencia de la 

cubierta universal, etc., las tenemos para A, ver capítulo 3 y especialmente (3.13). 

6.6. Los módulos de las cubiertas de k[A]. 

Sea ?r: A=k[Ó.] -> A=k(A) una cubierta de Galois definida por la acción de un 

grupo G. 

Sea X E ModA y g E G, denotemos por X9 E ModA al A-módulo, que como 

k-espacio vectorial es X, con el siguiente producto: sea a E A y v E X9, entonces 

av9 := g(a)v, donde el último producto se efectúa en X. 

Para mejor visualización, tomemos Repk(l.) la categoría de representaciones de 

K, (ver capítulo O). Sea X = ((X(i))iEA , (X(a)) r ) una representación de Ó. y 
o DE'-Jtit 

g E G. Entonces X9 = ((X(g(i)));eAo•(X(g(o)))ne.:\/ 

Obviamente, de esta forma g E G induce un automorfismo de la categoría 

Rep¡,(E) de manera que el grupo G actúa en Rep¡,(K). (Si f:X-> X' es un mor­

fismo en Rep¡,(Ó.), f9 = (fg(i¡}iEAo• 9 E G). 

Denotemos por Repf(Ó.) a la categoría de laa repreaentacionea G-periódicaa, a 

saber: 

a) (X,('f'9 )9eo) E Ob(Repf(K)) sii X E RepA:(K) (=representaciones de K 
tal que X ( i) es espacio de dimensión finita para cada i E 3o ), <p 

9
: X -+ X9 es un 

isomorfismo en Rep¡,(K), <p1 es la identidad y <p~<p9 = 'f'hg• para g, h E G. 

b) f:(X,(<p9 ) 9eo)-> (Y,(,P9 ) 9eo) es morfismo en Repf(Ó.), si /:X-> Y es 
morfismo de representaciones y para g E G, i E .0.0 , el siguiente cuadrado conmuta 

X(i) 

<pg{i) 1 
X9(i) 

/(i) 

/"(i) 

Y(i) 

1.P.(i) 
Y9(i) • 

Tenemos, entonces también la definición ModGA (resp. mod0 X) de A-módulos 

G-periódicos, correspondiente a Repf(á) (resp. repf(K)). 

6.6.1. Proposición ((Ga4), ver también (Pl)). Las categorías modA y modGX son 

equivalentes. O 



6.7. Los funtores "push-d wn" y "pull-up". ~ a 

Sea 11": k[AJ -+ k[AJ un cubierta de Galois definida por un grupo G que actúa 

libremente sobre A. 

6.7.1. Sean A= k[A] y A= [Ó]. Definamos Jos siguientes funtores asociados a 11". 

D.,: MODA-+ M 'DA {con restricción D .. :modÁ-+ modA). 

Si X E MODA, D .. (X) stá definido como sigue: Para cada i E ~o • 

está dado por 

.. (X)(i) = EB X(j), 
jedo 
•(i)=i 

D.,(X)( ): D .. (X)(i) ---> D .. (X)(h), 

tiith 
donde i--+ l es Ja única flecha al que 11"(tiith) =a. 

U,,.: MODA ..... MOD (con restricción U,,.:modA-+ ModA) 

tal que Xi-+ X11". 

En ambos casos hemos da o la regla de asociación de los funtores, viendo los 

A-módulos como representaciones e A, ver (0.9) y {6.2). 

A D., (resp. U.,) le llamam sel funtor p~h-down (resp. pull-up) de""· 

6.7.2. Proposición ([BoGa] y [G 4}). a) D .. -l u .. (D .. es adjunto izquierdo de U.,). 

Es decir, para cada X E MODA y E MODA existe una biyección 

HomA(D .. ( ),Y)-+ HomA.(X, U .. (Y)) 

que es "natural" en ambas variables. 

b) Sea Y E modA, Y es proy ctivo (resp. inyectivo) sii D .. (Y) lo es. 
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c) Si A es una k-álgebra de dimensión finita y Y un A-módulo no-proyectivo, 

entonces D,.( T JI Y) = TA D.-(Y). O 

6, 7 .3. Denotemos por mod1 A a la subcategoría plena de modA forme.da por todos los 

módulos de la forma D,.(X), X E modA; a Y E mod1A se le llamará módulo de primera 

cla1e; si Y E modiA := modA \ mod1A se le llamará de 1egunda cla1e, {relativa a la 

cubierta w: A-+ A). 

Proposición [Ga4). a) 'PA U IA C mod1A, donde 'PA {resp. ZA) son los A-módulos 

postproyectivos (resp. preinyectivos). 

b) U,.D,.X e! EB X9, para todo X E modA. 
gEG 

o 

6.7.4. Definición. Diremos que A= k[A) es localmente de repre1entación 111l11aje sii 

A contiene un subcarcaj finito y salvaje. 

Así, si A es finita, la categoría k[A) es localmente de representación salvaje sii 

el álgebra k[6J es salvaje (ver (5.1.c)). 

Ob1er11ación: Si {Fm}meN es una sucesión de subcarcajes finitos de A tal que limFm = 

A y A es localmente de representación salvaje. Entonces exist.e N tal que l:[Fm) es 

salvaje, para toda m ~ N (ver (2.5)). 

Proposición. Sean w: A =k[.Ó.] -> A=k[.&] una cubierta de Galois y .i un carcaj finito, 

entonces A es localmente de representación salvaje sii A es salvaje. 

Demo1tración: a) Si t:.. es un árbol, entonces Ll = t:... Luego, A es salvaje sii A. lo es. 

b) Cuando t:.. no es un árbol, tenemos: 

b.1) Si .Ó. es un carcaj finito, entonces por (4.3) y (5.3.1.1), A es salvaje sii A lo es. 

b.2) Sea A un carcaj infinito: 

Si A es localmente de representación salvaje, entonces A es salvaje. En efecto, 

existe F C .Ó. subcarcaj finito y salvaje, entonces por (5.3.1.1), {1.9) y (4.2), tenemos 

que 2 < p(F) ~ p(Ll) ~ p(t:..), luego por (5.3.1.1), A es salvaje. 

Ahora, si A. es salvaje (como A es infinita), entonces t:.. tiene al menos un ciclo C 
y un vértice x E C de grado mayor o igual que 3 (si no, t:.. sería un diagrama euclidiano). 
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Luego (por ser a finita), A contiene como subgráfica (no necesariamente plena) a una 

gráfica de la siguiente forma: 

, "<•,>=• ' .. 1,2. a. 

que es una gráfica salvaje, entonces X es localmente de representación salvaje. O 

6,8, Sea 11"! A=k[6) -+ A=k[A) una cubierta de Galois, con A finita (por lo tanto, ~ 

también lo es). Entonces los funtores push-down y pull-up definen funciones lineales 

con propiedades muy interesantes: 

En lo que resta del capítulo, supondremos que A es de tipo de representación 

infinito. 

6.8.1. Definimos el operador p~h-tlown d.,, asociado a D.,,: 

d.,,:c'1o .- cAo, con d,.((z;);eAi,) = ( E z;) 
;e&o 
•(j)=• •E4o 

Observemos que para todo X E modA, d.,,(mm X) = dim D,.(X). 

Lema. a) d,,.tf>,, = t/>11 d.,,, con t/>11 la matriz de Coxeter de A (ver (0.8)). 

b) d,.A¿ = AAd.,,, con AA la mat":'iz de adyacencia de~. 

Demo~tración: a) Sea {q¡}ieAo• q¡ = llim Q¡, el vector dimensión del inyectivo en i, · 

entonces {q;};e4o forma una base para cAo. 

Como d,.(q¡) = dim D,.(Q¡), entonces por (6.7.2) y (5.4.1), tenemos que 

d.,,,P¡¡(q¡) = 4'1.d,.(q¡), para toda i E Ao. 



b) Se sigue de (3.6): Sea {e;J;eA la base canónica de cAo. Entonces 

d .. A,A(e¡) = d .. ((ii¡;);e,10 ) = ( E ª"(i)a)seAo = (a,.(i)a)seAo=A6d,.(e¡), 
.. (j)=• 

donde AA= (ii;;) y AA= (a8 t). 
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o 

6.8.2. Definimos el operador pull-up, u,.: cAo -+ cAo, asociado U .. , el funtor pull-up 

de ?r, de la siguiente manera: Para j E A0 , u,,.((xs)seA0 ); =xi, con ?r(j) =t. 

También aquí tenemos que para todo X E modA, u,.(ilim X) = mm U .. (X). 

Lema. u,. satisface 

Demo~tración: Una observación que nos será muy útil es que 

6.8.3. Si Q¡ (resp. P¡) denota el inyectivo (resp. proyectivo) en i, entonces 

u .. (dim Q.> = E dim Q¡, Y 
iEAo 

"(i)=• 

u,.(dim Pa) = E dim P¡. 
iE.ilo 
"(;)=• 

Como <P,.. (resp. rP¡.) es la única transformación lineal tal que, paras E A0 (resp. 

i E ~o) ,PA(ilim Ps) = -.dim Q8 (resp. rP¡.(!fim P;) = -ilim Q¡), (ver (0.10.3)). 

Por tanto, para toda s E A 0 

u,.,PA(dim P.)= - E dim Q¡ = tP¡¡ ( E dim P¡) = <P¡¡u,.(dim P.). 
lr(i)=• .. (i)=• 

Entonces (como {mm Pa}seAo forma una base para cA0 ), u,.q,A = <P¡¡u,.. o 
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6.8.4. Lema. Sea 11': A =k[KJ -+ A=k[AJ una cubierta de Galois, definida por la 
acción de un grupo G. Sea ¿ finita. Entonces 

a) G es finito, y llS.ol = tl6ol, donde tes el orden de G. 

b) Con la notación de (6.8.1 - 6.8.3), si V E c~o. entonces 

d,.u,.(v) = tv. 

Demo.ttración: a) Si 1!'(j) = s, Gj e 11'-1(s) = 1!'-111'(i) = Gj y como G actúa libre­

mente en Gj, entonces !Gil= IGI =t. 

b) Sean V E c~o. y s E 60. Entonces 

(d,.u,.(v)). = E (u,.(v)); = E v. = tv •. 
ir(j)=• ir(j)=• (a) o 



7. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES DE COXETER 

PROPIEDADES FUNDAMENTALES 

En éste y en los siguientes capítulos, uniremos gran parte de los resultados anteriores 

·para obtener propiedades del espectro de la matriz de Coxeter y aplicaciones a la teoría 

de representaciones de álgebras. Obtendremos algunos de los resultados incluidos en 

artículos con de la Peña: (PTl], (PT3]; y otros resultados que no han sido aún publica­

dos. 

La siguiente sección es un resumen sobre parte de la teoría de grupos de Weyl. 

La finalidad de ésta es enfatizar la importancia de las matrices de Coxeter en esta teoría 

y observar que muchas de las técnicas que después desarrollaremos, pueden utilizarse 

en algunos casos más generales. 

7.0. El grupo de Weyl. 

Los grupos de Weyl juegan un papel fundamental en la teoría de álgebras de 

Lie (álgebras de Kae-Moody), ver [Kcl]; como hemos visto y veremos a lo largo de este 

trabajo, ·también en la teoría de representaciones de álgebras, en especial en el estudio 

de las álgebras hereditarias. Esta sección se basa en [P3}, (Bou] y [Kc2}. 

7.0.1. Como una generalización de (0.8), sea A= (aij) una matriz de Tiü de tamaño 

n x n, esto es: a¡¡ = 2 para 1 s; i s; n; ªij = O sii ªii = O, donde a¡; es un entero 

no positivo si i f. j. (En la literatura, A también aparece con el nombre de matriz de 

"Cartan"). 

Sean E = R" y e1 , ••• , en un conjunto de vectores linealmente independientes 

de E. Definamos(-,-) la forma bilineal (no necesariamente simétrica) en E dada por 

(e¡, e;)= a¡;. Las reflexiones s¡ E GL(E) están definidas por s¡(v) = v -(v,e¡)e¡, para 

cada v E E. Se tienen las siguientes relaciones 

sl=l (ni=l, ... ,n) y (s;s;r;;=l (i,j=l, ... ,n), 



88. 

donde los enteros m¡; están dados en la siguiente tabla 

o 2 3 ;::: 4 

fflij 2 3 4 6 00 

ver [Bou, cáp. IV, 1.5] y [Kc2, 3.12]. 

El subgrupo W de GL(E) generado por "• • ... , "n es llamado el grupo de Weyl 

de A. 

7.0.2 Como hemos visto en (5.3.2), la matriz de Tits A satisface una y sólo una de las 

siguientes tres propiedades: 

a) (Caso Elíptico) det A i= O y existe un vector positivo u>> O tal que uA >>O; 

b) (Caso Parabólico) det A= O y existe u>> O tal que uA =O; 

e) (Caso Hiperbólico) existe u >> O tal que uA << O. 

Asociada a A existe una gráfica (valuada) de Cozeter .ó. que está dada de la 

siguiente forma: .ó. tiene como conjunto de vértices Ao = { 1, ... , n}. Si i < j y a¡; f O, 

entonces existe una arista en A que une a i y j con valor (la;il• laj;I). 

Observemos que si tenemos un carcaj & y T su matriz de Tits como en (0.8), 

la gráfica de Coxeter de T coincide con .ó., si en lugar de valuaciones ponemos tantas 

aristas entre dos vértices i y j como !a;;I = laj;I. 

Siempre supondremos que .ó. es conexa, es decir A es irreducible. 

Sabemos que A es elíptica sii .ó. es un diagrama de Dynkin. En este caso W, el 

grupo de Weyl, es finito. 

La matriz A es parabólica sii .ó. es un diagrama euclidiano, ver (5.3.2). En este 
o o 

caso W es un producto semidirecto W k G, donde W es un grupo de Weyl finito y G 

es un grupo abeliano. 

7.0.3. Un elemento .P = s¡1s¡2 ···s;. E W, con {i1 , ••• ,in} = {l, ... ,n}, es llamado 

una transformación de Cozeter. En general, la clase de conjugación (en GL(E)) de una 

transformación de Coxeter depende del orden escogido de los índices, ver (Co] y (8.10). 

Claramente det !/J = (-l)n, pues s~ = 1, para toda i. 

7.0.4. Sea A = k[.&J una k-álgebra hereditaria. En (0.8), definimos la matriz de 

Coxeter t/> A asociada a A. 
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Supongamos que 6 0 , el conjunto de vértices de &, tiene una numerac1on 

{ + )·acce8ible. Esto es, muneramos primero a todos los pozos en&, después a los que son 

pozos en el subcarcaj &1 pleno de&, con 6~ = 6 0 \{pozos de&} y así sucesivamente. 

Existe tal numeración pues & no tiene ciclos dirigidos. 

7.0.4.1. Tomemos IJr = s 1 s2 • • • sn E iv una transformación de Coxeter del grupo de 

Weyl W asociado a T,.. Entonces existe una permutación de renglones de </>t:., combinada 

con la misma permutación en columnas tal que</>,. toma la forma IJr, ver [BnGP]. En 

otras palabras, si </>A es la matriz de Coxeter de A con una numeración (+)·accesible en 

6 0 , entonces </>,. = W. 

Demo81ración [Ho]: Sean e,. =: C le. matriz de Cartan de A = k[.&] y At:. = (a¡;) 

la matriz de adyacencia de 6, ver (0.8) y (2.1). Sean n = l6ol y para cada i E 60, 

Pi := dim Pi, el vector dimensión del proyectivo en i. 

Como 60 está ordenado ( + )-accesiblemente, tenemos que 

(

1 P2(l) Pa(l) 
1 Pa(2) 

C= 1 

o 

Pn(l) 
Pn(2) 
Pn(3) 

1 
) 

Además, la matriz de reflexión s¡, i E 6 0 tiene la siguiente forma 

donde a¡= (a1¡, ..• , a¡_1 ¡), b¡ = (a;+ 1 i, ... •ªni) y las I's son matrices identidad que en 

cada caso tienen el tamaño apropiado. 

Para cada i E 6 0 , definimos L¡ y u¡ de tal forma que 

X¡) 
u'f 
' 

T (L'f O) 
y e = xr u¡ ' 

donde L¡ es de tamaño i x i Y. u¡ matriz de (n - i) x (n - i). Entonces 

L¡= (\-1 wl) y Ui-1 = ( ~ O) 
Vi Uj 

donde w¡ = (p¡(l), ... ,p¡(i - 1)) y Vi= (Pi+1(i), ••. ,Pn(i)). 
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Usaremos inducción sobre i para demostrar que 

T c-L· º) C St • • • s¡ = 0 1 U¡ • 

Esto es obviamente cierto para i = O. Supongamos cierto esto para i - l. 

Reemplazando i tenemos 

CT (-L¡_1 
St •••s¡ = 0. 

(

-L¡_, 
= o 

o 

(

-L¡_, 
= o 

o 

Lo anterior se sigue de las siguientes identidades (recordando que 60 está nu­

merado (+)-accesiblemente): sean h,i,j E 6 0 

p;(h) = ªih + L Pj(h)aji 
i>h 

P;(i) = L P;(h)ahi 
i<hSj 

Por lo tanto, cTs, · · · sn = -C, con lo que se sigue el resultado. o 

Por lo anterior, siempre supondremos que 6 0 está numerado ( + )-accesiblemente. 

7.0.4.2 •. Observación: Sean k y k1 dos campos. Si Ll es un carcaj sin ciclos orientados 

y s E 6 0 , entonces 

dim Ps = dim P~ 

con P8 (resp. P~) el proyectivo en s de k[.&J (resp. k1[Ll]). 

Luego, .Pk[AJ = qlk'[AJ =: <PlS. 

Por lo tanto, <PIS. es realmente un invariante de Ll (lo mismo para p(ql¿¡)). 

7.0.5. Algebras de Lie y de Kac-Moody. 

Sea k un campo algebraicamente cerrado de característica O. 

Sea A= (a;;) una (n x n)-matriz de Tita y sea r un grupo abeliano libre con 

generadores libres o 1, ••• , ctn. Asociamos a la matriz A la siguiente k-álgebra de Líe 
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r-graduada .C(A) 

propiedades: 

EB COI, la cual está únicamente determinada por las siguientes 
Oler 

a) Cada ideal graduado que intersecte trivialmente a C0 es cero, 

b) .C(A) está generado por los elementos e¡,/¡, h¡, i = 1,. .. , n, tal que COI; = ke¡, 

.C-OI¡ = kf;; los h;, i = 1, •.. , n forman una base de C0 y las siguientes relaciones se 

cumplen: 

[h;,h;J =O, (e¡, f;J = ó;;h;, (h;,e;J = a;;e;, (h¡, f;J = -a;;f;, 

con i,j = 1, ... , n, y ó;; denota la delta de Kronecker. 

Llamamos a .C(A) un álgebra de Lie si .C(A) tiene k-dimensión finita, en otro 

caso le diremos álgebra de Kaé-Moody. 

Es sabido que .C(A) es un álgebra de Lie sii A es elíptica; y .C(A) es un álgebra 

simple (es decir, cuyos únicos ideales son O y C(A)) sii A es irreducible y no tiene raíces 

nulas. Una raíz nula de A es por definición un vector no negativo x = (x¡) tal que 

xA=O. 

Por otro lado, desde que Coxeter estudió las transformaciones de Coxeter y sus 

espectros, en (Cx), éstos han jugado un papel muy importante en la teoría de álgebras 

de Lie (Bou], [Cr), particulannente en el estudio de la teoría de álgebras afines (esto 

es, cuando su matriz de Tita es parabólka) y recientemente en las álgebras 8alvaje8 (es 

decir, si su matriz de Tits es hiperbólica). Además de la bibliografía ya mencionada, 

ver (A'), (BeMW), [BeLM), [BnGP), [Co), [DIRI) y (PTl). 

Daremos sólo como ejemplo uno de estos resultados: (ver (PTI), (P3)). 

Proposición. Sea .C(A) una k-álgebra de Lie. Entonces 

a) C(A) es de k-dimensión infinita sii el radio espectral de alguna de sus trans­

formaciones de Coxeter <P pertenece a su espectro, esto es, p( <P) E u( <P ). 

b) A es hiperbólica sii existen <P E W = W(A) transformación de Coxeter y 

>.,µE u(q,) dos valores propios de <P tales que j>.¡ ,¡, jµj. Además en este caso p(</J) >l. 

c) Si A es hiperbólica y n ;:::: 3, entonces W tiene un subgrupo libre no abeliano.O 

Terminamos aquí nuestra breve r!Jvisión sobre grupos de Weyl. Volvamos a 

nuestro asunto. 
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Recordemos: Sea A = k[.&J la k-élgebra de trayectoriM de .& un c1i.rcaj finito y 

sin ciclos orientados, IAol = n. 

Sean T E modA un A-módulo de tiltco y D = EndA(T) k-álgebra tilteada. 

Como antes,,¡,"' denota la matriz de Coxeter de A; CA la matriz de Cartan de A; AA la 

matriz de adyacencia de A; <J(L) denota el espectro del operador L, ver capítulos O y 2. 

Denotemos por p(L) = sup{IAI; A E <J(L)} el radio e•pectml de L. 

A lo largo del re•to de e•te capítulo y del •iguiente, .& es un carcaj no Dynkin. 

7.1. Lema. 1) q(tfi8 ) = q(tfi:B'). Más aún, det (xi- ,P8 ) = det (xi - 4'8'). En 

particular, p(tji8 ) = p(tfi8'). 

2) Si 6 y 6 1 son árboles y A= .61 con A'= k[Li'J, entonces p(,P1,,) = p(,P/\1 ). 

Demo•!ración: 

det (xl-,P8) = det (xi- (-c;Tc8)) = det (xi -(-C8c;T)), ([HrJ, pág. 53]) 

= det (xi - (-c;•c~)) (pues det H = det HT) 

= det (xi- <P8'). 

Ahora, si A = A' árboles, entonces A' es álgebra oculta de A, y aplicamoe 

(5.8.6). o 

Notemos que la parte (1) del lema vale para cualquier k-álgebra de dimensión 

global finita. 

Ver también [Co]. 

7.2. Lema. a) Si A E u(,P8 ), entonces A-t E u(tji8 ) con la misma multiplicidad de A 

en det (xi - ,P8 ). 

b) La multiplicidad de 1, como valor propio de ,P8 , es congruente con cero 

módulo 2. 

Demostración: (a) Como ,P8 es invertible, por (7.1) tenemos 



93. 

Además, también de lo anterior vemos que la multiplicaidad de A-1 en 

det (xi - t/>8 ) es la de A en det (xl - ef>;J1) = det (xl - q,8 ). 

(b) (BeLM, pág. 343]: Sea p (resp. q) la multiplicidad de 1 (resp. -1) en el 

polinomio característico de t/>8 • Por (7.0.3) y (5.8.6), det (ef>8 ) = (-1)". Por (a), usando 

la forma canónica de Jordan de </>8 , tenemos (-1)" = det (</>8 ) = (-l)q. Otra vez 

utilizando (a) y como n = p+q+ E mult.p (A), donde mult.p (A)= multiplicidad 
~Ea(~8 ) 8 8 
~,u,-1 

de A en det (xl-ef>8 ), obtenemos (-l)P+9 = (-l)q. Luego, (-l)P = 1 y p =O (mod2).D 

1 .3. Recordemos que p (del lema anterior) es igual a 2 para todo carcaj euclidiano, ver 

(BeLM] o (Ho]. 

T.4. Para simplificar, denotemos p8 := p(t/>8 ) = p(</>;J1 ). 

Para el siguiente resultado ver (PTl] y (DIR2]. 

Proposición. Sean A = k[~], y B = EndA(T) un álgebra oculta salvaje de tipo ~. 
l.ó.ol = n. Entonces, 

i) p8 E u(ef>8 ). Además, existe y~ ~ O vector propio no negativo de </>8 , con valor 

propio p8 • i.e. t/>8 (y;) = p8 y;. 

ii) Existe Yi ~ O tal que </>;J 1(YI;) = p8 y;J. 
iii) Yi ~ Ry~. 

Demo•tración: Primero demostraremos el resultado para B =A: sea Kp
11 

(resp. Kz
11

) 

el cono preproyectivo (resp. preinyectivo) de A, ambos conos son sólidos (1.4). 

Como A es hereditaria, si X es A-inescindible no proyectivo (resp. no inyectivo) 

mm r11X = t/>11 (mm X) (resp. dim r;: X = </>¡1(illm X)). Además r11 X (resp. r;: X) 

esté. en la misma componente conexa que X. En otras palabras, 

esto es, ef>;1 (x) E Kp11 , V x E Kp
11

• 

Por (Bir], existen 

Y"i: E Kz11 C v+ =cono de los vectores no negativos de R", y 

y;: e Kp11 e v-l: 
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vectores propios de ef>,. y 4>¡;1 respectivamente con valor propio p,., ver (1.6) y (1.7). 

Además, 11¡; ~ R11t pues ef>,.(y¡;) = p·;1 11-¡;, Pt. > 1, por (5.4.2). 

T.4.1. Para B = EndA(T) oculta-salvaje, recordemos que a(ef>8 ) = a(ef>,.), y 4>8 = 
tr:¡:1 4>,.trT. Tomemos 11; = Yt::ªT• 11-:; = 11ttrT, entonces 

y 

Además, 11;, 11-:; ;;?: O, pues T E add (1',. ). Por (5.8.6.2), 

11-¡;(i) = (di.m T;,11¡;),. = (!lim T-l¡p.,,11;>,. 
= (dim P•;.llt::4>~},. = p-¡;t•y-¡;(s;);;?: O 

para e.lgunos f¡ E N, s¡ E .Ó.o. 

Para 11'1; es análogo. o 

T.5. Proposición. Como antes, sea A= k[ii], B = EndA(T) álgebra tilteada de tipo 

ti. 
1) A E a(ef>8 ) sii O E a(TA), con TA:= -(.XC¡;1 + c¡;T). 

2) O es 1!11lor propio 3imple de Tp,. (esto es, O es raíz simple del polinomio 

característico de Tp,. ). 

3) Hay un sólo bloque de Jordan con valor propio p8 en la descomposición de 

ef>8• Además 11"1; >>O, (donde 4>8(11-:;) = p811'Ji de la proposición (7.4)). 

(Observemos que y'Ji es único salvo R-múltiplos). 

Demo3tración: 1) es directo: 

sii' 30 f z E cn,-zc;TcB = zef>s = AZ 

sii zTA = -zc;T - .Xzc;1 =O, z f O 

sii O E a(TA)· 

a) Demo3tración de (2) y (3) para A = k[ii]: No es difícil ver que el inverso de 

la matriz de Cartan (0.8), CA_1 tiene la siguiente forma: 

CA_1 = I - M con I la matriz identidad de en y M es la matriz triangular 

superior donde AA= M + llfT es la matriz· de adyacencia de ll. (ver también (Rl]). 
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Con lo que se tiene que 

TpA = -(pAc¡• + c¡T) = -((p" + 1)1-(p"M + Mr)J, y 

det (xi -TpA) = det ((x + (pA + 1))1 - (pAM + MT)). 

Por tanto, 

T.5.1. A E u(TpA) sii Á + (pA + 1) E "(PA M + MT) y con la misma multiplicidad. 

Como pA > O, pAM + }.fT;::: O matriz no negativa. Ademá.q, pAM + MT es 

matriz irreducible, ya que pA "!O y A.o,. es irreducible, ver (2.1). 

Aplicando el teorema de Perron-Frobenius (1.8), se tiene que el radio espectral 

r de pAM + MT, es valor propio simple de pAM + MT y existe z >> O tal que 

z(pAM + MT) = rz. 

Además, por (7.5.1), r - (pA + 1) es valor propio simple de TpA y obtenemos: 

7.5.2. 

Ahora se demostrará que r = pA +l. 

Si y+ := Yt como en la proposición {7.4), entonces 

Luego, y+(pAM +MT) = (pA + l)y+ y como y+ 2'. O, por (1.8.b y c), tenemos que 

PA + 1 = r. 

Por (1.8.c), y+ E Rz, y+>> O. 

Por (7.5.2), O es valor propio simple de TpA. En particular, PA tiene un solo 

bloque de Jordan en la descomposición de tjJ A. En efecto,' cada vector propio de tP A con 

valor propio pA, es un vector propio de TpA, con valor propio O, y por (2), obtenemos el 

resultado. 

b) Cuando B = EndA(T) es álgebra oculta-salvaje, el resultado se obtiene de 

(5.8.6) y (7.4.1), pues det (xi - ,P8 ) = det (xi - ,PA) y y'j = ytuT. O 
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T .6. Resumiendo: 

(El siguiente resultado es una generalización, para toda álgebra hereditaria sal­

vaje de la proposición (PTl, (2.1))). 

Proposición. Sean A= k(.:i] una k-álgebra hereditaria salvaje y B = EndA(T) una 

k-álgebra oculta (salvaje) de tipo&. Entonces 

a) 1 < p8 E a(,P8 ), donde p8 = p(,P8 ). 

b) 3 Yt >>O tal que ,P8(yt) = p8 yt. Con Yt único salvo R-múltiplos. 

Análogamente para <fi-¡; 1: 

c) 3 Y8 >>O tal que <P81(y-¡;) = p8 y-¡;, Y8 único salvo R-múltiplos. 

d) Yt r/. Ry-¡;, Y Ys, Yt r/. R(rlim X), para todo B-módulo inescindible X. 
e) multq,

8
(p8 ) = multq,

8
(p81). 

Falta demoatrar (d): Sabemos que Yt r/. Ry_¡j", por (7.4.iii). 

Demostraremos el resultado para y_¡¡ (demostrarlo para Yt es análogo). 

l. Haremos primero la prueba para el caso B = A: Sea X un A-módulo ines­

cindible. Supongamos que y-:= y-¡;= Adim X, A E R. 

Observemos que (y-, y-) A = O, la forma de Tits de A. En efecto, (y-, y-) A = 

(y-.p,.,y-.p,.),. = p-¡;2(y-,y-),. y p,. > 1, ver (0.8) y (a). 

Entonces, por (9.1), O f (y-,film X),. = A-1 (y-, y-),. =O, que es una contra-

dicción. 

2. Sean B k-áÍgebra oculta de tipo & y X un E-módulo inescindible. Siguiendo 

la notación de (7.4.1) y (5.9.4), podemos suponer que y_¡¡ = YA.ªT' 
Sup<;>ngamos que y_¡¡= Adim X, A E R. 

Por (5.8.6) y (5.9.4), existe LE modA tal que film X= (film L)uT ó mm X= 

-(dim L)aT. En ambos casos, por (9.1), O f (y-¡;,dim X) 8 = Á-1(y.B,Y.B)8 

A-1(yA.,YA,),. =O, que es una contradicción. O 

T.T. Los carcajes "fuente-pozos". 

En muchas partes de la literatura sobre matrices de Coxeter se trata un caso 

muy particular de éstas, el caso "bipartita" o "fuente-pozoi' (ver (9.5)-(9.8), (BnGP], 

(BeLM], (Ho], (PTl], (Co], (A']). La razón principal de esti; interés es que, en este caso, 
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la matriz de Coxeter de /\. = A:[A] y la matriz de adyacencia de A tienen muy estrechu 

relaciones. 

Diremos que&. tiene orientación fuente-pozo! si todo x E Ao es fuente (i.e. toda 

flecha que contiene a z, sale de x) o es un pozo (que es la noción dual de fuente). 

1.1.t. Lema. Sea A una gráfica sin ciclos de longitud impar, entonces a A le podemos 

dar una orientación fuente-pozos. 

En particular, si li es un carcaj árbol, entonces existe a' con orientación fuente­

pozos tal que A= 4 1• 

Demo!tración: Recordemos que A es gráfica finita y sin lazos. 

Se demostrará el lema por inducción sobre el número de vértices de A. 

Si JA0 J = 2, entonces A es alguna de las siguientes gráficas: 

ó 

En el primer caso no hay nada que hacer y en el segundo, por ejemplo 

~ 
1~3 

sirve. 

Sea JA0 J > 2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es conexa, 

si no por hipótesis de inducción en cada componente conexa, tenemos una orientación 

fuente-pozos para cada una, entonces la obtenemos para A. 

Sea x E Ao un vértice fijo. Sea A 1 la subgráfica plena (posiblemente disconexa) 

de A con vértices Ao \ {x}. A1 no tiene ciclos de longitud impar pues A no los tiene. 

Por hipótesis de inducción, podemos asociar a A1 una orientación fuente-pozos 

Zi' = (A', (s', e')). 

Si todo vértice adyacente a x en A es fuente (resp. pozo) en A', entonces 

orientamos todas las aristas que contienen ax, para que x sea pozo (resp. fuente). 

Si no sucede ésto, entonces existen y, z E Ao, adyacentes a z, con 11 pozo y z 

fuente en A'. Podemos suponer que y y z están en la misma componente conexa de 

Zi', pues si no, a alguna de las dos componentes le asociamos su orientación opuesta 

(invertimos el sentido de cada flecha), observemos que sigue siendo orientación fuente­

pozos. 
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Entonces en i5.1 existe una trayectoria simple (es decir, sin rcpeticiáu <le vértices) 

que une a z con y, con orientación fuente-pozos: 

,¡: 

----·------• ----+ • +--- . . . . --+ . 
z=vo v¡ ''t-1 v1=Y 

luego, e es impar y Á tiene un ciclo de longitud impar; que es una contradicción. O 

7.7.2. Proposición ([A'), [PTl]). Sea J. un carcaj con orientacián fuente-pozos, 

l.ó.ol = n. Sean A= k[&J y B = EndA(T) álgebra tiltcada ele tipo&. Entonc<'s 

a) u(cfi8 ) C S' U a+, donde S 1 son los complejos de norma l. 

b) ..\2 E u(c/i8 ) sii ..\ + ..x-• E u(AA), donde O 'f..\ E C. 

c) Existe..\ E R, ..\ ;;:=: 1 tal que p(AA) = ..\ + ..x-• y p(c/iA) = ..\2
• Más aún, si & es salvaje 

..\>l. 

Creemos que (a) vale para cualquier k-álgebra oculta B, pero no hemos podido 

demostrarlo. 

Demostración: Por (5.8.6), basta tomar el caso B = A= k[.Ó.J. 

Podemos ordenar los vértices de Á en tal forma que para cada 1 $ i $ m, i es 

un pozo en 3. y para cada m +l $ i $ n, i es una fuente en l. Sea N :=NA :=CA -1, 

con CA la matriz de Cartan de A e I la matriz identidad. En este caso N toma una 

forma muy sencilla 

7.7.3. 

donde N(i,j) =número de aristas entre i y j, con 1$i$m,m+1 $ j $ n. 

Observemos que AA = N + NT es la matriz de adyacencia de Á (ver capítulo 

2). 

Demostraremos que, si x 'f O, entonces 

7.7.4. 
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En efecto, por (7.7.3), N 2 =O y así tenemos que C;\1 =1 - N y 

det (x21-,P/\) = dct (x 21+(1-NT)(I+N))det (1-N) , pues det (l-N) = 1 

= det (x21- x 2N + (I- NT)) 

= x"det ((x + x-• )1 - xN - x-1 NT) 

=x"det ((x+x- 1 )1-AA), 

donde la última igualdad se explica por lo siguiente: 

Sea o = x + x-1 • Es inmediato que 

[
I O ] [ ol 

ol-AA = O xi -x-•D1' -xD] [I O ] 
o[ O ;,-•¡ · 

Entonces 

a) <PI\ es isomorfismo. Recordemos que u(,P/\) = {µ E C; µes valor propio de 

,P/\}. Entonces por (7.7.4), si O#,\ E C: 

7.7.5. 

Ahora, AA es matriz simétrica real, entonces u(AA) C R. Por (7.7.6), se sigue 

que u(,P") e S 1 uR+. 

b) Se sigue de (7. 7.5). 

c) Por (7.4), p(,P/\) E u(,P/\); entonces existe µE C tal que µ 2 = p(,P/\) E R+ 

yµ+ µ- 1 E u(AA). Por (7.1), µ- 2 E u(,P/\), entonces µ 2 ;::: l. De hecho,µ E R. 

Por (1.8), p(AA) =: p(A) E u(AA) y por (5.3.1.1), p(A) 2:: 2. Entonces por 

(7.7.6) y (7.7.5), existe,\ E R+ c~n ,\ ~ 1, tal que,\+ ,\-1 = p(A) E R+ y ,\2 E u(,P/\). 

Como Iµ + µ- 11 :5 ,\ + ,\-1 , entonces O < µ 2 + µ- 2 :5 ,\2 + ,\-2 , y por ser x + x-1 

función creciente en x;::: 1, tenemos que µ 2 :5 .\2 :5 p(,P/\) = µ2, y,\= lµI ~l. 

Entonces p(A) = >. + >.-1 y p(,P/\) = >.2 con,\;::: l. 

Ahora, supongamos que A es salvaje. Por (5.4.2), 1 < p(,P/\) = >.2 entonces 

>.>l. o 

7.7.6. Lema. Sea r E R+, entonces 

1) Existe>. E C tal que>.+ >.-1 = r. Además, si l>.12:: 1, entonces,\ es única. 
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2) Si r ~ 2, entonces A e S1• 

3) Sir 2: 2, entonces A e a:. 
Demoatración: Para mostrar la existencia de A basta resolver la siguiente ecuación 

A2 -rA+l =0, esto es, AE {~.~}· 
Observemos que A e C sii r ~ 2, y como re a+, tenemos que A e a+ aii r ~ 2. 

Sea A= a+ib e C, con a, be R, tal que r = A+A-1 = a+¡1J +i (b- ¡i¡) e R, 

entonces 

b=O ó IAI =l. 

Luego, A e S 1 U a+. o 

1.1.'1. Obaervación: Con la notación de la prueba de (7.7.2) tenemos: si A E C, con 

IAI 2: 1 es tal que A+ A-· = p(6.) (2: 2), entonces A e a+ y A2 = p(,P,.). 

7. 7 .8 El siguiente ejemplo muestra que existen transformaciones de Coxeter, cuyo 

espectro no está contenido en S1 U R. 

El siguiente ejemplo es de (BeLM) y es una matriz de Coxeter asociada a un 

álgebra de Kae-Moody, (7.0.5). 

Sea T la siguiente matriz de Tita, asociada al álgebra de Kae-Moody de Á, ver 

(7.0.1): 

Á: 

1 (1.9) 2 -(1.3u~·3) 
8 . 3 

(LS) (1,3} 

• (1,3) t 

-1 o o o 

-¡] 2 -1 o o 
-3 2 -1 o 
o -3 2 -1 
o o -3 2 -1 
o o o -3 2 

[

-1 

e,~ .. ·· .. ~ ¡ 
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Luego, u(CT) = {10.5953,.0013,-Ui671 + 1.7971i,-l.6671 - 1.7971i, 

2.8687 + l.8465i, 2.8687 - 1.8465i} !t S 1 u R. 

También "en [BeLM) se obtiene una matriz de Tits T, no simetrizable tal que 

u(CT) e R. 

El siguiente resultado es un refinamiento del lema (5.4.2) para el caso fuente­

pozos (ver (PTl]): 

7.8. Proposición. Supongamos que .ii es un carcaj salvaje con orientación fuente­

pozos. Sea &1 un subcarcaj "propio" de & (donde & 1 puede no ser subcarcaj pleno de 

&), ver (0.5). Sean A= k[&] salvaje y A'= k(A'). Entonces p(</¡A,) < p(,PA). 

Demostración: Caso 1.- Si A1 es mansa, entonces por (5.4.2), p(,P¡.,) = 1 < p(</¡A). 

Caso 2.- A' salvaje, entonces por (7.7.2.c), existen>.',),. E R con>.',),.;::: 1 tales 

que p(D.') = >.' + ;,.1-1, p(D.) =),. + ;,.-• y p(,PA,) = >.'', p(</¡A) = ;,.2. 

Por (1.9), p(D.1) < p(D.). Como x + x-• es creciente en x ;::: 1, se tiene que 

),.'<),.Y p(</¡A,) < p(</JA). 0 

7.9. Lema [PTl). Supongamos que D. no es un diagrama Dynkin ni euclidiano y A 
con orientación fuente-pozos. Sea B = EndA(T) álgebra tilteada del tipo A. Entonces 

i) p(,P8 ) es una raíz simple del polinomio característico de </¡8 . 

ii) Si A E u(,P8 ), es valor propio de </¡8 , tal que),. f. p(</¡8 ), entonces j>.j < p(,P8 ). 

Demostración: Por (5.8.6), basta demostrar el lema para A= k[&J, A con orientación 

fuente-pozos. Sea AA la matriz de adyacencia de D.. Como en (7.7.2), existe),.> 1 tal 

que p(AA) =A+ ),.-l y pi\= p(,PA) = A2 • En (7.7.4) vimos que 

Por (1.8), el teorema de Perron-Frobenius, también se tiene que p(AA) es raíz 

simple del polinomio característico de AA. 

Entonces, d(:i:.;!:i:-1) (det ((x + x-1 )I - AA))l:i:=.\ .,¡,O. Un cálculo demuestra que 

dd 2 (det (x2 I - <PA))l:i:=.\ = -
2
1 
xn-1(1 - x-2

) d( d 1 ) (det ((x + x-1 )1 - AA))l:i:-.\· 
X X +x- -

Por (5.4.2), PA > 1; entonces este número es distinto de cero. 
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Por lo tanto, p,. = A~ es raíz simple del polinomio característico de t/J A. 

ii) Se sigue de que pA > l y <7(t/J,.) C 5 1 U ft+. D 

Observemos que cuando ti. es un diagrama euclidiano, la prueba anterior demues­

tra que el radio espectral p8 (= 1), nunca es raíz simple del polinomio característico de 

t/J8 • De hecho, la multiplicidad de p8 en este polinomio, es 2, ver [BeLM] o [Ho]. 

7.9.1. Problema: El radio espectral de una matriz de Coxeter puede no ser raíz simple 

de su polinomio característico. Por ejemplo si la matriz T que la define, no es simétrica. 

En nuestro caso, cuando t/J A está definido por T = 21 - A,i., que es una matriz 

de Tits simétrica, creemos que p(t/J,.) siempre es raíz simple del polinomio característico 

de q,,.. 



8, PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRJCES DE COXETER 

CLASES ESPECTRALES Y CUBIERTAS DE GALOIS 

En el capítulo anterior, vimos algunas propiedades espectrales de t/>1., la matriz de 

Coxeter de A= k(A). En especial cuando A tiene orientación fuente-pozos. 

Por desgracia, varias de las propiedades espectrales de t/> A, cuando A tiene 

orientación fuente-pozos, no se han podido demostrar para carcajes con orientación ar­

bitraria. De hecho, al dar diferentes orientaciones a una misma gráfica puede cambiar 

el espectro. 

8.1. Por ejemplo. Sean A'= k(A1
) y A= k(A], donde 

!:.-u 7 &:.!J 
entonces 

p(t/>1.1) = 2.081 ... < p(t/>lt.) = 2.296 ... 

8.2. Sea .ó. una gráfica. Entenderemos por una clue espectral de .ó. al conjunto de va­

lores propios de t/>lt., junto con sus multiplicidades, donde A= k(A], para A= (.ó.,(s, e)) 

(con ( s, e) una orientación de .ó.). 

En este capítulo daremos algunas relaciones entre las clases espectrales de una 

gráfica dada. El saber cuántas y cuáles son estas clases espectrales, ha sido de interés 

(ver por ejemplo (Co)). 

En (8.10), daremos todas las posibles clases espectrales de las gráficas subya­

centes a las k-álgebras hereditarias mínimas salvajes. 

En la última parte del capítulo veremos algunas relaciones del radio espectral 

de tf>1t.• donde A = k(A) y el género de .ó.. 

Este capítulo se basa en (PT3) y otros resultados que no han sido aún publicados. 
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Propiedades espec&ralea de las matrice1 de Coxeter de cubiertas de Galoi1. 

8.3. Sea 11": A= k[ÁJ -+ A =k[A] una cubierta de Galois, definida por la acción de un 

grupo G, donde A es un carcaj finito, conexo (y como eiempre sin ciclos orientados). 

Sean= IAol. 

Propoalci6n [PT3]. Si Á es un carcaj finito, entonces, 

a) u(.,6A) C a(.,64). Más aún, det (zl - </JA) divide a det (z/ - tPA.)· 

b) p(.,6A) = p{r/i4}, 

ver (0.4) y (4.3). 

Demo1tración: a) Sea J = {v1,. • ., Vn} una base de cAo. 
Para probar que el det (zl- </>A) divide al det (z/ - q,4) es suficiente construir 

una base de c.3.o donde la matriz de q,4 asociada a esta base, tome la siguiente forma 

[!"':1J 1~1 · 
Tomemos u,.(J) = {u .. (v1),. .. ,u .. (vn)} (donde u .. es el operador pull-up, {6.8.2)). 

1) u .. (J) es un conjunto de vectores linealmente independientes. En efecto, 
n 

si O = E o¡u .. (v¡), entonces aplicando el operador push-down a ésta, y por (6.8.4), 
i=l 

obtenemos: 

O =d., (to¡u .. (v¡)) = to¡tv¡, 
•=l •=• 

donde IAol = tl~ol y t es el orden de G. 

Luego, o¡ = O para toda i. 

2) Sea 11¡ E J, si q\A(11¡) = !;a;;11;. Por (6.8.2), 
J 

<1>4(u .. (11¡)) = u,,(tf>A(11¡)) = u,,(L a¡;11;) = Ea;;u .. (11¡), 
j ; 

por lo tanto, u .. (J) es una base de un subespacio de c.3.o invariante bajo IÓ¡p con ésto 

obtenemos (a). 

b) Por (7.4), existe O$: fj E c.3.o, con fj #O tal que t/>A(fj) = p(\ÓA)¡¡. 

Como fj ~ O, entonces O S d .. (¡¡) ~ O. 
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Sea O ~ 11 := d.,(¡¡), por (6.8.1.a), se tiene que 

Entonces por (a), p(</>,.) = p(</>A). o 

Noia: Ver (4.3). 

8.4. Supongamos que Ó es un carcaj no necesariamente finito. Como en (2.5 ), podemos 

encontrar una sucesión de subcarcajes finitos y plenos de Ó, ffi e F2 C · · · C .& tales 

que ,J!p
00 

Fm = a. 

Proposición. Sea 71': A=k[Ó] -+ A=k[.&J una cubierta de Galois definida por la acción 

de un grupo G residualmente finito, y ,J!.!]1
00 

Fm = a, como antes. Entonces 

Demoatroción: Sea m EN, entonces por (3.13) y (3.9.2), existe una factorización finita 

de 71': _ ~ f .. tal que ?i"ml: Fm -+ .&mes inyectiva y ?i"m(Fm) es subcarcaj 

Am A 
pleno de .&m. Entonces, 

8.4.1. p(</>p, ) $ p(</>z. )(=)p(</>A). 
m (6.4.2) m 8.3 

Como Fm e Fm+11 entonces por (5.4.2), p(</>,. ) $ p(</>,. ). Luego, 
l'f1& rm+t 

Esto es, el límite existe y así obtenemos el resultado. o 
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8.4.2. Observemos que la hipótesis Fm C Frn+t, se puede eliminar: 

Sea {H¡};eN otra sucesión de subcarcajes finitos, conexos y plenos de X tal que 

Jim H; =A. Como en (8.4.1), para cada m EN, p(<f>n ) :5 p(ef>,.). 
•-oo m 

Denotemos por r := .J!!p
00

p(</>p,.), (como en (8.4)). 

Para cada m E N, existe N := N(m) E N tal que Hm C Ft, V f. ~ N, (pues 

lim Ft = 3.). Entonces por (5.4.2), p(</>. ) :5 p(</>,. ), ve~ N. Es decir, 
t-oo l1m "t 

Ahora, sea e; > O, entonces existe L E N tal que 

Además, existe L1 E N tal que Fi C Hm, V m ~ L' (pues ,J~ Hm = A). Luego, 

p(<f>pL) :5 p(</>ilm ), Vm ~ L'. 

Por lo tanto, para todo m ~ L 1
, tenemos 



8,5, La desigualdad de (8.4) .puede ser estricta: Sea 

~: 

t
'(Z.1) 

.(1.4) 

(U)--1(•.•l 
1(1.2) 

•cu) 
l • ( 0,4) 

c•.•1--{r•.a1 
l (0,2) 

t(0.1) 

:f1,4) . 
donde (i,j) ...... j. 
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Definamos Fm el subcarcaj pleno de .Ó., con vértices {(i,j); -m Si S m, 1 S 

j :5 5}. Luego, .J!!p
00

Fm =A. 

Además, ir: k(.KJ-+ k[.Ó.] =A es cubierta de Galois definida por Z, entonces, si 

</>l'm := </>k[l'mJ' tenemos que 

,J~00 p(</>l'm) = 2.081 ... < p(</>A) = 2.296 ... 

En (8.6) y (8. 7) veremos cómo calcular este límite y trataremos con más dete­

nimiento este problema. 

8.6. En esta sección, sean A= k(.Ó.] una k-álgebra salvaje y ir: A=k(.i) -+A su cubierta 

universal que supondrem06 definida por la acción de G. 

Sea F1 C F2 e · · · e K una sucesión de subcarcajes finitos y conexos de .i tal 

que ml!!!1oo Fm '= A. 
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Proposición. Sea ~ una gráfica salvaje que tiene un único cido. Si li ti<'ne orientación 

fuente-pozos, entonces 

En (8.4) vimos que ,J!.!,1&,P(t/>pm) ~ p(t,61\ ), para toda cubierta de Galois. Ade­

más, por (8.4.2), tenemos el siguiente 

Corolario. Sea {HmlmeN sucesión de subcarcajes finitos de J. tal que lim Hm =a. m-oo 
Si a tiene orientación fuente-pozos, entonces 

o 

8.6.1. Demo~tración de la propo~ición: Como ~ tiene un único ciclo, por (3.12), la 

cubierta universal de A está definida por G ~ Z. 

Siendo Z un grupo manejable, por (4.8), tenemos que p(J.) = p(~). (los radios 

espectrales de sus respectivas matrices de adyacencia coinciden). 

Como .J!!p
00

Fm =J. y Fm e Fm+i. entonces por (2.5) y (1.9): 

8.6.2. p(-6) = lim p(Fm) = sup {p(Fm)} 
m-oo mEN 

Por otro lado, como ii. es cubierta universal de A, y A es k-álgebra salvaje, 

podemos sin pérdida de generalidad suponer que cada carcaj árbol Fm es salvaje (pues 

3. lo es), para toda m EN, ver (6.7.4). 

Por lo tanto, por (7.7.2) y (7.7.1), tenemos que para toda m EN, existe Ám > 1 

tal que p(Fm) = Ám +X¡;,' Y p(t/>pm) =A~. 

Sea Á := SUPmeNPm} > 1, (existe por (8.6.2) y (5.4.2)). Además, 

Á + Á-1 = sup {Ám + Á;;:.1 } = p(-6) = P(~). 
meN (u) 

Como 6 tiene orientación fuente-pozos, por (7.7.7) 

p(t,61\) = A3 = sup {A~}= sup {p(t/>p, )} 
meN mEN m o 
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8.7. Como en (8.6), sea A una gráfica con un único ciclo. 

Teorema. Sea A = k(A) una k-álgebra salvaje y A tal que 811 único ciclo es de longitud 

par. Sea A' carcaj con orientación fuente-pozos tal que A'= A y A'= k(A'). Entonces, 

Demoatración: Sean 71': A=k(A) -+ k(A]=A y 11'
1

: A'=k(.K'J -+ k(A')=A' las cubiertas 

universnles de A y A' respectivamente. Por (3.12), ambas cubiertas están definidas por 

Z. Como A= A', entonces ti= ti'. Otra vez como en (8.4), podemos encontrar dos 

sucesiones 

de subcarcajes finitos y conexos, tales que Fm = F:n-

Entonces, como Fm = F:,. son árboles, utilizando (7.1) tenemos que 

p(,PJ'm) = p(<l>J':,.), para toda m EN. 

Además, por (8.6) y (8.4) 

En (8.1) hemos visto que la desigualdad en (8. 7) puede ser estricta. 

Creemos que (8. 7), vale en general. Aquí podemos decir lo siguiente: 

8.8. Proposición. Sea A= k[A) un álgebra salvaje y A sin ciclos de longitud impar. 

Sean A'= k[A'), /S.' con orientación fuente-pozos y A= A'. Entonces, 

Demoatración: Tomemos sucesiones de subcarcajes finitos y salvajes de A y Í.1, y las 

cubiertas universales de A y A' respectivamente, como en (8.7). 

o 
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Por (4.2) y (2.5), 

p(Ll.1) :5 p(t:.')2 = lim p(F'm)2 = sup {p(F:,.)2}. 
m-oo meN 

Además, por (7.7.2), existen A, Ám > 1, m EN tales que 

p(.ó.') =A+ A-1 y p(ef>A,) = A2, y 

V m EN p(F:,.) = Am + A-;;,1 y p(t/>ftn) =A:,.. 

Entonces, A < A+ .x-• :5 ,J!!!',:x,(Am + A-;;,1 )2 :5 .J!!.1lio A:,. + 3. 

Como Fm = F:n son árboles, p(t/>Fm) = p(ef>F:., ), y por (3.10.2) y (8.4), se sigue 
que 

A< lim A~+3= lim p(t/>., )+3<p(ef>A)+3. 
m---+ex> m-CX> rm -

Por lo tanto, p(ef>A,) = Ai < (p(ef>A) + 3)2. o 
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Las clases espectrales de A. 

8.9. Recordemos de (3.12}: 

Si ~ es un carcaj conexo, finito y con cubierta universal definida por Z, entonces 

A tiene un único ciclo. Por ejemplo, 

A 
?" 

En particular el género de A es l. 

Recordemos que el género de un carcaj finito~ (o de una gráfica A) es, hablando 

rudamente, el número de hoyos que tiene A. 

Formalmente, es el número mínimo de elementos que generan al grupo funda-

mental de A, II1(A}, ver (3.10.1). 

Como vimos en (8.1), dada una gráfica, al tener dos orientaciones distintas 

podemos obtener espectros de la matriz de Coxeter distintos. 

El siguiente resultado nos dice cuántas "clases espectrales" tiene A, cuando A 

tiene género 1, ver (8.2). 

Teorema (Co, 4.6). Sea A una gráfica salvaje (es decir no es diagrama Dynkin ni 

euclidiano), con A de género l. Entonces existen (m/2) distintas clases espectrales de 

A. Donde m es el número de vértices que contiene el ciclo de A y [x)=mayor entero 

menor o igual que x. o 

Nuestro teorema (8.7) indica que si mes par, entonces el valor mínimo entre los 

radios espectrales de las matrices de Coxeter con gráfica subyacente A, se obtiene para 

una orientación fuente-pozos. 
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8.9.1. Los siguientes resultados nos dan algunas cotas paro el rodio espectral de <l>1t.· 

P°i-oposición [X]. Sea A= k[&J hereditario salvaje. Entonces, p(</>lt.) <e sii ~es una 

de los siguientes gráficas: 

• E,: • 

·-·-·-'-·-·--·--· 

i 
·--·~-·~·----·~·--·--·-· 

donde e = ( ~ + (Ji) 112
) 

113 

+ ( ~ - (Ji) 112
) 

113 

::: 1.32717 ... , es la raíz real de 

x3 -x-1. o 

8.9.2. Lema (PT3]. Sea A = k[&J hereditaria salvaje. Supongamos que ~ no tiene 

vértices de grado l. Sea Mil:= max{deg (v); v E ~0}, ver (2.1). Entonces 

Demo3tración: Observemos que Mil. ~ 2. 

Sea ?T: .Ó.-+ ~la cubierta universal de á. Por (4.5), 

Ahora, o:;omo siempre, sea F1 C F2 e · · · C 6 una sucesión de subcarcajes finitos y 

salvajes de 6, tales que lim Fm = .Ó.. Entonces, por (7.7.2) y (8.4), existen ..\m > 1, m-oo 
m EN, satisfaciendo 

Además, por (2.5), 

p(.Ó.) = sup {p(Fm)}. 
meN 
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Caso a) Si p(.:i) > (MA - 1)-1/2 + (1\!A - 1)1/2. 

Entonces, existe NEN tal que para todo m;:: N, 

Como x ·+ x-1 es creciente en x ;:: 1 y MA ;:: 2, .\m > (J\,/A - 1)112, m ;:: N. De aquí, 

p(</>l'm) = ,\~ > MA -1. 

Por (8.4), se tiene que p(t/>/\) > MA -1. 

Usando que p(.:i) 

sup {,\m}. 
mEN 

sup Pm + .\;:;.' }, demostraremos que (MA - 1)112 

meN 

Como .\m +.\;:;.1 ::;; (MA -1)112 +(M4. -1)-1/ 2, y .\m, (MA -1)112 ;:: 1, tenemos: 

1 < .\m :5 (MA -1)1
/

2
• 

Además, si 1 < f3 < (MA -1)112, entonces f3 + p-1 < p(.:i). 

Por lo tanto, existe N E N tal que, 

Y .\m > /3, m ;:: N. 

Luego, sup {.\m} = (MA - 1)112 • 

meN 

Por (8.4), p(t/>");:: sup {p(t/>,., )} = MA - l. 
mEN ·•m 

o 

8.9.3. Observemos que (8.9.2) puede ser falso si ll. tiene vértices de grado l. Por 
ejemplo: 



8.10. Las clases espectrales de las gráficas mínimas salvajes. 

Como ya hemos dicho, toda k-álgebra salvaje contiene una k-álgebra mínima salvaje. Recordemos que A'= k[.Ó.1) 

es mínima salvaje si &1 no contiene subcarcajes propios salvajes (ver [X)). Luego, el rádio espectral p( t/i l) para un carcaj 

salvaje & es mayor o igual que p( t/i ¡) para '&' en la lista de mínimas salvajes. Por ésto es importante conocer las clases 

espectrales de las gráficas subyacentes a las k-álgebras hereditarias mínimas salvajes. Este es el trabajo que efectuamos 

en esta sección. 

Con precisión, el contenido de nuestra lista es: 

Si A = A:[&] es una l:-'1gebra mínima salvaje, entonces .Ó. es oculta de algún carcaj &1 de la siguiente lista, con 

A= A' y u(~A) = v(~A,). 

Para obtener esta lista, utilizamos los paquetes de cómputo M atlab y Derive. 

... ... 
~ 



Sean A= k{A], <f> := <f>h la matriz de Coxeter de A, u(<f>) el espectro de </>y p := p(<f>A) el radio espectral de <f>A. 
Denotaremos por cl.esp( ~) al número de clases espectrales de 6.. 

1) p(<f>h) ~e= 1.32717 ... ,ver (8.9.1) . 

1.1) • Er: 

i -·--· w<•> ---
-1 o o o -1 -1 o o o P=l.21!1)g 

o -1 o o o -1 -1 -1 o .7809 
T o o -1 o o o o -1 -1 .1982 + .9802i 

.i. o o o -1 o o o o -1 .1982 - .9802i 

¡-t;-: .__. . .._.__.. •= 1 o o o o 1 o o o - .14119+ .9379i & • 11 • • 
1 1 o o 1 1 l l o - .MU- .9379i 
o 1 o o o 1 o 1 o - .8820 + .4712i 
o 1 l o o l l 1 1 - .MlO- .G12i 
o o 1 1 o o o 1 1 -1 

1.2) "' E,: : 
O'(f) 

-1 o o o o -1 o o o o p =1.1763 
o -1 o o o -1 -1 -1 o o .8501 

o -1 o o o o -1 -1 o .4569 + .8895i 
T o o o -1 o o o o -1 -1 .4569 - .8895i 

.-L .... o o o o -1 o o o o -1 - .2923 + .9563i •= 1 1 o o o 1 1 1 o o ........ •• - .2923 - .9563i • • & • , • • JO • n . n n n . o 1 o o 
- .7344 + .e787i 

- .7344 - .fi787i .. .. 
- .9433 + .3319i ?' 
- .9433 - .3319i 
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a.3) 

·. / 

¡, >-·-< 
cr(~) 

-1 o o o o -1 o o p=l.5061 
o -1 o o o -1 o o .6640 

+ o -1 o o -1 -1 o 
.1556 + .9878i ., _/.' o o -1 o o -1 o 
.1556- .9878i o o o -1 o -1 -1 
- .7406 + .6719i 

¿.--. ~ ......... 
1 1 o o 2 1 o & t 

- .7 406 - .6719i 

-1 

-1 

a.4) '--< • m,: 
/ ·. 

cr(41) 
-1 o o o -1 -1 -1 o o p =l.4580 

-1 o o o o -1 -1 o .6859 
u o -1 o o o o -1 o .4292 + .9032i /"' o o o -1 o o o -1 -1 

.4292 - .9032i ·~ ~= 1 o o o o 1 1 o o 
- .6092 + .7931i 

. --.--......._ 
• ., & • \ 

1 o o o 1 o 1 o o 
- .6092- .793li • 

o o 1 1 1 1 o 
- .8920 + .4520i o 1 1 1 o o 1 2 1 
- .8920- .4520i o o o 1 o o o 1 o 
-1 

... ... 
;"'I 



a.5) • J>.: 
/. ., /' .. (•) ./ '· ·-1 o o o o o -1 o o o p=l.4250 

-1 o o o o -1 o o o .7018 
o o -1 o o o -1 -1 o o .W86 + .80lli 
o o o -1 o o o -1 -1 o .5986 - .8011i 

/• o o o o -1 o o o -1 -1 - .3737 + .9275i 

j>-:.-:-r~' •= o o o o o -1 o o -1 o 
- .3737 - .9275i 

1 1 1 o o o 2 1 o o 
- .7882 + .6154i • • o o 1 1 o o 1 1 1 o 
- .7882 - .6154i 

& 

o o o 1 1 1 o 1 2 1 
-1 o o o 1 o o o 1 o 
-1 

a.6) i 
7\ 

.. (;) 
.& ¡-· _, _, _, _, -·1 p=2.6180 

·*·· 
1 o 1 1 1 1 .3821l 

1 l o l 1 1 -1 
•= 1 1 1 o l 1 -1 

•• •• 
1 1 1 1 o 1 -1 

1 1 1 1 1 o -1 .. .. 
!X' 



a.1) i.: j 

i --·-·-·--· 

r r . ....... __. . .,_...__...,_.. 
S • & T • , 

b) No árboles . 

b.l) 

b.2) 

.. 
A:~ .t.~3. • • • t 

~ 
"& 

~ 

.. 
r:-.. 
t~Z. 

.... 

-·~ ...._• 

-~ ... -....,.., 

-1 o o o 
o -1 o o 
o o -1 o 
o o o -1 

•= 1 1 1 o o 
o 1 1 o 
o 

cl.esp( A) = l. 

•=(-f1 l'-~1) 

cl.esp(.1) = 1 (ver (8.9)). 

(-1 -1 -2) •= 1 o 2 
2 2 3 

-1 

-1 -1 -1 o 
o -1 o o 
o o -1 -! 

1 1 1 o 
1 1 1 

"(f) 

p=l.4013 

.7136 

- .1271 + .9919i 

- .1271- .9919i 

- .5000 + .8660i 

- .5000 - .8660i 

- .9304 + .3665i 

- .9304 - .3665i 

"(\t) 

P--(2-l')+~ 
2 

p-• -(2-t')-~ 
2 

"(!>) 

p=2.6180 

.3820 

-1 

... ... 
!" 



• 
b.3) ~-6. cl.esp(~) = 1 (ver (8.9)). 

cr(;) . • ¡-· _, _, _,] p=2.3692 

~ 1 o 1 2 .4221 
;= 1 1 o 1 

- .8956 + .4448i 
1 1 2 2 

- .8956 - .4448i 

b.4) bó-¡¡ cl.esp(~) = 2 (ver (8.9)). 

·-· 
cr(;) 

¡-· . _, _, -·¡ p=2.0810 
b.4.1) • .. " ·-- o -1 o -1 -1 .48-05 

!--J !!= 1 o o 1 1 - .7808 + .6248i 
1 1 1 1 2 

- .7808 - .6248i 
1 1 1 2 1 -1 

cr(-) 

~-.¡-( ¡~· ~· -: ~· ~'] 
p=2.2966 b.4.2) 

.4354 
!!= o 1 o o o - .3660 + .9300i .-\ o o 1 a 1 - .3660 - .9300i 

1 1 2 2 2 -1 

... 
~ p 



b.5) A: /"""-

·-\ i 
cl.esp(.ó.) = 2 (ver (8.9)). 

·-· "(•) 
-1 o -1 -1 o -1 p=l.9878 • 

h.5.1) . /º'-. o -1 o --1 -1 -1 .5031 
1 o o 1 o 1 - .3283 + .9446i •-...: ·& •= 
1 1 1 1 1 2 . \_( - .3283 - .9Wii 
o 1 o l o o - .9171 + .3986i • • . n . 

- .9171- .3986i 

• r-· -· -· -· -· _, "(~) 
b.5.2) 

:-{"-·· 1 o o o o 1 p=2.2684 

o 1 o o o o .+!08 

I •= o o 1 o o o .0970 + .9953i .-. n n n 1 o 1 .0970 - .9953i 

2 - .9516 + .3073i 

- .9516 - .3073i 

b.6) ·-0 cl.esp(.ó.) = 3 (ver (8.9)). 

~·> ·-· 
-1 o o -1 -1 -1 o p=l.8832 :-\ o -1 o o -1 o -1 .5310 b.6.1) r\ ., o o -1 o o -1 -1 - .2071 + .9783i 

. I •= l o o o 1 1 o - .2071 - .9783i 

1 1 o 1 1 1 1 - .5000 + .8ti60i -· ... • • n 1 l 1 1 - .5000 - .8660i !>) 

o l 1 l -1 !""' 



•C•l • , ¡-· _, _, _, _, _, _, p=l.9469 ·-· I \ 1 o 1 1 1 1 2 
.5136 

b.6.2) ;-\_¡· 1 1 o 1 1 1 1 
.1196 + .9928i 

•= 1 1 1 o o o 1 
.1196 - .9928i 

• • o o o 1 o o o 
- .8498 + .527li o o 

o o 1 1 
- .8498 - .527li 

-1 

¡!\ r-· -· -· -· -· -· -· "l•l 
1 o 1 1 1 1 2 p=2.2565 

b.6.3) 1 1 o o o o 1 .4432 
~, ¡· •= o o 1 o o o o .3804+ .9248i .-. o o o l o o o .3804- .9248i 

o o o 1 o o 
- .7303 + .6832i 

. - .7303 - .6832i 

-1 

b.T) 
A: -(1 cl.esp(A) = 3 (ver (8.9)). 

._/ 
•<•> 

-1 o o o -1 o o o p=l.83-19 . ¡-,. o -1 o o -1 -l o o .5450 

b.7.1) o o -1 o -1 o o -1 .1457 + .9893i 

... \ _)r o o o -l o -l -1 -l .1457 - .9893i 
•= 1 l 1 o 2 1 o 1 - .3755 + .9268i 

~. O· 1 o l l l l 1 - .3755 - .9268i 

o o l o 1 o o - .9601 + .2796i 
o l o l l - .9GOl - .279Gi ... 

~ 



-<•> 
-1 -1 -1 -1 -1 -l -2 -2 

1=l.92M ¡-, 1 o o o o l l l 
.5190 

b.7.2) o 1 o o o o o o 
.3984 + .9172i ;-\ r o o l o o o o o 

•= o o o .3984- .9172i 

~· 
o .o o 1 o 

- .6852 + .7284i 
l 1 1 1 l o l 1 • - .6852 - .7284i o o o o l l l l 

o o o o l o - .9361 + .35l6i 

- .9361- .3516i 

-l o o o o o o -l O'(fl) 

_¡--'·· o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 p:2.2512 
b.7.3) o 1 o o o o o l .4442 

s \ 1 o o 1 o o o o o .5538 + .8326i 

~· 
-= o o o 1 o o o o .5538 - .8326i 

o o o 1 o o o - .4317 + .9020i 

o . o o o 1 o o - .4317 - .9020i 

- .9699 + .2437i 

- .9699 - .2437i 

b.8) .~. 

ª-( ) cl.esp(A) = 4 (ver (8.9)). 

'-.../ O'(fl) 

-1 o o o o -l o o o p=l.7816 

-1 o o o 
~ 

-1 -1 o o .5613 
o o -1 o o -l o -1 o .2353 + .9719i 

b.8.1) T'\ o o o -1 o o -1 o -l .2353 - .9719i 
•= o o o o -l o o -l -l - .9068 + .4216i ;-.·v: 1 1 1 o o 2 1 1 o - .9068 - .4216i 

o 1 o 1 o 1 1 o l i .... • • o l o 1 l o l 1 !>) o -i "' ' o o o 1 1 o 1 1 1 
-1 



1r(f) 

• -1 o o o o o o o -1 p=l.8098 

b.8.2) 
.,.,... ........... 

o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 .5526 I \ o 1 o o o o l 1 1 .4129 + .9108i 

z-\ r o o 1 o o o o o o .4129 - .9108i 

•= o o o 1 o o o o o - .3398 + .9405i 
i--..../1 o o o o 1 o o o o - .3398 - .9405i r 

1 o o 1 - . 7542+ .6566i 

- . 7542 - .6566i 

-1 

cr(•) 

-1 o o o o o o o -1 p:l.9165 

• o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 .5218 
b.8.3) ,.,.,... ............ o l o o o o o 1 l .5693 + .8221i :--{ \ o o l o o o o o o .5693 - .822li 

p= o o o 1 o o o o o 
- .4101 + .9120i 

.--....~ o o o o 1 o o o o - .4101- .9120i 
o o o o o l o o o 

- .8783 + .4781i & 
n ' ' ' ' ' ' n ' - .8783 - .4781i 

-1 

-1 o o o o o o o -1 C1(•) 
b.8.4) y~, o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -2 p=2.2489 

o 1 o o o o o o 1 .4447 ......_. .. o o l o o o o o o .1Hi49 + .7470i 

l '\ ' •= o o o 1 o o o o o .6649 - .7470i 
~ ...... /• o o o o l o o o o - .1649 + .9863i • . . . . . l o o o 

- .1649 - .9863i 
o 1 o o 

- .8468 + .5320i ... 
- .8468 - .5320i ~ 
-1 
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b.12) 

6:<~ cl.esp( 11) = 2. 

.¡;¡ 

l ¡-· _, _, _,] p=4.7913 • 
.2087 l•(l)· l o l 1 

b.12.1) ;= 1 2 2 3 -l 
1 2 3 2 -1 • 

l ..¡;¡ . ¡-· _, _, -·i b.12.2) 

··(l)· 1 o 1 2 
p:S.2745 

•= 1 2 2 3 .1896 

1 1 3 3 - .7321 + .6813i . • - .7321- .6813i 

b.13) t.:<¡' cl.esp( 11) = 2. 

i/º 
.. ¡;¡ . 

¡-" " _, -·1 
p =3.7321 

• o -1 o -1 -1 .2679 
b.13.1) 

1·~t>· •= o o -1 -1 -1 -1 

1 1 1 2 3 -1 . 1 1 1 3 2 -1 1 

"(•) 

' ¡-· . _, _, _,] /º p =4.6116 
b.13.2) ·· ... }~·1 o -1 -1 -1 -2 

.2168 

!1' •= 1 1 1 1 3 
- .4142 + .9102i .... o o 1 o o 1.:1 ' - .4142 - .9102i ? 1 1 2 3 4 
-1 



b.14) b;. ·-· IXI ·-· 
··-·' lXl 
.·~·. 

b.15) A: ·=·=-· 

:==:::=¡ 

cl.esp(..:l) = l. 

r -1 -2 -·i 1 o 1 2 

4>= 1 2 2 5 

1 2 4 6 

cl.esp( A) = l. e -2 -2

1 4>= 2 3 4 

2 4 3 

11( 4>) 

p=S.7946 

.1137 

- .9542 + .2993i 

- .9542 - .2993i 

11( 4>) 

p=3+2v'2 
3-2"'2 

-1 

... 
!,:) 

~ 
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Relaciones del radio espectral de .¡,,. con el género. 

8.11. Los siguientes resultados fueron motivados por la siguiente pregunta de O.Kerner: 

Sean A= k[.&J una k-álgebra hereditaria salvaje y g(A) el género de 6.. 

¿Se cumplirá siempre que J(~~» :;; 2? 

La respuesta es: No siempre, de hecho :lt}) puede ser tan grande como quera­

mos. El siguiente contraejemplo aparece en [PT3]: 

Tomemos cubiertas finitas de Galois de &, de la siguiente forma 

.K: !\ 
&~.~ u il f( . . 
~b· u u -~ 

V 
Pongamos A = k[KJ y /l. = k[.Ó.]. Por (8.3), tenemos que p(.P¡.) = p(t/¡,.) 

7+4v'3. 
· • - • - 1 - .s.@_ l<iolTa Ademas, g(Lli.) =genero de 6. = 6.0 1 +l. Luego, (~-) = 

7 4 3 
-:-----' oo. 

P A + l~ol-oo 

En particular ¡f/i¡ > 2, para ILiol :2: 32. 

Lo que se puede decir es lo siguiente: 

8.12. Teorema [PT3]. Sea /l. = k[&J una k-álgebra hereditaria, de tipo de 

representación infinito. Definamos g(Lli.) :=género de A. Entonces, 

g(LJ.) < ILJ.ol. 
p(.P,.) - 2 

Demoatración: a) Cuando /l. es mansa: p(if¡,.) = 1, g(A) :5 1, y IAol ;:: 2. Entonces el 

resultado se satisface trivialmente. 

b) Para el caso salvaje: 

b.1) Si A es árbol, g(A) =O. 



12!>. 

b.2) Sea Ó.1 C J. el subcarcaj pll'uu el .. J. ""u A~= {1• E A 0; <lc•g (") > 1). 

Como A es conl'xo, A' tambií-11 lo C'H, Acll'llUÍH, g(A) = g(A') y por (5.4.2), 

p(,P,.,) :5 p(,P,.), donde A'=~·[&']. Lul'go, 

l~~I < IAol 
y 2--2-· 

Por lo que, basta considerar carcajes sin "pelos" (i.e. sin vértices de grado 1). 

En adelante, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A no tiene 

vértices de grado l. 

8.12.1. Observemos que 

pues tomemos un árbol conexo, T, que contenga a todos los vértices de A, entonces 

ITd = IAol - l. Ahora, cada arista de A1 que agreguemos a T nos forma uno y sólo un 

ciclo, entonces 

8.12.2. 

Además, como IA1 I = ~. ¿ cleg (i) :5 MajAol se tiene 
rEAo 

( ") (MA - 2)1Aol + 2 
gw.:5 2 . 

Por (8.9.2) y (8.12.1), no es difícil demostrar 

. > 1 
Sl q _ 2· 

Observemos que (8.12.2) no se da, si por ejemplo 

i) q = ! y MA 2:: 3. 
ii) q = } y MA 2:: 4. 

Pero si MA = 3, IAol 2:: 6, entonces q = } sirve para (8.12.2). 

o 



9. LA CATEGORJA modk[&J DE UNA k-ÁLGEBRA HEREDITARIA SALVAJE 

Ya. hemos visto en el capítulo 5 la. estructura del carcaj de Ausla.nder-Reiten de un 

álgebra. A = k[&J y otras de sus propiedades; el siguiente paso es conocer más so­

bre los módulos inescindibles. Podemos plantear por ejemplo las preguntas: dado 

un inescindible cuándo es postproyectivo, regular o preinyectivo; cuándo un vector 

z E N~º es un vector dimensión de un A-módulo inescindiblc; si X es un A-módulo 

inescindible y tomamos los vectores dimensión de su r-órbita (.dim Tm X)meN cuál es 

su crecimiento, ... 

Para. la. consideración de estos problemas, las principales técnicas que usaremos 

son el estudio de las propiedades espectrales de las matrices de Coxeter (en particular, 

su radio esepectral; ver capítulos 7 y 8) y las cubierta.• de Galois. 

Como antes: 

Sea & un carcaj conexo y finito. Supongamos que A = k(.Ó] es una k-álgebra 

hereditaria Mlvaje, y B es una k-álgebra oculta de tipo & (B es oculta-salva.je) (ver 

capítulo 5). 

Recordemos que p8 := p(,P8 ) denota el radio espectral de la matriz de Coxeter 

de B, rA := p(A~) el radio espectral de la matriz de adyacencia de 6. (ver capítulos 2, 

7 y 8), y {x, y) 8 = xC¡jT yT la forma bilineal asociada. a B. 

Para. simplificar, denotaremos por p8 = p, ,P8 = ,P, {-, -) 8 = {-, -), r8 = T, 

Yt = y+, ... , a menos que pueda haber confusión. 

9.1. Caracterización de la posición de los E-módulos inescindibles en el 

carcaj de Auslander-Reiten. 

Retomando (5.7). Un problema importante en la teoría de representaciones 

ha sido el buscar criterios para decidir si un E-módulo inescindible es postproyectivo, 

regular o preinyectivo, para el caso de un álgebra oculta B. 

En el caso de tipo de representación finito, sabemos que todo módulo inescindible 

es postproyectivo y preinyectivo (ver (5.5)). 

En el caso manso, existe una función defecto 8: K0 (B) -+ Z tal que si X es 

un E-módulo inescindible de dimensión finita, entonces X es postproyectivo, regular o 

preinyectivo sii 8(illm X) < O, = O ó > O respectivamente. 
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Aquí estudiaremos el caso 8alvaje. 

Baer introdujo un conjunto de funciones defecto aJ, donde S corre sobre todo8 

los B-módulos regulares inescindibles y j E Z, obteniendo una caracterización de los 

módulos postproyectivos, regulares y preinyectivos, similar al caso manso. 

El siguiente resultado es una generalización del teorema [PTl, (2.2)). 

Teorema, Sean B una k-álgebra oculta salvaje de tipo Li y X un E-módulo inescin­

dible, entonces: 

a) X es postproyectivo sii (y-, dim X) < O. Más aún, si X no es post proyectivo 

(y-,dim X)> O. 

b) X es preinyectivo sii (dim X, y+) < O. Más aún, si X no es preinyectivo 

(dim X,y+) >O. 

c) X es regular sii (y-,.dim X)> O y (dim X,y+) >O. Donde 1p-1(y-) = py­

y ,P(y+) = py+, con y->> O, y+>> O. 

Demo8troción: El caso: B =A= k(Li]. 

Recordemos que por (7.6), existe y- E Kp, único salvo múltiplos, tal que 

y- >>O, ,p-'(y-) = py-, P := p(,P) = p(,p-'). 

9.1.1. Supongamos que X E P es un inescindible postproyectivo, entonces existen 

m ;:::: O, s E Ao tales que film X = ,¡.-m(lli.m P8 ), donde P8 es el proyectivo 

en s, ver (5.4.1) y (0.10.3). Entonces por (0.8), (y-,dim X) = (y-,pm,dim Ps)= 

-p-my-(s) <O, ya que y- >>O. 

Ahora supongamos que (y-,.dim X) < O. Como y- E J(p, Kp el cono post­

proyectivo de A (1.4), entonces existe una sucesión (um)meN• um = f µ¡m)dim V¡(m) 
1=1 t 

con V:,.Cm) E P y µ<,.m) > O tal que y- = lim Um. 
m-oo 

Como O > (y-,film X) = .J!!p.
00

(um,lli.m X), entonces existe m tal que 

O> (um,.dim X)= f µ¡m)(dim V¡(ml,dim X). 
•=1 

Luego, existe 1 :5 j :5 lm con 
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De aquí se sigue que Ext~ (V¡(m) ,X) .,¡,O, y como V¡(m) es postproyectivo, tam­

bién lo es X. 

9.1.2. Si X es preinyectivo, entonces existen m ~ O, s E 6 0 tales que film X = 
r/>~(dim Q6 ), donde Q6 es el inyectivo inescindíble en s. Con un razonamiento análogo 

al anterior, obtenemos: (y-,dim X)A = (y-,¡,r,dim Qa)A = p-my-(s) >O. 
(o.s) 

9.1.3. Si X es regular. Supongamos que (y-,film X)A =O. Podemos suponer que 

tiene dimensión mínima entre los módulos regulares con esa propiedad. En este caso, 

i) X no tiene submódulos regulares propios. 

Supongamos que O f Y e X, y Y es regular, entonces O-+ Y<--+ X-+ C-+ O 

es exacta y CE add ('R.UI) (i.e. C no tiene sumandos postproyectivos). Entonces, por 

lo anterior, 

0 :5 (y¡ ,sfun Y)A = (y;\ ,!fun X)A - (Y,\ ,!fun C)A =-(y¡ ,film C)A :5 O 

y (Y,\, mm Y) A = O. Luego, X = Y (por la minimalidad de X). 

Mostraremos ahora: 

íi) Existe O f m E Z y O f f E HomA(r;mx,X). Siguiendo una idea de 

Ringel, ver (Bal, (1.1)]. Denotemos por L := .ED r;•ix, donde n = j60 j. Por (5.5), 
1=0 

r;•ix ~ r;•ix, Vi f j. Además, Ext~(L,L) f O, pues si Ext~(L,L) =O, como A es 

hereditaria, tenemos que Les un A-módulo parcial de tilteo (5.8.1), luego por (5.8.1.,8), 

n + 1 = !{clases de isomorfía de sumandos inescindíbles de L}I ::; n, obtenemos una 

contradicción. 

Por lo tanto, O f Ext~(L,L) ~ DHomA(L,rAL) (la fórmula de Auslander­

Reiten (Rl, 2.4.6]), donde D denota la dualidad usual D = HomA:(-, k). 

Entonces O f HomA(L,rAL), así encontramos r,e E {O, •.. , n} y un morfismo 

o f f 1:r;'"x-+ r;:2t-1x. 

Como TA es una equivalencia entre módulos regulares, entonces existe 

Off: r!(t-r)+t X·-+ X, 

con f no iso, pues 2(i- r) + 1 f O. Definamos m = -2(i - r)- l. Así, tenemos 
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como se afirmaba en (ii). 

Como O 1 lm f e X y r¡mx -+ Im f -+ O, entonces por (i) y (5.5), 

Im f E add (7l) y fes un epimorfismo propio. Sea O f K = Ker f E add ('PU 'R:), por 

(5.5); consideremos la sucesión exacta 

O-+ K -+ r;:m X -+ X -+ O. 

Entonces dim X = rlim r:;' X + ef>:;'(rlim K). 

Como (y¡,ilim r:;'Xh =O, pues X lo cumple y (0.8). Por minimalidad de 

X, dim.1:r:;'X ;:=: dim.1:X. Por tanto, ef>~"(dim K) tiene alguna coordenada negativa. 

Entonces, K tiene algún sumando directo postproyectivo no trivial y m > O (pues 

K E add ('PU 7l)). 

iii) Sea K = Kp ffi Kr, con O i' Kp E add 'P y Kr e add 7l. Se demostrará que 

Kr =0. 

Como TA preserva monomorfismos [Rl, pág. 73] y Kp f O, entonces r';'Kr C X; 

y por (i), r';'Kr =X ó Kr =O. 

Si rJ:' Kr = X, entonces dim Kr = ilim r¡m X. Pero Kp f O implica que 

dim.1:r¡mx = dim.1:Kr < dim.1:Kp + dim.1:Kr ~ dim.1:r¡mx, una contradicción. 

Por lo que Kr = O. 

Como Kp E add 'P, por la primera parte de la demostración se tiene 

y se obtiene otra contradicción. 

Por lo tanto, (y¡, dim X) A > O. 

La demostración de (b) es similar a la de (a)¡ (c) se sigue de (a) y (b). 

9.1.4. El caso general cuando B = EndA(T) es oculta salvaje de tipo 3. se sigue de 

(5.9 - 5.9.4). Por ejemplo, sea X un B-inescindible postproyectivo, entonces 

X= HomA(T,M) para algún A-inescindible postproyectivo ME Q(T) (notación como 

en (5.8.5)). Entonces 

(y;,dim X) 8 = (y¡,ilim M)A <O, 

por (5.4) y (5.8.6), donde Y"jj = y¡aT. 

Recíprocamente, si X es un E-módulo inescindible tal que (y"jj,dim X)8 <O: 
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Si X = HomA(T,M) con M E g(T), entonces (y;,i:!.i.m M)I\ < O y Mes 

postproyectivo. Entonces, X es postproyectivo. Si X = Ext~(T,M) con ME :F(T), 

entonces (y;,dim M)I\ = -(rr,rlim X)> O. Entonces M no es postproyectivo, una 

contradicción. El resto de la prueba es similar. O 

9.2. Teniendo el resultado anterior faltaría saber cuándo un vector de coordenadas 

naturales es vector dimensión de un E-módulo inescindible. Este problema fue resuelto 

por Kac, quien demostró que el conjunto de vectores dimensión de los módulos inescin­

dibles de un álgebra hereditaria A es exactamente el conjunto de las raices positivas de 

su forma cuadrática ql\, ver (0.8). 

Sea A= k[&J una k-álgebra hereditaria de dimensión finita, donde k es un campo 

algebraicamente cerrado. Diremos que z E Nd0 es una raíz po•itiva de ql\ si ql\ ( z) ~ l. 

(Estas se dividen en raice• reale• (qA(z) = 1), y raice• imaginaria• (ql\(z) ~O)). 

Teorema [Kcl]. Sea A = k[&] k-álgebra hereditaria de dimensión finita. Entonces 

existe un A-módulo inescindible de dimensión a E Ndo sii a es raíz positiva de qA. D 

9.2.1. Ob•ervación: El caso en que B es una k-álgebra oculta de tipo E se deduce de 

(5.9.4) y el teorema anterior. 

9.3. El "número de crecimiento" de un módulo. 

El radio espectral p8 = p(</>8 ) de </> 8 coincide con el "número de crecimiento" 

de cualquier módulo inescindible postproyectivo o preinyectivo. 

Proposición [DIR2]. Sea B un álgebra oculta salvaje de tipo&. Sea X un E-módulo 

inescindible postproyectivo, entonces 

La siguiente demostración se basa en la de (DIR2]. Completamos (J.A. de la 

Peña y yo) algunas lagunas. 
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Demo•lración: Por (7.1), sabemos que p8 = p(<!>.81 ) = p(,P8 ) E a(4>.B 1) es valor propio 

de </>"i/· Sea l.ó.ol = n. 

Observemos que basta mostrar el resultado para proyectivos inescindibles, pues 

donde X = r-l P, f. E N y P un B-proyectivo inescindible. 

Sea Pt el B-proyectivo inescindible en t E .ó.0 • Por (5.4.1), tenemos que 

dim r-m Pt = ¡;q,;m, con¡;:= dim P¡. Queremos calcular el limm-oo y/lfi.Pfjml, donde 
n 

lv<P.Bml := .E (P<l>.Bm)¡ = dimkr-m Pi. 
•=t 

Primero demo•traremo• el re•ultado para B =A = k[LS.J. 

Sean e = { e1' ... 'en} una base de en y V E en un vector cualquiera. Denotamos 
n n 

por lvle := .E lvf I, donde v = .E vfe¡. 
•=1 •=• 

Notemos que si e= {c¡, ... ,cn} es la base canónica, J¡.;q,;m¡c = J¡;q,;m¡. 

Procederemos como sigue: Primero veremos que lim y/J¡;.p8-m¡e no depende m-oo 
de la base e, y luego construiremos una base adecuada J que permite un cálculo explícito 

de lim rj¡¡;.p-m¡J. rn-oo B 

9.3.1. Sean e= {e1, ... , e11 } y/= {ft, ... ,/n} dos bases de en. 

Se afirma que existen a, b E R+ tales que aJvJf :5 lvJe :5 bJvJf, para todo v E en. 

En efecto, si f¡ = EJ=t a;jc;, a¡j E e, entonces vj = .E v{ a¡;. Así, 
a=t 

donde a = rr¡a,x Ja¡j J. 

'·' 
Además, lvle :5 nalvJf. Similarmente, existe /3 E R+, lvJf :5 n,BJvle· Entonces 

;bJJvJI :5 Jvle :5 naJvJf. 

9.3.2. Sea (vm)meN una sucesión de vectores en en. Entonces 

lim y'Jvmle = lim r/lvmJf. m-oo m-oo 

(En efecto, basta aplicar (9.3.1) y ,J!!p.
00 

o/a= 1, a 1' O). 
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8.3.3. Sea J ={e¡;; 1 Si S q, 1 S j S n¡} una base de Jordan de en con respecto a 

la cual q,¡;• es el producto de q matrices de Jordan de n¡ x n¡ de la forma 

., • O l ·con -'1 = p8 

,\¡ ,\¡ 

(i.e. e¡;</J¡;1 = ,\¡(e¡; + e¡,;_1 ) y e¡,0 := (O, ... , O)). Tal base existe pues si {f¡;} es una 

base correspondiente a la forma canónica de Jordan de ,P8 (i.e. /;;</J81 = ,\;f¡; + /;,;-1 ), 

tómese e¡; = .\j(n¡-j) /;;. Donde p8 = -'1 ;::: l-'21 ;::: · ·. ;::: l-'ql· 

8.3.4. Escribamos 

Entonces 

¡; = E 0t¡;e;;. con Otjj E e, 1 si ~ n¡, yl ~ i ~ q 
(i,j) 

P-.1.-m - ~ Ot· -,\'!'[e .. + (m) e· . + ... + (m) e· . + .. ·] 't'B - ¿_,,.,,,, •J 1 •J l 111-1 8 1,1-a 
(i,j) 

donde {'!') son las combinaciones de m en s, y e;,h := (O, ... , O) si h S O. (Esto se 

demuestra fácilmente por inducción). 

9.3.4.1. Ahora, tomemos d = m!!Xd(,\¡), donde d(,\¡) es el tamaño del mayor bloque de 
1 

Jordan de </J;1 con valor propio,\¡ (notemos que tiene a lo más d sumandos). Denotemos 

por sm := ('d)· 

9.3.5. Si s S d, para m > O suficientemente grande, .~ ('!') ~ l. 
(En efecto: sis, d, m E N son tales que m;::: 2d-1 y d;::: s, entonces (':/) ;::: ('!'). 

Demostración: (':;) ;::: (';') sii s!(m - s)!;::: d!(m - d)! 

sii (;:::~~¡ ;::: d(d- 1) · · · (s + 1) 

sii(m-s)(m-s-1) .. -(m-d+l) ~ d(d-1) .. -(s+l). 

Si m ;::: 2d - 1, entonces m - d + 1 ;::: d y también 

m - s ;::: m - s - 1 ;::: · · · ;::: m - d + 2 ;::: m - d + 1 ;::: d ;::: d - 1 ;::: · · · ;::: s + 2 ;::: s + 1, 

de donde se sigue (':/) ;::: ('!')). 



137. 

8.3.8. ClarB1J1ente, limm-+oo vs;;;- = l. 

Ahora, si¡;= E o¡;e;;. con o¡; E Ces la expresión de¡; con respecto a la base 
(i,j) 

J = {e¡¡}(í,j)• calculemos lpt/>¡¡m¡J para m suficientemente grande: 

8.3.'T, Para m >O suficientemente grande y s :5 d, tenemos: .~ ('.:') :5 1 y 

¡¡;,p-m¡J >.¡ m e¡· 1 m 1 m 

1 I

J 

~ = Lo:¡;(-) [:!l.+ -( )ei,j-1 + ·· · + -( )ei,j-• + · · ·] 
sm>.1 (i,j) >.1 Sm Sm 1 sm s 

l
>.·¡m 1 (>.•)mi :5 E E 1°1kl >.' :5 E a;; >.' d. 

(9.3.5) (i,j) (;,k) . 1 (9.3.u) (i,j) 1 
n¡~k?;J 

9.3.8. Entonces, 

pues lim m-+OO E 1°1;1 jf,-¡m d :5 l. 
(i,j) 1 

Por lo tanto, ,J!!p
00 

y'lv.P,;mlJ :5 >.1 = p8 • 

9.3.8.1 Observemos que si o:1; 'f O para algún t' :5 j :5 n., entonces (pues >.1 ;:::: !>.;!, 

para toda i). 

lim m 't'"' l0t"I l>.;lm d =l. 
m-+oo ¿_, IJ ,\1 

(i,j) 

9.3.9 Por otro lado, como {.dim P;};eAo forma una base para Rn, entonces existe P;
0 

el B-inescindible asociado a io E do tal que o:~1 'f O con Po= .dim P;0 = E a~1·e;;. . ~~ 



Por (9.3.8.1), .J!p
00 

'r/liio~;mrJ = Á1 = Ps· 

S~a i1 e Ao adyacente a i0 en .5.. Entonces, 
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Como .5. es un carcaj conexo, tenemos que lim .,.¡dimtr-mp = Á1 = p8 , para m-oo V' 
todo B-módulo proyectivo inescindible P. 

Luego, por (9.3.2.), 

p8 = lim refdimtr-mx. m .... oo 

Para B = EndA (T) un álgebra oculta salvaje de tipo .5., el resultado se sigue de 

(5.9.4). o 

9.4. Lema. Sea A= k(.5.J k-álgebra salvaje, con n = l~ol· Denotemos por 

zij:=dimtr-mP;(i), P; eselproyectivoenj; j,iE~; y 

qfj := dimtrmQ;(i), Q; es el inyectivo en j; j, i E A0 • 

Denotemos por P; := dim P;, q; := dim Q;. Entonces 

a) Para todo i,a-+ ten .5. y~ EN, 

zr,' S z;:-1 + zl: 
zl: S za' + zr,'+t 

qn' s qr: + qr,'+t 
q¡: s q;¡a-1 + qn' . 

b) PBl'a todo t,i E~ y m EN, 9f¡' = z¡¡'. 
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Demo•tración: (a) se sigue de.las propiedades del carcaj de Auslander-Reiten de A. En 

efecto, si 

/' '\, 
X 

/' 
Etx 

representa el subcarcaj de r A determinado por las flechas que llegan al inescindible X. 

entonces film X+ illm rAX = )-:: film E¡¡ además, si s -+ t E .&i. entonces indicando 
•=• cada módulo con su dimensión en i, tenemos: 

p,(i) zJa z~ z!"+• 
18 

/' '\, /' '\, /' '\, /' '\, /' '\, e P" 
p¡(i) zl1 zl1 zW z¡;i+1 

y 

q¡,* q¡¡' qlt q1(i) 

/' '. /' '\, /' '\, /' '\, /' '\, e I" 
q!"+I 

18 q~ ql. ql. qs(i) 

= (ili.m P1,dim rJ:.'Q¡)A = qf;'. o 

9.5. Continuamos con el estudio del comportamiento de las r-órbitas de módulos ines­

cindibles X. En el caso en que .& tiene orientación fuente-pozos se puede obtener un 

resultado más preciso sobre el crecimiento de la sucesión de vectores (dim rm X)meZ· 

En esta sección supondremos que B es álgebra oculta de tipo .&; .& con orien­

tación fuente-pozos y l.ó.ol = n, (ver (7. 7)). 

Teorema [PTl]. Sean B álgebra salvaje y X un B-módulo inescindible. Entonces: 

a) Si X es postproyectivo o regular, lim filmp¡;~mx >..xy- para algún número Ax>O. 
m-oo 8 

b) Si X es regular o preinyectivo, lim !.l.imp;.mx = >..1y+, para algún número >..1 >O. 
m-+OO B 

Observemos que no hay una contraparte para el caso manso de este teorema. 

Antes de demostrar este resultado, veamos un poco más del comportamiento de t/>8 • 
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9.8. Con lBB hipótesis de (9.5). Sea y"t; =: 11+ = (1111 ••• ,yn) >>O, vector propio de 

<P8 =: ti> con valor propio p := p8 , ver (7.6). 

Sea D la matriz diagonal de n x n: D = !!!!g (111 , ••• , Yn) y definamos 

Observemos que (1, l, ... , 1) es un vector propio de P con valor propio l. Más. 

aún, det (..\1 - P) = p\rdet (>.pl - ,P8 ). 

Por (7.9), tenemos que P satisface las siguientes propiedades: 

a) 1 es una raíz simple del polinomio característico de P. 

b) Si>. E a(P), valor propio de P, y>.,¡, 1, entonces i>.I <l. 

En (Gm, cap. XIII], Gantmncher demuestra que una matriz P satisfaciendo (a) 

y (b) tiene la siguiente propiedad (él sólo lo enuncia para matrices estocásticas, pero la 

prueba es más general). 

Lema (PTl]. El límite P 00 = 9!!_~ P9 existe. Cada renglón de P 00 es un múltiplo 

real del vector (1, ... , 1). 

Daremos sólo un bosquejo de la demo•tración: 

Sea m(x) = (x - l)(x - >..)'"2 ···(x - >.,r• el polinomio minimal de P, donde 

i>.;I < l. Sea C(x) la matriz adjunta reducida de xl - P ((Gm, cap. IV]). Entonces, 

por (Gm, cap. V], 

pq = c,(l) + t--1- [C(x) (x - >.;r•x9] (m;-1) 
m (1) i=l (m¡ - l)! m(x) .,=~; 

Por la propiedad (b), lim pq = CJ(ll)) existe. q-oo m 

Además, P 00 P = P 00
, esto es, cada renglón de P 00 es un vector propio de P 

con valor propio l. Por )a propiedad (a), obtenemos la segunda afirmación del lema. O 

9.T. Demo•tración del teorema (9.5): Por (5.9.4), nos basta con~iderar sólo el cBSo 

hereditario B = A= A•[.&]. 

Demostraremos (b), la prueba de (a) es similar. 

Sea X un módulo regular o preinyectivo. Sea V = rum X. 
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Definimos P como en (9.6), p = p,., r/i = rfi,.. Entonct•s 

lim vr/im = lim vD- 1PmD = vD- 1P 00D 
m-oo pm rn-oo 

existe. Un cálculo muy sencillo demuestra que 

11 

vD- 1P00D = A;y+, con A;= Ev(i)a;y¡' 
i=• 

donde a¡ es el valor constante del i-ésimo renglón de P 00
• 

Claramente, A; 2: O. Más at'm, 

9.8 x;(y-,y+) = (y-,A¡y+) = limm-oo~(y-,vr/i"') 

= limm-oo )n (y-.¡,-m, v) = (y-,v) 

qrte es positivo, (9.1.a). Entonces Aj >O. 

Observación: 

ver (9.8). 

A;= (y-,dimX)/(y-,y+) 

X~= (di.m X,y+)/(y- ,y+) 

Además, de (9.5) resulta que la propos1c10n (9.3) (que dice: p8 

,J~00 y'dimA:r¡mx) es válida también para módulos regulares. Cabe observar que 

de este teorema se sigue (9.3) pero no al contrario¡ ver también [Z2]. 

9.9. Para finalizar este capítulo daremos una serie de aplicaciones de los resultados 

anteriores. Por lo que resta del capítulo, sea A = k(Ll] una k-álgebra hereditaria salvaje 

y.& con orientación fuente· pozos, l6ol = n, p,. = p, r,. = r, ... 

La siguiente proposición incluye resultados conocidos ([Ba2], [K2], [Bal]) ver 

(5.6.2, 5.6.3), pero nuestras demostraciones usan las técnicas anteriores y son mucho 
más simples¡ en algunos casos, hemos obtenido resultados más precisos, ver [PTI]. 

Homomorflsmos entre módulos regulares. 

Proposición ([Ba2], (K2]). Sean X, Y A-módulos inescindibles regulares. Entonces 

existe un número NEN tal que para cada m 2: N, tenemos: 

a) HomA( r¡m X, Y) f O 

b) HomA(X, r-my) =O. 

o 
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Demo~tración {PTJ}: a) Como X, Y son ambos regulares, utilizando (9.1) y (9.5) 

tenernos que 

Por (0.8), tenemos que HomA(r-mX, Y),¡, O, para m suficientemente grande. 

b) Por inducción sobre dim.1:Y. Distinguiremos dos casos: 

i) Y no tiene submódulos propios regulares (por ejemplo, si dimkY es minimal). 

Supongamos que el resultado no es verdadero, entonces existe una sucesión creciente 

(m¡);eN en N y morfismos O 1' /¡ E HomA(X, r-m;Y). Por (9.5), no toda/¡ puede 

ser sobre. Entonces para algún j, lvfj = Im fj es un submódulo propio regular de 

r-m;y, Como r preserva monomorfismos ([Rl, pág. 73]) y ambos módulos son regu­

lares, r"'iMj ...::... Y, es un iso, lo cual implica que Mj...::... r-m;y, una contradicción. 

ii) Sea Y un módulo regular arbitrario y sea S un módulo regular sin submódulos 

propios regulares. Entonces, por (i), 

9.9.1. HomA(X, r-"'S) =O, para cada m ~ N 1 • 

Ahora, por (a), podemos encontrar l!EN y un morfismo O~/ EHomA(r-1Y, S), 
donde f es epimorfismo, pues S no tiene submódulos regulares propios no triviales. 

Consideremos la sucesión exacta 

o --+ /( --+ T-ly L s --+ o. 

Sea K = Kp ti) Kr, donde Kp (resp. Kr) es una suma directa de módulos 

postproyectivos (resp. regulares). Ahora, rll(r ~ Y submódulo propio de Y, pues si 

r 1Kr =Y, entonces Kr = /( = r-ly y f =O, contradicción. 

Por hipótesis de inducción, 

9.9.2. HomA(X,rt-m¡(r) =O, para cada m ~ N 2 • 

Luego, para cada m ~ max{Ni. N2 }, obtenemos una sucesión exacta 

Aplicamos HornA(X, - ) a esta sucesión y obtenemos 

sucesión exacta. 
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Como X En y T-mKp E 'P, por la proposición (5.5), HomA(X, T-mKp) = 

O; también HomA(x,r-mKr) =O, por {9.9.2), y por (9.9.1), HomA(x,r-mS) =O; 

entonces HomA{X, r-(m+l)y) =O, para toda m 2: max{Ni. N 2 }. O 

9.10. Extensiones entre módulos regulares y postproyectivos, 

Proposición [Ba2]. Seguimos con las hipótesis de (9.9). Sea X un A-módulo inescin­

dible regular o preinyectivo. Sea Y un A-módulo postproyectivo. Entonces existe un 

número N tal que para cada m 2: N existe una sucesión exacta c¡ue no se escinde 

tal que Em 1/: add {'P), es decir, no todos los sumandos de Em son postproyectivos. 

Demostración f PTJj: Como en la prueba de {9.9.a), por (9.1) y (9.5) 

O> Ay-(illm X, y-) = lim 2--(rum X, clim r-my), 
m-ooprn --

entonces existen N 1 E N y para cada m 2: N 1 una sucesión exacta que no se escinde 

O--+ r-my--+ Em--> X--+ O, por (0.8). Entonces por (5.4.1.a) y (0.8), 

1 
(y-,rumx) + -;;¡(y-,dim Y)= (y-,llim.Em). 

p 

Como (y- ,dim X) >O por (9.1.a), existe un número N2 2: N 1 tal que para cada 

m 2: N2 , (y-, dim Em) > O, (pues como p > 1, ""'"°PI ---+ O). Por (9.1.a), Em 1/: add ('P).D 
m-oo 

9.11. Mono-órbitas. En [Bal] se demuestra que cuando A es k-álgebra hereditaria 

salvaje, las mono-órbitas siempre existen, ver (5.6.2). Más precisamente: 

Proposición (PTl]. Seas E A0 tal que y+(s) = min{y+(i); i E A 0 }. Entonces, PI 
es una mono-órbita, donde P8 es el proyectivo en s. 

Demostración: i): Sea O#/: Y--+ Z con Y= r-l P8 E PI y Z E 'P. Supongamos que 

f no es inyectiva. Sea E = Im f y consideremos la sucesión exacta 

O --+ J( --+ Y .J.. E --+ O. 
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m 
Sea E = E9 Z¡ la descomposición de E en inescindibles. Entonces, Z¡ E 'P, pues 

i=t 
Z E 'P; y Z¡ = r-t;p•; con t¡ ~ t (por (5.5.c)). 

Entonces, (mm Z¡, y+) = p1iy+(s¡) ~ l11+(.,) = (!lira Y, y+). Luego, 

(dim K, y+) = (dim Y, y+) - (dim E, y+) ::;:; O. 

Por (9.1.b), K debe tener un sumando directo preinyectivo, esto es una con­

tradicción. 

ii) Sea O 1' f:Z-+ Z 1 con Z = r-1p, E P¡, Z 1 = r-1P8 E Pl; entonces por 
(5.5), t ::;:; t. Por (i), f es mono. Sea C = coker /. Para cualquier descomposición 

C = C' Ell C 11 obtenemos un diagrama conmutativo que es producto fibra<lo (o pullback 

(MI)): 
o o 
! ! 

o --+ z --+ y --+ C' --+ o 

11 

! P.F. ! 

o --+ z -L Z' --+ e --+ o. 
Y! ! 
C" --+ C" 
! ! 
o o 

Si C1 es preinyectivo, usando que Y E P como en (i) y el teorema (9.1), obtene-
· mos: 

O> (dim C',y+) =(film Y,y+) - (!lim Z,y+) ~O, 

una contradicción. 

Si C11 es postproyectivo, como Z' E PJ, entonces g es mono y Z = O, otra vez 
una contradicción. o 
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