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CAPITULO 1 
ll'<fRODUCGON 



E:n la act.uali.dad. el consumo de bienes y servicios ocurre en 

ni v.l•s. de dom.anda. sin precedent.e. AdemAs. la sociedad ex.19• que 

t.al•s bl•n•s y servicios sean de gran calidad y de precio accesl.ble. 

Est..os factor•s han roqu•rido de la espec1ali%&ci6n de diversos 

profesionist.as del Aroa. para lograr su cumplimiento en la mejor 

JN.n•r& posible. 

Los ingenieros quirnicos, parLe de est.e conjunt.o de 

profesionist.as. han gonerado una gran variedad de t.6cnicas 

anca.minadas a su .i.roa p.a.rt.icular. Entre ellas dast.aca la simulaci6n 

da procosos con:io herran\ient..a. rundarnent.al en el diseno de equipos y de 

procesos en forma. 1nt..i&gral. 

El presente t..rab.Ajo enroca una de las Are.as de mayor import.ancia 

en la indust..ria quimica: los procesos de separaciOn por et..apas. Se 

anali:a la forma en que se ha venido simulando est..e t..ipo de 

operaci.oncs en las últimas de-cadas CCapit.ulo 2.: Generali.dades). Se 

desarrolla el modelo de la et..ap.a. en equilibri.o CNESlD y se analizan 

l.a.s forntAs que m.A.s se han utili::.ado para resolverlo. Fl.nalment..e 

plant..•a la necesidad de eliminar el concept.o de la ef"iciencia de 

sep.a..raci6n. 

Post.eriorment..e se plant..ean y anali:an. los avances en las áreas 

de modelado de operaciones de separac16n CCapil.ulo 3: Modelo de No 

Equilibrio para la Et...a.pa de S&paración). Se desarrolla el modelo de· 

no equilibrio CNER:Q). que puede t..ambién llamarse modelo de 

transf'erencia lnt.erfacial de m.a..sa y energia. Se reali'Za un ana.lisis 

de la transfer•ncia de ~sa en sist.em.as mult..icomponent..es bajo la 

considerac16n de que la convección es import..ant..•. Est..a desarrollo se 

e~-t..iende al fenómeno simult..~neo de la t.ransferencia da energia. 

Finalment.e. se resume el modelo de no aquili.brio para l.a. et.apa de 

separación. 

Los avances en el campo del arú.lisis numer1co. en parl.icular. en 

el area de solución de sl.st.em.as do ecuaciones no 11.neales se discut.en 
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poster1orment.e CC.ap1 l~to 4: Métodos de Cont.inuac:iOn). Se part.e d•l 

des.arrollo da metod.os de convorgenci.a loe&.! Cde u.so m.uy o•nora.liz.ado 

en el ~ro~ de simulación do proc•sos de s•p.arac16n). Se desarrolla el 

conceplo de cont.~nuac16n y d• los méLodos de homot.op1~. S. plant•a el 

d•s.arrollo del método do homolopt.a de lon9itud de .a.reo dir•rencial. 

Set pl .anl&.a.n y an.a.l l :zan los di f"•r•nt.es ti pos de hornot.opi as y se 

.ana.1tza su a.plic.abilida.d al modelo d• no equil1brio. Al fin•l d•l 

c.a.pit.qlo se propon• un algor!tsno p.a.ra l• a.pl1caci6n de est.e m*t.odo a 

1~ solución d• sistemas de *<:U.ac1on•s alg•braicas no line•les. 

Los métodos de cont.inuaciOn han sido empleados ya •n •l Are& de 

la simulación de procesos d• separ.ación (C.pit.u.lo 5: Aplic:ac16n de 

los Mótodos de Cont1nu.:.c16n a Oest.il~ei6rU. principalm9nt.e con el 

modelo d~ equilibrio. Su apl1ca.ci6n ..._1 rnod-lo de no equilibrio es 

incipi•nt.o. S. plant.eoan a.lqunos•enf'oques pt"opuestos p.ara. resolver el 

modelo de no equ1l1brio. Post.eriormient.e. Se desarrollan la.s 

homc:"1Lop1as p•r.a el JnOdelo MERQ (bajo la definición de la homolopia de 

Me-.rt.on:>. 

Los dtrer-•n\..-s autores que h.an t.ra.baja.do sobre est.e letna hiln 

pr-e-sent.ado div&rsos casos de estudio en las Areas de simulac:16n y 

diseno C:Ca.p1lulo O: S,tmula.ción dB Column•s con el Modelo de No 

Equilibrio). De los resulL.ados quo presentan se observan los puntos 

principal•s. Los aspe-et.os ~s rel•vanLos de sus estudios se discuten. 

Plant.oandos~ las conclusiones pr-incipa.l•s d• cada. auLor. 

F1nalJMtnte CCaplt.ulo 7: Conclusion•s y Recomendaciones'· se 

•stabl•cen tas conclusiones 

aesarrollo de •st.e LrAbajo. También present.an Algunas 

r.com.nd~ciones que se cons1de~•n úLiles para el desarrol1o de 

t.r&ba.jos posteriores en esLa Áre~. 
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Los objetivos pl~ntcados para el desarrollo de es~e Lrabajo son: 

1. An-li%ar los rnod•los propuestos para la simulacl6n de procesos de 

seprac1ón por eLapas de mezclas mult..icomponentes. 

2. Analiz~r el modelo de no equilibrio para la simulaei6n de procesos 

d• s•pa.r•c:1ón. 

3. An.a.liza.r 1 .. .aplica.ei6r'\ de los mét..odos d• eont.1nua.eión para la 

simulaci6ri de procesos de separ .. c:i6n por et..apas de mezclas 

mul t..1 compon•n les . 

4. Comparar los modelos da- equilibrio y no equilibrio para. la 

simul .. ci6n de procesos de s9paración de tne%Cl~s mullicomponen~es. 

5. Aplicar los rnOtodos de eont~nuación a la simulación de procesos de 

s.ep.a.r-a.c1ón d& mezclas mult.ieomponenLas considerando el rood•lo de no 

iequilibrio. 
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CAPITULO 2. 

GENERALIDADES 
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Les procesos de separacion forman una de las partes principales 

de cualquier proceso quimico. Es t..:in import.anle esle aspec~o de un 

proceso que para algunas r~;.rnas Crefin.:t.ciCn, por ejemple) les 

procesos de separación pueden representar alrededor del 90Y. del 

costo fijo lot..al. Los requerimientos de pureza lant.o para los 

productos como para las ~t.er ias primas son alcanzados a lravés de 

diversas operaciones de separac16n. Tales requerimientos puGdQn $Gr 

s1mples espec1f1caciones de mercado. o bien, condiciones necesarias 

para el buen func1onamienta Ce equipos y otras malarias de proceso, 

tal es el caso de los catali:ad~res. 

Deb1do a lo anleri.or, se ha leni.do la necesidad de disen:ar 

adecuada.monte los equipos de separación teniendo el menor grado de 

incertidumbre sobre su funcionamient.o en planta. Para lograrlo es 

necesario disponer de un pr~edirni.ent.o que sea lo rnAs parecido 

posible al sistema real. A través del tiempo se han uti.li::ado 

equipos similares a escala de laboratori.o. plant.a piloto o planta 

semi comercial. Este tipo de representac;iones, son de costo muy 

elevado y, usualment.e, requieren de técnicas adecuadas de 

escalamiento para que los result.ados obt.enidos se.an aplicables a 

operaciones reales. 

El est.udio de ciert.os fenómenos ~is1coqu1micos que ocurran en 

cualquier operación unitaria ha llevado a conclusiones de gran 

aplicabilidad. Asi rrusmo, otros fen6menos fundamentales Ccinét.ica 

quimica, por eJemplo) han sido est.udiados y modelados a t.ravés de 

expresiones empiricas. Estos modelos y las leyes de conservación 

permiten represénlar a las operaciones globales come conjuntos de 

ecuaciones de diversos t.1pas. Est.o constituye los modelos de las 

operaciones unitarias. Se t.rat.a de modelos de t.ipo matemat.ico. La 

solución de estos modelos rnat.emáticos puede considerarse como la 

solución del problema real. 

Para ciertas cperaciones en las que ocurre una gran variedad 

de fenómenos fundamentales. la co:nplejidad del modelo rnat.emat..i.co 
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desarrollado puede ser excesiva. Por est.a causa, se ha buscado la 

forma de simpliricar el modelo mediante el uso de ciert.as 

suposiciones. Aun cuando est.as suposiciones puedan ser JUst.iricadas 

en cierta medida, la generalidad del modelo se reduce. Es decir. el 

nl.'.lmero de problemas al que puede aplicarse es menor, o bien, el 

nivel de analisis es mucho menor. Se anali::an parles más grandes 

del problema y se ignoran ciert.os renómenos que ocurren en su 

interior. 

En la medida en que un modelo considere con mayor d•t.all• los 

fenómenos que ocurren en una operación en part.icular. su nivel de 

rigurosidad aument.a. Asociado a est.e aument.o de rigurosidad se 

encuent.ra una reducción de la incert.idumbre y un m.ayor cost.o de 

solución del modelo. Si el aument.o en la di~icult.ad para resolver 

el problema peque"ª comparada con la reducción de la 

incert.idumbre. el modelo es alt.ament.e superior. Oesgraciadament.e, 

oc:urre a menudo que el aument.o en el cost.o de solución es mucho más 

elevado. En ocasiones es t.al que el modelo se t.ransforma en 

irresoluble. 

En la act.ualidad se dispone de una gran variedad de t.écnicas 

de solución de problemas rnat.em.át.icos complejos. Est.as herraminet.as 

son de t.ipo numérico principalement.e. Aunado a est.o, el gran 

desarrollo de los sist.ema.s de c6mput.o de los últ.imos t.iernpos éha 

pernút.ido eorrect.a impla.nt.ación y. desde luego. su uso 

generalizado. Est.o ha perm.it.ido la u~ilización da modelos cada vez 

mas rigurosos p~ra las operaciones unit.arias. ent.re las cuales se 

encuentran las operaciones da separación. 

Es import.ant.e se"alar. que los modelos se desarrollan usual­

ment.e mucho ant.es que los rnélodos da solución. En muchos casos. la 

direrenci~ se mide en d9cadas. 

Una ve= que se ha plant.eado el mod•lo y el algorit.mo o mét.odo 

de solución esle puede ser implant.ado a t.ravés de un programa. de 
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cómputo. De est.a forma el modelo es resuello por una compl.Jt.adora 

digital. Como el modelo represent.~ el comportamJ.en~o de un~ 

ope-raciOn o incluso un procese completo. se puede ent.ender que la 

computadora es~4 siMulando el eomporl.amiento de la operaci6n o el 

proceso. Por esto. el resolver modelos de opera.ciones unitarias o 

procesos qu1micos mediant.e el uso de comput..;i..doras se conoce como 

simulacton d& procesos. 

La. s1mulae10n d& procesos es una herramienta ~undamen~al en el 

diseno y la ev.alu.a..ci6f\ de procesos. Su cost.o es consid•rablement.e 

menor que el uso de plant.as pilo~o o semi.comerciales. Sin smbargo. 

su alcance es linulado •n áre•s da gran complejidad como sist.em.as 

de r-eacciOn o sistemas poliJl)éricos. por ejemplo. Act.ualrnent.e, se 

invierte una gra.n c.ant.idad de l.ra.baJO en reducir t.a.les 

l im.i t.ac1ones. 

2.1 Modelos pa~a O?-r•eiones de Separae16n. 

l..os procesos de separación han sido modelados da muy diversas 

lJ\.a.ner.as través del t.iempo. Ex.ist.en enCoques desde los muy 

emplricos hasta los Tnás rigurosos. Para l• separación de rluidos se 

han ut111:ado principalm&nte dos enroques: 

• Modelos de fenómenos de ~ra.nsport.Q. 

• Modelos de balances tn.acroscOpicos. 

Para las operaciones de contacto continuo Ccolumnas empacadas. 

de pared húmeda. ele.) se ha preferido el prilnar tipo de modelos. 

En cambio. para los sistemas de sep~raci6n por el.apas Ccclumnas de 

pl&~os' se h~ u~ilixado mas el segundo enroque. 

11 



2.2 Mc>delo de la Etapa en Equilibrio. 

Para los sistemas de sep.a.ra~i6n por et.apas, un modelo 

propuesto en los ª"ºs treinta es el conocido como Ecuaciones MESH. 
en el que se consideran los balances de masa CJO y energia CtO en 

cada at.a.pa de separación. Se .incluyen también restricciones en 

cuanto .a la suma (S) de rr.acciones mol de las corriant.es. En este 

modelo también se incluye una suposición muy importante, las 

corrientes de salida. de l.a etapa se encuentran en equilibrio 

t.ermodinAmico CE). El modelo y sus rormas de solución se han 

discut.ido amplianente CHenley y Seader, 1QS1). 

En la rigura 2.1 se muest.ra el concepto de la etapa en 

equilibrio. Tal etapa. rorma ~t• de un conjunto de at.apa.s. En el 

esquema s• observa que a la et.apa j ent.r.an tres corrientes: una. 

a.liment.aciOn ext.erna CFj), un rlujo de f'ase pesada provenient.• de 

la etapa inmediat.a superior CLj-•) y un f"lujo de !'a.se liger.a. 

proveniente de la etapa. inmediata Jnf'arior CV¡.1). L.a notación que 

s• ut~liza en •ste e.a.so, tiene que ver con el caso f'recuent.e de que 

la rase ligera es un vapor y la f'ase pesad.a un liquido. De la ttú.sma. 

etapa j sa.len una corriente de rase ligera y una de rase pesada. La 

corriente de rase ligera puede subdividirse en dos, una p.a.rt.e CVj) 

qua se alimenta a la el.a.pa j-1 y otra que es retirad.a del equipo 

CrvjVj) en t'or~ de salida lalera.l. Para la corri•nl• de f'a.se 

pesada que abandona la etapa la ~rte CLj) se envla a la etapa j+l 

y la parle CrLjLJ) se elimina como salida la.t.eral. El modelo d• la. 

•lapa en equilibrio también cont.empla la posibilidad de ª"adir o 

ret.irar calor ca,,:> de la etapa. Ext.end•r el modelo a etapas ~s 

complejas Ctres f'ases. re-circulaciones a etapas no adya.c•nt.ltS, 

ele.) no lo n!Odif'ica sust.a.ncialinente. 

Para este modelo la.s variables a con.slderar son las 

sigui entes: 

Para cada corriente Ca1imentaci6n externa. corrient.es 
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proven1ent.es de las etapas adyacentes. corrient.es de salida) se 

tienen las siguientes variables: 

- Flujo. 

- Temperatura. 

- Presión. 

- Fracción mol de NC-1 componentes CNC es el número de 

componentes del sistema...:> 

Ade.tn.ts de estas varia.bles. se deben incluir los rlujos de las 

salidas laterales y la aliment.ae16n de calor. El ~otal de variables es 

No.Variables= 5CNC+2) + 3 = SNC + 13 C2. D 

Las ecuaciones del modelo NESI! para la etapa J son: 

Balance glob~ de masa 

MTj Cl +r v J)VJ + Cl +rLJ)l..J - FJ - LJ-l - V,+1 = O C2.2) 

Ba.lance d• masa para el component.e 1 

MiJ.., Cl+rvi)VJ yYLJ + Cl+r'"i)LJ XLJ - F;Lj - LJ-1 xtj-s 

- V;+1 YiJ+t. = 0 

Relación d• equilibrio para el compcnent.e 1 

ElJ = KLJ XLJ - y\.J = o 

Sumas d• !'racciones ..,¡ 

s., 
= l "'' - 1 = o 

SyJ = l y;, - 1 = o 

Balance de energía 

C2. 3) 

C2. 4) 

CZ.SaJc 

C2. Sb) 

HJ"" Cl+rviJVj Hj + C1+r'-;)Lj hj - Fj HFj - VJ•t HJ•t. 

Se t1enen NC ecuaciones M Cun balance global y NC-1 balances por 

component.es. o bien. NC balances por componentes). NC ecuaciones E. 2 

ecuaciones S y una ecuación H. De esta !'arma el núemro t.ot.a.l de 
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ecua.et ones es 

Ho. ecuaciones = 2.HC + 3 (2. 6) 

Como el numero de variables menos el número de ecuaciones es 

igual al número de grados da libert.ad del problema, en est.e ca.so se 

t.ienen 

G.L. = 5HC + 13 - C2NC + 3) = 3HC + 10 (2. 7) 

D:::i:s ecuaciones pueden agr'egarse 'al modelo, la igualdad de 

presiones en las ccrrient..es de: salida :cequilibr.lo mecánico) y la 

igualdad de t.emperat.uras t.a.mbién ent.re las corrient..es de salida 

Cequilibrio térmico). En vez de considerar que el número de 

ecuaciones aument.a. se pueden sust.it.uir en el conjunt.o de variables 

y reducir ést.e. Es decir el número de variables se reduce a 

No. variables ~ 5NC + 11 C2.8) 

Por t.al mot.ivo el número de grados de libertad t..ambién 

reduce a 

G.L. = 3NC + 8 (2.Q) 

Una ve:: que se especifiquen t.antas variables como grados de 

libert.ad t.enga. el problema. ést.e se vuelve cuadrado y adrnit.e un 

número finit.o de soluciones. !para urla et.apa de 9qUilibrio el 

sist.ema será de 2NC + 3 ecuaciones con 2NC + 3 inc6gnit.as. 

Para una columna como la most.rada en la figura 2.2 el núemro 

de variables. ecuaciones y grados de libert.ad es 

No. variables = 3NE NC + 7NE + 1 (2. 10) 

No. ecuaciones = 2NE NC + 3NE (2.11) 

G.L. =NE NC + 4NE + 1 C2.12) 
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El sistema cuadrado que se genera para resolver el modelo es de 

orden C2NE NC + 3NE). Por ejemplo, para un sist.ema de 30 et.apas y 5 

componentes se habla de un sistema de 390 ecuaciones y 390 

inc6gnit.as. De las ecuaciones la mayor la son no linea.les. Dada la 

dependencia. de los coeficl.ent.es de reparto Klj y las ent.a.lpias con la 

t.emperat.ura. algunas de las ecuaciones son alt.ament.e no linea.les. 

También es import.ant.e visualizar la fuert.e int.erdependencia de las 

&cuaciones. CUn a.nAlisis det.a.llado sobre el conleo de varia.bles. 

ecuaciones y grados de libert.ad puede encont.rarse en Henley y Seader 

-1981-). 

Evident.ement.e se debe cent.ar con un sist.ema. adecuado para 

resolver un sistema de ecuaciones de t.Al dimensión. Ademi..s. debe 

consid•rarse que el cálculo de propiedades t.ermodinAmicas es 

independient.e de est.e cont.eo de ecuaciones y variables. Est.a.s son 

las ra:::.ones por las que est.e modelo Ct.rat.ado a.si) no se empezó a 

ut.ili=ar sino hast.a los a.~os sesent.a. 

Para trat.ar de disminuir el impacto de la suposición del equi­

librio ent.re las fases que abandonan la et.apa. se ha ut.ilizado un 

factor de corrección. Est.e fact.or es la eficiencia. Ent.re las mu­

chas deficiones de este término. qui'Z1 la mas empleada se.a la efi­

ciencia del vapor de Murphree. 

Cyl J - y\. J-f. 
) 

TJLJ cy: J - ylj-~ ~ 
C2. 13) 

Est.e concepto afect.a a las condiciones de equilibrio. es 

de-cir. las ecuaciones E"j• las cuales se modifican de la siguiente 

manera: 

Eij = T)1.j Klj Xij - yiJ - C1 - 17LJ) y\.j•&. = O (2.14.) 

En lugar de ut.ili:::ar la eficiencia del vapor de Murphree. es 

válido ut.ili::ar ot.ra definición de TJ. Est.o no modif'ica en f'orma 

radical al m::>delo. 

17 



2.3 Hélodos d~ Solución del Hodelo MESH. 

A part.ir de 1932 se h.a.n present.ado una gran variedad de 

algoritmos de solución para este modelo. Las dif'erencias ent.re los 

mélodos i mpr i inen ést.os caract.erist.icas muy part.iculares, 

generando ciert.as aplicaciones pref'erenc.iales. Nat.uralment.e, los 

primeros int.ent..os de resolver el modelo d• las ecuaciones MESH 

incluyen un mayor número de suposiciones. 

En forma general, los algoritmos se pueden clasif'icar de 

acuerdo a la f'orma en qu~ manejan las variables y las ecuaciones. 

Por un lado. es necesario est...a.blecer cuales son las variables 

independient.es Ccuales son las especificaciones). qué ecuaciones se 

pueden utilizar para reducir la dimensión del problema, c6mo 

orden.ar las ecuaciones y variables, qué prccedimient.o se puede 

ut.ilizar para alcanzar la solución del problema. Por ejemplo. se 

pueden utilizar como vari&.bl•s los perf"iles de concentraci6n de 

e.a.da component.e en cada f'.ase~ los perf'iles de t.emperat.ura, los 

perf'ile~ de f'lujo de ambas rases, o bien. ut.ilizar flujos molares 

de cada componente en cada fase en lugar de composiciones y ~lujos 

glob.a.1.es. 

El manejo de las ecuaciones, en cu~t.o a su agrupanúento. es 

de dos t.ipos principales: 

- Por etapa. 

- Por t.ipo. 

En el primer caso. la.s ecuaciones MESH para la primera et.apa 

encuent.ran primero. inmediat..a.ment.e después aparecen las de la 

sE19unda et.apa. y asi sucesivamente. También la f"orm.a en que son 

ordena.das para cada. etapa. puede di!'erir de un algorit.mo a otro. 

Cuando son agrupadas por t.ipo. las ecuac.iones M de todas las etapas 

a.parecen juntas. lo mismo sucede con las ecuaciones E. S y H. En 
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est..e caso puede diferir de un método el orden en que se consideren. 

En cuanto a la. f'ori:r.a. de resol,-er el sislel"l".a de t!Cuaciones 

generado, les diferentes i:néloCos se agrupan en lr•s calegorias 

principales: 

- Rompimient..o. 

- Corrección simultánea. 

- Rel.;1.jaci6n. 

Ca.da uno de est..os tipos se puede aplicar a sistemas agrupados 

por etapas o por tipo de ecuaciones. 

En la figura 2.3 se muestra el concepto b.isico de solución de 

sister::.a de ecuaciones por rorr.pinuenl.o. El sisl.em& original 

(completo) se subdivide en subsistemas CS1. S2, S.U. C.a.da 

subsistema puede ser resulet.o para un cierto grupo de variables 

CY1, Y2. Yw) una vez que ha sido especif'icado et.ro grupo 

particular de variables CX1. X2 •... Xw~. t..as variables de salida 

de un subsistein.a pueden coincidir con las variables de entrada de 

otro. aunque no necesariamente. 

Del total de variables. aqu~llas que requieran ser estableci­

das en principio para poder iniciar el procedimiento y completarlo 

(resolver ledas las ecuaciones una ve:) se conocen con el nombre de 

variables de rompimienLo. Forman un subconjunto de variables 

ind@pendientes del sistetr~. La solución del problema requiere de un 

procechciento de acLuali:::a=i6n de t.ales variables de rompim.ienl.o. 

has~a que se alcance su convergencia y, por tanto. la de las varia­

bles dependientes de ellas. 

Para las ecuaciones MESH agrupadas por etapas. es una 

condición natural el elegir a cada subsistema como las ecuaciones 

de cada etapa.. Los métodos que emplean este enf'oque se conocen como 

métodos plato por plato. 
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Es importante no confundir las especificaciones asociadas con 

los grado de libertad del problema. con los estimados iniciales de 

las variables de rompimiento. Las esper.:ificaciones asignan un valor 

Eijo a tantas variables como grados de libertad langa el problemci. 

Los est.imados iniciales propuestos para las variables de 

rompimiento deben ser actualizados hasta lograr su convergencia a 

la solucion del problema. 

Entre los métodos mas importantes que utilizan este enroque se 

encuentran los de Le~1s-M.atheson Cl932:>. Thiele-Geddes C1933,. Mé­

todo-theta CHolland.1963). Amundson-Pont..inen C195ED. Sujala (1981). 

Friday C1963). Wang-Henke Cl96el). Burningham-ot..t.o (19':17). Tierney­

Yanosik C1969). Tomich C1970). Billingslay-Soynton C1971). Met..odo­

thet..a modif'icado CHolland.lQ74). Boston-Sulliva.n (1974). Bost.on­

Britt C1978). Mét.odo-T CP.ierucci ,1983). 

Los métodos de correcc.!6n simultánea se aplican al resolver el 

sistema. de ecuaciones complet..o. Se propone algUn agrupamiento de 

ecuaciones. ordenamiento de variables, eliminaciOn de variables por 

sustitución de ecuaciones simples. et.e. El nuevo sistema result.ant.e 

se resuelve considerando todas sus ecuacicnes simult.áneament.e. Los 

métodos que se mencionan en el capitulo 4 se utili~an para resolver 

estos sistemas. Este enroque. desde luego. implica !a necesidad de 

disponer de herramientas para trabajar con grandl!"S sistemas de 

ecuaciones. los cu~es no existia.n en la primera. m.itad del siglo. 

Es por es lo c:¡ue los mét.odos de cor-recci 6n simul l~nea se present..ilt.ron 

después que 1 os métodos de rompi mi ent.o. 

El método que ir.As se ha empleado para el enroque de la correc­

ción simult.¿nea es el método de Nei.1..on-Raphson. Al aplicar est..e mé­

todo. se generan Ja.cobiancs de diversas estructuras Cdependiendo 

del arr~i;;lo de ecuaciones y variables). pero siempre se trata de 

J.a.cobi.-nos dispersos. ?or esta ra:::ón también se hace necesario el 

uso de sistemas ericient.es pa~a el manejo de ~trices dispersas. 
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Figura 2.3 SoluciOn de un Sist.ema de 

Ecuacione5 por Rompimiento. 
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Entre los métodos propuestos que ull.liza.n esle enfoque se 

pueden senalar los siguientes: Whilehouse C1964). Naphlal1 C19e5). 

Goldstein-Stanfield C1970). Naphtali-Sandholm Cl971). 

Est.os mét.odos dif'ieren también en el manejo de variables y 

ecuaciones. Generando estructuras y procedimientos diferent.es. Por 

ejemplo. los mét.odos de Whitehouse y G:>ldst.ein-St.anfield agrupan 

las ecuaciones por t.i po. mient.ras que los rn6t.odos de Napht.ali y 

Mapht.ali-Sa.ndholm las agrupan por et.apa.. 

Los m6t.odos de relajación plantean el problema desde un punt.o 

de vista dist.int.o. Las ecuaciones son ref'ormuladas en f"orma dif'e­

rencia.l. Los b.&la.nces. en est.e caso. pueden plantearse a r~imen 

t.ransiente. El sist.em.a de EOOºs es int.egrado desde un.a condición 

inicial Cestima.d~ hast.a alcanzar un Villor const..ant.e de las varia­

bles. Para est.o se utilizan métodos como el de Euler o bien de la 

f'.a.m.ilia de métodos Runge-Kut.t.a. L.os cambios c.a.lculados para cada 

variable son cada vez mas peque~os. Carca de la solución. la reduc­

ción en los cambios aunque existe es su~ñt.e pequefta. por lo que 

encontrar t.al solución es normalmente un procedimient.o sumamente 

lento. Sin embargo. para intervalos de int.egración de dimensión 

suf"icientement.e reducida. el mét.odo es de gran est.abilidad. lo que 

garantiza llegar a la respuesta. Los enroques de ro~pimiento y co­

rrección simull~nea no garantizan su convergencia. 

Los métodos de Rose-Sweeney-Schrodt. C1~). Ball C19e1) y 

Vermeuil-Oleson C1971) son del tipo de relajación. El mét.OOo de 

Ketchum C1979) es un hibrido entre relajación y corrección simul­

tánea. en el que a medida que se acerca a la solución. la parle de 

relajación pierda importancia. 
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CAPITULO 3 

MODELO DE NO EQUIUBRIO PARA LA ETAPA DE SEPARAOON 



Opuest.o al concepto de que las fases liqul.da y vapor que 

abandonan una misma et..apa de separación se encuent.ran en equilibrio 

t.ermodin~m.ico como se propone en el modelo MESH. se puede considerar 

que la fase liquida y la fase vapor de una misma et..apa intercambian 

~t.eria y energia debido fuerzas mot.rices como pueden ser 

gradient.es de t.emper at.ura y concent.raci 6n. t.endiendo las 

condiciones de equilibrio. Para ser alcanzada la condición de 

equilibrio se requiere un t.iempo de cont.act.o iní"inil.o enlre las 

fases. E.st.a condición nat.uralment.e no se a.lcanza en equipos de flujo 

conl.inuo con t.iempos de residencia pequeMos. 

Est.a consideración es la base de un modelo rr~s riguroso que 

nec::esariament.e describe con mayor exact.it.ud el comport.amient.o real de 

la et.apa de separación. Cabe recordar que las cond.iciones de 

equilibrio se pueden calcular siempre a part.ir de los modelos que 

describen la velocidad de los í"enómenos. Es decir. el equilibrio es 

solo un caso lim.it.e para los cambios con respecl.o al tiempo. 

La velocidad a la que ocurre un fenómeno puede describirse como 

el cambio de alguna caract..erisl.ica de tal f'enOmeno con respect.o al 

t.iempo. ~ • Para sisl.em.as est.ables. est.os canlbios son cada ve: más 

pequef"lios.. Cuando t..ranscurren lapsos prolongados. los cambios se 

vuelven despreciables. es decir 

lim ~ = 0 t..-ux dl. 

Est.a ~lt.ima expresi6n "5 una forma de definir al 

C3.1) 

equilibrio. En 

la f"igura 3.1 se muest.ra una et...apa de separación en la que exist.e 

t.ra.nsport..e da masa y energia ent.re las !"ases liquida y vapor. Da 

forma análoga a la ut.ilizada para la et.apa en equilibrio se pueden 

escribir los balances de masa y energia para est.a et.apa. Sin embargo. 

ahora se escriben para cada !"ase por separado. El balance de masa 

para el componente i en la rase liquida de la et..apa es el siguient.e 

W. = C1 • r'-:>L.x - L X - r'- - ..,.. = o 
"J J J \.J J-1 \.j-1 "J \.J 

(3. 2.) 
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Para la rase vap:lr el balance de ~~sa para el componente i es 

C3.3) 

En estos ha.lances se considera que el !"lujo int.erracial es 

positivo si es de la rase vapor a la fase liquida. Est.a convención 

puede ser modificada s1 se quiere. t...os !"lujos 1nt.erraciales de cada 

component.e en cada rase se pueden calcular corno 

C3. 4a.) 

C3. 4b) 

Alred9dor de la int.erCace existe cont..inuidad. es decir. no se 

acumula n1 se genera ningun componente Cni e0erg1a) en la int.erf"ace. 

Esta relac16n de continuidad interfacial se expresa como 

¡{ 

" 
_.,v - r = O 

i.J \.J 
C3. 5) 

El balance de energia de la fase liquida de la etap.a. es 

C3.6) 

En la fase vapor 

C3. 7:> 

Los flujos de energia en cada fase est.A.n dados por 

C3.~ 

C3. Sb) 

En est.e modelo. naturalmenLe. t.ambi én se cu:::;pl en las 

restricciones en cuanto a la suma de las fracciones mol. Sin embargo. 

el sustituir el prod.u~to de las ~racc~6n mol del componente i en la 



etapa j por el f"lujo molar t..otal de la fase por el flujo molar del 

componente i en la fase Lo V de la et.apa j. se reduce el núemro de 

ecuaciones y el nümero de inc6gn1t.as. En el modelo MESH también puede 

hacerse est.a reducc16n CMét.odo de Naphtali-Sa.ndholmJ. 

Alrededor de la interface pueden ex.t.st.ir discont.inuidades en 

cuanto a las composiciones del sist.ema Cf"igura 3.2.). Sin embargo, é 

debe existir alguna relación entre la composici6n de cada fase en la 

intercara. l-a. consideración ml.s simple es, nuevamente. el equilibrio, 

pero a.hora considerado únicamente en la int.erface. Esta relación es 

la siguiente 

C3.Q) 

a trav.is d• 

interfaces CHines 1981 cap. 6 ., , es posible establecer modelos mas 

confiablr.; del cornport.al?dento la interface. As1 es posible 

establecer que existen gradientes únicament.e en las cercan1as de la. 

interface. o bien. que la transferencia ocurre a regimen t.ransiente 

debido a tiempos de cent.acto p&quenos. et.e. El uso de est.as t.eorias 

puede complicar considerablemente el sistema, ya que puede 

t..r ansform.ar 1 o a sistema. de ecuaciones mixto: ecuaciones 

algebraicas y ecuaciones diferenciales posiblemente parcial.s. Es pc:>r 

esto que puede no just.ificou-se el uso de modelos m.A.s rigurosos en la 

interface. 

En general. la. est.ruct.ura del sistema es muy similar a la que 

genera el mod.elo MESH. Se t.rat.a da sist.emas dispersos que f~cilmant.e 

pueden ser acomodados por bandas. bloques t.r i diagonal es. et.e. Sin 

embargo existen dos c&racteristicas funcU.mentales que rncx1ifican 

sust.ancialment.e los proceditnientos. d• solución. E:n prin.r lugar. la 

dimensión del sist.e~~ de ecuaciones es mucho mayor. En el rDOdelo MESH 

se generaba un solo balance de masa para ca.da component.e en cada 

et.apa. en est.e modelo son dos. El balance de energ1a es uno por etapa 

el rr.odelo MESH y en est.e :nodelo son dos. et.e. Como segundo punt.o 

se encuentra al cilculo de las velocidades a las que se t.ransf"ier• 
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cada component.e de una fase a la ot..ra, asi comro la energla. 

Esf..a lllt.ima. no es una la.rea t.rivtal. Los modelos de 

t.ransferenci a simult.~nea. de masa y energia 

mult.icomponent.es son suma.ment.e complejos. Est.o se discutir~ en la 

siguiente sección. 

Est.e t.ipo de modelo .s ut.ilixado por priinera vez poor Waggon•r y 

L.oud (1977). quienes suponen que la t.rans!"erencia de energia es 

suf'icient.ement.e rApida para alcan:ar el equilibrio. Consideran ademas 

qu~ la t.ransf'•rencia de masa se puede modelar t.raves de 

coeficientes qloba.les por component•. los cuales se ealeul&n en form.a. 

independ1•n1..e. 

Trabajos posteriores de Taylor y eol 111.boradores C:Krishnamurt.hy 

-198S, 1985a, 1995b-, Pc..,.rs -1989-), establecen el modelo MERO. Con 

menos suposicione-s ya que incluyen los mayores avances en cua.nt.o a 

tr&nsferencia de masa en sistemas mult.icomponentes como se d•scribe 

posteriormenle. 

3.1 Trans~erencia de ~a en Sist..emas Multieomponent.es. 

Exist.en revisiones muy completas respect.o &.l 1..ema CKrishna y 

St.andart.. 1Q79 y Krishna y Taylor-. 1080). L..a transf"ereneia de masa. 

en sistemas multicomponent.es puede part.ir de un.-.. generali~ación de la 

Ley de f"'ick:. 

E.n un sistema formado por dos component.es se pueden escribir 

las siguientes relaciones 

J 
2 

CD VX .. ' 

- CD "'>< 
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El flujo molar t.ot..al es 

C3. 10a) 

C3.10b) 

Esto implica que 



Ademas se sabe que 

y Vx •Vx ~o • • C3.1<!) 

t...s relaciones C3.11) y C3.12) implican que en un sist.ema 

binario t.Ul sólo un rlujo rnol.ilr. una CraeciOn mol y un gradient.e d• 

cone•nt.raci6n son ~ndependi•n~es. El otro flujo JnOlar o ~rAcción mol 

o gradient.• de composición qu~a.n est..a.bleeidos un• vez que se ha. 

d•elnido el primero. Es~as relaciones se pu.-den generalizar a 

sist.ema.s de NC componen.t.•s de la si9Uient.e m.a.nera 

C3.13) 

~2Jl ... - o C3.14) 

~~-?xt s o C3. 15) 

Est.as relaciones implican que una de las ~raeciones mol depende 

de las damas. es dec1r, sólo es ntteesario especiricar NC-1 Cracciones 

mol. Lo m.ismo sucede con los (luxes mol~es y los gradient.es de 

con.c•nt.ración. 

Si se considera que la t.rans~erencia de masa ocurre de la misma 

form.A. que en un sl.st.ema. binario. es decir. que el component.e i se 

t.ransporLa debido a un gradient.e en su concenlración • la ley de Fick 

conduce a. 

J. e: - e o Q'x 
' l ' 

pa.ra 1=1.NC (3.16) 

donde D\ es un coeficien~e de dirusión caract.eris~ico para la especie 

i. Su~ndo los f'lux.s molares de t.odas las especies 
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C3. 17) 

De la relación de dependencia de los gradient.es de concent.ración 

C3.15), es posible obtener Vxwc en función d• los dem:t.s gradient.es. 

C3. 180 

Al sustituir est..a relación en la expresión C3.17) se obt.iene 

C3.18) 

Para sist.emas en qu• t.odos los gradient.es d• concent.raei6n son 

apreciables. la única solución posible es Di. = Dl'lc "i i. Est.o implica 

que t.odos los componentes se difunden de la misma forma. Est..a 

condición se ha observado experimentalmente en sist..e:nas en que todos 

los component.es sen de est.ruct.ura muy sit:l.ilar. Un caso. por ejemplo, 

es una me:::cla de t.olueno. clorobenceno y bromcbenceno. Sl.n embargo, 

para sist.ema.s en que las est.ruct.uras moleculares son en general 

diferen~es no es de esperarse una conclusi6n Lan simple. Cada 

componente tenderá a dif"undirse en forma dist..int..a a los demAs. 1-a. 

fuerza impulsora para la difusión no puede ser ent.onces el gradiente 

de eoncent..raci6n de cada especie. Una soluc16n posible, es considerar é 

una f"orma más general de la 1-ey de Fick 

J=-COVx C3. 200 

Est.a relaci6n presenta la dependencia entre los ~lujos molares y 

los gradientr.;: de concent.raci6n. Es irnport.ant• sef'talar•que debi.do a 

esta dependencia. los vectores J y ~ y, por t.ant.o, la md.t..riz D son 

de dimensión NC-1. A part.ir da la relacion C3.20) pu&de escribirse el 

flujo molar para el component..e i de la siguiente manera 

C3.2J.:> 
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dond• DLlc es el coef'ic:::iant.e de diftJSl.6n mult.icomponent.e <=le la. esp&eie 

1 respec:~o de la espec:i• k. Los valores de est.os coericient.es p~ra un 

sist.11m.a. aado deP9nden d~ la el~ción d•l component.• NC. E$l..a el.-cción 

pued.11 ser n.-.t.ural en los sistemas en los que exist.u un disol.vent...& 

tnert.e o un:.. e%pecie t:tst..anc.a.da.. etc:, En ot.ros si,.-t.emas puede ser 

a.rbi Lr.a.ri~. 

Par~ poder evaluar lA t.ransteren~ia de ina.sa en si~t.•m.a.s 

mwlt.icomponent.es. es n•c::•s.ac- 1 o conocer los val ores d• 1 os 

c:c:>e!icient.es de difusión ~ulticomponenle. ~a predicción da 

c:certc:t.ent.es de dif"us16n bin.aria. •s di!'icil y an much~ e.,sos poco 

eonri.a.ble. por lo que s• preriPre su d•t.erlftinaei6n experiment.a.1.. L..os 
eoe!'icient.es de dif'usión mult.ic:omponent.• son net.ura.lJMtnt.e m&s 

d!!'icil•s de predecir y t.ambién de medir •n el laboratorio 'si no .s 
que ii:nposible). Est.o condue• a la nec:es:i~d de poderlos rel~eion...r a 

algo más simpl•. como pueden ser los eOlliJ~icien~es de diCusión 

binaria. 

3 2 Cálculo de los CoerJcientes de Difusión Mu!tieompon•n~9. 

Par-a poder' t'"elac:ionar los coeficin~es de diCusiOn 

mult.i~omponente con los coefieienmles d• dirusi6n binaria es necsario 

realizar un desarrollo a par~ir de las ecuaciones de Stefan-M.a.xwell. 

Considerando un sis~ema. en rass gas LemperaLura y presiOn 

eons1..ant.es rormado por dos componant.es A y a para los que ex.i.slen. 

gradien.t.~ de eoncent.raci6n se post.ula lo siguient.e: La dif'•r•ncia.l 

de l~ pres16n p~rcial de A es p~oporcional a: 

• Las concentracion•s molares de A y B. 

• ~ longitud de la lrayec~oria de difusión. 

• La dtrerencia de velocidades mc>lares de A y B. 

-dPA. .:: 4 C....C. CU.u - Ua&J dz C3.2a:> 



que puede reescribirse como 

dPA -az 

Considerando la definición del ~lux molar lolal 

la relación se reduce a los siguienle 

C3. 23) 

C3. 24) 

C3. 25) 

Si se considera que el sislema es un gas ideal y se t.oma en 

cuenla además que C• + C• = C enlences 

C3.26) 

- RT =;· = A CNA:z: - A, C.CN•:z: + NB:z) C3. 27) 

El flux molar de la especi.e A puede ent..onces de.finirse en 

lérminos de lo ant.erior 

C3. 28) 

Considerando que C = R~ 

C3. 29) 

Comparando con la expresión de la ley de Fick 

NAz - DA• =;· + YA CNA:z: + N•:z:) C3. 30) 

se observa que 

o ... C3. 31) 
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Para sistemas mult.icomponent.es la relación C3.25) puede ser 

generalizada de la f'orm.a siguiente 

como 

o bien 

- dP, e ~e A C C N - C N ) 
dz jfs. LJ j U \ JZ 

;•t. 

4 ~~ 
ij e.Dij 

_ dYí. .. ~º __ 1_ C ¡.¡ 
dZ .2. C.!h J YJ t.:1 - ylNjZ'J ,. ' 

jjlllt'l 

C3. 3Z) 

C3. 33) 

(3. 34) 

ca. 3!5) 

que c:onsider.a.ndo f'lujo en t.odas direc:cion•s se puede repr•s.ent.ar 

v.ct.or i al tnenl• 

- Vyt = f!.c __ l_ CyN - ylNJ) 
jf,c.th J J L 

J"' 

Si el f'lux del c:omponent.e i est.A darintdo por 

N, • -C AmVy, + )"i ¿e Nj 

J.' 

(3. 36) 

C3. 37' 

el coef'iciente de dif'usión de i a t.ravés de la mezcla esta dado por 

C.3.39) 

Sust.1 t.uyendo la relac!On C3. 38) para C Vy, en C3. 38) se obtiene 

la runcionalidad ent.re el coef'icient.e de dif'usión de i a t.rav~s de la 

mezcla y los c:oeficient.es de dif'usión binaria 



C3. 3Q) 

En esLa OlLim.a. expresión se puede observar que ol co.ricienL• de 

di~us16n de 1 a travé>s de la mietzcla Caun consid•rando que el sist.ema 

•S un gas ideal) es funeiOn de: 

• Los coericient..es de di<usión bin~ria d• i res~~º a las dem.l.s 

especie$. 

• t. composición d•l sislema. 

• Los Cluxes de cada especie. 

Ca.b~ sef'1..._l a.r t.a.mbi On que los coef i cien t.. es de aut..odi f'usi on no 

est.~Sdefinidos. que son independient.es del componan~e ma.rcado coma 

el NC. Por est.as dos ra.:z:ones no pus-den ser los coeficient.es de 

dif'us16n para la. expresión de la ley de Fick generalizada. Además, 

est..os coef'icient.es exhiben l.a. propiedad de sirret..ria. es decir Di; = 

.:Oj\..Se les llamara ccefic:ient.es de dif'usión de St.af"an-M.a.xwell. En 

general 

En algunos casos puede no cumplirse esLa últ..ima condicion. Por 

ejemplo en s1slem.as binarios o pseudobinarios. 

3.3 Termodinánuca d• los Procesos Irreversibles. 

Para poder ast.ablecer- una relac::.i6n o.'.lnt.re los coe!'icient..es de 

difusión de SLetan-M.a.x-well y los coericiont.es de difusión de la ley 

gen•rz~li.z.ada de Fick~ es necesario analizar- la t.ermoc:Unámic~ del 

sist.ema. de difusión mullicomponent.e. 

La segunda ley de la lermodin~m.ica esLablece que para un sistema 

a temperat.ura y presiCn const.anles. la raz6n de producción de 

a.nt.ropia. por unidad de volumen Co) debida a la di!'usión es no 

neg~t.iva. Est.a condición pUQda 5er •xpresada cerno 
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C ~ - + ~CJ"•tfµi. => - - + JT(9¡.i'J ;:!: 0 , .. C.3.41) 

En esLa expresión se esta considerando al potenc.i•l qu1mico como 

l~ verd~dera Cuer:a itnpu:lsor.o.. de la di!'usi6n. Los gradient.es de 

pot.encial quim.lc.o Lambién est.án relacionados ent.re si. Para 

sisLem.a a t.emper~Lura y presión constant.es &st.a relaci6n puede 

•xpresarse en t.•rminos de l.a. ecuAc16n de Gibbs-0!.Jhem 

C3. 42) 

Cuando el sistema alcanza el equilibrio se nul11"1can los flujos 

de c.ua.1 quier espec:l e C .Ji = 0) y los gr adl entes da pct..enc::i al quJ mi ce 

desapa.recen CVµ;. = 0). 1-a. producción de ent..rop1a d•l sis~ein& se haca 

cero. Si se de!'ino a una ruerza impulsora modi!'icada t..al que 

C3. 42' 

y A est.a ~uerza impulsor• se le da la rorma 

F" = - +.A CVµ) (3. 43) 

ent.onces (3. 44) 

i ,j = l ,NC-1 

con C3. 45' 

Bajo est.a. def"inic.i6n los flujos mol.a.res pueden expresarse como 

J = L f" C3. 46) 

donde L es una ma.Lri:. de l:oei'"ieie-nt.es f'enomenol6gieos conocidos con 

el nombr• de coof"icient.as de On.sager. StJ5;ti luyendo en C3. 42) se 

obtiene lo siguienLe 



C3. 47) 

Para que est..a condición se cumpla es necesario que la ma.t..riz de 

coaf'ici•nt.es de Onsa.ger sea def'inida posit..iva. La t.ermcdina.miea de 

los procesos irreversibles supone que L es simét.rica. A est.a 

suposici6n se le conoce como las rast.ricciones de reciprocidad de 

Onsager CORR). Experimont.alrrient.e parecen comprobarse las ORR. Debido 

& la sim.t.ria da L. el número de coef'ieient.es calcular 

NCCNC-1)/2 an lugar de CNC-1) 2. Lo cual es una reducción muy 

import.ant.e ~ra sist..ema.s de cua.t.ro o tú.s componant..es. 

La principa.l desvent..aja de los coeficient.es da Onsagar Lij es 

que est..an en f'unci6n de los gradient.&S de pot.encial qulmico Cque no 

se pueden medir'). Por t.ant.o. t.atnbién deben relacionarse con los 

coef'icient.es de dif'usi6n de Fick Crelacionados con los gradient.es de 

concent.raci6n). 

La relación que existe entra el gradiente de potencial quim.1.co y 

el gradient.e de concent.raci6n puede represent.arse por la siguient.e 

ex¡:>res16n Cpara sist.emas a temperatura y pres16n cons~antesJ: 

i=1.NC-1 C3. 48) 

donde la derivada ~ pu.ele represenl~se en t.érminos del coe~icient.e 
Y¡ 

de actividad corno 

aµ, 
RT 

l'lny"y" 
RT 

( 61 ny\. 
+ 

alny" ] 
C3. 48) 

4'yj ~ <fy j llyj 

a1nyi ó 
donde 'j C3. 50) OY; ~ 

alny" 1 
lllny 

y 
~ Y: cJlny j 

(3.51) 
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6µ~ .. ~ ( 6 + ~ blnJ-- L ] • ~ r 
by. Y. Lj y ~ y lJ 

J \ J J .. 

i '=1 .NC-1 (3. 52) 

La. rnat.riz r es conocida como m.a.lriz de f"act.ores t.erniodin~m.icos. 

Los gradientes de potencial qu!m.ico se pueden r~lacionar con los de 

concent.ración utilizando esta matriz 

N!-l ( 1 ) Vµ ~ RT - r .. Vy. 
L J"'J. YL \J J 

1 =1 .NC-1 C3. 53) 

En rorm.a matricial se pu.c:!e d•not.ar como 

r, 
Vµ = RT Y_; r 9y (3.54) 

donde 
r 

-' 
denot.& a una matriz diagonal. Sust.it.uyendo C3.43) y C3.54) 

en C3.4e) se obtiene 

J - _!_T L A CRP '"l_ r Vy 
Y_; 

C3. '3'5) 

Comp•rando con la expresión de la Ley Generalizada da Fick: 

C 3. 20). se conc:l uya que 

,, 
e o • - R L A Y_J r C3. 56) 

D.ldo que los valores de L están restringidos por las ORR. óst.as 

t.ambién imponen condiciones a o. pero t.amt:iién indican que sólo es 

n.cesario calcular NC CNC-1)/2 coericient.es D .. Debido a qua Des el 
•J 

produet.o da t.res mat.rices def"inidAS posit.ivas. sus v.a.1ore$ propios 

d•ben ser r•al•s y positivos. Aun cu.ando est.o no implica que los 

valores de los coef"icient.es de aul.odif'usién deban ser positivos. a 

p.art.ir de la. t.eoria cin•t.tca de los gases se puode detDC)st.rar que 

t..a...rn?:::iién debe cumplirse t.al condiciones. Les valores obtenidos 

experiment.almenle son siempre positivos. Los va.lores de O~J Cpara 

38 



i-J) no est.an rest.r ingldos a valores posi t.i vos. Incluso su signo 

dependo de la elección del component.e NC. 

3.4 Relación ent.re los Coe!icient.es de Difusión de Fick. 

St.efan-JG.xwell y Onsa.ger. 

A!In es necesario est.ablec•r la rela.ci6n que exist.e ent.re los 

d.ist.int.os t.i?O's de coeficient.es de difusiOn. ya que los de St.ef"a.n­

K.ax\itell son los que se pueden rela.cion...r con los binarios y los de 

Ficlc. son necesarios pa..ra podar calcular los !'lux..s de cada 

component.e. Una f'orm.a. modif'ica.da de la. ecuación generaliza.da. de 

St.ef a.n-~l l 

-H~ 
C Vy'L - }.. 

l= l 

''" 

Cy"Nj - Y/.I") 
j) 

" 
Como par a. un gas i dea.l 

Cyi.J j - yJJi.:> 

D. 

" 

i:s1 .NC-1 C3. 57) 

C3. 60) 

1=1.NC-1 C3. SQ) 

bajo la suposici6n de que el sist.ema. t.ra.nsf'iere masa. en forma 

principa.ltnent.e difusiva. En vist.a. de la. relaci6n C3.54) 

e 
R'f 

r 
y 
-' 

C3. eo) 

C3. 81) 
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enlonees (3. 6Z) 

Poniendo 3 J4c en t"unci ón de los demás t'l uxes 

(3. 63) 

(3. 64) 

Si se def'ine :a un~ ~tri:;: 9 cuyos element.os está.n dados por 

i =1. NC:-1 

- _1 J 
3:)i.NC 

i, j•1, NC-1 

1"J 

W. ª - >'f.-i. B .J. s: - N~-s B J - B,.,.J,. 
\. j /ts "J J J f t i.~ j 

ja•li" 

crVy=-BJ 

Sust.i~uyendo en C3.!5!5) 

DespeJa.tido L d• C3.68l 
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(3. 6!SD) 

(3. 66) 

(3.67) 



L = + -· C3. OQ) 

Debido a la. simet..ria. que exhiben A. y e. la. ma.t.r1% de 

coeficient.es de Onsager cumple las ORR. Comparando la ecuación C3. 67) 

con C3.20) se puede observar qua 

C3.70) 

P.a.ra un g~ idea.l la ~t..riz de fa.et.ores t.art:JOdi.ná.micos 

t.ransforma en la mat.riz ident.idad y 

C3. 71) 

Con est.as •><presion•s •s posible calcular los coef'icient.es d• 

difusión mult.icomponent.e de Fick. Por ejemplo. p.a.ra un sist.ema 

t.•rnario que !'orma un g:AS ideal,. los coeficient.es de O se pueden 

expresar en función de los coeficient.es de difusión binaria Ciguales 

a los coefici.ent.es de St.efan-Ma.xwell) 

o 
u 

C3.72a) 

C3. 7Zb) 

(3.72<:) 

ca. 72d) 

(3. 72e) 

Para sist.•ttia.s con un número m.a.yor de component...s la inversión es 

más compleja. Sin embargo. la solución puede obt.enerse nutnéricarrient.e. 

Est.e desarrollo es válido para sist.ema.s en que el t.ransport.e de 

:na.s.;i. es eser.cialment..e dif"usivo. Por est.a ra.z6n. es muy li::Ut.ada su 

aplicabilidad en s.ist.ema.s de f'lujo cont.inuo. Sin a~r90. a.l igua.l 
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que en los sit..emas binarios, es posible plant.ear al problema del 

t.ransport.e de masa en t.érminos de coef'icient.es de t.ra..nsf'erencia de 

~sa individuales o globales. Con eslo se puede incluir ~~cilment.e en 

los tnodelos la convección e incluso, la t.urbulencia. 

La f'orma más simple en que es posible int.roducir est.os 

coeficienles en el modelo de t.ransferencia de m.a.sa mult.icomponent.• es 

considerando un sist.em.a siznple de t.arnsport.e. Un caso puede ser al 

transport.e unidimensional a régimen permanant.e de una mezcla que 

form:a un gas ideal. Para un sist.ema asi. los balances de masa para é 

cada component.e de la mezcla se reducen a 

dNi.z 
d%" =o 1•1 ,NC C3. 73) 

Si se suponen conocidas la . t.rayec.t.oria de d f'usi6n y la.s 

concent.racion.s de cada especie los ext.reJDOs de dicha t.rayect.oria, 

las condicionas a la f'ront.era para la ecuación C3.73) son 

~ o 

6 .. 
y'- = Y¡,, 

Si SQ def'ine una posición adimensional 

C3. 74a) 

C3. 74b) 

C3. 73) 

y a un coef'icient.e binario individual de t.ransferencia de ?U.Sa 

i =1 .NC 
i"J 

C3. 76) 

Las relaciones de Slef'an-Maxwell C3.5T.J pueden reescribirse bajo 

est.as definiciones de la siguient.e manera 



f"orlNl 

5 = H~ Cyi..NJ - yJN\::> -
dTJ ,f, ~-j--- -

j,.ts 
!=1.NC-1 

Para un sist.ema binario la treuación 

C3. 77) 

C3. 78) 

Est.a ecuación puede reordenar-se y present.arse de la ai!"uient.e 

(3. 70) 

donde tf>v un ract.or de valocidad de t.rana~erencia de 

adimensional dertnido por 

N + N 

~V~ ~-·-·--·-·--k V .. C3. 90) 

1-a.s condiciones a la Cront.era p.a..ra la oeua.ci6n C3.7Q) son 

a 1) = o Y¡ 
o 

Y, C3.81a.) 

.. 1) = 1 Y, = .. 
Y, ca. 91b) 

L.l. solución de la ecuación C3.7Q) suje~a a est.a& condiciones-

El rlux dirusivo del ccc;:>onent.e 1 de acuerdo a la ley de Fick se 

puede exp.r-sar- como 
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(3. 83) 

Para la posición n e O. el f"lux dit'usivo del componente 1 

(3. 83) 

EL !'lux del componanle Z es de la m.J.sma magnitud que J• pero de 

signo opuest..o. debido -. la condición C3.14). Para det.erminar los 

!'luxes totales de las especies en el sislema es necesario considerar 

el t.ipo de t.ransf'erencia que ocurre. 14- condición det.erminant.• es la 

que establece la relación entre los !'luxes lot.ales. Esta relación 

puede repres•nlarse 11'edianle la siguJ.onle ecuación 

tf.\ .. N. ~O 
l. ' ' ... (3. 84) 

donde los coef'icienles i\ se est.ablec.en de acuerdo al t.ipo de 

t.ransport.e de masa. Algunos e.ases comunes pueden ser la. 

conlradif'usión eqUimc:i-lar. el f"luJo t.ravés de componen t. e 

estancado. el !'lujo en un sistema con reacción heterogénea. ele. La 

cont.radit'usi6n equimolar se caracteriza porque el flux total es cero. 

es decir 

C3. BID 

est.a expre>5i6n implica que v\. = 1 p.a.ra t.odos los co01P0nant.es. Para el 

caso de !"lujo a t.ravés de un component.e est.ancado Cpor ejemplo. el 

component.e Ne:> la condición que se cumpla es 

N =O 
NC 

(3.Be) 

para aue se cumpla est.a condición, el coef"icient.e ~Ne~ O y t.od.os los 

demás v\. = O. En el caso del sist.ema. con reacción hel.erogenea, los 

coef"icient.es de la condición det.erm.inant.e pueden coincidir con los 

coef"icient.es est.equiomét.ricos de la reacción Cincluyendo los signos). 
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Para sist.emas mas complejos el análisis puede ser no t.a.n simple. Más 

adelante se diseut.ira el easo de la dest.ilaclón. 

Para el easo del sistema binario planteado ant.eriorment..e. el 

flu,c. t.ot.al de la especie 1 podrá calcularse en !'unción del tipo de 

lransport.e. Para el case de la cont.r.adif'usi6n equimolar. el !'lux 

t.ot..al y el !'lux difusivo son iguales. Sin embargo. el fact..or de 

velocidad de t.ransport..e de masa ~ se nulif'~ca. Considerando el limit..e 

l 1m (3. 87) 

el flux molar t..ot.al de la especie 1 es 

(3. 88) 

Si la t.ransferencia se presenta a t...ravés del component.e 2 

est.ancado 

rj)v= 

el !'lux lot.al del componente 1 est..á dado por 

H 
l% 

considerando C3.89) 

.. 1 + 

de donde se puede despejar N~: 
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C3. 89) 

(3.90) 

C.'3. 01) 



C3. Qa) 

Para sist.emas mult.icomponent.es es necesario definir una rnat.riz 

de factores adimensionales de velocidad de t.ransferencia de masa • de 

la siguient.e manera 

También 

1,j=l ,NC-1 
h•j 

n~asario definir veet.or 

C3. 93a:> 

C3. 93b) 

de términos 

&dimensionales CvY una mat.r~z sºvd• coeficiant.es da lransferancia da 

in.asa invert.idos 

~- + .2c;~ 
t.Z J'"t L J 

j;ll!i. 

y~ ( ~-,, 
La ecuaci on e 3. 79) 

C3. Q4) 

C3. Q5a) 

,...;_) 
k:i.NC 

C3. 95b) 

sis lemas 

mult.icomponent.es con el uso de est.as deriniciones, obt.eniéndose lo 

siguient.e 

C3. 96) 

L.os fluxos difusivos están dados por 

J::>V:ll - [.~CV]-S. =~ 1 
'1=0 

C3. 97) 



B&jo la condiciOn de que las composi.ciones de todas las especies 

son conoc:idas en los ext.remos del sistema, la solución del problema 

C3.96) es, por analog1a con C3.8Z.) 

C3.00) 

Los flujos difusivos en la frontera estan dados por 

(3. 99) 

Se definen a una matriz de factores de corrección ~ 

(3.100) 

y una m.at.riz de coeficienles de transferencia. de masa k:~, de t.al 

forma que los fluxes est.én dados por 

La ma.t.riz E' se ccnvi•rte en la malriz ident..ida.d cuando los 

fluxes de cada especie t.ienden a cero, es decir. que a reg!menes 

de flujo m.inimos 

C3.10Z) 

La. 1r.atriz definida en C3.102' se conoce como m.at.riz de 

coeficienles de t.rans!'erencia de masa para flujo nulo. Una vez 

conocidos los fluxes difusivos es posi.ble calcular los fluxes 

t.olales. Partiendo de la restricción en cuanto a la suma de fluxes 

dl.fusivos y la condición det.erminante de los fluxes t.ot.a.les, el 

flux t.ola.l esta dado por 

H~-~U - U )Jº" 
j¡.S j HC 

~e o 
l.." y 

jz:t J j 
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los fluxes t.ot.ales pueden obt.enerse ent.onces a part.ir de los f'luxes 

dJ.!'usivos 

1=1.NC-1 C3.104) 

y el Clux rest.ant.e Cel del component.e NC) se puede calcular como 

N2-• N ~ -
NC 

J:;t. 

v. 
-2 N 

VNC J 

(3.105) 

L.os paramet.ros Aj ut.ilizados en C3.104) se definen como 

h a 
j 

Cv. - V ) 
J NC (3. 106) 

En la t.abla 3.1 se present.a un algorit.mci propuest.o por Krishna y 

StancU.rl C1976) para el c~lculo de los fluxes t.ot.ales. Est.e algorit.mo 

garant.iza la convergencia de los Ni.. 

Para Cases liquidas el proc::edimient.o de c~lculo es muy similar. 

La mat.ri::. .:B
0
Lse calcula de acuerdo a C3.Q5) pero ut.ilizando las 

composiciones as! corno los coeficientes binarios de t.ransrerencia de 

ai.a.sa de la fase liquida. Para el calculo de la matriz de coe!'icient.es 

de t.ransferencia de masa de flujo nulo es necesario corregir mediant.e 

la mat.riz r definida en C3.52) y calculada en un valor de x adecuado 

ent.re xº y x~ Cpuede ser la media logarit.mica). 

(3.107) 

La matriz de factores de velocidad de transf"arencia de masa 

t.ambién debe modificarse con r de la siguiente manera 

C3. 108) 
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Tabla 3.1 Algori~lflCl de Kr!shna y St.andar~ para el C.Alculo 

de los Fluxes Totales. 

Calcular Jc0 va pa.r-t1r de C3.102' y la def"in.ici6n C3.95). 

IV Calcular J 0 va pa.rt.it" de C3.101) y N eoo las ecuacion•: C3.1.04) 

a (3.100). 

V A part..ir de N evaluar los elemenlos de •vy de !?':' 

VI Repet.ir la.s elapas III a V hasta alcanzar la convergencia de 

t.odos los Me 
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e 3. 107) 

La ma.lri: de !'actores de velocidad de t.ra.ns.ferencia de masa 

t.ambi6n debe modif'icarse con r de la siguiente manera 

(3.108) 

lJ.quida obt.ieno co~ 

C3. 109) 

donde (3.110) 

E.l proc.~1 mi ent.o de c.A.l culo de los: f' 1 ux.s di f'usi Vos y t.ot.a.l es 

de acuerdo al algoritmo de Krishna y st.andart. de la labia 3.1. 

En el caso de la dtts.t.ilac16n ordin-.ri.a l.as f'ront.eras de las 

r9giones en las que se realizan los balances de in.asa Cy energia) son 

la int.erf"ace ent.re el liquido y el vapor y un punt.o en el que las 

condiciones de composición y t.emperat.ura alcanzan los valor-s 

glo~les de la !'ase. Do est.a ina.nera 

o = 
y 

Y, Y, C3.11D 

" 
.. 

"~ ' 
y )(~ = )(~ C3.112' 

3.5 Trans!'erencia de Energia en Sistemas Mullicomponentes. 

Los !'luxes de energia dent.ro de un. !'ase también const.a.n da un 

término dif'usivo y un término convect.ivo. 

C3.113) 
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(3.114) 

El f'lux difusivo de ealor puede ser represent.ado an forma 

an~loga .al f'lux ma.sico. MediOLnt.e la aplicación de la ley de Fourier 

(3.115) 

donde A es la conduct.ividad t.érmica de la fase para la que se realiza 

el balance. Es posible def'inir un coef'icient.e de t.ransferencia de 

calor 

h (3.116) 

y un f'act.or adimensional de velocidad de t.ransf'erencia de calor 

C3 117) 

considerando que 

C3.118) 

Asumiendo que el f'lujo de calor es únicament.e en la cilrecc16n z 

y ut.ili:zando una posición a.dimensional T} def'i ni6 

ant.eriori:nent.e. El balance de energia en la fase de int.erés se puede 

expresar como 

g = - h ~~ + h & CT - T°5J C3.11Q) 

cuya. solución. bajo las condición de que las t.emperat.uras en la 

int.erf'ac• y en el seno de la fase son conocidas, es 

T - T° C3. 120) 

El !'lux difusivo de calor en n O, se obt.iene a part.ir de la 
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o : - h dT 1 ~ h -,-"-- CTº - ~) 
q~ """d'T}"" 17"º • - 1 

El f"lux de calor lo~al es 

g • q 0 + ~e N Cp. CT" - y5) .. . l ~ \. ,.. 

C3. 1"1) 

Los coef"icient.es de t.ranst°er•ncia dill calor para !'lujos 

rinit.os qued•n deCinidos por 

(3.123) 

~ relaciOn ent.re h• y h es la s1guient.e 

(3.124) 

Par.a una. !'as• liquida. el v-..lor de h •s s:uf'icient..•ment..v grande 

cotnO' para hacer que ol !'actor de corrección l~enda a la unidad. por 

lo que pued• no consider¿rse. 

a.e Condición Oret.erminant.e en Stst.em.as de Dest.ilaci6n. 

En sistemas de dest.ilaci6n es dir1cil establecer los valores de 

los coe!'icient..es en la. condic:1ón det.erminant.e Cr-ol;¡eión de C'luxes 

mol.a.res t..ot.ales:>. El e.aso m.\s simple es asumir la cont.r.adif"usión 

equithel.ar en la. que todos los c:oe!'icient.es l·\ se i.gua..l.a.n a la unidad 

y. por•t.ant.o. •l !'lux t.ot.al es igual al rlux difusivo. Sin e~bargo. 

un sist.ema de des~ilacion puede no coznpor~a.rse dv es• 

Si un pla.t.o de dest..ilaciOn es .adiab.i.t.ico (gran m.a.yoria de los 

casos). el calor que cede un component.e al condens~ esl~ dado por 



C3.126) 

Est.a cant.idad de calor debe ser absorbida por los compnent.es que 

se evaporan. Si se consideran t.odos los calores cedidos por los 

component.es que condensan. el calor que reciben los componen~es que 

se evapor-an debe ser igual Ca.sumiendo que t.odos los component.es se 

encuent.ran en el equilibrio). Resulta claro que si los calores 

lat.ent.es de vaporizaci6n o condensación son diferent.es las cantidades 

Cen moles) de componentes que condensan y que se evaporan seran 

di f'er en t. es, 

P.a.ra que exist..a la conl.radifus16n equimolar es necesario pues 

que lodos los calores lat.ent.es de vaporización sean !gua.les 

>-- = >--
' l<C 

C3. 126) 

Sin embargo. est.a condic16n no suf'1cient.e, debe cumplirse 

ademas. que el flux difusivo de calor de una fase sea igual al ilux 

difusivo de la ct.ra. 

En vist.a de la condición (3.5) y de que 

E~ = gV - gL :z o 
J 

(3.127) 

C3.1GS) 

La dif'erencia de (luxes dif'usivos d• calor ant.re la rase liquida 

y la f'ase vapor puede escribirse como 

C3.1aQ) 

la dif'erencia de ent..alpias en (3. 1C!9) es la. def'inición del calor 

la.t.ent.e de vaporización. est.a relación puede reescribirse de la 

siguient.e manera 
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q•L - qv• = ~ck N jfL J J 
C3.130) 

Def'iniendo 

C3.13D 

y considerando que 

j=1. NC-1 C3.132) 

la dif'erencia. de f"luxas C3.130) puede modif'icars8 a 

C3. 133) 

Despejando Nt de C3.132J 

JL - Jv 
N J J j=1,NC-1 • X 

J - Y; 
C3.134) 

y de C3.133) 

'T' L - V o. - >.. )Jy 
q q J~ .l. J 

NC j 

N = C3.135) • .,._v .,._v 

En est.a. expresión son claras las condiciones C3.12t3) y C3.127) 

para. l.a cont.radif"usión equimolar. 

A p.a.rt.ir de est.as ecu,;a.ciones es posible determinar las 

condiciones de la f.a.se vapor en la int.erf'ace. Si prevalece el 

equilibrio l.a. composic16n inl.erf'acia.l de la f'ase liquida se puede 

est.i~r con C3.Q). Los f'lujos molares de cada component.e se puedan 

eslitu.r mediant.e la siguJ.ent.a expresi6n 



N : C1 - AJJV-y ~CAJV ... y2 j•l.NC-1 
j J J Jjt. J J J "V (3.13!5) 

ptL 

CAj - "-wc) 

dende /\. =- C3. 137) 
J ,_v 

Con est.o se ha eliminado la necasidad de suponer que 111n el 

sist.ema exist.e la conlradifusi6n equimolar. 

El modelo MERO modelo de no-equilibrio ha quedado 

complet.a.ment.e definido. En la t.abla 3.2 se presenLa en forma resumida 

est.e modelo. En el capi t.ulo 5 se mencionan las rormas en que puede 

resuello. 

Al comparar est.e modelo con el de las ecuaciones MESH. result.a 

evidente que t.iene menos suposiciones y. por t.ant.0 0 es mas riguroso. 

Sin embargo. el t.ot.al de ecuaciones también result.a mucho mayor. Si 

considera que los subindices i y j en las ecuaciones del modelo de 

la tabla 3.2 varian de la forma 

i =1. NC 

j =1. NE 

donde HC es el número de componentes y NE es el número de etapas. el 

total de ecuaciones del modelo es 

Ec:uaci enes H 

Ecuaciones E 

Eeu.a.ci ones R 

EeuacJ. ones Q 

Tot.al 

2 CNC•NE) + NE 

2 NE 

2 CNC-1) NE 

2 CNC•NEJ 

5 NE NC + 3 NE NE C5 NC + 3) 
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Tabla 3.2 Hodelo HERQ o de No-Equilibrio para la 

ELapa de Separación. 

I Balar.ces de Masa. 

ti-. = (1 + r'?L. X - L. X - fL - .r z o C3.2' 

" J J 'J J-i \.J-l " 
,, 

Mv z C1 + r v)V Y .. - V 
J•ly\.J•f.. - fv + .... ~. = o ,, J J \.J " " 

C3. 3) 

M'. = fy - .r = o (3. 5) 

'J " " 
II Balances de Energla 

EL C1 + r'-:i L H':' - L. HL •o':' - F~H~r - gL = o C3. 6) 
J J J J }-t. J-f.. J j 

Ev C1 + rv) V.HL - V Hv + Qv - FvHvr + gY . o C3.n 
J J J J 

,_, ¡-• J j J 1 

E' ~ g• - gL = o (3.128) 
J 

con 

e. = h~v e Tv - T') = hL ( T' - r' (3.138) 
J J j J 1 J J 

111 Relaciones para el C~lculo de los Fluxes Tol.ales de Masa y 

(3. 139) 

N. - wf..- ~et. e x 1 - x. :> - x. N = o 
\J pl-s. i.pJ PJ PJ 'J \J 

C3.140) 

IV Relaciones de Equilibrio en la Inl.erfaca 

Q (3. g) 
•J 

Calor 

NOTA: El modelo puede incluir las res~ricciones en cuanLo a las Sl.!ma.S 

de ~racciones mol. o bien. u~ilizar flujos molares por componente. 

Se asume que .JI . . 

" 
y g 

J 
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Comp.a.rando est.e t.ot..al cont.ra el del modelo MESH. C2.11) se 

observa que es de orden de magnilud 2.5 veces mayor. Para el caso de 

un sist.ema de 30 et.apas y cinco component.es. el numero de ecuaciones 

pasa de 390 a 840. Est.o implica desde luego un esfuerzo mucho mayor 

para resolver el sist.ema. En t.iempo de soluc16n la relación es mucho 

mayor que 2.5. Es pcr eslo que la búsqueda de for~4S de reducc16n del 

sist.ema debe ser mayar. ot.ra complejidad que aparece es la mayor 

relación que guiardan inuchas de las ecuaciones, por ejemplo los 

balances de masa para una y ot.ra rase en la misma etapa. et.e. Debe 

t.omarse venlaja del gran desarrollo de algorit.mcs para el modelo de 

las eeuac1ones MESH. 

El calculo de propiedades es ahora considerablement.e mayor, ya 

que es necesario est.ablecer t.odas las propiedades t.ermodinámicas que 

se ulili:an en el modelo MESH ya que siguen ex:ist.!.endo balances de 

energ1a que impl1.can el cálculo de ent..alp1as, el equilibrio (ahora 

sólo en la interface), que implica el cálculo de los coeficient.es K 
•J 

de repart.o. no idealidad de las f'ases liquidas. qui::> impli::a el 

c~culo de coef'icient.es de act.ividad. Además, se requiere del calculo 

de Cp para los flujos de energ!a. En el modelo KERQ también es 

necesario un cálculo de propiedades de t..ransport.e como viscosidades. 

conduc~ividades t.érmicas y coeficientes de difus16n binaria. Aparte 

es necesario considerar modelos para la predicci6n de cceficien~es de 

t.ra.nsport.e de masa y energia en func16n de la geomet.ria y la 

hidrcdiná.mica del sist.ema de dest..ilaci6n. 

En los capit.ulos post..eriores se discut.irAn métodos para la 

solución de est..e t.ipo de sist.e~•s. asi como su aplicación a los casos 

par t.i cul ar es. 
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CAPITULO 4 

METODOS DE CONTINUACION 



Los modelos presentados anteriormente cons~an de una serie de 

ecuaciones algebraicas y/o d1~erenc1ales. Estas ecuaciones deben ser 

resueltas en forma eficiente. rap1da y confiable. Dada la dimensión 

de los problemas. resulta nat.ura.1 que su solución análitica sea 

imposible de encontrar. La via de solución es entonces. una solución 

nurnérica. 

En la actualidad. se conoce una gran variedad de métodos 

numéricos encarr~nados a resolver esos sistemas de ecuaciones. A 

cont.inuac16n se discuten las caract.erist.icas de los principales 

métodos utili::ados para resolver s1st.emas de ecuaciones algebraicas 

no lineales. 

4.1 Métodos de Convergencia Local. 

El método de Ne..rt.on-Raphson ha sido quiza el más utili=ado para 

resolver les sistemas de ecuac1ones sef'ialados. Es mét.odo de tipo 

implicit.o. es dec1r. el sistema de ecuaciones debe tener la siguiente 

f'orma. 

FCx) = O < .:.1) 

Cons1ste en resolver una sucesión de sister.~s de ecuaciones lineales. 

Estos son gene~adcs med1ant.e una linear12aci6n del sis~ema. alrededor 

de una aproX1~~ci6n previa de la solución del probler.la.. La respuesta 

obtenida del sistema lineal const.ituye el nuevo punt.o base. Cada 

sist.ema lineal se obtiene mediante una e.xpal:'\Sión Clineal) en serle de 

Taylor de !as ecuaciones orig.lnales. La regla de convergencia para 

este mét.odo es la siguiente 

C4.2' 

donde x<\.) es la aprox.irn.a.ción previa de la solución. xll.•1.1 es la 

n~~va ~Foxir..aci6~ .. F es el vec~or de funcic[n:~ ]evaluado en el ,:un~o 

X y F e~ la mat:-1z Jacobiana del sist.emd. dx.~ evaluada en X . 
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Este método tiene las ventajas siguientes: 

• Su rapidez d• convergencia es cuadrAt.ica. 

11 Es invariante al esca.larr..iento de variables o f'unC'iones. 

• Es autocorregible. 

sus desventajas son: 

•Requiere la evaluación del Jacobiano en cada iteracion. 

• Requiere resolver un sist..em.a. de ec:u.aciones !!ne.a.les en cada 

i teraciOn. 

• O.pende f'uertemente del punto inicial. Si ést.e no es adecuado. 

puede no llegar a la solución. 

• A lo sumo encuentra una ralz del sistema a pa.rt.ir de un est.imado 

inicial. CD.ad.a l& nat..ural&za lineal de las ecuaciones, es 

posible que existan varias soluciones reales del sistema). 

t..a. tercera desvent.aja se conoce como convergencia local. Est.o 

implica la necesidad de conocer un punt.o suricient.ement.• cercano a la 

solución del problema.. Para el caso de columnas de dest.ilaci6n. esto 

signif'ica. conocer un perf'il de !'lujos. composiciones de liquido y 

vapor, t..emper-at.uras, et.e. suf'icient.ement.e parecido a la soluci6n de 

los ba.lances. Est.o no es una t.araa sencilla en la m.ayoria de los 

casos. 

Broyden C191S5) propuso un método mediante el cual es posible 

eliminar dos de las desVEtnt.ajas indicadas. El evaluar el Jacobiano y 

la necesidad de resolver el sistema lineal en cada it.eraci6n. Sin 

embargo, la f'orm.a. de la regla de convergencia es muy sinúlar. Por 

est.u, el mét.odo es conocido como un mt!olodo Cuasi-Newt.on. La regla de 

conver9enei~ del mQtodo :e Broyden 

C4.3) 

donde H1u-u matriz obtenida medi.ant.e un esquema de 



.act.Uit.lización d• rango 1. L..a. ~xpr~•ión para. la. -.ct.u.a..li2aci6n da l-. 

mat.riz H. es la siguiente 

(4.. 4.) 

donde Ye'"> = FC\.•t> - Fh" y Dt"> X 1i.J. L.a.s ven t. aj as de 

•sl• rnét.odo son: 

w Sólo requiere información sobre la función Cno sus derivadas). 

•No requiere resolver sistemas lineales en cada ileraci6n. 

SUs desvent.ajas: 

• Su rapidez de convergencia es superlineal Crequiere un mayor 

número de iteraciones que N-R). 

• Depende del ese al ami ent.o de variables y/o funci enes. 

• No corrige los errores de lruncam.ienlo y r.edondeo. 

•Requiere de una matriz H inicial. 

w Su región de convergencia es menor que la del mélodo N-R. 

w Genera una solcci6n a partir de un estimado inicial. 

Algunas de sus desvent.ajas también se han t.ratado de corregir 

Clo que implica mét.odos m.ts complejos). Por ejemplo, se ha buscado 

reducir su dependencia al escalamient.o -Paloschi C1999)-. Sin 

embargo, no se ha logrado un mét.odo de est.e t.i po qua reduzca 

significativamente sus desventajas. También se han propuest.o algunas 

modificaciones encaminadas al manejo de sistemas de ecuaciones 

dispersos. Han sido propuest.os métodos que combinan al Newt.on-Raphson 

con el rnét.odo de Broyden Cc:&.lculo parcial del Jacobiano. 

~ct.uali%aci6n del rest.o). et.e. 

Probablement.e. la principal desvent.aja de ambos mét.odos CN-R y 

Broyder) sea la ruert.e dependencia con el est.imado inicial. es decir, 

la convergencia local. Se ha invertido mucho esfuer:::o para reducir 

est.a caract.erist.ica. t.rat.ando de lograr mét.odos aplicables en la 
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practica. En principio se buscó combinar métodos de aproxima.ción al 

Qét.odo de Newt.on-Raphson para hacer crecer su región de convergencia. 

T.ambién se han propest.o diversas t.écnicas da búsqueda en la linea. 

et.e. Los logros son muy limitados, como muestra gr~icarnente Sead•r 

ClSSS) p. 26. Por est.o. el uso de los mét.odos llamados de regi6n de 

convergencia ampliada no se ha generalizado. 

Desde rines de los anos set.ent.a. se ha trabajado in.as en el viejo 

concepto de la continuación, Est.o implica la generación de métodos de 

convergencia global. es decir. m4ot.odos que a p¡irtir de cualquier 

est.imado inicial conduzcan a la solución del problema. 

4.2 Métodos de Cont.inuación. 

El concept.o de cont.inuaci6n se entiende corno la generación de un 

conjunto continuo de p1oblemas. Est.e conJunt.o part.e de un problema 

(4.5) 

y llega .al probl•ma original. 

FCX) =.;o C4. 6) 

L.a t.rayect.oria da las soluciones de ese cont.inuo de problemas 

conoce como homot.opla. Est.e ca.mino conduce a part.ir de un punt.o 

cualquiera Cla solución del primer problema) hasta la solución 

buscada para el problema original Crigura 4.1). 

Para generar el conjunto cont.inuo de problemas es necesario 

introducir un par~metro adicional continuo que delerrnin• la posición 

que un problema dado guarda dentro de t.al conjunto. As!. para un 

ci$rto valor del pararnetro Ct.o) se sabe que se encuent.ra en el punto 

de partida. Para un valor t.r. la homot.opia es exact.a:nent.e igual el 

problema original. A este pa_rá.tnelro se le denomina parAmet.ro de 
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Figura 4.1 Concepto de Continuaclón. 
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homot.opi.a. En est.o queda impl1.c:it.o ol aulnoillnt.o et'I 1-. di-n.iaiót'I del 

problem.a.. 

donde 

En el problema original FCX) = O 

F: ~n - IR" 

La homot.opi .a 

~X.l' =O 

~: IR" X ~ 

C4. 7) 

C4.8' 

C4.9) 

En algunos casos es posible considerar .a un par~t.ro presente 

el problem.ot. original como pa.r.i.met.ro de homotopia. En estos casos 

habla de un parámet.ro nat.ural. Este t.ipo de parámelro lJ.ene un 

signif'icado f'isico que puede implicar t.a.nt.o ven t. aj as como 

desvent.ajas. En el caso de los procesos de separación los t.rabajos de 

Vickery C1988a. 1988b). l...in C19S7.1988) y Se~der C1990). entre otros. 

discuten algunas de las vent..ajas y desventajas de los p.arkmetros 

n.at.ura.J.es. 

En muchos ca.sos el par.i.metro de hornot.opia es adicional. 

decir. no f'orma parle del problema origina..!. Es un pa..rámet.ro que 

af'l.a.de a las variables y carece de signif'ic.ado f'isico. Cu.ando 

utiliza est.e t.ipo de parametro se habla de pa.r.i.metros art.if'iciales. 

En general. es posible considerar que un parámetro que se .a.Nade 

.a.rbilrariament.e al problema mucho menos restringido que un 

parámet.ro existente en el propio problema. Al agregarse al sistema se 

l• pueden dar aquellas car--.cteristic:a.s que se.an deseables. Est.o 

pernúle manl.ener las propiedades dese.a.da.s en el comporl.a.m.ienlo de la 

rut.a homot6pi ca, pueden ser la ausencia de bif"urcaciones, la 

baj¿ complejidad. aLc:. -W.at.son eL al C1987)-. 

Una rut.a de homotopia puede con~truirse a part.ir de un est.imado 

inicial único de t.al f'orma que at.r.a.viese t.odas las soluciones del 

problema original. Esto implica que puede generar mapas de 

SC"\lUc.iones. Est.o. desde luego, tiene gran aplica.ci6n pract..ica en 
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algunos sisletn3s como los reaclores qu1micos Carberry C1979) o en los 

sistemas de separac16n Chávez el al C199S). ele. 

~a forma en que se const.ruye la función de homot.opia 

fundamental en la búsqueda de la solución del problema.. Deben tenerse 

en cuenta los siguient.es punt.os: 

• Sistema cuya solución es fácilmente calcul&bl• o conocida. 

• Funcionalidad con respecto al parámetro de homot.opia. 

• Tipo de p.;irámat.ro (artificial o natural). 

Una mala selección de alguno da estos puntos genera rut..as 

complejas. las que pueden incluirse bifurcaciones, puntos de 

retorno. ele. CF1gura 4.2). Una bifurcación es u~ punto donde la rula 

puede lomar dos direcciones partiendo de una sola. En un punt.o de 

érelo,no el Jacobiano [ ::J se vuelve singular. Esto dHiculla el 

seguimient.o de la rula. 

Ent.re las f"ormas más comúnment.e utili::adas para al sistema 

inicial (fácil de resolver) se encuentran las siguientes 

Homotopia de Punto Fijo. 

GCXJ = X - x1º• (4. 10) 

Homot.opia de Newt.on. 

GCXJ = FCXJ - FCX
1º 1

J C4.11) 

Homot.opla de Afinidad Invariante al Escalamiento. 

GCX) = r· ex - x1º'' C4.12J 

La ho1tOt.opia de punto fijo resulta la ~s simple. Sin embargo, 

genera rutas suma.menta complicadas incluso para porblemas sencillos. 

Lin el C1987) presentan el caso de una ecuación de segundo grado. 

cuya ru~a de homotop1a liene longitud inCinita para un cierto punto 

inicial. Por su parte. la homot.opia de Newton. la más utili:ada, 
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puede fácilment.e generar bifurcaciones ya que GCXJ conserva la 

nat.urala2a no lineal del sist.ema original y puede admit.ir m.t.s de 

solución. 

Rec:ient.ement.e se ha. preferido el uso de la homolopla de 

afinidad. Est.a elimina las desvent.ajas de la homot.opia de punt.o fijo 

y de la homot.opia d• Newt.on. 

La funcionalidad que exist.e en % con respect.o de t. puede ser 

lineal o no lineal. Una ~orrn.a. lineal muy manejada 

~X,t.) : ~r - _ t.~o FCX) + ~! = ~o GCX) (4.13) 

que para el caso part.icular en el que t.r : 1 y t.o = O S• reduce a 

~X,t.) = t. FCXJ + C1 - l) GCXJ (4. 14) 

Al int.roducir en est.a expresión la homot.opia de Ne....t.on, se 

obtiene 

~X, t) = FCX) - C1 - tJFCXtoi) C4.HD 

Aun cuando las formas no lineales son mas complejas. t.ambién han 

sido ut.ili2adas. Algunas de est.as formas son 

Slt'CX, t.) = FCX) - e -otFCXlOI) 

donde ut.iliza la homot.opia de Ne'Wlon y lo O y t.r = CD. Ot.r a !'orma. 

C4.17) 

donde F = G· V y t.o = O y t.r = 1. 

Como se discutir~ mAs adelante, ambos t.ipos de formas. lineales 

Y no lineales, han sido ulilizadas para resolver el modelo de la 

etapa en equilibrio. dent.ro de los procesos de sep&raci6n. 
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Figura 4.2 Caracterís~ic~s de una Ruta de HomoLopia, 



L.. generac16n de la serie de problemas cont.inuos. aunada al uso 

de paramet.ros art.ific1ales genera puntos carentes de posibilidad 

isica. Asi. en el area de los procesos de separación. se han 

observado punt.os en los que se t.ienen fracciones ·mol negat.ivas o 

mayores que la unidad. por ejemplo. Est.o acarrea dificult.ades en el 

c.1lculo de propiedades. ya que la mayor la de los paquet.es 

t.ermodinámicos no considera la posibilidad de manejar ese t.ipo de 

dat...os. o bien. aplicar e-unciones en dominios en los que no estA.n 

definidas. Est.e puede ser el caso del calculo de coeficientes de 

actividad. 

Para resolver el problema han sido propuestos cambios de 

variables. 11 amados funci enes de mapeo -L..i n et. al C 1 987) - . Ot.r a 

propiedad útil de las funciones de mapeo es el cambio de dominio que 

pueden generar para las variables del problema. Por ejemplo. pueden 

generar espacios finitos eliminando espacios infinit.os -Seader et. al 

C1QQO:>-. 

Las propiedades necesarias para una función de mapec son las 

siguient.es: 

M Su primer derivada exist.a y sea cont.1nua. 

M Su derivada no tome valores inrinit.os. 

• Exist.a una runci6n que deC-ina el mapeo inverso. 

Entre los m.a.peos propuestos se pueden se~alar los siguientes: 

C4.18) 

donde y es cualquier variable del problema o el parametro de 

homot.opia. Est.e tipo de mapeo permite eliminar valores negat.ivos 

indeseables. Sin embargo. este ~4peo genera rut.as más largas. 

El Ha.peo de Hipersuperricie Toroidal Generalizado 

A y 
(4.19) 
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donde el exponente p debe ser par. A y B son constantes pos1t.1vas. El 

mapeo inverso est..á dado por 

y 

Un caso particular de est.e mapeo es A = B 

expresión para este mapeo toroidal particular es 

y" 
y 

Su m.apeo inverso es 

y" 

C4. 20) 

1 y p =2. La 

(4. 21) 

(4.22:> 

En la tabla 4.1 se muestran algunos va¡ores de y y su 

corres¡x:indienle vales de y•. Como se pued'.e observar mapeo 

abierto que requiere un cambio de ramas al llegar a sus exlremos 

C:!::.1). 

Ka.peo de Boomera~. 

. 
y 

Zy 
·----

1 .... y:z 
C4.Z3) 

Su m.ilpeo inverso es 

y 
y" 

C4. 24) 

En la l.&bla 4. 2 se rn.ueslran valores para este rna.peo. Se puede 

apreciar que es un m.apeo cerrado (de ah! su nombre). Al tomar la 

variable y valores de :!::. m. la nueva variable y• toma el valor de 

cero. Con esto se el~mina la necesidad da pasar de una rama a otra de 

la ruta. ya que ésta es continua. 
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Tabla 4.1 Valores de y y su mapeo de hipersuperCicie Loroidal y• 

de acuerdo a la ecuación C4.21J. 

y 

~ 

o 

y 

~ 

o 

~ 

-0.7071 

o 

y 

·~ 

. 
y 

+0.7071 

Tabla 4.2 Valores de y y su rn.apeo.de boorneran6 y• 

de acuerdo a la e-cuaci6n (4.23). 

o 
~ 

o 

y 
. 

y 

o 



Diversos algoritmos han sido propuest..os para poder seguir de 

cerca el comport.am.lent.o da las rut.as de homot.opia Y esto 

encont..rar la solución del problema planteado. 

Los algoritmos más simples consist.en en fijar un conjunt.o de 

valores del parámetro de homot.opia Ct.tu. t.'21
• t.'!º• ...• t.tnl t.0 

par.a los que se resuelva el sist.ema C4. 8) mediant.e un mét.odo de 

convergencia local CN-R. por ejemplo). Est.a t.écnica ha sido ut.ilizada 

por Vid:ery el al C1998a) y Vickery C1998b) • ut.ilizando un par.Amet.ro 

nat.ural. Est.e tipo de algori.t.mo es f"uncional cuando la ruta de 

homotopia es simple Csin puntos c::!e ret..orno) y sólo se busca una 

solucl.On del problerr.a. En los rasult.ados present.ados por Vickery 

C1988b) se puede observar que el conJunt.o de valores propuest.os para 

t. puede variar aun en problema.s muy similares para lograr alcan:ar la 

soluci6n. 

La necesidad de concocer si el si st.ema de ecuaci enes posee más 

de una solución y. en consecuencia. la exist.encia de punt.os de 

retorno obli.gan a t.ener un seguir.uent.c ~uchc r.~s det.allado de la rut.a 

de homot.opia. Davidenko C1956) propuso diferenciar las variables del 

problema con respecto al para.metro de homot.op1a y con esto lograr el 

seguimienlo deseado. Un enfoque 11\As general fue present.ado por 

Kloprenslein (1961). Se plantea la posibi.lidad de reparametrizar la 

ruta de homotop1a en función de la longitud de a.reo que la describe. 

De esta manera el sist.em.a C4.9) se ent.iende como 

"'XCp).~Cp)) ~O C4.é!5) 

Su derivada con respect.o a la longitud de arco es 

~[~XCp).~Cp)J =O (4. 26) 

o bien. 

[ ~~ ~~ ] r~ d~ ]T 
ax • 4t dp • dp o C4. G7) 
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El s1st.ema C4.27) consta de ecuaciones 11neales en n+l 

incógnitas. Sin embargo, las direcciones def'"!nidas por el vect.or X. 

as1 como por t.. tienen la caract.erist.ica de ser ortogonales. 

Co~iderando las di(erenciales de cada una. el eler:ienlo de long1t.ud 

de arco diferencial que describen Cen el espacio de n+l dimensiones) 

debe cumplir el teorema. de Pit.ágoras. De esta forma. 

Cdx )z + Cdx ) 2 
+ .•• + Cdx ) 2 

+ Cdt.) 2 = Cdp) 2 (4. 28) 
• z n 

Est..a. expresión puede reescribirse 

Est.o si gn1 f i ca que el vect.or t.angent.e a la rut.a de homot.opi a 

vect.or unitario. Con est.a conclusión, el sist.err• (4.27) puede 

completarse de la siguiente manera 

(n+U 
e C4. 30) 

donde e'n•u es un vect.or cuyos elementos son iguales a cero except..o 

en la pcsicién n+l. En ést.a. tiene el valor de la unidad. El vector 

t.angent.e a la rut.a es 

[ ~ dp 
~ ]T = 
dp 

z 
=IZI 

C4. 31) 

El signo se elige de t..a.l Cor-ir.a. que est.e vect.or t.angent.e CormEt un 

~ngulo .agudo con el vect.or t.a.ngent.e previo. 

La. rcr ::ia en que se pl ant.e6 el si st.err.a C 4. 30) 1 mpl i ca que el 

Jaecbiano [ ~~] es no singular. Cómo se se~aló anCerior:nen<e. en los 

[ ~~ ] puntes de r et..or no. el Jacobia.no es singular. Est.o hace 
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e"'" C4. 32) 

L..os sisle~~s C4.30) (4.32.) represent.an un conjunt.o da 

ecuaciones diferenciales sujet.as condicion inicial. Esta 

condici6n est.á da.da por el punt..o de t.angencia x'"1
• t.'"">. 1-a 

int.egraci6n de est.e sist.ama de EDO"s se puede llevar a cabo por 

mét.odos conocidos como Euler. Runge-Kut.t.a. et.e. En el caso del mét.odo 

de Euler Cm.is simple) se t.iene que 

[ :::::: J . [ ::'.: J . et [ ~ • ~ r C4.33) 

Estos J:nét.odos permiten predecir punt.os post.eriores de la rula de 

homot.opia. Como es sabido. t.ienen un error asoc:;iado. Por est.o es 

necesario corregir el punt.o .a.si predicho. Para garant.i:ar qua 

rea.lment.e sea un punt..o de la t.rayec::t.oria, debe cumplir la condición 

dada por el sistema (4.8). 

Un método de convergencia local CN-R, Broyden) puede corregir al 

punt.o generado al integrar las ecuaciones dif'erenciales. ya que se 

cuent.a con un buen eslimado de la solución. Este lipo de algorilmos 

~ienen un enfoque prediclor-correc:::lor. 

El error del mélodo de integración es direclarnenle proporcional 

a. alguna polenci a del lama.f'{o de paso Es.t.o ha::e pensar en la 

necesldad de tene:- un cierlo control sobre él. En esLe caso. lamb1én 

exist.en va:-l.os rnél.odos aplicables. Desde los muy simples. hasta 

aquéllos de cl.erla complejidad. Es necesario considerar que si bl.en 

valor de dem.:a.siado grande puede provocar fallas 
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conV$'rgencia del método corrector. un valor demasiado pequeno genera 

una gran cantidad de puntos de la rula. Si se loma en cuent.a que en 

cada punto de la rula es necesario resolver el sistema de EOO"s y 

adem:.s se requiere corre-9ir. t.antos puntos implican un trabajo 

excesivo Ctiempo de cálculo elevado). 

El cent.rol de e siempre se basa en alguna f'orma de cuant.if'icar 

el error que produce. Asi. el esquem.a más simple propuesto para el 

cent.rol del t..arn.af'ío de paso. se basa en el n(l;mero de it.eraciones 

requerido en la etapa de corrección -Hlava~ek C1997)-, El esquema de 

cent.rol propuest.o se b.a.sa en un número 6pt.irno de ileraciones del 

método correct.or CloPT). Si al corregir el resultado del rnélodo 

predict.or se requieren I ileraciones. el valor d~ a para el siguiente 

paso esta dado por 

l\.+U 
e '" a (4, 34) 

HlavaCek C1S87) recomienda. un valor de loPT = 6. Aunque esto 

puede considerarse ext.rema.dament.e rest.rict.ivo para sistemas grandes 

de ecuaciones. Un valor de IoPT = 2n puede ser más f'lex.ible. 

Un algoritmo más robust.o para la act.ualización de o- es el 

propuest.o por denHeijer y Rheniboldt. C19S1). Este algorit.mo loma en 

cuenta diversos para.metros para la cuantif'icac16n del error. Entre 

ot.ros. considera la magnit.ud de la diferencia ent.re el valor del 

punto que se predi ce con el mét.odo de Eul er y el que resul t.a de 1 a 

corrección posterior. También considera los cambios que se present.an 

en la curvatura de la ruta de homolopia. para reducir el valor de ~ 

en la.s prox.imidades de un punt.o de retorno. En la t.a.bla 4. 3 se 

muest.ra el algoritmo de denH•ijer y Rheinboldt. y en la t.abla 4.4. un 

algorit.mo general para resolver un sist.ema de ecuaciones ut.ilizando 

mét.odos de cont.inuaci6n. 

Existen dif'erent.es implantaciones de algorit.mos del método de 

homot.opia de longit.ud de arco diferencial. Ent.re ellos se puede 

mencionar el paquet.e HOHPACJ< desarrollado por ACM Transact.ions on 
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Tabla 4.3 Algori t.mo de denHeijer Rheinboldt. para el control del 

lama."º de paso de int.egrac16n. 

1. Derinir los pará.met.ros ªw.n.,· ªw•x· ks.. k
2

• x. o.. D::inde "wtH Y "wAX 

son los valores limile pa..ra el t.amaf'l:o de paso. kt. y k
2 

son las 

relaciones de ma.xi.mo aumento de a o menor decrement.o de a ent.re un 

paso de int.egración y et.ro. x y o. son parllmelros ajuslables: para 

dot.erminar la proximidad a punt.o de retorno Clos valores 

recomendados para estos pará.mat.ros son 3 y O. 05, respect.ivament.e, 

aunque su elección depende del problema). 

2. Evaluar hWIH y hwAx de·acuerdo a las siguient.es expresiones 

h 

'"" 
h 

WAX 

(+) 
[ ~) 

(4. 35) 

C4. 36) 

3. Eva1uar las magnitudes de los cambios del punto corregido respecto 

al punt.o que se predice con el método de Euler y respect.o al punt.o 

anterior d8 la rula C6k y tLsk, respect.ivamente). 

4. Encont.rar el Angulo rorn:.ado por los vect.ores actual CTk) y previo 

C Tk-t.) t.angentes a la ruta de homot.op1 a 

o bien, 

5. Evaluar h k+s 

hx...1 h 
WAX 

hk+J.. h 
wrn 

hi:+s 

o.k =arceas <Tk.Tk-s> C4.36a) 

arcc?s 

de acuerdo a las siguientes expresiones 
k 

(4. 36b) 

si lsen ~ 1 $ senT o 6~hw4x~k (4. 37a) 

si lsenTI :2: ~o ók~hWtNAsk C4.37b) 

si no se cumplen las anteriores C4. 37c) 
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Tabla 4.3 Algorit.mo de denHeijer Rh•inboldt. para al cont.rol del 

Lama."º de paso de 1nt.egraci6n.CConLinuaci6n) 

(4.38) 

C4.3Q) 

7. Evaluar Ak+t C4. 40) 

(4.41) 

9. Si " 
... > k " 

k ent..onces " 
... = k " 

k . . (4. 42' 

10. Si " 
... < k "k ent.onc:es " 

... = k " • . • C4. 43) 

11. Si " 
... > " ent.onc:es e 

. .. = e 
""" """ 

(4. 44) 

12. Si e 
... < " MlN 

en t.. onces e 
. .. = e 

WlN 
C4. 45) 

77 



Tabla 4.4 Algorit.mo para Resolver Sist.emas de Ecuaciones 

No Lineales con el Mét..odo de Homotopia de Lcngit.ud 

de Arco Diferencial. 

Est.e algorit.mo considera que el sist.ema. de ecuaciones es de la forma 

FCXJ e o. cuadrado de orden n. 

1. Especificar el punt.o inicial x 1 º 1
• t.olerancias. parA.met.ros del 

algor i t.mo de dw1-1Hai jer -Rhei n.bol dt... 

2. Const..ruir las homot..opias del sist.ema. 

3. Hacer k: o. 

4. Evaluar 

5. Elegir la variable independient.e xj considerando alguna de las 

opc:iones siguient.es: 

a) t except.o al est.ar cerca de un punt..o de ret.orno Creducci6n 

not.able de dt../dp respeet.o a la t.endencia ant.erior. válido s6lo 

después de varios punt.os de la rut..a). j e n + 1. 

b) xj si J J es la matriz cuadrada menos singular que se puede 

obt.ener "al eliminar la j-ésima columna del Jacobiano del sist.erna 

obtenido en (4). 

6. Encont.rar Z de la ecuación 

iJi' iJ~ Z = 
8

Cjl 

[ 
1'% 1'%] 

ecj1 
C4. 46) 

7. Obtener el vect.cr t.angent.e T 1k1 a la rut.a de homot..opia. en x<k• con 

z 
:qz¡ 
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ESTA 
SALIR 

TESIS HO DEBE 
DE LA BiBUOTECA 

Tabla 4.4 Algorit.mo para Resolver Sist.ema.s de Ecuaciones 

No Lineales con el Hélodo de Homot.opla de Longilud 

de Arco Diferencial. CCont.inuac16n) 

El signo se elige de lal í'orma que el ángulo formado enlre Ttk
1 

y 

T 1k•u sea agudo C su pr oduct.o i nt.er i or es pos! t.i vo). Si k-=O la 

elección del signo es arbitraria. 

B. Predecir el siguient.e punto de la ruta de homot.opia 

C4. 48) 

9. Corregir el punt.o con un mét.odo de convergencia local 

CNe...t.on-Raphson. generalment.e), ut.ilizando 
yck•u_ 

est.imado inicial a 

a) Si se excede un 11mit.e de it.eraciones máximo reducir add a 

l.a mi t.ad y regresar a CBJ. 

b) Si el cambio al corregir suí'icient.ement.e grande reducir el 

t.amafto de paso a la mil.ad y regresar a CS). 

cJ Si t. tiene un valor suf'icient.ement.e cercano a la unidad hacer 

t..=1 ut.ilizar una t.olerancia rnAs rest.rict.iva y aument.ar el limit.e de 

it.eraciones permit.idas en el mét.odo correct.or. 

10. Ut.ilizar el algorit.mo de denHeijer-Rheinboldt. para act.ualizar el 

t.amano de paso de int.e9raci6n. 

11. Si 11.1 ) \.m~ 

a) Si sólo se ha analizado una direcci6n de la rut..a, hacer 

x<k>=x'º>. k=O y regresar a (4), considerando el signo opuest..o al 

elegido en la primera int.e-graci6n. 

b) Si ya se analizaron ambos lados de la rut.a, t..errninar el 

proceso. 

En caso cont.rario hacer k 2 k+l y regresar a C4J. 
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Malhematical Sortware CMorgan 1997). HOHPACK incluye siete opciones 

principa.les para los métodos de homotop1a. En el capitulo siguiente 

se discute sobre su aplicación al modelo MERQ y en el apéndice A se 

mue$lra su estructura. 
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CAPITULO 5 

APL!CACION DE LOS METODOS DE CONTINUAOON A DESTILACION 
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Los modelos MESH y MERO descr1t.os en los capilulos 2 y 3 forman 

en su conjunt..o un sist.ema de ecuaciones algebraicas alt.ament.e no 

lineales. Los métodos de convergencia local han sido utilizados 

ampliament.e para encontrar soluciones al modelo MESH a t.ravés de una 

gran variedad de algorit.mos y modificaciones a éstos. Los resull.ados 

obtenidos son frecuentemenl.e salisfaclorios. pero no siempre. En 

sistemas de separación complejos, como columnas de dest.ilac16n 

inlerconecladas, o en la sep.araci6n de mezclas alt.amente no ideales. 

est.os mét.odos fallan en la búsquEKia de la solución. aun partiendo de 

est.imados iniciales cercanos a la solución. A est.o úllimo habria que 

agregar el esfuerzo de generar t.ales est.imados iniciales. 

Debido la carencia de infalibilidad de los tnet.odos de 

convergencia local. a t.raVés de sus dist.int.as aplicaciones. que los 

xnétodos de cont.inuación se transforman en una alternativa muy 

razonable para la solución de los sistemas de ecuaciones generados en 

los modelos MESH y NE.RO. 

Por sencillez se discut.ira primero la aplicación de los tnet.odos 

de cont.inuaci6n al tnOdelo MESH. 

5.1 Hét.odos de Conlinuación Aplicados al Modelo MESH. 

Las homot..opás han sido aplicadas al modelo MESH desde principios 

de la década pasada. por dif"erent..es aulores y en di.ferent..es fonr.as 

CSalgovi~ -1981-. Chávez -1986-. Lin -1987-. Vickery -1988-). L...os 

resultados que han obLenido son sumamenle alentadores para cont.inuar 

la aplicación de est.e l.ipo de mélodos. 

El primer punlo a considerar en la aplicación de los m6t..odos de 

conlinuaci6n descritos en el capitulo an~erior. es la generación de 

las homotopias. decir el s1 st..erna de ecuaci enes en el espacio 

n+1-dimensi.onal. El modelo MESH ha sido planleado en una ~orma muy 
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conveniente. t.oda.s las ecuaciones igualadas a cero. As!. el sist.ema 

puede escribirse de .la manera siguient.e 

F CX) = O CS.1:> 

donde F es un vect.or de funciones que incluye a las ec:uaciones MESH 

ordenadas conveni ent.ernent.e. X es el VP.ct.or de i nc6gnl tas. en 61 se 

incluyen todas las variables no especif'icadas del sistema: f'lujos. 

composiciones. t.emperat.uras. et.e. 

Para desarrollar este punto se utilizarA elºmét.odo de corrección 

simultánea de Naphtali-Sandholm C1971) • ya que incluye 

caract.erist.icas que facilit.an su aplicación y soluci6n. En est.e 

IM>t.odo s• hacen las siguientes simplif'icaciones: 

Se utilizan flujos molares por componente en lugar de las 

fracciones mol respectivas. Con esto ya no es necesario considerar la 

restricción en cuant.o a la suma. de las :fracciones mol. Los flujos 

molares de cada componente se definen de la menra sigui•nt.e 

l .. = X L 
LJ \.j J 

V ,, Y. V 
,, J 

C5. ea) 

cs. 2b) 

Los !'lujos molares t.ot.ales de vapor y liquido en la et.apa se 

pueden obtener en vist.a de las ecuaciones C2.5) 

r Lji.~:x,j X L L. C5. 3a) 
i. =f. i.J j J 

~cy'-Jv. = vj'-~:Y'-j V cs. 3b) 
L =.t. J j 

El m6t.odo de Naphtali-Sandholm considera las ecuacion•s 

ordenadas por etapa. CJ'acobiano tridiagonal por bloques). En base a 

est.o los veclores de runcion&S y de inc6gni~as pueden escribirse como 

una unión de vect.ores de !'unciones e inc6gnit.as por etapa. es decir 
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F' C5. 4a) 

X = [ x: cs. 4b) 

donde los elell'lenlos FJ y XJ cont.ienen los elementos siguientes 

F'j . [ Hi M M M ••. M E 
•j EZj E. ... E,.c;JT 

" ., ,, HCj " C5. 5a) 

X = [ va.j V V • • • VNCj T l l l •' .lHCj]T 
J ., 

" J •j ., " cs. Sb) 

El conjunl.o de ecuaciones de las homoloplas es 

Sl!CX,~)=0 cs. 6) 

también puede considerArse f"orm.a.do por un conjunto de vect.ores 

.asociados a cada elap.a. de la columna. 

C.5. 7) 

cada vect.or XJ est.A formado por element.os h\. de la manera siguient.e 

" 2 cs.ª' 

Considerando la homot.op1a de He...t.on C4.11) en esle sislema.. loS 

eleraenlos hl est.an dados por las siguientes expresiones 

h 1 ~ lt-J.j (1 + r? + vt-&J Cl + r :) - l\._,,_
1 

-

- f" \.-1J - ( 1 - l.) 1-t 

85 

V 
t-lj+I. 

cs. 9a) 

cs. Qb) 



C5. Qc) 

donde C5.9b) aplica para tcZ,NC+1 y C5.9c) para 1=NC+2,2.NC+1. m=NC+l. 

Los el emenlos del vector 1 ° eslán dados por 

con X e Xº y l = 1 C5. 10) 

Xº es el punto inicial de la ruta de homotopia. Cabe senalar que an 

C5.10) se entiende que l = 1 implica que hCx, l) = rcx:>, no que se 

esl.i la soluc.i6n. 

El .Jacobiano del sistema. original CS.1) t..iene estructura 

lridiagonal por bloques. 

fe, e l . 
e e 

1 A• •• • . 
1 

.D = CS.11) 

l A e e j NC- l NC- S NC-l 

A B 
NC NC 

Las submalrices Aj, Bj y Cj son matrices t.ambién dispersas cuya 

estructura puede representarse de la siguiente manera 

ilF 
A • J 

j ~-· 

H. 
J 

H 

" 
H 

NC¡ 

E . . , 
E . 

NC¡ 

V o-• VNCj-t Tj-1 l tJ-1 • • • lNCj-.1. 

-1 

'-1 
C5.12) 



B 
J 

cJF 
J 

~ 

cJF 
e ~ ' 

j ~+1 

V ••• V T l l 
1J NCJ J t J t-ICJ 

H . ,. ·-·-----··-·--·· -·--··--··-·· ,. 
J 

M,J 

M 
NCj 

E,J 

E " --·-·-··--·-----·--·---- ,. 
NC¡ 

E 
NCJ 

V 
1J•1 . --· 

-1 

V T l 
NC¡+1 J+1 1J+1 .. 

(5.13) 

cs. 14) 

donde ,. signlf'ica que ese elemento es dif'erenle de cero. L.as lineas 

punteadas implican que en la región senalada los elemnlos son 

dif'erenles de cero. Donde aparece el valor de -1 significa que esa 

derivada c;rs pnx:i samenle -1. 

Para el sistema Cor~do por las homolopias. la rorma del 

Jacobiano es muy similar. El Jacobiano 

.DH = [ .D ~~ ] cs. 1S) 

y i~- = /.o es.un 

Cuando se elige como variable independiente a l en el sistema de 

homcitopi•s. el Jac-o!:liano calculado en la etapa de correcci6n 

exactamente el r.rl.snc que el del sislema. o:-iginal. Mas aun, si se 

considera como variable independient...e al parámelro de homolopla 
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excepto en las cercanlas de los punt.os de retorno, usualmente el 

Jacobiano a util1za.r sera el generado por el sist.em.a original. 

El algoritmo a utilizar es el presentado en la t.abla 4.4. Debido 

a la gran dimensión del sistema, el buscar en cada iteración a la 

variable que genere al sistema menos singular totalmente 

imprActico, por lo que esto sólo debe hacerse en las cercan1as de los 

punt.os de retorno. 

F.:l cálculo de las propiedades t.ermod.iná.nucas se ha considerado 

como un problema independiente hasta ahora. Esto se debe a que el 

modelo no considera a la.s prop1edades lermodinamicas Cent.alp!as, 

coef'icientes de reparto) como variables del problema. Por otra parte, 

el manejo de ecuaciones de estado se ha desarrollado bastante en 

f'orm.a independiente a este tipo de problema. En general, se le 

considera un procedimiento interno que puede ser o no :..t.erat:..vo, 

dependiendo del modelo de predicción de propiedades a utilizar y las 

variables a calcular (fugacidades, actividades, ele.). 

El algoritmo HLAD aplicado en este problema ha sido recomendado 

CVickery 1989) únicamente para casos en los que enccnt1ar la solución 

es dif'!cil. si no es que imposible. con los métodos de convergencia 

local. t.al come f'ueron concebidos los algcritmo-s mencionados en el 

capitulo 2. La. causa para esta recomendación es la gran dif'erencia en 

orden de tiempo de calculo requerido. Esta recomendaci 6n pasa pcr 

4llto el hecho de que el sistema puede tener m.:t.s de una solución 

posible Cdesde el punto de vista f'!sico). Además, con el vertiginoso 

crecimiento en la capacidad y velocidad de los equipos .de cómputo 

disponibles la restricción en el tiempo de cálculo es cada vez menor. 
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5.2 Solución del Modelo MER.Q. 

De la experiencia obtenida en el manejo de las ecuaciones MESH. 

es manif'iest.o que: 

Debe utilizarse 

resolver el modelo. 

enfoque de corrección simultánea para 

El cálculo de propiedades debe realizarse como un procedimient.o 

interno independiente. 

Es fundamental buscar un manejo eficiente de las ecuaciones: 

agrupación. combinación. etc. 

Los tres puntos senalados implican un trabajo considerablemente 

mayor debido a la gran dimensión del problema. 

Debido a lo discutido en la sección anterior. puede ser lo más 

recomendable el proponer una estructuración similar a la del método 

de Naphtali y Sandholm para este modelo MERQ. Considerando que las 

ecuaciones de es~e modelo tienen la forma de C5.1) y que los vectores 

de funciones F y de incógnitas X pueden descomponerse como en C5.4). 

el ordenamiento de ecuaciones y variables es el siguiente 

F [ Hv Hv ... Hv E" EL H'" H'" . .. H'" Rv Rv Rv 
J ., Zj NCj J J " Zj NCJ lJ ., NC-J. J 

E1 o'. o' R' RL RL RL JT CS.17) 
J ., 2J NCj " Zj HCJ 

X. ~ [ v. V V Tv T':" 1 ... 1 N N N 
J ., Zj HCj J J •j ZJ NC¡ •j Zj HCj 

' ' ' T' ' X ' ••• x~c-J.)T cs. 16) Y,, y 
Zj ••• YN'C-J.j l 

X ., ZJ 

El Jacobiano del sistema de ecuaciones as1 planteado también es 

t.ridiagonal por bloques C5.11:>. La f'orma. de las submat.rices AJ' Bj y 

CJ es la siguiente 

6. 
l [ 

B1 '. 
B3 

l 

69 

[ 

C1 j 

C3 
J 

C2. 
l 

C4. 
l 

cs. 19) 



V VNCj-1 
Tv T':" l l 

si-& j-1 ·-· tj-1 NCJ-1 

Hv 
•J 

j.¡v 
HCJ 

E':' 
A1 J cs. 20) 

EL llf-····-···-·- .. 
J 

~ -1 .. 
j.¡L -1 

NCj 

J.2.. o A3. = o ... = o C6. 21) 
J J J 

V V Tv ,... 
l 
tj 

l 

Hv 
tj Ncj j J NCj 

• j 

Íiv 
NCj 

Ev .. ..... -····-· .. 
B1 J 

J C6.22> 

"E!: .. ··----·--- .. 
J 

~. 

" 
j.¡L 

NCj 



Mv [N:J ... NHcj 
" . . . . . 

j.¡v 
NC¡ 

Ev •--·-

' ; l~----· • J • 

¡¡-
NCJ 

Rv . ·-··--···-· . V 
NCj 

,, 
! 

Rv 
NCj ·-·---· 

E' J 
83. QL J • J 

étc; 
Rv 

•i 

Rv 
NC¡ 

-r 
J 

¡ .. 

. -···-···-····-· 
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N NtlCj ' 1 T' X ' X ' 
oj Y1.jº • YMCJ J •i l'CJ . ··············· .. .. ····· 

1 1 
1 ' 1 i l .. ... .. .. .... 

• .. .. w 

i l cs. 25) 

M M ·············--- * 

W ···-······-······· M 

1.. l ! 
•·······-·········. 

V 
1 j + ... 

Hv -1 
•j 

V Tv r l 
NCJ+l j+t. J+l lJ+l 

Hv . 
l'CJ 

. -1 

Ev 
C1 J cs. 26) 

EL 
J 

H';"j 

H'-
l'CJ 
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C3 = 
j 

El 

A1. 

J.2, 

A3. 

A.i, 

A, 

vsj+t. VNCj+s. T~ ..... ~ ... lij+i 
l 

NCj+a. 

"' ····----·····-·· . 
j . -········-······· . 

cs. z:n 

ca. - o c.i. =o cs. 28) 
J J 

orden de las mat.rices es el siguient.e 

B1, Cl C2HC+2) X CaNC+G:> 

B2, ca C2NC+2) X C3NC-D 

B3, C3 C3NC-1) X C2NC+é!) 

º"· C4 C3NC-1) X C3NC-1) 

B. e C5NC+D X C5NC+D 

Las expresiones de las derivadas diferent.es de cero son laS 

siguient.es 

.,i.r-. 
--'-'-
cJlJi:,-1. 

8E~ 
J .,,.,. 
J- • 

- 6 

" 
l.,k 1,NC cs. 29) 

cs. 30) 
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bM~ 
--'-' 
bNkJ 

<lE'- Oh;_, __ ,_ 
H'- - L 

41 k J + .. 
¡-• J- • .. 1 

<lHY 

-'-'- - ó\.k 
ify 

k J. t. 

"Ev _, __ - H 

avkj+1 

,_, 

ifEY 

-'-·-=-V 
"T':' J+t. 

6 ,, 

J +. 

k J- l 

i ,k=1,NC 

- V , .. 
"H. , .. 
.,Tv 

_J:":.! .... 

"H 
~ 

bvk:J+i 

1.k=l ,NC 

1,k.=1,NC 
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k=1,NC C5. 31) 

(!5. 32) 

k=1.NC cs. 33) 

cs. 34) 

1=1,NC-1 
1<=1,NC 

cs. 36) 

cs. 3e) 

cs. 37) 

k=1.NC 

(!5.38) 



6h~v e 6Hv. 
~- + ~ N --1!1. 
cfTJ pfs. PJ ctT~ 

------- ·-····-············--J ... 
C5. 39) 

k=l .HC C5. 40) 

cs. 41) 

"EL "HJ 
__l = C1 + r~) Lj - + h~ - [T~ - T';J 
4'T j ---···-·-·······-··········-~:..t 

~~ - ~cN aH~j 
8TJ pfs pj ~ 

------- ···-···············---~---·· 
cs. 42) 

"EL bH~ 
____!.= Cl + r~J HL + Cl + r~) L ---1. 

a1 kJ 
J j J J 

cJlk j 
k=1, NC 

cJh~L "HL cs. 43) r [T' - T';J J - N __.!!..!.. 
J ~ p= 1 pj bl le j 

4E~ 
---1. = H~j k=1 • NC cs., ... , 
bNk j 

i!E~ 
- h ... C5. 45' 

4'T~ 
J 

.,tf: 
-'-' c 1 + r1:'J ólk i.k=l,NC cs. 46) 

"l k j 
J 

9S 



- ó ,, 

"Rv __ ,_;_ = - ;_N€--t.key 
2 l i.pj 

cJvk j p:. t. 

•v ""€--t8k - ¿ _,_._,_ -
p= a 8vk j 

•v N2-•"K. ~ 
P""l 8T".' 

J 

- [ 

i .k=l .NC 

6pk - y:j 
v; 

[ YPJ : yp¡+l -y'·] PJ 

YPJ + ypJ+t. - l ] 
z ypj 

cs. 4.7) 

!=1,NC-1 
k=1,NC 

cs. 48) 

1=1,NC-1 
cs. 4Q) 

cs. SO) 

i =NC-1 ;lr:=1.NC 

"Rv 
k•v " i, k=1. NC-1 

81 d;j 
ykj 

cs. S1) 

cJE~ "h~ __ , 
[ Tv T' k=1.NC 

8vkj 
J J cJvk.j 

C5.52) 

"E' 
h-

cJh~v 
+ ~cN . 

"Hv 
J + (Tv - T;J J _ll 

"Tv J J ~- "Tv 
j J p=t. PJ 

j 

cs. 53) 

············-· .. ··--···-··-· 

"E' clh~ 
- rN · 

d'Ht.. __ , h ... - [T' - T';J 
J _ll ., .... J J ~-

"T': J p=t PJ 
J -·-······-··-·-·····L .... 

cs. 54) 
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"E' __ J 

cJlJ.:. j 

cJE~ 
____!_ 

cJNICJ 

aa:; 
cJy:j 

cJQ~. ,, 
;.fl 

j 

cJh:l. 
- [ T' - r- ] k=1,NC ;;¡ J J 

k J 

[Tv 
bh~v 

Hv - H~ + - T~] 
__ J 

kJ kj J 
cJNkj 

"E' h•v J h~L.. 
cJT~ J J 

J 

"K 
e 6 - 6\.1? + 1 --'' X. 

iNC ,, cJy: J 

XI cJKL j 
i =1.NC 

"J bT 1 

--··-·······L-

K 6 - 6. ) + x 1 

Lk '-HC \. J 

"K. ,, ,, ax' 
k j 

X ) 
PJ 

[

HC - J. 
X .) 

PJ 

97 

k=l .NC 

i =1 • NC 
k•1 ,NC-1 

i=1,NC 
k=1 ,NC-1 

i =1, NC-1 

6 - X 
\ k \, J 

L. 
J 

C5. 55) 

C5. 58) 

C5. 57) 

C5. 58) 

C5. 59) 

C5. 60) 

(5. 61) 

1=1,NC-1 
k=l ,NC 

C5. 62) 



N~- t 4'k:•L 
- __!_f_L_ ex' - x ;, 

p=t 8Nlr:j PJ PJ 

1.k=i.NC-1 

i =1,NC-1 

k=1,NC 
CS.63) 

cs. 64) 

Las part.es subrayadas en las der1 vadas anteriores representan 

aquéllas en las que las expresiones analilicas son complejas o no se 

dispone de una expresión analilica que las represente. Donde aparecen 

lineas punteadas. debe entenderse que una parle de de las derivadas 

si es posible obtenerla analit.icamente. n1ient.ras que otra parle no. 

En algunos casos, corno las derivadas de las ent.~lpias. dep&nden del 

modelo t.erinodinaa1c;6 eúé áé úUilic;é9 Oáéá láá Aéet~a~aa üúé iablic;á~ 

alú~é.l ?561Aééá 6 c;6éaic;iéftüéA Aé Uéáf'iaOóéUé~ 1'16 é~iAüéf"i é~OééA16i"réA 

áf'lá.lit.icas y se requiere de aproximaciones numéricas. Krishna.znurt.hy 

propuso que estas derivadas complejas manejem en una !'arma 

dislint.a, a t.ravés de un méi.odo híbrido· ent.re New-t..on-Raphson y 

Broyden. Su propuesta consist.9 en dividir el Jacobiano en dos partes. 

~ = C + Á\ C5. 65) 

La primera parte incluye las derivadas que si se calculan por 

ser relativamente simple esa tarea. La ot.ra part.e del Jacobiano part.e 

de una aproximación inicial Cproponen igualarlas a cero) y seguir un 

esquema de actual l zaci ón tipo Broyden C Broyden-Schuber t.. para 

matrices dispersas). Esta propuesta se justir.!ca en base al consumo 

muy importante de tiempo que lleva la aproximación numérica de 

derivadas que incluye sumatorias. por ejemplo. Este método híbrido ha 

mostrado tiempos de convergencia bastante menores que el método de 

Nevt.on original. Esta f"orma de resol ver puede aplicarse en la etapa 

correctora del método HLAD. 

El generar un buen estimado inicial de la solución 
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fundament.al para un mét.odo de convergencia local. En los métodos de 

cont.1nuaciOn. puede•ravorecer un buen comport.amiento de la rut.a de 

homot.op1a: menos larga. menos punlos de ret.orno. cruzamient.o. et.e. 

Krishnamurthy propuso un esquema de inicialización que consta de los 

siguient.es puntos: 

* El perCil inicial de temperat.uras se genera por interpolación 

lineal entre dos valores supuest.os para las etapas extremas. 

• Se suponen flujos molares constantes entre las etapas. 

* Se realiza una iteración de un método de etapa de equilibrio 

CWang-Henke, por ejemplo). para inicializar los perfiles de 

composición en la columna. En este punlo se utilizan valores de Ki.j 

en base un modelo de solución ideal. 

• Las composiciones y temperat.uras interraciales se suponen 

iguales a las globales de cada fase. 

* Los f'l ujos molares a t.ravés de las int.erf'aces se suponen 

pequen:os C10~3 kgmol h-"). L.os signos se eligen en función del valor 

del coef' i ci ent.e K. .. Si es menor que 1 a unidad. se considera que el ,, 
transporte es del vapor al liquido. por tant.o. el signo es positivo. 

Si K > 1. el signo elegido es el negat.iVo . . , 
Este esquema de inicialización ha demoslrado ef'ica:z en 

sistemas pequencs Cpocas etapas y poccs componentes), que involucren 

mezclas con comportanúent.o cercano al ideal. En et.ros casos puede 

fallar. Para mejorarlo se ha propuesto realizar un mayor número de 

iteraciones del método W-H. sust..ituyendo los valores 

por valores reales y actualizando las temperaturas 

mediante cA.lculos de los puntos de burbuja. 

ideales de K 

" de las etapas 

Aun estas modificaciones propuestas al esuqema de inicialización 

de Krishnamurthy no lo hacen suficientemente robusto y si más largo. 

Una alternativa razonable es utilizar un esquema de inicialización en 

base al propio modelo de no equilibrio. Est.a inicialización puede 

basarse en un modelo más simple, como es el propuest.o por Waggoner y 

Loud. Este esquema se plantea de la siguien~e manera: 
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Los balances de masa por componente para cada !'ase se planlean 

en runción de los flujos mol.ares letales y rracciones mol 

C5. 66) 

C5. 67' 

Los !'lujos molares interf".aciales de cada especie se suponen 

independientes entre si. Adem.As. las condiciones inlerf'aciales se 

eliminan utilizando coericientes globales de transferencia de masa. 

C5. 68) 

El coef'icienle global Koi.j calcula en runción de los 

coet'icienles efectivos indviiduales de la siguiente manera 

K .. 

" CLkL• 

" 
(5.69) 

Los balances C5.58) y CS.87) se pueden rerormular corno 

Lj-.1.x\J-.l + C:Koi.Jaiyi.J - CC~ jKOi.JaJK\J + LJ' x\j 

- F1:°zL 
J \ j 

- CC~KO\Jaj + V,' y\J + C~K0 i. jaJK\Jx.\J + VJ•.lyi.J+.l 

- Fvzv 
J i.j 

C5. 70) 

C5.7D 

El rehervidor y el condensador Csi es parcial) se siguen 

considera.ndo como etapas en equilibrio. De esla manera sus balances 

de masa por componente son 

(5. 72) 

- F :: 
NE \NE 

cs. 73) 
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1.-os coeficient.es efect.ivos individuales se ob~ienen de la 

siguient.e manera 

L• 
(1 - X. .~ 

= 
,, 

k .. 

" \~: 
x\J 

~ 

C5. 74-l 

" 
(1 - ylj) v• = k .. ,, 
t¡: y\ j 

~ 

C5.75' 

,, 

l..a iniciali:zaci6n de los perf'iles de t.emperat.ura y da '!"lujos 

molares es como la describe Krishnamurt.hy Cint.erpolaci6n lineal 

considerando valores supuest.os para las et.apas ext.remas. flujos 

melares const.ant.es). A diferencia de lo propuest.o por Waggoner y Loud 

raspect.o del c.tlculo de las composiciones a t.ravés de una mat.ri:z 

pent.adiagonal. si los balances por component.e se escriben de manera 

adecuada se conserva la est.ruct.uraci6n t.ridiagonal del mét.odo de 

Wang-Henl.:e Cse genera una ma.t.ri:z por cada component.e). El orden de 

las .-cuaciones Cpara la ma.t.ri::. asociada al component.e i) el 

siguient.e: 

Balance en el condensador. 

Bal anee en el vapor seguido del bal anee en el 11 qui do de cada 

et.apa. 

Balance en el rehervidor. 

El orden de las variables es el siguiente: 

Composición del liquido en •l condensador. 

Composici6n en el vapor s~uida de la composición en el liqu.ido 

corraspondient.• a cada et.apa. 

Composici6n del vapor en el rehervidor. 

Median~e el cálculo de t.emperat.uras de burbuja. el perfil 

inicial de t.emperat.uras puede mejorarse considerableJnent.a. A parl.ir 
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de CS. 68) se pueden obtener los valores iniciales de los rlujos 

interraciales por componente y, con ellos. obtener aquéllos p.ara las 

composiciones int.erfaciale~ a part.ir de: 

N. CL k~· ex 1 - x,) (5. 76) ,, J " ' 
N .. cv };.: V~ cy, - y~) (5. 77) 

" J " 
5.3 Solución del Modelo MERO utilizando Hét.odos de Cont.inuaci6n. 

Al igual que en el modelo MESH es necesario escribir un sistema. 

de homot.opias para el problema. Est.ft sistema t.iene la forma es.e:>. 

Como se ha propuest.o que las ecuaciones se a.gr-upen por etapa, el 

sistema de homot.opias se puede subdividir en un conjunt.o de vect.ores 

CS.7). A diferencia de las homat.opias construidas para el modelo MESH 

el or-den de los element.os %J es 5NC + 1. Las homot.opias para cada 

etapa son. ut.ili%ando la homol.Qpia de Newt.on, las que a cont.inuaci6n 

enlist.an. 

hlj = (1 + r:)v\j - VL1+1. - f'~j + .K\.j - Cl-t.)/.lº =o 
para t.=1.NC 

cs. 78) 

h = C1 +r v)V Hv - v. Hv + Qv - FVHFV + gv - Cl-L)/ 0 

NC+l.J J J J , .. ,., J j j J NC+l 

cs. 79) 

h C1+r7'L.jH~ - L HL + QL - F7H~ + gL (1-t.)/ o 
NC•Zj rt j-1 J J NC+Z 

C5. 80) 

lt.Lj Cl + r~lLJ - l"j-1.. - r~J + .K"J - C1-t)/..l
0 

=o (5.81) 

para t.=NC+3,2N+2 

= 

= 

<\; = Nj -:!:\~, CyPJ - Y;,' - Y,,N,i - Cl-D/t 
0 

=O C5.82:> 
para L=2NC+3,3NC+1 

o 

o 

h = ~cCHV-HL:>N + hevCTV - r) - hL.CTJ: - T'":> - C1-t.)/. 0 =O 
\.j p= 1 pj ?J pj j j J j pa}..a l =~UC+2 C5~ 8'3) 
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O C5.84) 
para L=3NC~3.4NC+2 

"tt Nj -""~-\7~J cx;J - Xp/ - xlJ...,lJ - C1-t.)1\ o =o C5.85) 

P~• para L=4NC+3,5NC+1 

El Jacobiano de este sistema de homolopias tiene la forma C5.15) 

por lo que el Jacobiano desarrollado en la sección ant.erior sigue 

siendo útil. La última. columna del Jacobiano esta dada por el vector 

1 º. 

El procedimient.o de solución de est.e sist.ema de ecuaciones es el 

propuesto en el algorit.mo de la tabla 4.4. La variable independient.e 

en cada paso de la ruta sera el parámetro d.e homolopia. except.o en 

las cercan1as de los puntos de retorno. Al igual que en el manejo del 

modelo MESH. es indispensable el realizar algún tipo de mapeo de las 

variables para prevenir posibles fallas al buscar las soluciones del 

problema. Debe recordarse que el calculo de propiedades se lleva a 

cabo como un proceso inlei-no independiente y que los sist.emas ya 

desar:-ollados para este f'in no son capaces d& manejar condiciones 

carentes de significado fisico, rracciones mol ruera del 

intervalo C0,11. por ejemplo. Tales condiciones pueden aparecer como 

punt.os intermedios de la ruta de homot.opia. En esle caso se deben 

incluir tanto propiedades termodinamicas como de transporte. 

5.3 Simulación de Columns de Destilación con el Modelo 

de no Equilibrio y Métodos de Continuación. 

Como se ha mencionado anteriormente. el modelo MERQ se t.raduce 

un Sistema de ecuaciones algebraicas de orden NEC!5NC+1) que 

requieren ser resuellas simullá.neament.e. Además, este conjunto de 

ecuaciones presenta ruertes interacciones de las variables y una alta 

no linearidad en muchos Lérminos. Por lodo esto. los métodos de 

homot.opia resultan una opción import.anle para buscar su solución o 
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soluciones. si es que las hubiera. 

El algorit.mo descrito en el capitulo anter.ior para aplicar el 

mét.odo de homotopia de lon~it.ud de arco diCerencial puede utiliz~se 

para este sistema. de ecuaciones teniendo muy claros los puntos 

sef'lalados en al párraf"o ant.erior. El desarrollo de programa.s para 

resol ver porblemas de earácler genera.! es una herramienla. sumament.e 

t:zlil cuando se pret.ende resolver problemas particulares. Cuando se 

dispone de la.les programas se tienen dos tareas f'undarnent.ales para 

lograr los objet.ivos que se plantean: 

N Adapt.ar dif'erentas paquetes comerciales entre si. 

• Ada.pt.a.r los paquetes al problema part.icular a resolver. 

En ast.a sección se mencionará como incorporar el modelo MERQ al 

paquete de cómputo HOHPACK. Como se se~al6 ant.eriormenle. HOHPACI< es 

una implant.ación en F'OR~AN 77 de un algorit.mo muy s.imilar al 

resumido en al capit.ulo 4 Cla opción FIXPD? del programa). 

Para incorporar el modelo MERO al paquet.e HOHPA.CI< es necesario 

lo 5iguient.e: 

1. Elaborar las subrutinas F Co RHO) y FJAC Co RHOJAC). 

2. Adaptar un paquete t.ermodinámico disponible. 

3. Desarrollar un sist.em.a de cálculo de propiedades de 

transport.e. 

4. Elaborar una subrutina de inicialización del problema. 

5. Const.ruir un programa principal para conjuntar HOHPACK con lo 

mencionado en los punlos anteriores. 

En las subrut.inas F y FJ.4.C se def"ine a.l problema Can cuanto a 

HOHPAC>O a resolver. ya que se incluyen las !'unciones y el Jacobiano 

del sist.ema. En el caso de que se desee un trazado de la rut..a de 

homot.opia. las subrutinas F y FJ.4.C deben sust.i tuirse por RHO y 

RHOJAC, respectivamente. 
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Dentro del paquete. la subrutina F tiene s6lc dos argumentos. El 

vector que define el punto de evaluación de las funciones y el vec:t.or 

en el que se encuentran los valores de éstas al ser evaluadas. t..a 

Qnica información adicional a esto es la dimensión del problema Ca 

través de un bloque COMMON). 

Debido a que la gama. de especificaciones para columnas de 

destilación es ilimitada. no se puede pensar en generar una subrutina 

de funciones est.atica. Esta subrutina tiene que ser capaz de incluir 

en forma global a. por lo menos. un tipo de especificaciones comunes 

para columnas de destilación. De hecho. la forma en que se plantearon 

las funciones que definen al modelo Casi sus derivadas), 

pretenden ser lo más generales posibles. Prácticamente. sólo es 

n~esario esp&eificar el número de componentes. el número de etapas. 

las caract.eristicas de laCs) aliment.aci6nCesJ. las salidas laterales 

(posición y flujos). las :argas térmicas del rehervidor y el 

condensador. condiciones de suministro o eliminación de calor en las 

etapas. El cambiar el valor de alguno de estos parámetros puede 

modificar sust..ancialment.e la simulación del equipo. ya que puede 

variar not.ablement~ la dimensión del sist.ema, por ejemplo. 

Evidentemente, deben especificarse cuales los componentes 

involucrados en la sepearci6n. EsLo no influye en el modelo M.ERQ Cen 

cuanto a sus expresiones) pero es deLerminant.e en cuant.o a la 

evaluación de propiedades. 

Aun cuando en est..e caso el sistema de e-cuaciones es de gran· 

dimensión, se tiene un esquema relativamente simple para definirlas a 

t.odas, Este esquema es el present.ado en las se-cciones ant..eriores. 

Bajo este enfoque no es necesario desarrollar todas las ecuaciones 

del sistema ni incluso todas las de una etapa. En realidad sólo hay 

siete ecuaciones generales que desarrollar y con un manejo adecuado 

de sub1.ndices. es posible obt.ener todas las ecuaciones del sist.em.a. 

El comportarnienlo del Jacobiano es análogo, aunque desde luego más 

complejo. Por una parte requiere de la evaluación exacta de una parle 

del lot.al de derivadas. Por otra parle. requiere de la aprox.i~~ción 
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numérica de otras. Esto úllirno implica que para evaluar las derivadas 

es necesario evaluar las !'unciones en diferentes puntos. 

La f"orma má.s práctica de poder simular dist.J.nlas columnas sin 

modif"icar el programa. es mediante la lectura de las especificaciones 

de la columna a través de un ._rchi va y su transmisión dentro del 

programa a través de un bloque común de datos. 

Debe incorporarse un sistema de cálculo de propiedades 

termodinámicas y de transporte. Debido al gran desarrollo de sistemas 

de cálculo de propiedades termodinámicas. puede utilizarse un sistema 

ya establecido para este f'in y a~adirse un sistema independiente para 

el cálculo de propiEtdades de t.ra.nsport.e. E.ste último. debe incluir 

ademJt.s de viscosidad, conductividad térmica y diPusiv1dades binarias. 

correlaciones p.;t.ra el cálculo de coef'icientes binarios de 

transferencia de masa y coeficientes individuales de transferencia de 

calor. Es necesario acoplar las subrutinas de las :funciones y el 

Jacobi.ano al f'ormat.o de l~s paquetes termodinámicos de uso 

generalizado. Ya que además de tener una ~structura bien def"inida 

para el cAlculo mis:nro de propiedades. cuentan con bancos de datos muy 

important.es. 

La interacción de las subrutinas de las funciones y del 

Jacobiano con el sist.ema de cAlculo de propiedades es evidentemente 

muy grande. ya que la simple evaluaci6n de las !"unciones requiere de 

un cAlculo muy completo de propiedades. 

• Debe incorporarse el procedimiento de generación del punto 

inicial discut.ido ant.eriorrnente. Este procedimiento de inicializaci6n 

debe entenderse como una modificación Csimplif"icación) del sist.ema de 

ecuaciones que se quiere resolver. Es decir, las !'unciones a utilizar 

deben ser ias mismas. La simplif"icaci6n consiste en que la mayoria de 

los términos en las sumas indicadas en el conjunto de ecuaciones se 

nulifican. El cálculo de propiedades para esla inicialización también 

puede reducirse considerablernent.e. pero también se parle del f'ormato 
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general. 

Una modificación mayor que requiere HOHPACJ< es el manejo de 

sisLemas dispersos. Col'QO se indico anLeriormenLe. HOHPACJ< Llene 

opciones para manejar sis Lemas dispersos. Sin embargo. 

esLrucLuraci6n es en base a rnaLrices jacobianas que se caracLeri2an 

por ser. ademas de dispersas, simé>Lricas. E.n el caso del Jacobiano 

del m:::>delo MERQ. esta úlLima condición no se cu~ple. EJ. cambiar esLo, 

implica no solo reesLrucLurar la definición del Jacobiano sino de las 

subruLinas implicadas en el calculo del vecLor LangenLe a la rut.a de 

homoLopia. el calculo del Lama"º del paso de inLegrac16n. eLc. 

Con esLas modificaciones sera posible simular columnas bajo el 

en~oque del no equilibrio y garanLizando la generación de soluciones 

con métodos de hotnro"Lopi a. 
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CAPITULO 6 
SIMULAC!ON DE COLUMNAS CON EL MODELO DE 

NO EQUILIBRIO 
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Los diferentes autores que har. trabajado con modelos de no 

equilibrio han reali=ado est.udios comparativos entre los result...a.dos 

que obtuvieron contra el modelo de equilibrio. el modelo de 

equill.brio modificado con el factor de eficiencia, dat.os obtenidos 

experimentalmente. et.e. 

6. 1 Wagg oner y Loud. 

En su t.rabajo. Waggoner y Loud C1977) aplican su modelo Y 

algorittno a una columna relativamente simple. Cabe sel"iala; que la 

intención de su trabajo es utiliza• un método ~s rigu;oso en vez de 

un concepto hast.a ciert.o punto just.ificanlé' de ciertos resultados 

obserbados: la eficiencia. Es po; esto que los resultados a los que 

llegan sor: prActicar:iente iguales a los oblenidcs con éel fact.or de 

eficiencia de Murphr'"!. 

En la t.abl.3. 5.1 muestran las t="Specificaciones del problema 

resuello por Waggoner y Loud. Sus ;esult.~dcs aFarecen en lla tabla 

S.2. 

Otro punto imporlant.e del t.rabajo de Waggoner y Loud es el 

manejo de corrientes que conectan platos no adyacentes. Esta no es su 

aportación prl.ncipal. ni es Objetivo de este trabajo su discusión. 

Los resultados obtenidos por Waggoner y Loud no representan 

avance muy sigm.f"ica!.1·.-0 respe-ct.o al modelo MESH. sobre tcdc por los 

tiempos de eJecuci6n. Sin embargo. sientan las bases para el 

desarrollo de los trabajos posteriores ya que plan~ean en forma el.ara 

la posibilidad de utili:::a.r modelos de transferencia de masa para la 

simulación de colurr..,as de des~ilaci6n. 
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Tabla 6.1 Especificaciones de una Columna de Separación 

de Hidrocarburos CW-L). 

Presión de Operación 
NWnero de Etapas 
Ref'l ujo 
Flujo de Destilado 
Condensador lolal 
Ali .rnent.aci 6n~ 

300 psia 
zo 

400 l bmol h -a 
328 lbmol h-a 

10 Elapa 
Cond1c16n 
Flujo 
Temperatura 
Composición 

Liquido sat.urado 
500 lbmol h-.l 
168 °F 

CaHa 
1-C,Hao 
n-C,H10 
n-C!IHU 

0.65 
0.10 
0.10 
0.15 

Nola: En el encabeza.do de las t.ablas aparecen las iniciales de los 

a.ut.ores a los qua se refieren los dalos mostrados. 
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Tabla 6.2 Result.ados de la Col um.na Especif'ic:ada en la 

Tabla 6.1 CW-LJ. 

Modelo MESH Modelo 
MESH " 

No-Equilibrio 
Et.apa T L T L T L 

1 137. o 400.0 137.Cl 400.0 137. 6 400.0 
2 138. 7 394.6 139. 4 394.!5 139. 4 394.5 
3 140.6 389.3 141. 5 398.6 141.5 3SS.6 
4 142.8 383.6 143.8 382.6 143. B 382.6 
5 145.1 377.B 145.2 376.5 146.2 376.5 
6 147.5 371.7 148.7 370.0 148. 7 369.9 
7 150. o 364.5 151. 5 362.9 151.5 362.4 
8 153.0 353.6 154.6 352.7 154.6 352.5 
9 157.3 334.1 158. 5 334.7 158. 6 334.3 

10 165. o 829.7 165.7 830.7 165. 9 830.9 
11 1157. 3 825.0 1158. 2 826.8 168. 3 826.6 
12 171.1 819.0 171.7 822.0 171.9 821.8 
13 176.8 812.8 176. 6 817.0 176.8 816.8 
14 184.7 808.5 183. 2 812.6 183. 4 812.5 
15 194.5 808.5 191. 5 809.9 191. 7 809.9 
16 205.5 812.4 201. 3 809.3 201.4 809.3 
17 2l.6. 8 815.B 212.2 809.2 212.3 809.3 
18 228.8 811. 8 224.3 806.8 224.4. 806.8 
19 243. 2 796.8 283.1 786.5 283.2 786.6 
20 262.3 172.0 259.8 172. o 259.B 172.0 

Las t.emperat.uras est.An dadas en ºF y los flujos de líquidos 

lbmol h-1.. El valor considerado para n es 0.8 de las et.apas 2 a la 

19. 

Composición de Produc:t.os 

E lapa c. i-C. n-c, n-c~ 

1 0.9764 0.0207 0.0027 0.0000 Modelo 
20 0.0275 0.2510 0.2853 0.4360 MESH 

1 0.9673 0.0272 0.0053 0.0000 Modelo 
20 0.0448 0.2386 0.2804 o. 4360 con " 

1 0.9674 0.0272 0.0053 0.0000 Modelo 
20 0.0446 0.2387 0.2805 0.4360 No-Equilibrio 
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0.2 Krishnamurt.hy. 

l.os t.rabajes de Krishnamurt.hy Cl984. 198Sa, 1985b:> !'orman la 

base para el modele MERO. t.al come se concibe act.ualment.e. L..a 

comparación que realiza es ent.re el modele y valoras det.erminados 

sist.emas experimentales de laborat.orio. La principal desvent.aja de 

sus det.erminacionBs radica que emplea si st.em.a.s de pocos 

component.es y columnas pequef"Ias. Es import.ant.e hacer not.ar que 

algunas de las mezclas que ut.iliza son alt.ament.e no ideales. Como es 

sabido, est.e t.ipo de sist.am.a.s causan gran di!'icult.ad para su 

simulación. Una de las mezclas que analizan es met.anol-isopropanol­

agua. En la t.abla 5,3 se muest.ran las especiricaciones del problema. 

Los result.ados que report.a Krishnamurt.hy ClQBSb) corresponden a 

los present.ados en !'orma. gr.ifica en la !'!gura 5.1. Es muy import.ant.e 

la concordanc.ia ent.re los valores epxeriment.a.les y los va.lores 

encont.rados con el modelo MERQ t.eniendo•en cuent.a la gran int.eracción 

que exist.e ent.re los compc:1nent.es de la mezcla. 

La aport.ación principal de est.e t.rabajo radica en que muest.ra 

que e!'ect..iva.ment.e el modelo MERQ es aplicable y sus resultados son 

suma.mente confiables. 

Los t.rabajos de Krishnamurt.hy present.an est.udios de otras 

mezclas y de et.ros t.ipos de separación. También maneja et.ro tipo de 

columnas. como de pared mojada. empa.cadas, et.e. 
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Tabla 6.3 Espec1ricac1ones del S1slema 

Metanol-Isopropanol-Agua CK). 

Tipo de platos 

Etapas 

Capucha de burbujeo 

13 

Diámetro de la columna 

Area de burbujeo 

0.3 m 

O. 00008 mz 

X 

No, de etapa 
Fig-ura 6.1 Perfiles Experimentales l-> y Calculados<·->. 
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e.3 Powers. Vickery. Arehole y Taylor. 

Un est.ud1o muy completo es el realizado por estos autores 

CPo,.-ers -1988-). De hecho. este trabajo es continuación de los 

trabajos de Krishnamurt.hy. Estudian sistemas con mayor ntl.rnero de 

etapas. aunque no mayor núemro de componentes. 

En est.e t.rab.a.Jo se proponen varios puntos import.antes respecto 

al uso del modelo MERO. Ent.re otros, resal t.an el uso de métodos de 

continuación en una forma sencilla. sin resolver el sistema de 

&euaciones diferenciales. Se propone dividir el intervalo del 

un cierto número preestablecido de 

subint.ervalos iguales. El mayor núme~o de subintervalos utilizado por 

Powers el al es de die:::. Est.e t.ipo de continuación no es út.il para 

encontrar mAss de una soluci6n posible al sistema. ya que no es capaz 

de ~nejar puntos de retorno. La única ven laja de est.e t.i po de 

continuación es que el número de operaciones a realizar es mucho 

menor que para .algoritmos corno el descrit.o en el caplt.ulo 4. 

Ot.ro punto import.ant.e en este trabajo la propuesta de modelar 

conjunt.cs de etapas iguales como una sola et.apa de separación. Con 

esto se logran reducciones muy important.es en el número de ecuaciones 

a resolver y. en consecuencia. reducciones mayores en cuanto al 

tiempo de simulaei6n. Como puede esperarse. la conriabilidad de los 

result.ados t.ambián se reduce. 

L.a otra propuesta rundament.al del t.rabajo de Po\o'erS et. al radica 

el uso de un mátodo de cont inuac i6n •ele no eqt.t.l
1

Lbrlo en base a las 

propuest.as de Vickery C19BS.1989). Come se indicó anteriormente 

Vickery utiliza un método de cont1nuaci6n de par.ámetro nat.ural. El 

parametro de hornot.opla que ut.iliza es la ericiencia de Murphree. esto 

pa:"'a su hor.:iotopia de la eficiencia. También propone una homotopia 

t.ermodin~ca en la que originalmente el sistema se comporta en rorma 

ideal tendiendo a un comportamiento real al aumentar el valor del 

paramtro da homotopia. En el método de continuación de no equilibrio 
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propuest.o se consideran los !'lUJOS de masa y energ1a int.er!'aciales 

!'unción del par~metro de homotopla. Partiendo de !'lujos pr~clica:nent.e 

cero hast.a llegar a los valores reales en la solución. 

Algunos de los problemas estudiados por Polliers et. al. as1 como 

los resultados obtenidos se presentan en las tablas 6.4 a 6.10. 

Un estudio comparativo respect.o a los t.iempos de s1mulac16n 

requeridos para los dist.inlcs modelos. En la tabla 8.11 se muest.ran 

sus resultados. Resulta muy importante Pl h&eho de que el t.iempo de 

s1mulaci6n de una columna ut.ilizando el modelo MERQ puede ser cuatro 

veces ma.ycr que con el modelo MESH. Del tiempo requerido en el modelo 

JICERQ la ma.yor parle es empleado en la evaluación de los !'luxes 

inler!'aciales. as! como las derivadas de las ecu.a.ciones de velocidad 

de t.ranspcirle. También se observa que la utilización de la reducción 

de etapas en el modelo genera t.lempos de simulación similares a los 

obt.•nidos con el modelo MESH. 

117 



Tabla 6.4 Especiricaciones para una Columna de Dest.ilaci6n 

ExLractiva Acelona-Melanol-Agua.CP-V-A-TJ 

Et.apas 
Diá.mtero promedio de la columna 
Presión de operación 
Condensador total 

14 
0.1275 m 

1 atm 

1.60 
Rehervidor en equilibrio 
Relación de rerlujo 
Flujo de producto de rondes o. 2008 Jcgmol h-i. 

Alimentaciones 

1. Wquido 
Etapa 6 
Acetona 
M.tanol 
Agua 

a 333. 4 K 

O. O Jcgmol h _, 
o. O kgmol h_, -.1. 

0.1 776 kgmol h 

2. Wquido a 313. 9 K -.1. 

Acelona O. 06208 kgmol h _, 
Met.anol O. 036e8 Jc.gmo!, h 
Agua O. O kgmol h 

Tabla e.5 Composiciones del Producto del Domo. CP-V-A-1J 

Experimental ModeloCl) HodeloC2) ModeloC3) 

Ac.et.ona 
Het.anol 
Agua 

O. 81BSZ 
o. 15201 
0.02916 

0.8086 
0.1414 
0.0500 

0.7982 
0.1532 
0.0488 

0.7824 
0.1434 
0.0742 

Tabla 6.6 Composiciones del Product.o del Fondo.CP-V-A-1J 

Acet.ona 
Matanol 
Agua 

Exper i ment.al 

o. 00123 
0.12550 
0.87329 

ModeloCl) 

0.0049 
0.1295 
O.Bese 

Cl) Considerando t.odas las eLapas 

HodeloC2:l 

0.0088 
0.1Z'50 
O.Be62 

ModeloC3) 

0.0147 
0.1287 
0.85ll5 

(2) Considerando dos platos por etapa del modelo 
(3) Considerando el menor número de etaps posibles 
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Tabla 6.7 Especificación para una Columna de Destilación 

de Metanol-Isopropanol-Agua.CP-V-A-T:> 

Etapas 
Presión de operación 
Condensador total 
Rel~ci6n de reflujo 
Rehervidor parcial 
Flujo del prcx::tucto de fondos 
Alimentac16n liquido a 347 t: 

Etapa 
Met.anol 
I sopropanol 
Agua 

41 
1.013 atm 

5.0 

O. 6 kgmol h_, 

Z7 
O • .:. kgmol h -i.. 
O. 2 k:gmol h -J. 

O. 4 kgrnol h _, 

Tabla 6.8 Resultados Obtenidos de la Simulación de la Columna 

Especificada en la Tabla 6.7.CP-V-A-TJ 

Etapas Consideradas 41 G3 17 
No. de ecuaciones 856 368 272 
Producto del Domo 

Melanol 0.99755 0.99708 0.97545 
I sopropanol 0.00136 0.00811 o. 0162?. 
Agua 0.00109 0.00481 0.00834 

Producto del rondo 
Het.a.nol 0.00167 o.ooeeo 0.01640 
Isopropanol 0.33Z40 0.3Z790 0.32250 
Agua 0.68593 0.66344 o. 68110 
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Tabla 6.9 Especificaciones para una Columna de Deslilaci6n 

Ext.racliva Acet.ona-Melanol-Agua.CP-V-A-1? 

Et.apas 3S 
PresiOn de operac!On 1.013 at.m 
Condensador t.ot.al 
Relación de reflujo 1.60 
Rahervidor parcial 
Flujo del prod.uct.o de fondos 0.2008 
Aliment.aciOn 1 liquido a 333.4 K 

Et.apa 12 
Agua 0.177e 

Aliment.ación a liquido a 313.5 K 
Et.apa 20 
Acet.ona O. 00208 
Met..anol O. 03668 

k:gmol 

kgmol 

lcgmol 
lcgmol 

h-· 

h-· 

h-· 
h-· 

Tabla B.10 Result.ados Obt.enidos de la SimulaciOn de la Columna 

Especificada en la Tabla 6.9.CP-Y-A-TJ 

Et.ap.as Consi.deradas 3S 20 16 
No. de ecuaciones 560 320 256 
Producto del Domo 

Acetona o. 82160 0.82150 0.02000 
Met..a..nol 0.14150 o. 13710 0.13230 
Agua 0.03690 0.04140 0.04690 

Product.o del rondo 
Acet.ona 0.2E-5 o.5E-4 0.3E-3 
Met.anol 0.12940 0.13110 0.13290 
Agua 0.87000 0.86890 0.861380 
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Tabla 15.11 Tiempos Equi val ent.es Requeridos para 

Simular Columnas CP-V-A-T.l 

ConcRpt.o MESH MERQC.a) MERQCb) MERQCe) 

C1) 13. 7 13. 7 13. 7 e.e 
(2) 15.2 12.4 12. 4 15.2 
(3) o.o 15.2 6.2 3. 1 
(4) o.o 5.0 2.5 1. 3 
(5) o.o 34.9 1.0 0.5 
(15) 1.2 19. 6 19.6 2.4 
(7) 3.7 9.3 9.3 4.7 

Tot.al 24.1 100.0 63.7 25.0 

Ca) MERQ completo. Cb) MERQ con derivadas aproximadas. Ce) HERQ 

considerando que cada dos pl at.os forman una etapa del modelo y 

derivadas aproximadas. 

Cl) Coeficientes de reparto, (2) Entalp1as. C3) Coeficientes de 

t.ransfer&ncia de masa. C4) Ecuaciones de velocidad de transferencia, 

(5) Der1vadas de la ecuac1ones de velocidad. C6J Fluxes molares, C7) 

Ot.ros -entradas, salidas, inicialización. etc.-. 
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6. 4 Biardi y Grot.t.oli. 

En est.e trabajo aparecen conclusiones fundamentales respecto del 

del modelo MERO. L.os aut.ores emplean el modelo para el diseno de 

columnas. Es decir • par t.en de una mez.c la que se desea separar • las 

condiciones las que se quiere llegar y deterin.inan las 

caract.erist.icas que debe t.ener el equipo para lograr la separación 

deseada. 

L.as especificaciones y result.ados obtenidos se muestran en las 

t.ablas 6.12 a 6.14. Comparando los disel'\os obt.en1.dos con el modelo 

MESH respect.o a los del modelo de no equilibrio. las dimensione~ de 

las columnas result.an sum.ament.e diferent.es. En dos de los sist.em.as 

pr áet.i cament.e duplica el numero de et.apas. Est.e punt.o es 

fundamental respect.o de la 1.ncert.idumbre en cuant.o al disel'\o de 

equipo. Hace necesario replant.ear la veracidad de disel'\os ant.eriores 

generados con el modelo MESH. Desde luego. se requiere un est.udio mas 

det.allado para lomar por buena esLa conclusión. Sin embargo. no deja 

de ser muy not.able. 
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Tabla 6.12 Especificaciones del Problema de Diseno.CB-G~ 

Presión 
Reflujo letal 
Condensador total 
Reherv1dor parcial 
Flujo de fondos 
Ali ment.a.ci ón 

Flujo 
Temperatura 
Metano 
Et.ano 
Propeno 
Propano 
i-but.ano 
1-but.eno 
n-but.ano 
i-pent.ano 
Ac. sulfhidrico 

30 at.m 

647.136 kgmol h-1 

922. 248 kgmol h _, 
306 K 
0.02 
0.1918 
0.0013 
0.4270 
0.1200 
0.0032 
0.2290 
0.0005 
0.0072 

Tabla 6.13 Resultados del Problema. de Diseno de la 

Tabla 6.12. CB-G) 

MESH MERQ 

No. de at..a.pas 18 25 

Etapa de alimenlaci6n 13 19 

Cornposic16n del dest.ilado 

Metano 0.0144 0.0143 
El ano 0.4217 0.4152 
Propeno o. 0021 0.0020 
Propano 0.4972 0.4942 
i-butano 0.0281 0.0322 
1-buleno 0.0004 0.0006 
n-butano 0.0197 0.0253 
i-penlano 0.0000 0.0000 
Ac. sulf"hidrico 0.0164 0.0162 

Temper.a.t.ura en el condensador 310.90 311.67 
Temperatura en el rehervidor 370.01 369.76 
Tiempo relativo de simulación 28.04 100. 00 

123 



Tabla 6.14 DiseNo de una Columna para la SeparaclOn de 

Hetanol-Isopropanol-Agua.CB-G) 

HESH MERQ 

No. de etapas 21 45 

Etapa de ali menlaci 6n 12 25 

Composi c:i On del destilado 

Metano! 0.9805 0.9793 
i-Propano! 0.0104 o. 0113 
Agua 0.0091 0.0094 

Temperalw-a en .. 1 condensador 342.65 342.00 
Temperatura en el reharvidor 357.99 399.93 
Tiempo relativo de si r:iul ac:iOn 36.13 100. 00 

124 



En las lablas anteriores. es posible observar que el modelo MERO 

es capa:: de encontrar solución a problemas de diseno dif'iciles. 

Ademas. los mélodos de eont.inuac:ión garantizan encontrar la solución 

del problema. Se puede observar que los resullados que se oblienen 

pueden ser muy d1rerentes de aquéllos que se encuentran a partir del 

modelo de la etapa en equilibrio. 

Todos los resultados que se han presentado requieren de una 

comprobación para tener constancia de su con~iabilidad. 
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CAPITULO 7 
CONCLUSIOf\.'ES Y RECOMENDACIONES 
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A part.ir del análisis realizado del modelo de no equilibrio para 

la simulación de procesos de separación por et.apas. asi como de los 

result.;i.dos obtenidos a través de dif'erenles implantaciones de dicho 

modelo se han obtenido las siguientes conclusiones. 

Es necesario reducir al nivel más baJo posible la incertidumbre 

an el diseno de los equipos de separaci6n de un proceso químico. Esto 

debe a la importancia que revisten los procesos de separación en 

cualquier proceso quimico (considerando aspectos t.a.nto econOmicos 

t.4rc:nicos::>. 

La simulación a t.raves de modelos malem.3.t.icos puede ser la 

herramienta mas útil para alcan::ar la meta de un diseno muy 

conf'iable. Debido a que su costo es considerablemente menor que el de. 

la exparimentacion en laboratorio y en plant.a pilot.o. la simulación 

de procesos a t.ravés de programas de cómputo es una mejor elección 

pa.ra el diseno tant.o de equipos como de p~ocesos. AdemA.s. la 

disponibilidad de equipo de cómputo de mayor velocidad y capacidad es 

cada di .a mayor. 

El modelo de no equil.1brio para la et.apa de separación es 

necesariamente más riguroso que el modelo de eqw.librio. Debido a que 

el equilibrio es sólo un caso particular de los estudios de velocidad 

de los f'en6menos. éstos abarcan al ~ncionado equilibrio. Los modelos 

que incluyen transferencia de m.a.sa y energía a t.ravés de la interrac8 

entre el vapor y el liquido de una etapa de separación son más 

generales que los modelos que suponen que se alcanza el equilibrio. 

No es necesario definir el concepto de ef'iciencia p.a.ra la etapa 

de sepa.ración. Al estudiar las condiciones hidrodinámicas en las que 

ocurre la separación se puede establecer la velocidad a la que ocurre 

ésta. En vista de que también se conoce el tiempo de contacto entre 

1as fases involucradas es posible cuantificar las condiciones de las 

corrientes que abandonan la etapa de separaci6n sin tener que parlir 

del grado tnaximo al que podria llegar tal separación y después 
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suponer a que porcentaje de ese total se lleva a cabo la separacion. 

Además de lo se!'ialado en el parra.f'o ant.erior previene el 

hecho de ut..ili:ar un .f'act.or cuya. gama de valores es llimit.ada. 

conlrariamenle a lo que se ha considerado siempre para cualquier tipo 

de eficiencia. 

El incremento •n rigurosidad del modelo conlleva. un mayor gra.do 

de complejidad en la bOsqueda de la solución del proble:r.a.. El modelo 

MERO genera sistem.a.s de ecuaciones dos veces y media. mayores que el 

modelo MESH y t1empos de s1mulaci6n hasta cuatro veces mayores 

Cconsiderando té>cnicas numéricas similaresJ. 

Se pueden aplicar algunas r9duec1on•s al modelo MERO tal como se 

planteó reduciéndose el orden del sistema .a un nivel similar al del 

modelo MESH pero conseovando aún una mayor rigurosidad y. por ta.nto. 

con.f'ia.bilidad. 

El avance en capacida.d y velocidad en los equ1pos de cómputo h~ 

pernutl.do un desarrollo creciente en la búsqueda de soluciones para 

problemas ma.t.em.Aticos compleJcs. En parlicula.r. la solución de 

sist.emas de ecuaciones algebraicas no 11neales h.a sido objeto de un 

est.udio prorundo que ha per~~tido generar mét..odos cada Vez más 

ef'icient.es y robust.os. También se han t.enido a.vanees l.mport.ant..es en 

el manejo de sistemas de gr~ dimensión y con est.ructura.s definidas 

(dispersos. parlicularment.eJ. 

Los métodos de homot.op1a han sido aplica.dos con éxit.o en .la 

simulaci6n de equipos de separacl.ón a través del r.odelo'de equilibrio 

y de no eqw..librio. 

El uso de homotop1as de parámetro natural puede o!'recer la 

ventaja de un significado f!Sl.CO del enfoque de la cont.inuaci6n al 

resolver el problema.. sin 2m.ba.r90. no puede manejar ru._as cornpleja.s 

Cpuntos de retorno. princip.al1nent.eJ. 
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El mét.odo de homcitopia de longit.ud de arco diferencial es uno de 

los mét.odos de cont.inu.ac16n mas robust.os y. por enda. perm.it.e 

encont.rar todas las soluciones de una gran variedad de s1st.emas de 

ec:uaciones algebraicas no lineales, sin import.ar el est.irn&.do inical 

que se proponga. Si además se considera un estr1ct.o cent.rol del paso 

de integra.c16n Calgorit.JtCJ de denHeijer-Rhe1nboldt), una forma est.able 

para la const.rucci6n de l.a.s homotopias (afinidad invariant.e. por 

ejemplo:> y se genera un punt.o inicial adecuado, el método lU..AD 

garant.i:za el encont.rar todas las soluciones de cualquier sist.ema. de 

ecuaciones algeb~aicas no lineales. 

La aplicaci6n de métodos de continuación a la solución de 

sist.em.a.s de ecuacione algebraicas no lineales implica tiempos: de 

miquin.a considerablement.e rr..aycres que los lnét.odos de convergencia 

local. Es por est.o que puede pensarse que su uso est.a indicado sólo 

problemas en los que los lnét.odos de conver9enc1a local fallen. 

Es n.cesario impulsa..r el desarrollo de modeles para la 

predicci6n de propiedades de transpcrt.e Cpr1ncipalment.e. 

coeficient.es de difusión binaria para componentes con int.eracciones 

import.ant.es). También es necesario generar correlaciones de gran 

precisión para calcular coe(ic:.ient.es de t.r.ansferencia de rr.asa en 

dif"erent.es geomet.rias y bajo condic1ones h1 dr odi námi cas 

va.riant.es. Tales condiciones se de-eben al tipo de plat.os a u~ilizars• 

en las separaciones. al régimen de (lujo que preva.le:ca en ellos, 

et.e. 

La ut.1l1;:ac16n de algoritmos ya codif'"icados par.a generar 

programa para la s1rnulaci6n de colur:inas baJo el enf'oque propuest.o 

result.A su1o~mente útil, ya que no se requiere desarrollar los 

algorit.mcs para las técnicas numéricas en forma completa. Sin 

embargo, requ1ere de la adapt..ac10n de los progra:r.as al lipo de 

problema particular a resolver y la adpat.aci6n de dsit.1ntos p.a.quetes 

entre si. También puede presentarse el caso de que los paquetes sean 

subutilL;u:.dos ya que no se rec:;uerirA de t.odo su potencial Cconcebido 

para una gama muy variada de problemas). 
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En base a estas conclusiones y como punto de partida para 

lrab.ajos posteriores se proponen•l.a.s siguientes recomendaciones: 

Debe buscarse la generación de un programa f'lexible en el uso de 

modelos de predicción de propiedades de transporte Y en el manejo de 

especificaciones de distintos problemas de separación. 

La aplicac16n del método 1-ll..AD al modelo de no equilibrio lo hará 

sumamente robusto y permitirá una aplicación global del algoritmo en 

conjunto. 

El uso del paquete HOHPACI< puede resultar costoso en cuanto a 

que requiere de modif'icaciones importantes en su estructura. Tales 

modiftc.acione:. son en lo referente a1 manejo de sistemas dispersos. 

el m.a.nejo de rnapeos en las variables para prevenir fa.llas en los 

procedimientos de cálculo y precU.cción de propiedades. la 

construcción de las ho1:10lop1as (afinidad invariante o Ne•~on). Además 

debe dársela f'laxibilidad en el manejo de su opción en base al 

cálculo del Jacobiano menos singular CFIXPO?) y la opci6n del 

Jacobiano aumentado CFIXPQ?) para poder reducir el tiempo requerido 

sin perder la ef'iciencia del método. El uso de estas opciones debe 

ser alternativo y aJustarse de tal rorma que se ajuste los 

requerimientos del problema Cm.ayer exigencia cerca de punt.os de 

retorno de cruzam.i en to. por ejemplo). También requiere su 

acoplamiento con un sistema de predicción de propiedades y 

procedimientos de inicialización y entrada Cy transmisión interna) de 

dal.os. 

Debe pensarse. en consecuencia. la creación de una 

codificación del algorit.mo In.AD expresa.mente para este problema. 

En cuanto al sist.err.a de calculo de propiedades terrr.ochnárn.icas. 

se han desarrollado codificaciones con el fin de acoplarse a sistemas 

de simulación de procesos de separación Ca implant.aciones del métodos 

Naphtali-Sandholm. Wang-Henk:e. ele.). Es por esto que en este 

caso recomendable intentar desarrollar un nuevo paquete 
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t.er modi n~ll\i. ce. 

Un.oi. ve:. desarrollada la codif"icación complet.a.. debe probarse 

t.ant.o en la si mul aei ón como en el di seno de equ1 po de separa.e! On. 

Aqui es import.ant.e el corroborar Csi es el caso) la conclusión de 

Biardi y Grattol1 en cuant.o al número de et.apas requeridas para. 

lograr ciert.o nivel de separación para una me:cla dada. 

Deben anali:::arse t.ambién las propuest..as de Powers et. al en 

cuant.o a. la posibilidad de la reducción del orden del sl.st.em.a a 

resolver. Aqui debe considerarse el ef"ecto de est.a red.ucciOn sobre 

los result.adcs de simulaciones de equipo y disen:os respect.o del 

modelo completo. Ademas, debe considerarse dist..int.os t.ipos de 

sist.emas Cmezclas de hidrocarburos y mezclas alt.ament..e no ideales. 

columnas pequenas y columnas de elevado número de et..apas, mezclas de 

pocos componentes y mezclas de muchos component.es, et.e.). 

En cuanto a la t.rans:ferencia de masa intarf'a.c1al, el use de 

i:nodelos mas complejos Cpenet.raciOn. renovación superficial. et.e.) 

puede resultar en un considerable incremento en la complejidad dll!Pl 

modelo sin que los resultados lleguen a ser aprecl.ablement.e mejores. 

Por esto. debe analizarse en rorma un tant.o cualit.at.iva el erecto que 

pudieran llegar a tener ant.es de replant.ear el modelo Cy buscar una 

alternativa de solución para él). 

Las conclusiones globales del present.e trabajo son las e 

sigui en t. es: 

w 1-a simulación de procesos de separación por etapas con el 

modelo de no equilibrio CMERQ) incrementa considerablement.e la 

eonf'iabilidad de los result.ados~ a.si como de los dise~os. 

w t..os métodos de cont.inuación Chomot.opia) generan algorit.mos 

globales su~•mente robustos, capaces de encont.rar la soluc16n incluso 

en proble~¿s de simulación diflciles. 
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• Debe .a.plicarse un gran esf'uerzo en la generación de modelos 

para la predicc16n de propied.~des de transport.e t.an confiables corno 

los modelos que se han desarrollado pa..ra •l ca.leulo de propiedades 

termc:idin.i.mica..s con el fin de mantener un nivel de rigurosidad 

consistente en todas las fa..ses de la simulación. 
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APENDICE A 

ESTRUCTURA DEL PAQUETE HOMPACK 
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El paquet.e HOHP.".CK. est.A est.ructurado a t.ravés de siet.e opciones 

principales. Seis de las cuales se aplican a sist.emas de ecuaciones 

algebraicas generales. L.a ot.ra opc.i6n se refiere a sist.em.as de 

ecuaciones polinomiales. Las primeras seis opciones se def'inen en 

funci6n del Lipo de problema a resolver Cdenso o disperso) y al Lipo 

de algor i t.JDO emplear e basado ecuaciones diferenciales 

ordinarias. d• flujo normal y del Jacobiano aument.ado). 

Las opciones se denomin>.n FIXPfil}{~}- La úlUma le~ra deno~a el 

t.ipo de problem.ll. a resolver: F si el Jacobiano del sist.ema es denso y 

S si es disperso. La penúlt.ima. let.ra se refiere a.l algorit.mo a 

emplear: O para el basado en ECO"s, M para el de flujo normal y Q 

para el algoritmo del Jacobiano aument.ado. 

Los t.res t.ipos de algoritmos pueden ut.ilizarse para serolver 

problemas de la forma 

FCX) = O Rai: del sist.em.a. 

X = GCX) Punt.o fijo del sistema.. 

p CX.t.) = O Trazado de la rut.a de homot.opia. 

Las opcicr.es FIXPDF y FIXPDS Cbasadas el sistema. de 

ecuaciones diferenciales) los proc:edimient.os que resul t.an mas 

similares al algorit.rno presentado en el capit.ulo 4. Sin emb..,.rgo. 

est.as opciones buscan siempre el Jacobiano menos singular. Est.a:s: 

opciones resultan ser las más robustas del prograrr.a. El precio de 

est.a caract.erist!.ca es el t.ie:npo de ejecución que peed.e f'~c!.lment.e 

duplicarse respect.o de las o~ras opciones. 

Las opciones F!XQF' y FlX?QS CJacobiano aurnent.ado) difie:-en del 

algori~mo presen~ado en el capllulc 4. en que en lugar de emplear un 

veclor de la base canónica et,..,•lJ por ejemplo. ut.i.li;:an al veclor 

t.angen-:..e a la curva en el pu.nt...:i ante:-:.cr. Las dos caract.er!sti.cas 

!undar.ienta:es de esta :nod~ficaci6n :.:..s s:.;:".Jien•-es: 

El nuevo ·.·e~t.cr •.angente a la r".Jta forma necesaria.:nent.e un 
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Angulo agudo con el vector previo. 

El Jacobiano generado puede ser muy cercanamente singular. por 

lo que debe tener extrema precaución en el calculo del lam.a."o de paso 

de integración. 

Naturalmente. el no buscar el Jacobiano menos singular en cada 

iteración reduce considerablemente el esf'uerzo de generación de 

nuevos puntos de la rula. 

Los algoril.mos F'IXPNF' y FIXPNS Cf'lujo normal) utilizan 

interpolación cúbl.ca de Herrnite para predecir nuevos puntos de la 

rula sin tener que resolver siempre el sistema de ecuaciones 

dif'erenciales Csólo para generar varios puntos iniciales). Desde 

luego. el utilizar un método de interpolación para predecir puntos 

posteriores de la ruta implica errores que pueden ser excesivos en 

ocasiones. Esta es la principal f'uenle de f'allas en este algoritmo. 

La. estructura. en cuanto a subrutinas. de la opción F'IXPDF del 

programa se muestra en la f'igura A.1. En la f'igura A.2 se muestra 

La. utilidad principal de cada subrutina es la siguiente: 

F o RHOA contienen l•s funcl.ones que f'orma.n el sistema. F es 

utilizada si se quiere encentar las raices o puntos fijos del sis~ema 

y RHOA si se desea trazar la rula de homotopia. 

FJAC y RHOJAC contienen al Jacobiano del sistema de ecuaciones 

original. El '..JSO alterno de estas subrutinas es an.:t.logo al caso 

anterior. 

OCPOSE perm.it.e descomponer el Jacobiano original en !'.a.et.ores 

~riangulares. que serAn utili~ados para encontrar el Jaacobiano menos 

singular. 

FODE:. se construye el sistema de ecuaciones di!'erenc.iales a 

resol ver. 
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Ftgura A.1 Estructura de la 

Opc16n FIXPD? de HOHPACK. 
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ROOT es un proc:edimlent.o para enc:ont.rar la ra1.:: de una ecuación 

en una incógnita CCx)=O. Ut.iliza una combinación de los melodos de la 

bisección y de la secante y considera que se conoce el intervalo en 

que pueda estar contenida t.al solución. 

STEPS encuent.ra una solución al problema generado en FOOE y 

ajusta el lam.¡¡_"º del p.a.so de integración. 

SINTRP perm.it.e corregir la solución encontrada en STEPS. 
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S 1 STEMR PARA EL 
CA( r.111 n OF PROPtrnAnFS 

9RHCO 
DE 

ORTOS 

Figura A.2 Modiffcae1on@s a la Estructura de Ja 

Opción FIXPD? de HOMPACK. 
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