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CAPITULO I
INTRODUCCION

La élaborécién de la presente tesis, tiene. como ob
jétiyoibrimordial servir de apoyo al alumno, proporcionando -
155 ﬁerfamientas tebrico-pricticas necesarias en la solucibn-
' dévpfoB1emas que se presentan en los temas de viscosidad y --

viscoelasticidad, que forman parte de la materia "Introduc- = .

cidén al Comportamiento de Materiales", impartida en la Fac

tad de Ingenieria para la carrera de Ingeniero Civil.,af

Se pretende cumplir dicho objetivo a travéé dé'hna
breve exposicién de los elementos tedricos fundamentales, a -
continuacidn se presenta una serie de problemas resueltos en -
forma detallada y ordenada, de manera que el alumno logre com
prender la parte conceptual con claridad y reafirme sus cono-

cimientos en los problemas aplicados de estos temas.

En el capitulo segundo, relativo a la viscosidad,-
se¢ estudian las relaciones existentes entre las fuerzas y las
presionésrqué se desarrollan en los fuldos. Se hace una des-
cripcidn de las propiedades fisicas de los fluidos y de los -
factores que influyen en ellas. Se presentan ademds las ca—-
racteristicas del tensor de velocidad de deformacién]:ﬁl. Se
establece la ecuacibn constitutiva de los fluidos newtonianos
y se hace también la deduccidn de la ecuacidn de Navier-Sto--

kes, asi como de los casos particulares que de ésta se des- -




de: Froud@. Flnalmente‘;"

se'eyPtesan algunas‘ldeas sobre flujo: bldlmen51onal y ‘se’ plan,;

tea una salle de e3erc1clos esueltos y’otra~de eJerc1c1os

propuestos, ambas relatlvas a bS'temas‘v;stos enjeL segundd

capitulo..

pitulo'§é7describe el comportamien-

to viscoeldstico:d los«materiales—a través de las relaciones

eforma016n—t1empo. Este comportamiento se describe

*kpor medlo'de arreglos de elementos con respuesta eléstica (re

sorte) yjelementos con respuesta viscosa (amortiguador). Se

estudién las generalidades del comportamiento viscoeldstico y
se obtienen las ecuaciones constitutivas de los cuerpos de -
Kelvin, Maxwell, sdlido de tres constantes, fluido de tres -~
constantes y cuerpo de Burgers. Se estableéen los postulados
fundamentales de las ecuaciones constitutivas y se menciona -
el procedimiento de solucibn por medio de la Transformada de
Laplace. A continuacidn se hace referencia de las integrales
hereditarias, que ponen de manifiesto que los materiales vis-
coeldsticos tienen memoria. En seguida se estudia el compor-
tamiento viscoeldstico tridimensional y el principio de co- -
rrespondencia que permite la solucibn del problema, y se plan
tea el mé&todo directo de solucidn, que permite relacionar las

ecuaciones de equilibrio, relaciones cinemdticas y ecuaciones



dan;las conclusiones de -




CAPITULO  “TITL

" VISCOSIDAD

2.1 Introduééién"
Tn este capitu étﬁdiarén las relaciones exis-

tentes-entre las_pre iones:iy las fuerzas que se aplican a los

fluidos y los campos de velocidad y de torbellinos que se ori
ginan en ellos: -Estas relaciones dependen del sistema en es-
tudio, pudiendo ser orificios, vertedores, tuberfas, canales,

ete.

La mecAnica del medio continuo es la herramienta -—
quernos permite determinar el comportamiento de fenémenos aso
béiados’a los esfuerzos que se manifiestan en el interior de -
séiidos,rliquidcs y gases, asi como las deformaciones o los
flujos de dichos materiales, y descubre las relaciones mutuas
entre los esfuerzos, por un lado, y las deformaciones o fluen

cias, ror el otro.

Es necesario destacar que los principios de la mecid
nica del medio continuo se ven apoyados por la determinacién-
experimental de las propiedades fisicas de los fluidos, asf -
como del trabajo sobre modelos a escala y prototipos para ca

librar la teoria.

2.2 vpPropiedades fisicas de los fluidos.

‘Desde-el-punto de-vista~@¢gén;¢6, las.propiedades .-



Se puede définirilé aeﬁéiéad;de,larsustan¢ia eﬁ:un

punto.por:

Las dimensiones de la densidad son:

[/)—J = [MlL'3TE} = [FL_4T2]

En lo que a viscosidad se refiere, cabe destacar -
que existen las que se conocen como viscosidad dinfmica y --

viscosidad- cinematica.

2.2.1 Viscosidad din&mica

Es la propiedad que se manifiesta por la resisten-
cia al desplazamiento relativo entre dos laminas de un flui-
do, provocado por la accién de un esfuerzo tangencial. Esta-
resistencia tiene un doble origen: por un lado, las molécu--

las se atraen entre sf mediante las fuerzas de cohesidn que~

"



té:depéﬁdé

Con51derand la deflnlclén anterlor se puede esta—-

blecer una relac16n,entre dlcho esfuerzo y la

/veloc1dad de de

formac16n del*fluldo de 1a 51gu1ente fqrma:*

g =Ml

donde’ " : esfuerzo tangencial [;F L—{],7

2

Y : velocidad de deformacidn angﬁlar,k[T
M : viscosidad dindmica [F L” Ti]é:

de la relacidn anterior, se observa que al aumentar la visco-
sidad se requerird un esfuerzo tangencial mayor para producir
una velocidad de deformacién dada, o tambié&n que para un es--
fuerzo dado existird menor velocidad de deformacién. Este fe
némeno puede observarse al compararel flujo de un aceite por-
una tuberia con el flujo de agua por la misma, la cual fluye-

més rapidamente.

Cuando existe una relacidn lineal entre el esfuerzo
tangencial ¢y la velocidad de deformaciédn angular BA, de tal

manera que la pendiente de esta linea es la viscosidad din&mi-



ca M, .se dice que la viscosidad es newtoniana, ver figura -

2.1,

Todos los ga>sesl j;"l.a'.mayovxig de,’llvos“j«liQUidos senci-

llos se comportan de acuerdo con- esta relaci6n.

En algunos fluidos la relacién no es lfneal yse di-
ce entonces que tienen viscosidad no newtoniana. Su comporta

miento en una gréfica Y vs Ges el siguiente:

g 4

—

/

/

/

7 figura 2.2

o flado de Binghan (plikico ideal)



pollmerlzadas, plntur iqu1das con materia s6lida en sus- -

pen31on, algunos derlvados del petr6leo, el ccncreto no soli-
.dificaao, etc.,” En la grafica anterior puede observarse que-
la viscosidad disminuye al crecer la velocidad de deformacibn,
puestc que la pendiente de la curva disminuye al aumentar QK.
Lo que ocurre fisicamente es que al aumentar la velocidad de-
deformacibn HN; aumenta la separacidn entre moléculas, por lo

tanto existen menores fricciones entre ellas.

En el Sistema Internacional de .Unidades, las‘unida—

des de la viscosidad dinfmica son:

2.2.2 Viscosidad cinem&tica.

En muchos problemas en los que interviene la visco-
sidad abscluta (dinfmica), frecuentemente aparece la viscosi-
dad dividida por la densidad; este cociente se define como --
viscosidad cinemftica, cuyo nombre proviene de que sus dimen-

siones son Gnicamente de tipc cinemdtico, esto es:

YV = ~ (2.2)



2.2.3

2n la’ viscosidad.

i _éi{respecto;qqe en los fluidos newto
nianos la viscosidadbdéﬁenae del tipo de fluido, de la pre- -
sidn isotrépica actuénté;y de la temperatura. Para fluidos -

o

no newtonianos influye taﬁbién la velocidad de deformacién & ,

Si-se tiene un flujo unidimensional en direccibn X

S 0 o
B oy o Pvx ’QVy/_v QVx
WETyyYy T Fx T 9y

donde Vx,y : velocidad en direccifn X 6.y ‘respectivamente.

MoV dependen del gradiente,de §élocidades en la direc--—

cidn ortogonalyal flujo.

En un flujo newtoniano, para un fluido liquido dado,
la viscosidad aumenta con la presidn isotrépica, en tanto que
disminuye alfcfecé;,la temperatura mientras que para un gas -

la viscosidad ‘aumenta con la temperatura.



donde :’ viscosidad-cinem&tica a

n? /seq)

1" : Temperatura E°C]

parametro adimen

v L

2.3 'Ecuaciﬁnfcthtitﬁfiva'de los fluidos newtonianos.‘

ée‘llaman ecuaciones constitutivas de un medio con-
tinuo a agquellas que expresan sus propiedades ffsicas bajo un
bunto de vista macroscépico. El nombre se debe a que el com-
portamiento que describen es el resultado de la constitucidn-
interna del material. Desde este punto de vista, para todos-
los materiales, ya sean sb6lidos, liquidos o gases, existe un-
mode 1o matematico que define su compértamiento de una manera-
mds completa, independientemente del sistema de referencia em
pleado, o de las cargas o presiones gue sobre ellos act@an.-
El modelo se representa por una relacidn diferencial entre --

los tensores esfuerzo y deformacidn.



VISCOSIDAD ' DE FLUIDOS
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VISCOSIDAD 'DE FLUIDOS
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donde %'ET]"J ten$§rfésfue§z

%7 [j[Jf Jamé£riziéuéidépéndé de la viscosidad'deliflgid6*~
"&F}f,:ytensor velocidad de deformacién . k
" Para fluidos no newtonianos, la relacién es,@éé;géf

neral;VPOrIejemplo:k

=l

2.3.1 Modelo analbgico

En el caso de fluidos newtonianos el modelo analdgi
co esta dado por\irepresentacién esquem&tica de un amortiguador,

figura 2.5.

1
1=
S —
[
I

e Oy

ar,
|
oo
-

Figura 2.5

Como modelo analdgico del medio viscoso suele tomar
se un amortiguador mdévil dentro de un cilindro lleno de acei-

te, sin inercia y sin que haya conpresidn del £fluldo. Para-



que esta dltima caracteristica se realice, se supone que el-
pistén estd perforado. La distancia recorrida por él~pist6h
en un segundco representa la velocidad de deforﬁa¢iéﬁ'v:v La-
curva esfuerzos - deformaciones del cuerpo #isccso es-una sg
mirecta paralela al eje E (deformaciones)? en cuantb a que -
un esfuerzo T determinado puede provocar ¢ualquier deforma--
cidn, con tal de gue sea aplicédc,dﬁrante un tiempo sufi- --

cientemente prolongado, ver figufa 2.6

T A

e
)

E
figura 2.6

Curva Esfuerzes- deformaciones del

cuerpo viscoso.

Para una informacién mds completa acerca de las defor
maciones, es necesario hacer intervenir a la variable tiempo.
Supongamos, por ejemplo, que se aplica sGbitamente cierto es
fuerzo Ta, que luego se mantiene invariado: la deformaci®n-
aumentari linealmente segln la ley de Newton, en cuanto su -

derivada tiene que permanecer constante, figura 2.7



TA

Figura.2,7 .. El cuerpo viscoso, sometidc a -
ER un esfuerze T constante, sufre-
una deformacidn E prcgresiva, -
que crece linealmente con el --

tiempo.

La utilizacién simultdnea de las dos grdficas de la
figura 2.7 permite determinar la deformacién E} correspon

diente a cierto instante t =41

Existen otros materiales por cuyo comportamiento ~--
pueden considerarse camo fluidos, sus modelos analbgicos -
son mids complejos, cano se verd en el capitulo de visco- ~
elasticidad, y que por ejemplo, tienen el aspecto del mode
lo de Maxwell, (fig. 2.8), o el gue se muestra en la figu-

ra 2.9, que corresponde a fluidos no newtonianos.
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figura 2.9 Fluide de tres pardmetros.
2.3.2 Tensor velocidad de deformacidn [_E]

Siendo la rapifez de deformacién la derivada de la-
deformacién con respecto al tiempo; entonces su relacién ci-
nemdtica es con el campo de velocidades que son las que inte
resan cuando se trabaja con fluidos. Para la direccibn X, =~
por ejemplo:

éx _ dex _ _& 95 x - ? de - 9 vx
at t JX 2 x at 2 x
(2.6.a)

siendo

"s" el desplazamiento y  "V"  1la velocidad.
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S (2.6.6),

\Bp
%

estas ecuaciones constituyen el conjunto de relaciones cine-
maticas entre las ccmponentes del tensor de velocidad de de-

formacidn [_E] y €l campo de velocidades.

El tensor (E] queda dado por

ex éxy Q..xz
EE-l= G:_yx ey é'_yz (2.7)
€ zx £ zy £z

El tensor [El tiene las mismas propiedades que el
[T] y el [E] de esfuerzos y deformaciones, respectivamen
te, y por lo tanto se puede conocer la velocidad de deforma-

) > s A - 3 s -
cidn en una direccién n con la siguiente expresidn:



bles se encuentra una relacidn simi a’del desplazamien

to y que es:

- - - 1 man 4 —
Vp=Vo +% +— rot Voxn (2.10)
5 -

lo cual indica que la velocidad en un punto "p" puede esti--
marse a partir de las caracteristicas medidas en un punto O,

ver figura 2.10

figura 2.10

En la expresidén 2.10 se ve gue la velocidad del pun
to p es la 'suma de una velocidad de traslacidén de cuerpo ri-
gido Vo, una velocidad de rotacidn de cuerpo rigido dada por

el tensor témminc, y una velocidad de deformacién dada por -



2.3.37'Ln la expre51on anterlor (2 10) aparece un vector 1mpor
“Vtante 'en problemas de flujo que suele denomlnarse vec—
tor torbellino, el cual se representa por-

1 , .
-5 _rot-Vo.:

Campos de veloéidades y thbellinds;*:CSn;ib?viSto

anteriormente se deduce gqué en un’ fluido én:movimiento se pre
sentard un campo de velocidad ‘de. ' sto --
nos indica que existen:transl

sus particulas.

El campo de velocidades puede fépféséntafée en.un.—
instante dado por lineas llamadas de flujo o de corriente. --
En estas lineas, la tangente en cada punto lleva la direccidn-—
de la velocidad, ademd@s &stas no se entrecruzan. Si se traza-
una curva cualguiera por un plano no paralelo a estas lineas y
por cada punto de ella se traza una linea de corriente, el éog
junto definido por ellas se llama tubo de corriente, el cual -
se limita mediante dos secciones transversales no paralelas a-

&l y origina un volumen llamado vena fluida.

De igual forma, para el campo de torbellinos pueden

definirse lineas, tubo y vena vorticosas.

Los volumenes que guedan definidos

fluidas y vorticosas suelen utilizarse’ nes . de con -



(2.11)
(vdlida para siste
mas de referencia

mdvil)

o bien:

2P
2%k

[}
o

+ div (fv) (2.12)

valida para siste-
mas fijos

A partir de 2.12 pueden obtenerse los siguientes -

casos particulares.

a) Para el caso de un flujo compresible permanente,
donde el campo de velocidades es sblo funcidn de la posicidn-

de las particulas pero no del tiempo, entonces la densidad en

cada punto no varia.

7%75— = 0 ; por lo que de 2.12 se obtiene

aiv (2v) = o (2.13)

b) Si se considera ahora que el fluldo es incompre_
sible (como se puede suponer para liguidos), entonces la den--

sidad /9 permanece constante, independientemente de las coorde



aiv (v)

que.se conocelcomo: condicidn .de:incompresib

2.3.5. Gasto.

Si tomamos un tubogde'flujo;définido entre dos sec
ciones transversales S1 y S2,vfigura 2.11, como un volumen de
control, en el caso de un flujo permanente se tiene que, pues

to que se debe cumplir la condicidn de permanencia 2.13, en--

tonces la integral sobre el volumen de control (Vc):

figura 2.11

e diVW( YV) av =0 '7éswnﬁ15177mm(2:15fﬁ"Lrwr e
‘ve

Aplicando el teorema de la integral de la divergen-

cia se tiene que:
fV. nds =0 (2.16)

Tomando en cuenta que la  superficie: total de-tubo--



es la suma de las dos.seccione

perficie $3, entonces:

S Pv.m ds + S fv\ﬂ

5’]_ Sa

S aany
ﬁ?‘v;‘? N'3as =0" ,

Dado que la velocidad én’el tubo es siempre perpen
dicular a la normal a la superficie lateral, y ya que no exis
te flujo a través de ella, el tercer término es nulo. Adenais,
si se considera que el vector i es colineal y de sentido con-
trario 2 la normal ©, la cual es positiva, puesto que se diri
ge hacia afuera del volumen de control, entonces ﬁs tiene -

signo negativo, luego entonces se llega a lo siguiente:

Lo chl lndlca que para C!

gral de superficie es la misma, ‘es dec1 s ‘constant

esta integral se le llama gasto Q del

Q = }7V.Yﬁ ds
>

2.3.6 Ecuacidn de Navier—Stokes{;‘

A continuacidn se deducirad la ecuacién diferen- -
cial fundamental que rige los problemas de mecdnica de flui--

dos. Para ello debe considerarse que el movimiento de los --



fluldos viscosos resulta de esfuerzos de tlpo dlstor51onal '7
(75 ), los cuales- se relac1onan con las veloc;dddes de defor-
macidn { & ) mediante la ley de Newton antes v;sta,_y que-

es:

[To-l = 2 JA [Eo} » (2.20)

en donde se relacionan los tensores distorsionan--
tes del esfuerzo y de las velccidades de deformacidn; a par--

tir de dicha relacidn, se tlene gue las componentes distorsio

nar.tes (de ambos tensores) esténupor(tanto relacionadas de-la

manera siguiente:

KT—X - V—m
Yy-Um
Vz-Unm

2 (E x -£ m
2N (€ y-Em
20 A (é z - é m)

"kay 2N Exy | | (2.21)
Txz= 20 Ex
Tvis 24 Eve
siendo '7€m= _1__ (€ x '_*‘é:Y"'E‘Z)
_ 3

Dado que el esfuerzo normal medio es igual a la =--
presidn hidrostdtica (la cual se considera negativa por ser-

de compresidn) en el punto considerado entonces:

(2,22)

donde P es la presidn hidroétética



cidn promed'o 
(2.23)

ﬁ>Sustituyéhdo 2.23 y 2.22 en 2, 21 y -tomando en cuen-
ta las relac1ones ‘cinematicas entre veloc1dades de deformacidn

‘y las componentes del campo de veloc1dades, se obtiene:

'gxz=})&(3Vz " gVX )

(2.24)
gX 9 z i
= (_dve N IVy.
)
v = p 3y >,

Tomando en cuenta ahora que,las+ecuacionesfdemequii—~—~'

librio son:

fax = f-ﬁx+ %E__ . I Gyx 4 9 & zx

fay = f - 28 xy .2V y .2 .8 zy (2.25)
ax g’ Y- 9‘2 :

)Daz=F7ez +3sz + 3 & XY N 2V z




Vkénbdonde a = »(§‘x{‘§~y, a’ z) corresponde al vector
aceleracian."si tomamos ‘1a suma“de los tres Gltimos té&rminos-
del miembro de la derecha de la primera ecuacidn de equili- -
brio y se sustituyen los esfuerzos S”%, Z;yx y G zx por laé

expresiones dadas en 2.24, se tiene lo siguiente.

‘D V~3< :)75 ¥X :;?; ZX_ :DI’ ?9?‘ vx o
2 x ¥ d v ' Dz 9 x 2 M D x?

X

i) ‘w_g_}A ;El (div V) :

2 TR i
ALY g 6a)

De manera andloga puede obtenerss para la Za};nyaff  

ecuaciones de equilibrio quedando:

3@ xy
5 . 9y 2 2y 7

P

2V ¢ L2 G 2y _ 9 p §13 :Vy; ; 

1

* M —F— (div V) ; ;’(2:_,:26]9) ,
3 2y N
2 Boax . 3 Cxy . bz __
4
9 x o v ¢z



Si estas expresione

ma vectorial se obtiene:

de ecuacidn de Navier - Stokes.

Los problemas de mecinica de flﬁiaqsﬂse resuelven-
a partir de la ecuacidn diferencial de Nafiér- Stokes 2.27, y
tomando en cuenta las condiciones de. carga:.y de. frontera (se-

gn la geometria del sistema considerado).

Por lo general, la solucidn matemdtica rigurosa es
muy complicada, por lo cual es necesario hacer algunas simpli
ficaciones a dicha ecuacidn; axcontinuacién se describen algu
hos casos particulares de ella, en los que se ha hecho nece-

sario introducir algunas hipdtesis simplificatorias.



'que el fIULdO es incompre_

~slble, lo: qué puede suponerse razonablemente valido para el -

;agua,

.entonces se debe cumpllrr a COndlclon de lncomprenSLbl—

'lldud 2 14, O sea:

o ,(div V)_ =0

por lo que,la ecuac1on de Nav1er -[Stokes queda'--

reduCLda a-

(2.28)

f a =P —g - grad P 7+ /(AQ

2.3.8 Flujos laminares

Cuando se considéran flujos en donde las acelera--
ciones y las fuerzas involucradas en ellas son despreciables-
en compraracidén con los otros té&rminos que aparecen en la - =
ecuacidn 2.28, se dice que son flujos laminares y para ellos,

dicha ecuacidn se reduce a:

AT 2 ¢y = grag p P . (2.29)

que es la ecuacién,fundamenfal de los flujos lami-

nares.

2.3.9 Flujos no viscosos o turbulentos

En este caso se considera que los terminos debidos
a aceleraciones-~y fuerzas de la ecuacidn: 2.28 son-relativamen

te mids importantes que los débidos a:1é’vi5cQsidad,,por~lo -



tanto se reduce a:

? a "f¥ graélﬁl'

g (2.30)
es decir a =7 - rad?Piﬂ ' . (2.30a)
2.3.10 Flujéé’hoi 0s permantes.

‘de movimiento se cumplegqué:'
lo que
(2.31)

: — .
Tomando en cuenta ahora dque los vectores V definen
. e — .
lineas de corriente, asi como: los vectores rot V a lineas vor
ticosas, se ve que las superficies definidas por familias de-
] 0] . ] - 3
lineas de corriente flujo y vorticosas son equigergéticas; o-

sea que la energia E permanece constante.

Sobre una linea de corriente

= constante (2.32).

que con§tiFPYe‘el tedrémé:dé gerhoulli,

Para el caso en que el campo potenc1al Q es el gra

Vltaclonal se tiene que.

f®_¥‘gz, lo que al reemplazar en 2.32 Yy dividigndola -
Vpogrla §§eleraci6n de la gravedad conduce:.a:

2
ve o, P

29 ¥

+ 2z = constante ’ - (2.33)



w2 La- expresidn::
sencilla puesto gue cada uno:d

.dé_iohgitud; fig., 2,12

' Ljnﬁai
& Pa
W A
55N 53—'
2, 2a

es decir:

1. L yg =2 42 g (2.34)
2g N 2g

donde el primer té&rmino representa la carga de velocidad, el -
segundo la carga de presidn y el tercero la carga de posicidn.
Los indices 1 y 2 nos dicen que los datos deben tomarse en dos

puntos diferentes sobre la misma linea de corriente.

En algnos casos serd posible generalizar la ecua---
cidn 2.34 al caso de un tubo de corriente si se toman los va--

lores promedio de velocidad, presifn y posicién en cada seccién & él.



2.3.11 Flujos viscosos

En este caso se considera que la viscosidad jh no --
puede despreciarse, alin cuando sea pequena, experimentalmente-
se ha encontrado que cuando fluye un liquido a través de una -
tuberia, en una regidn cercana a las paredes del conducto, - -
&stos no se desplazan libremente sino gque se presentan esfuer-
zos tangenciales debidos a la viscosidad. A esta regidn se --—
le llama capa limite y en ella el flujo €5  viscoso, £fig.Z2.--

13 a, b, c.

y e LI LLLi L8l L
’ 2 Jad -~ -,
3 welony vodoudad <apa | .
Unitorme ot e veloidad e o ‘:’%\\I":Lé‘hda
'S maximd Q
T 772 777 772 It/ TIATIRNIArania
a) F\u"p nO VidLESO b\ Flvjo wiacoso Y i'laJo pzm_m\ mente
figuras 2.13 a, b y c Viscoan

En las figuras antefiores se observan diferentes —--—
distribuciones de velocidad en una seccidn transversal de un =
tubo, notandose que la viscosidad se manifiesta por la apari--
cidén de un gradiente de velocidad que induce esfuerzos tangen-
ciales entre las diferentes laminas del liquido. Estos esfuer
zos se rigen de acuerdo con la ley de Newton, es decir, consi-

derando que:

Z:z}léxy

donde




y al reemplazar eh,lébley'de Newton .para esfuezos tangencia--

les nos resulta:

{2.35)
En esta ecuacidn se observa-la relacidn que existe
entre los esfuerzos tangenciales @, la viscosidadeinémica -

A, y el gradienté de velocidades (3vx/ 9§J:;,i o

2.3.12 Flujo de Poisseuille

Para este caso se considerard-un flujo bidimensio-
nal entre dos paredes planas horizontales infinitamente gran-

des, figura 2.14.

Y %
Li L SN ORI TINN IR ETIVIEGIES L YNNI DA
+a Vx:.V*LLY)
o= — — - — - - — = — — - =
‘ . ES
Ve mdn
-0,
Z LT 2L 7777777777 77 2777770

figura 2.14



_se tiene

vy = Vz = 0
v que Vx sélo depénde ‘de Y, ,por. lo ‘ténto':‘v‘

Vx = VX ’_k(y»)

pox ser Vx solo funcidn de y

2
g2ux = —@ux , 0 (2.36)
5 :
dy
considerando ademds que:
gradP=9PJ\+9Pj +—2P—k
9 x Jy 9z
donde grad P = 2 A

= — (2.37) ya que sdlo existen com-
X .

ponentes en la direccidn X.

Sustituyendo ahora_en:la ecuacidn para flujos lami-

nares se tiene:



- 33=

‘Mvz V = grad P

L2 vx _ 3
M dy? 2 x

por lo que:

d2Vx d P

A 5 =
dy dx

Integrando ahora con respecto a:'y" Se obtiene

VX .o (e 1la figura 14)

dy

integrando nuevamentecon respeécto a’"y" se tiene

_/LAV}::L y2 4B 4 o
2 ax

como para Vv = VX max.

P

]
o
<
»

de donde C2

J} VX max

por tanto M Vx = 7—1—7372 gp_ + A Vx Lmé,xﬂ. .

2 dax

de la figuﬁa‘2:i4 se observa que‘pafa:

qn;iaeréndo que para y

=0

(2.38)



y=%a; la velocidadré@;

adhiere a las paredes), entonces; reemplazando.

stos limites -

en la ecuacidn 2.38 se tiene: .

2 R =
o= 2> dp , AVemax

2 ax Ay
o Vx mdx = ~ —— —<p

~2}A Ldx
sustituyendo nuevamente en 2.38 se obtiene

Yz - a2 dp

G{}k dx

expresidén que nos da la ley de variacidn-de Vx-'en funcidn-de -

vx = S (2.39)

Y, y que se ve que es parabéliéa. En ella debe obsérvarse que
como Y% a y dado que Vx siempre sera= 0, esto obliga a que -
la variacidn de la presidn seglin la direccidn X sea menor gue
cero, ésto indica que la presidn disminuye en la direccidn del
flujo; lo cual es 1ldgico ya que existen pé&rdidas de energia —-

por la presibdn.

A partir de la ecuacidn 2.39 se puede estimar la -=-
velocidad media en un flujo viscoso, procediendo de la siguien

te manera:
integrando a lo largo de Y'la velocidad VX, se tiene

a e e e
: —QE— \ i\(YzV—az)”dy.,,,,




velocidad maxima.

2.3.13 Influencia de la viscosidad en la ecuacidn de Bernou-

1li.

Dado gque en un flujo real de liquidos existe casi-
siempre Una capa limite gque produce pérdidas de presidn por -
viscosidad, el esquema de Bernoulli debe representarse consi-

derdndolas como pédrdidas de carga, como se muestra en la fi--

gura 2.15
g e de corgas
e h¥
3
3 X
N3
Py -
A a
figura 2.15
La ecpaqiéanerpqull;vsgﬁg}agtea c§m97
2 e
Vi Pl




general es’ -~

uberia,;ios -
otros términos son débigb: ¢m§Sitam--
big&n es funcidn de caﬁﬁio de dirgqéﬁéhide £ub§
ria, las cuales comunméh Lo#&&géxperimen——

tal.

2.4 Flujd'?iscémétficé.

k'Lbs'fluidos cuya visco#idad‘es‘no newtoniana, pre-
séntan flujos én los cuales el gastorque pasa a través de un. -
conducto no es proporcional al gfadiente de presidn en la di-
reccidn del tubo, como ocurre para el flujo de Poisseuille --
ya que en éste, de acuerdo con la ecuacidn 2.40, la velocidad
medida es:

2

vm = & _dp
3 ax

y como el gasto es:
Q = AVm
AQnae A: area de un recténéulo Qéfesgésorfunitaﬁiéveh sénti
do perpendicular‘al flujoA e A
. A= 2 at=2§ ‘(ya‘que"t:i)
3

c.oe=-22 B ' o C(2.43)
kT ax s o : et



En esta ltima eXprési6n~Se vé"que'el gasto es --

 proporcinal a dp/dx.

La figura siguiente muéstfavlaSﬂvariaciones del gas
to con el gradiente de presién,’paraiﬁn?fluido newtoniano y pa

ra unc no newtoniano.

Q4
no newtoniano
,4»’/ ~
;
I
]
' Loni
' == neuwtTavitan O
7
’
-~ ‘ ’
S ap
dx

Figura 2.16

Para los fluidos no newtonianos, la acuacidn cons=-

titutiva que los representa puede tener la forma siguiente:

(el =-»= {1 + 4 Tel = ke [E_\ +M s [E] (2.44)°
donde P es la presidn isotrdpica.
Para ilustrar el flujo viscométrico, consideremos-

un problema semejante al de Poisseuille, donde el flujo se --

realiza entre dos placas horizontales infinitas, figura 2.17
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figura 2.17

‘Las. condiciones para este caso son:

ademas

Procediendo de manera andloga al m&todo utilizado-

para el flujo de Poisseuille se llega a la siguiente expresidn:

W
Q= - v —z—>dx* 'gx
b =h
> S
donde
Q = Gasto
f-_.4CGz
dy

h; variacidén a partir del eje "Y"

12 4
o (2.45)



2.4.1 Nﬁmefosadimensionales,ﬁtileékeniflujos:‘

A partir de andlisis diﬁé#g;qﬁéiEQ:eﬁpleados en la
simulécién de flujos en modelos‘a;éSé:I ,dé;érototipos, se ob
tienen parametros adimensionales éah:los/cﬁéles puede Jjuzgar-
se si tales flujos son laminares o?fﬁrnuiéﬁﬁéé;“a"partir de =

“la relacidn existente entre la viscosidad; la- accibn de:-la =--

gravedad y las fuerzas de inercial

La relacidn entre la viscosidadj) y lakinefcia:(dg
bida a las aceleraciones), hace que un flujo 'sea laminar ob -
turbulento. Cuando las fuerzas producidas por ‘la viscosidad
ejercen mayor influencia en la relacidn, el flujo es laminar,
mientras que si las fuerzas debidas a las aceleraciones domi-

nan la relacidn, el flujo es turbulento.

Esta relacidn es el nfimero de Reynolds, y es uno -
de los pard@metros adimensionales mencionados, estd dado por -
la siguiente expresidn:

L

Py

.donde
;ﬁV % velocidad del flujo {media)
i;L:= longitud caracteristica, puede considerarse por -
ejemplo en un canal como la relacidn entre el - -
drea y el perimetro mojado.

)V = viscosidad cinemdtica del agua.

Las fronteras de los flujos se: establecen.-de la -



Si  3;¢.500 el flujo es laminar
‘si R S 2500 el flujo es turbulento

k'Si 500<C R < 2500 el flujo no:estd bien definido,

El siguiente pardmetro adimensional est& dado por-
la relacidn entre las fuerzas de inercia y la accidén de la =--
gravedad, este paradmetro se denomina nimero de Froude, el - -

cual se puede definir como:

‘I;i— : (2.47)

donde:
V = velocidad del flujo
g = aceleracidn de la gravedad
d = longitud caracteristica, que es iguél, por ejémplo
al &rea de un canal, dividido entre‘el,ancho de la

superficie libre del agua.

Los valores caracteristicos de "E" definen los si-

guientes casos:
si P=1=v=\gd se dice que el régimen es cri
tico S

si FLLl=» Ve J gd se dicefqué3él fégiméh;es;trag

quilo

si F>1 = v>»\{gd se dic
pido:’.



:2.4.2} flujoé‘biai@epsionaies;
Las consideraciones hechas hasta ahora acerca de -
los flujos de liquidos, se han desarroliado estableciendo gque
se sigue una trayectoria fija, ya gue se encausa en conductos
como tubos o canales; sin embargo, cuando la trayectoria no -
estd bien definida, y &sta puede ocurrir en un espacio bidi--
mensional o tridimensional, sobre el cual existe un nGmero -
practicamente infinito de posibles trayectorias, es necesario
estudiar cudles seré@n las trayectorias mé&s probables entre --
ellas. El estudio de estos casos se realiza apoyandose en la
funcidn de corriente, cuya representacidn es el simbolo ‘f r

y en la cual se cumple que:

e Y, oY
g Y 9 x

es decir, que el campo vectorial de velocidades  se- deduce si—f

(2.48)

se conoce el campo escqlar definido por la funcidn de corrien

te o de flujo.

Considerando un flujo de fluidosfihcamp :slblé§,~ 

se debe cumplir que:

div ¥V =0

O sea

Dvx L, Bvy _,

(2.49)
? x Dy



Si se con51dera ahora que:

rot 5 =EVY - ?Vx’_] <

x %y

(2.50)

sustituyendo la ecuacidn 2.48 en 2.50 se tiene:

rot V= - QX;‘H + ;‘)y;f> k=—@2 &J)k (2.51)

" dado que en flujos laminares

Tv? ~{rot=V-)r= 0 -

entonceé ChiE L e - e
(v i’n’. S (2.52)

: Para que la cond1c1on anterlor se cumpla, EE debe-

ser una func1on blarmonlca. .

Para flujos irrotacionales rot V =0

de donde

en este caso ﬂf basta que sea armdnica.

La ecuacidn 2.53 es conocida con el nombre de ecua
cidn & Laplace. En consecuencia, la solucidn del problema bi
dimensional laminar e irrotacional se obtiene a partir de la-

solucidén de la ecuacidn de Laplace junto con las condiciones-

LRI ” sy



de frontera y de geometriadel éasg‘dg‘éﬁgiée;fféfélr;Lé solu-
cidn nos dard el campo escalar ﬁfy a'partif_de las :elaciones
2.48 se obtendrd el campo de velocidades Busééde:don lo que-

se tendrdn también las trayectorias buscadas.

La aplicacidn directea de este estudio, por ejemplo
en la ingenieria de suelos se usa para determinar las caracte
risticas del flujo de agua a través de presas de tierra, ta--

blaestacas, etc; como se muestra en las figuras 2.18 a y b

ng,,\ @

figura 2.18 a,b <fk>t>

Propiedades de la funcidén de corriente.
Como en' una -linea de corriente’

Vxdv =0 , (de;lalfigura,z.lQ)

+ linea de corriente

figu#a;é.ig -



lo cual implica que Y'es”ccnsténﬁé‘a lo largb de:uhaVIinea de

corriente. |

Gasto entre dos lineas de corriente.

Si se considera 33 = ay EY =-b, - como se muestra en la figu-

& S

SN

ra 2.20

Aﬁ/i

Figura 2.20

el gasto dg gue cruza un elemento de &rea (dy -

dz) en una seccidn normal al tubo es:



integrando:

(2.55)

1
e
|
W

q

Lé cual significa que el gasto gue recorre un tubd
de.flujo es igual a la diferencia entre los valores de la fun
cién&E en las fronteras del tubo. Se observa tambi&n que en-
tre mds cerca estén las lineas de corriente, en un tubo cuyo
gasto estd dado, la velocidad en esa parte aumentard, ya gue
el gasto es el mismo pero el &rea es menor, puesto gque se con
sidera espesor unitario constante en direccidn perpendicular

al plano bidimenéional.



2.5 Problemas résuéith,

Problema 2.5.1

Entre una placa fija y una mbévil sobrepuesta hay -
un espesor de 0.30 mm. de lubricante. La placa mbvil tiene ~-

dimensiones de 8 x 10 cm, y resbala con una velocidad de 3.5

cm/seg cuando se le empuja con una fuerza de 15 g. Determinar -

la viscosidad din8mica del lubricante.

Solucidn:
’U'-.'.’S.Sam/mg o

De la ecuacidn 2.1 se tiene

%
=R =

= esfuerzo tangencial

donde S\ = viscosidad din&mica

3\= velocidad de deformacidn

angular.

Las unidades para cada propiedad son:
g = ko Y -oms o1 Y
2 )

m m seg



La conversién de unidades es:la siguiente

0.30 mm = —2230  n = 0.0003m |
1000 : -
3.5 em _ 3.5 M . p35 I
seg 100 seg seqg

El drea de la placa mdévil es

A=8X10 = 80 cm® = 0.008 m2
sustituyendo
Z - F _ _0.015ky _ g75 kg
A o0.008m - " n
Y _ 0.035 m/seq  _ 11g.667 —i-
h 0.0003 m ~ seg
finalmente
1.875 —%ﬁ}——r ~ o _kg —seg -
= = 0.0161 n?

116.667 ——

seg



" Problema 2.5.2

Determinar en que,pordentaj inuye la: fuerza -

necesaria para mover 1os pistones'dei n motot de automdvil --

cuando, a causa del calentamlento 051dad del lubrlcan

te que estd entre el pistdn y el c1llndro baja de leX‘O o.ai><
-5

10 kgs
m2
Solucidn

- De acuerdo con ‘la ‘ecuacid

T =X
g =_"1
A1 k
donde
1Fi = 'Fuerza que se requiéfe §a£5 fﬁéQefnéi pistdn
‘A, = Area del pistdn en contacto con el lubricante
Wﬂfr= velocidad con que el pistdn se aesplaza~

=2
]

espesor del lubricante

por lo que:

por otra parte

);\z_l_rg.

A, h2



va que &stas permanecen constantes.

Al aumentar la temperatura, la viscosidad del lu--
bricante disminuye y la velocidad de deformacién angular se -

mantiene constante por lo que:

Y1 =¥ F1
Y1 - 61 _ 1

haciendo B\ 1 ='k*2 'se tiene:
F1 F2
Al = A2
L

dado que Al = A2 ; se tiene:’

El F2 ; por lo que F2 = Fl 2

A Mo M
sustituyendo valores

21x107°
5

185 x 10~ ) } :
Entonces la fuerza Fl se reduce en 100 -11.35: = 88.65%

F2 = F1 = 0.1135 F1



Problema :2.5.3

Un cuerpo pesa 50 Kg y posee una base plana de --
2100 cm2 de &rea, se apoya a un plano lubricado con aceite, -
inclinado 45° con la horizontal. Si el cuerpo desciende con-
velocidad de 92 cm/seqg y la viscosidad del aceite es de - -~

0.008 Kg s/m2 écudl es el espesor de la pelicula lubricante?.

Solucidn

Partiendo de la ecuacidn 2.1 se tiene:

T =8

o también

U
/*h,

donde:

= fuerza tangente

drea

viscosidad dindmica

= velocidad de desplazamiento

F
A

A

u
h

= espesor de la pelicula lubricante.



de los datos

2100 cm2 = 0.21 m2

0.008 Xa.s_
2

A

1]

U =92 S = 0.92 O

071) = 35.355
sustiﬁu§eﬁ§0f

b o _0.21 (0.008) (0.92)
©35.355

0.0000437 m

Andlisis dimensional

() )
m = m2 m2 seqg

h = 0.00437 cm




Despreciar pérdidas.

Solucidn.

a) El chorro es cilindrico con presidn atmosférica
alrededor de su periferia. La presidn a lo largo de su linea
central es prédcticamente la presidn atmosférica. La ecuacidn
de Bernoulli se aplicard@ entre un punto de la superficie li--
bre del agua y un punto de aguas abajo de la boguilla guedan-

do como sigue:

2 : 2
v \% . .
7.+ Pl 1 = 72 + E24 ——ez——— + 94(/'

2




Tomando como origen de presiones la presidn atmosfé
rica local, Pl = P2 = 0 ; con el origen de cotas pasando por

el punto 2 (eje del orificio), los valores de Zl1 y Z2 son

Zl =H= 20my Z2 = 0, La velocidad en la superficie libre
del depdsito es practicamente cero; de agqui que sustituyendo

valores se tiene
H+ 0+ 0=0 4.0+

de aqui

v, =V2 (9.81) (20) -

anilisis dimensional

S B W I G
s \7g2 52 s

La expresidn obtenida para calcular la velocidad de
salida en el orificio establece gue &sta es igual a la velo-
cidad de caida libre desde la superficie del depbsito. Esto

se conoce como teorema de Torricelli.

b) La ecuacidn del gasto establece que

Q= AV ; donde: gasto en la seccibn

drea de la seccidn

™
It






Problema 2.5.5

Demostrar que el flujo, cuyo campo de velocidades -

se indica en seguida, es irrotacional.

x=(2xX+y+2)%
y=(&x-2y+ 2+t
z=(X+y)‘ﬁ_

Solucidn:
Para que el flujo"séé iiréiécionai se debe cumpiir-

que
rot V>= 0

por lo que:

IVz . vy .. 2Vx vz .
£ V= - o+ (2¥x _ dVz,
B 3y 2z © 7z ? 2z °
. o v? vy 9 Vx -
SRR ?y
PBve & . B _y4
Py 3 z
Bk _4 , 2dvz _+



2 x ‘ 2y

Sustituyendo valores:
rot v= (4 -t o+ (k- 4)y o+ (& -t)k=0

ok V =9

lo cual demuestra que el flujoves3irrotéci6nél;fﬁ- 



Problema 2.5.6

La figura mostrada representa un flujo permanente -

bidimensicnal, simé&trico respecto del eje "y", que choca --

contra una placa horizontal contenida en el plano x = 2z, cu-

vo campo de velocidades estd definido por las componentes

VYx = 3%X
Uy = -3y
Yz =0

Determinar la ecuacién de las lfneas de corriente.

Yﬁk

.-...-.-‘"".' ~
Solucibn.
De acuerdo con la ecuacidn diferencial de la linea-

de corriente definida anteriormente, la cual establece gque:

dx _ dy _ dz
vx(lelzlt) vy(XIYIzIt) Vz(errzlt)

s

sustituyendo los valores de las ccmponentes se cobtiene:



dx ~dy
3x -3y

La integracibn de esta igualdad determinaréd la ecua

cib6n de las lineas de corriente.

dx

= —l;- /{n X + C1
3x 3

- T
"3Y 3 .

sustituyendo T
L\ wp et
_— nx + Cii=ms=i——r An -y +t=Co o
3 RERE e
___l ﬂnx =-—1—,/Qny+02 "Cl H cz fory Cl =’ c3
3 3 S :

multiplicando por 3 ambos miembros
an:—&ny+3c3 13C3=C7

finalmente

,Q n xs= = J ny-+2¢C

o bien

XY¥=C J/

ecuacidn que corresponde a una familia de hipérbolas rectan-
gulares, asintéticas a los ejes "X" y "Y".



Problema 2.5.7

Determinar la funcidn de corriente del flujo bidi--
mensional del problema anterior, verificar si éste es rota--
cional. Calcular también el gastc por unidad de ancho gue -
fluye entre las lineas de corriente gque pasan por los puntos

A( 1,1) y B(2,2)

Solucidn.

Para la funcién de corriente, las componentes vecto

riales son:

Ux = 21

<

En el problema anterior Y x = 3x*; 1fy,$4f 'y y
ﬂfzﬁﬁiOWLQQf;%?'*i’f;"
Sustituyendo:

Ux = :a:f- = 3X
Y

La ecuacitn diferencial de la funcién.de corriente-

es:



a¥P = 2Y s 2 ¥ dy = 0
I x 2 Y

Integrando los dos sumandos de la ecuacidn por sepa

rado se obtiene:

Y = 3 xy + ; (x) + ¢
Y= 3xy+ we(y)+c

se,observarque —5 (%) = {- (y) ; p,o; 16 que
Y-sxysc :

que es la ecuacidn de la familia de lfneas de co- -
rriente que corresponde a una familia de hipé&rbolas rectangu

lares, xy = constante, por otra parte:
{rot Vil z = 0, por lo que el flujo es irrotacional.

La linea de corriente que pasa por el punto A es:
Y a
, Eg B

dos lineas de corriente por unidad de ancho es:

=¥e-¥Pa=124+c- @) =9 /

[

3(1 M

3+ C, y por el punto B es

3(2) (2)

124+ C ; entonces el gasto entre las --



Problema 2.5.8

Una tuberia horizontal lleva un gasto de agua de -
30 j/seg. Si la tuberfa inicia en un tramo de 10 cm de did-
metro y luego se amplfa a 16 cm, y en el primer tramo la pre
sién es de 12 kg/cmz, calcular la presidn en el segundo tra-

mo. Despréciense las pérdidas de energfa.

solucidn:

Las secciones en los tramos son:

Wk 10°
A = ———— =
4
_ Jrx 16>
A, = — 2 — =
2 .
4

Las velocidades en cada.seccibn son por lo tanto:

S 3
v, = Q - 30.X 1000 cg /seg _ 3g1.97 B
Al 78.54 cm seg
Vv, = 0 30000 cm’/seg em
2 —_— = 5 = 145,208 —
A2 201.062 cm seg

Por otra parte



kg S kg
Y agua = 1000 X~ = 0.001 X

m <m
ademé&s Z, = 2,

Sustituyendo en la ecuacidn de Bernoulli se tiene 0

p1 v1? P2 v22 e ,

Z, + + =22 + = 4 + /}7&
% 2g I3 2g

despejando

pp o [P, w2 w2 )
i 2g 2g
12 (381.97) 2 (149.208)°2
p2 = 12 . - : 0.001
0.001 2(981) 2 (981)
P2 = 12.063 k—g—z

El andlisis dimensional es:

kg cm2 cm2
kg _ cm2 + seg2 _ seg2 kg
- 3
cm?2 kg Cr cm, cm
3 2

cm seg seqg



finalmente:

- 63 -

kg



Problema 2.5.9

En la figura se muestran las condiciones generales-—

del flujo en un rfc entre dos secciones del mismo. Conoci--

das las &reas Al y A2, la pérdida de energfa hf y el desni-

velfAy de la superficie libre del agua, encontrar una ecua--

cidbn para calcular el gasto.

® ®

Al Lhi
39
2
3 _YP_-
Aq
—_x_
Ve
Ya,
E——7
AE 3
Solucidn:

De la ecuacifén de la energfa entre 1. y.:2

tiene.
Dz + vl + vi? | ¥ 4 v2? +hE,
2g 23” ‘~ 7
partiendo ahora de que Q, = Qé f ;v1ggi;=w V2”A2
de aqui que V1 = ngég— H por ;6 éﬁe'

1

se ob



i:mésr;r,,ﬂ S S ———

viZ _ w22

2g a12 2g

2

Sustituyendo esta Gltima expresidén en la ecuacifén de la ener

gia se cbtiene:

2 2 2
Nz + ¥l + 22___1_\2_=Y2+__\72_.+hs_
a1? 2g 2g
haciendo Ay=0z+v1 - y2 y sustituyendo, se tie-
ne: k
2 2 202 i afl
Ay + v2© A2 - V2 + h_f_ :
Al2 2g 2g
de aqui que:
2 2 s
v2 A2 -1\ = h_“_ - Ny
2g a1? '
V2 = (hg - Ay) 2g

dado que Q2 = V2 Az =D




A trav&s de esta ecuacidn serfa posible determinar-—
en forma aproximada el gasto de una gran avenida en un rfo -
si se puede obtener Dy a partir de las huellas dejadas por

elagua en las orillas.



Problema 2.5.10

La componente de la velocidad U x en un f£lujo incom

. L s . - 2
presible bidimensional, estd dada por U x = A x4 + By

a) Encontrar la ecuacién para la componente Uy de-
la velocidad, supcniendo que en y = 0, Uy = 0 para cual- --

guier valor de X.

_b) Verificar si el flujd@és?fdﬁaciopal;o;irrotacio_

nal.

“Solucidn:
a) :
Uyx=ax +’By2

integrando resulta
Voeaxtyr 2 5v¥edmia
Y

Considerando que pafa fluﬁo bidimensional Uy = e

gx‘

Vy= 4ay+ 97 (x)
2 X

para y =0, 1ry = 0 se tiene que:

P

———;gizl— = 0 ; por lo que ; (X) es una constante;
9 x

entonces Uy =

4 AX3 y /
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b) La ftinica componente del rotacional es [rot V] 2

vy _ 2 vk _ 2

rot V = 122aAaX y~-2By#O
z Jd x 9y

por lo que se concluye que el flujo es rotacional.



2.6 Problemas propuestos

Problema 2.6.1

Aparte de que en {%5&555%} ; el coeficiente de --
m

viscosidad }} puede medirse en poises, siendo esta unidad - -

igual a 1 g i} , hallar el factor de conversién de una
cm. seg

unidad a otra.

Problema 2.6.2

¢Cudl es el nfimero de Reynolds para un caudal de --
566 ﬂ/seg, de aceite en una tuberfia de 152 mm. de di&metro,

cuando M = 10.5 X 10”3 {}Eﬂ;i@i— ?. ¢E1 flujo es laminar o

m2

turbulento?. La densidad relativa es 0.8

Problema 2.6.3
La componente de la velocidad Ux en un flujo in--

compresible bidimensional, estd dada por Ux = A x2 + By.

a) Encontrar la ecuacidn para la componente U vy de
la velocidad, suponiendo gque eny = 0, Yy = 0 para cual- -=

quier valor de X.

b) Verificar si el flujo es rotacional o irrotacio-

nal.

Problema 2.6.4

Un estrangulamiento de tipp venturi interpuestc -
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en una tuberia vertical que conduce agua (ver la figura ane
xa), reduce el difmetro de la tuberfa de 30 a 15 cm. Si la-
diferencia de presiones entre los puntos 1y 2 es de 32 cm -
de mercurio, calcular el gastc que recorre el tubo. Supdnga

se que el flujo es incompresible y desprecie las pé&rdidas =

por friccién.

32 wm

Fig. Problema 2.6.4

Problema 2.6.5

Determinar, para los siguientes campos de flujo in-
compresible, aquellos que satisfagan la ecuacidn de continui

dad e indicar cuales scn rotacionales y cudles irrotaciona--

les:



L o

- 2x+y)k

a) vk = (x - 290€ ; V¥ =
b) Vx = X2 cos Y : Vy = -2 X sen Y
c) Vx = /an+y ; Vy = Xy - i



~ caPITULO IIT

 VISCOELASTICIDAD

3.1 Introduccién.
El andlisis viscoel@stico del comportamiento mecé&ni

co de los materiales se realiza mediante el estudio de las -

relaciones esfuerzo - deformacién - tiempo. El conocimiento

de estas relaciones es de vital importancia en el disefio de-

obras construfdas con materiales cuyas propiedades cambian -
con el tiempo vy, en las cuales, la variacidn de la magnitud-
de las cargas ejerce una influencia considerable. El compor
tamiento de los materiales viscceldsticos difiere de aqué- -
llos que tienen un comportamiento idealmente el&stico o vis-
coso, ya que son materiales que se comportan con una combina

citn de ambos efectos.

Los materiales viscoelfsticcs presentan un comporta
miento complejo, especialmente cuando algunas de sus molé&cu-~
las pasan del estado s6lido al fluido, fendmeno que ademis -~
depende del tiempc y cuya distribucifn de zonas plastifica--
das es aleatoria. Debe anadirse que, en este comportamiento,
la variacibn temporal y espacial de las cargas influye deter

minantemente.

Los andlisis viscoelésticos deben aplicarse cuando-

la evolucién de las deformaciones se aleja del comportamien-



superiores al rango eldstico.”

El uso de modelos viscoélasticos supone que cada mo
lecula de material es en sI misma un sistema como el caracte
rizado por el modelo analdgico correspondiente al caso visco
elistico empleado, el cual por lo tanto se presentard en to-

das las moléculas del sistema.

Estrictamente, estos sistemas no pueden representar
el comportamiento de todas las moléculas con el mismo modelo;
sin embargo, el sistema en su tctalidad se comporta como si

la hipbtesis mencionada fuera correcta.

Cabe resaltar que los estudios visccelésticos per--
miten considerar la variacidn con el tiempo de los estados -
de esfuerzos y deformaciones en obras civiles (como es el ca

so del comportamiento del suelo).

Los materiales viscoelasticos pueden agruparse en -
dos grandes conjuntos, los sblidos y los fluidos, los cuales
a su vez pueden tener o no deformacién eldstica instanténea.
Cada conjunto puede estudiarse con base en la representacibn
de un cuerpo (modelo reoldgico), como el que a continuacibén-

se menciona.



a) El cuerpo de Hooke que representa uhféélfdbucah;f‘”

respuesta inmediata.
b) El cuerpo de Kelvin que representa un s6lido?sin

respuesta immediata.

c) El cuerpo de Maxwell que representa un flui@d

con respuesta inmediata.

d) El cuerpo de Newton que representa un fluidcﬁéin

respuesta inmediata.

Posteriormente se mencionaran otros cuerpos, como -

el de Burgers, s&lido de tres constantes, etc.

A continuacidn se detalla un procedimiento genefal-
para el tratamiento de los diferentes cuerpos viscoelédsti~ -

cos.

3.2 Procedimiento general para el tratamiento de cuerpos --—

viscoelasticos.
Los pasos m&s relevantes son los siguientes:
3.2.1) Obtencidn de las ecuaciones constitutivas.

3.2.2) Utilizacién de la Transformada de Laplace para obte-

ner la respuesta en las etapas de Creep y Relajacidn.

3.2.3) Empleo de integrales hereditarias (de convolucién) -
para obtener la respuesta ante cualquier ley de car-—

ga.



3.3.5)

3.3.6)

3.2.1)
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Extensidn del problema viscoeléstico a tres dimensio-
nes, tomando en cuenta el comportamiento en dilata- -

cibn y en distorsidn.

Aplicacidén del principio de correspondencia para la -

solucidn de problemas de valores en la frontera.

Empleo del método directo de solucidn del sistema de
ecuaciones de equilibrio, relaciones cinematicas y --

ecuaciones constitutivas.

Obtencidn de Ecuaciones Constitutivas.- Se logra par-
tiendo de dos unidades fundamentales de los modelos -
analdgicos que son el resorte y el amortiguador y de
la forma en que se encuentren conectados o interconec

tados, ya sea en serie o paralelo.

3.2.1.%Para el resorte (cuerpo de Hooke o elé&stico) la ecua-

-

donde:

o

cidn constitutiva es:

=EE o también V= 40& (3.1)

o =2 E ; E= Mbdulo elastico del resorte

E
E WV

Figura: 3.1



3.2.1b) . Para el amortiguador (cuerpo de NewtonlorviSCdso) -

la ecuacidn constitutiva es:

’Z=,U~6A o sea V=91 (3.2)
donde:
q_l = 2M ; A= coeficiente de viscosidad del amor--
tiguador
N
< 2’ | < >

T ~ T

figura 3.2

Cuando la conexidn de las unidades es en serie, la-

relacidn energética es:

€T =€1 +&2

Lo que representa gue la velocidad de deformacibn -
total es igual a la suma de las velocidades de deformacién -

de cada unidad.

Para el caso de conexidn en paralelo la relacidn --

energética es:

GrT=V1 +Q 2

Estas relaciones energéticas pueden servir para en-



contrar ecuaciones constitutivas de diferentes combinacio--

nes de resortes y amortiguadores.

3.2.1.c) cuerpo de kelvin

Este cuerpo intenta representar materiales simultéa-
neamente eldsticos y viscosos, por ejemplo, ciertos tipos de
vidrio. Su modelo analdgico consiste en un resorte y un - -
amortiguador dispuestos en paralelo (figura 3.3).5i se apli-
ca al sistema un esfuerzo de tensidn (T, &ste act@a al mis-
mo tiempo sobre el resorte y el amortiguador, de tal manera-
que en todo momento la deformacidn del resorte y la del amor
tiguador resultan iguales entre si. En cuanto a los esfuer-
zos, el resorte tomard una parte (1 del esfuerzo total y el
amortiguador tomar& una parte ( 2, de tal forma que el es- -

fuerzo total( T sera&.

T1+\ 2

T

donde
U1
y U2

Go€& (@ 3.1)

91&  (de 3.2)

(,—T = Yo€ + 91 &€ ( 3.3) que es la ecuacidn cons-—

titutiva de este cuerpo.
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Ts, B
. s ‘41:'2);;:
T v ‘
T . E = mbdulo:elistico del-
'———{:EE}———————' : resorte

Va, M _\= coeficiente de visco
sidad del amortiguador

figura 3.3 Modelo analbgico del cuerpo de Kelvin
En el cuerpo.de kelvin no hay plastificacidn. 8Si -
después de cargado el material se descarga, el resorte siem-

pre obligard al amortiguaaor a volver a su posicidén inicial.

Se trata, pues, de un cuerpo que, sin ser eléastico,
comparte con el cuerpo elédstico la propiedad de recuperar, -

al suprimirse la carga, su forma primitiva.

3.2.1.d) Cuerpo de Maxwell.

Este cuerpo representa un material que, contraria--
mente al cuerpo de Kelvin responde de inmediato de manera -
elédstica, posteriormente, si la carga se mantiene, tiende a-
comportarse de manera viscosa. Entre las sustancias reales
con estas caracteristicas podemos mencicnar al asfalto: el -
asfalto duro reacciona elisticamente a cargas reducidas y no
prolongadas, por ejemplo, al impacto de una piedra peguefia;-—
pero una piedra grande apoyada en su superficie, se va sumer

giendo lentamente hasta llegar al fondo.
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El modelo analSgico del cuerpo de Maxwell lo consti
tuyen un resorte y un amortiguador dispuestos en serie (figu
ra 3.4). 5i se aplica al conjunto una tensibn,las dos compo
nentes soportan este esfuerzo, pero se deforman de manera --

desigual, resultando la deformacién total:
E = El + E2

de igual forma, la suma de velocidades de deformacitn

Er=€1+ €2

donde: &1 = SE; (de -3.1)
9o s
y - ;
g2 = N (de 3.2)
%1
e X, T
9o g1
£, B £y

figura 3.4

multiplicando por Qo
90 € =V+ p1V (3.8

Pa =




‘La solucibn de la ec hgéptténeTintggrgn

do,. por lo tanto:

Em () = S, oRigd 4,

o sea:
Em(L) =CcT +BY +A o (3.4")
A, B'yC son cpnstan£es

B = E_ . C=_l_ ; 'qo = 2E
3’0 3 g‘o g{l ZJA

3.2.1.e) Cuerpo s6lido de tres constantes.

En este caso se combinan un cuerpo de kelvin y un -

resorte en serie. (figura 3.5)

1%

figura 3.5 Modelo analégico del cuerpo sb6-
lido de tres constantes.



Haciendo uso de las relaciones energéticas se tiene:

€ =E£kx +ER (los subindices K y R indican Kelvin

y resorte, respectivamente)

ék:fr’——gf—ﬂék i de  (3.3)
1 91
y .
é = E_‘Z : de ( 3>.1 ‘
R QO ® ),
de donde:
¢ = V. _To gy + Lo
1 g9 1
como
Ek=E—ER=&—S——
o
entonces »
£€-5 _ %o .Y,
941 1 <€ ﬂ-o)+ %o

agrupando términos semejantes, y multiplicando,pofj:qi/z s’”e'r'— ,

tiene:

T+r'y =GovnE+dL & e

donde:



que es la ecuacidn constitutiva.
3.2.1.f) Fluido de tres constantes.

En este caso se combinan un cuerpo de kelvin y un -

amortiguador en serie (figura 3.6)

—
1
P
[ o
v Al
WA
=1

figura 3.6 Modelo analdgico del fluido de 3 constan--

tes.

Haciendo uso de las relaciones energéticas se obtie

ne:

& =€k+E&n (el subindice A indica amortiguador)

de la ecuacidn 3.3 se deduce que:

ék:i - 3o &k
g1 91

y de 3.2

é_A:’—.

1
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multiplicando ahora por ﬂ 12/u§c>y agrupando té&érminos. se -

obtiene:
- ~ Vg )
\| + P_z\‘ =ql & +%2 & (3.6")
donde qz
pit o 322 % , a2z =
%4 %0 %5 %

)
La ecuacidn 3.6 es la ecuacibén constitutiva del --

fluido de tres constantes.

3.2.1.g) Cuerpo de Burgers.

En este caso se tiene un cuerpo de Kelvin y uno de-~

Maxwell en serie (fig. 3.7). Si aplicamos la suma de veloci



SN

dades de deformaci6én obtenemos: =~ U

Ll

iewynt S5 :

figura 3.7 Modelo analbgico del cuerpo de Burgers

M . .
£ =€k+ &M ;

de 3.2 se obtiene que:

ék=£ -C-JLE Ek
% F1

gM=L+% T

como: &£ k = €- EM

donde :

k representa al resorte y M al--

cuerpo de Maxwell

Em= cr+BT € +a

(de 3.4')



T

luego: ’
. T 9
€ = 97 ____19 (€ - (c{ + ~:B,\T,f . A)),+—g-_—+
+.P 10
4 o

Q<3 h L é: Pl é_
- J2 (g - I EAIE
a, (CT + BT )) + %, + 90

Multiplicando por -ji y agrupando t&rminos se obtiene:
)
IS P R \ 2 y Lt
CerlTa+2' T =2 %1%+ 92 e (3.7)

! | ) 1
(Pi,'\ P2, %1 ,92" , son constantes)
La ecuacidén 3.7 es 'la ecuacidn constitutiva del - -

cuerpo de Burgers.

3.2.1.h) Generalidades éobfewecﬁaciohes constitutivas

De las expresiones obtenidas para cada caso, puede-
observarse que las ecuaciones constitutivas tienen la forma-

general siguiente:

g, = @2 € (3.8)

donde ¢l y #2 son operadores con las siguientes caracteristi

cas:



@2 = }_C‘L )‘,
azo &

en las cuales se realiza un ajuste de constantes, y por ser—--:

expresiones lineales, basta dividir por una constante para-

obtener el coeficiente Po igual a uno.

Dichas ecuaciones tienen la siguiente forma gene- -

ral,

n 4 e
U+ PLV #2254 ... + Pn Qq.:qOE + 416 +9 28

€

+ o+ Fm S (3.8")
4m

Las ecuaciones constitutivas deben cumplir con tres

postulados fundamentales gue son:

a) Independientes de la velocidad y aceleracitn del
sistema de referencia considerado.

b) Independientes de las coordenadas del punto con-
siderado.

¢) Independientes de las condiciones de carga.

3.2.2 Solucidn mediante la transformada de Laplace.

1
De las expresiones 3.8 y 3.8 se observa que si se-

conoce la ley de variacibn de esfuerzos ( £) se puede ob



e e

tener la de deformaciones E.(‘& ), al resolver la ecuacidn-

diferencial ordinaria que resulta, se obtiene de igual mane=-.

ra Q:( 4:) si lo que se conoce es & (). Entre los proce--
dimientos de solucidn de este tipo de ecuaciones se tiene el
de la Transformada de Laplace, por medio del cual una ecua--
cidn diferencial ordinaria se convierte en una eéuacién al--

gebraica mds ficil de resolver.

Entonces al aplicar la Transformada de Laplace al -

operador:
N 9 .
. A
po- = rir
Az Q It
N

se obtiene: v'c(i(s?l) =g = 2. Qu S'(‘ = P (S)

Azo0

(siempre y cuando todas las condiciones iniciales sean nulas),
con lo gue se obtiene un polinomio en S, P (S), de grado n,-
en el cual las constantes (A4 son las mismas que las del ope-

dor @.

La metodologfia y uso de la Transformada de Laplace-
forman parte del temario de la asignatura "Ecuaciones dife--.
renciales y en diferencias", por lo que se recomienda hacer-

un repaso de la misma.
3.2.3 Integrales hereditarias
Las integrales hereditariasrponen de maniﬁiestomque

los materiales viscoelédsticos tienen "memoria", es decir que -



su comportamiento depende de la historia de carga.

Si consideramos un caso en el que la carga es cons-

tante y estd dada por:

To D ({') . entonces la defommacibn

D)
£ (L&)

)
eléstico lineal, si posteriormente se da un incremento AT -

T o J (%) dado que el modelo es visco-

\
a un tiempo‘{ , entonces la deformacibn con respecto al tiem

po seré:
€(%) =T o J‘(‘é)- + Y J‘('('}—{))

y oo

Si ahora, en vez de AW , se da una serie de in--
crementos infinitesimales, la velocidad de deformacibn se ob
tendrd integrando la parte que corresponde a AﬁT’, por lo —-=-

que:

£

E(K) =To T () + J(e-{’)—dz; at'
d

(3.9

Otra forma de expresar esta ecuacidn se obtiene al-.

integrar por partes la ecuacidn (3.9) gquedando:

B ;

J(£-+") ]

($) = T(&) I ¢ )+S €y 22 (8 -% ) g4
é ° [e) a ('(7"{\)

(3.9

De manera aniloga, para el caso de reiajaciénfse'og

tienen las siguientes integrales hereditarias:



NI

T

(3.10)

Z

) 5"” v g by et L
‘ e a -1t

(3.10")

Se concluye entonces que mediante las expresiones -

3.9y 3 9' puede obtenerse la ley de variaciébn de & ("’t)

De igual forma, con las expresiones 3.10.y 3.10', -

se obtiene la ley de variacidn de § (€).
3.2.4 Comportamiento viscoelédstico tridimensional

Los tensores de esfuerzo y deformacidn pueden des--
componerse en unacomponente isotrdpic@ y una distorsionante.
Adem&s,existen relaciones entre las componentes isotrbpicas-
de esfuerzo y deformacidn y también entre las distorsionan--

tes de ambos tensores, que en el caso elastico son:

Lr1x sk 1) (B
[t] a 26 [11[e] a (3.11)

[

2

1

donde:
kX : mbdulo de compresibilidad volumétrica

G : médulo,dé,rigidez al cortante



ademas;

o] a -

De igual manera,

cxy

xz

-

zxy Zxz
Sy ®yz
Cyz Sz

sg;__
i  _‘ .
P Sx‘?:q~$v; s
Sz = \p: S :
sy E'V_k_?'éré}-iksk +52)

tienen las siguientes expresiones:

o] 0]
e (o}
;e
0 e
Exy E&xz |
ex
ey E&yz |,
5ez
Evez ez
ey

Ex
Ez
Ey

las componentes

Los tensores distorsiocnantes

en cinco componentes de cortante o distorsiodn,

que:
Sx
[T] af ©

del tenéor' deformacibn

Ex+ Ey +E 2
e
e
z=- (e Xx + e z)

pueden descomponerse -

de tal forma-

0 e} T Xy 0
] + |Gy 0 0
Sz o o o)



Se observa entonces, que existen relaciones entre -
ccmponentes isotr6picas y distorsionantes puras del tipo de

la ecuacibn 3.8, es decir

1L 8= @2 e
$3 sd&= @4 ed

donde:
sd = sx, Sz, Z=xy, Gxz & Gyz
ed

]

ex,ez,E&xy,Exz 8 Lyz

Entonces, para un material dado, se tendrd una pare
ja de ecuaciones constitutivas, una para la relacidn isotré-

pica v otra para la distorsionante
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P S=Q" e

P' sd =Q'ed ) : (3.12)
donde:
P' =gl ; Q" =¢2; P'=¢3 Q' =g 4

La pareja de ecuaciones constitutivas caracteriza -~

el comportamiento tridimensional de un material dado.

La aplicacidn de los operadores P' y Q' a cualquie-
ra de los cinco componentes distorsionantes implica un com-
portamiento isotrfpico. Cuando el material no lo es, debe--

ran tenerse operadores diferentes para cada una de ellas.

3.2.5. Principio de correspondencia

El principio de correspondencia se utiliza en la so
lucibén de las ecuaciones constitutivas del problema visco- -
elastico tridimensional , El procedimiento consiste en apli--
car a las ecuaciones (3.12) la transformacibén de Laplace, de
tal forma gque se obtienen polinomios cuya similitud con las-
relaciones elésticas Y m=3 k ém y &= 2 GE permite-
establecer equivalencias con estas relaciones en funcién del
médulo de compresibilidad volumétrica y el médulo de rigidez

al cortante ( k y G respectivamente).

Una vez obtenidas las equivalencias, la solucibén de
éstas se ha transformado en un problema eléstico, cuya solu-

cibn es més simple. La solucibn eldstica finalmente se anti



transforma y se obtiene la soluci iscoelistica, es decir,

se obtiene a partir de 1a;soiﬁc16h,éléstiéa.
Limitaciones del principio de correspondencia.

En el punto anterior se menciond gque es posible em-
plear los métodos de solucidn eléstica en problemas visco- -
elasticos a través del principio mencionado; sin embargo, --
existen situaciones donde no pueden aplicarse, éstas situa--

ciones son las siguientes:

a) Cuando existe modificacibdn de la geometria de la

frontera por las cargas aplicadas.

b) En problemas donde por ciertas causas la geome--
tria se deforma o se desintegra, por ejemplo; -
una vela que se derrite o la quema de combusti--

ble.

¢c) Cuando no existe solucidn elédstica conocida del-

problema en cuestidn.

Cuando se presente alguno de estos casos, debe em—-—
plearse el método directo de solucién de problemas viscoelas

ticos.

3.2.6 Método directo.

Este m&todo plantea la solucidn en conjunto de las-
ecuaciones de equilibrio, relaciones cinemiticas y ecuacio--

nes constitutivas de manera identica a la que se usa para --



deducir las ecuaciones fundamentales de la ‘elasticidad y la-

mecdnica de fluidos (Navie'r-s'tokes)‘. Estas ecuaciones son:

fax= fx +'3Txx , ;'_DZXV +9'szq
J x Jy Dz
: _ Ecuacio-
Say= %y +9~.€__’_{.L_+ DTYY + QZZY > nes de
B 2 x PR 2z o
saz = rz L2%xz . QByz IV 2z equilibrio
2 x ' Pq oy 7z ]

+ D’uy)
9 ® Relaciones

QJA 2 cinem&ti--
g y cas

+ QJU\Z)
D x

+

Y las ecuaciones constitutivas:-

" 5 = Q" e

P' 8d = Q' ed
El procedimiento de solucidn es el siguiente:

a) En las ecuaciones constitutivas se reemplazan --
las cantidades de deformacidn por las de despla-

zamiento de acuerdo con las relaciones cinem&ti-



‘cas correspondientes.

b) ‘Las expresiones de esfuerzos del inciso ante~ --
rior, se reemplazan en las ecuaciones de equili-

brio.

c) Se encuentra una expresibn vectorial que sinteti
za las tres ecuaciones de equilibrio anterior, -
la cual es semejante a las de elasticidad o mecé
nica de fluidos. Esta variar& segCn el modelo -
viscoeldstico escogido para las caomponentes iso-

trépicas y para las distorsionantes.

d) Se resuelve por algfin método matematico la exw=--

presidn resultante mencionada.

Observaciones importantes en relacién con los pro--

blemas viscoeléasticos.

a) En los modelos viscoeldsticos se nota la in- —-
fluencia de la velocidad de carga en la respues

ta, ¥ en general en toda la historia de carga.

b) Por lo mencionado anteriormente, puede observar

se que dichos materiales tienen "memoria".

c) Se observa en sus gr&ficas de comportamiento, -
que existe un defasamiento de la respuesta con -

respecto a la excitacidn.



d)

e)

.-"96 -

Ademds, se nota la inercia de los flujos existen

tes en un instante dado.

La eleccidn adecuada del modelo que simularid un-
material real, puede hacerse observando la forma
de la funcién £ (4. ) de una probeta ante carga --
constante y determinando cudl de las curvas mos-
tradas en la figura 3.8 se ajusta mejor, de don-

de se tendrid el modelo analdgico buscado.

3.3 Caracteristicas de los modelos viscoeldsticos en fun---

cibn de la grafica tiempo-deformacidn (figura 3.8)

€

\ &utgacs

ﬁ; | o Flaido de & r_mn:*c.\\n—\-as

w\ — sdlde de B ._nnsl'C\V\"QS

iscasa L.NC.\L‘YLO“)

kelvia

Hooke (.da'sh (-DB

_é_

figura 3.8

De la figura pueden hacerse las siguientes observa-

ciones.
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a) Los cuerpos de Hooke, Maxwell, sblido de 3 -
constantes y el de Burgers tienen respuesta elistica instantéd
nea, ademés tienen en comin un resorte aislado en serie. Los
de Maxwell y Burgers son fluidos, ya que no tienen comporta -~

miento asint&tico horizontal.

b) Los cuerpos de Newton, Maxwell, fluido de tres

constantes y el de Burgers muestran un comportamiento fluido.

c) Los cuerpos s6lidos como el de Hocke, Kelvin vy
sflido de tres constantes tienen en su ecuacidén constitutiva

el coeficiente qko no nulo, ver ecuaciones 3.1, 3.3 y 3.5.

A continuacién se muestra una tabla de constantes

viscoelisticas de diversos materiales.



CONSTANTES VISCOELASTICAS DE DIVERSOS MATERIALES!

T: temperatura, en grados centigrados
G,: médulo elfstico maxwelliano, en kg/cm?

- 2dal, 14 <t}
Gyt

kelvini.

en kg/cm?

py: coeficiente de viscosidad maxwelliano,.en kg s/em?®

py: coeficiente de viscosidad kelviniano, en kg &/cm?

MATERIAL T Tipo de prueba Gy Gy [ _ _Bx

de 2.058 de 3.173 - de 0.6405 x 107 de 0.1180 x 105

Suelo arcilloso 18° cortante a 7.621 a 12.176 a 45477 x 107 .| a 03945 x 103

de 0.1882 x 108 de 0.2644 x 108 de 0.3005 x 1012 de 1.8656 x 10w

Vigas de madera 26.5° flexién a 0.2943 x 100 a 0.4291 x 10¢ a 1.9689 x 1012 a 4.6942 x 1010
d= 0.2439 x 10° de 0.1465 x 109 de 3.7085 x 10'2 ] de 1.0541 x 1011 ‘

Concreto simple 21° compresién a 03071 x 109 a 0.3803 x 109 a  7.2460 x 101 a 2.7740 x 101

de 0.5125 x 10¢ de 0.8694 x 108 de 2.1580 x 1018 de 1.4758 x 10

Concreto reforzado ambicnte  |flexién a 0.6684 x 10¢ a 1.1278 x 108 a 45571 x 1018 a 2.5860 x toi

. de 1.6250 x 108 de 0.5345 x 108 de 4.7030 x 101° de 0.8428 x 1010

" " Probetas de acero 400 a 590° |tensibn a 1.9270 x 107 a 13.575 .x 108 a 7.8832 x 1012 a 2.6487 x 101

' Tomadas de: Rodriguez Cucvas, N., Viscoelastic constants for a model representing the mechanical behaviour of materials, Memorias

de la Primera Conferencia Internacional de Estructuras, Mecénica de suclos y Disefio ingenieril. Southampton, Inglaterra, 1969.

- g6 =



3.4 Problemas resueltos.

3.4.1

Aplicacibén del modelo analbgico del cuerpo de Kel-

vin a la mec&nica de suelos.

TR
Zevaert considera que el comportamiento
de las arcillas debido a consolidacibn pri
u % I RN maria, puede estudiarse por medio del mode
lo de Kelvin, el cual representa a un mate
rial sin plastificacién.
Ym Las consideraciones son las siguientes:

Tx-n = Tﬁooke + TNewton P (1)

£m= EH = EN (2)
Para el cuerpo de hooke gu=-—2_Gu
de aqui VH= € H Em. . (3) =
Para el cuerpo de Newton éN = @m VC.—‘N
de agui: Q—N=§(—f1—— «.. (4); donde . §£m=l
m

sustituyendo (3) y (4) en (1) tenemos:

\m= &EHEm + £N R -3
gm



Multiplicahdo por @ m

Em + Em Em"(b’m= Ymom . . . de aqui

€M . En PméEn=Vno m e e (8)

at

Esta ltima expresibn es la ecuacién diferencial -

del cuerpo de Kelvin.

La solucién de esta ecuacidn es:

-(dmEm)t (pm Em
Em=-c¢e ¢ e (m d'E

como Vm es constante

€m=e gm (mi{E + Cl..u (D)

Las condiciones ‘de frontera son:

“para  t =0 o _g Em=0



éustituyendo en (7)

0 = e° ¢n\ﬁ1n

e’

-101 -

factorizando
- (fm Em)E

em = e gm Um

o Um
Em
_ 1
P Em
1 - 1
P m

Em-




= (¢m EmML (BmEm)%
Enm = e : m e -
Em
c . Ta _ Ta 7lemommt
= - e
Em O ,me A R
. —T . B - n _* : ; (@m Em){ (8

Se hace la hipdtesis de que el suelo estd formado
pPor un gran n@mero de pequefios modelos de kelvin colocados en

serie, por lo tanto;

& suelo = ;'_L & ma cee (9)
para L= 0 ; Em =0
para + =2 ; Em= U m

Em
por lo tanto

— ( #m  Em )£
€- > =i S

c . 2 Und ( ¢mu4  Em ){'



i -

como > 1 ._1 1

Emu E suelo E

=

I P
- =\TL - > e | e (;o‘)i;_.,;_

1
E

=3

Esta (ltima expresidn sirve para calcula;‘io

tamientos- a largo plazo debidos a consolidacién'primati

un estrato de arcilla saturada.



Problema 3;4;2‘»{:‘;'“‘k7

}'Paraidiéft¢7cuéf§: de Kel&inrel valor de G &5 =
9 x 10° K&

- ¥

cm
./* = 2X 10-12 ~—Eﬂ—§—§— . Este material se somete a un
cm .

esfuerzo constante de 500 ~E%—“ durante 20 horas y luego se con
cm ~

fina, impidiéndole gue siga deforméhdose; _

" Ccalcdlese la consiguiente iédddéﬁéﬁidel esfuerzo.
Solucibn:
c=9x10° K

cm

H-2x 10?2 ey
I A cm

V=500 E&
cm
‘Qérébrhorés

sabemos que para el cuerpo de kelvin

T Ak
E = TN (1 -e ) E = deformacibn
G = mbédulo eldstico del
resorte

M= coeficiente de visco
sidad del amortiguador
<= tiempo ’

§1= esfuerzo



Cuando el mater:Lal se conflna, la deformacién tiene
un limite E = E1 , dque se alcanza en el instante 4 = 'Ei .

Entonces el esfuerzo relativo resulta:

<

. m:_- 2GE = V‘( 1 - e ) ya que el elemento -

confinante toma la parte del esfuerzo

vV -Vi1=¢ - I de la carga.

Sustituyendo valores: -

S kg
e 5 2
L: G = 9 X 10 cm = 4.5 X 10—7 s'é'g'
2 x 1072 KIS
cm
-7
- (4.5 X 10 X 72000) Kk
Vi= 500 | 1 - e - 15.94 X2
cm
.". 1a reduccidn del esfuerzo es de 15.94 g

sz



Problema 3.4.3

Un cuerpo de Maxwell tiene G = 1.2 x 104 EEE y A=

cm
3.42 Eﬂ; . Calcilese la deformaci®n unitaria después de 1-
cm
segundo de habérsele aplicado un esfuerzo de 5 Eﬂf . Tréce-
cm

se la curva de relajacibn de esfuerzos, en la hip6tesis de -

que precisamente en ese momento se impide que siga la defor-

macibn,
Solucidn:
Para el cuerpo de Maxwell, la deformacidn-esté dada.
por: ‘
2 M G

donde:

E = deformacidn

Tr = esfuerzo

*L = tiempo
M = coeficiente de viscosidad del amortiguador
G

= mddulo eléstico del resorte

sustituyendo valores

E 5 1 + 1 .
2. 3.427  1.2X10

0.7312

o
it
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T =Qa e—l({ -4

En una grafica esfuerzo s tiempo,el comportamieri-

to es el siguiente:

IS e
\
(\\’

n

Para el-problema, los valores son:

—
N = 5.l<_g_2.
cm

{J. = 1 seg

el valor de ¥ tiende a cero a medida que crece el valor de {. o



Problema 3.4.4
Un cilindro‘dééccncfétq tiene las siguientes carac-

teristicas viscoelfsticas::

5

= 3.04 x 10° X
S “ “em ‘ '
MM = 6.15 x 102 kas, Mhx=
o ,

CalcGlese la deformacidn inicial bajo una carga de-

compresién axial de -37 kg . Determinese cuénto tiempo de

cm
be transcurrir para que esta deformacidn aumente en un 20%.-

El cilindro se supone confinado lateralmente.

Solucibn:

Este tipo de problemas puede resolverse usando como
modelo el cuerpo de Burgers, el cual posee caracteristicas -
especialmente adecuadas para representar el comportamiento -

de muchos metales y del concreto.

La deformacidén en el modelo de Burgers resulta de -
la suma de las deformaciones de los cuerpos de Kelvin y Max-

well conectados en serie, es decir:

< 5= Ex + é:M

por lo tanto:
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- Dt
E = Va 21 -e Y+ _il s
2 Gk MM GM
La deformacidn inicial se obtiene cuando =0

. .E= D— _..l_.
2

GM

sustituyendo valores

g = = 6.09-X-10" 2
2(3.04 X 10°) R e
Si la deformacibn aumenta en un 20%
-5 , -5
E; = 6.09 X 10 (1.20) = 7.308 X 10

debe cumplirse entonces que

-k okt
7.308 x 1075 = Y& | L 1. . y A + 1
2 Gk

M GM
Gk 2.15 X 10° -7

donde Ak= Sk - 215X 30 _ g.884 x 10 o
Mx 2.42 X 10 El

resolviendo por tanteos se obtiene -% = 1,7 X 105 seg ///
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3.5 Problemas propuestos

problema 3.5.1

Para el modelo mostrado, hallar la ecuacibn gue ré-

laciona el esfuerzo con la deformacidn.

Al
Y
]

Problema 3.5.2

Si a un material de kelvin se le aplica una tensibn

que aumenta linealmette y luego se mantiene constante a G—l,

hallar la deformacidn resultante.

v

ﬁ

rﬁr

Supongase que GiL/{L = 1-.




Problema 3.5.3

Un suelo arcilloso presenta las siguientes caracte-~

risticas viscoelasticas :. GM = 2.058 537 ; Gk 3.173 557
cm cm
_ ' 7 kgs 5 kgs
MM = 0.6405 X 10 —25 7y Mk=o0.1180 x 10° 3 .
cm cm

Calcular la deformacidn inicial bajo una carga de -

compresibn axial de 10 E%E . Determinar el tiempo que de-

m
be transcurrir para que la deformacidén inicial alcance un -

5% m&s.

Problema 3.5.4

Obtener la ley de comportamiento del modelo indica-
dc y obtener la gré&fica E.US& para la historia de carga indi

cada.

Ya

Ay

‘([7 . 7 ‘QQ




Problema 3.5.5

Un cilindro de material dGctil colocado con sus ba-
ses haciendo contacto con dos placas y sometido a compresién
por acercamiento de aquéllas, tiende a deformarse adoptando-
la apariencia de barril. Explicar la causa de este fendmeno.
Indicar en qué parte del interior del cilindro resultan méxi

mos los esfuerzos de corte.
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“CAPITULO IV*
CONCLUSIONES

El estudio del comportamiento de los materiales con
los que trabaja el ingeniero civil a través de la meci&nica -~
del medio continuo, le permite tener una visidn panoramica -
de las bases en que sus disefios y especificaciones se susten

tan.

Cuando se habla en particular de la viscosidad, se
deducen de ella una serie de elementos de anflisis gue nos -
permiten abordar una gran variedad de problemas relacionados
con el flujo de fluidos. A partir de la deduccidn de la - -
ecuacidn diferencial fundamental de Navier - stokes, la cual
considera que el movimiento de los fluidos viscosos resulta-
de esfuerzos de tipo distorsional (& ), los cuales se rela
cionan con las velocidades de deformacién ( é,) mediante la
ley de Newton, los problemas de mecénica de fluidos se re- -
suelven tomando en cuenta las condiciones de carga y de fron
tera. Considerando que su solucidn matem&tica es muy riguro
sa, lo m&s conveniente es hacer simplificaciones de dicha --
ecuacidn, dando como resultado casos particulares en los que
se hace necesario introducir hip&tesis simplificatorias. E1
tratamiento de la ecuacidn de Navier-Stckes bajo estas coﬁdi
ciones nos lleva a la determinaci6n y descripcidn de los di-

ferentes tipos de flujos, como son: flujo incompresible, la-



minar, turbulento, permanente, viscoso y de Poisseuille. --
Una deduccidn muy importante es la ecuacidn de Bernoulli, a-
partir de la consideracidn de un flujo no viscoso permanente,
La ecuacidn de Bernoulli puede interpretarse de manera senci

lla puesto gue cada uno de sus términos tiene unidades de --

longitud.

Cuando la viscosidad de los fluidos es no newtonia-
na, no existe proporcionalidad entre el gasto que pasa a tra
ves de un conducto y el gradiente de presidn en direccibdn -

del tubo.

El manejo de los nGmeros de "Reynolds" y de "Froude"
asi como de sus fronteras, permite una clasificacién adecua-
da de los diferentes tipos de flujos y condiciones de escu--

rrimiento.

El estudio de los flujos bidimensionales debe reali
zarse apoyé&ndose en la funcidn de corriente EE , la cual de-
termina que el campo vectorial de velocidades se deduce si -
se conoce el campo escalar definido por la funcidn de co- --

rriente o de flujo.

Un anflisis viscoeldstico debe aplicarse cuando la-
evolucidn de las deformaciones se aleja del comportamiento -
elédstico. También son aplicables cuando a los materiales se
les hace trabajar con esfuerzos superiores al rango elistico

El uso del procedimiento general para el tratamiento de cuer
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pos viscoelédsticos facilita el estudio de &stos, ya que pro-

porciona un orden ldgico de solucidn.

Los meodelos reoldgicos permiten establecer‘una ana-
logia de comportamiento entre &stos y los materiales con los
que trabaja el ingeniero civil, por lo tanto, la eleccidn --
del modelo que representarid al material en estudio debe ha--
cerse mediante una observacidn minuciosa del comportamiento-
de los materiales, tomando como punto de partida su comporta
miento descrito en gréficas que relacionan a los elementos--
o factores mé4s importantes en su estudic, estos elementos -~

son: el esfuerzo, la deformacidn y el tiempo.

Considero que el objetive de la tesis se cumple, yva
gque se logra una aplicacidn relativamente sencilla de los -
cenceptos utilizados en la misma, de tal manera gue el estu-
diante puede de inmediato afrontar diversos problemas rela--
cionados con el comportamiento viscoso y viscoel&stico de -

los materiales aqui estudiados.
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