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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

La elaboraci6n de la presente tesis, tiene. como o~ 

jetivo primordial servir de apoyo al alumno, proporcionando -

las herramientas teórico-prácticas necesarias en la soluci6n­

de. problemas que se presentan en los temas de viscosidad y -..,. 

viscoelasticidad, que forman parte de la materia "Introduc..,. -

ci6n al Comportamiento de Materiales", impartida en la Facul­

tad de Ingeniería para la carrera de Ingeniero Civil. 

Se pretende cumplir dicho objetivo a través de una 

breve exposici6n de los elementos teóricos fundamentales, a -

continuaci6n se presenta una serie de problemas resueltos en -

fo.rma detallac]a y ordenada, de manera que el alumno logre CO!!!_ 

prender la parte conceptual con claridad y reafirme sus cono­

cimientos en los problemas aplicados de estos temas. 

En el capítulo segundo, relativo a la viscosidad,­

sc estudian las relaciones existentes entre las fuerzas y las 

presiones que se desarrollan en los fuidos. se hace una des-

cripci6n de las propiedades físicas de los fluidos y de los -

factores que influyen en ellas. Se presentan además. las ca-­

racterísticas del tensor de velocidad de deformación [ ÉJ. Se 

establece la ecuaci6n constitutiva de los fluidos newtonianos 

y se hace también la deducción de la ecuaci6n de Navier-Sto~­

ke s, así como de los casos particulares que de ésta se des- -



prenden, coino son: flujos incompr:esibles, lam.inares, .turbulen­

tos, vis~o~bs',·~~G·:· ~k~~ttd.i.a· tam6i€~ e·1 caso del flujo vis 

cométrico aC!einás: del. t'3o:r:.~lll~ de B~rriC>uú.i, y se. mencionan los 

~arám~·t¡:¿s ·~dL¿¡i:;~:ie~ d~~ ~:ydol~~~ y ~é ;roÜde. Finalmente -

se :exp;re~:n:. ai~urías ideas sobfjt ;t~~u,fo '~i~i~ensional y se plan 
;.;-·,·.,;.-¡:.·· .·.,-'· -·.'.' ' - :. ' -

teá una serie de ejercicios}::r~·~u~it6~ y ()tra de ejercicios _;;,;.. 

propuestos,· ambas ~el:tivas·.r1~;;:t~:ma·s ~istos en el s~gundo 
. ;._; .. /.~~; ·,:'.-;>:·,<~~fj::'.. 

~ :~·f .g,- ·.> 
>:' ... · ·:. ""'~· oc.:.~:, 

En el ··.t~i"cef ~cipí.tuio se describe el comportamien-

capítulo. 

- ~- .,;,,.~·. . , 

to visC6elá~~i-~b:~:d:1ib'i ~~teriales a través de las relaciones 
-- --=o:C--·o·:o·'--,.OO'·_,:;~-';·'.·"''~<.;.'.:oo·O 

esfuer~o.;-deJ9rinaci6n-tiempo. Este comportamiento se describe 

por medió d~ arreglos de elementos con respuesta elástica (r~ 

sorte) y elementos con respuesta viscosa (amortiguador) . Se 

estudian las generalidades del comportamiento viscoelástico y 

se obtienen las ecuaciones constitutivas de los cuerpos de 

Kelvin, Maxwell, sólido de tres constantes, fluido de tres -

constantes y cuerpo de Burgers. Se establecen los postulados 

fundamentales de las ecuaciones constitutivas y se menciona -

el procedimiento de solución por medio de la •rransformada de 

Laplace. A continuación se hace referencia de las integrales 

hereditarias, que ponen de manifiesto que los materiales vis-

coelásticos tienen memoria. En seguida se estudia el campar-

tamiento viscoelástico tridimensional y el principio de co- -

rrespondencia que permite la soluci6n del problema, y se pla~ 

tea el método directo de solución, que permite relacionar las 

ecuaciones de equilibrio, relaciones cinemáticas y ecuaciones 
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camente el comportamiemto: de ·~los\niodelo~; esttlcliados y se pla!! 

tea una serie de ~:}e$.~gf .. +%~ll~~í;I$~~li.~:ig~Eª ·~~··•ejercicios 
!;,ji_, ').':; :_~ '-:?!fe~';_': ~'I)~;, . ,,. i:·· ::~~i-~~- ~t\~l? ,·,_:;,/··_:' =- t'.:~ : -:,.: 

propuestos·. . .... ·•?: .... . ,.).'<'!~' .:.~;¿ .:<': ;''X • , "·· . 

Eri el d~ai~º•~;~ª·zí::;~ i~ árn ~as conclusiones de -
·<'\:'; 

la presente tés{s'.(' 
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CAPITULO II 

VISCOSIDAD 

2.1 Introducci6n~ 
•; ,.:',;'' ,'::;; 

En este capí~uÍo ,'ée ~studiarán las relaciones exis­

tentes entre las presi8nés :Y' ltis fuerzas que se aplican a los 
. . : .' :/ .·:·: ~::·~_:', ' . 

fluidos y los campos de velocidad y de torbellinos que se ori 

ginan en ellos. Estas rélaciones dependen del sistema en es-

tudio, pudiendo ser orificios, vertedores, tuberías, canales, 

etc. 

La mccánjr.a del medio contínuo es la herramienta --

que nos permite determinar el comportamiento ele fen6menos aso 

ciados a los esfuerzos que se manifiestan en el interior de -

sólidos, líquidos y gases, así como las defonnaciones o los 

flujos de dichos materiales, y descubre las relaciones mutuas 

entre los esfuerzos, por un lado, y las deformaciones o fluen 

cias, por el otro. 

Es necesario destacar que los principios de la mee! 

nica del medio continuo se ven apoyados por la determinación-

experimental de las propiedades físicas de los fluidos, así -

como del trabajo sobre modelos a escala y prototipos para ca 

librar la teoría. 

2. 2 Propiedades físicas de los fluidos. 

Desde el punto de vista mecánico, las propiedades -



. ' 

que sobresalen .son la densidad y_·la_viscosidad. 

r.á a!tnslclü'a ;~e \ina iÜ~f~ri~:La:-:- se deÜ ne corno su ma­

sa por unidad de .voi~n1~n: ;;;~ 
)~j\ >t"·, .:.';:. 

-.·.- ~··. :':~r 
masa . .- ·''•m --
volumen ' :V 

Si tomarnos límite_ cuando el volumen tiende a éero 

Se puede definir lá densidad de la sustancia en un 

punto por: 

y= drn 
dV 

Las dimensiones de la densidad son: 

En lo que a viscosidad se refiere, cabe destacar -

que existen las que se conocen corno viscosidad dinámica y --

viscosidad cinemática. 

2.2.1 Viscosidad dinámica 

Es la propiedad que se manifiesta por la resisten-

cia al desplazamiento relativo entre dos láminas de un flui-

do, provocado por la acción de un esfuerzo tangencial. Esta-

resistencia tiene un doble origen: por un lado, las rnolécu--

las se atraen entre sí mediante las fnerzas de cohesión que-
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dificultan .el desptaz aíniE:!ntÓ relativo· c11 tr~ eli~i;i, y p~r otro, 
~ _":-',; 

la agú:.:lci6~ t:éi~1ica p-rodUce \lna transferencia de cantidad de 

movimiento ,enfre:éap'as'.c¡ue no se mueven con.la misma veloci--

dad; 

ta áepenclei c1l7l[' l.~ p·~~~Í.ón y . la temperatura: 
,_,·.·--

_,g· ~g_ .. ~;¡\~;,j:~S·. 
ccins'iaei:'andó la definición anterior se puede esta-­

blecer una ~ela~l'~n. en~re dicho esfuerzo y la velocidad de de 

formación del fluido de la siguiente forma: 

(2 .1) 

donde .. ~: esfuerzo tangencial LF L -~ 
angular ['1'~ 1 J · 
L-2T] 

velocidad de deformación 

viscosidad dindmica 

de la relación anterior, se observa que al awnentar la visco-

sidad se requerir& ~n esfuerzo tangencial mayor para producir 

una velocidad de deformaci6n dada, o también que para un es--

fuerzo dado existirá menor velocidad de deformación. Este fe 

nómeno puede observarse al comparar e 1 flujo de un aceite por-

una tubería con el flujo de agua por la misma, la cual fluye-

m&s rápidamente. 

Cuando existe una relación lineal entre el esfuerzo 

tangencial G. y la velocidad de deformación angular 'iJ', de tal 

manera que la pendiente de esta línea es la viscosidad dindmi 
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ca fa, . se dice que la vi~bosidad es newtoniana, .ver figura -

2.1. 

Todos los gases y la rnayor.ÍC.l.· de los líquidos senci­

llos se comportan de acuerdo con esta relaci6n. 

En éllgunos f luldos la relación no es líneal y se di-

ce entonces que tienen viscosidad no newtoniana. Su comport~ 

miento en una gráfica ~ VS (; es el siguiente: 

/~ 
I 

I 

figura 2 .2 
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Est~ presentan algunas soluciones 

polimerizadas, ~infur~s lítjui~as con materia s6lida en sus- -

pensión, algunos derivados del petr6leo, el ccncreto no soli-

.dificado, etc. En la gráfica anterior puede observarse gue­

la viscosidad disminuye al crecer la velocidad de deformaci6n, 

puesto que la pendiente de la curva disminuye al aumentar 'j'\ . 
l.o que ocurre físicamente es que al aumentar la velocidad de­

deformaci6n } ; aumenta la separación entre mol~culas, por lo 

tanto existen menores fricciones entre ellas. 

En el Sistema Internacional de Unidades, las unida-

des de la viscosidad dinámica son: 

o t.ambién · 

2.2.2 Viscosidad cinemática. 

En muchos problemas en los que interviene la visco-

sidad absoluta {dinámica), frecuentemente aparece la viscosi-

dad dividida por la densidad; este cociente se define como --

viscosidad cinemática, cuyo nombre proviene de que sus dimen-

sienes son 6nicmnente de tipo cinemático, esto es: 

(2 .2) 

p 



donde 

tema 

2.2.3 

f 
viscosidad,dinffini?a .(: L-2 -T~l 
densidad [M L~D - ~ L F-L-4T2J 
vis cosJ::dª,i .~,i.:_•~-~E:_",:t,:i,:.i_.·.~,•-r,~i,•,., :-,-_,c_l,'~t _(:tJ, 

,... .,. -"'-~<-·· ;·.,,., ' ~., -- --~)..'._---.'. __ ,.> 

Las:-u~id~d~~-;~c~~;"t~i~~~~idad Cinemática en el Sis-
::-"··-·, - ---~"- - •.-.. :-·:.• _-:~-~;< • ., ~ ,' .\-~};';· ~:-~:;~:-\ ; ,/ 

rnterriacio~aT[;á€-:unidci~,és ·son: 

·~~H~~t~]~'.i~t~f ~~jY-
-·--.:<,-~;~;;:.: ___ ;;§:, iYj0·;~ :?!·4_ -~:6_~-;__,;·;_~,.,~,,·_<~t>.--: -_·.-{~~-----:__·;· 

Se puede deciI: al respecto que en los fluidos newto 

nianos la viscosidad depende del tipo de fluido, de la pre-

si6n :i.sotrópica actuant~ y de la temperatura. Para fluidos -.. 
no newtonianos influye también la velocidad de deformación E • 

Si se tiene un flujo unidimensional en dirección X 

E xy 

o 
+ ?v~ '-;}vx 
~= dY 

d()nde Vx,y velocidad en dirección ,X 6;y respectivamente. 

/~ o V dependen del gradiente de velocidades en la direc-­

ción ortogonal al flujo. 

En un flujo newtoniano, para un fluido líquido dado, 

la viscosidad aumenta con la presión isotr6pica, en tanto que 

disminuye aL crecer la temperatura, n1ientras que para un gas -

la viscosidad aumenta con la temperatura. 



afectada 

ratura. 

donde: "\)o : viscosidad · 

m2 /seg) 

'l' 

e-,/... parámetro 

.t2. ./-' parámetro 

ver figuras 

2. 3 Ecuación constitutiva de los fluidos newtonianos. 

Se llaman ecuaciones constitutivas de un medio con-

tinuo a aquellas que expresan sus propiedades físicas bajo un 

punto de vista macroscópico. El nombre se debe a que el com-

portamiento que describen es el resultJdo de la constitución-

interna del material. Desde este punto de vista, para todos-

los materiales, ya sean sólidos, líquidos o gases, existe un-

modelo matemático que define su comportamiento de una manera-

más completa, independientemente del sistema ele referencia e!!!_ 

pleado, o de las cargas o presiones que sobre ellos actúan.-

El modelo se representa por una relación diferencial entre --

los tensores esfuerzo y deformación. 



VISCOSIDAD DE FLUIDOS 

'J': tcmp~·ratur;'\, r.n grados c~nligrados 
11: coeficiente de vhcosidnd din&mico, en kg s/ml! 

1 X rn·2 

8 
6 
4 

1X!0"3 1--l-l-~ 
8 
6 

4 
3 

2 

1 X !0"5 

8 
6 

4 

3~--~ 
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VISCOSID.~ILDE FLUIDOS 

T: tr.111p1·ratur:,1 · r:-n grados centígrados 
1il11: ct1dkirnte .. de vi.~cmidad cinem&tico, en m2/s 

2.4 



donde 

Para los fluidos new"tonianos esta. relación es: 

[T] 

LTJ 
[JA] 

b:l 

c.,; 

··········t~,0]·•~:F···te~···~···· (2. 4) 
." ' .. ·· ,., ._ .. 

• tensor E!sfuérz a•· 
matriz que depende de la viscosidad del fluido 

. tensor velocidad de deformación 

Para fluidos no newtonianos, la relación es más ge-

neral, por ejemplo: 

n m 

¿_ (2. 5) 

l=l 

donde 0.j y h.1. son coeficientes; y rn y n coris.tahtes dadas. 

2.3.1 Modelo analógico 

En el caso de fluidos newtonianos el modelo analóg~ 

co esta dado por \c;.representación esquemática de un amortiguador, 

figura 2.5. 

T 

Figura 2.5 

Como modelo analógico del medio viscoso suele tomar 

se un amortiguador móvil dentro de un cilindro lleno de acei-

te, sin inercia y sin que haya ccmpresión del fluido. Para-
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que esta última caracteristica se realice, se supone que el­

pist6n está perforado. La distancia recorrida por el pistón 

en un segundo representa la velocidad de deformación V. La-

curva esfuerzos - deformaciones del cuerpo viscoso es una se 

mirecta paralela al eje E (deformaciones) , en cuanto a que -

un esfuerzo T determinado puede provocar cualquier deforma--

ción, con tal de que sea aplicado durante un tiempo sufi- --

cientemente prolongado, ver figura 2.6 

T + 

E. 
figura 2.6 
Curva Esfuerzos- deformaciones del 

cuerpo viscoso. 

Para una información m~s completa acerca de las def or 

maciones, es necesario hacer intervenir a la variable tiempo. 

Supongamos, por ejemplo, que se aplica súbitamente cierto e~ 

fuerzo Ta, que luego se mantiene invariado: la deformación-

aumentará linealmente según la ley de Newton, en cuanto su -

derivada tiene que permanecer constante, figura 2.7 



T 

Figura 2.7 
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1 
1 
1 

1 -ti 

El cuerpo viscoso, sometido a -

un esfuerzo T constante, sufre­

una deformación E progresiva, -

que crece linealmente con el -­

tiempo. 

La utilización simultánea de las dos gráficas de la 

figura 2. 7 permite determinar la deformación E .1. correspo!!_ 

diente a cierto instante t = .(;i_ 

Existen otros materiales por cuyo comportamiento -­

pueden considerarse cano fluidos, sus modelos analógicos -

son más complejos, cano se verá en el capítulo de visco- -

elasticidad, y que por ejemplo, tienen el aspecto del mode 

lo de Maxwell, (fig. 2.8), o el que se muestra en la figu­

ra 2.9, que corresponde a flu~dos no newtonianos. 
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i.-~~~~~---10~~~~~~~ 

T 1 

figura 2·~ 8 Modelo analógico del cuerpo de 

Ma~ell 
),\1 

-41 o 
T 

figura 2.9 Fluido de tres parámetros. 

2. 3. 2 Tensor velocidad de de formación [ E] 
Siendo la :r.apié'.ez ele deformación la derivada de la-

deformación con respecto al tiempo; entonces su relación ci-

nemática es con el campo de velocidades que son las que inte 

resan cuando se trabaja con fluidos. Para la dirección X, -

por ejemplo: 

dé. X 

dt 

d 
dt 

d d Sx 

d X dt 

siendo "S" el desplazamiento y "V" la velocidad. 

dVx 
d X 

(2.6.a) 
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Considerando c¡ue el vector velocidad está'. dado por-

- . .__.. .. ~ -
V = VxJ + Vyj + Vzk 

De méineiá análoga, para las direcciones "y" y "z" -

se tiene: 

y se 

E. yz E zy = 

E:. zx E. xz 
1 

-2-

éz d Vz 

d z 
{2.6.b. y 2,6.c) 

(2. 6 .f) 

estas ecuaciones constituyen el conjunto de relaciones cine-

máticas entre las componentes del tensor de velocidad de de­

formación [E] y el campo de velocidades. 

El tensor [E] queda dado por 

~ 
. 

~XZJ E. xy 

E. y ~yz (2. 7) [El= ;x . 
zx E. zy E. z 

El tensor [E] tiene las mismas propiedades que el 

( T j y el [E] de esfuerzos y deformaciones, respectivame~ 
te, y por lo tanto se puede conocer la velocidad de deforma­

ción en una dirección ft con la siguiente expresión: 



. 
E. 

donde ñ = .Jj +mj+ nk 

De igual forma, el 

I 1 =2 €..R=~x+~y+~ 

De un análisis del 

bles se encuentra 

to y·que es: 

. 
v P Vo + ~ + 1 

2 
-rot -Voxn 

(2. 8) 

por: 

deforma- -

desplazamie!!_ 

(2 .10) 

lo cual indica que la velocidad en un punto "p" puede esti--

marse a partir de las caracteristicas medidas en un punto O, 

ver figura 2.10 

J 

figura 2.10 

En la expresión 2.10 se ve que la velocidad del pu!!_ 

to p es la ·suma de una velocidad de traslación de cuerpo ri-

gido Va, una velocidad de rotación de cuerpo rígido dada por 

el tensor término, y una velocidad de deformación dada por -



el vector E 

2.3.3 En la expresión anterior (2.10) aparece un vector impoE_ 

tante en problemas de flujo que suele denominarse vec­

tor torbellino, el cual se representa por: 

1 
-2- rot Vo 

Campos de velocidades y torbellinos.~ Con lo visto 

anteriormente se deduce qÚe en un fluido ~Il mo~fmiento se pre 
:.' : .. ; .:· ... ·, <--··· ' . -

sentará un campo de velocidade5c]Y .~no d~~ .~:or_~láÚinos, esto -­

nos indica que existen translaC:.io~e~)~Y;~it1s7i~~n·~cada una de -

sus partículas. 

El campo de velocidades puede representarse en un -

instante dado por líneas llamadas de flujo o de corriente. 

En estas líneas, la tangente en cada punto lleva la dirección-

de la velocidad, además éstas no se entrecruzan. Si se traza-

una curva cualquiera por un plano no paralelo a estas líneas y 

por cada punto de ella se traza una línea de corriente, el con 

junto definido por ellas se llama tubo de corriente, el cual -

se limita mediante dos secciones transversales no paralelas a-

él y origina un volumen llamado vena fluida. 

De igual forma, para el campo de torbellinos pueden 

definirse líneas, tubo y vena vorticosas. 

Los volumenes que quedan definidosXpo:Llas _venas --
"' - -·:'' 

fluidas y vorticosas suelen utilizarse· domo ·v~Í.u~enes de. con -
·,-'-;.-- _•_,:;._"'"--¡'..;_, 
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. . 

trol para el estudio del. movimiento de fluidos. 

2. 3. 4. Condi¿i<:>ne~ rel~~aKtes en. Úuj <:>s. 

cdnsYCiei.~ndC>i lai;~¿{í·~~tió~i:.¿~ · JonÚn~idad dada por: 

o bien: 

-3......E.._ + ? di V 

d~ 

+ div Cfvl 

V 

•• ,::.-. ·- • 1 ' __ -,~~-_.'.., • 

,-_ -
~-- \ i 

O·'. 

o 

(2.11) 

(válida para sist~ 

mas de referencia 

móvil) 

(2.12) 

válida para siste­

mas fijos 

A partir de 2.12 pueden obtenerse los siguientes -

casos particulares. 

a) Para el caso de un flujo compresible permanente, 

donde el campo de velocidades es sólo función de la posición-

de l~s partículas pero no del tiempo, entonces la densidad en 

cada punto no varía. 

-2..E_ -
d.*. -

div (!. v) 

o 

o 

por lo que de 2.12 se obtiene 

(2.13) 

b) Si se considera ahora que el fluido es incornpre_ 

sible (corno se puede suponer para líquidos) , entonces la den-­

sidad j> permanece constante, independientemente de las coorde 



- 21 -

nadas del punto considerado; por lo que de 2. 13 se tiene que: 

div (2.14) 

que se conoce ,corno_ c6ridici6n de incompresibilidad~' 

2.3.5 Gasto. 

Si tornarnos un tubo de flujo definido entre dos sec 

ciones transversales Sl y 52, figura 2.11, corno un volumen de 

control, en el caso de un flujo permanente se tiene que, pue~ 

to que se debe cumplir la condici6n de permanencia 2.13, en--

tonc~s la integral sobre el volumen de control (Ve) : 

figura 2 .11 

rvc 
div- ( fvl dV o es nula. -

Aplicando el teorema de la integral de la divergen-

cia se tiene que: 

~ f v. n ds = a (2.16) 

Tomando en cuenta que la superficie total de tubo -

' , 



es la suma de las dos 

perficie S3, entonces: 

S fv.11.t 
Sl 

ds + ~ f 
;,;¡._ 

su 

(2 .17) 
= o 

Dado que la velocidad en el tubo es siempre perpe~ 

dicular a la normal a la superficie lateral, y ya que no exis 

te flujo a través de ella, el tercer término es nulo. Además, 

si se considera que el vector 6 es colineal y de sentido con-

trario a la normal 6, la cual es positiva, puesto que se diri 

ge hacia afuera del volumen de control, entonces f.\ tiene 

signo negativo, luego entonces se llega a lo siguiente: 

~ f v. V) 
\ ) f v. n 1 ds + 2 ds o 

St 5:;¡. 

Stv n2. ds ·-.. ~ f,v (2.18) 

!:.i Si 

Lo cual indica que 

gral de superficie es la misma, 

esta integral se le llama gasto Q 

Q " r,, f V• Y) ª' 

2.3.6 Ecuación de Navier-Stokes.-

A continuación se deducirá la ecuación diferen- -

cial fundamental que rige los problemas de mecánica de flui--

dos. Para ello debe considerarse que el movimiento de los --



fluidos viscosos resulta de esfuerzos de tipo distorsional 

( b ) , los cuales se relacionan con las velocidades de- defor-. 
maci6n ( E:. ) mediante la ley de Newton antes vista, y que-

es: 

(2. 20) 

en donde se relacionan los tensores distorsionan--

tes del esfuerzo y de las velrcidades de deformaci6n; a par--

tir de dicha relación, se tiene que las compone_ntes distorsi2_ 

nar.tes (de ambos tensores) están por ... tanto relacionadas de la 

manera siguiente: 

~X - íJ m 2.fa(f.. X - €. rri) 

(·( 
. 

f"y - vm 2fo y - é. m) 

'iJ z - íJ m 2 fo ( f:. z - E. m) 

b xy 2 ;A E_ X y (2.21) 

~xz 2 ).Á E: xz 

~ yz 2 fl ¿_ yz 

-- - . - ----=------ .. ---

siendo e; 1 
~X + é:. + E. z) m y 

"--- -3-

Dado que el esfuerzo normal medio es igual a la --

presión hidrostática (la cual se considera negativa por ser-

de compresión) en el punto considerado entonces: 

~ = -p (2,22) 

donde P es la presión hidrostática 



Además si;consideramos que la velocidad de deform~ 

ci5n promedio est& . dada por: 

. 
E. m (2. 23) 

'~~ . ·- . 
S~st.i.tuyendo 2. 23 y 2. 22 en 2. 21 y tomando en cuen-

ta las relaciones cinemáticas entre velocidades de deformaci5n 

y lás componentes del campo de velocidades, se obtiene: 

\J X 

\Jy 

\Í z 

b xy 

1;' xz 

6' yz 

-P + 2JÁ 'dvx 
d X 

-P + 
-- ' - ~··.;~--· ~':_: 

2 )A ~ - 2- _)¡\ <c1iv vJ 
d y 3 

-P + 2_;.1. ~ --
2-_A (div vJ 

d z 3 

=A < Ol Vy + 'dvx 

d. X d y 

=fa ?vz + d Vx 

J X d z 

=fa 'dvz + ~ 
dy d z 

(2. 24) 

Tornando en cuenta ahora que las ecuaciones:de equi-

librio son: 

y f J X+ 
'dG d °byx. d g zx 

ax + + 
d X y d z 

f ay f + 'de? xy + a ~ y +d (; zy (2.25) 
y + 

d- X d y d z 

faz r t z + ;:¡. 6 xz + 'd"b xy 'dG + ? X ·'d- d-.· z y 



----~o 2 :L_--~---_- ~-

en donde a = (a x, a y, a z) corresponde al vector 

aceleración. Si tomamos la suma de los tres últimos términos-

del miembro de la derecha de la primera ecuación de equili- -

brio y se sustituyen los esfuerzos \IX, 6 yx y bzx por las 

expresiones dadas en 2.24, se tiene lo siguiente. 

d ll"x 
'd X 

+ db yx 

d y 

d-P -
+.)A 

d X 

+ db zx 

d z 

(";)'). Vx 

\ d x2 + 

+p.-2 E?vx d Vy + 
d X ? X y 

- 'd p 
V 

2 Vx +p 
d. X 

+ 

_ d P + 2 _)Á d ~ Vx 

d X d x 2 

+ 

:¡ 
-;¡> vxj+ :J - Vx 

d y2 
+ 

') z2 

? Vz 1 - ___ 2 }Á d (div V) + 
d z 3 d X 

_l_;J. d 
(div Vl 

3 d X (2.26a.:) 

De manera anlloga puede obtener~para la 2a. y 3a: 

ecuaciones de equilibrio quedando: 

'J<; xy d íl y + 
';)<.; zy d p +_,µ 

\l;).. Vy + + - ---
d- X d y 'd z d y 

+ _l _ _,M _l_ (div v ) (2.26b) 
3 dY 

d 6 zx J ~ xy + d íJZ d p 
+.)A -v--a.vc + + 

d d d z d -- - --X y z - -

+ _l_ -1.... (div vJ 2~26c) 

3 z 
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de 

v¡ 

f (div v) 

rna vectorial se 

f a = f t - gr ad P 

que es la ecuación fundamentái'aé la< mecánica de -

fluidos (válida para líquidos y gases) conocida' con el nombre 

de ecuación de Navier - Stokes. 

Los problemas de mecánica de fluidos se resuelven­

ª partir de la ecuación diferencial de Navier- Stokes 2.27, y 

tomando en cuenta las condiciones de cargay~e frontera (se­

gún la geometría del sistema considerado). 

Por lo general, la solución matemática rigurosa es 

muy complicada, por lo cual es necesario hacer algunas simpli 

ficaciones a dicha ecuación; a continuación se describen alg~ 

nos casos particulares de ella, en los que se ha hecho nece­

sario introducir algunas hipótesis simplificatorias. 



2. 3. 7 Flujos incolllpresibles 

TornandoºTa hipóf:.esú; ·de. que él fluido es incompre_ 

sible, lo que puede suponerse razonablemente válido para el -

agl1a, e~~onces se debe cumplir la condición de incomprensibi­

lid¡¡d. 2.14, o sea: 

caiv v> o 

.Por lo que.la ecuación de Navier - Stokes queda --

reducida a: 

f a = P + -grad P + fl'\1 2 v (2.28) 

2.3.8 Flujos laminares 

Cuando se consideran flujos en donde las acelera--

ciones y las fuerzas involucradas en ellas son despreciables-

en compraración con los otros términos que aparecen en la - -

ecuación 2.28, se dice que son flujos laminares y para ellos, 

dicha ecuación se reduce a: 

fa í[ 2 
V = grad P (2. 29) 

que es la ecuación fundamental de los flujos lami-

nares. 

2.3.9 Flujos no viscosos o turbulentos 

En este caso se considera que los términos debidos 

a aceleraciones~ fuerzas de la e.9uacipn 2. 2 8 son re la ti vameE_ 

te más importantes que los debidos a la viscosidad, por lo --



tanto se reduce a: 

f a=ft- (2. 30) 

es decir a = (2. 30a) 

2.3.10 

se cumple que: 

E (2.31) 

Tomando en cuenta ahora que los vectores v+definen -líneas de corriente, así como los vectores rot V a líneas vor 

ticosas, se ve que las superficies definidas por familias de­
o 

lineas de corriente flujo y vorticosas son equie'ílergéticas; o-

sea que la energía E permanece constante. 

Sobre una línea de corriente 

v2 

2 
+ p - </J 

T 
constante 

que consti tuy(;! el teor.ema de Bernoulli • 

(2. 32) 

·Para el caso en que el campo potencial </J es el gr~ 

vitac1onal s~ tiene que: 

</J = gz, lo que al reemplazar en 2.32 y dividiéndola -

por la aceleración de la gravedad conduce a: 

v2 
+ 

p 
+ z constante (2. 33) 

2g Ó" 
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"</' : peso volumétr.ic~=,·f.~ 

La expresión 2 .:33 c~\iede,;:J..nterJ?retarse de manera --

sencilla puesto que cada u~b \~~,·:su~: términos tiene unidades -
' .. ~;;, . 

de longitud, fig. 2.1.2 

fl~ 
'(/> 

V'l.'J.. 

L-~~~---¡~ 
'.l 1 

es decir: 

2 
pl V 2 p2 vl 

+ + zl 
2 + + z2 

2g '?!' 2g ~ 
(2. 34) 

donde el primer término representa la carga de velocidad, el -

segundo la carga de presión y el tercero la carga de posición. 

Los índices 1 y 2 nos dicen que los datos deben tomarse en dos 

puntos diferentes sobre la misma línea de corriente. 

E~ algnos casos será posible generalizar la ecua--­

ción 2.34 al caso de un tubo de corriente si se toman los va--

lores promedio de velocidad, 1;nesi6n y posicién en cada seccién re él. 



2.3.11 Flujos viscosos 

En este caso se cons id.era que la viscosidad JA. no --

puede despreciarse, aún cuando sea pequeña, experimentalmente-

se ha encontrado que cuando fluye un líquido a travis de una -

tubería, en una región cercana a las paredes del conducto, -

istos no se desplazan libremente sino que se presentan esfue~-

zos tangenciales debidos a la viscosidad. A esta región se --

le llama capa límite y en ella el flujo es· viscosoº fig.2.--

13 a, b, c . 

.ll H'ÜD no "'~'-~ bl fllljD 111;;.~o..:,o 
figuras 2.13 a, b y c 

'-) i·lu.io p11rc..111.' 111un~.:.. 
V1~c..c...::c:> 

En las figuras anteriores se observan diferentes 

distribuciones de velocidad en una sección transversal de un -

tubo, notándose que la viscosidad se manifiesta por la apari--

ción de un gradiente de velocidad que induce esfuerzos tangen-

ciales entre las diferentes láminas del líquido. Estos esfuer 

zos se rigen de acuerdo con la ley de Newton, es decir, consi-

derando que: 

(;; = 2 )l E_ XY 

donde 

2 €_ XY d Vx + 

dY 



Las .~igura,.s 13.t~;b;~_~'.m\lestra:n _un ... flujo unidime_!! 

sional tal que' sóió e'xiáte:c:ompo!i.ente de v~eJ:C>61áad en d:Í.rec-­

ción "X" (Vx), '1a,;i~6~~1H~~6tb ~·u~~e 'vari.;¡r ~egún la dirección"Y"; 

en tanto que .'Jy ·ei$'~ ;;°Ji~': ~or lo• que: 

. 
2 E xy 

·····-;;:~x· 

a·y 

y al reemplazar en la ley de Newton para esfuezos tangencia--

les nos resulta: 

';';) Vx 

'() y 
(2.35) 

En esta ecuación se observa la relación que existe 

entre los esfuerzos tangenciales "b , la viscosidad .dinámica -

.J-). , y el gradiente de velocidades (dVX/ ()y) , 

2.3.12 Flujo de Poisseuille 

Para este caso se considerará un flujo bidimensio-

nal entre dos paredes planas horizontales infinitamente gran-

des, figura 2.14. 

figura 2.14 
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se tiene además que: 

Vy Vz o 

y que Vx sólo depende de Y, por lo tanto: 

Vx = Vx (y) 

Partiendo de la ecuación para flujos laminares se-

tiene: 

A\ ... · .. ~.·:·,2.· v• .·. d ·p .)ti\ v = gra . 

como 
2 2 ~ .· y V = V Vx ya que. Vy y Vz son nulas y 

2 'd 
2 .·. ~ i 

vx = 
Vx + -..: .. vx 

"V 'd 2 d 
2 

X y 

por ser Vx solo función de y 

considerando además que: 

grad P 
d p • 
--J 
d y 

d 2vx + 
d 2 z 

+~ 
'd z 

(2. 36) 

k 

donde grad P = 
d p • 
--.) 
d X 

(2.37) ya que sólo existen com-

ponentes en la dirección X. 

Sustituyendo ahora en la ecuación para flujos lami-

nares se tiene: 



J). v2 
V = grad P 

fi ~=--2.L..A 
g y 2 d X 

por lo que: 

d p 

dx 

- 3 3 -

Integrando ahora con respecto a "y" se obtiene 

JJ. dVx 

dy 
~ 

dx 

la constante Cl se determina;_~considerando que para y O: 

dVx 

dy 
o (de la figura 14) 

e 1 o 

integrando nuevamente con -respecto a· "y..- se Eierie 

.).Á vx = 1 y2 -ª.E__ + C2 
2 dx 

como para y o ; Vx = Vx máx. 

de donde C2 = fl Vx máx 

tanto fa Vx = 1 2 ...EE- + ;J. Vx _máx. por y 
2 dx 

de la figura 2.14 se observa que para 

(2. 38) 
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y = + a ; la velocidad en x, Vx:;~b {ya.que ~~Lilujo se -~ 
- -·_--·---;-'--- ~---,-.- .. ' ,--- : ' ' -·- ' ·., 

adhiere a las paredes), entonces¡ r~ernpl~~aria~ esto~ límites -

en la ecuación 2.38 se tiene: 

o a 
2 

-ªE_ + y.. Vx rnáx 

2 dx 

Vx rnáx 
ª2 ~ 
2)A dx 

sustituyendo nuevamente en 2.38 

y2 - 2 
-9.E-vx a 

'd-fa dx 

se obtiene 

(2. 39) 

expresión que nos da la ley de variación de Vx en función de 

Y, y que se ve que es parabólica. En ella debe observarse que 

corno Y~ a y dado que Vx siempre sera..:;::: O, esto obliga a que -

la variación de la presión según la dirección X sea menor que 

cero, ésto indica que la presión disminuye en la dirección del 

flujo; lo cual es lógico ya que existen pérdidas de energía --

por la presión. 

A partir de la ecuación 2.39 se puede estimar la --

velocidad media en un flujo viscoso, procediendo de la siguie~ 

te manera: 

integrando 

Vxm 

2 a 

a lo largo 

ryx 1 

a 
. o·'' 

3_;>. dx 

de y 

dy= 

la velocidad vx, se tiene 

l~ . 1 -9.E- 2 2 

0 

(y ~a )dy 
2.Aa. dx 

(2.40) 
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2 por lo que se ve que- Vxm = -y- Vxmáx, ( 2 ~41) 

es decir, la velocidad promedio es 'ig~a{: a dos tercios. de la -

velocidad máxima. 

2.3.13 Influencia de la viscosidad en la ecuación de Bernou-

lli. 

Dado que en un flujo real de líquidos existe casi-

siempre una capa límite que produce pérdidas de presión por -

viscosidad, el esquema de Bernoulli debe representarse consi-

derándolas como pérdidas de carga,.como se muestra en la fi--

gura 2.15 

V 2 
1 

2g 

ht 

i 

figura 2.15 

La ecuación Bernoulli se plaritea como 

+ Pl 

~ 

v2 
2 +~ + 

2g 't. 
(2. 42). 
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En esta expresi6n{'el' iérirliri6• ~ :t7 eri 'general es --
-~. _-=·o,-;-~:--_";'-;;-:-; ~_.,~- - - .• 0 ~º--,.-:~:«-. '··s;;..·-= 

función de pérdidas por lo,!1git4d_,(!:i:'Jc(;:~ó~~ de :t:ub~ría, los -

otros términos son debidos a:fr~~1v{:~6'gsr~~ély ~ero ádemás tam-­

bién es función de cambios d~ ~~c~l~j~- ~!~' ~t ~~ir~cción de tube 
.• · "\;. . ,,,, ,;. ''r_~'. .,.:,7 

las cuales comunmente se deterrrd .. nil.h --•;;n: forma experimen--ría, 

tal. 

2.4 Flujo Viscométrico. 

Los fluidos cuya visco3idad es no newtoniana, pre-

sentan flujos en los cuales el gasto que pasa a través de un -

conducto no es proporcional al gradiente de presión en la di-

rección del tubo, como ocurre para el flujo de Poisseuille --

ya que en éste, de acuerdo con la ecuación 2.40, la velocidad 

medida es: 

Vm 
o.. 2 -ª.E_ 

. 3)-1. dx 

y como el gasto es: 

Q = AVm 

donde A: área de un rectángulo de espesor unitário en senti 

do perpendicular al flujo. 

A = 2 a t = 2a (ya que *. = i) 

Q 2a3 
--- (2. 43) 

3)1-. ax 
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En esta última expresión se ve que el gasto es --

proporcinal a dp/dx. 

La figura siguiente muestra .las· variaciones del ga~ 

to con el gradiente de presión, para un fluido newtoniano y p~ 

ra uno no newtoniano. 

Q 

o 

Figura 2.16 

Para los fluidos no newtonianos, la acuación cons-

titutiva que los representa puede tener la forma siguiente: 

donde P es la presión isotrópica. 

Para ilustrar el flujo viscométrico, consideremos-

un problema semejante al de PoisseUille, donde el flujo se --

realiza entre dos placas horizontales infinitas, figura 2.17 



además 

para el 

donde 

- 3 e -

figura 2.17 

Las condiciones para este caso son: 

Vx Vx (y) 

Vz=O 

Vx O para y + h 

2 

Procediendo de manera análoga al método utilizado-

Q 

flujo de Poisseuille se llega a la siguiente 

Q 

f 

Gasto 

d -¡; z 

dy 

~ x31~= +h3 
).A 3 -J 12)" 

- 1, 

h; variaci5n a_partir del eje "Y" 

expresi5n: 

(2. 45) 
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2. 4 .1 Números adimensionales útiles en f,lujos 

A partir de análisis dimensionales empleados en la 

simulaci6n de flujos en modelos a escala: de prototípos, se ob 
._ .. · .. ; 
~ : -.~-

tienen parámetros adimensionales con los c\l.ales puede juzgar-

se si tales flujos son laminares o turbulentos, a .. partir de -

la relación existente entre la viscosld~d / la. acci6n de la -­

gravedad y las fuerzas de inercia. 

La relaci6n entre la viscosidad_)Á y la inercia (d~ 

bida a las aceleraciones), hace que un flujo sea laminar o 

turbulento. Cuando las fuerzas producidas por la viscosidad 

ejercen mayor influencia en la relaci6n, el flujo es laminar, 

mientras que si las fuerzas debidas a las aceleraciones domi-

nan la relaci6n, el flujo es turbulento. 

Esta relaci6n es el número de Reynolds, y es uno -

de los parámetros adimensionales mencionados, está dado por -

la siguiente expresi6n: 

R 
V L 
)) 

( 2. 46) 

donde 

V velocidad del flujo (media) 

L longitud característica, puede considerarse por -

ejemplo en un canal como la relaci6n entre al - -

área y el perímetro mojado. 

V= viscosidad cinemática del agua. 

Las fronteras de los flujos se establecen de la -



siguiente manera: 

Si R L_ 500 el flujo es laminar 

Si R > 2500 el flujo es turbulento 

Si SOO<. R < 2500 el flujo no está bien definido, 

El siguiente parámetro adirnensional est~ dado por-

la relaci6n entre las fuerzas de inercia y la acci6n de la --

gravedad, este parámetro se denomina número de Froude, el - -

cual se puede definir corno: 

F 
V 

(2.47) 

donde: 

V velocidad del flujo 

g aceleraci6n de la gravedad 

d longitud característica, que es igual, por ejemplo 

al área de un canal, dividido entre el ancho de la 

superficie libre del agua. 

Los valores característicos de "E'" definen los si-

guientes casos: 

Si F 1 _,.V ~ se dice que el régimen es cri 

tico 

Si F L... 1 :;:> V,¿_ {;i se dice que el régimen es tra_g 

Si F "7 1 ~ V"7 fgd 

quilo 

se dice q~~ el :r:~g:~In~n es rá­

pido 



2.4.2 Flujos bidimensionales. 

Las consideraciones hechas hasta ahora acerca de -

los flujos de líquidos, se han desarrollado estableciendo que 

se sigue una trayectoria fija, ya que se encausa en conductos 

corno tubos o canales; sin embargo, cuando la trayectoria no -

está bien definida, y ésta puede ocurrir en un espacio bidi--

mensional o tridimensional, sobre el cual existe un número 

prácticamente infinito de posibles trayectorias, es necesario 

estudiar cuáles serán las trayectorias más probables entre 

ellas. El estudio de estos casos se realiza apoy~ndose en la 

función de corriente, cuya representación es el símbolo '1! 
y en la cual se cumple que: 

Vx y Vy = d '.I' 
'dx 

(2.48) 

es decir, que e¡ campo vectorial de velocidades se deduce si-

se conoce el campo escqlar definido por la función de corrien 

te o de flujo. 

;." ,, -·º 

Considerando un flujo de flu1dos incomt>re!lsibles,-

se debe cumplir que: 

div v o 

o sea 

O Vx + ") Vy o ( 2. 49) 
d X 'd y 



ya que V 

Si se considera ahora que: 

rot V =@vy -
\E X 

sustituyendo la ecuación 2.48 en 2.50 se tiene: 

rot v=-(d2'f + 
\.~x:>: 

dado que en flujos laminares 

(rot V o 

entonces: 

o 

(2. 50) 

(2. 51) 

(2 .52) 

Para que la condición anterior se cumpla, 'f debe-

ser una función biarmónica. 

Para flujos irrotacionales rot V O 

de donde 

·~ o (2.53) 

en este caso ~ basta que sea armónica. 

La ecuación 2.53 es conocida con el nombre de ecu~ 

ción d9 Laplace. En consecuencia, la solución del problema bl 

dimensional laminar e irrotacional se obtiene a partir de la-

solución de la ecuación de Laplace junto con las condiciones-
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de frontera y de geometría del caso de que_ se. trate. La solu­

ci6n nos dará el campo escalar ~ y a partir de las relaciones 

2. 48 se obtendrá el campo de velocidades buscado J con lo que­

se tendrán también las trayectorias buscadas. 

La aplicaci6n directa de este estudio, por ejemplo 

en la ingeniería de suelos se usa para determinar las caracte 

rísticas del flujo de agua a través de presas de tierra, ta--

blaestacas, etc; corno se muestra en las figuras 2.18 a y b 

figura 2.18 a,b (b) 
Propiedades de la función de corriente. 

Corno en una línea 'de-· corriente 

........ 
V X dv = 0 (de la figura 2 .19) 

• línea de corrient~ 

figura 2.19 
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-ya que la velocidad, v, eis tangente a la línea. de coi-riente,-

entonces: 

Vy d X (2. 54) 

(que es el producto vectbdal) 

'. .. . . . . 

Si sustitu1rnos'' Ús fel~ciones (2.48) en 2.54) se 

obtiene 

dx + o 

lo cual implica que ~ es constante a lo largo de una línea de 

corriente. 

Gasto entre dos líneas de corriente. 

Si se considera ~ a y '±' = b, corno se muestra en la figu-

ra 2. 20 

Figura 2.20 

el gasto dq que cruza un elemento de área (dy 

dz) en una sección normal al tubo es: 



dq Vxdydz ,C!Y. dz 

integrando: 

q 

.· ··'o 

~J 
o.. 

,b-a 

q b-a (2.55) 

Lo cual significa que el gasto que recorre un tubo 

de flujo es igual a la diferencia entre los valores de la fun 

ci6n ~ en las fronteras del tubo. Se observa también que en-

tre más cerca estén las líneas de corriente, en un tubo cuyo 

gasto está dado, la velocidad en esa parte aumentará, ya que 

el gasto es el mismo pero el área es menor, puesto que se con 

sidera espesor unitario constante en dirección perpendicular 

al plano bidimensional. 
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2.5 Problemas resueltos. 

Problema 2.5.1 

Entre una placa fija y una móvil sobrepuesta hay 

un espesor de 0.30 mm. de lubricante. La placa móvil tiene 

dimensiones de 8 x 10 cm, y resbala con una velocidad de 3.5 

cm/seg cuando se le empuja con una fuerza de 15 g. Determinar 

la viscosidad dinámica del lubricante. 

Solución: 

De la ecuación 2.1 se tiene 

donde _).).. = viscosidad dinámica 

~ = esfuerzo tangencial 

~ = velocidad de deformación 

angular. 

Las unidades para cada propiedad son: 

kq 
--; 

2 
m 

~= 
m 

1 

seg 



La conversión de unidades es la siguiente 

0.30 mm 0.30 

1000 
m 0.0003 m 

3.5 cm 3. 5 ___ro_ .035 m 

seg 100 seg seg 

El área de la placa móvil es 

A = 8 X 10 = 80 cm2 0.008 m2 

sustituyendo 

~= F 0.015 kq 1.875 _!(_g_ 

A o. 008 m2 . m2 

V 0.035 ro/seg 116. 667 _l_ --
h 0.0003 m seg 

finalmente 

l. 875 kq 
k9: 

.A 
rnr- 0.0161 

m 

116.667 1 

seg 

se9: I 2 
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Problema 2.5.2 

Determinar en que porcentaje Ciisminuye la fuerza -

necesaria para mover los pistonesde:urlmotor de automóvil -­

cuando, a causa del calentamiento, J.~ :~:i.séosidad del lubrican 

te que está entre el pistón y el ci]_indro baja de JSSXIÓ"
5 
a. at;( 

10-5 ~ 

m2 

Solución 

De acuerdo con la ecuación-2:1 que establece 

donde 

püede r)'lanteárse lc>siguiente 
. ·~·~·' - "~:<·~-- '~:;::~·;::_-~>:: 

~?±v; 
h 

F
1 

Fuerza que se requiere para mover el pistón 

A1 Area del pistón en contacto con el lubricante 

'l.í velocidad con que el pistón se desplaza 

h espesor del lubricante 

por lo que: 

F 1 1.í.L 
-= _fi-1 

por otra parte 

F2 

h2 



__ -;:_4 St -

de las características geoiltétricias"de.Í ~roble~a se tiene que 

1.f l 
":c. ·"·L· ._1'4-~¡:.·: 

~ ~ i :'; 'tii ·---~- h~ 

ya que éstas permanecen constantes. 

Al aumentar la temperatura, la viscosidad del lu--

bricante disminuye y la velocidad de deformaci6n angular se -

mantiene constante por lo que: 

~l =y. 2 Fl 

~1 01 Al 

fa 1 Ai. 

~2 
F2 
A2 

)b 

haciendo ~ 1 02 se tiene: 

Fl F2 

Al A2 - -
JJ-1 fa 2 

dado que Al A2 se tiene: 

F2 por lo que F2 

sustituyendo valores 

Fl fa2 

Ai 

21Xl0-S 
F2 = Fl 

185 X 10-5 = O .1135 Fl 

Entonces la fuerza Fl se reduce en 100 - 11.35 88.65% 
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Problema 2.5.3 

Un cuerpo pesa 50 Kg y posee una base plana de 

2100 cm2 de lrea, se apoya a un plano lubricado con aceite, -

inclinado 45° con la horizontal. Si el cuerpo desciende con-

velocidad de 92 cm/seg y la viscosidad del aceite es de 

0.008 Kg s/m2 ¿cuál es el espesor de la película lubricante?. 

Solución 

Partiendo de la ecuación 2.1 se tiene: 

o también 

F 

A 

donde: 

=p u 
h 

F fuerza tangente 

A lrea 

.JA = viscosidad dinlmica 

U= velocidad de desplazamiento 

h = espesor de la película lubricante. 



de la ecuación anterior 

h = A 

F 

de los datos 

A 2100 cm2 

º·ººª ~ 
m2 

0.21 m2 

'1..1= 92 cm 0.92 m 

seg 

F=50kg cos 45° 
·-·- ... -~=-·-,_~----~----">,·~ ·-

50 (o; 7071) 

sustituyendo• 

h 0.21 (0.008) (0.92) 0.0000437 
35.355 

Análisis dimensional 

2 (~)(~) 
m m seg 

m m 

kg 

h 0.00437 cm 

35.355 

m 
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Problema 2.5.4. 

lla del 

con· bas~. ~~ ~r .~eore~a 2:e Bernoulli: 

••e" ; •!';: ¡ ' . .;;:; ·,~,; :;,. ··~,;/ • 
·a l. ;,r,i;~é;~~i~irfifr~ii.J~~i·J~~J~c1;'d~;':sáÜda 

'-.'.~"''· "'-'~-> ··"',~ -,,,~·:;c·:,-:'.::i;. -:, :r>- -:,_·,,2~}/.'._-,.~~::.~e:_ ·-~ /-'· 

recip:lente/c1eha,'ii~Uf:'~ ;c>~~i:.~aaX 
,,., <J.?-

por la·boqui-

·.;·~.:. 

b) Calcular el baucla~'.,f-qJ~ ~::1: por la boquilla. 

Despreciar pérdidas. 

Solución. 

a) El chorro es cilíndrico con presión atmosférica 

alrededor de su periferia. La presión a lo largo de su línea 

central es prácticamente la presión atmosférica. La ecuación 

de Bernoulli se aplicar& entre un punto de la superficie li--

bre del agua y un punto de aguas abajo de la boquilla quedan-

do como sigue: 

+ _!:l._ + 
'¿' 

V 2 
1 

2g 

Z2 + _Rl + 
'tf' 

V 2 
2 

2g 
+ 
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Tornando corno origen de presiones la presión atrnosf~ 

rica local, P
1 

= P2 O ¡ con el origen de cotas pasando por 

el punto 2 (eje del orificio), los valores de Zl y Z2 son 

z1 = H = 20 rn y z2 = o. La velocidad en la superficie libre 

del depósito es prácticamente cero¡ de aqui que sustituyendo 

valores se tiene 

H + O + O o + o + 

de aqui 

v2 
2 = 2 g H , 

(20) 

análisis dimensional 

rn 1 rn 
s =~7 (rn) 

---

V 2 
2 

2g 

v2 - ~2 g H 

19.Br rn 

seg 

= ~ :~ ¡ = m 

s 

La expresión obtenida para calcular la velocidad de 

salida en el orificio establece que ésta es igual a la velo-

cidad de caida libre desde la superficie del dep6sito. Esto 

se conoce como teorema de Torricelli. 

b) La ecuación del gasto establece que 

Q AV donde: Q gasto en la secci6n 

A área de la secci6n 



Sustituyendo valores: 

Q = 
4 

(19.81) 0.1556 rn3 / 
seg 
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Problema 2. 5. 5 

Demostrar que el flujo, cuyo campo de velocidades -

se '.1.ndica en seg·uida, es irrotacional. 

X = (2 X + y + Z) ~ 

y (X - 2y + Z) *. 
z = (X + y) -1::. 

Soluci6n: 

Para que el flujo sea irrotacional se debe cumplir-

que 

rot V o I 

por lo que: 

rot V ( () Vz ~)' + í}Vx _ a Vz 
) ~ + 

d- y ~ z ;.. d z ~ z 

+ ( 'J Vy d Vx ) k 
d X a y 

d Vz =~ d vy ={ 
'd y d z 

"d Vx -l:. d Vz {: 
d z d X 



d Vy 

d X 

Sustituyendo valores: 
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rot V = ( { - .f.. )..,.; + 

'("O-\: V = o 

lo cual demuestra que el flujo es irrotacional. 
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Problema 2. 5. 6 

La figura mostrada representa un flujo permanente -

bidimensional, simétrico respecto del eje "y", que choca --

contra una placa horizontal contenida en el plano x - z, cu-

yo campo de velocidades está definido por las componentes 

Vx 3X 

1f y -3y 

Vz o 

Determinar la ·ecuaci6n de las lineas de corriente. 

y 

Soluci6n. 

De acuerdo con la ecuación diferencial de la linea-

de corriente definida anteriormente, la cual establece que: 

dx = 
dy dz y 

Vx(x,y,z,t) Vy (X 1 y , Z 1 t) Vz(x,y,z,t) 

sustituyendo los valores de las componentes se obtiene: 
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dx _d..._y __ 

3x -3y 

La integración de esta igualdad determinará la ecua 

ción de las lineas de corriente. 

r~= J 3x 

1 

3 

~~= -
j -3y 

_j_ 

sustituyendo 

1 

3 

l ~ n X 

3 

3 

l)n 
3 . 

multiplicando por 3 ambos miembros 

finalmente 

J. n X -Jny+C 

o bien 

X Y= e/ 

e 

ecuación que corresponde a una familia de hipérbolas rectan­

gulares, asintóticas a los ejes "X" y "Y". 
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Problema 2. 5. 7 

Determinar la función de corriente del flujo bidi--

rnensional del problema anterior, verificar si éste es rota--

cional. Calcular también el gasto por unidad de ancho que -

fluye entre las líneas de corriente que pasan por los puntos 

A( 1,1) y B(2,2) 

Solución. 

Para la funci6n de corriente, las componentes vecto 

riales son: 

1..rx = 

1f y 

En el problema anterior 1f x 3X - 3 y y 

'\J"z.- O 

Sustituyendo: 

ux 3X 

lf y - 3y 

La ecuación diferencial de la función de corriente-

es: 



- 60 -

d~ 'd'-1' dx + 
u_ dy o 

;;lx ª y 

Integrando los dos stunandos de la ecuación por sep~ 

rada se obtiene: 

':!! 3 xy + + (x) + c 

~ 3 xy + f (y) + c 

se observa que -t (x) t (y) = o por fo que: 

~ 3xy+C 

que es la ecuación de la familia de líneas de co- -

rriente que corresponde a una familia de hiplárbolas rectang!:!_ 

lares, xy = constante, por otra parte: 

z = O , por lo que el flujo es irrotacional. 

La línea de corriente que pasa por el punto A es: 

3 (1) (1) 3 + C , y por el punto B es 

'f B = 3(2) (2) = 12+ e ¡ entonces el gasto entre las 

dos líneas de corriente por unidad de ancho es: 

q = ~B - ~A= 12 + C - (3+C) =~ 
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Problema 2.5.8 

Una tuberia horizontal lleva un gasto de agua de 

30 J ;seg. Si la tuberia inicia en un tramo de 10 cm de diá­

metro y luego se amplia a 16 cm, y en el primer tramo la pr~ 

sión es de 12 kg/crn2 , calcular la presión en el segundo tra­

mo. Despréciense las p~rdidas de energía. 

solución: 

.,,J<> 
: l. __ \ ___,/ 

+· 1 

... , ,f ··~.·~·--
•. ~~· ·__.;,,_;: ·_··.;._¡_;:¡ ·;-···· . ---:-

1 

1 

Las secciones en los tramos son: 

Al 
1\x 102 

78.54 
4 

A2 
CJr X 162 

2oi.062 
2 = ·cm 

4 ·.;.·. 
: 

Las velocidades en cada sección son por lo tanto: 

Por otra parte 

3 
30 X 1000 cm /seg 

78. 54 cm2 

30000 crn 3 /seg 
2 

201.062 cm 

381.97 cm 

seg 

149.208 cm 

seg 



tagua 1000 

Sustituyendo en la 

zl + ....!:.!__. + 
~ 

corno zl z2 

kg 
-r 
rn 

ecuación 

V12 

2g 

Pl + Vl
2 

= P2 + 
ó1 2g b1 

despejando 

P2 = ( p~ + 
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o. ooi kg 3 • 
cm 

de Bernoulli 

Z2 + ~+ 
QI 

V2 2 

2g 

se tiene 
0 

+/ 
2g 

P2 = (_g__ + (381.97)
2 

-

2 (981) 

(149 .208) 2 \ 

2 (981) ) 
0.001 

0.001 

P2 12. 063 kg 
--2 
cm 

El análisis dimensional es: 

kg = 
crn2 

kg 

cm2 
---+ 

kg 
~ cm 

2 
cm 

2 seg 

2 
cm 

2 seg 

cm 
--·2 

seg 

~ 
3 

cm 



- 6 3 -

kg ~~g 3 2 2 2 2 J ~ cm + 
- cm. s.eg cm seg 

~ 
cm kg cm cm seg seg cm cm 

kg [on + cm cm] 
kg 

~- ~ cm cm 

finalmente: 

kg = kg 

2 2 cm cm 



64 -

Problema 2. 5 . 9 

En la figura se muestran las condiciones generales-

del flujo en un rio entre dos secciones del mismo. Conoci--

das las áreas A1 y A2 , la pérdida de energía hf y el desni­

velb,y de la superficie libre del agua, encontrar una ecua--

ción para calcular el gasto. 

1 

1 y'd.. 
•I /F 

Soluci6n: 

De la ecuaci6n de la energía entre 1 y 2 

tiene. 

(:::,.. Z + Yl + Vl 2 

2g 

partiendo ahora de que Q1 

de aqui que Vl 

+hf , 
2g 

Vl.Al V2 A2 

por lo que 

se ob 



V1
2 = 

2g 

Sustituyendo esta última expresión en la ecuación de la ener 

gia se obtiene: 

[:::,. z + Yl + 
V22 

Y2 + 
2g 

haciendo ~ y = b, z + Yl - Y2 

ne: 

de 

b. y+ 
V2

2 
A2

2 V2
2 

A12 2g 2g 

aqui que: 

vi' e A2: 
2g Al -~ 
V2 

(ht - [:::,.y) 2g 

(Az':::-.2 - 1 
~ .11.1 -) 

dado que Q2 Q 

+ 

hf 

Ch.+ - ~ y) 2g 

V2 2 

2g 
·+ h-t-

y sustituyendo, se tie-

h~ 

- b.y 
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A través de esta ecuación sería posible determinar­

en forma aproximada el gasto de una gran avenida en un río -

si se puede obtener ~Y a partir de las huellas dejadas por 

el agua en las orillas. 
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Problema 2 . 5 • 1 O 

La componente de la velocidad 1r x en un flujo inco~ 

4 2 
presible bidimensional, está dada por 1f x = A x + By • 

a) Encontrar la ecuación para la componente uy de­

la velocidad, suponiendo que en y= O, ()y= O para cual- -­

quier valor de X. 

b) Verificar si el flujo es rotacional o irrotacio-

nal. 

Solución: 

a) 

'1.f X A X 
4 + Bi 

integrando resulta 

entonces 

1 

3 
B y 3 + l(x) + Cl 

Considerando que para flujo bidimensional 'lfy 

3 HHd!(x) 
4 M: y + --~:! __ _ 

d X 

para y= O , 1íy O se tiene que: 

d +(X) o por lo que t (X) es una constante¡ 
d X 

uy 4 AX
3 

y / 
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b) La única componente del rotacional es [rot v] z 

rot V z 
d Vx 

d y 
12 A x2 y - 2 B y ~ O 

p~r lo que se concluye que el flujo es rotacional. 
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2.6 Problemas propuestos 

Problema 2.6.1 

Aparte de que en e kg~~egj , el coeficiente de -­

viscosidad)J- puede medirse en paises, siendo esta unidad 

igual a 1 [ g J , hallar el factor de c0nversi6n de una 

l=· seg J 
unidad a otra. 

Problema 2.6.2 

¿Cuál es el nfunero de Reynolds para un cauda~ de --

566 ~/seg, de aceite en 

cuando fa = 10. 5 X 10-3 

una tubería de 152 mm. de diámetro, 

[kg~;eg~?. ¿El flujo es laminar o 

turbulento?. La densidad relativa es 0.8 

Problema 2. 6. 3 

La componente de la velocidad '1f x en un flujo in-­

compresible bidimensional, está dada por \fx = A x2 + By. 

a) Encontrar la ecuación para la componente '"l.íy de 

la velocidad, suponiendo que en y = O, 1.iy = O para cual- -~ 

quier valor de X. 

b) Verificar si el flujo es rotacional o irrotacio-

nal. 

Problema 2.6.4 

Un estrangulamiento de tipo venturi interpuesto -
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en una tuber1a vertical que conduce agua (ver la figura an~ 

xa), reduce el diámetro de la tubería de 30 a 15 cm. Si la-

diferencia de presiones entre los puntos 1 y 2 es de 32 cm -

de mercurio, calcular el gasto que recorre el tubo. Supóng~ 

se que el flujo es incompresible y desprecie las pérdidas 

por fricci6n. 

Fig. Problema 2. 6. 4 

Problema 2.6.5 

Determinar, para los siguientes campos de flujo in-

compresible, aquellos que satisfagan la ecuación de continui 

dad e indicar cuales son rotacionales y cuáles irrotaciona--

les: 
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a) Vx = (X - 2y) t. Vy = - (2 X + y ) t 

b) vx = x2 cos y Vy = - 2 X sen Y 

e) Vx = Jn X+ y Vy = xy -
y 
X 



J 
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CAPITULO III 

VISCOELASTICIDAD 

El análisis viscoelástico del comportamiento mecán~ 

co de los materiales se realiza mediante el estudio de las -

relaciones esfuerzo - defo:rmación - tiempo. El conocimiento 

de estas relaciones es de vi tal importancia en el. diseño de­

obras construidas con materiales cuyas propiedades cambian -

con el tiempo y, en las cuales, la variación de la magnitud­

de las cargas ejerce una influencia considerable. El compoE 

tamiento de los materiales viscoelásticos difiere de aqué- -

llos que tienen un comportamiento idealmente elástico o vis­

coso, ya que son materiales que se comportan con una combina 

ci6n de ambos efectos. 

Los materiales viscoelásticos presentan un comport~ 

miento complejo, especialmente cuando algunas de sus molécu­

las pasan del estado sólido al fluido, fenómeno que además -

depende del tiempo y cuya distribución de zonas plastifica-­

das es aleatoria. Debe añadirse que, en este comportamiento, 

la variación temporal y espacial de las cargas influye deter 

minanternente. 

Los análisis viscoelásticos deben aplicarse cuando­

la evolución de las defonnaciones se aleja del comportarnien-
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to elástico, tal es el caso' de los;/stielos. 
- - - -->::·~:<~:Y ,_ ~->:·.:_:-_ \::\./ -~::-:_:.,, 

De igual manera, son1Ítil~~':i::Ü.~nd8 él."10~ materiales 

con comportamiento elástico se ··l~s~h=~~~tr:b~;ar a esfuerzos 

superiores al rango elástico. 

El uso de modelos viscoelásticos supone que cada mo 

lecula de material es en sf misma un sistema como el caracte 

rizado por el modelo analógico correspondiente al caso visco 

elástico empleado, el cual por lo tanto se presentará en to-

das las moléculas del sistema. 

Estrictamente, estos sistemas no pueden representar 

el comportamiento de todas las moléculas con el mismo modelo; 

sin embargo, el sistema en su totalidad se comporta como si 

la hipótesis mencionada fuera correcta. 

Cabe resaltar que los estudios viscoelásticos per--

miten considerar la variación con el tiempo de los estados -

de esfuerzos y deformaciones en obras civiles (como es el ca 

so del comportamiento del suelo). 

Los materiales viscoelásticos pueden agruparse en -

dos grandes conjuntos, los sólidos y los fluidos, los cuales 

a su vez pueden tener o no deformación elástica instantánea. 

Cada conjunto puede estudiarse con base en la representación 

de un cuerpo (modelo reológico), como el que a continuación-

se menciona. 
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a) El cuerpo de Hooke que representa un sólido con- .• 

respuesta inmediata. 

b) El cuerpo de Kelvin que representa un s6lido sin 

respuesta inmediata. 

c) El cuerpo de Maxwell que representa un fluido -­

con respuesta inmediata. 

d) El cuerpo de Newton que representa un fluido .sin 

respuesta inmediata. 

Posterionnente se mencionaran otros cuerpos, como -

el de Burgers, sólido de tres constantes, etc. 

A continuación se detalla un procedimiento general­

para el tratamiento de los diferentes cuerpos viscoelásti- -

ces. 

3 .2 Procedimiento general para el tratamiento de cuerpos -­

viscoe lásticos. 

Los pasos más relevantes son los siguientes: 

3.2.1) Obtención de las ecuaciones constitutivas. 

3.2.2) Utilización de la Transformada de Laplace para obte­

ner la respuesta en las etapas de Creep y Relajación. 

3.2.3) Empleo de integrales hereditarias (de convolución) -

para obtener .la respuesta ante cualquier ley de car­

ga. 
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3.2.4) Extensi6n del problema viscoel~stico a tres dirnensio-

nes, tornando en cuenta el comportamiento en dilata- -

ci6n y en distorsi6n. 

3.3.5) Aplicaci6n del principio de correspondencia para la -

soluci6n de problemas de valores en la frontera. 

3. 3 ._6) Empleo del método directo de soluci6n del sistema de 

ecuaciones de equilibrio, relaciones cinemáticas y 

ecuaciones constitutivas. 

3.2.1) Obtenci6n de Ecuaciones Constitutivas.- Se logra par-

tiendo de dos unidades fundamentales de los modelos -

analógicos que son el resorte y el amortiguador y de 

la forma en que se encuentren conectados o interconec 

tados, ya sea en serie o paralelo. 

3.2.1.~Para el resorte (cuerpo de Hooke o elástico) la ecua­

ci6n constitutiva es: 

\J = E€ o también (3.1) 

donde: 

~o 2 E E M6dulo elástico del resorte 

--~~~~~-o~~~-~ 

~ 

Figura 3.1 
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3.2.lb) Para el amortiguador (cuerpo de Newton o viscoso) -

donde: 

~1 

la ecuaci6n constitutiva es: 

2.)J. 

o sea ( 3. 2) 

.)J. = coeficiente de viscosidad del amor-­

tiguador 

fa 
~•'--~~~~o~~~~~,~~·~~~~~---o~~~~~•-
~ v 

figura 3.2 

Cuando la conexi6n de las unidades es en serie, la-

relaci6n energética es: 

. 
E.,T é1+€2 

Lo que representa que· la velocidad de deformaci6n -

total es igual a la suma de las velocidades de deformaci6n -

de cada unidad. 

Para el caso de conexión en paralelo la relaci6n --

energética es: 

\j""T = \Íl +\J 2 

Estas relaciones energéticas pueden servir para en-
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centrar ecuaciones constitutivas de diferentes combinacio--

nes de resortes y amortiguadores. 

3.2.1.c) cuerpo de kelvin 

Este cuerpo intenta representar materiales sirnultá-

nearnente elásticos y viscosos, por ejemplo, ciertos tipos de 

vidrio. Su modelo analógico consiste en un resorte y un - -

amortiguador dispuestos en paralelo (figura 3.3).Si se apli­

ca al sistema un esfuerzo de tensión 'i/T, éste actúa al mis-

mo tiempo sobre el resorte y el amortiguador, de tal rnanera­

que en todo momento la deformación del resorte y la del amor 

tiguador resultan iguales entre sí. En cuanto a los esfuer­

zos, el resorte tornará una parte ~1 del esfuerzo total y el 

amortiguador tornará una parte ~2, de tal forma que el es- -

fuerzo total\)T ser~. 

donde 

\J 1 ~o é. (de 3.1) 

. 
y 9i- 1 é. (de 3.2) 

S!-oE. + ~1 E. 3.3) que es la ecuación cons-

titutiva de este cuerpo. 
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c:\.O 2 E 

1---0--• q. 1 2 .». 
E módulo elástico del-

resorte 

_.t),: coeficiente de visco 

sidad del amortiguador 
figura 3.3 Modelo anal6gico del cuerpo de Kelvin 

En el cuerpo.de kelvin no hay plastificación. Si -

después de cargado el material se descarga, el resorte siem­

pre obligará al amortiguador a volver a su posición inicial. 

Se trata, pues, de un cuerpo que, sin ser elástico, 

comparte con el cuerpo elástico la propiedad de recuperar, -

al suprimirse la carga, su forma primitiva. 

3.2.1.d) Cuerpo de Maxwell. 

Este cuerpo representa un material que, contraria--

mente al cuerpo de Kelvin responde de inmediato de manera 

elástica, posteriormente, si la carga se mantiene, tiende a-

comportarse de manera viscosa. Entre las sustancias reales 

con estas caracter1sticas podemos mencionar al asfalto: el -

asfalto duro reacciona elásticamente a cargas reducidas y no 

prolongadas, por ejemplo, al impacto de una piedra pequeña¡-

pero una piedra grande apoyada en su superficie, se va surner 

giendo lentamente hasta llegar al fondo. 
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El modelo analógico del cuerpo de Maxwell lo const~ 

tuyen un resorte y un amortiguador dispuestos en serie (fig~ 

ra 3.4). Si se aplica al conjunto una tensi6n1 las dos comp~ 

nentes soportan este esfuerzo, pero se deforman de manera --

desigual, resultando la deformación total: 

E = El + E2 

de igual forma, la suma de velocidades de deformaci6n 

donde: 

y 

. 
~T E_l + é.2 

E 1 = 

~2 

. 
E.= 

. 
\! 
9r o 

\¡"" 

~1 . 
_L 

~o 
+ 

multiplicando por <q.o 

\[ + Pl \J 

(de 3.1) 

(de 3.2) 

\J 
<;\- 1 

figura 3.4 

(3. 4) 
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que es la ecuación constitutiva 
-_ ~,:~: ____ :.;':.·~ - ___ ._.-,_- ~-- ~--' 

La soluci6n de la ecuación 'q·. 4) se obtiene integr~n 

do, por lo tanto: 

o sea: 

~ --+ 
~o 

E_rn ({ Cv +Bv 

A, B y C son constantes 

B Pl 

<.:}.o 
. 
) 

e 1 

~o 

+A 

+ A (3. 4') 

2E 

2.)A 

3.2.1.e) Cuerpo sólido de tres constantes. 

En este caso se combinan un cuerpo de kelvin y un -

resorte en serie. (figura 3. 5) 

E 

figura 3.5 Modelo analógico del cuerpo só­

lido de tres constantes. 



Haciendo uso de las relaciones energéticas se tiene: 

(los subindices K y R indican Kelvin 

y resorte, respectivamente) 

• \¡"' c.:J. o E. k - Ek 
~J._ Q. 1 

y . 
ER= t;lo 

~o 

de donde: .. 
~= \J _c+o E.k 

1 ~ 1 

+ \Jo 

como 

<J' E.k=E.-E.R=E.--
9¡. o 

entonces 

[ = _2_\f 
<::j..1 

~o - --
~1 

€_ + 

de (3. 3) 

de ( 3.1) 

2E¡ 

2..». 

agrupando ténninos semejantes, y multiplicando por~ i/2 se -

tiene: 

,, I" 

\J + Pl 11 V = ~ o 11 E. + ~ .L '1:1:. (3.5) 

donde: 
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Pl" ~o" 
2 ; 

que es la ecuación constitutiva. 

3.2.1.f) Fluido de tres constantes. 

q.111 ~l 
2 

En este caso se combinan un cuerpo de kelvin y un -

amortiguador en serie (figura 3.6) 
p. 

~~~~o~~~~~· 

. \! 

figura 3.6 Modelo analógico del fluido de 3 constan--

tes. 

Haciendo uso de las relaciones energéticas se obtie 

ne: 

.¿=E.k+éA (el subíndice A indica amortiguador) 

de la ecuación 3. 3 se deduce que: 

E. k = \l ~ E. k 
~1 ~ 1 

y de 3.2 

. \1 E_ A 

e+ { 
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E= V- q o 
é k + .L 

~1 ~ 1 

como: E k = é: - E A y 

entonces: 

Ek=E:-\J-t..+A 
~1 

9r 1 

éA -V:·. -é + A 
e;¡. 1 

E ft\ - ~ ~ ( E - ,~1 ·~ + A) + 9r\J11 

derivando con respecto.al .ti~mpo: 

e;¡. o 

~1 

(3.6) 

multiplicando ahora por c:f. 1 
2 
/·}!·o y agrupando términos se -

obtiene: 

donde 

- • ..:. n 1'; \j + P.i. 11 = ~ e::. 

~ 1 2 <;fl --+ ---'4: ~o q.o 

q 2';: 

2 
Cf1 

~o 

(3. 6') 

La ecuación 3.6
1 

es la ecuación constitutiva del --

fluido de tres constantes. 

3.2.1.g) Cuerpo de Burgers. 

En este caso se tiene un cuerpo de Kelvin y uno de-

Maxwell en serie (fig. 3.7). Si aplicamos la suma de veloci 
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dades de deformación obtenemos: 

figura 3. 7 Modelo analógico del cuerpo de Burgers 

' . 
Ek+é.M 

de 3.3 se obtiene que: 

é.k ~ 'to 

~1 ~1 

y de 3. 4 . 
'4 o 

~M 
í¡- + r¡ 
~o '41 

como: E. k 

donde: 

€. k 

k representa al resorte y M al-­

cuerpo de Maxwell 

é R\ = e v _+ B '\/ t +A (de 3, 4
1

) 



luego: 

. 
~ + A)) + . íf" + 

Sl o 

.t> 1íJ 
+ --
~o 

derivando con respecto al tiempo 

.. . 
'. ~o 

~1 
' cE.-ccv+ B\Í )) +L+ 

e+ o 

l?l V 
<:J. 1 i:t- o 

'+1 Multiplicando por 
B 'fo 

y agrupando ténninos se obtiene: 

. \ . . . \ 
\J + Pl 1 r::r + P2 \J :: q 1' E + q. 2 ~ ( 3. 7) 

(Pi' , P2 1 , q.1> ,~2l, son constantes) 

La ecuación 3.7 es la ecuación constitutiva del - -

cuerpo de Burgers. 

3.2.1.h) Generalidades sobre ecuaciones constitutivas 

De las expresiones obtenidas para cada caso, puede-

observarse que las ecuaciones constitutivas tienen la forma-

general siguiente: 

(3. 8) 

donde ~1 y ~2 son operadores con las siguientes caracteristi 

cas: 
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y 

en las cuales se realiza un ajuste de constantes, y por ser-: 

expresiones lineales, basta dividir por una constante para-

obtener el coeficiente Po igual a uno. 

ral. 

Dichas ecuaciones tienen la siguiente forma.gene- -

\J+ Pl\J + P2\)+ 

+ ••. + 

J~ • 
+ Pn __L = q o ie, + <:(_ 1 E:_ + e;¡_ 2t:+ 

J{n 

( 3. s 1) 

Las ecuaciones constitutivas deben cumplir con tres 

postulados fundamentales que son: 

a) Independientes de la velocidad y aceleración del 

sistema de referencia considerado. 

b) Independientes de las coordenadas del punto con-

siderado. 

c) Independientes de las condiciones de carga. 

3.2.2 Solución mediante la transformada de Laplace. 

' De las expresiones 3.8 y 3.8 se observa que si se-

conoce la ley ele variación de esfuerzos CJ ( ~ ) se puede ob 



tener la de deformaciones E. ( ~ ) , al r~solver la ecuaci6n-

diferencial ordinaria que resulta, se obtiene de igual man~=·' 

ra \Í" ( ~) si lo que se conoce es E. ( -{:). Entre los proce--

dimientos de solución de este tipo de ecuaciones se tiene el 

de la Transformada de Laplace, por medio del cual una ecua--

ci6n diferencial ordinaria se convierte en una ecuación al--

gebraica más f~cil de resolver. 

Entonces al aplicar la Transformada de Laplace al -

operador: 

n 'd;.. 
~ ~ pJ_ 

..A=o ;:Jf...Í. 
n 

se obtiene: s..(~) = ~ = ::?__ ú.i s Á.. 
P (S) 

..A-:o 

(siempre y cuando todas las condiciones iniciales sean nulas), 

con lo que se obtiene un polinomio en s, P (S), de grado n,-

en el cual las constantes CLl son las mismas que las del ope-

dor ~-

La metodología y uso de la Transformada de Laplace-

forman parte del temario de la asignatura "Ecuaciones dife-- · 

renciales y en diferencias", por lo que se recomienda hacer-

un repaso de la misma. 

3.2.3 Integrales hereditarias 

Las integrales hereditarias ponen de manifiesto que 

los materiales viscoelásticos tienen "memoria", es decir que 
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su comportamiento depende de la {iistoria de carga. 

Si consideramos un caso en .el que la carga es cons­

tante y está dada por: 

\l ( {) 
~ ( ~) 

(Jo 

~o 

b ({ ) ¡ entonces la deformación 

J ( -t.) dado que el modelo es visco-
) 

elástico lineal, si posteriormente .se da un incremento 6..\l ,-

a un tiempo -{ 
1

, entonces la deformación con respecto al tiem 

po será.: 

Si ahora, en vez de /:::..\f" 
1 

, se da una serie de in--

cremen.tos infinitesimales, la velocidad de deformación se ob 

tendr§. integrando la parte que corresponde a ~Z 1 , por lo 

que: 

é.. ( ~) \Jo 
e*' 

J (f.) +Jo .dt 1 

(3. 9) 

Otra forma de expresar esta ecuación se obtiene al-

integrar por partes la ecuación (3.9) quedando: 

(·(:!) d J ( -t - -t. 1 ) d { J 

d (.(;--t') 

(3. 9') 

De manera análoga, para el caso de relajación se ob 

tienen las siguientes integrales hereditarias: 
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\Id:) (o Y({)+ )~ <+:- {I) d €' d -\) y 
d *-' 

(3.10) 

k: y 
\Jc-t- l E. ( ~) ~º f:ct1) 

dy c-t --\1i a-E.1 y (o) + 
d c-t - *') 

(3.10') 

Se concluye entonces que mediante las expresiones -

3. 9 y 3. 9' puede obtenerse la ley de variación de E ( {) . 

De igual forma, con las expresiones 3.10 y 3.10', -

se obtiene la ley de variación de \} (-E:). 

3.2. 4 Comportamiento viscoelástico tridimensional 

Los tensores de esfuerzo y deformación pueden des--

componerse en una componente isotrópica y una distorsionante. 

Además,existen relaciones entre las componentes isotrópicas-

de esfuerzo y deformación y también entre las distorsionan--

tes de ambos tensores, que en el caso elástico son: 

3 k y 

2G (_r] [i:] d (3.11) 

donde: 

k módulo de compresibilidad volumétrica 

G módulo de rigidez al cortante 
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(rJ matriz:cidentidad 

ademas¡ 

[ Sx 
~xy ~"'] [T] d GXY Sy ?; yz ¡ 

~xz 16 yz Sz 

1 
S=-

3 

Sx 

Sz 

Sy '= 

(\JX+'\j"y +~z) 

\jx - s 

\¡z - s 

\x - s = - (Sx +Sz) 

De igual manera, las componentes del tensor deformación 

tienen las siguientes expresiones: 

[: 
o 

:J, [El¡_= e 1 ( f X+ €._y+~ Z) e = 
o 3 

~ex E.xy 

faz J ex Ex - e 

[E J d = xy ey E.yz • 
é z -~ ez e 

é.xz é.yz ez 
ey E. y - z = - (e x + e z) 

Los tensores distorsionantes pueden descomponerse -

en cinco componentes de cortante o distorsi6n, de tal forma-

que: 

d=r: 
o 

:] 
o o o o ;:::xy :} r Tl -sx + o -sz o + C::Xy o 

L -1 

o o o Sz o o 

' 
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o 
'o J 
~··.···· 

y 

o 

-ex 

o 

o 

o 

Se observa entonces, que existen relaciones entre -

componentes isotrópicas y distorsionantes puras del tipo de 

la ecuación 3.8, es decir 

9lt s = \2l2 e 

\2l3 Sd= \04 ed 

donde: 

Sd sx, Sz, Gxy, Gxz 6 (;yz 

ed ex ,ez, E. xy, é xz ó f_yz 

Entonces, para un material dado, se tendrá una par~ 

ja de ecuaciones constitutivas, una para la relación isotr6-

pica y otra para la distorsj_onante 
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P" S = Q" e 

P' Sd = Q'ed (3.12) 

donde: 

P" !i11 Q" = 02; P' = ~3 Q' = 0 4 

La pareja de ecuaciones constitutivas caracteriza 

el comportamiento tridimensional de un material dado. 

La aplicación de los operadores P' y Q' a cualquie-

ra de los cinco componentes distorsionantes implica un com-

portamiento isotrópico. Cuando el material no lo es, debe--

rán tenerse operadores diferentes para cada una de ellas. 

3.2.5. Principio de correspondencia 

El principio de correspondencia se utiliza en la so 

lución de las ecuaciones constitutivas del problema visco- -

el§.stico tridimensional • El procedimiento consiste en ap li-'-

car a las ecuaciones (3.12) la transformación de Laplace, de 

tal forma que se obtienen polinomios cuya similitud con las-

relaciones elásticas \Jm = 3 k E m permite-

establecer equivalencias con estas relaciones en función del 

módulo de compresibilidad volumétrica y el módulo de rigidez 

al cortante ( k y G respectivamente). 

Una vez obtenidas las equivalencias, la solución de 

éstas se ha transformado en un problema el:istico, cuya solu-

ci6n es más simple. La solución elástica finalmente se anti 
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transforma y se obtiene la ~oiu:éi~h L'\7iscoelástica, es decir, 

se obtiene a partir de la. sofu~i¿I{ .~lástica. 

Limitaciones del principio de correspondencia. 

E~ el punto anterior se mencionó que es posible ern-

plear los métodos de solución elástica en problemas visco- -

elásticos a través del principio mencionado; sin embargo, -­

existen situaciones donde no pueden aplicarse, éstas si tua--

cienes son las siguientes: 

a) Cuando existe modificación de la geornetria de la 

frontera por las cargas aplicadas. 

b) En problemas donde por ciertas causas la georne--

tria se deforma o se desintegra, por ejemplo; 

una vela que se derrite o la quema de combusti--

ble. 

c) Cuando no existe solución elástica conocida del-

problema en cuestión. 

Cuando se presente alguno de estos casos, debe em--

plearse el método directo de solución de problemas viscoelás 

tices. 

3.2.6 Método directo. 

Este método plantea la solución en conjunto de las-

ecuaciones de equilibrio, relaciones cinemáticas y ecuacio--

nes constitutivas de manera idéntica a la que se usa para --
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deducir las ecuaciones fundainentales de la elasticidad y la­

mecánica de fluidos (Navier-Stokes). Estas ecuaciones son: 

f ax= fx+d\lxx + d G XV + ~ G:' zx 

;;i X d y d z 

+ d °6 X;i J6zy 
Ecuacio-

) ay ~ y + 
;) íl yy 

+ nes de 
:i X d y & z 

~ az r z 
'd'b xz -;) ¡; yz ? G"" zz equilibrio 

+ + + 
d X ~ y d z 

además 

f:. X = 
dfl X ~xy 

1 e.Ax + )»~~ 
d X 2 ? y d X Relaciones 

d~ 1 éfly dAz~ cinernáti--
f. y :i . e. yz + 

d z d y 
cas d y 2 

~z 'dA z E.xz 
1 (:tux + d~z~ 

d z 2 d z :> X 

y las ecuaciones constitutivas: 

P 11 S = Q" e 

P' Sd = Q' ed 

El procedimiento de solución es el siguiente: 

a) En las ecuaciones constitutivas se reemplazan --

las cantidades de deformación por las de despla-

zamiento de acuerdo con las relaciones cinemáti-
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cas correspondientes. 

b) Las expresiones de esfuerzos del inciso ante- -­

rior, se reemplazan en las ecuaciones de equili­

brio. 

c) Se encuentra una expresión vectorial que sintet~ 

za las tres ecuaciones de equilibrio anterior, -

la cual es semejante a las de elasticidad o mecá 

nica de fluidos. Esta variará segdn el modelo -

viscoelástico escogido para las cc:mponentes iso­

trópicas y para las distorsionantes. 

d) Se resuelve por algdn método matemático la ex:;-·'­

presi6n resultante mencionada. 

Observaciones importantes en relación con los pro-­

blemas viscoelásticos. 

a) En los modelos vis'coelásticos se nota la in- -­

fluencia de la velocidad de carga en la respue~ 

ta, y en general en toda la historia de carga. 

b) Por lo mencionado anteriormente, puede observar 

se que dichos materiales tienen "memoria". 

c) Se observa en sus gráficas de comportamiento, 

que existe un defasamiento de la respuesta con -

respecto a la excitación. 
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d) Además, se nota la inercia de los flujos existen 

tes en un instante dado. 

e) La elección adecuada del modelo que simulará un-

material real, puede hacerse observando la forma 

de la función E. (-E:_ ) de una probeta ante carga --

constante y determinando cuál de las curvas mos-

tradas en la figura 3.8 se ajusta mejor, de don-

de se tendrá el modelo analóqico buscado. 

3.3 Caracteristicas de los modelos viscoelásticos en fun---

ci6n de la gráfica tiempo-deformación (figura 3.8) 

1 1lu(9e.<:":;;. 

i , ' H . .-áo J.e. 2. .:.t:>ll\=>~U\'1 ~e.S 
·' 

)
• / Mc>-t.\J)c..l\ 'I· 1 l '1 1 \_ 
, • - ~ 1<1 o cie. .::i ~oostC.Vl-te!S .--/ . 

,' //, 

figura 3.8 

De la figura pueden hacerse las siguientes observa-

cienes. 



- 97 -

a) Los cuerpos de Hooke, Maxwell, s6lido de 3 

constantes y el de Burgers tienen respuesta elástica instant! 

nea, además tienen en común un resorte aislado en serie. Los 

de Maxwell y Burgers son fluidos, ya que no tienen comporta r 

miento asintótico horizontal. 

b) Los cuerpos de Newton, Maxwell, fluido de tres 

constantes y el de Burgers muestran un comportamiento fluido. 

c) Los cuerpos s6lidos como el de Hooke, Kelvin y 

s6lido de tres constantes tienen en su ecuación constitutiva 

el coeficiente e=.\- o no nulo, ver ecuaciones 3.1, 3.3 y 3.5. 

A continuaci6n se muestra una tabla de constantes 

viscoelásticas de diversos materiales. 



CONSTANTES VISCOELASTICAS DE DIVERSOS MATERIALES t 

T: temperatura, en grados centígrados 
G11 : m6dulo el&stíco maxwelliano, en kg/cm• 
GK: módulo elástico kelviniano, en kg/cm2 
Pu= coeficiente de viscosidad maxweJJiano,.cn kg s/cm~ 
µK: coeficiente de viscosidad keJviniano, en kg ~cm• 

MATERIAL T Tipo de prueba GJJ 

de 2.058 
Suelo arcilloao 18º cortante a 7.621 

de 0.1882 X 105 

Vigas de madera 26.5º ílcxi6n a 0.2943 X 100 

do 0.2139 X 100 
Concreto aimple 21 o comprc5i6n a 0.3071 X 10" 

Concreto r.fon:ado 1 
de 0.5125 X 106 

ambiente ílexi6n a 0.6684 X 10' 

1400 a 590º 
de J.6250 x 1 o• 

· Probetas de acero tensi6n a 1.9270 X 10' 

GK 

de 3.173 
a 12.176 

de 0.2644 X 106 
a 0.4291 X 106 

de 0.1465 X 10• 
a 0.3803 X 100 

de 0.8694 X l O• 
a 1.1278 X 10' 

de 0.5345 X !05 

a 13.575 . X 10• 

,i 

P11 - _p,. 

· de 0.6405 X 10' d .. 0.1180 X 105 

a 4.5477 X lOT a 0.3945 X 10• 

de 0.3005 X 10" de 1.8656 X 1010 
a 1.9689 X 10" a 4.6942 X 101• 

de 3.7085 X 10" • de 1.0541 X IQll 

a 7 .2460 X 10" a 2.7740 X 1011 

de 2.1580 X 10" de 1.4758 X 1011 
a 4.5571 X 10" a 2.5860 X I Ott 

de 4.7030 X 10'º de 0.8428 X 1010 
a 7.8832 x ton a 2.6487 x 1ou 

1 Tomadas de: Rodrfgnez Cuevas, N., Vi.rcoela.Jtic constnnts for a modtl representing tht: mechanical behaviour of ma.ttriall. Memorias 
de la Primera Conferencia lnternacionnl de Estructuras, Mecáni~ de suelos y Diseño ingenieril. Southampton, Inglaterra, 1969. 

\!) 
U> 
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3.4 Problemas resueltos. 

3.4.1 

Aplicaci6n del modelo anal6gico del cuerpo de Kel­

vin a la mecánica de suelos. 

L.:.J \J 

ÍM 

Zevaert considera que el comportamiento 

de las arcillas debido a consolidaci6n pr_ª=. 

maria, puede estudiarse por medio del mode 

lo de Kelvin, el cual representa a un mate 

rial sin plastificaci6n. 

Las consideraciones son las siguientes: 

\l°Hooke + ÍJNewton 

Para el cuerpo de hooke 

de aquí ~H = E. H Em. 

Para el cuerpo de Newton 

de aquí : \lN = é N 
~m 

(1) 

(2) 

f: H 

(3) 

_l_~H 
Em 

~N = ~ m V-N 

(4) ¡ donde . ~m 

sustituyendo (3) y (4) en (1) tenemos: 

E. H Ern + (5) 

1 

2 .),\ 



dejando todo en· función de - 11 m':c:}lado .que 
. ·. _:e,/-~{~,:·. 

E rn 
E~ :E:~c c._,"c .. 

nos _queda: 

Em 

Multiplicando por r/J rn 

. 
é.m + ém Ernr/Jm= ym~ 

d E.m \." --- + E rn r/J m ém - 'I m r/J m . • • • (6) 

d {:. 

de aquí 

Esta última expresión es la ecuación diferencial.­

del cuerpo de Kelvin. 

como 

La solución de esta ecuación es: 

E.m = e 

\l m es constante 

= e 

e 

- (ÓmEm)~<'m f m[_(eJi_m_-i=m_J_t_ + CJ ... (?) 

L r/Jrn Em 

Las condiciones de frontera son: 

para {=o o 
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sustituyendo en (7) 

o eº 0m \lm [: + e] 
Em 

o 0m ~m + 0m \¡""m e 
(1'J¡¡¡ Em 

o ~m + (1'J¡¡¡ ~me 0m Vmc ~m 
Em Em 

(;"""m 
e Em 

(1'J¡¡¡ ~m 

e \lm e .l 

0m \iffi Em 0m E.'m 

sustituyendo el valor de "C" en· (7) se obtiene 

E.. rn 

factor izando 

- ((1'l¡¡¡ Ern)-é r~ Ern){ 

J érn (1'J¡¡¡ \Jm 
1 e 1 

e 
Ern 0 m 0 m 



f.m 
-(</>rri Em)+_ 
e 

\¡""" m 

Em 

E m ~ m 

Em 

Em 
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- ( <l'Jm Eml{ 
e 

• • • ( 8) 

Se hace la hip6tesis de que el suelo está formado 

por un gran número de pequeños modelos de kelvin colocados en 

serie, por lo tanto; 

,,..o 

~suelo .2. E. m J. (9) 
~::::.L 

para -l = o ; f: m o 

para -t. = oD E. m \lm 
I 

Em 

por lo tanto 

2: .-- . [ - ( <1'Jm Em )~ ~ \,J m.;. 1 - e 
Ern.J. 

E :2 IT rn.i 2 - ( <1'Jrn..i Em _¡ i-t. 
e \J mA. Ern.Á 

Emj 
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Corno los modelos están colocados en serie 

1 

Ern.l 

2 1 1 corno 
EmA E suelo 

=~H--
<>= 

~ 1 2 
E :i ... , 

1 

Em..Á 

1 
= ---

E 

- (0m; Ern..i 
e 

-c•~;.,;lj 
__ E_e. . 

Ern _A 
. . . . (10) 

Esta última expresión sirve para calcular los ase_!! 

tamientos a largo plazo debidos a consolidación prirnaria'~de ....; 

un estrato de arcilla saturada. 



Problema 3.4.2 

Para cierto cuerpo :de Kelvin el valor de G 12.S ::. 

9 X 10 5 kg 

cm2 

A= 2 X 10-12 kq s 
cm2 

Este material se somete a un 

esfuerzo constante de 500 ~·· durante 20 horas y luego se con 
cm2 

fina, impidiéndole que siga deformándose. 

Calcúlese la consiguiente reducci6n del esfuerzo. 

Solución: 

G 

~ 
~ = 500 

~ 
2 cm 

~ 
2 cm 

·{= 20 horas 

sabemos que para el cuerpo de kelvin 

E = E def orrnaci6n 

G m6dulo elástico del 

resorte 

...)A= coeficiente de visco 

sidad del amortiguador 

-é. = tiempo 

\l = esfuerzo 



' 
.,.; 

; .f 

Cuando el material se Confina, la deformación tiene 

un límite E = E1 , que se alcanza en el instante "*. = 4:.!. 
Entonces el esfuerzo relativo resulta: 

· \11;,,, 2 G E
1 

= V ( 1 - e - f.-(; ) ya que el elemento -

confinante toma la parte del esfuerzo 

de la carga. 

Sustituyendo valores: 

;l= _G -
A 

9 X 105 
~ 

2 cm 

~ 
2 cm 

- (4.5 X 10-7 

4.5 X 10-7 

X 72000)1 

1 
seg 

\Ji= 500 e j= 15.94 

La reducción del esfuerzo es de 15.94 kg 

cm2 

_g: 
cm2 



Problema 3.4.3 

3.42 

Un cuerpo de Maxwell tiene G = 1. 2 X 10 4 ~ , .)). = 
cm 

kgs -z. 
cm 

CalcJlese la deformaci6n unitaria después de 1-

segundo de. habérsele aplicado un esfuerzo de 5 kg2 • Tráce­
cm 

se la curva de relajaci6n de esfuerzos, en la hipótesis de -

que precisamente en ese momento se impide que siga la defor-

mación. 

Solución: 

por: 

donde: 

Para el cuerpo de Maxwell, la deformación está dada 

E -E. + 1 

G 

E = de formación 

'T 
-(_ = 

A= 

esfuerzo 

tiempo 

coeficiente de viscosidad del amortiguador 

G = módulo elástico del resorte 

sustituyendo valores 

E = 5 

2. 

E O. 7312 



Cuando existe relajaci.6ri .de .. esf\lei.zos (coz;ifif1arn:Le~ 
·- . ._,· ··.··· '.'"', ... · '" 

to) el comportamiento de los esfu-é~~b~:se ri.g;;-'p6i- la ecua--

ci6n 

\J = \la 

En una gráfica esfuerzo '1fs tiempo1el comportamien­

to es el siguiente: 

Para el-·problema, los valores son: 

r- kg 
\¡ = 5-2° 

cm 

1 seg 

el valor de \j"" tiende a cero a medida que crece el valor de *. • 
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Problema 3. 4. 4 

Un cilindro de. concreto tiene las siguientes carac­

teristicas viscoellsticas: 

GM 3.04 X 10 5 kg 
Gk 10 5 kg -2- 2.15 .X 

cm --¿ 
cm 

_)J. M 6.15 X 1012 ~ _)Ák 2.42 " kgs 
2 X 10 -r 

cm cm 

Calcúlese la deformación inicial bajo una carga de-

compresión axial de .37 kg 

~ 
Determinese cuánto tiempo d~ 

be transcurrir para que e'sta deformación aumente en un 20%.-

El cilindro se supone confinado lateralmente. 

Solución: 

Este tipo de problemas puede resolverse usando como 

modelo el cuerpo de Burgers, el cual posee caracteristicas -

especialmente adecuadas para representar. el comportamiento -

de muchos metales y del concreto. 

La deformación en el modelo de Burgers resulta de -

la suma de las deformaciones de los cuerpos de Kelvin y Max-

well conectados en serie, es decir: 

E_ B 

por lo tanto: 
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E 
~a 

2 [ G~ - 'J..k{ 
( 1 - e ) + + ¿__.] GM 

La defonnación inicial se obtiene cuando O 

E 
1 

2 GM 

sustituyendo valores 

E = 37 

2 (3.04 X 10 5 ) 

Si la deformación aumenta en un 20% 

E1 6.09 X 10- 5 (1.20) = 7.308 :X 10-5 

debe cumplirse entonces que 

7.308 X 10-5 = 

donde ). k 

u 
2 

Gk --= 
J,\k 

(1 -

2.15 X 10 5 

2. 42 X 10 

-:l. k-f 
e ) + _i + 

__)). M 

8.884 X 10 - 7 

G~ J 
1 

seg 

resolviendo por tanteos se obtiene -E: = l. 7 X 10 5 seg / 
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3.5 Problemas propuestos 

problema 3.5.1 

Para el modelo mostrado, hallar la ecuación que re-

laciona el esfuerzo con la deformación. 

Problema 3. 5. 2 

Si a un material de kelvin se le aplica una tensión 

que aumenta linealmette y luego se mantiene constante a \Jl, 

hallar la de formación resultan te. Suponga se que V.L /{J. = A. . 
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Problema 3. 5. 3 

Un suelo arcilloso presenta las siguientes caracte-

risticas viscoelásticas GM = 2. 058 kg Gk 3.173 kg 
•. -2 --r 

cm cm 

)}-M = o. 6405 X 10 7 kgs 
; y _}1k = 0.1180 X 105 kgs 

--2 -z 
cm cm 

Calcular la deformación inicial bajo una carga de -

ton compresión axial de 10 ~2- Determinar el tiempo que de-
m 

be transcurrir para que la deformación inicial alcance un 

5% más. 

Problema 3.5.4 

Obtener la ley de comportamiento del modelo indica­

do y obtener la gráfica E.1.J'!;~ para la historia de carga indi 

cada. 
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Problema 3. 5. 5 · 

Un cilindro de material dúctil colocado con sus ba­

ses haciendo contacto con dos placas y sometido a compresi6n 

por acercamiento de aquéllas, tiende a deformarse adoptando­

la apariencia de barril. Explicar la causa de este fenómeno. 

Indicar en qué parte del interior del cilindro resultan máxi 

mos los esfuerzos de corte. 
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CAPITULO IV·· 

CONCLUSIONES 

El estudio del comportamiento de los materiales con 

los que trabaja el ingeniero civil a través de la mecánica -

del medio continuo, le permite tener una visi6n panorámica -

de las bases en que sus diseños y especificaciones se susten 

tan. 

Cuando se habla en particular de la viscosidad, se 

deducen de ella una serie de elementos de análisis que nos -

permiten abordar una gran variedad de problemas relacionados 

con el flujo de fluidos. A partir de la deducci6n de la - -

ecuaci6n diferencial fundamental de Navier - stokes, la cual 

considera que el movimiento de los fluidos viscosos resulta­

de esfuerzos de tipo distorsional ( ~ ) , los cuales se rela 

cionan con las velocidades de.deformaci6n ( é) mediante la 

ley de Newton, los problemas de mec~nica de fluidos se re- -

suelven tomando en cuenta las condiciones de carga y de fro~ 

tera. Considerando que su soluci6n matemática es muy rigur~ 

sa, lo más conveniente es hacer simplificaciones de dicha -­

ecuaci6n, dando como resultado casos particulares en los que 

se hace necesario introducir hip6tesis simplificatorias. El 

tratamiento de la ecuación de Navier-Stokes bajo estas cond~ 

ciones nos lleva a la determinación y descripci6n de los di­

ferentes tipos de flujos, corno son: flujo incompresible, la-
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minar, turbulento, permanente, viscoso y de Poisseuille. 

Una deducción muy importante es la ecuación de Bernoulli, a­

partir de la consideración de un flujo no viscoso permanente, 

La ecuación de Bernoulli puede interpretarse de manera senci 

lla puesto que cada uno de sus términos tiene unidades de -­

longitud. 

Cuando la viscosidad de los fluidos es no newtonia­

na, no existe proporcionalidad entre el gasto que pasa a tr~ 

ves ae un conducto y el gradiente de presión en dirección 

del tubo. 

El manejo de los números de "Reynolds" y de "Froude" 

asi como de sus fronteras, permite una clasificación adecua­

da de los diferentes tipos de flujos y condiciones de escu-­

rrimiento. 

El estudio de los flujos bidimensionales debe reali 

zarse apoyándose en la función de corriente :E , la cual de­

termina que el campo vectorial de velocidades se deduce si -

se conoce el campo escalar definido por la función de co- -­

rriente o de flujo. 

Un análisis viscoelástico debe aplicarse cuando la­

evolución de las deformaciones se aleja del comportamiento -

elástico. También son aplicables cuando a los materiales se 

les hace trabajar con esfuerzos superiores al rango elástico 

El uso del procedimiento general para el tratamiento de cuer 
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pos viscoelásticos facilita el estudio de éstos, ya que pro­

porciona un orden lógico de solución. 

Los modelos reológicos permiten establecer una ana­

logia de comportamiento entre éstos y los materiales con los 

que trabaja el ingeniero civil, por lo tanto, la elección -­

del modelo que representará al material en estudio debe ha-­

cerse mediante una observación minuciosa de 1 comportarniento­

de los materiales, tomando corno punto de partida su comport~ 

miento descrito en gráficas que relacionan a los elementos-­

o factores más importantes en su estudio, estos elementos 

son: el esfuerzo, la deformación y el tiempo. 

Considero que el objetivo de la tesis se cumple, ya 

que se logra una aplicación relativamente sencilla de los 

conceptos utilizados en la misma, de tal manera que el estu­

diante puede de inmediato afrontar diversos problemas rela-­

cionados con el comportamiento viscoso y viscoelástico de 

los materiales aqui estudiados. 
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