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RESUMEN 

En el present.e t.rabajo se propone un mél.odo basado 

en un sist.ema lineal de parámet.ros const..anles 

CSLPC), que permit.e est.imar el gast.o base en ríos 

perennes y efluentes, a parlir de dalos 

hidromél.ricos exclusivament.e. La ident.iflcación de 

la función de respuesta en la frecuencia del SLPC, 

o slmplemant..e fil t.ro, se hace con base en las 

propiedades de operaciones elenlenlales en al 

dominio de la frecuencia. Los parámet.ros del 

filt.ro se obt.ienen en el dominio del t.iempo 

minimizando el arror cuadrado medio de los gastos 

observados y el gast..o base eslimado, solamente en 

el periodo de est.iaje. Finalment.e, la estimación 

del gast..o base, propiamente dicha, se obt.iene da 

la ant.it..ransformada de Fourier del producto de las 

t.ransformadas del filt.ro y del gast.o t.ol.al. 

Dos ejemplos de aplicación muest.ran la bondad y 

eficiencia comput.acional del mát.odo. 
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·1. I N T R o D u e e I o N 

La separación de un hidrograma en component.as de escurrimient.o 

direct.o y gast.o base, es un problema que ha sido at.acado 

principalmente con t.ácnicas emplricas. Lo ant.arlor se debe a que 

su principal aplicación, est.o es, la det.erminación de hidrogramas 

unitarios, es poco sensible a los errores que puedan cometerse al 

e~t.imar el volumen de escurrimient.o direct.o. Sin embargo, en 

corrientes que son efluentes y perennes, la éslirna.ción del gast.o 

base puede requerir una mayor precisión. Consld•rese por ejemplo, 

la simulación numérica del flujo en un acuifero que serA explot.ado 

mediante la operación de un campo de pozos cercano a un rio. Si el 

rio es el efluente, enlences el acuífero alimenta a la corrient.e, 

y ésta actóa como un sumidero distribuido a lo largo del tramo de 

inter6s CPinder y Gray. 1977). Esta condición da frontera del 

acuífero no est.á.. rest..rlnglda a ser un gast..o¡ bien podria ser el 

nivel del agua del rio, pero esa informacl6n rarament.e se 

encuent.ra disponible, Por •l cont..rario, la información 

hidromét.rica .s mucho más común y fAcil de obt.ener. De aqui surge 

la necesidad de est.irna.r el gast..o base. que es aquel que el 

acuífero prov.. a la corrient.e efluent.e, a part.ir de dat..os 

hidrom6t.rlcos exclusivament..e. En el present.e t.rabajo se propone un 

mét.odo para est.imar el gasto base en rios efluentes, considerando 

solament..• los gast..os t..ot..ales escurridos. La t.écnica, basada en un 

sist..ema lineal de pará..met.ros const.ant.es, adapt.a los pará.met..ros 

para cada cuenca particular mediante opt.imización. se presenta la 
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aplicación d• la met.odol ogi a a dos casos particulares en 

corrientes mexicanas. 

' .. ·' 
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2. GASTO BASE 

El proceso de conversión da la lluvia en escurrimient.o est.l regido 

por las condiciones prevalecient.es en la cuenca al momento de la 

t.orment.a, entre ellas podemos seNalar t.emperat.ura, condiciones de 

humedad y caract.erist.icas f!sicas del suelo, cobertura veget.al, 

caract.erist.icas geom4't..ricas y geológicas de la cuenca, et.e. La 

dist.ribución de la lluvia precipit.ada sobre la cuenca se lleva a 

cabo de diversas formas, una par.t.e se t.ransforma en escurrimient.o 

superf"icial observable a la salida de la cuenca. y el rest.o lo 

const..1 t.uye la evaporación. inf"ilt.ración, transpiración, 

int.arcepción y det.ención. 

La component.e de la precipit.ación qua aio:ada a la velocidad de 

inf"ilt.ración local f"orma. una pelicula de agua en la superf"icie 

Csuperricie de det.ención) hast.a que inicia el f"lujo sobre la 

superficJ.'e del terreno en forma de pequéi"os brazos que convergen a 

et.ros nu\s grandes los cuales llegan al cauce principal de la 

cuenca. En la figura 2.1 se muest.ra una lluvia distribuida 

uni formement.e sobre un t.i empo t.ci con i nt.ensi dad igual a i C L T-1
) • 

Est.a lluvia es separada en cuatro component..es de "i.
1 

a i
4 

, donde 

la suma de ellas es igual a i para cualquier t..iempo t.. 

Del total de lluvia precipitada, una parte se detiene en laS hojas 

de los Arboles, sucediendo en ocasiones que para t.orment..as 

pequen'as 1 a mayor par t..e de la 11 uvi a sea i nt.er cept.ada por la 

vegetación sin presenLarse escurrimenLo superficial. Las plantas a 
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DISTRIBUCION DE LA PRECIPITACION 

Lluvlci d. •nLra.da. 
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Figura 2.1. Element.os de la precipit.ación para una lluvia de 

int.ensidad i uniforme CViessman, et. al, 1977), 

su v.z prcducen lo que se conoce como t.ranspiraci6n denominada de 

manera ingenieril, al igual que la evaporación, como "pérdida ... 

Del agua precipit..ada que alcanza a llegar al suelo una part..e se 

infillra en el t.erreno y el rest.o escurre superficialment.e. En la 

figura 2. 2 se mueslra de manera det.allada los element.os 

involucrados en el proceso lluvia-ascurrimienlo en la cuenca, la 

cual es ·int.roducida con la finalidad de ilust.rar los faclores 

ant.erior~nt.e mencionados. 
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LLUVIA-ESCURRIMIENTO 

Figura a. a. 

'"'Uh ... td" ff una p•1\o 
-hir.do - .... ,. 

_,.. ,..,,. hn"""\•rA• 

-P. rtuJe w..1. .... , 

Componen t. as de la 

CKirkby, 1Q86¡ da Alkinson, 1970) 

El conocimiento de la distribución 

rh1Jo .... p•rlh:\•\ 
d• aol\do 
de coruluo'o 

. r\..il~ h••'-·· 

•" ªº"'"º'º 

precipitación y escurrimiento 

t.anto temporal como espacial 

del escurrimient.0 1 es esencial en muchos aspectos de manejo del 

agua y en la planeación ambiental CViessman, el al, 1977). 



Las propiedades del escurrimient.o con respect.o al t.iempo pueden 

ser mostradas en un hidrograma, el cual est.a compueslO por cuatro 

elem•nt.os 

i) Escurrimient.o direct.o o superficial. 

ii) Escurrimient.o subsuperficial. 

iii) Precipit.ación sobre el cauce. 

i V) Escurrimient.o base. 

Para la mayor1a de los t.rabajos práct.icos el hidrograma se 

considera compuast.o i::rnicament.e por dos elementos de los cuatro 

anteriores 

i) Escurrimient.o direct.o. 

ii) Escurrimient.o base. 

incluyéndose el flujo subsuperficial y la precipit.ación sobre el 

cauce dentro del escurrimiento directo. Esto es mayormente válido 

en el caso de cuencas grandes donde la respuesta do la cuenca a la 

excit.ación de la lluvia es del orden de d1as. 

La cont.rlbuci6n superficial por efecto de la tormenta y la 

subterránea por efecto del acuífero hacia al cauce, son conocidos, 

respectivamente, como gasto directo y gasto base. El gasto base se 

define como •l fl•, jo que aporta el Qlculf"ero a la corriente. Su 

est.ima.ción es un problema de int.er~s en la hidrolog1a superficial 

y subt.errAnea;, en la primera por ser requerida en el análisis de 
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hidrogramas para la aplicaci6n del concepto de hidrograma unitario 

y en la segunda por ser aplicable como condición de front.era en la 

simulaci6n del funcionamiento de acuiferos CPinder y Gray, 1977). 

Dado que no exist.e una forma precisa para distinguir al 

escurrimienlo base de un hidrograma, las formas de est.imarlo son 

empiricas (sin base cient.ifica), y en gran medida regidas por la 

costumbre e intuici6n del analista. 

El gast.o base se rapresent.a de manera cual! t.at.i va como una curva 

suave, de respuest.a lent.a y de gastos menores que los observados 

en el regist.ro hist.6rico. Por lo t.ant.o, es deseable englobar est.os 

t.res aspectos en su est.imación. Un método alt.ernat.ivo de 

est.imac16n del escurrimiento base debe, al manos concept.ualment.e, 

ser representado por una curva mft.s suave comparada con el 

escurrimiento directo y sin cambios bruscos de pendiente. Por ot.ra 

part.e. se ha probado de manera experiment.al en campo. que la 

velocidad del agua aporlada por el acu1!'ero a la corrienla es de 

orden mucho menor al del escurrimiant.o superf'icial, pudiendo en 

ocasiones lardar varios meses o a~os en que el acu1f'ero responda a 

la excit.aci6n de una t.orment.a, de est.a forma, se just.if'ica un 

def'asamient.o de la respuest.a del acuif'ero con respect.o a la 

excitaci6n de la tormenta. Finalmente, el mélodo de.astimaci6n del 

gast.o base debe proporcionar valores menores o iguales al gast..o 

observado. 
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2.1. ELEMENTOS QUE CONFORMAN EL HlDROGRAMA DE ESCURRIMIENTO EN EL 

CAUCE 

Considerando una corriente perenne, se lienen cuatro condiciones 

generales que causan la modificación del hidrograma de flujo base 

CViessman, et. al. 1977) est.ablecido antes de la t.orment.a, las 

cuales son representadas por las siguientes desigualdades 

donde: 

condición 1 i < e condición 3 

F < So 

condición a i < e condición 4 

F > So 

i, es la int.ensidad de la lluvia [ LT-1
] 

-· C, velocidad de inf'ilt.ración [ LT ] 

F, capacidad de inf'ilt.ración del suelo [L] 

So, def'iciencia de humedad del suelo [L] 

i > e 

F < So 

i > e 

F) So 

La condición 1 produce un hidrograma similar al most.rado en la 

f'igura 2. 3a Se tiene un pequel'lo aument.o en el gasto directo 

provocado por la precipitación que cae directamente sobre el 

cauce, sin embargo, no ocurre escurrimiento sobre el terreno 
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porque l < f. Como ademAs 1 a capacidad de campo CF) no es 

alcanzada., no hay escurrimient.o subsuperficlal y las condiciones 

del acuífero no se modifican por efecto de la t.orment.a, por lo que 

no aument.a el flujo base. El efect..o de la t.orment.a se reduce 

Onicament.e a sat.isfacer part.e de la deficiencia de humedad del 

suelo. La capacidad de campo es la cant.idad de agua guardada en el 

suelo después que el exceso de agua gravi t.acional ha sido 

drenada. 

La condición 2 no produce escur-rlmiant..o direct.o , a pesar de que 

las eomponent.es de flujo subsuperflclal y base son sumadas a la 

praclplt.acl6n sobre el cauce. El hldrograma podria ser modificado, 

ya que la capacidad de campo en la cuenca es excedida. La figura 

2. 3b llust.ra est.a condición. Obsérvese qua la d&svlaci6n del 

hidrograma da escurrim.ient.o t.ot..al del hidrograma base original es 

muy peque"ª bajo estas condiciones. 

La figura 2. 3c ilust.ra el caso donde al ascurritnient.o dlrect.o 

lnlcla dado qua l > f, En est.a slt.uacl6n, el flujo subsuperflelal 

y la cont..ribución del acuífero son cero mientras la deficiencia de 

humedad del suelo exista, aunque sea para un nivel reducido. La 

contribución de precipitación sobre el cauce constituye tambi~n en 

este caso una peque~a componente del oscurrimionto en el cauce. 
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Finalmente la condición 4 es mostrada en la figura 2.3d. En ésta 

se ilustra el hidrograma de escurrimiento del cauce donde la 

intensidad de la lluvia excede la velocidad de infiltración y la 

capacidad de campo de la cuenca es alcanzada. Este caso podrla ser 

t1pico de tormentas largas. 

ESCURRI MENTO EN EL CAUCE 

Q (J 

'·'; 

(•) 

(J 

' ' ··, .. 

llll 

--- --
1 d) 

(J 

---

·"""· - ; >"·'-'' ... ' ....... __ ...:...._ 
.• 

.. ;. - ! 

. ' 
" 

Figura 2.3. Efectos de la tormenta en la forma del hidrograma de 

escurrimienlo •n al cauce.CViessman, .~al, 1Q77). 
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La rorma del hidrograma de escurrimiento en el cauce puede verse 

modificada también por la manera como se presenta la precipitación' 

era la cuenca¡ asto es. por variacioni&s en la intensidad de la 

lluvia cuando se presenta la tormenta, por el lugar donde se 

pr•sent• la precipitación y por la configuración de la cuenca. En 

las figuras 2. 4a-d se ilustra cómo la forma del hidrograma de 

escurrimiento en el cauce pueda ser modificado por las variaciones 

en el Area donde se prflSenla la lluvia y por la configuración de 

la cuenca. 

En la figura a. 4a se muestra el •facto lipico que tendrA una 

precipitación que se presenta en la parte superior de una 

determinada cuenca; el caso contrario es mostrado en la figura 

a.4b. 

La figura a. 4c muestra el hidrograma t..1pico de una cuenca de 

rá.pida respuesta; est.o es, una red de drenaje en la cuenca que 

per mi t.e el vaciado del agua en exceso en poco t.i empo. al caso 

cont.rario se ilust.ra en la figura 2. 4d. Est.os son los ef'ect.os 

relacionados con la gaomet.ria da la cuenca. 
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ESCURRIMIENTO EN E~ CAUCE 

Q 

1 

"" l<I 

(d) 

Figura a.4. Efectos de la tormanta y caracteristicas de la cuenca 

en la forma del hidrograma de escurrimiento en el cauce.CViessman, 

et al. 1"77) 

Como se sel'lal6 anteriormente, el flujo subsuperficial y la 

precipit.aci6n sobre el cauce son considerados. para aplicaciones 

pr•c~icas, como parte del escurrirniant..o diract.o. puest..o que son da 

pequel'la magnitud. El efecto de la precipitación sobre el cauce 

principia al iniciarse la lluvia y termina junt.o con la tormenta. 

El flujo subsuperficial inicia una vez alcanzad& la deficiencia de 

humedad del suelo y t.•rmina apro)(J.madament..e con el escurrimiento 

directo. El hidrogr.ama base puede o no incra-ntarse durante el 

periodo de la tormenta. ~s aspectos anteriores son ilustrados en 

la figura 2.6. El cambio en la forma del flujo base después de una 

t.or rn.ent.a par t.i cul ar es normal ment.• obs•r vado en periodos de di as 

para cuencas pequenas y en meses o aftos para cuencas grandes. 
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COMPONENTES DEL. HIDROGRAMA 

Proci.plLa.clcSn caobt .. , 
el cauce 

Flujo subauperf i.c:lal 

Tl1Ptnpo 

Figura 2. 6. Component.es del hidrograma da escurrimiento en el 

cauce CViessman, et. al, 1G77). 

2, 2 MANERAS TRAOICIONAl..ES DE ESTIMACION DEL GASTO BASE 

El gast.o base se ha est.imado t.radicionalment.e de las t.res 

siguien~es formas. 

MJt.odo 1. Prolongar la recesión anterior a la t..ormenla hasta un 

punto bajo el pico del hidrograma, e int..ercept..ar desde ahi,con una 

linea recta, un punto sobre la curva de~ recesión del hidrograma 

localizado N dias después del pico, Esle razonamiento se sustenta 

en que, a medida que aumenta el escurrimiento directo Cfig. 2.6), 

se produce un flujo del cauce hacia las orillas, debiendo 

disminuir asi el gast.o base. 

13 
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§ 

Tl•tnpo 

Figura 2.6. Estimación de gas~o base con el método 1. 

1..a regla empirica para determinar el punto donde ~ermina el 

escurrimiento directo Cpunto C, fig. 2.6) es 

N = Co Aº· :a (2.1) 

donde: N • nómaro da dias 

A 111 Area de la cuenca en Kmª 

Co • c:::onst.ant.e 

Sin embargo. se recomienda CLinsley, et. al, 1'777) est.im.ar el valor 

de N bajo la observación de un ciert.o n(lmero de hidrogramas, sin 

olvidar que el t.iempo base t.ot.al no debe ser largo en e><ceso y el 

aport.e de agua subt.errAnea no debe ser muy grande. 
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M.it.odo 2. Trazar una linea r&ct.a desde el inicio del escurr.imient.o 

direct.o Cfig. 2. 7) hast.a un punt.o ubicado sobre la curva de 

recesión del hidrograma, calculado con el mismo crit.ario de m~t.odo 

1, o con base en la experiencia. 

,\' 

,·I 

TLenipo 

Figura 2.7. Est.imación de gast.o base con el ~t.odo 2. 

Mdt.odo 3. Trazar una curva que responda de manera similar a la 

exci t.ación da la lluvia sobre el escurrimiento direct.o, pero en 

forma menos brusca, Cfig. 2.B). Est.a curva se consl.r uye 

proyectando hacia atrás la linea de recesión del agua subt.errAnea 

hast.a un punt.o debajo del punt.o de inflexión de la curva de 

recesión del hidrograma. Post.eriorment.e, se t.raza un segmento 

arbitrario ascendente desde el punt.o de ascenso del hidrograma 

hast.a conect.arse con la recesión ant.es proyectada, la cual est.A 

regida por la experiencia de analista. Est.e t..ipo de separación 
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pued• representar algunas ventajas cuando el aporte de agua 

sublerr•nea es relativamente granda y llega a la corriente 

r•pidamenle CLinsley, al al, 1977) como en terrenos con calizas. 

o • g 

Tiempo' 

Figura 2.8. Estimación del gasto base con el método 3. 

Los mét.odos 1 y 2 son igualment.• arbi t.rarios y su respuest.a no 

corresponde a lo que de manera concapt..ual se define como gast.o 

base. El m6todo 3 parta del comportamiento cualitativo del 

tanómeno paro la respuesta proporcionada por el analista no 

necesariament.e es conc•pt.ual dado que no se t.iene un procedimient.o 

est.andar para el t.razado de la curva que represent.a el gast.o base. 

En el método 1 por ejemplo, el prolongar la recesión ·no justifica 

mejores result.ados de los mét.odos 2 o 3 dado que no pueden ser 

comparados objet.ivament.e. Finalment.e, los procedimientos antes 

descritos son de aplicación directa para el anAlisis de 
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hidrogramas de t.orment.as aisladas, complic~ndose la met.oclologia 

par a cuando se t.i enen t.or mentas t.r asl apadas • conocidos t.ambi én 

como hidrogramas complejos. 
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S. METODO ALTERNATIVO DE ESfIMACION DEL GASTO BASE 

Como se discutió en el capitulo 2, la estimación del gasto base en 

las formas tradicionales no responde conceptualmente a lo que se 

define como tal. lo cual motiva la búsqueda de un método 

alternativo que satisfaga en forma cualitativa el comportamiento 

del fenómeno y que además sea aplicable independientemente de la 

forma del hidrograrna en cuestión. La formulación de un mét.odo 

conceptual para la estimación del gasto base requiere que 

considere la fisica del problema en forma simplificada. lo cual lo 

diferencia de los rru6t.odos eslrict.amenle empíricos. 

Las caracteristicas deseables de un método conceptual para la 

estimación del gasto base son: 

Una 

i) Que sea una curva suave 

ii) Que su respuesta sea lenta 

iii) Que coincida su respuesta con los valores observados 

en el estiaje. 

caract.erist.ica adicional, es que el método dependa 

exclusiva"an~• de información hidrom6t.rica y sea d~ uso general a 

partir da ella. 
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3.1. HIPOTESIS DE UN HETODO ALTERNATIVO DE ESTIHACION DEL GASTO 

BASE 

a. E><ist.e un sist.ema lineal de par.l.m<>t.ros const.ant.es CSLPC) 

mediant.e el cual puede obtenerse una est.imación del gast.o base 

partiendo exclusivamente de datos hidrométricos. 

b. Si se sat.iface la condición de que el gast.o base est.imado 

en estiaje por medio del SL.PC es cercano al observado en dicho 

rango, entonces lo que se obtiene para época de avenidas es gast.o 

base. 

3.2. SISTEMA LINEAL DE PARAHETROS CONSTANTES CSLPC) PARA LA 

ESTIHACION DEL GASTO BASE 

Un sist.ema ideal os aquel que tiene pará.met.ros const..ant.os y es 

lineal ent..re dos punt..os de int.ert\s claramente definidos lla1nados 

el punlu de ent.rada y el punt..o de salida o respuesta. Se dice que 

un sist.ema es de pará.melros constantes, si todas las propiedades 

~undament.ales del sistema son invariantes respecto al tiempo y que 

es lineal si la respuesta caract.erist.ica es adit.iva y homogénea. 

El t.érmlno adit.ivo significa que la salida a una suma de ent.radas 

es igual a la suma de las salidas producidas por cada ent.rada 

individualment.e, El t.érmino homogéneo significa que la salida 

producida por una const.ant.e mul t.i.J:,!'icad.a por una ent.rada es igual 
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a la constante multiplicada por la salida producida por la entrada 

(rni camente. 

Si definimos ~ como una entrada y fCx) la salida o respuesla de un 

sislema, la linealidad pueda ser expresada en lérminos malemálicos 

por 

donde: 

re x, +xa) a re x,) + re xa) • propiedad adi t.i va 

fCcX) • c feX) propiedad homogén .. a 

x,. xa' son anlradas arbilrarias al sistema 

e, es una conslanle 

C3.D 

C3.2) 

Un modelo para la estimación del gasto base representado por un 

SLPC y que ademAs responda conc•plualmenle al comporlamienlO del 

fen6m .. no puede ser llamado "Modelo de Caja Negra Conceptualmente 

Basado11 • 

3. 3. CARACTERISfICAS DINAMICAS DE UN SLPC PARA LA ESfIMACION DEL 

GAsrO BASE 

Las caracterislicas diná.m1cas de un SLPC para la est.imaci6n del 

gast.o base en el dominio del tiempo pued•n describirse por la 

función de peso heT), la cual es definida como la salida del 

sislerna para cualquier t.iempo para un impulso unitario de enlrada 
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aplicado un tiempo T anterior. La utilidad de la función de peso 

como una descripción del sistema as debido a los siguientes 

factoras. Para un gasto de entrada arbitrario qCt), la salida d9l 

sistema qbCt) est' dada por la integral da convolución 

donde: qCt), 

qbCt,). 

hCT), 

t, 

T, 

Q) 

qbCt) • J hCT) qCl-T) dT 
-Q) 

gast.o observado 

gas:t.o base 

función de peso 

tiempo 

variable muda de integración 

C3. 3) 

Est..o es, el valor da la salida qbCt) asl:i dado como una suma 

Cinfinit.a:> lineal pesada sobre los dat..os ant.erJ.ores a la ent.rada 

qCt). 

Para que un SLPC sea fisicament.• realizable, el sislerna debo 

responder ~nicamen~e a ent.radas ant.eriores CHsu, 1Q77). Est.o es 

hCT) • O para T ( 0 C3. 4) 

con lo cual la ecuación C3.3) se transforma en 

"' 
qbCt) • J hCT) qCt-T) dT. C3.6) 

o 



'· 
Por olra parte. interesa la realización del evento para un 

int.ervalo de t.iempo prefijado, est.o es 

qCt.-T) = O para T > t. 

lo cual aplicado ala ecuación C3.6) produce 

L 

qbCt.) • J hCT) qCl-T) dT 

o 

C3. 6) 

C3. 7) 

L.a expresión C3. 7) es ut.ilizada para la represenlación de varios 

fenómenos en al dominio del t.iempo, por ejemplo el caso del 

hidrograma unit.ario donde hCT) es t.ambién una función de peso que 

realiza una función de filt.rado CDooge, 1973). 

El sistema lineal da par~melros constantes CSLPC) debe ser estable 

en la ~rontera, por lo que debe cumplirse que la función de peso 

hCT) sea absolutamente integrable o convergente CBendal y Piersol, 

1971), est.o es 

"' J hCT) dT ( a> C3. 9) 

-"' 
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3.4. FUNCION DE TRANSFERENCIA DE UN SLPC 

Un sist.ema lineal de part.metros constant.es puede caract.erizarse 

por una función de transferencia HCp), la cual se define como la 

transformada de Laplace de h(T). Esto es, 

"' HCp) m J h(T) e-pT dT (3.9) 

o 

donde: p a a + (b, en el plano complvjo. dado que p es 

compl .. ja, entonces HCp) será compleja, i • .¡-::;-' . 

Para que el st..PC sea est.abla, considerando qua es fisicament.e 

realizable, HCp) no debe t.ener polos en el lado derecho del plano 

complejo p. Dlcho de otra manera, la función debe de ser anal1t1ca 

en la región antes sel'!alada. El SLPC t.iene la propiedad de que 

preserva la frecuencia, modifinando ónicament.e la amplit..ud y la 

fase CBendat y Piersol, 1971). 

3.5. FUNCION DE RESPUESTA EN LA FRECUENCIA 

Si un SLPC es fisicament.e realizable y es est.able, ent.onces las 

caract.eristicas dint.micas del sist.ema pueden describirse por una 

0 f'unci6n de respuesta en la frecuencia" HC..,), la cual se def'ine 

por la transformada de Fourier de h(T) y se expresa por 
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donde: 

el lado 

Q) 

HC .. ) = J hCT) .,-izrr .. T dT 

o 

e -iznotoT • cose zn•T) - i sene zn~T) 

izquierdo de la ecuación es 

(3.10) 

conocido como la 

represent.ación polar y el lado derecho la cart.esiana en el campo 

complejo. 

La ecuación C3.10) es un caso part.icular de la ecuación C3.9) para 

p =a + ib, a = O y b a 2n ... El cambio en al limit.e inferior de la 

int.egral C3.10) obedece a que hCT) =O para T <O. 

Para un sist.ema est.able, fisicament.e realizable, la función de 

respuest.a en la frecuencia puede sust.it.uir a la función de 

t.ransferencia sin ninguna alteración de la in~ormación. 

Una rel~ci6n import..anle de la función da respuesta en la 

frecuencia de un sistema lineal de parámet.ros const.ant.es CSLPC) 

para el gast.o base se obtiene de lomar la t.ransrormada de Fourier 

de ambos lados de la ecuación C3.3) Capendice A.7); la cual, para 

nuestro problema, es equi valenle a la ecuación (3. 7) bajo las 

consideraciones C3.4) y (3.6), de donde se obt.iene 

(3.11) 
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donde 

1 
f qC t.:> 8 iwt. dt. ca.1a:> 

o 

con w • p de la ecuación C3.10). 

La ecuación C3.7) comparada con la ecuación C3.11). muestra la 

ventaja de trabajar en el dominio de las frecuencias. puesto que 

es más rácil multiplicar en la rrecuencia que obtener la 

convol uci on en el t.i ampo. 

La función de respuesta en la frecuencia es en general una función 

de variable compleja y dobe ser t..rat.ada de manera conveniente en 

términos de magnitud y ángulo de rase asociado. La cual expresada 

en forma polar es 

C3.13) 

donde He .. :> es llamado el ract.or de ganancia y ,pr. .. :> el ract.or de 

rase del sistema. 

Si se sat.isCace que el SLPC es r!sicamente realizable, la runción 

de respuesta en la frecuencia. el f'act..or de ganancia y el f'aclol" 

do Case de dicho sistema satisrace las siguientes propiedades de 

simelria 
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HC-.. ) • H'"C .. ) 

JHC-.. ) 1 • JHC .. ) 1 

.pe - .. ) • -.pe .. , 

donde: HM, represent.a la función conjugada de H. 

CS.14) 

CS.16) 

CS.16) 

Aderú.s. si un sist.ema descrit.o por H1C-) es seguido por un segundo 

descrit.o por HzC•), y no hay carga o realiment.ación ent.re los dos 

sist.emas, ent.onces el sist.ema t.ot.al puede ser descrit.o por HC.oo) 

donde 

HC .. ) = H•C .. ) HzC .. ) 

IHC .. ) I = IH•C .. ) 1 IHzC .. ) 1 

.pe .. , • q,.c .. , + .pzc .. , 

cs. 17) 

CS.18) 

CS.19) 

En un sistema como el anterior llamado en cascada, donde no hay 

carga o realiment.ac16n los factores de ganancia se multiplican y 

los factores de fase se suman. 

Es import.ant.e observar que la función de respuesta en la 

frecuencia de un SLPC es una función de la frécuencia únicamente y 

no del tiempo o sistema de excit.aci6n. 

Para el problema de estimar el gasto base partiendo de un registro 

hist.6rico de datos hidrornét.ricos exclusivamant.e, la función de 

respuest.a en la frecuencia HC•) realizariá. un filt.rado en dicho 

dominio, por lo qua en adelant..e se denot..ar'- simploment.o por el 

filt.ro HC .. ). 
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4, IDENTIFICACION DE UNA FUNCION DE FILTRADO PARA LA ESTIMACION 

DEL GASTO BASE 

El tratamiento de diversos problemas en el dominio de la 

frecuencia es una práctica usual en diversos campos de la 

ingeniarla <eléctrica, hidrAulica, etc.>, principalmente para el 

anAlisis de senales digitales <Tostado Bojorquez, 1988). La razón 

de utilizar transformación de Fourier para el problema del gasto 

base obedece fundamentalmente a la facilidad de identificar, para 

este fenAmeno, una función de filtrado en este dominio a 

diferencia del dominio del tiempo. El encontrar una función 

ponderadora (filtro> de los datos originales que responda 

conceptualmente a la definición de gasto base, permitirA la 

obtención de éste de una manera sistemática para cualquier 

hidrograma que defina claramente periodo5 dp avenida y estiaje. El 

filtro debe lograr que la respuesta al dominio del tiempo sea una 

curva suave, de respuesta lenta y apegada de manera cercana en 

época de estiaje. 

En la' presente sección se hace uso de un algoritmo denominado 

transformada r!pida de Fourier IFFT> para el cAlculo de la 

transformada y antitransfcrmada de Fourier (apéndice A.11>, donde 

por restricción del método (Cooley y Tukey, 1965), el número,total 

N de datos debe ser igual a 2 , donde N es una potencia entera •. En:. 

esta sección se utiliza un hidrcgrama 
lO compuesto de 2 =1024 datos , 
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Cfigurá'4.D. Donde el ano de int.erés es el del cent.ro y los af!os 

anterior y post.erior se int.roducen para cumplir 

requ•rimi•nt.o sel!alado . 

........ 

..!:'.!_ 

~ ...... 
.9 

111 
o 
~ 

7BO 

BOO 

250 

. Hl 080GRAMA D¡;; ESCURRI MI ENT~ _ 

2SB 512 

Tiempo (dios) 
76B 

con el 

102.4 

Figura 4..1. InformAción hidrométrica, est.aci6n Mezcala, Rio Balsas, 

del 2Q de abril de 1Q40 al 7 de feb. de 1Q42. 

Las hip6t.esis expresadas en el cap1 t.ulo 3, se refieren 

estrictamente a los periodos de estiaje, presentados an~es da las 

épocas de avenidas: d•l al!o de interés hast.a el est.1aje pos:t.erior 

del mismo. 
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Con la finalidad de fundament.ar la est.ruct.ura de la función 

ponderadora en la frecuencia Cfunci6n de peso o filt.ro), en las 

secciones 4.1, 4. 2 y 4. 3 se ejemplifica la manera de int.roducir 

los efectos deseados conceptualmente. 

4.1. FRECUENCIA DE CORTE 

La introducción de una frecuencia de cort.e en la función 

ponderadora Cfil t.ro) en el dominio d& la frecuencia, se basa en 

que el gasto base, concept.ualmenle definido, es una función que 

responde a una frecuencia menor que el gasto observado. Por lo que 

es deseable ident..if'icar una curva que oscile de manera suave entre 

los periodos de avenida y estiaje. 

Al inlroducir una frecuencia de corle en el dominio de la 

frecuencia, se afecta la función de respuesta al dominio del 

t.J.empo, est..o es, se ignora la información port.erior o anterior a 

la frecuencia de corte, segón sea un filtro pasabajas o pasaalt.as 

Cap•ndice A. Q). En el problema part.icular del gast.o base, se ,ha 

observado (figura 4. 2) que gran parle do la variabilidad del 

fenómeno 5e tiene para frecuen~ias bajas, lo cual jumLifica el uso 

de un filt.ro pasabajas. 
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TRANSFORMADA DE FOURJER 

·- COMPONEN 1 E REAL COMPONENl E IMAGINARIA 

-!'. .. ·-~~ 
'l;I 

" A " A 

" • " '" v- V ~ -
~ 

•hl • ·' .. • ' .. 
Fnau1nola (rad) Fr1au•n~lo (rod) 

Figura 4.2. Variabilidad de la transformada de Fourier del 

registro histórico de la figura 4.1 (rango1 0-0.2). 

La figura ·4.2 es la transformada de Fourier del gasto total 

mostrado en la figura 4.1. Adicionalmente, se observa que la par-te 

real del gasto total parte de un valor positivo en el origen y de 

cero en 'ª parte imaginaria. Lo anterior es explicable por ser el 

gasto total una variable de tipo real y porque su transformada de 

Fourier en el origen solo tiene parte real (apéndice A.8). 

El proceso de transformación de la información en el dominio de la 

frecuencia se representa por la expresión 3.11 y se ilustra en el 

diagrama mostrado en la figura 4.3. 
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DIAGRAMA DE ENTRADA SALIDA 

ENTRADA SALIDA. 

qc L > 

~ 1 

qbc" 

HCw ~ 

1' 1' 
aeR<ll. d• aeRal d• 
•nt. ra.da. Qcc.l> t l l t. ro •a\.i.da. Qbc<..» 

Figura 4.3. Ilustración de la realización de la e><presi6n 3.11 

Si al t.ot.al de ordenadas de la transformada de Fourier se le 

aplica un t'iltro unitario, la respuesta al dominio d<>l t.iempo 

Csalida) es idéntica a la 1'unci6n de entrada. Al introducir una 

frecuencia de cort.e, el filt.ro t.ransmit.e solo una banda limitada 

de·frecuencias y por lo t.ant.o, la información de ent.rada aplicada 

es distorsionada por el sistema. Est.e t.ipo de filt.ros son 

denominados como ideales. 

Para la ident.ificación de una frecuencia de cort.e de la expresión 

C3.11) se tiene que 

en la que Se consideró un filtro como el siguiente 

{ 

1, 
HCw a 

o, 

OSc.>.Sc.>o 
C4. D 

ot..ro caso 

donde (t)C = frecuencia de corle 
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El parámetro w es utilizado aqui para el caso de la transformada 

da Fourier como función continua. Sin embargo, el gasto total es 

una función discretizada en intervalos de tiempo de un dia, por lo 

que en la representación del filtro en forma esquemática se define 

un parámetro disc~eto denominado N~. La figura que ilustra al 

filtro 4.1 es 

H < wl 
• . - . . . - " . - . --

. 

• Nw N 

donde se consideró N = N<wl y Nw = Nlc.>cl y Nw se obtiene de 

, para (t)c = O 

(4.2) 
, otro caso 

la función INT<•> es la parte entera del argumento y N es 

equivalente al total de ordenadas de la transformada rápida de 

Fourier < 1024). 

La identificación de una frecuencia de corte que oscile en forma 

aproKimada a los periodos de avenida y estiaje, puede ser obtenida 

variando la frecuencia de corte (l.)c' la cual est~ relacionada con 

un nOmero <N~) de ordenadas del caso discreto. Para hacer más 

explicito el procedimiento llevado a cabo, se hac1P una 

representación esquemática del proceso. 

34 



11 1 li • REPRESENTACION ESQUEMATICA DEL PROCESO lllllllllillfi 

- OASTO. TOIAL 
FUNCION DE ENTRADA. Serie hist.órica -

j: j~ 
discret.a con 1024 dias. 

Dominio del U empo. - \ .. \.\.. . - .. .. --c-1 

~ ~ ,.: ~., .. _.,:" •f ~ TRANSFORMADA DE FOURIER DEL GASTO 

TOTAL. Función con 1024 ordenadas 

! r: ~~:::· -~:. ~ en el rango co, 2tr). 

Dominio de la frecuencia. , ... ~ ..... 

FUNCION DE FILTRADO. Filt.ro id•al 

'""'7:;,•..µw.;¡noo 
para la t.ransf'ormada de Fourier 

'b J { 1, 1 ~ N ~ 100 
HCw n 

O, ot.ro caso 

------

~F 
ax,,., r•y••e· 

1 

TRANSFORMADA DE FOURIER FILTRADA, 

Respuesta al fil t.ro ideal HC..:>. 

~ 
"% !MtPIH'"'* neT"epe 

1 

Dominio de la frecuencia. 

,,,._ .. 
---· - - - -

AE9PUr.9TA CSOUCLIATICA - ~ FUNCION DE SALIDA. Respuesta al -
1: dominio del t.i•mpo Cant.it.ranstormada 

___)!\_ d• Fourier) d• la t.r ansf'or mada de 
- Ju\ 
~ 

Fourier filt.rada • • - -- -.;-"e_, 

35 



A cor\t.inuación se rnuest.ran las respuest.as para dist.int.as 

frecu&ncias d• cort.e '""'' en donde se sigui6 la secuencia de la 

representación esquemática para su obt.enci 6n. Los fil t.ros 

utilizados son ilust.rados en la figura correspondient.e, los cuales 

tienen un peso HCW•1. Un caso singular es el filt.ro de una 

ordenada en el origen con peso HCW = 1, donde la respuesta de la 

.t.ransformada de Fourier filt.rada al dominio del t.iempo as la media 

del gast.o t.ot.al. 

L 
H .. •t 

'";' '---· 
7150 • 

255 612 

Tiempo (dios) 
788 1024 

Figura 4.4. Respuest.a de un filtro pasabajas para una fre~uancia 

de cort.• de (l)c = O C1 ordenada). 
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·····-··.,-~---, 

750 

.. --~--~--·--

l
;.~.:-·---··--··;;~:·;·J-

i .• luJ_LLL. 
' • it • " d 1' ... 

. ·-------·--· 

512 

Tiempo (dios) 
768 

Figura 4.6. Respuesta de un filtro pasabajas para una frecuencia 

de corle aproximad& de un a!'lo C7 ordenadas). 
1000~====::_~·=-==-==-=·-=··~--====~~----------~ 

750 

ªºº 

250 

256 512 

Tiempo (dios) 
768 1024 

Figura 4. 6. Respuest.a de un filt.ro pasabajas para una frecuencia 
de cort.a aproximada de dos aNos (4 ordenadas). 
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256 512 

Tiempo (dios) 
766 1024 

Figura 4.7. Respuesta de un filtro pasabajas para una frecuencia 
de corle aproximada de tres a~o C3 ordenadas), ---·------·-

1000.,--~~~~~"'--'--'-'-'"---'--~~~~~~~~~~~~-~~~-. 

750 

··----·--~-······ -· "'"'l ' ·-·· ' . 

O ' N 

..,. 
~ 
E 

500 ~ 

.s 
"' " (!) 

250 

256 512 766 1024 

Tiempo (dios) 
Figura 4.8. Respuesta de un filtro pasabajas para una frecuencia 
de corle aproximada de cualro aNos ca ordenadas). 
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no 

250 

·····¡·~~~·.-: ~-.. . . ~:;·,:- ··.J . . lLLLLLUJ_LLU .. . " "' ,. ~ -·-·--------·-· ·-- ----- ····: 

258 512 
Tiempo (dios) 

768 1024 

Figura 4.9. Respuesla de un fillro pasabajas para una frecuencia 
de corte aproximada de seis meses C13 ordenadas). 

1000 

750 

'W .. 

~ 500 ~ 

.l3 .... .. 
t!> 

250 

258 512 768 1024 
Tiempo (dios) 

Figura 4.10. Respuesla de un fillro pasabajas para una frecuencia 
de corte aproximada de ocho meses C10 ordenadas). 
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1000 

750 

-e;¡-
-.;.;.. ,., 
E soo ~ 

~ 
CI 
t!l 

250 

l-----·· ·~ ·~·lw_Lui 
1 ft • H -------

256 512 

Tiempo (dios) 
768 1024 

Figura 4.11. Respuesta de un filtro pasabajas para una frecuencia 
da corte aproximada de diez meses ca ordenadas). 

En la figura 4. 6 se observa como la respuest.a oscila suavement.e 

ent.re avenida y est.iaje, ubic~ndose los picos de la respuest.a muy 

cerca del cent.ro de la época de avenidas. 

En la figura 4.6 se aprecia como la respuest.a sufre un 

defasamient.o del cent.ro del primer y t.ercer pico y su aproxima.ci6n 

en el est.iajo es menor. 

Las figuras 4.7 y 4.B responden con una frecuencia dlst.int.a a la 

del "ga.st.o base" en est.e caso part.icular y su ampllt.ud se reduce 

conslderablemant.e. 
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-., ····--·· - .. ··-· _ .. "' . ,..-

En las figuras 4. Q, 4.10 y 4.11 se observa que la respuest.a al 

dominio del t.iempo de la funci61' filt.rada en el dominio de la 

frecuencia presenta varios picos, lo cual no corresponde al caso 

part.icular de ugast.o baseu de la figura 4.1. Que pret.ende ser 

ident.ificada por el modelo. 

Del an'-lisis anterior se concluye que la frecuencia de corte 

asociada da manara ll\As cercana al gasto base de la figura 4.1 es 

la de aproximadamente un af'(o C7 ordenadas), 

una oscilación claramente definida entre 

Adicionalmente se observa: 

puest.o que presenta 

avenida y est.iaje. 

i) exist.e solo una frecuencia de cort.e para cada hidrogrania 

part.icular, la cual ap~a la respuest.a al dominio del t.iempo en 

forma aproximada a los periodos de avenida y estiaje. 

ii) Para un rilt.ro HCW :a 1 para cualquier frecuencia de corte 

mayor qua cero, la respuest..a oscila sobre la media del gast.o 

observado. 

iii) La respuesta subestima en avenidas y sobreest.ima en el 

est.iaje por efect.o de la reducción de amplit.ud .. 

Los punt.os ii) y iiD est.an relacionados por el hecho de que la 

transformada de Fourier de la ordenada en el origen al dominio del 
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tiempo es la media del gast.o tot.al y la transformada de cualquier 

ordenada fuera del origen, t.ambién al dominio del t.iempo, es 

equivalente a una ar m6ni ca de periodo 2n/<A>c, por lo que la 

respuesta debe oscilar respecto a la media. por lo tanto, como 

solo se considera un segmento de la t.ransformada del gasto tot.al 

en la función de filt.rado, la respuest.a es de menor amplitud a la 

del gast.o t.ot.al. 

4.2. PARAMETRO DE ATENUACION 

De la figura 4. 4 de la sección anterior se observa que es 

necesario introducir un pará.met.ro at.enuador que reduzca la media 

de la respuesta al dominio del t..iempo, buscando que la curva se 

acerque a los periodos de est.iaje a considerar en el ario de 

int.erás. Lo anterior se fundamenta aderru\s en la hip6t.esis 2 del 

método, la cual seríala que el gast.o base est.imado debe ser cerca1'\o 

al observado en periodo de estiaje. 

Para ident.ificar la forma de la función at.enuadora es necesario 

observar el efecto que se tiene para diferent.es configuraciones 

del filtro HCw:>. 

a) FILTRO ATENUADOR DE LA MEDIA SIN REDUCCION DE AMPLITUD 

Para lograr una reducción en la media de la respuesta del sist.ema, 

la cual se refleje en un descenso vert.ical. exclusivament.e. de una 
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curva como la mostrada en la figura 4.6 basta multiplicar por un 

valor menor que uno a la ordenada en el origen de la t.ransrormada 

de Fourier. est.o es 

HCw • { 

Co 

1 

o 
C4.3) 

, ot.ro caso 

La.forma del filtro para el caso de""' aproximadamente igual a un 

ano s• ilustra •n la siguiente figura 

HCw 
' I"' I"' • .. • .. I"' ... 

Co ... 

• 7 N 

Se observa que la ordenada en cero es la ónica que s• atect.a. Por 

ser un caso discrat.o se present.an las ordenadas del tilt.ro por 

barras. Los resul t.ados de este filtro para valores de Co • O. 8, 

0.6 y 0.4 son presentados de manera compacta en la figura 4.12 y 

son comparadas con C = 1 Cpara todas las ordenadas). observandose 

que la función de respuest.a al dominio del tiempo sufre un cambio 

que se expresa por un descenso Aq idént.ico para cada ordenada. 

Adicionalmente, se incluye la media del gasto total representado 

por una linea recta. 
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Figura 4.12. Respuesta del filtro pasabajas at.enuado CCo = O. 8, 

O. 6 y O. 4) sobre la ordenada en el origen, frecuencia de corle 

apro>dmada de un año C7 ordenadas). 

b> FILTRO REDUCTOR DE LA MEDIA CON REDUCCION DE AMPLITUD 

La reducción en la media, en el dominio del t.iempo, puede 

lograrse, como se observó en el inciso anterior, al afectar por un 

valor menor a la unidad a la ordenada en el origen de la 

t.ransformada. de Fourier. El efect.o reductor de la ampli t.ud so 

logra al mult.iplicar las ordenadas fuera del origen por un factor 

menor a la unidad. 

La transformada de FourJ.er de cualquier ordenada fuera del origen 

es una curva que oscila al~ededor del eje horizontal. Considerando 
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una ordenada Onica fuera del origen mult.iplicada por un fact.or 

menor a la unidad, con lo que se obt.iene una curva en el dominio 

del t.iempo que oscila con el mismo periodo de la ordenada 

mult.iplicada por la unidad, pero con menor amplit.ud. 

Si en el dominio de la frecuencia se considera la ordenada en el 

origen y un conjunt.o de ordenadas fuera de él y se_ t.ransforman al 

dominio del tiempo, la respuest.a oscilarA sobre la media de los 

dat.os en dicho dominio. La media de los dat.os en el dominio del 

t.iampo •s la t.ransformada de la ordenada en cero del dominio de la 

frecuencia. Por lo t.ant.o, el mult.iplicar por un valor C < 1 en el 

dominio de la frecuencia, se obt.iene una respuest.a al dominio del 

t.iempo de menor amplilud que para C = 1. 

El filt.ro que provoca el efect.o deseado en est.a sección se d~fine 

por 

HCw> = 
{ 

co 
o < "' <wc • e < 1 

, ot.ro caso 

el cual se ilust.ra (para N~ = 7) por la siguient.e figura 

HCw 
e ·~ . r- • - r- • - • r-

• N 
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Los result.ados de est.e filt..ro son present.ados en la figura 4.13 

para e • o. 8, o. 6 y o. 4., los cuales son comparados con e m 1. 

Donde se observa que la respuesla muest.ra un descenso, el cual no 

es equidist.ant.e a t.odos los punt.os como en el inciso ant.erior, 

siendo en est.e caso, las ordenadas de la curva de C = 1 

mult.iplicadas por el nuevo valor de C < 1. Est..a caraclerislica se 

conoce como ••propiedad homogénea••y resulla úlil considerar est.e 

efaclo, como se opservarA en el capilulo 6, para hacer má.s 

operalivo el algorilmo de cálculo. 

En la figura 4.,13 se observa como, para C • 0.4, los valores de la 

respuesla del fillro pasabajas son cercanos a los del gaslo lolal. 

750 

....... ;;¡. 
E eoo --..9 
"' " (.!) 

250 

·----··· 

... ~··lUJLLI.~. 
1 ....... ' ---------- ·- ·- -

258 

H 

512 
Tiempo (dios) 

768 

Figura 4..13. Respuesla del fillro pasabajas alenuado CC 

0.6 y 0.4.) para lodas las ordenadas. 
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La t.erminologia de t.ransf'ormada y ant.it.ransformada de Fourier 

puede crear confusión para el lect.or no familiarizado con el lema, 

por lo que es convenienle realizar coment.arios al respecto. El 

t.érmino, "TRANSFORMADA DE FOURIER", denot.a una operación de cambio 

de dominio en el t.rat.amiento del problema, en est.e caso CcAlculo 

del gast.o base) del dominio del t.iempo al de la frecuencia y que 

est.a definida mat.emAlicament.e por una expresión dada. El término, 

uANTITRAllSFORMADA DE FOURIER" es la función inversa de la 

t.ransrormada de Fourier previament.e definida, lo cual significa 

que una, es la lransformada de la otra, en est.e caso se pasa del 

dominio de la frecuencia al del t.iempo. 

c) OTROS FIL'Il10S 

Diferent.es configuraciones de filtros pueden ser propuestos y 

probados. Sin embargo, int.uit.ivament.a puede preverse el resultado 

de algunos de ellos. 

Un filt.ro que reduzca la media y amplit.ud y da mayor peso a las 

frecuencias alt.as dent.ro de un int.ervalo O S <&> ~ wc en forma 

lineal se represent.a por 

HC...:> ' ·-. . 
' 

" T 
• .,., N 

donde HC ..:> :S 1 en t.oda ordenada 
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el caso contrario es 

HC"') 

donde H Cw :S 1 en toda ordenada 

Un filtro mll.s dificil de predecir en términos de efecto seria 

HC w 

••• 

• N 

donde HCw :S 1 para que reduzca la media y amplitud de los datos 

al dominio del tiempo. 

En general las posibles combinaciones de peso en las ordenadas son 

múltiples para el caso del último t'iltro y no e><iste un criterio 

para prever el result.ado de su aplicación. En el capit.ulei 6 se 

considera el planteamiento de un modelo con un filtro de 

estruct.ura ""º def'inida" como el ant.erior. est.o con la finalidad 

de obtener algunas conclusiones. 

De esta sección se puede concluir que el efecto provocado por un 

filtro como el del inciso b) es más conveniente que el del inciso 

a), dado que se apega mejor en época de est.iaje. Est.o es 

observable en las figuras 4.1a y 4.13. 

48 



,.3, PARAMETRO DE TRASLACION 

La int.roducción de un parámet.ro de t.raslación, se fundament.a en 

que la respuest.a de un acuifero a una t.orment.a part.icular es 

mucho rná.s lent.a que la respuest.a de la cuenca a la misma 

excit.ación. El escurrimient.o superficial, conformado por la lluvia 

en exceso, se observa, a la salida de la cuenca, en periodos de 

t.iempo cort.os, del orden de horas o dias. Por el cont.rarlo, el 

l'lujo en el acuifero es lento, de caract.erist.ica laminar, 

respondiendo en dias, meses y en algunos casos en af'(os. Est.o 

just.il'ica un del'asamient.o ent.re el pico de la avenida y el pico 

del gast..o base. 

En el problema del gast.o base las unidades de T Cparámet.ro de 

t.raslación) son en dlas y su valor dependerA en forma apróximada, 

del número de dlas del cent.ro de la época de avenidas al punt.o 

donde inicie la curva de vaciado del hidrograma en cuest.i6n. Est.o 

se fundament.a en que la curva de vaciado. que es parle de la curva 

de recesión del hidrograma, se conforma práct.icament.a de aport.e 

que proviene del aculfero a la corrient.e CEagleson, 1970). 

La manera de int.roducir un efect.o de t.raslación en el t.iempo es 

por medio de la Cunción -l<o>T e CKoopmans. 1074) 1 la cual t.raslada 

la curva un in~ervalo T en ~orma horizonlal exclusivamenle. 
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-lOlT 
Los efect.os provocados por el t.6rmino e son: 

-l= • ; ... > O, t.raslado de la seftal hacia adelant.e 

-l= e ... < O, t.r.aslado de la seftal hacia at.ras 

-i.(1)1" 
e ... .. o, seftal sin t.rasl ado 

En la, figura 4.14 se muest.ra como una función pueda ser desplazada 

en un int.ervalo de t.iempo CT) prefijado. 

750 

"'"'lliLL """' . re 
1 1 9 4 IJ d 1' N 

25B . 512 768 1024 
Tiempo (dios) 

Figura 4..14.. Respuest.a del tilt.ro pasabajas defasado con C a 1, 

parÁmet.ro de t.raslaci6n ..- a ea, ""' ~ n/366 C7 ordenadas). 
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4.4. ESfRUCTURA DEL FILTRO 

En las secciones 4. 1, 4. 2 y 4. 3 se ha most.rado la manera de 

introducir los efectos deseables de un filtro para la estimación 

del gast.o base, el cual debe responder en forma concept.ual y 

est.andarizada para cualquier lipo de hidrograma que muest.re 

claramente, periodos de avenidas y estiaje. Este filtro depender-A, 

en su est.ruct.ura paramét.rica, de las caract.erist.icas de cada 

hidrograma particular. 

Del anAlisis realizado en las secciones 4.1, 4.2 y 4.3, se 

concluye preliminarment.e, que la est.ruct.ura de un filtro que 

responde en forma deseada a las hipótesis del capitulo 3 y ademAs 

de manera concept.ual es 

{ 

e .. -•= 
HC<o>) m O 

O S c.> :S Wc 

C4. 6) 
ot.ro caso 

el cual depende como se observa de tres parAmat.ros. 

(¡)e = es una frecuencia de corle que permite recuperar la 

información anual, asociada a una banda de frecuencia. 

C = es un parAmet.ro de at.enuaci6n que rapresent.a la relación entre 

la media del gasto en estiaje y la media del gasto total. 
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T ~ es un parAmelro de t.raslación que permile que la respuesta sea 

lenta a la excitación de la lluvia. 

El filtro expresado por 4.5, obedece a la representación compleja 

de HC..:> la cual es 

HCw) a IHC..:> 1 

• 

-10> 
e (4. 6) 

la cual hace equivalente al parAmetro C con al módulo del filtro 

en la frecuencia w, es~o es 

e m IHCw) 1 C4. 7) 

T. es un par•met.ro que se i nt.roduce para dar el efact.o de 

t.raslación. 

Ot.ra posibilidad, es que que el valor de C est.é relacionado con un 

cierlo peso de acuerdo con cada valor de ~. lo cual signiCica que 

C sea función de "' CCCw)). Esto incrementarla el nOmero de 

parAmetros de los cuales depende el filtro. Este tipo de filtro se 

analiza en el capit.ulo post.erior. 

En la f'lgura 4.16. se muest.ra el resul t.ado de combinar les t. res 

efectos en la función de filtrado HC0>), donde se observa, 

preliminarmente, una aplicación de la metodologia. 
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750 
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256 512 

Tiempo {dios) 
768 1024' 

Figura 4.16. Respuesta del filtro pasabajas C s 0.4, T = 46, O)c ~ 

n/366 C7 ordenadas), 

1 

Los valores de los paré.met.r-os en ést.e caso son: (.&)o ~ rr/369 C7 

ordenadas en la función de f'ilt.rado), C = O. 4, T a 45. Sin 

embargo, la búsqueda de una solución que se apegue en forma má.s 

cercana a las hip6t.esis de est.imación de gast.o base propuest.o, 

result..arla t.ediosa si el usuario debiera proponer valores de los 

pará.met.ros sin base alguna. Por lo que es deseable recurrir a 

técnicas apropiadas de búsqueda de solución. l..a estimación de los 

parAmet.ros se convierte en lo subsecuent.e, en un problema de 

optimización. 



,1. 
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5. ESTIMACION DE GASTO BASE 

Las t.écnicas de opt.i mización son una herramient.a de 

concept.ualizaci6n y análisis de diversos problemas, las cuales 

ayudan al ingeniero a obt.ener resul t.ados en una f"orma 

sistemAt.ica. Para t.al efect.o, han sido propuestas Numerosas 

metodol ogi as 

En la est.J.mación del gasto base por medio de la metodologia 

propuesta se requiere conocer los valores de los pará.met.ros del 

filt.ro HCw) que representen de manera má.s precisa el nlodelo y sus 

hipótesis. Para. lo cual se requiere llevar a cabo un proceso de 

optimización de parámetros para la función HC0>), La cual se 

expresa por 

-l .c.>1" 
e 

C6.1) 
ot.ro caso 

El filtro C6.1) considera un peso C idéntico para cada ordenada de 

la t.ransformada de Fourier en el int.ervalo O S w S (a)a. El gast.o 

base estimado so obtiene antit.ransformando C3.11) 

C6. 2) 

siendo al·' { •} el operador · 1 nve'rso ·dé._··1á:' i.J.·~r\srOrrRada de Fourier. 

Considerando la forma general del 'ruú<o C6.1) ;·'"se·. t.iene 
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CB.3) 

o 

para el caso discreto 

CB. 4.) 

donde N0> se obtiene de la ecuación C4.. 2) 

• (,,)o • o 

• ot.ro caso 

Valores preliminares de los par.lmetros del filtro CB.1) pueden ser 

obtenidos por: C igual a la media del gasto en el estiaje entre la 

media del gasto total, T igual a la mitad del tiempo basa y NO> 

igual al nómero de ordenadas relacionada con la fecuencia de corte 

.,. aproximadamente de un al!o para hidrogramas uni.....ia1-. 

B.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE OPTIMIZA.CION 

Para la estimación de par.lmetros, utilizando tknicas de 

optimización, me requiere definir una función objetivo a optimizar 

y especificar las restricciones a las cuales s• encuentran sujetas 

la función objetivo y sus variables. 



Los parAmet.ros del filt.ro C5.1), para cada estación hidromét.rica 

en part.icular que cumpla con la condición de ser perenne y 

efluent..e, pueden ser est.irnados en forma preliminar, como se se"al6 

ant.eriorment..e, y realizar un refinamient.o de los mismos por medio 

de la minimización del error medio cuadrAtico del gast.o basa 

observado y el gast.o basa est.imado CBlackie y Eolas, 1995), pero 

exclusivament.e en periodo de est.iaja. 

o considerando la forma e.s 

Min 
CC,T,Wc) ). {

q(t.) -
Y t. ••li.oJ• 

"'º 
1 J QCO>) C eLO>C l-TI a;¡-

o 

(5.5) 

a 

·d., } ce. 6) 

La opt.imizaci6n clAsica da C5. 6) conduce a un conjunt.o de tres 

ecuaciones si mul t.~neas no lineal es, que cont.ienen tárrninos 

combinados en el dominio del tiempo y en el dominio da la 

frecuencia. Esto sugiera emplear un mét.odo de b(Jsqueda 

CHendrickson, et. al, 1988) y realizar la opt.imizaci6n en al 

dominio del t.iempo, ya que se t..rat..a de comparar a qbct.) con qCt.) 

en el periodo de est.iaje. El estimado qbCt.) se obtiene de ce. 4.) 

madiant.e la transformada rApida de Fouriar CFF"D en tiempo 

discreto, la ecuación CB.6) puede ree~cribirs• como 
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Min 
ce. T, N..,, { 

1 N~i 
qCt.:> - - /.. °i, C 

V t. ;••Lt.a.J• N kao 
C6. 7:> 

En la ecuación C6. 7), N es el nú:mero de gast.o!il modio& diario& 

consideradost se recomienda usar t.res ª"ºs para calcular el gast.o 

base del a~o int.ermBdio. Los dat.os se centran y se rellenan de 

ceros en ambas fronteras, o bien, se recortan de ambos lados, ya 

que N debe ser una potencia exact.a de dos para poder aplicar el 

algori t.mo de la transformada rApida de Fourier CCooley y Tukey, 

1Q65), de donde N • 1024. La anterior mejora considerablemente el 

estimado en las fronteras del aNo hidrológico de int.erés. k = O, 

1, a, ... , N-1 es un cont.ador y ~ e QCków), siendo ~ • 

int.ervalo que separa a dos ordenadas consecut.i vas 

transformada discreta de Fourier. 

n 
N-i 

de 

el 

la 

La función objet.ivo C6.7) puede minimizarse sujeta a la condición 

, V t a Estiaje C6. 8) 

o bien, puede permi t..irse un cierto margen de t..olerancia de t..al 

forma que el error relaLivo sea menor que un cierto porcentaje a: 

, V t e Est.iaje C6. 9) 

Las resLricciones en las variables C, T y N~ son: 
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o < e < 1 

T 2: 0 

Ne.> > 1 

} C6.10) 

La versión discreta C6.4) para valores de ref'erencia Co. To y Nea.lo 

es 

l < znk ,..N > c\-To> 
e C6.1D 

Por ot.ra parte, la t.ransf'ormada d& Four:i'er es un operador lineal, 

est.o es, para una const.ant..e Co, se cumple•·.que 

3" ~Co qCt.)} = Co QCw:>; QC.w:> de 3. 12 C6.12) 

entonces, para N(i.)o f'ijo, la opt.imización sobre el parAmat.ro C, 

puede obtenerse directamente en el dominio del liempo, ya que de 

cs. 2). cs. 11) y cs. 12) 

= $' -· { ~ HoCw:> 
Co 

C6.13) 

siendo HoCO>) la versión discret.a del Cilt.ro C6.1), deCinido por 

C
oa .. l<Zrtk/N)T"o' O S le :S NC&.\o 

HoC<.ú = 
,otro caso 

CB.14) 

As1, mientras N(l)o permanezca t'ijo, no es necesario calcular otra 
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r 

ant.it.ransformada de Fourier para opt..imi:zar sobre. el parámetro c. 

ya que cualquier incremento óC estimado por el método de búsqueda, 

puede evaluarse direct..ament..e en el dominio del t.iempo 

= ( 1 + , NWo fijo C6.16) 

donde el superindice n denota el n-ésimo estimado del gast..o base 

para un valor NCüo particular. 

AnAlogament.e, para N(l.)o fijo, la propiedad de traslación en el 

tiempo que posee la transformada de Fourier 

C6.16) 

puede invocarse para optimizar sobre T. y evaluar el increment.o 6T 

estimado por el método da búsqueda, direct.arnent..e en el dominio del 

tiempo 

, NWo fijo CB.17) 

Combinando C6.16) y CS.16). se obtiene que mient.ras N<A>o permanezca 

fijo, no es necesario ant..i transformar con respect..o a Fourier 

cuando se t.ienen increment.os .SC y ó-r, siendo el problema de 

optimización restringido 

60 



Min 
e.se, c5T) { 

1 N~o-i [ qe t.) --¡:r ¿ 0., 1 + 
V L ~ ••\.\.a.je k•O 

equi val ent.e a 

, Nc.>o f'ijo 

Min 
e.se, c5T) 

• g: }:¡~-·e t.+c5T)} ' Nwo fijo 

e6.19) 

e6.19) 

Cuando se alcanza un Opt.imo local con la ecuación C6. 1Q), es 

necesario volver a la optimización completa e5.7) con los últimos 

valores de C y T obt.enidos con e6.19). Si Nwo no cambia, el ópt.imo 

global ha sido encontrado y la estimación de los par.:l.metros asi 

como del gast.o base est.A complet.a¡ de ot.ra manera, es necesario 

comenzar ot.ra optimización rost.ringida usando la ecuación C6.11) 

una sola vez y la ecuación C6.1Q) cuant.as veces sea necesario. 

Este enfoque es posible ya que el estimado preliminar de N0>0 • 7 

para hidrogramas unirnodales. El cual permanece inalterado en la 

gran rnayoria de los casos. 

La f'ormulación para un filt.ro que consid•r• pesos dist.int.os para 

cada ordenada, es an.:l.loga a la obtenida considerando C6.1), 

variando únicamente la rest.ricción sobre las variables del filtro. 

C en 6.7 se conviert.e en C =ce..:> y e6.7) queda sujet.a a 
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Neo > O 

T ?: 0 

O :S'CÓ :S 1. 

o·s.c. s 1 

O:SCN.,:S1 

ce.ªº' 

Como se observa, el n~mero de parámetros del filtor HCO>) aumenta. 

Est.a f'ormulac16n corresponde a filt.ros como los most.rados en la 

sección 4. 2. c. 

5. 2. TECNICA DE OPTIMIZACION A UTILIZAR 

La t..•cnica de opt.imización a ut.ilizar se defina con base en las 

caract.er!&t.icas de la función objat.ivo y sus r•st.ricciones . En el 

problema de estimación del gasto base aqu1 definido, se t.iene una 

función objetivo no lineal (cuadrática) con rest.ricciones 

lineales. Por lo t..ant..o. la técnica de b~squl!>da de los parAmet..ros 

ópt.imcis debe ser de caract.erist.ica no lineal. 

Un algorit.mo de bósqueda de ~oluci·ones que ha most.rado buenos 

resultados CHandrickson, et. al, 1Q99) en est.e t.ipo de funciones, 

as el Rosenbrock restringido CKuester y Miza, 1Q76). Donde s .. 

optimiza una función no lineal multivariada y sus restricciones 
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puedan ser adem.á.s no lineales. El m6t..odo s• expresa por 

f(xt, X2t .••• >en) C6. 22) 

sujet.a a: 

C6. 23) 

Las funciones XN+&,.,,, Xw son funciones de las variables 

i ndependi ent..es Xt, , .. , las cuales son denominadas como 

variables implicit.as. 

Los l1mi t..es superior e inferior HIC, G 
K 

pueden ser const..ant..es o 

runcionos de las variables independient.es. El algorit.mo ut.iliza 

una t..écnlca de bósqueda secuencial de la solución y requiere que 

el punto de inicio (valores iniciales de los parámet..ros), 

satisfaga las restricciones y no ast..é en la frontera. 

Para el caso de interés, la runción objetivo es 6.7 auxiliada por 

6.11 y 6.19 y las rest.ricciones son 15.10, las cuales se adecúan 

como: 

e 
mln < 

< 

< 

e < 

T ( 

ne.> < 

e 
'""" 

T 
mo.x 

Nw 
mo.x 

donde los limites son dat.os d.,. ent.rada. 
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5.3. EJEMPLOS DE APLICACION 

El programa elaborado para adecuar el algoritmo Rosenbrock 

restringido considerando un filtro como el definido por C6.1) es 

incluido en el apéndice B. La consideración de esta formulación se 

basa en los rasult.ados obtenidos en el capitulo 4. 

Se probó el plant.eamient.o de dar un mayor grado de iibert.ad al 

filtro HCoi:> buscando lograr un mayor beneficio en la minimización 

de la función objet.ivo. Sin embargo, la ganancia obt.enida en la 

función objet.ivo es marginal y el t.iempo de proceso aument.a 

considerablement.e, por lo que no se just.ifica su aplicación. 

Para ilust.rar la aplicabilidad da la met.odologia, considérese la 

est.ación hidromét.rica Mezcala el el Rio Balsas Cfigura 4. D, que 

cuent.a con regist.ros desde 1939. Sea el a~o de 1941 el de int.erés. 

Aplicando al algorit.mo Rosenbrock C1Q60), a las ecuaciones (6.7) y 

(6.9) con a a 0.1 y par~met.ros iniciales de Co = 0.39, TO = 36 y 

N(A)o a 7. Los resultados son mostrados en la figura 5.1. 

Como puede observarse, la est.imaci6n corresponda concept.ualment.e 

al fenómeno f!sico en r1os efluent.es, y t.iene la ventaja de que 

puede const.it.uir una est.andarización m..nos arbitraria que las 

técnicas act.ualment.a empleadas, mediante un alg~rit.mo de cómputo. 
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Figura. 15. 1. Gast.o bas• est.imado an la est.ación hidromét.rica 

Mezcala N~ D 6. T a34 y e •. 388. 

Un segundo ejemplo es most.rado en la figura C6.2), ést.e 

corresponde a la est.ación hidromét.rica Puent.e Colgant.e en el rio 

Grijalva del est.ado do Chiapas. El os~imado corresponde al rogi~ro 

del 28 de abril de 1Q54 al 7 de febrero da 1957. 

Los resul t.ados de las figuras 5.1 y 6. 2 son most.rados en el 

apéndice B. Est.as, permit.on observar la bondad del m*t.odo para 

apegar se a la hi pót.esi s pl ant.eadas en al capi t.ul o 3, •n éll as 

destaca el a.pego de la curva d• gast.o base estimado en la recesión 

del hidrograma. 
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Figura 6.2. Gast.o base est.imado en la est.ación hidron\iit.rica 

Puant.a Col gant.oi, del r1o Grijalva. N"' • 7, T•6QyC •. 300. 

Por ot..ra part.e. conviene d.st.ac.ar t.res a.spect.os import.ant.es del 

código de cómput.o para la est.imaci6n del gast.o basa. 

- El proceso de solución del modelo fue escrit.o en lenguaje de 

programación FORTRAN para lllicrocomput.ador en un compilador Fort.ran 

77 versión 3.31. 

- El programa requiere un archivo da cent.rol para al problema da 

opt.illll.zación y los dat.os hidromét.ricos en cuest.i6n. 



- La información del proceso de opt.imizaci6n y la numérica del 

gasto base estimado, es guardada en un archivo independi•nte, la 

cual puede ser utilizada en la manera deseada. 

En el apéndice B se incluye el li st.ado del programa, dat.os de 

corrida y resul t.ado de la opt.imizaci6n. 

67 



l '' 

BB 



6, CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Se ha desarrollado una nueva alternativa de estimación de gasta 

base que aporta, a diferencia de las demás, una respuesta 

conceptual del fenómeno, la cual requiere únicamente de 

información hidrométrica aplicada en este caso para gastos medios 

diarios. 

El gasto total es una función que contiene exactamente la misma 

información tanto en su representación natural en el dominio del 

tiempo, como en su transformada de Fourier, definida en el dominio 

de la frecuencia. Esto permite recuperar selectivamente la 

información en algún punto especifico de una cuenca para obtener 

una estimación del gasto base, conformándose a las caracteristicas 

esenciales del fenómeno: una curva suave, de respuesta lenta y con 

gastos menores o iguales a los observados en el estiaje. 

Se ha presentado la identificación básica de un filtro ideal que 

transforma el gasto total en gasto base, y se aplica un 

procedimiento de optimización para la estimación sistemática de 

sus par~metros. Los ejemplos de aplicac:i6n muestran la 

potencialidad del método para dos casos específicos. 

La aplicación de esta metodologia resultaria de. interés en 

problemas de simulación num~rica de acuiferos, dado que 

proporcionar1a· una condición de frontera de una manera estandar 

a diferencia de los métodos tradicionales. 
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Se recomienda la aplicación de est.a met.odologia para aquellos 

casos en que la hipótesis de corrientes perennes y efluentes se 

cumplan. 
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APENDICE A. ELEMENTOS MATEMATICOS RELACIONADOS CON LA METODOLOGIA 

En el presente apéindice se 

mat.emAt.icos relacionados con el 

pretende 

aná.lisis 

detalles no expresados en el desarrollo 

introducir aspect..os 

de Four i er y a.l gunos 

de la met.odol ogi a de 

est.imaci6n del gast.o base. puesto que resultaría tedioso o podría 

distraer la atención del lector. 

A.1. PERIODICIDAD DE FUNCIONES 

Los fenómenos de la naturaleza, en general. pueden ser 

representados hipot.ét.icament.e por expresiones mat..emát..icas, las 

cuales buscan aproximarse al comport.amient.o físico o 

del problema. Una represent.aci6n de un fenómeno a 

concept. ual 

t.ravás: de 

ecuaciones mat.emát..icas es, en lodo caso, 

naturaleza, y las soluciones obtenidas 

una aproximación a la 

de un modelo ,son 

est..rict.ament.e solución de dichas expresiones. La solución serA rnAs 

apropiada mientras mejor se apegue al comporlamienlo del fenómeno. 

Muchas soluciones de los modelos que pretenden aproxi.marse al 

comporlamient.o de los procesos nat.urales son de caraclerislicas 

periodicas o combinaciones de ellas. 

La obt.enci 6n del gas lo base medi ant.e 1 a melodol ogi a propuesta en 

esle t.rabajo est.a relacionada con una !'unción periodica, cuya 

oscilación t.iene que ver con la frecuencia de corle wc. Es por 

ello que interesa hacer referencia a la periodicidad de funciones, 



Sea fCt) una función definida para toda t>O y T>O, f es periodica 

con periodo T para todo valor de t si 

fCt+n = fCt) CA.1. D 

La constante minima que satisface la ecuación CA.1.1) se le llama 

periodo de la función. Mediante la repetición de la ecuación 

CA.1.1), se tiene 

re t.+nn -= f'C t.) , n ª o, ±1 , ±a, ... , CA.1. 2) 

Como funciones periodicas podemos cit.ar al seno, coseno, t.angent.e, 

et.e. 

A.2. ORTOGONALIDAD DE FUNCIONES ARBITRARIAS 

Se di ce que dos funci enes .pmc t) y .p.,e D son ortogonal es el el 

intervalo te [a,b] .__ 

«/>me t) • """t)) D r .pme t) .;ne t) dt e o CA. 2.1' 

En forma mAs general, se dice que dos funciones .pmet), .P.,Ct) son 

ort.ogonalas con respect.o a una !'unción de peso rCt.), en el 

intervalo [ a,b] .--



CA. 2. 2) 

Finalmente se dice que un conjunto de funcionas es ortogonal, si 

se cumple que las funciones que constituyen el dominio da ~k son 

ledas ellas ortogonales por paras. 

Lo anterior puede ser represant.ado por 

m,. n CA. 2. 3) 

m ,. n CA. 2. 4) 

Sin embargo, en lo anterior pueda habar persistido la duda y surge 

nuevamente la pregunta ¿ que es la ortogonalidad 7 

Por ejemplo, dos vect.oros son ortogonales si el producto interno 

Cproduct.o punto) de sus componentes escalares es igual a cero 

Cnulo). 

Considérese 

A = Al.t& + Aztz + AJILa 

B m Bat.' + Bala + Bat.• 

si, A·B = Al.B• + AzBz + AJl81 =O 

} 
• entonces son ortogonales. 

CA. 2. 6) 



Los vect.ores A y B pueden ser imaginados en un espacio 

t.ridimansional C3-0) y relacionados en forma indirect.a con la 

perpendicularidad· Cel product.o punt.o de dos vect.ores 

perpendiculares es igual a cero). 

Considérese ahora el caso en el cual A y B t.ienen un nómero 

infinit.o de component.es 

A = Att.t + A2t.z + .•• + Ant.n + . . . •. ~ A\.t.i. ... 
B a Btt.t + Bat.a + ... + Bnt.n + , , • • ~ 9Lt.l 

·"· 
CA. a. 6) 

aqui es dificil imaginar a los vect.ores A y B, ya que el espacio 

de A y B es inf"init.o-dimensional Cno cont.able). Sin embargo, la 

ort.ogonalidad puede ser expresada en forma. aná.loga al caso de 

(3-0) 

A·B= lu.Bt ... AzBa: + . . . + AnBn + ... 111 ~ Ai.Bi. • O 
l • ' 

CA.2. 7) 

A y B definidas en un espacio no cont.abl•. 

Una reprasent.aci6n de un vect.or A en un espacio infinit.o no 

cont.able puede hacerse por 



} 
La representación de un vector de componentes infinitas nos 

permite. intuir en ••funciones como vector••. La idea es que una 

función fCt.) puede ser expresada por un número infinito de Ai. y t.L 

con dt ~-• O. Por ejemplo la función senCt) 

senCD 

Se tiene el caso de un espacio dimen~ional no contable. 

Haciendo una analogia con A·B = ~ Ai.BL = O para el caso de dos 
L • l 

funciones continuas f(t) y gCt.), la ortogonalidad se define por 

fCt)•gCt) = J:rCt) gCt) dt =O, fCt) ~ gCt) CA. 2. 0) 

la cual es la condición de ortogonalidad da funciones 
• 

En forma m.\s general, se dice que dos !'unciones son ort..ogonales 

respecto a rCt.) si 



J:rCt.) fCt.) gCt.) dt.' = O ;; re t.) ;. 9 c t.) CA. 2. 9) 

obsérvese que 

1: fCt.) fCt.) dt. ~O CA.2.10) 

puest..o que puede int..erpret.arse como el product.o inlerno de dos 

vect..ores idént..icos. 

La ort..ogonalidad de funciones puede expresarse en forma resumida 

para el int.ervalo a< t.< b, para dos funciones arbit..rarias tj>n(l), 

t/>mCt.) pert.enecient.es al conjunt.o ~k por 

J .P,.Ct.) ~nCt.) dt. = {
º· 
Sn, m = n 

CA. 2.11' 
m ~ n 

A.3. SERIES DE FOURIER 

Una función periodica Cde periodo 2D que converge en el int..ervalo 

ampliado C-l • D, puede desarrollarse en serles de Fourier, las 

cuales pueden ser de t.ipo seno, coseno o completas (seno:, +-· 

coseno). 



La serie coseno de Fourier se expresa por 

donde 

re t.) a ~ An cose n"'°t.~ 
nfo 

An m coeficiente de la serie coseno de Fourier 

Cdo • frecuencia angular fundamental 

n • n-ésimo término de la seria 

La serie seno de Fourier esta dada por 

donde 

., 
re t.) a l Bn sene n0>ot.) 

n•t 

Bn e coeficiente de la serie seno de Fourier. 

La serie completa esta representada por 

fC t.) a !{! An cose nWoD + ~ Bn sane nWot.) 
n'o n~i 

la cual es equivalente a 

fCt.) a Ao cose nWot.) + Bn sene n1¡>ot.)) , 

CA. 3.1) 

CA. 3. 2) 

CA.3. 3) 

CA. 3. 4) 

Las funcionas seno y coseno que con~orman ias series d• Fourier 

tienen las siguientes propiedades que pueden ser demostradas por 

medio de c~lculo element.al 



propiedad 1 

propiedad 2 

l J cosCm0>ot) dt e O , para m - O 

-l 

l J sene m0>ot) dt • O , V m 

-l 

otras propiedades basadas en la ortogonalidad son 

propiedad 3 

propiedad 4 

J l cose 11\0>ot) cose nwot) dt • { : 

-l 

J sane mo>ot) senC nwot) dt • l { º, 
-l 

.mJllllln 

, m • n 

CA. 3. 6) 

CA.3.e) 

CA. 3. 7) 

CA. 3. 9) 



propiedad 6 

l 
'-·' J sene m"'°t.) cose n"'°t.) dt. " o , V n 

-l 

CA. 3. 9) 

Est.as relaciones prueban que las funciones 1, cosCwot.), cosC.2(1)ot.), 

. . . . cose nc..>ot.) , . . . . senCwot.), sene 2wot.) • .... sene nc.ix>t.) , . ... 
forman un conjunto completo de funciones ortogonales en el 

intervalo C-l,.D. 

Los coef"icient.es de la serie de Fourier en el lnt..ervalo C-l,O 

pueden ser evaluados hacl ando uso de las relaciones de 

ort.ogonalidad CHieldebrand, 1976). 

Considera la &cuaci6n CA. 3. 4) mult.iplicada en ambos lados por 

cosCmC1»t.) e integrando entra C-l,l) 

l J fC\.) 

-l 

l 

cose mo>ot.) dt. s Ao J cose mwot.) dt. 

-l 

+ 

+ J l [ ~ An cosCno>o\.)] cosCm0>ot.) dt. + 
-l n•l 

+ J l [ I Bn sane n0>ot.)] cose m0>o_t.) dt. 
-l n"" t. 

CA.3.10) 



la cual es equivalente a 

l l 

J fCt.) 

-l 

cose m0>0t.) dt. = Ao f cose m0>0t.) 

-l 

dt. + 

"' + ~ An 
n:t 

l J cose n(l)ot.) 

-l 

cose m0>0t.) dt. + 

CA. 3.11) 

El primer t.érmino del lado derecho se elimina por la propiedad 

CA.3.5), del segundo t.érmino del mismo lado sobrevivira únicament.e 

para n a m por la propiedad CA. 3. 7) y el \.ercer t.érmino se 

elimina por la propiedad CA.3.9), con lo cual se t.iene 

l I fCt.) 

-l 

donde 

l 

coscm .... t.) dt. e Am I coscm .... t.) cosCm....t.) dt. = Am l 

-l . 

l 

Am = -i- J fCt.) cosCm....,t.) dt. 

-l 

CA. 3.12) 

CA.3.13) 

como el indice es mudo, puede ser intercambiado m por n, con lo 

cual 



l 

An • + J fCt.) cosCn"'°t.) dt. , n • 1, 2, ••• , 

-l 

CA. 3.14) 

Haciendo un desarrollo anAlogo como el realizado ant.eriorment.e 

para obt.ener An, pero multiplicando por senCl'l\Wot.), se tiene 

l J fC t.) senC mt.>ot.) dt. = l Bm 

-l 

cambiando m por n y despejando 

l 

Bn = + J fCt.) senCn"'°t.) dt. , n • 1, a, ... , 
-l 

CA. 3.16) 

CA.3.16) 

Si se int.egra CA.3.4) en C-l,P y se aplican las propiedades 

CA.3.6) y CA.3.6) del lado derecho de la expresión result.a 

entonces, 

l J f(t.) 
-l 

l 

dt. = Ao J dt. 

-l 

l 

= Ao 

Ao = ~l J fCt.) dt. 

-l 

• Zl Ao CA.3.17) 

CA. 3.19) 



Las expresiones CA.3.14), CA.3.16) y CA.3.19) son vAlidas para las 

ecuaciones CA. 3. D, CA. 3. 2) y CA. 3. 3) teniendo periodo de 2l. 

La representación en el campo complejo de la ecuación CA. 3. 4) 

puede sor lograda considerando 

cose nOloD = 1 [ 9
\.nc..>ol -\.nc..>ol] a- • e 

senCnwat.) = 1 
2L [ e LnWot. - e -lnWoL] 

sustituyendo CA.3.19) y CA.3.20) en CA.3.4) se tiene 

fC t) = Ao + ~ [An + (e lnOloL + e -lnOloL) + 
n•• 

+ B 1 e i.n(a)ol .. i,n(A)ol>] nare -e 

considerando +- = -i., se ~iene 

f'Ct.) = Ao + ~ [ ~ CAn-LBn) ei.n(&)ol + ~ CAn+i.Bn) e-i.nt.)ot.] 
n•• 

haciendo 

Co = Ao 

Cn = 1 CAn-lBn) a-
C-n 1 = -z ( An+LBn) 

CA.3.19) 

CA. 3. 20) 

CA.3.2D. 

CA.3.22) 

CA.3.23) 



se obt.iene 

e t. ' C ~ [ C in<o>oL +C-n e-inWoL] f J m o + n /t, n e 

lo cual es igual a 

fC t.) m Co + ~ Cn a in<.JoL 

n=i 

lo cual tinalment.e se expresa por 

(1) 

tCt.) • ¿ Cn •\.n(A)ol 

n• "' 

-(1) 

+ ~ C-n 9 -ln<ilOL 

""-' 

CA.3. 84) 

CA. 3. 86) 

CA.3.a6) 

La ecuación CA. 3. a6) se denomina .. forma compleja de la serie de 

Fourieru. 

Los coeficient.es se evalOan por 

l 

Co • Ao • ~l J fCt.) dt. 
- -l 

CA. 3. 87) 

para el n-ésimo término se obt.iene el coeticiant.e 

Cn = ~ CAn-iBn) • {- { + 
l 

-L + J fC t.) senC n"'°t.) dt. 

-l 

CA. 3. 88) 



lo cual pueda expresarse como 

l 

Cn a ~ l J fC \.) e ·lne.>ol dt. 

-l 

Para el C-n)-ésimo t.érmino se t.iene 

l 

C-n a + CAn+lBn) m -i-i J fC\.) •'""'°' dt. 
-l 

CA.3.29) 

CA. 3. 30) 

si fC\.) as real, ent.onces • Cn • C-n 1 donde • indica el conjugado 

complejo. 

Observando las ecuaciones CA.3.27), CA.3.29) y CA.3.30) se t.ian•, 

si fC\.) ..., real, que los coaficient.es da CA. 3. 26) pueden ser 

evaluados por CA.3.29) ~nicament.a 

l 

Cn = ~ J fC \.) a"'""'°' dt. 

-l 

dado qua cumple con CA.3.27) paran =O y con CA.3.30) cambiando n 

por -n. 

El concept.o de ort.ogonalidad da funcionas se ve modificado para el 

caso da ln variable compleja. El conjunt.o da funciones complejas 

fC\.) as ort.ogonal en al int.ervalo a < t. < b, si 



para n .,, m 

para n = m 

• fmCL) es el conjugado complejo de fmCL). 

A.4. LA TRANSFORMADA DE FOURIER 

... CA. 3. 31) · 

Las series de Fourier constituyen un elemento muy poderoso en el 

trata~ienlo de problemas que involucran funciones periodicas. Sin 

embargo, muchos problemas de la prAclica son de caracterlsticas no 

periodicas. es por ello que interesa considerar dentro del 

an~lisis de Fourier un máLodo que incluya funciones no periodicas. 

Previamente se define la medida de w en radianes, la variación de 

Ca> serA en un periodo de 2n Cciclo completo) y la frecuencia 

angular fundamental eslarA dada por 

2rt 
ar CA. 4.1) 

con la expresión anterior. hacemos equivalente el periodo 2l de 

fCt) con un periodo de 2n en la representación de Fourier de 

donde . ' 

2l .. 2rt 
Wo 

CA. 4. 2) 



Considérese la función fCt.) con peri~do 2l 

OD 

fC\.) a l Cn 
ne -co 

ln(&)ot. 
e 

cuyo coeticient.e se evalóa por 

l 

Cn = ~l J fCt.) e-LnwoL dt. 

-l 

; ::., -

- :.1" '¡ ;, "' CA. 4.·35 · 

•-· 
CA. 4. 4) 

la función fCt..:> se conviert.e en una ·función no_ periodica cuando 

2l---> OD. 

Sust.it.uyendo Cn en fCt.) 

CA.4.S)' 

se int.roduce T para evitar confusión con t.. De CA.4.2) se t.iene 

1 ""' que -az- = -a;r- de donde CA.4.5) se modifica a 

(X) 

fCt.) = l 
n=-oo 

CA. 4; 6) 

de CA. 4.1) se observa que si 2l--4 co entonces, wo=O. 

Para evitar el problema de que (t)o se anule, se considera lo 

siguient.e. 



Sea "'° • b.o>, la función fCt.) debe ser finit.a cuando 2l--+ co. Lo 

anterior es equivalente a decir quo para cualquier armónica n(.i)o m 

niloo>--+ ~ C~, valor finit.o). Est.o significa que 

cuando, n --+ "' 

ent.oncas. 

con lo cual la expresión CA.4.6) se convierte en 

Q) 

fCt.:> = 2 
n•-co 

CA. 4. 7) 

En el caso llmile, 2l--+ 0>, ~ de.> y n~ (&), La sumat..oria en 

CA.4.7J se convierte en una integral sobre(&), es decir, la función 

no periodica se transforma en 

CA. 4. 9:> 

definiendo 

co 

FC w • J re t.:> e -lw< dt. CA. 4. Q) 

-co 

la ecuación anterior es conocida como la transformada de Fourier 

de fCt.:>. Sust.it.uyendo CA.4.9) en CA.4.9) se t.iene 



"' 
fCI.) • ~" J .FCc.>) elo:A. d"' CA. 3.10) 

-a> 

Las expresiones CA. 4. Q) y CA. 4.10) son la represent.ación de 

Fourier de la función fCt.> no periodica. Observ.se que CA.4.10> es 

an•loga a CA.3.21) y CA.4.9) es an6loga a CA.3.29). 

Las consideraciones incluidas en CA. 4. 7> no esl.an basadas en una 

base mat.emAt.ica rigurosa, pero result.a de mucha ut.Uidad para el 

campo de la ingenieria. 

La expresión CA. 4.10) const.it.uye la t.ransformada de Fourier d• 

fCI.) y se simboliza comunment.e por 

"' 
FCw m !Jf [ fCt.)] • J fCt.> a-lo:A. dt. CA. 4.11> 

-ao 

La operación inversa Cant.11.ransformada de Fourier) se expr .. a por 

"' 
fCt.> a !J'-•[ FCc.>)] • 1 J FCw alo:A. de.> 2ñ 

-ao 

CA. 4.12' 

la cual nos permJt.e obt.aner fCt.> cuando se t.iene FCw. Las 

ecuacion.. CA. 4.11> y CA. 4.12) se conocen co1DO par d• 

t.ransformadas de Fourier. 



La condición para que FCw exist.a est.a dada por 

co I lfCt.) 1 dt. < "' 
-co 

la cual garantiza la convergencia de la función FCw) •. 

A.6. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 

'.i 

CA. 4. 13) 

El t.ralamient.o sislemAt.ico de se~ales digit.ales es una herramient.a 

comón en el campo de la ingeniarla, dado que un computador permite 

un r~pido procesamiento de se~ales discretas. por lo cual resulta 

imporlanle obtener expresiones de la transformada de Fourier para 

el caso discreto. 

La expansión en una serie de Taylor de una función anal1lica 'yCl) 

alrededor de un punto a esta dada por 

Ct.-a) 2 

yCt.) = yCa) + y'Ca) Ct.-a) + y' 'Ca) -z-1- + ... + 

C'" -a) en- i > 
+ y<n-.t>c a:> "" + Rn 

Cn-1) ! CA. 5.1) 

' . . 
el término Rn se evalúa según Lagrange por 

CA. 5. 2) 



Considerando la función que representa la transformada de Fourier 

con 

"' 
FCw " 3" [ fCt)] ~ J fCt) e-lWl dt 

9c t) " re t) -tWl e 

-m 

CA.6.3) 

CA. 6. 4.) 

una expansión de gCt) en serie de Taylor alr&dedor de ~ ser• 

considerando una aproximación de orden cero 

gCt) = gC~) + Qc1) , Qci) = error de truncado 

con lo cual gCt.:> se puede aproximar como 

-l~ gCl) a gC~) = fC~) e 

si la función gCt) es periodica en un rango T, cumple con 

gCt+n = gCt) y 

gCt) = gCt+nn n = O, 1, 2, ... , 

en est.e caso 

CA.6.6) 

CA. 6. 6) 

CA.6.7) 

CA. 6.8) 

CA. 6. 9) 

CA. 6.10) 



-~; 

susliluyendo CA.5.10) en FCw) .. ·•..:; ;;: ; .... 

(1) 

FCw • J 1'CJ: +n'D e -lW<~ + nT > dl ', CA. B.11) 

-co 

descomponiendo la exponencial 

CA. B.12) 

de la propiedad de desplazamienlo de la lransformada de Fourier 

aplicada sobre lo que esta entre par~nlesis rectangular•s 

CA. 6.13) 

eliminando lérminos 

(1) 

FCw • J rcnn e-lWnT dl e~. 6.14.) 

-co 

En forma discrela FCw pueda ser reprasenlada cambiando la 

inlegral de CA.6.14.) por una sum&loria 

(1) 

FCw = ~ fn 
n• "' 

-\f.l)nT e t fn • rcnn CA. B.16) 



Si las pruebas se realizan para N casos Cn .-o, 1, 2, ... ' N-D, 

ent.onces 

FC..:> a fn .-1.<A>nT CA. 5.16) 

para la k-ésima ordenada de w Cwk), wk es proporcional a fA>O de·la 

forma 

CA. 5.17) 

donde 

M • número de ordenadas de FCw) 

k a O, 1, 2, ..• , M-1 

Cuando el nOmero de ordenadas de FCw) es igual al nó:maro da 

lérminos de fn CM•N), s• tiene 

haciendo (.i)o • AAl 

Por ot.ra part.•. 

... 
k 

o> a 
k 

cual CA.5.1Q) se vuelve 

arr .... 

le • O, 1, 2, ..• , N-1 CA. 5.18) 

ª" a -¡;¡;;--• 

CA.5.19) 

ª" ent.onces &l a -T-; con lo 



"' a k 
1carr 

NT CA. 6. 20) 

sust.it.uyendo en CA.6.1") se obt.iena para la lc-6sima ordenada de 

FC(o)) 

Flc = FCw) • N~A !'n e-1.nc kz,..•T/NT 

k ""º 
CA. 6.21) 

N- l 
Fk • ~ fn 8 -LnJc:Zrr/N 

n"o 
Je .. O, 1, 2, ... , N-1 CA. e. 22) 

lo cual as la t.ransformada discrat.a da Fouri•r d• fn. 

La t.ransformada inversa para el caso discret.o s• obt.i•n• da la 

siguienL• manera. 

Mult.iplicando ambos lados de CA. !5. aID por •Lnka,.,...N 

Flc 9 \.nkZrr/N ia rN~i fn 8 -i.nkZn/N] .lnlch/N 

Ln=O 
CA.6.23) 

lo cual se puede escribir como 

CA. 6. 24) 



introduciendo el e><ponente en la sumatoria 

CA. 6, 26) 

eliminando términos 

Fk e i.nkzn /N 1 
- -¡;¡-

N-• 
l neo 

fn CA.6.ae:> 

aplicando sumatoria de k e o. 1, 2, ...• N-1 en ambos lados 

lo cual es equivalente a 

Fk 

N-l N N-t 
fn a ~ -¡;¡- fn • ~ ~ fn 

kfrn k~ 

i.nkZrr/N 
e • N f'n 

con lo que finalmente se obtiene rn por 

i N-t 

f'n a -¡;¡- l Fk 
kuo 

9
i.nlczrr/N 

CA. 6.27' 

CA. 6.28) 

CA. 6,29) 

Las ecuaciones CA. 6. 22:> y CA. 6. 29) consti luyen la transformada y 

antitransforrnada Ctransrormada inversa) de Fouri er del caso 

discreto con una aproximación, en rn, de orden cero. 



A. 6. LA INTEGRAL ÓE CONVOLUCI ON 

Una represent.ación de diversos fenómenos de la naturaleza. por 

ejemplo la que sust.ent.a la t.eorla del hidrograma unitario, viene 

dada por la integral de convolución, la cual se representa en el 

dominio del tiempo como 

CX) 

fCt) a J hCT) gCt-T) dT CA. 6. D 

-ex> 

donde se expresa que f(t) puede ser obtenida mediante la 

convolución en t de las funciones hCT) y gCt-T). 

A.7. TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA CONVOLUCION 

Para la obtención de la ecuación C3.11) se obvió el procedimiento 

a seguir al lomar en ambos lados la transformada de Fourier de la 

ecuación C3.3). Sin embargo, result..a importante danot.ar est.e 

proceso. 

La transformada da Fourier de ·rct..:i se defina por la ecuación 

CA.4.11), pero ésta viene definida por CA.6.1). Tomando la 

transformada de Fourier en ambos lados de la ecuación CA.6.1) se 

tiene 



QO 

FC (o)) = J fct.) 

-ao 

-lc.>l 
e 

cambiando el orden de integraci6n 

FC(o)) 

QO 

= J fCt) 

-ao 

-lc.>l e 

<D 

dt • J hCT) 

-ao 

CA.7.D 

CA.7.a) 

La trans~ormada da Fourier cumple la propiedad de desplazamiento 

QO J gC t-T) e -lc.>l d t = GC (o)) 

-m 

donde GCw) es la transrormada de Fourier de gCt). 

Sustituyendo CA.7.3) en CA.7.a) se obtiene 

QO 

FC(o)) • J hCT) GC(o)) e-•= dT 

-ao 

CA. 7. 3) 

·CA.7;4) 

CA. 7. 6) 



aplicando la ecuación CA. 4.1D se tiene -

FC O>) = HC O>) GC w) CA. 7.6) 

La expresión CA.7.6:> permit.e observar que la t.ransf'ormada de 

Fourier de la convolución de hCT) y gCt-T) es el producto de HCO>) 

y G(O>). Lo anterior resulta ventajoso ya que el trat.amient.o del 

problema en el dominio de la frecuencia esta represent.ado por una 

expresión mAs sencilla que en el dominio del tiempo para la 

ident.iricación de la runci6n de rilt.rado HCO>). 

A. B. TRANSFORMADA DE FOURIER DE DOS CASOS DE IN'fERES 

a)TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA ORDENADA DE VALOR e EN EL 

ORIGEN 

., 
Sea 9" [ c5C t.)] = J c5C t.) e -tt.>l dt. CA. B.1) 

_., 

donde c5C t.) = {e • 
o, 

t.=O 

ot.ro caso 

. : ~ ' - : 

La ecuación CA. 8.1) no _-es la ci-;;fl.'nici6n int.egral acost.umbrada de 

los cursos de c~lculo __ el~~erat..al, sino una int.erpret.aci6n dist.int.a. 
,, ~ ., ·,.,,, 1 n- ---~~· r , · 

donde se int.egra c5Ct.), para t.odos aquellos valores de t en los 

cuales c5Ct) = ~ CO)¡ est.o es c5Ct.) no es nula CHsu, 1987) . 

. /, 



Bajo la inlerprelación anlerior resulla 

CA. B. 2) 

Lo anlerior se ilustra por medio de la siguiente figura 

6Ct) 6Cw 

o t o 

donde se observa que la transformada de Fourier da una ordenada en 

el origen no tiene parle imaginaria. 

b) TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA ORDENADA FUERA DEL ORIGEN 

El problema es iluslrado en la siguienle figura 

-- { c
0

n .SCD 
• ot..ro caso 

o t. n t. 

bajo la misma consideración del inciso a) 

.SC oil = 9" [ .SC t.) ] = Cn e -iwt I = Cn e -iwtn 
t=Ln 

CA. B. 3) 

descomponiendo en parle real e imaginaria 

',.,' 

6C (&)) = Cn cosC (i)t., ) - Cn LsenC Ct:lt. ) CA. B. 4) 
n n 



se observa que la transformada de Fourier de una ordenada en el 

origen es una función oscilante respect.o al eje (A), tant.o para la 

parte real c::omo para la imaginaria. 

Cualquier c::ombinación mayor de dos ordenadas. conducirá. a una 

transformada cuya función serA oscilant.e en t.•rminos de senos y 

cosenos: .. 

A.9. FILTROS IDEALES 

Dentro de un sistema lineal, la función ponder•dora (función de 

paso, filtro) est.a directament.e relacionada con un efecto de 

filtrado, ya sea en el dominio del tiempo con hCt) o en el dominio 

de la frecuencia con HCw), 

La función c::omplaja HCw) se puede representar an forma polar corno 

HC w • 1 HC "'' 1 
i.9Cw) 

e CA. 9.1) 

donde IHCw) 1 represent.a el módulo de HCW y se conoce como la 

ampli lud de respuesta. El Angulo ecw es el argun1ent..o de "' 

(e((A))aargCw)) y as conocido como la fase de respuesta. 

La operación de filtrado puede provocar que la transmisión de la 

función de entrada a la función de salida sea distorsionada. Para 

que un sistema de t.ransmisión no provoque dist.orsi6n, se requiere 



que la forma de la onda de salida sea una réplica exacta de la 

forma de la onda de entrada, aunque la amplitud de la respuesta 

puede ser diferente. 

Para un sistema sin dist.orsi6n debe cumplirse 

IHCt.>)I e k• constante Cindependiente de w) 

$Cea) = w kz , función lineal de w 

donde k1 y kz son constant.es arbitrarias. 

El valor .. de IHCt.>) f permi t.e recuperar la información de la onda de 

ent.rada y tiene un efecto atenuador si jHCw)j < 1. 

teCw:> El t.érmino e esla relacionado con un efact.o de t..raslación de 

la onda dependiendo si 

eLOCw)' 9C~) a O 

eleC0>) eC0>) = .., kz > O 

.•ec..,,, eCW) = .., kz < o 

onda sin traslación 

onda con traslación negativa 

ond·a con t.raslaci6n posi~iva 

De las observaciones anteriores de JHC(c)) 1 y ele<~) se tiene que, 

si IHCt.>) 1 • 1 y •'"'"" .. 1 cecw'"'º'. entonces, HCw =1 y la forma 

de la onda de salida es idéntica a la de entrada. 

Un filtro que distorsiona la t"orma de la onda de entrada es 

conocido como "ideal"· La dist.orsión en la rorrna de la onda se 



puede provocar por la introducción de al menos una frecuencia de 

corte. Los filtros ideales más conocidos son los siguientes. 

a) FILTRO PASABAJAS 

IHI .. ) I ·~---.... 

. 1 
o "'ª 

Este filt.ro recupera tl:nicament.e la información contenida en el 

rango O < "' < "'° y deja de lado la información para .., > c.>a. 

b) FILTRO PASAALTAS 

jnc .. > 1 • I 
~º~~~~~~~"'°--~~~..,.,.., 

Este filtro, .a diferencia del ant.erior • solo transfiere 

frecuencias mayores o iguales que <a>o. Es di9Cir 1 c.> ) c.>o. 

c) FILTRO PASABANDAS 

jnc .. > 1 ·.._I _ _____. __ ..___ 

O (&)f. (A)Z c.> 

Este filtro solo permite recuperar la información contenida en la 

banda def i ni da por .,. S c.> :S .... 



El filt.ro ut.ilizado en la ast.imación del gast.o base, por medio de 

la met.odologia propuast.a en est.e lrabajo, es de caract.erislicas 

pasabajast ya que se encuent.ra definido en el intervalo O :S "' :S 

""'. 

A. 1 O. LA TRANSFORMADA RAPI DA DE FOURIER C FFT> 

La t.ransformada rápida de Fourier CFast. Fourier Transform, FFT.l no 

es la definición de una nueva función, es ~nicament.e un algorit.,,.., 

que permit..e obt.ener la t..ransformada de Fourier conocida de una 

manera más rApida. El algorit..mo correspondiente puede ser 

utilizado para propósit.os generales CBendat. y Piersol, 1Q71). 

La forma discret.a de la t.ransformada de Fourier para la k-ésima 

ordenada est..a dada por 

N•< 
Fk a ~ fn 

n•O 

-i.nkZrr/N 
e k = O, 1 , 2, ... , N-1 

para simplificar la not.ación ant.arior se define 

WC u:> = e -lzrru/N 

CA.10.1)' 

CA.10. 2) 



obséirvase que 

WCN) • 1 , -lzn 
dado que e = 1 } CA.10. 3) 

WCu+v) = e-lznu/N e-1.znv/N = WCu) WCv) 

haciendo Fk = FCk) y fn = fCn). FCk) se puede expresar como 

N-l 
FCk) = l f'Cn) WCkn) , k •O, 1, 2, ..• , N-1 

n•O 

CA.10. 4) 

El proc:edimi&n\.o d& la t.ransformada rApida de Fourier CFFD puede 

estar basado en la descomposición de N en un produc~o de factores 

Cdist.int.os de la unidad) de la forma 

p 

N = íl r. = r, r 
2 

r 
9 

••• rp 
l =' l. 

CA.10. 5) 

Un proc:edimient.o general de solución para la ecuación CA.10.4) es 

el siguient.e CBendat. y Piersol, 1Q71). 

Los indices k y n de la ecuación CA.10. 4) se pueden evaluar por 

p-l V 

k = l kv TI rl donde k = o, 1, 2, .... r -1 
V V+l vao l•O = 1 ro 

CA.10. 6a) 
p-l V 

n -= . ~ nv TI r 
m+s.-i.' 

donde n = o, 1, 2, .... r -1 
V p-v 

V•O l•O = 1 r 
p+l 



la ecuación CA.10. 6a) puede 

,¡: .- ' 
/t ' ! 

Je ' -Je + Je r +; Jc•r r·+ .... o • • • • 
n -n + nr + n r r + o • p z p p-t 

donde 

K -o, 1; 2, . • r,-1 o 

K .. • o, 1 • 2, . • r -1 z 

" 
. . . .... , ' ., ' -~ '\';'!'.; _(:./1 ! 

con lo,'.~_ual '¡. 

r -1 r -1 r -1 r -1 p p-• z • 

ser int.erpret.ada como 

·+ Je Cr r 
p-t t z r ) 

p-• 

+ n Cr r ... r2) } 

.:;. 

P""' P p-t 

,-_ -·- :,t.' ' 

A O, . 1, 2, . ... 
1 

¡:. ::.1 
p 

• o. 1. a. .. ·· , r -1 
- - •:,!~-p ... , -¡,-,~ ~'- ¡~. _ .. ;~·1_; ~.., ~~ '"': -1 

• . ,. ' :: ' .. _, ¡·~-' ('>,.', ;~r, .. º· 1 • 2, . 
._;__,._ 

• ! : 

' , __ l ,,--

• 

¿ ¿ ... ¿ ¿ tCn
0

,n,. •. • ,n ,n ) WCJcn) p-z p-s 
n =o "• •O n =o n =o o p-2 p-• 

donde 

CA.10.6b) 

:CA.10. 7) 

CA.10.8) 

+ n Cr r .. , r ) + 
p-V p p-t V1't 

+ n Cr r ... r
2
)] ). 

p-t . p p-:1 
CA. 10. Q) 

Je se avalúa de CA.10. 6b), 



una manera alternativa de escribir k es -•. ' -~ ; . :·· 

+Je r r ... r. ·) + cr,r
2
· •. _.~rv) 

v- t i 2 ,v-:-i - ;. ¡. 

Cle + le + r + • • • +le r r .. , r ) 
V V ' v+i p-i v+t V+2 p .. , 

CA.10.10) 

un lérmino imporlanle de CA.10.9) es 
... ,. 

K (n Cr r ... r )) 
p-v p p-t v+i 

CA. 10.11) 

si suslilui~os le da CA.10.10) se liana 

K (n C r r ... r ) ) a C le + le ,r, + 
p-v ,- p ~-~. ~+'-; n .. o 

, --~ q -. - ··'! 

+le rr ... r) 
v-t :&. z v-• 

¡ . ..,· 
> 

n Cr r •.• r ) + Cr,r
2 

•••.. ,r.v)C,r r .•• r ) n 
· · p-v p p-i - v+i v+,t v+2 P-:' . p-'." 

Cle CA. 10.18) 
;,·. ~y 

·-· ~ . 

N a:Crr ... r)Cr r ... r) 
t2 v tv+iv+2 p-t 

y al segundo lérmino del lado 

derecho se vuelve una potencia entera de N. de donde WC •) de 

cualquier potencia entera da N es igual a la unidad para v = 1, a, 

3, ••. , p),. Por lo que CA.10.9) se puede escribir como 

wc le(n c r r .•. r ))] a 
p-v p p-t v+t 

= W[ Cle
0 

+ lelrl + ... + kv- l r r ... r ) n r r ... r ] t 2 v-t p-v p p .. , v+1 

CA. 10.13) 



·- .. - .. --·-···>0.-,.~-.----·--· - .. ·-·- -- ...... -- ·;· 

para v • 1 de CA.10.13) 

WCK (n Cr r S.;r ))] ª WCk n r r ... r
2

] 
p-t pp-l' z op-lpp-1 

• w[ k n N 
o p-i ] 
r, 

-t.znk n /r 
• p-i l 

•e 

; r¡ 

CA.10.14) 

para v • 2, 3, ... , p la ecuación CA.10.13) se vuelve el product.o 

WC K n r r ... r ] = 
p-v p p-t v+t 

.. ,: 
WC le

0 
+ le r + •.. + k r r ... r ) n C r r ... r ) ] 

t t v-z i z v-z p-v p p-t v+t 

WC le r r ... r n r r ... r ] 
v-t t z v-t p-v p p-i v+t 

como se observa, en el segundo t.érmino solo falt.a. e1 
por lo cual éste puada ser escrilo como 

Je n N -lznk n /r 
wc--V--..,.•~p~--V __ , z:i e V-i p-V V 

r V 

CA. f0.16) 

raCt.or r . 
v' 

CA.10.16) 

si ademAs denot.amos por TC k , k , ••• , k ) al primer t.ér mi no del o t v-z 

product.o CA.10.16), la ecuación CA.10. 9) queda como 

P le n N 
WCkn) • íl TCk ,k .... ,k ' WC-v--_r_•_,_p-_•"--) 

o ' v-z V•i - . V 

CA.10.17) 



donde 

- ~·· T ., ''{1 , para v =' 1 , " . ' 

ª W[ Ck +k r + ... +k r r ... r ) 
o i :l v-z ' 2 v-z 

Cn r r ••. r )] , v = 2,:3, 
p-v p p-i v+s. 

TCk
0

,k,, ... ,k ) v-z 

•\: 

considerando CA.10.6a) en CA.10.9) se tiene 

FCk ,k , ... ,k ) a 
o i p-i 

k n N p-t o ,k ) wc~~--> 
p-Z r 

r -1 . p-:l . 
~TCk,k, ••• ,k) 

n fo. o i p-8 
:_1 '·- . ¡ _· ..... 

p 

k n N 
wc~P~--2_•_, 

r p-• 

tí'" 

CA.10.19) 

... ,p 

k n N 
,n ,n ) 

p-2 p-i 
wc-º~P~--'-> r, 

CA.10.1Q) 

La ecuación CA.10.1Q) indica que la transformada de Fourier puede 

ser calculada en p iteraciones. Considerando la suma mAs interior 

de CA.10.1Q) se tiene 

A Ck ,n ,n , . , . ,n ) = 'ºº' p-2 

r -1 • · ~ re n , n , ... , n • n ) L. o ' p-2 p-i n ~o 
p-i. 

CA.10. 20) 



r -1 
z 

A Ck ,k ,n ,n , ... ,n J • ~ ACk ,n·,n , ... ,n 
2
J TCk

0
) 

z o t o t p-a n .~0 .t - o o -__ t p-
p- z 

; : ''' 

CA.10. 21'. 

generalizando 

ACk ,Je , ••• ,Je n ,n , ...• n ) = 
v o t v-t, o t p-v-1. 

r -1 
y 

~ A Ck ,k , ••• ,Je ,n , 
v-tot v-20 

n o p-v 

CA.10. 22) 

para el ólt.imo paso se t.ien• 

r -1 
p 

FCJc
0

,Jc,, ••• ,Je. ) =A Ck ,Je , •.• ,Je ) = ~A Ck ,Je , , •• ,Je ,n ) 
p-t p.- o t p-t n ~o p-t o t p-z o 

o 

CA.10.23) 

Como se observa, en el procedim.ient.o descrito ant.eriorment.e para 

el cálculo. de la FFT, N puede est.ar dado por p factores r . 
p 

En 

general puede tenerse: ••• i/'d r , 
p 

por lo que el 

algoritmo más general será para r's distintas que conformen una N 

dada. También puede pensarse en N = bp¡ donde b es una base y p 

una potencia, ambos enteros. La restricción es que b ~ 1 Cb = 2 

3 , ... ) t est.e es el caso de r 
1 

= r 
2 

= ... = r ICI b, 
p 



A.11. PROCEDIMIENTO DE COOLEY Y TUKEY PARA EL CALCULO DE LA FFT 

El procedimient.o de Cooley y Tulcey C1965) corresponde al caso 

part.icular de N = 2P, siendo necesario incluir ceros a la 

secuencia de dat.os para satisfacer est.e requerimient.o. E:l rnét.odo 

requiere trabajar con un sistema binario, 

Las ecuaciones CA.10.6b) se t.ransCorman para est.e caso en 

k = k
0 

+ 2k + 2 2k • z + 

+ 

donde k y n son n~meros binarios. 

Como r = 2, CA.10.16) se vuelve 
V 

le n N 

+ 2p-tk p-• 
+ 2p-tn p-• 

-Lnk n 
v-t p-v WC----'---) = e r 

v-t poov 

V 

} CA.11.1) 

CA.11.2) 

donde WC•) de CA.11.2) t.oma valores ónicament.e en el rango C0,1l 

La ecuación CA.10.18) se expresa por 

. TCk ,k , ••• ,k ' 
·O-t v-2 { 

1 , para v = 1 . ; . 
1:11 ' V-2 · p-V·• WC Ck +21< + ..• +2 k )2 .. n · J 

o t p-v p-v 
para v = 2,S, ... ,p 

CA.11.3) 



La ecuación CA.10.B) para al caso de p = 2 es 

.... 
• • ¿ ¿ 

k ) m p-• 
• ¿ • ¿ fCn

0
,n,, ••• ,n ,n ) WCkn) 

p-Z p-A 
n =o n ao n =o n =o 

o ' p-2 p-i 

donde 

WCkn) 

;: 

p 
-tnk · n 

=ílTCk k k )a v-•p-v 
o' •" '" v-z v=t 

+ 

El primar paso se calcula de CA.10.20) y queda 
' 

CA.11.4) 

CA.11. 6) 

• 
¿rcn

0
,n,, .. , 

n =o 

..lnk n 

p-• 
,n ,n ) e 

p .. z p-i 
o p-t 

CA.11. 6) 

El v-~simo paso, para v = 2, 3, ... ,p-1, se obtiene de CA.10.22),, 

el cual se evalúa de 

• 
AvCk

0
,k,, •.• ,k n ,n , ... ,n ,:> = ~A ,ck ,k , ... 

v-1 1 o t p-v- n "º v- -O, 1- . 
p-v 

' • ,_ ' ,. 'i 

-i.nk n 
,v-1-p-v 
.·•¡ 

,kv .. z'.no' 

. . 

CA.11'. 7) 



Para el ól~imo paso de la ecuación CA.10.23) se obtiene 

t 

FCk .k , ... ,k :> aA Ck ,k , , .. ,k :> • ) A Ck ,k , , .. ,k ,n :> 
o i p .. a p o a p-a n "° p-& o t p-1 o 

o 

-Lnk n 
p-i o TCk , k , •.. , k ) e CA.11. 8) 

o ' p .. z 

• 

El procedimianlo ant.erior, para N = 2P, es conocido como el 

algori~mo de la ~ransformada rApida de Fourier de Cooley y Tukey. 

Como se observa, se pueden derivar algo_rit.mos para la obtención de 

la FFT para cualquier nómero b Cbase). 
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B. PROGRAMA DE COMPUTO Y EJEMPLOS DE APLICACION. 

B.1. PROGRAMA DE COMPUTO 

B.2. EJEMPLOS 



,_ ·.,' '• ····--; ···.·~, , ___ _ 

En esle apéndice Se presenta el listado del programa d~ astln~ci6n 

del gaslo base adecuado al algoritmo de oplimización de Rosenbrock 
. ' ' . ' -; .'. ! : ¡"; ~ ' ~:; ~-

par-a la estimación de parámetros del ri1t.ro pasa.bajas y los 

resultados del ejemplo. 

B, 1, PROGRAMA DE COMPUTO 

IL!BGI 
PIOGI!! QB!SIH 

e 
e VIBSJOH 3 Pli!!iTIOS 
e 11111 llUlllll ll ll ll ll llU ll lltll 11111111i1101111111 UllllUU 
e 1 1 
e 1 PROGR!K! 'QBISI'. CILCDLO DIL G!S!O BIS! 1H COllJll!IS 1 
e 1 PiilHHIS Y IFLD!i!IS A TBIYIS DI !ICBIC!S DI IJLTRIDO 1 
e 1 mum DN mm PIS!BIJIS. 1 
e 1 1 
e 1 JOS! LDIS !COSTI IODRIGDIZ 1 
e 1 HOY DI 1988, B!HOSILLO SOi 1 
e 1 1 
e Ulll lllUI 11111111111lllUlll111111111111111111111111111111111 
e 
e 

e 

e 

COKKOH l(llOD) 
COKKOH lODH!,lll 
COKHOH/CRll/IIKO,HBIS, IKDIT, IT!i 
DIHIHSlOH QR (llOO) ,!1(4100) ,CGi(3) ,CiR (3) ,IOPl(J) ,IOPG(3) 

1,IL(3) 
CHIBIC!lil 13 D!TiOSIH .SALROSIN, IHTl!D 
lNTKGIR OPNDH,CGl»,CHHW,!11,P 
lllL QKID 
COKPLll l,U 

Nil!i(l,105) 
Bl!D(l,85) D!!ROSIN 

C 1111u11111u111 APIRTDRI DI DHIDADIS 111111101111111 
e 

e 

OPIN(DNJT:4,llti:Dmom,sr!TDS: 'OLD') 
DPIN (2' lJLI: 'PIN' ,smos: 'OLD') 
OPIN(Dil!:J,mB:'SALiOSIN' ,ST!TDS: ·m·¡ 
OPIH(l,lJLI: 'COH' ,ST!TDS:'OLD' J 

C 1101111111 ILICCION DI DHID!D DI SILIDI 1111111111111 
e 

e 

NBITl(l,345) 
ll!D(l,346)KO 
mnrHo,31¡ 



e 11111111111 LICTORA DI DITOS DI OPTIKI!ACIOH 1111111u 
e 

K:2 
P:2 
!l!:O 
RllD(l,llllliil 
iBITl(HO,llllJHil 

10 RllD(l,2) (lL(l),l:l,P) 
WBITl(!0,2) (IL(l),!:1,Pl 
Hi:Hil 
TAO:IL(ll 
C:IL(21 

e 
RKID(l,88)Mil,m,m,KK2 
iBITl(HO,SB)MMl,m,m, m 
RKID(l,66)1LPBI 

" iilli(H0,66)1LPBI 
e 

RRAD(l,IJ)CGMi 
iil!i(HO, 13)CGMi 
BIAD(I, 151) (CGB(IJ, !:l ,PJ 
iBITl(M0,151)(CGB(l),l:l,Pl 
BiAD l 1, 13) CBHi 
NBI!l(H0,13JCBHN 
RKID(I, 151) (CBB(!J, !:I, P) 
NR l!i (MO, 151 l (CBR (!) , !: I, P) 

e 
e 011111111111 LICTDBA Di OITOS BIDBOKITBICOS 1111111111 
e 

NBITl(I, 106) 
BilD(l,85)iH!BAD 

e 
CILL LiCIOR(li!BAD,MDUOl ,HB,QR,Q!iD) 

e 
e 
e 1111111111 IHICII l!IBACIOH DI OPIIHl!ACIOH 0111111111 
e 

DO 18 HWCO!l:CGHN·l,CBMM 
l1(KNCOH!. IQ. Hi) THIM 

COTO 18 
ILSI Ir (INCOIT. IQ. CGHN· ll!BiM 
!NCOH:Hi 
ILSi 
!iCOft:HiCOHT 

IBDII 
e 

Nil!l(1,83)!NCOK 
e 
e 1111111111 OPII!l!ACIOH DI TAU Y C PIBI IN mm1 
e 



e 

e 

e 
e 

C!LL RSHBB!(IL,CGB,CBR,mo,HNCOH,!DIMI' IOPT ,HNOPT ,QB, 
IQKID,SILBOSIH,HHl,!Hl ,MHZ ,KK2 ,ALPRI, HD!TOT, HB,Hl,I!, HD) 

lllO:O 

l! (TlUQ. O)TBIH 
!OIHG: !O!H l 
Tlf:I 
IHDI! 

C!LL OPTIHDK(IOPT, !UIHI, XOPG,H, l!T, !UlHG,HNOPT ,HNOPTG) 

IL(l):TAU 
IL(2):C 
!U IHI:!OIHillOO 

18 COKTIHDI 
e 
e 
e 111111111111 BISULT!DO !IHIL Di OPTIKI!ICIOH 111111111 
e 

e 

HBI!i(H0,908) 
NR!Ti (HO, 931) !OIHG 
NBlli(H0,159)HiOPTG 
NBI!i (HO, 919) IOPG( l) • l, IOPG (2) 

C 11m1111 !KPB!SIOH OPCIOHIL DiL GASTO B!Si 1111111 
e 

DO JI JL:l,HB 
A(JL):!!(JL) 

31 COHTIHDI 

e 

CALL IILíRiQ(HB,HDA!OI, IOPG,H.HWOPTG) 
CALL H!Kl(Hl,HB) 
iBITi(3,l2331lHT(lOPGlll•ll 

1210 iBI!i(l,1239) 
Bi!D(I, 1236)0PHUK 
l! 1 OPHUK. KQ. l) TRIH 
DO 1231 JL:l, 1021 
iBlli(3,!232)BilLll(JLll 

1231 COH!lHDi 
e 

e 
e 

KLSil!IOPHDK. Mi. 2)!HIM 
NBITl{l,1) 'OPCIOH iBBOHIA' 
GOIO !210 
KHDII 

C 111111111111111 IORHIS Di lKPBiSIOH Y LiC!DRA 1111111111 
e 
105 !ORKll(/,TlO, 'IBCH. Di DATOS DiL ALGOBI!KO :? ',ll 



85 FOBKAT(l131 
315 FOIKl!(/,TlO,' HUKiRO DiL DISPOSITIVO Di SALIDA',//, 

TlO ,' 11 KOM!TOI ' , /, 
• TIO,' 21 IKPBiSORA',/, 
1 T!O,' 31 OISCO (ARCHIVO SILBOSIKI' ,//, 
1 T!O,' Di OPC!OH ',SI 

316 FOBKIT(l21 
3I FORMIT(TlO,'ABCH!VO DI EHTBIDA O!TROSiH' ,/1 
1111 FOBKIT(!I0,11 
2 FORKIT(2V!0.3) 
88 FOIKAT(ll51 
66 FOBHIT(F!0.21 
13 FOBKIT(llO,I) 
I51 POBKIT(2110.21 
83 FOBKIT(/TlO,. ITERICIOH CON HM: ',141 
106 FOBHAT(////,T!O,'IBCD. Di GASTO KiDlO DIARIO A LiiB .. cQt.!IT>',11 
1233 PORKAT(/,' TAU:',161 
1239 POBKll IT!O ,'DiSil GUARDAR IHPOBHAC!ON HUKiBICA ', /1, 

•Tl0,'11 SI',/, 
•Tl0,'21 HO',/, 
1!10, 'OPC!OH:'SI 

1236 FOBK!l(l21 
I232 FOBK!l(17. 21 
908 FORHIT(///TIO,' VILORES nm Di OPTIHI!ICIOH' ,/) 
937 FORKIT(/T!O,' OPT!KO Di LA !UHCIOH ODJ: ',F!0.2,/1 
159 FORKITl/,TIO,' HW: ',15,11 
9I9 PORKITl/,TIO,' TAU: ',F!0.3,' C: ',110.31 
e 
e 

e 
e 
e 

. e 
e 

e 

STOP 
iHD 

SUBROUT!Hi RSHDDllI,CGR,CHR,l!KO, HWCOH ,FUIH,IOP ,NWOPT, 
IQR, Q!iD, SILROSiN, HH l, K!l, HH2, KK2, ALPHA, HDAIOT, NB, HI, ll, 
IHO) 

COKHOH i!C(l!OO) 
COHKOK KOUHl,!Kl 
DIKiHSIOH X( 7), i(7), 1(1, 11, SA(7), D(7), G 17), 8111. AL(1), 

•PHI!), A11, 1), 8(1, 11,81(1), Dl(1), VV(7, 1 l ,iIHT(1), iH(1), 
llOP(1), llP(1) ,!A(4 l00) ,CGR (7) ,CHB(7) ,QB(4 l00) ,QB(4 IOO) 

CHABICTIRll3 S!LBOSIH 
!HTiGiB P,PB,B,C 
Bi!L LC 
COHPLiX VIC,!A 
HP:2 



e 
NBl!l(H0,13) 

13 FOBKIT (//, 10l,30HBOSIHBBOCK HILLCL!KB PBOCiDORi) . 

e 

HO:O 
K:-1 
P:2 
L:2 
LOOPY: 100 
PR: 1 
HD:O 
HOITA:O 
HS!!P:I 

00 61 l:l,P 
l!{l.iQ. IJ!BiH 
i{l):O. S•Xll) 
iLSi 
i(l):O. 511{!) 
KHD!I 

61 COHT!HO! 
e 
20 

l!(HD·ll 30,20,30 
DO 300 lA:l,MDITI 
BiAD(l,611 Ol(KAl 

67 !OB!IT(8!10.I) 
300 COHTlHOi 
e 
30 

10 

61 
60 

65 
e 

LAP:PB-1 
LOOP: O 
!SN:O 
lH!T:O 
KOOHT:O 
TiBK:O.O 
OiLY:l.Oi-1 
11:0. o 
HPIR:HDATA 
H:L 
DO 10 K:l,L 
IL(KJ: (CHU, DI, H, HPIR, l,CHRJ-CG(l,Dl,H,HPIB, K,CGB) )l. 0001 
00 60 l:l,P 
DO 60 J:l,P 
V(l,J):O.O 
l!{l-J) 60,61,60 
Vll,.J):l.0 
COHT!HOi 
DO 65 !K:l,P 
ilHT(!K):i(UJ 
COHT!HOi 

1000 DO 10 J:l,P 

-,(. 

' .,. ' 



ll{HSTIP.!Q.0) l{J):!lHT{J) 
SA{J):2.0 

70 D{J):O. O 
fBIST:Fl 

80 1: 1 
IF{IKIT.IQ.O)GOTO 120 

90 DO 110 K:l,P 
110 I{l): 1 {!) ! i { l) tV(I, l) .. •''• 

DO 50 1:1,L 
50 H{l):10 

1 
120 11:1 {I, D!,N, KP!B, HH l, KKI, NH2, MK2, !!, HP, 

1 l!LPH!, QR' HHCON' mo, Q!iD' HDATOT' HB' NI) 
e 

1 

DELY:O. 02111 
DO 199 J:l,L 

IC=Cl{l,Dl,H,HPIR,JI 
LC:CG{I, D!,H, HPAR,J ,CGR) 1 DC:CHII,DA,H,HPAR,J,CHRI 

1 IF{XC.Li.LC) COTO 501 
ll{!C.Gi.OC) COTO 501 ' ll{IC.LT.LC1AL(J)) COTO 501 

1 !F{IC.GT.OC-IL(J)) GOTO 501 
199 COHT!HOI ' 1 

CILL OPT IKOK{I, 11, IOP ,N, KO!!, IO!H, HHCOH,HNOPTI ! 
' 

501 NRI!i{H0,987)HWCOH, Xi 1), 1(2) ,F! 
NBIT!{t ,987)HHCOH,1111, 1{2), 11 

987 IORHAT {51, 110, 3116. 4) 
HBl!l{H0,988)HNCOH,!NT{lil)il),!(2) 

988 IORH!T 151,2rt5,113. 3) 
Fl:H•ll 
11!1SUQ.O) 10:11 
!SN: l 
ll{ABS {fBiST-111-DiLYI 122, 122, 125 

122 TiBH:I. O 
COTO 450 

125 COHT!HOI 
e 

J:l 
e 
130 XC:Cl{X,DA,H, HPAR,J) 

LC:CG{I ,OA,N ,HPAR,J ,CGR) 
OC:CR{X, DA,H, HP!R,J ,CHR) 
ll{IC.Li.LCI GOTO 420 
lf(IC.Gi.UC) GOTO 420 
lf{11.LT.f0) GOTO 420 
ll{IC.LT.LC+!L{J)) GOTD 140 
ll{IC.GT.OC-IL{J)) GOTO 140 
H{J):IO 
GOTO 210 

e 



140 COHTIHOK 
e 

8M:Al.(J) 
c 

IFllUI, LC, OR. OC. Li. XCI GOTO 150 
IFILC. LT. IC. !HD. XC. LT. LC•8N) GOTO 160 
!11UC-8N.LT.IC.!HD.IC.L!.OC) GOIO 110 ·. I · 

PHIJ):l.0 
GO!O 210 

e 
150 PHIJJ:O, O ' ' 

GO!O 190 
160 PN: (LC•8M-IC) /8M . ' .. " 

GO!O 180 
110 PM: (IC-OC•BM)/8M 
180 PRIJI: l. 0·3. OIPN1 l. O•PM1 PM-2, OIPM•PN•PN 
e 
190 Fl:R(Jl•IFl·HIJIJ•P8(J) 
c 
210 COHTIHOK 

l!(J.IQ.L) GO!O 220 
J:JI[ 
GOTO 130 

c - .. •'. 
''.: 

220 IN!!: l : ; . 

11(11. LT.101 GOTO 420 '•:-.. 
D(l):D(l)lllll _, ~ 

i(l):3,01ill) 
10:1! 
11151(!).Gi. l.51 Sl(l):l.O i ;~: 

e ·¡' 

230 no 240 JJ:l,P 
IFISl(JJ).Gl.0.51GO!O44D 

240 COHTINOI 
e 
e IOTICIOH DI IJIS (!liS RO!ITIOH) 
e 

DO 250 8:1,P 
DO 250 C: l,P 

250 VYIC,8):0,0 
DO 260 R:I,P 
lB:R 
00 260 C:l,P 
DO 265 K:KR,P 

265 VY IR' e 1 :O IKI IV (K, C) IVV IR' e) • 
260 8(R,C):YY(R,C) 

8KAG:O. O 
DO 280 C:l,P 
BK!G:BKAGl8( l ,C)18(l ,C) 

280 COHTIHOI 



BHIG:SQRTIBUG) 
Bl(l):BH!G 
DO 310 C:l,P 

310 111,C):B(l,C) /BHIG 
e 

DO 390 B:2 ,P 
e 

IB:B-1 
DO 390 C:l,P 
SUHYN:O. O 
D0320 !(:!,IR 
SD!AV:O. O 
DO 330 KJ:l,P 

330 SOH! V:SUKAV• VI (R, !J) 1¡ (KK, !J) 
320 SUHVK:SUH!VIV(ll,C)ISUHVK 
390 e (R, e): YV (R. C)-SUHYH 
' DO 340 R:2,P 

'eeH!G:O. o 
DO 350 K:l,P 

350 BBHAG:BBHAGI B (R, l) IR(R, K) 
BBH!G:SQR!(BBH!G) 
DO 310 C:l,P 

310 V(B,C):B(R,C) /BBH!G 
LOOP: LOOP+! .. 
LAP:L!P11 
11(L!P.iQ.PR) GO!O 150 
GOTO 1000 

e 
l20 Il(lffl!. !Q. O) GOTO 150 

DO 130 11:1,P 
130 

1
1( 11):1( !X)·i(l)IV(I, II) 
¡ (1):-0. 51! (1) 
ll(S!(l).LT.1.5) S!(l):O.O 
GOTO 230 

e 
llO CONTIHDi 

11(1.iQ.P) GOIO 80 
J: 111 
GOTO 90 

e 
150 GOTO 666 
CISO NRITl(H0,3) 
C3 rom ! ( //, 21, 5HSTAGI. 81, BRIDHCTION, 121, 121,BBPROGR!SS. 91, 
e 116HL!!KRAL PROGRISS) · 
e KRI!!(NO,I) LOOP,10,RKAG,BBH!G 
CI IORKI! (IR, 15, 3120. 8) \ e NRI!l(N0, 11) IODN! 
CJI IOBH!l(/,21,3JHNOHBIR 01 IDNCTION iYALUA!IOHS: ,18) 
e . KRI!l(N0,5) 
es IORH!!(f,21,25HY!LDIS 01 1 Al !BIS STAGE) 



e 
e 
C6 
e 

PB!HT COiiiKT VILOIS 01 l 
Mil!i(H0,6) (JK,l(J!),JK:l,Pl 
mm 11,21,312R11, 12,m : , lmu,1111 

666 LIP : O 

e 

11 (IH!T.iQ.0) GO TO 470 
11 nm. iQ.1. 0) GO TO 480 
11 (LOOP. Gi. LOOP!) GO TO 180 
GO 10 1000 

170 NBlTi (H0,7) 
7 mm (///,2l,8lB!Bi S!IR!IHG POIHT !OS! 10! Y!OLl!i !Bi COISTR! 

tli!S. !! IPPllRS !O em DOM! so.) 
180 COH!IROi 
190 GOTO 117 
Cl90 Wil!I (H0,8) 
ce roam (///,2l,29BF!llL O!RIC!!OH YIC!OB !l!Rll) 
C DO 500 J:l,P 
C500 Wi!Ti (H0,9) (J,l,Y(J,!), !:l,Pl 
C9 IOBMI! 1/,2l,3(2BY(,12,!B,,12,IB) : ,110.8,II)) 
C WR!!! iHO, 11) 
cu romr 111,21, 1smH1L sm s111s1 
C WRl!i (H0,12) (J,i(J), J:l,P) 
C12 IOBMI! (/,21,3(215(,12,IB) : ,lPlll.6,II)) 
e 
117 NR!Ti!H0,908) 
908 IORHA!(///TIO,' l!LOBIS OP!l!OS Di LI l!iBIC!OM' ,/) 

WRI!i(H0,937)1D!H 
937 FOBKl!(/!10,' OP!!KO D! LI IOHClOH OBJ: ',ll0.2,/) 

WB!TilH0,159)MNOPI 
WB!Ti(H0,919)10P!ll+l,lOPl2) 

159 FOBMl!l/,!10,' Hi: ',15,S) 
919 IDB!IT(/,110,' !ID: º,ll0.3,' C: º,ll0.3) 
e 

e 
e 
e 
e 
e 

e 

ii!OBH 
IHD 

FOMCT!OH l(l,Dl,H,IPIUHl, m, m,m,11,HP, 
l!LPBI, QR, HNCOH, mo' Q!ID, HDl!OT' 18, MI) 

COK!OH 1(1100) 
COK!OM IODM!, 111 
D!K!RSIOH l(l) ,OAIHPIB), Al(llOO) ,QR(llOO) 
BilL SO 
COKPLll !,Al 
IH!IG!i !O,VO 



[í(!KK. IQ. O)!H!N 
CALL CiR!DO(KD!!O!,HB,HI) 
cm IF!lil.MB.AAl 
iKO[f 
lltlH! IHKCOH). IQ. WO)GO!O ZO 
DO 34 JL:l,HB 
lfJL):IA(JL) 

Jl comm 
iO:HWCOI 
!O:[ffl(l(l)+I) 
CO:I(2) 
C!:J(I) 
mo:o 

ZO IllKI!O.Ki.O)TBIK 

e 

e 
e 
e 
e 

e 

e 
e 
e 

e 
e 

e 
e 
e 

cm IILTil!(K,l,KUDl!OT,CO,TO,iO,mo,cK,QKID) 
ILSI 

cm IILIBIQIKB,KDATOT,l,H,HiCOH) 
CALL 11!!1(!1,HB) 

IKD!I 
m:111t1 
CALL SUKl(MHI, !!! , KN2, KK2, SU, QB, HP, !LPBA) 
mo=mo11 

f:SO 

!OUH!:IOUK!+l 
i!TDBK 
IHD 

!UKCTrUK CK(l,D!,H,HPli,l) 

DIKIHSIOH l(H),Dl(KPAi) 

CI:l(I) 

mm 
iKD 

fDHC!IOH CG(I,DA,M,HP!B,l,CGi) 

DIK!HSIOK I!ll ,Dl(Nfli) ,CGi(N) 

CG:CGi(!) 
mm 
KHD 



e 
e 

e 
e 
e 
e 
e 

IOHC!ION CHIX,01,N,HPAR,I,CHHI 

Dl!lHSIOH llNl,Dl(IPAR),CHHIHI 

CB:CBB(I) 
Hl!OHH 
lHD 

SOBROO!IMI OP! l!O! {I, 1 l, IOP, K, IOXI, 10 IN, RNCOK, KNOP!) 

Dl!IKSIOK XIH),IOP(Kl 

ll(lOl!.IQ. O)!BlK 
IOIN:ll 
GO!O 45 
iLS!lllll.Li.IO!H)!HlN 
IOIK:ll 
DO 34 JL:l,K 
IOP(JL):l(JLI 
KHOP!:KNCOK 

34 COK!IKOl 
IHDIF 

45 10!!: l 
50 mm 
e 
e 
e 
e 
e 

IKD 

SOBBOO!lil SOH!(KKl ,m ,NN2,m ,SO,QH, KP,!LPH!) 

C llllllllllUllllllllllllllllllllllllllUllllllUUlllllUlllll 
C 1 SOBHO!IKI PIRA LA SUMA DI LOS IRRORIS AL CUADRADO 1 
C lllllllllllUtllllllllllllllllUllllUllllllllUUlllllnlUll 
e 

e 

e 

COHKOH 1(4100) 
OIKINSIOH QRIUOO) 
CO!PLII ! 
SIAL Qi,SO,GGG 

50:0. o 
lONGGG:O 
GGG!Ol:U 

DO 5 I:l,KP 
!111.!Q. l)TH!H 

HN:K!l 



ILSI 
ffH:ffH2 
KK:!Kl 

IHDIF 
DO 9 JL:NN ,KM 

SO:SO+ ( (Qi(JL)-R!!L(A(JL)) )/QR(JL) )112 
C SU:SD+ ((Qi(JL)-Bi!L(! (JL)) J )112 

GGG:QR(JLHl!L (!(JL)) 
IBOP:-ALPBl•QB ( JLI) 

ll(GGG. GT. liOP)GOTO 9 
!ONGGG:!ONGGG+ 1 
GGG!Dl:GGGIDI+GGG 

9 CON!!HDI 
5 COH!!NUI 

lf(IONGGG. IQ.O)!BiN 
GU!O 851 

iLSI 
GGG!U l: GGG!Dl/!ONGGG 
SU:SO 1SU11 ( 11 !BS IGGG!OI) /QR (JL)) 

iND!F 
851 Bi!DBN 

e 
e 
e 
e 
e 

iND 

SDBROU! !Ni LIC!DB (iN!R!D, HDA!O!, NB, QR, QHID) 

e •••••••• ''''''*''' '''''''''''''''''*'''''''''*'''ª'''''''''' ••• C 1 BD!!N! P!RI L! LIC!DB! Di D!!US DIL !RCB!VO DiL GISTO 1 
C 1 TOTAL, LOS CD!LiS SON IN!BODDC!DOS IN L! VARIABLi COMPLIJ! 1 
C 1 "A', !INUNDO IN SO PAR!! Bi!L !L IRCHJVO Di Dl!OS Li!DO 1 
C 1 J IH SO P!i!i IK!GlN!Bl! C!BOS. 1 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 

COKKOH l(llOO) 
COKKOH XODN!, !Kl 
COKHOH/CBiA/1!110,NB!S, INDA!' rm 
DIKINSION Q(IOJ,QRIUOO) 
COKPLiI A 
CB!H!C!!RI IJ iNIR!D 
rmm ANO' CON!!!' CON!!' UNO, CID!!O' DNO!DH' C!D!UH' DLTIKO 
BKAL lNC!D!,NDAIO,QR 
OP!N(UNJ!:5 ,f !Li:INTR!D,S!A!OS: 'OLD') 

e 
C L!CTOB! DI D!IOS D!L ABCH!iO 
e 

iR!!l(l,t)' SI LiiH LOS DllOS DIL !RCB!IO .. > ',IHTBAD 
Ri!D (5,115)ND!!,!NO 
l!iR=O 



IAHO:AMO 
JMDAT:KDAT 
COH:O 
KDITOT:O 
com1:10 
COH:COHll 
COITA:! 
JHlCll: 1 
OHO:O 

950 JT!i:l!IBll 
!KCIDI: !LOA! (KDI!) /10. 
CIDAID: IKT (IHCADI) 
DKOIUK:HUD(HDIT, 10) 
CIDIUH:O 
OL!JHO:U 
KDl!OT:HDATOTtHDI! 

e 
DO 211 J:l, (CIDllO•l) 

COHTl:COM!l•CIDIUK 
COKT!l :COH! 11! C IDIUK 
!! (! .IQ. IC!DllO+l)l THll 

OL! IKO: lO·DHOIOH 
COK!!l:COK!ll ·DL!l!O 

IHDI! 
BllD 15,216) IQll),l:l,lO·DL!l!U) 
l:O 
DO 333 J:COK!l,COK!ll 

(:(+[ 

l IJl :CHPLI IQlll, O. O l 
QR(J):Qlll 
QHID:QHID•QR IJ) 

333 COK!lHUI 
C!D!UK: 10 

211 COHT!HOI 
RllD 15,ll2,IMD:900)HDl!,IKO 
COH!l:COKT!l +l 
COHTll:COH!ll+lO 
GO!O 950 

900 CLOSl15) 
QHID:Q!ID/HDITOT 

e 
e uuu1111u !DB!IS DI l!PRISIOK ! LIC!Di& lllUllll 
e 
115 !ORKAT 1/////,231,11,211,11,/l 
246 !ORHAT 1!10,10(11,17.2)) . 
345 !ORHl!I/, 13) 
112 !OBHl!l/231, 11,241, JI,/) 
e 

RITDRH 
no 



c 
c 
c 
c 

SOBROOl!Hi Cli!DO(HOATOT,HB,HI 

c 111111110u111111111111111111111111111111111111111 mu 1111111111 

c 1 BD!INA PIRA IL CiBIDO Di LA VIBIABLi comm T ¡ mm 1 
C 1 DIL OLTIKO i!LOB DiL ABCBJVO LllDO DiL GASTO TOTAL, HASTA iL 1 
C 1 VILOB DEL HDHiRO BIHARIO IKHiDUTO i 
c 11111111111111111111111111111111111111111111t111111111u1111111111 

c 

c 

COKKOH 1(41001 
COKPLil A 
Ri!L HDATO 

C CiBIDO 
c 

HOITO: FLOAT (KOllO! I 
RH,ALOG(HOA!Ol /ILOG(2.) 
IRH'IK!(BH) 
N'IBK 
HB,211JBH 
IPBO: HOD( ILOG !NDA!O) , ALOG (2.1) 
l!(ABS(IPRO) .Gi. l.0!-36) !BiH 

lRH,IH!(RN!I) 
K' !BH 
HB:2U ( !RH) 
00 500 l:KDATO!!l,KB 

A ( 1)' CHPLI! O. O, O. 01 
500 COHTIHUi 

c 
c 
c 
c 

iHDIF 
Bi!URK 
iHD 

SUBROD!Iffi Hl!H,HB,IAI 

C 11111 llltl ll ll ll llll ll ll ll 1111111111111111111111 lllUUll ll ll I 

c 1 ROTIHA QOi CALCULA LA TRIKS!OBHIOA RIPIDI Di rouam • 
C t SiGUH IL ILGORl!HO Di COOLiY-TUCliY 1 
C llUll IUUlll 11111111111111 lll lllll llltl 111111111111111111111 

e 
comK 11uoo1 
COKPLil A, Al, O, M.! 
DlftiHSIOH 1114100) 
NRI!i(t,t)' CALCULO Di LA m· 

C DIVIDI TODOS LOS iLiH!HTOS POR NB 
C DO 1 J:l,HB 
CI l!Jl,!(J)/HB 



C BIOBDIHA LA SICUIHCII DI ACUIBDO CON LA FIG. 12. 8 
HBD2:KB/2 
HBKl:HB· l 
J: l 
DO 4 L:l,HBMl 
ll(L .GI. J)GOTO 2 
T:A(J) 
A(J):A(L) 
A(L):T 

2 l:HBD2 
3 11 (! .GI. J)GOTO 4 

J:J·! 
(:!/2 
GOTO 3 

4 J:J+X 
e CALCULO DI LA m DI ACU!BDO CON L! IIG. 12.5 

Pl:3.1415926S3S89193 
DO 6 K:l,H 
U:(!. 0,0. º' 
Ki:211K 
l:Ki/2 
N:CHPLl(COS (Pl/I) ,·S!N(Pl/l)) 
DO 6 J:l,i 
DOS L:J,NB,KI 
LPl:L1( 
!:A(LPl)•U 
A(LPl):!(Ll·T 

S A(L):A(L)t! 
6 U:UIM 

UO 1 JL:l,NB 
lllJL):A(JL) 

1 CONTIHUI 

e 
e 
e 
e 

mm 
iND 

SUBBOOT!Hi !ITKl(l,IB) 

C 11111111111111111111111111 lllU UllllllUllllllllll llUlllUI 11 
e • ROTINI QUI CALCULA LA INTITBANSIORKADA Di IOUiliR VII m • 
c m11111111mum1111111111mm1111111111111111111mm;11 
e 

COKKON 1(4100) 
COKPLll A,U,N,T 
NBI!iil,i)' CALCULO DI L! rmr 

C DIV!DI IODOS LOS iLIKINTOS POR HB 
DO 1 J:l,NB 

l AiJ):A(J)/HB 
C BiOBDIH! L! SiCUiNC!A DI ACOIRDO COK LA f!G. 12. 8 



HBD2:HB/2 
HBMl:HB· I 
J:I 
DO 1 L:l,HBMI 
ll(L .Gi. J)GO!O 2 
!:l(J) 
l(J):l(L) 
l(L):! 

2 l:HBD2 
3 11 (1 .Gi. J)GO!O 1 

J:J-l 
!:l/2 
GO!O 3 

l J:Jfl 
e CALCOLO Di Li m Di ICOIBOO COR LI IIG. 12.5 

PI:l.111592653589793 
DO 6 M:l,H 
0:(1.D,D.0) 
!!:211! 
l:Mi/2 
N:CMPLl(COS (Pl/11 , SIH (PI/!)) 
DO 6 J:l,1 
DO 5 L:J,HB,Mi 
LPl:L!I 
!:A(LP!)IO 
A(LP!):l(L)-! 

5 A(L):A(L)•! 
6 O:OtN 

e 
e 
e 
e 
e 

mm 
iHD 

SOBBODl!Hi llLFRIQIHB,!01!0! ,l,H, HNCOH) 

C 111111111111111111111111111111 lltl ll lltllll 1111111111 IUIUlllll 

e 1 BO!lHA IOl!LIIB PARA DI !lL!BADO Di Hi!OBILl!i 1 
C 1 COMPL!JI PIRA IC:Hv 1 
e 111111111111111111111111111111 mm 1111111111111111111111111111 

e 
C HN:HNCOI 
e l(l):Tau 
C 1(2):C 
C I(l):CM Di YiiSIOH 1 PIBAH. (HO OPiil) 
e 
e 

COHMOH l(HOD) 
DIHIHSlOH 1(1) 
comn 1,8!,liHKH,B!M 



lllL DM,Ll!Dl,Bi!I 
Bl!l:l(21 
BT:C!PLI(BITl,O. O) 
I!(i.iQ.l)!HIM 
11:2 
BIM:CMPLI(IlO, O. 0) 
l(l):BT!ll(l) 
ILSi 
Jl: 1 
IMDIF 

DO 10 1:11,NNCON 
DN:3.1115!2653589193f(MDITOH) 
Ll!Dl:(l-l)•DW 
IB!INJ: ZllKT (! ( 1) 1 l)ILIMDI 
IB!iN:CKPLl (COS IAB!IM 1) , -S IM (IRMiMl)) 
l(l):Bl•l ill l!BKIK 

10 COKl!MOI 
DO 11 J:NNCONll,!B 
1(1):(0.0,0.0) 

11 COil!HOI 
e 

c 
c 
c 
c 

il!ORM 
IND 

SOBBOOIINB FIL! li!IN, 1, NB,!DITOT ,CO, TO, W0,1110,C!,QMID) 
c 
e •••••••••••••u••••i••••n••••••••••••••••••••••••••••••u•••••••• c 1 BOTINA PABI mmoo IN iL DOKINIO m TIEMPO P!BI c y TAU 1 
c 1 IARllBLIS COK Ne FIJO 1 

e •••••••••••••••••••• • • •••• •• • • ••• •••••••••••••••••••••••••••t••••• c 
C NN:iO 
c Illl=l!D 
C 1(2):C 
c 
c 

COMMON l{llOO) 
DJ!IMSION l{N),101(1100) 
CO!PLil 1,101,CTC,DQ 
l!llGIB MU, 10, DTIO 
il!L18 COTO 
IF{lllO.HU)GOIO 6 

DO 5 JL:l,HB 
IOl(JL):l(JL) 

CONTINOI 
0110: IKT (1(11-TO 111 
COTO: I (2) /CO 



!K:MKI CTC:C!PLllCOTO,O. O) 
DQI: illll-CK)IQ!ID 
DQ:CKPLI IDQI, O. 0) 
l!(DTIO. LT.O)GO!O 15 
DO 10 JL:l,IB 

ll(JL. G!. OTIO)THIN 
l(J L): 101 IJL· DT 10) tCTC• DQ 

ILSI 
1 (JL) :IOl(MB· DT ID•JL) tCTC•OQ 

m11 
10 CD!Tl!DI 

GOTO 30 
15 DO 20 JL:l,iB 

l!IJL.LI. (iB1D!IO))TBI! 
l(JL):IOl(JL·D!AO)tCTC1DQ 

ILSI 
1( JL ): IOl(JL-18-0TIO)ICTCIDQ 

IRD!! 
20 comm 
30 RITDRN 

liD 

,. '·, 



e.a. EJEMPLOS 

Para la corrida del código se requiere de Z archivos, .-un,o 7par;a la .. ;- - ,. - ',_ .. •\ 

optimización restringida de Rosenbrock y ot..ro que correSponde a la 

inf'ormaci6n hidrométrica . . <-·;·_~-7ir:?.~.-\'V..\ ! 

. . -- . -._-, '·, : , .. 
ARCHIVO I 

FORMATO PARAMETROS 
1,,', ·¡ ',. I_ ".~~j 

C3F10. a) CXCK), K = 1, ••• , .P) 
• ; - ' - )¡ . ' ! ; ',•: 

·.-,_, NP, .NN1, MM1, NN2, .MMa 
., '_.1..H.". ' ~l-'.''-' • (;; ¡¡~ ··- , ,,..· .,. :._ .-C6I6) 

CF6. 2) ALPHA 
~:\ '?·.:? .: .• J ,~¡ ··: . -·· 

C3F10. 2) CCGRCK), K = 1, • p) 

C3F10. 2) CCGRCK), K = 1 • ' • p) 

donde: 

X, vector de inicio de variables independient.es, donde 

XCD = Nc.>-1, XC2) = T y XC3) = C 

K, punto indice 

NR, n~mero de periodos de estiaje 

NN1, valor indice del inicio· del primer periodo de estiaje 

MM1, valor indice del final del primer peri cid o de es t.i aj e 

NNa, valor indice del inicio del segundo periodo de estiaje 

MMa. valor indice del final del segundo periodo de esUaje 

ALPHA, coeficiente de error en la optimización 

CGR, veclor limite in~erior de las restricciones 

CHR, vector limite superior de las rest..ricciories 



ARCHIVO II 

FORMATO 

'"'"'"'"'"'· asx, I 4,a4x ,I 4, /.> 

CT10,10C1X ,F7. 2) 

donde: 

PARAMETROS 

NDAT, ANO 

CQCK), K = 1, 

NDAT, nümero de datos del a~o 

ANO, a~o de inrormación 

.... 10) 

Q, gasto medio diario registrado en le estación. hidrométrica 

K, punt.o indice 

1·_ 

. i ~ : 

,. 

:.-.; 
i ' ' 

' .. 



EJEMPLO 1 ESTACION MEZCALA 

DATOS DE LA CORRIDA CARCHIVO D 

123156189o123156189o12315618 9 o 

7 35. 000 .390 
200 100 600 115 

.10 
5 .10 • 01 
1 80. ºº .99 

DATOS HIDROMETRICOS CARCHIVO II:> 

IOIClOI 11 IL Tll!PO: Q(t) 
liCB!YO .•.•• >!llCILI. DIT 

10. DI DITOS: 256 1/0 : 1910 
........................................................................................................................................................... 

28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 
28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.15 28.58 38.10 10. 50 11.40 
51.00 51.00 19.80 10. 50 10. 50 11. IO 51. 00 51.00 19.80 11. 40 
51.00 51. 00 51.00 52. 20 7D.31 78.80 123.10 93. 28 11.39 15.98 
61.96 17. 39 18.80 91. 80 87. 36 62.32 51. 00 51.00 51. 60 78.80 
so. 32 81. 62 105. 28 91. 80 90. 32 75. 98 62. 32 51.60 11.57 49.80 
51. 00 323.80 235.00 255.83 211. 52 225.50 268.10 391.66 181.18 586. 36 

622. 82 156.20 211.13 117.68 111.36 106. 80 103. 76 11.39 91. 72 153.26 
235.09 219. 67 314.08 135.22 459.82 351. 22 210. 43 182.66 153.26 201.86 
111.10 96.21 121.60 286.25 220. 71 193. 76 189.29 189. 29 232.61 216. 59 
235.09 336. 71 101.90 181. 08 204.86 158. 63 IH.17 182.66 110.01 125. 20 
132.10 111.36 106.80 180.15 336. 71 317.62 398.28 291.11 365. 70 156. 20 
365. 70 286.25 211.52 181.58 119.59 178. 21 358.16 301.36 317.62 351.22 
415.31 109.11 118.92 118.92 lOl.36 109.11 128. 70 501.26 511.12 497.48 
197.18 477.92 125.41 IOU2 291.11 237.35 211.52 218.36 193. 76 171.61 

• 128. 80 123.IO 111.36 106. 80 111. 36 106. 80 106.80 108.32 111. 36 106.80 
108.32 106.80 106.80 106. 80 99. 20 91. 80 88. 81 81.10 80. 21 11.39 
71. 39 11.39 15. 98 15. 98 15. 98 75. 98 10. 31 63.65 63. 65 63.65 
63.85 63.65 60. 99 57. 00 53.10 53.10 53.10 53.10 53.40 51.60 
59.66 59.66 59.66 59.66 60. 99 10. 31 11.57 91.80 100. 72 93.28 
99.20 90.32 15. 98 63. 65 63.65 63.65 63. 65 63.65 57.00 58.33 
58. 33 55.80 55.80 53.40 53.10 52. 20 51. 00 53.10 53.IO 52.20 
53.10 63.65 62.32 69. 98 70.31 63.65 59.66 57.00 57.00 55.80 
51. 00 63.65 57.00 51. 00 51.60 51.00 51. 00 51. 00 51. 00 48.60 
18.60 19.80 57.00 51.00 57.00 63.65 63.65 51. 00 51.00 54.60 
51.60 53.10 53.IO 51.00 51. 00 51.00 



10. DI Dl!OS: . 385 1/0 : 1911 
. ··¡ 

·-----------------·-·-----------·--·--------------·------------------------·-------
62.20 63.80 62. 20 62.20 62.20 62.20 60.60 60.60 58.80 58.80 
55.20 55.20 51.00 60.SO 58.80 58.80 55.20 55.20 55.20 55. 20 
55.20 50. 10 50. 10 50. 10 50.10 50.IO 52.00 55.20 55.20 51. 00 
60.60 58.80 55.20 55. 20 52.00 50.10 52.00 60.60 60.60 55. 20 
55.20 55. 20 50.10 50.10 53.60 51.00 51.00 55.20 53.60 52. 00 
50.10 19.05 17. 10 16.35 16.35 11. !O IT. 70 11. 70 16.35 15. 00 
15. 00 15. 00 45.00 45. 00 45.00 43.80 42.60 12. 60 11.10 11.10 
12.60 U.40 U.40 40. 27 10. 27 39.11 u. 40 40.27 39.11 40. 27 
39.11 U.40 43.80 43.60 15.00 13.80 13.80 u. 40 10.21 39.11 
39.14 39.14 38. 00 38. ºº 37.00 31. 00 ·37. 00 37.00 31. 00 31. 00 
36. 00 36.00 36. 00 37. 00 37.00 37. 00 37. 00 37.00 36. 00 36. 00 
36. 00 36.00 37. 00 39.14 37.00 39.11 45. 00 57.00 60.60 60. 60 
55.20 52.00 53.60 50. 40 19. 05 46.35 13.80 13.80 11.10 40. 27 
39.11 36. 00 36. ºº 36. 00 35.00 31. 00 31.00 34.00 35. 00 31. 00 
34.00 34.00 35. 00 35. 00 35. 00 37.00 43.80 72.00 68. 61 81.10 
84. 40 82. 75 88.11 84.10 90. 00 119.10 232.05 461.06 506. 88 163.11 

383. 80 171.80 162. 35 222. 00 461.06 310. 36 387. 12 611.76 601.ff 517.71 
438.10 317 .60 558.16 380.18 229.10 208. 80 322.26 492.40 516.65 208.80 
206. 40 300.84 293.80 219.20 171. 80 189. 00 391.04 496.02 658. 62 579.11 
582. 15 582. 75 420. 00 111.30 568. 31 562. 08 264.05 222.00 189. 00 119.20 
224.IT 514.12 528.60 336.14 226. 94 221.41 208.80 204.00 194.01 161.10 
157. 85 138. 40 138.10 121. 10 110. 67 110. 61 101.80 116.10 112.51 126.10 
153. 51 162. 35 161.60 111. 71 112. 10 136. 10 162. 35 112.10 136. 10 116.10 
106.80 144. 71 206. 10 181. 65 136. 10 155. 60 161.00 268.10 3!9.50 387.42 
325.88 301.36 231. 70 219. 20 232.05 351. 22 311.10 256.67 264.05 231.70 
387. 12 322. 26 322. 26 398.28 383.80 118. 86 123.62 589.97 513.01 123.62 
398.28 m.11 591 .19 120. 00 601. u 528.60 503.26 582. 75 586.36 597.19 
611.14 608. 02 138.10 644.11 1012. 02 730.99 683.96 1063. 76 1060.11 958.88 
893.72 861.18 614.11 510.50 405.52 351.22 311.10 272.15 216.67 216.67 
256.67 201. 00 201.51 216.61 219.20 201.51 181.10 189. 00 196.60 216.40 
300.81 315.02 310. 38 313.98 279.72 310. 36 m. 10 269.32 312.91 516.65 
m.10 261. 05 210. 00 213.60 194.07 169. 00 181.10 171.80 169.40 161. 60 
15!. 85 117. 01 112.10 138. 10 132. 40 128. 10 126.40 122.10 120.40 118.10 
111.40 112.51 110. 61 110.61 108. 80 108. 80 108. 80 116.10 138.10 130. IO 
118.10 111.40 112.51 111.10 111.10 116. IO 112.51 102.60 101.00 101. 00 
99.20 95.60 95. 60 95.60 91.81 99. 00 88.11 91. 87 81. 40 81.10 
81.10 81.10 11.80 75.87 73.94 



:r:·:. . ·" ,_ r:.-.-· . - ·, . 

10. Dl DATOS: 365 A/O : 1912 
.......................................................................................................................................................... 

13.91 12.00 T0.31 61.00 65.10 6S. 40 63.80 83.80 83.80 62.20 
62.20 62.20 60.60 S8.80 S5.20 55.20 53.60 53.60 53. 60 53.60 
52.00 52.00 SZ.00 52.00 S0.10 50.10 so. 40 11. TO 11. TO 45.00 
IS. 00 15. 00 45. 00 IS.00 4S. 00 13. 80 13. 80 13.80 12.80 42.60 
42.60 12.60 11.10 11.10 11.10 I0.2T I0.2T 39.11 31. 00 38.00 
3T.OO 3T. 00 3T. 00 36. 00 36. 00 36. 00 31.00 32. 40 31. 00 31. 00 
31.00 31.00 31. 00 33.20 33.20 33. 20 32.10 32.10 32.10 31.60 
31.60 31.!0 30.94 30. 91 30.91 29. 60 29.60 29.60 29.60 28.16 
28.16 28.16 28.16 28.16 28.16 26.12 26.12 26.12 26.12 26.12 
28.18 29.60 32.10 30, 2T 29. 60 29. 60 29.60 29.60 30. 21 30.21 
29.60 29.60 29.60 28.88 28. 88 28.88 28.88 28.88 28.16 28.16 
28.16 30.21 31. 60 30.91 29. 60 28.88 28. 88 28. 16 28.16 28.16 
28. 16 30. 91 36. 00 38.00 11.40 43. 80 4S. 00 11.10 47.10 42.60 
10. 21 38.00 38.00 36. 00 36. 00 36. ºº 38. 00 36.00 36. 00 35. 00 
35.00 3S.OO 31.00 31. 00 31.00 34.00 33. 20 33.20 32. 40 31.00 
31. 00 3S. 00 31.00 41.10 50,IO 81.10 110.10 222.00 186. S5 124.40 

119. 20 162. 35 186.55 204.00 232. 05 189.00 201.00 250. ºº 391.01 401.90 
511. TI 691.82 546. 85 55T.48 658. 62 611.63 610.52 111. 92 430.86 184.10 
111.21 232. os 155.60 162. 3S 181.65 231.10 301.36 459. 82 279. 72 243. 34 
260. ºº 201.51 151.47 110. 40 161. 00 206.10 191.51 196. 60 219.12 430. 86 
381.42 333.12 231.lS 213.60 206.10 204.00 208.60 222. ºº 311. 40 216.20 
231. 70 20!. 00 181. 10 181.00 160.10 162.35 111.80 119.20 181.10 231.10 
250. 00 237,35 231.70 221. 41 216. 40 221. 41 234.10 261. os 286.16 405, 52 
401.90 591. 11 716.54 792.46 159.88 681. 88 615.21 528.60 467. 06 318.61 
237. 3S 222. 00 208.80 196.60 224.47 212.lS 325. 88 359.82 521.36 532.21 
m. 92 532.21 111.92 138.10 123.62 535.82 618.85 589.97 553.87 586.36 
586.36 561.09 551.18 521.98 481.51 459.82 510.SO 561. 09 600.80 662. 21 
868.40 539. 43 401.90 36S. IO 333.12 300. 84 300. 84 276.20 261.0S 232. 05 
206.10 196.60 186.55 114.21 169. 40 169. 40 162. 35 155.60 117. 01 141.07 
116.60 164. 60 151.60 111.40 111. 01 138.10 136. 40 126.10 122. 40 118.10 
111.10 108.10 99.20 95.60 95.60 95. 60 90. 00 82.75 90. 00 95.60 
91. 81 91. 81 88.11 84.10 81.10 81.10 82.15 82.75 81.10 81.10 
86.21 86.21 81.10 84.10 82.75 81.10 81.10 81.10 81.10 81.10 
81. 40 91. 81 99. 20 116.40 138. 40 136.40 116.10 99. 20 95. 60 91. 81 
90. 00 82.75 91.81 99.20 99.20 9S.60 91.81 90. ºº 90. ºº 90. 00 
81. 40 81.10 81.10 81.10 17. 80 71. 80 T5. 81 12.00 72.00 61.00 
61.00 6T ·ºº 63.10 60.60 60.60 

10. DI DATOS: 38 l/0 : 1913 
...................................................................................................................................................... 

ST. ºº ST. 00 53.60 53. 60 52.00 60.60 60.60 60.60 63.80 63.10 
60.60 60.60 60.60 60.60 60,60 60.60 51.00 51.00 51.00 51.00 
55. 20 55.20 53.60 53.60 53.60 53.60 52.00 52.00 52.00 50.10 
50.40 19.0S 19.05 49. 05 17. TO 17. 10 16.35 46.35 



RESULTADO DE OPTIMIZACION CARCHIVO DE SALIDA "SALROSEN .. ) 

VALORIS !IHILIS DI L! OPIIMI!ICIOH 

OPT!!O DI LI FOHCIOK OBJ : 10. 52 

KM : 6 
m: 31.359 e : .388 

: ;·· 



EJEMPLO 2 ESfACION PUENTE COLGANTE 

DATOS DE LA CORRIDA CARCHIVO D 

12315678901231567 8901231567890 

7 57.000 .310 
280 105 640 Tl2 

.10 
5 .10 .01 
7 80. 00 .99 

DATOS HIDROMETRICOS CARCHIVO ID 

IOHCIOH IN IL nmo: Q(t) 
ARCBIYO., ••• > POIM!i54 

Ko. Di Dl!OS: 255 1/0 : 1951 

.· j 

L. 

1,'. (.' 

................................................................................................................................................................................... 
. , ··' 

73.25 71.11 10.72 75.80 71.61 13.36 77.63 81.26 19.16 96.51 
101.20 103.10 101.80 121.40 128.30 125.00 132:50 133.50 131.10 132.60 
116.10 166.80 151.60 121.10 123.10 138.50 157.10 175.90 211.50 189.10 
166.20 223.70 175.60 168.50 158.00 175.10 196.90 289.60 523.30 379.90 
299.10 278. 10 353.30 m.oo 363.30 402.80 387.20 502.10 m.60 582.20 
502.60 591.70 555.70 582.00 603.50 575.90 532.00 559.60 1164.90 891.00. 
64J. 20 711. 70 558. 50 700. 90 653. 80 615. 00 573. 70 529.10 572. 00 1026.50 

1537.30 1113.80 909.10 938.00 817.20 978.80 1346.80 1219.30 791.30 713.80 
643.80 629.00 612.00 810.60 787.80 975.80 919.50 631.10 647.70 616.50 
618.90 116.10 929.50 1013.90 991.30 185.00 581.40 525.10 560.30 111.40 
668.30 61uo m.5o 518.40 561.80 610.80 m.10 m.5o 396.00 m.10 
395.00 428.00 438.40 386.50 378.80 414.90 691.70 926.50 893.00 702.10 
553. 80 193. 50 447. 60 111. 00 379.10 135. 30 553. 30 728. 20 659. 60 668. 30 
670. 90 620. 80 592. 00 1203.00 1162. 00 1109. 70 858. 20 822. 90 806. 30 923.10 
612. 60 1023.20 1150.10 1011. 60 912. 60 907. 80 117. 90 1026. 50 949. 00 1255.00 

1229.70 1229.80 1183.50 1265.10 1101.30 1007.80 951.20 1011.50 1319.80 1392.50 
1151.80 1118.50 1126.80 962.10 863.10 812.10 916.90 1153.30 1259.90 1146.10 
1033.90 1361.50 1129.30 1233.90 1076.80 961.20 1002.40 1319.00 1120.00 978.50 
909.80 826.30 755.00 697.60 659.10 622.50 595.00 573.80 556.10 662.50 
648. 70 603. 90 536. 60 512.50 511. 30 533. 30 510. 50 412. 30 446. 90 434. 40 
m.10 424.00 rn.oo 400.60 369.20 358.oo 350.10 341.50 339.60 m.10 
343.40 337.00 327.30 309.30 296.90 313.00 308.40 296.10 295.00 265.00 
286.80 283.00 280.00 278.90 253.10 246.50 213.30 240.10 238.00 225.20 
217.30 211.10 212.30 209.70 204.80 200.10 193.60 191.10 191.10 181.90 
181.30 117.80 171.90 167.50 168.80 165.10 161.50 163.00 160.90 159.30 
158.60 155.50 150.20 116.00 112.70 



lo. Di Dl!OS: 365 1/0 : 1955 
--------------··---·--------------·--------------------.. --------------------------------------·---·----

115.00 lll.90 111.10 113.00 137.10 136.00 129.90 123.50 126.00 128.80 
125.40 121.50 124.00 129.60 129.80 132.90 131.90 130.00 126.00 131.00 
122.10 117.30 115.00 113.60 115.60 116.00 115.90 113.90 101.00 110.90 
115.10 111.30 116.10 116.10 111.00 101.90 101.00 101.10 101.90 105.00 
105.20 105.90 102.50 113.00 123.30 118.50 119.00 115.90 116.30 113.90 
116.00 118.10 116.00 112.50 111.10 103.80 110.60 107 ~ 101.10 93.13 
91.00 98.83 101.10 91.28 98.59 100.20 96.68 9Ú 90.21 81.78 
16.11 86.39 66.31 83.22 82.01 81.66 89.11 90.0 90.16 96.19 
89.66 81.90 81.39 86.Bl 86.30 85.19 85.21 81. 9 81.11 83.66 
82.92 82.19 81.99 81.11 80.36 16.91 18.30 80. o 82.00 19.30 
75.86 13.05 75.11 18.ll 11.06 11.13 12. 19 13.93 10.21 71.60 
11.31 71.19 10.30 11.59 72.86 13.29 13.11 72.68 lo.26 10.55 
88.60 89.25 86.29 81.35 82.09 18.29 15.28 11.05 13.11 73.25 
12.55 13.16 83.13 83. 30 82. 60 85.56 91. (( 91.5 l 92. 30 90.13 
90.71 81.89 81.58 19.51 80.53 11.30 11.55 71.11 81.81 105.10 

100.90 95.22 103.60 93.51 89.29 88.61 91.51 99.15 111.30 158.10 
151.00 211.10 209.10 111.20 115.50 112.90 121.10 110.90 107.10 108.80 
111.00 156.10 165.10 166.50 161.10 ll3.10 191.00 189.80 151.10 158.50 
118.10 117.10 136.80 156.60 388.80 656.50 716.90 623.20 593.50 609.50 
191. 20 513.10 650.10 836. 10 1119. 00 1118. 50 13!!.10 920.10 186.10 1215.50 

1701.30 1693.80 l!l6.ZO 1651.50 1518.80 1120.10 1003.30 lOSUO 851.60 921.50 
1332.10 806.30 818.90 811.20 199.90 121.20 728.00 651.80 613.30 571.60 
559.10 551.50 561.60 597.10 695.10 170.20 179.10 680.10 618.60 605.10 
581.30 511.90 621.30 143.10 115.60 112.10 135.10 1328.20 1371.10 1291.10 

1110.ZO 1621.80 1575.00 1203.90 1131.80 1238.20 2829.50 2176.00 1116.10 1083. 70 
1011.00 1101.10 1051.30 1010.10 1268.10 m3.6o 121uo 1119.30 984.90 m.60 
911.50 911.00 915.50 912.90 959.90 890.90 831.00 891.10 1036.20 921.10 
933.90 1129.00 1358.50 1103.60 1110.80 1001.10 819.10 1010.30 195.10 1036.10 
931.10 1081.50 1182.10 1392.10 l1!3.20 1310.80 1206.80 1010.00 898.60 118.10 

2121.00 1829.10 1333.90 1113.20 1039.00 965.10 656.30 915.60 933.30 1118.10 
1133.20 1701.10 2060.60 1651.10 1311.90 1219.80 1150.10 1033.20 663.50 806.10 
801.90 801.10 811.60 1015.30 911.80 856.90 901.60 900.60 615.60 520.90 
526.90 511.90 515.60 508.20 453.00 129.30 430.10 380.60 310.60 316.30 
316.80 301.40 291.60 301.30 115.10 311.30 328.00 321.10 328.20 321.50 
291.50 310.30 331.10 321.90 321.90 328.10 298.50 286.80 295.50 306.10 
291.30 303.90 305.10 261.90 292.90 261.90 215.50 252.10 216.00 211.10 
213.00 211.90 210.10 239.00 238.30 



.. , :',,·· .. 

lo. Di DATOS: 366 A/O : 19S6 
............................................................................................................................................................................................................. 

236.!0 236. 00 235.00 235.10 232.10 231. 00 229.SO 225. 00 218.60 203.10 
188. 00 199.10 197.10 189. 60 181.90 182.10 188.20 114.10 163.10 160. 80 
168.10 168. 00 188. 70 169.SO 168.SO 1S9.60 158.90 158.10 1S2. 00 145. 00 
138.00 118.60 142. 00 137.60 117.90 lSS.60 116. 00 113.10 139.50 131.10 
138.00 138.60 ltS.10 135.10 137. 00 138.90 127.10 120.20 12S.50 128.IO 
128.10 126. 00 121.10 117.20 116.00 112.90 112.10 111.10 116.10 113. 30 
114.SO lOS.20 102. 00 102.00 112.30 111.30 108.60 113.10 110. so 110. 00 
109.SO 111.10 111. 90 107.70 107.80 103.SO 100.30 91.93 lOS.60 102. ºº 
98.69 99.29 94.30 91.69 91.50 93.90 93. 39 92.91 92.IS 92.50 
94.30 92.11 91. 69 91. 29 91.10 90. 70 90. ll 89.85 69. 60 89. 40 
!9.2S 88.90 88.lS 88. 50 88. 55 89.18 89. IS 89.JI 90. 80 91.17 
91.16 81.10 8!.02 85.26 89. 99 90. 79 89.26 98.11 96. IS 98.67 
91. 72 113. 80 102.10 97. 75 97.SO 116. 90 126. 00 120. 00 130.10 119.10 

121.10 136. 80 129.60 160. 00 156.10 119.80 117.10 178.10 ISO. 20 130. 00 
llS.20 106. 80 102. 00 99. so 98.SO lOS. 00 124.JO 269.80 218.90 224. so 
352.10 137. so 315.80 119.90 sso.so S02.80 S83.IO 825.60 814.JO 911.00 
9S1.00 809.90 69S.80 996.JO 767.SO 733. BO 761.10 m.oo 586. so 780, 70 

1103.80 1266.10 1016.10 !JI.JO 713.60 715. 00 669.00 603.20 608.10 SJ6. 90 
16S.l0 129.30 llS.80 429.20 105. 70 166.00 Sl6.80 709.60 693. so 613.00 
632. 70 910. 90 685.10 S22.00 498.20 soo. 70 443. 90 119. 70 428. 80 414. 70 
459.80 123.90 394.30 382.SO 381.00 373.30 369.10 139.60 633.SO 638.50 
SOS.SO 473.JO ISS.10 428.10 393. 70 381. 00 361.JO JU.90 310. 10 JJO. 90 
327.60 316.SO 302.SO 298.80 288.SO 26S.10 289.80 279.50 273. 90 301.10 
338.10 386.80 429.60 153.00 416.10 360.BO 312. 00 319.60 499.80 693. 70 
635.10 484.90 425.00 443.10 502.30 187 .10 675.10 892.90 712. 10 608.10 
518.60 585.10 916.00 1705.00 1101.50 1111.60 937. 80 606.30 731.30 685.50 
661.70 1168.90 1672.20 2297.30 2261.30 2072.10 1634.90 1693.00 1526.SO 1693.10 

1!52.90 1611.90 1191.60 1118.90 1262.10 1111.40 1092.20 !Jll.90 1410.10 1132.50 
1522.80 1613.10 1600.JO 1396.JO 1287.JO lJJ5.IO 1111.90 973.60 867.30 771.70 
733.10 719.80 711.00 698.20 677.JO 619.SO 620.90 588.SO 585.80 563.90 
512.10 501.10 501.00 190.10 m.so 193.90 461.90 386. 70 371. 00 3S1.IO 
3S0.90 321.10 321.70 326.10 319.10 321.00 329.40 319.30 309.30 JOl.50 
283.60 280.60 278.10 272.90 277.JO 283.90 211. 40 3S6.00 341.10 337.20 
333.30 313.60 291.70 283.60 266.SO 218.80 217.00 216.60 254.60 2SS.30 
250.SO 21UO 222.60 218.00 212.60 213.40 201.00 211.20 217.00 212.10 
207.00 202.SO 201.10 200.00 193.60 190. 50 18S.90 186. 00 184.90 172. so 
169.00 176.90 175.10 111.10 ITS.00 172.40 

lo. DI DATOS: 38 A/O : 1957 
................................................................................................................... -................................................................................. _ .. 

170. 80 169.60 168.80 161. 10 166.30 161.60 163.00 161.20 158.80 156. 70 
lSUO 1S2.50 lSl.10 lSO. 40 149.JO 118.10 116. 90 145,SO 114.70 116.60 
119. 90 118.80 145. 00 112. 70 141.50 141.20 110.SO 139.60 139. 00 137.90 
136.20 133.30 131.80 131.SO 130. 80 129.80 129. 80 129. 00 



RESUL.TADO DE OPTIMIZACION CARCHIVO DE SALIDA "SALRQSEN .. ) 

YALORIS IIHILIS DI LI OPT!!ll!CIOH 

OP!!KO DI LI IDHC!OH OBJ : 2.65 

MM : 1 
!ID: 59.336 C: .309 

',.j 
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